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Efectos no-lineales con un pseudopotencial local 
y teoría.de respuesta lineal en metales simples 

Eduardo Javier Rqdríguez Uribe 

Resumen. En el presente Lrahajo se hace una revisióu <lt! la. teoría. de ptieudopcr 
tendales. Se proponen pseudopotenciales locales para metales simples en el espacio de 
configuración que tiene una expresión analítica sencilla y que reproducen en gran parte 
los potenciales obtenidos vía teoría de respuesta no lineal, que requieren de cálculos 
numéricos rrmy laboriosos. Como metal de prueba se selecciona aluminio. Se comparan 
los resultados obtenidos para los potenciales intcriónicos con otros pscudopotenciales. 
Por último, las curvas de dispersión fonónica obteñ.idas a través de los potenciales pro­
puestos son comparadas con las generadas con otros pseudopotencialcs, resultando muy 
semejantes. 

Introducción. Si se cuenta con un potencial interiónico o un peeudopotencial 
confiable para. metales simples, se tiene una base lo suficientemente fuerte para estudiar 
sus propiedades electrónicas. 

Para explicar el comportamiento observado en los metales, se ha recurrido a una 
gran variedad de modelos. El punto .. de partida es el modelo de gas de electrones 
libres, modelo que se ha ido perfeccionando para considerar las interacciones entre 
los diferentes componentes de la red cristalina.. Drude propone el modelo de gas de 
electrones y Lorentz le aplica la estadística de Maxwell·Boltzrnann. El modelo de 
Drude-Lorentz no puede predecir de manera correcta calores específicos, por no tomar 
en cueÜta el principio de exclusión de Pauli. El principio de exclusión se introduce 
utilizando la estadística de Fcnni-Dirac. Esto fue hecho por Sommeñcld. Los modelos 
anteriores desprecian la interacción entre los electrones de conducción. Hartree modifica 
el modelo una vez más, tomando en cuenta esta interacción como un promedio. El 
modelo de Hartree no toma en cuenta el principio de exclusión, Fock incluye los efectos 
debidos al spín, dando cerno resultado el modelo de Hartree-Fock. Finalmente, las 
teorías de apantallanúento de Thomas-Fcrmi y de Lindhard, en las cuales ya se nota la 
estructura que tiene la teoría pseudopotcnciales. · 

En este trabajo se proponen pseudopotenciales locales descritos por funciones analíti­
cas simples que en teoría de respuesta lineal reproduzcan lo mejor posible potenciales 
interiónicos y curvas de dispersión Canónica obtenidas a través de cálculos que incluyen 
utilización de teoría de respuesta no-lineal. 

En el Capítulo 1 se hace una descripción del formalismo del pseudopotencial. En el 
Capítulo I1 se proponen los pseudopotenciales que son la base de este trabajo. así como 
la manera de obtener los potenciales interiónicos y las curvas de expresión fonónica que 
se obtienen de los potenciales propuestos. Por último, en el Capítulo III se analizan los 
resultados obtenidos. 



CAPITULO 1 

1 TEORIA DE PSEUDOPOTENCIALES 

Una buena manera de comenzar el estudio de las propiedades electrónicas de los metales 
simples, i. e., aquellos en los cuales los electrones del caroso iónico están fuertemente 
ligados, e.g. 1 Al 1 Na1 etc., es el cont.ar con un potencial interiónico o un pseudopotencial 
confiable. 

En este capitulo se hace una descripción del formalismo del pseuodopotcncial. 

1.1 Concepto del pseudopotencial 

De la física del estado sólido, así como de la física molecular y atómica, se sabe que 
los enlaces químicos están determinados por los electrones de valencia, i.e., los elec­
trones más externos. En una primera aproximación se puede pensar que los electrones 
de las capas llenas, i.e., los electrones del caroso iónico (o ión, simplemente), como 
químicamente inactivos y que además no contribuyen en los enlaces químicos, lo cual 
no quiere decir que no sean importantes en la física del estado sólido. Los electrones 
iónicos son los que determinan los estados y energías de los electrones de valencia, por 
lo que en una descripción cuántica de la estructura electrónica del átomo se deben de 
induir en el hamiltoniano. Si consideramos el hamiltoniano (sin campos externos, ni 
efectos relativistas o acoplamiento spín·órbita) de un átomo de carga Z (todo lo que se 
haga en el resto del trabajo será en unidades atómicas), con M electrones, entonces el 
hamiltoniano contiene: 

• La suma de M términos cinéticos, 

• La suma de M términos atractivos entre el núcleo y los electrones, y 

• La suma de M(M - 1)/2 términos coulombianos (repulsivos) entre electrones. 

Mp2 M¡ ¡MM¡ 
H=E....L-zE-+-EE-- (t.1) 

i=l 2m i=I r; 2 i=l i~j lr1 - r;I 

La ecuación correspondiente de SchrOdinger se puede resolver para un electrón en el 
campo coulombiano del núcleo (H). Para dos electrones (He), se puede calcular varia­
ciona.lmente la energía del estado base, utilizando como iunción de prueba el producto 
de dos funciones hidrogenoides en la aproximación de Hartrec. Para tres electrones (Li), 
el método analítico ya no se puede aplicar, por lo que se utilizan técnicas numéricas 
para resolver la ecuación de SchrOdinger para tres o más electrones. Aun estos cálculos 
se vuelven pesados para más de treinta electrones. 

Dada la relativa estabilidad de los electrones iónicos, se puede hacer uso de la técnica 
o método del pseudopotencial, la cual es una de las técnicas empleadas para evitar el 
cálculo de los estados de los electrones iónicos. Esta técnica del pseudopotencial se ha 
aplicado en los últimos años a una gran variedad de problemas en química y estado 
sólido entre ellos, el estudio de las estructuras electrónicas de átomos, moléculas y 
sólidos, enlaces químicos superficiales. cte. 
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1.2 Aproximaciones en la teoría del pseudopotencial 

La primera aproximación que se hace es la de un solo electrón, en la cual la in­
teracción electrón-electrón, sobre un electrón cuya posición es r¡ , se reemplaza por 
una interacción promedio debida a todos los otros electrones, dando como resultado un 
potencial F(r¡). Entonces la ecuación de SchrOdinger para cada electrón es: 

//ltii.) = (T + \ ")Jtii.) = E.ltii.) 

T = -\7' 
2 

(1.2) 

{1.3) 

donde T es el operador de energía cinética; V el potencial efectivo que actúa sobre 
el electrón, el cual contiene la interacción coulombiana con los núcleos de todos los 
átomos y todos los otros electrones. Se requiere el potencial para calcular las funciones 
de onda y la densidad electrónica. La densidad a su vez determina el potencial efectivo. 
Esto da como resultado que la ecuación de SchrOdinger tenga que resolverse de manera 
autoconsistentc. En la solución de la ecuación de SchrOdinger se debe lomar en cuenta 
el principio de exclusión de Pauli. 

El índice n denota los electrones de valencia y e a los iónicos. La ecuación de 
SchrOdinger para estos últimos es: 

{1.4) 

Nótese que en general el potencial será diferente al que se tiene para un ión libre. 
Los estados n y e deben satisfacer las siguientes relaciones de ortogonalización: 

{1.5) 

La segunda aproximación importante es la llamada de caroso pequeño, en la cual 
se supone que los el""ctrone5 iónkos están fuertemente ligados al núch .. >o 1 de tal m~ .. nera 
que sus funciones de onda no sientan la presencia de los átomos vecinos. Una manera 
de asegurarse de que esta aproximación es adecuada, es limitando los cálculos a átomos 
sin electrones en las capas do f (e.g. Al, Na, K, etc.). Si se trabaja con una molécula o 
red cristalina se supondrá que los estados iónicos son iguales a los de los átomos libres. 
Si el átomo tiene capas cerradas en d o f la aproximación ya no es válida y se tiene 
que tratar a los electrones iónicos de las capas do f al mismo nivel que !os electrones 
de valencia. 

1.3 Pseudoecuación de Schrodinger 

Dados los estados iónicos l'l'c}· pareci<.>ra que las condiciones de ortogonalización 
para los electrones de valencia representan un problema. Xo es así. Es cierto que estas 
condiciones limitan fuertemente a las funciones de los electrones de valencia dentro de 
la región iónica. lo cual no es un problema si se recuerda que ya se mencionó que para 
el estudio del enlace químico. la región de interl?s queda fuera de la región del caroso. 

La idea básica del método del pseudopotencial es aprovechar las \·en tajas que ofrecen 
las condiciones de ortogonalización. Sumando un conjunto de estados iónicos l'l'c) con 



coeficientes arbitrarios (llrcltl>n) a la función de onda se obtiene una nueva función lti>n), 
la cual se puede hacer más suave en la región iónica que la función original lll'n): 

(1.6) 

(1.7) 

donde P se conoce como el operador <le proyección de los estados iónicos o ligados, 
dado por: 

p = L: lll'c}(>ll,J 
' 

Nótese que: 

= (.P.J>ll,) - (4'.J>ll,) = o 
i.e., se cumple con la condición de ortogonalizacióh ('11cl1.1'n) =O. 

La ecuación de SchrOdinger (para una partícula) para el estado l>Itn) es: 

o bien 

HJ>l10 ) = E.J>ll.) => HJ>lt 0 ) = HJ,P.)- HPJ.P.) 

= TJ,P.) +(V - H P)l4'.) = E.J>It.) = E.J<;!.) - E.PI\!.) 

=> [T +(V - H f.+ E.P)Jl,P.} = E,I<;!.} 

(1.8) 

(1.10) 

(1.11} 

(1.12) 

con W. = V - H P + E.P =V - ¿, l>It,)('11,l(E, - E.) donde T + W. se conoce como 
el pseudohamiltoniano, 14.in) como la pscudofunción de onda, Wn como pseudopotencial 
y ta ecuación (1.12) se conoce como la pseudoecuación de SchrOd..inger. r.;ótese que los 
valores propios de la energía son los mismos que los de la ecuación original. Lo cual 
implica. que el conocimiento de la pscudofunción de onda, permite derivar (u obtener) 
la función de onda original, si se conocen los estados iónicos. 

La manera en que está defmida Wn presenta un par de problemas: 
i) es un operador integral, ya que 

(1.13) 

ii) contiene los \·alares propios de la energía En, los cuales se quieren calcular. 
A primera. vista parecerla que no se ha ganado nada. Sin embargo, se ha generado 

una pseudofunción de onda lo suficientemente suave, la cual tiene un alto grado de 
arbitrariedad, ésta a su vez se transfiere al pseudopotencial, al cual corresponde una 
única pseudofunción de onda. 

Considérese el pseudohamiltoniano actuando sobre un estado iónico: 

(T+ IV,)l>It,) = (T+ V- HP+ E,P)l>lt,) = (H-HP+E.P)l>It,)-



= HIWc) -H2:fW,}(W,fWc) +E. Ef'll,)(W,fW,) 
e e 

(1.14) 

Lo anterior significa que los estados iónicos IW ,) son estados propios del pseudo­
hamiltoniano, pero los valores propios de la energía son, no los de Jos electrones del ión, 
sino de los electrones de valencia En. Visto de otra manera: Ja adición de una combi­
nación lineal de estad.os iónicos a la pseudofunción de onda no tiene ninguna influencia 
sobre los va.lores de Ja energía de los electrones de valencia. Esto es Jo que finalmente 
da la arbitrariedad Robre la p"cudofuncióo de onda, lo cual ya ha sido trat&do por 
Harrison [I} para construir una pseudofunción lo bastante suave. 

Uno de Jos resultados más importantes del método del pscudopotencial, es el hecho 
de que el espectro de energías del pseudoha.miltoniano T + W, consiste únicamente de 
las energías de los electrones de valencia, mientras que el ha.miltoniano original toma 
en cuenta las energías del los electrones del ión y los de valencia [2J. 

La ventaja de esto queda clara cuando se considera el principio variacional de la 
mecánica cuántica: · 

• Con el hamiltoniano original se obtiene, para una función arbitraria W(r): 

('lllT + Vf'll) > E 
('llfW) - c1 (1.15) 

donde Ec1 es el nivel mínimo de la energía del ión. 

• Con el pseudohamiltoniano aplicado a una función arbitraria ,P(r): 

(.PIT + Wl.P) > ~ 
-@¡--"'•! (1.16) 

donde E.1 es la energía mínima de valencia (figura 1.1). 

Aquí vale Ja pena aclarar que el término de "energía de valencia" en un sólido está 
constituido por las bandas de conducción y/o las bandas de valencia más altas; en 
oposición a un átomo, donde dicha energía. está asociada únicamente con los electrones 
de valencia. 

La diferencia entre ambos espectros se explica por el hecho de que el pseudopotencial 
Wn = V-(H-En)P contiene una interacción fuertemente repulsiva. Esta interacción se 
limita a la región del ión, ya que es el resultado de la acción del operador de proyección P 
sobre los estados iónicos 1 y fuera de dicha región el pseudopotencia.1 es igual al potencial 
original. 

1.4 Métodos y aproximaciones en el planteamiento del pseu­
dopotencial 

El hecho de que el pseudopotencial sea un operador integral que presenta dificultades 
para su manejo en la práctica, ha obHgado a que se represente por pseudopotenciales 
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Espectro de T + V Espeotro·de T + W 

Figura 2.1. Representación esquemática de los valores propios dcl hamiltoniano y dcl pse11· 
dohamiJtoniano. 

l<><:ales, e.g. modelo de pseudopotcncial puntual. En este trabajo se toma esta aproxi­
mación de pseudopotencial local. 

Existen básicamente dos formas de abordar el problema: 
a) con modelos empíricos y b) ab-initio: 
a) Empíricos. Quizá el rn;\s cr.uocido de todos los modelos empíricos sea el pro­

puesto por As!!croft {3t4}, c:onocido como aproximación de iórt vacío. En este modelo 
°" propone que la parte del pseudopotencial dentro del volumen del. ión con radío R., 
sea cero y fuera de éste sea el potencial coulombia.no. El parámetro Re "" ajusta de ta.I 
manera que reproduzca datoa experimentales, e.g. el espectro fonónico, propiedades 
de transporte, etc. En general Jos paeudopotencin.lcs empíricos constan de uno o más 
parámetros ajustables) de tal manera que reproduzcan d01tos experimentales que a uno 
le interesen. Otro p•eudopotencial bastante conocido es el de Hein.,.Abarenkov {4,5J. 
La ventaja de trabajar con este tipo de pseudopotenciales radica en su precisión para 
reproducir datos experimentale.s. La desventaja está en que "esconden" los efectos 
físicos que toman parte. 

b)ab-initio. Modelos teóricos basados en primeros principios. Hacen uso de la 
libertad que se tiene para proponer el pseudopotencial o la pseudofunción de onda, 
evitando la introducción de parámetros ajustables. De todos Jos modeJos propuestos el 
más conocido es el de Harrison [lj; formalismo que describe la pseudofunción de onda 
en términos de ondas planas ortogonales. dando como resultado una función de onda 
tan suave como se quiera cerca del origen. En este enfoque se requiere información 
detallada de las energías y las funciones de onda de los electrones iónicos. También 
se utíliia, el construido a través de densidad electrónica calculada con Funcionales de 
Densidad [2,4,6-10]. 
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1.5 Teoría de perturbaciones para el pseudopotencial y el 
potencial interiónico 

Independientemente de la manera en que se haya elegido el pseu~opotencial, el 
esquema general para un cálculo real procede de la siguiente manera: 

l. calcular o suponer una densidad electrónica n( r) razonable¡ 

2. detcmúnar el potencial correspondiente V(r)¡ 

3. detemúnar el pseudopotencial W; 

4. resolver (T + W)l.Pn) = Enl.P.}; 

5. evaluar .P.)= (1- P)lo;b.}; 

6. calcular la densidad correspondiente n(r)¡ 

7. repetir de 2 a 7 hasta alcanzar la convergencia desea.da. 

El cálculo numérico de este esquema autocoll!!istente es bastante laborioso, pero, 
para los metales simples el pseudopotencial se puede considerar como una perturbación 
del operador de energía cinética. Para este caso se puede alcanzar la autoconsistencia 
analíticamente con teoría de perturbaciones a. segundo orden. 

1.6 Formalismo HKS (Hohenberg-Kohn-Sham} 

Para. calcular las densidades electrónicas se usa el modelo de vacancia de gelatina (4,9), 
en el cual se introduce un ión en un gas homogéneo de electrones con un fondo de carga 
positiva que toma. en cuenta la presencia de los iones del arreglo cristalino. 

El resultado central del formalismo HKS para una partícula establece: existe un 
potencial Iot::al PfP.f:t.ivo V::u(r) que genera el conjunto de funciones de onda \l'¡(r¡) vía 
ecuación de SchrOdinger: 

(T + V.11(r}].P;(r;) = e;.P;(r;) (1.17) 

y por lo tanto, la densidad del estado base del sistema, con la expresión para la densidad 
de partículas independientes: 

n(r) = L: l'11;(r;)l2 {l.18) 
'•<<¡ 

donde la suma se toma hasta el valor de la energía de Fernú correspondiente f¡. 
El potencial efectivo está. dado por: 

v. ( ) = --'( ) + óE,.[n(r)] 
' 11 r "'r ón(r) (1.19) 

donde o;b(r} es el potencial electrostático total del sistema, y Er.(n(r}) es la energía 
de intercambio-correlación del sistema. Si se desprecian las correcciones debidas al 
gradiente, se tiene que: 

óE;~~~\r)] = fn(n(r)<,.(n(r))J (1.20) 

7 



donde f:c(n(r)) es la energía de intercambio-correlación por partícula en un gas ho-­
mogéneo de electrones de densidad n(r). 

En unidades atómicas la contribución al potencial efectivo debida al término de 
intercambio~correlación en la ecuación de Gunnarson y Lundquist [11], queda como: 

vr«rl = liE;~~~r = -0.6109 x [~ + o.5s5en(i+ 
1!:4)] (1.21) 

donde 
!nr' = .!_ 
3 • n 

(1.22) 

Como Ve11(r) debe de tender a cero para valores grandes de r, se hace un reescalamiento 
de V,,(r): 

(1.23) 

Por otra parte, se tiene que el potencial electrostático 4i(r) satisface la ecuación de 
Poisson: 

V\6(r) = -4IlD(r) (1.24) 

donde, D(r), la densidad de carga total, se puede expresar para el modelo de ión en 
vacancia de gelatina como: 

D(r) = Zó(r) + n,O(r - R,,,,) - n(r) (1.25) 

donde O es la función escalón, R,,,, es el radio de Wigner-Seitz, Z es la carga del ión y 
li(r) es la función Delta de Dirac. 

8 



CAPITULO II 
2 PROPUESTA DE LOS PSEUDOPOTENCIALES 

En este capítulo se ha.ce una descripción de los pseudopotencia.les a analizar, así como 
de las manipulacione8 algebraicas que llevaron a la obtención de las curvas del potencial 
inleriónico y de dispersión fonónica, las cuales se discutirán en el siguiente capítulo. 

2.1 Teoría de respuesta lineal 

De la teoría de respuesta lineal se tiene [4, 12]; 

[ 
1 l q2 V(q) ón(q) = - -1 --

<(q) 4II 
(2.1) 

donde ón(q) es la transformada de Fourier de la. densidad de carga. inducida ón(r), V(q) 
es el factor de forma del pseudopotcncial no-apantallado y <(q) es la función dieléctrica 
del ga.s de electrones. La expresión anterior da. una relación lineal entre ón(q) y V(q). 
Si se supone que V(q) es débil, entonces el potencial interiónico se puede obtener 
como [4,12]: 

t¡l(r) = ~[1 +~J.~ dqsen(qr) X lq'V(q)l'(...!....-1)] (2.2) 
r II o q 4ITZ <( q) • 

donde Z es la. carga. del ión, y ón( q) es la densidad de carga inducida definida por la 
ecuación (2.1). 

En este trabajo, proponemos algunos pseudopotenciales locales V(r) de interacción 
ión-electrón descritos por funciones analíticas simples que en teoría de respuesta. lineal, 
reproduzcan lo mejor posible los potenciales interiónicos y las curvas de dispersión 
fonónica obtenidas a través de cálculos más sofisticad.os, que incluyen el empleo Je Loo ría 
de respuesta. no-lineal, a través de la utilización de una pseudodensidad construida a 
partir de la solución de la.s ecuaciones HKS (sección 1.6) [6,7]. El propósito es ver 
si es posible abreviar el tiempo de proceso en la obtención de propiedades de metales 
simples. 

2.2 Proposición de los potenciales locales V(r) 
Proponemos cuatro potenciales locales con las siguientes características: 
a) La región O < r < y se divide en dos partes: 

0<r:5Rc 

Rc<r<oo 
donde el parámetro Re es el radio del caroso o ión. 

b) En todos los casos el potencial en la región R-c < r < co es el potencial coulom­
biano dado (en unidades átomica.s, u. a.) por: 

-Z 
r 

(2.3) 
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Para la. región O < r :5 Re se toman cuatro expresiones distintas, en las cuales Q es 
un parámetro: 

Vj(r) = { yr ;O< r 5 r, 
~¡r.<r<oo 

~(r)= {~r~ ;O< r 5 r, 
2 "=f¡r.<r<oo 

V:.(r) = { (~r ; O < r 5 R,, 
r ¡Rc<r<oo 

V.(r) = { ~r ;O< r 5 R., 
-;-;Rc<r<oo 

en V.(r) y V,,(r) R.,= r., mientras que en V:.(r) y V.(r) R.,= ar, 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

El punto siguiente es encontrar las transformadas de Fourier para cada una de las 
expresiones anteriores, con e1 objeto de utilizar la ecuación 2.2 para obtener el potencial 
interiónioo y de éste, las curvas de dispersión fonónicas. ' 

2.3 Cálculo de las transformadas de Fourier de V(r) 
Dada una función en el espacio de configuraciones r, se puede encontrar su re­

presentación en el espacio fa.se q, mediante la transformada de Fourier. En R 3 , se 
tiene: 

sea /(r) definida solo en r > O, entonces 

f(q) = T[/(r)J = 1 f(r)e_;q·r¿v 

donde T[f(r)] es la Transformada de Fourier de /(r); 

dv = r 2 senOdrdOdi/J; 

y 
q·r=qrcosO 

=? f(q) =J.'' J.' J.00 

J(r)e_;,.~•r2sen0drd0d<p 
que dcspués de hacer las integrales correspondientes queda: 

f(q) =fo"" r f(r)sen(qr)dr • 
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(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 



Sacando las transformadas de Fourier a cada una de las expresiones anteriores (2.4 • 
2.7), con la. ecuación 2.12 da: 

4Ilz [ 2o 2asenqr,] 
V,(q) = 7 (<> - 1) cosqr, + (qr,) 2 (1 - cosqr,) - ----;¡;:;- (2.13) 

4ITZ (( 6a 3a ) 60 cos qr,J 
V,(q) =--;¡- (qr,)3 - (qr,) senqr, +(a- l) cosqr, - (qr,)2 

(2.14) 

V.: ( ) 4ITZ (Cl ) 2 2senqor,] 
a q =--;¡- -cosqo:r, (qar,)2-~ (2.15) 

4ITZ (( 6 3o ) 6 cos qar,] 
V.(q) = - 2- -( )' - -( -) senqar, - -(--)2-q qQJ', qo:r, qo:r, 

(2.16) 

Los diferentes Vi(q) son los factores de forma del pseudopotencial ión-electrón no­
apantalla.do definido en la ecuación 2.1, que utilizaremos en la ecuación 2.2 para obtener 
los potenciales interiónicos. 

2.4 Cálculo de las curvas de dispersión fonónica. Aproxima­
ción Armónica 

El hamiltoniano de un sistema cristalino está dado por la expresión: .. 

H="Pr+u 
"--2m (2.17) 

donde P es la cantidad de movimiento del i·ésimo átomo del arreglo cristalino, m la 
masa de éste y U la energía potencial del sistema. 

Para un sólido que contenga un átomo por celda unitaria con una base da.da por los 
vectores a, b y e las posiciones de equilibrio que ocupan los átomos están da.dan por 1B 
relación: 

R; = A;a+ B;b + C;c (2.18) 

donde A¡, B¡, C¡ son enteros. 
Sea U¡ el desplazamiento respecto a la posición de equilibrio que ha. sufrido el i·ésimo 

átomo, entonces la posición de éste puede ser escrita. como: 

r¡ =R.¡+ 01 (2.19) 

La energía potencial del sistema cristalino debe considerar todas las contribuciones 
de las diferentes parejas de átomos, o sea que se tendrá una expresión del tipo: 

(2.20) 

Este potencial puede ser desarrollado en series respecto a las posiciones de equilibrio 
del sistema. en potencias de los desplazamientos U¡1 desarrollo que da. como resultado: 

N l 
U= 2 ¡:t,6(R;) + 2 ¡:(u¡ - u;)Vt,6(R;-R;) 

' ,, 
(2.21) 
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+¡;[Cu; - u;)· v]'i,ó(R;-R;) +términos de orden superior 
IJ •-

El primer término de la expresión anterior representa. la energía potencial de equili­
brio, en tanto que el segundo término es igual a cero puesto que cada sumando involucra 
a la fuerza. que siente el i-ésimo átomo cuando se encuentra en la posición de equilibrio, 
la. cual es cero. Si el desarrollo se toma hasta el tercer término, i.e. 1 despreciando los 
términos de orden superior, se tiene lo que se conoce como la aproximación armónica, 
con la cual el hamiltoniruio del sistema queda. como: 

P~(R.;) l '°'" p H = E-'-2-- + Uo + ¡ ¿_,¿_,DapUÍU; 
¡ m iJ n,JJ 

(2.22) 

donde U0 es el potencial de equilibrio definido anteriormente, y está dado por: 

(2.23) 

mientras que Da/J lo está por: 

D -[8',P(R;-R;)l 
a(J - lJu'téJuf o 

(2.24) 

Dap es una. matriz simétrica, que además satisface: 

(2.25) 

Definiendo las coordenadas Qka, de tal manera que satisfagan 

u¡= (N~)• ft •>,Qu exp(k. R.¡) (2.26) 

donde el conjunto de Ek son los vectores de polarización, la ecuación de polarizabilidad 
puede ser escrita como: 

(2.27) 

Dap(k) es la. matriz dinámica cuyos elementos son: 

(2.28) 

Las frecuencias asociadas a las ondas que describen Q1c,>. se obtienen de la ecuación 
de valores propios pa.ra los vectores de polarización: 

(2.29) 
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CAPITULO 111 
3 RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

3.1 Resultados 

Una vez que se han calcula.do analíticamente los factores de forma del pseudopotencial 
Do-apantallado, definido por la ecuación 2.1, se calculan numéricamente Jos potenciales 
interiónicos por medio de la ecuación 2.2. Las curvas de dispersión fonónica. se generan 
con la aproximación armónica descrita anteriormente, resolviendo la ecuación 2.29. Se 
va.ría el parámetro a en las expresiones para los diferentes V¡(r) con el fin de reproducir 
lo mejor posible, el poleucial inlcriónko y las cunras de dispcrnión fonónica. que se 
obtienen mediante cá.lculos de teoría de respusta no-lineal que hace uso del formalismo 
de funcionales de la densidad o de HKS. En las figuras 3.1 a 3.4, se grafican los diferentes 
V¡(r) como función de r. Los valores óptimos del parámetro a para los diferentes 
potenciales fueron: 

Tabla 1 

potencial valor de o: 

V.(r) 1.320 
V2(r) 1.600 
V3 (r) 0.320 
V.(r) 0.741 

En la figura 3.5 se grafir.ao los valores de 

q"V(qj 
4IIZ 

como función de q, para los diferentes V;(q). En la figura 3.6 se compara los potenciales 
interiónicos calculados en este traba.jo con los obtenidos vía teoría de respuesta no­
lineal (9], el cual requiere de un cálculo mucho más laborioso y consumidor de tiempo 
de proceso, que por simplicidad se le llamara NL a todo lo relacionad.o con este potencial. 
En la..~ figuras 3.7 a 3.10 se hace una compa.ra.'ción similar a la de la figura 3.6 para las 
diferentes curvas de dispersión fonónica. Por último, la figura 3.11 compara las curvas 
de dispersión fonónica de NL con resultados expcrimentales[9). 

3.2 Conclusiones 

De las cuatro funciones propuestas para representar el potencial dentro del ión en el 
espacio de configuraciones, la que más se aproxima al objetivo de este trabajo es Vi (r), 
lo cual no quiere decir que las otras curvas sean inservibles en una primera instancia, 
ya que todas las propuestas contienen el mismo comportamiento físico en la región del 
caroso (r < Re), que es de repulsión. Se observa en la figura 3.6 un comportamiento 
muy semejante para todos los potenciales interiónicos parar mayor que 10 u.a .. Todas 
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las curvas de dispersión fonónica (figuras 3.7 a 3.10) muestran una variación menor al 
10% con respecto a las obtenidas por teoría de respuesta no-lineal. Sin embargo los 
mejores resultados para los fonones son con Ví(r). De este modo tenCmos que, con un 
pseudopotencial local como V.(r) y teoría de respuesta lineal, hemos obtenido resultados 
prácticamente iguales para el potencial interiónico de Al y sus coi-respondientes curvas 
de dispersión íonónica, criterio que también se aplica a los resultados experimentales. 

Sin duda alguna es esperanzador el hecho de que se pueda reducir el tiempo de 
proceso de una manera tan drástica, de decenas de horas a. sólo unos cuantos minutos, 
Las posibilidades que se abren con este trabajo son amplias y muy alentadoras. Se puede 
ver ahora si el pseudopotcncial propuesto es capaz de reproducir otras propiedades de 
los metales simples, e.g. calor específico, constantes elásticas, resistividad eléctrica, 
etc., lo que parece muy probable porque estas propiedades mencionadas dependen de 
la manera de vibrar de la red, esto es, de las curvas de dispersión fonónica que sí han 
podido ser reproducidas. Este estudio se puede ampliar a los metales alcalinos y esto 
es material de un trabajo posterior. 
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Figura 2.7. Comparación de la.s curvas de dispersión fon6nica generadaS a través de NL - y 
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Figura 2.8. Comparación de las curvas de dispersión fonónica generadas a través de NL - y 
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Figura. 2.9. Comparación de las curvas de dispersión fon6nica. generadas a tr:vés de NL - y 
V.(r) ... 

. ..... ... 

q(2Il/a) 

Figura. 2.10. Comparación de las curvas de dispersión fon6nica generadas a tra\'és de NL- y 
V.(r)··-·-. 
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Figula 3.11. Comparaci6n de las curvas de di~persi6n fonónica generadas a través de NL -
con los resultados experimentales, representa.dos por las figuras geométricas. N6tese que las 
escalas para w son diferentes, sin embargo, es la misma ~ca. que en las figuras 3. 7 a 3.10. 
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