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Introducción 

La esta.dística puede ser considerada como un conjunto de métodos que son útiles 

pn.rn. n.nnliznr adecuadamente conjuntos de datos y cxtrner conclusiones pnra., típica· 

mente, alimentar un proceso de toma <le decisiones. Actualmente los métodos es· 

tndísticos constituyen una heI"rnmientn necesaria en los más dh·crsos campos de ne· 

tividnd profesionnl. Dentro de la estadística, existen diferentes enfoques con los que 

se puede abordar un problema de inferencia, de entre ellos sobresalen los llnma<los 

frccuentista y baycsiano. 

Históricamente, en el panorama cstndístico ha predominado el muy conocido enfoque 

frccuentistn (I\.endall Mnuricc Sir, Tlw ndmnccd Tlicory of Stntistics, vol.II). En este 

trabajo sin embargo, el contenido estadístico de la disensión se referirá ni enfoque 

bn.yesio.no que si bien es más reciente, presenta ventajas mctodológicns. 

El enfoque bayesinno planten cualquier problema de inferencia como un problema de 

decisión: primeramente se establece el conjunto de decisiones u opciones nltcrnntivns 

D = { d¡ 1 d2 1 ••• 1 dn}, que debe ser exhaustivo y excluyente; para cndn decisión d¡ se 

establece el conjunto ele sucesos inciertos {O¡¡ 1 0¡2, ... } mutunmcntl' cxcluyl'ntcs que 

condicionan las consecucncins {c¡¡ 1 c¡2 1 ••• } de cada una de ln.s decisiones. El problema 

de decisión consiste entonces en elegir una opción del conjunto D sin saber ctull ele 

los sucesos inciertos tendrá lugnr. Este enfoque establece una. lrnsc nxiomñtica pnra 

la solución de estos problemas y como consecuencia de los n:domns el <lecisor debe 

especificar unn medida ele probabilidnd que describa. ln información que posee sobre ln 

verosimilitud de los distintos sucesos inciertos, y una función <le utilidad, para medir sus 

prcfcrencins entre lns posibles consecuencias de cada opción. El criterio ele decisión (el 

criterio de Daycs) consiste en elegir aquella opción que maximice la utilidad espcrnda.1 

dndn por: 

donde: 

u'(d¡) = ~ u(c¡;)p(9¡;) 
i=I 
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u•(d¡) denota la utilidad esperada de d¡. 

u{c¡;) denota la. utilidnd que tiene pnrn. el decisor la consecuencia Cij 

p(8¡;) es ln. probabilidad del suceso incierto 8¡j que origina el dccisor nl momento de 

tomar ln. decisión. 

m¡ indica el número ele sucesos inciertos para la. decisión d¡. 

En lo que se refiere a ln medido. de probabilidad es rn.zonnble suponer que cstn será 

nsignnda de acuerdo n ln información disponible. De esta manera, si ln informnción 

se bnsa cscncinlmcntc en resultad.os mucstrnlcs prc\•ios, lns probabilidndcs nsignndns 

podrían bnsnrsc en lns frecuencias rdativa.s, si por otra parte, la información procede 

de la percepción de <lctcrminn<las simetríns se puede esperar una asignación que utilice 

la definición chísica de probabilidad y si no se presenta ninguno de los casos anteriores, 

mediante unn nprccinción subjetiva del dccisor. 

Ahora. bien, cunudo se cuenta con información ndicionnl sobre los sucesos inciertos 

csn. información se incorporn para modificar o nctunliznr las prolinhilidndes iniciales 

p(O;j) j=l, ... ,m¡ 1 i=l, ... n. 

Así, si se llnma X a. In información adicional, los nuevos \'alares de las probahili

dndes asignn<lns a los sucesos inciertos, después de haber obtenido ln i11formncicln X, 

serán p(O¡JIX) j = 1, ... , m¡, i = 1, ... n. Utiliznndo el teorema de Bnyes se pueden 

obtener estas probabilidades, llamadílS finales, n partir <le las probnbili<lnrlcs inicinlcs 

p{B¡;) j = 11 ••• ,m¡, i = 1, ... n. y <le la relación que existe entre X y los sucesos 

inciertos O¡;¡ esto es; P(X\O¡;) que se conoce como ln función de vcrosimilitucl de O¡;. 

En resumen, 

P(O .. IX) = P(B;;)P(XIB;;) 
IJ P(X) 

(2) 

donde P(X) es la función de probnbilidnd mnrginnl de X. Equivnlentcmente y puesto 

que P(X) no depende de 8, se tiene que 
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P(O;;IX) oc P(8;;)P(Xl8;;) (3) 

como fund6n de O¡;, en donde la constante de proporcionalidad se puede calcular 

utilizando la expresión 

{"" P(8;;1X)d8;; = 1 1-oc 

(L:P(O;;IX) = 1) 
i 

(4) 

(5) 

según se trate de un caso continuo o discreto. En particular, entonces, si Bij es 

continuo y e denota ln constante referida, se tiene que 

e= j P(O¡;)P(X19;;)d8ij (6) 

Esta última expresión puede ser resuelta en muchos casos con procedimientos n· 

nn1íticos. Sin embargo, no es raro que se requieran métodos numéricos. Tcnieudo 

las distribuciones finales puede calcularse pnra cada decisión In utilídnd cspcrncln y 

finnlmcntc es posible tomar In decisión que la maximice. 

Hay que hacer notar que lns probabilidades finales no sólo son útiles pnrn obt{·ncr 

utili<lndcs cspcrndns sino también pnrn obtener cnrnctcrístice.s concretas de la distribu

ción correspondiente, como In esperanza, la varianza y en general expresiones del tipo: 

/
0 

P(OIX)g(O)dO (7) 

donde g(B) es una función totalmcute conocida de B. Estos rrs{unenes son de nymln 

para describir algunos aspectos pnrticulnrcs del conocimiento q11l' se posee sohrc B. 

En ocasiones la <listribllCÍÓn de X no sólo depende de uu S\IC'l·So i11derto de iutl•rés 

(parámetro de intcrés) 1 sino tnmbién de otros, w¡, w2, ... ,wn. Je mancrn que In infor

mación relevante tiene unn distribución de probabilidad PCXIB.i...•¡, ... ,w0 ). En estos 

- 3 -



en.sos, para. obtener In. correspondiente distribución finn.l marginal de 8 es necesario 

tener una. distribución inicial conjunta pnrn 8,w¡, ... 1 w01 aplicar el teorema de Ilayes 1 

encontrar In constante de proporcionalidad y posteriormente mnrginnliznr 1 esto es: 

P(O,w¡, ••. ,wnlX) oc P(XIB,w¡, ... ,wn)P(O,w¡, ... ,w11 ) 

P(B,w¡, ... ,wnlX) = !P(XIB,w¡,. •. ,wn)P(B,w¡, ... ,wn) 
e 

donde 

e= j P(B,w¡,. . .,wn)P(XIB,w¡, •• .,wn)dOdw¡ •. • dw 11 

y posteriormente obtener: 

(8) 

(9) 

(10) 

P(BIX)=l 1 ... ¡ P(B,w¡,. .. ,w,.IX)dw¡dw2 ... dwn {11) 
Wn !,o,ln-1 Wll 

Al igual que (G), la expresión (11) puede ser re.suelta mediante procedimientos 

nnnlíticos1 o bien por métodos numéricos.Es de notar que en cualquier caso In difi· 

cultnd típicamente aumenta con el número de parámetros sccundnrios (w¡, ... ,w,,). 

En los últimos años ha aparecido en la literatura otro tipo de métodos pnrn resolver 

este problema, que utiliza algoritmos de muestreo y simulación. Algunos de ellos son 

el conocido método de .Montccarlo, el nlgoritmo "thc Data Aug111cntntion11 descrito por 

Tanner y \Vong (1087), el "Gibbs Snmplcr11 introducido por Gcmnn y Gcmnn (1984) 

y el "Importo.ncc Snmpling11 propuesto por Rubin {l!J87). 

La finnlidnd de este trabajo es nnaliznr el algoritmo 11Gibbs snmpler" ndcmñs de 

comentar brevemente los otros dos algoritmos. 
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CAPITULO I 

Muestreo de Gibbs 

Como se mencionó nnteriormcntct en ocasiones Ja función de distribución de In in

formación adicional depende no sólo del suceso o parámetro de interés. En tal caso y 

como rcsultndo de la uplicnción del teorema de Bnycs, se obtiene la probabilidad finnl 

conjunta P(B,w¡, ... ,wnlX) a partir de la cual, vía mnrginaliznción, se debe obtener 

P(OIX). En lugar de calcular o aproximar numéricamente la integral que <la origen 

n P(OIX), el Gibbs snmplcr genera unn muestra nlentorin o( 1l, ... , ofm) - P(BIX) sin 

requerir para ello la función P(BIX); con un argumento que ::.e bnsn en la ley de los 

grandes números, esta muestra se utiliza para cnlculnr cnrncterísticns tales como In 

media, varianza y en general expresiones del tipo f P(OIX)y(O)c/0 donde g(O) es unn 

función totalmente conocida de O. La forma para aproximar !ns expresiones de este 

tipo es como sigue: 

E(g(B)) = ..!._ f 9(0UJ¡ 
mi=l 

(12) 

En lo que sigue, primero se describe, en términos gcncrnles, el nlgoritmo para el en.so 

de 2 varlablcs, (}y w. Se aplican un ejemplo particular y posteriormente se desarrolla 

el cnso pnm N variables. Por facilidad, P(BIX) se sustituye por /e(O) en lo que sigue. 

Pnrn dos variables (8,w), el Gibbs samplcr genera una muestra de /9(8} a pnrtir 

de las distribuciones condicionales fe¡w(Blw) y /¡y¡9(wl8). Es decir, pnrn aplicar e.le 

algoritmo es necesario tener disponibles las distribuciones condicionales en el sentido 

de que dndo un vnlor de In variable que condiciona debe Sl'f po~ihle generar correcta y 

eficientemente observaciones de la variable que está condicionadn. 

El primer paso es dnr un valor inicial específico w = wo¡ coa éste y mcdinntc un 

proceso iterativo se obtiene mm secuencia de Gibbs de valores 

(13) 
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El proceso iterativo es el siguiente: teniendo w = wo 1 este se sustituye en /01w(9lw). 

A pnrtir de fe¡w(BJw = wo) se genera un valor 8 = Bo que se utiliza en fw¡e(wl8) pnm 

obtener fw1a(wl9 = Bo). De nuevo, se genera un valor w = WJ que se emplen pnrn 

obtener un valor 8 = O¡ y nsí sucesivamente hasta obtener a wk y n. 81:. 

Al proceso que permite genernr (13) se le conoce como nGibbs snmpling". Pos

teriormente se verá que bajo ciertas condiciones, In distribución de 01... convergen /e(B} 

conforme l.: -+ oo. Así, para k suficientemente grnnclc la observación finnl de (13} se 

puede considerar unn muestra de tamaño uno para /e(B}. Si se repite m veces este 

procedimiento se obtiene ln muestra eL11 ,oi2>, ... ,BÍm) de /9(8) con ln que se pueden 

calcular nproximncioncs del tipo (12). 

Por otra parte, con los valores wi11 , 6~1 ), ... ,w~m) 1 B~mJ es posible estimar fe(B) por 

medio de ln expresión: 

(14) 

donde w~l), ••. ,w~m) es In muestra de f¡y(w) obtenida mediante el mismo algoritmo. 

Ejemplo: 

Sean e y J..V va.rinbles aleatorias tales que su f.d.p. conjuntn es la siguiente~ 

(15) 

con0=0,l,2, •.. 1 n, 0$.w$:1 

Se desea obtener la. f.d.p de E>, donde n,a,b son enteros posith·os conocidos. 

Se puede observar en (15} que para todo valor fijo w = wo se tiene que: 
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como !unción de 6. Más aun, 

fe¡w(Blw = wo) IX (;)w8(1-wo)"-0(w8- 1(1-wo)b-l] 

de manera que necesariamente, 

fe¡w(Blw = wo) = (; )w8(1 - wo)•-0 

En otras pnlnbrns, dado w = wa, 0....., Bin(wo, n). Por otra. pnrte, para todo valor 

fijo 8 = 80 se tiene 

fw¡e(wlO = Oo) IX (~)wº•+•- 1 (1-w)"-Oo+b-I 
como función de w. De hecho se tiene que 

fw¡e(wlO = Oo) IX wOo+a-1(1 - w)n-Oo+b-1 

de modo que la distribución condicional de w1 dado 6 = 60 1 resulta una Bcta(Bo + 
a, n - Oo + b). Es decir, 

f (wlO = Oo) = r(a + b + n) ..,oo+a-1(1 _ ..,¡n-Oo+b-1 
w¡a r(Oo + a)r(n - Oo + b) 

En este ejemplo, In f.d.p de e puede ser obtenida nnnlític1UI1entc: 

Pero 

/e(O) e< j (;)wº+•-1(1-w)"-D+b-ldw 

f (O) IX (") r(O + a)r(n - 0 + b) 
e o r(n+a+b) 

(~)reo+ a)r(n - o+ b) 

r(n+a+b) 
n!(O+ a- J)!(n -8+ b-1)! 

8!(n-O)!(n +a+ b- J)! 
=[n!(b- l)!(a-1)!][(0 +a- l)!][(n-O+b-1)!] 

(n+a+b-1)! O!(a-1)! (n-O)!(b-1)! 

r(b)r(a)n! (O+a-l)(n-O+b-1) 
r(n +a+ b) o n - o 

- , -



Sea. e la. constante de proporcionalidad, como B = O, 1, .. . , n tiene que suceder que: 

e r(b)r(a)n! f: (O+a-l)(n-O+b-1) =l 
r(n+a+b)º=º o n-0 

pero r;~=O (0+~-I) ("+-;;~~b-I) = (•+b~n-I) (Feller,1972 pág 122), quedando In 

expresión anterior como 

teniendo que 

por lo que 

e r(b)r(a)n! r(a + b + n) = 1 
r(n +a+ b) r(n + l)r(a + b) 

r(a+b) 
e= r(a)r(b) 

¡,(O)= (")r(a+b)r(e+a)r(n-O+b) 
e 6 r(a)r(b)r(n +a+ b) 

En cualquier caso, pnra utiliznr el Gibbs Snmpler es necesario fijar n 1 a, b. Como 

ilustración, sean n = 1G1 a = 2 y b = 4; sustituyendo estos \'nlorcs en fa1w(Blw) y 

fw¡e(wlO) : 

fe¡w(Olw) = (1
0
ª)w0(1-w) 16

-
0 

r(22)w0+1(¡ -w)lD-0 

lw¡e(wl6) = reo+ 2)r(20 - 6) 

Dando un valor inicial nrbitrnrio n w (por ejemplo 0.5), éste se sustituye en fe¡¡y(Blw) 

pnrn que de este modo se genere un valor O = 80 y así sucesivamente hasta obtener a 

wk y 9k. Este proceso iterativo se repitió m = 500 veces con J.·= 10. Los resultados se 

pueden ver en la siguiente página. 
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
a 
9 

1D 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
2:1 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
3 
33 
34 
35 
36 
3 
38 
39 
40 
4 
4 
43 
44 
4 
46 
4 
48 
4 
50 

2 

7 

1 
2 

s 

7 

9 

a 
3 
4 
2 
B 
2 
o 
9 
2 
7 
2 
1 
1 

15 
1 
1 
4 
9 
4 
5 
7 

12 
3 
7 
6 
6 
6 
o 
3 
6 
o 
7 
9 
9 
4 
B 
1 

12 
10 

4 
7 
3 
2 
3 
5 
6 
2 
5 
7 
7 
3 

VALORES DE e Y W OBTENIDOS MEDIANTE EL PROCEMIENTO DE GIBBS 
CON K-10 V M-500 - -

w a w a w e w a w 
0.115113 5 0.296:?17 5 0.410210 5 0.552941 3 0.163279 
0.259412 a 0.430294 1 0.254-096 4 0.250230 4 0.327596 
0.242164 6 0.315273 a 0.605315 3 0.000354 11 0.574936 
0.511483 10 0.47ll880 3 0.143516 6 0.219545 13 0.346986 
0.200672 7 0.378425 6 0.201175 2 0.257391 a 0.279196 
0.103247 6 0.346220 4 0.330110 5 0.4934S1 12 0.7331147 
0.534682 B 0.590837 4 0.355206 5 0.511738 9 0.383000 
0.145538 5 0.428457 o 0.037002 9 0.661328 4 0.364015 
0.204688 2 0.259510 4 0.222230 5 0,541212 5 0.314541 
o.on004 9 0.603253 3 0.164046 1 0.121212 12 0.733460 
0.088552 1 0.121437 5 0.372725 7 0.573619 4 0.315117 
0.363297 11 0.4ll22B3 4 0.159084 3 0.262558 4 0.423855 
0.919245 3 0.192074 2 0.221371 2 0.166018 o 0.237046 
0.237135 4 0.292121 4 0.180055 4 0.320999 2 0.182895 
0.172725 3 0.274158 7 0.4123!;3 6 0.441452 9 0.432166 
0.32!l910 o 0.619407 13 0.694879 5 0.179575 10 0.602010 
0.406681 9 0.526758 11 0.544427 o 0.174253 5 0.347967 
0.132046 o 0.339415 9 o.3n420 3 0.351192 7 0.570484 
0.210935 4 0.182717 7 0.526323 7 0.231049 3 0.284263 
0.292706 9 0.506073 4 0.244002 4 0.337114 11 0.403481 
0.587001 5 0.355178 11 0.702966 11 0.544392 5 0.375320 
0.194497 6 0.300477 3 0.200499 2 0.03ll959 o 0.395721 
0.522415 2 0.469320 4 0.202675 9 0.462820 5 0.222758 
0.640611 5 0.493555 5 0.458595 3 0.201328 1 0.29083!) 
0.328571 7 0.414344 10 0.573405 1 0.110289 7 0.444918 
0.341990 7 0.462274 4 0.359151 10 0.501539 14 0.609092 
0.054330 4 0.117820 2 0.038251 7 0.210082 2 0.062375 
0.272211 4 0.424043 7 0.333579 7 0.330879 4 0.427533 
0.545706 5 0.456287 9 0.614633 9 0.393814 7 0.697307 
0.024475 2 0.219723 o 0.091917 9 0.530502 12 0.626822 
0.402882 3 0.253782 3 0.005696 7 0.422965 7 0.482114 
0.456313 2 0.241879 6 0.322910 13 0.520106 5 0.436997 
0.481373 B 0.382035 3 0.240872 3 0.184681 1 0.1fl47B6 
0.331116 3 0.2SSOQ5 10 0.599747 2 0.343376 5 0.233395 
0.300867 B 0.400701 3 0.111428 10 0.638174 11 0.449590 
0.185140 9 0.449767 5 0.236060 2 0.196303 6 0.259378 
0.583776 5 0.548725 5 0.258232 6 0.321735 4 0.222777 
0.562126 10 0.541952 13 0.718174 2 0.087715 5 0.34El830 
0.163585 4 0.148377 5 0.293S60 a 0.566323 9 0.464028 
0.403121 6 0.202S1B 3 0.140810 o 0.062316 6 0.200698 
0.071772 1 0.112068 3 0.120121 5 0.242205 1 0.106264 
0.272259 3 0.208897 5 0.380491 o 0.039654 4 0.239997 
0.270274 B 0.509396 13 0.529291 4 0.216012 11 0.607602 
0.437152 B 0.555055 7 0.368839 7 0.339479 6 0.174053 
0.364632 8 0.430651 3 0.054213 1 0.129597 4 0.229122 
0.149494 6 0.384747 6 0.425320 5 0.250818 6 0.401923 
0.401020 4 0.193226 1 0.100095 

~I 
0.375903 2 O.OBOB46 

0.529321 1 0.065497 6 0.445153 0.218276 5 0.241515 
0.27624!1 12 0.612040 4 0.234385 0.330491 0 0.299138 
0.251721 i 1 0.140040 2 0.109176 0.071414 4 0.39!l060 
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12 
13 
14 
15 
16 
17 
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20 
21 
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24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
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3 
38 
39 
40 
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4 
43 
44 
4 
46 
4 
48 
4 
50 

7 

1 
2 

5 

7 

9 

0 
5 
e 
1 
5 
3 

13 
11 

6 
9 
D 

11 
8 
3 
6 

10 
o 
2 
8 
3 
8 
7 
6 
6 
7 

15 
4 
3 
3 
9 
2 
7 
5 
7 
3 

15 
6 
3 
4 
3 
1 
3 
9 
2 
2 
2 
8 
5 
e 
3 
6 

VALORES DE e Y W OBTENIDOS MEDIANTE EL PAOCEMIENTO DE GIBBS 
CON K=10 Y M=500 

w e w ·e w e ·w e w 
0.131308 4 0.165747 6 0.383367 8 0.579698 2 0.153593 
0.412919 3 0.204399 8 0.002791 B 0.312002 8 0.528504 
0.146024 2 0.082811 7 0.531447 B 0.388966 11 0.5115490 
0.316293 9 0.585530 o 0.138540 5 0.520513 1 0.251464 
0.179749 5 0.301613 7 0.265019 3 0.083078 4 0.096769 
0.689985 2 0.134614 3 0.298:JOO 3 0.214B01 1 0.230113 
0.513962 9 0.482912 7 0.286Gl3 B 0.588800 13 0.638158 
0.539265 11 0.469766 4 0.228211 5 0.270269 3 0.254832 
0.440015 7 0.470018 7 0.492021 4 0.179352 5 0.299457 
0.539371 4 0.202629 6 0.347106 2 0.149276 7 0.349364 
0.518085 6 0.38!l581 3 0.143207 4 0.271200 e 0.475943 
0.361936 4 0.293907 11 0.584912 8 0.347719 4 0.226036 
0.257012 5 0.350795 4 0.149063 9 0.574183 5 0.300515 
0.370700 6 0.423510 12 0.475351 o 0.501998 5 0.615815 
0.564257 5 0.195070 3 0.155140 1 0.262379 3 0.126135 
0.022123 13 0.678154 5 0.365646 1 0.043599 12 0.710535 
0.140422 4 0.294811 5 0.419542 1 0.196168 10 0.637592 
0.3959$0 1 0.365134 10 0.543153 o 0.103002 6 0.441703 
0.113421 1 0.071417 7 Cl.384671 8 0.546660 3 0.207196 
0.385812 D 0.579528 15 0.642734 6 0.266356 5 0.291127 
0.415372 4 0.343004 9 0.480074 2 0.142447 6 0.605325 
0.23193'.l 11 0.593085 11 0.679148 1 0.081601 7 0.343238 
0.209359 5 0.346981 1 0.048335 2 0.121160 2 0.227941 
0.337055 o 0.110363 3 0.202970 12 0.400139 4 0.327307 
0.799352 12 0.769983 1 0.258193 11 0.749001 14 0.766874 
0.226142 10 0.584192 1 0.155696 o 0.131220 11 0.673701 
0.325530 o O.B!IG959 13 0.485946 6 0.429627 10 0.543691 
0.273675 1 0.060153 12 0.4S.'l0ñ7 5 0.242865 2 0.226005 
0.690620 3 0.296162 3 0.145180 4 0.296492 6 0.410399 
0.158045 2 0.141778 8 o. 75Sll61 1 0.1839&1 4 0.251190 
0.395330 2 0.168615 2 0.254818 3 0.377367 7 0.3TT7S1 
0.341751 5 0.344540 2 0.2~9283 5 0.380181 11 0.475553 
0.400458 5 0.273592 1 0.150634 6 0.415464 3 0.157509 
0.173862 4 0.285629 7 0.394429 4 0.1347~ 12 0.5~ 
0.871128 13 0.460372 4 0.197256 5 0.340102 10 0.481143 
0.2B9317 5 0.336870 4 0.343114 7 0.231854 1 0.077237 
0.302462 2 0.091030 8 0.542038 8 0.305638 12 0.650047 
0.295275 6 0.370413 9 0.725342 1 0.122545 4 0.160595 
0.4207:;3 5 0.3Gl145 2 0.110788 3 0.299385 e 0.476134 
0.072505 10 0.371709 1 0.200220 2 0.150268 7 0.461778 
0.252927 4 0.413597 2 0.204502 3 0.268075 6 0.532651 
0.403422 e 0.617502 2 0.12Ge94 1 0.125890 5 0.399225 
0.163905 10 0.612303 2 0.290939 4 0.209398 e 0.459766 
0.213962 4 0.434290 11 0.657413 3 0.200601 6 0.376384 
0.3111313 3 0.202300 g 0.717210 6 0.353150 6 0.364389 
0.555673 3 0.170'.>63 1 0.105434 10 0.577002 2 0.145072 
0.224624 8 0.620427 5 0.199020 12 0.721547 3 0.354500 
0.377656 4 0.148643 7 0.297179 7 0.535274 o 0.469484 
0.341513 3 0.454962 3 0.206390 4 0.250054 4 0.293182 
0.575991 5 0.288780 7 0.4~3838, 21 0.161692, 6) 0.2719& 
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Fundamentos Mntcmáticos del Algoritmo. 

Todos los autores de diversos artículos (por ejemplo Gelfand (1990 n), Gclfand (1990 

b ), Zeger (1990)} que hacen uso del Gibbs Sampler dentro de su investigación dnn 

como rcfcncia pricipal el artículo de Geman y Gcmnn (1981 )1 en donde se demuestra la 

convergencia del algoritmo; esta demostración, es obscura y complejn pnra desnrrollnr 

aquí, pues, además ele no utilizar un lenguaje estadístico, hncc uso de conceptos de 

reconstrucción de imágenes digitales, redes ncuronnles y sistemas expertos. 

Posteriormente, npnrece en la literatura estadística, el artículo de Tnnncr y Wong 

(1987), quienes dcsnrrolln.n unn. clcmostrnción n.ltcrnntiva. de un procedimiento que tiene 

relación con el algoritmo de Gibbs. Lns ideas de esa demostrnción se utilizan en esta 

sección. 

Dada una colección de variables aleatorias lV1, lV2, ... , H'n el Gibbs Snmpler produce 

aproximaciones pn.rn las respecti\•a.s distribuciones mnrginalcs. 

Por hipótesis se cuenta con todas las distribuciones condicionnles fW¡JW¡¡)(wdwci)) 

en donde w(i) = {wj¡j = 1,2, ... ,n¡j :/: i}. Esto es, dndo un vector fijo de 1V(i) 

(W(i) = wc¡)l, se puede generar, correcta y cficieutementc, obscrvncionc~ o murstrns de 

In distribución de IV¡ condicionndn n {W(i) = u.'(i)l· 

Por facilidad, considere el cnso de sólo 2 varinbles, lV, 0. Por definición, se tiene 

que: 

fw(w) = j fwe(w,8)d8 (16) 

Usando el hecho de que fwe(w,8) = fw¡e(wl8)fe(8) podemos escribir (16) de la 

siguiente manera: 

fw(w) = j fw¡e(wl8)fe(9)d8 (17) 

De la misma manern, se tiene que 



fe(B) = j fe¡w(BJw)fw(w)dw (18) 

Para. íncilitar la notación en lo que sigue se puede escribir 

fe(B) = j fe¡w(BJt)fw(t)dt (181
) 

Ahora, sustituyendo (181
) en {17), e intcrcnmbinndo el orden de integrnción1 se 

observa que fw(w) debe satisfacer la ecuación funcional 

s=M(s) (19) 

con 

M(s) = jlj fw¡e(wJB)fe¡w(BJt)dB)s(t)dt (20) 

o cquivnlcntcmente, 

s(w) = j H(w,t)s(t)dt (21) 

con 

H(w,t) = j fw¡e(w!O)fe¡w(Blt)dO (22) 

y 

M(s) = j l/(w,t)s(t)dt (23) 

Lo que hnce el 11 Gibbs Snmpler11
, con unn aproximación inicinl pnrn /(w) que se 

denota fo(w), es calcular sucesivamente 

Íi+l =,\!(/¡)con i =O, 2, .. ., k - l. {24) 
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Para clarificar cómo el procedimiento de Gibbs coincide con esta solución iterativa 

de una ecuación de punto fijo es conveniente considerar un en.so particular. Casella 

y George (1992), ilustran el comportamiento del Gihbs Snmpler can un ejemplo muy 

interesante. Considere el caso de dos variables con función de densidad conjunta: 

fwe(w, 6) = ¡twe(D,D) fwe(I,D)] - [Pi p2] 
fwe(D, !) fwe(I, 1) - P3 P·I 

con Pi<! O Y L;¡p¡ = !. 

Pnra esta distribución se tiene que fe(6) y f¡y(w) están dndns por: 

fw(w) = [/w(O) fw(I)] = (p¡ + P3 P2 + p4) 

fe(6) = [ /e(D) /e(I) J = (p¡ + P2 Pa + p4 J 

de manera que, cstrictnmentc1 no es necesario aplicar Gibbs sampling. De cualquier 

forma, se tiene que las distribuciones condicionales para Wl(0 = 6) y para 01(W = w J 
pueden ser calculndns sin problcmn alguno, y expresadas en forma matricial, como 

sigue: 

(
fe¡w(O/O) /e¡w(IIO)) _ (~ 

Ao¡.., = le¡w(DII) /e¡w(IIIJ - pff¡;:¡ 

A -(lw¡e(OID) /1v¡e(IIO))- (~ 
..,¡o - /1v¡e(OJI) /w¡e(IIIJ - pff¡;:¡ 

P1+PJ --l!:J._) 
~ 

(25) 

El proceso iterativo de Gibbs aplicado en este caso da como resultado unn. secuencia 

de O's y 11s y las matrices Ao¡w y Aw¡o se pueden interpretar como ln.s mntriccs de 

transición, que se forman con las probabilidades de paso de un estado w a un cstndo 8 

y viceversa. 

Si se está interesado en generar, la distribución marginal de TV sólo se requiere el 

último de los valores de cndn iteración wo,w¡, •.. w1:, de la secuencia ele GiblJs. Pnra 
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ilustrar el proceso de convcrgcncin. de las distribución mn.rginnl de Wki es interesante 

observar que w1 se obtiene a partir de wo 1 con un paso intermedio que involucra a 81, 

formando así una cadena de Markov con probnbilidnd de transición: 

P(W¡ = w¡\Wo = wo) = í:P(W¡ = w¡\0¡ = 9)P(01 = OIWo = wo) (26) 
o 

De esta forma, la evolución del sistema del estado wo al w1 queda descrito por la 

matriz de transición: 

(27) 

Así, de manera similar, pnra ir de w 0 n Wk se forma una cndcnn de ?vlnrkov con 

probnbilidnd de transición P(Wk = w.1:llVo = wo}, la cual está descritn por la matriz 

de transición (A.,,¡., )k. 

Si fk denota la distribución mnrginnl de l.Y.1: 1 se sigue de lns propicdndcs de las 

cndcnns de Mnrkov(Hocl, Por\ nnd Stonc; 1972), que: 

(28) 

o cquivnlentcmentc 

(281) 

Como todas lns entradas de lo. mo.triz Aw¡w son positivas, la ecuación (28) implicn 

que para cualquier probabilidad inicial fo conforme k _. oo, ÍI.· converge n ln t\nicn 

función de distribución f que es punto estacionario de (281) ( Hocl, Port nncl Stoue; 

(1972)). Es decir, a la función f que satisface ln ecuación 

f.4.,¡., = f (29) 
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En el ejemplo se tiene que 

Por otro. parte 

(p¡ +p3 

= (p¡ + p3,¡>2 + p4] 

Por lo tanto f = fw(w). Así, Caselln y Gcorge (1992) comprueban que In secuencia 

de Gibbs para. este problemn converge a In mcrginnl que interesa. 

Si el proceso iterativo se detiene en una l..· suficientemente grande puctlc cons1<lcrnrse 

que la. distribución marginal de TV,1; es aproximadamente igual n fw{w). 

El desarrollo nlgebrnico realizado pnra matrices de transición 2:r2 es el mismo curando 

las matrices de transición son n x n; teniendo así que la distribución cstn<"ionnrin será 

la distribución marginal de w. 

Si una de las dos o nmbns vn.rinbles, (} y w¡ son continuas, el nrgumcuto es parr.cido. 

Lo. ecuación análoga a (2G) resulta 
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fw,¡w0 (w1\wo) = j fw,¡e 1(wt!B)fa,¡w0(Blwo)d8 (30) 

en donde el papel de la matriz de transición en k pasos (A..,¡..,)k del caso discreto, 

aquí lo juega uno. especie de "matriz infinito. de transición" cuyas entradas satisfacen 

la siguiente relación: 

fw,1wo<wlwo) = j fw,¡w,_ 1 (w\t)fw,_, ¡w0 (t\wo)dt (31) 

de mancrn, que la siguiente ecuación corresponden las expresiones (28) y (28'): 

fw,(w) = j Í1Vo(wo)f¡v,¡w0 (w\wo)dwo 

= j ÍWo(wollj fw,¡w,_,(w\t)fw,_,\Wo(t\wo)dt]dwo 

= f lj fw,_ 1¡w0(t\wo)fw0 (wo)dwo]fw,¡wk-1(w\t)dt 

= j fw,_, (t)f1v,¡w,_, (w\t)dt 

(32) 

en donde el operador integral juega el papel que¡ en el cnso discreto, corrcspontlín n 

la suma que se obtiene al efectuar el producto matricial. 

Examinando con más detalle ln ecuación (32) 

fw,(w) = j ftv,_,(t)fw,¡w,_,(w\t)dt (33) 

se puede observar que fw,¡w,_
1
(w\t) juegn el papel de H(w,t) en In expresión (21) 

y que por tanto, (33) es equivalente <t (24). 

En otras palabras, el procc<limicnto de Gibbs para el cnso continuo cquivnlc n In 

solución itern<lo. de la ecuación de punto fijos= lvl(s). La validez del Gibhs Snmplcr 

en este cnso ha sido estuclindo en detnlle por Tnnner y \Vong (1087). 
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Convergencia en el Cnso Bivarindo Continuo 

En esta sección se presenta y analiza una serie de resultados que utilizan Tanncr y 

Wong {1987) para establecer la convergencia de fw,(w) n fw(w). 

Suponga que W es un subconjunto compacto y conexo de R¡ Li es el espacio de 

funciones integrables (Lcbesguc) de w E tv, con llYll = Jlg(w)ldw para g EL¡. 

Sean /¡{w), H(w,t) y lií definidas como se hizo anteriormente, donde Mes un 

operador lincnl. Sen/. como In densidad verdadera de lV. 

Recordando el desarrollo para obtener In ecuación (22); f. es un punto fijo de /11
/, es 

decir, M(f,) = f,. 

Teorema l. Las distancias en L¡ a la distribución verdadera son no crecientes en 

lns iteraciones, es decir 

liÍi+I - f,11 ~ 11/; - f,11 

Demostración. La demostración de Tnnner y Wong (1987) hace uso de los siguien

tes resultados 

a) 

j H(w, t)dw = j¡j fw¡e(wl8)fe¡w(Blt)d8Jdw 

= jij fw¡e(wlB)fe¡w(Blt)dwJdB 

= j fe¡w(BltJlj lw¡e(wJB)dwJdfl 

= j fe¡w(8Jt) • 1d8 

=1 

n.sí si g(w) ~O \fw entonces 
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llM(g)ll = j IM(g(w))ldw 

= j 1 j H(w, t)g(t)dtldw 

= j j H(w, t)g(t)dtdw 

= j j H(w, t)g(t)dwdt 

= j 1 j II(w, t)g(t)dwldt 

= j g(t)I j H(w, t)dwldt 

= J g(t) • ldt 

=flg(t)ldt 

=llgll 
b)Si g(w) ~ f(w) parn todo w entonces Mg(w) ~ Ml(w) pnrn todo w (esto se debe 

a que M es un operador integral). 

Sen 

g = l;-f, 

entonces 

Mg=l;+1-f• 

llMgll = j IMg(w)ldw :5 j l(Mlgl)(w)ldw = llAflglll = lllYlll = llall 

es decir 

llh+J - 1.11 ::; 111; - 1.11 

Resta ahora asegurar que las distancias a la distribución vcrdn<lcrn son estrictamente 

decrecientes en las iteraciones y comprobar que /. la única <lcnsiclncl que satisface In 

ecuación de punto fijo. 

Para poder tener respuestas nfirmath·as a estas cuestiones, T;u11wr y \\'ong(l087) 

requieren las siguientes condiciones: 
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n)l!(w, t) es uniformemente ncotndn y equicontinun en w.Pnra cualquier too E ¡,y 

existe una vecindad nbiertn U de w de tnl manera que H(w, t} > O Vw, t E U¡ esto es, 

si w, t están cercanas, entonces es posible generar algún valor O Je fe1w(6lt) tnl que 

fw¡e(wl8) es diferente de cero. 

Incorporando estas hipótesis, los autores proceden a la prueba del siguiente 

Lcmn l. Bajo lns condiciones mcncionndns1 cualquier densidad f que es punto fijo 

de Ji.1 debe ser continua y cstrictnmcnte positiva. 

Demostración. 

Continuidnd: Por hipótesis f(w);:: O, f(w) = J H(w, t)f(t)dt. 

Como H(w,t) es cquicontinua se tiene que si w¡,w E iv JH(w¡,t) - H(w,t)I-+ O 

conforme w¡ -+ w, por lo tanto 

y 

j IH(w¡,t) - H(w,t)lf(t)dt __,o 

lf(w¡)-f(w)I =lj H(w¡,t)f(t)dt - j H(w,t)f(t)dtl 

=1 j(H(w¡, t) - Hw, t)Jf(t)dtl 

~ j l(H(w¡, t) - Hw, t))f(t)ldt 

= jlH(w¡,t)-H(w,t)lf(t)clt 

de donde se deduce, utilizando convcrgencin dominndn1 que fes rontirnm. 

Estrictamente Positi\'a: Considcrcsc el conjunto A= {w E lV; j{w) >O}. Suponp;n 

que A,¡, IV. 

Entonces debe haber ni menos w0 E lV que es punto frontera A. yn c¡11r n·· es conexo. 

Por la condición n.), existe unn vcrindnd U de wo tal que H(w, t) >O Vw, t E U. 

Como wo es punto frontera de A, existe w¡,t E U(wo), tnl <¡n<· f(w¡) =O, y f(t 1 >O 
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para algún subconjunto abierto de U¡ teniendo así: 

O= f(w¡) = fwH(w¡,t)j(t)dt?; fu H(w¡,t)j(t)dt?; O 

Por lo tanto debe suceder que A = W. 

El siguiente paso de Tanncr y Wong consiste en probar un resultado intermedio más: 

Lemn 2. Bajo las condiciones, si g E L¡ es una función tnl que ni su parte positiva, 

9+; y ni su pnrtc ncgativn1 g-; es igual n cero entonces 

llM(g)li< llgll 

Ln prueba de Tnnncr y \Vong(l!J87) se bnsa en demostrar qnc el !'upnrte ele AJ'!/+ 

intersección el soporte de k! g- es no vacía. Sin embargo, es posible ronsidcrnr una 

función g que satisface In hipótesis del lcmn y tal que sopAJ g+ n ,'íop.U [/- = ~. 
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Por otra parte, In evidencia empírica provista por el empico mnsivo del Gibbs 

Samplcr sugiere que el resultado es correcto nun cuando no sea Ja de Tnnner y 'Vong 

(1987) la prueba apropiada. Ln autora de este trabajo intentó formular una de· 

mostración nltcrnativn. pero la búsqueda resultó infructuosa nl menos en el sentido 

de que la hipótesis adicionales se consideran excesivamente rcstrictivns. 

En cualquier cnso, Thnncr y 'Vong (198;) presentan el siguiente 

CoroJnrio. Bn.jo las condiciones, la distancia de f¡ a f• en cndn itcrflción es estric· 

tnmcntc decreciente. 

y finalmente, el Teorema principal cuya demostración queda en duda puesto que 

cmplcn el resultado del lcmn 2. 

Teorcina 2. Bajo lns condicioues 1 In densidad J. es la única que satisface In ecuación 

de punto fijo. 

Demostrnci6n. Ya se vió que f satisface la ecuación dC" punto fijo, sólo se requiere 

demostrar que es In única que los satisfucc. 

Suponga que existe otra función Í•• diferente a Í• tnl que A1 J •• = J ••. Defina n 

g =J. -f •• 

Por el lcmn. 1, g debe ser continun; ndcmñs f g(w)dw =O ya c1uc g cstri definida como 

una rcstn. de funciones de densidad. 

Por hipótesis, g ':/: O¡ pero como g puede escribirse en términos el<• g+ ,g- se tiene 

que: 

es decir, ni g+ ni g- pueden ser idcnticnmcntc cero. Hncicnclo uso del lema 2, 

llMgi!<iiYii 
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pero 

Mg =Mf.-MJ •• =J.-!•• =g 

y, consecuentemente, 

l!Mull=llull 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto /. es única. 
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El caso con más de dos variables 

Conforme el número de variables en un problema se incrementa, aumenta también 

el número de distribuciones marginales y condicionales que se pueden obtener de In 

distribución conjuntn, de tal manera que es posible usar diferentes conjuntos de dis

tribuciones condicionnlcs para calcular la distribución rnnrginnl de intl·rés, y se tienen 

diferentes caminos para establecer In ecuación de plinto fijo correspondiente a (23). 

Así, si se tienen tres \'ariablcs 0, ti' y l'" variables, el Gibbs samplcr requiere de lns 

condicionnles fe¡wy(8Jw, y).fw¡ey( wl8, y), fr¡w,e(vlw, O) y no de todas !ns condi

cionales que pueden ser generadas con tres variables. 

Lo que hace el Gibbs Snmplcr es generar una muestra en forma iterativa a partir de 

fe¡11',Y(8Jw, y), fw¡e,!'(wJO, y), fniv,e(vlw, 8) como sigue: dados los valores iniciales 

w = wo,6 = Oo estos se sustituyen en fy¡w,e(ulw,O). A pnrtir de Í\'Jlf,e(y!w = 

wo,6 = Bo) se genera un valor y= Yo que se utiliza en fwiey(wlO.y) pnra obtener 

fw¡e,y(wla = Oo, y = yo) y de esta generar w = w1, el cunl es utilizado junto con 

y= 110 para obtener fe¡W,}?(Oj1...• = w¡,y = vo). Procediendo, s11ccsi\11mcute1 se tiene 

en la j-ésimn iteración que Yj es generada <le fne,tv(YIB = Hj,W = v.'j ),ll' = Wj+li se 

obtienen partir de fww.e(wJy = Yj·O = 8j) y 8 = Oj+I es gcucrnda el<• few,w(OJy = 
Yj 7W = Wj+J). De esto manera se la obtiene la sucesión 

(34) 

con In propiedad de que cunndo /.; -+ oo, WJ: resulta una muestra de tnmnño 1 de fiv(w), 

81 lo es de /9(8) y Yk ele fr(y). 

El desarrollo tcrórico que da suslt'nto nl Gihbs Sampler cumulo se tienen m<Ís de 

dos variables es más complicn<lo pero esencialmente se reduce n plnntenr nuevamente 

nlgunns ccuncioncs de punto fijo. 

Así, por ejemplo. 

fu'( ... ·)= j j fw.e.i·(w,8,y)dyd8 

Como fivey(w, 11, y)= fw¡ey(wl8, y)fe}'(ll, y) resulta'!"'' 
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fw(w) =J f !w¡e,y(wl9, y)fe,y(9, u)dyd9 (36) 

Pero fe,y(9, y)= f fe,YIW(B, vit)fw(t)dt, entonces la. ecuación anteri,or resulta. 

fw(w)= j /!w¡e,Y(wlB,y)dydB[j le,y¡w(B,vltlfw(t)]dt (37) 

lw(w) =J¡jj lw¡e,y(wl8,y)fe,Y¡w(B,ylt)dyd81fw(t))dt (38) 

o, -equivalentemente, 

con 

fw(w) = j H(w,t)fw(t)dt 

=MUw> 

H(w,t) = j j fw¡e,y(wl8,y)fe,l'IW(9,yit)dyd9 

De manera análoga. se puede proceder con fe( O) y fy(y). 

Es importnntc observar que In funcional ll1(f) en este caso, no es \mica. 

(39) 

Es posible desarrollar las distribuciones conjuntns con otras rlc.scomposiciones dnndo 

lugnr n núcleos nltcrnntivos a H(w, t). En cualquier cnso no es evidente que In. itcrución 

parn tres variables; y en general pnrn N variables, rcsuclvn In ecunción dC' punto fijo en 

(39). Las lectores interesados pueden recurrir a Gcmnn y Gcmnn ( 1984). 
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Selecci6n del tamaño de k 

Como se ilustró anteriormente, el Gibbs Samplcr genera unn cndcnn de Mnrkov de 

variables nlcntorins, que converge a In distribución de interés. Muchos investigadores 

que trabajan con este algoritmo explotan esta propiedad parn hacer la selección ade

cuada del valor de k. 

Una estrategia general pnrn seleccionar k, es dctcrminnr ln canvcrgcncin de nlgún as

pecto de la sccucncins de Gibbs. Distintos autores que han trnbnjndo con este algoritmo 

han producido varias sugerencias como, por ejemplo: 

Tn.nncr (19Dl) sugiere determinar una sccucucia. de pesos que midan la discrepnncin 

entre lo muestreado y la distribución deseada. 

Gcrfald, Hills, Racinc-Ponn y Smith (19!J0) 1 después de haber aplicado el algoritmo 

a un extenso número de problemas (modelos jerárquicos, problemas de componentes 

de \nrianzn, inferencia prcdictivn., etc.), dicen que para In implcmentncicín completa del 

algoritmo hay que <lctcrminar el tanrniio <le k y que, nl incrcmcutar h1s itcrnciotlcs, la 

selección de m debe ser cspccificndn. Estos autores observan que los vnlorcs de l.· y m 

dependen de la nplicación particular. No obstnntc, para toda~ las aplinH:ioncs que lrn.n 

dcsnrrolln<lo sólo hnn manejado \'alares k ::; 50 y m ~ 1000. 

Primeramente utilizan el algoritmo con problemas donclc· ticucn altcrnntivns pnrn 

comparar los resultados; trabajan con los datos generados p<'rmiticnclo correr el pro

grama hnstn obtener la distribución mnrginal postc:dor para cada pnnímctro ele interés 

haciéndolo de In siguiente mancrn: para una m fija incremcutnn k, grafi.cando la den

sidad estimada (14) y observando si las estimaciones son visualmente distinguibles. 

Posteriormente incrementan el valor de m pnrn apreciar la "cstaUiliclad" de la clcnsi

dad. 

Teniendo los dntos generados, se seleccionan entre 40 y 100 puntos espncindos igual

mente en el dominio de la distribución, cvnlunmlo estos puntos 1.'tl la dP11<;ii!nrl estimncln 

(14). Después se obtiene una curva spline (cúbica) n trti.Vf!s de• P1'CJS valorl'<; y se com· 
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pa.ra con la verdadera. En ocasiones, es recomendable realizar una integración "simple 

trapezoidal" sobre In colección de los puntos de la densidad estimada para verificn.r que 

el resultado es muy cercano a l. 

Desc!ortunndamcntc estas sugerencias no cuentan con una teoría pnrn el caso genernl. 

De cualquier forma, parece ser más sencillo utilizar el algoritmo de Gibbs¡ aunque 

esto requiera de hnccr diferentes variaciones en el valor de k y m 1 que hnccr el cálculo 

de integrales similares a {11), taren que se dificultn a medidn que aumentn el mímcro 

de variables. 
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CAPITULO II 

Algoritn10 de Rubin " Importnnce Snn1pling " 

En la litcrnturn cstndística, con otros fines e incluso siguiendo otros pnrndigmas, 

existen algunos términos técnicos pnrn el cálculo de dic;tribuciones que en alguno. forma 

están relacionados con el Gibbs Samplcr. Con el propósito de completar ln información 

que se proporciona en este lr11bnjo, se incluye unn breve descripción ele dos de estos 

algoritmos. 

Rubin{1987) sugirió un método de iv1outc Cario no itcrntivo pnrn generar distribu

ciones m.nrginalcs. 

Primcrnmcntc se presenta la idea básica pai·a el en.so de dos vnrinhlcs y posterior

mente se generaliza. 

Suponga que se trata de obtener la distribución mn.rginnl de 8, tcnicu<lo sólo In forma 

funcional (módulo lt:. constante <le normalización) de ln densi<lnd conjuntn few(B, w) y 

además se tiene disponible ln densidad condicional fe1iv(Olw). 

Se elige primeramente unn distribución nproximndn. para la vnriahlc H' , sea fw(w )8 • 

La función fe¡w(Olw)fw(w)_. provee una nproximación n ln distribución de (E>, l.Y). 

Se obtienen los valores (8 =O¡, lV =u.•¡) con i = 1, 2 ... JiJ pnra esta distribución, de 

la siguiente manera: se obtiene un valor wo de fw(w) 5 , éste se sustituye en fe11v(O\w = 

wo) pnra obtener el valor O= 00 y nsí sucesivamente hnsta oht<'ncr los !"1 Víllorcs (0,w). 

Se cnlculn el vnlor r; = few(O = O;,w = w;)/lfe¡iv(O = B;lw = "-'il • fil'iu.• = w;),j 

coni=l,2, ... JU. 

Ln densidad marginal de e se puede uproximnr por: 

- ,\/ M 
fe(O) = 'Llfe¡w(O\w = w¡) • r¡J/ 'L r¡ 

j;;:} bl 
(40) 

Dividiendo el nwncrador y el <lcnominndor de la ccnnción anterior por :\1 y utilizando 
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la ley de los grandes números se llega nl siguiente resultado: 

fe(O) -+ /e(O) con probnbilidad l conforme M -+ oo para rnsi toda e. 
El funcionamiento de (40} depende fuertemente, como es de esperar, de ln. selección 

de/w(w),. 

Además, si se tiene fw1a(w\O) disponiblc1 el estimador de la distribución marginal 

de W es: 

_ M M 

fw(w) = L:lfw¡e(wl9 = 9¡) • r¡j/ L; r; 
i=l i=l 

Para 3 variables, se tiene la siguiente situación: 

Suponga que se quiere obtener la distribución mnrginnl de 0, dndn ln formn funcionnl 

de fewy(9,w,y) y se tiene disponible In función condicional /0¡1V1'CBlw,y). En <'Sle 

caso la. tupla (w, y) juega el papel de w en el caso de do,, varinhles y, en gcnernl, se 

necesita especificar unn distribución aproximado. para lV1 Y, sc•n fw1·(w, y}6 • 

Sin embargo, si por ejemplo, fww(wly) está disponible, sólo se tl't¡Hicrc espccifirnr 

a fy(y) •. En cualquier caso; se obtienen las tuplas (O¡,w¡, y¡) con i = 1, 2, ... , /vi, como 

se hizo en el en.no de dos vnriablcs, y se calcula 

r¡ = !{9¡,w¡,y¡)/[f(O¡lw¡,y¡)/{w¡,y¡)6 j 

Obteniendo la densidad marginal estimada: 

_ M M· 

/9(8) = L:lfe\1V1'(8lw = w¡, y= y¡)• r¡j/ L; r¡ 
~1 ~l 
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Algoritmo de "Data Augmcntntion" 

Tnrner y Wong (1987) adoptan un procedimiento altcrnati\•o al Gibbs Snmpler pnra 

resolver la integración en (23). En particular, la identidad (17) lleva ni siguiente esque

ma iterativo. Si se conoce fw¡e(wJO), 

Dada una aproximación inicial g¡(w) n fw(w): 

a)Gcneran una muestra 91,62, •.. Bn para la aproximación inicial para /0(8). 

b )Se renueva In. aproximación inicial de fw( w) de In siguiente mnncr8.: -

9i+t(w) = f f(wJO¡)/n 
j=l 

y el proceso se repite hnstn satisfacer nlgún criterio de convergencia. 

Ahora bien, In primera etapa está compucstn por: 

nl)la generación w n partir de g¡(w) 

n2)gcncrnr 6 a pnrtir de fe¡w(Blt), con t = w obtenido en el pnso nntcrior. 

A la etapa (n) se le llama "etnpa de imputación" y n ln (h), "ctnpn posterior" .El 

algoritmo de Data Augmcntation consiste de iteraciones succsivns de In ctnpn <le im

putnción y In posterior. 

Dos consideraciones son interesantes pnrn implementar c>stc nlgoritmo: el criterio de 

In convergencia y la selección de imputaciones n por itf'rncióu. Tnmu·r y \Vong (1087) 

nfirmnn que cuando el valor n es suf:icicntcmcntc grande, lns dos ctn¡ms provccnín una 

aproximación muy cercana a una iteración de (24 ). 
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CAPITULO III 

Aplicación del Algoritmo de Gibbs 

Mcndozn (1988) aborda el problema estadístico de producir infercnrins sobre un 

cociente de combinnciones lineales de coeficientes de un modelo de regresión múltiple. 

El caso más simple, de medias Normales ha sido investigado por dh·crsos autores y 

desde enfoques diferentes. En su versión más común, este problema se plnntca de In 

siguiente manera: 

Sean X1,X2, •.. Xn y Y¡, Y2 1 ••• l~n dos muestras alcatoriac; independi<"ntcs entre si, 

tales que X¡ con i = 1 . .. n tiene una distribución normal con mcdiaJlJ y vnrinnzn u 2 y 

cada Y¡ con i = 1 ... m tiene unn distribución Normal con media Jl2 y \'nrinnzn u 2; con 

µ1iJl2,u2 parámetros desconocidos.Suponiendo que µ2 '::/;O. el problcmn del cociente 

de mcdins consiste en producir inferencias aceren del parámetro: 

que describe In magnitud rclntivn de lns medias. 

La situación en ln que se requiere un nnñlisis estadístico de estf' tipo npnrcce cu muy 

diversns situaciones pf'ro en pnrticulnr en el contexto de Diocnsnyo. 

Desde un punto de vistn estructural, un biocnsnyo o ensayo hiólogico puede dcscrihir

sc como un conjunto <le estímulos (ocnsionalmcntc con un sólo demento) nplicndo hnjo 

circunstnncin.s cspecíficns y utilizando varios niveles a dctcrminnclns nniclndes biológicas 

con In. finalidad <le producir un conjunto de respuestas observables. El objetivo gencrnl 

de un biocnsayo es producir una descripción apropiada de la rclnció11 dosis-respuesto 

involucrada y uno de los problemas pnrticulnrcs más usunlcs es el de cstnblccf'r In 

potencia rclnti\'a de dos difcrcutcs estímulos. Si se considl'rn 1111 ens11yo directo, el 

parámetro que describe In potencia relativa coincide con un t·m·il'lll<' dr medias. 

El problema de cociente de medias ha siclo consiclcrnclo clc!-ick• In ¡11•rspcctivn hnyc

siann, entre otros, por Knppermnn, Gcisscr y Antle (1970) y Ilcrunnlo ( 1977). 
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Ante este pnnornmn, considcrcse una situnción mucho más general, el problema de 

obtener ínfcrcncins sabre el cociente de combinaciones lineales de coeficientes de un 

modelo de regresión múltiple: 

Sean Y E RN un vector alca.torio con distribución Normal Multivariada, con vector 

de medias XO r matriz de covnriarums a 2 J¡ donde X es una mntriz (N X k) de rnngo 

completo, (J E Rk(J.· < N) es un vector de coeficientes desconocidos y u también es un 

parámetro desconocido. 

Bajo estns condiciones el parámetro de interés, sobre cJ que se requiere obtener 

inferencias, está definido por 

en donde ,\¡ y ..\2 san dos vectores fijos y linealmente independientes en Rk tales que 

,\~O #o o. 
Clnramcnte, este problema incluye el del cociente de mcdins que se comentó nntc

riormcntc. Sea L E Mi.zk de rango completo tnl que su trn.nspucstn está <lndn por 

L1 =(11,12 1 ••• ltJ con/¡ = .\1y12 = .\2, entonces, {1 = L(J sntisfncc lns relaciones 

y 

En otras pnlnbrns, es posible tcpnmrnctriznr el modelo de mnnera que: 

X8 =X(L-1L)8 

=(XL-1 )(LO) 

=Z/J 

con Z =X L-1 y /J =LO, teniendo nhora 

Y - N(Z{J,a2 l) 
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y el parámetro de interés está dado entonces, por: 

p = /31//32 

es decir 

f(YIZ,{J,u) = {21Tu2)-Nl2u:p[-(Y- Z,8)1(Y- Z,B)/(2u2)] 

Haciendo una. transíormnción adicional del espacio de parámetros ptira expresRr esin. 

densidad en términos de p se tiene que: 

Sea. '"'( E Rk un vector tal que 

1'1 =p 

7¡=/J¡,i=2 ... k 

Esta transformación es inyectiva cuya inversa está dada por: 

/31 =1'11'2 

de mnncrn. que {J puede expresarse en términos de""( ({J = /1(1)). Así, la. función de 

verosimilitud ele (-y, a) puede exprcsnrsc como: 

L('r,ulY) = (21T)-Nl2cxp[-(Y- Z{J(")'))'{Y- Zfl(")'))/(2u2 )) 

que invo]ucrn explícitnmente n p = "Yl · 

Aplicando el tcoremn de Daycs, partiendo de una densidad inicial p('),a) y dn<lo un 

conjunto específico ele ob.c;crvacioncs Y, la dcnsidn<l final se obtiene cll' In relación: 

Si ln dcnsiclacl inicial conjunta se escribe como: 

p(")',u) = p(p,/32,. .. ,flt.u) = p(,82, ... ,ulp)p(p) 
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se observa que la información inicial se puede descomponer en 2 partes; la. que se 

posee sobre el parámetro de jnterés descrita por p(p) y la que se conoce sobre los 

demás parámetros cuando se supone conocido el parámetro de interés y que se describe 

medinnte p(/32, ... ,Pt.ulp). Mendozn (1988) propone, tomnndo en cuentn que el in

terés se centra en p, que se utilice pnra /32. /33, ... , P.1:-IP una distribución de referencia. 

Espccíficruncntc propone: 

pnra algún r >O.Teniendo así, que: 

p(-¡,u) ocp(p)u-r 

por lo tnnto 

p(-¡,ulY) cxp(-¡, u)L(-¡, ulY) 

oc[p(p)u-'](21Tu2)-Nf2exp[-(Y - ZP(-¡))1(Y - Z¡j(-¡))/(2u2)] 

de donde la densidad marginal finnl de ""( se puede obtener como: 

Phll'J = j p(-¡,ulY)du 

oc j p(-¡,u)L(-¡,ull')du 

:xp(p) j ,,-(N+•>exp[-B/u2]du 

con B = [(Y - Z¡1(-¡))l(Y - Z¡1(-¡))J/2. 

Aplicando el cambio de variable u = .,.-2 se tiene: 

j ,,-(N+•>exp[-B/u2 ]du =- j~ uCN+r)/2exp[-BuJ11-312(1/2)d11 

=(1/2) fo°" u<N+r- 3l/2c.rp[-Bu]du 

=(1/2) fo00 

.,A- 1exp[-BuJdu 
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con A= (N + r - 1)/2. El integrando de la última expresión corresponde al núcleo 

de una densidnd gamma. con parámetros A y B1 de manera que se puede concluir que: 

p(l'IY) cxp(p)B-A 

=p(p)[(Y _ Z,B(·r)}'(Y _ Z,B(l'))]-(N+r-1)/2 
(41) 

Recordando que "lt = (l'¡, .•. "lk) = (P."/2•···•"11) = (p,"/2J y haciendo uso de un 

poco de álgebra lineal se tiene que: 

(l' - Z/3("/)) =Y - (n2z1 + "12Z2 + ... +"!F.) 

=Y - ("/2(z2 + pz1) + "/3•3 + .. · + "lkZ.l 

Definiendo la matriz W = (w1, ••• , w,-1) (N x (k -1)) como 

se tiene que la expresión ( 42} queda como: 

Recurriendo n esta última expresión, se puede escribir lo siguiente: 

PhiY) ex p(p)[(Y - W"12J'(Y - W"l2JJ-(N+r-l)/2 

donde (ver Mendoza. (1988), pág 36 y 37): 

con 

"= cw1wi-1w•y 
H(p) =(Y - Wµ)1(Y -Wµ) 

utilizando cstns últimas expresiones, se tiene: 

p(-y!Y) ex p(p)H(p)-(N+r-J)/2[l + ("12 _ µ)' W'W ("12 - ¡i)J-IN+r-1)/2 
- H(p) -
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con [l+('l'2_ -µ)1 ~{'r2_ -¡i)J-(N+r-l)/2 el núcleo de una distribución t multivnri

ada con N +r- k grados de libertad, matriz de precisión T = (N +r-k)(W1W)/ H(p) 

y vector de localizaciónµ. Posteriormente Mendoza (1088) obtiene P(p!J') integrando 

P('l'IY) respecto n ')'2, ... , 'l'k· 

En contraste con ese desarrollo teórico, aquí se obtendrá In P(pll") utilizando el 
algoritmo de Gibbs; para ello, es conveniente observar que¡ 

nsí que lns condicionales tienen las formas siguientes 

P('l'2Jp, Y) =p(p, 'l'2JY)/ P(plY) 

=cp(p)H(p)-(N+r-1)/2¡1 + __ l __ (-¡2 _ ¡,¡' 
N+r-k -

T('l'2_ - l•)J-(N+r-1)/2¡¡p(piY) 

=cH(p)-(N+r-l)/2.l'ieL¡1 + __ 1 __ (')'2_ - ¡1)' 
p(piY) N + r - k 

T('l'2 _ _ l•)]-(N+r-1)/2] 

=cH(p¡-(N+r-l)f2c(p) 

[l + __ 1 __ '12 - µ)'T('l'2 - µ)J-(N+r-1)/2] 
N+r-k - -

en donde el factor c(p) mide el cambio en credibilidad del valor p. 

Por lo tanto In distribución de h2_lp, Y) es una t multivnrindn con N + r - k grados 

de libertad, matriz de precisión T = (N + r -k)(W1\V)/(Y - lV¡1)1(lº - IVµ) y vector 

de localizaciónµ= (ll'1W)- 1W 1Y. 

pero 

P(Pi12_, Y) =p(p, 'l'2JY)/p{ 12JY) 

=c2p(p)[(Y - H'-r2J'(Y-1V-,2_)]-<N+r-t)/2]/ph2Jl"l 

=c3p(p)[(Y - H'-r2J'(Y - IV·12JJ-(N+r-1112J 
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t - N 
[(Y - W72J (Y - W72J] =-I:(11¡ - (z,'2 + pz¡¡}l'2 - z¡373 - . •. - Z¡flk)2 

·i=l 

Sea a¡= .,-Zi11'2yb¡':'.'11;;7 z12:Y2:: .• :. - Zik"l'k _con i = l, •.• N, y M = N + r-1. 

Se tiene que: 
- . ,·':-:-·-. 

:,;., •<:-:-":' '- N -

[(Y - W12Jt(y . .:.: W12J]:-M/2 = [I:(a¡p + b¡)2¡-M/2 
- . •, . --i=l._ 

pero 

(a¡p + b¡)2 = a? p2 + 2a¡b¡p + b? 

N 
¿:(a¡p+b¡)2 =p2 I:a? +2p I:a;b¡ + I:bl 
i=l 

por lo tanto 

=CI: a?)[p2 + 2p I: a¡b¡ / I: a?J + I: b"f 

=(I:a?)[p2 + 2p ¿:a;b;/ I:ar + <I: a¡b¡/ I:arl2 

- (Í:,a¡b¡/ I: a"f )2] + L, b"f 

=<I>rHP- <- ¿:;a;b;/ L,arll2 - <Ear)('L,011,;1 L,ar>2 

+ r:•r 
=S[(¿:a"f)[p-(-I:a;b;/I:arll2 +1¡ 

s 

..- 2¡ ( b /<""" 2)]2 -M/2 
[(Y - W-y,)'(Y _ W-y,)]-M/2 = 5-M/2¡'-'ªi P - - ~a¡ i '-'ªi + l] 
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donde B = ¡~:Ol(p-(- ~a;b;/E•1ll' + l] corresponde al kernel de una distribución 

t de studcnt univariada con a= N + r - 2 grndos de libertad,/'= -L,a¡b¡/'f:.a[ 

parámetro de locnlización y ; = CL a[)a/ S parámetro de precisión. 

Si en particular se toma P(p) constnntc1 se tiene que la distribución de (pb11 Y) es 

entonces una t de studcnt con los parámetros mencionados nntcriormcntc. 

Así, teniendo estas dos condicionales, lo que resta es hacer In simulación correspon

diente. 

A continuación se describe con más detalle el modelo de cociente de pendientes pnrn, 

portcriormcnte, utilizar el algoritmo de Gibbs en un ejemplo munérico de cslC' modelo 

y poder hacer com¡rn.racioncs de los resultados obtenidos a través de este camino con 

los resultados obtenidos por ?-.fendoz;i (HlSS)¡ quién estudia el mismo ejemplo. 

Modelo: Suponga que se rea.liza un experimento en el que p dosis X¡¡, ... 1 X;11 

de un primer estrhulo y q dosis X21 1 ••• 1 X29 de un segundo estímulo se ensaynn n 

veces de manera que se obtiene un conjunt.o l'1j.t:ii = l, ... ,p, k = l, ... 1 n¡ Y2;.1:ii = 
11 ••• , q, k = 1, ... , n de observaciones condionalmente independientes, con distribución 

Normal y varianza común a2 tales que 

Así, Yi;1: representa Ja k-csima medición de In variable Y n.socindn n la nplicnción de 

X¡;; In j-esimn. dosis del i-csimo estímulo. 

Si las dosis X1 del primer estímulo y X2 del segundo estímulo ~on C'C(Uivalentes; esto 

es si las correspondientes respuestas esperadas son iguales (E(Y¡) = E( l2 )). entonces 

su potencin. relativa se define simplemente como el cociente X1/X2. Utiliznndo la 

estructura anterior se llega a que: 

X¡/X2 ~ p(rr /rr) = p 
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Este valor existe si 1t' :f:. O y es independiente de la particular pareja de dosis equivalentcs 1 

como consecuencia. de la ordenada común en la. estructura. Esta estructura se conoce en 

la literatura con el nombre de cociente de pendientes (Bliss (1970), Armitage (1977)). 

El modelo que describe el ensn.yo de cociente de pendientes es un caso particular del 

modelo de regresión lineal múltiple, sólo se requiere establecer lns siguientes relaciones: 

X= 

Y111 
Y112 

Y2qn 

X11 
Xu 

X¡p 
o 
o 

o 
o 

X21 
X21 

O X29 

el vector Y(E RN,n = n(p+ q)) se obtiene de ordenar lexicograficamente las res

puestas obsen'D.dns, la matriz X(N x 3) tiene In primer columna con todns sos cntrnclns 

iguoles a uno, la segunda columna con las últimas nq entradas iguales n cero y las 

primeras np entradas en p bloques de tamruio n de manera que todas }ns entradas 

del j-ésimo bloque sean igun.les a .. \'Jji la tercera columna de X tien<' ln."I np primeras 

cntrndns iguales a cero y lns restantes nq agrupndns en q bloques de tnmnño n de forma 

que todas lns cntrndns del j-ésimo bloque son iguales a 4'l(2j· 

Si se define a: 

8= [;] 
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A¡=m 

A2= m 
se tiene que 

Y~N(X8,a2I) (43) 

Pnra. pasar al modelo reparamctrizndo ( 43 ), es necesario construir la matriz-L to.l que 

sea de rango completo; puesto que >.1 = e3,>.2 = ei, con e¡ el i-esimo vector canónico 

en R 3, se tiene que ,\3 = e¡.Dc esta !arma, 

y entonces 

de donde se sigue que si 

entonces 
o Xu 
o Xu 

Z= o X1p 
X21 o 
X21 o 

X2q o 

- 31 -



En forma. análoga, como fJ = LB, entonces 

y se tiene el modelo repnrametrizndo 

Y~ N(Z{3,u21) 

y ln. reexpresión del parámetro de interés 

p = /31//32 

Haciendo la repn.rrunetriznción adicionnl del espado de parámetros; se define nl vcctlJr 

'Y E R3 , como: 

Ejemplo Nun1érico: La siguiente ta.hin, represento. los <lntos olitc.•nidos de un 

ensnyo biológico reportndo por Wood (1964); apnrccicndo en el libro ele Finncy (1978, 

pág 161), el cual es analizado por Mcndoza (1988). 

Datos de Wood(n = 4,p = 3,q = 2) 

Estímulo 2 
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lstA ff:5'l.r 
No DEBE IAUR DE LÁ 
BfBlJIJJf.CA 

Dósis o.o 0.5 1.0 0.5 1.0 

38 97 167 80 121 

Respuesta 45 100 164 88 124 

40 105 159 90 122 

44 98 156 82 122 

Utilizando lns relaciones especificadas nntcriormcnte, con este ejemplo se tiene que: 

38 
45 
40 
44 
97 
100 
105 
98 
167 

Y= 164 
159 
156 
80 
88 
90 
82 
121 
124 
122 
122 

x' = (g 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

~] o o o .5 .5 .5 .5 1 1 1 1 o o o o o o 
o o o o o o o o o o o .5 .5 .5 .5 

z' = [~ 
o o o o o o o o o o .5 .5 .5 .5 1 1 1 n o o o .5 .5 .5 .5 1 o o o o o o o 
1 1 1 1 1 1 1 1 

W'= [~ o o o .5 .5 .5 .5 1 1 1 .5p .5p .5p .5p p fJ p ~] 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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wtw= [s+sp
2 

6+6p] 
6+6p .20 

( twi-1 1 [ 20 
W = (64+p(64p-72)) -6(1+p) 

wty _ [846 + 659p] 
- 2042 

-6(1+fl] 
5(1 +p ) 

- . 1 [ 4668 + 928p l 
µ - (64 + p(64p - 72)) 5134 - 9030p + 6256p2 

T- ~ [5(1+p2)(64+64p2 - 72p)2 6(1 + p)(G4 + G4p2 - 72p)2] 
- e 6(1 + p)(G4 + G4p2 - 72p)2 20(64 + 64p2 - 72p)2 

con e= 60154624 + 12T01292Sp4 - 31GG80192p3 + 382GGiS24p2 - 24143456p 

Considerando unn. r = k = 3 (?-.1cndozn (1988)) se tiene que la disLribución de 

(Q, ,Bjp, Y) es una t-multivarinda con N + r - k = 20 grados de lihcrtnd, con mntriz de 

precisión T, y vector de localización Jl· 

La distribución de (pln,,81 Y) es una t-student con N +r-2 = 21 grados de libcrln<l, 

con media¡<¡ = (-659 + 6/1+3500a)/(5000n) y precisión 

T = (105000000n2)/(7GG709n2 + 25a4 + G4n2¡J2 + 79GS/1o 2 - S460o 3 - 20420<>/1). 

Los resultados vía Gibbs Snmplcr se pue:dcn observar en In siguiente página. 
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
26 
29 
30 
:n 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
40 
49 
50 

VALORES DE RHO OBTENIDOS MEDIANTE EL PROC.DE GJBBS 
CON K=30 Y M=500 NALORES YA ORDENADOS) 

0.5842003 0.6707418 0.6820506 0.6879170 0.6932453 
0.5921388 0.6711855 0.8820898 0.8879945 0.6932823 
0.6212799 0.6712037 0.8821288 0.6880286 0.6934532 
0.6245161 0.6713173 0.6822132 0.6880859 0.6934630 
0.6392385 0.6714526 0.6823514 0.6962339 0.6935771 
0.6399429 0.6723709 0.8825255 0.6882439 0.69~26 

0.6420659 0.6727214 0.6826054 0.8884750 0.6937BB3 
0.64:11045 0.6729662 0.6826307 O.BBS6485 0.8938176 
0.6447BB7 0.6736625 0.6826739 0.6896769 0.6941069 
0.6463383 0.13737767 0.8829101 0.6807166 0.6941254 
0.6463444 0.6739996 0.6829759 0.6807229 0.6941500 
0.6471163 0.6741272 0.6820064 O.BB97479 0.8941961 
0.6490130 0.6743698 0.6830999 0.6800419 0.6942009 
0.6507910 0.6744294 0.6936879 0.6890711 0.8943471 
0.6515603 0.6745985 0.6844464 0.88!J1323 0.6946389 
0.6530764 0.6746310 0.8844690 0.6992016 0.8946551 
0.6535162 0.6747461 0.8845693 0.8893047 0.6948335 
0.6551132 0.6749987 0.8847752 0.6893073 0.6950791 
0.6555227 0.6750429 0.6840105 0.6894275 0.6952457 
0.6558a82 0.6753168 0.6948588 0.6894402 0.6952947 
0.6591035 0.6755472 0.6848992 0.6894841 0.6954926 
0.6564341) 0.6759175 0.8849597 0.6898132 0.8955105 
0.6569791 0.6759564 0.6852501 0.6901169 0.6955329 
0.6570305 0.6768956 0.6853643 0.6903967 0.8955412 
0.6572817 0.6769646 0.6853859 0.6904436 0.6956695 
0.6574594 0.6770522 0.6854?.20 0.6904685 0.6958716 
0.6590239 0.6772996 0.6954702 0.6905464 0.6959754 
0.6598714 0.6776091 0.6855429 0.690S007 0.6960051 
0.6608925 0.6776502 0.6855851 0.6907238 0.6960921 
0.6613277 0.6779056 0.6856686 0.6910579 0.6961231 
0.6627594 0.6779718 0.6857763 0.6910654 0.6961873 
0.6632434 0.6792650 0.6860014 0.6912919 0.6963159 
0.6634041 0.6769758 0.6860124 0.6913197 0.6964187 
0.6649005 0.67S1109 0.6861734 0.6913212 0.6965402 
0.6652782 0.6791961 0.6862454 0.6913831 0.6965498 
0.6652004 0.6799263 0.6862600 0.6915242 0.6967447 
0.6653716 0.6800281 0.6862943 0.6917497 0.6968199 
0.6657240 0.6802670 0.6862980 0.69111980 0.6970142 
0.6661BB9 0.6802922 0.6964995 0.6919093 0.6970830 
0.6664850 0.6804310 0.6865559 0.6921667 0.6970838 
0.6665875 0.6804904 0.6866320 0.6921697 0.6971364 
0.6666321 0.6805142 0.6867409 0.6922132 0.6973049 
0.6669075 0.68053!l4 0.6869751 0.6922760 0.6974069 
D.6672800 0.6906207 0.6969883 0.6924948 0.6974192 
0.6675191 0.6907596 0.6671646 0.6924994 0.6977338 
0.6677190 0.6914123 0.6972689 0.6925659 0.6977413 
0.6692212 0.6915772 0.6873344 0.6925948 0.6977630 
0.6662904 0.6917350 0.6974993 0.6927943 0.6979357 
0.6692991 0.6917714 0.697S5BO 0.6928049 0.6979624 
0.6693287 0.6919871 0.697S771 0,6932408 0.6990427 



51 
52 
53 
54 
M 
56 
57 
5B 
59 
60 
61 
62 
63 
84 
65 
66 
U7 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
7B 
79 
eo 
81 
B2 
83 
B4 
95 
88 
97 
ee 
ee 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
90 
99 

100 

VALORES DE RHO OBTENIDOS MEDIANTE EL PRO C. DE GIBBS 
CON K=30 Y M=50D NALORES YA ORDENADOS) 

0.69815BD 0.7027310 0.7101460 0.7198253 0.7299804 
0.6982669 0.7020035 0.7102381 0.7198683 0.7301597 
0.6982819 0.7029137 0.7107380 0.71BB023 0.7308844 
0.6983052 0.7020034 0.7100153 0.7189919 0.7309927 
0,6983626 0.7030656 0.7110202 0.7191429 0.7314396 
0.6984715 0.7031040 0.7110446 0,7192879 0.7317483 
0.6995214 0.7031752 0.7111224 0.7194454 0.7322120 
0.6985545 0.7031989 0.7113411 0,7194585 0.7324449 
0.6986739 0.7034902 0.7113543 0.7194841 0.7326804 
0.6987231 0.7035841 0.7113719 0.7196742 0.7326812 
0.6988423 0.7037546 0.7117291 0.7197585 0.7327694 
0.6969956 0.7037859 0.7118B86 0.7199368 0.7335442 
0.6989253 0.7040119 0.7119764 0.7199713 0.7337863 
0.6990619 0.7040245 0.7120072 0.7201631 0.7339552 
0.6900852 0.7046520 0.7120858 0.7207442 0.7342634 
0,6991042 0.7046970 0.7121256 0.7211230 0.7344008 
0.6993151 0.7040231 0.7121397 0.7212654 0.7354425 
0.6993517 0.7050826 0.7125621 0.7222463 0.7354986 
0.6993980 0.7053048 0.7126511 0.7228401 0.7355003 
0.6994572 0.70l59995 0.7130631 0.7226869 0.7357689 
0.6996214 0.7061400 0.7131252 0.7227336 0.7362629 
0.6907697 0.7062606 0.7131432 0.7227001 0.7370071 
0.6909200 0.7065173 0.7132695 0.7228425 0.7374092 
0.6999190 0.7065683 0.7135360 0.7228564 0.7376146 
0.6999578 0.7066608 0,7136042 0,7230865 0.7385014 
0.6909811 0.70661l35 0.7136047 0,7233793 0.7392599 
0.7001387 0.7068072 0.7136645 0.7234709 0.73008!l9 
0.7001392 0.7066292 0.7139643 0.7240695 0.7419000 
0.7001499 0.7069650 0.7Hl9914 0.7244634 0.7421836 
0.7001939 0.7070170 0,7139993 0,7247875 0.7432001 
0.7002639 0.7070601 0.7141121 0.7256981 0.7436496 
0,7004063 0,7074009 0.7142006 0.7260579 0.7439209 
0.7004115 0.7077351 0.7148726 0.7262215 0.7447979 
0.7007162 0.7079981 0.7150076 0.7263955 0.7448508 
0.7007562 0.7079101 0.7150109 0.7266570 0.7483469 
0.7009491 0.7079195 0.7150652 0.7267946 0.7492191 
D.7010754 0.7079769 0.7153247 0.7269915 0.7493598 
0.7011404 0.7000594 0.7156395 0.7269135 0.7496116 
0.7013967 0.7083161 0.7160006 0.7271125 0.7506490 
0.7015141 0.7084273 0.7164668 0.7271959 0.7507541 
0.7015394 0.7088408 0.7166695 0.7274276 0.7511692 
0.7018442 0.7069748 0.7171435 0.7276644 0.7523615 
0.7016720 0.70BB908 0.7171741 0.7277331 0.7530297 
0.7016621 0.7090457 0.7172667 0.7278111 0.7537182 
0.7017064 0.7091607 0.7174631 0.7279959 0.7572370 
0.7019078 0.7092476 0.7175457 0.7284580 0.7643906 
0.7020708 0.7096602 0.7178120 0.7286113 0.7662623 
0.7021819 0.7090006 0.7183902 0.7289959 0.7669267 
0.7022835 0.71Cl0030 0.7184720 0.7292447 0.7754517 
0.7027270 0.7100831 0.7195757 0.7296911 0.9133573 



GRAFICA DE FRECUENCIAS DE RHO 
CON K=30 Y M=500 
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GRAFICA DE LA FUN.DE DENSIDAD DE RHO 
UTILIZANDO LA MUESTRA OBTENIDA CON K=30, M=500 
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DISTINTAS K 
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GRAFICA COMPARATIVA 
UTILIZANDO DISTINTOS VALORES DE K 
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25 

Gráfica obtenida por Mendoza (1088) 

GRAFICA DE LA FUN.DE DENSIDAD DE RHO 
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Gráfica obtenida 1ucdinutc el algoritiuo (g1·ol.f. de free.) 
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Conclusiones. 

Las dificultades técnicas que aparecen en el cálculo de densidades mnrgino.lcs pos

teriores, necesarias para. la iníerencia bayesiana, han sido un impedimento pnra la 

aplicación completa de la teoría de Da.yes a. datos Reales. 

A pesar de que actualmente existen un gran número de avances técnicos de aproxi

maciones annlíticns y numéricas, la implementnción de éstas técnicas frecuentemente 

requieren de experiencia en el manejo de este tipo <le uproximncionrs, nsí como del 

conocimiento de Software especializado. 

Unn alternativa en estns condiciones son los métodos de cálculo dP de• c\istrib11cioncs 

vía simulación. En particular, en los últimos nfios ha logrndo populnriilnd el llnmndo 

Gibbs So..mplcr. Este procedimiento resuelve el problema simulnnclo muestras aleato

rias de las distribuciones de interés que pueden ser utilizti<las ¡mrh oht(•ncr nproximn· 

dones de cualquier cnractcríslicn de la distribución bajo estudio. El Gibbs Snmplcr 

requiere que el usuario sea capaz de generar observaciones de nlgunns distribuciones 

condicionales y en In práctica se hn observado que si bien es un método nltcrnnth·o, su 

tasa de convcrgcncin es muy oltn de manera que ndcm1ls de ser Sl'llC'Íllo, típicnmentr es 

rápido y por Lnnto, borato. 

El GiLbs Samplcr, lo mismo que nlgnnos otros algoritmos similores, lu\ tenido un grnn 

impacto sobre el desarrollo de la infcrcncin bnyesinnn. Unn grnn C"antidnd de prohlC'

mns de aplicación que se cousidcrnbnn rclntivamC'ntc inncccsil1J,•s sou nhor11 f;\rilmc11tc• 

abordables. 

Aunque la mayoría de las nplicncioncs del GibLs Samplcr sr rC'fic•n·n a problemas 

bnycsinnos, también es útil en crik11los ele inforcncin cl<l.sirn. 

De cstn manera, el Gibbs SnmplL"r constituye una hcrrnmil'nta de..• una iudrnlnhk· 

utilidncl en la Eslndisticn Aplicndn. 



APENDICE 
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PRD6RA1' SA1'PlER_TIUM1 1ftULTI; 
usncrl¡ 

{ ESTE PR06RAllA 6EMERA DOS ftUESTRAS ALEATORIAS DE TAftAoD 
~O, llUE PROVIENEN DE DOS DIFERENTES VECTORES ALEATORIOS, 
lllA, PROVIENE DE UNA VARIABLE ALEATORIA DUE TIENL DIST. _ 
CDIDICDNALI A Ull YECtDR ALEATORIO, T DE STUDENT. LA OTRA_ 
PRDVIEllf DE UN VECTOR AlEAtDRID DUE TIENE DTST. CDMDTCID
llAl.1 A LA VAlllABLE ALEATORIA ANTERIOR, T ftULllYARIADA EN_ 
R•¡. EStE PRD6RAllA SE BASA EN El AL6DRl!ft0 DE 61BBS SAft -
PLER.} 

TYPE 
VECTDR•ARRAl{l •• lJOFREALI 

VAR 
A1l,llU,B1YEClOR; 
RH001RH01 1 l1REAL1 
l,ft,l1IM1E6ER; 
ARCHllTEIT1 

PROCEOUREMORltAllYARU1,U2:REAl¡YAR 11Y1REALJ¡ 
!ESTE PRDC. GENERA DOS ftUESTRAS DE TM. l DE VAJI. ALEATD.) 
(MORftALIO,ll IKDEPEKDIENTES) 

VAR 
T,E 1R1C1AUllREAL¡ 

BEGIN 
AEPEAT 

l1•(Ulª0.:.112.0¡ 
E1•1U2ª0,5)12.0¡ 
R:•SOR(ll+SQRlul; 
Uh•r•ndo•¡ 
U2:•rindDI¡ 

UJlllILr<•I; 
AUh•ABSlllllnlrJl/rlT 
C:•SORl(au1)¡ 
l:•CIT¡ 
Y1•C1E 

EID1 

FUllCTIDM JT CUADIGRADLTB:INTEGERi:REALT 
(ESTA FUKCION GENERA UKA llU!SlRA DE TAft.I DE UNA ll CUAD COK) 
{'GRADLll' GRADOS DE LIBER!ADI -

VAll 
Jl,Ul,U2,11 112:REAL; 
A:llTE6EA¡ 

BEGIM 
Jl:110,00¡ 
11:•0.00¡ 
121110,00¡ 



IF GRADLI! 000 l•D IHEN 
A:•GRAOLI! OIY 2 

ELSE 
A:•l6RADLlB+lJ DIY' 2; 

FOR l:•I TO A DO 
BEGIN 

UJ~cRAffD011; 

U2i•RANDD11; 
JIOR"AlfUt ,u2,u ,1211 
Jl1•Jl+SORllJ l+SDRillJ 1 
lf 11 J.! J AND !GRADL!B 000 2 > 011 THEN 
J!:•J!-SDR(l!J 

ENO¡ 
JJCUAD:•JJ 

EHDi 

FIJllCTION r_uN!Y(Ul,Ul:REALJ:REAL; 
(FUNCION DUE GENERA UNA T DE ESTUOENT CENIRALI 
(CUN 11 GRADOS DE LIBERTAD) 
YA!! 
11, 12 ,CHI ,NU1f, DEH:REAL; 

BEGJN 
11:•0.00¡ 
12:z0,00; 
CHfpsJJ_CUADf21J¡ 
lf0Rllt.LIUl,U2,11 1121¡ 
lfUPh•JlfSDRT(2JI¡ 
DEH:•SDRTfCHJJ; 
TJJNJY~•Ntlll'/DEN 

EHD; 

FUNCTION TRANSFOROA(B2,Bl:REALI :REAL¡ 
(FUNCION DUE GENERA UNA T DE ESTUDENT CON oEDIA PARll 
(Y PRECISIDN PAR! CON 21 GRADOS OE llBERTAOJ 

YAR 
UJ,U2,PARI ,PAR2, TST 1 A 1 B 1 AUl~REAL¡ 

BEGIN 
Ulp•RANDOtl¡ 
U2:•RANDDI!¡ 
AUI • •ABS l 7617D9 I SOR 181 I • 2 51 SOR 182 J 1SOR1 B2 J •611SOR1 B 2 IBl I •me IBllSOR ( 81 l -Bl60l821SOR ( 121-20120182lll11 
PAR! :•l (I051SGRI IOOOIB21J/AUll1 
PAR2:• i61Bl-659+l500IB21il50001Bll; 
lST::T_UHIVfU1,U2)¡ 
A:•SORTIPARJI¡ 
B:•TST/A¡ 
TRANSFORllA1•B+PAR2; 

EllD¡ 

FUHCJJaN HORMLJfULT J f T:REALJ :REAL; 



(FUNCTON DUE OBTIENE LA PRlnERA ENTRADA DE UN VECTOR ALEATORIO} 
(EN R"2 CON DISTRIB. NDRnAL nULT CON VECTOR DE •EDIAS o y CON l 
(MTRIZ DE CDVARIANIAS, LA ftAIRll DE PREC. DE LA D!Sl. T nULlll 
(VARIADA) 

VAR 
A,Jl 1tl 1AUI l 1AUl2 1AUll 1AUU 1Y1 1l2 1Ul 1 U2: REAL 1 

BEGIN 
UltsRAHDDll; 
U2t•RAHDOll; 
ltDRllAL(Ul 1U2,Y1 1Y2)¡ 
AUU 1•SDRT 11001iltSDR1TlJ1116h 1116411-72111 
A1•ABSl60154624t12701212BISDRITllSDRITl-ll66BOl!21115DRIT!tlB2667B20SDR(ll-2414l4l61Tl1 
AU12:•SDRltAll 
AUIJ1 1 AUIJ/AUI2; 
11:• AUillY2; 
NORl!ALJfüLT11cU¡ 

END¡ 

FUNCTIDN NDRKAL_KULT21l1REALl:flEAL¡ 
(FUNCIDN SIMILAR A LA ANTERIOR; OBTENIENDO LA SEGUNDA ENTRADAI 
(DEL VECTOR ALEAT. EN R"2) 

VAR 
A, B ,C 101Yl 1 Y2 1 l2,E ,UJ ,U4 1AUI1 ,AUJ2, AUIJ:REAL¡ 

BEGIN 
Ul1•RANDDll¡ 
U4:•RANDOll¡ 
NDRltAl(Ul 1U4 1Yl 1Y2J; 
AUJl1•120111tT)tl64+Tll6UT·72lt¡ 
AUl21•ABSi60I lll24• 1270l2!2BISOR 1 T l ISDRI 1 l ·ll66BOI !llTISORI T l•lB26679241SDR 1 T )-2114341611 )tABSi !Gil 11•SDRIT1111 
A1•SQRTIAUI2)¡ 
AUl31•AUil/A¡ 
11:•4001SOR{6hTll64lT·72JI¡ 
Ct•B/AUJ2; 
D1sABS(C·AUl3J¡ 
E:•SDRTIDJ¡ 
12: 11YllEtAUl31Y2¡ 
NORML_ftULf21•12 

END¡ 

FUNCTIDN nEDIA VECl1i l1REALl1REAL1 
(ESTA FUNCIDN OBTIENE LA PRIMERA ENTRADA DEL VECIDRI 
(DE LDCALllACIDN D KEOIA DE LA T·KULTIVARIADA) 

VAR 
ll:REAL¡ 

BEGIN 
ll:•t466B•92Bllll l 116hl116411·72l 1; 
llEDIA_VECl11•Jl; 

EMO¡ 



fUNCTIDN llEDIA_VECT211:REALl 1REAL; 
(ESTA fUNCIDH OBTIENE LA SE6UHDA ENTRADA DEL VECTOR! 
(DE LDCALIZACIDN DE LA MULllYARIADA) 

VAR 
l2tREAL; 

BE6ZN 
12:•1-!0JOll-+6256150RI 11+51311/161+1116111-721 l ¡ 
1tEDIA_YECT2t•12¡ 

END; 

FUHCTIOH T_l!ULTll 11!,l:REALl 1REAL¡ 
(ESTA fUNCIDN OBTIENE UNA nUESTRA DE TAnAOD 1 DE) 
(UNA ENTRADA DE UN YECTDR ALEATORIO CON DISTRIB.) 
(1 ftULTIYARIADA CON 20 GRADOS DE LIBERTAD, ftATRll l 
IDE PREC. Y VECTOR DE LDCAlllACIDN OBTENIDOS EN Ell 
(DESARROLLO TEORICO DEL PRDBLEftAI 

YAR 
A1B:REAL¡ 

BE61N 
A:•USORTt20I; 
B:•SORIZI; 
l_lfüLT:•A/8 in; 

END¡ 

iE61N {DEL PR06RAftA PRINCIPAL! 
ASS16NIARCHI, 'A:EIA.PAS' I; 
REiRllEIARCHll 1 
i(l):--2¡ 
1(2)1'RAND0ft; 
FDR 1'11•1 ID 500 DO 

BE61N 
fDR l1•J TO JO DO 

BE61N 
RHOl1•TRANSFDRftAIB(l) ,B(2)1; 
l[J]1•HDRl!ALJIULTlfRHOlJ; 
l(l):•NDRftAL_nULlllRHOl I; 
l:•Jl_CUADl20)¡ 
l!U{J]:•llEDJA VECHIRHOl)¡ 
ftU(2l:•ftEDl(YECT2!RH01 I; 
FDA 11•1 TO 2 DO 
8(J]1•T_llULJll{IJ 11!U[IJ 1ZJ¡ 

IF l•lO lHEN 
BEGIN 

llllRITELNIARCHl,RHOIJ¡ 
CLRSCR¡ 
601DIY(IO,JOI; 
tlAITElºlLEVO ' 1 ft ,' DATDS'J¡ 

END¡ 
EHD¡ 

[ND¡ 



ClDSElARCHll¡ 
CLRSCR¡ 

EllD, 



PRDGRAn 61BBS_SAHPLER¡ 
usescrt; 
(ESTE PRDGRMA SE BASA EH El ALGORITHO DE 6IBBSJ 
(PARA OBTENER DOS HUSTRAS PROVENIENTES DE UTILIZAR) 
(UN AL6DRITHD PARA OBTENER NUESTRAS DE UNA DTSTRIBUCIDHJ 
(!ETA Y OE UNA DTSIR!BUCTON BTHDKIALJ 
IYPE 
SIAHDARREGLO•ARRAl(0 •• 21) OF RERL¡ 
VAR 
N:JHTE6ER; 
hlNTEGER; 
N:JNIE6ER¡ 
K:JNTE'GER¡ 
B1JNTE6ER¡ 
hJNTEGER; 
Y;REAL; 
UJ:REAL; 
U2:REAL; 
VllREAL¡ 
V21REAL¡ 
ll:REAL¡ 
A:REAL; 
ARCHl:TEIT¡ 

PROCEDURE AUl(VAR D,P:REALJ; 
(PRDCEDIN!EHTD DUE ES AUllLIAR PARA El PROCEDlftJENID QUE ORDENA UN VEC!DR DE) 
(NUNEROS REALES) 

YAR 
Q1REALt 

BE61N 
lh•D; 
D:•P¡ 
P1•D 
ElfD; 

PROCEDURE ORDE(INICIO,ALID:INTE6ER¡ VAR IET:STANIARREGLOJ¡ 
(PROCEDINIENTO BASADO EH El AL60Rllft0 DE LA BURBUJA PARA ORDENAR UN ARREGLO) 
YAR 
INDICE:INTEGER¡ 
BAHDERA:BDDLEAN¡ 
SE61N 

REPEAT 
BANDERA:sFALSE¡ 

FDR JNDICE,.JNICIO TO ALTO·! DO 
BE61N 

IF BET[IKDICEJ)!ET[INOJCE+IJ THEN 
BEGIN 
AUllBEl(INDICEJ,BET[INDICEtJJI; 
BANDERA: •TRUE 

ENO 



EJtD; 
UMTIL BAJIDERA•FAlSE 

EJID; 

FUNCIJOH BETAll:IMTEGERJ:REAL; 
(FUHCIOH DUE OBTIENE UHA NUESTRA DE TAl!Aftll 1 DE UllA DISTRIBUCIOH BETA CDM ) 
(PARAllETROS Jtl Y 20-Z) 
YAR 

l:IMTEGER¡ 
BET:STAHDARRE6LO¡ 

BEGIH 
FDR lt•l TO 21 DO 

BET(L):•RANDON¡ 
DRDE(l,21,BET}¡ 
BETA:•BET(ltl) 

END¡ 

FUMCIJDM BINDNIALJY:REALJ:IHTE6ER¡ 
(FUKCION QUE OBTIEHl: UNA NUESTRA DE TANA;O 1 DE UNA DISTRIBUCIOH BINllJllAL) 
(CON PARANETROS Y y N•l6) 
BEGIM 
N:•O; 
B;•O; 
WHILE H(l6 DO 

BEGIK 
A1•RA?tDOlt¡ 
IF A<-Y IHEN 
B:•B•I; 

M:•fCtl 
EHD; 

BI•DIUAlt•B 
END¡ 

BEGIN 
ASSJGNIARCHJ, 'A16UMDA.Prn' I¡ 
REWRITE(ARCHll; 
l1•0¡ 
Y1•0¡ 
FOR N:•I TO lOO DO 

BEGIN 
FOR l:•I TO JO DO 

BEGIK 
JF l•l THEH 

Y:•RAMQON 
ELSE 
h•BETAllJ¡ 

l:•BIMONIALIYJ¡ 
1F l•10 TMEJI 
BESJH 

llRITELHIARCHl 1 l,Yl1 



t\.RSCR; 
GOTDIYll0,101¡ 
MRlTEl'LlEVO ', 1' , • Dl\TOS'l; 

EMO¡ 
END¡ 

El'D; 
tLOSE lARCHll¡ 
REAOLM¡ 
tLRStR¡ 

EMD. 
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