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Introduccién

La estadistica puede ser considerada como un conjunto de métodos que son iitiles
para analizar adecuadamente conjuntos de datos y extraer conclusiones para, tipica-
mente, alimentar un proceso de toma de decisiones. Actualmente los métodos es-
tadisticos constituyen una herramienta necesaria cn los mds diversos campos de ac-
tividad profesional. Dentro de la cstadistica, existen diferentes enfoques con las que
se puede abordar un problema de inferencia, de entre cllos sobresalen los llamados

frecuentista y bayesiano.

Histdricamente, cn el panorama estadistico ha predominado ¢l muy conocido enfeque
frecuentista (I{endall Maurice Sir, The advanced Theory of Statistics, vol.IT). En este
trabajo sin ecmbargo, el contenido estadistico de la discusién se referird al enfoque

bayesiano que si bien es mds reciente, presenta ventajns metodoldgicas.

El enfoque bayesiano plantea cualquier problema de inferencia como un problema de
decisidn: primeramente s¢ establece el conjunto de decisiones u opciones alternativas
D = {d},dy,...,dn}, que debe ser exhaustivo y excluyente; para cada decision d; sc
establece ¢l conjunto de sucesos inciertos {6;1,8;2,...} mutuamente excluyentes que
condicionan las consecuencias {c;, ¢i2,...} de cada una de las decisiones. El problema
de decisién consiste cntonces en elegir una opcion del conjunto D sin saber cudl de
los sucesos inciertos tendrd lugar. Este enfoque establece una base axiomatica para
ia solucidn de estos problemas y como consceuencia de los axiomas el decisor debe
especificar una medida de probabilidad que describa la informacidn que posce sobre la
verosimilitud de los distintos succsos inciertos, y una funcién de utilidad, para medir sus
preferencias entre las posibles consccuencias de cada opcidn. El eriterio de decision (el
criterio de Bayes) consiste en elegir aquella opcién que maximice la utilidad esperada,
dada por:

w'(dy) = ZI u(ci;)p(6i5) m

=1

donde:




u*(d;) denota la utilidad esperada de d;.
u(c,-j) denota In utilidad que tiene pare el decisor la consecuencia cjj

P(8i3) es la probabilidad del suceso incierto 8;; que origina el decisor al momento de
tomar la decisidn.

m; indiea el mimero de sucesos inciertos para la decisién d;.

En lo que se reficre a la medida de probabilidad es razonable suponer que esta serd
asignada de acucrdo a la informacién disponible. De esta manera, si la informacién
se basa esencialmente en resultados muestrales previos, las probabilidades asignadas
podrinn basarse en las frecuencias relutivas, si por otra parte, la informacién procede
de la percepcidn de determinadas simetrias se puede esperar una asignacion que utilice
I definicidn cldsica de probabilidad y si no se presenta ninguno de los cnsos anteriores,

mediante una apreciacidn subjetiva del decisor.

Ahora bien, cuando se ctienta caon informacién adicional sobre los sucesos inciertos
esa informacién se incorpora para modificar o actualizar las prohabilidades iniciales
plois) i=1,...,my i=1,...n

Asf, si se lnma X a ln informacién adicional, los nuevos valores de las probahili-
dades asignadas a los sucesos inciertos, después de haber obtenide la informacion X,
serdn p(6;;1X) j=1,...,m;, i=1,...n Utilizando el tcorema de Bayes se pueden
obtener estas probabilidades, llamadas finales, a partir de las probabilidades iniciales
p(fi;) i=1...,m i=1,...n ydelarelacién que existe eatre X y los sucesos
inciertos ;j; esto es; P(X|0;5) que se conoce como ln funcién de verosimilitud de 8,5,

En resumen,
P(8;;)P(X|6;;
P(0;;|X) = ( })’(A(')i ) 2}

donde P(X) es la funcién de probabilidad marginal de X. Equivalentemente y puesto
que P(X) no depende de 8, se tiene que
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P(6;51X) < P(6;;)P(X16:) ' @)
como funcién de 6;;, en donde la constante de proporcionalidad se puede caleular

utilizando la expresién
[ Peyix)dey =1 )

(S P(i1x) =1) L ®

seglin se trate de un caso continuo o discreto. En particular, entonces, si §;; es

continuo y ¢ denota la constante referida, se tiene que

o= [ P(6;)P(X16:5)d8ij ©)

Esta dltima expresion puede ser resuelta en muchos casos con procedimientos a-
naliticos. Sin embargo, no es raro que se requieran métodos numéricos. Teniendo
las distribuciones finales puede calcularse para cada decision Ia utilidad esperada y
finalmente es posible tomar la decisién que la maximice.

Hay que hacer notar que las probabilidades finales no sélo son ttiles para obtener
utilidades esperadas sino también para obtener caracteristicas coneretas de la distribu-

cién correspondiente, como In esperanza, la varianza y en general expresiones del tipo:
J Peix)gerdo ™

donde ¢(8) es una funcidn totalmente conocida de 6. Estos resitmenes son de aynda

para describir algunos aspectos particulares del conocimiento que se posee sohre 8,

En ocasiones la distribucion de X no sélo depende de un suceso incierto de interds
(parimetro de interés), sino también de otres, wy,wg, ..., wn. de wanera que la infor-

macion relevante tiene una distribucion de probabilidad P(XX'|0.w),... ,wy). En estos
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casos, para obtener la correspondiente distribucién final marginal de 8 es necesario
tener una distribucidn inicial conjunta para 8,w1,...,wn, aplicar el teorema de Bayes,

encontrar la constante de proporcionalidad y posteriormente marginalizar, esto es:

P(f,wiy. e wn|X) °<P(Xlov“"lv-'-v”n)P(ovwll---lwll) (8)
1
P(8,w1,...,wy]X) = ZP(va“’hv“ ywp)P(8,w1,...,wa) 9)
donde y 7
o= [POw1,. o) PUX 1B, o) dBedo .. oy (10)

y posteriormente abtener:
P(6X) =/w“ /u..-. _/ul P8,601y+ oy X Yoy dirg o dhrn {11)

Al igusal que (6}, la expresién (11} puede ser resuclta mediante procedimicntos
nnaliticos, o bien por métedas numéricos.Es de notar que en cualquier easo la difi-

cultod tipicamente aumenta con ¢l nimero de parimetros secundarios (wy,...,wy).

En los tltimos afios ha aparecido en la literatura otro tipo de métodos para resolver
este problema, que utiliza algoritmos de muestreo ¥ simulacién. Algunos de ellos son
el conocido método de Montecarlo, el algoritmo “the Data Auginentation” descrito por
Tanner y Wong (1987), el * Gibbs Sampler” introducido por Geman y Geman (1984)
y el “Importance Sampling” propuesto por Rubin (1987).

La finnlidad de este trabajo es analizar el algoritmo “Gibbs sampler” ndemis de

comentar brevemente los otros dos algoritmos.



CAPITULO I

Muestreo de Gibbs

Como se menciond anteriormente, en ocasiones la funcién de distribucién de la in-
formacién adicional depende no sélo del suceso o pardmetro de interés. En tal caso y
como resultado de la aplieacidn del teorema de Bayes, se obtienc la probabilidad final
conjunta P(f,wy,...,ws]X) a partir de la cual, via marginalizacién, sc debe obtener
P(8]X). En lugar de calcular o aproximar numéricamente la integral que da origen
a P(8]X), ¢l Gibbs sampler genera una muestra aleatoria 8(1), ... ,8m) ~ P(8]X) sin
requerir para ello la funcién P(6]X); con un argumento que se basa en la ley de los
grandes nimeros, esta muestra se utiliza para calcular caracteristicas tales como la
media, varianza y en general expresiones del tipo [ P(8])X )y(6)d8 donde g(8) es una
funcién totalmente conocida de §. La forma para nproximar las expresiones de este

tipo es como sigue:

B0 = 1 $o009) (12)

En lo que sigue, primero se describe, cn términos generales, ¢l algoritmo para ¢l caso
de 2 variables, § y w. Se aplica & un ejemplo particular y posteriormente se desarrolla
el caso para N variables. Por facilidad, P(8|X) se sustituye por fg(8) en lo que sigue.

Para dos variables {#,w), el Gibbs sampler genera una muestra de fg(#) a partir
de las distribuciones condicionales fe”,y(ﬂlw) y fw|e(u|9). Es decir, para aplicar este
algoritmo es necesario tener disponibles las distribuctenes condicionales en el sentido
de que dado un valor de la variable que condicions debe ser posible generar correcta y

cficientemente observaciones de la variable que estd condicionadn.

El primer paso es dar un valor inicial especifico w = wp; con éste y mediante un

proceso iterativo se obtiene upa secucncia de Gibbs de valores

wo g .. Wi, Ot (13)
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El proceso iterativo es el siguiente: teniendo w = wy, este sc sustituye en fopr(8lw).
A partir de fg)y (6w = wp) se genera un valor § = §; que se utiliza en fiyig(w]f) para
obtener fWIG(mIG = ). De nuevo, sc genera un valor w = w) que se emplea para

obtener un valor @ = 6 y asi sucesivamente hasta obtener a wy y a 6.

Al proceso que permite generar (13) se le conoce como “Gibbs  sampling”. Pos-
teriormente se verd que bajo ciertas condiciones, la distribucion de ;. converge a fgo(#)
conforme k — co. Asi, para ¥ suficientemente grande la observacion final de (13) se
puede considerar una muestra de tamano uno para fg(8). Si sc repite m veces este
procedimiento sc obtiene la muestra 9,(.,]). 9,(3),. .. ,8‘(4"') de fg(8) con la que se puecden

calcular aproximaciones del tipo (12).

Por otra parte, con los valores u‘k‘),eﬁ:‘), .. <,u(L_'"),9{,'") es posible estimar fg(8) por

medio de la expresion:

1600) = 1 3~ ook =) (14)

donde w{,l), . ,uS:m) es la muestrade fiy(w) obtenida mediante el mismo algoritmo.
Ejemplo:

Sean © y W variables aleatorias tales que su f.d.p. conjunta es la signiente:

Jorw(biw) = (Z)w"““‘(l —w)i=tee=t (15)

conf=101,2,...,n, 0<w<l
Se desen obtener la f.d.p de O, donde n,a,b son enteros positives conocidos.

Se puede observar en (15) que para todo valor fijo w = wy se tiene que:

f@lw(al“" =wp) & (:)wg+n—l(l _w0)11—0+l:—1
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como funcién de 6. Més aun, -
Fowr (01 = w0) o« (§ )3 — an) 7141 = )1
de manera que necesariamente, '
om0l =un) = (5 )uf1 - wo)-?

En otras palabras, dedo w = wq, © ~ Bin(wp,n). Por otra'pnrte, ba.ra todo valor

fijo 8 = 8 se tiene

fwie(wl8 = 8p) o (;‘0 )w"°+“"(1 —w)n=foté=1
como funcién de w. De hecho se tiene que
fwio(wlf = ) ax whote=l(1 — wyn-foti=1

de modo que la distribucién condicional de w, dada 8 = fg, resulta una Beta{fy +
a,n — 6y + b). Es decir,

o Ta+b+n) Oo+a=lgy _ yn=lo+b=1
Swiewld = fo) = BT o)t =00 7 B 1 -w)

En este ejemplo, 1a f.d.p de O pucde ser obtenida analiticamente:

fe(@) < j (;)w0+"‘1(1 —w)n-a+b—ldu

n\ T(8 + a)l(n — 6 +b)
fe(ﬂ)“(a) T(n+a+b)

Pero

(B)T@+a)(n—0+b) nYg+a=1)n—B8+b=1)1
T(n+a+b) T n—@(n+at+b-1)
b= 1) a— 1} (B+a—1)L (n-64b-1)
=l (n+a+b-1)! I {a—1)! ][(n—ﬂ)!(b—- 1)‘.]
_ L(B)l(a)n! (6+a=1\n—0+b—1
‘I‘(n+a+b)( 8 )( n-§8 )
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Sea ¢ la constante de proporcionalidad, como 8 = 0,1,...,n tiene que sucedei‘ que:

cr(n+a+b)l§] 8 n—-=6

L(6){a)nl & (e+a—1)(n-o+b-1) =1'

pero T3 (a+3_l) (n+;0_—i{}b—l) = (aM;"_l) (Feller,1972 pig 122), Quedn.ndor la
expresién anterior como B

e T(W)'(a)nt  T(a+ b+ n)

TCn+a+5)Tn+ D@ +5) -

teniendo que

 I(at8)
= N(@re)
por lo que

fo(@) = (") Eat OL6 + Al(n — 6+ )
oW =\g)  TT@IOT(n +a+1b)
En cualquier caso, para utilizar el Gibbs Sampler es necesario fijar n,a,b. Como

ilustracién, sean n = 16, a = 2 y b = 4; sustituyendo estos valores cn felw(0|w) y

fivie@l9) :

Joyw(flw) = (196)w0(1 — w)i6-?

0410 _ 2100
fiviotwle) = TERE e

Dando un valor inicial arbitrario a w (por ejemplo 0.5), éste se sustituye en fQ]W(GIu)
parn que de cste mado se genere un valor 8 = 8 y asi sucesivamente hasta obtener a
wg y 0. Este proceso iterativo se repitiéd m = 500 veces con & = 10. Los resultados se

pueden ver en la siguiente pagina.
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VALORES DE © Y W OBTENIDOS MEDIANTE EL PROCEMIENTO DE GIBBS

CONK=10Y M=500
CR e |W o |w oW QW
3| 0.115113| 5{ 0.288217| 5| 0.410210] 5| 0552841 @] 0.163279
41 0.259412] B| 0.430284| 1| 0.254096} 4| 0.258230| 4| 0.3275%8
2| 0.242164| 6| 0.815273| B 0.605315{ 3{ 0.080354{11] 0.574936
8( 0511483110] 0.478668] 3| 0.143518) 8| 0.219545)13| 0946988
2] 0.208672| 7| 0378425| 6! 0.201175| 2| 0.257391| 8| 0.279198
Of 0.103247| 6 0.346220{ 4| 0.330110( 5| 0.493481[12] 0.733847
6] 0.534682| B] 0.590837| 4| 0.355206| 5| 0.511738] 9| 0.383000
2] 0.145538| 5| 0.428457| 0| 0.087002| 0| 0.861328| 4{ 0.384015
7| 0.204888{ 2| 0.259518( 4| 0.222238) 5| 0.541212] 5] 0.314541
2] 0.077084| B8] 0.603253| 3| 0.164046| 1| 0.121212{12| 0.733460
1] 0088552 1| 0.121437{ 5; 0.372725| 7| 0.573619! 4! 0.315117
1 0.383297(11] 0.482283| 4| 0.159084| 3| 0.262558| 4| 0.423855
18| 0.8168245| 3 0.192874{ 2| 0.221371| 2| 0.166818) 0| 0.237046
1] 0.237135{ 4| 0.282121 4| 0.180855| 4! 0.320999] 2) 0.782895
11 0.172725] 3] 0.274158] 7| 0.412353| 6| 0.441452| g 0.432168
4| 0c2eei8| 8| 0.619407[13| 0.694879| 5| 0.179575{10{ 0.602010
B 0408881 9§ 0.5268758{11 0.544427| 0! 0.174253| 5| 0347967
4] 0.132048| 6] 0.339415| 9 0.377428| 3| 0.351182| 7| 0570484
S| 0.210935| 4| 0.182717| 7| 0526323{ 7( 0.231048] 3| 0.284263
71 0.282706] 8] 0.596073) 4| 0.244902| 4| 0.837114|11{ 0.493481
12} 0.587001| 5] 0.355178|11| 0.702868|11| ©0.544392| 5| 0.375328
81 0.1934897| 6| 0.306477( 3| 0.208490( 2| 0.030959| @] 0.395721
7] 0822415] 2] 0463320 4| o.282675| 8| 0.462020| 5| 0.222758
6] 0840811 5) 0.493555| 5| 0.458595| 3| 0.201528| 1| 0290835
6 0.328571] 7| 0.414344{10| 0.573408| 1| 0.110289| 7| 0.444818
6] 0341998 7] 0.462274| 4| 0.359151(10| 0.501538}14| 0.608092
0| 0.054330( 4{ 0.117820{ 2| oO.0e8251( 7 ©.218682| 2| 0.062375
8] 0.272211) 4] 0.424043) 7| 0.333579] 7| 0.330878| 4| 0.427533
68| 0.545708| 5| 0.456287| 9| 0.8146338| 8| 0.293814] 7| 0.697307
0| 0024478 2| 0.249728| 0! 0091917 9| 0,530302; 12! 0.626822
7] 0.402882| 3| 0.253782| 3| 0.085698| 7| 0.422065| 7| 0.482114
8] 0456313{ 2| 0.241879| 6| 0.3220910{13| 0.520106| 5| 0.436967
8] 0481373 8! 0.382035| 38| 0.240872| 3| 0.184681| 1| 0.184786
41 0831116| 3| 0.286005|10! 0.599747| 2| 0.34a376| 5| 0233005
8| 0.390867| B| 0.486791| 3| 0.111428[10| 0.838174!11| 0.445390
11 0185140} ©| O.449767| 5| 0.206060| 2| 0.196303| 6| 0.258378
12| 05837761 5| 0.548725| 5| 0.258232| 6| 0.321735 4| 0.222777
10] 0.562126(10( 0.341952|13) 0.718174] 2| 0.087715] 5| 0.348830
4] 0.163585| 4| 0148377 5| 0.293860| 8| 0586323} 9| 0.484028
7] 04031211 6} O.282018| 3| 0.140818] 0| 0.062316{ 6| 0.260698
3! 0077772} 1| 0.112068] 3| 0.120121] 5| 0.242208| 1| 0.185264
2§ 0.272259| 3| 0.208897| 5| 0.380491| 0| 0.039854] 4| 0.229997
3| 0.270274| 8| 0.509396(18| 0.520281| 4 0.216012]11| 0.607602
5| 0437152] B8] 0.555055| 7| 0.388839) 7| 0.8239479 6| 0.174053
8] 0.384832| 8| 0.4306851| 3| 0.054213| 1| 0.129597| 4| 0.228122
2( 0.149494 B 0384747 6] 0.425328| 5| 0.250818) 6| 0.481g23
5] 0.401020| 4| 0.1832268| 1| 0.100095] 6| 0.375803| 2| 0.080848
71 0526321 1| 0.065497| 6| 0.445153[ 5| 0.210276; 5! 0.241515
71 0.276248/12] 0.612040] 4| 0.234385] 8| 0.330491| 8] 0.299138
81 0.251721] 1| 0.4140840( 2| 0.109176| 3| 0.071414| 4| 0.398860
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VALORES DE © Y W OBTENIDOS MEDIANTE EL PROCEMIENTO DE GIBBS
CONK=10 Y M=500

e |w 9 W S 1w o 1w QW
5] 0.131368| 4| 0.165747| 6] 0.383367| B| 0.579698| 2| 0.153553
B8] 0.412019| 3| 0.204395( 8| 0.662791| €| 0.212092! 6| 0.528504
1| 0.148024) 2| 0.082811; 7| 0.531447) 8| 0.388088|11| 0.585490
8] 0316293 9| 0.585530| 0| 0.138540| 5| 0.520513| 1| 0.251484
3| O0.176749| 5| 0.301613| 7| 0.285019 3| 0.083078| 4 0.095789
13| 0.689985| 2| 0.134814{ 3| 0.298306| 3| 0.214g01] 1] 0.230113
11| 0513962} 9| 0.482012| 7| 0.286613| 8| 0.588800[13| 0.838158
8] 0538265[11| 0.469766| 4| 0.228211| 5| 0.270288| 3| 0.254832
0} 0.4480158| 7| 0.4708i8| 7| 0402821 4| 0.178352| 5| 0.299457
8] 0539371| 4{ 0.202629| 6| 0.347108) 2| 0.148276| 7| 0.349384
19] 0.518085] 8] 0.388581] 3| 0.143207| 4| 0.271200| 8| 0.475943
8] 0.36183G| 4| 0.203907|11| 0.584912| 8| 0.347718| 4| 0.226038
31 0.287012| 5| 0.350795( 4| 0.149053] ©{ 0.574188] 5| 0.308515
81 0370708 8! 0.423510|12{ 0.475351| O} 0.501098 5| 0.815815
10] 0564257 5| 0.195070{ 3| 0.155148| 1| 0.262379| 3| 0.128135
0] o0o22123]13| 0.678154| 5| 0.885646| 1| 0.048599[12{ 0.710585
2] 0.148422| 4| 0.284811 5( 0.418542; 1] 0.196168]10| 0.637592
81 0395880} 1) 0.385134/10; 0.543153| O] 0.103082| 6| 0.441703
3} 0113421 1} 0.071417| 7| 0.384671| 8| 0.546660| 3| 0.207196
8) 0.383812] 8| 0.578528|15| 0.842734) 6| 0.266356( 5{ 0.281127
71 0.418372| 4| 0.342004 0| 0.480074) 2| 0.142447) 6| 0805325
8] 0.231933]11} 0.582085|11| 0.878148| 1| 0.081601| 7| 0.343238
6! 0.209383| 5| 0.346981] 1| 0.048335{ 2| 0.121160] 2{ 0.227941
71 0.837035| 0| 0.110383[ 3| 0.202679:12] 0486180 4| 0.327307
151 0.769352:12] 0.789983; 1! 0.258193)11] 0.749891[14] 0.788874
4) 0.226142110) 0.584182| 1| 0.155686| 0| 0.131220(11| 0.673701
3] 0.32533a| 0| 0.656959]13! 0.483946( 6| 0.429627{10] 0.343€81
81 0.273675( 1| 0.060163{12| 0.483067| 5| 0.242885; 2| 0,228085
9] 0.690620| 3| 0.296162) 3| 0.145186] 4| 0.296492| 6| 0.410399
2| 0.158045| 2| 0.141778| 8| 0.758861| 1| 0.1B3968| 4| 0.251190
7| 0.385330| 2| 0.168615] 2 Q.254818( 3| 0.377367| 7| 0377751
5! 0341731 8| 0.3445340] 2) 0.289283) 3| 0.380181)11| 0.478353
71 0400459| 5| 0.273582} 1| 0.150834| 6| 0.415464{ 3| 0.157509
3| 0.173862| 4| 0.283628| 7| 0.394428| 4| 0.134750|12| 0.578803
15| 0.871128|13| 0.4803721 4| 0.167258; 5! 0.348102[10! 0.481143
8| 0.289317! 5| 0.038970; 4] 0.343114] 7] 0.231854| 1| 0.077237
3) 0.302462] 2| 0.081030| B 0.542038{ 8| 0.385838|12{ 0.850047
4| 0,295275| 6| 0.370413| 8| 0.725842( 1| 0.122545( 4| 0.160595
3| 0.420733} 5( 0.361145] 2! 0.110788] 3! 0.299383) 8] 0478134
1| 0.072505{10f 0.371709] 1] 0.200220| 2| 0.150268| 7| 0.461778
3} 0.252527( 4| 0.413587] 2] 0.204582| 3| 0.268075| 6| 0.532651
9! 0.493422| 6| 0.617802) 2] 0.126884{ 1| 0.125690{ 5/ 0399225
2| 0.163905(10| 0.612303; 2! 0.298939| 4| 0.298388| 8| 0.458766
2] 0.213862] 4] 0.434208|11] 0.657413| 3| 0.290801| 6| 0.376384
2| 0.318313| 3| 0.202336) 9| 0.717218] 6 0.353150| 6| 0.364369
8| 0.555673| 3| 0.170563] 1| 0.105434{10( 0.577002] 2| 0.145072
8| 0224624, 8/ 0.828427} 5 0.198020}12] 0.721547| 3| 0.354508
B8] 0.377656| 4| 0.148643| 7] 0.297178| 7| 0.535274| 8] 0.46%484
3| 0.341513) 3| 0454962 3| 0.286390| 4| 0.250054( 4| 0.289182
6| 0575891 5] 0.288780! 7, 0423858] 2, 0181692 8] 0.277837
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Fundamentos Matemadticos del Algoritmo.

Todos los autores de diversos articulos { por ejemplo Gelfand (1990 a), Gelfand (1990
b), Zeger (1990)) que hacen uso del Gibbs Sampler dentro de su investigacion dan
como refencia pricipal el articulo de Geman y Geman (1981), en donde se demuestra la
convergencia del nlgoritmo; esta demostracidn, es obscura y compleja para desarrollar
aqui, pues, ademés de no utilizar un lenguaje estadistico, hace uso de conceptos de

reconstruccién de imdgenes digitales, redes neuronales y sistemas expertos.

Posteriormente, aparcce en la literatura estadistica, el articulo de Tanner y Wong
(1987), quienes desarrollan una demostracién alternativa de un procedimiento que tiene
relacién con el algoritmo de Gibbs. Las ideas de esae demostracién se utilizan en esta
seccidn.

Dada una coleccién de variables aleatorias Wy, Wa,. .., Wy ¢l Gibbs Sampler produce
aproximaciones para las respectivas distribuciones marginales.

Por hipdtesis se cuenta con todas las distribuciones condicionales fW;]W(i)(‘-”l"“’(i))
en donde wyy = {wjij = 1,2,...,mij # i}. Esto es, dode un vector fijo de Wy
{W(i) = w(j)), se puede generar, correcta y cficientemente, observaciones o muestras de
la distribucién de W; condicionada a {W;y = w(;)}.

Por facilided, considere el caso de sélo 2 variables, W, 0. Por definicidn, se tienc

que:

fww) = [ five(w,6)d0 (16)

Usando el hecho de que firg(w,8) = f;,,'e(wle)fg(ﬂ) podemos escribir (16) de la
siguiente manera: '
fiw(w) = [ fwjolwlo)a(8)ds (17)

De¢ la misma manera, se tiene que



fo(8) = [ Ty (8l) fiy (w)du @s)

Para facilitar la notacién en lo que sigue se puede escribir

fo(®) = [ fouw (it w(t)dt - ag)

Ahora, sustituyendo (18') en (17), e intercambiando el orden de mlegmcmn, se

observa que fiy(w) debe satisfacer la ecuacidn funcional

8= M(s) V (ld)
con
M(s) = [1f fiwrelwle) fopr (O1t)dels(e)dt (20)
o equivalentemente,
s(w) = / Hw, )s(t)dt (21y
con
Hw,t) = [ fwe(wlelenw (@l (22)
Yy .
M{s) = / Hi{w, t)s(t)dt (23)

Lo que hace el "Gibbs Sampler”, con una aproximacién inicial para f(w) que se
denota fo{w), es ealeular sucesivamente

fis1 =M{fi)coni=0,2,..., k-1, (24)

- 10 -



Para clarificar c6mo €l procedimiento de Gibbs coincide con esta solucidn iterativa
de una ecuncién de punto fijo es conveniente considerar un caso particular. Casella
y George (1992), ilustran el comportamiento del Gibbs Sampler con un ejemplo muy

interesante. Considere el caso de dos variables con funcién de densidad conjunta;

_{fwel(0,0) fwe(l,0)] _[m p2
swe(w, @)= [0l el = o]

conp; 20y Lipi= 1.
Para esta distribucién se tienc que fg(#) y S (w) estdn dadas por:

Sww) =[fw(0) Sw()]=I[p1+p3s p2+ps]

fo(8) =1fo(0) fo(Dl=I[p+p2 P3+ps]
de manera que, estrictamente, no cs necesario aplicar Gibbs sampling. De cualquier
forma, se tiene que las distribuciones condicionales para W|(© = 8) y para Q|(IV = w)
pueden ser calculades sin problema alguno, y expresadas en forma matricial, como

sigue:

_ { foiw(00)  feny(110) ‘(_%L_ .
Aolu‘(feuv(ﬂll) fe;w(lu))“ i_;%_"‘;' i_:%,;’j‘)

A= (fme(olﬂ) fuqe(lIO)) - (#i‘;; ,7,%‘5) (25)
“I0 =\ fivp(0ll)  fivie(1i1) Frrr iy -

El proceso iterativo de Gibbs aplicado en este caso da como resultado una secuencia
de O's y U's y las matrices Agjw ¥ Ayjg s¢ pueden interpretar como las matrices de
transicidn, que se forman con las probabilidades de paso de un estado w a un estado 8

y viceversa.

Si se estd interesado en generar, la distribucién marginal de W sdlo se requiere el

altimo de los valores de cada iteracién wy,wy,...wy, de la secuencia de Gibhs. Para

-1y -



ilustrar el proceso de convergencin de las distribucién marginal de wy, es interesante
observar que w) se obtiene a partir de wy, con un paso intermedio que involucra a 8¢,

formando ast una cadena de Markov con probabilidad de transicidn:

P(Wy =w Wy =wp) =T P(W, =w)|0; = ) P(01 = 6]Wy = wp)  (26)
7

De esta forma, la evolucidn del sistema del estado wp al w) queda descrito por la

matriz de transicién:

Awlw = A0|wAw|0 (27)

Asi, de manera similar, para ir de wy & wy se forma una cadena de Markov con
probabilidad de transicién P{W} = w{Wy = wy), la cual estd descrita por la matriz
PPN E
de transicion (4., )"

Si fr denota la distribucién marginal de Wy, se sigue de las propiedades de las
cadenas de Markov(Hoel, Port and Stone; 1972), que:

Fe = ol Al = (olAui) H 4w (28)

o ecquivalentemente

fi = fe-1A0p0 (281

Como todas las entradas de la matriz A, son positivas, la ecuacién (28) implica
que para cualquier probabilidad inicial fy conforme kK — oo, fi. converge a ln tinica
funcidén de distribucidén f que es punto estacionario de (28/) (Hoel, Port and Stone;

(1972)). Es decir, a la funcién f que satisface la ecuacion

fA =1 (29)

- 18 -



En el ejemplo sc tiene que

A,

Il

whe

ntes mtpa |l eitpr Pt

1 1 1 1

[zr nam| (R mm
Patps 2 Patpsd L Patpy 2F:ri'lu

Py + 3 PPz + Pary
— | (erFpa)(pi+p2) * (prtp3)(patpa)  (pi+pa)(pr+pa) * (pr+pa)(pa+pa)

g }udl + Pabq Py + p.
(p1+p2)(patps) 7 {P2tpa)(patps}  (pi4p2)(p2+Pa)  (p2+pa)(Patpa)

Por otra parte

2 v
Py + 1 Pa P1p2 + Papq )
(p1+p3 p2+pa) (pripal(pi+p2) * (p+pa)ratps)  (pr+palipitie) (m+ps)(2m+p4

pap + 2Py P + ri
(mitpa)pztpa) 7 (p2tpad(patrs)  (pr4p2dpatpd T (p24m)patps)

= [m’+mz: 4+ Bitmps plrpe I"r*-ml’-l]
P1+p2 patpy P1+p2 P3P

=[E(ﬂ+m).+ 3P, pa(p) +p iy +74)
ntm Patps pitm patin

=[py + p3,p2 + p4

Por lo tanto f = fy{w). Asi, Caselln y George (1992) comprueban que la secuencia
de Gibbs para cste problema converge a la merginal que intercsa.

Si el proceso iterativo se detiene en una k suficientemente grande puede considerarse
que la distribucién marginal de W, es aproximadamente igual a fip{w).

El desarrollo algebraico realizado para matrices de transicién 212 es el mismo cuando
las matrices de transicidn son n x n; teniendo asi que Ja distribucidn estacionarin serd
1a distribucién marginal de w.

Si une de las dos o ambas variables, 8 y w; son continuas, el argumento es parecido,

La ccuacién andloga a (26) tesulta

-3 -



Fiwe(11w0) = [ S0, (1100, 1w, (8hwo)dd (30)

en donde el papel de la matriz de transicién en % pasos (AWIU)’: del caso discreto,
aqui lo juega una especie de "matriz infinita de transicién” cuyas entradas satisfacen

la siguiente relacién:

Twwolwlwo) = _/ S (W W 1w (o)t (31)

de manera, que la siguiente ecuacién corresponde a las expresiones (28) y (28'):

Fw (@) = [ Fuw(wo) o, pwo(wlerodeion
= [ o) | Firy o, (1) ot (i)t
=/l/ Twi_yywitlwo} fivg (wo)dwol fiy, we—y (w(t)dt
= [ e O fiwaw_, ()t

en donde cl operador integral juega el papel que; en el caso disereto, correspondia n

la suma que sc obticne al efectuar el producto matricial.

Examinando con mas detalle la ecuacién (32)

Jivi(w) = /f‘vk_l(i)fwutv,‘_l(w")‘“ (33)
se puede obscrvar que fWgIWk_;(“’l” juegn el papel de H(w.t) en ln expresiéon (21)
¥ que por tanto, (33) es equivalente u (24).

En otras palabras, el procedimiento de Gibbs para el caso continuo cquivale a In
solucidn iternda de la ecuacién de punto fijo s = M(s). La validez del Gibbs Sampler

en este caso ha sido estudiado en detalle por Tanner y Wong (1987).
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Convergencia en el Caso Bivariado Continuo

En esta seccién se presenta y analiza una serie de resultados que utilizan Tanner y

Wong (1987) para establecer la convergencia de fiy, (w) a fiv(w).

Suponga que W es un subconjunto compacto y conexo de R; Ly es el espacio de

funciones integrables (Lebesgue) de w € W, con ||g}| = [lg(w)|dw para g € L.

Sean fi{w), H{w,t) y M definidas como se hizo anteriormente, donde M es un

operador linenl, Sea fo como la densidad verdadera de W.

Recordando el desarrollo para obtener la ecuacidn (22); f. es un punto fijo de M, es
decir, M(fs) = fo.

Teorema 1. Las distancias en L} a la distribucién verdadera son no crecientes cn

las iteraciones, es decir

[firr = fll < lUfi = fu)

Demostracién. La demostracién de Tanner y Wong (1987) hace uso de los siguien-

tes resultados
a)
[ B e = [1] fwo(wlo) fopm @lt)dole
= [1f fwie(I8) fopw it
= [ fou (01} [ fuio(wif)dldn

=/fe|w(f?|t) +1d0
=]

asi si g(w) > 0 Ve entonces

- 15 ~



1Mol = [ IM(g(w)lde
=[1 [ H(w,0g()dtlde
= / / Hw, )g(t)dtdw
= / / H(w, )g(t)dwdt
=/|/H(u,t)g(t)dw|dt
=jg(t)|/H(w,t)dw|dt
= / 2(8) = 1dt
= [lo@)lae
=llgli

b)Si g(w) > f(w) para todo w entonces Mg(w) > M f(w) para todo w (esto se debe
a que M es un operador integral).

Sea
g=fi~f,
entonces
Mg = fis1 — fu
lIAdgll =_/IMy(w)Iclw < /l(Mlgl)(w)ldw = [IMIglil = |llgI = llghl
es decir

ifigr = Ll M5 = full

Resta ahora asegurar que las distancias a la distribucién verdadera son estrictamente
decrecientes en las iteraciones y comprobar que f, la dnica densidad que satisface la
ecuacién de punto fijo.

Para poder tener respuestas afirmativas a estas cuestiones, Tanner y Wong(1087)

requieren las siguientes condiciones:

- 16 -



a)H(w,t) es uniformemente acotada y equicontinun en w.Para cualquier wg € W
existe una vecindad abierta U de w de tal manera que H(w,t) > 0 Yw,t € U; csto es,
si w,? estdn cercanas, entonces es posible generar alghn valor 8 de Jow (8]t) tal que
lee(wW) es diferente de cero.

Incorporando estas hipdtesis, los autores proceden a la prueba del siguiente

Lema 1. Bajo las condiciones mencionadas, cualquier densidad f que es punto fijo

de M debe ser continun y estrictamente positiva.

Demaostracidn.
Continuidad: Por hipétesis f(w) 2 0, f(w) = [ H{w,#)f(t)dt.

Como H(w,t) es cquicontinua se tiene que si wy,w € W |H{w,t) = H(w, )} —.0

conforme w) — w, por lo tanto

J1H @18 — H, 0I5 0dt - 0

1f1) = Sl =| [ B, )t = [ Hiw, 0500
=| [l 1t - Ho,O)fw0d)
< [ WH @) - Hu, 1701t
= [ 1H (1) - Hw,DIf(2)dt
de donde se deduce, utilizando convergencia dominada, que f es contima,

Estrictamente Positiva: Considerese ¢} conjunto A = {w € W; flw) > 0}. Supouga
que A £,

Entonces debe haber al menos wy € W que es punto frontera A, ya que 11 es conexo.
Por la condicién a), existe unn vecindad U de wy tal que H(w,t) > 0Vw,t € U.
Como wp es punto frontera de A, existe wy,t € U(wp), tal que f(w)) =0,y f(1) >0

- 17T -



para algin subconjunto abierto de U; teniendo asi: =

0= flw)= [ B Of®d 2 [ Huifd 20

Por lo tanto debe suceder que A = W.
El siguiente paso de Tanner y Wong consiste en probar un resultado intermedio maés:

Lema 2. Bajo las condiciones, si g € L) ¢s una funcién tal que ni su parte positiva,

g1 ¥ ni su parte negativa, g7; es igual a cero entonces

1M ()l < llgt

La prueba de Tanner y Wong(1987) se basa en demostrar que el soporte de Mgt
interseccion el soporte de Mg~ cs no vacia. Sin embargo, es posible considerar una

funcién g que satisface la hipdtesis del lema y tal que sopMg™+ N sopAlg™ = B,

- 18 -
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Por otra parte, la evidencia empirica provista por el empleco masivo del Gibbs
Sampler sugiere que el resultado es correcto aun cuando no sca la de Tanner y Wong
{1987) la pruebn apropiada. La autora de este trabajo intenté formular una de-
mostracién alternativa pero la biisqueda resulté infructuosa al menos en el sentido

de que la hipétesis adicionales se consideran excesivamente restrictivas.
En cualquier easo, Tanner y Wong (1987) presentan el siguiente

Corolario. Bajo las condiciones, Ia distancia de f; a f, en cada iteracidén es estric-

tamente decreciente.

y finalmente, e Tcorema principal cuya demostracidén queda cn duda puesto que

emplea el resultado del lema 2.

Teorecma 2. Bajo las condiciones, la densidad f, es la iinica que satisface I ecuncién

de punto fijo.

Demostracién. Ya se vié que { satisface la ecuacién de punto fijo, sélo se requicre

demostrar que es la dinica que los satisfuce.

Suponga que existe otra funcién fi. diferente a f. tal que M fus = fue. Definan .
g=fo—fuu

Por el lema 1, g debe ser continua; ademis [ glw)dw = 0 ya que g osti clcﬁnid_a como

una resta de funciones de densidad.

Por hipétesis, g # 0; pero como g puede escribirse en términas de gt,g7 se tiene

que:

Ofg=gt —g e gt g gt £0yg~ #0

es decir, ni g% ni g~ pucden scr identicamente cero. Haciendo uso del lema 2,

13 gl} < {igli

- 19 -



pero
Mg =Mfe—Mfrs=fe—for =g

¥, consecuentemente,
Mgl = llgl}

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f. es tinica.
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El caso con mas de dos variables

Conforme el niimero de variables en un problema sc incrementa, aumenta también
el nimero de distribuciones marginales y condicionales que se pueden obtener de Ia
distribucién conjunta, de tal manera que es posible usar diferentes conjuntos de dis-
tribuciones condicionales para caleular la distribucidn marginal de interés, y se ticnen
diferentes caminos para establecer la ecuacién de punto fijo correspondiente a (23).

Asi, si se ticnen tres variables @, 1V y V7 variables, ¢l Gibbs sampler requicre de las
condicionales felw‘y(le,y),leo.y(wlﬂ,y), fYIW.O(!’I"’vo) y no de todas las condi-
cionales que pueden ser generadas con tres variables.

Lo que hace ¢! Gibbs Sempler es gencrar una muestra en forma iterativa a partir de
Jopvy (8lw, 1), fivie,y (wlf v), fypve(ylw, 0) como sigue: dados los valores iniciales
w = wp,f = f estos sc sustituyen en fypglylw, ). A parttir de fyypolylw =
wp, 8 = 8y) se genera un valor y = yp que se utiliza en f”,lo‘y(tult?.u) para obicner
Svjey(wld = G0,y = yo) ¥ de esta generar w = wy, el cunl s utilizado junto con
y = yo para obtener f@[w.y(f)]w = w],y = yp). Procediendo, sncesivamente, se tiene
en la j—dsima iteracién que y; es generada de f)»'&w(y]ﬂ =80 =w;) W =wjy,, se
obtienc a partir de fl$’|)’,0(“’|V =y;.0=6;)y O =0;4) es generada de fop-;w(ﬂlu =
Yj @ = wj41). De esta manera se la obtiene la sucesién

w, 80,10, - - - Wk Bk, vk (34)
con la propiedad de que cuando & — oo, wy. resulta una muestra de tamaiio 1 de fiy(w),
6 lo es de fg(8) v vz de fy(y).

. El desarrollo terérico que da sustento nl Gibbs Sampler cuando se tienen miis de
dos variables es mds complicado pero esencialmente se reduce a plantear nuevamente
algunas ecuaciones de punto fijo.

Asi, por ejemplo.

Si(w) = ///u'.e,)'(wiﬁ’.v)dydﬂ (35)

Como fivay (w,8,4) = firjn y(«lf, 1) foy(8,y) resulta que
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fw(w) j [ / / Fivio 0.0y w6, vyl et (38)

o, equwnlentemente, Sl

fw@) = [ Hw, 0wt

(39)
=M(fw)

con

Hw.t) = [ [ fwiey@l6,v)foy (6, vit)iyds
De manera andloga se puede proceder con fg(8) y fy(v).
Es importante observar que In funcional M(f) en este caso, no es tinica.

Es posible desarrollar las distribuciones conjuntas con otras descomposiciones dando
lugar a nicleos alternatives a H{w,t). En cualquier caso no es evidente que la iterucion
parn tres variables; y en general para N variables, resuelva la ecuncién de punto fijo en

(39). Los lectores interesados pueden recurrir 8 Geman y Geman (1984).



Seleccién del tamafio de k

Como se ilustrS anteriormente, el Gibbs Sampler genera una cadena de Markov de
variables aleatorias, que converge a la distribucién de interés. Muchos investigadores

que trabajan con cste algoritmo explotan esta propiedad para hacer la seleccidn ade-
cuada del valor de k.

Una estrategia general para seleccionar £, es determinar la convergencin de nlgin as-
pecto de la secuencias de Gibbs. Distintos autores que han trabajado con este algoritmo

han producido varias sugerencias como, por cjemplo:

Tanner (1991} sugiere deterininar una secuencia de pesos que midan la diserepaneia

entre lo muestreado y la distribucién descada.

Gerfald, Hills, Racine-Ponn y Smith (1990), después de haber aplicado el algoritmo
a un extenso mimero de problemas (modelos jerarquicos, problemas de componentes
de varianza, inferencia predictiva, ete.), dicen que para la implementacion completa del
algoritmo hay que determinar el tamaidio de & y que, al incramentar s iternciones, la
seleccion de m debe ser especificnda. Estos autores observan que los valores de by m
dependen de la nplicacién particular. No obstante, para todas las aplicaciones que han

desarrollado sélo han manejado valores & < 50 y m < 1000.

Primeramente utilizan ¢l algoritmo con problemas doncle tienen alternativas para
comparar los resultados; trabajan con los datos generados permitiendo correr el pro-
grama hasta obtener la distribucién marginal posterior para cada pardmetro de interds
haciéndolo de la siguicnte manera: para una m fija incrementan k, graficando la den-
sidad estimada (14) y observando si las estimaciones son visualmente distinguibles.

Posteriormente incrementan el valor de m para apreciar la "estabilidad” de la densi-
dad.

Teniendo los datos generados, se seleccionan entre 40 ¥y 100 puntos espncindos igual-
mente en el dominio de la distribucidn, evaluando estos puntos en la densidad estimada

(14). Después se obtiene una curva spline {edbiea) a través de esos valores v se com-
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para con la verdadera. En ocasiones, es recomendable realizar una integracidn "simple
trapezoidal” sobre la coleccién de los puntos de la densidad estimada para verificar que
el resultado es muy cercanc a 1.
Desafortunadamente estag sugerencias no cuentan con una teoria para el caso general.
De cualquier forma, parece ser mis sencillo utilizar el algoritmo de Gibbs; aunque
esto requicra de hacer diferentes variaciones en el valor de k ¥ m, que hacer el cilculo
de integrales similares a {11), tarea que se dificulta 2 medidn que aumenta el mimero

de variables.
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CAPITULO 11

Algoritmo de Rubin " Importance Sampling

En la literatura estadistica, con otros fines e incluso siguiendo olros paradigmas,
existen algunos términos técnicos para el cdleulo de distribuciones que en alguns forma
estdn relacionados con el Gibbs Sampler. Con el propésito de completar la informacién
que se proporciona en este trubajo, se incluye una breve descripcién de dos de estos

algaritmos.

Rubin{1987) sugirid un método de Moute Carlo no iterativo para generar distribu-

ciones marginales.

Primeramente sc presenta la idea bisica para ¢l caso de dos variables y posterior-

mente se gencraliza.

Suponga que se trata de obtener la distribucién marginal de ©, teniendo sélo la forma
funcional (médulo lz constante de normalizacidn) de la densidad conjunta fgyy(8,w) ¥

ademss se tiene disponible la densidad condicional fe]W(Dl“’)-
Se clige primeramente una distribucién aproximada para la variable W, sea fig (w),.
La funcién fg)3(0lw)fiv(w)s provee una aproximacién a Ja distribucién de (0, W)
Se obtienen los valores (@ = 6;, W = uy) con i = 1,2... M para esta distribucidn, de

la siguiente manera: sc obtiene un valor wy de fiy(w)s, éste sc sustituye cn fG||V(91W =

wp) para obtencr el valor 8 = 0, y nsi sucesivamente hasta obtencer los M valores (8,w),

Se caleula el valor ry = fou (0 = 6, w = w,-)/[fglw((? = fifw = wi) * firlw = wi)y)
cons=1,2,... M.

La densidad marginal de © se puede aproximar por:
- M M
Jo8y =Y lfopv(Blw =wi) = ri}/ 3ori (40)
i=1 i=}
Dividiendo el numerador y el denominador de la ecuacion anterior por M y utilizando
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la ley de los grandes nimeros se lega al siguiente resultade:
fe—-.(ﬁ) — fo(8) con probabilidad 1 conforme M — oo para casi toda ©.

El funcionamiento de (40) depende fuertemente, como es de esperar, de ln seleccién
de fi (w)s-

Ademds, si se tiene fiy|g(w|0) disponible, el estimador de la distribucién marginal
de W es:

M M
fw(w) = z:llfw|e(w|9= 6;) «mi}/ _Z:lr','

Para 3 variables, se tiene la siguiente situacién:

Suponga que se quicre obtener la distribucion marginal de @, dada Ia forma funcionnl
de fowy(8w,y) y sc tiene disponible 1o funcidn condicional foyy{flw,p). En este
caso la tupla (w,y) juega ¢! papel de w en ¢l ¢aso de do3 variables v, cn general, se

necesita especificar una distribucion aproximada para W, Y, sea fiyy (w.y)s.

Sin embargo, si por ejemplo, leY(uly) esta disponible, sdlo se requiere especifiear
a fy(y)s. En cunlquier caso; se obticnen las tuplas (8;,w;, y;) con i = 1,2,..., M, comno

se hizo en ¢ caso de dos variables, y se ealcula

ri = f(8i, @i v/ f(Oilwi, yi)f (wiy yids)

Obteniendo la densidad marginal estimada:

M M
fe(8) = El[folwy(ﬁlw =wi.y =y} *ril/ Zl ri
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Algoritmo de "Data Augmentation®

Tarner y Wong (1987) adoptan un procedimiento alternative al Gibbs Sqmplcr pnré
resolver la integracién en (23). En particular, la identidad (17) lleva al siguiente esque-
ma iterativo. Si se conoce fiyp(w]8), BENED

Dada una aproximacién inicial g;(w) a fiy{w):

a)Generan una muestra 61, 89,...6, para la aproximacién inicial para fg(8).:

b)Se renueva la aproximacion inicial de fiy(w) de la siguiente manera:™™

gis1(w) = ilf(ww.-)/n
£

y el proceso se repite hasta satisfacer algin eriterio de convergenéiu.
Ahora bien, la primera etapa estd compuesta por:

al)la generacidn w a partir de g;(w)

a2)generar § a partir de fgy¢(8]t), con ¢ = w obtenido cn el paso anterior.

A In etapa (a) se le Hama "etapa de imputacién” y o la (b), "etapa posterior™ El
algoritmo de Data Augmentation consiste de iteraciones sucesivas de ln etapa de jm-

putacién y la posterior.

Dos consideraciones son interesantes para implementar este algoritmo: ¢l eriterio de
In convergencia y la seleccién de imputaciones n por iteracién. Tanuer y Wong (1987)
afirman que cuando el valor n ¢s sufucientemente grande, las dos ctapas proveerin una

aproximacién muy cercana a una iteracién de (24).
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CAPITULO II1

Aplicacién de! Algoritmo de Gibbs
Mendoza (1988) aborda el problema estadistico de producir inferencins sobre un
cociente de combinaciones lineales de coeficientes de un modelo de regresién multiple.
El caso mds simple, de medias Normales ha sido investigado pof diversos autores y
desde enfoques diferentes. En su version mis comiin, este problema se plantea de la

siguiente manera:

Sean X1, X92,...Xn y ¥, ¥2,... Vi dos muestras aleatorias independientes entre si,
tales que X; coni = 1...n tiene una distribucién normal con media yi y varianza oty
cada Yj con { = 1...m tienc una distribucién Normal con media ug y varianza @?; con
#1, 12,02 pardmetros desconocides.Suponiendo que ug # 0, el prablema del cociente

de medias consiste en producir inferencias acerca del pardmetro:

p=/m
que describe la magnitud relativa de las medias.

La situacién en ln que se requiere un andlisis estadistico de este tipo aparece en mmy

diversas situaciones pero en particular en el contexto de Bioensayo.

Desde un punto de vista estructural, un bioensayo o ensayo hidlogico puede describir-
se como un conjunto de estimulos (ocasionalmente con un sélo elemento) aplicado bajo
circunstancias especificas y utilizando varios niveles a determinnclas unidades biolégicus
con la finalidad de producir un conjunto de respuestas observables, El objctivo general
de un bioensayo s producir una descripcién apropiada de la relaciéu dosis-respuesta
involucrada y uno de los problemas particulares mds usunles es el de establecer la
potencia relativa de dos diferentes estitnulos. Si se considern un ensuyo directo, of
pardmetro que describe la potencia relativa coincide con un cociente de miedias.

El problema de cociente de medins ha sido considerado desde Ia perspectiva haye-

siana, entre otrus, por Kapperman, Geisser y Antle (1970) y Bernardo (1977),
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Ante este panorama, considerese una situacién mucha mds general, el problema de
obtener inferencias sabre el cociente de combinaciones lineales de cocficientes de un

modelo de regresién maltiple:

Sean Y & &V un vector aleatorio con distribucidén Normal Multivariada, ton vector
de medias X8 y matriz de covarianzas o2l; donde X es una matriz (V x k) de rango
completo, § € R"(k < N} es un vector de coeficientes desconocidos y o también es un
pardmetro desconocido.

Bajo estas condiciones el pardmetro de interds, sobre el que se requiere obtener
inferencias, estd definido por

p= Moo
en donde X3 y A son dos vectores fijos 3 linealmente independientes en R¥ tales que
M0 # ¢

Claramente, este problema incluye el del cociente de medias que se comentd ante-

siormente. Sca L € Mpap de rango completo tal que su transpuesta estd dada por

Lt = (I},dg,... ) con I; = A y Iy = Ay, cntonces, B = L@ satisface las relaciones

En otras palabras, es posible reparametrizar ¢l modelo de manera que:
X8=X(L"1L)8
=(XL~1)(L8)
=20
con Z = XL~! y 8 = L8, teniendo nhora
Y ~ N(Z28.0%)
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y el pardmetro de interés estd dado entonces, [ior:

=8/

es decir

HY12,8,0) = (2mo™)~Mezpl—(Y - ZBY(Y — Z8)/(200) - -

Haciendo una transformacién adicional del espacio de parimetros para expresar esta. . .

densidad en términos de p se tiene que:
Sca v € R¥ un vector tal que
Nn=s
ri=8i=2...k
Esta transformacién es inyectiva cuya inversa estd dada por:
By =112
Bi=v,i=2...k

de manera que 8 puede cxpresarse cn términos de v (# = #{v)). Asi, la funcién de

verosimilitud de (7, ¢) puede expresarse como:
L{y, oY) = (2x) VRezp—(Y — ZB(Y - ZA(7))/(26%)]

que involuera explicitamente n p = +;.

Aplicando el teoremn de Bayes, partiendo de una densidad inicial p{7,2) y dado un

conjunto especifico de observaciones V', la densidad final se obtiene de la relacién:
p(7, oY) o p{v,0)L(y,alY)
Si la densidad inicial conjunta se escribe como:

p(1,0) = p(p, B2, .-\ Biso) = p(B2,.. .. olp)p(p)
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se observa que la informacién inicial se puede descomponer en 2 partes; la que se
posee sobre el pardmetro de interés descrita por p(p) y la que se conoce sobre los
demds pardmetros cuando se supone conocido el pardmetro de interés y que se describe
mediante p(fy,...,B,clp). Mendozn (1988) propone, tomando en cuenta que cl in-
terds se centra en p, que se utilice para 89, 83, ..., B¢|p una distribucién de referencia.

Especificamente propone:

P(Bas- ., Brolp) x a7

para algin r > 0.Teniendo asi, que:

Py, 0) & plp)o="

por lo tanto
p(1: oY) xp(v, o)L(7,ofY) . :
e[p(p)o"(2ra?) M exp[—(V ~ 23(7))‘(}'—219(7))/(%”)1

de donde la densidad marginal final de v se pucde obtener coma:

(1Y) =fp('r.a|Y)da
ct_/p(v.a)L(%alY)do
=p(p) / o~ W ¥)ezpl-Blo%do
con B = {(Y — ZA(+)(Y - ZB(+))N/2.
Aplicando el cambio de variable u = ¢~2 se tiene:
/0_(N+r)ezp[—B/a2]dn =—/0 wlV+r)/2 e:p[-—-Bu]n'x/Q(l/Q)drl
o0

={l/2)/0°° rt(N+r—3)/2c.rp[—Bn]tlu
= o0 A=l
—(1/2)/0 u exp[—Buldu
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con A= (N +r -~ 1)/2. El integrando de la 1ltima expresién corresponde al nicleo

de una densidad gamma con pardmetros A y B, de manera que se puede concluir que:

pIY) xp(p)B~4
=p(p)(Y — ZB(v)) (Y = ZB(xy)|~ N +r-1/2

(41)

Recordando que v = (v1,...7k) = (9,72s-+++7) = (p,72.) ¥ hacicndo uso de un

poco de dlgebra lineal se tiene que:

Y = ZB() =Y —(prazy + mana + ...+ 02y)
=Y —(v2(z; + o) + 7325 + - o -+ W2)
Definjendo la matriz W = (w0, ..., w 1) (N % (k — 1)) como

(W, w ) = (02 + 25,25, 0000 2,)

se tiene que la expresién (42) queda como:

Y —(row +y3wa + . d w1} =Y - Wg,
Recurriendo o esta Gltima expresion, se puede escribir lo siguiente:
PAIY) & p(R(Y = W JH(Y = Wg )N 4r=1)2

donde (ver Mendoza (1988), pdg 36 y 37):

(¥ ~ Wy )H(Y = W) = [1 + (yo_ = ) (W!W (2. = p)/H(H(p)

con
p=(Wwytwty
Hp) = (Y = Wp)(Y - W)
utilizando estas dltimas expresionces, se tiene:
PY) o p(p)H (p) N+ =Wy 4 4y — #)“—%‘)-,(72- = w12

- 82 -

(42)



con [1 +(72_—;1)'%(72_—”)]"(""”"1)/2 el niicleo de una distribucién ¢ multivari.
ada con N -+ r — k grados de libertad, matriz de precisién T = (N +r = L)} W!W)/ H{p)
y vector de localizacién p. Posteriormente Mendoza {1088) obtiene P(p{Y’) integrando
P(|Y) respecto a g,..., g

En contraste con ese desarrollo tedrico, nqui se obtendrd la P{p|}") utilizando el

algoritmo de Gibbs; para ello, es convenicnte observar que;

POIY) = pl11 = prv2 lY) & PAY = W ) (Y = W )]tV +7=1)/

as{ que las condicionales tienen las formas siguientes

PlmleY)=plp, 72 |Y)/ P(plY)
=cp(p)H{p)~(N+r-1/%1 4 I—VTIT___L_(‘IQ_ —p)
Tz — )|~ W=D (] Y)

= —(N4r-1)/2_p(p) 1
cH(p) p—-—(PIY)ll 4
T(yy. — )]~ N +r-D/7)

=cH(p)”W4r=12¢(p)
1+

— . JERAY S
Nrronm-—#

1 - —
m(n.—#)‘T(‘n.—l‘)] (N+r-1/2)

en donde el factor ¢(p) mide el cambio en credibilidad del valor p.
Por lo tanto la distribucién de (42_|p, V) es una ¢ multivariada con N +r —k grados

de libertad, matriz de precision T = (N +r — k) (WIW)/(Y — W)Y — Wp) y vector
de localizacién g = (WiW)~ 1wty

plply2.. Y) =p(p.v2 Y V(32 1Y)
=eap(p)(Y — Wan ) (Y = Waa )]~ N+ =01 1504 137)
=egp(p)(¥ — Wp (¥ — Wy )j -+ =hi2]

pero
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[(Y W‘m-) (Y W'vz )] = ):(u‘ - (2-"2 + PZ.J)-n ~ v P 2.17;)2

Seaa.'=.-=ﬂ‘ny,b-',-,—,-.v-— ?'k1k_coljlt:=1, NyM N+r.-. o

Se tiene que: C -

{2 (ain+ bi)’]-M/?
=l X ST RIS

pero

(a.p+b)’—a 0% + 2a;bip + b}

f:l(a.-pw.-)’ = 3ot + 20 ot + 308
=(Tafle® + 20 Lashi/ Lol + 8}
ST ah)[p? + 2 S aibi/ T, ot + (I aibi) T a?)?
—(Caibi/ T+ 8]
=(Tah)lo— (- L aibi/ oD — (a3 asbi/ 3 af)?
+5o8?

—s(Eehlle- (= Fedhd bl

con § = —(Taf{Tasbi/ Taf)? + £}
por lo tanto
/2

(Y = W (Y — W)~ M2 = 5-1(!/2[20 {o=(— gu,b o Sab)? 1]
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donde B = [EM:%M + 1] corresponde al kenel de una distribucién
t de student univariada con @ = N 4+ r — 2 grades de libertad, 4 = — Za;b,-/}:a?
pardmetro de localizacién y 7 = (T a?)a/S parimetro de precision.

Si en particular se toma P(p) constante, se ticne que la distribucién de (ply;,Y) es
entonces una ¢t de student con los pardmetros mencionados anterionmente.

Asi, teniendo estas dos condicionales, lo que resta es hacer la simulacién correspon-

diente.

A continuacidn se desceribe con mas detalle el modelo de cociente de pendientes para,
porteriormente, utilizar el algoritmo de Gibbs en un ejemplo numérico de este modelo
y poder hacer comparaciones de los resultados obtenidos a través de este camino con

los rosultados obtenidos por Mendoza (1988); quién estudia ¢l mismo ejemplo.

Modelo: Suponga que se realiza un experimento en ¢l que p desis X1y,..., Xip
de un primer estriulo y ¢ dosis Xg),...,X2; de un segundo estimulo se ensayan n
veces de manera que se obtiene un conjunto )’uL.;j =1,...,phk=1....m ngk;j =
1,...,¢9,k = 1,...,n de observaciones condionalmente independientes, con distribucién

Normal y varienza comin o2 tales que
E(Yiji) = a+7Xj
E(¥yje) = o + pnXy;
Asi, Y.',‘k representa la k-esima medicién de la variable Y asociada a la aplicacién de
Xiji 12 j-esima dosis del i-csimo estimulo.

Si las dosis X} del primer estimulo y X7 del segundo estimulo son cquivalentes; esto
es si las correspondicntes respucstas esperadas son iguales [E(Y]) = E(Y5)], entonces

su potencin relativa se define simplemente como el cociente X;/X3. Utilizando la
estructura anterior se llega & que:

Xi/Xg=plm [1)=p
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Este valor existe si r 3% 0 y esindependiente de la particular pareja de dosis equivalentes,
como consecuencia de la ordenada comiin en la estructura. Esta estructura se conoce en
la literatura con el nombre de cociente de pendientes (Bliss (1970), Armitage (1977)).

El modelo que describe el ensayo de cociente de pendientes es un caso particular del

modelo de regresién lineal miltiple, sélo se requicre establecer las siguientes relaciones:

Yin

Yine

v,

y = | T

You

Ya12

Y?qn
1" X O
1 X3 O
11 Xip O
X = 1 0 Xn
1 0 X9
1 0 X

o vector Y(€ RV ,n = n(p + g)) sc obtiene de ordenar lexicograficamente las res-
puestas observadas, la matriz X (N x 3) tiene la primer columna con todns sus entradas
iguales a uno, la segunda columna con las 1iltimas ng entradas iguales a cero y las
primeras np entradas en p bloques de tamaiio n de manera que todas las entradas
del j~ésimo bloque sean iguales a Xj; la tercera columna de X tienc las np primeras
entradas iguales a cero y las restnntes ng agrupadas en ¢ bloques de tnmaiio n de forma
que todas lns entradas del j—ésimo bloque son iguales a Xg;.

Si sc define a:



0]

A=10
; 1 .

A= 1]

RSN
- se tiene que - LoERT ; LI

Rt ’ Y ~N(XO,a%), b T T sy

Para pasar al modelo reparametrizado (43), es necesario construir la matriz'L tal que

L= (A1, %, 29)

sea de rango completo; puesto que A = e3,)p = e, con ¢; el i-esimo vector candnico
en R3, se tiene que A3 = e1.De esta forma,

0 01
L=j0 10
100

¥y entonces

LY=L
de donde se sigue que si
Z=xr"!
entonces

0 X1
0 Xn 1
_ 0 Xxp 1
Z=1xy 0 1
X1 0 1
Xog 0 1



En forme andloga, como § = L, entonces

4
£

y se tiene el modelo reparametrizado
Y ~ N(28,a2I)

y la reexpresién del pardmetro de interés

p=5/h

Haciendo la reparametrizacién adicional del espacio de pardmetros; se define al vector
v € R3, como:

Ejemplo Numérico: La siguiente tabla, representa los datos obienidos de un
ensoyo biolégico reportado por Wood (1964); apareciendo en el libro de Finney (1978,
pég 161), el cual es analizado por Mendoza (1988).

Datos de Wood(n = 4,p = 3,9 = 2)

Estimulo 1

[
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ey
Désis 0.0 0.5 1.0 0.5 1.0
38 97 167 80 121
Respuesta’ 45 100 164 88 124
a 40 105 159 90 122

44 98 156 82 122

Utilizando las relaciones especificadas anteriormente, con este ejemplo se tiene que: :
" 38 1
45
40
44
97
100
105
98
167
164
159
156
80
88
90
82

—_—00 OO
-t O Ot
QO O
—~ Ot O
— D O~
Ot gO =
-0 O
T O
)
-0 O



: 5+5p2 6+Gp
WtW'[ﬁ-‘)-Gp ]
tyarn—1 1 L 2 =6(1+p)
(WW) (54+p(54p 72))[ ~6(1+5) 5(1+pg]

Yot 846+659p]
;WY'“[ 2042

1 4668 4 928p ]
(64 + p(64p — 72)) 15134 — 0030p + 625602

_ 20 75(1 + pP)(64 + 64,, —12p% 6(1+4p)(61+ m,; - m)?]
6(1 + p)(64 + G4p? — T2p)? 20(64 + 64p% - 72p)%
con ¢ = 60154624 + 127012928 — 31668019203 + 3826678247 — 24143456p

Considerando una r = k = 3 (Mendoza (1988)) sc tiene que la distribucion de
(a, Blp,Y) es una t-multivariada con N 4 r — &k = 20 grados de libertad, con matriz de

precisidn T, y vector de localizacion p.

La distribucién de (pla, 8,Y) es una t-student con N +r — 2 = 21 grados de libertad,
con media pp = {—659 -+ 68 + 3500a)/(5000a) y precisién

T = (105000000a?)/(766709a? + 25a* + 64a242 + 796880 ~ 8460a% — 204200:4).

Los resultados via Gibbs Sampler se pueden observar en la siguiente pégina.
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DONDOODL QN =

888358508528 8R488R8RAE

VALORES DE RHO OBTENIDOS MEDIANTE EL PROC.DE GIBBS
CONK=30Y M=500 (VALORES Y4 ORDENADOS)

0.5842903{ 0.8707418| 0.6820506; 0.8879170; 0.6932453
0.59213388| 0.6711835| 0.6820858| 06879945 0.6932823
0.6212798| 0.6712037| 0.6821288| 0.6880286| 0.6934532
0.6245181) 0.6713173| 0.6822132 0.6880858] 0.6934630
0.6392383| 0.6714326| 0.6823514; 0.6882338] 0.6935771
0.6309420( 0.6723709| 06825235 0.6882430| 0.6933826
0.6420858| 0.6727214( 0.6826034) 0.6884730| 0.6937883
0.6431045| 0.6729662| 0.68268307| 0.6886485| 0.6938176
0.6447887| 0.6736625] 0.6826738| 0.6886768| 0.6941069
0.8462383| 0.8737787} 0.6829101| 0.68B7188| 0.8941254
0.6463444| 0.6739896| 0.6829758| 0.6887220| 06941500
0.6471183| 0.6741272| 0.6829864 | 0.6887479 0.6841661
0.6490130| 0.68743698| 0.6830999| 0.6888419| 0.6942569
0.6507010] 0.8744284| 0.6826870| 0.6890711] 0.8943471
0.6315603| 0.8745985} 0.6844484) 0.6891323| 0.6548389
0.6530764{ 0.6748310| 0.68448907 0.6862016] 0.6948351
0.6535162( 0.6747461| 0.6845683] 0.6893047| 0.6948335
0.65581182] 0.8749987 | 0.8847752] 0.6893073] 0.6950791
0.6555227; 0.6750420| 0.6848105] 0.6884275| 0.6952457
0.6558382| 0.6753168| 0.6848388| 0.6884402| 0.6952847
0.6861035| 0.67554721 0.68480021 0.68546841) 0.6954626¢
0.8564348| 0.6758175| 0.6849557| 0.6898132{ 08855103
0.6569791| 0.6759384| 0.6832301 0.6901168] 0.8955329
0.6570305) 0.67689568| 0.68536843] 0.6803967! 0.6955412
0.6572817) 0.6769646] 0.6853858] 0.6804436| 0.6956695
0.8574504| 0.6770522! 0.6854220] 0.6904885| 0.6958718
0.6590239| 0.8772096| 0.6854702| 06805464 0.6958754
0.6598714| 0.6776091 | 0.6855429| 0.65908007( 0.6860051
0.6608925] 0.67768502| 0.6855851| 06907238 0.6960021
0.6612277| 0.6779056) 0.6858886] 0.6910579| 0.6561231
0.8627594| 0.8779718| 06857783) 0.8910854| 0.8961873
0.6632434| 0.6782658 0.6860014| 06912919 0.6963158
0.6634041| 0.6789758| 0.6860124| 0.6913197 0.6964187
D.8849035] 0.87%1109] 0.8881734; 0.8913212] 0.6985402
0.6852782| 06791861 0.88682454| 06913831] 0.6965488
06652964 0.6799263| 0.6862600) 0.6915242| 0.8967447
0.66537168] 0.6800281| 0.6862943; 06917497 0.6968198
0.6657240| 0.88026870( 0.6862980| 0.6918580| 0.8970142
0.68616888| 0.8802822| 0.6864995| 0.6919093| 0.6970830
0.6864850| 0.6804310} 0.6865559| 0.6921687| 0.6970838
0.6665875 0.6804904| 0.6866320| 0.6921697 0.6971364
0.88686321| 0.6805142| 0.6887488] 0.6922132| 0.6973049
0.6668075| 0.6805384| 0.6868751] 0.6022760| 0.6974089
0.6672800] 0.6808207 | 0.6668883| 06924948 0.6974192
0.6673181| 0.6807596] 0.6871648| 0.6924994! 0.6977338
0.6677180! 06814123 0.6872689| 06025859 0.6977413
0.6682212| 08815772 0.6873344| 0.6823948] 06977630
0.6682904| 0.6817350| 0.6874993| 0.6927843{ 0.6979357
0.6692981| 06817714 0.6873%80| 0.6928049| 0.8979624
0.6693287] 06815971] 0.6878771] 0.6932408| 0.6980427
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VALORES DE RHO OBTENIDOS MEDIANTE EL PROC.DE GIBBS
CON K =30 ¥ M=500 (VALORES YA ORDENADOS)

06981580] 0.7027310] 0.7101480] 0.7188253| O.7268004 |
06982668| 0.7028035| 0.7102881| 0.7188683] 0.7301597
0.69682818] 0.7028137 | 0.7107390| 0.7180023| 0.7308844
0.8983052| 0.7020834| 0.7108153| 0.7169818| 0.7308827
06983826 0.7030856| 0.7110202| 0.7191428| 0.7314386
06984715{ 0.7031040| 0.7110448| 0.71826878! 0.7317483
06985214] 0.7081752| 0.7111224| 0.7184454| 0.7322120
06983545| 0.7031989) 0.7113411] 0.7194%65] 0.7324449
0.6988738| 0.7034002| 0.7113843| 0.7194841| 0.7326804
0.6987231| 0.7035841| 0.7113719] 0.7196742} 0.7326812
06888423 0.7037348| 0.7117281| 0.7197365] 0.7327694
06988956 0.7037858| 0.7116886] 0.7199388] 0.7335442
0.6989283( 0.7040118| 0.7118784| 0.7199713| 0.73578863
06990618| 0.7040245{ 0.7120072) 0.720163f| 0.7339552
0.6990852| 0.7046520| 0.7120858| 0.7207442[ 0.73426834
06991042 0.7046970{ 0.7121288} 0.7211230| 0.73440a8
0.6883151 | 0,7048231| 0.7121397| 0.7212654| 0.7354425
06983517 0.7050826| 0.7125621( 0.7222483| 0.7334986
0.6083980| 0.7052048] 0.7126511| 0.7228401| 0.7353083
06904572 0.7039995| 0.7130631( 0.7226868| 0.7357688
0.6996214| o.7081400| o.7131252| 0.7227338] 0.7362628
06957607 0.7062606| 0.7131432| 0.7227601| 0.7370071
0.6998200| 0.7065173| 0.7132695| ©.7228425] 0.7374002
0.6999180] 0.7063883| 0.7135380| 0.7228384| 0.7376145
0.6999578] 0.7086608| 0.7136042| 0.7230865{ 0.7385014
06989811 | 0.7086835| 0.7186047| 0,7233793| 0.7392598
0.7001387| 0.7068072| 0.7138845| 0.7234789| 0.73988389
0.7001392| 0.7068282| 0.7139643 0.7240605( 0.7418030
0.7001499] 0.7069650| 0.7139914| 0.7244634| 0.7421836
0.7001939| 0.7070170| 0.7138993[ 0,7247875| 0.7432981
0.7002839| 0.7070601| 0.7141121] 0.7256981| 0.7438486
0.7004083| 0.7074808| 0.7142808| 0.7260578] 0.7438209
0.7004115| 0.7077351| 0.7148726{ 0.7262215| 0.7447978
0.7007162| 0.7078981| 0.7150076] 0.7263955| 0.7448508
0.7007562| 07079101 0.7150109] 0.7268570| 0.7483469
0.7009481 | 0.7079195| 0.7150852| 0.7267948| 0.7492191
0.7010754] 0.7079789| 0.7153247] 0.7268915| 0.7493598
0.7011404| 0.7080584| 0.7156385| 0.7269135) 0.7496116
0.7013967| 0.7083161{ 0.7160008] 0.7271125| 0.7506490
0.7015141| 0.7084273| 0.7184688| 0.7271838| 0.7507541
0.7015394| 0.7083408] 0.7166695) 0.7274276| 0.7511692
0.7016442| 0.7089748| 0.7171435| 0.7276844] 0.7523815
0.7016720| 0.7089908| 0.7171741| 0.7277331| 0.7530287
0.7016821( 0.7090457 | 0.7172667| 0.7278111| 0.7537182
0.7017084| 0.7091607| 0.7174831| 0.7279959] 0.7572370
0.7019878] 0.7092476| 0.7175487| 0.7284580| 0.7843908
0.7020708| 0.7096602| 0.7178120| 0.7286113{ . 0.7662623
0.7021818| 0.7096008| 0.7183902( 0.7289838| 0.7669267
0,7022835| 0.7100030| 0.7184720| 0.7262447| 0.7754517
0.7027270] 0.7100831| 0.7185757] 0.7298911| 0.8133873|




FRECUENCIAS DE VALORES

110

100

a0

80

70

60

. 50

40

30

20

10

GRAFICA DE FRECUENCIAS DE RHO

CON K=30 Y M=500

3 K 8 K5

|3

kY

rT—lm T &m t Ll 1] Il T T + =i T T o

0.585‘0.505|0.E2510.645]0.565'0.685 .705[0.725!0.74510.765]0.785‘0.505'

0.5950.6150.6350.6550.6750.6950.7150.7350.7550.7750.7950.815
VALORES POSIBLES DE RHO




GRAFICA DE LA FUN.DE DENSIDAD DE RHO
UTILIZANDO LA MUESTRA OBTENIDA CON K=30, M=500
22

20
18}
16
14
12
10 -

T

DENSIDAD.

o N b O ®
T

, l { 07 | 1 )
0.58 | 062 0660680 072074076078 0.82

VALOHES POSIBLES DE RHO



DISTINTAS K:

L o S S T et

Eoitessisas

0.59510.61510.63510.655/0.67510.685!0.71510.735/0.75510.77510.79510.815
0.605 0.625 0.645 0.665 0.685 0.705 0.725 0.745 0.765 0.785 0.805

26

24 -
22
20 -
18 -
16 -
14 -
12 -
10 |




DENSIDAD

25

20

—h
o

-
o

0 . X
0585 0.605 0.625 0.645 0.665 0.685 0.705 0.725 0.745 0.765 0.785 0.805

GRAFICA COMPARATIVA
UTILIZANDO DISTINTOS VALORES DE K

0.595 0.615 0.635 0.655 0.675 0.695 0.715 0.735 0.755 0.775 0.795 0.815
K=10 K=20 K=40 K=50




L

.8

Gréfica obtenida por Mendoza (1988)

DENSIDAD.

18
18
14
12

-
oSO O

GRAFICA DE LA FUN.DE DENSIDAD DE RRO
UTILIZANDO LA MUESTRA OBTENIDA

054 1. 062 T 074 078 1. 082
's ;
° °5‘7\Loﬂ=3 %snst.ss B Ao’ 7 o8

Grifica obtenida mediante el algoritmo (graf. de frec.)

-4 -




Conclusiones.
Las dificultades técnicas que aparecen en el cilculo de densidades marginales pos-
teriores, necesorias para la inferencia bayesiana, han sido un impedimento para la

aplicacidn completa de la teorin de Bayes a datos Reales.

A pesar de que actualmente existen un gran nimero de avances técnicos de aproxi-
maciones analiticas y numéricas, la implementacién de éstas técnicas frecuentemente
requicren de experiencia en el manejo de este tipo de sproximaciones, asi como del
conocimiento de Software especializado.

Una alternativa en estas condiciones son los métodos de cdlenlo de de distribuciones
via simulacion. En particular, en los dltimos afios ha logrado popularidad el lamado
Gibbs Sampler. Este procedimiento resuclve el problema simulando muestras alento-
rias de las distribuciones de interés que pueden ser utilizadas para obtener aproxima-
ciones de cualquier caracteristica de la distribucién bajo cstudio. El Gibbs Sainpler
requicre que el usuario sea capaz de generar observaciones de algunas distribuciones
condicionales y en la préctica se ha observado que si bien es un método alternativo, su
tasa de convergencia es muy alta de manera que ademds de ser sencillo, tipicamente ex
riapido y por tanto, barato.

El Gibbs Sampler, lo mismo que algunos otros algoritmos similares, lia tenido un gran
impacto sobre el desarrollo de la inferencia bayesinna. Una gran eantidad de proble-
mas de aplicacién que sc consideraban relativamente inaccesibies sou ahoru ficilmente
abordables.

Aunque la mayoria de las aplicaciones del Gibbs Sampler se refieren a problemas
baycsianos, tambicn s itil en cilenlos de inferencia clisiea.

De csta manera, ¢l Gibbs Sampler constituye una herramicnta ce una indudable

utiliclad en la Estadistica Aplicadn.
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PROGRAN SANPLER_T(UNI,MuLT);
uses ertg

{ ESTE PROGRANA SENERA DOS NUESTRAS ALEATORIAS OF TAMARD

300, QUE PAOVIEKEN DE DOS DIFERENTES VECTCRES ALEATORIDS,
UMA, PROVIENE DE UNA VARIAGLE ALEATORIA QUE TIENE DIST. _
CONDICONAL; A UM VECTOR ALEATORLO, T DE STUDENT, LA QTRA_
PROVIENE DE UN VECTOR ALEATORIO QUE TIENE DIST. CONDICIO-
NAL; A LA VARIABLE ALEATORIA ANTERIOR, T MULTIVARIADA EN_
R*2. ESTE PROGRAMA SE BASA EN EL ALEORITNO DE 61365 SAM -
PLER,}

TYPE
VECTOR=ARRAYL,.2] OF REAL}

VAR
A,1,KU,BaVECTOR;
RHOO, RHO1, T1REAL;
£,%, 13 INTEGER;
ARCHLSTERT,

PRGCEDURE NORMAL (VAR U1,U2:REAL VAR X, ViREAL){

{ESTE PROC, GENERA DOS MUESTRAS DE TAM.1 OE VAR. ALEATO,)
{NORMALEO,1) INDEPERDIENTES)

VAR

T,E,R,C AVLIREAL;
BEEIN
REPEAT
T:e{U1-0.5)32.04
€1a[U2-0,5)82.03
R:=S0R{t)+50RY0);
Ulserandon;
UZ:=randoa;
UNTIL =15
RUIsABS (280nLr)¥iels
Ci=S0Rt (aur)
=011
Yi=CIE
pLL]

FUMCTION J1_CUAD (GRADLTB: INTEGER) ;REAL
(ESTA FUNCION GEXERA UNA KUESTRA DE TAN.I DE UXA J1_CUAD CON}
{°GRADLIE" SRADDS DE LIBEATAD)

VAR

31,01,02,X1,12:REAL;

At INTEGER;

BEGIN

J3120,00;

21:20.00;

12:130.00;



1F GRADLIB WOD 230 THEK
A:=GRADLIB DiIv 2
ELSE
A;=(GRADLIB+1) DIV Z;
FOR 1221 10 A B0
BEGIN
Ul s=RANDON;
U215 RANDON;
NORWAL (U1,U2,11,12);
L= +SORUXLISARIR2)
IF {{I=1) AND (ERADLIB KOD 2 ) O)) THEW
Jls2d-50R( 12}
EXD}
JI_ClAD:=d]
END;

FUNCTION T_UNIVIU1,U2:REAL) :REAL;
{FUKCION QUE GENERA UNA T DE ESTUDENT CENTRAL}
{CON 21 6RADOS DE LIEERTAD)
VAR
XL,02,CHE,NUM, DEN;REAL
BEGIN
X11%0.00;
X2:20.00;
CHIs=d] CUAD(21}s
NORNAL(UL,U2,X1,12);
NUR:=X1150R7(21) 5
DENMzxSORT(ERT S
T_UNMIY:=NUN/ DER
END;

FUNCTION TRANSFORRA(BZ,B3¢REAL):REAL;

CFUNCION QUE GENERA UNA T OE ESIUDENT £OK MEDIA PARZ]
{¥ PRECISION PARI CON 20 6RADDS DE LIBERTAD)
var
UL,U2,PARL PARZ,TST A, B AURSREAL;
EGIN
UL1=RANDON;
UZaxRANDON,

AUT22ABS(764T090S0R( B2) +259S0A(B2) SSOR(B2 1+ 44850R182683) 47958 tBILSOR{B2)-B4609B2050R82)- 204200824831 3
PARY;=[(10505GR(10008B2) }/AlT);

PAR2:= (41B3-659+3500882)/15000482);

T5Ts=T_UNIVIDL,U2);

#:350AT(PARI);

B:sIST74;

TRANSFORMA13B+PRRZ;
£ND;

FUNCTION NORMAL MULTI(TSREAL }:REAL;



(FUNCION QUE OBTIEHE LA PRINERA ENTRADA DE UN VECTOR ALEAIORI0)
{EN R*2 CON DISTRIB, NORNAL WULT CON VECTOR DE BEDIAS 0 Y €ON )
MATRIZ OF COVARIANIAS, LA MATRIZ DOE PREC. OE LA BIST. T MULTI}
{VARTADA}
vaR
£,11,M,AU1,ALXZ,AUXS,AULA, Y1,Y2,U1 ,U2:REAL
BEG
Ul2sRANDON;
U25=RANDON;
NORMAL{UL,U2,¥1,Y2);
AUX11aSORT(1008{1¢SORITI)IN(BI+TH{BRST-72));
R1sABS(60134624¢127012928450R(T) 1S0R1T)~3164801920T4SUR(T) +3826678240S0R{T}-241434568T}
AUX2:=SORT{AL
AUXI: AUXTZAUX2;
T1ea AUI3IYZY
NORMAL MULT13=Xi;
END;

FUNCTION KORMAL _MULT2{T:REAL):REAL;
{FUKCION SINILAR A LA ANTERIGR: OBTENIENDD LA SEGUNDA ENTRADA)
{DEL VECTOR ALEAT. EX R*2}
VAR
A,8,0,0,Y1,Y2,12,E,U3, U8, AUIL AUT2, AUT3 :REAL;
BEGIN
U3s=RandON;
Ug<=RANDON;
NORNAL{UT,U8,Y1,Y2);
AUXEs=120B014TIRIES TR (BUIT-T2N )5
MllhlﬂBS(boliibud?lolz‘l!!tﬁuﬂl!IlSﬂﬂH]-SIMBOHZITISUR(I)OIBZMIBNIEHHtH-NHIJSMNOABSuNl(105001(1)));
AsSORTIAVI2);
AU3s=AULEFA
Bexd0DISOR(LA+TR{848T-72));
CeaB/AUI2;
Ds=ABS(C-AUIS);
E1=SORTID);
I2:=YLIESAUNINYZ;
NORMAL _MULT2:512
END;

FUMCTION MEDIA VECTH(R:REAL):REAL;
{ESTA FUNCION DBTIENE LA PRINERA ENTRADA DEL VECTOR)
{DE LOCALIZACIOK O MEDIA OE LA T-SULTIVARIADA}

VAR
K1:REAL;
BEGIN
T1:s{A58049283(1))7 (BA0X0{840E-T21)¢
NEDIA_VECTL:s31;
END;



FUNCTION KEDIA_VECT2(N:REAL 1IAEAL;

(ESTA FUNCION OBTIENE LA SEGUNDA ENTRADA DEL VECTOR}

{DE LOCALITACION DE LA T-MULTIVARIADA}

VAR
X2:REAL;

BEGIN
X2:=(-90300X-+6254850R (X) 45134 )/ (6428 (8402-72));
NEDIA VECT2:312;

END;

FUNCTION T_MULT(X,N,1:REAL) 1REAL;
{ESTA FUNCION OBTIENE UNA NUESTRA DE TAMARO [ DE)
(UNA ENTRADA DE UN VECTOR ALEATORID CON DISFRIB.}
{T AULTIVARIADA CON 20 GRADDS UE LIBERFAD, MATRIZ }
(D€ PREC. ¥ VEETOR OE LOCALIZACION OBTEMIDOS EN EL}
(DESARROLLO TEORICO DEL PROBLEMA}

VAR

A,B:REAL;

BEGIN

A:sIISOAT{I20);

B:=SO0R(1)}

T_HULY:=A/8 5

END;

BEGIN {DEL PROGRAMA PRINCIPAL}
ASSIGNIARCH, "ASEXR.PAS )
REWRTTE(ARCHI )}
8(1}:=-2;
B[2):=RANDON;
FOR Wi=1 10 500 OO
SEBIN
FOR K:s] T0 30 00
BEGIN
RHOY :sTRANSFORNA(BL1],B(21);
I[2]:=XORNAL _MULTI(RHO1};
1{2) =NORRAL _NULT2(RHO1)
12231 _CUADI20};
NULi)e=MERIA_VECTI(RHO1);
MU{2):=NEDTA_VECT2{RHO2)
FOR Tes1 70 2 00
BLT)e=T BULT(I{I) UL, )5
IF X230 THEN
BEGIN
MRITELN{ARCHT, RHOL);
CLRSCR;
60101Y(10,101;
WRITEL'LLEVO *, 8 ,* DATOS');
EWD;
Enp;
END;



CLOSE{ARCHI)}
TLRSCR;
XD,



FROGRAM GIBBS SAHPLER;

uses ert;

{ESTE PROGRAKA SE BASA EW EL ALGORITAQ DE GIEDS)

(PARA OBTENER DOS WUSTRAS PROVENIENIES OF UTILIZAR)

{UN ALEDRITNO PARA DBTENER NUESTRAS DE UNA DESTRIBUCITON}
{BEYA Y DE UNA DISTRIBUCIOR BINOMIAL)

TPE

STANDARREGLO:ARRAY(0..21] OF REAL;

VAR

N:INTEGER;
I3 INTEGER;
M: INTEGER;
K:INTEGER;
Bi INTEBER;
I+INTEGER;
YiREAL;
Ui:REAL;
U2:REAL}
VIREAL;
V2REAL;
N:REAL;
AIREAL;
ARCMISTERT;

PROCEBURE AUT(VAR O,PsREAL);
{PROCECINEENTO GUE ES AUXILIAR PARA EL PROCEDIMIENTO QUE QRDENA UN VECTOR DE}
{NUMERDS REALES)
VAR
GREAL S
BEGIN
0:eD;
[BH
Pisl
END3

PROCEDURE ORDE(INICIO,ALTO:INTEGER; VAR BET:STANDARREGLO);
(PRECEDIMIENTO BASADO EX EL ALGDRITNO DE LA SURBUNA PARA CRDENAR UX ARRESLO}
VAR
INDICE: INTEGER;
BANDERA: BOOLEAN;
BEGIN
REPEAT
BANDERA: =FALSE;
FOR INDICE:=INIC10 TO ALTO-1 00
BEBIN
IF BETCINDICE}SBETLINDILE1) THEK
BEGIN
AUL(BETEINDICE], BETLINRICELET)
BANDERA:xTRUE
EXD



ERD;
UNTIL BANDERA=FALSE
END;

FUNCTION BETA(I:INTEGER):REAL;
(FUNCION QUE OBTIENE UMA KUESTRA UE TAMARD 1 OE UMA DISTRIBUCION BETA COM )
{PARARETROS X42 ¥ 20-1}
VAR
LI INTEBER;
BET:STANDARREELO;
BEGIN
FOR Ls=t 70 21 0O
BET{L1:=RANDON;
ORDE(1,21,BETH;
BETAz=BET[2+1]
END;

FUNCTION BIKOMIAL{Y:REAL}:INTEEER;
{FUKCION QUE OBTIEKE UKA MUESTRA DE TAMARD 1 DE UNA DISTRIBUCION BINOWIAL}
{COX PARAKETROS ¥ v N=18)
BEGIN
LR H
Bi=0;
NHILE NCis DO
BEGIN
As=RANDON;
IF ACaY THEN
BisBels
Kinfis]
END;
BINGHIAL:=D
END;

BESIN
ASSIEN[ARCHI, " AIGUARDA,Pra”)
REWRITE(ARCHI);
Tesdy
Tis0;
FOR ®:=1 YO 500 DO
BEGIN
FOR Xa=1 T0 10 00
BEGIN
IF i3] THEN
Yz=RANDDN
ELSE
YesBETALL)
1i=BINORIALLY);
1F X=10 THEN
BEBIK
WRITELN(ARCHY, X, ¥)§



CLASCR;
60101Y(10,10)4
SRITE('LLEVD *y 1 4 DATOS');
ENDy
END;
END;

CLOSE (ARCHIT

READLN}

CLRSCRy

END.
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