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INTRODUCCION

SOBRE LA EXISTENCIA DE GEODESICAS CERRADAS

Dado un espacio euclidiano R™ es bien sabido que la distancia mas
corta entre dos puntos es la linea recta, en la esfera S2 C R3 la distancia
mais corta entre dos puntos cercanos es el segmento de circulo mdximo que
los une.

En general, una geodésica en una variedad Riemanniana, es una curva
que minimiza la distancia entre dos puntos‘cercanos. De esta manera las
geodésicas en R™ son las lineas rectas y en la n-esfera las geodésicas son los
circulos maximos. Las geodésicas cerradas son precisamente aquellas que
son difeomorfas al circulo.

El problema de la existencia de geodésicas cerradas en variedades Rie-
mannianas ha sido objeto de numerosos estudios desde fines del siglo pasado.
En 1898 Hadamard demostré que toda curva cerrada, no homotépicamente
trivial, se puede deformar en una geodésica. El mismo probé también que
una variedad Riemanniana completa simplemente conexa, de dimensién n,
con curvatura seccional K < 0 es difeomorfa a R"™, lo que implica que



en tales variedades no existen geodésicas cerradas. Después a principios
de siglo, Birkhoff y Morse por un lado y Liusternik y Schnirelmann por
otro, desarrollaron métodos poderosos para atacar este problema. En 1927,
Birkhoff demostrd la existencia de una geodésica cerrada para cualquier
meétrica en la n-esfera, y en 1951 Liusternik y Fet probaron que toda var-
iedad Riemanniana compacta tiene al menos una geodésica cerrada. En esta
tesis probaremos precisamente este resultado usando métodos variacionales.

Las geodésicas resultardn precisamente los puntos criticos de la funcién
energia, la cual estd definida en un espacio de lazos de la variedad M, es
decir, si encontramos puntos criticos de la funcién energia encontraremos
geodésicas cerradas (Cap. 3). ‘

Para este hecho es necesario que la funcién energia sea diferenciable,
para lo cual es indispensable dotar al espacio de lazos en M de una es-
tructura de variedad diferenciable de Hilbert, mds atin darle una métrica
Riemanniana (Cap. 2). ,

Una vez traducido el problema a uno variacional, el objetivo es probar
que realmente en una variedad Riemanniana compacta la energia tiene un
punto critico (Cap. 4) y esto se hace encontrando un elemento no trivial en
la clase de homotopia de la pareja de lazos en M y puntos en M, todo esto .
usando fuertemente el teorema de deformacién y la condicién de Palais-
Smale (Cap. 3).



CAPITULO 1

_ NOCIONES BASICAS

1.1 DEFINICION: Sea H un espacio vectorial sobre el campo de los ntimeros
reales R. La funcién S : H x H — R es un producto escalar si para todo

frg,h € Hy a € R se tiene que:

1) S(f’g+h)=5(f,g)+3(f»h) \
ii) S(f,ag) = aS(f,9)

iii) S(f,9) = S(g,h)

iv) S(f,f) =0

v) S(f,f)>0si f#0

1.2 DEFINICION: Una funcién P : H — R se llama norma en H si pa.ra ’
todo f,g € Hy a € K tenemos que:

b 1



i) P(f)>0

ii) P(af)=|a|P(f)

iii) P(f+g) < P(f)+ P(g) (desigualdad del tridngulo)
)

iv) P(f)>0si f#0

1.3 Observacidn: SiS esun producto escalar en H entonces P(f) (S(f, f))%
define una norma en H.

Denotaremos con <, > un producto escalar S y con || || una norma.

EJEMPLOS:
Consideremos el conjunto C®°(I,R") de curvasc: I = [0,1] — R" de
clase C™ en el espacio euclidiano n-dimensional. Definimos las siguientes

normas:

A) Consideremos la funcién:
llclloo = sup |e(?)]
tel

Esta es una norma en C*(I,R") ya que:
i) |lclloo 2> O puesto que [c(t)| > O para toda t € T
ii) [laclleo = sup |ac(t)| = sup [e||c(?)]
ter el

= |of sup le(®)] = ledllelloo
iii) fler + ezl = sup lei(t) + c2()f < sup lex()] + [e2(2)]
< sup [e; ()] + sup [ea(2)]
el tel

= |lerlleo + llezlleo
iv) liclloc > 0si ¢t 7 0 pues |c(t)] > 0sit £ 0

B) Otra norma en C*°(I,R") es la norma ||c||o obtenida del siguiente pro-

ducto escalar:
<eep > =/ <c(t),ci(t) > dt
I

b 2



donde <, > denota el producto escalar usual en R". <, > es, en efecto, un
producto escalar pues cumple:

) < e cates > = / < c(t) ealt) +calt) > dt
T

/< ci(t), ca(t) > dt + / < er(t),ca(t) > dt

I I S

, ’ =< 1,0 >+ < €1,02 > T

i) <o >g = / < c1(t),acqe(t) > dt = a/ < c1(t), cat) > dt
i I

=a< C1,C2 > ) -
lll) < €1,Co > = < C2,C1 >y g
iv) < e,e>¢ > 0 pues ||e(?)]2 =0
v) <¢e>p>0sic#0
por lo tanto <,>q es un producto escalar.

C) Y por dltimo consideremos la norma ||c||; obtenida del siguiente producto
escalar:
<c,c1 >, =<¢(0),61(0) > + <, ¢} >o

donde <, > es el producto escalar usual en R y ¢’ es la derivada de ¢c. <, >;
es un producto escalar, pues cumple:

i) < e1,62 4¢3 >; =< ¢1(0),¢2(0) + c3(0) > +< ¢}, (ca +c£3)’ >0
=< ¢1(0),c2(0) > + < ¢1(0), c3(0) >
+<c, >0+ < c’l,c'3 >0
=< C,C2 >1 + < C1,03 >1

i) < cl,ozcz >; =< ¢1(0), ac2(0) > +< ¢, (acz) >0

= a < ¢1(0),¢2(0) > +a< cj,ch >,
=a< €1,C2 >,
iii) < 1,62 > =< €1(0), c2(0) > +< ¢}, ) >,
=< ¢2(0),c1(t) > +< ¢y, ¢; > =< c2,01 >
iv) < e¢,e1 >; 2 0 pues < ¢(0),6:(0) >> 0y < c,cf >, =0
v) <¢,e1 >; > 05si ¢ e # 0 por lo mismo.
Por lo tanto <, >; es también un producto escalar.
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1.4 DEFINICION: Si H es un cspacio vectorial y <,> es un producto
escalar en H, entonces diremos que la pareja (H, <, >) es un espacio pre-
Hilbert o un espacio vectorial con producto escalar. Si || | es una norma
en H entonces llamaremos a la pareja (H,|| ||) espacio normado. Por la
observacién 1.3, la norma ||f|| =< f, f >% estd definida de manera natural
en un espacio pre-Hilbert, y de esta forma todo espacio pre-Hilbert es un
espacio normado.

1.5 DEFINICION: Sea (H, || ||) un espacio normado. Una sucesién (fy) en
H se dice que converge si existe un f € H tal que |[fn — f|| — O cuando
n — 00, es decir, si dado € > 0 existe una IV € N tal que, para toda n > IV,
Ifn = f]| < €. Esto se denotara por f = limf,, fn — fo|lfa—f]| = 0.
Nosotros diremos que una sucesién (f,) en un espacio normado (H, || ||) es
una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe una ng € N tal que para
n,m > ng con n,m € N, se cumple que || f, — fm|| < €.

1.6 DEFINICION: Un espacio normado (H, || ||) se dice que es completo si
toda sucesién de Cauchy converge. Un espacio normado completo se llama
espacio de Banach. Un espacio pre-Hilbert completo se llama espacio de
Hilbert.

EJEMPLOS:
Los espacios L, = {f : I — R"| ||f||z, < oo} son espacios de Banach
[Rudin 3.6., 3.11.] con la norma asociada:

Ifllz. = {supeslf(t)l, sip = oo;
L=V sy, si0 < p < oo
donde supes es el supremo esencial de f, es decir, el menor nimero M

tal que |f| < M casi dondequiera. El espacio Lo es un espacio de Hilbert
[Rudin 3.11.].

1.7 TEOREMA: Un espacio de Banach H puede ser convertido en un espacio
de Hilbert con la misma norma si y sélo si se cumple la identidad del

o
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paralelogramo [Heuser 57.1)

2+ 9l® + llz - ylI* = 2(|=l* + lyl*), 2y €H

1.8 DEFINICION: H un espacio normado completo es la completacidn del
espacio normado E, si y sblo si E es isomorfo a un subespacio denso de H.

1.9 PROPOSICION: Todo cspacio normado (pre-Hilbert) tiene una ﬁnig‘a
completacién a un espacio de Banach (resp. Hilbert) [Heuser 12.1].

1.10 DEFINICION: Sea C°(I,R™) el conjunto de curvas continuas c: I —
R” donde I = [0,1] y R" es el espacio euclideano n-dimensional.

1.11 PROPOSICION: C°(I,R™) es la completacién del espacio C* (I,R™)
con respecto a la norma ||¢f|<-.
Demostracién:

1) Por demostrar que C°(I,R™) es completo. Sea {C,}$° sucesién de
Cauchy en C°(I,R"), entonces para toda € > 0 existe una N(e) tal que
n,m > N(e), [|Cn(t) = Crm(t)|loo = supey |Cn(t) — Crm(t)| < € para toda
t € I, 1o que implica que {C,(2)} es una sucesién de Cauchy en R",

Sea C(t) = lim,_,o C,(t), entonces pdra toda € > 0 existe N(e) tal
que si n > N(e) tenemos |Cp(t) — C(t)| < €, para toda ¢ € I, por lo que

-sup|Ca(t) = C(Y)] < €
tel

Entonces ||Cy () — C(t)||co < €, pero la norma ||C||c es la norma uniforme,
es decir, si [|Crn(t) — C(t)||oc — O tenemos que Cy(t) — C(t) cuando n — oo
uniformente, pero como Cp(t) es una sucesién de funciones continuas y
C,(t) — C(t) cuando n — co uniformemente, entonces C(t) es continua,
por lo tanto, C(t) € C°(I,R"*) y C°(I,R") es completo.
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2) Por demostrar que C*®°(I,R") es denso en C°(I,R"). Por el teorema
de aproximacién de Weiestrass si f es una funcién continua en un inter-
valo compacto de R y con valores en R entonces f se puede aproximar
uniformemente por polinomios. Como en particular los polinomios son di-
ferenciables entonces tenemos que f : [0,1] — R puede ser aproximada
por funciones diferenciables. Entonces, dada una funcién f : [0,1] — R"
continua f(z) = (fi(z), f2(x),..., fa(2)) podemos encontrar funciones f;, :
[0,1] = R f;, diferenciables tales que f;, — fi; uniformemente, 7 = 1,...n.
De tal forma que

91 =(f1,,+--fn,)

92 =(fi35++-fna)

g =(f1,s---fny)

{9x}32, converga uniformemente a f. por lo tanto C°°(I, R") es denso en
C(I,LR"). =

1.12 DEFINICION: Consideremos el espacio de Hilbert Lo(I, R") = Ho(I, R®)
de los mapeos cuadrado integrables, es decir, el conjunto de funciones
A: I — R” tales que jbl |A(t)]?dt < oco. Entonces su producto interior

Y su norma

1
< P A >o= / < p(t),A(2) > dt
0

lolls =< p,p >
con A, p € Ho(I,R") extienden a los definidos en el ejemplo B.

1.13 PROPOSICION: Ho(I,R") es la completacién de C>(I,R™) con la
norma || Jlo del ejemplo B.

Demostracién: Ho(I, R") = Lo(I, R") es completo [Rudin 3.11.], por lo que
es suficiente probar que C**(I, R") es denso en Ho(I, R") con la norma || [|o.
Para probar esto son necesarios los siguientes lemas.

1.14 LEMA: C°(I,R") es denso en L2 (I,R") donde L2 (I,R") es el

5
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conjunto de las funciones g € Lo(I, R™) tal que g estd acotada.
Demostracién:

Sea g € L2.(I,R™) entonces g € Lo(I,R") y |g| < M. Entonces para
toda e > 0 existe una funcién h : I — R™ continua, tal que |g—h| < e,
salvoen S C [0,1]y #(S) <€, S = {2 € I : |g(z)—h(z)| > €} [Royden].
Consideremos entonces

lo =iz, = [ 1o = nitdat [ lo— bz
S I-S

< 2M?u(S) + p(I)
< 2MZ%e+ €2 -

(por ser h continua en un compacto, h es acotada, podemos suponer
entonces sin perdida de generalidad que esta acotada por M). Por lo
tanto C°(I,R") es denso en L2 (I,R"). =

1.15LEMA: L2 (I,R") es denso en Lo(I,R") = Ho(I,R™)
Demostracién: Bastard probar la afirmacion para n =1 -
Sea g € Ly(I,R) por demostrar que existe h,, € L2, (I,R) tal que
|hm — gllz, — 0 si m — co. Sea

{g(t) si|g(t)] < m
hnm=qm siglt)>m

-m sig(t) < -m
\

entonces hy € Lgo(I,R), hn(z) — g(z) cuando m — oo para cada
t € Iy ||hmllz, < llgllz, Por el teorema de la convergencia dominada
[Royden 11.3.16.] ||hm — g|lz, — O cuando m — oo. Por lo tanto
L2 (I,R") es denso en Lo(I,R™) = Hp(I,R"). =

Por la’ proposicién 1.11 tenemos que C=(I,R") es denso en C°(I,R")
entonces por los lemas anteriores podemos concluir que C*°(I, R") es denso
en Ho(I,LR*) =



1.16 DEFINICION: Un mapeo p : I — R" es llamado absolutamente
continuo si p’ existe casi donde quiera y si estd en Li(Z,R") (es decir,

Jo 1" (®)ldt < 00).

1.17 Observacidén: La desigualdad de Schwarz [Royden 3.5] afirma que
Ifgllz, < Ifllzalollz, donde || llz,, | iz, son las normas de Ly y Lz
respectivamente, por lo que ||fllz, < l|fllz, ¥y por lo tanto Ho(I,R"™) =
Lo(I,R™) C Ly (I, R™).

1.18 DEFINICION: H,(I,R") es_el conjunto de las curvas o : I — R*",
o absolutamente continua, tal que o’ € Ho(I,R"), y se llama espacio de
Sobolev.

1.19 PROPOSICION: H, (I,R") es un espacio de Hilbert con el producto
interior
< X0 >1=< A(0),0(0) > + < N(t),0'(t) >0 .

Para la demostracién de esta proposicién es necesario el siguiente Lema.
1.20 Lema: Si (E,<,>g) y (F,<,>r) son dos espacios de Hilbert
entonces E @ F es un espacio de Hilbert.

Demostracién: \ :
Consideremos || ||, || || las normas asociadas a los productos interiores
correspondientes, y sea

I(f, 9lleer = /IIFIE + ol

Por demostrar que || ||[EgF es norma.

i) I(f,9)lleer = 0 pues ||flE >0y |lgllF >0

iv) ll(f, 9)lleeF = 0lo que implica || f|[g+]gllF = O porlo que || flI§ = 0
y ]gllF 0,yporlotanto f=0yg=0
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il (f1,91) + (f2,92)|lger = \/“fl + f2llg + llg1 + 92/iE
< VUALE + 1£1E + louliE + lo2li3

< VA1 + ol + 12113 + loal1E
= |(f1,91)lleer + |(f2, 92)l|lE0F
ille(f, 9lleer = \/llafIE + llaglz

= y/ellfli + elgllf

= lely/lfllE + lgllE
= lalll(f, 9)llear

Por lo tanto E @ F es un espacio normado.

Por demostrar que E @ F es completo.
Sea {fn,gn}5%; una sucesién de Cauchy en E @ F, entonces para toda

€ > 0 existe N € N tal que si n,m > N entonces:
”(fmgn) - (fm,gm)"E@F <E€

Yy
”(fnnyl) - (gm gm)”E@F <e€

por lo que

VIfn = Fnlls + ll9n — gmllE <

lo que implica ||f, — fml|s < € ¥ {|9n — gml|% < €. Por lo tanto, f, y
gn son sucesiones de Cauchy en E y F respectivamente, y como E y F
son espacios de Hilbert, entonces f, —+ fen Ey g, — g en F lo que

implica que
(f:9n) = (f,9) en E®F

por lo tanto E @ F es completo. Mds aiin,

1(f1,91) + (F2, g2)l&or + 1(f1, 1) — (f2,92)|Ear =
= lfi + LUE + llor + o2llF + 11 — LR + llor — g2ll%

=2(lAllE + Nall®) + 201211 + Nlo=liF)
= 2||f1,91"21)-3531-‘ + 2||f2)g2"%3e95'
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por lo que la identidad del paralelogramo se satisface, entonces E @ F
es un espacio de Hilbert. ]

Ahora si, continuemos con la demostracién de la proposicién 1.16. Conside-
remos la siguiente funcién ¢

p: Hi(I,R") - R" & Ho(I,R")

A= (X(0),X)

Sea
P:R"® Ho(I,R") — H(I,R")

(pyo)— A
donde .
AMt)=p+ -/0. o(s)ds

X es tal que A(0) = p y A'(t) = o(t), méds ain, esta curva es absolutamente
continua y su derivada X' = ¢ € Ho(I,R"), por lo que A € H;({,R") y
pyY = identidad. Ademds o = identidad y 1 es claramente continua,
por lo tanto tenemos que H;(I, R") es isomorfo al espacio de Hilbert R" @
Hy(I,R"™), lo que implica que H;(I,R™) es un espacio de Hilbert. [

1.21 PROPOSICION: Hy(I,R™) es la completacién de C°(I, R"™) con la
norma || ||1-
Demostracién:

Por la proposicién anterior Hy(I, R") es completo. Entonces solo queda
probar que C*°(I, R") es denso en Hy(I,R"™) con la norma || ||;.

Seac € H,(I,R"™) entonces ces absolutamente continua y ¢’ € Ho(I,R")
pero por la proposicién 1.13 tenemos que C*(I, R") es denso en Ho(I, R"),
por lo tanto existe f, € C*®(I,R") tal que || f, — c{lo — O.

Sea

gn(t) = /0 Fa(8)ds + c(0)

10



entonces g, € C*(I,R") y ademas

llc = gall? =< c(0) — gn(0),¢(0) — gn(0) > + < ¢ — gh,c' — gl >0
= I’ — gLll3, — 0 :

Por lo tanto C°(I,R") es denso en Hy(I,R"). =

1.22 TEORFEMA(desigualdad de Sobolev): Si o esta en H1(I, R™) entonces:

1
llo(®) — a(s)ll < 1t - s|*||o"flo
<t = sl¥|ollx

Demostracién:
Sea x la funcién caracteristica del intervalo [s, t], entonces

1 i
Il = [ e = [ 1de=je—s|

y ademss,

Xl 1
lo(t) - o(s)ll = | / o' (z)dal| = | / x(z)o’ (z)dz]

por la desigualdad de Schwarz (|| fgllz, < |Iflic.llgllz,; ), por lo que
. 1 1
lo) - ol < ([ x@Pdai([ (@)t

lo que implica [|o(s) — o(2)|| < |t - s|¥]|o’|lo-
Por otro lado,

lo’lly =< o' (£), 0’ () > < (< 0(0),5(0) > + < o' (), 0" (1) >0)} = |loll,

y por lo tanto .
lo(t) — a(3)ll < It - s|2|loflx

11



1.23 COROLARIO: 0|l < 2|lo]l1

Demostracién:

o)l < llells
lle@)ll < lle(@)l + llo () — o (O]l
< o)l + I¢1* |l lix
< llolls + [t |lo]ls
< 2||o]lx

y, por lo tanto, supie; o)l < 2llofl:. =

1.24 TEOREMA: Las inclusiones de H,(I,R") en C°(J,R™) y de C®(I,R"™)
en Ho(I,R") son continuas. Més atin, estas inclusiones son compactas, es
decir, si § C H;(I,R") es acotado, entonces CL(S) la cerradura de S
en C°(I,R™) es compacta y, anilogamente, si § C CO(I R") es acotado
entonces CL(S) es compacto en Ho(I,R").

Demostracion:

H(I,R™) C C°(I,R") pues toda curva absolutamente continua es
continua. Y la inclusién es continua por el corolario anterior ya que ||o||co <
2||o||1- Por otra parte, C°(I, R") C Ho(I,R") puessi o € C°(I,R") enton-
ces la imagen de o, imo(t), es compacta pues la imagen continua de com-
pactos es compacta, por lo que {[jo(2)]|}es acotado y entonces ‘[;)1 lloll?dt <
oo, es decir, es de cuadrado integrable. Por lo tanto o € Ho(I,R") y la
inclusién es continua pues [[¢]lo < [[€]|oo-

Demostraremos ahora que la primera inclusién es compacta. Sea S C
H,(I,R"), (S, || ll1) acotado, entonces por el corolario anterior
S es || Jlo acotado. Demostraremos ahora que S es equicontinuo, es decir,
que para toda € > 0 existe una 8(¢) > 0 tal que si |t — s] < 8(e) entonces
lle(t) — o(s)]] < € para toda o € S.

Sea € > 0 como S es acotado entonces existe M > 0 tal que ||o||; < M para
toda o € S, por la desigualdad de Sobolev ||o(t) — o(s)|| < |t — s|3|lo]; <

12



[t— s(zMentonces sea § = (M)2 lo que implica ”a(t) —-o(s))l < |t—s| IM <
((5%)*)* M < ¢, por lo tanto S es equicontinuo.

Por el Teorema de Arzela-Ascoli tenemos que toda sucesién en S tiene una
subsucesién convergente en S si y sélo si CL(S) es compacto por suce-
siones, si y sélo si CL(S) es compacto (por estar en espacios métricos).
Analogamente se prueba que la inclusién de C°(I,R") en Ho(I,R") es
compacta. a
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CAPITULO 2

LA VARIEDAD DE H,-CURVAS

Sea M una variedad Riemaniana.
2.1 DEFINICION: Denotaremos por C*(I, M) el conjunto de curvas difer-
enciables ¢ : I — M.

Por C°(I, M) el espacio de curvas continuas ¢ : I — M junto con la
métrica doo(c,¢y) = sup,erdum(c(t), c1(t)) donde dpr(c(t), c1(t)) es la dis-
tancia definida en M [Doc VII, 2.5, es decir, el infimo de las longitudes de
todas las curvas en M que unen a c(t) con ¢;(t).

Una curva ¢ : I — M es llamada H;-curva, si para cada carta (u, M')

de M, I' = C~}(M’) el mapeo uoc: I' — R" estd en H;(I,R™).

2.2 PROPOSICION: La definicién de la H;-curva no depende de la eleccién
de la carta:
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Sea ¢ : I — M una H,-curva y sea (u,M’) una carta de M tal que
uoc : I — R™ esté en Hy(I,R"), sea (uv',M") otra carta de M tal
que M'NM" = W # 0. Sabemos entonces, que existe un difeomorfismo
¢:u(W)CR" — v (W) C R” por loque ¢o(uoc): I — R" estd en
L, pues ¢'(u o c(t))(u o ¢)/(t) existe casi donde quiera y fol |¢'(uoc(t))(uo
c)'(#)|?dt < oo ya que (uoc) estd en L;(I,R"*) y ¢'(uoc(t)) es continua en
un compacto.

2.3 DEFINICION: Definimos a H; (I, M) como el conjunto de H;-curvas
¢:I — M. Y de manera andloga, definimos Ho(I, M) como el conjunto
de curvas ¢ : I — M tal que para cada carta (u,M') de M uoc:I' :=
c~}(M') — R" esta en Ho(I, M)

2.4 Observacion: Tenemos las siguientes inclusiones canénicas.

C=(I, M) — Hy(I, M) — C°(I, M)

2.5 PROPOSICION: C*(I, M) es un subespacio denso del espacio métrico
completo (C°(I, M), || 1)

Demostracién:

Una curva ¢ € C%(I, M) puede ser cubierta por un numero finito de cartas
ya que I es compacto y ¢ es continua, entonces para carta (u, M’), uo c|I’
es aproximable por una curva ¢ € C®(I’',R"*), I' = c7(u), véase 1.11.
Es decir ¢ es aproximable por una curva -y que es diferenciable por partes
ya que puede ser que 7 no sea diferenciable en la interseccién de las cartas.
Supongamos que v no es diferenciable en t;, sea (u1,M") una carta que
contenga a y(2;) entonces u;(y) es continua. Por medio de una convolucién
[Rudin 8.14] podemos aproximar a u; () por una curva diferenciable de tal
forma que coincida con u;(y) en toda t & (u1(y(21)) — €, ur(7(t1)) + €) de
esta forma ¢ es aproximable por una curva diferenciable. =

El propésito de este capitulo es probar el siguiente teorema:
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2.6 TEOREMA: H,(I,M) es una variedad (diferenciable) de Hilbert.

Para la demostracién resultard conveniente emplear el lenguaje de
haces fibrados.
2.7 DEFINICION: Sean F, E, B variedades diferenciablesy sea 7w : E — B
un mapeo diferenciable, (F, E, B, ) se llama haz fibrado diferenciable si ex-
iste una cubierta {U, }aea de B y para cada a es A existe un difeomorfismo
®, : Uy x F — 7~ 1(U,) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Uy x F 2= 77Y(U,)
T1 lrlU.,

«@

F es llamado la fibra, E es lamado espacio total, B es lamado espacio base.

Un morfismo de haces fibrados diferenciables es una pareja de funciones
f, g,con f:B'— B,g: E' — E, tal que el siguiente diagrama conmuta

E 4 E
l';r' lﬂ'
B L B

y tal que (7')"1{¥'} = w~{f(¥')} es un difeomorfismo para toda b’ en B’

Dado un haz fibrado diferenciable (F, E, B, ), un mapeo diferenciable
o : B — FE es llamado seccidén, si 7(o(b)) = b para toda b € B. Un haz
(F, E, B, 7) es un haz trivialsi existe un isomorfismo de haces ¢ : FxB — B
sobre la identidad de B.

E!l haz inducido (F*, f*E,B*,7*E) de (F,E,B,n) por f : B* - B
estd dado por f*E = {(b,e) € B* x E|f(b) = w(e)} donde n*E(b,e) = b
para toda b,e € f*E, y el siguiente diagrama conmuta

f*E* — E
l'rr‘E l1r
B L B
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Andilogamente un haz vectorial diferenciable es un haz fibrado (V, E, B, )
cuya fibra es un espacio vectorial y tal que las funciones ®, son lineales en
cada fibra.

Cuando no se preste a confusién denotaremos un haz sélamente por w
especificando a que tipo de haz se refiera.

2.8 DEFINICION: Sea c € C*°(I, M) y consideremos el haz tangente sobre
M y el haz inducidopor¢: I — M :
cTM — TM
lc‘ T lr
I = M
denotaremos por 7. := c¢*7 y por V, := c*TM. 7. : V., — I se llama el haz
tangente a lo largo de la curva c.

2.9 PROPOSICIONY DEFINICIONES:
i) El conjunto de secciones diferenciables de 7. es un espacio vectorial que
denotaremos por C*°(7¢)
ii) La métrica Riemanniana <, >y de M induce en C°°(7¢):
a) La norma ||{|lecc = sup,ey |€(2)|Mm
b) El producto escalar < £, >o= j;,l < E@t),n(t) >m dit
¢) El producto escalar < £, >1=< £€(0),7(0) >pm + < ;,-V;E, %1} >0
donde % denota la derivada covariante.
Las normas derivadas de los productos escalares <,>¢ <,>1: se deno-
tan por || flo y I| |f2-
iii) Las completaciones de C°°(7.) con respecto alasnormas || jlo, || Jl1, ]l lloo
seran denotadas por Ho(7.), Hi(7.) y C®(7.) respectivamente.
Demostracién: La demostracion es analoga a la de los ejemplos del capitulo
1. ]

2.10 PROPOSICION: Existe un isomorfismo C*(r,) = C°(I, R"™) que
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induce isometrias

C°(7.) = C°(I,R™)
Ho(7e) = Ho(I,R™)
Hl(Tc) = HI(I7 Rn)

Demostracién: Sea {X;|i = 1,...,n} un marco ortonormal difernciable a lo
largo de una curva c, es decir X;(c(t)) ¢ = 1,...,n es una base ortonormal de
Te(syM para cada t [Klin 1.4.4]. Podemos pensar a cada X; como la seccién
t — X;(c(t)) de 7.. Entonces cada X € C°°(1.) tiene una expresién unica

X = inx,-

donde z; : I — R es diferenciable, i = ¢,...,n
Definimos entonces
0 :C®(1,) — C*=(I,R")

X — (T1, .05 Zn)

1) © resulta ser biyectiva, pues para cada curvac: I — R" ¢ = (¢1,...,¢n)
©~1(c) = 3" ¢iX;, mas dun O es lineal, por consiguiente © es un isomorfismo
de espacios vectoriales.

2) © es una isometria en cada una de las normas || ||oo, || {lo ¥ || l1- Pues para
cadat € I © manda {X;(c(t))} i =1,...n en {e;(¢)} la base estandar de R",
lo que implica que ||OX (c(2))|| = || X (c(t))||m para todo t € I y por lo tanto
[[0X]lco = [ X|loos < ©X,0Y >e=< X,Y >0y < OX,0Y >;=< X,Y >,
[ ]

2.11 PROPOSICION: Sea B, C R" la bola abierta de radio € y centro en
0. Entonces

Hy(I,B,) :={ce€ H;(I,R")|c(t) € B, para toda t € I}
es abierto en H; (I,R").

Demostracién:
Sea o € H;(I,B,) entonces o es una curva continua en I, por lo que

o(I) es compacto.
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Mais atin A := R" — B, es cerrado. Sea 6§ = i(ﬁ'-’—g]&‘l <5

definamos

W, = {n: seccion de 7, con || — o||; < 6}. Tomemos 1 € W, esto implica
que |jp—ofl1 <6

sup [n(t) — o()] = =l “2‘7"00
tel
<lln-oalh
<6

Lo que implica que 7(2) € B, para toda t € I entonces W, € H,(I,B,) =

Consideremos el haz trivial 7ps : IXM — I,y sea Hy(mpr) el conjunto
de secciones ¢ : I — I X M de mp tales que prp oo € Hy (I, M), donde
pro : I x M — M és la proyeccién en la segunda entrada. Entonces, la
composicién con pro da una biyeccién natural

Hi(mp) = Hi(I, M)

. A continuacién construiremos un atlas diferenciable para Hj () mode-
lado en H,(I,R") = Hy(7R~).

Sea c € C*(I, M). Sea e > 0 tal que exp.(1)|B(0) es un difeomorfismo
sobre su imagen, para toda t € I. Aqui B(0) denota la bola abierta de
radio € y centro en 0 en T (;yM. Tal € > O existe porque I es compacto y
existe para cada t € I.[Doc IIL,3.7]

Sea
Us={veV.:|v|m<e}

y sea
pe:Us—IxM

pe(v) 1= (7c(v), €xPe(r.(v)) (V)

2.12 PROPOSICION: ¢ es un difeomorfismo de haces fibrados sobre su
imagen. :
La demostracién es inmediata de la definicién =
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Sea Hy(7c,U.) := {o € Hy(7.)|o(t) € U, para toda t € I}. Entonces
H;y (1, U.) corresponde a H;(I,B.) bajo la isometria de 2.10 y por 2.11 es
abierto en Hy(7.) = H,(I,R™).

La composicién por la izquierda con ¢, define.una funcién

®. : Hy(7e,U.) — Hi(nm)

O+ PO

&, es inyectiva, ya que ¢, lo es.

2.13 TEOREMA:
{®. : Hy (7o, Us) — Hy(mu)| ¢ € C=(I, M)}

Es un atlas diferenciable para H;(myr) = Hy(I, M) modelado en H, (I, R™),
es decir
i) Hi(I,M) = Hy(rp) = UB(Hy (7, Uc))
ii) Q(‘Z_QIQCI : (I)c_,lq)cz (Hl (Tcz ’ Ucz)) — Hy(7¢,, Uc,)
es diferenciable.
Demostracién:

i) Sea ¢ € Hi(I,M). Como c es continua en un compacto, se sigue de
[Doc 111,3.7] que existe € > 0 tal que si p € M y doo(p, ¢(t)) < € para alguna
t € I, entonces exp,|Bc(0) es un difeomorfismo sobre su imagen. Por 2.5
existe una curva é € C=(I, M) tal que doo(é(%),c(t)) < € para toda t € I.
Por lo tanto; usando esta € para definir U; tenemos que (¢, ¢c(t)) esti en la
imagen de @; : U — I x M para cada t € I. Esto define un elemento
o € Hy(7:,U;) tal que pzo =c.

ii) Se sigue del siguiente lema y del hecho de que

"1<I>c, |<I>_1<I>,:z (H1(7¢;, Ue,))

es la funcién inducida por
‘Pc—zl Pe, * ‘Pc_ll ez (Ue,) — Vo
v — ea:pc"l( 7o, 0)ETPes (7, v)V
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que es un morfismo diferenciable de haces. [ ]

2.14 LEMA: Sea U C I x R" abiertoy ¢ : U — I x R™ una funcién -
diferenciable sobre I, es decir, p(t,z) = (¢,¢:(x)) con ¢ : U — R™
diferenciable. Entonces las funciones inducidas por ¢: :

®° : C°(U) — C%(7mrn), @1 : H1(U) — Hi(wrn)

Son diferenciables, donde C*(U) = {o € C°(wrn) : 0(2) € U para todat €
I} y Hi(U) = C°(U) N Hy(7Rn).
Demostracién:

a) Sea D®° : C®(U) — L(C®(nRe~), C®(7r~)) dada por (DB°(0)¢)(2) =
(t,D@¢(0(t))¢(t)) donde o : I — U y { : I —+ R™ son continuas. (Aqui
estamos identificando a C%(wgn) con C°(I,R")). Existe ¢y € I tal que

18°(c +¢) - <I|>°(la) — D3°(0)(]|

[lloo
< [#1(9(to) = {(t0)) — P15 (9(%)) — Dy (o(t0))C(to)l _, 0
- 1¢(t0))

Si lllon — 0.
por lo tanto D®° es la derivada de ®°.
De manera analoga se hace para @, (]

"De las proposiciones anteriores se sigue que { U., ¢} es un atlas para Hy (I, M)
modelado en el espacio de Hilbert H;(I,R") [Klin 1.1.2], con lo que queda
demostrado el teorema 2.5.
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EL HAZ TANGENTE A H:(I,M)

2.15Sea x"(I, M) = {¢ € H.(I,TM)|tyé € Hi(I,M)} r = 0,1 el conjunto
los H,-campos vectoriales a lo largo de las H;-curvas en M. Recordemos
(véase apéndice) que la conexién Riemaniana K de M permite expresar a
TTM — TM como la suma directa de sus partes “vertical” y “horizon-
tal”,es decir K escinde a la sucesién exacta de haces vectoriales

K r

N

PN
TM xTM — TTM £ TMx TM
Prl\ é’:‘jﬁ/"rl

Expresando a la derivada dexp, : TTM -~— TM en términos de esta
descomposicidn, definimos

d’ exp, := dexp.oi : TM o T™™ —TM
d" exp, := dexp, ol : TM l)é T™M — TM
Usaremos la notacién
dg exp, :=d" exp, [{{} X TeM : T-M — Texp, ¢ M

dé‘ exp, = d" exp, [{€} x T-M : T.M — Texp, e M

2.16 PROPOSICION:
T x" (I, M) — HI(I,M)
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Er— T

es un haz vectorial con fibra H.(I,R") dorde n es la dimensién de M y
r=0,1.
Demostracién: Definimos un morfismo de haces vectoriales como sigue:

Hl(Tc, Uc) X Hr(Tc) j,_c’ xr(Is M)

Pr1 vl-'r"

fIl(TcaUc) i’c" Hl(IvM)

) &(£,1) = d” exp,(£,n)

Es claro que el diagrama conmuta y que este es un isomorfismo de haces
vectoriales sobre su imagen. ]

2.17 COROLARIO: 7' : x*(I,M) — H(I, M) es el haz tangente a
HY(I,M) '

2.18 PROPOSICION: La funcién
HI(I,M) —_— XO(I,M)
er— e

Es una seccién diferenciable de 7°. En términos de las cartas se ve como
sigue: X
Hl(Tca Uc) — HI(TC) Uc) x Ho(Tc)

\%
E— (&, (’ﬁf + 6¢)
donde ®.£ = e y 0§ = (d§ expc)‘l(dé‘ exp.)(c’'). (Nétese que exp, |U. es un
difeomorfismo sobre su imagen. Por lo tanto df exp, : TeM — Texp, ¢eM
es un isomorfismo). :

Demostracién: Sea § € Hi(7,U.) tal que ®.(&) = exp. £ = e. Entonces
de exp (&') = €. Ahora, por A.6, ' =iK¢' +T'p§’'. Por lo tanto,

v v /
¢ = d® expo(§, ) + d" exp(£,c')
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= d’expc(£, (_lvig + ©£).
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METRICA RIEMANNIANANA EN H, (I, M)

Sean &;,&2 € x' (I, M) campos vectoriales a lo largo de e € H; (I, M).
Definimos :

219 <&, Su =< £(0),6(0) >u + fy < T&, T >u
En términos de las cartas,< £1,&2 >y, (1,Mm) Se ve como sigue:
Sea £ € H1(7.,U;) con exp & = e.
Sean 71,72 € Hi(7:). Entonces < , >y, (1,a) induce en H;(7c)el producto

< M1, M2 >1:=< df exp. 7M1, df exp. N2 >1

donde <, >; es el producto escalar de H;(7.).
De aqui se sigue que < , >y, (1,») es una métrica Riemanniana H, (I, M).

2.20 PROPOSICION: Dada una carta ®, : H;(7c,Us) — Hy(I, M), la

métrica inducida
< M1, M2 ><1::=< dg €XPc 71, d? expe 72 >1

en Hy(7.,U.) es equivalente a la métrica < , >, definida en 2.9.
Demostracién: U, se escogid de tal manera que (7¢,exp,) : U — I x M
fuera un difeomorfismo sobre su imagen. De modo que para todo £ €
Ue, df : TeM — Texp ¢M es un isomorfismo lineal, que ademds varia
continuamente con £. Usando ademés la compacidad de I se obtiene el
resultado. =
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SUBVARIEDAD DE LAZOS AM

Consideremos el subconjunto AM C Hy(I, M) de H)-curvas cerradas
en M, es decir que o(0) = o(1). M.
Nos gustarfa probar que AM es una subvariedad de H; (I M )

2.21 DEFINICION: Un mapeo f : M — N diferenciable diremos que
es transversal a una subvariedad S de N si f~1(S) = @ o si para toda
m € f~1(S) tenemos que

(dm ) (TmM) + Tym)S = TpmyN

2.22 TEOREMA: Sea f : M — N diferenciable y sea S una subvariedad de
N si f es transversal a S entonces f~!(S) es una subvariedad diferenciable
de M [Mard 3.5.11].

2.23 PROPOSICION: AM es una subvariedad de Hy(I,M)

Demostracién:

Sea F : Hy(I,M) — M x M dada por o +— (0(0),0(1)) y consideremos
ToH (I, M) = {X € H\(I, TM)|X(t) € TouyM} el espacio tangente a
H,(I,M) en o, (véase 2.16), entonces

daF H ToHl(I,M) — Ta(q)M X Ta(i)M

estid dada por d,F(X) = (X(0), X(1)). Esto implica que F es una funcién
transversal a toda subvariedad S en particular para S = A donde A =
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{(z,y) e M x M|z = y}.

Por el teorema anterior F~1(A) = AM es una subvariedad diferenciable de
H,(I,M). Mas ain es una variedad Riemaniana con la métrica inducida
de H (I, M). ]

Si 0 € AM entonces o € Hi(I, M) y es tal que o(0) = (1), lo que implica
que el plano tangente a AM estd dado por

T,AM = {X € Hy(I,TM)|X(2) € ToyM, X(0) = X(1)}.
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CAPITULO 3

GEODESICAS Y FUNCION ENERGIA

El propésito del presente capitulo es expresar el problema de la e-
xistencia de geodésicas cerradas en una variedad Riemaniana M como un
problema variacional. Veremos que las geodésicas cerradas, corresponden a
los puntos criticos de la funcién energia. Demostraremos que esta funcién
satisface la condicién C' de Palais Smale y que, por tanto, podemos aplicar
los métodos usuales para demostrar la existencia de puntos criticos con
energia positiva.

Empezaremos el capitulo con la condicién de Palais-Smale y su consecuencia
importante: el teorema de deformacién.

28



CONDICION DE PALAIS SMALE
Consideremos una funcién real diferenciable f : M — R definida en
una variedad diferenciable de Hilbert M, de dimensidn finita o infinita.

De ahora en adelante supondremos:
a) (Completez) M es una variedad Riemaniana completa
b) La funcién f es acotada por abajo en M. Denotaremos por B la mixima
cota inferior de f donde B > —oo
c) (Condicién C o condicién de Palais Smale) Si {X,} es una sucesién en
M tal que |f(X,)| es acotada y ||dfx, || — O entonces {X,,} tiene una sub-
sucesién convergente, X,, — p

3.1DEFINICION: Diremos que un punto p en M es un punto critico de f
si la diferencial de f en p es igual a cero, df, = 0. Los otros puntos son
llamados puntos regulares. Un punto ¢ € R es un valor critico si f~1(c)
contiene al menos un un punto critico de f. Los otros puntos ¢ € R son
llamados valores regulares ( f~!(c) puede ser vacio). Denotaremos por M.
6 M. (f) la parte de M abajo de c es decir f~!((—o0,c]). Denotaremos
por C el conjunto de todos los puntos criticos de f y por C. el conjunto
C N f~(c) de puntos criticos con valor c.

Observacion El punto limite p del inciso ¢) arriba es un punto critico de f,
ya que, por continuidad ||dfp]| = 0

3.2 LEMA: C, es compacto para todac € R

Demostracién: C, = f~1(c)NC. Sea {X,} una sucesién de puntos criticos
tales que f(X,) = c, entonces {X,} tiene una subsucesién convergente
por la condicién C, pues dfx, = 0. Esto implica que C. es compacto
por sucesiones, pero compacto por sucesiones implica compacto en espacios
métricos. =

3.3 DEFINICION: El gradiente de f : M — R es un campo denotado por
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V f sobre M tal que
< Vf(u),e >=df(u).e

donde df(u).e significa la diferencial de f aplicada a un vector e.

3.4 Observacion: Dado un campo vectorial F' en M podemos encontrar una
curva  que pase por z en t = 0 para todaz € M, y tal que F(p(2)) = <p (),
es decir, que sea curva integral de F [Mard].

Entonces dado el campo —Vf y 2 € M podemos encontrar ¢ +— Lp,(z)
curva 1ntegral de —Vf, para cada x en M, pi(z) esta deﬁmda en ax) <
t < B(z) y B1(z) = —V1(pi(x)) donde & £(:(2)) =< L(v), Lepu() >=
< Vf,=Vf >= —||[Vf||?, es decir f(¢i(z)) es decreciente en t y como f
estd acotado por abajo por B tenemos que f(y(x)) tiene un limite cuando
cuando t — f(z).

TEOREMA DE DEFORMACION

3.5LEMA: Si O es una vecindad del conjunto C, de puntos criticos de f en
el nivel ¢, entonces, existe una € > 0 tal que ||V f]|| estd acotado lejos del
cero, (es decir, 0 < 6 < ||Vf|]) en f~(c—€e,c+¢€)\O.

Demostracién: Sea € > 0 tal que f~}(c — ¢,c¢ +¢€) \ O no tiene puntos
criticos tal € existe, pues de lo contrario existiria una sucesién {X,} de
puntos criticos tal que X, — p para p € f~!(c) \ O pero esto implicaria
que df, = 0 contradiciendo el hecho de que p no esta en O.

Supongamos ahora que ||V f|| no estd acotado lejos del cero en f~1(c—
€,c + €) \ O entonces para cada n € N existe z, € f~}{c —¢,c+¢€) \ O
tal que ||Vf|| < 1. Por la condicién C existe una subsucesién de {z,} que
converge a un punto criticop de f con p € f~(c —€,c+¢€) \ O. Esto es
una contradicién. =

3.6 TEOREMA(de Deformacién): Sea f : M — R una funcién difer-
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enciable, M variedad Riemaniana completa, f : M — R satisface la
condicién C' y supongamos que ¢y la curva integral de —V f existe para
toda t — R, sea U vecindad de C.. Entonces existe una € > 0 tal que
Y1 (Mc+e \ U) C M.

Demostracién: Dada cualquier vecindad U de C. podemos construir una
vecindad de la forma

Ng, (C.) = {z € M| p(z,C.) < 6} C U donde p es la distancia de z
al compacto C; y donde é; > 0, consideremos é; tal que 0 < 82 < 6, por
lo que tenemos Ng, (C.) C N;,(C.). Por el lema anterior, exite €3 y u > 0
tal que 0 < u < ||V f|l para toda p € f~!(c — €,c+ €) \ N, (Ce)

Sea entonces € < min(3pu?, 1 u(6; — 62))
Por demostrar que f(p1(Mcye\U)) C (—o0,c—¢]. Seap € M4 \U es decir
P € f1((—o0,c+€])\U. Essuficiente con tomar una p € f~([c—e€, c+e])\U
pues f(p:) es decreciente y probar que f(1(p)) < c—e.
Supongamos que @,(p) no estd en f~!([c — €,c+ €]) para algina 0 < t < 1
entonces habriamos terminado, pues f(p:(p)) es decreciente. Entonces
supongamos que ¢:(p) € f~1([c — €,c+ €]) para toda 0 < ¢t < 1.

Como ¢o(p) =py £f(v:(p)) = ~IVFp:(p)||* entonces
1
For()) = Fwolp)) + / NIV fouim Pt
1
c _ 2
< +€+_/0‘ IV foumll*dt

Por demostrar que _[01 IV foumll?dt = 2 = min{p?, u2(6, — 62)}

Caso 1 : Si p(p:(p), Cc) > 62 para toda t € [0, 1]

si p(p4(p),Cc) > 62 entonces tendriamos que |[Vf, |l = # para toda
0 < t £ 1 por el lema anterior, y esto implicaria que j;)l IV foumyllPdt >
#? 2> min(p?, p? (61 — 62)) = 2¢

Caso 2: Si p(yp:(p),C:) < 62 para algint € I

Sea tg la primera t tal que p(py, (p), Cc) < 62 como p no esta en U entonces -
p no estd en Nj, (Cc). Sea t; el dltimo tiempo ¢ tal que p(py, (p),Ce) > 6;
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yO0<ti <tz <1.

Tenemos que &1 > p(pi(p), Cec) = 62 en el intervalo [t1,t2].

Notemos que p(p¢, (p), Ce) > 61 y p(p1,(p), Cc) < b2, por la desigualdad del
tridngulo tenemos que

P(p1,(p), p1,(P)) + 62 > p(p1, (), 12(P)) + P12 (P), Ce)
2 p(p, (p),Ce) 2 61

entonces p(pr, (p), 96 (p)) > (51 — &2) lo que implica que f [[VF|[2dt >
#21(‘1011 ’ ‘sz) > l‘z(&l - 62) 2> 2e. n

3.7 COROLARIO: Si c es un valor regular de f, entonces p3(Mcye) C M
para € pequena.
Demostracién: Tomamos U = = C,. n
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GEODESICAS Y FUNCION ENERGIA

3.8 DEFINICION: Dado o : I — M definimos £ : Hi(I, M) — R la
funcién energia de o como

1
£(0) = % /0 < o'(t), o' (t) > dt

y la funcién longitud de arco £ como

1
l:(a):/ |o’|dt
o

nétese que L{o)? < 2£(o)

3.9PROPOSICION: La funcién energia estd bien definida, es decir

fol < o',0' > dt < oo para toda ¢ € Hi(I, M), y es diferenciable.
Demostracién: Si consideramos el haz vectorial 7° : x°(I, M) — H,(I,M)
y la aplicacion o —— ¢’ sabemos que es una seccién diferenciable de 7°
por consiguiente si o’ € x°(I,M) = {€ € Ho(I,TM)|rué € Hi{(I,M)}
entonces o’ es cuadrado integrable es decir fol |o’(t)]2dt < oo por lo tanto
la energia esta bien definida. Ademas ¢’ en terminos de cartas se ve como

v
€+ (6 € +66) C Ha(re, Us) x Ho(re)
donde (Hy(7¢,Ue), ®.) es una cartade AM , ®.£ = o'y 06 = (df exp,) " d} exp,.)(c’)

(véase 2.18) entonces £ es diferenciable vista como funcion de H,(I,R") x
Ho(I,R"). u

3.9 PROPOSICION: Si o € AM entonces
d 8({)—/l< ! 57-£>-~< ! Z£>
ot SI=J, ST @t TTS gt 70
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para todo £ € T,AM.

Demostracién: Bastara probar esto para o y £ diferenciables.

Como & € T,AM entonces £ es un campo vectorial a lo largo de o con
£(0) = £(1). Sea ¢ : (—e,€) — AM una curva tal que p(0) = oy ©’(0) = £
Sea ¢ : (—¢,€) x [0,1] — M, (s, 1) = 0(s)(2).

d.€(§) = E‘P|s=0

d a1 [ 8. 8.
a—;fﬁp—gi‘/o. <§¢,E¢>dt

S IO FY
=3/, 3 “aP e’
1 voa._ o
=/0. Ll HP >
Vao._ .
=/0 <E£§0,a¢>dt

Por lo tanto d,£(€) = LEplsco = fy < TE(1),0'(t) >dt m

3.10 TEOREMA: 0 € AM es una geodésica si y solo si o es un punto critico
de £: AM — R.

Demostracion Supongamos que a es una geodésica, entonces o'(0) = o'(1)
y %0’ = 0 por lo tanto d,&(€) =

Supongamos ahora que d,& = 0, deﬁnamos s(t) y £(t) Hy— campos vec-
toriales a lo largo de o(t) tales que ¥c(t) = o'(t), <(0) = 0 %&(t) =
0, £(1) =¢(1). y consideremos 7(t) = ¢(t) — t£(t) entonces se cumple que
7(0) =0 n(1) =0y ¥n(t) = %s(t) — &(t) entonces

< £0' — € >o=< & %) >o= fy & < £(1),n(t) > dt = 0 y ademas
0 = d,E(n) =< o', %n >o=< ¢',0’ — £ >¢ por lo anterior. Y como
[lo' — &||3 = O tenemos que o’ = ¢ estd en H; por lo tanto

Vo' V
= @t =0
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Ahora como para todo, £ € T,AM,
1
V.
0—\/0. <d—t'€,0 > dt
—/li<£a’>dt /1<.§Zo">dt
T Jo dt =™ 0 ' dt
1
v /
= - 4
/(;dt<£,a > d

=< £(0),0'(1) - 0'(0) >

De aqui que ¢’(1) = o/(0). Es decir, o es una geodésica cerrada. ]

En el teorema anterior se hace una caracterizacién de las geodésicas cerradas
como puntos criticos de la funcién energia (las geodésicas son la solucién
de un problema variacional), mds atin la energia satisface la condicién de
Palais Smale en AM.

3.11 LEMA : Sea ¢ € Hy(I, M) entonces
di(c(to)se(t)) < Jti — t0[28(c)

Demostracién: Consideremos la siguiente funcién 7 dada por

0, si0<t<tg;
n(t):{l, sito<t<tg;
0, sity <t<1;

entonces
Beletalre(t)) < (f e @lary?
1
= ([ noi¢wla?

1 1

< [ wiat [ 1eopar
1] (1]

= Itl - to|26'(c)
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3.12 PROPOSICION: Sean c,c; € AM entonces
doo(c,c1) < 2dam(c, c1)

donde dj ps es la distancia en AM derivada de la métrica Riemaniana

< >H,(I,M)-

Demostracién: Sea f(s), 0 < s <1 una curva diferenciable en AM tal que
f(0) = cy f(1) = c1, supondremos que ¢ y ¢; estan en la misma componente
conexa, pues de lo contrario la distancia seria co. Sea f : I x I — M dado
por (t,5) — f(s)t. Para un punto fijo ¢ = #¢  f(s)ip es una curva
diferenciable, lo que implica que el mapeo ¢ —— ¢(t) de AM — M es
diferenciable.

Elegimos una tg tal que doo(c,c1) = dpr(c(to), c1(to)). Entonces

Lferer) = dietto)alto)) < ([ 12 (to, 61
<([ sup1Z e, ey
= ey
<([ 2l o)has?
= L)Y

Por lo tanto d2, < 4d% ,,(c,cy) n

3.13 PROPOSICION: Sea c,c; € AM. Entonces

I\/ 2(‘:(0) - \/ 2£(Cl)l _<__ d/\M(C,Cl)

Demostracién: Sea f : I — AM una curva diferenciable, tal que f(0) = ¢
y F(1) =c1, y sea f : I x I — M dado por f(s,t) = f(s)(2).
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Consideremos primero

L[ 1556 0ran? |

=3[ 157 orarts [ < 2.0, 57,0 > d

=3[ 15 Fe et [ £ < %fcs, o) g'itf"(s,t) > at

- 1(/1 ”%f“(s,t)u?dt)-%z/l < 2 (s, o2 f5,) >

< ( / 127 0a ([ 1556000} [ 152 fs,0lPa?
<1,

Lo que implica que

Yda 0 2 gl Ldf
[ & 1z oraidss [ Ly
por lo tanto

1
([ NgpFeDIPdHE < dumeren)

3.14 PROPOSICION: La inclusién AM — C°(S, M) es continua y es com-
pacta (es decir, la imagen de un conjunto acotado en AM tiene cerradura
compacta o bien que es relativamente compacto), donde C°(S, M) denota el
subespacio de curvas cerradas de C°(I, M), es decir, de funciones continuas
del circulo S en M.

Demostracién: Por la proposicién 3.12 y 2.4 la inclusién es continua. Sea
k C AM acotado, por la proposicion 3.12 k C C°(S, M) tambien es acotado.
Por demostrar que k C C°(S, M) es equicontinuo, es decir, para toda € > 0
existe 6(€) > 0 tal que si [to —t1]| < 6(¢) entonces dar(c(to),c(t1)) < € para
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toda ¢ € k. Consideremos un ¢g € k fijo, entonces, existe M; > 0 tal
que dapm(c,co) < My para toda ¢ € Ak. Pero por la proposicién anterior
[vV2E(c) ~ /2E(co)| < dam(c,co) < M lo que implica que existe un M>
tal que & < My,

pero d3,(c(to), c(t1)) < |t1 — to]2E(c) < |t1 — to|2M;

entonces consideremos §(€) = 55

por lo tanto d%;(c(to), c(t1)) < |t1 — to|2M2 < 35-2M> = € es decir k es
equicontinua. Por el teorema de Arzela-Azcoli, toda sucesién en k C AM
tiene una subsucesion convergente, si y solo si la cerradura de k, Cl(k), es
compacto por sucesiones si y solo si Cl(k) es compacta. =

3.15 TEOREMA: AM es un espacio métrico completo con respecto a la
métrica dy

Demostracién: Sea {C,,} una sucesién de Cauchy en (AM,dx pr), entonces,
para todae > 0 existe una NV € N tal quesin,m > N entonces dp p(Cr,,Cn) <
€ tomando n > m = N y M = maz{dapm(C1,Cm), ...,dam(Cr=1,Cm), €}
tenemos que dap(Crn,Crn) < M de donde se deduce que {C,,} es aco-
tada, por la proposicién anterior, la inclusién de esta sucesién al espacio
completo C°(S, M) es relativamente compacto, lo que implica que existe
co € C°S, M), tal que C,, — ¢,. Por la proposicién 2.5 ¢y puede ser
aproximable por una curva ¢ € C*(S, M) por lo que podemos suponer que
para m suficientemente grande {Cr,} C ®.(U.) en una carta que contiene
a ¢, entonces,por 2.20, la sucesién ®;1(Cn) = &m C Hi(7e,U;) & Hy(mRn)
es de Cauchy en Hy(7.,U.), pero H;(7.) es completo. Por lo tanto &,
converge, lo que implica que {C,,} converge. =

3.16 TEOREMA: La energia £ satisface la condicién C en AM si M es
compacta.

Demostracién: Sea {C,,} una sucesién en AM tal que {£(Cr.)} es acotada

y IVEC)IL — 0.
{C..} es de Cauchy en C°(S, M), por la proposicién 3.11 y usando el hecho
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que M es compacta, tenemos que existen k, E tales que

doo(Crm, Ct) = dM(Crm(t1,), Ci(tra) .
< dp(Cm(th), Cm(0)) + dar (Cm(0), Ci(0)) + d(Ci(0), Ci(th,))
< 26(Cr) +k+26(C) < K

Como C°(S, M) es completo (demostracién analoga ala de 1.11) {Cy, }
converge a cg € C°(S, M) y como en el teorema anterior, podemos suponer
que para una m suficientemente grande {C,,} estd en la imagen de una

carta
®, : Hy(7,U;) — H (I, M)

es decir, que existe §,, € Hy(7.,U.) tal que ¢,, = exp_&n, m = 1,2,....
Como Hj(7.) es completo es suficiente probar que &,, tiene una sub-
sucesién, que denotaremos nuevamente por &, que es || ||1-Cauchy. Es decir

&n = &mlls =0 n,m — 00

tenemos que

n — EmllZ = 1160(0) — Em(O) 3y + 1| 6 — ~-Eml3

Pero ||én —émllc @0 nym — 00 ... .. (1)
entonces en particular tenemos que ||£,(0) — &,,(0)|[oc — O por consiguiente
es suficiente probar que H;‘V—t&" - ;,V—tfm"o —0 n,m— oo.

Ahora bien por, A6, £, = av—,fm + I'c'. Por lo tanto

v v 2 __ ! ! 2
=< E:nvgalrn - E:; >3 +< 67,1.,{:1 - g:n >(2)
Pero, por [Klin, 1.9.8]

< &miém — &n >0 =< dg,, exp &y d¢, exp. (& — £3) >0
. v
=< C:nv E(nm - nn) >0
= dc, E(Nm — Mn)
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donde 1, = di,_exp.&m ¥ 1n = df,_ exp &n y usando el hecho que que
dg,. varia diferenciablemente con respecto a {m.
Ahora bien,

lden €(m — 1n)| S IVE(Com)ll1lim — 7 lla

pero [[VE(Cwm)|l1 — 0 cuando m — o0 y ||7m — 7s||1 estd acotado, ya que

v \% . '
llg7m — ggmllo = ICm = Cillo < ICmlo + lICxllo
= L(Cp,) + £(Cr) £ V2VE(Cwm) + VE(C))

3.17 TEOREMA: Sea £ : AM — R la funcién energia y sea ¢, la curva
integral de —VE. Entonces ¢, estd definido para toda s > 0.
Demostracién: Supongamos que existe ¢ € AM tal que p;(c) esta definido
para s < 1 < 0o sea {S,,} una sucesién de numeros reales en [0,7) tal que
el lim;—00 Sm = 7) entonces, afirmamos que {y;,, (¢)} es una sucesién de
Cauchy. Ya que

Smo o
en(@) = 2an @I < (f 7 1522 el1ds)?

= ([ "I - VEp.lhds)?

<| [T -IVE@IRdslion - snl

g
<I [T HEdsllsn = sl

= |5(<Pam0) - 8((,03"0)”8,,1 - Snl
< E(C)|sm — 5] — 0O

cuando n, m — oo Por lo que {y;,,c} es una sucesién de Cauchy, pero AM

es completo por lo tanto converge, de donde pgc estd definido en [0,7 + €)
para alguna € > 0 -
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CAPITULO 4

EXISTENCIA DE GEODESICAS CERRADAS

En este capitulo demostraremos el resultado central de la tesis que es
el siguiente.

4.1TEOREMA: En toda variedad Riemaniana compacta existe una geodésica
cerrada.

Reduciremos la demostracién de este resultado a la existencia de un
elemento no trivial en la clase de homotopia de la pareja (AM, A° M) donde
M es una variedad Riemaniana compacta, AM es el conjunto de H;-curvas
cerradas en M y A°M := £-1(0) es el conjunta de curvas constantes en M.
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4.2 DEFINICIONES: Sea X un espacio topoldgico y A C X un subespacio
topoldgico de X. Entonces decimos que (X, A) es una pareja de espacios
topoldgicos.
Sean (X, A) y (Y, B) dos parejas de espacios topoldgicos, decimos que f :
(X, A) — (Y, B) es una aplicacion de parejas, si f : X — Y es una
funcién continua y es tal que f(A) C B.
Sean f,g : (X,A) — (Y, B) dos aplicaciones de parejas, decimos que f
es homotdpica a g, f ~ g : (X,A) — (Y, B), si existe una homotopia de
parejas

F:(X,A)xI — (Y,B) tal que F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(z) y tal
que F(,1): (X, A) — (Y, B). Esto implica que f es homotépico a g y que
f|la es homotépico a g|a.

Denotaremos a la clase de homotopia de f como

[f]={glf ~ g : (X, 4) — (Y, B)}

Decimos que f : (X,A) — (Y, B) es homotdpicamente trivial o nul-
homotdpica si f ~ h donde h: (X, A) — (Y, B) y es tal que h(X) C B

4.3 PROPOSICION: Sea (X, A) una pareja de espacios con X compacto y
f:(X,A) — (AM,A°M) una aplicacién de parejas. Entonces

i) Ky :=infyeqymaxzex £(g(x)) es un valor critico de £
iil) Ky > 0si y sélo si f no es homotépicamente trivial.

Demostracion:
i) Supongamos que Ky es un valor regular, entonces, por 3.6 existe € > 0
tal que p1(AKs+eM) c AK1—<M donde AK/M = £7Y(—00, K]. Ademis
existe f’ € [f] tal que max |y < Ky + € (por ser infimo) entonces
e1(f'(z)) C AKsr—<M para todax € X

Definamos F’ : (X, A) — (AM,A°M) , F'(z) = p1(f'(x)).
Sea H : X xI — (AM, A° M) una homotopia de parejas dada por H(z, s) =
po('(2)) nétese H(z,1) = p1(f'(2)) = F'(x) y que H(z,0) = po(f'(2)) =
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f'(z) lo que implica que F' ~ f’ ~ f por lo que F' € [f] y la Im(F'(z)) C
AKs=¢M (contradiccién)

Para la demostracion de i7) es necesario el siguiente lema.

4.4 LEMA: Si M es una variedad Riemaniana compacta entonces existe
p > 0 tal que la retraccién

r: APM — A°M C AM

c— ¢(0)

es homotdpica la inclusién A’M C AM en A mediante una homotopia
que deja fijo a A°M
Demostracién: Sea § > 0 tal que, para toda p € M la exponencial

exp, : Bs(0) — M

es un difeomorfismo sobre su imajen [Doc I11,3.7].
Sea p tal que 0 < p < 262. Si ¢ € A?M entonces

2&(c) < 462
y como £{(c) < 1/2E(c) tenemos L(c) < 26, entonces ¢ € Bs(c(0)) :=

exp.o) Bs (0).
Consideremos la siguiente homotopia

H:APMxI — AM

dada por H(c,s)(t) := expgq)(s exp;‘(%,) ¢(t)), H continua pues exp lo
es y H{c,0)(t) = ¢(0) , H(c,1) = ¢(t) por lo tanto H es la homotopia
buscada. [

Demostracién del inciso iz) de la proposicién 4.3
Supongamos que existe g € [f] con g(X) C A°M (es decir que f es ho-
motdpicamente trivial) entonces £¢(X) = 0 y por lo tanto, Ky = 0.
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Si Ky = 0 entonces existe g € [f] con g(X) C A?M, donde p es como en el
lema 4.4 pero dicho lema implica que la composicién

(X, A) = (A°M,A°M) 5 (A°M,A°M) C (AM,AM)
es homotdpica a g lo que implica que [g] = [f] es trivial. a

4.5 PROPOSICION: Si M es una variedad Riemaniana compacta, entonces
para alguna 0 < k < dimM, existe una aplicacién no homotépicamente

f: (B*,0BF) — (AM, A°M)
donde Bf = {z € R¥|||z|| < 1}

Demostracion:
Caso I: m;y(M) #0

Si m (M) # 0 entonces existe un ¢ € AM no nulhomotépica, por lo
que su componente conexa en AM no intersecta a A° M. Tomemos k =0,
es decir B¥ = ¢ un punto. f como la funcién cuya imagen es el laao Co.
Caso II: m (M) =0

Como M es una variedad cerrada, existe &k, 0 < k < dimM
tal que w41 M es no trivial; Supongamos que 7 M = 0 para toda & <
n = dimM, entonces M es n-conexa entonces por [Spanier, cap7,sec5,2])
0 = meM = Z donde Z son los mimeros enteros. (contradiccién) por lo
tanto,
existe f : Sk+1 . M tal que f es no nulhomotépica, podemos suponer
[Brioker 14.8, 12.9] que f es una funcién diferenciable. (donde S'°+1 denota
la k + 1-esfera) Entonces dada f le asociaremos una. :

F = F(f) : (B¥,80B%) — (AM, A°M)

de la siguiente manera:
Definiremos primero una aplicacién

a: (B¥,BF) — (ASF+1 A0gk+1)
donde A°S**! denota las funciones constantes en S¥+1, @, se define como
a(zy, ..., Te)(t) = az(t) = (z, p(z)cos2nt, p(z)sen2nt)
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donde z = (x1,...,zk), p{z) = /1~ ||z]|2. De tal manera que podemos
definir F' como :
F(z):=foa;

F(z) es una curva continua, cerrada, diferenciable en M pues tanto «
como f lo son y de hecho F(0B*) C A°M.
Inversamente, dada F : (B¥, B*) — (AM,A°M) podemos determinar
f: 8k — M como f(a;) = F(z).

Por demostrar que F no es homotdépicamente trivial.
Supongamos que existe H, una homotopia

H: (B*,0B*) x I — (AM,A°M)
tal que H(z,0) = F(z) y H(B*,{1}) = A°M y sea
G:S*'xI— M

dada por G(y,s) = H(z,s)(t), donde si y = (x1,Z2,...,Tpt2) T, serd la
proyeccion de y sobre R¥ es decir = (2,,...7}) entonces

G(y,0) = H(z,0)(t) = F(a)(t) = f(a(z)) ¥

G(y,1) = H(z,1)(t) = cte, en C,.

Esto implica que f es homotépica a una funcién f; que es constante
en las curvas o.
Sea @ : B* x I — BF dado por ®(z,s) = sz y
sea ¥ : §¥+1 x I — M dado por ¥(y,s) = f1(1,0,®(x,s)) donde z es
nuevamente la proyeccién de y sobre R*.
Entonces

¥(y,0) = f1(1,0,®(z,0) = £1(1,0,0) = cte.
Y ‘I’(yy 1) = fl(l’oa @(.'B, 1) = fl(lvo: 2:)

lo que implica que f ~ fi- ~ cte por lo tanto f es nulhomotépica.
(contradiccién).

L]

4.6 Demostraciondel teorema 4.1:
Por la proposicién 4.6 si M es una variedad Riemaniana compacta existe
una funcién no homotdépicamente trivial

f: (B¥,8B%) — (AM,A°M)
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entonces por la proposicién 4.3, Ky > 0y por lo tanto, existe un valor
critico de £ distinto de cero, es decir existe una geodésica cerrada no trivial

en M -
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APENDICE

CONEXIONES

Consideremos un caso muy particular, S una subvariedad de R" y sea
c:I — S I =][0,1}, una curva parametrizada en R*, si V : ] — R"
es un campo de vectores tangentes a lo largo de la curva ¢, entonces el
vector %(t), t € I no pertenece en general a T,(;)S, esto querrd decir en
general que la derivada de un campo vectorial no es una nocién intrinseca
de la superficie, entonces si consideramos en vez de la derivada usual '—% la’
llamada derivada covariante del campo V a lo largo de la curva ¢, 32V, que
es la proyeccién ortogonal de ‘% sobre T (;)S, tendremos una “derivacién”
del campo V como “vista desde S”.

Para definir la derivacién covariante de un campo vectorial a lo largo de una
curva ¢ € M en una variedad Riemaniana, M sera suficiente con definir la
nocién de conexién en el haz TM sobre M, que en el caso particular men-
cionado arriba resulta ser, escencialmente, la proyeccién ortogonal sobre

T,S.
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A.1 Sea M una variedad Riemaniana y sea 7ps : TM — M el haz tangente
sobre M.
Dado z € M consideremos

T.MxT,M= TT.M C TTM

N l er AM
M — TM

donde TT, M es el haz de vectores tangentes en T, M.
Denotaremos por

TM XTM = User(TeM x ToM) = UzemnTT:M

lyrl
™

Este es un haz vectorial, el haz vectorial inducido por 7as

TM xTM =7iiTM — TM
ey
T T™ I Ar

Y se llama el haz de vectores tangentes a lo largo de las fibras. La inclusién
en TTM es un morfismo de haces vectoriales. ya que:

TMxTM P2
M

~ T
TT™M <% TTM
Pr]1 M lr,"
™ 5 M
conmuta y, por la propiedad universal de las identificaciones, i es continua.

Quisieramos tener una “proyeccién”

B :TTM — TMxTM

"TR TM /)"'1

con i =1d
La primera componente automdaticamente es 7rpr. Lo que nos lleva a la
siguiente definicidén.
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ESTA TESIS Mg DEB
SALR pE IWUWESA

A.2 DEFINICION: Una conexién K en Ty ¢ TM — M es un morfismo
de haces vectoriales

! L)
™ M M.

tal que K|TM ETM = pro.

™M X TM™M
"TM(

A.3 DEFINICION: Una sucesién de morfismos de haces vectoriales

L B % E
1 L2 3
X

Se llama sucesidn ezacta corta si para toda x € X la sucesién
0— By 5B, 2 E 0
Ly L2 3.z T

es exacta, es decir kerg, = imf,.
A.4 PROPOSICION: Sea Ey-L+E;-%+E; una sucesién exacta corta, en-
tonces son equivalentes las siguientes afirmaciones.
a) Existe un morfismo de haces vectoriales § : B3 — E2 sobre X tal que
99 = tdg, -
b) Existe un morfismo de haces vectoriales f : E2 — E) sobre X tal que
ff =1idg,
c) Existe un isomorfismo F: By @ E3 — E,.
Demostracién: supongamos que existe §: E3 — FE, tal que g§ = id

7N
. L B, % g
*31 lx; 3
X

é: E\DE; — E,

Definamos

X
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dado por ® = f @ § que es continua pues f y g lo son.
P resulta ser isomorfismo pues
i) ® es monomorfismo. Demostracién: Supongamos que ®(a,c) = 0 en-
tonces f(a) 4+ g(c) = 0 lo que implica que g(f(a) + §(c)) = 0 pero
g(f(a)) = 0 pues es exacta en cada fibra, por lo que gg(c) = ¢ = 0
entonces f(a) = 0 pero f es monomorfismo en cada fibra por lo tanto
a=90
ii) @ es epimorfismo. Demostracién:Sea b € E3 y consideremos b — gg(b) €
E; entonces g(b — gg(b)) = g(b) — ggg(b) = 0 por lo tanto b — gg(b) €
Nucg = imf lo que implica que existe a € E) tal que f(a) = b— jg(b)
Consideremos entonces el siguiente elemento (a,g(b)) € E; @ E;

®(a, g(b) = f(a) + G9(b)
= b~ Gg(b) + gg(b) = b

por lo tanto @ es suprayectiva. _

De esta manera definimos f : E; — E) como pr; o ®~! : E, — By
satisface que f o f(b) = id pues ®(b,0) = f(b) lo que implica que f(f(b)) =
prio @71 o ®(b,0) = pri(6,0) =b. _ _

Supongamos ahora que existe f : E; — Ej tal que ff = idg, entonces
por demostrar que existe

F:El@Eg-——}Eg

donde F es un isomorfismo de haces vectoriales.
Demostracién: si consideramos el siguiente diagrama conmutativo de
haces vectoriales

FI
2 \ B
.E1 [43) E3 —_— El X Eglf
Jr l mX®
A

X — A xX

donde A es la diagonal dada por z +—— (z, )

si definimos F' : E; — E); x Ej continua y w2 de tal manera que hagan
conmutar el diagrama; es decir (71 X 73) o F/ = A o w2 entonces por la
propiedad universal de las identificaciones, existe F' : By — FE, @ E3
continua que hace conmutar los correspondientes triangulos.

50



Sea F' : E; — E) x E3 dada por F'(b) = (F(b),g(b)); F’ es continua,
pues por hipotesis tanto f como g son continuas.
Mis dun (m X 73) o F'(b) = m; x wa(f(b),g(b)) = (mwa(b), 72(b)) = A?I'g(b)

por lo tanto existe F : E; — FE; @ E3 que es continua.
Afirmacién F’ es un isomorfismo en cada fibra

i F' es un epimorfismo.

Supongamos que F'(b) = (f(b), g(b)) = (0,0) entonces g(b) = 0 lo que
implica que existe una a € E) tal que f(a) = b entonces fof(a) = f(b) =0
por lo tanto a = 0 concluyendo asi que b =0

ii) F' es un epimorfismo.

sea (a,c) € Ey x E3 y sea b’ € E tal que g(b') = c y sea b = f(a) +

— f o f(b' entonces F'(b) = (£(b),9(b)) = (ff(a) +¥ — fo f(¥)), 9(f(a) +

— fo f(b'))) Por lo tanto F’ es epimorfismo.

y ademas F'~!(a,c) = f(a)+b — fo f(b') donde b es tal que g(b) = ¢ que es
continua. Como F’ es epimorfismo en cada fibra y F’ es continua entonces
F es isomorfismo.

Definamos § : F3 — Es como la siguiente composicién

3 =1

Es & E®E 5 B

~

§ = F~! o1 es continua yq que F~! es continua e i es continua, pues por la
propiedad universal de las identificaciones

L e S
E1 (<] E3 —— El X E3
1 l -
X L XxX

¢t : E3 — E); ® F3 dada por ¢ = (0¢73,idE,) donde oy es la seccién 0 de 73,

es continua y m X m3 o t(c) = 71 x wa(oows(c), c) == moons(c), m3(c)) =
(73, m3) = A (c) por lo tanto i es continua. asi § definida de esta manera
es continua mds dun g o §(c) = g o (F~1(0,c) = g(b' — ff(¥')) =¢ n
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A.5 PROPOSICION: La sucesién
TM xTM —- TTM -2 TM;}TM

M
”r\‘l'TM/P"l
T™

es una sucesién exacta corta, donde p := (7rp, TT)-
Demostracion: Inmediata de la definicidn. ]

A.6 PROPOSICIONY DEFINICION: Dada 7y : TM — M las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

a) Existe una conexién K en TM

b) Existe un morfismo de haces vectoriales

TM x TM L rTM

P"l\‘ TM/'AI

tal que (7rup, T7pm) o D(z,v) = (z,v) (z,v) €ETM % ™™

T’ se lama funcion de Christoffel.

c) M : TTM — TM es la suma directa de haces 74, : T TM —
TMy 8y : T"'TM — TM lamadas su parte vertical y su parte
horizontaltales quei : TM ;(4 TM2T*TMyp:Th'TM = TAf 1>v<1 TM,

T*TM = imiy T"TM =imI. =

Sea M es una variedad Riemaniana con conexién K, ¢: I — M una
curva en M, y V un campo vectorial a lo largo de la curva c.

A.7 DEFINICION: Sea 74 : TM — M el haz tangente. Definimos

\Y%
pri X(e) — X(c)
donde X denota el conjunto de campos vectoriales a lo largo de la curva ¢

como
vv ,
Vi— = KoV
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%TV se llama derivada covariante del campo V a lo largo de ¢

™M S TM™

1 l
Y M ™ M

vvVv

d

- es lineal, y es una derivacién.[Klin 1.5.12]
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