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INTRODUCCIÓN 

SOBRE LA EXISTENCIA DE GEODÉSICAS CERRADAS 

Dado un espacio euclidiano R n es bien sabido que la distancia más 
corta entre dos puntos es la línea recta, en la esfera S 2 C R3 la distant:<ia 
más corta entre dos puntos cercanos es el segmento de círculo máximo que 
los une. 

En general, una geodésica en una variedad Riemanniana, es una curva 
que minimiza la distancia entre dos puntos \cercanos. De esta manera las 
geodésicas en R n son las líneas rectas y en la n-esfera las geodésicas son los 
círculos máximos. Las geodésicas cerradas son precisamente aquellas que 
son difeomorfas al círculo. 

El problema de la existencia de geodésicas cerradas en variedades Rie­
mannianas ha sido objeto de numerosos estudios desde fines del siglo pasado. 
En 1898 Hadamard demostró que toda curva cerrada, no homotópicamente 
trivial, se puede deformar en una geodésica. Él mismo probó también que 
una variedad Riemanniana completa simplemente conexa,. de dimensión n, 
con curvatura secciona! J( :5 O es difeomorfa a R n, lo que implica que 



en tales variedades no existen geodésicas cerradas. Después a princ1p10s 
de siglo, Birkhoff y Morse por un lado y Liusternik y Schnirelmann por 
otro, desarrollaron métodos poderosos para atacar este problema. En 1927, 
Birkhoff demostró la existencia de una geodésica cerrada para cualquier 
métrica en la n-csfera, y en 1951 Liusternik y Fet probaron que toda var­
iedad Riemanniana compacta tiene al menos una geodésica cerrada. En esta 
tesis probaremos precisamente este resultado usando métodos variacionales. 

Las geodésicas resultarán precisamente los puntos críticos de la función 
energía, la cual está definida en un espacio de lazos de la variedad M, es 
decir, si encontramos puntos críticos de la función energía encontraremos 
geodésicas cerradas (Cap. 3). 

Para este hecho es necesario que la función energía sea diferenciable, 
para lo cual es indispensable dotar al espacio de lazos en NI de una es­
tructura de variedad diferenciable de Hilbert, más aún darle una métrica 
Riemanniana (Cap. 2). 

Una vez traducido el problema a uno variacional, el objetivo es probar 
que realmente en una variedad Riemanniana compacta la energía tiene un 
punto crítico (Cap. 4) y esto se hace encontrando un elemento no trivial en 
la clase de homotopía de la pareja de lazos en M y puntos en M, todo esto 
usando fuertemente el teorema de deformación y la condición de Palais­
Smale (Cap. 3). 



CAPÍTULO 1 

NOCIONES BÁSICAS 

1.1 DEFINICIÓN: Sea H un espacio vectorial sobre el campo,de los números 
reales R. La función S : H x H --+ R es un producto escalar si para todo 
f,g,h EH y a E R se tiene que: 

i) S(f, g + h) = S(f, g) + S(f, h) 

ii) S(f, ag) = aS(f, g) 

iii) S(f,g) = S(g,h) 

iv) S(f, f) ~ O 

v) S(f,f) >O sif #O 

1.2 DEFINICIÓN: Una función P : H --+ R se llama norma en H si para 
todo f, g E H y a E K tenemos que: 
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i) P(J) ~O 
ii) P(af) = jajP(f) 

iii) P(J + g) $ P(f) + P(g) (desigualdad del triángulo) 
iv) P(J) > O si J =/= O 

1.3 Observación: Si Ses un producto escalar en H entonces P(f) = (S(f, J))f 
define una norma en H. 

Denotaremos con <,>un producto escalar S y con 11 11 una norma_ 

EJEMPLOS: 
Consideremos el conjunto.C00 (J, Rn) de curvas e: I =[O, 1]--+ Rn de 

clase C 00 en el espacio euclidiano u-dimensional. Definimos las siguientes 
normas: 

A) Consideremos la función: 

llclloo = sup jc(t)i 
IE/ 

Esta es una norma en C 00 (I,Rn) ya que: 
i) llclloo ~O puesto que jc(t)i ~O para toda t E I 
ii) llaclloo = sup jac(t)i = sup jajjc(t)j 

tEI tEI 

= jaj sup jc(t)l = laillclloo 
tEI 

iii) lic1 + c2lloo = sup lc1(t) + c2(t)j $ sup ic1(t)i + lc2(t)i 
te/ tEI 

$ sup lc1(t)i + sup lc2(t)I 
tEI IE/ 

= llc1lloo + 1ic21ioo 
iv) llclloo > O si t #O pues jc(t)i > O si t #O 

B) Otra norma en C 00 (I,Rn) es la norma llcllo obtenida del siguiente pro­
ducto escalar: 

< c,c1 >0 = ¡ < c(t),c1(t) > dt 

IJ· 
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donde <, > denota el producto escalar usual en R n. <,>o es, en efecto, un 
producto escalar pues cumple: 

i) < c1,c2 + C3 >o=¡< c1(t),c2(t) + c3(t) > dt 

.= ¡ < C¡ (t), C2(t) > dt + ¡ < C1 (t), C3(t) > dt 

= < c¡,c2 >o+< c1,c2 > 0 

ii) < c1,Cl'C2 >o=¡< c1(t),Cl'c2(t) > dt = Cl' ¡ < c1(t),c2(t) > dt 

= Cl'< c1,c2 > 0 

iii) <e¡, c2 >o = < c2, c1 > 0 
iv) < c,c > 0 ~O pues llc(t)ll2 ~O 
v) <c,c>0 >0sic:¡t:O 

por lo tanto <,>o es un producto escalar. 

C) Y por último consideremos la norma llcll 1 obtenida del siguiente producto 
escalar: 

< c,c1 > 1 =< c(O),c1(0) > + < c',ci >o 

donde<,> es el producto escalar usual en R y e' es la derivada de c. <, > 1 
es un producto escalar, pues cumple: 

i) < c1,c2 + c3 > 1 =< c1(D),c2(D) + c3(0) >+<e~, (c2 +e~)' > 0 

=< c1 (0), c2(0) > + < c1 (0), C3(0) > 

' ' ' ' + < c1,e:i >o+< c1,c;~ >o 
= < C¡,C2 >1 + < C1,C3 >1 

ii) < c1,Cl'c2 > 1 =< c1(0),Cl'c2(D) > +< c~,(Cl'c2)' > 0 

= Cl' < c1(D),c2(D) > +Cl'< c~,c~ > 0 

= Cl'< C1,c2 >1 
iii) < c¡,c2 > 1 =< c1(D),c2(0) > +< ci,~ > 0 

=< c2(D), c1 (t) > +< e~, e~ > 0 = < c2, c1 > 1 
iv) < c,c1 > 1 ~O pues< c(O),c1(0) >~O y< c',c~ > 1 ~O 
v) <e, c1 > 1 > O si e, c1 :¡t: O por lo mismo. 

Por lo tanto <, > 1 es también un producto escalar. 
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1.4 DEFINICIÓN: Si H es un espacio vectorial y <, > es un producto 
escalar en H, entonces diremos que la pareja (H, <, >) es un espacio pre­
Hilbert o un espacio vectorial con producto escalar. Si 1/ 11 es una norma 
en H entonces llamaremos a la pareja (H, 11 11) espacio normado. Por la 
observación 1.3, la norma 11111 =< 1, 1 > ! está definida de manera natural 
en un espacio pre-Hilbert, y de esta forma todo espacio pre-Hilbert es un 
espacio normado. 

1.5 DEFINICIÓN: Sea (H, 1111) un espacio normado. Una sucesión (in) en 
B se dice que converge si existe un 1 E H tal que l/1n - 111 ~ O cuando 
n ~ oo, es decir, si dado E > O existe una N E N tal que, para toda n > .N, 
llfn - Jll < €. Esto se denotará por 1 = lim1n, 1n ~ f o ll1n - fil ~ O. 
Nosotros diremos que una sucesión Un) en un espacio normado (H, 11 11) es 
una sucesión de Cauchy si para cada E > O existe una n 0 E N tal que para 
n,m ~ n 0 con n,m EN, se cumple que ll1n -1mll $E. 

1.6 DEFINICIÓN: Un espacio normado (H, 11 ID se dice que es completo si 
toda sucesión de Cauchy converge. Un espacio normado completo se llama 
espacio de Banach. Un espacio pre-Hilbert completo se llama espacio de 
Hilbert. 

EJEMPLOS: 
Los espacios Lp = {f: I--+ Rnl ll!llLp < oo} son espacios de Banach 

[Rudin 3.6., 3.11.] con la norma asociada: 

11111 
= { supeslf(t)I, 

Lp (f IJIPdµ);' 
si p = oo; 
si Ü $ p <OO. 

donde supes es el supremo esencial de f, es decir, el menor número M 
tal que 11 l $ M casi dondequiera. El espacio L2 es un espacio de Hilbert 
[Rudin 3.11.]. 

1.7 TEOREMA: Un espacio de Banach H puede ser convertido en un espacio 
de Hilbert con la misma ·norma si y sólo si se cumple la identidad del 

I)· 
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paralelogramo [Heuser 57.1] 

1.8 DEFINICIÓN: H un espacio normado completo es la completación del 
espacio normado E, si y sólo si E es isomorfo a un subespacio denso de H. 

1.9 PROPOSICIÓN: Todo espacio norrnaclo (pre-Hilbert) tiene una única 
cornpletación a un espacio ele Banach (resp. Hilbert) [Heuser 12.1]. -

1.10 DEFINICIÓN: Sea Cº((Rn) el conjunto de curvas continuas c: I-+ 
Rn donde I =[O, 1] y Rn es el espacio euclideano n-dimensional. 

1.11 PROPOSICIÓN: Cº(I,Rn) es la cornpletación del espacio C 00 (I,R_n) 
con respecto a la norma llcllc:o· 
Demostración: 

1) Por demostrar que Cº(I, Rn) es completo. Sea {Cn}f suces10n de 
Cauchy en Cº(I, Rn), entonces para toda€ > O existe una N(E) tal que 
n, m ~ N(e), llCn(t) - Cm(t)lloo = sup1e1 ICn(t) - Cm(t)I < €para toda 
t E J, lo que implica que {Cn(t)} es una sucesión de Cauchy en Rn. 

Sea C(t) = lirnn--+oo Cn(t), entonces p~a toda € > O existe N(e) tal 
que sin~ N(e) tenernos ICn(t) - C(t)I <E, para toda t E J, por lo que 

. sup ICn(t) - C(t)I < € 
lE/ 

Entonces llCn(t)- C(t)l100 <e, pero la norma llCll 00 es la norma uniforme, 
es decir, si llCn(t)-C(t)lloo-+ O tenernos que Cn(t) -+ C(t) cuando n-+ oo 
uniformente, pero corno Cn(t) es una sucesión de funciones continuas y 
Cn(t) -+ C(t) cuando n -+ oo uniformemente, entonces C(t) es continua, 
por lo tanto, C(t) E Cº(J, Rn) y Cº(I, R n) es completo. 
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2) Por demostrar que C 00 (I,Rn) es denso en Cº(I,R"). Por el teorema 
ele aproximación de \Vciestrass si f es una función continua en un inter­
valo compacto de R y con valores en R entonces f se puede aproximar 
uniformemente por polinomios. Como en particular los polinomios son di­
fcrenciables entonces tenemos que f : (O, 1] --+ R puede ser aproximada 
por funciones diferenciablcs. Entonces, dada una función f: (O, 1] --+ R 11 

continua J(x) = (/1(x),h(x), ... ,f11 (x)) podemos encontrar funciones f;k: 
[O, 1] -+ R f;k difcrenciables tales que f;k -+ f; uniformemente, i = 1, ... n. 
De tal forma que 

Y1 =(Ji,, ... fn,) 

Y2 =(Ji,, ... f n.) 

Yk =CJ1k' ···fnk) 

{gk}f:.1 converga uniformemente a f. por lo tanto C 00 (I, Rn) es denso en 
Cº(J,R11

). • 

1.12 DEFINICIÓN: Consideremos el espacio de Hilbert L 2 (I, R ") = H 0 (I, R") 
de los mapeos cuadrado integrables, es decir, el conjunto de funciones 
>. : I --+ Rn tales que f0

1 j>.(t)j2 dt < =· Entonces su producto interior 
y su norma 

< p, >. >o= fo1 

< p(t), >.(t) > dt 

llPll~ =< p,p > 
con >.,p E H 0 (I, Rn) extienden a los definidos en el ejemplo B. 

1.13 PROPOSICIÓN: H0 (I,Rn) es la completación de C 00 (J,Rn) con la 
norma 11 llo del ejemplo B. 
Demostración: Ho(I, Rn) = L 2 (I, Rn) es completo (Rudin 3.11.], por lo que 
es suficiente probar que C 00 (J, Rn) es denso en H0 (I, R n) con la norma 11 llo· 
Para probar esto son necesarios los siguientes lemas. 

1.14 LEMA: Cº(I,Rn) es denso en L~c(I,Rn) donde L~c(I,Rn) es el 

o· 
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conjunto de las funciones g E L 2 ( I, Rn) tal que g está acotada. 
Demostración: 
Seag E L~c(l,Rn) entonces g E L2(/,Rn) y lgl ::=; M. Entonces para 
toda E > O existe una función h : I --+ R" continua, tal que lg- hl < e:, 
salvo en S C (O, 1] y µ(S) <e:, S = {x E I: lg(x)-h(x)I ?: e:} (Royden]. 
Consideremos entonces 

llg - hlli. = r lg - hl 2dx + f, ¡g - hl 2 dx ls 1-S 

:::; 2M2 µ(S) + c:2 µ(!) 

< 2Jvf2
E + E2 

(por ser h continua en un compacto, h es acotada, podemos suponer 
entonces sin perdida de generalidad que esta acotada por M). Por lo 
tanto Cº(I, R") es denso en L~c(I, R"). • 

1.15LEMA: L~c(l,R") es denso en L2(/,R") = Ho(I,R") 
Demostración: Bastará probar la afirmacion para n = 1 
Sea g E L 2 (/, R) por demostrar que existe hm E L~c(I, R) tal que 
llhm - 9llL, -+O si m-+ oo. Sea 

{

g(t) si lg(t)I:::; m 
hm = m si g(t) ?: m 

-m si g(t) $ -m 

entonces hm E Lac(I, R), hm(x) -+ g(x) cuando m -+ oo para cada 
t E I y llhmllL, $ ll9llL, Por el teorema de la convergencia dominada 
(Royden 11.3.16.] llhm - 9llL, -+ O cuando m -+ oo. Por lo tanto 
L~c(l,R") es denso en L2(/,R") = Ho(l,R"). • 

Por la· proposición 1.11 tenemos que C"' ( I, R") es denso en Cº ( I, R ~) 
entonces por los lemas anteriores podemos concluir que C"'(l, R") es denso 
en H 0 (J,R") • 
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1.16 DEFINICIÓN: Un mapeo p : I -+ Rn es llamado absolutamente 
continuo si p' existe casi donde quiera y si está en L 1 ( I, R n) (es decir, 
fo1 

jp'(t)ldt < 00 ). 

1.17 Observación: La desigualdad de Schwarz (Royden 3.5] afirma que 
11! Yll L, :5 llf 11 L, llYl!L 2 donde 11 11 L., 11 11 L2 son las normas de Li y L2 
respectivamente, por lo que ll!llL, $ ll!llL, y por lo tanto Ho(I, Rn) = 
L2(I,Rn) e Li(I, Rn). 

1.18 DEFINICIÓN: H1 ( I, R n) es. el conjunto de las curvas a : I -+ R n, 
a absolutamente continua, tal que a' E H0 (I, Rn), y se llama espacio de 
Sobolev. 

1.19 PROPOSICIÓN: H 1(I,Rn) es un espacio de Hilbert con el producto 
interior 

< .X,a >i=< .X(O),a(O) > + < .X'(t),a'(t) >o. 

Para la demostración de esta proposición es necesario el siguiente Lema.' 
1.20 Lema: Si (E,<, >E) y (F, <, >F) son dos espacios de Hilbert 
entonces E EB F es un espacio de Hilbert. 
Demostración: 
Consideremos 11 llE, 11 llF las normas asociadas a los productos interiores 
correspondientes, y sea 

Por demostrar que 11 llE(f)F es norma. 
i) 11(!,g)llE(f)F;::: O pues 11!11~;::: O y llYll~;::: O 
iv) 11(!,g)llE(f)F =O lo que implica llJll~+llYll~ =O por lo que 11!11~ =O 
Y 11911~ = O, Y por lo tanto f = O y g = O 

o· 
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iii)ll(J1,91) + (/2,92)llE$F = Vllfi + /211~ + 1191+9211~ 

$ 11'111~ + llhll~ + 110111~ + 110211~ 

$ 11'111~ + 110111~ + llhll~ + 110211~ 

= ll(fi,9i)llE$F + ll(f2,92)llE$F 

ii)lla(J, o)llEEllF = Jllaflli; + llaoll~ 

= Jallflli; + alloll~ 
= !al 11/11~ + lloll} 

= lall!(f,9)llE$F 
Por lo tanto E E9 F es un espacio normado. 
Por demostrar que E EB F es completo. 
Sea{/ n, 9n}~1 una sucesión de Cau~y en E EB F, entonces para toda 
E > O existe N E N tal que si n, m ~ N entonces: 

y 

por lo que 

Vllfn - fmll~ + ll9n - 9mll~ <E, 

lo que implica llfn - /mili: <E y llon - 9mll~ < €. Por lo tanto, fn y 
9n son sucesiones de Cauchy en E y F respectivamente, y como E y F 
son espacios de Hilbert, entonces fn -t f en E y 9n -t 9 en F lo que 
implica que 

(in,9n) -t (J,9) en E E9 F 
por lo tanto E E9 F es completo. Más aún, 

1!(!1,91) + (F2,92)lli:EllF + ll(fi,91) - (/2,92)lli:EllF = 

= ll!i + hll~ + 1101+0211~ + 11'1 - hlli: + 1191 - 9211} 

= 2(llfilli: + 119111}) + 2(11hlli: + 110211}) 

= 2llfi,g1lli:EllF + 2llf2.021li:EllF 
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por lo que la identidad del paralelogramo se satisface, entonces E E9 F 
es un espacio de Hilbert. • 

Ahora sí, continuemos con la demostración de la proposición 1.16. Conside­
remos la siguiente función cp 

>. -+ (>.(O),>.') 

Sea 

(p,a) 1-+ ~ 

donde 

>.(t) = p + ¡t u(s)ds 

>. es tal que >.(O) = p y >.'(t) = a(t), más aún, esta curva es absolutamente 
continua y su derivada>.'= u E H0 (1,Rn), por lo que>. E H 1 (I,Rn) y 
cpt/; = identidad. Además t/J<p = identidad y t/; es claramente continua, 
por lo tanto tenemos que H1(I, Rn) es isomorfo al espacio de Hilbert Rn E9 
H 0 (I, Rn), lo que implica que H 1(I, Rn) es un espacio de Hilbert. • 

1.21 PROPOSICIÓN: Hl(I,Rn) es la completación de C 00 (I,Rn) con la 
norma 11111· 
Demostración: 

Por la proposición anterior Hl(I, Rn) es completo. Entonces solo queda 
probar que C 00 (I, Rn) es denso en Hl(I, Rn) con la norma 11 111· 

Sea e E H 1(I, Rn) entonces ces absolutamente continua y e' E H 0 (I, Rn) 
pero por la proposición 1.13 tenemos que C 00 (I, Rn) es denso en H 0 (I, Rn), 
por lo tanto existe fn E C 00 (I, Rn) tal que llJ n - c'llo-+ O. 

Sea 

Yn(t) = Lt fn(s)ds + c(O) 
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entonces Yn E C 00(l,Rn) y ademas 

lle- Ynll~ =< e(O) - Yn(O),e(O) - Yn(O) >+<e' - g~,c' - g~ >o 
=lle' - 9~111. --+O 

1.22 TEOREMA( desigualdad de Sobolev): Si a esta en H 1(I, Rn) entonces: 

Demostración: 

lla(t) - a(s)ll 5 lt - si! lla'llo 

5 lt - si! llalh 

Sea x la función característica del intervalo [s, t], entonces 

llxllL = fo1 

x2 (t)dt = ¡1 

1dt = lt - si 

y además, 

lla(t) - a(s)ll = 11 Js a'(x)dxll = 1111 

x(x)a'(x)dxll 

por la desigualdad de Schwarz Cllf YllL, 5 llfllL, llYllL.), por lo que 

lla(t) - ~(s)ll:::; <11 

x(x)2 dx)!(1
1 

(a'(x)) 2 dx)t' 

lo que implica lla(s) - a(t)ll 5 lt- sl!lla'llo· 
Por otro lado, 

J_ J_ 

lla'llo =< a'(t),a'(t) >J5 (< a(O),a(O) > + < a'(t),a'(t) >o)•= llalli 

y por lo tanto 
lla(t) - a(s)ll 5 lt- sltllalh 
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• 

1.23 COROLARIO: llalloo $ 2llall1 
Demostración: 

lla(O) 11 $ llall 1 

lla(t)ll $ lla(O)ll + lla(t) - a(O)ll 

$ lla(O)ll + ltl! llalli 

$ llall1 + ¡t¡! llall1 

$ 2llall1 

y, por lo tanto, sup1e1 lla(t)ll $ 2llall1· • 

1.24 TEOREMA: Las inclusiones de H 1(I, Rn) en Cº(J, Rn) y de Cº(I, Rn) 
en Ho(I,Rn) son continuas. Más aún, estas inclusiones son compactas, es 
decir, si S C H 1(I, Rn) es acotado, entonces CL(S) la cerradura de S 
en Cº(I,Rn) es compacta y, análogamente, si Se Cº(I,Rn) es acotado 
entonces CL(S) es compacto en H0 (I, Rn). 
Demostración: 

H 1(I, Rn) C Cº(I, Rn) pues toda curva absolutamente continua es 
continua. Y la inclusión es continua por el corolario anterior ya que llall 00 $ 
2llal!i- Por otra parte, Cº(I, Rn) e Ho(I, Rn) pues si a E Cº(I, Rn) enton­
ces la imagen de a, ima(t), es compacta pues la imagen continua de com­
pactos es compacta, por lo que {lla(t)ll}es acotado y entonces f0

1 llall 2dt < 
oo, es decir, es de cuadrado integrable. Por lo tanto a E H 0 (I,Rn) y la 
inclusión es continua pues ll~llo $ ll~lloo· 

Demostraremos ahora que la primera inclusión es compacta. Sea S C 
H1 (I, Rn), (S, 11 lit) acotado, entonces por el corolario anterior 
Ses 111100 acotado. Demostraremos ahora que Ses equicontinuo, es decir, 
que para toda€> O existe una 6(€) >O tal que si lt - si < 6(€) entonces 
lla(t) - a(s)ll <€para toda a E S. 
Sea€> O como Ses acotado entonces existe M >O tal que llalli < M para 
toda a ES, por la desigualdad de Sobolev lla(t) - a(s)ll $ lt- sl!llall1 $ 

12 



lt-s¡! M entonces, sea 6 = (,& )2 , lo que implica lla(t)-a(s)ll ::; lt-sl ! M::; 
(( M )2 )! M <e, por lo tanto Ses equicontinuo. 
Por el Teorema de Arzela-Ascoli tenemos que toda sucesión en S tiene una 
subsucesión convergente en S si y sólo si C L( S) es compacto por suce­
siones, si y sólo si CL(S) es compacto (por estar en espacios métricos). 
Análogamente se prueba que la inclusión de Cº(J, Rn) en Ho(I, Rn) es 
compacta. • 
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CAPÍTULO 2 

LAVARIEDAD DE H 1-CURVAS 

Sea M una variedad lliemaniana. 

2.1 DEFINICIÓN: Denotaremos por C 00 (I, M) el conjunto de curvas difer­
enciables e : I --+ M. 

Por Cº(I, M) el espacio de curvas continuas e : I --+ M junto con la 
métrica d 00 (c,ci) = sup1erdM(c(t),c1(t)) donde dM(c(t),c1(t)) es la dis­
tancia definida en M [Doc VII, 2.5], es decir, el ínfimo de las longitudes de 
todas las curvas en M que unen a c(t) con c1(t). 

Una curva e: I--+ Mes llamada H 1-curva, si para cada carta (u, M') 
de M, I' = c-1(M') el mapeo u o e: I'--+ Rn está en H 1{I, Rn). 

2.2 PROPOSICIÓN: La definición de la Hi-curva no depende de la elección 
de la carta: 
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Sea e : I --+ M una H 1 -curva y sea (u, M') una carta de M tal que 
u oc : I --+ Rn esté en H 1(I, Rn), sea (u', M") otra carta de M tal 
que M' n M" = W =/= 0. Sabemos entonces, que existe un difeomorfismo 
</>: u(W) e Rn--+ u'(W) e Rn por lo que</> o (u oc): I -4 an está en 
L2 pues </l(u o c(t))(u o c)'(t) existe casi donde quiera y f0

1 l</>'(u o c(t))(u o 
c)'(t)l 2dt < oo ya que (u oc)' está en L 1 (I, Rn) y </>'(u o c(t)) es continua en 
un compacto. 

2.3 DEFINICIÓN: Definimos a H 1(I,M) como el conjunto de H 1-curvas 
e: I--+ M. Y de manera análoga, definimos Ho(I, M) como el conjunto 
de curvas e : I --+ M tal que para cada carta (u, M') de M u o e : I' := 
c 1 (M') -4 Rn esta en Ho(I,M) 

2.4 Observación: Tenemos las siguientes inclusiones canónicas. 

CCXJ(I,M) ~ H1(I,M) ~ Cº(I,M) 

2.5 PROPOSICIÓN: CCXJ(I, M) es un subespacio denso del espacio métrico 
completo (Cº(I, M), 11 llCXJ) 
Demostración: 
Una curva e E Cº(I, lvl) puede ser cubierta por un numero finito de cartas 
ya que I es compacto y e es continua, entonces para carta (u, M'), u o clI' 
es aproximable por una curva a E CCXJ(/',Rn), I' = c-1 (u), véase 1.11. 
Es decir e es aproximable por una curva "Y que es diferenciable por partes 
ya que puede ser que 'Y no sea diferenciable en la intersección de las cartas. 
Supongamos que "Y no es diferenciable en t 1 , sea (u1 ,M") una carta que 
contenga a "Y(ti) entonces u1 (7) es continua. Por medio de una convolución 
[Rudin 8.14] podemos aproximar a u1 ("Y) por una curva diferenciable de tal 
forma que coincida con u1(7) en toda t it (u1("1(t1)) - €, u1("Y(t1)) +€)de 
esta forma e es aproximable por una curva diferenciable. • 

El propósito de este capítulo es probar el siguiente teorema: 
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2.6 TEOREMA: H 1(I,M) es una variedad (diferenciable) de Hilbert. 

Para la demostración resultará conveniente emplear el lenguaje de 
haces fibrados. 
2.7 DEFINICIÓN: Sean F, E, B variedades diferenciables y sea 7r: E-+ B 
un mapeo diferenciable, (F, E, B, 7r) se llama haz fibrado diferenciable si ex­
iste una cubierta {Ua}aeA de By para cada a es A existe un difeomorfismo 
«I>a: Ua X F-+ 7r-1 (Ua) tal que el siguiente diagrama conmuta: 

Ua x F ~ 7r-1(Ua) 
~I LrJU0 

---....,. Ua 

F es llamado la fibra, E es llamado espacio total, B es llamado espacio base. 

Un morfismo de haces fibrados diferenciables es una pareja de funciones 
f, g, con f: B'-+ B,g: E'-+ E, tal que el siguiente diagrama conmuta 

y tal que (7r')- 1{b'}-+ 7r- 1 {/(b')} es un difeomorfismo para toda b' en B'. 
Dado un haz fibrado diferenciable (F, E, B, 7r), un mapeo diferenciable 

a : B --+E es llamado sección, si 7r(a(b)) = b para toda b E B. Un haz 
(F, E, B, 7r) es un haz trivial si existe un isomorfismo de haces</>: FxB-+ B 
sobre la identidad de B. 

El haz inducido (F*,j*E,B*,7r*E) de (F,E,B,7r) por f: B* -+ B 
está dado por f*E = {(b,e) E B* X Elf(b) = 7r(e)} donde 7r*E(b,e) = b 
para toda b, e E /*E, y el siguiente diagrama conmuta 

/*E* 
J,..•E 
B* 

----+ E 
l,.. 

_..!__. B 
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Análogamente un haz vectorial diferenciable es un haz fibrado (V, E, B, 7r) 
cuya fibra es un espacio vectorial y tal que las funciones cl>o son lineales en 
cada fibra. 

Cuando no se preste a confusión denotaremos un haz sólamente por 7r 
especificando a que tipo de haz se refiera. 

2.8 DEFINICIÓN: Sea e E C 00 (I, M) y consideremos el haz tangente sobre 
M y el haz inducido por e : I --+ M 

c*TM --+ TM 
!e• r !r 

I --=-. M 

denotaremos por Te:= c*T y por V,,:= c*TM. Te: Ve --+ I se llama el haz 
tangente a lo largo de la curva c. 

2.9 PROPOSICIÓNY DEFINICIONES: 
i) El conjunto de secciones diferenciables de Te es un espacio vectorial que 

denotaremos por C 00 (Te) 
ii) La métrica Riemanniana <, >M de M induce en C 00 (Te): 

a) La norma ll{lloo = SUP1el j{(t)IM 
b) El producto escalar < {, r¡ >o= ]0

1 < {(t), r¡(t) > M dt 
c) El producto escalar < {, r¡ >1 =< {(O), r¡(O) > M + < ft{, dt 1/ >o 

donde f, denota la derivada covariante. 
Las normas derivadas de los productos escalares <, >o <, > 1 se deno­
tan por 11 llo Y 11111· 

iii) Las completaciones de C 00 (Te) con respecto a las normas 11 llo , 11111 , 1111 oo 
seran denotadas por Ho( Te), H 1 (Te) y Cº( Te) respectivamente. 

Demostración: La demostración es análoga a la de los ejemplos del capítulo 
l. • 

2.10 PROPOSICIÓN: Existe un isomorfismo C 00 (Te) ,...... C 00 (I, Rn) que 
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induce isometrías 
Cº(rc) ~ Cº(I, Rn) 

Ho(rc) ~ Ho(I, Rn) 

H1(rc) ~ H1(I, Rn) 

Demostración: Sea {X;li = 1, ... ,n} un marco ortonormal difernciable a lo 
largo de una curva c, es decir X;(c(t)) i = 1, ... , n es una base ortonormal de 
Tc(t)M para cada t [Klin 1.4.4]. Podemos pensar a cada X; como la sección 
t 1--+ X;(c(t)) de Te. Entonces cada X E C 00(rc) tiene una expresión unica 

X=Ex;X; 

donde x; : I--+ Res diferenciable, i = i, ... , n 
Definimos entonces 

0: C 00 (rc)--+ C00 (I,Rn) 

X t--> (x1, ... ,xn) 

1) 0 resulta ser biyectiva, pues para cada curva c: I--+ Rn c = (c1, ... ,en) 
e-1(c) = L:c;X;, más áun 0 es lineal, por consiguiente 0 es un isomorfismo 
de espacios vectoriales. 
2) 0 es una isometríaen cada una de las normas ll lloo, 11 llo y 11111· Pues para 
cada t E I 0 manda {X;(c(t))} i = 1, ... nen {e;(t)} la base estandar de Rn, 
lo que implica que ll0X(c(t))ll = llX(c(t))llM para todo t E I y por lo tanto 
ll0Xlloo = llXlloo, < ex, eY >o=< X, Y >o y < ex, eY >1 =< X, Y >1 

• 

2.11 PROPOSICIÓN: Sea B€ e an la bola abierta de radio e y centro en 
O. Entonces 

H1(I, B€) := {c E H1(I,Rn)ic(t) E B€ para toda t E I} 

es abierto en H 1(I,Rn). 
Demostración: 

Sea a E H 1 (I, B€) entonces a es una curva continua en I, por lo que 
a(I) es compacto. 

18 



Más aún A:= an - B, es cerrado. Sea D = d(A,a~/))Rn $ ~ 
definamos 
We = {17: seccion de Te con 1177 - ull1 < 6}. Tomemos 77 E We esto implica 
que 1111 - ull1 < 6 

sup l11(t) - u(t)I = 11 77 - ulloo 
tE/ 2 

$ 1177 - ulh 
<6 

Lo que implica que 77(t) E B, para toda t E I entonces We E "H1(J, B,) • 

Consideremos el haz trivial 1íM : IxM--+ I, y sea H1{1íM) el conjunto 
de secciones u : I --+ I x M de 1íM tales que pr2 o u E H 1(I, M), donde 
pr2 : I x M --+ M és la proyección en la segunda entrada. Entonces, la 
composición con pr2 da una biyección natural 

A continuación construiremos un atlas diferenciable pq.ra H 1 ( 1í M) mode­
lado en H1(I,Rn) = H1(7ían). 

Sea e E C 00 (I, M). Sea E> o tal que €XPc(t)IB.(O) es un difeomorfismo 
sobre su imagen, para toda t E I. Aquí B,(O) denota la bola abierta de 
radio E y centro en O en Te(t)M. Tal E >O existe porque I es compacto y 
existe para cada t E I. [Doc III,3. 7] 

Sea 

y sea 

Ue = {v E Yc: llvllM <E} 

<{)e : Ue --+ I X M 

<pe(v) := (re(v),expe(rc(v))(v)) 

2.12 PROPOSICIÓN: <pe es un difeomorfismo de haces fibrados sobre su 
imagen. 
La demostración es inmediata de la definición • 
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Sea H1(re, Ue) :={a E H1(re)la(t) E Ue para toda t E J}. Entonces 
H 1(re,Ue) corresponde a H1(J,B,) bajo la isometría de 2.10 y por 2.11 es 
abierto en H1(re) ~ H1(I, Rn). 

La composición por la izquierda con 'Pe define-una función 

a f--+ 'PeO' 

<)e es inyectiva, ya que 'Pe lo es. 

2.13 TEOREMA: 

Es un atlas diferenciable para H 1(irM) = H 1(I, M) modelado en H 1(I, Rn), 
es decir 

i) H1(I,M) =: H1(irM) = U«Pe(H1(re,Ue)) 
ii) «P~1 <)e,: <)~1 <)e2 (H1(Te.,Ue2 ))--+ H1(re.,Uc2 ) 

es diferenciable. 
Demostración: 

i) Sea e E H 1 (I, M). Como e es continua en un compacto, se sigue de 
[Doc 111,3. 7] que existe e > O tal que si p E M y d00 (p, e( t)) < e para alguna 
t E J, entonces expplB.(O) es un difeomorfismo sobre su imagen. Por 2.5 
existe una curva e E C 00 (I,M) tal que doo(c(t),c(t)) <e para toda t E J. 
Por lo tanto; usando esta e para definir Uc. tenemos que (t,c(t)) está en la 
imagen de <.pe. : Uc. __. I x M para cada t E J. Esto define un elemento 
a E H1(rc, Uc.) tal que 'Peª= c. 

ii) Se sigue del siguiente lema y del hecho de que 

<)~1 <Pe, l<);,1<) e2 (H1 ( Te2 , Ue2 )) 

es la función inducida por 
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que es un modismo diferenciable de haces. • 

2.14 LEMA: Sea U e I x Rn abierto y <p : U --> I x Rm una función 
diferenciable sobre I, es decir, ip(t,x) = (t,cp1(x)) con cp : U - Rm 
diferenciable. Entonces las funciones inducidas por <p: 

Son diferenciables, donde Cº(U) ={a E C 0 (1l"Rn): a(t) E U para toda t E 
J} yH1(U) =Cº(U)nH1(1l"Rn). 
Demostración: 

a) Sea D<I>º : Cº(U) --+ .C(Cº(1l"Rn ), C 0 (1l"Rn )) dada por (D<I>º(u)()(t) = 
(t,Dcp1(u(t))((t)) donde u: I--+ U y ( : I--> Rn son continuas. (Aquí 
estamos identificando a Cº(1l"Rn) con Cº(I, Rn)). Existe t 0 E I tal que 

ll<I>º(u. + () - <I>0 (u) - D<I>0 (u)(lloo 

IKlloo 
< l<P10 (u(to) -((to)) - <P1 0 (u(to)) - Dcp10 (u(to))((to)I--+ 

0 
- l((to)I 

si ll(lloo --+ O. 
por lo tanto D<I>º es la derivada de <I>º. 
De manera analoga se hace para <1> 1 • 

·De las proposiciones anteriores se sigue que {Üc, 4>c} es un atlas para H1 (I, M) 
modelado en el espacio de Hilbert H 1(I,Rn) [Klin 1.1.2], con lo que queda 
demostrado el teorema 2.5. 
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EL HAZ TANGENTE A H1(I,M) 

2.15 Sea xr(I, M) ={~E Hr(I,TM)lrM~ E H1(I,M)} r =O, 1 el conjunto 
los Hr-campos vectoriales a lo largo de las H1-curvas en M. Recordemos 
(véase apéndice) que la conexión Riemaniana K de M permite expresar a 
TT M ---. T M como la suma directa de sus partes "vertical" y "horizon­
tal" ,es decir K escinde a la sucesión exacta de haces vectoriales 

K r 

~~ 
TM x TM -2...+ TTM __!!__. TM x TM 

M M 

pr1-------. !rTM ----------P'l 
TM 

Expresando a la derivada d expc : TT M ----> T M en términos de esta 
descomposición, definimos 

dv expc := dexpcoi: TM X TM--. TA1 
M 

Usaremos la notación 

d~ expc := dv expc i{~} X TcM: TcM __. Texpc ¡;M 

d~ expc := dh expc 1{0 X TcM: TcM __. Tcxpc eM 

2.16 PROPOSICIÓN: 
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{ 1--+ TM{ 

es un haz vectorial con fibra Hr(I,Rn) donde n es la dimensión de M y 
r =O, l. 
Demostración: Definimos un morfismo de haces vectoriales como sigue: 

ci>c 
---+ 

!pr1 !rr 
ÍI1(rc,Uc) ~ H1(I,M) 

~e({, 71) := dv expc({, 11) 

Es claro que el diagrama conmuta y que este es un isomorfismo de haces 
vectoriales sobre su imagen. • 

2.17 COROLARIO: r 1 x1(I,M) ---+ H 1 (I,M) es el haz tangente a 
H 1(J,M) 

2.18 PROPOSICIÓN: La función 

H 1(I,M)---+ xº(I,M) 

e 1--+ e' 

Es una sección diferenciable de r 0 • En términos de las cartas se ve como 
sigue: 

H1(Tc,Uc)--+ H1(Tc,Uc) X Ho(rc) 
V 

{ i---+ ({, dt{ + Bü 

donde ~e{= e y 8{ = (d( expc)- 1 (d~ expc)(c'). (Nótese que expc IUc es un 
difeomorfismo sobre su imagen. Por lo tanto d( expc : TcM ---+ Tcxp

0
eM 

es un isomorfismo). · 
Demostración: Sea {E H1(rc,Uc) tal que ~e(~)= expc{ ==e. Entonces 
de expc(t;,') =e'. Ahora, por A.6, !;,' = iKt;,' + r~'. Por lo tanto, 

V 
e'= dv expc({, dt{) + dh expc({,c') 
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MÉTRICA RIEMANNIANANA EN H 1 (J,M) 

Sean ~1 ,~2 E x1(/,M) campos vectoriales a lo largo de e E H 1(J,M). 
Definimos 

2.19 < 6,6 >H,(I,M):=< ~1(0),~2(0} >M + ¡; < *~¡, ft6 >M 

En términos de las cartas,< (i,{2 >H,(I,M) se ve como sigue: 
Sea~ E H1 (Te, Ue) con expe ~ = e. 
Sean Tli.112 E H1(Te)· Entonces<, >H,(I,M) induce en H1(Te}el procÍucto 

donde < , > 1 es el producto escalar de H 1 (Te). 
De aquí se sigue que < , > H,(I,M) es una métrica lliemanniana H 1 (I, M). 

2.20 PROPOSICIÓN: Dada una carta <Pe Hi(Tc,Ue) --+ Hi(I,M), la 
métrica inducida 

en H1(Te,Ue) es equivalente a la métrica<, >i definida en 2.9. 
Demostración: Uc se escogió de tal manera que (Te, expe) : Uc --+ I X M 
fuera un difeomorfismo sobre su imagen. De modo que para todo ~ E 
Ue, d{ : TcM ---+ Texp. e M es un isomorfismo lineal, que además varía 
continuamente con ~- Usando además la compacidad de I se obtiene el 
resultado. • 
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SUBVARIEDAD DE LAZOS AM 

Consideremos el subconjunto AM C H 1 ( I, M) de H 1 -curvas cerradas 
en M, es decir que u(O) = u(l). M. 
Nos gustaría probar que AM es una subvariedad de H 1 (I, M). 

2.21 DEFINICIÓN: Un mapeo f : M --+ N diferenciable diremos que 
es transversal a una subvariedad S de N si ¡-1(S) = 0 o si para toda 
m E ¡-1(S) tenemos qU:e 

2.22 TEOREMA: Sea f : M --+ N diferenciable y sea S una subvariedad de 
N si fes transversal a S entonces ¡-1 (S) es una subvariedad diferenciable 
de M [Mard 3.5.11]. 

2.23 PROPOSICIÓN: AM es una subvariedad de H 1 (I, M) 

Demostración: 
Sea F: H1(I,M)--+ M x M dada por u 1--+ (u(O),u(l)) y consideremos 
TaH1(I,M) = {X E H1(I,TM)IX(t) E Ta(t)M} el espacio tangente a 
H 1 (I, M) en u, (véase 2.16), entonces 

daF: TaH1(I,M)--+ Tu(o)M X Ta(l)M 

está dada por daF(X) = (X(O), X(l)). Esto implica que Fes una función 
transversal a toda subvariedad S en particular para S = .ó. donde .ó. = 
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{(x,y) E M x Mlx =y}. 
Por el teorema anterior p- 1 (~) = AM es una suhvariedad diferenciable de 
H 1(I,M). Más aún es una variedad Riemaniana con la métrica inducida 
de H1(I,M). • 

Si u E AM entonces u E H 1(I,M) y es tal que u(O) = u(l), lo que implica 
que el plano tangente a AM está dado por 

TuAM ={X E Hi(I,TM)IX(t) E Tu(t¡M,X(O) = X(l)}. 
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CAPÍTULO 3 

GEODÉSICAS Y FUNCIÓN ENERGÍA 

El propósito del presente capítulo es expresar el problema de la e­
xistencia de geodésicas cerradas en una variedad Riemaniana M como un 
problema variacional. Veremos que las geodésicas cerradas, corresponden a 
los puntos críticos de la función energía. Demostraremos que esta función 
satisface la condición C de Palais Smale y que, por tanto, podemos aplicar 
los métodos usuales para demostrar la existencia de puntos críticos con 
energía positiva. 
Empezaremos el capítulo con la condición de Palais-Smale y su consecuencia 
importante: el teorema de deformación. 
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CONDICIÓN DE PALAIS SMALE 
Consideremos una función real diferenciable f : M --+ R definida en 

una variedad diferenciable de Hilbert M, de dimensión finita o infinita. 

De ahora en adelante supondremos: 
a) (Completez) M es una variedad Riemaniana completa 
b) La función f es acotada por abajo en M. Denotaremos por B la máxima 
cota inferior de f donde B > -oo 
c) (Condición C o condición de Palais Smale) Si {Xn} es una sucesión en 
M tal que l/(Xn)I es acotada y lid/ Xn 11 --+ O entonces {Xn} tiene una sub­
sucesión convergente, Xnk --+ p 

3.lDEFINICIÓN: Diremos que un punto p en M es un punto crítico de f 
si la diferencial de f en p es igual a cero, df P = O. Los otros puntos son 
llamados puntos regulares. Un punto e E Res un valor crítico si ¡-1 (c) 
contiene al menos un un punto crítico de f. Los otros puntos e E R son 
llamados valores regulares ( ¡-1 (e) puede ser vacío). Denotaremos por Me 
ó Me(/) la parte de M abajo de e es decir ¡-1((-00,c]). Denotaremos 
por C el conjunto de todos los puntos críticos de f y por Ce el conjunto 
c n ¡-1 (c) de puntos críticos con valor c. 

Observación El punto límite p del inciso e) arriba es un punto crítico de f, 
ya que, por continuidad lld/pll =O 

3.2 LEMA: Ce es compacto para toda e E R 
Demostración: Ce= ¡-1(c) n C. Sea {Xn} una sucesión de puntos críticos 
tales que f(Xn) = e, entonces {Xn} tiene una subsucesión convergente 
por la condición C, pues dfx .. = O. Esto implica que Ce es compacto 
por sucesiones, pero compacto por sucesiones implica compacto en espacios 
métricos. • 

3.3 DEFINICIÓN: El gradiente de f : M --+ R es un campo denotado por 
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V f sobre M tal que 
<V /(u), e>= df(u).e 

donde df(u).e significa la diferencial de f aplicada a un vector e. 

3.4 Observación: Dado un campo vectorial F en M podemos encontrar una 
curva <p que pase por x en t =O para toda x E M, y tal que F(cp(t)) = cp'(t), 
es decir, que sea curva integral de F [Mard]. 
Entonces dado el campo -V/ y x E M podemos encontrar t .__. 'Pt(x) 
curva integral de -V/, para cada x en M; <pt(x) esta definida en a(x) < 
t < f3(x) y ftcpt(x) = -"Vf(<pi(x)) donde fif(<pi(x)) =< *(v), Ít'Pt(x) >= 
< Vf,-"Vf >= -11Vfll 2 , es decir f(<pi(x)) es decreciente en t y como f 
está acotado por abajo por B tenemos que f('Pt(x)) tiene un límite cuando 
cuando t-+ f3(x). 

TEOREMA DE DEFORMACIÓN 

3.5LEMA: Si O es una vecindad del conjunto Ce de puntos críticos de f en 
el nivel e, entonces, existe una E > O tal que llV fil está acotado lejos del 
cero, (es decir, O< ó < llV /ID en ¡-1(c - E, e+ E)\ O. 

Demostración: Sea E > O tal que ¡-1(c - E, e+ E)\ O no tiene puntos 
críticos tal E existe, pues de lo contrario existiría una sucesión {Xn} de 
puntos críticos tal que Xn -+ p para p E ¡-1 (c) \O pero esto implicaría 
que df,, =O contradiciendo el hecho de que p no esta en O. 

Supongamos ahora que llV /11 no está acotado lejos del cero en ¡-1 (e -
E, e+ E)\ O entonces para cada n E N existe Xn E ¡-1(c - E, e+ E) \O 
tal que llVJll < ~· Por la condición C existe una subsucesión de {xn} que 
converge a un punto crítico p de f con p E ¡-1 (c - E, e+ E)\ O. Esto es 
una contradición. • 

3.6 TEOREMA(de Deformación): Sea f : M --+ Runa función difer-
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enciable, M variedad Riemaniana completa, f : M --+ R satisface la 
condición C y supongamos que <pt la curva integral de - V' f existe para 
toda t -+ R, sea U vecindad de Ce. Entonces existe una E > O tal que 
cp¡ (Me+<\ U) ~Me-< 

Demostración: Dada cualquier vecindad U de Ce podemos construir una 
vecindad de la forma 

N6,(Ce) = {x E MI p(x,Ce) < éi} e u donde pes la distancia de X 

al compacto Ce y donde <51 > O, consideremos <52 tal que O < <52 < <51, por 
lo que tenemos N6, (Ce) ~ N6, (Ce)· Por el lema anterior, exite €¡ y µ > O 
tal que O<µ$ llY' fll para toda p E ¡-1(c - E, e+ E)\ N6,(Ce) 

Sea entonces E:::; minaµ 2 , tµ2(é1 - <52)) 
Por demostrar que f(cp1(Me+<\U)) e (-oo, C-f]. Seap E Me+< \U es decir 
p E ¡-1((-00, c+E])\U. Es suficiente con tomar unap E ¡-1([c-€, c+E])\U 
pues f(t.p 1) es decreciente y probar que J(t.p1(p)) $e - €. 

Supongamos que cp1(p) no está en ¡-1([c - E, e+€]) para algúna O$ t < 1 
entonces habríamos terminado, pues f(cp 1(p)) es decreciente. Entonces 
supongamos que <p1(p) E ¡-1 ((c-E,c+E]) para toda O$ t <l. 

Como cpo(P) =p y ftf(cp¡(p)) = -llV'fcp,(p)ll 2 entonces 

f(cp1(P)) = f(cpo(p)) + ¡1 
-llY'f..,,(v)ll2 dt 

$ c+E+ ¡l -llV'f<p,(p)ll2dt 

Por demostrar que f0
1 llY'frp,(p)ll 2dt ~ 2€ = min{µ 2 ,µ2 (é1 -t52)} 

Caso 1: Si p(t.p1(p),Ce) > <52 para toda t E [0,1] 
si p( cp¡(p), Ce) > <52 entonces tendríamos que llY' f ..,t(p) 11 ~ µ para toda 

O $ t $ 1 por el lema anterior, y esto implicaría que fo1 llY' f rp,(p)ll 2dt ~ 
µ 2 ~ min(µ 2 ,µ2 (é1 - <52)) = 2€ 
Caso 2: Si p(cp1(p), Ce) $ <52 para algún t E I 
Sea t 2 la primera t tal que p(<p1,(p), Ce)$ <52 como p no esta en U entonces 
p no está en N6, (Ce)· Sea t1 el último tiempo t tal que p( <pt, (p ), Ce) ~ <51 
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y o < ti < t2 < l. 
Tenemos que 61 ~ p(cpi(p), Ce)~ 62 en el intervalo [ti, t2]· 
Notemos que p(cpt, (p), Ce) ~ 61 y p(cpi, (p), Ce) $ 62, por la desigualdad del 
triángulo tenemos que 

p( 'Pt, (p), 'Pt, (p)) + 62 ~ p( 'Pt, (p), epi, (p)) + p( cp,, (p), Ce) 

~ p( 'Pt, (p ), Ce) ~ 61 

entonces p(cpi,(p),cpi,(p)) ~ (61 - 62) lo que implica que J: llVJll 2 dt ~ 
µ2 1( 'Pt1' 'Pt,) ~ µ2 

( 61 - 62) ~ 2€. • 

3.7 COROLARIO: Si ces un valor regular de/, entonces cp1(Me+e) ~Me-e 
para € pequeña. 
Demostración: Tomamos U= 0 =Ce. • 
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GEODESICAS Y FUNCIÓN ENERGÍA 

3.BDEFINICIÓN: Dado u : I --+ M definimos & : H1(I,M) --+ R la 
función energía de a como 

&(a)=! [1 < a'(t),u'(t) > dt 
2 Jo 

y la función longitud de arco .C como 

.C(a) = fo 1 

ju'jdt 

nótese que .C(a)2 :5 2&(u) 

3.9PROPOSICIÓN: La función energía está bien definida, es decir 
J0

1 < u', a' > dt < oo para toda u E H 1 ( I, A1), y es diferenciable. 
Demostración: Si consideramos el haz vectorial r 0 : xº ( I, M) --+ H 1 ( I, M) 
y la aplicacion a 1---+ a' sabemos que es una sección diferenciable de r 0 

por consiguiente si u' E xº(I, M) = {e E Ho(I, TM)lrMe E H1 (1, M)} 
entonces a' es cuadrado integrable es decir J; ju'(t)j2 dt < oo por lo tanto 
la energia esta bien definida. Ademas a' en terminos de cartas se ve como 

V' 
{ 1---+ ({, dt{ +ººe H1(rc, Uc) X Ho(Tc) 

donde (H1 (re, Uc), <l?c) es una carta de AM, <l?c{ =u y O{= (d{ expc)- 1 d~ expc)(c') 
(véase 2.18) entonces & es diferenciable vista como funcion de H 1(J,Rn) x 
llo(I,Rn). • 

3.9 PROPOSICIÓN: Si a E AM entonces 

r1 V' V' 
du&(e) =Jo <u', dt{ >=<u', dt{ >o 

33 



para todo { E TaAM. 
Demostración: Bastará probar esto para u y ~ diferenciables. 
Como { E TaAM entonces { es un campo vectorial a lo largo de u con 
{(O)= {{l). Sea tf,: (-e, e) --+ AM una curva tal que ip(O) =u y ip'(O) = {. 
Sea cp: (-e,e) x [0,1]--+ M, cp(s,t) := ip(s)(t). 

d 
da&({) = ds &cpls=O 

d E o 1 f 1 o - o - d 
ds cp = os 2 lo < ot cp, ot cp > t 

1¡10 º-º- d 
= 2 lo os < ot cp, ot cp > t 

¡ 1 \l {) - o - d = <--cp,-ip> t 
0 ds ot ot 

¡ 1 \l o - {) - d = <--cp,-ip> t 
o dt os ot 

Por lo tanto da&({)= dds&cpls=O = f0
1 < fi{(t), u'(t) > dt • 

3.10 TEOREMA: a E AM es una geodésica si y solo si u es un punto crítico 
de & : Akf --+ R. 
Demostración: Supongamos que u es una geodésica, entonces u'(O) = u'{l) 
y fiu' =O por lo tanto da&({)= O. 
Supongamos ahora que da& = O, definamos ,(t) y {(t) H 1 - campos vec­
toriales a lo largo de u(t) tales que j¡,(t) = u'(t), ,(o) = O fi{(t) = 
O, {(1) = ,(1). y consideremos r¡(t) = ,(t) - t{(t) entonces se cumple que 
r¡(O) =O r¡(l) ~O y ftr¡(t) = fi,(t) - {(t) entonces 

< {,a' - { >o=< {, di11(t) >o= f0
1 ft < {(t),r¡(t) > dt = O y ademas 

O = daE(r¡) =< a', fir¡ >o=< u',u' - { >o por lo anterior. Y como 
llu' -{115 =O tenemos que u'= {está en H 1 por lo tanto 

\lu' \7 
dt = dt{(t) =o 
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Ahora como para todo,' E TuAM, 

º = ¡1 

< ~,,a' > dt 

= ¡1 
:t <,,a'> dt - ¡ 1 

<,,~a'> dt 

= f 1 V' < ~ a' > dt 
}

0 
dt ..,, 

=< '(0),a'(l) - a'(O) > 
De aqui que a'(l) = a'(O). Es decir, a es ·una geodésica cerrada. • 

En el teorema anterior se hace una caracterización de las geodésicas cerradas 
como puntos críticos de la función energía (las geodésicas son la solución 
de un problema variacional), más aún la energía satisface la condición de 
Palais Smale en AM. 

3.11 LEMA : Sea e E H 1 (I, M) entonces 

dit( e( to), e( ti)) :::; lt1 - to l2E( e) 

Demostración: Consideremos la siguiente función r¡ dada por 

entonces 

{ 

O, si O $ t $ to ; 
r¡(t)= 1, sito$t$t1; 

O, si t 1 $ t $ 1 ; 

dit(c(to),c(tt)) $ (i.1

' lc'(t)jdt)2 

to 

= (11 
r¡(t)lc'(t)jdt)2 

$ ¡1 
,,,,dt fo1 

1c'(t)l2dt 

= lt1 - tol2E(c) 
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• 

3.12 PROPOSICIÓN: Sean e, c1 E AM entonces 

doo(c, c1) $ 2dAM(c, c1) 

donde dAM es la distancia en AM derivada de la métrica Riemaniana 
<,>n,(l,M)· 

Demostración: Sea f(s), O$ s $ 1 una curva diferenciable en AM tal que 
f(O) = cy /(1) = c1, supondremos que e y c1 estan en l~mismacomponente 
conexa, pues de lo contrario la distancia sería cxi. Sea f : I x I ----t M dado 
por (t,s) t--+ J(s)t. Para un punto fijo t = to f(s)t 0 es una curva 
diferenciable, lo que implica que el mapeo e 1--+ c(t) de AM ----> M es 
diferenciable. 
Elegimos una t0 tal que d00 (c, e¡)= dM(c(to), e¡ (to)). Entonces 

d~(c,ci) = di(c(to),c1(to)) $ cfo1 

1~: (to, s)lds)2 

11 af 
$ ( sup 1-

8 
(t, s)/ds)2 

o t s 

= cLl llJ'(s)lloods)2 

$ (11 

2llJ'(s)l/1ds)2 

= (2.C(/))2 

Por lo tanto d200 $ 4dXM(c, ci) • 

3.13 PROPOSICIÓN: Sea c,c1 E AM.Entonces 

/v'2t:(c) - J2t:(c1)I $ dAM(c,ci) 

Demostración: Sea f: I ----t AM una curva diferenciable, tal que f(O) =e 
y /(1) = c1 , y sea j: I x I ----t M dado por ](s, t) = f(s)(t). 
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Consideremos primero 

Lo que implica que 

por lo tanto 

• 

3.14 PROPOSICIÓN: La inclusión AM <-+ Cº(S, M) es continua y es com­
pacta (es decir, la imagen de un conjunto acotado en AM tiene cerradura 
compacta o bien que es relativamente compacto), donde Cº(S, M) denota el 
subespacio de curvas cerradas de Cº(I, M), es decir, de funciones continuas 
del círculo S en M. 
Demostración: Por la proposición 3.12 y 2.4 la inclusión es continua. Sea 
k e AM acotado, por la proposicion 3.12 k e Cº(S, M) tambienes acotado. 
Por demostrar que k e Cº(S, M) es equicontinuo, es decir, para toda E > O 
existe 6(€) >O tal que si lto -t1I < 6(€) entonces dM(c(to),c(t1)) <€para 
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toda e E k. Consideremos un Co E k fijo, entonces, existe M 1 > O tal 
que d,..M(c,J) < Mi para toda e E Ak. Pero por la proposición anterior 
1 J2l'(c) - 2l'(eo)I :::; d,..M(c, co) < M 1 lo que implica que existe un M2 
tal que l'lk < M2, 
pero dl,,(c(to),c(ti)):::; lt1 - tol2l'(c) < lt1 - tol2M2 
entonces consideremos 6(e) = 2Á1

2 

por lo tanto d2M(c(to), c(t1)) ::=; lt1 - tol2M2 < 2M 2M2 = E es decir k es 
equicontinua. Por el teorema de Arzela-Azcoli, to;!a sucesión en k e AM 
tiene una subsucesión convergente, si y solo si la cerradura de k, Cl(k), es 
compacto por sucesiones si y solo si Cl(k) es compacta. • 

3.15 TEOREMA: AM es un espacio métrico completo con respecto a la 
métrica d,. 

Demostración: Sea {Cm} una sucesión de Cauchy en (AM,d,..M ), entonces, 
para toda e> O existe una NEN tal que sin, m;::: N entonces d,..M(Cm,Cn) < 
E tomando n > m = N y M = max{d,..M(C1,Cm), ... ,d,..M(Cm-1,Cm),E} 
tenemos que d,..M(Cn,Cm) < M de donde se deduce que {Cm} es aco­
tada, por la proposición anterior, la inclusión de esta sucesión al espacio 
completo Cº(S, li1) es relativamente compacto, lo que implica que existe 
c0 E Cº(S, M), tal que Cm -> c0 • Por la proposición 2.5 c0 puede ser 
aproximable por una curva e E C 00 (S, M) por lo que podemos suponer que 
para m suficientemente grande {Cm} C <Pc(Üc) en una carta que contiene 
a e, entonces,por 2.20, la sucesión <P;;-1(Cm) = ~m C H1(Tc,Uc) ~ H1(7rRn) 
es de Cauchy en H1 (Te, Uc), pero H1 (Te) es completo. .Por lo tanto ~m 
converge, lo que implica que {Cm} converge. • 

3.16 TEOREMA: La energía l' satisface la condición C en AM si M es 
compacta. 

Demostración: Sea {Cm} una sucesión en AM tal que {l'(Cm)} es acotada 
Y 1iY'l'(Cm)ll1-> O. 
{Cm} es de Cauchy en Cº(S, M), por la proposición 3.11 y usando el hecho 
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que Mes compacta, tenemos que existen k, k tales que 

d00(Cm,C1) = dM(Cm(t~),Ci(t~) 

::; dM(Cm(t~). Cm(O)) + dM(Cm(O), Ci(O)) + d(C¡(O), C¡(t~)) 

::; 2E(Cm) + k + 2E(C1) $ k 

Como Cº(S, M) es completo (demostración análoga a la de 1.11) {Cm} 
converge a eo E Cº(S, M) y como en el teorema anterior, podemos suponer 
que para una m suficientemente grande {Cm} está en la imagen de una 
carta 

<l>c: H1(rc,Uc) ~ Hi(I,M) 

es decir, que existe ~m E H1 (Te, Uc) tal que Cm = expc ~m• m = 1, 2, .... 
Como H1(rc) es completo es suficiente probar que ~m tiene una sub­

sucesión, que denotaremos nuevamente por ~m que es 1111 1-Cauchy. Es decir 

ll~n - ~mili --+O n, m--+ oo 

tenemos que 

ll~n - ~mili= ll~n(O) - ~m(O)i11 + ll:i~n - :i~mll~ 
Peroll~n-~mll 00 -+0 n,m-+oo ..... (1) 

entonces en particular tenemos que ll~n(O) - ~m(O)llo --+O por consiguiente 
es suficiente probar que 11 ;}i~n - ;}i~m llo --+ O n, m --+ oo. 

Ahora bien por, A.6, ~:n = ;}i~m + re'. Por lo tanto 

ll~~m - ~~nll~ = 11~:.. - ~~11~ 
=< ~:,., ~:,. - ~~ >5 + < ~~. ~~ - ~:.. >5 

Pero, por [Klin, 1.9.8] 

< ~:,., ~:,. - ~~ >o =< d~m expc ~:,., d{m expc(~:,. - ~~) >o 

=< c:,., ~ (11m -11n) >o 

= dcmE(r¡m -11n) 
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donde T/m = d{m expc ~m y 1/n = d{m expc ~n y usando el hecho que que 
dem varia cliferenciablemente con respecto a ~m· 

Ahora bien, 

pero llY't'(Cm)lli -+O cuando m-+ oo y llT/m - 1Jnll1 está acotado, ya que 

ll:i77m - :i11nllo = llC:,. - C~llo :5 llC:..llo + llC~llo 
= .C(C:,.) + .C(C~) $ ./2( ./&(Cm)+ .j&(Cn)) 

• 

3.17 TEOREMA: Sea t': AM--+ R la función energía y sea 'Ps la curva 
integral de - 'V' t'. Entonces 'Ps está definido para toda s ;::: O. 
Demostración: Supongamos que existe e E AM tal que cp8 (c) esta definido 
paras< 77 < oo sea {sm} una sucesión de numeros reales en [O, 77) tal que 
el limm-""" Sm = 77 entonces, afirmamos que { 'Psm (e)} es una sucesión de 
Cauchy. Ya que 

1Sm d 
ll'Psm(c) - 'Psn(c)lli $ ( Sn 11 c¿s cll1ds)

2 

= (¡:m 11- 'Y't'<psc)lhds}2 

$ 1 ¡:m -ll'V't'(<psc)llidsllsm - snl 

¡Sm d 
$ 1 sn ds t'(<psc)dsllsm - snl 

= lt'(<p.mc) - t'(cp.nc)llsm - snl 
$ t'(c)lsm - snl -+O 

cuando n,m - oo Por lo que {'Psmc} es una sucesión de Cauchy, pero AM 
es completo por lo tanto converge, de donde tpsc está definido en [O, 77 +e) 
para alguna e > O • 
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CAPÍTULO 4 

EXISTENCIA DE GEODÉSICAS. CERRADAS 

En este capítulo demostraremos el resultado central de la tesis que es 
el siguiente. 

4.1 TEOREMA: En toda variedad Riemaniana compacta existe una geodésica 
cerrada. 

Reduciremos la demostración de este resultado a la existencia de un 
elemento no trivial en la clase de homotopía de la pareja ( AM, A 0 M) donde 
Mes una variedad Riemaniana compacta, AM es el conjunto de H 1-curvas 
cerradas en M y A 0 M := &-1 (O) es el conjunta de curvas constantes en M. 
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4.2 DEFINICIONES: Sea X un espacio topológico y A C X un subespacio 
topológico de X. Entonces decimos que (X, A) es una pareja de espacios 
topológicos. 
Sean (X, A) y (Y, B) dos parejas de espacios topológicos, decimos que f : 
(X, A) ----+ (Y, B) es una aplicación de parejas, si f : X -> Y es una 
función continua y es tal que f(A) e B. 
Sean f, g : (X, A) ----+ (Y, B) dos aplicaciones de parejas, decimos que f 
es homotópica a g, f ~ g : (X, A) ----+ (Y, B), si existe una homotopía de 
parejas 

F: (X, A) x I----+ (Y,B) tal que F(x, O)= J(x) y F(x, 1) = g(x) y tal 
que F(_, t) : (X, A) ----+ (Y, B). Esto implica que fes homotópico a g y que 
J IA es homotópico a YIA· 

Denotaremos a la clase de homotopía de f como 

[!] = {glf ~ g : \X, A) ----+ (Y, B)} 

Decimos que f : (X, A) ----+ (Y, B) es homotópicamente trivial o nul­
homotópica si f ~ h donde h : (X, A) ----+ (Y, B) y es tal que h(X) e B 

4.3 PROPOSICIÓN: Sea (X, A) una pareja de espacios con X compacto y 
f : (X, A) ----+ (AM, A 0 M) una aplicación de parejas. Entonces 

i) K¡ := inf9 e[/J max.,ex &(g(x)) es un valor crítico de & 

ii) K¡ >O sí y sólo sí f no es homotópicamente trivial. 

Demostración: 
i) Supongamos que I(¡ es un valor regular, entonces, por 3.6 existe e >O 
tal que cp1(AK1+•M) e AK¡-•M donde AKIM = e-1 (-00,K¡). Además 
existe f' E[!] tal que max&lf' < K¡ +e (por ser ínfimo) entonces 
cp¡(f'(x)) e AKr•M para toda X E X 

Definamos F': (X,A)----+ (AM,AºM) , F'(x) = cp1(f'(x)). 
Sea H : X x l ----+ ( AM, A 0 M) una homotopía de parejas dada por H ( x, s) = 
cp8 (/

1(x)) nótese H(x, 1) = cp1(f'(x)) = F'(x) y que H(x,0) = cpo(J'(x)) = 
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f'(x) lo que implica que F' ~ f' ~ f por lo que F' E [f] y la Im(F'(x)) e 
AKr<M (contradicción) 

Para la demostración de ii) es necesario el siguiente lema. 

4.4 LEMA: Si M es una variedad Riemaniana compacta entonces existe 
p > O tal que la retracción 

r : AP M --+ A o M e AM 

c 1--+ c(O) 

es homotópica la inclusión AP M C AM en A mediante una homotopía 
que deja fijo a A 0 M 
Demostración: Sea 6 > O tal que, para toda p E M la exponencial 

expp : B.s(O) --+ M 

es un difeomorfismo sobre su imajen [Doc III,3. 7]. 
Sea p tal que O < p < 262 • Si e E AP M entonces 

2í'(c) < 462 

y como .C(c) ::; y"2í'(c) tenemos .C(c) < 26, entonces e E B 6 (c(O)) := 
expc(O) B.s(O). 
Consideremos la siguiente homotopía 

H : AP M X I --+ AM 

dada por H(c,s)(t) := expc(o)(sexp;;{~¡c(t)), H continua pues exp lo 
es y H(c, O)(t) = c(O) , H(c, 1) = c(t) por lo tanto Hes la homotopía 
buscada. • 

Demostración del inciso ii) de la proposición 4.3 
Supongamos que existe g E [!] con g(X) C Aº M (es decir que f es ho­
motópicamente trivial) entonces í'g(X) =O y por lo tanto, K¡ =O. 
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Si K1 =O entonces existe g E [f] con g(X) C APM, donde pes como en el 
lema 4.4 pero dicho lema implica que la composición 

(X,A) ~ (APM,AºM) 2-+ (AºM,AºM) e (AM,AM) 
es homotópica a g lo que implica que [g] = [!] es trivial. • 

4.5 PROPOSICIÓN: Si Mes una variedad Riemaniana compacta, entonces 
para alguna O$ k < dimM, existe una aplicación no homotópicamente 

f : (B\ aBk) --+ (AM, A 0 M) 

donde Bk = {x E Rklllxll $ 1} 

Demostración: 
Caso 1: 7í1 ( M) =f. O 

Si 7í1{M) =f. O entonces existe un c0 E AM no nulhomotópica, por lo 
que su componente conexa en ANI no intersecta a A 0 M. Tomemos k = O, 
es decir Bk = q un punto. f como la función cuya imagen es el lazo c0 • 

Caso II: 7í1 (M) = O 
Como Mes una variedad cerrada, existe k, O< k < dimNI 

tal que 1ík+ 1M es no trivial; Supongamos que 1íkA1 = O para toda k $ 
n = dimM, entonces M es n-conexa entonces por [Spanier, cap7,sec5,2]) 
O = 1íkM ~ Z donde Z son los números enteros. (contradicción) por lo 
tanto, 
existe f : sk+i --+ M tal que f es no nulhomotópica, podemos suponer 
[Br1oker 14.8, 12.9] que fes una función diferenciable. (donde Sk+l denota 
la k + 1-esfera) Entonces dada f le asociaremos una. '" 

de la siguiente manera: 
Definiremos primero una aplicación 

donde A 0sk+I denota las funciones constantes en gk+I. a, se define como 

a(x1 , ••• ,xk)(t) = a,,(t) = (x,p(x)cos27rt,p(x)sen27rt) 

44 



donde x = (x1, ... , xk), p(x) = y'l - llx!l2. De tal manera que podemos 
definir F como 

F(x) :=Jo ax 

F(x) es una curva continua, cerrada, diferenciable en M pues tanto a 
como f lo son y de hecho F(8Bk) e AºM. 
Inversamente, dada F : (Bk, 8Bk) ----. ( AM, A 0 M) podemos determinar 
f: sk+i---+ M como J(a:z:) = F(x). 

Por demostrar que F no es homotópicamente trivial. 
Supongamos que existe H, una homotopía 

H: (Bk,8Bk) XI---+ (AM,AºM) 

tal que H(x, O)= F(x) y H(Bk, {1}) =Aº M y sea 

G:sk+1 xI---.M 

dada por G(y, s) = H(x, s)(t), donde si y = (x1 , x2 , ... , xk+2 ) x, será la 
proyeccion de y sobre R k es decir x = ( x1 , .. . x k) entonces 

G(y,O) = H(x,O)(t) = F(x)(t) = J(a(x)) y 
G(y, 1) = H(x, l)(t) = cte, en Cy. 
Esto implica que f es homotópica a una función Ji que es constante 

en las curvas a. 
Sea<!?: Bk x I--+ Bk dado por <I?(x, s) = sx y 
sea '11: sk+l XI--+ M dado por W(y,s) = fi(l,O,<I?(x,s)) donde X es 
nuevamente la proyección de y sobre R k. 

Entonces 
'11(y, O) = Ji (1, O, <I?(x, O) = Ji (1, O, O) = cte. 

Y \Jl(y, 1) = fi (1, O, <I?(x, 1) = Ji (1, O, x) 
lo que implica que f ~ f i ~ cte por lo tant9 f es nulhomotópica. 

(contradicción) . 

• 

4.6 Demostracióndel teorema 4.1: 
Por la proposición 4.6 si M es una variedad Riemaniana compacta existe 
una función no homotópicamente trivial 

f : (B\ 8Bk) --+ (AM, A 0 M) 
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entonces por la proposición 4.3, K ¡ > O y por lo tanto, existe un valor 
crítico de E distinto de cero, es decir existe una geodésica cerrada no trivial 
enM • 
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APÉNDICE 

CONEXIONES 

Consideremos un caso muy particular, S una subvariedad de Rn y sea 
e: l --+ S I = [O, 1], una curva parametrizada en Rn, si V: I-----+ R" 
es un campo de vectores tangentes a lo largo de la curva e, entonces el 
vector ~~ (t), t E I no pertenece en general a Tc(t)S, esto querrá decir en 
general que la derivada de un campo vectorial no es UlléJ. noción intrínseca 
de la superficie, entonces si consideramos en vez de la derivada usual ~~ la 
llamada derivada covariante del campo V a lo largo de la curva e, ~V, que 
es la proyección ortogonal de ~~ sobre Tc(t)S, tendremos una "derivación" 
del campo V como "vista desde S". 
Para definir la derivación covariante de un campo vectorial a lo largo de una 
curva e E M en una variedad lliemaniana, 111 sera suficiente con definir la 
noción de conexión en el haz T M sobre M, que en el caso particular men­
cionado arriba resulta ser, escencialmente, la proyección ortogonal sobre 
TpS. 
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A.1 Sea Muna variedad Riemaniana y sea TM : TM---> M el haz tangente 
sobre M. 
Dado x E M consideremos 

T.,M x T.,M = TT.,M e TTM 

p~ ! ~-T.,M ~ 

donde TT.,M es el haz de vectores tangentes en T.,M. 
Denotaremos por 

TM X TM := UxeM(T.,M X T.,M) = UxeMTT.,M 
M 

!pr¡ 

TM 

Este es un haz vectorial, el haz vectorial inducido por TM 

TM x TM = r'j.1TM 
M 

pr¡........___ ! . ~™ 
Tlvf), 

! 'M 

M 

Y se llama el haz de vectores tangentes a lo largo de las fibras. La inclusión 
en TT M es un morfismo de haces vectoriales. ya que: 

conmuta y, por la propiedad universal de las identificaciones, i es continua. 

Quisieramos tener una "proyección" 

/3 :TTM --> TMxTA1 

'T~ ~ 
TM~ 

con /3i =id 
La primera componente automáticamente es TTM • . Lo que nos lleva a la 
siguiente definición. 
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ESTA TESIS NO OEBE 
SAUR OE LA llBUOTECA 

A.2 DEFINICIÓN: Una conexión /( en ru : T J..1 --+ M es un morfismo 
de haces vectoriales 

C
TTM 

'TM ! 
TM 

tal que KITM x TM =pr2. 
M 

K 
---+ 

A.3 DEFINICIÓN: Una sucesión de morfismos de haces vectoriales 

Se llama sucesión exacta corta si para toda x E X la sucesión 

es exacta, es decir kergx = imf,,. 

A.4 PROPOSICIÓN: Sea E1 _!__.E2~E3 una sucesión exacta corta, en­
tonces son equivalentes las siguientes afirmaciones. 

a) Existe un modismo de haces vectoriales g : E3 --+ E 2 sobre X tal que 
gg = ide3 

b) Existe un modismo de haces vectoriales j : E 2 --+ E 1 sobre X tal que 
if = ide1 

c) Existe un isomorfismo F : E1 EB E3 ---+ E2. 
Demostración: supongamos que existe g : E 3 --+ E 2 tal que gg = íd 

Definamos 
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dado por ~ = f Ef) [¡ que es continua pues f y [¡ lo son. 
~ resulta ser isomorfismo pues 

i) ~es monomorfismo. Demostración: Supongamos que ~(a, e) =O en­
tonces f(a) +[¡(e) = O lo que implica que g(f(a) +[¡(e)) = O pero 
g(f(a)) = O pues es exacta en cada fibra, por lo que g[¡(c) = c = O 
entonces f(a) = O pero f es monomorfismo en cada fibra por lo tanto 
a=O 

ii) ~ es epimorfismo. Demostración: Sea b E E2 y consideremos b - [¡g(b) E 
E2 entonces g(b - gg(b)) = g(b) - g[¡g(b) = O por lo tanto b - [¡g(b) E 
Nucg = imf lo que implica que existe a E E 1 tal que f(a) = b- [¡g(b) 
Consideremos entonces el siguiente elemento (a, g(b)) E E 1 Ef) E 3 

~(a,g(b)) = f(a) + [¡g(b) 

= b-gg(b) +[Jg(b) = b 

por lo tanto ~ es suprayectiva. 
De esta manera definimos f : E2 ~ E1 como pr1 o ~-1 : E2 ---+ E 1 y 

satisface que Jo f(b) =id pues ~(b, O)= f(b) lo que implica que f(f(b)) = 
pr1 o ~-1 o ~(b, O) = pr1 (b, O) = b. 

Supongamos ahora que existe f: E2 --+ Ei tal que j f =id E, entonces 
por demostrar que existe 

donde F es un isomorfismo de haces vectoriales. 
Demostración: si consideramos el siguiente diagrama conmutativo de 

haces vectoriales 

F' 

donde ~ es la diagonal dada por x i---+ ( x, x) 
si definimos F' : E2 ---+ E1 x E3 continua y 71'2 de tal manera que hagan 
conmutar el diagrama; es decir (7r1 x 7r3) o F' = ~o 71'2 entonces por la 
propiedad universal de las identificaciones, existe F : E 2 ---+ E 1 Ef) E3 

continua que hace conmutar los correspondientes triangulas. 
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Sea F': E2 --+ E 1 x E 3 dada por F'(b) = (f(b),g(b))¡ F' es continua, 
pues por hipotesis tanto J como g son continuas. 
Más áun (7r1 X 7r3) o F'(b) = 7r1X1T3(f(b),g(b)) = (7r2(b),7r2(b)) = L\7T2(b) 
por lo tanto existe F : E 2 --+ E1 E9 E3 que es continua. 

Afirmación F' es un isomorfismo en cada fibra 

F' es un epimorfismo. 
Supongamos que F'(b) = {f(b), g(b)) = (O, O) entonces g(b) =O lo que 

implica que existe una a E E1 tal que f(a) = b entonces Jo f(a) = ](b) =O 
por lo tanto a = O concluyendo así que b = O 

ii) F' es un epimorfismo. 
sea (a,c) E E 1 x E 3 y sea b' E E2 tal que g(b') =e y sea b = f(a) + 

b' - fo ]{b' entonces F'(b) = (f(b),g(b)) = (f f(a) + b' - fo f(b')), g(f(a) + 
b' - fo f(b'))) Por lo tanto F' es epimorfismo. 
y ademas F'-1(a, e) = f(a) +b' - fo f(b') donde bes tal que g( b) =e que es 
continua. Como F' es epimorfismo en cada fibra y F' es continua entonces 
F es isomorfismo. 

Definamos g : E 3 --+ E 2 como la siguiente composición 

g = p-l o i es continua yq que p-l es continua e i es continua, pues por la 
propiedad universal de las identificaciones 

~:r3 
- E-1E9_E_3_--+-.L_E~-; x E) 

~ J ! w1Xw2 

X ~ XxX 

i: E 3 --+ E 1 E9E3 dada por i = (ao?T3, id E,) donde a0 es la sección O de ?T3, 
es continua y ?T1 X 7T3 o i(c) = 7r1 X 7!'3(ao7!'3(c),c) == 7!'1aorra(c),7l'3(c)) = 
(rr3, 7r3) = L\rr3(c) por lo tanto i es continua. así g definida de esta manera 
es continua más áun g o g(c) = g o (F-1 (O, e) = g(b' - f f(b')) =e • 
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A.5 PROPOSICIÓN: La sucesión 

TMxTM ~ TTM ~ TMxTM 
M M 

P•~~M~Pri 

es una sucesión exacta corta, donde p := ( rr M, TTM ). 
Demostración: Inmediata de la definición. • 

A.6 PROPOSICIÓNY DEFINICIÓN: Dada TM : T M --+ M las siguientes 
afirmaciones son equivalentes. 

a) Existe una conexión J( en TM 
b) Existe un morfismo de haces vectoriales 

TM x TM ...!:.... TTM 

Ni--- /M 
--.....,.TM 

tal que (rrM, TTM) o r(x, v) = (x, v) (x, v) E TM X TM 
M 

r se llama función de Christoffel. 
c) TTM : TTM --+ Tlvl es la suma directa de haces rfM : TvTM --+ 

TM y r!¡.M : ThTM ---+ TM llamadas su parte vertical y su parte 
horizontal tales que i : T M x T lvl ~ TvT l\IJ y p : ThT M ~ T l1J x T !11, 

M M 
TvTM = imi y ThTM = imr. • 

Sea M es una variedad lliemaniana con conexión J(, e : I --+ M una 
curva en M, y V un campo vectorial a lo largo de la curva c. 

A.7 DEFINICIÓN: Sea TM: TM--+ 1'1 el haz tangente. Definimos 

V' 
dt : X(c) --+ X(c) 

donde X denota el conjunto de campos ve·ctoriales a lo largo de la curva e 
como 

V V'V ' 
t--> -- := K o V 

dt 
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~Y se llama derivada covariante del campo V a lo largo de e 

TTM Ji.. TM 
/vY l l 
I~ TM ~ lvf 

~ 
";;Y es lineal, y es una derivación.[Klin 1.5.12] 
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