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INTRODUCCION

El.estudla de  los  agujeros negros, en  especlal, cuando Sk
Intenta expllcecar =1 fendmweno de la cuantizacidn en espaclos
curvos; ha encontrado en el cdlceulo espinorial a un gran allada,
el cual, ya estd counvertlido en una de las herramlentas amds
Gtiles en relatividad yeneral. Ya que graclas a dste, se han
logrado dliversos & Lmportantes resultados, que dlflclilmente
pueden obtenerse de obtra manera. Slendo esto notive suficlente
para _]ustlfl;:ar por quéd en esta tesis nuestra  andlislis es
llevado a cabo bajo el amparno de tal tdenlea, &#n virtud de la
que se ve stupllficado el tratamiento de la ecuaclidn de Dirac en

la métrica de Schwarzschild.

Pur otra parte, s el universao, los hoyos neyros que
existen en las yalaxlias o cdmuleos de dstas, se encuentran
Lpmersas en un campo magnético cdsmico. Slituacidn que desplerta
en la actualldad, la curlosldad =} Inquietud de los
astrofislcos sobre cudl s la naturaleza de una vecindad
cercana al horizonte de un agujero negro en presencia de un
campo magndtlco externo, y cdino se comportan Los electrones  en
ella; interrogantes cuyas respuestas ampliarian de wodo

signiflecativo el conccimdento gque tenemos de la realidad fisica.

Por todo lo anterlor, S peranos que la 1nvestlygyaclidn
epprendida en @l pressente trabajo, ¢lrva de base y apoyos a
esfuerzos futuros para ofrecer luz a wsse asunto, con  la que
tamblén veremos enrlqueclda nuestra comprensldn  de las  leyes
fisicas que goblernan Lo que sucede en 2l cosmos, y por ende,

a nuestra vida =n 21,

Asl, en el capltulo I se presenta la ecuacidn de Dirac en
espaclo curve, revisando la formulaclidn de tdtrada nula de la
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relatividad general; en virtud del que, dJsta, puede ser
construlda, La definleldn de espln en espacio curvo se
desarrolla y discute en el capitulo II. El capltule III
aprovecha los resultados de las secclones anteriores, y es en
41, donde se obtlene la ecuacidn de Dirac en el espaclo=tiemnpo
de Schwarzschild magnetizado, adends de mostrar lugros
relevantes de su andlisis, como la no conservacldn del tensor de
espln por la geometria Inherente al universo magndtico de

Schwarzschild.
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I LA ECUACION DE DIRAC EN ESPACIO CURVO

El cdleulo ssplnorial proporciona un gran auxilio al estudlo
de la relatlvidad general, ademds de a los fasclnantes problemas
cosmoldyicos que se desprenden de  ella; por lo ventajoso y
eficaz de su lenguaje para clariflcar en gran medida, Las
estructuras matemfticas tan densas y oscuras que estdn ocultas
en &l senu de& la teorla de campos, princlipalmente sl estos  no
<son  clislcos; s i, como el nuestro  caso, cudnt icus. Py
convenlencla, para hacer mds completa y slstemdtica la
exposicldn que presentamos, se vierte a continuacldn la  primera
parte de 1a Rel"‘. I 3 1, v en el curso de £sta, reallzarenns lous
agregados y observaciones convenlentes para artlcular e Integrar
dicha materlal de manera coherente a los propdsitos de este

traba jo.

Lus esplnores se introducen normalmente como base para las
representaclones frreducibles del grupo SL ( &, C ) , el cudl
goblerna las leyes de transformacldn de los coeflclentes de
espin. Tales coeficlentes son expresados de manera  ads  natural
en términos de componentes de formas tensoriales relacionadas

con la base de la tetrada nula.

La mayoria de los esplnores Fundamentales en la  formulacidn

de la tédtrada nula de la relatividad gensral tlenen componentes

comple jas, estos aspl nores se transforman seygin la
representaclones D ( 1, m ) del grupo SL ( 2,C ) . Por otro lado,
los esplnures de Dlrac que describen las particulas de espin S

son de cuatro componentes; siendo estos, parejas de esplnores de

0,4+ ) .Esto facilita

dos componentes de D ( £,0 ) o D ( 3

enormemente  expresar la ecuacidn de Dlrac en una forma
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generalmente covariante, viallda en espacio curvo.

El desarrollo del andlisis matemdtlico en &l transcurso de
esta investigacidn, se sustenta en una versidn peculiarmente
compacta del formallsmo de tétrada nula, basada en La
formulacldn desarrollada por Plebanskl [ 1 1, la cual permlite
expresar a lo largo de la exposiclidn, las estructuras bislcas de
la relatlvidad general a travds de esplnores de Dlirac y
matirces, obteniendo aul expresionss nuevaszs compactas y nuy
Gtiles para explicar el comportamiento del electrdn en un

espaclo curvado.

1.1 ANTECEDENTES.

A continuacidn, se presenta un sumario det formalismo  de

tétrada nula.

Sea V‘ una variedad Riemanniana con mdbrlica:
<+

ds? = gwdx“dx” aaee’ + 2 et , CtH

dorde las 1-formas e a & dx* definen una tdtrada nula, Y son
]

tales ue

con a,b a3 l,...,4 ¥y pv a O,4,...,3.

Agul,

= o™ a
L n

Co~0
[eX o Nol )
-0 00
O=00

La tétrada luversa e"'a es definida mediante la condleldn

e eb - éb .
a oy a



En lo sucesivo, los Indices latinos y griegos referirin
sliempre a componentes tetradiales y tensoriales,
respectivam=nte. Tambidn, la matriz b tiene como _funcldn:
Subir y bajar Iindlces en las expreslones tetradiales.

St V‘ es una variedad real, y tiene la signatura ( —=+++ ),
entonces se tiene por construceidn que, bajo la conjugacidn
comple ja

1 2 3 + " 2 1 a 4
Ce,e,e,e ) a(e,e,e,e ). C4)

Asimismo, =i V" es Euclidiano, con signatura ( ++++ ), entonces
2 a4 L, 2 4 4 _3
(e,e,e,e ) a(e,e,e,e ). ¢S5

Los cueflclentes de rotacidn de Ricel son definidos como

F“Lc - - eq“;pepbeuc » ( o] )
y tlenen la propledad Fqbc = F[.lb 1e ? Lowe, ,
r‘abc LRI ¢ Cbe ™ Chae ) . Deflnlendo las {-formas
= e > 7))

ak abe

obtenldndose de aqul, las ecuaclones estructurales de Cartan

i)de"‘:eb/\r"b, )
D) dr.;b + Fac N r'b - Rcm ’ 8
donde Rat. - Eab_dec ed 3 sglendo  las 12:““.l » cumpunentes

tetradlales del tensor de curvatura de Riemann.

12 ECUACION DE DIRAC ¥ MATRICES EM LA FORMULACION DE PLEBAMSKI

Un espinor de Dirac ¥ es una pareja de dos esplnores Y

At BN
7 que se transforman de acuerdo a las representaclones

.



DCL0)>yDC 0.4 ) del grupo SL ( 2,€ ) ; é&se es,

w
I o= [ : ] . C10 )
P
Por lo tanto, La ccuacidn de Dirac puede ser escrita en la forma
ortodoxa
'yHV#‘KJ 4 imb = 0O, Cit)

Del mismo motdo, para el espinor de Dirac adjunto:
- A
T w0, crz)
Ly se tliene
E R A S X PR R C 13 )

Aqui, las matrices de Dirac ¢ satisfacen la relacldn

74 o o

~ NN - < -
')’2","’?"" = 2 g ;Y».V.‘"q*?’ﬂl’ - 4'5(3:(14)
y la derlvada covariante estd definlida por
s W e ¥ 15
; p P ¢ >
donde ' son las watrices de conexidn. Andlogamente:
7
—— A —_— p—
o Vv o= g -~ @C . 16
u H “ c1e)
La versidn tetradial de las matrices de Dirac es 7’“ - en“,v”
Voa et yn -

¥y su ifnversa e5 @ n

[v]



La representaclidn mds natural de las matrices »” en la base
de la tédtrada nula es:
o0 0 O o 0O O 0 -4
t o o0 -1 [o] 2 | aam—annd 0O o o0 o
v =7 2 o o o0 o f°* ro=v 2 0 1 o of"
O 0 0 O 0O o0 O o
17 )
o 0 o o O o 0 o
3 o 0 O 1 4 o 0 0 o
r=v 2 1 0 o 0o}y v =72 o o o o]"*
o 0 o o 0O-1 0 O
y ellas cumplen las reglas de anticonmutacidn
P et e 2 C18)
Nitese que en esta representacidn todas las matrilces ,vu s=on
reales y sus traspuestas correspondientes se obtienen de 1la
slgulente manera: ( P )Ar a=-r, -
Ahora, resulta convenlente definir las matrices
b b b
= S R G O A S Sl C19)
las cuales tienen la forma expliclta:
1 o 0 0 o o 0 O
P I L RN 0o -t 0 O P L. 1t 0 0 O
0O o o o ’ 0O O 0 O ’
O 0 o0 o 0O 0 0 O
o O o O 0 -1 0O O
12 34 o 0 0 O 42 o o 0 o
met 4o =2 s 0~ 0| ¢ =216 0 0 o’
o 0 o0 1 0O 0 o0 o
o 0O o0 o o 0 0 O
o2 a2 o 0 0 o o oa 0O 0 o0 o
o 0 o=t |7 o o 0o o]"-
O 0 0 o o o ¢ o]
¢ ao )
Tambidn resulta adecuado deflnir
L5 = 1 a b e d 3 Y . > 8 7y &
A L S A G o G valltd 9 Eest VP F (021



por eso,

I - I , Caz )

y anticonmuta con todas las malrices ;-a:

¥4 % = o0 ¢23)
( En versidn tetradial €ioae ™ 204 H mientras que, en
representacidn de coordenadas z x - 1 y £°12% o g .
©129
El dual de o®® ee
ed
AT H 2 ped®  ? (24 )

y de las ecuaciones ( 18 ),( 21 ), y ( 23 ), se sigue que

o* = - pla - (25 )

Ahora, 1a matriz de conexidn l"n definida a travéds de 1la
ecuacidn Vy‘l' = ( 6{-‘ + ]‘u ¥ , estd relacionada a 1los

coeficientes de rotacidn de Ricei l“o por

be

r o= ", ' €26 )

™ 4 abn

y claro I’ = e” l“' . La forma extendida de 1la matriz de conexidn

en la base de la téirada nula es:

-3 -
z(rtzn*rﬂdh) r42n o o
- 4
r - rsu. = (rz n+rs‘n> o o
Y S - .
n o ° =C l"’ 2n+r94n) az2n
(] o] - =-4(~r r >
ain 42rm a4n

€27 )



Ademds, percdtese que las derivadas covarisules de las
matrices de Dirac deben ser nulas segdn [ 1 J y [ 3 ], de donde
¢

se desprenden las importaht-es relaciones:

v zs 3 4t 2 agr ,f 1o, ¢ 28)

o o it o

Vot e ——2t—w (Y =g s , " 120, C20)

donde Fﬁa“ es el simbole estdndar de Christoffel y Vu es la
derivada covarlante que también toma Indices espinoriales en su
cuenta. La ecuacidn ( 28 ) es justamente otro modoe de escribir
la ecuacidn estructural de Cartan ( 8 ), y la forma simplificada
de la ecuacidn ( 20 ) se obtiene a partir de ( 28 ). La ecuacidn

( 28 ) es actualmente un conjunto de 24 ecuaciones que perniten
calcular las 24 componentes linealmente independientes de [
{ Las cuales son combinaclones lineales de los coeficilientes “ de

Ricei ) en t€rminos de = .

Para concluir, presentamos otras relaciones que incluyen al
aoperador derivada covariante Va » ¥ que resultan muy dliles en

los siguientes capitulos. Estas son:

3
v .9, ]ux/n-igap?éa"m, C 30 )

D =79V -~ ieA , C 3t )

donde Ao‘ es el potenclial vectorial.

De éstas dos dltimas identidades, se sigue que

(o, ,D 1w=-3} Raﬁréa”‘\p - feF @, C32)



.

con FQ el tensor de campo electromagnédtico, definido como

F e VA -~V A , que cumple F = - F .
o f o o R PR g4

13 ECUACION DE DIRAC EN FORMA QGENERAL PARA ESPACIO CURVO.

Plebanski en la Ref. [ 1 1 ., logra derivar una forma
compacta y muy conveniente para la ecuacidn de Dirac en espacio
curvo, en la gue aparecen ya expresadas en  términos de las
coeficientes de rotacidn de Riced l"ohc , fungiendo estos Gltimos
como formas de conexidn geoméirico-espinorial, lo cual provee
una ecuacidn que por su construccidn y caracleristicas
inherentes establece comunicacidn entre los wundos de 1a

relatividad general y la mecdnica cuidntica.

De ese modo, y con €l auxilio de las matrices de Pauli en su
forma explicita, Plebanski logra escribir de manera general 1la

ecuacidn de Dirac desplegada en un espacio curve, como:
= » 1

Y2 { e, v, v (8, -r, v, |+ mt =0,
2

v 2 {(01_,-’)‘,,’-(0‘-?‘)\4.2}4"4.-o,

YE {Ca, =, 4 Ca =3 24 J 4y =0,

2 1 2
Yz {c S, =, MW = (8, - O | 4 wn, =m0,

(33)

( €ste es un caso particular de la expresidn general obtenida

por Plebanski, en el que, el peso tensorial W e O ),

i0



donde las v, explicitamente son

¢34 )

dsta es una forma muy efectiva de la ecuacldn de Dirac sobre V*,

y para obtenerla, es menester conocer:
i ) La tdtrada nula inversa, e .
i{{ ) Su diferencial, 01 -
it ) La forma r'" desarrollada en térmlinos de % .

Finalmente, para Introducler el campo electromagnético a la
expresidn de la ecuacidn de Dirac derivada por Plebanski, basta
llevar a cabo la siguiente sustitucidn: 9 ——payiecA .

2 ] ]

Asl, se tlene una formulacidn sumamente eficaz ( quizds, la
mds eficaz ) para describir el comportamlento de una particula
cargada en un espacio curvoe en presencia de un campo

alectromagndtico externo, que satisface ( casoc homogdneo ) las

ecuacliones de Maxwell.

11
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Il. DEFINICION DE ESPIN EN ESPACIO CURVO

21 DERIVADA COVARIANTE DEL OPERADOR DE ESPIN S F

El operador de espin estd definidu por:

S & o - 2, Lepe C 35 )
donde las matrices o%f son:
P R B T ¢ 36 )

Una expresidn para el espin de una particula, que permitird

y facilitard nuestros cdlculos, es la siguiente:

Sraﬁ = —&l—}_?(oo‘p - :1 > [ BF ])‘IJ + T 4 2 5 [ > ﬁ]),vrlll ’

m
37 )
v, —
con ¥ = o R T o= ¢ " V. ),y S?D‘ﬁ el tensor de espin.
P2

De acuerdo a la Ref. [ 8 1 , 1la ecuacidn ( 37 )y tiene 1a
propiedad de gue en un espacio plano en presencia de un campo

electromagnético externo:

ops“"‘":-—z'—‘n—‘—’—ia“["‘\pr?“]'“, C38)

donde F‘aﬁ es el tensor de campo eleciromagndtico.

12
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Por dltimo, recudrdese gque la ecuacidn de Dirac la conforman
“ - — M L
(yV“ 4 tm D e 0, y IV ¢ - dnd e 0.
Iy

Asl, vamos a demostirar que la cexpresidn anterior vale

también en espacio curve

2

',v[ “Bf ])nll-&.@(r:a"; =

ors °f o VT, (6°F -
S;» = { Ty r(a m m

ot [OW: j! "

670 D vy

e 9§ E;.-7 (& = B = (BTN T 4 (5 -0 v

34 )

Ahora un operador diferencial PH actida de la siguiente

manera:
PLCaME ) = TP ) 4 (R T N, ¢ 40 )
*t -~

en especial P = 0 ( en nuestiro caso P es ¥ ),
R o #

por lo tanto, de (11 ) _ (13 >y C 40> , y distribuyendo la

aceidn del operador v » sw tlene que

af

I's

— ., n [y pp—
A " - y‘n ‘I’(?'?}-D‘V?ﬁﬁ_;»l,yﬁvrﬁa)qw = A Yo% f;c?‘ﬁ?’,__‘v"ﬁ{ray?)\!: .

¢ 41 )
de ( 18 ) y ( 31 ) , se sigue
Ve e L Ty O AP 4y VAT 4% TAC o FAT oy A
v "n v v Hd r v
rﬁ?,Tv'/A“*r ?'FVDAT —)'ﬁ}'rVD‘A?)@ .
y P
(42 )

i3
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Como FPP = 9 A% - v°AF y por la ecuacidn ( 35 ) , se obliene

m

s Fyp e o—2le e bopfleg | C 43 )
2 ¥

Por ello, tanto en un espacio plano como en uno curvo, es
vdlida 1a misma expresidn para la derivada covariante del tensor

de espin.

2.2 DERIVADA COVARIANTE DEL TENSOR DE ESPIN 8”7 conTRAIDO  CON

El. VECTOR DE KILLING K_.

Para obtener dicha expresidn, basta tener presente 1la

ecuacidn ( 43 ) y saber que

K =V K = - RY K
“P B3 r o3 f rho o

’ C 44 )

donde Kc‘ ez el vector de Killing asociado a la simetria
axial~rotacional, el cual cumple y queda definido a través de la

relacidn

v < .
UKF + VPLC‘ = O 45 )
Ahora, la ecuacidn ( 44 ) se obtiene inmediatamente de 1la

ecuacidn ( 45 ) y de 1a conocida identidad ciclica que salisface
7]

el tensor de Riemamnn, la cual es: R + rY + K = O .,
oy 7o Freo
( El resuliado que expresa ( 44 ) se extiende en general a
cualquier tipo de vector de Killing £ > . 'Aqui. rY . ez el
oy

tensor de curvatura de Riemann.
Por lo anterior,

oE ., o og
vp(s“ Kod = (v“s“’ x oo+ s Ko o)

HE

- = 21l e u[aFﬁ 1 K - GHOP RS K
m H oG E

Hpor s "

(45 )

14



Por ejemplo, en el caso que es motive de estudic en el
presente trabajo, es decir, el universo de Schwarzschild
nagnhetizado, se tiene un espacio~tiempo, el cual admite, ademds
del vector Ko‘ » al vector de Killing Lt—“ asociado con el sentido

temporal. Es oportuno decir que los vectores Ka y tﬁ satisfacen
t ) K*‘oH e 3/8¢ .

LYK = 5%, C 47 )

Yy

L) L"ap = /0t .

ii)t,ﬁnrsop. ‘ C 48)
il ) t.“9 L guéoy
Donde gw y g, son las componentes correspondientes del Lensor
mitrico.

Continuando nuestra exposicidn, el universo nagnético que se

acaba de mencionar, gqueda descrito por el tensor mnétrico

=A% ~2msr)

A
g = o (1 < 2 nrr) 7° o .
ke ) o A%p2 1)
o) [ 0 A %r%scens

¢ 49 )

Para un espacio curvo, la derivada covariante del vector de

Killing Ka en coordenadas esféricas, viene dada por
v 8 -1 (4 oc.
K, =5 ,0(3 D" % (ag_ /ax" + og_, /9%y , (50

18
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con o,2 = t,r, 8, ¥y ¢ ( vdase apédndice A ).

Por 1o cual ..

op _ 2ie H ot 1 <3 Ry 6
vp(s“ K“;F) = — = P H(L ﬁda(g.ﬂ’) i (agw_/m\

o, o5 &
+ Bgap/ax » sHf R “ﬁ“Ké ,

a que VX =K K = - K .
ya s o g cie 7 Y T #5 o

En especial, para el espacio-tiempo caracterizado por 1la
ndtrica recidn presentada, las dnicas componentes no nulas de

v : VK v K v K v K ul t = .
G'KF‘ son ‘)g , 2!9 R 3", s Y 95’2 { cons e apéndice A )

2.3 EI. CONMUTADOR DE LOS OFERADORES S Y tpr”( r”up + im ),
El operador S es:
S = s?“(’xa;ﬁt" , ¢ s2)

donde K e e< la derivada covariante asociada al veclor de
o3

Killing Ka , ¥y L7 es el vector de Killing Lemporal.

En el desarrollo que se presenta a continuacidn, emplearemos la
siguliente expresidn alternativa para el tensor de espin So_r"(j s

a

. o 5 .
S0 = SV o ».D, ¢ 53)

€sta ecuacidn sdlo es vidlida cuando se aplica a una funcidn de

estado ¥ que satisface la ecuacidn de Pirac.

Por 1o tanto

p M . yorpv' S, or
s Lp} (€] D“nm)]w = [~ g ;anK t

~ + .
J » tpr (63 DH'H.m)]lI‘

16
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siguiendo con nuestros e¢dlculos

[, t »70G"D +tm)]T = HfY 3% b K
I H <

Prosiguiendo, de

consecuencia que

a partir de esto,

operador diferencial,

©op, . HO@ g 5 W
[S ’ ‘LP;V (¢4 DF+Lm)]\P n g {Lmtpyor r2 K

Lt ™MD
Hov s T P

+ime Py 2% D Kk 7L PP
P RS T A

¥p e y 2% L7

- oW
LE7 ot TP ot

- P HEEY, 8 o
Lnle} £ [ g ?’IJDVKO-;PL pL 4

Hop 5 " )
e £ «{yoy y“DpLa;ﬁt pr 14 D“

. . 5, o P
-n.m}ogv }“DDKD‘;FL tp;v
-t #P¢¥D ¢ 27 D K i

P?’}' H?a‘r?“va;ﬁ,

~imt 2P 2Ty DK T 54
tmt ¥y 7 DK, H C bl

las ecuaciones ( 28 ) y ( 314 ) se tiene como

Dy, == tea 7, ¢ 55 )

recordande la manera en que aplica  un

se sigue que

t°D

.
ot 5 v

-t 7"y 2% K L7
PR TR

-t Py H 5, Kk LD
TV Ve ezt Ca
-t 2Py 37 K 7D
Pr L "Vu o B i
—imt 3Py 37 K t
Pl T T s

—imt »®p 2°» K _ t°D
tmt YUy Y, K Wut P,
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. 22 o o, M
+y g r;JKa;ﬁt tpy b D,)D‘J
L Tt 2% K LT

p? e ?o_?’ ?’N o3 6 DpDv

4tet ¥y % Kk, L9V
r—’y L4 ?’a?’ 214 o3 6 vAy

j<) o
-t - K 5 PLHy .
ter v Ko, oL ¢ Tty A g

C 56 )

Continuando el desarrollo del conmutador, wutilizando la ecuacidn

( 14 ) , obtenemos que

o

S, L 27D +tmd)¥ = &MYt 2PpHy 25 X t
[s., t»7GD, 2] 1=t oy o K s

L 7Yy Py K D
P Y T A

4+t PPy 5k % D -y '
PRl P g S (ryr ” 1m;v”+2r)y)A

+2t Pr% K t¥p
oV Ve prnt

5 o e H o
L rr Ko AT [ , p%]
- oo 5 -4 ot 'z

Ly oy KU [0, D]
+21eF™ o .

¢ 575

Sustituyendo ( 32 ) en ( 57 ) , tenemos:

t 27GHD 4imd]l = MUV oL PPy 2By K Ad
= 27D, m)] £ { ST Ty, t

csEsvip

-t P 2% K 154 )
TV Vst Do

i8



P o,
-H,py v K

ey e

+2Lp;-”;v";-y)<u; et D,
*2“,_._'”‘,?’”?'5"’(.; . % “)'/J
+L,ﬂ.'va57yKo,' o L prp} ¥y HKO'; B
4 LP;~5;<“;~P;:U; (el D7

LT D —imy 42D
(rp‘.\ » ¥ “)

1+

Simplificando términos, y por la ecuacidn de Dirac, se
que
S, L 70D awmd]¥ = 2HVLLL 2P 3Tk t
[5. t»70GMD 2]y = = {=t 5 v K
—t Py 2% K LD
TV T i

Dado que r"‘;v“
(53),

n4,

obtenemos

[S, t 2°0GHD +imd]w = {-t »7p"t%°
e “ I3

e 5
+2L07 vt K
2L »737r K

LY K

5,

-2y
rd

HE R

e g
ka; ﬂ(rar t

(=4
] -1 +D
C LmyH “)

T, P, M
¥ oty

I PO ré
+) LR o }4’ .
Y r ) <

-1 i PL TP L4
AT L SR o dh D A

+4L7HR™F o
rs

ig

y en virtud de las ecuaciones ( 44 ) y

K s “F
ofu & o

-3

oo J

¢ 58)

llega a

¢ 59)



-y D o o _pofiv & .
Zlmtp} ¥y e R “ﬁvkéry 24

Rl Hy oS - op
= {Lp? (=r"L"R aﬁ“}\ésa

»

. 4 &
+2ime VR K
@@ ie S g

-2t 7k - PTLTH2LDRE T2
JRAL A ¢ LR

¢ 60 )
De esa forma, resulta claro que si Ram»-s = 0, l.e. , cuando
@l espacio sea plano, y aungue haya la presencia de un campo
electromagnético externo a €1, tendremos para ese
espacio~tiempo de Minkowski que:
E, ts6"D +iwd] =0, 61 )
~ I—'

le que indica que S y L ;v”(;v“D'u-bim) admiten los mismos
~

eigenvalores, y por ello, se puede resolver la ecuacidn S¥ = O

en lugar de t ;*p(;v“D 4im)¥ = O . Ello facilita en ocasiones el
e ~

cdlculo, porque el operador S es generalmente de estructura mds

sencilla que t ;v”(;'“DH-n.'m) .
o )
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W, LA ECUACION DE DIRAC EN EL ESPACIO—TIEMPO

DE SCHWARZSCHILD MAGNLITIZADO

31 EL UNIVERSO DE SCHWARZSCHILD MAGNETIZADO.

Ui elemento lineal de la mdtrica de Schwarzschild queda

escrito en la forma

2
ds® = ¢ 1 -dg mrr 3 T »’a8* - (1 - 2 mor 27+ rPsen®edg’ .

¢ B2 )

Ernst, en su estudiuv sobre el comportamiento de los hoyos
negros en un universo magnético, logra desarrollar un
procedimiento para magnetizar los diversos espacio-tiempos
conocidos, y de ese modo, ¢l genera la expresidn del elemento
lineal de un hoyo negro de Schwarzschild en un campo magndtico

externo; la cual es,

ds® = A? [ 1 _dgzm/r s— 4 17de” - (1 - 2 wer )dLZJ
+ A %r%sen®sdy” ,

¢ 63 )
donde A = 1 4 4 Bozrzsenze .

4

En tal caso, las componentes de Cartan del campo magnético

estdn dadas por
1
-2 _ A2 _ 3 a
H(r) = A Bocose > Y H(‘) = A BOC 1 2 ms/r di¢sens ,( 64 )

21



aqui,

H = e H , yH = &Y H . < 65 )

~
<rd Crd' w Cad Ced

Ademds, la componenle angular se anula en las cercanias del

horizonte del evenion, gue ocurre para m # O en r = 2 ;mn .

Basta decir que, el resultado anterior derivado porr FErnst,
describe con exactitud la situacidn cuando el campo magnético es

uniforme asintdticamenle.

A continuacidn, se traslada la expresidn matemdtica de 1la
m#trica de Schwarzschild magnetizada al lenguaje de tétrada

nula, recordando para esto que: ds” = 2 e'e? + 2 &%’ , donde

1 2 3 <
¢ = e , ¥ también e ,e” son reales,

Por lo cual:

et = ——2 ¢ Ard® + iA'rsenede ) ,

Y 2

e = ———1  ( ArdE - iA'rsenBdd ) ,
v 2
) 1
e’ = 3 Adr +—+ AC1 - 2mor dEdt |,
- 3 - 2 mrsr )2
y
1
el = ! Adr +— = AC1 - 2mrr)Edt | .
- C 1 - 2 mrsr D2
C 66 )
A partir de que ejoebj = sza » se tiene 1a tétrada nula
inversa, gque es,
1 ATY A
e = (——de -1 d¢d .,

22



1 ATt X A
&2 = = (a8 i ——he 992,
1 -4
e, = i AL -2 mor Yodr 4 A ~dt |,
2 C 31 - 2 mrr )2
1 - 1
e, = 3 ATt -2 meryZdr - A ~at | .
Na C 1 =~ 2 mrr >%

C 67 )

Para facilitar mds adelante los cdlculos, expresemos las
diferenciales de coordenadas en Lérminos tetradiales:

de = 1 ce 1+ %y,
¥ 2 r
dr = 1

1
—1 (1 -2 mryEai e et ),
vz

-1
dp = i A (e’ -e'>,
Y 2 rsené@

dL = A T C e’ - e d>-.
¥y 2 ( 1 - 2 mrsr )*
¢ 88 )
Antes de seguir, presentamos ciertas igualdades que

involucran y se obtienen a partir del factor A .

A r = arA = £ Bozrsenzs »
»
A =0.A=1 Buzrzsenecoss ’
R &
A
A—‘ - - —2 L ,
, T 2
2A

23



Se pasa abhora a calcular

las

componentes de la tétrada nula. Asi,

1 n
de” = e

a8

AT me”"Ar me* AT 4+ AT
n 2n 29

+
29

+ I Y+ e ANe
284

4 248 >

I3 2 a 4
N e* Fal -
= e e rsz + e e ( in
L3 4 8 4
A - A -
4+ e e l‘z‘1 l"2“ ) e e I‘25 r
+e* N .
242

Recuédrdese en lo sucesivo que:

0 <
x)r‘cb-r e,conl‘ﬂn-o.

. L. 2 4 g 2 4
i ) s 3 4y y I''™> w %y 4
2 4 - s 2 1+ 9

4

Prosiguiendo

de’ me" AT? ae”" AT me® ATl 4 et
n n 12

Y

A ¥ - 2 Ae'c -
L) e ( F‘z‘)-re e ( I‘g

+e? A~ -T

942 1289 ) +e

+e®Aeft-1 T
a1i4 149

24

d 4+ e

L3

<

b

£4

Nt
144

A e r.-r

e

2z

2 124

diferenciales

‘A

r
28

) -

de

r

(69 )

las

24

2

C 70 )

C

AT e’ AT
14 81

71 )

c72)



Andlogamentle,

de®? = e AT e " AFr = AT 42 ATr - AT
™ <N 41 42 S4

1 2 a 1
a) - N e - -
=z e e’ ( r“z l"“z‘ D+ e e ( I—'“s r945 b]

a 2 4 1
N - - A -
+ e e ( F‘zg rs.xz )+ e e ( I"‘“ ]

8 “
+ e Ne'(-T
RBd4 424

C73)
y para terminar
de‘ e e” AT e AT el AT 4+ &2 AT_+e* AT
g a8n 84 a2 94
= e’ A el _rsm).‘.egl\ez( = Taes 2

+ et A e‘( rs-u— I‘:-114 > e A e‘( - r543 2

+ et A e Taez = Taze O -
74 )

Sablendo que d( Fdx" )= F ’de“ A dx” , esto permite hacer
» =
explicitas las diferenciales de” . Por ejemplo:

e’ & —— rdr de + Adr dé 4+ tA” reenddr h
de' E CA . rdr A Adr A A - dr N d¢
.I’ 2 » ’
4+ 1A rsen&de A dg + iA'senédr A d¢

»

+ 1A 'rcos@de A dp ) .

C75)
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En el cdlculo de cada una de las de° > se sustituyen las
diferencialesz de coordenadax dx®’ por su expresidn en componenles
tetradiales; lLeniendo de esa forma las de® en términos de 1las

componentes de la téirada nula.

Para esto, téngase presentie que e® ANe® u o P
e Ne = - eb A e® . Ello permite simplificar las expresiones

extendidas de las de® . Por lo cual,

4
- z - —
de* = 1 2 mZr ) [eBAe’{AI_AZ-G A + A7?
»

+ A } 4 e A ez{ A AZ 4 A - ATt ~ A }
I , r , T I
2 AT? 1 Al
+ e* A e"{ A A+ + A + }
, r , T T

AT -1
+ et Ae?| - 2 & A
2 ¥ 2 2 v 2 r
-1
A AT

76 )

Comparando la versidn desplegada de de! con su correspondiente
expresidn compacta e 4implicita, uno puede identificar los
coeficlentes de rotacidn de Ricci para de’ { 1o cual se extiende

y repite para las restantes de® ) . Por luo tanto:

1
- z - -
r - 1 2 m/r ) A A2 4 AT ,
291 2 + 2 , T » T

26



242 2 /2
Y
1 AT?
r_ e-=——————1A" a4 coté | .
212 {T » >
77 )
2 41 2 1
Continuando, de” = ( de” D% , ya que " = (e H* .
Ahoraz
1 A
de® = - + de A dr
¥ 2 ( 1. -~ 2 msr )2
2
+ A r C1 - 2 mr/r DEdr N di
»
ES
+ A . (1 - 2 mr/r )2de N dL
r
1
+ ’"? ACY = 2 mrr Y Zdr AdL | .
"~
c78 )

Sin olvidar que las dx* son sustituidas por sus expresiones en

componentes tetradiales, se Liene:

A A
de? = 1 [ et A ea{ ;¢ A2 } + e2 N es{ rz s A2 }
2 -2 -2
-+ ‘l\ < » & - ALo A
e Nelf 2r Z2r }

27



2 s
2r°C ¢ - 2 mesr D%

A 1
et ne®f —2L A1 - 2 o )F

mA”*
* z T H]- .
2r°C 14 -~ 2 m/r H>Z2 .

De lo cual,

28



Finalmente,

€,
de’ = — T d8 A dr
Y 2 (1 - 2 mrr )Z

1
-Ar(i-am./r)zdr/\dt
’

1
- A_ (1 ~2mr )2de Adt
?

N m Y
- P AC1 - 2 m/r )Tdr A dt .
r
(81 )
De aqui
1 $ a & ATE A AT?
de = a I\e{ Jr - ,: }
2 v 2
ATZ A2
+ef Ae®y p @ - s }
r Pl
‘I\‘ - A-z +2A4 ApA_z
+ e e{-——'————r }+e e{_:__r }
- 1
-oe“Ae‘{ArAz(:l-am/r)z
»
-1
mA
T2 T }
r“"C 1 - 2 ms/r )Z
- E
-Oe‘/\en{—ArAz(j—zm/r)z
Y Sk
R T H|-
r23C 1 - 2 msr )E
<82 )
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813
A A2

rm4- ;/:—— ’
2 r

A"Z

mA
1
b) z

B Y 2z r?¢c 1
(83 )

de

hecho, pueden obtenerse los coeficientes
Por

Con lo ya
rotacidn de Riccl I"clb contraidos con la tétrada nula e® .

ende:
r er_e' 4r_e® +r_e +1_e
12 12 122 128 124
-1
A r e ___A ‘cote }es
Yy 2 r

A -
+1 2w 4
Y 2 r
(84 )

Tédngase presente que, las l"“mc que no aparecen entre las
anteriormente; o bien, no resultan de sus
son nulas.

obtenidas
antisimdtricas & de sus conjugadas,
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‘2 428 ‘22 429 424
- -3 - 1
E {-a a7 B8 gt K1 -2 mer )
2z Y 2 ’ ’
1
- -2 -1 - FPR
+ 4 A'rA +A,rK1 2 m/r e
2 A ATE
—
+1{ P le

E
3

#{~2A_ A1 -2mr)

=~ - 2 mA }04],

1
r“¢ 1 - 2 msr )T

(85)

-2 AT? -1 2
+ { -A' AT -2 —] - A ,r je
A - <
+4 e,
Yy 2 r
(86 )
r =r_ e +r_ e’ +r & +r e*
84 Day 942 849 244
_ 2 1
A AT2C 1 - 2 msr )=
= - 2 T,
v 2
mA~* ] 4
- = + [Ce® =e*>. 87>
Y 2 r%C 1 - 2 mrsr )2



Convencionalmente se presentan juntas a ]"12 y l"a‘ > puasto que

generalmente una ec imaginaria y la otra real.

¢ 88 )

Las demis 1‘ub R
antisimdtricas de las recidn calculadas.

resulian de las correspondientes conjugadas y

De 1las Fnb se tiene la caracterizacidn geomdtrica
fundamental del espacio~tiempn en cuestidn, porque desde ellas y
sus diferenciales, se obtienen las componentes telradiales del

tensor de curvatura de Riemann R bed °
abc

32 LA ECUACION DE DIRAC EN LA METRICA DE SCHWARZSCHILD
MAGNETIZADA.

El nexo entre 1la ecuacidn de Dirac y 1la geometria del
espacio-tiempo, o si se quiere, entre 1la (Jtrada nula y los
espinores, queda establecida a través de los coeficientes de
rotacidn de Ricci I"abc ; los cuales aparecen en la ecuacidn de
Dirac, y se hacen presentes por medio de las Yoo, De esa forma,
puede obtenerse la ecuacidn de Dirac en el espacio-tiempo de

Schwarzschild magnetizado.

Atendiendo a lo dicho 1lineas arriba, y a partir de lo

realizado en la primera seccidn de este capitulo, calculo las ¥

32



para el espacio-tiempo en consideracidn. Asl es que,

1 -1 A coté@
" - A +
2 r——a » & r
A ATE
+ 2 ‘—'r—' »
ES
Yo * = ( l“129 + rs4s >+ rsxz

- k]
.- [zn A% 4 =2 mr )=
»

2 ¥ 2
mA™? .
+ " -+
r“( 14 - 2 ms/r )2
s 4
. (1 =2 msr )

r

- £
+ A (1—2m/r)=],
»

y m=m-4Cr + I Y+ T

4 124 944 421
- 41
O — 2A _ACY -2 mer)E
2 v 2 »

-1

ES
r"C 1 - 2 msr )*Z

33



Otro requerimiento para poder escribir la ecuacidn de

en cualquier espacio-tiempo que se desee, es:

diferenciales 98  de fa tdtrada nula inversa.

procddase a ello,

como 8 = e & » tenemos
a a I

34

oom—=— At s s —B 0 |,
_/Tr - re *

82 )

Dirac

obtener las

Por

tanto,

(905



Ahora, mediante ( 33 ) podemos expresar la ecuacidn de Dirac
en al espacio-tiempo de Schwarzschild magnetizado, la cual gqueda

escrita como sigues

mA~?

2 z
2 r"( 1 - 28 mrr )=

-2 F
{o,+A At -2mr )

F
-4 - S AT? (14 - 2 msr )=
" A 1 2 mn/r ) - e T l’V’
r e F
- K -2
A -1 A A .
{o,+ =+"— 4 A 2i°ta - —t2 }wz-vm’-o,
-4 -2z
{0+ A e , A'cote A A b
1 2 2r r [
mA~

a4
~{o,+A A(1-2mr)Ee < -
’ 2 r"( 1 = 2 nrsr )*

-1 £
-1 $ A ( 2 = 2 mrsr )2
A ( 1 = 2 msr )% , X
+ P + = }wz-omqb
- Y -1
{0 A _A21-2mriEs mA .
< xr 2
’ 2 r“¢ 1 = 2 mrsr )E
) s
- L - % - x
W ATC 1 -2 omer dE A s O 2 mer ) "
r 2
AT® -4 A A™? .
p & A cot & - 2
4{6‘4» = + P + r - J¢ +my, =0,
Yy
- g -2
A -4 A A .
, & A cot & - 1
1o, ] * 2r + T ke
mA~*

- o, +A L A"(:-am/r)i +




4
- -1 z

F §
A
- z
A C 3 2 m/Zr ) + » T #2

+mw1-0.
(o1

Ahora, para introducir el campo magndtico en la ecuacidn de

Dirac anterior, resta sustituir: 2 por 8 - teA , lo que
ax? ax¥ “
se conoce como acoplamiento minimo.

-}

axt
paso a calcular AM . Por lo tanto, partiendo de las conmponentes

de Cartan halladas por Ernst en su estudio del universo de
Schwarzschild magnetizado, las que estdn expresadas en las

Donde

= oy y AH es el potencial vectorial. Por 1lo que,

ecuaciones ( 64 ) y ( 65 ) ; comparédmoslas, para identificar en
ellacs a la parte radial y angular de la tdtrada nula 4inversa,
respectivamente. As{i,

crd) A Ced Ar
L4 - y ® - —
Y28 (1 - 2 nrr )i Y 2
cez)
donde
.(r) - .nr - .4r ) ¥ ‘c.) - i C .l. * .1. ).
(e3)

por lo que,

e w (o0,

€ e
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-t
H A X
e(‘)-(o,o, —— » 0).
¢ 84)
%
Como ya se definid a2l principio de este capitulo: HCr) - e CrJHp

7]
Y Ho s = ® e, -

Sustituyendo los valores de et Yy et en las expresiones
rd) Cod

anteriores

<rd {-—2-— r

(oe5)

Comparando esto, con las componentes de Cartan del campo

magndtico presentadas antes, llego a que:

AT*B_cose

H =+ 2

xr

F3
(1 = 2 mrs7r )E

- F s
H ==v2 A‘(s-amfr)tanx-sma.

et )

Continuando, Hu estd relacionada con el tensor del campo
electromagndtico Fap a travds de la siguiente ecuacidn:

ua-up?‘“’: Co7)

donde F *7 = 1 £Pre g u mg y u™ w5 .,

»
Y 78" To " Fhe :
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C Aqui u® es el vector de Killing temporal, que cumple

o
u ou-at).

H -up?rp-gt ?‘r‘a-g“?‘rl--A-z(ﬁ—Em/r)?‘“'.

r 4
(98>
Confrontando con los valores ya obtenidos para Hr b4 H.
A" B _coso
I e o - .
( &4 - 2 m/7r HE
(ea )
Andlogamente:
H.-upﬁ‘." -gt#?"’* = = A1 -2 o Y B,
( 100 )
Procediendo igual que antes
-0 )
ot A Borsene
F - 'f 2 T -
1 -2 mrsr )*
(101 )

De la exprecidn presentada antes para % en términox de
Fu, » se sigues

F aaAx"end F ™ y F. = A%r%sens £ * .
.. re

C 102 )
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Para esto, se utilizo qua: g = det. gpv » donde g'_"J es el tensor
mitrico y cumple la relacidn ds® e g vdx"dxv . En nuasstro caso

g = = Ar*sen®e » por lec que - g = A*r%sens .

Por los resultados obtenideos, 1las vYnicas componentes no
nulas de F‘D‘P sont Fr¢ » qu » F.o Y F“ .

Por otra parte; yaque Bw V x A, y como la mdtrica de
Schwarzschild magnetizada presenta siempre acopladas a las
coordenadas r» y € , a1 considerar el rotacional en coordenadas
esféricas se concluye que A = A, » para que pueda reflejarse

correctamente la situacidn comentada.

Como F a8 A -2 A =92 A , dadodque A= A .
e LK - - . * -

A --IF de--IA’r’sens?“de.
L4 L o d

¢ 103 )
Sv.stituyhm!o la expresidn desplegada de Pt , tenemos
Bo r* -
A =y 2 * A "senfBcos8d6 ,
hd C 1 - 2 mrsr )
¢ 104 )

con A =1 + % Bo: r’sen’e .



sen8cosg
2 2 2 a8,
C 1 =+ % B r“sen“e )

I A*senbcosgds = J

¢ 108 )
higase el cambio de variable sigulente:
sea u = % Bo2 r*sen’s . C 106 )
du = § BO* rZsendcoseds . ¢ 107 )
cosOsenSde = 2 u . ¢c 108 )
B * *
o
Por lo tanto,
-4 da 2 du
IAS‘"‘B" - z 2 C 1 + u )
B r
o
- -_—2 Ln{1 +u)
2 2
B r
o
- 2 LnCt + £ B * r’san’s )
2 2 4 %
B r
o
=&  _inCA).
2 2
B r
o
¢ 109 )



De lo que,

A = - 2 + 2
* C 4 - 2 m/r )

ILn ( A)

NV
w

o

Asi,

Ap-(Ao' Ad)wm (-9, AO)'

donde ¢ =

es @l potencial esczlar. Tambidn,
A mCe, A%

Esto permite insertar el campo magndtico en la
Dirac, intercambiando GH por ( 0“ - r:oAF ).

dasarrollando

N [¢]
8§ =D 0'_ “EA'.-GL" P
a_ ——=> a8_,
D m==> 8
(yaque A =0 =A )y

B ===> 8 = ieA
- -

C 110 )

€ 111 )

C112)

ecuacidn de

“-d -te g2 ¥ =
* C 1 - 2 mrr )i

41
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C 113 )

C 123 ) -



Antes de afiadir el campo magnético a la ecuacidn de Dirac en
el espacio-tiempo de Schwarzschild

magnetizado como
mostrarse, démosle

expresidn mds

acaba de
a ésta, una

compadta en
términos de operadores.

Sean .D‘ » .'I.)z » :Dn b .'D‘ . Donde:

-4
D=2 5 4: A o, -te 27 = < LnCA) }
< rs ® (1 -2 msr D% B
-4 -2
+ A p & " A 'cote + A,» A
2 2r r ’
-1 =
D, = : o, =t rsgne {e te 2 2 = LnCA) }
- - (1 =2 msr )% B
-4 -2
" A S, A 'cote + A,o A
2 2r x ’
4 -4
D =C1-2mrdiats A { o +te -2}
r ( 14 = 2 msr )2
- A - %
+ArAR(1-2.m/r)’+ - mA .
’ 2r°( 1 =~ 2 msr )%
- : ATt (4 = 2 msr )%
. ( 4 = 2 mrr Y% . , T
r 2 »
y
s _ -4
D, =C1~anriiate_ - A {0, +te—2—}
C 2 = 2 mrsxr )E
- 2 -1
+A'rA2(1-2m/r)f+ S mA s
’ 2r°¢C 1 = 2 msr )X
-t 2 ATt (1 = 2 mer )'!"
- A {( 4 =2 m/xr ) . LT .
r 2
¢ 114 )



L
Puede ficilmente apreciarse que D omD .

Los operadores anteriores ya tienen incluido el ecidmpo magndtico,

gracias a las apropiadas sustituciones que se habian sugerido.

Concluyendo, 1a expresidn final para la ecuacidn de Dirac en

el espacio curvo de Schwarzschild magnetizado, es

D P -.Ds¢z+mw2=o.

C 115 )

Para darle a la ecuacidn anterior una forma convencional; se

sustituye ¢- _—r - 3 ¢- », ¥y =e cambis el orden de las

ecuaciones componentes del siguiente modo: - Intercambiando las

dos primeras filas con las dos dltimas.



’,

LB
.Dzw‘—.‘l)‘vlz-'-o—lm =0 .

C 116 )
-
=

m (o] :D‘ .'Dz ¥,
(o] m“l .'Dz -.‘Ds v)zi -0
1)9 .'D2 m (o] --1:¢:'2 .
.!)2 -.D‘ [ m -1 ¢

C 1417 )

Si se prosigue desglosando la ecuacidn de Dirac en su forma

matricial, se tienc

o] [+ D D
< ®
(] ] D -D
- 2 2 Wk =0
D D o (4] “
2 2
D - D (] o]
2 .
C 118 )
¥e
¥
donde W = -1 .;s" . La ecuacidn de Dirac en su forma estdndar
-t g®

211 y“DHW + im¥ = 0 . Por tanto,

-
(o] o .‘D‘ ‘Da
(] 4] .D’ -.‘D.
Py o o o e im¥ =0,
[ z
D - D o (o]
2 -

C 110)



-1y, [4) [ D, D,
- 1 v, v (4] (] .1)2 - .ﬂs
con W = - Yy D“\P = ‘.Dg _th o ° -
2
- 2, - B, o o

Py JEA ¥ xr - - -
Aqu.{;vDH-—yDt-i-rDr-i-yD‘-b-yD',dondeD’J—a + - .

3.3 ANALISIS DE LA ECUACION DE DIRAC EN EL ESPACIO-TIEMPO DE
SCHWARZSCHILD MAGNETIZADO.

Para llevar a cabo cualquier estudioco de la ecuacidn de Pirac
obtenida en la seccidn que precede a ésta; hay primero que
intentar desacoplarla, y reflexionar en las observaciones que
sur jan en el transcurso de este proceso. Asi, manipulando sobre
las ecuaciones componentes de la ecuacidn de Dirac, obtenemos:

2

e L]
(o, 0, +2°, 0+ 2, 1y -ny =0,

» 2 -
(D, D, +2, 20, +[2,, 2, Iy ~my, =0,
* 1 - 2 2.1
(D, D +D_ D 3 +[ D, 2 J¢° =-ne"=0,
y
- : . .
(m‘n.+sgmn)¢’+[.bz,.n‘ j¢* - n®s" = 0.
¢ 120 )
En estas transformaciones se usdéd que [.D* »y D 1= O©0 ¥y
2 2

L2 1)‘ j]=0, lo cual es cierto porque b‘. y D sdlo
difieren en algunos signos; igual acontece con .D. y .D‘ . Es
claro, que tnicamente cuando se anulen los conmutadores de las
ecuaciones resultantes arriba, la ecuacidn de Dirac estard
dosacopladaé pero eso sdlo ocurre, cuando Bo -0, .. , =1 no

existe campo magnético externc en el espacio curvo que
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consideramos, siendo éste: el espacio-tiempo de Schwarzschild

magnetizado.

Astmase que cada una de las cuatro componentes de la funcidn
de onda ¥ tienen una dependencia en el tiempo t ¥y el Jngulo
azimutal ¢ , dada por fC t,¢ > = & e $™2  gonde 1a
energia © > 0, con la amplitud de onda & . Esto es, puesto que
hay dos vectores de Killing , descritos por a/at y 8/8¢ .

Ademds, si Bo = 0 , los operadores .D‘ » 1)2, :D’a y .D‘ no son
puramente radiales ni tampoco puramente angulares, esto impide
desacoplar la ecuacidn de Dirac; sin embargo, para m = 0O ¥y
Bo = 0, la ecuacidn de Dirac pusde desacoplarse, y en tal caso,
ce procede 2 la separacidn de variables, lo cual es aparente; y
se hace como sugiere Chandrasekhar ( al investigar la solucidn a

la ecuacidn de Dirac en la geometria de Xerr ) , proponiendo
v, = £C t,¢ )wlc r,8 D3 = £C t,¢ m_,.:c r )S‘ic e,

¥, = 1€ ,$ dv,C 8> = £C 4, IR ,C r IS C 8,

A%
.
i

£C t,¢ 2¢°C r,8 3 = £C t,¢ dRC r IS ,C 0,
X

.
[l

£C 4,8 2¢°C 1,6 = £C t,¢ IR 4C » IS ,C 6 ;
z F 3

donde R*ic rd)y S:t:‘( € ) son funciones sdlo de r y 6
respectivamente. Ademis, £i hay invariancia de ¢ y t , es
conveniente realizar locs siguientes reemplazos: 6‘ —— ey
0' — — Im .

Desde esto, Chandrasekhar nos revela en su trabajo que, para
el caso que me ocupa? Bo =0, A = 1 , puede reducirse la

solucidn de 1la ecuacidn de Dirac en la geometria de
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Schwarzschild magnetizada a la solucidn de un par de ecuaciones
desacopladas, una puramente radial y otra por completo angular;
asi, la solucidn gener;l de la ecuacidn de Dirac se expresa como
una superposicidn lineal de las varias soluclones asociadas a
los eigenvalores de la pareja de ecuaciones desacopladas, a que

me scabo de referir ( vdase [ © 1) .

Cuando B° # 0Oy m= 0, el problema resulta del todo similar
al efecto Zeeman relativista, y la solucidn correspondiente
puede éencontrarse en la literatura especializada en el toma
( aungue normalmente se resuelve por criterios perturbativoes,
con un campo magnético mis sencillo que el presente en nuestros
desarrollos ) . Mientras tanto, para el caso que es de interéds
aquiz m = 0 y Bo = O, nli siquiera con las indicaciones al
respecto que hace Ernst en la ref. [ 5 ] se puede simplificar la
compleja estructura mztemdtica de los operadores .9‘ » 1)2 » .‘Z)n y
.‘D‘, presentes en la ecuacidn de Dirac que concentra la plena
atencidn de esta tesis. Todo ello, oscurece de algdn modo y en
cierto grado , la informacidn que podemos extraer de la ecuacidn
de Dirac en el espacio-tiempo de Schwarzschild magnetizado, por
lo cual, emprendamos un camino alternativo que pueda iluminar y

dar buen curso a este andlisis.

En virtud de lo que se acaba de decir, diri jamos nuestra
investigacidn a la conservacidn del tensoer de espin en este
peculiar espacio-tiempo. Para eso, en el capitulo anterior
obtuvimos la ecuacidn ( 43 ) , asi es que, procedamos a calcular

sus componentes

v sH= v S v P 4 v S . g gtof
o 3 2 2 P

=_p—t & ml o 1 |
m @
(122 )

Para facilitar en lo sucesivo nuestros cdlculos, definamos

s v gHef |
o
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m Y 2
o1 i e 80 4.
8 = - o F°,
m ]
oz i e B0 .2
= — o F™ ,
m ]
22 i e 28 2 22 1
ST = {a F** — o F° ]»,
m 1 -]
18 i e 2¢ 8
ST = o F .,
m 2
y
28 i e 12 8
g E a m—— F'_
m '3

C 123 )

Como se observa, $%F tiene tan sdlo seis componentes linealmente
independientes, asimismo, sus componentes restantes son
obtenidas de las antisimétricas de las mostradas arriba, o bien,
son nulas, porque en la maners en que se definen sF y s s SE©
da que 8 = 0 = M, V a,u .

Por otra parte, el desarrollo anterior se sustenta en el
hecho de que, el tensor de campo electromagndtico Fap tiene sdlo

cuatro componentes no nulas en el espacio-tiempo de

Schwarzschild magnetizado, que son: F“ » F
a7 F

? op
lo que convenimos es vilido, dnicamente para Iindices de

coordenadas ) . Aqui,

» F_ y F » donde
20 2 az
=F";(recuerdésequet‘so,rEi,BEEy¢E3,

2

F
2 22 22
r®sens

A B _cosé
)

2
( 14 - 2 mrs7r )*



¢ 1. _ 4t - A
Fo=a F, C I =2 mrr )
ATSE Bor sen?e
=—7"2 5 =—F" .
(4 — 2 mrr )T *
( 124 )
£ & Bc « Mientras que, en componentes tetradiales
Qe _ a (4 Ole
Fb e“ebF‘p. 128 )

Consideremos una componente arbitraria de Fn; para nuestro

andlisis, por ejemplo: Si a =1 y b =2 , se tiene que

Bacose s

A
sen@ }-

- 5 { A*sens +
( 41 — 2 msr DZ

C 126 )

-V

F
-3
que, el tensor de espin no se conserva en este espacio curvo; lo

o B° « D@ lo cual, se sigue: th o Bo . Esto quiere dacir

cual se explica, no; por la introduccidn de un campo magnético
externoc en el espacio~tiempo de Schwarzschild, sino por la
geometria caracteristica de éste, como claramente queda

manifiesto en las ecuaciones ( 60 )y ( 61 ) .

Del comentario anterior, nace el inquietante deseo de darnos
cuenta, de la manera en que acttia e influye en el comportamiento
de una particula cargada ( en especial, el electrédn ) , un
espacioc curvado inmerso en un campo no conservativoe del tensor

de espin, del que es un excelente ejemplo el que estamos
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estudiando; por ello, reflexionemos sobre lo que sucede en una
regidn lejana, y en una vecindad del hoyo negro de Schwarzschild
magnetizado ( » = 2 m ). Para realizar esa tarea, basta
considerar y examinar la componente tetradial del campo

magnético F’; >

¢ ) Regidn remota del horizonte de evento.

Ya gque A = 1 + % Bz r?’sens ; para r muy grande, en
B: r®sen®e
particular » » 28 m , se tiene: A%~ 64 Yy
2
AT~ £ . Asimismo (1 — 2 mrr )F ~ (1 — 3 mor ),

2
BO

porque 2 m/r <« 1 .

2 2
r"sen” 8

e Bz r sen & Bocose
F* w1t &
2 & 2 2
B r"sen” @8 { 1 — 3 mrr )
?
B
ﬁ+(8’+1/r‘).
r

127 )

Asi, conforme se aleja un electirdn del horizonte de evento; 1la
influencia perturbadora de 1la geometria s=obre el giro del
electrdn en un campo magndtico externo, se reduce segdn

1 2( 8‘ + 1/1“ ), en tanto que cuvando r —— + = , tenemos un
r

campo uniforme, que no contribuye a la alteracidn ejercida en el
espin de 1l1la particulapor 1a estructura topoldgica del
espacio=tiempo de Schwarzschild magnetizado. ( Aquf el es
clerta constante determinada por el dngulo € ) .

tt ) vecindad del horizonte de evento.

Tomemos el radio de Jla vecindad como 2 m , por ende
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r—2m«2Z2m, de lo que se sigue: 4 n/r » 1 4 Z p/r » 1 »
por eso r « 1 ; ademis, AT w1, ATt - 4 B:rzsenze y también

>

g 2 E)
(1 -2 mwr )% -t (2 mr’r D¥ . Por tanto

[ 4 sen® — B? rZ%sen’e ] B cosé@
1n - 2] ]
2

F <

a2
2 ( msr )2

C 128 )

En razdédn de esto, para una regidn muy cercana del horizonte, 1la

2
xr »

incidencia del campo magnética crece de acuerdo a
llegando a volverse tan intensa, que conforme r» ~——p 2 m , su
magnitud torna sumamente dirresistible al eletrdn, el poder
perturbador de la curvatura del espaclie, influyendo notoriamente
en €l; y por lo tanto, en su giro, dado que el campo magndtico
en esta vecindad no crece linealmente. Ndtese que para 1 ) ,

F‘“b & 1 (8‘-0—1/1”‘), y en el caso de ii)Fnbo(r7/z.

r

El anflisis emprendido ha sido muy revelador, ya que, nos
esclarece el por qud el tensor de espin no se conserva en el
espacio-tiempo de Schwarzschild magnetizado, lo.que se explica
por la geometria asociada a este espacio, cuya curvatura se ve
matizada por el campo magnético que 1o envuelve; estructura
cuyos efectos transtornan el giro del electrdn, impidiendo 1l1a
conservacidn de su tensor de espin. Digase por Wltimo, que 1la
alteracidn provocada por la geometria sobre el espacio-tiempo en
cuestidn, no es homogénea en l1la extensidn de €ste, hecho
notorio en las ecuaciones ( 127 ) y ( 128 ) , evidenciando é&stas
que la perturbacidn sobre el espin de la particula cargada, es
mis brusco y stbito en las cercanfas del umbral r = 2 m .
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CONCLUSIONES

Al analizar 1z ecuacidn de Dirac obtenida para el
espacio=-tiempo de Schwarzschild magnetizado, resultd realmente
dificil arrebatarle a dsta , mayor informacidn de aquélia con la
cual concluye la investigacidn presente; pero por supuesto,
concebimos a este intento por comprender e interpretar el
comportamiento del electrdn en el espaclio curve mencionado
( sobre todo, en una vecindad cercana de ese hoyo negro ), como
un primer paso que esperamos continuar en trabajos posteriores;
Yy pese a que en esta exposicidn, la complejidad de l1la estructura
matemitica de 1la ecuacidn de Dirac estudiada 1imitd la
posibilidad de encontrar sus soluciones, Yy mucho menos,
analizarlas; sl se 1logro en cambio, realizar prudentes
comentarios a casos especificos de ella, entre los que destacan:
Bo =0y m#»O, Bo ®# 0y m= 0, los cuales resultaron solubles
bajo los criterios convencionales de anilisis de las ecuaciones

diferenciales, en el contexto de la teoria cudntica.

Esto, orientd mis pasos a otro derrotero, que pudiera
brindarme luz sobre los efectos que acompafian al movimiento de
una particula cargada inmersa en el espacio=tiempo de
Schwarzschild, en presencia de un campo magnético externo. Asi,
calculo la derivada covariante del tensor de espin en este
espacio tan peculiar, encontrando que: para un uni verso
magnético de esta naturaleza, el tensor de espin no es
conservado; lo cual no se desprende, como pudiera pensarse, de
la introduccidn de un campo magndtico en el espacio=-tiempo de
Schwarzschild, sino de la geometria que caracteriza al universo
que estudiamos, lo que queda explicado completamente por 1a
ecuacidn ( 60 ) , en la cual resulta muy evidente que 1la

geometria es la verdadera responsable de convertir a este
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espacio curvo en un campo no conservativo del tensor de espin;
esclarecidndose de ese modo, la no dinvariancia de éste,
en €1. !

Para concluir, el examen de la derivada covarliante del
tensor de espin en el universe de Schwarzschild magnetizado,
arrojé que, en una regidn muy lejana del hoyo negro de

Schwarzschild ( r = 2 m ) , la perturbacidn que experimenta el
?

giro del electrdn, es proporcional a -——z——( E‘ + 1/0% 3 ;

mientras que, en una vecindad muy peque?iar de dste, la influencia
sobre el espin, obedece la razdn Bi % . pe alguna manera,
estos resultados dan cuenta del por quéd, el tensor de espin no
permanece invariante en este espacio; ya que, las secuelas tan
diversas y desiguales, producidas en éste, sobre el electrdn,
estin determinadas por 1la distancia radial al horizonte de
evento, de la particula cargada, en esta geometria a que
dedicamos nuestro trabajo; lo que resulta sin lugar a dudas, de
una pérdida de cilerta simetria en este campo cudntico analizado,
provocada por la curvatura del espacio asoclada al

espacio-tiempo de Schwarzschild magnetizado.

Finalmente, creemos que la forma explicita de las ecuaciones
que se presentan aqui, y 1la generalizacidn. de importantes
relaciones, en especial, las expresadas en las ecuaciones ( 43 )
y ( 60 ) , permita un estudic futuro con mayor detalle y
profundidad del comportamiente de wun electrdn en un campo

magnético muy cerca del horizonte de un hoyo negro.
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APENDICE A. EL VECTOR DE KILLING Kl-l
EN EL ESPACIO-TIEMPO DE SCHWARZSCHILD MAGNETIZADO.

K es el vector de Killing asociade con la simetria

axial=rotacional, y queda definido a travéds de 1l1la ecuacidn

v K+ vV, K =0, ¥y ademds K" o, = 0/9¢ , l.e. ,
K“=(O,0,0,1),portantoKP=gw5:. A partir de
esto, ¥y recordando que para un vector Aﬁ cualquieras
v = —r¥
o A‘s 60‘ Aﬁ r oF Ay » ( 129 )

podemos obtener una expresidn matemftica, que nos permita

‘calcular las entradas de la matriz Wa X de 1la siguiente

# 2
formas
v x =98 k -T¥ K
ot o £ o H
= 8 - . 8
—épo(gw) gwraﬁ'
C 130 )
o = LgMv :
como I g = g Fv'aﬁ » se tiene que
_ 8
VaKP—épda(g”)-Fs'ap,
C 131 )
_ . a-2.2 2
donde 9., = L A “r“sen“6 . Ahora, puesto que
-] ] -4
r . Tuw  , up e
“y ax’ ax” ax*
C 132 )

54



dg
¥y para nuestro caso g = f¢C r,ed> 3 —2£ _ =0,

ax®
8g ag
a 8 o ags
v K =52 &8 -2 .
= Ko e o‘(g”) £ C 2t P b
C 133 )
Asi, caleculando las componentes de v, K
= 2 -2 -2
ng‘——rsene{ér(A ),r+A }
= -V K
1 8
C 134 )
Yy
2 1 -2 -2
V K = r'seng{ % sen8( A" ) + A cos8
2 » o
= - v; K; ’
C 135 )

todas las demis componentes de la matriz Wa KX son nulas, lo que

se debe a las condiciones pro;

Para expresar

Vv K = e

tetradialmente el
contraerlo dos veces con la tétrada nula.

pias de esta métirica.

tensor V
ot

Por tanto

o
a

I
equKp,

85

K
[

» basta
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y para nuestro caso

v K =9, K(C et e —e® e D+ v, KCe® & - e’ e E
C 137 )
Por dliimo, gracias a V’Cl Kb puede definirse el operador de
espin S , como
C 138 )

= b
s=v K 5%,
aqui s®® es el tensor de espin, cuya expresidn desplegada es

Sab___[oob_ :. rlanll' C 138 )

con o = ; I »°, »® 1, de lo que se sigue: s*% = _ 5%® |

por esto

(140 )
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Y
APENDICE B. LAS MATRICES ¥ .
EN COMPONENTES DE COORDENADAS.

B MATRICES »" .

7" estd definida por la relacidn M = e“n +" , donde 4 es el

Indice de coordenadas, ¥y 7 , el Indice tetradial . Por 1lo
cual, para la métrica de Schwarzschild magnetizada se tiene que

o ] 1 o
- A"t o o o i
1 o o o ’
1 — 2 mr/r D)E Py s ° o
r _ r E: ] r 4
Y o me  y te ¥
o o -1 o
.-t 1 o (4] [ 1
= ATC1 —2 msr )T 1 o ° o R
o -1 o o
- _ o td - 2
¥ se ¥y te ¥
I [ 0 -1
_ A~ o o —1 (]
- r o 1 0 o]’
1 o [ 0
y
* _ e 1 - 2
¥ ey +te vy
o o o 1
_ ‘ A o o —1 o
- rsene o -1 (4] 0 °
1 o o o
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B2 MATRICES o7 .

o"Y se define mediante la sigulente ecuacidn:

o/.:u__ 'Y v ab
= e e
a v 7 ’

donde o°° = ; [ »°, #°1 . Prosigulendo nuestros
para la nétrica de Schwarzschild magnetizada, tenemos
100 _ r t r t -7
o (e a ®. e e, Yo
1 [+] [¢] o]
= — A2 o -1 [¢] (¢
(4] c -1 [¢] ’
(4] (¢} [¢] 1
®® = e* e o + e® o
P 8 1 <
+e* e o2 4 e® of o2
2 ] 2 -
. o 1
- A 1 [}
EX [+] o
-— z
r( 1 2 msr ) o °
o™ = e® o' S 4+ o® et o't
1 8 1 4
+ e‘ et azn + e"' el 024
2 8 2 4
(¢}
_ i 1
= T °
rsen8( 1 ~ 2 msr )* o
o = el e® o™ 4+ ef e° o2

C 142 )

cdlculos

»Oo0O0
o= 00

COO=
»00O0

oW OO0



ESTA TESIS M@ nemr

SAMR B W0 BBUGTEC -2 .
- i 4
LIgTECH Y S A E
r (]
. 0
AT = el e® oM 4 of o o2
a ES 8 2
+ er e@ 041 + er e.p 042
< 4 £ 2
" o]
=—z {( 14 — 2 msr )Z 1
- reend (o)
(o]
Y
azn =C e® e — e° & )axz
Iy 2 2 1
1 (8} (o]
_ L o —1 o
- r 2 send o o 1
n o o o -
las restantes matrices o , me obtienen de que
oMY = _ "M
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»Qo0QCO
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oot

o o
o (]
o 1
1 0
o o
o o
o 1
1 o
(143 )
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