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11'1 l"RODUCCIUl'I 

El estudio d~ los ayujeros neyros:, en ~o;;;pecla1, cuando s~ 

intenta t:!><pllcar el fenómeno Je la cuan.t.lzaclú11 en eispaclos: 

curvos; ha enc1Jnlraüo en el c3.lculo t!Splnorlal ~ un ura.n ;\l Ladc1. 

~1 cual, ya es.t...i r..:unverllt.lo ton un.a. U.e las 

~liles en r·elat..lvldad ye1wral. Ya 1¡ue gracias 

herramlenlas más 

ha11 

lograda diversos e f(Ue dlf I1..::llu~nt..~ 

puetlen obtenerse U.e otra manera. Siendo esto mc..::1LL vo ~uf Lclenle 

para justlflcar l.Jor qu.l! en ec;ta. t~sls 11ut!!'"Slrn amHls:ls "''" 

llevado .a cabo bajo el a111paro 1le tal lecnlc~,. e11 virtud deo la 

que se ve slmpllflcaúo el trat.auúento de la ecuación de Dirac en 

1.a mJt..r lea t.le Schwarzschi l<l. 

Pur c:.t..ra par t.e, en el universo,. lus hoyo_, 

se encuenlr.an 

inmersos: en un campo magnt?tlco cés:mlco. Si t.uaclón que <lesplert.a 

en la .act.ualldad, ta curloc.;lc.1.a<l L11.¡uletud de los 

aslroflslcüs sobre cu:ll ~-; la naturaleza. <le una v~clnd.acJ. 

<.::ercana al hurlzonle <le un agujero negro en rJresencla t..le un 

campo magnJt.lco externo, y cd1no s~ c:omr.Jorlari Lo~ el~ctron.:is: ~n 

~lla; lhlerroganles cuyas respues:las a111pllari.an <le modo 

-;ignlflcat.lvo el coru.:u.::lntlerilo que t.enemc:1s de la r~all<lad flslca. 

Pur espr?ramas que l .a ln.ves:ll~Jaclún 

.:;lrva. Lle base y apoyo a 

t2!S:fuerzos futuros par·a ofrecer luz a ese as:unt.o, con lo '[Ue 

lambi~n veremos enr·l<.¡tJ8clda r1uéc;tra comprens:lún <le las l~yes 

f!sLt.:as que IJOblernan la qu~ sucedeo eon el coo;n\Os, y por ende, 

a nuest.ra vl<la en .~1. 

Asl, en el caplt.ulo I 5i€!' presenta la ecuación de Dlrac e-n 

espaclu curva, r~vlsaru..lo la f·ormulaciún t..le tJt.ra<la nula de la 

·, 



relatividad general; en virtud del que, J:sta, puede s:er 

construida. La def'lniciún de es:pl1~ en espacio curvo se 

desarrolla y discute en el cap! t.ulo II. El capltulo III 

a.provecha los res:ul t.ados: de las secciones anteriores.,. y es o;,n 

el, donde s:e obtio;,ne la ecuación de Dirac en el espacio-tiempo 

do;, Schwarzs:child magnetizado, adentás: de 11.:.s:lrar lugres 

relevantes de su an.3.lisls:, como la no conservaclún t.Jel tensor <le 

es:pln por la geon..,trla inherente al 

Schwarzs:chlld. 

un! verso magnJ.tlco de 
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l. LA ECUACION DE DIRAC EN ESPACIO CURVO 

El cJlculo t?s:plnorial proporciona un yran auxilio al es:tu<llo 

de la relall vL<laU genera 1, ad~más dt- a los i asa.::l 11antes prubl e mas 

c.::osmolúglcos que se desprenden dE!' ella; por lu v.;.lltajos:o y 

ef lca:z üe su lenguaje para clarl f lcar ~n •Jran n~<ll<la, las 

es:lruct.uras: mal~mál le~~ lan deonsas. y oscuras que es:lán ucul tas 

en el st~no t.I¿ la let)rra de campos:, prlnclpal11ier1t~ c;l ~~tu~ r10 

o:;on cl.ñ«i.Lco<:::; como eu 11u~stro e as.o, 

cur1vt!nlencla, para hacer n\.Js co1nplela y 

cu3nl leos:. 

sls:tematlca 

p,_,,. 

la 

e)(pasiclún que pres:enlamos, se vierte a cunlinuaclón la primer.a 

parle <lt!' l.a R.ef. [ .3 ] , y en el curso U.e és:ta, reallza1·e11 .. .)S: luc;; 

.agregados; y obs:ervaclones convenlenles: para articular e lnt.egrar 

<llcho material t..le .1n.anera coherente .... los: propús:itos: de este 

trabajo. 

Los: es:plnores: se lnlroducen normalmente como base ¡_,ara las: 

rt?pres:t?nlaclont?s: ir1-.,<luclbles del grupo S'L ( 2., <C ) el cual 

gobierna las leyes: de lransfor11~cl~n u~ los coeflclenles: de 

espín. Tales caeflclentes: son exprtosatlos d8 manera 111.<is natural 

~n t.Jrnúnos: t.Je cumpan~nt.es; e.Je formas t8ns.or·iales. relacionadas 

con la bas:e <le la l~lrada nula. 

La mayoría de lus esplnores funLl.amenlales en la formulac.Lón 

Ue la tJtracl~ nula de la relallvLLl.acJ. geni:iral tienen Cf.:Jntpúnen.teos 

complejas,. es: tos: espinares s:e transforman la 

repres:enlaclont?s: D ( l, 11t) del grupo SL ( 2, 'C ) • Por otro lado, 

los ~s:plnores <lt=" Dlr.ac que describen l.as part.Iculas: dt- espin l 
'l 

son Je cuatro con1poner1les; siendo eslo$~ parejas Je espinares de 

dos: componen les: <le O ( ~,O ) o D ( O, ~ ) • Es: lo facilita 

enormemente e><presar la ecuación de Dlrac en una forma 
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generalmente covarlante, v3.11da en t-S:fJaclo curvo. 

El desarróllo del análisls: malent.3.llco en el transcurso t.le 

est.a investigación, s:e s:uslenta en una versión peculiarmente 

compact.a Jel formalls:ma <le lélrat.1a 1--.ula, basada en la 

formulación desarrollada por Pleban.s:kl 1 , l.a cual perml l"' 

expresar a lo larga de la exposlclOnJ las estructuras b3s:icas de 

la relat.lvldad general a t.ravés: de es:pl ncres de OJ.r.o\c y 

mat.irces:, obteniendo a.sI expres:ioro~:;. rau~v.a.:; compactas: y muy 

útiles para explicar el 

~s:paci1:w curvado. 

comportamiento del eleclrón en un 

1.1 ANTECEDENTES. 

A continuación, se presenta un sumario del 

telrada nula. 

Sea V un.a varleJ.ad Riemannlan.a con met.rJ.ca: .. 

.JornJe las 1-f uruias 

tale':>: l(Ue 

'·' "' 

con a, b =- 1, ..... 4. y µ, t..> :::1 O, 1, •.• , 3. 

[ ~ o 
o 
o 

o 
o 
o 

3 .. e e 

f1.:.rmallsmo de 

e t ) 

y .;on 

e 2 ) 

e 3 ) 

La t.Jt.rat..l.a 111v~rsa eµ es t.1€.-f inida 1net.llanl8 la condlc.::lúr1 
"-

4 



En lo s:uces:ivo, los: Indices: lat.inos: y griegos: referlrall 

s:iempre a componentes: !.et.radiales: y tensoriales, 

res:pectiva1nenle. T.ambiJn., la matrlz '7Jab llene como 

Subir y bajar Indices: en las: expresiones: !.et.radiales:. 

función: 

Si v .. es: una variedad real, y lletle la s:ignalura ( -+++ ), 
entonces se tiene por 

coinpleja 

cons~rucciún que, ha.Jo la conjugación 

) . ( 4 ) 

As:lnús:mo, s:i v .. es: Euclidiano, con s:lgnatura ( ++++ ), entonces: 

)'" "' ( 
2 l "'" 3 e,.e-,e,é ) . 

Los coef lclenles <le rol.ación de R.icci son def lnidus: c:oano 

r" 
b.:! 

y t.1.-:!nen la proplt!U;ul r.1~c :::1 r[•ib]c, 1.e .. , 

rabc. • ~ ( r.:ibe - rba.c) • Deflnlen<lo las: 1-forin.as: 

( 5 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

obt.enlJnúos:e <le aqul, las: ecuaciones e~lruclurales: de Carlan 

( g ) 

dont.le R :111 R ~º /\ ed s:itffl<lú las R 
ob abcd ·:t\.:'J•:·.t 

t.et..rat.11.ales: t.lel tensor de curvatura de Rl811iann. 

1.2 ECUACION DE DIRAC Y MATRICES EM LA FORMULACION DE PLEBAt-18KI. 

Un espiru:ar de Dlr.ac.: ·.'{f es una pareja de dos espinares ... 
rp qué se t.1 ... ansf·orrn.an Ue al'.:uer-Jo a las repre-s~ntaclones 

5 

'/I A 
y 



O ( h O ) y O ( o. ;. ) del grupo SL ( 2, <C ) 

] . e 1 o ) 

Por lo tarito, t.a , .. ,.:;.uaclón de Dirac puede s.~r eo;;crila en la forma 

ort0c<loxa 

e 1t ) 

Del mismo Uk..Hh•, para el espinar de Dirac adjunto: 

e 12 ) 

y s:e tiene 

e 1.3 ) 

At..¡ul~ las: malrlt_.,. ... Je Dirac yµ satisf'acen la relaciún 

y ' • - 2 .s"" , e 1 4. ) 
I' 

y la derlvada ., .. w.u·L:1nte t.stá definida por 

donde r s:on ta.; 111-1trlces: de conexión. Anal.ogamente: 
µ 

•1'r 
µ 

La vers:lún t , .. t rndlal <le las matrices de Dlrnc éS- 1"'n 

" y su inversa t?!; ~ · 
/-' r1 

é r· 
n 

6 
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e 1 t1 ) 
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La representaclún más: natural de las m.atrlces y':i. en la base 

de la letrada nula es:: 

[ ~ 
o o 

~ l · [ ~ 
o o -1 l · 1 ·r2 o -1 2 

-~ 
o o o 

r o o r 1 o o 
o o o o o 

( 17 ) 

r
9

• r2 [ ! o o o l · y 
r"' • ~ [ ~ 

o o o l ' o o 1 o o o 
o o o o o o 
o o o -1 o o 

y ellas: cumplen las: reglas: de anliconmutación 

a b b a 
• - 2 ab 

( 18 ) r r + r r n 

Nr.3tese t..¡ue en es.ta repres:enlaciún ladas: las: matrices: a 
(' Súf'I 

reales: y s:us: lras:pues:tas: corres:pondientes: s:e obtienen de la 

s:iguienle manera: ( rª )T " - y . 
•1 

Ahora. res:Ulta conveniente úe.flnlr las malrice-s: 

( 19 ) 

las: cuales: tienen la forma expllclla: 

[ ~ 
o o 

~ l [ ~ 
o o o 

l 12 + a ª"' .. 2 -1 o 31 • 2 o o o a o o a o o o 
o o o o o 

[ ~ 
o o 

~ l [ ~ -1 o o 

l 12 + a ª"' ,. 2 o o 42 • 2 o o o 
- a o -1 

a o o o 
o o o o o 

[ 
o o o o l ' [ 

o o o o 

] · 32 ,, 2 o o o o .. 1 .. 2 o o o o 
a o o o -1 

y a o o o o 
o o o o o o 1 o 

( 20 ) 

T.ambiJn res:ul la adecuado definir 

" _1_ a. b e d "_,_._ °" fJ r ó r - 2 .. c.1baJr r r r 2 .. -1 - g c"""r"',.. r r y .e 21 ) 

7 



por eso, 

·" .. ( 1 o J 1 o -1 > ( 22 ) 

y ant.iconmut.a C<>n t.odas las mal.rice» ¡-
0

: 

( 23 ) 

( En versir:Sn t.et.radi.al ct.29" c~2n" mier1t.ras que, en 

represent.a.ciOn de coordenadas .c
0

,,_
29 

s - 1 y .c0 ~29 R j ). 

El dual de 
ob 

a éS 

y de las ecuaciones: ( 18 ), e 21 ), y ( 23 ), se sigue que 

Ahor~, la mat.ri:z de. conexion r 
" 

definid» a l..ravés. 

( 24. ) 

do> la 

ecuacion 'l ll• e /} .. r )ll' está relacJ 011ada a los 
µ µ µ 

coef!c!enl..es: de rot..ac!on de Rice! robe por 

r 
" 

--·- r oªt. 
4 abn e 21'5 ) 

y clara r • e/' r L.a f'ornl.3 e>cl.éndid.a de la m.at..ri::z deo c:oneoxión 
µ µ T> 

en la base de la t.ét..rada nula es:: 

r 
n 

e 27 ) 

a 



Además, perc.:H..ese que las derivadas covaria111.es de las 

m.at.rices de. D!r.ac deben s:~r nulas se-gún 

se desprenden las imporLanl.es; relacio11es:: 

] y [ 3 ] , dE- donde 

] "' o ' ( 28 ) 

{J V< ( l g a"'" ) o+· [ r 
o; 

o""f' ] " O , ( 29 ) 
g 

donde rl' es el s:I.mbolo es:Lándar de Chris:Loff·eJ y '1 
0<µ V< 

es: la 

derivada covarianLe que Lambien Loma Indices; es pi not·i ales: en su 

cuenta. La ecuación ( 28 ) es; jusLamente otro modCJ de es:cribir 

la ecuacion es:LrucLural de CarLan ( B ), y la forma sirnplJ ficada 

de la ecuación ( 20 ) si;, obtiene a parLir de ( 28 )_ La ecuacion 

( 29 ) es: acLualmente un conjunLo de 24 ecuaciones: que permiLen 

calcular las: 24 componer.Les: linealmenLe independienLes di;, r 
C• 

e Las cuales S.OJ); combina.e.iones lineales de los: coeficiant.es de 

RJ.cci ) en Lérminos de a""f' • 

Para co11cl uir, presentamos olras relaciones que incl uyeu .al 

opet•ador derivad.a cov.ari.anLe '1 °' y que res:ul La11 muy úLiles en 

los: s:iguienLes capítulos. EsLas s:on: 

1"' .. -

y 

D 
"" 

donde A es: el poLE-nci.al vecLori.al. 
°' 

ieA 
°' 

De estas dos Últimas idenLid.ades:, s:e sigue que 

D 
°' 

D 
(' 

Q 

( 30 ) 

( 31 ) 

( 32 ) 



con F el 
O.f' 

F r::. V A 
O<(' (' "' 

lensor de campo elect. romagneLico,. 

que cumple F 
OI(.: 

F 
('<-

deí inido como 

1.3 ECUACION DE DIRAC EN FORMA GENERAL PARA ESPACIO CURVO. 

Plebanski en la Ref. logra dE-rivar una f'or-m~ 

compacL.a y muy conven.iehle para la ecuación de Dlrac en es;paci o 

curvo,. en la qu~ apareceu " r expresadas. t.érminos 1 os 

..::oeficierit.es. dE> rotación dto RiccJ robe,. fungiendo es.Los. UJt..imos. 

como formas de cone>::ión geomJLricc,-espinorJal,. lo cual prov.:.-t? 

u11.a ecuación que por su construcción y caract.erís.Lj cas. 

inherentes est.abloc.e comunicación ent.re los mundos de la 

relat..ividad general y la mecánica cu.:lnlica. 

De ese modo,. y con el .auxilio de las ni.alTices de Pauli e11 s.u 

forma e><pl!cit..a, Plebanski logra escrildr de 111.anera general la 

ecuación de Dirac desplegada. en un es.pacio curvo, como: 

r'2 { ( {J - ys )V'. + ( a - r·z )y1 } + mq,i . o ' 9 z 2 

r'2 { ( " - y )V', - ( " - r .. )V'2 } + mi./•2 . o . 
' ' .. 

r'2 { ( <' - r .. )"'.¡' .. .. ( ,, - r, )"'•/2. } + mv', -o ' .. ' 

y 

1 ... ,,,.,, 
·2 - o ' 

( es:le es: un e.aso parlicul.ar d ... l .a expresión general 

por Pleb.:anski, en el que, el peso lens:ori.:al W "' O ) , 

10 

( 33 ) 

obtenida 



donde las: y" e><pl!cll.amente s:on 

r1 
.. . e r + r ) - r z 121 9•1 91• 

y2 " - • e r + r ) - r z 122 9 .. 2 429 

y9 "' 
. e r + r ) + r z 129 9 .. 9 3'2 

y 

y .. " - . e r + r ) + r z •2• 9-&."4 •2• 

e 34 ) 

Jsta es una forma muy efeocllva Je la ecuación de Dlrac sobre v..,.; 
y para obtenerla., es rnenes.t.er conocer: 

) La t8tr.ad·a nula invers:a, 

ii ) Su diferencial, 

e 
" 

Finalmente, para lnt.roduclr el campo electromagn8t.ico 

e><pres:iún de la ecuación de Dirac derivada por Plebans:ki, 

llevar a cabo la siguiente sustitución: i) __.l' -ieA 
µ '"' µ 

a la 

basta 

As!, se llene una formulación sumamente eficaz ( quizás, la 

más eficaz ) para describir el comport.amlenlo de una part!cula 

cargada en un espacio curvo en presencia de un campo 

electromagnético e)(lerno, que satis:face e caso hornogt?neo ) las 

ecuaciones Ue Maxwell. 

11 
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11. DEFINICION DE ESPIN EN ESPACIO CURVO 

2.1 DERIVADA COVARIANTE DEL OPERADOR DE ESPIN s"f 

El operador dé espín esla definido por: 

e 35 ) 

donde las mat..r-.J.ces a°'{' son: 

°' r (' e 36 ) 

u1~ e>-::pres:ión par.a ~l üsp!n de una part.icula,, que permilira 

y facili lara nueslros. calculas, es la s.i guienle: 

s O<(' 

r 

con ·~ " [ :> ) 

2 

m 

.¡. " ( .p"' Y',.• ) ' 

2 

"' 
e 37 ) 

y S <><(' el lens:or d,;. ,;.,;pl n • 
~ 

Ot; acuerdo a la Ref. [ 8 ] la ecuación e 37 ) l.iené la 

propiedad de que en un espacio plano en presencia de un campo 

eleclromagnelico exlerho: 

2 i e 
( 38 ) 

m 

donde F <-<(' e!> el lens:or de campo eleclrornagnelico. 

12 



Por Ult..ima,. r-ecut?rdese qut.• la ecuaciÓl) d8' Dlrac la conforman 

Así, vamos a demos:t.rar que la c><pr·es:ión anterior· vale 

también en espa~io curve• 

Ahora un oµer·ador diferencial P .aclú.a dE- 1.a s.iguietll.e 
/J 

manera: 

( 40 ) 

O ( en nucs.lru caso P es; V ) • 

pór lo t.anlo, de (11 ) , e 13 ) y e 40 ) 

acción d~l operador vr , s.t? lle-ne que 

de e 18 ) y e 31 ) , se s:igue 

13 

/J ,, 

y disl1·JLuyendo la 

e 41 ) 

e 42 ) 



""'"A1' y por· la ecuación e 31:, ) • St- obti en.: 

2 l t:' l}.10· [ OIF~ lt tlJ 
11l 'r 

e 43 ) 

Por ello, tant.o en un espacio plano como en uno curvo~ es 

válida la mism.a exp1··esión para la derivada covari.anle del tensor 

de espln. 

2.2 DERIVADA COVARIANTE DEL TENSOR DE ESPIN Sµ«(' CONTRAIDO 

El_ VECTOR DE KILLll-.IG K,,.. 

CON 

Par.a obLener dicha expresión, 

ecuación e 43 ) y saber que 

basta tener present.e la 

K ='V K 
oi;p;r 7 et;() 

e 44 ) 

dende J( es el vector de l~lling asociado a la simetría 
c. 

.axia.1-rot..acion.al, el cual cumple y queda definido a lraves dt:• l.;,j 

relación 

( 45 ) 

Ahora, la ecuación ( 44 ) se obtiene inmediat·.amente de la 

ecuación ( 4.5 ) y de la conocida identidad cíclica que s.at.is:face 

el l.úns.or de- Ri t-mann,. la cual es: Rµ + Rµ -+ Rµ • O . 
~~r r~f ~t« 

( El res:ul lado que exp1·esa ( 44 ) s:e t?xt.iende en ge11eral .a 

cu.alquit?I' t.ipo de vect.or de Killing e ) 

t..ensor de curvatura de Riemann .. 

Por lo ant.erior, 

2 í e 
0

µ[ °'FI' ]. K 

Aquí 

m µ ~;~ 

14 

es: 

( 48 ) 



Por· ejemplo, én él e.aso que es mol! vo dé es:ludJ o en l?l 

pres:ent.e t.r.ab.ajo, es decir, e-1 urii verso de Schwar:zschil d 

n~gneli:zado, se liene un espacio-tiempo, el cual admite, adencls 

del vecLor K°' , al veclor de Killíng t,. asociado con el senlido 

lémporal. Es oporluno decir que los vectores. K,, y\., saljsfacetJ 

) K'"' c3 
µ 

.. IJ/1J4, 

i i ) K'"' 69 
µ 

i i i ) I~ 9-
ós 

µ µ 

y 

) ti' IJ .. b/bl 
p 

i i ) t,P óº 
µ 

i i i ) L gll óº 
p µ 

Donde g- y gll son las componentes correspondientP.s del 

métrico. 

( 47 ) 

( 48 ) 

~ensor 

Cont.inuando nuestra. expo~iciún,. el universo niagnetico que- se 

.ac:aba de mencionar,. queda descri t.o por el t.ens.or met.ri co 

gµv e 1 

A2 

2 m/r) 
o 
o 

( 49 ) 

Par.a. un espacio curvo,. 1a derivada covarj ant.~ dP.1 vect.or de 

Killing K°' en coord~nadas esféricas, viene dada por 

( 50 ) 

15 



con ex, (3 = t., r, e, y ,¡, ( véase apéndice A ). 

Por lo cual 

v csf"""K ) " -µ u;p 
~·'--"'i""e_,,,µr "'r"'' J. C.5ª _., (g ) _ i (og /itxf1 

m µ r~ - -

- K p; C.• 

+ ag /ax<")) 
"'(1 

y K o..; (.~ 

( Gl ) 

En especial, para el espacio-li empo caracter·i zado por la 

nlélrica recién present..ada, las únJ cas componenles no nulas de 

V K son: 
°' p. 

V J~ , 
• 9 

v K 
3 ' 

2.3 EL CONMUTADOR DE LOS OPERADORES S V l ,,;r"' ( rµ IJ µ + i m ) . 

El operado1- S es:: 

e 52 ) 

donde )( es. la dt:!1~ivada covarianle .asociada al vecl.or d~ 
o.; p 

Killing K.,, y tr es el vector de Killing temporal. 

En el desarrollo que se presenta .a conlinuaci On, emplearemos la. 

siguiente ú-)(pre-si t3n .al lernat.i va par·a E-1 len.sor de esµ! n S ~f' 
O" 

e 53 ) 

esta ecuación sólo es v31Jda cuando se- aplJca a una función de

es:t.ado 11• que satisface la ecuación de Dirac. 

Por lo t.anlo 

[s ' 

15 



siguiendo con nuest.ros c~lculos 

[s , 

e 54 ) 

Prosiguiendo, de las ecuaciones ( 28 ) y ( 3j 

consecuencia que 

) se tiene con~ 

e 55 ) 

a part.ir de est.o, y recordando 1 a manera en qu<> aplica un 

operador diCerencial, se sigu~ que 

-im~ ~Pv ~~v K tª 
p'. 'u'.'µ 0t;p;v 

-imt. rpr r 5 r K t.UD 
P a µ ~;~ ~ 

j7 



'-

e 56 ) 

Cont.inuando el desarrollo del conmut.ador, ut.ilizando la ecuación 

e 14 ) ' obt.enemos que 

[s , 

e 57 ) 

Sust.it.uyendo ( 32 ) en ( 57 ) , t.enemos: 

[s , 

18 



e 5a ) 

Simplificando t.érminas:, y por la ecuación de Di rae, se llega a 

que 

-+ZL 1·"'r r"K tcr(-imy +D) 
p C 0t; f j V µ µ 

-+2L r"'r''r K t Po 
p µ Ofj{?jl> µ 

Dado que r"r "' 4 , y en vir·t.ud df! las ecuacJ ones; ( 4.4 ) y ,, 
( 53 ) , obLenemos 

19 

e 59 ) 



e Bo ) 

De esa :forma,, result.a claro que si Roirrc5 = O , i. e. , cuando 

el espacio sea plano, y aunque haya la presencia de uu campo 

elect..romagnélico ext..erno a e1,. t.e1ldremos. para 

espacio-tiempo de Mi nkows:J.:.i que: 

e i:;1 ) 

lo que indica qu<> s y t r"CrµD +i1T.) admiten los. mis.mos 
p µ 

eigenvalores, y por ello, se puede resolver la ecuación S~ e O 

en l ug.ar de t r"'Cr'"'D + im)ol' " O • Ello f .acilJ ta "'n ocas.J oru>s él 
p µ 

c3.lculo, porque el opera.dar S es generalmE!'nt.e d.::- eslruct..ura m.3.s 

sencilla que l r"'Cr'"'D +im) 
p µ 

20 
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111. LA ECUACIOhl DE DIRAC EN EL ESPACIO-TIEMPO 

DE SCHWARZSCHILD MAGNCTIZADO 

3.1 EL UNIVERSO DE SCHWARZSCHILD MAGN[TIZADO. 

Un ol emenlo lineal dl.!' l.a mc?Lr i ca dP. Sc.hwarzscldld queda 

escrit.o en la ~arma 

ds" = 7. 2 ';/, 2 2 2 
) .¡- r de - e 1 - 2 ,,,,,.,, )dl + r· sen ·ad,¡, • e 1 2 m/r 

e 02 ) 

Ernsl, en su esludi o sobre el compor t.anú enLo de los hoyos 

negros en un universo magnt?Lico, logra desarrollar un 

procedimient.o para magnetizar lo!; dJ.versos espacio-t.iempos 

conocidos:, y de ese modo, JI geni?ra la .:-><:presiOn del el emtonlo 

lineal dGo un hoyo negro de Schwarzs::child en un campo magne:tico 

exlerno; la cual es, 

donde A = 1 

En lal caso, las componentes de Carlan del 

est..ln dadas por 

- 2 llif1· )dl
2

) 

e 63 ) 

campo magn~tico 

• 
y H(,.) = - A-

2
8

0
( 1 - 2 m/r )Zsent"l , ( 64- ) 

21 



aquí, 

e 05 ) 

Además,. la componenl.e angula1· se anula en las. cercanías del 

horizonte del everill.'l, que ocurre para m .,: O t?n r e 2 m • 

Bast.a decir· que,. e] resultado ant~erjor dt?rivado poi· Erns.t., 

descriLe con exacljlud la s.iluaciÓr1 cuando el cam.po magne'lJca es 

uniforme asinlolicarnenle. 

A conLinuacion, se Lraslada la expresión maLemálica de la 

méLrica de Schwarzs:child m.agneLi:zad.a al lenguaje de Lét.rada 

nula,. recordando para es.Lo que: ds2 s:: 2 e 1 e 2 + 2 e 3 e" , donde-

• 2 
& c. e y t.ambien &

3
,. e" son reales. 

y 

Por lo cual: 

2 
e 

• e 

es ,. -----'1'---

.. 
e 

rz- [
-----'-/\'-d=-=-r-----=-, + /\( 1 - 2 rn/r )fdl.) , 

e 2 11,/ r ) ;¡: 

[ /\dr • J -------------,- - /\( 1 - 2 m/r )Z:dt, • 
2 m/r )Z: e 

e 60 ) 

A parLir d,;. que ei eb 
o 

s:e Liene la Lélrada nula 

inversa,. que es,. 

1 e•-----'---• rz-
/\ -. c--der 

A __ r_s:_e_n_e __ dq, ) • 

22 



1 A - • A 
dcJ-)' e ., c--de ~· rsene 2 rz r 

1 
[ A-

1
( 1 

. 
e " - 2 m/r )Zdr + 

9 rz e 
A-• 

di. ] 2 nt/r ) ~ 

c---l ___ [ A-
1

( 1 
. 

e - 2 nvr )Zdr -.. rz e 
11.-• 

dt ] . . 
2 m/r )Z 

e 67 ) 

Para facili~ar mas adelan~e los calculas, expresemos las 

diferenciales. de coordenadas en Lerminos LeLradiales: 

de "' e e• + e2 ) ' 

dr " 

d,P "' 
______ A_-_' ___ ( e 2 - e 1 ) , 

-rz-- rs:ene 

y 

di. = --------~A'---'------,,---
~ ( 2 rr./r )'Z 

e Ba > 

AnLes: de seguir, presentamos ciertas igualdades que 

involucran y se obtienen a partir del facLor A 

A = a A = . B 
2rsen2 e 

'r r z o 

A a A = • B 
2 2 senecose - z r-

'"' o 

A 
r 

2A
2 

23 



y 

Se pasa ahora a calcular las 

componenLes de la LéLrada nula. As!, 

dif'erenciales 

) 

t: i ) 

de • n 

" r• n 

" r .. • " ,. e "'e e 
n 2n 

e'/\ e 2 
r2•2 + e a 

" e'c r 
2S9 

.. 
" e'( r r ) 

B 

" + e e 
2 ... 21' 

+ e 
.. 

" 
2 

r e 
242 

Recuérdese en lo sucesivo que: 

rab 
.. ro.be e 

e , 

r•,,, 2 9 ,,, .. ,,, ,,, y 
2 • .. 9 

Pros! gui ende 

de 2 n e 

B + e 

" r2 
n 

con r . o 
"" 

r*i.~ 2 ,,, 9 ,. .. ,,, 
2 • 9 .. 

. n 
" r . e 

r 
912 

•n 

r 
•29 

2 

" e 

) + 

24 

r + e 
9 

" r 
2• 29 

9 + r ) + e " 291 

e'c r 
294 

r + e 
.. 

" 12 

e' " e' r 
'"' 

r 
2 .. 9 

r ... 

+ e 
.. 

2 e 

) 

e 59 ' 

de las 

" r 
24 

r 
292 

e 70 ) 

e 71 , 

e 72 > 



AM1ogarnenle, 

deª e en /\ rª e: én " r " .. ,., ' "' e /\ r + e" /\ r 
41 42 e" " r 9• 

rs ... ) 

e 73 ) 

y para t.erminar 

e 74 ) 

Sabiendo que d( F'dx., ) "' F' dx 1' /\ dx" , esto permit.e hacer 
,. µ.:J 

expl!ci t.as las di1'erenciales dé • Por ej.,mpl o: 

e " rdr /\ de + lldr /\ de ... i "-· rsenedr /\ d./• ,.r ,.r 

' ... 

e 75 ) 
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En ol cálculo du cada uua de 1 as de" se s:;ustiluyeu l;!S 

dií'c1~er1ciale~ d!E! coor·derl.Úd.a~ dx.u por- su e>><pres.ión t-h component..es. 

t.et.radi'.ales; t.eniendo de esa íorma las deª en t.érrni no"'· de las 

component.es de la t.et.rada nula. 

Par.a est.o, 

e /\ eb = - eb /\eª Ello permit.e simpliíicar las t-><presione5-

ext.endidas de las deª . Por lo cual, 

' 
[ eª ~· de • ( 1 2 m./r )Z 

/\ e' { A A-2 .¡. A-• 
"' + 

2. -rz ' r r· ,,. 

.¡. ~· } .. e 9 /\ e2{ A A-2 .. ~· A-s ~· 
r ,r r 'r ,.. 

.¡. .. /\ e'{ A A-2 + ~· .¡. A-• .¡. 
A-• 

e ,r r ,r r 

.. /\ e2{ A A-2 .¡. 
A - ' A-• 

A_, 

f ] .. e -'r r· 'r r 

A - ' A-• ] • 2 [ +e /\e -
2 r-z- 2 r-z---r 

+e
2 Ae'[ A - • 

A - • c~t.e). ~· 

2 r-z--- 2 rz-r 

e 76 2 

Comparando 1a ver~ión d~s~lég~da de dej con ~u 

expre!>iÓn compact.a e iinpl.:lcila, uno puéde ident.iíicar 105' 

coeíicienl.eS d<> rot.aciÓH de Ricci para de
1 

( lo cual 5'e ext.iende 

y repit.e para las rest.ant.es deª ) Por lo t.anlo: 

r 2s• 
( 2 m/r ' ) z ] . 

2 

25 



r 

y 

292 

r 
2•U 

r 
2 .. 2 

r 
2'2 

( 1 

{ 

{ 

2 m/r 

2 -rz-
1 2 m/r 

2 -(2" 

2 m/r 

2 -rz-

. 
[ A,r 

) >: A-2 A_, - ,r 

.. 
• 

[A, r 
2~· 2-z A-2 + 

l' 

• 2-z [A A-2 
- A-

1 
] , i·· , l" 

Con1.inuando, de
2 

"' ( de/ )"' , ya que e
2 

a ( e' )• .• 

Ahora: 

de9 
IC __::1'----[ 

--r-2 
de /\ dr 

( 1 2 m/r· 

• + A ( 1 - 2 m/r )Z:dr /\ dL ,r . 
+ A , .. e 1 - 2 m/r ):r:de /\ dL 

m ' ] + --
2
-. A( 1 - 2 nvr )-Zdr /\ dl • ,. 

] , 
~ A_, ] 

' :r ' 

( 77 ) 

( 78 ) 

Sin olvidar que l~s dxµ son sustituidas po~ sus expresiones en 

componenLes le~radiales, se tiene: 

1 [ A A 
dl49 s: • 1\ eª{ A-2 } + 

2 
1\ eª{ .. A-2 } e e 

-("2 r r 

A A-2 A A-2 

+e' Ae'{ 
2r 2r 

27 



+e2 Ae"{ 

+ e 9 " ,,;• { 

2r 2 ( 

+ e 
.. /\ e9~ 

+ 
2r"C 

De lo cual, 

y 

A A - z 

2r 

A r - 2 

m/\. - 1 

2 m/r 

1 

A 
r A-2( 

a 

mA - < 

2 m./r 

r 

r 

419 

429 

r 
"" 

r 
494 

A 

A 

o 

A A - 2 

2r 

. 
e 1 - 2 m/r )Z 

. 
)Z 

. 
1 - 2 m/r )Z 

)! } ] . 

A-2 

~r 

A-2 

~r 

= r ' ,2 .. 

A 
r 

/\ - 2 ( 

28 

.. 

e 7g ) 

.! 
2 m/r)" 

mft.-< 

2 m/r )f 

e 00 ) 



Finalmenle, 

de" 1 [ 2 rr.I" r 

'· -----~~---~. de /\ dr 
) z e 1 

• - /\ e 1 - 2 m/r )Zdr /\ dt. 
,r . - /\ e 1 - 2 m/r )"de /\ dt. .... 

; 
2 

A( 1 - 2 m/r )~dr /\ dl ] 

( 81 ) 

De aquí 

1 
[ e• 

A /\ - 2 A /\ - 2 

de' e /\ eª{ 
2 -12 r r 

/\ /\ - 2 /\ /\ - 2 

+e2 /\e9
{ 

r r 

/\. /\.-2 h ,.-2 

+e'/\e"{ r •+e
2

/\e"{ 
r 

a /\ e"{ /\-2( • 
+ e h 1 - 2 rn/r )z 

,r 

m./\ - • 
+ . 

r2( 1 - 2 17L/r )Z 

.. /\ eª{ ,.-2, ! 
+ e - /\. 1 - 2 rtv'r )Z 

,r 

m.h - • 

• J . r"( 
. 

1 - 2 ml"r )Z 

( 82 ) 
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r = o 
BU 

A 
r 

a. .. 

A 
r 
ª"" 

y 

e: r 
929 

A-2 

.r-2r 

A-2 

r2r 

r 
A- 2 ( A 

m.A - 1 

2 
.!. 

m/r) 2 

J. 
2 "'"',.. ) z 

e s3 ) 

Con 1 o ya hecho, pueden oblenerse los coericienles de 

rolacion de Ricci r conlr:aidos con la lélr.ad.a nula eª Por· 
abe 

ende• 

r r e' + r e 2 + r eª + r e" 
1.2 i2t i22 1.29 i24 

A - • 
A-•cale .. { -

..¡--z- ..,-Z-r 
¡e• 

¡..-• 
A-'cale 

+{ + Je". ..¡--z- _,...-:¿;-,.. 

e 04 ) 

Tdngas;e pres:ent.<? que, las r abe que no aparecen enlre las: 

oblenidas anleriormenle¡ o bien, no resullan de sus: 

anlisimélricas; o de sus: conjugadas:, son nulas;. 
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y 

1 - A /1.-2 -

2 
,r 

+ i - A, r h -2 of. /\-.s., r 

2 A A -2 

-+{--~r---

A-2( 1 
. .. { - 2 A - 2 m/r )7. . -

2 mA -. ~' J r2( 
. 

1 2 11J../r ) z 

. 
[ = ( - 2 m./r ) z 

{ 
2 -(2 

+ { - A A-2 - 2 
_Li 

,r r 

A 
•{--~-

-f2r 
Je', 

e 0s ) 

A A-2 ¡..-• Je' - .. 
,r , l' 

- A-< }e2 ) ,r 

( 86 ) 

--------'=~------~, ( é
9 

- e .. ) • ( 87 ) mA - ' ) 

-f2r 2
( 1 2 m/r· )'< 
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C:onvencj O~}Jlll?nt.e Se presanl.¡;¡n jun.t.as;; D r<f
2 

y r S.C 

generalmente ur~ es imaginaria y l~ otra reai. 

puu~t.o quo 

-------'::!..:..:'--------.!. ( ,.s - .... ) • mA-1. ] 

~r2 ( 1 2 m/r )z 

( BB ) 

Las: demás: rab , res:ultan de las: corres:pondientes: conjugadas: y 

.antis:im&tricas de las: recién calculadas:. 

De las: r s:e 
ab 

f.j FmP. la r:;iracteriz.ación geomdtric.a 

~undamental del espacio-tiempo en cuestión, porque des:de ellas: y 

sus: di~erenciales, se obtienen l~s componentes telradi~les del 

t.ensor de curvatura de Riemann Ro.bcd • 

3.2 LA ECUACION DE DIRAC El-1 LA METRICA DE 

MAGNETIZADA. 

SCHWARZSCHILD 

El nexo entre la i?cuación de Dirac y la geometría del 

espacio-t.iempo, o si se quiere, entre l.:a. t..&t.1·.ad.:a. nula y loS; 

espinares, queda est..ablecida a Lraves de los coeficient..es de 

rot...;aciOn de Ricci rabc ; los cu.alas .aparecen en la ecu.iciOn de 

Dirac, y se hacen presentes por medio de las. '1'ª • De- es~ f'orma, 

puede obtenerse la ecuación de Dirac en el cs:pacio-tien~o de 

Schwarzs:child magnetizado. 

Atendiendo a lo dicho líneas: arriba, y .a partir d<> lo 

realizado en la primera s:er.r.ión de es:te capítulo, calculo las r
0 
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p.ara el es:pacio-tiempo en cons:ideraci ón. As:.! es; qu.o•, 

r 
2 

r9 

1 
[ ... -· . + 

A- 1 cote 

2 ~ ·- r 

A ... -2 ] . + 2 
r 

"' - . ( r + r ) - r z 122 ª"'~ 423 

1 [ ... -· + 
A- 1 cote 

2 ~ . "' 
A ... -2 

+ 2 J 
" 

r 

~ ( r + r ) + r z 129 9,9 9<2 

(2 
/\.-2( 1 A 

2 ~ • r 

+ 
m.A - < 

r 2 ( 1 2 m.,¡' r )~ 

1 

+ 2 _A_-_._(~_1 __ -_~2-~m"-/-r _ _,,_) i 
r 

+ A-< 
,r 

2 

1 

( 1 - 2 m/r )¡¡ ] . 

1 

+ ------'"'=""---· ____ _ 
r2( 2 m.,¡'r )z 
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- 2 m/r 
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. ~ 
+ 2 -"~-__ (._-"1------'2"'--'""''-'-"'-r"-~) z 

r 

e sg ) 

Ot..ro requerimien~o para poder escribir la ecuacion de Dirac 

en cualquier espacio-~iempo que se desee, es: 

diCerenciales iJ de lM tetrada nula inversa. 
o. 

procédase a ello, 

como iJ 
a. 

e'"' iJ , tenemos 
a. ,., 

iJ 
1 [ .. ~r 

11.-• iJ i 
A 

iJ .. rsenEI .. ] 
iJ 

1 
[ 11.-• iJ .. ... t A 

8 .. ), .. 
rEene a ~r 

A - ' (e 1 
• 

iJ - 2 rrV"r )Z iJ e -12 r 

+ 1 
iJ l) , . 

e 1 2 m..l'r )Z 

y 

iJ • " - .. (e 1 - 2 rrV"r )~ a .. ra r 

iJ l] . . 
e 1 2 m./r ) z: 

obtener las 

Por t.a.nt.o,. 

e go ) 



Ahora, mediante ( 33 ) podemos expresar la ecuaci~n de Dirac 

en el espacio-tiempo de Schwarzschild magnetizado, la cual queda 

escrita como siguer 

{ A-2( 1 
.&. m.A - < 

" + A - 2 m/r )" + .&. s ,r 2 rz( 1 2 m.,I' r )" 

1. 11.-• .l 
¡..-•, e 1 - 2 m.l'r ) z 

+ 1 - 2 m."r 2" + 
r 

r 2 

A- .. 
¡..-•cote A A-z 

lv'2 + rrutÍ· { " + 
... 

+ + • o, 
2 2 2r r 

11.-• 
11.-•cote A 11.-2 

" + + + 
.. 

lv', • 2 2r r 

A-2(1 • m.A - • 
-{ " +A -2m/r)Z: + 

' ,r 2 r2( 1 - 2 m.,l'r ) .. 
J. 

'· 

w-. 

• A-• 11.-•, e 1 - 2 m.l'r ) " 
..,,, + rru¡,2 •d + 1 2 m."r 2 !: + r 

r 2 2 \ 

" A A-2 (1 -2rrv'r)l + 
m.A - < . .. ,r 2 r

2
( 1 - 2 m.,l'r )°l!" 

• 11.-• .l 

11.-•, e 1 - 2 m.l'r )" 1 - 2 m.,l'r ) l!" + r }4> .. + 2 r 

11.-• 
+ { ª· + ___ 2 ......... -"--- + 

A ,.-z 
}4>ª +~ •• o. +-...... -"-----r 

y 

,.-• 
,.-•cote A ,.-2 

J<t> .. { a + • + + • 
2 2 21" r 

- { a +A A-2
( 1 - 2 m/r )l + 

m.A-• . . .. 2 rªc 1 - 2 m.,1'%' )t 
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• A - ._ ( 1 2 m." r ) ~ 
2 m..I' r )i: + ---"'-'r'"----,

2
,__ _______ J<P;, + r 

'· 
+ nu.v,. • o • 

e g1 > 

Ahora, para int.roducir el campo magnet.ico en la ecuaci&n de 

a Di rae ant.erior, res:t.a s:us:t.i t.uir: 
lJ X /.J 

se conoce como acoplamient.o 111Ín1mo. 

lJ por -~-- - teA,, , lo que 
/Jxl-' r 

Donde --8
-- e iJ y A es: el pot.encial vect.orial. ax,_, ,_, ,_, Por lo que, 

paso a calcular A,_, • Por lo t.ant.o, part.iendo de las: component.es: 

de Cart.an halladas por Ernst. en su es:t.udio del universo de 

Schwarzschild ...,.gnet.izado, las: que es:t.an expresadas: en las: 

ecuaciones e 64 ) y e 65 ) compare1110slas, para ident.iticar en 

ellas a la part.e radial y angular de la t.et.rada nula inversa, 

respect.iva .... nt.e. As:!, 

Crl A c .. l Ar • e 
)t 

y .. 
rae 1 2 m.,.r ~ 

e g2 > 

donde 

Crl • i e • + ' ) 
(,o) .. .. e & + . .. ) . .. .. • y .. ][ • r r .. .. 

e Q3 > 

por lo q .... 

•µcrl • e o • 
11.-•, 1 2 m..l'r 2• o • o ) 
~ 

. 
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y 

.,,i-• e,..) • e o • o • 
A-~ 

--~---. o) • 
..,-Z-r 

e 94. > 

Como ya se deCinid al principio de est.e capít.ulor H(r) • ePCr)Hp 

y H(,.) • ePC .. )Hp 

Sust.it.uyendo los valores de eP(r) y eP(,.) en las expresiones 

ant.eriores 

"cr) • 
--A--..-_•_.c~~1 __ _..2.__~m~/---r_-...>f H 

..,.--Z- r 
H 

"' 

e 95 > 

Co111parando es:t.o, con las: componentes: de Cart.an del campo 

e 1 2 ml"r 

y 

H • - r2" ,.-•e 1 - 2 ml"r )f B rs:ene • 
.. o 

e Q6 > 

Cont.inuando, H.. es:t..il relacionada con el t.ensor del ca111po 

elect.romagnolt.ico F .. , a t.ra..,..¡s: de la siguient.e ecuacidnr 

donde F'.., • 1 

2 -( g 

H •uf'ª, "' , 
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( Aqu! uª es el vector de Killing temporal, que cumple 

u"' a a • a t ) " 

u F rp • g F rp • g F rL • - A-2 ( 1 - Z m/'r ) F rL • 
,, tf' ll 

Conf'rontando con los: va.lores: ya obtenidos: para Hr y H., 

A- 8 B
0

cos;;e 
F rL • - ..¡--a- --------='-----z=- • 

e 1 - z m.l'r ) ,. 

Analoga1119nte1 

H • .!' F •(' • g F o'l • - A2
( 1 - Z m.l'r ) F •l • 

.. ti' 

ProcedJ.endo igual qt» antes: 

.·. 

f!' •l • ..¡--a- __ A_-_· __ B_o.._r_ .. _•_n_e_~L • 

e 1 - z m.l'r ) z 

e ge > 

e gg > 

e 100 > 

e 101 > 

Da la expras;;idn pras;;antada antes: para F "'f' en t~rininos: da 

F,,.,. • se sigtM>s 

y 

e 102 > 
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Para as:t.o, s:e ut.ilizo ques g • det.. gpv • donde gpv es: el t.ens:or 

mdt.rico y cumple la relaci&n ds2 • gµvdxµd~v • En n~~t.ro cas:o 

g • - A'r'sen2 e • por lo que -( - g • A
2 r 2 s:ene • 

Por los: res:ult.ados: obt.enidos, las dn.icas: component.es: no 

nu1as: de F "'" s:ons Fr .. • F .. r • F ... y F -
Por ot.ra part.e; ya que B • V X A • y COlb:> la ret.rica de 

Schwarzs:child 1nagnet.izada pres:en~a siempre acopladas: a las: 

coordenadas: r y e , al considerar el rot.acional en coordenadas: 

es:~~ricas: s:e concluye que A • A .. • para que pueda re~lejars:e 

correct.ament.e la s:it.uaci&n comen~ada. 

Como F • 11 A - .... 

A .. 

" J. .. .. 

• - J F -

11 A • dado que A • A .. .. .. 

J 2:t :><rt. 
de • - A r s:enB .. de • 

Sus:t.it.uyvrndo la expres:i&n desplegada de F' rt , t.enelllOs: 

J -· A s:enecos:ede • 

e 103 > 

e 10 ... > 



.·. 

e 1os > 

h.iligas• •l cambio d• variable siguientes 

cos9sen8d9 • 2 

Por lo tanto, 

f -~ !t. san8cos9d9 
e 2 

o 

• 

• 

e 

e 

a 

2 
r 

2 

o 

2 

o 

u 

2 

r 

2 

r 

2 
2 r o 

2 

f __,c-,"""'d"'"'u"---,,....--
1 + u ) 

Ln(i+u) 

e 10" > 

e 107 > 

e ioa > 

Ln C 1 + & e z r 2 sen2 B) 
2 ' o 

2 
Ln C !t.). 

( iOQ ) 



As!, 

A • .. 

A,_, • e Aº • .A ) • e - "' • A .. ) • 

donde t/J • _Q__ es: el pot.encial escalar. También, 
r 

e 110 > 

e 111 > 

e 112 > 

Es:t.o perlllit.e insert.ar el campo magndt.ico en la ecuacic3n de 

Dir•c, int.ercambiando o,_, por ( a,_, - ieA,_, ) • 

das:arrol l. ando 

" ---> " • • 

C ya que Ar • O • A• ) y 

11 ---> 11 - t..•A .. .. .. 
2~ 

• /1 <I> - te -,--1-""-"-'""'2-"'m'-,,-r--)~f,---e-o- Ln ( A) • 

e 113 > 

e 113 > 



Antes de añadir ei campo magnetice a 1a ecuación de Dirac en 

e1 espacio-tiempo de Schwarzschi1d 

mostrarse, demosie a esta, una 

termines de operadores. 

magnetizado como acaba 

expresión mas compaéla 

de 

en 

Séan :D ' :D • 3) y :D . Donde: • " D .. 
3) =~· " + i 

A { " - ie 
2 -f2 

• r ... rs:ene .. ,~ 
----=--'--='----=---- Ln (A) } 

e 1 - 2 m." r 

A .... - " .... -· 
+---=2~-- + +-~-----

r 

3) =~ " - t. 
A { " - ie 

2 -f2 
a r ... rs;:<>nél .. e 1 - 2 m."r 

.... -· ... -•cote A .... -2 

+ 2 + 2r + r 

:!D =(1 - 2 .,,.,,r )!A-• 11 + .... -· { " + . 
" r 

e 1 2 m."r )2' L 

.... -R( 1 • ....... -· +A -2.,,.,,r):l' + . ,r 2rªC 1 - 2 m.;'r )2' 

.... -· ... -•e . ( 1 -
+ 1 - 2 m;'r )2' r 

+ r 2 

y 

:D,. =e 1 - 2 .,,.,,r ){A-• 11 .... -· { " + r . L e 1 2 m.;'r ) l[ 

+A' A-2(1 • m.A-• 
- 2 rn.;'r )lE + 

2rªc 
. ,r 

1 2 m.;'r ) l[ 

• A-• 
A-•~ e 1 1 - 2 m.;' r } l[ r 

+ + 2 r 

B 
o 

i!! Ln(A)} 
)Z B 

o 

t .. -º- } r 

. 
2 m;'r ) ¡: 

t. .. ---º- } r 

A 
2 m.;'r )"' 

e u'> 



Puede fácilmente apreciarse que :D• • :D"' 
2 

Los operadores anteriores ya tienen incluido el c~inpo magnético, 

gracias a las apropiadas sustituciones que se hab!an sugerido. 

Concluyendo, la expresión final para la ecuación de Dirac en 

el espacio curvo de Schwarzschild magnetizado, es 

y 

:D .. Y' + rrv¡,• .. o , 

o , 

o • 

e 115 > 

Para darle a la ecuación anterior una forma convencional; se 

y se cambia el orden de las 

ecuaciones componentes del siguiente no:>do: 

dos priineras tilas con las dos Ultimas. 

"""'• + o - t :D "' ... - i :D. "'á .. a 

o + "'Y' a - t :D "' .. + t :D .¡;¡, 
a • 

• 'i. rru/> .. :D "'· + :D "'ª - + o o • a 

Intercambiando las 

o , 

o , 

, 



y 

o 

e 116 > 

-+ 

[ ~: 
o :D :D. 

' 2 

m. :D - :D 
:D. 

2 9 

m. o 
2 

- :D o m. 

' 
][ ::.¡ 

- i. .¡,' 
- t. 4>2 

o. 

e 117 ) 

SJ. s:e prosigue des:glos:ando la ecuación de Dirac en s:u forma 

mat.ricial, s:e t.iene 

f ~: 
o :D :D. l . ' a 
o :D - :D 
:D. 

2 11 + m.W o -o o a 
- :D o o 

' 
e ua > 

Y'2 • 

f 
Y', l 

donde W = _ i .¡,• • La ecuación de Dirac en s:u forma es:t.4ndar 

- i .¡,2 
es:1 rµDµW + im.W = O • Por t.ant.o, 

·o 
o 
:D. 

- :D 

' 
a 

:D, 

:D a 
o 
o 

:D. 
a 

- :D 11 

o 
o 

e 11g > 



y 

:D .. 

:D .. 
:D 

2 

o 
o 

a + r 
µ µ 

3.3 ANALl919 DE LA ECUACION DE DIRAC EN EL ESPACIO-TIEHPO DE 

SCHWARZSCHILD MAGNETIZADO. 

Para llevar a cabo cualquier est.udio de la ecuaci&n de Dirac 

obt.enida en la seccidn que precede a ést.a; hay primero que 

int.ent.ar desacoplarla, y reflexionar en las observaciones que 

surjan en el t.ranscurso de est.e proceso. As:!, manipulando sobre 

las ecuaciones component.es de la ecuaci&n de Dirac, obt.enemos: 

y 

se que 
.!> .. 

• 

o • 

o • 

o • 

:D 
2 

y 

e 120 > 

.!> • 
o y 

[ .!)
8 

, .!>, ] = O , lo cual es ciert.o porque 

ditieren en algunos signos; igual acont.ece con .!> .!>. y 

claro, que ónicament.e cuando s:e anulen los conmut.adores 

s&lo 

Es: 

las: 
.. 

de 

ecuaciones: result.ant.es: arriba, la acuacidn de Dirac 91:t.ari 

desacoplada; paro aso solo ocurre, 

exist.e campo 111ag~t.ico ext.erno 

cuando 8
0 

O , i.a. , si no 

an el espacio curvo qua 



consideramos:, siendo es:te: el espacio-tiempo de Schwarzs:child 

magnetizado. 

J.s:ümas:e qm~ cada una. de las: cuatro componentes: de la :funcion 

de onda w tienen un.a dependencia en el tiempo t y el angulo 

azimut.al .p , dada por :re t, .¡, ) .Jlf ei:e..,l-m,,.) donde la 

energ!a ,., > O , con la amplitud de onda .Jlf • Esto es:, pues:t.o que 

hay dos: vectores: de k:illing , des:critos: por 8/8l y 8/8.¡, • 

Ademas:, s:i 8
0 

~ O , los: operadoras: ~& , ~2, ~a y ~, no son 

puramente radiales: ni tampoco puramente angulares:, as:to impide 

des:acoplar la acuacion de Dirac; sin embargo, para m ~ O y 

B
0 

= O , la acuacion de Dirac pueda desacoplarse, y en tal cas:o, 

se procede a la s:eparacion de variables, lo cual es: aparant..a; y 

s:e hace como sugiera Chandr.as:ekhar ( .al inves:tigar l.a s:olucion a 

la ecuacion de Dirac en l.a geometría de Kerr ) , proponiendo 

"'& 
:re t, .¡, )Y' & e r,e ) :re t, ti> )R .e r )S .e e ) • -E -i; 

'1'2 :re t, ti> ""'2e r,e ) f'e t, ti> )R .e r >s .. 1e e ) , 
+z 

.¡,• :re t, ti> -,.p•e r,e > :re t,tj>)R.e r )S .e e ) , 
+¡: -¡: 

y 

e 121 > 

donde R±ie r ) y S±!e e ) son 

res:pect.1.va ... nt.e. Adamas:, s:i hay 

f'unciones: solo 

1.nvariancia de 

conveniente realizar los: s:iguient.es: rea111plazos:1 

8 ---+ - tm • .. 
de r 

y 

y 

t. 

ª· ____.. t... y 

Das:de es:t.o, Chandras:akhar nos: revela en s:u t.rabajo qua, para 

el caso qi.o me ocupas B
0 

= O , A 1 puede reducirse la 

s:olucidn d.. la ecuacion de 01.rac en la geo-tr.la de 



Schwarzschild magnetizada a la solucion de un par de ecuaciones 

desacopladas, una pura:""'nte radial y otra por completo angular; 

as!, la solución general de la ecuación de Dirac se expresa como 

una superposición lineal de las varias soluciones asociadas a 

los eigenvalores de la pareja de ecuaciones desacopladas. a que 

me acabo de re~erir ( VQasa [ Q ] ) • 

Cuando B
0 

;o< O y m = O • el problema resulta del t.odo similar 

al e~ecto Zeeman relativista, y la solución correspondient.e 

pueda encon~rarse en la l~~ora~'LD"'a $~pec~A1~2ada en al ~érRA 

( aunque normalmente se resuelve por criterios perturbati. vos, 

con un campo magnético más sencillo que el presente en nuest.ros 

desarrollos ) • Mient.ras t.ant.o, para el caso que es de int.erés 

aqu.i: m ;o< O y 9
0 

;o< O • ni siquiera con las indicaciones al 

respecto que hace Ernst. en la re~. [ 5 ] se puede sirnpli~icar la 

compleja est.ructura 1n2t.em.!t.ica de los operadores n~ • n2 • 
n,. present.es en la ecuación de Dirac que concent.ra la 

at.ención de esta t.esis. Todo ello, oscurece de algün JrOdo 

na Y 

plena 

y an 

ciert.o grado • la i~ormación que podenos ext.raer de la ecuación 

de Dirac en el espacio-t.iernpo de Schwarzschild magnet.izado, por 

lo cual, arnprendanos un camino alt.ernat.ivo que pueda iluminar y 

dar buen curso a est.e arullisis. 

En virt.ud de lo que se acaba de decir, dirijamos nuestra 

investigación a la conservación del t.ensor de esp!n en este 

peculiar espacio-tiempo. Para eso, en 

obtuvi110s la ecuación ( 43 ) • asi es que, 

sus compon..nt.es 

i e =-2----m 

el capit.ul.o 

procedamos a 

Para tacilit.ar en lo sueesivo nuestros cilculos, 

s°'fl ¡;¡ V !t'°'fl • ,.. 

anterior 

calcular 

e 122 > 



.. 

sºª i e { 'º Fªº + 20 Fª· • • a a m. • 2 

sº' i e so F'º a m. a 

sº2 e so F2. a 
m. B 

s"' e 
{ 

... F2 • 22 F'º . , a a 
m. a 9 

s'ª i. e 21 Fs. a m. 2 

y 

s2ª 

e 123 > 

Como se observa, s"'f' t.iene t.an sdlo s:eis component.es: linealment.e 

i ndependient.es, as:imis:mo~ s:us: component.es: rost.ant.es s:on 

obt.enidas: de las: ant.is:imet.ricas: de las: mos:t.radas: arriba, o bien, 

son nulas:, porque en la manera en que s:e de1'inen s"'" y el'v , s.e 

da que s""" = O = e/'I' , V a, µ 

Por ot.ra part.e, el desarrollo ant.erior se s:us:t.ent.a en el 

hecho de que, el t.ens:or de campo elect.romagnét.ico F.,.p t.iene s:dlo 

cuat.ro component.es: no nulas: en el es:pacio-t.ie111po de 

Sc:hwarzs:child magnet.izado, que s:on1Fn, F,..,, F., y F
0 

dond<> 

g"'r F = Fr· e rec..-rdes:e que t. E o ' r E 1 ' e E 2 y ~ E 3 
"'" fl lo que convenimos: es: válido, ünicament.e para indices: de 

coordenadas: ) • Aqu!, 

F"" 
2 

... g F 
82 

=_..¡---a 
A 

e 1 

B cos:e 
o "'-F"· • 



y 

" 

s"'f' o< B 
o 

F'º = u F 
9 g ... 

=_..¡--a-

a. 
e 

/1.-2 

( 1 

/\. - s 

e 1 

Consideramos: una componente arbitraria de Fa.. 
b 

para 

aná.lis:is:, por ejemplo: Si a = 1 y b = 2 , s:e tiene que 

B
0

cos:e 
- i ..¡--a- ----------- 11." 

e 1 2 m./r 

( 12.d.) 

( 125 ) 

nues;t..ro 

•• 
( 126 ) 

Fª~ o< B 
0 

Doa lo cual, s:e s:igu"' S
0

b oc B
0 

• Es:to qui.,re d"cir 

que, el tensor de es:pín no s:e conserva en es:te espacio curvo; lo 

cual s:e explica, no; por la introduccidn de un campo magnético 

externo en el espacio-tiempo de Schwar7s:child, s:ino por la 

geometría característica de és:te, como 

manities:to en las: ecuaciones: ( 60 ) y e 61 

claramente queda 

) 

Del comentario anterior, nace el inquietante des:eo de darnos: 

cuenta, de la manera en que actúa e inf'luye en el comportamiento 

de una partícula cargada ( en especial, el electrdn ) un 

espacio curvado inmerso en un campo no conservativo del tensor 

de es:pín, del que es: un excelente ejemplo el que estamos: 



es:ludiando; por ello, reflexionemos: sobre lo que sucede en una 

región lejana, 

magnetizado e r 

y en una vecindad del hoyo negro de Schwarzs:child 

2 m ). Para realizar es:a tarea, bas:la 

considerar y examinar la componente lelradial 

magnelico Ft~ , 

) Región remola del horizonte de evento. 

Ya que J\ 1 + • ;¡ B2 r 2 sen2 e par.a :r muy o 

del campo 

grande, en 
B6 r 6 sen 6 e 

particular r » 2 m 
J\-· 4 ... 

B2 2 s:en 2 e r 

tiene: J\9 ... o s:e 
64 

y 

" Asimismo e 1 -2 ni/r )Z- - e 1 -3 ni/:r ) ' 
o 

porque 2 ni/r « 1 . 

[ 
2º + Bº e sen 7 e 

] 
B cose :r 

~ 
o o 

26 B2 r 2 s:en
2 e e 1 3 "'"r ) 

o 

B? 
oc --º-- e ~ + 1/:r" ) • 

2 • :r 

e 127 ) 

As.1, conf'orme s:e aleja un electrón del horizonte de evento; la 

inf'luencia perturbadora 

electrón en un campo 

de la geometría sobre 

magnetico externo,s:e 

- 1-c ~ + 1/r' ) , en tanto que cuando :r ___... + 
2 .. :r 

el giro del 

reduce s:egün 

tenemos: un 

campo uniforme, 

es:pin de la 

el que no contribuye a la alteración ejercida en 

parliculapor la estructura topológica del 

espacio-tiempo de Schwarzs:child magnetizado.. ( Aquí t>, es: 

cierta cons:lanle determinada por el angulo e ) . 

(( ) vecindad del horizonte de evento. 

Tomemos: el radio de la vecindad como 2 m por ende 
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r - 2 m. « 2 m. • de lo que 

por eso r « 1 además, /\.g 

•. ,, 
( 1 - 2 nVr )Z - i ( 2 m/r 

[ 4 sene 
F'" 

2 - -

Bg 7/2 
()( r o 

se 

-,, 
)Z 

sigue: 4 m/r » 1 -+ 2 m/r » 1 

1 11.-• - 1 - ~ B~r2 sen2e y t.ambién 

Por t.ant.o 

82 2 se-n 9 G ] B cose r o o 
4 ,, 

2 ( m.;' r )" 

( 128 ) 

En razón de est.o, para una región muy cercana del horizont.e, la 

incidencia del campo magnét.ico crece de acuerdo 7/2 a r 

l.legando a volverse t.an int.ensa, que conforme r --~ 2 m su 

magnit.ud t.orna sumame>nt.e irresist.ible al elet.rón, el poder 

pert.urbador de la curvat.ura del. espacio, influyendo not.oriame>nt.e 

en él; y por lo t.ant.o, en su giro, dado que el campo magnét.ico 

en est.a vecindad no crece linealment.e. Nót.ese que para i ) 

Fa.b oc - 1-- ( \';\' + 1 /r" ) • y en el caso de i i ) Fa.b oc r 7
"

2 • 
2 • 

r 

El análisis emprendido h.a sido nruy revelador, ya que, nos 

esclarece el por qué el t.ensor de espín no se conserva en el. 

espacio-t.iempo de Schwarzschild magnet.izado, lo.que se explica 

por la geomet.ría asociada a est.e espacio, cuya curvat.ura se ve 

mat.izada por el campo magnét.ico que lo envuelve; est.ruct.ura 

cuyos erectos transtornan el giro del elect.rón, impidiendo la 

conservación de su t.ensor de espín. Dígase por ú!t.imo, que la 

alt.eración provocada por la geomet.r!a sobre el espacio-t.iempo en 

cuestión, no es homogénea en la ext.ensión de ést.e, hecho 

notorio en las ecuaciones ( 127 ) y ( 12B ) , evidenciando ést.as 

que la perturbación sobre el espín de la part.ícula cargada, es 

más brusco y súbito en las cercanías del umbral r = 2 m • 
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CONCLUSIONES 

Al analizar la ecuación de Dirac obt.enida para el 

espacio-t.iempo de Schwarzschild magnet.izado, r~~ult.ó realment.e 

difícil arrebat.arle a ést.a 1 mayor i~ormación de aquélla con la 

cual concluye la invest.igación present.e; pero por supuest.o, 

concebimos a est.e int.ent.o por comprender e int.erpreLar el 

comport.am.1.ent.o del elect.rón en el espacio curvo mencionado 

e sobre t.odo, en una vecindad cercana de ese hoyo negro ), como 

un primer paso que esperamos cont.inuar en t.rabajos post.eriores; 

y pese a que en est.a exposición, la complejidad de la est.ruct.ura 

mat.emát.ica de la ecuación de Dirac est.udiada limit.ó la 

posibilidad de encont.rar sus: soluciones, y mucho menos:, 

analizarlas; sí se logro en cambio, realizar prudent.es 

coment.arios a casos específicos de ella, enLre los que dest.acan: 

B
0 

= O y m ~ O , 8
0 

~ O y m = O 1 los cuales result.aron solubles 

bajo los crit.erios convencionales de anAlisis de las ecuaciones 

diferenciales, en el cont.ext.o de la t.eoría cuánt.ica. 

EsLo, orient.ó mis pasos a ot.ro derroLero, que pudiera 

brindarme luz sobre los efect.os que acompañan al movimient.o de 

una part.!cula cargada inmersa en el espacio-t.iempo 

Schwarzschild, en presencia de un campo magnét.ico ext.erno. 

de 

Así, 

calculo la derivada covariant.e del Lensor de espín en esLe 

espacio Lan peculiar, encont.rando que: para un universo 

magnét.ico de est.a nat.uraleza, el t.ensor de espín no es 

conservado; lo cual no se desprende, como pudiera pensarse, de 

la int.roducción de un campo magnét.ico en el espacio-t.iempo de 

Schwarzschild, sino de la geomet.ría que caract.eriza al universo 

que esLudiamos, lo que queda explicado complet.ament.e por la 

ecuacidn ( 60 ) • en la cual result.a muy evidenLe que la 

geomet.r!a es la verdadera responsable de converLir a est.e 
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espacio curvo en un campo no conservativo del tensor de espín; 

esclareciéndose de ese modo, la no invariancia de éste, 

en él. 

Para concluir, el examen de la derivada covariante del 

tensor de espln en el universo de Schwarzschild magnetizado, 

arrojó que, en una región muy lejana del hoyo negro de 

S<:hwarzschild e r = 2 m ) , la perturbación que experimenta el 
B7 

giro del electrón, es proporcional a ---;-e ~. + i/r' ) 
r 

mientras que, en una vecindad muy pequeña de éste, la influencia 

sobre el espln, obedece la razón B~ r 7
/

2 
De alguna manera, 

estos resultados dan cuenta del por qué, el tensor de espln no 

permanece invariante en este espacio; ya que, las secuelas tan 

diversas y desiguales, producidas en éste, sobre el electrón, 

estan determinadas por la distancia radial al horizonte de 

evento, de la partícula cargada, en esta geome-trla a que 

dedicamos nuestro trabajo; lo que resulta sin lugar a dudas, de 

una pérdida de cierta simetría en este campo cuántico analizado, 

provocada por la curvatura del espacio 

espacio-tiempo de Schwarzschild magnetizado. 

asociada al 

Finalmente, creemos que la forma explícita de las ecuaciones 

que se presentan aqul, y la generalización de importantes 

relaciones, en especial, las expresadas en las ecuaciones e 43 ) 

Y e 60 ) , permita un estudio futuro con mayor detalle y 

profundidad del comportamiento de un electrón en un campo 

magnético muy cerca del horizonte de un hoyo negro. 
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APENDICE A. EL VECTOR DE KILLINC3 K,u 

EN EL ESPACIO-TIEMPO DE SCHWARZSCHILD MAGNETIZADO. 

K es: el vector de Killing a.s;oci.a.do con la simetría 

"' axial-rotacional, y queda def'inido a través: de la ecuacion 

V K + 
O< p 

K"' = ( o 
est.o, y 

podemos: 

calcuJ.ar 

f'orm.a: 

como r"' 
°'"' 

V K o y además: K"' " p O< "' o o 1 ) tanto K = ó • . . . por 

"' 
g-

recordando que par.a tm vector 

V A 
p 

8 A 
f' 

r" A 
O<f' "' 

obtener una 

J..as: entradas: 

V 

expres:ion matemática, 

de la m.atri:z \V IKP O< 

K iJ K r" p O< p O<(' 

ó 9 

" e p oc g-

se ·tiene que 

ó a 
p " OI 

K 

"' 
) -

8/8</J i.e. 

9 
A partir de 

"' A cualquieraz 
f' 

( 129 ) 

que nos permita 

de la siguiente 

g~ r 9 

O<(' 

e 130 > 

e 131 > 

.U.ora, pue~to qua 

r 
~. ot(J f e + ) . 

iJ X OI 

e 132 > 
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y para nuesLro caso g"'ff 

K 
(! 

ó 9 
(! 

f'C r, e ) -+ 

As!, calculando las componenLes de v,,. Kf' 

o • 

+ 
"g 9 e 

"><"' 

r( ,.-2 ) + ,.-2 
,r 

y 

V K 
< 9 

V K 
9 2 

) . 
e 133 ) 

e 134 ) 

e 135 > 

Ladas las dem.ls componenLes de la maLriz \Y' O< son nulas, lo que 
"' (! 

se debe a las condiciones propias de esLa meLrica. 

Para expresar LeLradial,....nLe el Lensor V 

conLraerlo dos veces con la LéLrada nula. Por LanLo 

55 

basLa 

e 136 ) 



y para nues:t..ro cas:o 

'9 
e b 

9 
e b ) . 

( 137 ) 

Por Ült..imo, gracias: a Va. Kb puede def'inirs:e e1 operador de 

es:p!n S , como 

s ( 138 ) 

aquí s<'b es: e1 t..ens:or de es:p!n, cuya expres:ión des:p1egada es: 

por es:t..o 

i 
-2-

s<'b = [ ab 
a 2 [ °Db l ] , ---;;;- r 

a r rb ] , de 1o que s:e s:igue: sªb 

V K Sªb 
b 
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8.1 MATRICES ?'µ . 

" 

APENDICE B. LAS HA TRICES r/.I , ef'v 

EN COMPONENTES DE COORDENADAS. 

rµ esL~ definida por la relación r/.I = eµn rn donde µ es el 

indice de coorderuodas:, y n , el indice LeLradial Por lo 

cual, para la meLrica de Schwarzschild magneLizada se Liene que 

l l 11 + e l .. 
r e r r 9 .. 

[ ~ 
o 1 o 

l A-• o o 1 

e 1 a m,;'r )z o o o 
1 o o 

r r 9 + er .. 
r e r r 

9 .. 

[ 
o o 1 o 

l A-•c 1 - a m,;'r 
. o o o 1 )z 

1 o o o 
o -1 o o 

. e .. • + e .. 2 
r r 2 r 

[~ 
o o 

~] A-• o - 1 
r 1 o 

o o 

y 

r .. e .. • + e .. rz • r 2 

[ ~ 
o o 1 

l - {. 
A o - 1 o 

rs:ene 1 o o 
o o o 

e u.1 > 
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8.2 HA TRICES el"' . 

cl'v Ee derine mediante 1a siguiente ecuacion: 

e 142 > 

Prosiguiendo nuestros c~1cu1os 

para 1a n~trica de Schwarzschi1d magnetizada, tenemos 

•o a 

110 
a 

a<Z 

e r l r 
el )a9' e e e 

9 .. .. 9 

[~ 
o o o 

l - A-2 1 o o 
o 1 o 
o o 1 

.. l •a + .. l e e a e e 
9 .. 

+ e .. e 
l 28 +e . l 2 .. a e a 

2 9 2 .. 

[~ 
1 

A-z o 
.!. o r( 1 2 m/r ) & o 

e.,. l o"ª + e.,. l ... e e a • 9 • .. 
+ e"" l 20 + e .. l 24 e a e a 

2 e 2 .. 

rsen8( 1 2 m/r )'i" [~ 
e r .. 91 + r .. 92 e a e e a 

9 B 2 

+e r .. a" r . .. z e +e e a .. .. z 
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ESTA 
~AUR 

TESIS NS nrnE 
DE LJl DIBlJn"ff C il /l. - 2 .!. 

[! 
-1 

o r ( 1 - 2 m/r )" o 
o 

!9 r e"" Bi + r e"" 92 
(T e (T e a 

9 • 9 2 

+ e r e"" ... 
+ e r ,,, .. a .. • .. 2 

~ 

=-i { 1 - 2 m./r ~ z: 
rs:enel 

y 

29 
( 

.. e .. e•
2 

e.-, )o:&.2 
(T e • 2 

[i 
o 

i. -1 
2 s: ene 

o r o 

las: res:~an~es: ma~rices: d'v , s:e ob~ienen 

a'°'v = - o"'I-' • 

SQ 

de 

a 

o 
o 
1 
o 

.. 2 

[i 
1 
o 
o 
o 

~ l · - 1 

"'"' que a 

o 

-f] o 
o 
1 

o 

fl o 
o 
1 

( 143 ) 
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