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L. Introduccién
a) Antecedentes e Historia

El impresionante auge que las put as han al do en las altimas

décadas se ha debido en parte a la constante preocupacién de algunas
personas por hacerlas cada vez mas eficlentes y accesibles. Han
incursionado con un rotundo éxito en los negocios, la industria y la
investigacién cientifica. Sin embarge, no dejan de ser simples maquinas
Incapaces de razonar, que sé6lo pueden hacer lo que ¢l mismo ser humano
les indica. Es por esto que de nada sirve tener computadoras muy
sofisticadas, sl no se cuenta también con algoritmos eficlentes que se
encarguen de proporcionar la légica necesaria para efectuar las tareas
deseadas. Ya no es sufliclente con encontrar una solucién a un problema,
sino que hay que encontrar una que pueda optimizar el tlempo de

ejecuci6n, los recursos que ocupa, etc.

Cuando se habla deé problemas geométricos esto se vuelve més evidente
ya que las caracterizaciones clasicas de los objetos geométricos
frecuentemente no llevan al disefic de "buenos” algoritmos, por lo que
primero se necesita {dentificar los conceptos que nos pueden ser

utiles y luego establecer sus propiedades,

La Geometria Computacional se dedica precisamente a esto, es decir a
buscar y mejorar Jlos procedimientos computacionales que se pueden
aplicar para resolver problemas Inherentemente geométricos tales como
el problema (euclideano) del agente viajero, el del A&rbol de' peso
minimo, el de lincas ocultas 'y algunos de programacién lineal entre
muchos otros. Tal y comoe se conoce hoy en dia, se puede decir que es el
producto del esfuerzo de entre otros M.l Shamos [1,2,3] por tener algo

més que una simple coleccisn aislada de resultados.



Estos problemas provienen de una amplia variedad de 4reas aplicadas
como la graficacién, la robética, el disefio y la manufactura asistidos
por computadora (CAD y CAM), etc; y a pesar de que desde el siglo
pasado existian estudios algoritmlcos sobre ellos, no es sino hasta
ahora que los algoritmos geométricos estan slendo estudlados en forma
sistematica, mediante el anédllsis de temas relaclonados con la
representacién de los objetos,

La Geometria Computacional ha tenido que dar respuesta a preguntas
tales como lcomo modelar una curva, superficie o so6lido?, scémo pre-
sentarle al usuario la Informacién geométrica?, scémo hacer para que
el usuario interactGe de una forma natural con el modelo geo-
métrico?, ¢coémo saber sl un algoritmo es 6ptimo o sl todavia se puede
me jorar?

Obviamente estas preguntas no son sencliilas, por lo que para poder
responderlas se necesita de toda la ayuda posible, la cual puede
provenir de 4reas de la matematica tales como topologia, comblnatoria,

4lgebra, probabilidad y por sup o de la geometria, as{ como de las

relativas a la clencla de la computacién como algoritmos de graficas,
estructuras de datos y optimizacién,

En este trabajo nos ocuparemos de estudlar dos estructuras muy
importantes llamadas el dlagrama de Voronol y la triangulacién de

Delaunay y que bajo el campo de estudio de la Geometrfa se conocen

P

e como t

Desafortunadamente, el estudio de las tesclaciones como parte de la
matematica se relegé hasta fines del siglo pasado, quedando como
excepcién el trabajo realizado por el célebre astrénomo aleman Johannes
Kepler (1571-1630) al respecto {6]. En Ja actualidad se debe a los



quimicos y cristalégrafos una buena parte del concclmiento sobre. este-
téplco. :

A pesar de que los diagramas de Voronol pueden derinlfse'pa_u-a
cualquier espacio R" con cualquier métrica Lp 14,5,61, "aqui - nos:
restringiremos al caso del plano y la distancla euclideana por ‘ser las™

mas comunes.



b) Definiciones

Basicamente un tejado o teselacién es un conjunto de celdas que cubren
un determinado espaclo sin Intersectarse. Como se habla mencionado,
aqul hablaremos de teselaclones del plano. Estas presentan la
propledad de que sl las celdas que las componen no incluyen su
frontera, entonces todo punto en el plano cae eﬁ una y sélo una celda,

o bien en un lado de elia.

F en ¢l probl de dar k poligonos regulares alrededor
de un punto en el plano, de tal forma que un vértice de cada poligono
toque al punto. Dichos poligonos se dice que forman un conjunto

cristalografico que denotaremos como (ll'""ll) con ll como el numero
de lados del iésimo poligono y donde se debe satisfacer la ecuaclén
bl ‘:-x(ll -2) 7/ l‘ = 2 (esto debldo a que cada Aangulo interior en un
eneagono regular mide M (n - 2) / n) y que en términos comines
simplemente slgnifica que el punto debe estar “completamente rodeado”
por los poligonos. Los l|'s se agrupan en el menor orden lexicografico
posible de entre todas las ordenaclones ciclicas y las reversiones con

el fin de lograr una representaclén Unica.

Aun con todas las combinaclones posibles que se podrian hacer en una
agrupaclén de éstas, s6lo existen 21 conjuntos cristalograficos dife-
rentes [6] y s6lo 11 de ellos dan origen a una teselaclén que puede ser
regular (si los elementos de dicho conjunto son todos fguales} o
semi-regular (sl no lo son) y se llaman tejados Arquimedeanos.

Todas estas teselaciones tienen la particularidad de que los puntos
que les dan orlgen presentan una clerta distribuclén conocida., Cuando
los puntos estan distribuidos en forma aleatoria la teselaclén que

resulta es el llamado diagrama de Voronol.



Este altimo estd compuesto de una serle de poligonos convexos (uno
alrededor de cada punto del conjunto) que reclben el nombre de
poligonos de Voronoi (tambien llamados de Dirichlet, de Wigner-Seitz,
de Thelssen o en forma de “S"). Los lados que los conforman recibirin
el nombre de lados de Voronoi. Asimismo, cuando dos de los poligonos
compartan un mismo lado, a los puntos que los originan les llamaremos

veclnos de Voronol.

Para poder entrar de lleno al estudio de estas estructuras

necesitamos conocer las slguientes definiclones.

Definicién 1.- La envoltura convexa de un conjunto de puntos P en R" es
la frontera del dominlo convexo mas pequefio en R" que contiene a P (ver
Figura 1.2.Ka)).

Definicién 2.~ Una grafica del planc es una grafica G = (V,L) (V es el
conjunto de vértices, L es el conjunto de lados) que se puede trazar en

el plano sin ninguna lntersecclén (excepte en los vértices).

Definicién 3.- Una trlangulacién de un conjunto finite P de puntos es
una grafica del plano de P con el mayor nimero de lados posible (esto
es equivalente a decir que la triangulaci6n de P se obtiene al unir los
puntos del conjunto por segmentos de linea rectos que no se
intersectan, de tal forma que cada regién Interna a la envoltura
convexa de P es un triangulo),{ver Figura 1.2.1(b}},

Aqut podriamos definlr tamblen, sin mucha formalidad, la complejidad
de un algoritmo como una funclén que depende de uno o varios parametros
¥ que nos da una idea del tamafio de un problema a resolver. Cuando se
habla de ella, se usa una notacion muy conocida y que a continuacién

se presenta.



By ‘ )
Figura©1,2.1* (é)‘ La’ envoltura convexa de un conjunto de puntos en R%
(b) Una triangulacién del mismo conjunto.

-~ O(f{n)) denota el conjunto de todas las funciones g(n) tales que
existen constantes positivas C y n las que cumplen con |g(n)| =< C f(n)
para todas las n = n, {se usa para indicar funciones que describen
cotas superiores).

- Qf(n)) denota el conjunto de todas las funciones g(n) tales que
existen constantes positivas C y n, las que cumplen con g(n) = C f{n)
para todas las n & ny (usado para las funciones que denotan cotas
inferiores).

- o(f(n)) denota el conjunto de todas las funciones g(n) tales que
exlsten constantes positivas Cl, (.‘.z Y g las que cumplen con la si-
guiente desigualdad: C‘ f(n) s gln) = (:2 f(n) para todo n = n, (se usa
para indicar funciones que son del mismo orden que f(n), es decir para

hablar de algoritmos éptimos).

Por cjemplo, si tenemos una funcién gln) = 3n® - n + 5 entonces
es facfl concluir que es del orden de otn?) ya que si c =3y ng = S
lg(n)| = |3n2 -n+5 s 3n% = C f(n) para toda n = n.



¢) Algunas aplicaciones de los diagramas de Voronoi

1) Procesamiento de Patrones de Puntos [6]: Al procesar informacién
visual a veces tenemos que tratar no s6lo con imagenes, sino también
con patrones de puntos. Si estos fueron generados por algin proceso
conocido, entonces el analisis se facilita mucho; pero si no es el
caso, entonces lo primero es tratar de ver que caracteristicas presenta
su estructura. Para esto lo que se necesita es estudiar las posiclones
relativas de los puntos vecinos.

Obvi e, el pto de que aqul nos interesa es el de

Voronol. Consideraremos que la vecindad de un punto es la region
encerrada por su correspondiente poligono, ya que en la forma y tamafio
de este sc reflejard el amblente local del punto.

En el prot de “ acién por analisis de grupos" [7] lo que

se necesita preclsamente es formar grupos de puntos, es decir,
encontrar una particién de tal forma que los miembros de un mismo

grupo sean “similares” segun alguna regla de decisl6 Como sup

que estamos en el plano, podemos basar esa similitud en las vecindades
de los puntos.

Nos fijamos en las caracteristicas que esas veclndades de Voronol
tienen, por ejemplo, su area y perimetro, su alargamlento o compacta-
miento, la direccién del eje principal (la diagonal mayor), las varla-
ciones en las longitudes de sus lados, etc, que al unirse con algunas
propledades conjuntas como la distancla entre veclno; forman una serie
de atributos que pueden ser los componentes de un vector multidimenslo-
nal. A este se le puede entonces aplicar una medlda de semejanza basada
en la distancla euclideana en varlas dimensiones, para asl‘ poder
decidir que puntos deben conformar los grupos. Se puede descubrir si
estos presentan mayor densidad scgun la orlentacién, sl existe alguna

curva o “cuello”, si presentan forma globular o no, etc.



Por otro lado el problema de la “extraccion de la frontera
perceptible” [16] también se puede analizar bajo el mismo enfoque de
vecindad. Una frontera perceptible es la frontera “que se nota
intuitivamente” en un patrén de puntos debido a la localizacién
relativa de estos, sin ninguna interpretacién seméantica o cognoscitiva.
Se empleza unlendo todos los puntos que estén en el borde y después se
usa una regla sencilla para cuando se desee agregar algin punto que
forme una concavidad, Asi, para afladir un punto p, a dicha frontera,
entre dos puntos P, ¥ P, que ya pertenecen a ella, nos fijamos si la
linea que une a estos puntos “atravieza” el poligono de Voronoi de Py
En caso afirmatlvo se acepta al punto, si no se rechaza.

2) Calculo de la Precipitacién Pluvial en una Area [8): En la hidrolo-
gla forestal se usa al dlagrama de Voronoj para calcular la precipita-
cién diarla, mensual, anuat o de una tormenta en una area,

Dado un rio y sus posibles afluentes nos debemos fijar en su
respectiva cuenca, ya que ésta va a ser el 4rea a la cual le descamos
calcular su preclpitacién. Dentro o cerca de ¢ésta 4rea se tendran
algunas estaciones que mediran la cantidad de lluvia que cayé durante
el perlédo comsiderado y que estaran representadas por los puntos a los

dientes | de Voronoi.

cuales se les trazarin sus corr

Para efectuar la estimacién lo Gnico que se hace es ponderar la
cantidad de lluvia que cayé en una estacién determinada, por el
porcentaje de la cuenca que estd mas cerca de dicha estacion que de
cualquier otra, La suma de todos estos valores es precisamente la
estimacién para esa area y tlene la ventaja de que es mucho mas

precisa que si se hublera obtenido a partir de un simple promedio.

3) Analisis del crecimiento y la mortalidad de plantas individuales
como funcién del “area disponible” [9,10): En Ecologia se utilizan

los diagramas de Voronol para ver como se comportan clertas plantas



como resultado de la competencla que se genera entre individuos de la
misma especie,

Lo primero que se hace es trazar un mapa de la distribucién exacta
que guarda alguna poblacién de plantas en un momento determinado
(generalmente poco después de la aparicion de éstas), A cada uno de
estos organismos se le traza su correspondiente pollgono de Voronoi,
para que cuando se tenga el dlagrama completo se pueda obtener la
distribucién de frecuencia de las 4areas de dichos poligonos. Pasado un
tlempo se repite el proceso con los Individuos que hayan sobrevivido,
con el fin de poder realizar comparaciones.

Gracias a esto, se han podido concluir algunos resultados, tales
como: [) las plantas que tienen vecinos *“muy cercanos” (es decir con
poligonos mas pequefios) tienen mayor posibilidad de morir que las
demds, il} de entre los sobrevivientes, los que hablan tenido vecinos
“muy cercanos” eran los mas pequefios y i) a pesar de que las
distribuciones de las areas al principlo estaban fuertemente sesgadas
{muchos individuos pequefios y pocos grandes) después tendian a volverse
simétricas, ya que los sujetos débiles (pequefios) mueren.

Resultades slmilares se pueden obtener con otro tlpo de poblaclones
{algunos crustaceos, por ejemplo), lo que se debe a’una cualidad de
estps dlagramas y es que los poligonos de Voronoi de un patrén de
puntos con distribucién no uniforme tlenen una &rea decreciente

conforme uno sec dirige a la zona de mayor densidad.

4) Slmulacién Discreta de la Filotaxia [17,18): La Filotaxia es una
rama de la Biologla que estudia la estructura geométrica de las
plantas, por ejemplo, la disposicién de las hojas en el tallo y ;ie los
pétalos en la flor, la distribucién de las areflas, etc,

En la Fllotaxia aparece a menudo la seric de Fibonaccl. En
particular, en el centro de algunas flores, como la nargarita y el

girasol los organelos estan distribuidos en espirales logaritmicas y



siempre €l nGmero de espirales que se abren a la derecha y el namero de
espirales que se abren hacia la lzquierda son términos consecutivos de
dicha serie.

Esto se¢ observa también en las pihas, tanto en las troplcales como
en las de las pinAceas. Una propuesta para reconstruir ésta filotaxia
estda en el trabajo de Rivier et al, que a continuacién se discute
soméramente.

Se propone un mecanismo con simetria polar para generar los centros
de las celdas, dado por la sigulente pareja de relaciones
1%y el =2m | v
En ésta relaclon 1 = 1,...,n etilqueta las celdas individuales

r(l) = a

procediendo hacla afuera a partir del centro de simetria (“a” es la
tipica dimensién lineal de las celdas). A es proporcional a 1 y r
aumenta conforme lo hace lln. para asf poder conseguir uniformidad y

h idad en las ies de las celdas. E! algoritmo {I)

introduce regularmente las celdas en una espiral, en el orden Inverso
en que hojas sucesivas brotan del tallo de una planta. Una vez que se
han especlficado los centros, las celdas se construyen mediante una
particién de Voronoi del espacio con respecto a ellos. La anica
informacion estructural que es cifrada es el angulo A entre aredlas
{brotes Jovenes que eventualmente dan lugar a hoJas o espinas de una
planta), y el hecho de que areblas suceslvas aparecen en intervalos
regulares de tiempo. La forma de cada aretla (hexagono, pentagono, etc)
no se proporclona, sino que resulta una simple consecuencla de como se
“llena" una &rea.

Cuando, en particular, se elige al parametro estructural A como VM1
(slendo A la proporclén A4urea) se obtiene, mediante el mecanismo
descrito anteriormente, la slguiente figura:



Figura 1.3.1 “Reconstrucclén de una fllotaxia real segin el modelo

proporcionado por Rivier et al.

5) Iteraciones de Voronol con los Centros de Masa: Hace poco tlempo en
un coloquio de mateméticas sobre “Geometria Intuitiva”, M. N. Blelcher
del Departamento de Matematicas de la Unlversidad de Wisconsin, en
Madlson, plante6 el slgulente problema:

Dados n puntos en una region acotada consideraremos la sigulente

operacién

1) Divisién .- La region es dividida en celdas tales que cada uno



los puntos se encuentra en la celda que Incluye a todos aquellos
puntos que estidn mas cerca de el que de cualguier otro.

2) Centralizaci6én .~ Cada punto es movido al centrolde o centro de
masa de la celda correspondiente.

Estos dos pasos se van a Iterar y las preguntas que surgen son
dexiste una  posiclen limitante o es posible un comportamlento
ciclico? gcomo se ven las posiclones limitantes (sl es que

existen) para casos especlales?

1 di te r que en el paso uno lo que se necesita es
precisamente el dlagrama de Voronol del conjunto de n puntos, razén por
la cual este sistema resulta una valiosa herramienta de ayuda para los
Investigadores interesados en “atacar” este problema ablerto. As! se

n T 3 11

pueden efectuar las iteraciones en la p a, p v

varlos diagramas juntos (encimados) para reallzar comparaclones y ver
que clase de comportamlento se estd presentando. Obviamente, el numero
de diagramas que podrian guardarse al mismo tiempo dependerd de la
cantidad de memoria disponible y del tamafio del conjunto de puntos. Sin
embargo, al proporclonar el sistema la opcién de poder “salvar™ los
centros de masa y los vértices de Voronol de un ‘diagrama esto no

resulta tan grave.

12



I1. Las Teselaciones de Voronol y de Delaunay

a) Definlciones

El diagrama de Voronoi es una teselaciéon cuya estructura tan particular
la convierte en una herramlenta Gtll dispuesta al serviclo de las
clencias, Para su construccién existen varios algoritmos que se ha
demostrado son éptimos cuando se aplican sobre un conjunto de n puntos
en ¢l plano y que blen implementados darfan origen a un producto préc-
tico ¥y p

no muy (en cuanto a recursos requeridos

para dicha construccién y posterlor aprovechamiento),

En teorfa, su construccién es relativamente sencilla. Se parte de
un conjunto inicial de puntos, llamémosle P = (p‘.....pn) en el cual
n & 3. Se hacen las suposiciones de que no exlstan cuatro puntos que
sean cocirculares y que no todos los puntos del conjunto sean
collneales {esto se explicara mas adelante).

Empczamos construyendo lo que se conoce como el poligono de Voronol
de cada punto en el conjunto, Si P, € P, entoncés dicho poligono,
denotado por DV(p‘) se define como el conjunto de puntos en el plano
que estidn mas cerca de P, que de cualquler otro punto de P, con lo cual
si H(p‘.pj) es el semiplano que contiene a todos los puntos que estdn

n

més cerca de P, que de |:J es claro que DV(pl) -n H(p‘,p,) y es una

Yy
regién poligonal convexa, que a lo mas podria llegar a tener (n-1)

lados (ver Figura 2.1.1{a)).

Con esto queda definido el'diagrama de Voronol del conjunto P como
DV(P) = U} & DVip) (ver Figura 2.L1(b)).

Una Interpretacién préactica de un diagrama de Voronol se produce
cuando se habla del problema de las oficinas postales. Aht los puntos



‘Flgura 2.0:15(a) El poligone nol. d
SR e R " de: Voronol.

de P .se interpretan como oficinas de  correo y la pregunta que se
plantea es que dado un nuevo punto (x,y) que podria, por ejemplo,
representar a un nuevo residente, gcusl es la oficina que le queda

mis cerca?

Es claro que una solucién inlclal obvia serla ‘sacar todas las
distanclas entre el punto (x,y) y los puntos de P y ver cull es la
menor, sin embargo es bastante factible pensar que no s6lo vamos a
formular esa pregunta para un solo punto, razén por la cual en la
practica este proceso resulta obsoleto e Incosteable (cada vez habrla
que estar calculando n distancias, lo cual resultarfa muy tardado). Es
aqul donde el problema Inicial se transforina en el problema de obtener
el diagrama de Voronol correspondiente, ya que a fin de cuentas todo se
reduce a saber en que poligono cae el punto en cuestibn. A cada uno de
estos poligonos se le interpretard precisamente como la “zona de

accién” de la oficina postal correspondiente.

En lo referente a las propiedades que esta teselacién tiene, algunas




de. ellas’ podrian entenderse mejor si primero vemos como es que un
proceso de crecimiento puede generar dicho diagrama.

Pensemos en los puntos de P como si fueran los nicleos de unas
celdas que se van a desarrollar. Todas ellas se emplezan a expander al
mismo tlempo (a partir dec su nicleo} en forma circular y en una
proporcion uniforme. Cuando el borde de una celda “choca” con el de
otra, esc primer punto de contacto {(que es el punto medio entre sus
nicleos) se Ird alargando, creando una recta que crecera
indefinidamente a menos que tope con una tercera celda. De ese conjunto
de rectas es de lo que finalmente se compone el dlagrama de Voronoi.

De lo anterior se desprenden, aunque sea en forma intuitiva, dos
hechos muy importantes. Uno es que cada recta de las que se acaban de
menclonar no es mas que un segmento del bisector perpendlcular de un
par de puntos de P y el otro es que ¢l diagrama se compone tanto de
poligonos cerrados como ablertos (estos originados por las rectas que
crecen sin “topar” con otra ilnea en expansién).

Ya con esto podemos entrar de lleno a las siguientes propiedades:
(las demostraciones de las mas Iimportantes sec encuentran en el
Apéndice 1).

Propledad 1. Cada vértice del diagrama de Voronoi es la Intersecclén
comin de exactamente tres lados del diagrama.

Lo que nos indica esto es que los vértices de Voronol son los centros
de circulos definidos por tres puntos del conjunto. Si, para un vértice
v, se denota como C(v) a dicho circulo ecntonces es facil checar lo
sigulente:

Propledad 2, Para cada vértlece v del diagrama de Voronol de P, el
circulo C(v) no contienc ningin otro punto de P.

La importancia de esto estriba en que nos proporciona una regla de



decisiébn que se puede aplicar para construir, el diagrama. En' este
trabajo sin embargo, no se usa de fm'lllabdlrccta,;cs déélr, se ul[llza
solamente como “una ayuda intermedia” para constriir clcrta~es;ruclura'
a partir de la cual se puedan derivar finalmenlé los poligohés “de
Voronoi. : | N
Propiedad 3. E! poligono DV(pl) es no acotado si 'y sélo si p, es un
punto que estd sobre la frontera de la envoltura  convexa: del
conjunto P,

Sin embargo, la propledad mas interesante del diagrama todavia no se
ha mencionado, y es que cuando se une con una {lnea recta a todo par de
vecinos de Voronoi, el area comprendida dentro de la envoltura convexa
queda completamente dividida por una serie de triangulos, dando origen
a lo que se conoce como el dual del diagrama; la triangulacién de
Delaunay.

En cuanto a las propledades que tiene podemos empezar con las
sigulentes:

Propledad 4. Dado un conjunto P = (pn""'pn) de puntos, cualquier lado
(pl.pJ) es un lado de Delaunay de DT(P) si y s6lo si existe un punte x
tal que el circulo centrado en x y que pasa por P, Yy pj no contiene en
su Interior otro punto de P.

Propiedad 5. Dado un conjunto P = (pl,...,pn) de puntos, el lado
(p|.pj) en la frontera de la envoltura convexa de P es un lado de
Delaunay. .

Es claro que esta propledad resulta una simple consecuencia de la
anterior y se recurrira a ella en la siguiente scccién, cuando se trate
de construir la triangulacién.

Propledad 6. Dado un conjunto P = (pl.....pn) de puntos, el trlangulo
plpjpk es un trianguio de Delaunay de DU(P) si y sbélo si su
circuncirculo no contiene otro punto de P en su interior.



Es claro que si se tlene el diagrama de Voronoi. de un conjunto dg
puntos, a partir de ¢l se pucde construir sin mucha . diflcultad l;\

triangulacién de Delaunay y viceversa. Sin embargo si esle no' ies"el\v SRR

caso, la triangulacién se puede obtener directamente mediante la
aplicacién de alguno de los varlos criterios que existen para‘ ese
efecto,

A la propiedad 6 se le llama precisamente el criterio del circulo y
su validez radica en la definiclon misma del dual y en la segunda
propledad del diagrama de Voronol. Otro criterlo (que se puede ver es
equivalente) es el del angulo max-min en donde lo que se busca es
evitar en la medida de lo posible los angulos "pequefios”, es decir, se
maximiza el menor angulo de todos los tridngulos pertenecientes a la
triangulacién.

Para comprobar que este criterio también nos lleva a la

trl lacién de D y nos ayudaremos de un Procedimiento de
Optimizacion Local (POL) que funciona de la sigulente manera: tomamos
un lade 1 que no forme parte de la envoltura convexa, llamamos Q al
cuadrilatero que tiene a | como una de sus diagonales y consideramos el
circuncirculo que pasa por uno de los dos triangulos que forman Q. Si
el cuarto vértice del cuadrilatero cae dentro del circulo, cambiamos a
1 por la otra diagonal, de lo contrario no se toma ninguna accién. Asf
un lado de la triangulacién se dira que es localinente 6ptimo sl al
aplicar el POL no hay Intercambio de diagonal.

Necesitamos ahora crear un orden para todas las triangulaciones
posibles de un conjunto. Para ello nos ayudaremos de la siguiente
propledad que, ademas de establecer como una constante al ntmero de
trlangutos en una triangufacléon, nos da la  pauta para que
posteriormente calculemos la cantidad de espacio que la estructura, a
utllizar para las construcciones, necesita,



Propiedad ‘7. Dado un conjunto P de n puntos, -cualquier- triangulacién
T(P) tlene el mismo nimero de trlangulos n = 2 (n-1) - n, y el mismo
namero de lados n = 3 (n-1) - B donde n, es el namero de puntos en
la envoltura convexa de P.

Cund

péng que t upa situacién como la establecida en esta

propledad y que a cada tridngulo le asignamos un valor que va a ser la
medida de su 4ngulo mas pequefio. Reunimos estos valores asoclados de

todos los tria 1 y los ord en forma no decreciente. Ya
ordenados, estos valores van a ser los componentes de un vector que
slempre tendra n, dimensiones, con lo que definiremos que si T
y T' son dos triangulaciones sobre el mismo conjunto, entonces T < T'
sl y sblo si el vector asoclado de T es lexicograficamente menor que el
de T'.

Con esto es f4cil checar la veracidad de las slgulentes propledades:

Propledad 8. Dada una triangulacién T, sl una aplicacién del POL a un
lado 1 produce un intercambio con un lado I' originando una nueva
triangulaciéon T' entonces T ¢ T,

Propledad 9. Todos los lados internos de una tl‘ianéulacibn T de un
conjunto finito P son localmente éptimos si y sélo sl ningon punto de P
cae dentro del circuncirculo de un trisngulo de T.

Propiedad 10. Una triangulacién T(P) es una triangulacién de Delaunay
si y s6lo si su vector indicador es lexicograficamente maximo, es

decir, ninguna triangulacién le sigue en el ordenamiento lineal.

Tenemos finalmente que como consecuencia inmediata de esta dultima

propledad el criterio del angule max-min sirve para construir la

tri facién de Del y que es lo que querfamos probar.

Debe resultar clara la [mportancia de las suposiciones iniciales, ya
que si no se respetan tendremos, ademas de otras consccuenclas, que

esta triangulacién no seria Gnica y podria ser degenerada.



b) Métodos Propuestes

En la seccién anterior definimos a la triangulacion de Delaunay con
base en el diagrama de Voronoi. Sin embargo, mencionamos que su
construccién no necesariamente debla llevarse a cabo bajo el mismo
enfoque, sino que podia realizarse en forma directa con la ayuda de
algunos criterios. Esto Gitimo es precisamente lo que se aplica en
este trabajo.

El algoritmo destinado a obtener esta triangulaciéon y que aqul se
emplea se debe a Lee y Schachter {6,11] y se basa en el conoclido
principlo de *divide y venceras" (concepto que se utiliza mucho en el
campo de la Geometria Computacional). Basicamente, consliste en dividir
el conjunto de puntos en dos partes, construir en forma recursiva la
triangulacién de cada una de cllas y después unir ambas para obtener
el resultado final,

La estructura que se utiliza requiere que a cada punto en el
conjunto se le asigne una lista de adyacencia (compuesta por puntos)
doblemente ligada y circular. Una lista es una estructura de datos en
donde a cada nodo de Informacién se le agrega un campo (de tipo
apuntador) que contenga la direccién del siguiente nodo. E! dltimo nodo
tiene en dicho campo un valor fal que se d ina “marca de fin

P

de lista”. Para trabajar con una lista se requiere de una varlable
externa que contenga la direccién del primer elemento. Si la lista es
circular entonces el Gltimo nodo “apunta” al primer elemento en vez de
a la sefial de terminacién y si ademas tiene doble liga esto nos indica
que en cada registro se incluye también la direccién del elemento
anterior,

Escribiremos 1a lista de adyacencia de P, COMO P ...P slempre



que cada segmento plpu. J = 1,...,k sea un lado de Delaunay y deberé
estar ordenada de forma tal que los puntos que la componen guarden el
mismo orden .que como sc encuentran fisicamente los lados a que
representan en la triangulacion.

Este algoritmo hace uso de las siguientes rutinas:

Pred(pl.p”) - estd funcién regresa el punto que se encuentra en la

lista de ady: ia de P, i amente és de P,

si se recorre esta en la sentido de las manecillas del
reloj,

Suce(pl.p”) - e5 andloga a la anterior, pero usando ¢l sentido

contrario a las manecillas del reloj,

Prlmeru(pl) - regresa el punto P;, Que esta en la lista de adyacencia

de P, ¥ que es la “cabeza"” de dicha lista. Si P, esta en
la envoltura convexa de una triangulacién, entonces P,
representa al punto que e sigue a P, si se recorre
dicha envoltura en el sentldo contraric a las manecillas
del reloj.

lnscrta(p‘.pj) - este procedimlento se encarga de Insertar al punto P,

en la lista de adyacencia de P, (en la posicion
correcta) y viceversa.

Borra(pl.pj) ~ aqul se borra a P, de la lista de adyacencia de P,y

viceversa,

PruebaC(ph.pl.pJ,pm) ~ esta es una funcién boolcana que regresa
verdadero sl el circuncirculo del tridngulo
phplpj no contlene a p, en su Interior, de
otro modo regresa falso.

Existen otras dos rutinas necesarfas pero, a diferencia de las

anteriores, no reciben puntos como pardmetros sino que su entrada
consiste de una envoltura convexa:
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MD(P) - es una funcién que regresa el punto que estd mas a la derecha
en la envoltura convexa de un conjunto P.

MI(P) - andloga a la anterior, pero que regresa el punto mas a la
izquierda.

Para poder empezar a aplicar el algoritmo antes que nada debemos
ordenar a los puntos del conjunto P en orden lexicografico ascendente,
es decir que

fx[,y|) =p, < P, <=> )
xl=xj y y‘<yr

Enseguida renombramos a los indices de tal forma que px<...(pn. Después
procedemos a dividir al conjunto en dos partes Pl = (pl""'pln/zl) y

PD= (pwzm..‘..pn) a las cuales se les construird recurslvamente su
: 1acls

tr corr diente, o sea DT(PI) y DT(PD), que finalmente

se unirdn para conseguir D‘I‘(Pl V] PD).

De la seccién anterior, sabemos que la envoltura convexa de un

conjunte forma parte de la tr i6n de Del y corr diente

por lo cual para poder unir dos triangulaclones resulta bastante
razonable que el primer paso sea el encontrar la envoltura convexa de
P = Px [V} PD. Como ya tenemos las envolturas de cada una de las dos
“mitades”, so6lo hay que unirlas; 1o que se logra hallando la tangente
comun superior e inferlor.

La siguiente subrutina se encarga de hallar la tangente comin
inferior:
* SUBRUTINA ENVOLTURA
* Esta subrutina recibe como entrada dos envolturas convexas.
* L(X,Y) denota .la linea dirigida del punto X al Y.
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BEGIN Tangente Inferior
1 MD(P i De MI(P )
DS ¢« Prlmcro(D). AUX e~ Primero(1); 1S ¢ Pred(l AUX)
A: IF (DS est4_a_la_derecha_de L(1,D)) THEN Tt
AUX &« DS
DS ¢ Suce(DS,D}
D - AUX
ELSE
IF (IS esta_a_la_derecha_de L(1,D)) THEN
AUX - 1S
1S Prcd(lS.l)
1 &« AUX
ELSE
RETURN (I1,D)
ENDIF
ENDIF
GOTO A
END Tangente Inferior

La explicacién de este procedimlento es muy simple. La idea es
empezar con la recta que tiene por extremos al punto que estd més a la
derecha de Pl y al que estd mas a la Izqulerda de Po' denotados 1 y D
respectivamente, e irla bajando hasta que ningin punto de los dos
conjuntos quede a la derecha de ella (ver Figura 2.2.1). Es asi que IS
es el punto que le sigue a | si se recorre la envoltura convexa de Pl
en el sentido de las manecillas del reloj y DS el que le sigue a D en
la otra envoitura en el sentido opuesto, y que son precisamente los
puntos que sirven para ver cuando es que se ha alcanzade la tangente

deseada.

En cuanto a la tangente comln superior, ésta se puede encontrar



Figura 2.2.1 Generaclén de la tangente comtn inferior d:unpard
' triangulaciones. g :

medlante un proceso anilogo. Hecho esto, entontes se llama a lafuhcién
que bina las dos tri : .
* SUBRUTINA COMBINAR

* Esta subrutina recibe como parametros dos triangulaclones y sus

1ao,

* tangentes comunes Inferior y superlor.
BEGIN Combinar Triangulaciones
TI «— Tangente Comun Inferior
TS ¢ Tangente Coman Superior
1 ¢ Extremo lzquierdo de TI
D ¢« Extremo Derecho de TI
DO UNTIL (TI igual_a TS)
A ¢« B « FALSE
Inserta(l,D)
D1 — Pred(D,1) -
IF (Dl esta_a_la_izquierda_de L(I,D)) THEN
D2 — Pred(D,D|)
DO UNTIL (PruebaC(Dl.L,D.Dz))
Borra(D.Di)
D. — Dz
(continta)



D, Pred(D,D‘)
END DO UNTIL
ELSE
A < TRUE
" ENDIF
1, ¢ Sucell, D)
lF (l esta_a_la_derecha_de L(D,1N THEN
I, e Sucell,1 ‘)
DO UNTIL (PruebaC(l, DI W1 ))
Borral(l,! )
Il — lz
lz — Suce(l.ll)
END DO UNTIL,
ELSE
B «— TRUE
ENDIF
IF (A) THEN
I I‘
ELSE
1F (B) THEN
D« D‘
ELSE
IF (PruebaC(l.D.DI.l‘)) ‘THEN
D« Dl
ELSE
| lI
ENDIF
ENDIF
ENDIF
Tl « L{L,D)
END DO UNTIL

(continta)
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Inserta(l,D)
END Comnbl Tri lacl

Resuita evidente que esta subrutina no. es tan  simple 'como lg
anterior, por lo gque una explicacién mas - detallada - se . ;vuelve
practl e una obligacié .

La Idea esenclal consiste en ir Insertando sucesivamente las lineas

que unirdan a las dos tri lach E con la t e comin

inferior y vamos sublendo hasta “topar” con la tangente superlor.

Después de haber insertado la primera tangente tenemos dos opciones
en cuanto a como colocar la sigulente linea. Podemos unir el extremo
izquierdo de la tangente (en Px) con un punto adyacente al extremo
derecho (en PD) o viceversa, Noétese que esto significa que lo que hay
que escoger, es que extremo se va a quedar fijo y cual va a “subir”,
para as{ dar origen a un nuevo lado de la tri lacién., Esta decisi6

puede tomarse en algunos casos en forma inmediata, si la nueva llnea
no estd en posibilidad de subir por alguna de las dos triangulaclones
(si no hay un punto mas arriba de la linea por ese iado), (ver Figura
2.2.2 (a)) y hay que decidirse por el extremo opuesto. En el algoritmo
se checa ésta posibillidad para el lado derecho (Pn) en donde se
encuentra el primer “IF". Si se ve, sin embarge, que esto no se da,
entonces se procede a borrar todo lado de PD que no cumpla con el
criterio del circulo y que por lo tanto no pueda estar en ia union de
las dos triangulaciones (por ejemplo, los lados que estaban en las
envolturas convexas de cada una de jas dos partes, pero que no estan
presentes en la envoltura de P pueden llegar a ser borrados), (ver
Figura 2.2.2 (b)), En scguida se checan de nuevo estas posibilidades,
pero ahora para el lado izqulerdo (localizar el segundo “IF"), y asi

pasamos a la Gitima parte del algoritmo, que es donde se crea
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explicitamente la nueva linea. Si se habla visto que uno de los dos
extremos ya no podia subir, entonces se hace la asignacion correspon-
diente, si no, hay que aplicar de nuevo el criterio del circulo para
as{ tomar una decisién final. Por cuestiones de simplificacion en el
algoritmo se interpreta a la nueva linea como sl fuera ahora la
tangente comin inferior (aunque en realidad no lo es) y asf
sucesivamente hasta alcanzar a la superior.

. @ (v
Figura 2.2.2 (a) Unica posibilidad de nueva linea;’ (b) Borrado de

lineas que no pertenecen a la unién de dos triangulaclones.

Este algoritmo corre en un tlempo del O(n log(n)} y como se puede
demostrar [1] que el construir cualquler triangulacién sobre n puntos
requlere un tiempo de Qn logn) de aqui se concluye que es éptimo, por
lo que resulta muy atractivo atn para conjuntos “grandes” de datos,

Ahora, con respecto al método usado aqui para obtener el diagrama de
Voronol, tenemos que se basa casl en su totalidad en la definlcién
misma del diagrama., Vimos que cada poligono de los que lo conforman éra

€l resultado de hacer la Interseccién de (n-1) semiplanos. Sin embargo,
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cada poligono se puede construir totalmente usando en promedio a sélo
sels de ellos. El problema obvio es saber de antemano cuales van a ser
los semlplanos que se deben considerar para cada punto, y es aqui

donde se utiliza la tri lacion de Del y previ e calculad

Como a cada lado de la tri lacién le corresponde un solo lado del

dlagrama de Voronol y viceversa, tenemos que fijarnos en cuales son las
lineas de Delaunay que tienen como a uno de sus extremos al punto al
que se le desea construir su poligono; pero esto no es mas que fijarse
en los puntos que conforman su lista de adyacencia. Asi, féacilmente, se
sabe que semiplanos van a dar origen a las paredes del poligono, y como
el diagrama no es mas que Ja unién de estos entonces se tiene ya un
método para su elaboraclén a partir de su dual,



c) Otros Métodos

En este momento podria pensarse que el problema de la elaboracién de
las teselaciones de Voronoi y de Delaunay estd ya éptimamente resuelto.
Después de todo, usamos un buen algoritmo para construir la
triangulacién y el diagrama de Voronoi entonces resulta una con-
secuencia cas{ Inmediata. Hay, sin embargo, algunas cuestiones que no
se han tratado todavia. Por ejemplo, que pasarfa sl ya que tencinos
alguna de las teselaclones deseamos de repente afiadir un punto al
conjunto de datos. Por la forma en la que se operd, esto significaria
que habria que desechar la teselacién y volver a construirla desde el
principio, es decir que no habrfa forma de apr h fa infor 16

anterlor. En algunas aplicaciones este puede ser un grave
inconveniente, ya que sl se espera que dichas adiclones se hagan
constantemente entonces es obvio que deberla pensarse en un algoritmo
de otro tipo que considerase esto.

En esta i6 vamos precl: e a ver algunos algoritmos para
construir tanto la trlangulacién como ¢l diagrama de Voronoi, pero con
otros métodos y bajo otros enfoques. '

Primero, vamos a revisar un algoritmo para obtener una triangula-
cién, basado en una ldea propuesta por Lawson [6,12,13]. Este, a di-
ferencia del usado en este trabajo, es iterativo.

* ALGORITMO DE TRIANGULACION POR INTERCAMBIO

* paso 1 : Dado un conjunto de n puntos dentro de un recténgulo,
remover cualquler punto que caiga en los vértices del
rectangulo.,

* paso 2 : Partir el rectdngulo en aproximadamente n'? *ca jones"

{reg!; rect lares mas peq ).

® paso 3 : Reordenar los puntos por cajones empezando en algin
cajén y procediendo hacia cajones vecinos.



®* paso 4 : Poner el primer punto en el rectangulo. Conectarlo con
las cuatro esquinas del rectangulo para produclr una triangu-
laci6n infcial.

paso 5 : Afiadir el siguiente punto a la triangulacién exlstente.
Conectar este punto con los vértlces del triangulo que lo
circunda.

® paso 6 : El paso 5 puede produclr hasta cuatro cuadrllateros
estrictamente convexos (cuatro cuadrilateros sélo ocurren cuando
un nuevo punto Introducido cae en un lade de la triangulacién).
Cada uno de estos cuadrilateros tlene una diagonal alterna.
Intercambiar una diagonal con su alterna, sl eso se requlere
para satisfacer el criterio del 4ngulo max-min dentro del
cuadrilatero (es decir, usar el POL dentro de éste).

paso 7 : Cada Intercambio realizado en el paso 6 puede resultar

en dos nuevos cuadrilateros que necesitan ser examlnados, Si uno
de estos cuadrilateros no satisface el criterio del angulo
max-min, intercambiar su diagonal con su alterna.

paso B : Este proceso de intercamblo se puede propagar hacla

. afuera. Lawson ha demostrado que este proceso siempre termina.

paso 9 : Si todos los puntos de V han sido usados, entonces
terminar; de otro modo ir al paso 5.

En este algoritmo lo primero que llama la atencién es que el conjun-
to debe estar en el interior de un rectangulo, La finalldad de esto es
conocer de antemano la envoltura convexa del conjunto, dentro de la
cual sabemos se forma toda la triangulacién y, asi, evitar perder
tiempo teniendo que calcularla. Si el conjunto original no contl?ne los
vértices de dicho rectangulo estos se afiaden implicitainente. Después,
como parte de la “inicializaci6n” viene el proceso de la reordenacién
por cajones y lo de la triangulacién Inicial.
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La parte o ciclo principal del algoritmo viene a partir del paso S.
Se van a adlendo los puntos de uno en uno y se va actualizando la te-
selacién cada vez. En toda esta parte, lo Unico que tal vez necesitase
una explicacién mas detallada es lo de que se generan cuadrilateros.
Tenemos, que al unir un nuevo punto con los vértices del triangulo que
lo circunda, ésto nos genera tres o cuatro lados (de los cuales puede
ser que dos de ellos ya estuviéran en la triangulacion) (ver Figura
2.3.1). De estos, nos fijamos en tode par de lados adyacentes, ya que
cada par va a estar unido por un lado de la triangulacién, el cual si
no est4 sobre la envoltura convexa del conjunto se Interpreta como la
dlagonal del cuadrilatero que se ha generado. Aqui cabe hacer la
aclaracién de que ese cuadrilatero podria no ser estrictamente convexo,
en cuyo caso no habria posibilidad de intercambio de diagonal.

Este algoritmo a costa de ser mucho mas simple de comprender y de
implementar tiene un tiempo de corrida no 6ptimo del otn® por lo que
sblo se recomienda para conjuntos “relativamente pequefios”. Su utilidad
radica en que con al £ modificacl d obtener un

) P

procedimiento muy aproplado para cuando se necesita afiadir un punto a
una triangulacién cualqulera. :

Sl lo que se desea actualizar no es la triangulaclon, sino el
diagrama de Voronol, podemos usar otro algoritmo también iterativo y
que se debe a Green y Sibson [14,15].

Supéngase que ya tenemos el diagrama de un conjunto lnlc}al de
puntos p"s ¥y que se desea agregar un nuevo punto pq. Lo que se debe
hacer es: .

® paso 1 : Determinar el poligono de Voronoi que contlene a pq.
Sea este DV(p.).

* paso 2 : Construir el bisector perpendicular del segmento de P,
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(c} (d)
Flgura 2.3.1 (a) Triangulacién origlnal; (b) Adicién de un punto
generandose un lado nuevo; (c) Adicibn con dos lados nuevos;
(d) Adicién con tres lados nuevos.

a pq y hallar su Interseccién en el sentido de las manecillas
del reloj con el poligono DV(p.). Este punto es un nuevo
vértlce de la tesclaclon modificada, es decir del poligono
Dv(pq).

* paso 3 : Determinar el poligono adyacente DV(pb) y por lo tanto
el punto P, (ver Figura 2.3.2).
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® paso 4 : Repetir los pasos 2 y 3 en cl sentido de las manecllias
del reloj hasta que el nuevo poligono adyacente sca el poligono
inlclal DV(p.).

* pase S5 : Remover todo lado y vértice de la antigua teselacion,
dentro del nuevo poligono DV(pq).

Figura 2.3.2 Forma de afiadir un punto en el método iterativo.

Obviamente, para que este algoritmo sea practico, la estructura de
datos que se vaya a usar debe contener la suficlente informaclén en
forma de apuntadores, listas de vértices, etc, que permita que los
poligonos vecinos se puedan accesar de un modo eficlente al igual que
se puedan encontrar los lados de los pollgonos. Sin embargo, adn con
estas disposiciones, el algoritmo (en el peor de los casos) “corre” en

un tiempo del orden de O(n%).

Finalmente, presentaremos otro algoritmo para la construccién del
diagrama de Voronol pero que tlene la ventaja, sobre el anterior, de
ser éptimo. Dicho algoritmo es recursivo y fué propuesto por Shamos y
Hoey [1), 2],
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ALGORITMO RECURSIVO PARA EL DIAGRAMA DE VORONOIL
paso 1: Dlvidir el conjunto de puntos P en dos subconjuntos Pl Yy

Pn‘ aproximadamente del mismo tamafio, de acuerdo a la mediana de
las coordenadas en x (esto es para asegurarnos que Px Yy Pn estén
linealmente separados).

paso 2: Construir DV(Pl) y DV(PD) recursivamente,

paso 3: Construir la “cadena poligonal ¢, que separa Pl y Pn'

paso 4: Descartar todos los lados de DV(Pn) que calgan a la
izqulerda de ¢ y todos los lados de DV(Pl) que caigan a la de-
recha de o. El resultado es DV(P), el diagrama de Voronol del
conjunto entero.,

Los pasos 1 y 2 no necesitan mayor explicacién, sobre todo, por que
algo analogo se realizé en el algoritmo iterativo de Lee y Schachter
discutido anteriormente. La tarea mas complicada se presenta en el paso
3 al tratar de obtener la llamada cadena poligonal o cadena divisora.
Sin definirla formalmente diremos que es una secuencla “Ininterrumplda”
de lados, que son compartldos por pares de poligonos DV(p‘) y DV(p’)
de DV(P), para peP Y P, € P

Los extremos de dicha secuencla son rayos semi-infinltos que se
pueden obtener sin mayor dificultad. Recordemos el concepto de tangente
comin Inferior y superior que se utllizé para unir dos envolturas
convexas (ver la seccién (b) de este mismo capitulo). Los extremos de o
no son mias que una porcién del bisector perpendicular de dichas
tangentes (ver Figura 2.3.3),

Una vez que encontramos un rayo de o, la construccién continta, lado
por lado, hasta alcanzar el otro rayo. Pensemos que los diagramas de
Voronoi que desean unirse se encuentran como en la Figura 2.3.4 (a) y
(b).



(a) . (b)
Figura 2.3.4 (a) El diagrama de Voronoi del conjunto jzqulerdo y (b) el
del conjunto derecho.

Refiriéndonos a la Figura 2.3.5, donde por simplicidad el punto pJ
se muestra s6lo como el Indice j, el rayo *“superior” de o es el
bisector de los puntos 7 y 14. Imaginemos un punto z en el rayo,
movléndose hacia abajo desde el infinito. Inicialmente z se ubica en un
poligono de DV(P') y en otro de DV(PD). Esta situacién se mantendra
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hasta que cruce algin lado de uno de esos poligonos, tras lo cual se
empezard a mover en una direccién diferente. En nuestro ejemplo, 2z
encuentra un lado de DV(PD) antes de ‘“chocar” con alguno de DV(P,).
Esto significa que z se encuentra ahora més cerca del punto P, Que del
P,y POr lo que se cmpleza a mover a lo largo del bisector PP Ast
continGa hasta que topa con el bisector PP, de DV(PI) lo que origina
que ahora empleze a recorrer el bisector PP Eventualmente tocara
el bisector PPy de Dv(p“) y procederd via el bisector PPy Este
rvecorrido zigzagueante continuarid hasta que se alcance el rayo inferlor
de o (para ver una implementacién de este proceso y una idea de como
realizar el paso 4 ver [2]).

Figura 2.3.5 Un recorrido zigzagueante para obtener ¢
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111, Implementacién del Sistema

El propésito fund al de ésta ion es dar un panorama general ~de

todos esos “pequefios detalles” que no se sefalan cuando se presenta e
algoritmo y que se supone que el Implemmentador en el transcurso de su
trabajo debers ir descubriendo y resolviendo.

El proporclonar una descripcién méas precisa de la estructura que se

necesita puede resultar un buen punto de partida. Se va a guardar al
conjunto de puntos P en una lista {ordenada segin lo cstablecido en el
capftulo anterior). Cada nodo va a estar conformado de la siguiente
forma:

- coordenadas de este punto,

- 4rea de su correspondiente poligono de Voronol,

~ bandera que indica sl pertenece a la envoltura convexa de P,

- apuntador al sigulente punto y

- apuntador a la lista de adyacencia.
Con respecto a la lista de adyacencia, ésta debe ser doblemente ligada
¥y circular y estard conformada por nodos con los siguientes “campos":

- coordenadas de este punto, '

- coordenadas del vértice de Voronol asociado,

- &ngulo que la arlsta correspondiente forma con la horizontal,

-~ apuntador al sigulente elemento de la lista de adyacencia y

~ apuntador al elemento anterior de la lista de adyacencia,
Ast, la estructura resultante podria verse mis © menos como en la
Figura 3.1.1 (la utilidad de algunos de los campos menclonados, se vera
en su momento). ’

Una de las tareas mas importantes en el algoritmo, es el poder

insertar correctamente puntos en las listas de adyacencia. Para lograr

esto dcbla pensarse en un método que se encargara de que los puntos
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Figura 3.1.1 Estructura de datos que se utiliza en ‘el aléorltmo de Lee :
y Schachter ’

mantuvieran el mismo orden que los lados correspondientes en la

triangulacién, por lo que se opté por crear un orden para cada una de

jas listas. Supongamos que la sltuacién alrededor de un

punto p, es
como en la Figura 3.1.2:

e

Figura 3.1.2 Forma de ordenar los puntos que pertenecen a la; lista. de R

adyacencia de P
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Sabemos que sl los puntos pu forman lados . de . Delaunay con P,
entonces dcben pertenccer a su lista de adyacencla, Esta: debe. tener un
primer elemento, llamémosle Py Nos fijamos en el angulo que forma la
recta que lo une con P, con respecto a la horizontal. Si denotamos a
dicho angulo como O, entonces al ir a insertar un nuevo punto,. éste
deberd quedar después de todos los que tengan un menor anguio segun lo
sigulente: B8 € 8 + Is ¢ .., < 360 ¢ I+ ¢ 2 ¢ ,.. < B - Jo, Va a
haber ocasiones en las que ese primer elemento debe modificarse, es
decir que entra una nueva “cabeza” de lista. En estos casos el nuevo
punto se inserta de la misma forma, nada mas que a partir de ese

momento el orden que se regird para esa lista sera con respecto a él.

De todo esto se concluyé que existfa la necesidad de guardar el
angulo que cada lado de Delaunay formaba con la horizontal, puesto que
cada vez que hublera que Insertar un nuevo punto habria que estar
comparando con los &ngulos de los demas lados para asi ver en que
posicion le corresponderia estar.

Otro proceso que también desempefia un papel muy Importante es la
funciéon PruebaC, que es la encargada de checar si un’punto estd o no
dentro del circuncirculo de un determinado triangulo. Los parametros
que recibe son cuatro puntos, llamémoslos H, 1, J y K. Los tres
primeros son los que dan origen al mencionado triangulo y el cuarto es
el que se desea probar,

Una forma de construirla se basa en la sigui idea:

que los cuatro puntos son los vértices de un cuadrilatero, ordenados en
el sentido contrario a las manecillas del reloj. Definimos a como el
4angulo que forman JKH y 8 el de HiJ. Si a + 8 = 180« quiere decir que
el punto K estd sobre el clrcuncirculo formado por los otros tres

puntos, si @ + B < 180 significa que cae fuera y si es mayor que 180
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implleca que estd adentro (todo esto es lo que motiva precisamente el
nombre de la funcién “la prucba dei cuadrilatero”).

En cuanto a como se caleula 8 (x serfa anlogo) . tenemos . lo
sigulente, Interpretamos a J, 1 y H mas que como simples puntos como
vectores (ver Figura 3.1.3). Calculamos I-H y J-I, y sustituimos en la
sigulente  férmula

B = angcos” (J-1) (1-H)
[ J-1 1-H ]

¥ I
31
ol I-H
!/
ly - "
—
] ~ X

Figura 3.1.3 Cdlculo del angulo B

Sin embargo, aqul hay un problema. Debemos de estar checando que los
puntos entren en el orden aproplado y de no ser asi, colocarlos
correctamente, Para evilar ésta tarea que puede resultar dificil,

podemos usar otro método que de hecho es mas Intultivo. Lo que

es saber do un determinado punto cae dentro de un circulo,
por lo que resulta razonable tratar de obtener la ecuacién de éste
altimo. Obteniendo primero su centro y después su radlo podemos
conseguir los resultados deseados. '

En forma analitica tenemos:

sea H = (x‘.y‘). 1 = (xz.yzl. 3 = (xa.ya) y K = (x‘.y4). Por
definicién, el centro del circuncirculo es el punto de intersecclén de
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las medlatrices correspondientes a Jos - lados del "t'rvlkéngvl}ylo L La
verdad es que sélo se necesita interscctar a dos de ell"as. i:ara’lu cual -
haremos uso de lo siguiente : :

punto medio de Ha I = (x +Xx, 7 2y +y,72 =‘.(’xm.yml’ =
punto medio de [ a J = (xz + %y 7/ 2,yz + Y, /.2)= (?:"‘,z.y'; )

pendiente de la recta ortogonal al segmento - de H.a I®

pendiente de la recta ortogonal al segmento de 1 a J }'-ixz-r)’é:l/yu-:

=Myl
ecuacién de la medlatriz del segmento HI y = You® Moy (x - xml)

ecuacién de la mediatriz del segmento I y. = Yozt My, {x - x'n;z)

con lo cual procedemos a Intersectar a las dos mediatrices, o' lo que

es lo mismo resolvemos un sistema de ecuaclones slmultaneas
+ - = + -
Yo ¥ My X7 Mgy Xy BV My, X oMy X

X = (ymz - yml) MILTIVE SR TR

tmy,, = my,,)
YR Yy My, =% )

Este punto (x,y} no es mas que el centro del circulo que estdbamos
buscando. Luego para sacar su radio hacemos

radio = distancla (centro,H) = v/ (x 5 x)% + (y l_y)z

con lo cual sl K estd dentro del circuncirculo, entonces se
debera cumplir que

(x‘ - x)Pe (y‘ - y)z ¢ radio®.
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Resuelto esto, podemos ocuparnos ahora de la recursién, Como el
conjunto de datos se va partiendo en subconjuntos mutuamente ex~

cluyentes, hay que ver como se va a trabajar cuando se llega al

nivel mas bajo de recurrencia, es decir d i te d dos o

tres puntos.

Supongamos que nos quedan tres puntos a los cuales se les tlene que

empezar a construlr su lista de y Para cualquiera de los

puntos sabemos que su llsta va a contener a los otros dos, ya que soélo
hay una posible triangulacién, por lo que Unicamente resta saber cual
de esos puntos debe ser el primero en cada lista.

Empezamos con el punto que tenga !a menor coordenada en Y y le
llamamos Py (ver Figura 3.1.4). De los dos puntos sobrantes, el que
serd el primero en su lista sera ¢l que tenga el menor angulo formado
por la recta, que lo una con Py ¥ la horizontal. Sea este punto Py
Después seguird el punto restante, digamos P, A su vez la lista de
adyacencla del punto P, empezard con P, ¥ después ird Py

3 .

2

Figura 3.1.4 Construcclén de una triangulacion sobre tres puntbs.
Para P, serfa anilogo, es decir primero Py seguldo de Py Si Gnlcamente

hubigran quedado dos puntos seria mucho més sencillo, ya que cada uno
seria el inlcio de la lista del otro.
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Una vez que se tienen dos trlangulaciones, viene: el ﬁroceso de
Juntarlas. Ya sabemos que lo primero es obtener las dos tangentes
comunes que sirven como datos de entrada para la subrutina “Combinar”,
Hay, sin embargo, un par de detalles que si no se toman en cuenta harin
fracasar todo el proceso. Al colocar la tangente comun inferior nos
fijamos en su extremo lzquierdo. Como este punto estd sobre la
envoltura convexa del conjunto P' sabemos que trae como primer elemento
de su lista al punto que le sigue sobre dicha envoltura en el sentido
contrario a las manecillas del reloJ. Pero ahora también forma parte de
la  envoltura correspondiente a P, por lo que su lista, debera
modificarse de tal modo que empiece ahora con el extremo derecho de la
tangente. Por el contrario, para el otro extremo no hay necesidad de
cambiar su “iniclo” de lista, solamente se agrega el punto correcto en
donde le corresponde. Algo similar ocurre al insertar la tangente comun
superior, salvo que aqui se Invicrten los papeles en cuanto a que

extremo es el que va a cambiar de “inicio”.

Ya con esto, el algoritmo de triangulacién puede codiflcarse sin
mayores complicaclones, por lo que podemos pasar ahora al diagrama de
Voronol. .

Para su construcclén iremos calculando de uno en uno cada poligono
de los que lo conforman, en el milsmo orden en como se encuentran los

puntos P de la tri . La idea basica sera intersectar las

mediatrices correspondientes a los jados de Delauvnay que tienen al
mismo punto como unc de sus extremos, con lo que la zona interior
resultante (que encierra al punto en cuestién) serd el pollg-cmo de
Vorono! de ese punto, Sin embargo, hay que hacer la distincién entre un
punto que estd sobre la frontera de la envoltura convexa y otro que no

(por ello se ahadlé un campo que indica esto precisamente).
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i) Punto que no est4 en la frontera de la envoltura convexa:

Supongase que deseamos calcular el poligono de Voronel de un punto
Py © lo que es lo mismo, deseamos obtener los vértices vvu(ver a
Figura 3.1.5). Vemos que el numero dec puntos en la lista de adyacencia

(pr de la tr ) de b, es igual al namero de vértices
de Voronol que hay que calcular, de donde resulta razonable que estos
puntos se guarden en la misma lista. Asf, segtn la Figura, el vértice

vy, se guardara en el registro correspondiente a Py VY, en el de

P, ¥ asl sucesivamente.

>

Figura 3.1.5 Calculo de un ;;oligono de Voronoi cerrado.

Es claro que si esto se hiciera sln mayor consideraclén, entonces
cada vértlce se calcularfa tres veces (ya que tres pollgor;os lo
comparten), Para evitar esto lo que hay que hacer es lo sigulente:
pensemos que ya se calculé el vértice v, ¥ que fué Incluido en el

registro de Py Vamos a la lista de adyacencia de P, ¥ colocamos ese

vértice en el registro del punto P Anal e, se {ncl tamblén

3 Y
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en 'lé lista’ de P, ©n el registro de P con lo cual un vértice s6io se
calculara sl es que no ha sido calculado previamente.

i1} Punto que esta en la frontera de la envoltura convexa:
SI ahora 8 estd sobre la envoltura convexa, entonces el

procedimiento ser4d parecido, salvo que ahora como el poligono
resultante no es cerrado entonces hay un vértice menos con respecto al

ntmero de puntos en Jla lista de ady la correspondiente (ver
Figura 3.1.6).

Figura 3.1.6 Calculo de un poligono de Voronol ablerto.

Sin embargo, para poder dibujar el poligono, se necesita de un punto
adicional que dard lugar a un lado de éste (al unirse con el primer
punto, o sea el vv") ¥y que se guardard en el registro al que no se le
asigné un vértice. Llamémosle Proxtea ¥ veamos como se obtlene: sea

H=p = (x.y)

T=p, = (3

T=wv, =gy,
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Py oxtra = 0V Y
Mgy = pendlente de la recta ortogonal al segmento de H a I
=xl-xz/y2-y‘.
Hay que hallar las coordenadas del punto que dista “d” unidades del
punto J y tal que la pendiente de la recta que lo une con él es My

es decir que

R v 2 wyn - -
X-x)+ly-y) =d y YooY,/ x= %= my e ()
Haciendo las sustituclones adecuadas, obtenemos

. 2 2 2
=% )"+ dmy X =-x)+y)-y, "=d

2

2 2 2
= xT-2x x+x.- da® 7 “"‘“Lm’ =0,

S22 2
siba-zxnyc=xa- d-7 (“'“.l.m) entonces

x=-b 277 gt
z

de donde se escoge la “x"™ correcta y de ahi se obtlenc el valor de
“y" sustituyendo en (*),

Finalmente, pensando ya en las aplicaciones, se necesita calcular el

area y el centro de masa de cada uno de los pollgonos.

Para lo primero nos basamos en que un poligono convexo con | lados
puede ser visto como la uni6n de 1-2 tridngulos, a los cuales.se les
puede calcular su 4rea mediante la resolucibn de un sencillo
determinante. Asi el area de cada poligono no es méis que la suma de las
4reas de los tridngulos que lo forman, y es una cantidad que se
ird guardando en la llsta principal de puntos.
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En cuanto al centro de masa, éste sc¢ obtiene como un simple promedio
de las coordenadas de los vértices que definen al poligono en cuestion,
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1V, Conclusiones
a) Concluslones

El propésito del presente trabajo fué el hacer una revision tanto de

los métodos de construcciéon del diagrama de Voronol como de su dual; la

trlanguiacién de Delaunay y con base en esto desarrollar un slstema
. para computadora encargado de la elaboracién de dichas estructuras.

La motivacion para realizar el menclonado sistema fué que en el
medio universitario en el cual nos encontramos, existen personas que
utilizan, en particular, el diagrama de Voronoi, pero que no disponen
de una herramienta que les permita manejarlo de forma practica y
automatizada. Ejemplo de esto son los ectlogos que necesltan de un

programa que no s6lo les construya ésta teselacién sino que ad les

proporcione el 4rea de cada uno de los poligonos que lo conforman.

Con esto en mente, es que durante la etapa de diseilo del sistema,
hubo la necesidad de analizar las caracteristicas de los distintos
algoritmos que podian emplearse. Después de sopesar ‘sus ventajas y sus
desventajas, se eliglo el método recursivo de Lee y Schachter para
construir la triangulacién de Delaunay, a partir de Ila cual no es
dificll obtener el diagrama de Voronol correspondiente.

Sin embargo, no obstante el que no se hayan escogido para este
trabajo en particular, se presentan brevemente aquellos métodos
alternativos que se hallan en la literatura clentifica corrcspo’ndlcnle.
Es asl que primero encontramos la versién iterativa segin lLawson para
obtener la mencionada triangulacién y después vienen dos de los
algoritmos disponibles para obtener de forma directa la teselacion de
Voronol, uno que es iterativo (por Green y Sibson) y otro que es
recursivo {por Shamos y Hoey).
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Comparando los algoritmos iterativos con los recursivos, no fué
diffeil el concluir o siguiente: los primeros representan una
propuesta idénea para cuando se desea afiadir o quitar un punto de
alguna de las estructuras, pero desempefian un papel poco eficiente en
términos de los tiempos de ejecuclén de la construccién total. Los
segundos son exactamente lo opuesto, es decir, debido a que se basan en
el concepto de “divide y vencerss”, son pésimos a la hora de querer
hacer modificaciones, perc ¢ptimos para construir en su totalidad la
estructura correspondiente,

El programa resultante, tratando de ser un sistema “amigable”, in-
cluye un medio ambiente grafico con el cual se puede realizar la comu-
nicacién hombre-maquina de manera directa. Esta interfaz para el usua-
rlo se basa en un sistema de mend(s, cuyas opclones se accesan usando
las teclas de control (como las flechas). Toda la codificacién y desa-
rrollo del programa se efectu6 en Turbo Pascal (version 5.5) y los

listados as! como el programa ejecutable se ran a disposicié

del pablico en general y en especial de las personas interesadas en el
rubro de las aplicaciones mencionadas.
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b) ‘Descripcién del Sistema para el Usuario

El sistema realizado, con los comentarios pertinentes, se encuentra en
el archivo llamado “VORONOI.PAS". Si se desea ejecutar ese programa
habria que compilarlo primero y después “correrlo” siguiendo los pasos
pertinentes segin la version del compilador de Turbo Pascal con que se
cuente (de preferencla la 5.5). Si se cuenta con el programa ejecutable
“VORONOLEXE"”, basta llamarlo con dicho nombre (sin el punto y la
extension),

Una vez cargado el programa, aparece un sistema de menis en el cual
uno se puede mover usando las flechas del teclado (¢,9). La forma de
seleccionar una cierta opcién es posiclonando el cursor en la eleccién
deseada y presionando ya sea <ENTER> o bien la flecha hacia abajo (%),
Hecho esto, aparece inmediatamente otro menG con las distintas tareas
que se pueden efectuar (ver la Figura 4.2.1). Para escoger una de tales
tareas uno se vuelve a mover con las flechas (%) y presiona <ENTER>
en la opclén correcta. Si después de *“abrir” uno de eélos menus
verticales uno desea volver al mend principal sin escoger ninguna
opcién sbélo hay que oprimir <ESC). ’

Existen, adiclonalmente, cuatro de éstas opclones que a su vez dan
origen a un segundo nivel de menuy vertical (como en la Figura 4.2.2).
Estos funcionan de la misma manera que los otros menGs verticales.

El sistema opera, basi e, de la siguiente forma: se guarda una

serie de conjuntos de puntos o listas en memoria, A cada una dé cstas
listas se le Iidentificard& por medio de un nombre de hasta ocho
caracteres. Generalmente estas listas se “leceran” de algin archivo de
tipo texto que el mismo usuario proporclona, sin embargo, se verd mas

adelante que no es ésta la Unica forma de “crear” una lista.
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Figura 4.2.2 Un segundo nivel de mena vertical
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A contlnuacién se proporclona-' uria\ descripcién.  de | las : opciones

disponibles en el programa.

MENU DE LISTAS

Pintar.~ Aqui se dibujan, en l!a pantalla, los puntos que conforman una
de las listas que se tengan en memoria, Para ello, se le pregunta al
usuario con que nombre fué guardada (ver la opcién de “leer puntos'f),
(ver la Figura 4.2.3),

Opaionas E/S Varios

Nonbre de - Lish > B

Figura 4.2.3 Peticién de un nombre de lista
Borrar.- Esta opcion sirve, como su nombre lo Indica, para borrar toda
una lista de las que se encuentran cargadas en memoria. Una veZ borrada
no hay forma alguna de recuperarla (a menos que se haya “salvado”
previamente).

MENU DE TESELACIONES
Delaunay.~ Construye la tri laclén de Del de una lista y la




muestra en la pantalla. Si la triangulacién ya habia sido calculada
antes ésta opcelén sélo la muestra.
Voronoi.- Analoga a la anterlor salvo que aqui sc construye el diagrama

de Voronoi. Para la construcclén de este uitimo se necesita la

tri laclon de Del por lo que si ésta no se ha calculado, ésta
opci6n se encarga de efectuarla.

MENU DE OPCIONES E/S

Leer Puntos.~ Se usa para cuando se desea leer alguna lista. Los puntos
que la conforman deben estar guardados en un archivo de tipo texto. El
programa pregunta cual es el nombre de. ese archivo y le asigna a la
lista correspondiente el mismo nombre (siempre que no haya existido
algbn error en el proceso de lectura). A partir de ese momento la lista
queda “cargada” en memoria. Cabe hacer notar que hay un namero méaximo
de listas que se pueden guardar al mismo tlempo.

Salvar.- Esta opclén da origen a otro menG vertical que permite

que os se desean salvar (en disco) en un archivo que
el usuario designara. Las tres posibilidades que existen son: las areas

de los poligonos de Voronol de una llsta, los puntos que la conforman
o bien los vértices de Voronol correspondlentes. En el caso de la
primera y tercera posibilidad es obvio que se necesita haber ya
calculado el dlagrama correspondiente,

MENU DE VARIOS

Ver Listas.- Esto origina que aparezca un recuadro en la esquina
inferior derecha de la pantalla con los nombres de las listas Que en
ese momento esten cargadas en memorla. En caso de no haber ninguna,
se le notifica al usuario de ello.

Calculos.~ Aqui se muestra otro mend vertical en el cual aparecen dos
posibl leccl alculo de las 4reas de los poligonos de Voronol
correspondientes o bien de los centros de masa de los mismos. En ambos
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casos se necesita haber construido el diagrama de Voronol de la lista
elegida. Si se desea se pueden salvar los centros de masa en una lis-
ta para su uso posterior.

Limpiar Pantalla.- Se usa para decidir si se desea que se borre la
pantalia después de cada tarea realizada.

Tipo de Linea.~ Aqul se escoge el tipo de linea que se va a utilizar a
la hora de graficar las estructuras, Se puede escoger entre linea
punteada o contlnua.

Terminar.- Se ellge para poder finalizar el programa.
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Apéndice 1

Este apéndice presenta las demostraciones de las propiedades - més

importantes tratadas durante el capitulo dos.

Sea P = (p‘.....pn) un conjunto de puntos en el plano tal qué no
existen cuatro de ellos que sean cocirculares,
Teorema 1. Cada vértice del diagrama de Voronol es la - intersecclén
comin de exactamente tres lados del diagrama.

Demostracion:

De hecho, un vértice es la interseccién comin de un conjunto de
lados. Sea l‘, lz""' Ik {(para k = 2) la secuencla de lados, ordenados
en el sentido de las manecillas del relo), que coinclden en el vértice
v {ver Figura A.l}, E! lado ll es comfn a los poligonos DV(p‘_l) y
DV(pI) para | = 2,...,k ¥y l‘ es comin a DV(pk) y DV(pl). Nétese que
v es equldistante de P YR dado que pertenece a Il; por otra parte,
y Y Py Y ast
sucesivamente. Asf v es equidistante de P, pz....‘. Py Pero  esto

por el mismo ar 0, es idistante de p

significa que p,..., P son cocirculares, vioclando la suposicién
1 k

inlcial si k = 4, Por lo tanto k = 3. Supongamos ahora que k = 2,
Entonces 1 es comGn a DV(pz) y DV(p‘) e lgualmente 1,3 de hecho,

ambos pertenecen al bl perpendicul del © PP, por lo

que no se Intersectan =n v lo que es una contradicci6n. -
Esto nos Indica que los vértices de Vorono! son los cent;‘us de
circulos definidos por tres puntos de P. Para up vértice v, denotamos

C{v} a dicho circulo.

Teorema 2. Para cada vértice v del dlagrama de Voronol de P, el elrculo
C(v) no contiene ningan otro punto de P. B
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Figura A.1 Lados de Voronol que coinciden en un vértice a: Voronol ]

Demostracién:

Por contradiccién, Refiriéndonos a la Figura A.2, sean p.l, P, ¥y
Py los tres puntos de P que determinan el circulo C(v). Si Clv)
contiene algGn otro punto, digamos P entonces P, estd mas cerca de v
que cualqulera de los otros tres puntos, en cuyo caso (por definicién
de un poligono de Voronoi) v deberfa pertenecer a DV(p‘) y no a
DV(p,), DV(pz) o DV(p:). Pero esto es una contradiccién dado que v
es comin a DV(pl). DV(pz) y DV(pg). n :

Figura A.2 El circulo. Clv} ‘no contlene otro punto de P
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convcxa' de P

Lema 1. Un punto p, o esté en la fron tera. de la envullur
sl ¥y s6lo sl cae demrn de nlgl‘ln trlangulo cuyos vértices estan ‘en P
pero no es un vértice del triangulo.

Teorema 3. El poligono DV(pI) es no acotado sl y sélo si p, es un punto
que estd sobre la frontera de la envoltura convexa del conjunto P.

Demostracién:

Si p, no es.ta en la envoltura convexa de P entonces, por el lema
1, es interno a algun triadngulo PP,P,. Consideremos los circulos cxz'
C_y cza determinados por Py cada uno de los tres pares de vértices
(pl.pz), (pl.pa) y (pz.p:) respectivamente (ver Figura A.3). Cada uno
de estos circulos tlene un radio finito. En el circulo Clz (y anédloga-
mente para Cl: y Cz:’ el arco externo Alz es el arco circular entre P,
¥ p, que no contlene a P de donde se concluye que cualquier punto de
Alz est4d mas cerca de P, 6 P, que de Py Sea C un circulo que contenga
a cxz' Cm ¥y Cn. Afirmamos que cualquier punto x que caiga afuera de C

estA mas cerca de pl. p, © pa que de pl. Para demostrar esto,

2
-cmos el to xpl. Por el teorema de curva de Jordan, xpI
intersecta uno de los lados del trlangul P.P,P,. digaf PP, por lo

tanto también intersecta Alz en un punto u. Pero como u estd mas cerca
de P, 6 P, que de P, se obtiene la afirmacién anterior. Dado que x
estd mas cerca de Py P,
estd contenido completamente dentro de C y por lo tanto es acotado,

¢ p, que de p, el poligono DV(pl)

A la inversa, supongamos que DV(pl) es acotado y sea ]1' lz""' lk
(k = 3) la secuencla de los lados que lo forman. Cada lh (h = l,:... k)
pertenece al bisector de un segmento plp;l. p"I € P. Es Inmedlato el
concluir que pl es interno al poligono p;, p;,..., p':. es declr que p
no estd en la envoltura convexa de P. ™

Teorema 4. Dada una triangulacién T, si una aplicacién del POL a un

lado | produce un Intercambio con un lado 1' originando una nueva

triangulacién T' entonces T < T',
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Figura A.3 Para la demostracién del Teorema 3

Demostraclén:
Sea [ el vector indicador de T (tal y como se defini6 en el
texto). La medida de los angulos mas pequefios en los ‘dos triangulos de

T, que comparten el lado 1, son dos de las comg ites de I, di 1
e Ik con J < k, con lo cual 11 = lk. Dado que se realizé un Intercambio
al aplicar el POL, el 4ngulo mas pequefio de los dos nuevos triangulos
de T' que comparten el lado 1' debe ser estrictamente menor gque el

indicador I' de T' y por lo tanto T < T'. B
Teorema S. Todos los lados Internos de una triangulacién T 'dé un
conjunto finito P son localmente optimos si y sélo si ningin punto de P

cae dentro del circuncirculo de un triangulo de T.

Demostracién:
$i  alngon punto de P es interlor al circuncirculo  de
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cualquier triangulo de T, entonces la aplicacién del POL a cualquier
lado no producird un intercambio. Asi todos los lados son localmente
optimos. Si  todos los lados son localmente Optimos, entonces
' demostraremos que no hay un punto de P que sea interior al
circuncirculo de cualquler tridngulo. Supongamos que el circuncirculo K
del trisngulo Aabc contlene un punto p de P. Sea 3 la distancia de p al
lado mas cercano, digamos (a,c) como se muestra en la Figura A.4.
Pensemos que de entre todos los triangulos de T cuyos circuncirculos
contienen a p como punto interior, ninguno tiene un lado que este a una
distancia menor que & de p. Dado que p estd en el lado opuesto de (a,c}
con respecto a “b", el lado {a,c) no estd en la frontera de T. Por lo
tanto, existe otro triangulo Aacq que comparte un lado con Aabe. El
vértice q no puede ser interior al circulo K ya que estaria
contradiciendo la hip6tesis de que el lado (a,c) es localmente 6ptimo.
El vértice q no puede estar en la region sombreada del diagrama, o facq
contendria a p en su Interlor. Supongamos que el lado {c,q) es el lado
mas cercano de BAacq a “p”. Noétese que la distancia de (c,q) a p es
menor que §. Dado que el circuncirculo de Aacq tamblén contiene a p en
su interior, tenemos una contradiccion con respecto a que Aabc es el
triangulo con un lado a la distancia mas corta de p. n
Lema 2. El trlangulo p‘pjpk es un tridngulo de Delaunay de DT(P) si y
s6lo si su circuncirculo no contiene otro punto de P en su interior.

Teorema 6. Una triangulacion T(P} es una triangulaclén de Delaunay si
y s6lo sl su vector Indicador es lexicograficamente maximo, es declr,
ninguna triangulacion le sigue en el ordenamicnto lineal.

Demostracion:
Si la triangulacibn T es lexlcograficamente maxima, entonces
todos los lados de T deben ser localmente 6ptimos, lo que implica que

no hay un circuncirculo de algtn triangulo que contenga un punto de P
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Flgura A.4 llustracién para la prueba del teorema 5°

en “su. interlor - (Teorema 5). Asl T es la tri lacién de Del

.
_ DT{P). Para pr'obar a la Inversa, supongamos que la trlangulaclén de
Delauna;' no es maxima en el ordenamiento lineal, Esto significaria que
existe otra triangulacién T(P) tal que DT(P} < T(P). Aplicando
repetidamente el POL a T(P) obtendriamos una triangulacién T'(P) que
tuviera todos sus lados localmente 6ptimos. Dado que DT(P) < T(P} <
T(P), T'(P}) también serfa una tri laclén de 'Del

y (por el
Teorema S y el Lema 2). Sin embargo, como la tri lacién de Del

es onica, T'{P) = DT(P) lo que es una contradicclén.
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