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l. INTRODUCCIÓN 



lnlroducción 

Cuando por primera vez se lec el tflulo de este trnhajo. posiblemente la palabra que más 

llame la alcnción sea .-obótico, pues parece sacada de un libro de ciencia ficción. Esto es verdad. 

Isaac Asimov, un famoso escrilor de ésle genero, ocupó el término para referirse a la ciencia que 

eslUdia los rohOles, originalmente definidos para la fanlasfa como máquinas que se quieren 

parecer al hombre, en funciones y movimientos. Asimov planteaba en sus historias diversas 

situaciones en la que los robots salían de control por haber violado alguna de las Tres Leyes 

Básicas de la Robótica. Estas son, por orden de importancia: 

i) Un robot no puede lastimar a un ser humano, o por inactividad 

permitir que un ser humano se haga daño. 

ii) Un robot debe obedecer las ordenes que le dé un ser humano, a no 

ser que esto entre en conflicto con la primera ley. 

iii) Un robot debe proteger su propia existencia, a no ser que ésto 

emrc en conflicto con la primera y segunda leyes. 

De aquf de~;prendemos un dato importante: Un robot es una máquina creada para servir 

y ayudar al hombre. 

Fuera de la ciencia ficcidn, los rohotcs no ~on tan populares: en un imponan1c i.:nntextu 

sociológico, el hecho de que un rohot haga de manera eficiente el trahajo de varios h(lmhrcs 

divididos en turnos. tiene como consecuencia pruhlcmas graves como el c.Je~cmplco y la 

deshumanización del trnhajo. Sin cmhargo, desde un punto úc vista optimista, el robot husca 

librar de tareas tediosas al hombre para d~jarlo ocuparse de otras más imponames o trascendemcs 

y así elevar tanto nivel de educación como nivel tecnológico y de producción. Es este el nmtcxto 

en el que mi tesis se va a hasar. Se trilla de atacar el elemento rohütico más comúnmente usado, 

el manipulador, y mejorar su eficiencia para que de esta manera se puedan cumplir los ohjctivos 

antes mencionados. 
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Pero. (.Qué es un manipulador'! 

Un manipulador es un émulo de un brazo humano con todo y mano. Es el resultado de 

la idea de sustituír las tareas que el hombre realiza con sus manos, y la fuerza y estabilidad de 

sus brazos. Un manipulador se distingue por el tipo, arreglo y número de grados de libertad y 

por la función de su mano. Curiosamente, la mano es lo que menos vamos a estudiar aquí, pues 

la función de la mano depende directamente de la aplicación que se le dé al manipulador, de tal 

manera que nos vamos a concentrar en el brazo y la muñeca. 

El número de grados de libertad de un manipulador se define como la cantidad de 

movimientos independientes que este es capaz de realizar. Es decir. un manipulador que solo 

consta de una hase con un pivote eje de un brazo y al extremo de é..'itc una mano fija, solo tiene 

1 grado de libertad. pues únicamente puede moverse como un péndulo. Entre más grados de 

libertad tenga un manipulador robótico, mas preciso y útil será. Además, como veremos más 

adelante, un rohot de seis o más grados de lihertad puede alcanzar cualquier punto de un cierto 

espacio de trabajo. con excepción del volumen que ocupa la base. Por lo tanto, este tipo de 

manipuladores será el oh.ieto de mi estudio. 

El trahajo est<i dividido en cinco capítulos. El primero es una breve semblanza del 

proyecto. sus ohjctivos y su estructura. El segundo empieza nm la mcc:inica del manipulador. 

enfocándose en la cinem;ítica del mismo, los tipos de articulaciones y sus modelos matemáticos. 

El tercero habla de la dimimica del manipulmJor; una vez.. que hemos lor.rado posicionar la mano 

y conocer el estado de sus junturas, es hora de cmpe7 .. ar a preocupamos por la masa de los 

elementos y las fuerzas intcractuantes. En el cuarto capítulo se ataca el prohlcma final. Es decir, 

el de control del movimcnto del manipulador. 

La eficiencia de un manipulador depende de la rapidez y precisión de sus movimientos. 

Como veremos en los capítulos dos y tres, el modelo matemático del manipulador es bastante 

complejo, de aquí que la dificulatad para controlarlo resida principalmente en la gran cantidad 
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de cálculos que se deben hacer. La idea es que estas operaciones C."i'tén repartidas en las diferentes 

articulaciones para establecer en paralelo las dccisionc."i' de control del robot, agilizando así el 

proceso. El sistema de control que se plantea en el cuarto capítulo es el modelo que sirve como 

punto de partida a la programación, que bloque por bloque se va dc.(jcrihiendo en el capítulo 

cinco. 



//, CINEMÁTICA 



Cinemática 

En su sentido clásico, la mecánica, como una de las cinco divisiones fundamentales de 

la física. se divide en dos panc.-.: Estática y Dinámica. L1 estática se encarga del estudio de los 

cuerpos en reposo y la dinámica de los cuerpos en movimiento, siendo en ésta última donde 

reside nuestro interés. La dinámica a su vez se divide en cinemática y cinética. La primera es 

el estudio de la geometría del movimiento y relaciona el de.'iplazamiento, velocidad, aceleración 

y tiempo haciendo caso omiso de las causas que provocan el movimiento, en tanto que la segunda 

se encarga de la relación existcnlc entre las fuerlélS actuantes en un cuerpo, su masa y su 

movimiento. 

En este capítulo nos vamos a ocupar de la cinemática, como un paso preliminar al estudio 

de las fuerzas actuantes en un manipulador. Para poder indicarle a un manipulador que es lo que 

queremos que haga, necesitamos primero definir la posición del manipulador en un instante de 

tiempo dado para poder empezar a pensar en el trahajo final. 

Estableceré primero algunas definiciones hásicas para hacer más comprensibles las 

explicaciones posteriores. 

El manipulador se conponc de tres 

elemenlos básicos (se manej¡m dos, pero yo 

incluyo al <5rgano lcrminal): articulaciones, 

cslahones, y órgano 1crminal. Las 

articulaciones son los clcmcmos que con hase 

en su movimiento logran el camhio de 

posicidn del <lrgano terminal, y son de dos 

tipos: rotatorias y prismáticas. Las primeras 

1ienen como variable un ángulo de ro1ación y 

las segundas originan un desplazamiento lineal 

variahle del eslah6n ligado a la juntura y 
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1icncn como variaidc dicho dcsplnzamicnlO. (ver Figs. J y 2) 

Los eslabones se conectan a travcs de 

la'i anjculaciones, siendo el órgano terminal el 

último eslahón, y el único unido al objeto de 

trabajo. 

El número de aniculaciones nos define 

el de grados de lihcnad y el número de 

variables que vamos a tener en el 

manipulador. en el espacio cartesiano 

tridimensional se requieren lrcs grados de 

Cincmá1ica 

lihcrtad para posicionesar y otros lrcs para orientar el órgano 1enninal. Cuando un, manipulador 

tiene menos de sci!I grndos de libertad se habla de una limitación del robot. y es que con menos 

de seis grados el rohol no puede alcanzar cualquier punto arbitrario en el volumen 9ut: el órgano 

rcrminal puede ;1harcar. denominado su 

espacio de trahajo, razón <¡uc como más 

adelante vamos a ver se rcílcja en el 

desarrollo matemá1ico del modelo del robOl e 

im[JOsibilitando asi su control. Cuando el 

manipulador tiene un número mayor 4uc seis 

de grc1dos de liflcnad se habla de un rohor 

cincmáticamcnle rcdundanic. Se discfm de 

ésta manera par.1 focihrar el desplazamicnlcl 

en su espacio de 1rah;1jo 
,,.,, l .................. v.,...,,,...,.. 

Es imponantc definir prccisitfo y rcpetibilidad. La precisión es la medida de que rnn cerca 

de un pumo predeterminado de su c.'ipacio de trabajo se puede posicionar el m:mipulador. y la 

repetihilidad es la prccisilin con que cJ m;mipulador puede repetir un mismo m1>vimicn1t1. Se 

habla tamhién de la resolución del manipulador. que es el incremento más JX'queño que el 
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controlador puede delectar. 

Hasta ahora no hemos hecho ninguna 

diferencia entre los dos tipos de articulación. 

y realmente depende mucho de la aplicación 

Ja decisión de diseñe> sohre que juntura 

aplicar. Sin emhargo un parámetro de diseño 

importante es que aunque la escructurn 

prismácica es más precisa y más exacta en el 

sentido de Ja facilidad malcmática. la venrnja 
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práctica de la juntura rotativa es el hechn de que ocupa menor área para un movimiento 

equivalente al alcanz.ar un mismo ohjctivo (Fig. 3). 

De acuerdo a la geometrfa del espacio de tra~a.io.-quc -_~b~r~~~-: J~ prim~i:-as tres 

articulaciones de un manipulador, Jos dividiremos en cinco grup'()S'. 

Ar1iculado (RRR) 

Esférico (RRP) 

SCARA (RRP) 

Cilíndrico (RPP) 

Cartesiano (PPP) 

Las lerras enrre paréntesis nos indican el orden y el tipo de articulación de la que const<t 

cada tipo de manipulador. P por articulación prismáticas y R por articulaciones rotatorias. Así 

pues. el primero de ellos. el manipul;:1dor articul¡tdo. consrn de tres articulaciones rotacionales 

(Fig. 4). 

Este tipo de manipulador. tamhién llamado rotator~o o antropomórfi~o se puede encontrar 

con dos varianlcs: manipulador de codo y manipulador de arti~ulación paralelográmica. Los ejes 
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de rotación de las dos últimas articulaciones 

son paralelos entre sí y perpendiculares al eje 

de la primera articulación. 

La característica del manipulador 

esférico (Pig.5) es que. con sus dos 

aniculaciones rotacionales y la última 

prismática, los ejes de las tres se interscctan. 

El nomhre de éste tipo de manipulador viene 

de la forma volumétrica de su espacio de 

trahajo. 

Por otro lado está el Sclcctivc 

Complaint Articulatcd- Rotmt for Assemhly 

(SCARA). diseñado cspccHicarnentc para las 

plantas de cnsamhle automotriz, aunque como 

todos los tipos de manipulador que veremos 

aquí es de uso universal. Al igual que el 

esférico la distribución de las articulaciónes es 

rotacional-rotacional-prismática, sin embargo 

en este caso los ~jes de sus articulaciones son 

paralelos entre sf (l'ig.6). 

Cinemática 

Al igual que el manipulador esférico, el manipulador cilíndrico recibe su nombre por la 

forma que describe su espacio de trahajo, pero éste logra esto con una distribución de 

articulaciones rotacional-prismática-prismática (f'ig.7). 

El tipo más simple de manipulador es el manipulador cartesiano, que describe un cubo 

en su espacio de trabajo porque sus variables de articulación describen las coordenadas 

cartesianas (x, y, z) del órgano terminal, pues todas sus articulaciones son prismáticas (Fig.8). 
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Pant efectos de modelado vamos a 

encontrnr que sin imponar la disuihucidn de 

las aniculacioncs de un manipulador, para 

cada eslabón podemos asignar un sistema de 

ejes coordenados hasado a su vez en un 

sistema de referencia hase. que podemos 

situar en la hase del manipulador por 

e_jcmplo, en lanlO que los sistemas 

coordenados secundarios sirven 

exclusivamente para estahlcccr de manera 

~¡ 

l'•J l; M .. i,..lod.sC'lll ....... 

relativa la posición de un cslahón, ya sea su angulo de inclinación con .'respeéto al :·eslabón 

anterior o su desplazamiento relativo, 

dependiendo del tipo de aniculaci6n que los 

una. Así pues, vamos a tener una serie de 

variables, una por aniculacilfo. que nos van a 

representar la posición de cada uno de los 

eslabones en un momento dado. Sin embargo, 

para podl.!r sahcr la posición del órgano 

terminal es necesario hacer una composición 

de todos estos movimicnios. 

Emrcnmdo por alguno de los extremos, ya sea el órgano terminal o la liase. vamos a ir 

"transformando" esas variahlcs relativas a su sistema coordenado local hacia el sistema tk 

referencia hase, de umt en una y hasta llegar :11 otro extremo. 

En la Fig.9 se cstahlece un marco de referencia hase (coordenadas con suhíndice cero) 

donde se lleva a cabo la rolación de un paralelepípedo. movimiento referido a un marco de 

referencia local fijo al mismo (coordenadas con suhíndice 1) y el cual depende exclusivamente 

del ángulo.de rotación de la juntura. En caso de tener una juntura prismática no camhia el ángulo 



14 Cinemática 

entre los marcos, tan solo existirá una traslación consta"ncc _ qu~. depender~ .~e c~mo. estén 

asignados los eJes coordenados. 

Vamos a definir al vector Po como 

aquél que panc del origen del marco base de 

referencia hacia un punlo en el paralelepípedo 

P. = <pox. f>'Y· poz>. Llamaremos p, al 

vector que parte del origen del sistema 

coordenado local y va hacia el mismo punto 

P1 = <pi:r. ¡11y, p1z>. Asfpues lencmos los 

siguienlt~S veclorcs: 

z. 
z, 

(2.1) 

(2.2) 

donde podemos observar que los vectores unitarios para los marcos de referencia base y 

local son {io, jo, ko} y {i1, j1, k1} respectivamente. Ahora bien, como estamos refiricndonos al 

mismo punlo en el espacio, P1 = Po, cnronces tenemos las siguientes relaciones vectoriales: 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

De donde existe una relación entre los vcclorcs Po y p, a través de una matriz de 

transformación llamada matriz de rotación R, pues el oh:ietivo es transformar una rotación local 
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en una rotación gen~ral: ~· 

(2.6) 

(2.7) 

Además sabemos que el producto punto de dos vectores cualquiera a y b se puede expresar 

como: 

a·b=lal lblcosO (2.8) 

donde thcta es el ángulo entre ambos vectores. De la misma manera sucede con los productos 

escalares de la matriz R, pero como se trata de vectores unitarios el producto de sus módulos es 

1 y por lo tanto el produclO se limita al coseno del ángulo existente entre estos vectores, que va 

a ser una función de la variahlc de articulación. 

Entonces hemos descrito la forma de transformación de un sistema coordenado de 

referencia a otro marco hase fijo. Sin embargo, un manipulador se compone de varias junturas 

y éstas transformaciones se pueden man~jar para situar al órgano terminal referido al sistema 

coordenado hase. 

As( pues, de la transformación original: 
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(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

- combinando (2.9);_ (2.12)X_(~._ 1_4J: 

P0 =R0,R1;,E',=R01R1,R2,,P0 

(2.15) 

y por to tanto 

(2.16) 

Ecuación que nos da finalmente la identidad que huscamos 
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(2.17) 

que es lo que finalmemc da la pauta para poder hacer la composición de transformaciones 

como la multiplicación de las transformaciones independientes de un sistema a otro. 

Cuando una juntura prismática se mueve. el efecto que se genera, en oposición a la 

rotación de las .iunturas rotatorias, es una traslación, representada gráficamente en la Fig. 10. 

Para transformar las diferencias en 

distancias ocasionadas r<1r la traslaci<~n 

definire el vector dJ1 como el que, partiendo 

del origen del marco hase de referencia, va 

hacia el marco actual en uso. o marco local. 

Asf pues tenemos que el vt.-'Ctor de distancia 

nos indica el conjunto de distancias, eje por 

eje, que scp;lra a los origencs respectivos de 

los marcos de referencia en uso. 

.r, 

Partiendo de ésto se puede definir una matriz gc~eral dci 1ritn~f~I-inacidil 11 qu~ cnéicrra 

tanto la rotad6n t'omo la traslación del eslah<'.in en estudio. de_ tal 1~anera que: 

(2.18) 

Esta es la matriz que nos va a dar la transformación cotal (rotacional y trnslacional} de 

un marco de referencia a otro. cumpliémJosc camhién lo dcmo~1rado para la matriz rotacional: 

al multiplicar una transformación con otrJ se ohticnc la transformación total de coordenadas. 
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Para el empleo eficiente de las trnnsformaciones vistas es necesario rosccr un modelo 

práctico. para representar los manipuladores que vamos a estudiar. Un modelo eficiente que 

racilita los cálculos matemáticos es la representación Denavit-llanenherp,. 

Sean dos marcos de referencia. i y i + J respectivamente. Existe una única ·matriz de 

trnnsformación A que toma las coordenadas referidas al marco i+ 1 y la~· ~fie_r~_ al iñaíco-i~ -Si 

seguimos las siguientes condiciones fundamentales: 

l. El eje x,., dehe ser perpendicular al ~je Z 

2. El eje x,,' debe intcrsectar al eje Z 

Podemos entonces cstahlccer una serie de mímeros tinicos: 

a,6,6,a 

y dos operaciones básicas. una de rotación (rol) y una de traslación (tras). cuyos 

suhíndices indican el ~je sohre el cual se realiza el movimiento y la variable de articulación. 

de tal manera que: 

(2.19) 

Esto es. por convención vamos a denominar a la maUiz A como matriz de transformación, 

d~finida como la composición de cuatro movimientQs: dos romciones y dos trnslacioncs, primero 

una nJli!cilfo alrededor del eje Z con el ángulo indicado. luego una traslacitln sohre c.~e mismo 

e;ic, con la distancia indicada; a continuacilSn se efectúa otra traslacitjn, pero esta vez sobre el 

e.je X una distancia a y finalmcnlc una rorndón sobre ese mismo ~je. 

Así pue.s, cuando se rc.tlil..an las rotaciones y traslaciones en el orden indicado y sobre los 

ejes ddinidos, algunos son perpendiculares entre sf, haciendo que su coseno sea cero. y 

eliminam.lo el término que implicaría su producto escalar de la matriz de rotaciones, en conjunto 

esto implica una reducción en la información de la matriz R que pasa de nueve cosenos dircctorea 
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a sólo cuatro panfmetros. los mimcroii· tinic~nL_ vist.?s !'-ntcriofmCn-tC~ ·coílOcid~S- como los 

p_arámctros Den<1.vit-HanCnhc~g. ~- -~-"" 
•''-: . ·~ 

U>s s~ste~~· de ~·!es ~~rd~~~do~:~~--~4,~pl~~i_ri·,,c?~:·:_I~; J~i_a·;:d·~; l_:(~~~~-~-J~~:~~--~~ 
formalizar una con~enció:~ºcVC(fig: ... _.1,t_j~~~ft' ._.;:_:__ .. ··r'·-~ -~;;--,,¡::__-'"-··---~~'"-.~~"',~-·-_.,~..._-- .. ·: : 

Es interesante obserVar que cs1a 

asociación de ejes._ aunada a ,., la_

descomposición geométrica del vector de 

distancia d .... con los parámetros Dcnavit

Hanenberg, nos completan la matriz de 

transformación A. 

Denominando como q. a la vuriuhlc de \o~,~ .. ~,,.-.~---.~~~--,,.,...~~ .. ~ •. ,~,~,.-,.~...,---------' 

aniculación, cstahlcccremos, hasados en la 

rcprcscmación l)cnavir-Hancnbcrg. una matriz tic rransformación general ohtcnida al realizar 

simhólicamenle las multiplicaciones correspondientes de roracioncs y trnsl;:tcioncs involucradas 

en la matri1, A. que no es sino un caso panicular de la matriz //, pero parn los movimiemos 

previamente csrahk-cidos. De esta manera. a cada anicul;:1ción se le puede asociar una matriz de 

rr.msformaril'in que tiene como vari<thlcs los par;ímcrrns Dcn:ivit~Hanenhcrg. 

Parn fines de nomenclatura a cada ma1riz A se le va a diferenciar con dos índices, uno 

superior que señala el cslahtln previo a la ttrticul:1cil'in y otro inferior para t•I eslahón pnhimo. 

o sol1rc el que se esta efectuando el movimiento. Es imponante ohscrvar qm.! para cada 

articulación Sl~lo uno de los parametros va a ser variahlc, y se denotaría como q., el con.iumo de 

todos ellm, se agrnpa en un vector que se llama de coordenadas internas del manipulador. El 

vector de posición y orientación en el espacio al que tenemos que orientar y posiciomir al órgano 

terminal es llamado las coordenadas c;r;tcrnas 
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De esta manera, para una junturd prismática, la matriz A queda: 

r -senO;COS«; senO,.sena¡ 

~·· . - ""ª• Cos8,.cosa1 

H - Q. 

. . o .. 

y para una .il!nlura Í'maciÓnal: 

. . ¡cosq· 
' - senq, 

A,.,. - -·º 
o 

sena, 

.o 

-;-senq1cosa1 

cosq1cosa, 

se11a1 

o 

-cosa,~ena 1 
cosa1 

• o 

senq,sena1 

-cosq,sena1 

o 

~ 
Cincm:itica 

(2.20) 

(2.21) 

Las matrices anteriores. ohtcn.idas al efectuar simhólicamcntc las operaciones antes 

descritas. son un re:mltado primario para analizar la cinemárica del manipulador. Apenas hemos 

logrndo obtener. por aniculacidn, las coordenadas ex.temas aplicahlcs a la posición del 

manipulador. la 1íltima columna de la matriz A está compuesta de cuatro elementos: tres 

coordenadas y un t. 1-..:1.:; roordcnadas son. en orden de renglón. X. Y. y Z. Scg1ín hemos visto 

la posición final del manipulador se o!iticne con la composición de las matrices de transformacil'ln 

para todas las aniculacionc~. 

Siguiendo la misma linea se pueden encontrar las l'oonlcnadas internas que dctcrrnin:m 

ta orientación del órgano terminal. Es de panicular interés <mali1~1T el prohlcmna de oricmach~n 

parn manipuladores con mullera. es decir. parn aquellos que tienen las tres liltimas art1culacioncs 

rotacionales y con los tre e¡cs de movimento interscctándosc en un punto. ya que como sucede 

con la mayoría de los mampuladorcs rnhllticos. en c.o.;tc caso las ct1ordcnadas imcmas de la 

muñeca coinciden Cllíl lo.; <íngulos de orientación. 
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Parn la orientación del órgano terminal 

e.'i necesario construir una matriz de 

rotaciones R compue.'ita por una serie de 

rotaciones, movimientos de acercamiento, 

elevacil~n y giro. A e.o;ta composición de 

rmacioncs la veremos como la multiplicación 

matricial de esos tres movimientos, cada uno 

de ellos representado por su propia matriz de 

rotación. cada movimiento con su varü1hlc 

respectiva de juntura, las tres tíllimas 

variahles para completar las c~ordcnadas internas y completar el análisis 

lihcrtad. En la í-ig. 12 se ohscrvan los ángulos de las junturas rotatorias de 

la mufieca del manipulador. 

Otra vez el ohjctivo de estos 

coincidan y lograr una disminución en el número 

ahorrandonos ecuaciones y tiempo. 

igual a la l'omrosición de rotaciones: 

[" '12 

''l R or,, r::!::! r,, 

r., t:,2 r~ 

21 

(2.22) 
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-senqt 

.~ .• 
[cose 

cos>jl o> 
O· -seno 

O ·""J· [I O 10.0cos<j> 

O cose - O sen$ 

·de donde haciend~ las. mu~~ÍplicacÍOnes~matridalcs ·se ohtienen: 

rJJ=-sena 

r 11 =cost(lsen6sencf>-semt1cos<f> 

r 22 =sent¡tsen6sen4> +cos'lf coscf> 

r 11 '"'costp.\"en6cos4>+.<;e11qt.<te11<f> · 

r 2_. .,.\"enttJsen8coscf>-costJl.'len«f> 

-.<~ncpl 
cos<j>"J 

Cinemática 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 
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(2.32) 

.> " , 
De c;'~~s--~~-~;i~~-~ ~~-' ~elatfv~m~n_tc simple obtener las variables angulares de junturá~ 

los_ángulos ~e. Eul~r:: AS(¡)u~.--para· el ángulo de acercamiento: 

cie <2:24¡,c:" 

de (2.25): 

restando (2.33)-(2.34): 

r 21 (cos.¡.) "(cos.¡. )cos6s~11.¡. 

tP =arctan~ t2F;rc 
'11 

Para el ángulo de elevación seguim_os un razonamiento similar: 

de (2.24): 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

--(2.36) 

(2.37) 
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de (2.25): 

r 21(sen'lt) ={senlJI ~renwcosO •sen21Jicos0 

De acuerdo a la Fig. 14, si el vector 

que va del origen del marco de referencia es 

el vector unitario que gira alrededor de Z, 

entonce..<; el radio del drculo mostrJdo es l . 

.Oe acuerdo a la figura, y es igual al seno del 

ángulo. en tanto que x es el coseno del 

mismo. por Jo tanto, de acuerdo al Teorema 

de Pitágoras. y sumando (2.38) y (2.39): 

pero 

de (2.26): 

7. 

r1111 

~ .... senO 
(cosO) (cosO) 

y 

Cincm:itica 

(2.38) 

(2.41) 

(2.42) 
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(2.43) 

(2.44) 

finalmente: 

i\ 
O•llr~;;.;;-( " . r3, ) •2Kn 

· ",_ -·--~ .","'- r11cos~+r21se11llf · 
(2.45) 

Y para el ángulo de giro:· de (2.30): 

r 13(senljl) ~ljlsen0cosoj>(sen ljl) +sen 21jl.«n.P (2.46) 

. ~23(cosljl)•semjrsen0cosoj>(cosljl)-cos2 tjlsenoj> (2.47) 

--resi3ndo-_(2:46) :-;C2A7) y usando la identidad trigonométrica mostrada en la _fig.~ 13: __ _ 

(2.48) 

ahora,' de (2.27): 

(2.49) 

y de (2.28): 
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r22(cos1jl)=(cosljt)senljts.nesen<!>+cosljt'cos<I> (2.50) 

.. -·· -,,--, .. - - . 

sumando (ZA!Íj' .¡- (2;SÓ):<• 
~!)_. ·:::·;/_ ::;---_,;> '_'..''. 

--· ·.~i;~s·~y~-ír~~~tJl-~~4>~~·-· (2.51) 

.-e';:.;~:;~_-· ?i.T :~~~~~~:~-~~~'~=o=~---" 
usando (2.4Sl y (~.51) el~ ~Í 0,o(Í~~ue o 

(2.52) 

se obtiene finalmCnte: ' 

·- >;,~--~;~ ·<~ ·- r
12

sen$-r
23

cos"1 
<l>=arct.an +2k7t 

:·_:-'· "" r22~s"1-r,ren"1 
(2.53) 

Una vez resuelto el problema de la posición de los elementos, hay también hay_que_~allar 

la velocidad y aceleración con que se mueven. 

La velocidad como parámetro cinemático se dcsC'ompone en dos: Velocidad angular y 

Vel~ida~ lineal. La velocidad es la distancia recorrida en un instan!~ d_e_~i~~~-~a~~~- ~~r~i:_a _ 
poder aplicar este concepto al manipulador se plantea la siguiente relación: 

(2.54) 

donde x. es el vector de coordenadas externas del órgano terminal de tamaño 6x 1. los 

primeros tres elementos dados por las coordenadas (x.y.z) del órgano terminal Y .. los ~ltimos 
dados por los tres angulos de orientación: acercamiento. elevación y giro. Es decir~ 
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(2.5S) 

q C.'i el 've.ctor de coordenadas internas, el conjunto de la_s ~ari~ble~ de _articulación. Para 

un manipulado~ c~n n grndos de libenad será de tamaño nx t. Es decir: 

(2.S6) 

Como el vcclor ele coordcn;1das externas descrihe una posición, entonces el sallCr d 

cambio de esa posición con respecto al tiempo, derivando el vector X •. ohtcndrcmos el vector 

de velocidades que se requiere. de mi forma que. al derivar con respecto al tiempo (2.54): 

!!...x ~..E...f(q¡<!!l. 
dt • aq dr 

(2.57) 

donde a la matriz de derivadas parciales se le denomina Jacobiano de la función, 

identificada por J: 
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(2.58) 

Podemos reescrihir (2.57) como: 

(2.59) 

Ahora hicn, el vector de velocidad estará compuesto por: 

(2.60) 

donde respetando la notación introducida anteriormente, los índices se refieren a la 

posición del órgano terminal (n) tomando como referencia el marco base (O). 

La matriz jacobiana también se descompondrá angular y linealmente. 

(2.61) 

Entonces se forman las siguientes ecuaciones. Para la velocidad lineal· 

(2.62) 

y para la velocidad angular: 

c.>o"=J,./1. (2.63) 

Es cieno que la velocidad es el camhio de posición de un objeto con respecto al tiempo, 
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el diferencial de distancia recorrida entre el diferencial de tiempo que se tardó en hacerlo. De 

C.'ile modo podemos ver a la velocidad angular como la razón de camhio anxular de posicilfo de 

un objeto que gira a través de e.<re ángulo en un tiempo determinado. Ahora hicn, se puede 

definir el eje de rotación de un cuerpo rígido que girn como la línea de panículas que 

permanecen estacionarias durante la rotación. Usando la representación Dcnavit·Hartenberg, para 

una articulación rotacional dada, su eje de rotación será siempre Z, por lo cual el vector de 

velocidad angular sólo va a tener componente.'i en k. Es claro entonces lJUe si la ankulación es 

prismática su velocidad angular será O. La velocidad angular estará dada por un vector k cuyo 

módulo es, por aniculación, el valor del camhio angular que sufre el eslahón unido a esa 

articulación por unidad de tiempo. Es decir. para cada articulación: 

. d8, 
q,=-¡¡ (2.64) 

donde i indica que aniculación es y el ángulo thera es la variable de anicu,lación. 

Vectorial mente: 

"'1-.' ='1!' (2.65) 

---"-"---'""""-'-'-"-...--'.-.---

La ecuación anterior muestra e1 'vécto-r _qu-e describe la- ~clocidad angular del -eslabón i + /_ 

respecto al eslabón anterior. Si generalizamos para todas las junturns tendremos: 

(2.66) 

donde p. indica el tipo de articulación, será O si es prism<ítka y 1 si es ro1acion:1l. y Res 

·la malriz de rotaciones que nos transforma las coordenadas de un eslabón a otro, de manera que 

la ~elucidad angular que obtenemos es total del órgano terminal referida a la hase. Tendremos 

finalmente: 
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(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

entonces de la ecuación (2.63) podemos deducir que: 

(2.70) 

Aunque la velocidad angular sólo se afecta por las articulaciones rmatorias, al hablar de 

velocidad lineal hay que considerar amhas articulaciones. En una articulad6n prismática, Ja 

matriz de roraciones es independiente al despla111micntu prismático. Es decir.Res independiente 

de la variahle de aniculaci6n q .. 

Por lo tanto, para conocer la vclocu.lad lineal del cslc1hón i-ésimo se cstahlcce un vector 

d que representa el desplazamiento. dirccci('in y sentido, del cslahón en cuestión. La variable de 

articulación es el rnmaño de la componente de dicho vector en k, que siguiendo la representación 

Dcnavit-Hartcnbcrg es el eje de dcspluamicnto de la articulación prismática. z. Este vector 

puede tener componente i. pues si existe alguna diícrencia entre los ~jes z.., y z.. entonces existirá 

el parámetro ai, que al ser la trJslacil~O efectuada sobre xi. representa la distancia entre los ejes 

z medida sobre x. Sin embargo. al cscrihir: 
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nos damos cuenta de que la componente i es constante pues: la aniculaciun es prism;hica 

y Res constante •. Y a por definición también lo es. Por lo tanto, al deriv'ar (2.71):, 

(2.72) 

Otra vez, y respetando la nomenclatura, la velocidad lineal de un eslahón li~:nlo a una 

aniculación prism;Hica C!i un vector que sólo tiene componentes en el eje de dcspla:rnmicnto que 

en la representación Denavit-Hanenherg es Z, y cuyo módulo es el valor del camhio de l;i 

variable de aniculación con respecto al tiempo. Sin embargo, al igual que con la velocidad . 

angular, la velocidad total del eslabón i-ésimo desde el origen del marco base de referencia se 

compone de la suma de las velocidades de cada uno de los eslabones visto indepcndienlemcnte 

desde ese origen. Como la ecuación (2. 72) se refiere al marco local de referencia, hasta usar la 

matriz de rotaciones: 

(2.73) 

Así, similarmcnle a la velocidad angular en la ecuación (2.66) ; la velocidad lineal es: 

(2.74) 

Siguiendo la misma nomenclatura que nos llevó a la ecuación (2.69): 

(2.75}-

de manera que para articulaciones prismdticas. comparando los elementos de la ecuación 

(2.74) con los de la ecuación (2.62) y tomando en cuenta la ecuación (2.75) tendremos 
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fimtlmemc~ para el eslah6n i·ésimo: 

J.,""z,_, (2.76) 

Si_n cm_b'argo~ para las articulaciones rot;1cinnales no pasa Jo mismo. Exbtcn tres vecwreS

relacion~dos:· El vector desplazamiento t¡uc panc del origen dc1 marco Pase de referencia -~aci_a 

el oñ&e~ -étCI sisfema local de la úJtima articulación anali7.éH.hl, la i-ésíma articulaci~n (e~ éStC-ca~~ 
~º!¡toria), - el vector· desplaz.amiento que pane también desde el orfgen del marco base ·de ' 

refCrcncia pero que va hacia eJ punto de aplicación del órgano terminal. y finalmente er~e;ctor. 

desplaz.:amienfo que Vil desde e1 sistema local de referencia al punto de aplicación. Se tíen_e. 

ento~ces _la siguiente relación vectorial: 

'(2.77) 

La matriz de rotaciones está presente para transformar las coordenadas locales al sistema 

base (los otros dos vectores ya están referidos a ese sistema). 

tina vez más veremos solamente el efecto en la articulación en cuestión (los jacobianos 

obtenidos hasta el momento son por artic11/ación)~ y entonces tanto Ja matriz de rotaciones como 

el vector que va desde eJ origen hasta la articulación, son constantes. Para poder obtener el 

cambio de desplazamiento de esa articulación con respecto al tiempo derivamos (2.77) con las 

consideraciones anteriores: 

(2.78) 

La diferencia aquf es que por tratilrse de una articulación rotacional, la variable de 

articulación no interviene en esta ecuación. Sin embargo, como en el producto vectorial entre 

dos vectores~ el vector resultante es ortogonal a ambos factores~ al usar la representación 

Denavit-Hartcnberg, el ~je de roración de la articulación rotacional es perpenducular al eje Xi del 

sistema de referencia i-ésimo~ entonces: 
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(2.79) 

sustituyendo (2:79) en (2.78):··. 

(2.80) 

de (2.77): 

(2.81) 

por lo tanto 

(2.82) 

donde por transformación de coordenadas podemos simplificar usando la ecuación (2.68) 

(2.83) 

y de acuerdo a (2.62). para articulaciones rotatorias: 

(2.84) 

De esta forma, para cada articulación existe una matrizjacobiana representativa. Así pues, 

en (2.61) tenemos que 



.14 

. [J·· ·~o"'"" J. 
~. 
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J 
''n:I (2.85) 

. .... J ... 11-I 

donde n es el número de gmd~s de libertad del manipulador. Es decir, para cada 

articulación se establece un jacohiano que es un vector con 6 clcmcmos, los primeros tres 

rnrresp~mdientes a Ja velocidad lineal (coordenadas xyz) y Jos otros a la velocidad angular 

(coordenadas xyz). Estos vectores representan las columnas de la matriz jacobiana "total" del 

manipulador. Las ;1rticulacil~nes rotalnrias tienen los seis elementos definidos. mientras que en 

las prismáticas los elementos correspondientes a la velocidad angular son cero. Bajo este 

razonamiento, un rohor con dos grados de libertad tendrá una matriz Jacohiana de dos columnas; 

uno de tres grados de liht!rtad, tres columnas; y asf sucesivamente. 

Sin emhargo. de acuerdo a (2.59), se nos presenta un problema: El tamaño de la matriz 

de jacohianos es crítico para la resolución matemática del sb1cma. En ésta matriz, el número de 

renglones es fijo, referente a las velocidades lineal y angular, en tanto que el número de grados 

de libertad puede variar. Esto no presenta un problema en sí pues el vector que representa el 

cambio en las variables de aniculacion con respecto al tiempo es de lama Ha nx 1, coherente 

entonces para la multiplicación matricial, pues en un producto de dos matrices cualesquiera A 

y B, el número de columnas de A dehc ser igual al número de renglones de B, y el resultado se 

reflejará en la cantidad de coordenadas externas que se van a conocer. De cualquier forma, en 

el caso general, si conocemos el valor de cada una de las variahles de articulación conoceremos 

Ja posición y orieniación del órgano terminal. Para conocer la velocidad de desplazamiento tanto 

lineal como angular nos valdremos de Ja matriz de jacobianos J: 

(2.86) 

donde, para articulaciones prismáticas: 
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(2.87) 

y para aniculaciones rotatorias: 

l% x(d '-d H)] 
J

. 1-1 o o ,= z,_. 
(2.HH) 

Lo que hasta ahord se ha podido analizar es lo que se conoce como el prohlema 

cinemdrico directo en la solución analítica de un manipulador robótica. El prohlcma rn;is diffcil 

es el inverso. en el que es necesario preestableccr una trayectoria, una serie de puntos finales o 

coordenadas externas del órgano terminal, para de allf obtener las condiciones de sus 

articulaciones: Posición, Velocidad y Aceleración. Es necesario entonces resolver el problema 

cinemático inverso. De (2.54): 

q=F'(X,) (2.89) 

El verdadero problema es matemático. Si bien ya se conocen las crnaciones necesarias 

para la solución del problema directo. éstas implican funciones trigonométricas no lineales que 

hacen que las .c;oluciones a los sistemas de ecuaciones no sean únicas y sea necesario recurri_r a 

Jos .métodos numéricos. Cuando los sistemas de ecuaciones son lo sulicicntcmen1c simples como 

para llegar a una solución analftica, el método de solución siempre es único y es imposihle llegar 

a un procedimiento general. No obstante, aplicando el método numérico nrns sencillo, el método 

de Newton, se puede llegar a una solución cuya exactitud dependerá de la resolución de las 

itcrnciuncs hechas. El método de Newton es un proceso iterativo que consiste en plantear una 

solución inicial, averiguar que tanto satisface a las ecuaciones y volver a efectuar la operacilin 

con el nuevo resultado hasta que el error entre la solución real y la propuesta sea rnfnimo: nulo 

o menor a un valor preestablecido. 
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De este modo, plantea~·d(1 un·~ solución qo ini~iat. 1~··_so1uc~ó.n re.31 q ~c.rá ruíició~>tanto 
del vector dC coordenadas externas Como de éstá. solu~ión: 

Enton~ pl~n_teamos una_ fu_nción d~ 

decir que: 

de coordenadas internas. 

F(q)=F(q 1) +J(q ,)(q-q ,) 

como F(q) es una funci6n de error y nuestro ohjc1ivo c.~ nii11im1i7.Íírla·: 

nula, enronces obreniendo la rnfz q cuando F(q) =O: 

F(q,)+J(q ¡)(q-q ,J=O 

de donde 
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Entone~. sustituyendo jªéc~~~iói(~.91j~~n J~!111in:Os.de ~;: 
. e q~qi"i"'(q,)[Jt:q•f~;¡:~J 

donde se define 

37 

(2.95) 

(2.96)· 

(2.97) 

La diferencia entre las coordenadas externas reales y las obtenidas con la solución 

propuesta q1 nos da una diferencia en coordenadas externas para la iteración k. igual al error que 

se tuvo al elegir esa solución. Dr estt• mo<lo 

(2.98) 

Sin embargo lo que se busca es un proceso iterativo, y si suponemos <1uc la trayectoria 

está dada como una serie de puntos en el espacio muy cercanos uno del otro, se considera que 

la posición actual sirve de "solucil~n propuesta" q, para el punto siguiente en el espacio de la 

trayecroria. obteniendo así no sólo rapidez en el cümpu10. sino tamhién asegurando un camino 

óptimo de un punto a otro de la trayectoria. Si la cercanía entre los puntos es tal que su 

diferencia es menor al error planteado. se puede ohtcncr la solución en una sola iteración: 

(2.99) 

entonces (2.97) se convierte en: 

(2.100) 
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y tinalmeruc: 

(2.101) 

donde k es el punrn lle la trayectoria. Como para cada punto el píl'1<.·esu iterativo se reduce 

a una ileración, entonces cada uno de los puntos en la trayectoria define valores disitintos de las 

coordenadas internas del manipulador. dada la tmycctoria punto a punto del lfrgano terminal. En 

la ecuación (2. 1O1) se entiende que es necesario establecer aparte de esta trayectoria una 

posición inicial de las articul<1ciones del manipulador, con sus variables bien definidas formando 

el vector qn, y llam:1da la posición "de reposo ... En la ecuación (2.100). Xei·1 representa el 

punto de la trayt~i;roria dada correspondiente al vector de coordenadas internas que se va ¡¡ 

calcular en ese punto. 

La trayectoria del órgano terminal está dada discretamcnlc, cslO es, se establecen los 

puntos por donde tiene que pasar, sin embargo no se aclara el camino que deba seguir de un 

punto al otro. Esto carece de importancia por Jo que antes se dijo: Jos puntos están muy cercanos 

unos de otros. La trayectoria del órgano terminal puede ser considerada. entonces, como una 

trayectoria continua. Para cuando los puntos están muy cerca uno del otro: 

X,, =X.(t) (2.102) 

Una función discreta se aproxima a una función continua. Para obtener desde la etapa del 

diseño de la trayectoria, su velocidad y su aceleración. Para la función continua X,(t): 

dX.(tl=X(tl 
tÚ • 

(2.103) 

representa la función que describe el cambio de posición del vector de coordenadas 

externas con respecto al tiempo: la velocidad; y 
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di:,(r) =X (r) 
dr • 

- ·c2.104) 

representa Ja función que describe el cambio de velocidad del vector- de· cOordenadas 

externas con respecto al tiempo: la aceleración. 

Cuando discrclizamos (2. 103) y (2.104) encontramos los vectores de velocidad y 

aceleración, amhos de tamaño 6xl. Es decir, mue.meando ambas funciones pcxlemos volver a 

la ecuación (2.101) con t vectores de velocidad y aceleración. uno para cada punto de la 

trayectoria, donde tes el número de puntos de la misma, y derivándola parn obtener la velocidad 

del vector de coordenadas intem<ts se ohtcndrá: 

(2.105) 

dado que el único elemento variahle es el vector de coordenadas ~xtcmas correspondiente 

a la iteración k + J, dejando a la q1 como constante, pues se obtuvo en la iteración anterior, en 

el punto anterior de la trayectoria. Sin embargo gracias a la discretización de la ecuación (2.104) 

lo único que resta por hacer son simples operaciones matcmática'i. 

De manera semejante. parn ohtencr la aceleración del vector de coordenadas internas 

volv~mos a derivar. Pero ahora la derivación no arr(!ja resultados tan simples. pues 

(2.106) 

Donde la única complicación. reside ~n .establecer b, _dcfin_ido por 

b~.!!..J(q,,,) 
o.·dr.· ... 

(2.107) 
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Siguiendo esta metodología podemos rc.o;olver el prohlem:1· cinemálico inverso de manera 

sencilla. pero existe un último punto que considerar. 

Se ha eslahlecido Ja matriz de jacohianos como un elemento muy impor1ante en la 

resolución del problema, pero el tamaño de esta ma1riz resulta crítico para e.'ite fin. Es decir. para 

que este metodo trabaje es necesario obtener la matriz jacohiana inversa. para que esto suceda 

tenemos que tener una matrizjacobiana cuadrada, seis grados de libertad para tener unjacobiano 

con seis columnas, para estar acorde con los seis renglones, tres de la velocidad angular y tres 

de la velocidad lineal. Si el manipulador con el que trabajamos tiene menos de seis grados de 

lihertad, la solución del problema cinemátko inverso debe realizarse de otra forma. pero si es 

un manipulador redundante se introduce el conccplo de matriz jacobiana pseudoim'ersa. El 

anificio matemático consiste en obligar a la matriz de jacohianos a la cuadrntura: 

(2.108) 

donde J es la matriz jacobiana del manipulador en cuestión siempre y cuando el número 

de grados de li!>cnad sea mayor a seis. 

Pero quir..:f el punto más imponantc a considerar con esta matriz es el que (Odas sus 

columnas y renglones sean linealmente independientes. Cualquier dependencia lineal en sus 

elementos reduciría el rnngu de la matriz. y esta de}aría de tener inversa. Físicamente esto sucede 

cuando el roho1 se Hcerc:1 ;1 un punto inalcanz.<\hle en su espacio de trahajo, para el cual no existe 

comhinación de posiciones de coordenadas internas factihle. A estos puntos se les conoce como 

singularidades. El efecto que csio tiene en la geometría del desplazamiento del rohot es que 

dependiendo de que punw se trdte, al ser un puOlo único. algunos elementos de la matriz de 

transformación van a ser cero. 

Las singularidades se consideran desde el diseño. Estas caen generalmente cuando el braw 
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se ccucntra totalmente estirado, y la solucitfo a e~e nivel consiste en evitar esos puntos en el 

diseño de la trayectoria. 

La totalidad de los cálculos que se han analizado en éste capítulo sirven de base para 

estudiar que es lo que motiva dichos movimientos, cuales fuerw.s intervienen y cuales son las 

variable.-. que hay que considerar. Al igual que en éste capítulo, el enfoque de la Dinámica del 

Manipulador va a ser complclamcntc analítico. Los parámetros de diseño de los que he hahlado 

no se estudian con la idea de armar un manipulador, sino con el fin de comprender 

completamente su funcionamiento para lograr, una vez comprendida la dinámica del sistema, un 

modelo lo suficientemente confiahlc para utilizarlo como planta en mi esquema de control. 



1/1. DINÁMICA 
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El problema que se aborda ahora es el "cómo" y el "por<)ué" el manipulador va a llegar 

a la posición c.1'tipulada. 

Para que el brazo mecánico entre en movimicnro es necesario ~jercer una fucrz.a que 

venza a la inercia que lo mantiene estático. Para cada una de las aniculaciones la siruación es la 

misma: es necesario que cada una tenga Ja fuerz.a suficiente para mover al eslabón 

correspondicnle a la posición deseada. Es decir, ahora que se conocen las coordenadas imcmas 

que corresponden a cicna posición del órgano terminal. es necesario encontrar las fUcrz.as que 

cada una de las articulaciones tiene que ejercer para el efecto~ a este proceso se le denomina 

problema dinámico inverso. 

Para el análisis dinámico del manipulador se usan dos leyes fundamentales de la 

mecánica: 

- A cada acción corresponde una reacción de igual magnitud, pero en sentido contrdrio. 

- En sus dos versiones: 

La razón de cambio del momentum lineal es igual a Ja fuerza total aplicada al 

cuerpo. 

La razón de camhio del momcntum angular es igual al par total aplicado al 

cuerpo. 

Esta última ley se reconoce como la segunda ley de Newton, en sus versiones lineal y 

angular. y la primera lle ellas definiéndola como: 

F=.!!_(mv) 
dt 

(3.1) 

Para las aplicacione.c; de la robótica la ma~ pe~~.a:n~.e .. ~o~~t.~n.t~~.·.·.Y.. co.iíiO I~ 'razón de 

cambio de la velocidad con respecto al tiempo es la aceleraciÓn-·d/I~ p·a~Ícula en cÚ~ti6n, se 
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puede afirmar que; 

(3.2) 

. . 
El princiPio de inoment_um angular establece qiie, como nos indica el tercer punto: 

(3.3) 

donde/ es la matriz de momentos de inercias del manipulador y. al igual que la velocidad 

angular, está tomada alrededor del centro de masa. En el caso angular, ni la matriz de inercias 

ni la velocidad angular son constantes con re~-pccto al tiempo. Esto presenta un problema que en 

el movimiento lineal no se tuvo que considerar: para eliminarle se establece un marco de 

referencia rígidamente atado al eslabón con respecto al cual se valúan tanto la matriz de 

momentos de inercia como la velocidad angular. Amhos pueden referirse después al marco 

correspondiente mediante la matriz de rotación apropiada, esto es: 

Se define corno matriz antisimétrica S a aquella que cumple que 

(3.4) 

si definimos a S(a) cumo 

S(a)=[:, 
-a,. ª• 

o ª'] -a, 

o 
(3.5) 

con las siguientes propiedades: 

1. Para un vector P cualquiera tenemos que:: 
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S(a)p=axp 

2. Sea Runa matriz ortogonal (al igual que las matrices roti~ionai~C. cs.tlldi3~~~). /~n 
a y b dos vectores cualesquiera. entonce.'\; 

R(aXb)=RaXRb 

Juntando estas dos 1~f'··l'·:iedadcs podemos concluir que, de manera general: 

RS(a)RTb=R(axR'b)=(Ra)x(RRTh)=(Ra)xb=S(Ra)b (3.8) 

de donde, finalmente 

RS(a)R' =S(Ra) (3.9) 

sea Runa matriz que denota la orientación de un sistema coordenadO ·u~ido fijámentC.al , 

cuerpo, variante con el tiempo. donde el momento de inercia está representado en.": fonna 

matricial por: 

0 p .. JQ}--

Sin perder de vis1a que para la matriz R su inversa es igual a su l~spué~ta, e~toriccS. 
como R depende del tiempo 

R(t)R'(t)=I (3~ 11) 

se deriva con respecto al tiempo 
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(3.12) 

y se define una matriz S tal que 

(3;13) 

que al transponerla 

(3.14) 

por lo tanto la ecuación (3.12) se pucide leer: 

. (3.15) 

De la expresión (3.15) queda claro que la matriz Ses antisimétriéa; ·Y .por lo tanto 

postmultiplicando por R ambos lados de (3.13) tomando en cuenta la .ccuación(J.11) entonces 

tendremos: 

R(t)•S(t)R(t) (3.16) 

Es válido entonces decir que si S(l) es antisimétrica, cntonce5 pu~e ser representada 

como: 

S(!)=S(t.J(I)) (3.17) 

para un vector único omega(t) que representa a la velocidad angular de un . marco en 

rotación con respecto al marco fijo de referencia en un tiempo l. 

De tal forma que si aplicamos lo anterior a la ecuación (3.13) tendremos: 
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(3.18) 

que representa la velocidad angular del eslabón expresada en un marco t1io de referencia, 

pero el mismo vector expresado en ténninos del sistema local de referencia depende de la matriz 

de rotaciones para ese eslabón: 

t.>o=Rw (3.19) 

y por lo tanto 

(3.20) 

Sabemos también que el momentum angular h está dado por: 

(3.21) 

entonces, junto con (3. 1 O) 

(3.22) 

Al diferenciar (3.22) con I constante se obtiene una exprexión d~ la razón de cambio del 

momcntum angular de tal manera que: 

(3.23) 

De (3. 18) tenemos que 

(3.24) 
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.•. (3.25) 

momentum angular es: 

(3.26) 

finalmente 

(3.27) 

y de (3.3) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

como conse.cucncia 
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"t=IW+<.>x(l<.>) (3.31) 

que es precisamente la ccuñción que resuelve el problema de tener un momento de inercia 

alrededor del centro de masa, obteniendo una ecuación de movimiento angular en términos del 

marco fijo de referencia en el eslabón correspondiente. 

Entonces, con ayuda de (3.31) y (3.2) se establece el comportamiento dinámico del 

manipulador. Empezaré por modelar el i-ésimo cslahón con las ecuaciones mencionadas, 

haciendo un estudio de cuerpo libre de un eslabón, como se muestra en la Fig. 14. 

Para el halancc de fuer7.as: 

(3.32) 

Y para el balance de momentos: 

En la figura tenemos: 

eslabón i-ésimo 

(3.33) 

m. masa del eslabón i-ésimo 

/, matriz de inercia de J, alrededor <le un sistema de coordenadas paralelo al sistema 

i-ésimo. pero cuyo origen está en el centro de masa de t.. 

r .. co vector que va de la unión i-ésima al centro de masa de t.. 

r • .i.ri vector que va de la unión i + l al centro de masa de h. 

n ... 1 vector que va de la unión i a la unión i + l. 
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Del halance de fuerzas en. la Fig. 14 según (3.2) y (3.32): 

f(!_l.i.1_.i: 1t.1+m/:,=m¡0d 

d~~de a.:'-~-~J{·a,~~·~~éúih-,d~l"~entr'~:de ma~·-,d~ 11. 

Dinámica 

(3.34) 

De i~~~ fo~i~if~~,~~i..dri'~(~ ;isma fiilura ~segtl~ (3.;l) y (3.J3): ~n un halance 

de momentos:~.:-

(3.35) 

donde 

son respectivamente la aceleración y velocidad angulares del sistema coordenado de 

referencia i-ésimo; (f x r) es el momento causado por una fuerza f alrededor de un punto a una 

distancia r desde el punto de aplicación hasta el punto en cuestión; m1g1 es el término debido a 

la fuerza de gravedad, que no aparece en la ecuación de pares pues se aplica directamente al 

centro de masa. 

Con la idea de iniciar un ·metodo iterativo donde se vayan calculando las fuerzas y pares 

por eslabón para ca<la punto de /.tJ trayectoria del órgano terminal se plantea la siguiente 

ecuación, de (3.34): 

(3.36) 

y para el balance de momentos. también de forma iterativa. de (3.35): 
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(3.37) 

La diferencia en estas ecuaciones es que para poner en marcha el proceso iterativo es 

ncce.~o conocer las fucri.as y los momentos partiendo <le/ ór¡:ano tenninal. Es decir, al hablar 

de momentos y fuerzas los valores iniciales conocidos van a ser los que la "mano" ejerza sobre 

la carga, y como la carga no la estamos tomando en cuenta, parJ un manipulador con n grados 

de libertad el eslabón n+ 1 es inexistente, de tal forma que 

f,. 1=0 (3.38) 

(3.39) 

Tanto en (3.36) como en (3.37) 

i r= n,n-l,n-2,n-3, .... ,1 

En el capítulo anterior se calcularon los vcctore.<; de cooidenadas internas. sus velocidades 

y aceleraciones. Con esta información se calculan tanto la aceleración <lcl.,ccntro de masa del 

eslabón referido como la velocidad y aceleración angulares del marco <le referencia atado a él. 

pero es necesario primero hacer ciertas consideraciones. 

En lo sucesivo, el subíndice o será usado par.i indicar las cantid;u..les referidas a la hase 

del sistema. Se puede inferir que la velocidad angular del eslabón i es igual a la velocidad 

angular del eslahón i-1 más la rotación de Ja articulación i-ésima sobre el marco local de 

referencia: 
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(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

que se define como el eje de rotación de la articulación i exprcSada en el marco de 

referencia i-ésimo. 

Para articulaciones lineales, al no hahcr desplazamiento angular, la rotación de la 

articulación i-ésima vale cero, de tal modo que la ecuación (3.41) se transforma en 

(3.43) 

Ahora bien, con la misma lógica podemos ver que la aceleración angular del eslabón i

ésimo no es sino la derivada de _la velocidad ang~lar del mismo eslahón, que referida a la hase 

del sistema se escribe: 

(3.44) 

donde. al derivar (3.40) 

(3.45) 

y al sustituir (3.45) en (3.44) tomando en cuenta (3.42) finalmente queda 
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(3.46) 

Siguiendo el mismo razonamiento que para (3.43) notamos que para articulaciones 

lineales la aceleración angular sólo depende de la aceleración angular del eslabón anterior, pues 

su aceleración angular es cero. Así pues 

(3.47) 

El siguiente paso es obtener la aceleración lineal tal cual aparece en (3.36). Para esto es 

necesario obtener primero la velocidad del centro de masa del eslabón i-ésimo. Se introduce et 

subíndice ~ para indicar los valores relacionados con el extremo del cslahón en cuestión, de tal 

manera que 

(3.48) 

Esto se explica considerando al punto de aplicación visto desde dos posiciones distintas, 

un vector que va desde el origen del marco base de referencia y otro desde el punto de vista local 

del eslabón. como lo habíamos hecho en la Fig. 9 pero planteándolo en forma real con la 

distancia atrihufda al eslahón, como en la Fig. 10. Se plantea entonce.~ que la relación entre estos 

dos vectores po y p1 es 

Po==Rp,+d (3.49) 

que al diforcnciarla 

(3.50) 

que además. de explicamo~' directamente ·a (3.49) •. at relacionar: los_\ér~i~~~~- ºº'?a un~. 
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podemos inferir que 

(3.51) 

doñde al diferenciar ambos 1ados: 

fi0 -ii=i.:J x.Rp1 +(w xÍlp1) =(W xr) +w x{w xr) (3.52) 

finalmente: 

Po "'(W xr)+w x(c.> xr)+a (3.53) 

Volviendo a la nomenclatura planteada en la Fig. 14 encontramos que (3.53) representa 

la aceleración del centro de masa del eslabón i-ésinlo en la siguiente ecuación: 

(3.54) 

y si ahora definimos 

(3.55) 

(3.56) 

aprovechando que Res onogonal aplicamos la propiedad: 

R(axb)=(Ra)x(Rb) (3.57) 

a (3.56) nos queda: 
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(3.58) 

y para encontrar la aceleración en el extremo del eslabón basta sustitufr el vector r que 

teníamos desde el extremo del eslabón anterior hasta et centro de masa del eslabón en cuestión 

por el vector r que abarca todo el eslabón, de tal manera que, de acuerdo a la notación de la Fig. 

14: 

(3.59) 

Ahora bien, para poder aplicar lo anterior a articulaciones prismáticas de acuerdo a 

(3.51), como p1 está camhiando con respecto a su marco de referencia. entonces la 

diferenciación plasmada en (3.52) se ve modificada. de tal modo que: 

(3.60) 

además podemos definir de (3 .50) 

(3.61) . 

entonces 

!3.62> 

{:,·.: ·::~·:;~.::~· 
:. ~<:; ¡ 

Siguiendo la misma nota~ión q~e al'.obtéri:er,(3~.54).encontrámos qué Ó.62) se puede 
•'') .o''/> 

escribir como 

(3.63) 
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y en consecuencia 

(3.64} 

Con las ecuaciones anteriores se define un algoritmo para encontrar las fuerzas y los pares 

que intervienen. por-aniculación. en el movimiento del manipulador. 

Empezamos con condiciones iniciales: 

w 0 =0 

«o=O 

ªc,o=O 

ª~.o=O 

Empezando con estos datos se inicia un proceso iterativo pam encontrar 

"'• 
o:, 

·~ • ' - - - -, ,: - - ' : . :: -: ¡ - - : : :::. 

desde i= 1 husta i~n. es decir, de man~i-. progrcs·¡~~'dJ~e la posición inicial. 
. . -- .. - ~·. . .,,,;" - ·'-· 

Finalmente se calculan· las _f~C~s·-_,o ·p~~e:s··p~~ ·a~!éulación, ·pero hasándonos en las 

condicionesfi11a/es. es decir 
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Esta vez dc.~dc i = n hasta i = 1 . 

Este algoritmo conforma la herramienta matemática para resolver el prohlcma dinámico 

inverso. pues con lo visto en los capítulos anteriores, dada una posición o traycclOria deseadas 

del manipulador, podemos obtener un vector de fucr7.as gcncrali1.adas para sahcr, de manera 

teórica. cómo y cuánto se necesitan mover los actuadores para llevar al manipulador a la posición 

deseada. Sin cmhargo es necesario tomar en cuenta los efectos causados por las condiciones 

reales, condiciones que hasta ahora no se han considerado. En el próximo capilulo se planteará 

el problema de control con la solución que esta tesis propone, cst.ahlecicndo un sistema de malla 

cerrada para minimizar el error de posición de los actuadores a través de corn..-cciones sohre 

condiciones cinemáticas y dinámicas reales, para optimizar el tjcmpo de operación del rohot. 
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Hasta este punto, hemos logrado que con una trnycctoria, velocidad y aceleración dadas. 

el órgano terminal se posicione en los puntos de la traycccoria moviendo los cslahonc.'i con los 

pares o fuerzas requeridos. Sin cmhargo, en un plano real, esto no va a ocurrir, o por lo menos 

no con la misma precisión que deseamos. 

Se debe entonces conocer la posición real y compararlas con su contraparte planeada. Es 

decir, encontrar la diferencia entre ambas. Para poder corregir este error, o por lo menos 

minimizarlo. es necesario hacer paso a paso esta comparación. A cada movimiento del 

manipulador corresponde un movimiento precstahlccido. y para garantizar que amhos se parezcan 

con la precisión y exactitud rc,1ucridas es necesario un Sistema de Control. 

Es necesario primero identificar los aspectos a considerar en el proceso de control. Por 

una parte esta el prohlema cinemático inverso, considerado en el capílUlo 11, que se encarga de 

la posición del manipulador. Para ohtener información más precisa acerca de los movimientos 

del mismo se estudia la din;imica involucrada por un proceso dinámico inver:m (capítulo 111) para 

dclerminar con mayor cxac1in1d las causas de un posible comportamiento de la planta. 

Es decir, lo que se cs1<1 manejando son niveles de información. donde el control hásico 

involucra únicamente la infonrnH:ión há!<.ica, en cs1c caso hi informach'm de posich'in. y conforme 

la aplicación Jo requiera en una rcl:1ción costo·hcneficio, se puede ir complicando para 

incrementar la precisión en Ja respuc!lta, de manera que si a esa información hásica se le aumcnla 

la información acerca de fa masa de los cslahnncs. momentos lle inercia. etc . que modifican esa 

posición calculada, entonce!\ se 1endría mayor precisión en fa predicción del resultado. 

Tradicionalmente no es costcahle ir mas allá y se plantea directamente un control directo sohrc 

las variables de articulación. Lo quc va a decir que prnfundid:1d de control se aplique siempre 

va a ser Ja precisión que se requiera en el uso práctico del manipulador. 

Sin cmhargo para ohtcner los mejores resultados es necesario plantear dos niveles de 
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control, esto es, ver el rohot que se va a controlar tanto como una sola planta como un conjunto 

de n plantas donde n es el número de articulaciones del manipulador. De aquí el nomhrc de 

Control Distrihuído, porque vamos a repartir la responsahilidad del controlador en cada una de 

la!i articulaciones proponiendo un control en paralelo para ellas micntr.is se sigue cstahlccicndo 

un control general sohrc la planta. Lo que realmente va a suceder es que el control más periódico 

de cada una de las articulacióncs va a ayudar a un control menos frecuente del sistema global 

a precisar los resultados sin cargar con el trabajo matemático que, como ya hemos visto en los 

capítulos anteriores, los problemas cinemático y dinámico inversos suponen. 

Se plantea a continuación un sistema global de control del robot vi~1o como una planta 

única con parametros inherente.<; a ella. Dcspucs agregará el sistema de control secundario .mbrr 

el sistema de control general parn establecer finalmente el sistema distribu(do de control, 

explicando cual es la itcracción entre los dos y las ventajas que el esquema puede llegar a 

ofrecer. 

En los capítulos anteriores, al hablar de la cinemática del manipulador, encontramos una 

matriz que describe la orientación y posición del órgano terminal. a la cual llamaremos 

simplemente A. 

(4.1) 

donde Res ta matriz de rotación ortogonal que nos dcscrihe ta orientación y d C,"i el ycc;tor_ 

de coordenadas externas que nos define la posición. 

Así pues. podemos descomponer a A en cuatro vectores: 

A• [n~!- s~) -~~)··]--~~)] (4.2) 

donde n. s y a son los vectores unitarios de la rotación, respectivamente: Vector normal, 

de deslizamiento y de acercamiento, y son equivalentes con los ángulos de Euler de giro. 
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elevación y acercamiento. 

Dado que los ángulos de Euler definen 

a R como una composición de rotaciones 

sucesivas alrededor de los ejes principales Xo, 

yo, 2JJ , una rotación alrededor xo, luego una 

rotación alrededor de yo para finalizar con la 

última rotación 

respectivamente por 

sobre 7.IJ, definidas 

podemos definir a los tres vectores n, s, y a 

como ortonormalcs. y aplicando la regla de la 

mano derecha (Fig. 15): 

sz:::.axn 
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(4.3) 

El vector restante, p(l) es el vector de posición, o sea las coordenadas x,y.z que definen 

el lugar en el marco hase de referencia donde se encuentra el órgano terminal. 

El error que puc<lc existir en los movimientos del manipulador es simplCmente la 

diferencia existente entre los valores deseados con los valores reales de orientación y posición. 

Así, teniendo una matriz de valores preestablecidos, valores deseados, .Ao1: 

A Jn, S, ª• p~ 
'lo o o ij 

(4.4) 

fonnada con los valores calculados, entonces el error de posición se define como: 
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. . 
El error de orientación se ve como una diferencia an.gular._entre)~'~ -~~ior~:."· S;_~. _Y_' 

tos veclores dcsC3dos RJ, s.i, ad, de acuerdo a la Fig. 16, la cual muestra ~~amCn~e a· los veCtores 

n y O&, pues debido a la relación existente 

entre ~1os vectores y el resto de acuerdo a 

(4.3), encontramos que la misma diferencia 

angular existe con todos los demás. 

Puede verse que el error se dihuja de 

forma tal que el vector r representa el ~je 

alrededor del cual gira el sistema n, s. a 

cuando existe error de orientación. 

" 
De esta manera podemos apreciar un distanciamiento angular, por vector, en términos del 

alineamiento de sus ejes. Sin embargo es importante señalar que en cualquier caso el punto de 

partida de amhos vectores es el mismo, es decir. tos dos parten del mismo origen en el mismo 

marco hase de referencia. 

1 nj,t0 ) , S.f.tol , ajt0 ) H n(r0 ) , s(r0 ) , a(r0) ) (4.6) 

donde tu es el tiempo de inicio del movimiento. 

Otra vez guiándonos por la Fig. 16 podemos definir el error de orientación. siendo éste 

muy pequeño como: 

La re.litricdón en el rango angular se_iustifica por la anticipación de un error pequeño para 

cada l, pues los torques van a ser calculados con una frecuencia mayor (5 o mas veces) a la 
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-AhÓra -bi~~-: Si :~~p-f~~os · a-l -~~to~~-~ -Co_mo: 

-2'<q>(t)<2: 
2 .. 2. 

n ,=eQ.n =[/cosq> ~;..,.r(l -cosq>) +QSenq>]n 

donde: 

r fl 
y 

con Q como matriz antisimétrica. 
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(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

Si además notamos que ~ y a4 coinciden con s y a respectivamente cuando 04· coinc;itl~ 

con n gracias a la rotaci<Sñ, i.!ntonces se puede generalizar: 

1 "" sd ª" )=~º" [ n s a 1 (4. 11i 

donde n. s, y a son mutuamente onogonales y In sal es no singular, de tal manera que: 

(4.12) 

Por otro lado, si definimos 

Podemos comhinar (4.13) con (4.8) para ohtener 
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(4.13) 

(4.14) 

Como Jos vectores n. s. y a son ortogonales entre sf, al recordar la definición del 

producto vectorial o producto cruz de dos vectores encontramos que el vector resultante de esta 

operación es un vector nonnal al plano descrito por los dos vectores multiplicados. Sin embargo 

estos vectores son unitarios, módulo igual a l. y entonces comhinando (4.12) y (4.13) 

deducimos que: 

¡P,2-P23] 
Pn-P31 = (nxnd) + (sxsd) 

P21-P12 

(4.15) 

Entonces, igualando (4.15) 

(4.16) 

de (4.7): 

. (4.18) 

que es la expresión que nos permite calcular directamente el error de orientación con las 

coordenadas deseadas y reales del órgano terminal. 
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cal que: 

(4.19) 

(4.20) 

donde (4.19) nos define la velocidad y (4.20) la aceleración del veclor de coordenadas 

externas. 

Ahora bien. este control de malla cerrada se hasa en la idea de reducir los errores de 

posición y orientación del órgano terminal a cero. Como habíamos dicho antes, si la trayectoria 

del manipulador está planeada, entonces se conocen los valores para la posición de..c.;cada X..i así 

como su velocidad y su aceleración con respecto al marco hase de referencia en todos los puntos 

de esa trayectoria, de manera que para reducir el error de posición es necesario aplicar torques 

y fuerzas de corrección al manipulador de manera que se satisfaga 

i,(t) = X,}'l + K11X,}')-X,Ct)J + K,IX,,(tl-X,] (4.21) 

donde K1 y K.J son constantes escalares. 

Si K1 y K2 se escogen para que el polinomio característico de (4.21) tenga partes reales 

negativas. entonces podemos asegurar una convergencia asintótica del error de Jl,OSicidn del 

órgano terminal. E.\iO se ve más claro si la reescrihimos como: 

d' (X -X ) + K,!!.cx -X' ' K,(X.J-x. ' = o 
de' '• ' dt '• " • " 

(4.22) 

donde 
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(4.23) 

e.'i el error de posición. 

Si ahora nos ocupamos de las velocidades angulares. encontramos que para una trayectoria 

planeada el valor de Ja velocidad angular deseada es conocido, entonces. de acuerdo a (4. 7) el 

error de orientación se corrige si el órgano terminal es rotado thcta radianes alrededor de r, y 

por lo tanto la velocidad angular real llega a tener la misma dirección que c.. para satisfacer: 

.;,(r) • -.;,¡.r) • K 1(c.>j.t)-c.>(t)] + K,•.<t) 

Visto de manera generalizada: 

de (4.25) y (4.26) q~édarfa: 

v, =[:J 

~j::] 

.;;·:: ; ;;!:; ~ ' 
-v~~. y/"::·::,~1~Yd:~:~ ~~~:l!_l!.:.~ 

Gcncrati~~lñdO· {~(20r~;¡·~};;~s~:~:'.·i~t~:,~:~;T~-,~7::~ 
'" <' \:~, ., ·., ·: ~ '·,:·~· 

. . :;~:? ;iXt:~'.J{;EJ;¡ • · 
que se p~~e r~c~Í~~~~.:~;~;~~·~· ~-,\ 

.. ii ·-r'rv~j;¡1 

y al sustituir (~:2~) dn ci.49j ,;lltencmos: 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 
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(4.30) 

(4.31)-

(4.32) 

y al sustit~jd~.j2) :~ (4.30) obÍ~n~;,,~s finalmente: 

(4.33) 

Esta ecuacil~n es la que nos sirve como hase para el algoritmo de control J!.lohal malla 

cerrada descrito en diagrama de hloque.'i en la fíg. 17. Las constantes K1 y Ki son parámetros 

asignados. variahlcs según condiciones externas al sistema por medio de polcncil'imctros o 

cualquier otro elemento de control manual. El vector e.Je coordenadas externas c.Jcsc.<1c.Jo. su 

velocidad y acelcracil'in, son entradas conocidas. en tanto que el vector de comdcnadas internas 

real, su velocidad y aceleración, se conocen gracia'! a instrumentos como dccodilkallorcs tlptict1". 

tacómctros o nialquicr otro mecanismo de mcllición. pero esto no es importante en nuestro 

estudio. Conm:iem.Jo las coon.Jcnadas mtema~. Jo" vt'l."lorc~ Lle oricntaciün n. s y a ~e rm:dt.:'n 

conocer. asi como el vector de posicitln p. De 

este modo ohlt·ncmn' tanto la matri1. de 

jacohiano~ nimo la matnz de transformaruh1 

lineal A rc;1I. lJUl' al <.:ompararla con la malriz 

A c.Jcsc;1da. t:alrulalla a partir de los 

parámetros de trnycf.:'tornt planeada. nos d:t el 

vccmr e.Je error H . Ohtcncmns cn1nnccs la 

acclcracicln dL· t:tmrdcnada~ internas con 

(4.33) que junto con los valores nhtcnido~ 
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por mcdicilln directa constituyen la cnlrnda al mcmdo Ncwton-Eulcr para resolver· el prohtcmu 

dinámico inverso. y uhtcncr asf finalmente el vector de fuerzas gcncrali7.adas que va a mover los 

csl:ihoncs para llevar al órgano termimtl a Ja posición C.'ltipulada. 

Sin embargo la carga de traha_jo del proceso de control es demasiado grande. El 

algoritmo de control es preciso. pero se puede optimi7 .. ar si ahora dividimos la planta en n 

entidades independientes, cada una de ellas respondiendo a la entrada vccwrial del sistema glohal 

con el vector de fuerzas gcnernli7AJdas y realimcmada localmente por medio de sensores en la 

planta. Entonces, si tomamos la planta y la rcalimcnlamos localmente en paralelo con el sb1ema 

general scglín la Fig. 18. tendremos n sistem<ts locales de co111rol donde n es el número de 

anicu1<1ciones, número de grJdos <le lihertad. 

Cada una de las aniculacioncs esta asociada a un sistema h;ísico <le control realimentado 

que solo consla de un controlador. un sensor. y la planta (Fig, 19). El sensor monitorea el estado 

de la aniculaci{~n. que es la planlll de cada uno de Jos sistcoms locales de control. Esta 

información pasa al controlador parn luego amplificarse, añadirse a las pcrturhaciones e 

introducir la nueva información a la planla. Las perturbaciones en C!-.1C esquema distribuido son 

las in1cran:-iones con las demás articulaciones 

y sus actuadores. 

El ohjetivo de diseño en esta estructura 

hásica de control realimentado con una sola 

cnmuht y una sola salida es csco!!er al 

control<tdor de tal manera que la sahda de l<t 

planta siga una salida ideal. dada por una 

señal de rcforcncia. Sin cmhetrgo la señal de 

control n11 es la únic<t cntrJda del sistema. 

existen pcnurhacionc!i, que no son \ino 

en mufa-. fucrn dt~ nucMro control. 

tj 

{jUC tamhién influyen en la salida del sistema. Así pues: el con1roladnr Uchc estar discilado de 
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modo que los cféctus que las-p(:rtllrhaciúílcs tCngan en Ú1Jmlid8.sean'm(nimos .. Si esto se logra. 

se dice que la planta ·rechaza" -CStas- señ31Cs'.· T~nui·.~1 Sé~~imic~·io·de:·,a-·~cfia1 de rCfc¡cnciiú.:C.m1• 

el rechazo de perturbaciones dehcn ser loS objetivos cen~Jlcs de cualquier metodología de 

comrol. 

El controlador Proporcional-lntegrnl~ Derivativo (PJD) es ideal tanto por su capacidad para 

re.chazar perturbaciones como por su facilidad para conseguirlo, siendo el más común de los 

disponibles comercialmente. En la Fig. 18 se muestran unos pequeños hloqucs denotados PIDn. 

rcfirendose a este Lipa de controlador según el esquema básico de la Fig. 19, en tanto que las 

aniculadoncs del robot estan denotadas por J11. rclircndosc a la planta del sistema hásico de 

control de la misma figura. La entrada al sistema es un vector de fuerzas gcncraliz.adus con n 

elementos (n = Nº de articulaciones). cad<t uno de ellos correspondiente a un si~tcma de control 

independiente. Cada uno de estos sistemas de control esta controlado por un procesador 

imlcpcndiente a los demás, y la comunicaciOn 

entre ellos se puede lograr con una red de 

información. 

La idea básica es que al estar 

manejando dos niveles de control se eviten 

operaciones matemáticas y la carga de trahajo 

en el procesador central no sea demasiada. E~ 

decir. si de.iaranms el control en un nivel 

glohal. al definir la cantidad de opcraciunc~ o 
r., •• ,,....,.,.,.. nuK•olo •~ ,,~~-• ... ~,_..,_.,., 

procesos que globalmente ~t· tienen tJUL' hacer como P1: • y tiue se rcafü.an un determinado 

número de veces por unidad de tiempo, es dec.·ir. ron una lh .. -cuencia f~:. cmonccs tcndríamo.~ la. 

carga de trahajo definida r(Jr la ecual"i1ln. 

(4.34) 

Como se ha planteado en los prímcros tres capítulos, la carga de trahajo J"11 es muy grand~. 
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ucslO que 1;1 cantidad de opcrndoncs a rcali1.ar Pr. es muy grande, aparte c..lc «.¡uc al contar 

solamente con un control glot1al 1cndria <1uc reali?.arsc con la mayor frecuencia posihlc (fr. muy 

gmndc) para hacer uso de las ventajas que en precisión ofrece la metndologfa de control. 

Sin embargo. al tener un sistema de control paralelo di!<lirihuido tendríamos, por una 

menor cantidad de operaciones a rcaliur por articulación para el control local que aparte se 

rcali1.a al mismo tiempo que las demás aniculaciones. y coordinado por el sistema de control 

global. La frecuencia con la que el sistema de control distribuido debe trabajar tiene que ser 

mayor a la frccucnci<t con la que trabaje el sistema glohal. de lal molhl que como todas los 

sistemas locales de las articulaciones trahajan al mismo tiempo con procesadores distintos como 

sistemas monnvariablcs rc:ili1,ando un mfnimo de operaciones por la simplicidad del sistema de 

control, cnionces este mímcro de pr{lccsos P ... va a ser mucho menor que Pr. Asf pues. 

encontramos que al eferluar este proceso distrihufdo con una frecuencia f,,. mayor a I~ 

manteniendo a T ... bastante menor ;1 Te. se puede entonces plante.ar una frecuencia muy pequeña 

para el sistema glohal. facilitando el trahajo al proces:.idor cenlral. que va a realizar la mism;1 

cantidad de operaciones. pero con menor frccucnciiJ. en tanto que el sistema distrihufdo va a 

funcionar con una frecuencia bastante mayor. pero trahajamlo ron un número menor de 

opcr..icioncs. Se plantean dos frecuencias: Um1 de opcrnción normal llcl sistema de control, f 1 que 

es muy grande y es la necesaria para mantener los datos del manipulador actualizados de manera 

satisfactoria; y una ma~ lenta. una frecuencia de supervisión de la frecuencia de operación f!. 

Usando unicamcntc el si'itema glohal. la frecucnci;t de opcracilln tcndria que ser f1 , con una 

carga de trahajo muy pesada en el prorcsador central. En d sislenw distnhuído, la frecuencia 

de operaci<~n f1 estaría destinalla a Jrn, \is1cmas de control PID por anicul;1c1ón, en tanlo que el 

sistema glohal 1rahajarú1 :.1 una frccucnci;.1 f,. La idea es t.¡uc ~e cumpl:1 que: 

(4.35) 

Asf acoplado al sistema global el sistema di~trihuido trahaj:i l'omo una serie de sislemas 

mnnovariahlcs con una sola entr:u.Ja y una sola salida, donde la entrada al sistema es el elemento 

dd vector de füer7..as gencraliZ<td<ts currespom.lientes a la aniculacidn en cuestión según (3.38) 

y (3.39). La planta del sistema esta definida por aniculación. y se refiere al elemento de control 
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<.¡m! es el motor que mueve al eslahón asociad<.1 a la articulación y a la carga Correspondiente del 

manipulador. 

La razón del uso de uno u otro tipo de controlador para los sistemas monovariahles que 

confonnan el sistema distribuido se hasan principalmente en la búsqueda de un dispositivo de 

ajuste para que el sistema se comporte según especificaciones dadas. El dispositivo en cuestión 

debe satisfacer algún criterio de diseño (lugar de las raíces, respuesta en frecuencia, tiempo, 

etc.). En la pr.ictica no siempre es posihle encontrar o construir el dispositivo 4uc satisfaga las 

necesidades de un sistema dado, sino que se tr.tta de acoplar lo ya cxistenic para aharnlar costos 

en la implementación de un diseño dado. Es por esto que comcrci:1lmcnlt' ya existen 

controladores con diversas cspecilicaciones, dependiendo de su utili7..ación. Es importante definir 

el uso de un compensador PID pues esto facilita la etapa de diseño limi1ando las posihilitlades 

a una sola función de transferencia compensadora. 

La función de transferencia de un compensador PID cs. con sus constantes proporcional 

<Krl• derivativa (Ko) e inlcgral (K.). 

(4.36) 

En el siguiente capítulo se p1anlcaran Jos algoritmos de control parc1 el sistema de hloqucs 

dd sistema global de control. pero no se dche perder de vista que no existe ninguna t'l1mplid1ci<\ri 

al sintetizar el sislcma local de control monovariahle en una computadora. quedando como único 

prohlema a resolver el de las comunicaciones entre las distintas compuiadoras. rcn 1 4uc como 

ya dije antes, un sistema en red puede encargarse de ello. 
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mA 
SAUR. 

Hasla ahora se han údiniúo méh11..lol> ~cncralcs para el corllml de manipulac.Jorcs 

mecánicos. Se han definido lo~ proceso?-. que intervienen en el diagrama de control (í-ig. 17). 

pero el oQ.iclivo real de todo cs1c análisis no es solamcn1c ohlcncr una IOrmula hase de un 

sistema, sino el definir un sistema físico que pueda ser proccS<Jdo de una manera óptima. parn 

agilizar el tiempo de respuesta de la planta, el rohot. 

Como se planteó en Ja introducción, se trata de que los pesados cálculos vistos en Jos 

capítulos U y JU puedan ser realizados por varios procesadores a la vez. A esta enfoque de 

control se Je conoce como disrrihuido porque las tareas 4ue tradicionalmente estarían a car~o de 

un solo procesador, se disrrihuycn en varios para acelerar Ja ohrención del resultado. 

De acuerdo al diagrnma de hluqucs de la Fig. 17, la entrada al sislema es el vector de 

coordenadas externas para el punw de la trayectoriu previamente concchida. Es decir. la entrada 

básica al sistema es el conjunto de vectores de coordenadas cx1cmas que definen la traycctoría 

del manipulador, de tal manera que se puede oblcner con base en dicha trayectoria la velocidad 

y aceleración deseadas. Para hacer esto es necesario dar al sistema una definici<in complcia de 

la planta a controlar, es decir, proporcionar para c;ida una de la.o.; articulaciones del rohol el tipo 

de articulación y los parJmcrros de Denavit-Hanenhcrg que vimos en el capítulo 11. el número 

de grados de libertad, y el mímcro de puntm a com.iderar en la trayeclOria, así como el vector 

de coordenadas internas en estado de reposo del rnhot. 

BLOQUE! 

DEJ'JNJCIÓN DEL ROllOT 

K a Número de puntos de la trayectoria 

11 A NUmero de Krados de libenad 
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Para c3da Articulación: 

Para i = 1, ~. 3, ... ·_i, ..• n 

~. • · 1lpo de Juntura 
· -{~ -= -1 rotatoria 

1;1 = O prismática 

-Parámetros de Denavit-Hartenbcrg 

~I A .C/istancia entre Z¡ y Z,_1 medido sobre X¡ 

d, .Q d~anci¡,· ~ntre º1-1 y el punto de intersección entre x, y z,_, medido sobre z,_. 

«1_ A dngulo entre Z1 y Zi-t medido en el plano normal a X, 

01 A ángulo entre X1 y X,. 1 medido en el plano nonnal a z,. 1 

Condiciones Iniciales o de H.cposo 
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Vc('Ulr de Coordenndas internas de.~eado: 

Para k = O, 1, 2, 3, .... K : 

Y, 

x--·-.-= ~1 
t¡. $~ 

e, 
el>, 

81 

Según lo expuesto en los capfmlos anteriores, para poder encontrar de manera direc_ta el 

vector de fuerzas generaliudas necesario parn mover los actuadores del manipulador a panir de 

una trayectoria dada, es necesario resolver primero el prohlema cincmútini inverso para encontrar 

el vector de coordenadas internas para cada punto de la trayectoria 

De acuerdo a (2.101) la solución al prohlcma dncmúti('o inverso se realiza por medio 

de una aproximación hasada en el método de Newton empezando 1..·on fas condiciones iniciales 

dadas en el Bloque 1 de definicit)n del manipulador y el primer punto de la traycc10ria diseñada. 

Como rc4uisito para que cst1..· método traha_ic e!-. ahsolutamcnll' ne1..esario que Ja distancia 

entre lm puntos de l:t trnycl'toria sea muy pequefia. pues nm c~ta nin<ltc:idn cstahlcccmos que 

el método converge en una !-.ola itcraciün y que la diferencia de po\il.:1dn entre un punto y otro 

de la trJycctnria cs. aunque muy pequeño. suficiente para garanti7..<1r un error menor durante la 

apliraci<'in del métmh1 de nmvcrgcncaa de Newton. for1..ando ít!<.Í a un ~cguimicnto eficiente de 

la trayectoria. De este modo usamo\ la diferencia existente entre el vector de coordenadas 

externas ohtcnido por me<l10 de la soluciün del prohlema cinemático directo y el vecmr, de 

coordenadas externas correspondiente al punto que le sigue en la 1rnycctoria. Con esto nos 
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ahorramos en notación un subíndice indicando el número de iterdción en el método de Newton. 

En una primern iteración, tendríamos: 

(5.1) 

Es claro entonces que de aquí el proceso es directo hasta la convergencia que define la 

posición del órgano terminal para todo punto de la trayectoria k. Sin embargo tenemos que hallar 

la matriz de jacobianos (J(qt)) invcnida para resolver el problema cinemático inverso. En el 

bloque con el que se define la operación para obtener la matriz de jacobianos nos basamos en 

valores de la matriz de transformación, es por eso que primero debemos obtener dicha matriz 

por medio de la solución del prohlema cinemático directo, y que además utili1.aremos en otros 

bloques. 

Las ecuaciones (2.24) a la (2.32) nos dan los términos corre~;pondientes a la matriz de 

rotaciones de acuerdo a (2.18), utilizando las tres coordenadas cxtemac;; de orientación, en tanto 

que las tres coordenadas externas de posición nos dan directamente el vector d. 

BLOQUE 11 

PROBLEMA CINEMÁTICO DIRECTO 

OBTENCIÓN DE LA MATRIZ DE TRANSFORMACIÓN DESEADA 

DadO. un vector de coordenadas externas x. para cada punto de la trayectoria, de tal 

forma que: 

XElnJ A Elemento n-ésimo dd vector de coordenadas externas X~ 

y basados en que para cada articulación i se genera una matriz de transformación de 

coordenadas A. 11 ( i): 
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[

D[i][IJ(I] AD[iJ[IJ[2) AD[ij[l][3) AD[r1[11[4)] 

AD(r1[2)[1] AD[1][2)[2) AD[r][2)[3] AD[i](2][4) 

AD[il " AD[r][3][1] AD[ij[3][2] AD[r1[3][3] AD[r][3][4) 

AD[r][4)[1] AD[i)[4)[2] AD[r1[4)[3] AD[i](4][4J 

8.l 

Como notación, vamos a indicar la transformación de las coordenadas de la articulación 

(i· 1) a la articulación (i) con un solo índice, pues las matrices van a ser acumulativas, esto es, 

al indicar la matriz de tr.insformación AD(i) nos estarnos refiriendo a la composición úe 

transformaciones desde la base hasta la articulación i·ésima, de acuerdo a (2.17) de manera que: 

donde, para referirme a la matnz completa de transformación desde la base hasta el 

órgano terminal: 

AD A Matriz de Transformación obtt!nida a panir de valores deseados A n 

y como notación adicional: 

i ll. ~ de Aniculacidn en el manipulador 

Q[i) aElemento del vector de coordenadas internas para la aniculacidn i-ésima q
1 

FQ .a Vector de coorderuu:Jas cxtcrll.LlS en función de q j{q) 

Por medio de la rcpresenl.acil~n de Denavit·Hancnhcrg encontramos, hasados en una serie 

de movimientos prcc.'itahlccidos, que la cstructum de e~tis matrices es fija y dependiendo del tipo 

de aniculación se trata de (2.20) o (2.21 ). 

La composicil~n de rotaciones no es sino la multiplicación de estas matrices dependiendo 

del tipo de articulación, y a travcs de c~1.as multiplicaciones encontramos la matriz A deseada 

hasados en el vector de coordenadas externas correspondiente al punto de la trayectoria. 
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Las funciones que componen la matriz de transformación tienen como vari<1hlc a algún 

parJmctro de Ucnavil-Hartenhcrg, y como son funciones no lineales es necesario recurrir a algún 

melado numérico para obrcncr estas variables. que en conjunto componen al vector de 

coordenadas internas. Sin embargo al efectuar la solución al problema cincm•ilico directo dado 

un vector de coordcnadao:; internas, la obtención del vector de coordenadas cxtcma'i 

correspondiente no tiene ningúna complicación. 

Para un vector de coordenadao; internas q. al resolver el problema cinemático direclO 

encotramos un vector de coordenadas externas f(q) cuyos primeros tres primeros elementos 

corresponden a la posiciün, las coordenadas x, y, z del órgano terminal, y están dados por: 

for(mo-.;.(; m==3; m+·q 

FQfmf " ADfmlf4f 

donde m identifica al elemento del vcclor FQ 

Para obtener los tres elementos restantes, de acuerdo a (2.37): 

l'Qf4f = ATAN(AD(21flf/AD(llflf) 

de •cuerdo a (2.45): 

FQJ51 = ATAN(- ADfJlf l f /(ADf l lf 11•co~(l'Qf4f)-ADJ211 lf*SIN(FQf4f))) 

finalmente. de acuerdo a (2.53): 

l'Qlbf = ATAN((ADJ l lf2f*SINÚ'Qf4U'A¡jl21f:!Í~c:;Q~(l'Qf<[f)Ji 
(AD12,,2,~e:ü;,;,;ol~í:~¡;,7,í;,~5¡·N<FQl41»>;· · 

1·''·;,.--.;.;.-···-_.-_·· .. ;: :>-•• ;<.: ... 

. :·:: . . . 

Es necesario ahora encontrar_ ún algoril¡t·t~ ct1éaz llUC_ nos permita ohtcnc~ la matriz de 

Jacohianos tal y como lo im.liéamo~-·~-n e! ·c~'p¡;~Ío.11·., -~cg~:~ _(2~90). 

.. . 

La matriz de Jacohianos tiene como clénicntos los .iacuhianos que representan tanto la 
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velocidad línéal como angular de cada uno de los eslalloncs, por juntura. Así pues, si el rohot 

tiene 6 junturas, tiene 6 grados de libertad y la matriz. <le ,iacnhianos tiene 6 columnas. Posee 6 

renglones siempre, los primeros tres se refieren a la velocidad lineal y los rcs.tanlcs a la angular. 

Encontramos dos términos a considerar en tos Jacohianos según (2. 91) y (2.92): EJ eje 

de rotación o r:raslación de la. juntura que mueve al eslabón en cuestión y el producto vectorial 

de este eje con (a distancia que marca al eslabón. Afortunadamente es posible hacer una relación 

directa entre estos dos conceptos y los términos obtenidos en el hloque U, de tal manera que 

obtener el algoritmo del Jacohiano es tan solo un rcacomodo de valores ya ohtcnidos. 

BLOQUE 111 

OBTENCIÓN DE LA MATRIZ DE JACOBIANOS 

Notación: 

.f{J](i] A Término j-ésimo del JacObitinO del eslobdn i-isimo J,j 

For ( j= 1 : .í= ,,;3 .:j;t-+): 

JJjilil = ADf31Líl 

.FoL(..f =4-:·í ==.6.·: ff ~.¡::-¡ 
Jl.illil =o. 

For(j=I :j==3 ;j++) 

=o 

ARnlílfjl =· ADl211.il • cos (allill - ADf31f.il • sin {alfíll 
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Al'nlil "'ADJ11141 + alil. 

llillil ":' l\Pnfil • _ARnlíltil • ADfllljf • ARnl(ll41 

For(j=4 ;j==6;j++) 

Jfjllif = ADl(j-3>1lil 

Algoritmos 

La matriz de Jacobianos por sf sola no es de interés para el sistema de control. Para que 

pueda ser util C..'i necesario invertirla y derivarla, según el diagrama de bloques de la Fig. 17 

hasado en (4.33). 

La inversión de la matriz se realiza con cualquier algoritmo ( a veces de librería ) creado 

para este clCcto. sin embargo el truco reside en tener siempre una matriz cuadrada para evitar 

errores. Es importante notar en este punto que aquí es donde la trayectoria puede enseñar sus 

fallas, pues en caso de que algún punto de ésta caiga en una singularidad (capítulo 11). alguna 

columna o renglón se va a eliminar "descuadrando" la matriz, pero esto es problema de 

trayectoria. 

En l'.aso de que no haya singularidades en lit trayectoria y que el manipulador sea de más 

de 6 grados de libertad, tendremos que recurrir a (2.112) para preparar la matriz para la 

inversión. En caso contrario la invcrsit'in ser;í direcla. 

A partu del s1gu1entc bloque lrngu w.o de fum.:1oncs no definidas en este trabajo, funciones 

simples de invcrsitSn, multiplicación y derivacil~n numérica de matrices. El objetivo de la tesis 

es encontrar un algoritmo elkicntc de control. no detallar rutinas que pueden variar dependiendo 

del sistema. y de quien lo aplique. Sm emh;trgo procuro mantenerme dentro del rigor del codigo 

real del lenguaje de programación C en cuanto a sintaxis, pero omitiendo los detalles 

cstructurnlcs del programa como la definición de variahks y la creación de funcione!> C5JlCciales. 



Algoritmos 

BLOQUE IV 

INVERSION DE LA MATRIZ.DE JACOBIANOS 

· n ••Número de grados de libertad 

INVERS(-) -'.a· Rutina normal para la inversión de matrices 

MUL1{ '., ) .a Jllltina para la multiplicación de matrices 

De acuerdo ~.:~~.112) y recordando que la matriz transpuesta se obtiene 

J,/ = JIJ 

if ( n>6 J · · • ·· 

Jlliliil ,:•i>luL'l'.(ÍJillil. INVERS(MULT(JJjllil. JJill.ilJJJ 

else 

~:_;;5·>.- )}.' ?.::~::.·.-.'Y 
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Cuando tenerrios la- mauiz úC'J3Cohi30os"ie'ri'érTioS'uri3'ffiatrii ctiadí-3da.cie-números Íeales. 
< ,,_ ••• ••r •.,_,,•.o'•• - • <'' ' 

Para ohtencr su dcriVada siffiplcincitlC·haY q-~<t3.d~trif·u~'·~1koritJnQ· cXiSl:Cnt.~ p~a· Ía dCrivacilln 

discreta. ~.\: ·~· . ·::?;~ 
'•,¡.·· 

··::;i::· 
:: '_- .. ··:-:·.'" 

.BLO¿~E~• 
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DERIVACION DE LA MATRIZ DE JACOBIANOS 

Notación: 

JDIJ][if a Término j-t!si~o .-d~-:ia -~~~··:,~e -c~:c~bianos -ci;~;:Ja. -~j: e;wtdn ,i-ésimo 

--.. ---::,s;;~ .. ~-:'~~ -·., :,;:·L·:·:_~~f;;.;::;~1~:: -~~~,-~ ~-- ~'·: -· 
DERNUM( )- ~ Ruti~ ·pd~~ ·z¡':~n~~k~~,~~~·N~4~ri~¡;~:d~'. ~h:;c~/-

· ·o.,.:.-=-- T'º:O- -,e.-c_ -"o·-,cO.-:.~= ,,,-· -:-'--;'.,'7·.-·-_-~· 

JDl_jfli[ = DERNUM(JLiJJiJ) 

Para incrementar el control que se tiene de las variables de salida del sistema, en (4.33) 

vamos a utilizar las condiciones reales arrojada'i por el bloque 111 para determinar el jacobiano 

y manipularlo según los bloques IV y V. 

Es ahorn posible calcular el problema cínemático inverso con la matriz de jacobianos 

inversa del hloquc IV ba~do en la estructura de (5.1 ). 

BLOQUE VI 

SOLUCIÓN AL PROBLEMA CINEMÁTICO INVERSO 

Ctm la notación empicada en el blm¡uc 11 y (2. IO 1) 

k ~ l. 2, ..... , K. 

for( k=I; k==K; k++) 

Qfk[=Q[k·I J + MULT(Jl[kJ,(XEJkJ·FQlkl)) 
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La solución propuesta en el bloque VI es una aproximación según el método numérico 

de Newton para la solución de ecuaciones, dado que se trata de expresiones nu lineales. 

Para cada pumo de Ja trayectoria k va a existir un vector de coordenadas internas 

representado por la solución al bloque anterior del lado teórico. Ahora necesitamos obtener el 

error de posición y orientación para satisfacer el diagrama de bloques de la Fig. 18, primero 

obteniendo una matriz de transfonnación, ahora basada en parámetros re.ates de realimentación. 

El algoritmo para encontrar Ja matriz de transformación deseada a partir de las 

coordenadao; externas indicadas por la trayectoria establecida es exactamente el mismo que se 

debe utilizar para encontrar Ja matriz de transferencia generada por los valores reales tic 

coordenadas internas del manipulador. Es decir, rcliricndonos a la Fig. 17 cncontramo~ 4uc la 

salida del sistema es el vector de coordenadas internas reales, medido a partir del robot mismo 

con instrumentos específicos en cada una de las articulaciones. Es posihle usar un potencidmetro 

para medir el ángulo entre dos eslabones para cnconlrar las variahlcs de aniculaciones angulares 

y un LVDT (Linear Vultagc Differential Transtúrmcrl para medir los desplazamientos lineales 

entre articulaciones en el caso de variahles de ankulacioncs prismáticas. 

BLOQUE VII 

OBTENCIÓN DE MATRIZ DE TRANSFORMACIÓN REAL 

A JR, d,] , Lo , 
AR .i Matriz de Transformación m'!dida, 1, 

Donde la única dif~rencia con el aJ~~ri~:~' d¿~,¿~¡¡¡,.~·~~ 'et bloque 11 es la variable di! 

juntura a introducir al algoritmo. pueS en este c'asl; la ·¡nfor~ai.:Íón vi~nc dircctameme de los 

instrumentos de medición. 
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·qr(kJliJ 4 V~riabl'! dt! JuntUra medÍda .. q,¿<' 

Para fine.e¡ práclicos ni siqu¡cra impoi:ia el su~índice_.dc ,la. matriz~ en la rutina. 

Cuando tenemos por un lado los vectores de orientación y posición n, s, a, y p que 

calculamos teóricamente a r.iíz de la trayectoria planeada y por otro lado los que obtuvimos por 

la matriz de transformación oh tenida con hase en valores medidos dircctamcnrc entonces podemos 

pensar en encontrar un factor de error, que como vimos en el capítulo IV esta definido tamo en 

posición como en orientación. 

El error de posición es una simple resta de componentes vectoriales de los vectores 

teórico y real de posición según lo expuesto en (4.5). El error de orientación es una combinación 

de los productos vectoriales de los vectores involucrados, reales y deseados, según (4.18) 

BLOQUE VIII 

OBTENCIÓN DEL FACTOR DE ERROR: POSICIÓN Y ORIENTACIÓN 

Oc acuerdo a la notación presentada en el bloque_ JI encontramos, que basados en (4.26) 

el factor de error es· un vcclOr de f6x l J dividido en dos vectores de 13x 11 : Los vcclorcs de error 

de posición y de orientación. 

donde, de acuerdo a (4.5) el error de posición es~, dado_p?~:, 

EJll =ADfllf4J-ARJllf4l 

Ef2f = ADJ21f41 - ARJ21f4l 

Ef3f = AD(31f4f - ARJ31f4f 
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[

E[IJ E[2J 

E Je']= E[3J Le. E[4] E[5) 

E[6J 

Los lres elementos restantes qu~ detenÜlnan_~ci e~or-Je_orien~ció~ no sc,c~.lc~Jan tan 

directamente, pues de acuerdo a (4.18): 

For( m,,-,J; m==6; m+-f:-·) · 

donde: 

m "" clcrncnlO del veétor E 

y 

[EN[l~ EN= EN[2],; 

EN[3J 

-. --, ,~ _- . ,-_< - -
-Para un producto Vectorial e~tre dos vcct~re~ .ª y ~: 

por lu lamú 

ENJ l f = ARf2jf l f ·• ADfJlf IJ ,-A!{f.ljf,11 •,\bf2'í111 

ENf21. AR]JlfÍf.• A'o1í'Jl1T-~Ii1i11ff•A1>1:i1111 
ENIJf ~ A111111ii• ,\\J121ilr:;fo2í111· ~0111111 

ESf l f ·~ ARf21J2f ~ Abl3ff~;. Al~f3flii• '~~121121 
ESf2f ;,,. ARf'.llf2(•.~Dl,lfl2¡. ARI 111'2¡ • ADJ31J21 
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ESIJI = ARllll21 • ADl21121- ARl21121 * ADllll21 

EAI 11 = ÁRl21131 • ADIJliJI - ARIJ113 I • ADl21131 

EAl21 = ARl31i31 • ADllliJI - ARJ11131 • AOiJll31 

EAl31 = ARI 11131 • AD121i31 - ARl21f31•ADI11131 

- 7.-.- ; .. -_· .. -_:-:-

AlgoriUm>S 

,._,c:o-

Finalmente hemos obtenic.Jo el valor b~sca~~ ~~.3 ~~~-l~r~~!.~~}J_~~ -~cctor de ~oordenadas 
in lemas como salida del sistema de controf~ 'Pani' Pode~- utili~- Ja~ Cc~_aci~nc.~ ~inámicas vistas 

en el capfrulo tJI para c.Jcterminar Jos-pares o ftiC~_-.n'ecc.~~~-i~<P~ra_ mover cada una de las 

junturns del rohor. 

Al calcular el vccror de fuer1..a.\ generalizadas parJ mover el rnhut' se va a iniciar el 

mecanismo que va a mover los acruac.Jorc."i correspondicnres en la planta. l~stc movimiento NO 

va a ser el previsto. Va a haber cieno error a la salida del sistema 4uc se va a corregir con la 

rcalimcntaci6n de información para funcionar como un sistema de control. 

Allemá.o.; lle Ja mformac1ün rckrcnlc al rnhot descrita. en el hloquc l. es necesario en este 

punlo rcncr un archivo con la mformación rcfercmc a las caracrcristic:a:i físicas del mismo: 

·1 amaño, Peso. Materiales, ele. 4uc nos ayuden a csr.ablcccr la matriz de inercias que va a jugar 

un p<tpcl impm1.anti.: i.:11 la soluculn del profllcma dinámico. 

ULOQlJE IX 

OllTENCIÓN IJEI. VECTOR IJE FUERZAS GENERALIZADAS 

Notiición. 
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OM(~J A Velocidad a11K1tlar del esl.nbd11 i-ésimo <.>
1 

OMV(i] i Primera deriwula de la velocidad angular del eslabón i-ésimo W
1 

Al(il A Ace/eració11 an¡:ular del eslabón i-ésimo a, 

AC(i] a Auleracidn lineal del centro de gravedad dt!/ eslabón i-ésimo a, .. 

AE(il 11. Velocidad Lineal del a.tremo del eslabd11 i -ésimo ª~j 

Flil A Fuerza necesaria para mo\•er el eslabón i-ésimo (Juntura Prismdtica) f, 

7Ji) !I Par 11ecesario para mover el eslabdn i-6imo (Juntura Rotacional) T 1 

M[i] 4 Masa del es/.abón i -ésimo m, 

/[i) A Matriz. de Inercia del eslabón i-t!simo J 1 

Rfi-IJliJ A Matriz. de Rotaciones del eslabón (i-J) al eslabón i-ésimo R
1 

l.• 

RClil A Vector desde la jumura i -ésima al centro de masa del eslabdn i -ésimo r,,,.
1 

RACfi) A Vector desde la juHtura (1-+ l) al cemro de masa del eslabó11 i-tsimo r,. 1,,., 

RL(1) A Vector desde un exzremo al otro del eslabón i .:.ésimo r
1
•
1

• 1 

Q[i) _A Vec~'?r de, c'!o~denadas interna.o¡ q
1 

QV(if ;i :.v~/~~f;fric(;~cl::v~ru~;.·dc coordenadas internas q
1 

QA(~J A Áccl~r~cid~' del:yector -de coordenadas internas 9. 

9.\ 
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n A NúmCro de grados de libertad 

CRUZ( , ) a Rutina que realiza el producto vectorial entre dos vt!Ctores 

G a Aceleración de Ja Gravedad g 

De nolllción prcsmda del Bloque 11: 

l
AD[3][1]~ 

Z[l-1] = AD[3][2] 

AD[3][3] 

Contlicioncs Iniciales:' 

OMJOJ ,,; ALIOI "' ACfOJ = AEJOI = O 
FJn+ll.= TJn+IJ= O 

·~·. 1 

For ( i= 1 ; ¡,;,:n ;' {:¡. ;:'¡.. 
Término Com-~n seg~o -(3~44):

0 

Blil = RJillOJ ,;. Zii-1 J 
Según (3.41): ' · : ' ·, ·' ', . , · 

OMlil;, RiÍ11ic1i'~o~¡¡-1f{'nii1 •OvJil 
Según (3.46);. .····. - ~e .-c~--c~:c_.,c..., ·· · 

ALJil ~· RJilil;l J.,ALJi-ll'~'¡~Jif;.QAlll . ~ CllUZ(OMlll,IBlil .*QlilJ) 

Término Común manipulando (3;44):.> 

OMVlil e' RJllJOJ*ALlif''c,,. 

Según (3-59); 

AEliJ=RlilJÍ :ll*AEJi-ll+C:R.l.li:coMviiJ.RLlil> + 
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CRUZ(OMlil,CRUZ(OM(i),RL(i))) 

Según (3.58): · · .. 

ACiil=Rlilli -ll*AEli·ll+CRUZ(OMVlil,RC(il) ~ 

CRUZ(01'!1il,<::RUZ(OM(i),RC(i))) 

Término Común $egún.(3.42): 

lllil = RliilOI • Zli-11 

Según (3.43): 

OMlil = Rlilli-11 *.0Mli·ll 

Según (3.47): 

ALlil = Rlilli-11 * ALií-Ji 

Término Común manipulando (3.44): 

OMVlil = RllllOI • ALlil 

Según (3.64): 

AElil =CRUZ(OMVlil.RLlill ~ CRUZ(OMliJ,CRUZ(OMlil.RL!illl 1 

95 

CRUZ((2*0Mlil),(RIOlli· l l'lllWQVJil)) + Rlilli·l l*AEli· l l i· lll1l"QAI il 

Según (3.63): 

AC(il =CRUZ(OMVlil,RClill ;-CRUZ(OMlil.CRUZ(OMlil.RCf ílll 1 

CRUZ((2*0Mlil),(RIOllH l*lllil*QVliJ)) + Rlilli· l l'AEI ¡; 111 llJiJ"QAlil 

For ( 1-= n ; i = 1 ~ i· • ) 

Según (3.36): 

Flil = Rlilli + 11 • Fli 1 11 I· Mlil • ACJil - MliÍ • G 

Según (3.37): 
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Tfii=Rlilfi+ 1i*Tli+11-CRUZ(Flil.RClil)+ 

CRUZ((Rlilli + 1l*Fli+11).RAC!ill+ ALlil+CRUZ(OMiil,(llil*OMlil)) 

Finalmente la entrada a ta planta es la información para poder mover los actuadores. 

Esta información sólo tiene que ser convertida a la forma de energía que genera el 

movimiento, por ejemplo: Con esta información de Ja fuerza necesaria parn mover un eslabón 

aunado a un motor~ entonces habrá que verificar la.'i especificaciones del motor para saber 

cuanta corriente necesita el motor pam poder gencr..t.r tal fucrm, y entonces establecer una 

fuente de corriente acorde a las neccsidadc.c; del movimiento. 

El resultado de ese movimiento va a ser medido por los sensores y la información que 

de ellos nos den va a ser usada directamente para generar otra matriz de transferencia real 

como lo vimos en el bloque 111, cerrando asf la maHa del sistema de control planteado en el 

capítulo IV. 

ALGORITMO DE CONTROL 

notación adicional: 

K .o. N' de puntos en la trayectoria 

XEDlkl A Vector velocidad de coorde1uidas externas i,.J. 

XLtlkJ ti. Vector aceleración de Coordenadas Externas i~t 

FJ A Frecuencia de Trabajo del Sistema Global/¡ 
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, F2 A Frecuencia de Trabajo de los Sistemas Monovariables '2 

KJ JC2 .a Factores de Ganancia en d Sistema Global 

FG(k] A Vecror de Fuenas Generalizadas 

QR{k] A Vector de Coordenadas lruenws &aks 

QRV[k] A Vector velocidad de Coordenadas Internas Reales 

JJ[k] A Matriz de Jacobianos Inversa 

NOTA: Al usar minúsculas me estaré refiriendo a un elemento del vector corr~-pondicntc, 

denotado en mayusculas. 

Planteando un ciclo gcncml para toda la trayectoria: 

for(k=I ;k=K;k++) 

En el sistema global con una frecuencia F 1 : 

de acuerdo a (4.33): 

QAlkl=-Kl•QVlkl + MULT(Jllkl.(XED!kl+(K2•XE1klll 

del Bloque IX: 

FGlkl=f( QAlkJ, Qlkl, QVlkl) '-~----C---------- ,e_:: 

y por lo tanto al regi!<i.trdr los valores reales con sensores Íencmos como salida 

c..lel sistema de control que: 

QRlkJ=f( r-GJkl l 

QRV(k(=g( FGJkl) 

Paralclamcmc, en los sistemas monuvariablcs pero con frecuencia F2 > F 1: 

Adaptando el Uloquc IX localmente de acuerdo a la Fig. 18: 

fglkl=f( qaJkl. qlkl. qvlkl) 

Si. de acuerdo a (4.36) para un controlador PID: 
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C(s)=KP+KD•s+Kl/s 

entonce.o; finalmente también tendremos, pero localmente, que: 

qrlkl=f( fglkl. C(s)) 

qrlkl=g( fglkl, C(s)) 

Algoritmos 

La salida úel sistema de control entonces se va a realimentar de acuerdo a la Fig. 17 

para volver a cmpezM el proceso iterativo que empieza en el bloque 1 y termina en el 1X pant 

obtener el vector de fuerzas generalizadas que sirve de entrada al sistema local de control, 

pero no se debe pcrúcr de vista que en el sistema global ya se esta tomando en cuenta una 

señal de error pues también existe rcalimcnlación globalmente. Es el conjunto de las salidas 

locales supervisadas por un procesador central que controla el sistema global lo que 

conforman un vector de salida equivalente al vector de realimentación del sistema general. 
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_C_o_n_cl_us_·il_>n_c_·s __________________________ 101 

A pesar del cnl(1t1uc general y ll~órico que se le lm dado a cs1c trahajo. no es dificil darse 

cuenta tas ventajas que este tipo de control supone para un sistema constituido por un 

manipulador rohótico. Cada vez las aplicaciones y las exigencias a tas que se somete on r~Jhot 

son mayore.'i. y es necesario tratar de encontrar soluciones que no requieran siempre la invención 

de un microprocesador de más hites. Es necesario adaptarse a los recursos existentes con ideas 

innovadorns. 

Si hicn es cieno que el planteamiento no es del todo original. tamhién es cieno que el 

enf0<¡ue es necesario para cualquier planteamiento posterior viendo el trah~jo como el primer 

módulo de un proyecto total. Anali7..ar m:ucmáticamcntc a un manipulador y proponer una 

melodología de control acorde con las necesidades de Ja industria que los utili1.a es la hase 

necesaria para lograr un avan7.e en la lilosofía de diseño t¡ue involucra estos elementos 

Como se ha demostrado, es posihlc tener un control muy preciso sohrc la posicitín de un 

manipulador sobre un valor e.stipulado a manera de lraycctoria desde el principio con poco coslO 

computacional para la apliracil'in 

Como rualquier méwdo general, para poder implantarlo es necesario contar con un 

conocimiento del manipulador, y de ta metodología del discflo que aquí planteo, además de 

conocimientos suficienlt~\ de teoría de control para poder implcmenlar el sistema disfrihu-idó.---

Estos defcclns en realidad son vcnta.ias. Se trata de un sistema ahieno a moditicacinncs 

y vers;Uil según lit apht·acián que se le puct.la dar. Es, por lo tanto. um1 idea para solucionar un 

prohlcma, no Ja sol11ci1ín en si 

Se ha tratado de ejemplificar el método general pero nunca se ha impuesto una 

metodología precisa para tal o cual actuador. tal o cual manipulador. Como l1asc para un 

proyecto general ~s ncce!sario detallar todos esos aspectos pard t..·ontrolar un rohot definido 

totalmente, y lograr asi una mayor eficiencia. Sin embargo es claro que no solo un proyecto 
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puede l'volucionar de c.o;tc trnha_io. y eso pcrmi1c tJUC la vigcnl'ia del mismn prc"alczca ;1 :1vam.·cs 

en lét llºl'OOlogia. si no de ideología. 

Sin cmhargo no se puede decir que Tcrminator utilizc ,·onrrol dis1rihuido en sus 

movimientos. No me imagino que se pueda optimi1.ar un sistema a tal grado de responder de Ja 

manera que la ficción propone. principalmcnlc por la 1ccnología existcnlc actualmenic. Sin 

cmhargo lo 4ue esta tesis apena es un ladrillo más en una eslructura que va dcsarrollandose muy 

rapidarncntc Ni lejos ni cerca de R2D2 o C3PO. la licción se está conviniendo en realidad. 
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