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PRESENTACION. 

En este trabajo nos ocuparemos del proceso de conducción del calor, 

el cual durante mucho tiempo ha tenido 

investigaciones de los procesos irreversibles. 

un papel central en la 

Su estudio sistemático comienza en los primeros afias del siglo XVIII 

a partir de las especulaciones de la teoria del calórico. Durante el 

presente siglo está jugando un papel central, pero ahora en el marco del 

desarrollo de la termodinámica de los procesos irreversibles. 

En este largo y complejo trayecto las transformaciones conceptuales y 

las bases experimentales de este proceso han dado lugar a un sinnúmero de 

realizaciones cientificas y tecnológicas universalmente reconocidas. De 

modo que, sin temor a equivocarnos podemos decir que muchos de los avances 

tecnológicos de los cuales disfrutamos hoy en dia han sido el resultado de 

una adecuada aplicación del conocimiento acerca del comportamiento térmico 

de los materiales. 

Sin embargo, en la actualidad se reconoce que existen ciertos 

problemas con respecto a la concepción de este proceso, lo que ha traido 

como consecuencia la atención de la comunidad cientifica que demanda un 

cambio de las ideas acerca de la propagación del calor, planteando que 

debe propagarse a través de ondas [J=ep/i IJ :P~. 1989; 1990] y no 

como pulsos aleatorios, tal como ha sido estudiado desde ~<UVILerl.. 

El principal problema se refiere a la violacion a las leyes básicas 

de la relatividad especial, pues en la formulación clásica de éste proceso 

debida a ~QU/Ú.el¡,, se predice una velocidad de propagación infinita 

[.MWmeti, 1970]. 

El reconocimiento de este problema, aunado al hecho de haberse 

encontrado sistemas que parecen estar en contradicción con los postulados 



de la termodinámica irreversible en su aproximación ·unell.Í ha dado lugar a 

una crisis en este campo de la fisica planteando la necesidad de 

desarrollar las herramientas teóricas que eviten las inconsist.encias 

fisicas del modelo propuesto por :'FOU!Llell. y extiendan el alcance de la 

termodinámica irreversible lineal [!:i'C111.Cia-i:;"atin, 1988), 

Este desafío fué recogido por diversos autores. Entre ellos podemos 

mencionar a l':attanea [19481. MO!U>e & :'f~ [1953), Veruwlte [1958). 

Neftleton. [ 1960 l. J<a.Uoh¡ [ 19651. .llcia:nell. [ 1970 l. tl1µ:vunati. [ 19771. l':aleman 

(1982), A{QIVUl [1988),tllllLCía-~atin y colaboradores [1984], etc. 

En este trabajo nuestro propósito esencial será: en primer lugar, 

desarrollar un modelo general de conducción de calor en sólidos a partir 

de una formulación variacional de la termodinámica irreversible extendida, 

y en segundo lugar, mostrar que este modelo sirve como un marco teórico 

que engloba las ecuaciones fenomenológicas reportadas en la literatura que 

describen el transporte de calor por medio de ondas térmicas en sólidos, 

es decir, consideraremos exclusivamente la descripción hiperbólica del 

problema de conducción del calor, pues es la que predice una velocidad 

finita de propagación de las perturbaciones térmicas. 

Para ello se usará un formalismo variacional termodinámico 

desarrollado por F. Vázquez y J.A. del Ria [Rev. Méx. Fis. (1990)] donde 

se llega a una ecuación de Suteti.-~a.qnnru¡e para el flujo de calor. 

Para lograr este objetivo, en el capitulo I comenzamos haciendo una 

revisión de las caracteristicas generales de la teoria clásica de 

conducción del calor debida a J. B. :'fOWLlell.. El propósito de este capitulo 

es doble. Por un lado, se pretende mostrar el significado fisico de la 

ecuación de conducción del calor, y por otro, plantear las posiblidades de 

esta teoria para describir el proceso de transferencia de calor en un 

sólido y dar ejemplos en donde se utiliza satisfactoriamente. 
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En el capitulo II, se analizan las soluciones de las ecuaciones de 

ondas y de difusión mediante el mét.ada de V' .atem&ertt, el cual nos 

permitirá, por un lado, mostrar que la ecuación de difusión propuesta por 

:9'owúeti conduce a una velocidad infinita de las perturbaciones térmicas 

producidas en un sólido, y por otro, a partir del análisis de la solución 

de la ecuación de ondas introducir el concepto de pn.at.lema pi.an,leada 

cantteetamente. Esto nos dará un criterio para analizar cuándo un modelo 

matemático es consistente tanto desde el punto de vista fisico como 

matemático. Este criterio, aplicado a la ecuación de difusión nos indicará 

que el modelo es inconsistente y por tanto necesita replantearse para 

evitar entre otras cosas, la velocidad infinita de propagación de las 

perturbaciones en el medio. Otra de las razones para usar el método de 

!D'~ es que pone de manifiesto algunas de las caracteristicas 

fisicas asociadas a la ecuación de ondas, que en la discusión posterior 

aparecerá como la forma alternativa adecuada para evitar la inconsistencia 

fisica asociada a la ecuación de :9'0Ul1Leti. Para concluir, se muestra la 

ecuación de relajación para el flujo de calor propuesta por V€/Ul.Otte y 

~a.ttanea. que da cuenta de la inercia del sistema y cuyas soluciones son 

aproximadamente las que predice el modelo de :9'0Ul1Leti cuando el tiempo de 

observación sea mayor que el tiempo de relajación del sistema. 

En el capítulo 111, se esquematiza la estructura lógico- formal de la 

termodinámica irreversible en sus diversas etapas de desarrollo, mostrando 

en particular los alcances y limitaciones para describir el proceso de 

transporte de calor en sólidos en cada una de ellas. En este sentido 

hacemos notar que debido a que la termodinámica clásica no incorpora en su 

formalismo al tiempo como variable resulta incapaz de explicar cualquier 

proceso irreversible. En seguida, en el contexto de la revisión de la 

termodinámica irreversible lineal, se retoma el análisis de la 
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inconsistencia f isica asociada a la ecuación de difusión. Se muestra cómo 

la ecuación de ~attan.ea-Vetutalte da lugar a la ecuación del tcléqn.al-a como 

una alternativa para describir el proceso de conducción de calor en el 

sólido, haciendo énfasis en que estas ecuaciones describen el transporte 

de calor a través de ondas con velocidad finita y que el problema central 

en el estudio del proceso de conducción es la comprensión de las escalas 

de tiempo en los que transcurren los distintos mecanismos de transmisión 

de las perturbaciones 

Se dán entonces los fundamentos de los principales planteamientos 

teóricos que claman ser la generalización adecuada de la termodinámica 

irreversible lineal. En el primero de ellos, conocido como termodinámica 

irreversible extendida se deduce la ecuación de evolucion temporal para el 

flujo de calor, que junto con la ecuación de balance de energia, describen 

adecuadamente el proceso de transporte de calor. En el segundo, conocido 

como la teoria ondulatoria de ~¡¡cvunati.. se deduce la ecuación de 

transferencia de lo que en la teoria se conocen como los campos locales, 

los cuales predicen la propagación de las perturbaciones en el sistema. En 

seguida, aún cuando no poseen la generalidad de los planteamientos 

anteriores para estudiar los procesos irreversibles, 

podemos llamar las extensiones particulares de 

se detallan lo que 

la termodinámica 

irreversible, puesto que tales planteamientos se dedican exclusivamente a 

estudiar el transporte de calor. Ellos son, los planteamientos integrales 

para el transporte de calor y el modelo no lineal propuesto por MOIVUl y 

'RUJW€1Ú. 

En el capitulo IV, trataremos la formulacion variacional de la 

termodinámica irreversible extendida dada por Vázquez y del Rio [ 1990); 

comenzamos haciendo el planteamiento general con que se tratan los 

problemas de variaciones. A continuación se muestra una cuestión de 



importancia fundamental en el marco de la aplicación de los principios 

variacionales y que consiste en establecer las condiciones bajo las cuales 

un problema determinado admite tal formulación. Para esto se hace un 

tratamiento sistemático de la derivadas de Fréchet. Se aplica este 

procedimiento para el caso particular de un conductor rigido de calor, 

mostrando que el análisis del flujo de calor en éste conductor no admite 

tal formulación. Se pasa entonces a establecer el principio variacional 

del tipo restringido dentro del marco de la termodinámica irreversible 

extendida, encontrándose que las variaciones de la parte no conservada del 

espacio termodinámico extendido conducen a las ecuaciones de 

Euler-Lagrange que describen completamente la evolución temporal del flujo 

de calor. Esta ecuación plantea de manera natural que la evolución 

temporal del flujo de calor depende de las condiciones anisotrópicas del 

transporte, de las inhomogeneidades del flujo de calor, asi como de las 

inhomogeneidades de todo el espacio extendido. Por último, mostramos que 

cada uno de los modelos para describir el transporte de calor en el sólido 

rigido desarrollados hasta la fecha, se puede deducir de este principio 

variacional mediante una identificación de 1'Js coeficientes de las 

ecuaciones hiperbólicas con los coeficientes de la ecuación de evolución 

temporal deducida de la formulación variacional. 

Según Garcia-Colin la pregunta hecha a principios de este siglo 

acerca de cual será la estructura lógica de una teoria que incorpore los 

logros fragmentarios alcanzados hasta ahora y que permita el estudio 

adecuado de los procesos irreversibles, todavia está por construirse. Por 

lo que como un segundo propósito de este trabajo es contribuir al debate 

que nos permita llegar a establecer este marco teórico. En este sentido, 

en el capitulo V, damos las conclusiones de este trabajo y comentamos 

algunas perspectivas para el trabajo futuro. 
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CAPÍTULO 1 

ECUACIONES CLÁSICAS DE CONDUCCIÓN DEL CALOR. 

Es un hecho bién conocido que cuando en un sistema la temperatura 

varia de punto a punto se produce una transferencia de calor de la región 

de mayor temperatura a la de menor temperatura. La energia transferida es 

dificil de ser medida directamente, pero el concepto tiene significado 

fisico porque está relacionado con una cantidad medible; la t.emp€ftCttwta. 

del sistema. 

En el estudio de la transferencia de calor es esencial conocer 

entonces la distribución de temperatura en el sistema.Para el caso de los 

sólidos, 

de este 

ésto da lugar al planteamiento de una teoría para la descripción 

f 1 ujo de calo1 basada en observaciones experimentales, 

desarrollada por 23lat, pero que generalmente es conocida como la teoría de 

conducción del calor de ~aun.le/l. [5zi9ic, 1979]. 

Sus aplicaciones en los campos de la ciencia y de la ingeniería son 

múltiples y de carácter diverso. En el caso de la ingeniería, el análisis 

de la transferencia de calor por conducción usando las ecuaciones clásicas 

de ~lUVl.len. ha hecho posible el disefio de material y equipo en varias ramas 

de esta disciplina. Como ejemplos mencionamos:l) equipos de refrigeración 

para la conservación de alimentos [Plank, 1963], 2) sistemas de 

enfriamiento de motores de combustión interna y eléctricos. 

transformadores, transistores [M~ & 1981 J, 3) 

dimensionamiento de barrac de combustible de los reactores nucleares 

[~~ & S~ke. 1975], etc. Además de ser útiles para el estudio de 

4) el flujo de calor en depósitos de desechos nucleares ¡g4tn.ada-~a<>ca & 
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tl:at.&te, 1987; 19881. 5) el nstudio de la conducción de calor en el suelo 

[MCl!t6haU & :lf~, 1979), 6) la transferencia de calor en un medio poroso 

[Whltaken., 1977), etc. 

Veamos a continuación cuales son las principales caracteristicas de 

esta teoría. 

1.1.-Ley fundamental de conducción del calor. 

Para que la transferencia de calor en un sólido se realice, 

necesariamente el sólido debe estar en un estado fuera de equilibrio 

termodinámico. Sin embargo supondremos aquí, que el sólido se encuentra en 

un estado de equllll.n.lo lar.al., esto es, el estado termodinámico del sólido 

puede ser descrito localmente por las variables de estado de equilibrio, 

las cuales están relacionadas entre si de la misma manera que en la teoria 

de equilibrio [~an.cía-~atín, 1990). Esto significa que la temperatura, en 

general, es una función de la posición r y del tiempo. En estas 

condiciones se ha propuesto que la relación entre la densidad de flujo de 

calor q y la temperatura T es de la forma 

q = q(r, T, VTl (1. 1) 

donde la presencia de r se refiere a cuerpos inhomogeneos. En esta 

ecuación no aparece ~xplicitamente el tiempo t debido a la suposición de 

eqtilll&!tla l'..oca1 [ '!}a/lfroó. 1975 ) . 

Evidentemente, la p1 1 11ra propuesta para explicar el mecanismo de 

transferencia de calor por conducción en un sólido debida a '!Jauttlett y que 

es descrita por la relación 

q = -kVT (l. 2) 

donde k es la conductividad térmica, es un caso particular de(l.1). 
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La ec. (1. 2) muestra que q es una función lineal del gradiente de 

temperatura, pero ésto se cumple si el gradiente varia muy poco en todo el 

sistema; existiendo considerable evidencia experimental que para las 

condiciones de estado permanente en materiales rigidos homogéneos e 

isotrópicos la transferPN:ia de calor por conducción puede ser 

acertadamente descrita por esta ecuación. [N~. 19711. 

La hipótesis básica para la formulación matemática de esta ley tiene 

su fundamento en el resultado de un experimento muy simple. Una placa de 

un sólido homogéneo e isotrópico es intercalada entre dos planos, 

suficientemente grandes comparados con las dimensiones de la placa, de 

manera que podamos suponerlos infinitos en extensión, los cuales son 

mantenidos a temperaturas diferentes. También sobre las temperaturas se 

impone que la diferencia no sea grande. Inicialmente la temperatura en 

puntos del interior cambiará rápidamente, pero después de un cierto tiempo 

el flujo de calor y la distribución de temperaturas serán invariantes con 

el tiempo, es decir, se alcanzará el régimen permanente. Bajo estas 

condiciones se encuentra que el flujo de calor por unidad de tiempo está 

dado por 

(1. 3) 

donde se muestra que Q es proporcional al area transversal de la placa A y 

a la diferencia de temperatura 6T e inversamente proporcional al grosor de 

la placa 6oc. Estrictamente hablando la conductividad térmica k no es una 

constante pues depende de la temperatura . 

En un punto en el interior de la placa la ec. (1.3) puede ser 

transformada mediante un proceso matemático de limite 

g +k 6T =O 
A 6x 

(1. 4) 

y ser escrita más generalmente como: 
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q + k dT = O. 
X dX 

(1. 5) 

En general la temperatura varia también en las direcciones ~ y z, en 

consecuencia hay un flujo de calor en estas direcciones, de modo que, 

existen ecuaciones semejantes a (1. 5) para la descripción del flujo de 

calor en las direcciones mencionadas. De manera general podemos escribir 

la ec. (1. 2) para el flujo de calor en un punto cualquiera [:BIJ'Ullt et 

aL., 1976]. 

Esta ley de conducción del calor es una generalización de los 

resultados de las experie1'1 las acerca del flujo lineal del calor a través 

de una placa perpendicularmente a las caras. Por consiguiente el resultado 

encontrado no debe ser considerado como probado por éste experimento. Más 

bién experimentos de éste tipo sugieren esta ley más que verificarla. La 

más exacta verificación será encontrada en el acuerdo del experimento con 

los cálculos obtenidos a partir de la teoria matemática basada sobre la 

suposición de la validez de esta ley [~CVU>lauJ & :Ja.eqen., 1959; Z~ & 

Vlttman, 1981]. 

El signo negativo en la ec. (1. 2) indica que el calor fluye en la 

dirección negativa del gradiente de temperatura y sirve para hacer 

positivo el flujo en ese sentido y de este modo hacer el flujo consistente 

con la segunda ley de la tR.•1nUU>tátlca. 

Las ecs. (1.2) y (1.3) propuestas en la segunda década del siglo XIX 

son generalmente atribuidas al francés Jean :Bautlste Fourler y en su honor 

son designadas como las ecuaciones clásicas de conducción de calor de 

Fourier [!Jawilett, 1822]. 

Analizando la ec. (1.2) desde el punto de vista de la teoria 

cinética-molecular se deduce que el proceso de conducción del calor es un 

proceso aleatorio. Veamos porqué: la energia calorifica no entra por un 
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extremo de la placa y viaja directamente hacia el otro lado, sino que se 

mueve aleatoriamente a través de la placa como resultado de los choques de 

los portadores de energia térmica. Si esta energia fuera propagada a 

través de la placa sin el carácter aleatorio la expresión para el flujo de 

calor en la ec. (1.2) deberia mostrar sólo una dependencia con respecto a 

la diferencia de temperatura, siendo de este modo independiente del grosor 

de la placa /!.a;. Por lo que es precisamente el carácter aleatorio del 

proceso de conducción lo que trae como consecuencia que aparezca el 

gradiente en la expresión para el flujo de calor. De acuerdo con esto 

decimos que el proceso descrito por la ec. de ~aun.len. es un proceso de 

difusión [IS'cken.t & :Druilce, 1972). 

1.2.-La ecuación de difusión. 

Otra forma equivalente para describir el proceso de difusión se puede 

deducir si combinamos adecuadamente la ec. (1.2), con la expresión para la 

conservación de la energia en un sólido [U<VlCia-~atin, 1990] 

~ = -V·q dt 
(l. 6) 

y la expresión usada en la ':/elll1UU>tátlca para describir el cambio de la 

energia interna con respecto de la temperatura, 

de = 7dT (l. 7) 

(7 es la capacidad calorifica y p la densidad del sólido). El resultado es 

la otra forma de la ecuación clásica de conducción de calor conocida 

generalmente como ecuación de difusión [~ & ~~. 1989] 

BT 
at (l. 8) 

Hemos supuesto en esta parte que no existe ninguna fuente de calor en 
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el sistema. La ecuación (l. 8), sin embargo sólo es válida para 

conductividad de calor constante, de otra manera ella debe ser reescrita 

como [Carslaw et al, 1959; '!Janlta4, 1975): 

a 
P'latT V· (kVT). (l. 9) 

Asi, usando esta última expresión se pueden analizar aquellos casos 

dónde la conductividad térmica se supone depende del espacio -ya sea 

explicitamente considerando un medio inhomogéneo, ó implicitamente, 

considerando que k depende del valor local de la temperatura- y aún más, 

la combinación de ambos casos, es decir, cuando k dependa de la 

temperatura y del espacio simultáneamente [Ha#, 1985). 

Tomando en cuenta la dependencia de k en la temperatura local nos 

encontramos con ecuaciones no lineales de conducción del calor cuya 

complejidad ha originado que estos casos no sean investigados en los 

primeros tratamientos de los procesos irreversibles. 

Con esta teoria la comunidad cientifica logró desarrollar importantes 

innovaciones tecnológicas de las cuales nos beneficiamos en la actualidad. 

Sin embargo, esta imagen de sencillez y de potencialidad para resolver un 

considerable número de problemas vino a ser rebasada hace algunos afios con 

los trabajos de \';'attan.ea y Vet111atte [!l'<lltCia-~alin, 1990; :J=eplt & 

~~. 1989; 1990); quienes encontraron en sus investigaciones que esta 

teoria sobre la propagación del calor tenia ciertas inconsistencia f isicas 

que la hacian inadecuada para constituir una descripción admisible del 

proceso. 

A pesar de esto, actualmente se acepta que seguirá proporcionando 

soluciones adecuadas a muchos de los problemas planteados por la 

conducción del calor. En este sentido pasa a ocupar un papel semejante a 

la mecánica clásica después de los trabajos de eUu>teUi a principio de 

12 



este siglo [1fowA:lnq, 1988). 

La teoria que pretenda ser una extensión adecuada de la teorla 

clásica de ~awtlen.. debe ser construida de manera tal que en el limite 

adecuado sea compatible con ésta. 

En el siguiente capitulo veremos precisamente cuáles son las 

propiedades que hacen que las ecuaciones clásicas de ~awtlen. 

resultan adecuadas en la descripción del flujo de calor. 

ya no 
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CAPITilLO 11 

SOLUCIÓN DE D'ALEMBERT DE LAS ECUACION DE ONDAS Y DE DIFUSIÓN 

En las investigaciones para generalizar la ley de conducción de 

~aunlen. se obtiene una ecuación de onda amortiguada para la descripción de 

la propagación del calor. Esto surge, debido a que la teoria de ~aurr.lell. es 

incapaz de dar cuenta de los efectos de memoria, los cuales pueden 

prevalecer en algunos materiales, particularmente a baja temperatura. 

Además, dentro de este esquema téorico, se predice una velocidad infinita 

de propagación de las perturbaciones térmicas y por lo tanto contradice 

las leyes básicas de la relatividad especial [Nwvp_ata, 1971; Atcia:nett, 

1970]. 

Al respecto, se han realizado una gran cantidad de trabajos para 

revisar el desarrollo de la expresión matemática que gobierna la 

propagación del calor en un sólido, dando como consecuencia el reemplazo 

de la ecuación de ~OU!l.ÜYL 

8T 
V· (kVT)- P7at 

por la ecuación hiperbólica, 

o 

ª2I + ~ ~T = a2V2T 
8t ... 8t 

(2.1) 

(2.2) 

la cual predice la propagación de las perturbaciones térmicas como ondas 

amortiguadas con rapidez finita a; aqui -r es el tiempo de relajación del 

sistema [T0'1.A:Uu¡tart, 1985]. 

Este cap!. tulo se dedicará por un lado, al análisis, mediante el 

métoda de i.<:Ul calta.Cten.i~. de algunas consecuencias f isicas deducidas 

de las soluciones de estas ecuaciones alternativas para la descripción de 

la transferencia de calor por conducción y por otro lado, a establecer un 
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criterio para analizar la validez de un modelo matemático basado en 

ecuaciones diferenciales parciales asociadas al fenómeno fisico, al cual 

denominaremos como ºcriterio de los problemas planteados correctamente". 

Para lograr esto último, en lugar de la ec. (2.2), usaremos una ecuación 

de ondas no amortiguada, pues las consecuencias fisicas deducidas serán 

completamente válidas para las ondas amortiaguadas. 

Por lo común, muchas de las ecuaciones en derivadas parciales 

utilizadas en el estudio de los fenómenos de la Naturaleza, se pueden 

resolver por un procedimiento ampliamente difundido, conocido como 

<>epallllClón de ~. Pero existe también otro método especial y muy 

elegante conocido como el método de :D' ~ [ll<JU.e, 1969], el cual 

resulta especialmente útil para resolver la ecuación de ondas porque 

esclarece el significado fisico del parámetro a que aparece en ésta 

ecuación. Para el caso de la ecuación de difusión este método nos permite 

poner de manifiesto que la velocidad de propagación de la perturbación es 

infinita. Es aqui donde aparece una ecuación de ondas como alternativa 

para la descripción correcta del proceso de transporte de calor, punto que 

trataremos con más detalle en el próximo capitulo. 

En realidad, el método de :D' ~. llamado asi en honor del 

matemático francés :J.ean. ~e ~and :D'..uem&ettt, no es un método especial, sino 

más bien una aplicación especial de un método general conocido mét<lda de 

lar:. ~ [Tljalulu & s~. 1980; !l'udaru:lU, 1978), el cual 

debido a la importancia de las ecuaciones de ondas y de difusión para 

·nuestro trabajo trataremos con cierto detalle. 

2.1.-Kétodo de las caracteristicas. 

En este procedimiento lo que se quiere esencialmente es simplificar 

una ecuación parcial de segundo orden a su forma canónica. Para lograrlo 
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se hace uso de una transformación adecuada de las variables 

independientes. Una vez alcanzado ésto, la solución de esta ecuación se 

obtiene mediante un procedimiento normal de integración. 

Comenzaremos por establecer las definiciones necesarias de las 

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden con dos 

variables independientes. 

Llamaremos ecuación diferencial en derivadas parciales de segundo 

orden a una relación entre la función incógnita u (a:, lJ) y sus derivadas 

parciales de la forma: 

(2.3) 

donde a: y 'I son las variables independientes y el subindice indica 

diferenciación parcial. 

La ecuación se 11 ama Uneal con n.eop,ec.lo. a laó dertluw::úu> de and.elt 

f1Ul,//Q't, si tiene la forma: 

U, U , U) = 0 (2.4) 
X y 

donde los coeficientes a
11

, a
12

, a
22 

son sólamente funciones de a: y 'I• 

además por conveniencia para desarrollos posteriores se ha puesto el 

coeficiente de uxy igual 2a
12

• 

Para llevar la ec. (2. 4) a una forma equivalente, acorde a nuestros 

propósitos, comencemos por hacer la siguiente transformación de variables 

µ ="' (a:,lJ), (2.5) 

en donde suponemos que el determinante funcional (Jacobiano) es diferente 

de cero, ésto da como resultado que las derivadas de orden mayor sean de 

la forma siguiente 
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u 
X 

u 
XX 

u 
xy 

donde 

Sustituyendo estas expresiones en la ec. 

ª11 = a (" )2 + 2a< " " + a (" )2 11 ~X - <-·12~X'iy. . 22 ';y 1 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.13) 

(2.14) 

Si se hace el coeficiente a
11 

igual a cero esto implica que la 

ecuación en derivadas parciales de primer orden (2. 12) es idénticamente 

cero. De modo que su solución general representa una de las funciones de 

la transformación (2.5). 

Sea z =t/>C~.lj)=C una solución particular de esta ecuación, 

a (z )2 + a z z + a (z )2 = O. 
11 X 12 X y 22 y 

(2. 15) 

Esto implica que existe una función 'I dada por 'I = f(oc,C), que cumple 

con 

t/> (OC,lj) 1 
/ (OC,'/ J y=r!x, C) 

y 

(2.16) 

donde el paréntesis y el subindice y=r!x,Cl indican que en el segundo 

miembro de la expresión (2.16) la variable 'I no es independiente, sino que 

su valor es igual a f (oc, C). 

Como z = t/J(~. lj) satisface a la ec. (2.15) entonces se tiene 

17 



"' 2 "' (a [ ¿] - 2a [- ...!] + a ) 
11 "'y 12 "'y 22 

o. (2.17) 

De (2.16) y (2.17) se deduce que 

d 

2 

d [ "'~
2 

[ a (....'!.) -2a ....'!. +a =(a - ¿ -2a -
11 da: 12da: 22 11 "' 12 

(2 . .18) 

Pero de acuerdo a (2. 15) el segundo miembro de esta ecuación es igual 

a cero para todo a: y IJ, y no solo para y=f(a:,C). 

Por lo tanto 

(d1J)2 2a dlJ + a 
ª11 da: - 12da: 22 o. (2~ 19) .. 

Esto lo podemos reescribir como 

(2.20) 

Denominaremos a la ec. (2. 20) como la ecuación canactettlotlca de la 

ec. (2.4) y a sus soluciones como~. 

Haciendo l';=<f>(a:, IJ) donde <fJ(a:, IJ)=const es una integral general de la 

ec. (2. 20), el coef !ciente de º¡;:¡;: se reduce a cero. Si o/J(a:, IJ)=const es 

otra integral general de la ec. (2.20) independiente de </J(a:,IJ) y haciendo 

µ=o/J(a:,IJ) se anulará también el coeficiente de ºµµ· Es decir a 11 y a 22 se 

anularán, teniendo como consecuencia que la ec. (2. 11) se reduce a una 

forma en la cual sólo contiene como derivada de orden mayor a la derivada 

cruzada. 

da: 
Resolviendo la ecuación~ (2.20) para dlJ se tiene 

da: a +(<a )2- a a )l/2 
(2. 21) 12 12 11 22 • 

dlJ a 
11 

da: a 12 (<a12)2- ª11ª22>1/
2
. (2.22) 

dlJ ª11 

El signo de la expresión dentro del radical determina el tipo de la 

ec. (2. 4), dando como resultado que para cada punto P del dominio de 

definición la llamaremos: 
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2. -pa!W.Aótlca. si en el punto P: (a2 -a a· ) < O, 
. 12 . 11 22 

3. -et.iptlca si en el punto P: (a:
2
_.a

11
a

22
) = O, 

Consideremos la región R en la cual la función pertenece a un mismo 

tipo, de acuerdo a las expresiones (2.21) y (2.22) por cada punto de ésta 

región pasan dos canacterti~; 

1. -Para las ecuaciones de tipo /Upel'tAótlca, la expresión 2 a -a a 
12 11 22 

es mayor que cero y los segundos miembros de las ecs. (2.21) y (2.22) son 

reales y diferentes. Sus integrales generales 9\(0C,IJ)=C y ~(OC,IJ)=C 

determinan familias reales de caracteristicas. Haciendo ~=9\(0C,IJ) y 

µ=~(oc,¡¡) la ec. (2. 11) se transforma en 

(2.23) 

ésta es la llamada forma can.ónLca de las ecuaciones de tipo hl{u!n,&6Uca. 

2. -Para las ecuaciones de tipo pwi.abót.lca a:
2 
-a

11
a

22 
es igual a cero 

y las expresiones (2. 21) y (2. 22) coinciden y obtenemos una integral 

general de la ec. (2. 20) 91(oc, ¡¡)=C. Hagamos en este caso ~=9\(0C, IJ) y 

µ=~(oc,¡¡) siendo en este caso µ=~(OC,IJ) una función cualquiera independiente 

de 91, bajo ésta elección de las variables los coeficientes a
11 

y a
12 

se 

anularán y la ec. (2.11) toma la forma 

u = F' /2a . 
µµ 1 22 

(2.24) 

Esta es la llamada forma canónica para las ecuaciones de tipo 

3. -En el caso de las ecuaciones de tipo eliptlca, a 2 -a a 
12 11 22 

es 

negativo y las expresiones (2.21) y (2.22) son números complejos, la forma 

canónica de la ec. (2. 11) toma la forma 

(2.25) 

Una vez establecido el procedimiento general de este método 

determinemos ahora las soluciones de dos ecuaciones que nos servirán como 
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punto de partida para el desarrollo .de nuestro .. trabajo, ést~s son: 1 )la 

ecuación de ondas 

y 2) la ecuación de difusión 

u -u= o 
XX t 

c2.26J 

(2.27) 

las cuales de acuerdo con la clasificación establecida previamente las 

ubicaremos como ecuaciones de tipo y pattaMUca 

respectivamente. 

Consideremos primeramente la ecuación de ondas que describe las 

vibraciones de una cuerda no acotada con condiciones iniciales 

2 = O, (2.28) u -a u 
tt XX 

u (a:, O) <f>(a:). (2.29) 

ut(a:,O) l/J(a:). (2.30) 

El poner como ejemplo a la cuerda es simplemente cuestión de 

comodidad y cualquier función que verifique la ecuación de ondas tiene la 

mismas propiedades que desarrollaremos para la cuerda. Para este trabajo 

será particularmente importante, puesto que en el desarrollo de las ideas 

acerca de la propagación del calor aparece como la ecuación que describe 

adecuadamente este proceso; esto será evidente en la discusión posterior. 

Transformemos esta ecuación a la forma canónica (2.23). 

La ecuación de las canac.ten.i~ es 

(2.31) 

cuyas soluciones son 

a: + at = c2, a: - at = et. (2.32) 

Aclaremos en este punto que la expresión (2.31) contiene 

implicitamente la idea de dos velocidades dadas por da:/dt=a y da:/dt=-a. 

Haciendo 
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t; = a: + at, µ = a: - at (2.33) 

la ecuación de las oscilaciones de la cuerda se transforma en 

(2.34) 

Una solución de ésta ecuación es inmediata, y debe tener la forma 

(2.35) 

Integrando esta función con respecto a µ para t; fija, se obtiene: 

(2.36) 

o de manera equivalente 

(2.37) 

Hemos construido as!., la solución general de la ecuación de ondas 

ec. (2. 28), la cual consiste de la superposición de dos ondas que se 

desplazan a izquierda y derecha respectivamente, como se verá más 

adelante. 

Sólo resta encontrar la forma explicita que debe tener, y esto se 

logra tomando en cuenta las condiciones iniciales, esto es 

(2.38) 

t\ Ca:, oJ = a(f~ Ca:) - f; Ca:J l "' l/J Ca:l, (2.39) 

aqui el superindice • denota diferenciación con respecto al tiempo. 

Integrando la segunda igualdad se tiene 

f Ca:l - f Ca:l = __!_ J;!«ld« + e 
1 2 a 

X 

(2.40) 

donde x y C son constantes. 

Resolviendo las ecs. (2.38) y (2.40) se encuentra que 

f 1 (a:) 
1 lr e (2.41) = 2 l/J(a:) + 2a l/J(«)d« + 2· 

X 

f2 (a:) 
1 l/J(a:) - lr e (2.42) =-z Za l/J(«)d« 2 

X 
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De este modo quedan determinadas las funciones en términos de las 

funciones tf> y t/J las cuales representan las condiciones iniciales para la 

cuerda. 

De tal forma, la solución de la ec. (2.37) es: 

1 x+at. 

u(a:, t) = ~(tf>(a: + at)+ tf>(a: - at)) + 2a<f t/J(a;)da;). 
X -o.t. 

(2.43) 

Consideremos ahora los aspectos f isicos relacionados con este 

problema: la función u(a:,t) determinada por la fórmula (2.43) nos permite 

describir el proceso de propagación de la perturbación gobernado por la 

ecuación de ondas. Para t=t
0

, la función u(a:,t
0

) da el perfil de la cuerda 

en el momento t
0

, si a:=a:
0 

obtenemos la función u(a: ,t) que da el proceso 

del movimiento del punto a: . Supongamos a un observador, que se hallaba en 

el punto a:=O en el momento t=O, y que se mueve con velocidad a en la 

dirección positiva del eje de las a:. Introduzcamos ahora, un sistema de 

coordenadas relacionado con este observador, haciendo a:'=a:-at y t'=t (' no 

indica derivada respecto a t). En este sistema móvil de coordenadas, la 

función u(a:,t)=f(a:-at) se determinará mediante la expresión u=f(a:' ), y el 

observador verá todo el tiempo el mismo perfil que en el momento inicial. 

Por lo tanto, u(a:,t)=f(a:-at) es el perfil invariable f(a:), que se desplaza 

hacia la derecha con velocidad constante a, en tanto que la función 

u(a:, t)=f(a:+at) representará una onda que se desplaza hacia la izquierda 

con velocidad -a. 

De modo que la solución para la ecuación de la cuerda infinita es la 

superposición de las ondas f(a:-at) y f(a:+at), una de las cuales se 

desplaza hacia la derecha con velocidad a y la otra se desplaza hacia la 

izquierda can velocidad -a. 

Por otro lado, tenemos que la solución (2.43) se puede escribir como 

u(a:, t) = u
1 

(a:, t) + u
2

(a:, t), (2.44) 
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donde 

u
1 

(a:, t) = i (<,6(a: + at)+ <,6)(a: - at)), 

l x+at 
uz(a:, t) = 2a<J o/J(o:)do:). 

x -at 

(2.45) 

(2.46) 

Si la velocidad inicial es cero, la desviación u=u
1 

(x, t) es la suma 

de las ondas que se propagan hacia la derecha y hacia la izquierda. Si en 

cambio, <,6(a:)=O, entonces u=u
2

(a:,t) es la desviación de la cuerda causada 

por la velocidad inicial. De acuerdo con esto, la ec. (2. 43) representa el 

proceso de propagación de la desviación y velocidad iniciales. 

Para esclarecer un poco más el carácter de la solución (2. 43), 

consideremos el plano (a:,t) y en éste consideremos las canacten.ióllc.cu> de 

la ecuación de ondas, es decir, las rectas a:-at=C
1 

y a:+at=C
2

• En este 

plano tenemos que la función f(a:-at) se mantiene constante a lo largo de 

la canaclen.iotlca a:-at=C
1

, en tanto que la función f(a:+at) tiene un 

comportamiento semejante pero ahora a lo largo de la canaclen.ióll.ca 

a:+at=C
2

, esto puede verse claramente en la fig 2.1. 

,, 

fig. 2. 1 

2.2.- Estabilidad de las soluciones ondulatorias y loe problemas 

planteados correctamente. 

Demostraremos ahora, que estas soluciones ondulatorias son estables; 

en otros términos esto significa que dado un cambio en las condiciones 
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iniciales menor o igual a un factor o(c), (e el grado de precisión e con 

que se desee la solución) se producirá un cambio en la solución menor o 

igual que c. Para ver esto consideremos que las condiciones iniciales 

cambian en la forma siguiente 

(2.47) 

u. (a:, O) = l/J (a:) ~ u. (a:, O) = 1/1 (a:), 
1, t 1 2,l 2 

(2.48) 

y además que la magnitud de este cambio está dado por 

(2.49) 

(2.50) 

Por otro lado se tiene de manera general que: 

(2.51) 

Entonces tomando en cuenta la solución dada por (2.45) se tiene 

x+al 

~1~1 ca: - atl - ~2 ca: - atl 1 +za cf 1 1/1
1 

cal - l/12Cal id«). c2. 52l 
x-at 

Pero como los cambios en las condiciones iniciales son menores o 

iguales que ó, ésta última expresión se transforma en 

1 
1 1 1 

ª1 (a:, t) - u.2(a:, t) 1 :s ~ + ~ + 2aº 2at. (2.53) 

Por último, dado que t E (O,t ) entonces 

lu.1 (a:,t) - u.
2
(a:,tll :s ~+~+~aº 2at:s ó(l + t) (2.54) 

y si se hace e = o(l + t J se comprueba que las soluciones son estables en 

(O,t) [!Tijotuw & S~, 1980]. 

El análisis anterior muestra que un cambio en las soluciones menor 

que un cierto número prestablecido e corresponde a un cambio en las 

condiciones iniciales del mismo orden. 

Hagamos aquí una pequefia pausa para comentar los modelos matemáticos 

24 



en los cuales se tienen ecuaciones diferenciales parciales que describen 

fenómenos fisicos junto con un conjunto de condiciones iniciales. 

En el desarrollo de estos diferentes modelos se parte de diversas 

suposiciones tanto de indole matemática como fisica. Un ejemplo excelente 

de esto es presentado por Wei.nAettQ.elt [1970], quien nos muestra cómo se 

construye el modelo matemático para describir las oscilaciones de una 

cuerda infinita en extensión. 

El primer problema relacionado con cualquier modelo propuesto para 

'describir la evolución temporal de las variables involucradas en un 

determinado proceso fisico, es que no podemos asegurar que el problema 

matemático correspondiente tenga solución. Además, aun cuando fisicamente 

el sistema llegue a un estado final determinado sólamente por las 

condiciones iniciales, no podemos asegurar que el problema matemático 

tenga solución única. Sin embargo, si el modelo es adecuado debe 

proporcionar una solución única. 

De acuerdo con esto diremos que cualquier proceso fisico que se 

desarrolle en el transcurso del tiempo debe caracterizarse por funciones 

que dependan en forma continua de las condiciones iniciales, es decir que 

estas funciones deben de ser estables. 

En relación con estos modelos determinados fisicamente se dice que el 

problema matemático está planteado correctamente si 

1.-la solución existe 

2.-la solución es única 

3.-la solución es estable. 

De esto se desprende que el modelo para la descripción de las 

oscilaciones de la cuerda es un modelo que corresponde a un problema 

planteado correctamente [~~ & S~, 1980; Yudana.u, 

Weinberger, 1970]. 

1978; 

Veamos ahora el problema de la difusión del calor en un sólido no 
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acotado. 

Para el caso de flujo permanente la derivada temporal de la 

temperatura desaparece, la ecuación de difusión se reduce a 

u =o. (2.55) 
XX 

En este caso la ecuación de las c.an.actel'!.iól.lccu> nos indica que 

dt = o 
dx 

(2.56) 

lo cual implica que la velocidad de propagación de la perturbación es 

infinita, pues como se mencionó antes, da:/dt nos indica precisamente la 

velocidad de la perturbación. 

A partir de (2.56) se tiene que la nuevas variables se pueden definir 

como 

t; = t, µ = a: (2.57) 

y la forma de la ecuación permanece invariante, es decir 

u =o. µµ 
(2. 58) 

Integrando con respecto a µ manteniendo constante t; se tiene 

(2.59) 

donde n(t;) es cierta función de la variable t;. Una segunda integración con 

respecto a µ para t; fija proporciona 

u(t;,µJ = Jn!t;ldµ + f
1

(t;) = µq(t;) + p(t;J (2.60) 

donde p y q son funciones de las variables t;. 

De modo que la solución general de la ecuación de difusión 

ec. (2.55), es 

u(t;,µJ = µ q(t;J + p(t;). (2.61) 

Un primer comentario de ésta solución es que no tiene la forma 

general de una onda que viaja con velocidad finita como lo muestra la ec. 

(2.45) [Hecht & Zw¡ac, 1977). Además, de acuerdo con la ecuación de las 
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caracteristicas dt/dx = O, ésta solución puede interpretarse como una 

onda de forma fija que se mueve con velocidad infinita, junto con otra 

onda que crece linealmente con la posición y que se mueve también con 

velocidad infinita. Esto nos indica que el modelo de difusión propuesto 

tiene las inconsistencias fl.sicas ya seilaladas y por lo tanto lo hacen 

inadecuado para hacer una descripción correcta del proceso, puesto que es 

inaceptable que una perturbación sea sentida instantáneamente en todos los 

puntos del sistema en consideración. 

Veamos ahora qué pasa con esta velocidad cuando el flujo de calor no 

es estable, es decir cuando los estados del sistema son estados 

transitorios. 

Consideremos la ecuación diferencial parabólica que describe la 

conducción del calor 

8T 
7 at 8 [ BT] ax k-ax (2.62) 

y supongamos que en el intervalo de temperaturas considerado los 

parámetros k y 7 son constantes, esto implica que esta ecuación la la 

podemos reescribir como 

8T 
at (2.63) 

Modificando esta ecuación mediante la definición de una nueva 

coordenada espacial dada por X = V 7/K x. se tiene 

8T 8
2

T 
at = 8x2 • (2.64) 

Esta ecuación tiene como soluciones particulares a la sucesión de 

términos dados por 

T(x,t) = An exp (-n2t) sen nx (2.65) 

Podemos convenir que en t
0 

:s t:s O y O :s a: :sn la fórmula puede ser 

tratada como la solución de la historia térmica de un cuerpo calentado 

desde un estado inicial hasta el momento presente. 
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¡ .• 

Hemos demostrado previamente que existe solamente una Un.ea 

can.acten.1&.lca para una ecuación de este tipo y además que sobre esta 

linea el perfil de la perturbación se mantiene constante. 

La sucesión de soluciones del tipo de la ec. (2.65) fue construido en 

1904 por el matemático frances ~adamand. quién llegó a conclusiones muy 

importantes partiendo de su análisis [Gudonov, 1978). 

Aqu1 seguiremos esta via clásica para demostrar que el problema en 

consideración esta planteado incorrectamente, en otras palabras, 

demostraremos que el modelo de difusión propuesto tiene inconsistencias 

fisicas que lo hacen inadecuado para describir al proceso [~uU;a.u et al. 

1976). 

Respecto de la solución (2.65) se tiene que ésta tiende a cero cuando 

n ~ =, de modo que si la condición inicial en oc= O es T(0,0)=0, entonces 

paran muy grande T(oc,t) es un valor próximo a cero. 

Con el fin de evaluar An, tomemos un valor inicial cercano a cero 

(n~) dado por 

T(oc,O) = An sen(ruz:) (2.66) 

y calculemos la norma entre este valor y T =O, esto es 

llT(oc,O) - 011 = llAn senna: - 011 :s maa: IAn senruz:I :5 An. 
o< x<n 

(2.67) 

Escojamos An = expC-VñJ, teniendo en cuenta que la expresión anterior 

debe ser cero cuando n ~ =· 

Habiendo encontrado el valor para An consistente con los valores 

iniciales consideremos ahora la norma entre una solución cualquiera T(oc,t) 

y T = O y veamos el comportamiento cuando n~ = : 
llexp C-vn - n 2 t)sen na: - 011 :s maa: lexp (-vn - n2 tlsen na:I 

O~x~Tr, t <t<O 

:s ¡exp c-Vñ -n2 t>l:s expCn
2
lt I> 

exp(V'n ) 
l ~t~O 

(2.68) 
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En el limite cuando ~ "" la norma no tiende a cero como cabia 

esperar sino que viene a ser infinitamente grande para t
0 

finito, esto 

significa que la solución no es estable. Por lo tanto se muestra que el 

modelo de difusión no es adecuado fisicamente para describir al proceso de 

transporte de calor. 

Además de la inestabilidad de la solución, ésta posee otra 

caracteristica que nos muestra la inconsistencia fisica de estas 

soluciones ondulatorias. 

Sobre la iULea cafUl.Ctell.ióUca consideremos el perfil constante 

T(X, t)=constante que se mueve con velocidad a. Aqui X representa la 

posición de este perfil. 

Dado el carácter constante del perfil podemos establecer a partir del 

cálculo diferencial que 

dT aT + aT dX 
Cit = at ax dt o. 

Designemos la velocidad de la isoterma por 

(2.69) 

(2.70) 

Con esta definición podemos reescribir (2.69) como 

ar ar 
at + ax a = º· (2.71) 

lo cual implica que la velocidad de la isoterma está dada por 

a = _ !!_r/l_T 
at ax (2.72) 

Por otro lado, a partir de la solución de 1fadamall.d (ec. (2. 65)) se 

obtienen las siguientes expresiones 

aT 
at -n2An exp(-n2t) sen nv rlK X, 

ar -- 2 --ax = nv or/K An exp(-n t) cos nv rlK X, 

(2.73) 

(2.74) 

las cuales al sustituirse en (2.72) dan la velocidad de la isoterma en los 

siguientes términos: 
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a(X,t) = v K/7 ntan(na:v' 7/K) v K/7 ntan(rui:). (2.75) 

Dado el comportamiento de la función tangente en nrr para n=l,2.3 ... es 

evidente que la velocidad de la isoterma tiene un comportamiento oscilante 

donde toma valores que van desde cero hasta infinito, y esto desde el 

punto de vista fisico no es aceptable, ya que los puntos pertenecen a una 

misma isoterma. 

Para superar esta dificultad, y 

independientemente, sugirieron que la ecuación de :'l'OU/llen. fuera 

convenientemente modificada para dar cuenta de la inercia del sistema y 

evitar asi el inconveniente de una propagación infinita y propusieron 

sustituirla por una ecuación de relajación para q dada por 

-T Bq = q + kVT (2.76) 
at 

donde T es el tl€mpa de tielaJ.aclón del. ólAtema, es decir el tiempo que 

cada sistema necesita para alcanzar el equilibrio local despues de que ha 

sido perturbado térmicamente y en consecuencia se alcanza la linealidad 

entre flujo y fuerza termodinámica asociada. Este tiempo de relajación, 

caracteristico del sistema, puede ser bastante pequefio en una gran 

cantidad de sistemas, de modo que puede ser adecuado usar la ley de 

:'f<UVU.en., aún en las escalas pequefias de tiempo de nuestra vida diaria. 

El tiempo de relajación para metales monovalentes es del orden de 

10-14seg. Por consiguiente, como inicialmente fue anticipado, el tiempo de 

relajación para el flujo de calor es extremadamente pequefio, lo cual 

explica el éxito del modelo de Fourler para la conducción del calor 

[.Mawt.ell, 1969). 

Una comparación entre el modelo de relajación y el modelo de Fourier 

para el caso de problemas de conducción de calor en estado transitorio 

con valores a la frontera conduce a la conclusión de que, en general, las 

temperaturas predichas por los dos modelos son aproximadamente las mismas 
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después de un periodo inicial del orden de magnitud del t.lempa de 

l!elajaclón. Esto es, mientras que el tiempo de observación sea mayor que 

el tiempo de relajación, las soluciones obtenidas usando el modelo de 

relajación se reducirán idénticamente a las soluciones obtenidas usando el 

modelo de Fourier [MatvLell., 1969]. Tal como lo plantean :Jeu>eph y ~~ 

(1989, 1990], una compresión de las escalas de tiempo es el tema central 

de las investigaciones cientificas de las ondas de calor descritas por la 

ecuación propuesta por ~attanea y VelUl.Otte. 

El cuestionamiento de la validez del modelo de •difusión ya era 

planteado desde 1860 en el marco de un reconsideración general de la 

fisica clásica por Maxwell, quién propuso que la solución del problema 

podria pensarse en términos de escalas de tiempo del sistema, o sea, si el 

equilibrio del sistema se perturba, la relación funcional entre los flujos 

y las fuerzas termodinámicas va a cambiar según observemos al sistema en 

diferentes intervalos de tiempo, a partir del instante en que apliquemos 

la perturbación. Sin embargo, estas ideas estuvieron sumergidas en el 

olvido, hasta 1948, fecha en que fueron revividas por ~attan.e.a e 

independientemente por Venn.atte en 1958. Esto ha conducido a llamar a la 

ec. (2. 76) con justa razón como la ecuación de Maa:mcll-~attan.ea-Vennatle 

(M~V) [§'ancia-~alin, 1990]. 

No está de más insistir en el hecho de que, mientras más progresa la 

investigación cientifica más se esclarece que acercándonos al objeto a 

diferentes escalas de tiempo y espacio, nuestras investigaciones pueden 

dar como resultado que tengamos una perspectiva diferente sobre los mismos 

objetos. 

Para el caso de proceso de conducción del calor esto último es 

altamente ilustrativo, ya que percibimos el fenómeno bajo aspectos tan 

diferentes, dependiendo de la escala de tiempo a la que hagamos la 

observación, que no podemos ya pasar libremente del uno al otro, las 
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reglas del objeto ya no son iguales en las diferentes escalas de 

presentación. Los resultados de este acercamiento cientifico de ninguna 

manera se oponen, existen puntos donde unen sus dominios respectivos, pero 

conservan su autonomia [~~. 1984). 

Por otro lado, este fenómeno nos muestra que debemos protegernos de 

las trampas de una extrapolación sin sentido. Podemos considerar válido 

que en algunos campos de la ciencia la transferencia de calor por 

condu·~ción sea tratada con la ecuación clásica de difusión, sin embargo, 

esa extrapolación pudiera no tener sentido en otros, perdiéndose el rigor 

cientifico y dando lugar a una conceptualización erronea del fenómeno. 

No se trata de negar la ley de Fourier, pues ésta ha demostrado 

ampliamente y en diversos escenarios su validez, sino que debemos tener 

claro que sus limitaciones no la hacen aceptable para el estudio para el 

fJ.ujo de calor a cualquier escala de tiempo. Sin embargo, en la literatura 

técnica se encuentra que estas limitaciones no son explicitadas en modo 

alguno, dejando de lado el hecho de que las reglas del fenómeno ya no son 

iguales en las diferentes escalas de presentación. 

Debemos puntualizar que las "acciones a distancia" implicadas en la 

Fisica Newtoniana fueron trasladadas de manera natural a otros campos en 

desarrollo de la fisica y el caso de la conducción del calor no fue la 

excepción; de modo que fué natural también trasladar las ideas iniciadas 

por '!FCJ/tlUÚUJ y sistematizadas maravillosamente por Mcw:mell [N~. 

1976); por doquier la acción a distancia del pall.Qd1Q111<1 NeJ.JJton.la.n.a [Xuhn, 

1986) dió paso a campos que se propagan con velocidad finita [€lluiteUt, 

1984). 

Sin embargo, el contexto en el cual resurgieron estas ideas de 

rechazo a la conducción instantánea del calor era diferente al del siglo 

pasado, pues ahora se daban en el marco del cuestionamiento de la 

termodinámica irreversible lineal (TILJ, en la cual se deducen un conjunto 
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completo de ecuaciones diferenciales con las que se pretende hacer la 

descripción de la variación temporal de las propiedades termodinámicas de 

un sistema que se halla fuera de equilibrio. Para el caso de la conducción 

de calor en un cuerpo rigido, la ecuación de evolución es precisamente la 

ecuación de difusión. 

Este rechazo sistemático de diversos investigadores a la idea de la 

velocidad de propagación infinita del calor hizo que ésta perdiera su 

anclaje y su atractiva apariencia, dando lugar a planteamientos que se 

consideran como extensiones de la TIL para el estudio de los procesos 

irreversibles. 

Esta investigación~ [Xuhn., 1986], la cual va aparejada con 

el avance tecnológico de este siglo, ha dado lugar a un acercamiento 

diferente al problema, demostrando que la ciencia no ha progresado sólo 

mediante observaciones y herramientas nuevas con las cuales se pueden 

sefialar los alcances y limitaciones de una teoria, sino que ha progresado 

también en la conceptualización de los diversos problemas que tal marco 

téorico pretende resolver. 

En el siguiente capitulo, trataremos precisamente con dos de los 

planteamientos que se han establecido para dar una extensión de la TIL y 

de cómo se deducen las ecuaciones de evolución temporal de las variables 

de un conductor rigido de calor, las cuales mostrarán que el proceso de 

conducción de calor se da a través de ondas con rapidez finita. 

Esto, como se verá, representa un cambio fundamental en la 

conceptualización del fenómeno, puesto que ahora el proceso de conducción 

en un sólido ya no será un proceso difusivo a velocidad infinita, sino un 

proceso ondulatorio a velocidad finita. 
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CAPÍTULO III 

TERMODINAMICA EXTENDIDA. 

En la Naturaleza existen una gran cantidad de fenómenos espontáneos 

que desde siempre ha llamado la atención del hombre, y por lo tanto, se 

han dado una gran cantidad de teorias para tratar de caracterizarlos; pero 

no es sino hasta el siglo XIX cuando se empieza una investigación 

sistemática de ellos, dando como consecuencia la formulación de un 

conjunto de leyes empiricas para tratar de describirlos. Sin embargo, 

estas leyes no es posible ubicarlas en un contexto teórico que pueda ser 

aplicado a toda la problematica. Ante esto, surge la necesidad de 

desarrollar el marco teórico que permita englobar el conocimiento parcial 

adquirido en el estudio de estos procesos. 

Desde un punto de vista fenomenológico, en la tercera década de este 

siglo surge un primer intento que se conoce generalmente como 

':! elll1l<ldUlámlca 9~ !l.ln.eat.. 

En el proceso de maduración de este marco teórico se encontró que 

contenia ciertas inconsistencias fisicas, además de que, la gran mayoria 

de estos procesos era imposible explicarlos con las herramientas téoricas 

propuestas, cumpliendo su cometido de dar una descripción temporal de 

estos procesos solamente si dichos procesos difieren poco de las 

condiciones de equilibrio. A pesar de ésto, en algunos casos se llegaba a 

buenos resultados en la práctica pero que representaban una limitante en 

el conocimiento preciso de los diversos procesos estudiados. Por ello en 

la década de los setenta se inició el proceso de construcción del 

planteamiento termodinámico que permitiera comprender más ampliamente los 

procesos irreversibles que rebasan el marco de la TIL. 
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Como es de suponerse, han sido varias las propuestas que pretenden 

ser la ampliación adecuada de la Termodinámica en su aproximación lineal y 

que están compitiendo en el escenario cientifico por ocupar el espacio que 

la TIL es incapaz de hacerlo. 

Dentro de los marcos teóricos para describir los procesos 

irreversibles, y en particular para la descripción del proceso de 

conducción del calor, podemos mencionar los siguientes: 

1.-La teoria de Gall.cia-~atin y colaboradores. 

2.-La teoria Ondulatoria (TO) de GIJ'll'U1l'lÜ., 

y en un contexto más particular, puesto que exclusivamente tratan el 

transporte de calor, encontramos a: 

3.-Los planteamientos integrales para el flujo de calor. 

4. -El modelo no lineal de .Atontta y 'R.uqqe;r,l. 

En este capitulo, veremos los aspectos más relevantes de cada una de 

ellas, con el fin de sentar las bases de nuestra meta principal en este 

trabajo, que consiste en mostrar que la formulación variacional de la 

teoria de ~Q/t.Cla-~atin y colaboradores [1988), desarrollada por Vázqu.ez ~ 

del 'R.ia [1990), representa un marco teórico más general para tratar 

algunos procesos de no-equilibrio, en particular, el proceso de conducción 

del calor en un sólido rigido, 

Comenzaremos por establecer los antecedentes inmediatos de estas 

teorias, con el fin de entender el contexto en el cual, los diversos 

autores consideran sus planteamientos como extensiones adecuados de la 

TIL. 
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3.1.-La tennostática. 

Una mirada retrospectiva del desarrollo de la termodinámica nos 

muestra tres grandes momentos de este complejo proceso. En el primero de 

ellos, que comienza en Francia a finales del siglo XVIII, se emprende 

seriamente el estudio cientifico de la máquina de vapor, fue además una 

epoca de grandes realizaciones debido al empefio de hombres de la talla de 

:Rumlan.d, !;' <li'1Jlal, .Mcu¡en., :Jool,e, T luunp,O<Jn., ~u.&<> e te, [~ancla-~ al!. n, 1 986 , 

1987; UaUan. 8. :RaUe/1., 1968; ilel'liUlt J :V, 1979). En esta etapa, la 

termodinámica se caracteriza por el estudio de los fenómenos en equilibrio 

razón por la cual la denominaremos tetun<u>tátlca. En ella se deducen a 

partir de los experimentos tres hipótesis básicas a partir de los cuales 

se pueden establecer las relaciones que se dan entre el conjunto de 

variables que describe a un sistema dado y a partir de esto obtener otros 

parámetros útiles en el conocimiento del propio sistema [~a.ncia-t;"alin, 

1970) 

La termodinámica clásica trata con los estados de un sistema desde un 

punto de vista macroscópico y no hace ninguna hipótesis acerca de la 

estructura de la materia. Para desarrollar un análisis termodinámico es 

necesario describir los estados de un sistema em términos de las 

caracteristicas macroscópicas, las cuales pueden ser medidas directamente. 

Estas variables son de significación para el sistema como un todo, 

solamente cuando ellas son uniformes a través de él, es decir, cuando el 

sistema se encuentra en equilibrio. Asi la termodinámica clásica no está 

relacionada con los detalles de un proceso, sino más bién, con los estados 

de equilibrio y la relación entre. ellos. A partir de la carencia del 

tiempo como variable, es evidente que éste tipo de análisis es incapaz de 

considerar los procesos fuera de equilibrio. Los procesos empleados en la 

termodinámica clásica son procesos idealizados, pensados principalmente 
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para dar información concerniente con los estados de equilibrio [:l<ri.elth, 

1973]. 

Se comprende entonces la necesidad de desarrollar un marco teórico 

que permita ubicar la gran cantidad de procesos irreversibles que se dan 

en nuestro entorno. 

3.2.-La termodinámica irreversible lineal. 

El segundo momento de esta evolución de la termodinámica lo 

constituye el acercamiento al estudio de los procesos irreversibles. Aqui 

el trabajo de los investigadores se centra en el estudio de las fenómenos 

de la naturaleza que dependen del tiempo. 

La termodinámica de procesos irreversibles en su aproximación lineal 

tiene sus antecedentes inmediatos en los trabajos de T. de :Danden. y L. 

O~ y su estructura lógica formal se basa en cuatro postulados; en los 

dos primeros 1) mediante la postulación de 

tac.al. y 2) la generalización de la segunda 

los estados de equ.Ul.&rLlo 

ley de la ten.nuu>tátlca a 

procesos fuera de equilibrio, traslada las ideas de ésta a la vecindad de 

un punto pretendiendo describir los estados del sistema, cuando se está 

dando la transición de un estado de equilibrio a otro; en los siguientes 

se postula que: 3) dentro de cierto intervalo de las fuerzas 

termodinámicas (gradientes de temperatura, de concentración, de potencial 

eléctrico, etc. ) existe una relación lineal entre éstos y los flujos 

correspondientes (flujo de calor, flujo de masa, flujo de carga eléctrica, 

etc. ) . De aqui que si g es un vector columna cuyas componentes son los 

flujos y F es otro definido por las Fuerzas, entonces 

g = /A r (3. 1) 

donde A es una matriz cuyos elementos dependen únicamente de las variables 
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de estado, 4) la matriz A es simétrica;. este~ úllimo .. ,plant~am.i~nto·de.la. 
,,.,. .. ; ' 

TIL es el famoso principio de reclprocidact .. que,:de~~st.~ó O~ en. 1931. y 

que le valió obtener el premio nobel de fisÍ.ca'.J ,: '.~;f :'. .·.·· .. 
Estos cuatro postulados combinados con las :~'~\ia'6'i~B~~·.'<iue''·describen 

la evolución en el tiempo de las variables locales, U~má'.ci'~s ecuaciones de 

conservación permiten deducir un conjunto de ecuaciones en derivadas 

parciales, en general no lineales, para las variables de estado. Ellas 

permiten describir exitósamente fenómenos que se desvian muy poco de las 

condiciones de equilibrio; teniendo ampliament" documentado en cada caso 

particular las condiciones experimentales bajo las cuales la descripción 

del fenómeno es adecuada [Garcia-Colin, 1983; 1990), 

Una de las principales objeciones a la TIL es que al retomar los 

resultados empíricos propuestas por ~<UJ.l'Llert. ~U::Jc. Ohm, etc como base para 

establecer uno de sus postulados (relación lineal entre fuezas 

termodinámicas y flujos), implicitamente esta'. aceptando las 

inconsistencias flslcas asociados a ellos, entre las que se encuentra la 

velocidad infinita de propagación de las perturbaciones. Hemos visto el 

caso de la ecuación clásica de conducción de calor, pero idéntico 

resultado se deduce de las relaciones para los flujos de carga 

eléctrica, masa, etc. 

Para el caso del flujo de calor VelUUltte [1958) ~ ~attan.ea 

(1948,1958) propusieron que, con el fin de evitar esta dificultad se debla 

sus ti tu ir la ecuación de ~awU.en. por una ecuación de relajación para q 

'dada por 

--rÉ!.q = q + k'i7T 
Bt 

donde T es un tiempo finito de relajamiento. 

(3.2) 

Al sustituir la ecuación de balance de energia para un sólido 

obtenida en el marco de la TIL ¡gQ/1.Cia-~aiin, 1990) 
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de 
pdt = -:-ll·q (3.3) 

en la ec. (3. 2), se 'obtiene 'la llamada' ecuézción deP. telé~ [:fa-0,eph & 

:P~. 1989] 

la cual es de tipo hlpelt&ótlco 

atenuadas como resultado de la 

velocidad de las anda<> térunlca~. 

y representa'," 

·.-,:\·? ,,-: 
-·-~cúciCión de 

relajación. ~qu'i' a;·=(k/-ril 1
/2 

ondas 

es la 

La ecuación del ldér¡naj,a, introduce un elemento nuevo que debe ser 

considerado en la investigación del proceso de conducción del calor y que 

viene representado por la derivada temporal de q, el cual puede ser 

descrito como un término inercial [~~v. 1976: :fa-0,eph & :P~. 1989]. 

Esto significa que en el medio se produce un fenómeno de inercia como 

respuesta a las perturbaciones externas, de modo tal que cualquier teoria 

que pretenda ser una extension de la TIL debe incorcoporar este concepto 

de lnell.clcI té'l.lnlca para tener la posibilidad de dar una interpretación 

adecuada de los procesos irreversibles, además de que debe reducirse a las 

relaciones empiricas que la TIL incorpora en su desarrollo, en el limite 

apropiado. 

Como consecuencia de la introducción de la inercia del medio nuestra 

perspectiva del fenómeno de conducción de calor en un sólido sufre un 

cambio radical puesto que ahora debemos considerar el transporte de calor 

como pulsos de calor los cuales son transmitidos por ondas con velocidad 

finita. En consecuencia los trabajo de t;attanea <¡ Vennalte marcan el 

inicio de una nueva etapa en el desarrollo de la Termodinámica. 

De manera general, podemos decir que el tercer momento en el 

desarrollo de la Termodinámica lo marca el reconocimiento de que la TIL es 

incapaz de dar una respuesta satisfactoria a las investigaciones de la 

gran mayoria de los fenómenos no lineales que suceden en nuestro entorno, 
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y por lo tanto, se plantea el r·eto de. consfrurr.:.--el' ·l!lar;co 'teórico-que 

permita describir con mayor pre~ici~ri'. lao;;. c~fre~6n~ient:~~ ~i; linealidades, 
""{7·- .-,-~ ·-,:/'.( "·:::-~r~:,__ ··;.:_: -·-,·~·:"'-

lo cual hasta la fecha no ha sidó' realtz'ado'complet~m~ilt.i::·: •• , •. 

,.~.:::ºº:,,::: :::.,~,:~§,:1~~11.:~;3'.;:~r!!:~2!:~:~:·::: 
limitaciones. Estos planteamie~~o~~·, ~2~~1~~~ •:;K~ .'~ikin;ldo éxitos en 

, .. .-r .,.. : .. -:<~:: -~~:/;;~:--

remover algunas de las resfri~ci§rie,s,ioin,!l'erentés a la TIL. 
·_ <:''."': ... '=·:::· "'>"-.:.-- . ' 

Aunque el propósito de todas· :1as versiones es muy similar, ·ellas 

difieren tanto en contenido fi.sico como en metodologia [!í'lll'l.Cia-Galin, 

1988; AtállA:u<> & !í'am.&á11., 1989]. 

3.3.-Termodinámica Irreversible Extendida. 

La extensión de la TIL desarrollada por !í'an.cia-t;'atin y sus 

colaboradores, a pesar de que existen en la literatura una gran variedad 

de propuestas con el mismo titulo o parecidos, la llamaremos 

Dentro de los procesos que caen fuera del context.o de la TIL el 

primer problema que se tiene es que la hipótesis de equilibrio local es 

insatisfactoria, por lo tanto, en la TIE se amplia el espacio de variables 

termodinámicas. Asi el espacio de variables de estado consistirá ahora en 

la unión de dos subconjuntos, el subconjunto formado por las densidades 

localmente conservadas y el subconjunto de las variables no conservadas o 

rápidas. 

Debe ser comentado que en general, en tanto que el número y elección 

de las variables conservadas son dictadas por las leyes de conservación 

plantedas en el marco de la TIL, el número y elección de las variables 

rápidas depende muy fuertemente del sistema y de la situación de no 

equilibrio que se está analizando. 
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Los fundamentos de la TIE están dados en términos de dos postulados: 

l. -Existe una función TJ, que no sólo depende del conjunto de ·las · 

densidades localmente conservadas sinÓ 

rápidas o no conservadas, es decir, 

ecuación de Gibbs generalizada:_" 

(3.6) 

2.- La función TJ satisface una ecuación de balance dada por 

~ + V·J dt TJ 
(3. 7) 

donde JTJ y ~TJ. son un vector y un escalar respectivamente y representan el 

flujo y la producción del potencial termodinámico TJ. Mientras que JTJ es 

solamente función de las variables termodinámicas definidas en el espacio 

extendido, ~TJ la cual no es necesarlamene positiva definida, puede 

contener parámetros relevantes adicionales para la descripción de los 

estados de no equil ibr lo del sistema, puesto que es resultado de la 

aplicación de operadores espaciales y temporales sobre TJ y sobre JTJ. Esta 

suposición de cen.ruuúuta es una caracteristlca particular distintiva de la 

TIE [:Rad!tí~ & !f.óper¡. de 1fww, 1989). 

3.4.-El conductor de calor no lineal en el marco de la TIE. [~a/l.Cla-~alin 

Consideremos el conductor rigldo infinito en reposo y con una 

densidad constante, el cual está en un estado de no equilibrio descrito 
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por una variable cons.ervada localmente, la densidad de energia interna 

e(r,tl y la variable rápida o variable que relaja•q(r,tl, el flujo de 

calor. 

Veamos entonces cual es el conjunto completo de ecuaciones de 

evolución temporal para las variables del espacio extendido. 

Las ecuaciones de evolución temporal para las variables conservadas 

son conocidas, por lo que solamente deben ser derivadas aquellas 

ecuaciones de evolución temporal para las variables rápidas. 

De acuerdo con los postulados de la TIE, partiremos de la ecuación de 

~~ e:r.tendlda para el potencial termodinámico n 

dn = "' de + a . ~q 
dt 1 dt 2 dt 

donde las ~1 son las ecuaciones de estado 

"' 1 

an 
lie' "' = !!_n 

2 8q 

(3. 8) 

(3.9) 

las cuales pueden representarse como funciones de los .invariantes 

escalares y variables del espacio extendido. 

Esto es, 

(3. 10) 

(3. 11) 

Desarrollando estas funciones en series de potencias de las variables 

no conservadas alrededor de un estado de equilibrio local dado por q=O se 

tiene 

/31 (e, q2' ... J = /3 (e) + <_il_a !1) q2+ ... 
1 q e.l 

(3. 12) 

+ ••• (3. 13) 

El objeto de estos desarrollos es, por un lado, definir la ec. (3.8) y 

por otro, mediante el truncamiento de las expansiones con algún criterio 

de orden hacerla manejable, ya que de lo contrario se llega inmediatamente 
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a ecuaciones altamente no lineales cuyo significado es aún obscuro 

[Garcia-Colin, 1988]. 

Una manera conveniente de obtener ecuaciones aproximadas para la 

evolución temporal de la variable rápida es mediante la asignación de 

criterio de orden a =~· Hasta el momento se encuentran en la literatura 

dos criterios, en el primero de ellos, conocido como el criterio del 

gradiente, las variables conservadas son de orden cero, en tanto que las 

variables rápidas son de orden uno, lo mismo que los operadores gradiente 

y divergencia y ningún orden es asignado al operador derivada temporal. En 

el segundo de ellos, el criterio de las variables rápidas, el orden es 

asignado de acuerdo a las potencias de las variables rápidas. 

Comparaciones hechas por del ~la y ~ópe;¡, de ~Q/Ul [1990) usando la ecuación 

de Boltzmann en el estudio de un gas monoatomico diluido sugieren que el 

criterio que asigna orden de acuerdo a las potencias de las variables no 

conservadas debe ser preferido sobre el criterio del gradiente. En 

consecuencia, este criterio será usado para truncar las expansiones hechas 

dentro del marco de la TJE. 

Recordando que en el equilibrio local 

(3. 14) 

donde T y s son la temperatura y entropia de equilibrio local -~~ 

respectivamente, podemos escribir la ec. (3.8) como sigue 

(3. 15) 

Esta es ahora la versión extendida de la ec. (3. 8), en la cual el 

término ( ( a13/aq
2

) •· 
1 
q

2
) proporciona la corrección de segundo orden en 

términos de las variables rápidas del coeficiente (3
1

(e,q2 
••• ). 

Si requerimos que la ec. (3. 15) sea una diferencial exacta, entonces 

la igualdad de las dos derivadas cruzadas implica que el coeficientes 

Ca{3
1
/aq

2
l

0
•

1
q

2 
esté relacionado con {3

2
(e) a través de la expresión 
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a B1 1 a · dT 
Caq2 > •. 1 = 2 (BT 13/e »:cie' (3. 16) 

Si usamos la ecuación cons,ti tutivá. ."_"cié-_ = :cvaT 'podemos: escribir esta 

última expresión como 

(3.17) 

De modo que considerando la ec. (3. 17), la expresión de ~u.&<> 

eid.endlda sólo contiene un parámetro indeterminado. 

Por otro lado tenemos que n, cumple con la ec. (3.7), por lo que para 

obtener la producción de este potencial necesitamos conocer además de la 

ec. (3. 15) la divergencia de Jn. 

Procediendo de la misma que en párrafos anteriores, tenemos que si Jn 

es función de los invariantes escalares definidos en el espacio extendido 

entonces 

(3. 18) 

Desarrollando la funcion {3
3 

en series de potencias de las variables 

no conservadas alrededor del estado de equilibrio local 

8
2

B1 2 
Jn = f33(e)q +(-&¡2 > •. 1 q q + · · · (3. 19) 

Puesto que n debe reducirse a la en.Vtapia iacal s se debe tener, al 

más bajo orden: 

J 
n 

1 rq. (3.20) 

Por lo tanto la producción del potencial termodinamico n es 

-1 8
2 f3 2 de dq -1 

(pT +p(aq2 1> •. 1 q )dt + p{32(e)q· dt + 'V· (T q)' r1' = n 
(3.21) 

Sustituyendo en ésta la ecuación de balance de energia y 

desarrollando la divergencia del último término se obtiene finalmente 

(3.22) 

Por otro lado rrn es el escalar más general que puede construirse en 
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el espacio extendido por lo que las operaciones indicadas en el -lado 

izquierdo de la ecuación de balance deben llevar a cantidades definidas en 

este espacio (hipótesis de cerradura). Matemáticamente esto quiere decir 

que: 

O' 
l) 

Desarrollando X se tiene 
q 

(3.23) 

O' 
l) 

µ (e,q2
, •.• )q·q ~ µ(e)q•q. (3.24) 

Comparando esta última expresión para o-ll 

anteriormente, ec. (3.22), se tiene 

con - la :obtenida·· 

8~1 2 ~ ~ -p(-aq > •. 
1 

q )17·q +p¡3
2
(e)q·dt + q·llT = µ(e)q·q. C3:isJ, ~ 

:.·: -,: ·.---···:~-.-,;·-,-.e; -

Debido a que q 2 = q•q , de aqui obtenemos la ecuación de ·¡,;voiú"ción 

temporal para la variable rápida que resulta ser 

ª2 13 = µ(e)q +(-
8 

2 1' q ~. 1 

-1 
qll·q - 17T (3.26) 

Esta ecuaclónjunto con la ecuación de conservación de la energia 

representan el conjunto de ecuaciones que describen la evolución temporal 

de las variables extendidas e y q. 

Si consideramos que el sistema ha alcanzado el estado permanente, y 

además que no existen inhomogeneidades del flujo de calor entonces el 

término de la izquierda desaparece lo mismo que 17 • q, por lo que la 

expresión se reduce a 

(3.27) 

ecuación que podemos escribir como 

1 
q = - µ(e)T2 vr. (3.28) 

que es precisamente la ecuación de Fourier si µ(e)=.(k T2
)-

1
• 

Para el estado transitorio, considerando nuevamente que no existen 

inhomogene ida des del flujo se tiene la siguiente expresión 
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( dq - 1 2 -1 
(32 el at -T2l7T + (kT l q. (3.29) 

Si hacemos --r=/3
2

(e)kT2 al cual llamamos tiempo de Telajaclón del 

flujo de ca1or. obtenemos la ecuación de Maa:w.ell-Galtanea-Veruiotle 

-T ~~ =k 17T + q, (3.30) 

que remueve el inconveniente de la velocidad infinita que se obtiene del 

formalismo de la TIL. 

Por lo que la ec. (3.26) puede ser reescrita como 

donde a = 

-T dq =q + 
dt 

(_!l. 2131) kT2
• 

aq e. l 

aql7·q+kl7T (3. 31) 

Esta ecuación nos muestra que el cambio en el flujo de calor q es 

debido al f lUJa mismo, a sus inhomageneidades y al gradiente de 

temperatura. 

En la aproximación cuaAlP..<>tá.tlca, cuando 

dq 
-T dt " 0 (3.32) 

se obtiene la ecuación constitutiva para el flujo de calor 

q(l + a ll·q)=- k 17T. (3.33) 

Según ~ancia-Galin (1988), en el marco teórico de la TIE quedan aún 

algunas cuestiones por resolver para hacer mayor el poder de este 

formalismo. En este sentido, Vázquez i¡ del :Ria [1990], han propuesto una 

formulación variaclonal de esta teoria, la cual pretende continuar con el 

interés permanente y sistemático en la formulación varlacional de los 

Procesos irreversibles que se ha dado en las diferentes etapas del 

desarro110 de la termodinámica y que abarca ya las teorias que amplian el 

campo de las aplicaciones de la termodinámica irrevers.lble lineal. 
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3.5.-Teoria ondulatoria de Giµvunali.. 

De manera semejante a la TIE, el enfoque ondulatorio para la 

termodinámica propuesto por Gi¡Ollmall [ 1970; 1977] tiene como propósito 

esencial la descripción de los estados de un sistema termodinámico que 

caen fuera del marco teórico de la TIL. Para ello también propone ampliar 

el espacio termodinámico. Aqui, sin embargo, encontramos una diferencia 

con respecto a la TIE, ya que aunque en la teoria ondulatoria las 

variables dinámicas adicionales, son también introducidas para describir 

las desviaciones con respecto de su estado de equilibrio local, sus 

ecuaciones de evolución temporal no son explicitamente obtenidas ni 

pretendidas. En vez de ello, se propone derivar ecuaciones de transporte 

de tipo hi.pel!.&ótlca para los campos locales r que predicen la propagación 

de las perturbaciones en el sistema. 

El postulado básico de la teoría es que cuando los cambios impuestos 

sobre las variables dinámicas, las cuales son identificadas como flujos 

disipativos, son lo suficientemente rápidos, la energia cinética asociada 

con ellos contribuye apreciablemente a la enbulpia del sistema. En 

consecuencia la densidad local de s es dividida en una parte en equilibrio 

y en una parte cinética, esto es; 

s({ex}, {J}) = s ({ex}) + s ({J}). 
cq cln 

(3.34) 

En analogia con la TIL, se propone que 

s({ex},{J}) =¿ex r + 
2
1 ¿ m J •J (3.35) 

1 1 lk 1 k 

donde ex1 son las coordenadas generalizadas, r
1 

las fuerzas termostáticas 

conjugadas generalizadas, J
1 

los flujos y m
1

k una matriz simétrica. 

Derivando con respecto al tiempo la ecuación (3.35) obtenemos 

a a 
ats({ex},{J}) = ¿ r18tex1 + (3.36) 
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con el segundo término del lado derecho igual a ·cero, como. es derivado 

consistentemente por Gyarmati. 

Por otro lado, tenemos que para todas 

ecuaciones de balance pueden ser formuladas como 

p ~ a + V·Jº = V 
at 1 1 1 

donde J~ = J
1 
+ pa

1
u, u la velocidad del fluido, y vr las fuentes··de 

Luego si consideramos un sistema disipatlvo sin fuentes de calor.y' l.ibre 

de mo·1imientos convectivos, la ecuación (3. 37) se reduce a 

o (3.38) 

Por consiguiente si sustituimos (3.38) en (3.36) se tiene la ecuación 

de balance para el potencial s, esto es 

'" J
1 

• (l7r
1
+ '" m ~ J l L. 1... lkBt k 

(3.39) 

donde se han definido las ~ tenm.adlnámi.cat> ~ 

(3. 40) 

que incorporan los efectos inerciales y disipativos. 

Si suponemos una relación ~ entre estas fuerzas y los 

flujos dada por 

(3. 41) 

la producción de en.tna¡Jia ~puede ser escrita como 

(3.42) 

donde IEt y JJ son mat:rices formadas con los flujos y las fuerzas y IL la 

matriz de transformación de OfLIUUjelt. 

Si introducimos las matrices no negativas 

(3.43) 
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entonces podemos poner las ecuaciones constitutivas (3.41) como sigue 

J = E L 11r - E T • -aªtJkJ 1 lk k l k 
(3.44) 

Esta ecuación generaliza la ecuación de M~V y conduce a un conjunto 

de ecuaciones lüpenAótLcas de transporte, que representan el resultado más 

importante de esta teoria. 

Esta ecuación es de la forma 

(3.45) 

Para el caso del sólido isotrópico esta ecuación se reduce a la 

ecuación del lel.eqn,a.l.o (l:;'¡¡aJWUltl, 1977), la cual como ya hemos visto, 

describe la propagación de ondas térmicas en el sólido. 

3.6.-Planteamientos integrales para el flujo de calor. 

Existen otros planteamientos fenomenológicos (l:;'untltt & 'P~. 1968; 

NUN'flaUl, 1971] en los cuales el flujo de calor es determinado mediante 

una integral sobre la historia del gradiente de temperatura de la forma 

l 

q = - ~I oct-t· i11rcr t' )dt' 
T ' ' 

(3.46) 
-O> 

donde Q(s) es una función de relajación, positlva, decreciente que tiende 

a cero cuando s- y acotada en el intervalo [O, col, comúnmente conocida 

como el Xeltf"l,€f. del flujo de calor. 

Una diversidad de modelos constitutivos para la conducción del calor 

surgen de la consideración de formas diferentes para Q(s). En particular 

si Q(s)=ko(s), donde o(s) es la función della de Vlrtac, se obtiene q=-kl7T, 

el modelo clásico de ~<Ullllen.. 

La expresión (3.47) no es más que generalización de la forma integral 

de la ecuación de Mcur:u>ell-~attan.ea-Venn.atte [~ ¡¡ 'P~. 1989) 

kJl t-t. q = - - exp(--)17T(r, t' )dt'. 
T T 

-O> 

(3.47) 
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Usando la j!atunula de !eelf>lt~ [~, 1981] para la derivada de. una 

integral 

d fh<«> fh<«>a 
iit re ... t' ldt'= atcrc ... t' >Jdt' 

-q(«) -q(«) 

d d . 
+ f(h(«),«)¡:it(h(a:)) - f(g(a:),«)¡¡t(~(«)) 

donde 
t-t' 

f(t, t' )=exp(--)llT(r, t' ), . -r h(t)=t y g(tl=-o>, 

(3.48) 

se muestra que la 

ec. (3;48) se transforma en la ecuación diferencial de M~V para el flujo de 

calor. 

Lo importante para nuestro trabajo es que la formulación integral de. 

las ondas térmicas es equivalente al planteamiento,diferenciaf introducido 

por ~at«meo [:J=eph & 1'~6l. 1989]. 

3.7.-El modelo no lineal de MOIVt<l y ~uqq,en).. 

Otro modelo para la conducción del calor en sólidos, pero válido 

exclusivamente para dieléctricos anisotrópicos a baja temperatura es 

propuesto por M<lll/Ul ~ ~uqqen,l [1988], el cual consideran corrige ciertos 

defectos de algunos modelos que surgen como generalizaciones de la 

ecuación de At~V. Ellos proponen que el flujo en el sólido dede regirse por 

la ecuación 

(3.49) 

donde «, ~. r, v son funciones escalares y I el tensot unitario. 

Esta ecuación se reduce a la ecuación de M~V cuando ~=O, «=cte. y r y 

v son funciones de la temperatura. Ellos muestran que su modelo ajusta los 

datos experimentales sobre la rapidez del ~ onnlda en sólidos 

dielectricos a baja temperatura. 

De lo anterior observamos que los modelos anteriores tienen las 

siguientes limi tantes: 1) son modelos semiempiricos, MOIVt<l 'J ~~ 

so 



[1988), 2) no es tan sustentados en una teoria termodinámica, [!i'Wt.tln & 

'Plp.kln, 1968; Hunt¡.lala, 1971) y 3) deducen ecuaciones aproximadas para las 

ondas térmicas [l§'a;¡,cia-~olin, 1988; !§'~, 1977]. 

En el siguiente capitulo exponemos la formulación variacional de la 

TIE, a partir de la cual trataremos de remover las liml tan tes arriba 

mencionadas. 
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CAPITULO IV 

FORMULACIÓN VARIACIONAL DE LA TERKODINAHICA IRREVERSIBLE 

EXTENDIDA. 

Los principios variacionales que conducen a las ecuaciones de la 

fisica matemática han sido durante mucho tiempo un tema de interés para 

numerosos investigadores. 

Una de las aplicaciones más importantes en el marco téor ico de los 

principios var laciona.' • - se presentó cuando Ha.mlftan, dentro del estudio 

del movimiento de la particula clásica, mostró que estos principios son de 

gran significación téorica para una derivación sistemática y exacta de las 

ecuaciones de evolución temporal de las variables del sistema. 

Esta técnica pronto fué trasladada al estudio del movimiento de los 

fluidos, comenzando una tradición que se extiende hasta nuestros dias y 

que abarca ya las teorias que amplian el campo de aplicaciones de la la 

TIL. 

Debido a la importancia de los principios variacionales mencionada en 

las lineas precedentes y a que seguiremos el mismo planteamiento en 

términos generales para la formulación variacional de la TIE es que 

comenzaremos éste capitulo estableciendo los fundamentos r~. 1981] 

con los cuales son tratados los problemas de variaciones. 
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4.1. -Los principios variacionales. 

En esta descripción alternativa el objetivo es determinar·Ios valores 

extremos de una cantidad que aparece en la· 

ejemplo; sea ~ la cantidad que adquiere un 

integral 

~ = Jfcoc.~.~xldoc 

aqui ~ es desconocida y se trata de 

valor de ~ sea un extremo, en un 

indica derivada con respecto a oc. 

En la búsqueda de ~ se utiliza una función de prueba w(oc) la cual 

proporciona un valor que se aproxima al valor extremo de ~. la diferencia 

entre la función de prueba w(oc) y ~(oc) para un oc cualquiera se denomina la 

""1/tlaclón de ~ la denotamos como ~~- Esta diferencia se da en términos de 

una nueva función arbitraria v(x), la cual debe ser diferenciable y 

anularse en los limites del intervalo de oc que se esté considerando. Se 

introduce además un factor de escala a para proporcionar la magnitud de la 

variación, e'l cual desaparecerá durante el proceso. 

Redefiniendo la funciones w(oc) y ~(oc) en términos del parámetro a se 

tiene 

(4.2) 

luego, la diferencia entre las funciones puede ser 7xpresada como 

~(oc,a) - ~(oc,OJ av(oc). (4.3) 

También en términos de este parámetro la funcional ~ es 

~(a) = Jfcoc.~(oc,a),~x(oc,a))doc (4. 4) 

y la condición para que ~(al ·sea un extremo es que 
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aJ Ca.J = o. 
aa. 

De aquí se sigue que 

aJCa.J = fcªr ai¡ + ar ai¡x)da: 
aa. al/ aa. ª'' x aa. 

y usando (4.3) esta expresión se transforma en: 

aJ(a.) 
aa I ar ar dv 

<a'lv(a:) + al/ da:)da:. 
X 

Integrando el segundo término por partes 

I ar dv ar 1 x2 r2 d ar (- -)da: = v(a:)- - (v(a:)-- )da: ai¡ da: ai¡ da:a'I 
X X xt xt X ·. 

y usando el hecho de que la función 

intervalo se tiene que la parte 

expresión (4.7) queda como 

I ar d ar 
<ai¡ - da: ai¡ )v Ca:lda: =O. 

X 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

Puesto que v(a:J es arbitraria la única manera en que la ~inte~gral sea 

cero es que el integrando sea idénticamente cero. 

La condición para que la funcional ~ sea un extremo es precisamente 

una ecuación diferencial parcial 

ar _ ~ ar = 0 al/ da:alj x 
(4.10) 

la cual se conoce como ecu.a.clón de eulen., y en el contexto de la mecánica 

lagrangiana como ecuación de eulett-~~. 

El uso de de los principios variacionales en la física tomaron carta 

de naturalidad cuando se demostró que el p;U.rtci.pLa de JfamUtan. 

[~ald<>tcin. 1980] es una condición necesaria y suficiente para derivar las 

ecuaciones de movimiento de una partícula. Este principio plantea que 

cuando el integrando de la funcional es un lagrangiano el movimiento es 

tal que la funcional tiene un valor estacionario. 
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Las ecuaciones de euten.-~aqruuu¡e resultantes son de la forma 

d aL aL = 0 dtaa:t - aa: (4. 11) 

generalmente conocidas como ecuaciones lagrangianas del movimiento, las 

cuales resultan ser equivalentes a las ecuaciones de New.i.on. en la 

descripción de la evolución temporal de los sistemas de la mecánica 

clásica, pero, con la ventaja de que son ecuaciones que implican solamente 

cantidades escalares. Además, éstas ecuaciones se adaptan mucho mejor al 

tratamiento de los sistemas complejos y por extensión a otras ramas de la 

fisica, tal como la termodinámica de processos irreversibles que es 

nuestro objeto de estudio. 

4.2.-Principios variacionales en la termodinámica irreversible. 

Los logros de este planteamiento alternativo de la mecánica clásica 

pronto indujeron a la formulación variacional del movimiento de los 

fluidos, la cual estuvo limitada inicialmente a los fluidos ideales y dió 

origen a dos lineas caracterizadas por la forma de establecer el 

principio: la de Lagrange y la de Euler. En la primera las variaciones se 

realizan sobre las coordenadas espaciales que describen el fluido y en la 

segunda sobre las variables de campo del sistema: velocidad, densidad, 

etc, [Vázquez, 1990]. 

Al intP.ntar hacer una caracterización de los fenómenos de transporte 

que incluian efectos disipativos, mediante principios variacionales 

clásicos, se encontró que tales problemas no admi tian tal formulación 

[~~. 1972]: esto dio como resultado un conjunto de enfoques 

conocidos como principios varlaclonales no clásicos, los cuales tienen sus 

raíces en la formulación de O~ de la ley de ~aU/1.len. de conducción del 
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calor. 

Una cuestión de importancia fundamental en el marco de la aplicación 

de los principios variacionales es saber cuándo determinado problema 

admite tal formulación. 

Un tratamiento sistemático de esto se basa en las derl.vadas de 

Fréchet [~ln.tcuµian, 1972), las cuales determinan las condiciones para que 

el conjunto de ecuaciones de evolución temporal de las variables que 

describen al sistema sean deducidas de un principio variacional. 

Con el fin de comprender más claramente el análisis basado en las 

derivadas de Fréchet, haremos una analogía con las condiciones que se 

deben cumplir para que un campo vectorial sea derivado de un campo 

escalar. 

Consideremos la integral del campo vectorial conservativo -;:}, 

J2 ...... 

1
v·dx 

a lo largo de las trayectorias 

(4.12) 

(4. 13) 

(4.14) 

donde ,;-¡, y vi son vectores infinitesimales. De acuerdo con esto y 

teniendo en cuenta que el integrando debe ser el mismo para las dos 

trayectorias se tiene lo siguiente 

(4. 15) 

el cual es equivalente a 

... ... -:l ... ... ... ... ... ... 
v(x + crp)- v(a:) .~ = v(a: +vwl- v(a: l.'$. 

C V 

(4. 16) 

En términos de coordenadas . cartesianas y utilizando el concepto de 

56 



derivada direccional [:'fu.ikó, 1986) ésto puede· se~;~s~r}_to'como 

. (4; 17) 

Esta expresión representa um( condici'ón· equivalente para.• obtener el 

campo vectorial v como el gradiente· de' un potencial. 

En términos de lo anterior, podemos llevar esta linea de pensamiento 

hacia la formulación variacional de algunos problemas de interés en la 

flsica, considerando que las ecuaciones de guten. pueden ser obtenidas como 

el gradiente de una funcional, entonces esperaríamos que no cualquier 

ecuación diferencial sea derivable de una funcional como no cualquier 

campo vectorial es derivable de un potencial. 

El soporte matemático riguroso de este planteamiento fué hecho por 

V~ [1964), donde se parte de la definición del gradiente de una 

funcional y de la derivada de un operador dif.,rencial [:'fi.n.tcuµ,an, 1972). 

Aqul seguiremos cercanamente este procedimiento y por brevedad 

trataremos una sola ecuación diferencial, pudiéndose extender a un sistema 

de ecuaciones. 

Consideremos la ecuación diferencial, no necesariamente lineal, tal 

que 

N(u) = O. (4.18) 

Definamos la derivada de este operador en la dirección ti> como 

, l N(u + cif>l- N(u)= a_N(u+cif>)I 
Nuef' = lm e 8c . 

E-70 E=O 

(4.19) 

N~if> es llamado la ~ de :'f~échet del operador en la dirección 

if> en tanto que N~ es simplemente llamado la dertl<oada de :'f~échei. del 

ape;uu!an.. El subindice u indica que la diferenciación del operador es 

hecha con respecto al argumento u. 

El gradiente de una funcional se define de manera similar. 
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Consideremos -una--f\Jrícional; dada por 

obtiene 

tlm ~F = f L~~dv = s~N(~)dv + términos de frontera 
C-)Q 

donde el operador N(u) es el gradiente de la funcional F(u). 

(4.22) 

De la misma manera que para el caso de campos vectoriales, debemos 

probar que si el operador N(u) es el gradiente de una funcional, entonces 

la integral de la ecuación anterior es independiente de la trayectoria de 

integración. 

Consideremos la integral 

s~N(u)dv (4.23) 

a lo largo de las trayectorias 

u ~ u + e~ ~ u + e~ + vw 

u ~ u + vW ~ u + e~ + vw 

donde e~ y vW representan cambios infinitesimales. 

De acuerdo con esto, si la integral es independiente de la 

trayectoria, entonces se debe cumplir 

(4.24) 
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expresión que puede tambi_én ser dada como 

J N(u+c<t>~-N(u) r/Jdv 

En el limite cua:ndc? c'O :Y 

Esta es la extensión de 

operador N~ es simétrico y 

funcional, tal como en el caso de campos vecforiales'. 

lo hemos mencionado se sigue del teorema dado por va.mt.eiiq- en :{964;-oe.c-

En resumen, la cuestión de la existencia de un principio variacional 

del tipo clásico para un operador dado depende de que el operador tenga 

una diferencial de ~~échel. simétrica, ec. (4.26). 

Veamos ahora la forma que toma esta condición de simetria cuando el 

operador diferencial es de la forma 

f 1 (u, u , u ) = O, l=l, 
'J • Jk 

(4.27) 

donde u au y u = au • suponiendo u = u (a:•. a:t .... a: ) . 
'J aa:J 'Jk aa:Jk n 

A partir de la definición para la diferencial de ~~échet ec. (4.20) se 

tiene 

N'</> 
u 

f(u+c</>, u +e</> , u +e</> )} 
,j ,J 1 jk ,Jk C=O 

~ au + 
ar 
au 4> J 

,J' 

+ ar 4> 
au 'Jk

0 

'Jk 
(4.28) 

Llevando esto a la primera integral de la condición de simetria e 

integrando por partes resulta 
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+ 

Esta 

De acuerdo con~ la 

Si esto es válido 

identificación de términos 

(Bf + V (Bf 
au Jau 

ar ar 
- au + 2 Vk( au 

• J • Jk 

,J 

ar 
au,J 

ar ar 
au au 

• Jk • Jk 

Estas ecuaciones son equivalentes a 

ar ar 
au - vk au 

• J • Jk º· 

(4.32) 

(4.33) 

ecuación que representa la condición para que la ec. (4.27) sea derivable 

de una funcional y por tanto se exista un principio varlaclonal para ella 

Mediante un procedimiento similar se tiene que si el operador 
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representa un conjunto de ecuaciones ~if~renciales, esto es. 

la 

(4. 37) 

donde f 1 
= O son las ecuaciones diferenciales "de N(u)=-:0, J-_ios- inclices 

latinos van de 1 a 4 y el subindice coma denota dlfe-r-enciacÍón parcial, 

como se ha mencionado antes. 

4. 3. -Inexistencia de un principio variacional clásico para el conductor 

rigido de calor [Vázquez y dei ~ia, 1990]. 

Mostremos ahora este procedimiento para el caso particular de un 

conductor de calor rigido, infinito, en reposo y con densidad constante 

p(r, t). 

Para este sistema el potencial termodinámico ~ dependerá de una 

cantidad localmente conservada, la energia interna e, y una cantidad no 

conservada, el flujo de calor q, es decir: 

~ = ~ (e,q). (4.39) 

Sabemos que dentro del marco de la TIE, la ecuación de evolución 

61 



temporal a primer orden para el flujo de calor esta dada por la ecuación 

de .Maa:wcl.t-~altane.a-V entUllte 

Además la 

-T dq = kVT + q. 
dt 

ecuación para la variable -dons~rv~~~ e~, 
de balance de energía 

de 
pdt + V·q =O. (4.41) 

Para verificar si estas ecuaciones satisfacen las condiciones de 

simetria, introduzcamos un espacio vectorial de cuatro dimensiones en el 

cual los cuadrivectores tendrán como primeras coordenadas a las 

componentes de q y a la temperatura como la cuarta componente, esto es: 

r =( Wt, W2; W3, W4 J= (q, T). (4.42) 

De acuerdo con esto las ecuaciones que: describen los estados del 

sistema se transforman en: 

f~ = T W + W + W 
«, 4 4' ex. a. 

(4;43) 

f
4 = pcv W + W = O 

4, 4 et, ex (4.44) 

Donde se ha utilizado la igualdad ~ W =W los indices griegos 
dt 1 1, 4' 

corren de 1 a 3. 

Consecuentemente, si las ecs. (4. 43) y (4. 44), o bien ecs. (4. 40) y 

(4.41), satisfacen las condiciones de simetria (4.36-4.38), entonces 

existe un principio variacional clásico para ellas. 

Las derivadas para la ec. (4.36) son 

puesto que 

a f
1 

aw 
s. j k 

f
1 no 

=o y 

contiene 

a f" 
a¡;¡ 

l, Jk 

términos 

primera condición se satisface. 

=o (4.45) 

de segundo orden, de modo que la 

La segunda ecuación en (4. 45) reduce las ecs. (4. 37) y (4. 38) al 
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eliminar el segundo y tercer .·.término, 

a fs 
aw 

1, J 
[

k 5 
•J 

pcv5
1

J 

si s=l,2,3. 

si s= 4. 

y la ec. (4.37) de nuevo no se satisface. 

La ec. (4.38) se reduce a 

a f1 
au . a fª 

au 
1 

respectivamente, de ·estas 

(4.50) 

(4.51) 

ya que el tercer término del lado derecho es cero y 
a fª 
au es 

l,J 
una 

constante. 

Por último se tiene que la ec. (4. 38) se satisface para todos los 

indices. 

De este modo se tiene que por no satisfacerse la condición (4.37) no 

existe un principio variacional clásico para las ecuaciones de evolución 

temporal de un conductor rigido de calor para las condiciones impuestas en 
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el marco ·de la TIE. Se justifica asi - la formulación de principios no 

clásicos para el sistema que estudiamos en este trabajo. 

4.4.-Formulaclón variacional dentro del marco de la TIE para el conductor 

rigido de calor. 

En vista de que el problema de conducción de calor en un conductor 

rigido no lo podemos tratar mediante un principio varlacional clásico, en 

esta parte se expone un principio variacional restringido [Vázquez y deR. 

:Ria, 1990] que describe los estados de no equilibrio dentro del marco de 

la termodinámica irreversible extendida para éste conductor en las 

condiciones descritas en la sección anterior. 

Se ha encontrado [dd :Ria, 1991; dd :Ria et al. 1991] que bajo 

variaciones de la parte no conservada del espacio termodinámico extendido, 

la funcional 

:e= s ( pdTJ + V·J - ~TJ )dv, 
dt 

(4.52) 

donde J y ~TJ son el flujo y la producción del potencial termodinámico 1J 

respectivamente, conduce a ecuaciones de 8ulen.-!eaqnnn,q,e, que describen 

completamente la evolución temporal de las variables no conservadas. 

En este proceso se usan como condiciones subsidiarlas a las 

ecuaciones de balance del sistema, y las cantidades desconocidas se 

generan con los teoremas de representación de ~IULeOdeU y Nali. [1965]. 

Como se ha apuntado antes, el potencial termodinámico generalizado 1J 

es de la forma 1J = TJ(e,q) la cual lleva a la ecuación de Glbbs 

pdTJ = a de +tt .~q 
dt l dt 2 dt 

donde las a's son las ecuaciones de estado 

a= 
l 

a= 
2 

(4.53) 

(4.54) 
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En términos( de· los teorema.s 'de ·representación. las ;.capti~a.des. · 001; 002 

, <r y J están dados por:. 

·"' 1 

<T = 
lJ 

'• ~ 'e 
\4:5s1 

donde g = q·q invariante .~sC::~~.af, d~l espacio y las {31 son 

funciones escalares. Por conveniencl.a en. cf;~)' ~e 0ha dejado a p fuera de 

es el único 

la función (3
1

• 

Llevando (4.55) y (4.56) a la ec. (4.53) ·se·obtiene 

P ddlJt = (3 P de +{3 q·~q 
1 dt 2 dt' (4.59) 

Sustituyendo en ésta la ecuación de balance de energia resulta 

(4.60) 

Si sustituimos las ecuaciones (4.57), (4.58) y (4.60) en la funcional 

(4. 52) se tiene: 

(4. 61) 

Simplificando se obtiene: 

I c13 - 13 lV·q +13 q·~q + q·Vf3
4 

-13
3

ldv. 
4 1 2 dt (4.62) 

Lo que sigue ahora es investigar las consecuencias para la funcional 

cuando la componente no conservada del espacio termodinámico extendido es 

ligeramente var lada. Las variaciones que se llevan a cabo son 

independientes del espacio-tiempo y esto implica que las derivadas 

temporales y gradientes permanecen fijos durante el proceso de variación, 
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es decir, estas variaciones restringidas ,~oman:_ lugar. en el espacio 

termodinámico exclusivamente. 

Entonces la variación de la funcional ~ es 

a·~= a·J Cf3 - f3 JV·q +f3 q·~q + q·l7f3 - f3 Jdv 
4 1 2 dt . 4 3 

(4.63) 

(donde el superindice indica el sentido restringido de la variación). 

Puesto que las variaciones restringidas toman lugar en el espacio 

termodinámico exclusivamente, podemos intercambiar el orden de los 

operadores que actúan sobre el integrando conduciéndonos a 

a·~= fa'(Cf3 - f3 JV·q +f3 q·~q + q·17(34 - 13
3

J)dv 
4 1 2 dt (4.64) 

a•~ = Jcv·q a 'Cf3 - f3 l+(a" f3 q)·~q +ca· q)·l7f3 -·a· f3 )dv 
4 1 2 dt 4 3 

(4.65) 

Como las funciones (3
1
son funciones de la temperatura y del invariante 

g q•q la variación de la funcional se transforma en 

(4.66) 

aqui f3s = (34-(31. 

Igualando la variación restringida c5'de la funcional a cero 

encontramos la ecuación de evolución de la variable no conservada 

o (4.67) 

Esta es la forma general de la ecuación no aproximada para describir 

la evolución temporal del flujo de calor en el conductor rígido infinito, 

en el marco de la TIE y junto con la ecuación de balance para la energia 

describen completamente el transporte de calor en este sistema. Este es un 

resultado que no se ha encontrado en la literatura. 

Con el fin de hacer un análisis de los términos de esta ecuación la 
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reescribiremos como 

(4.68) 

donde I es el tensor unitario de segundo orden. 

De este modo tenemos que 

- (z(~g~2)qq + ~21) (4.69) 

es un tensor de tiempos de relajación, que nos indica que el flujo relaja 

de diferente manera en las diferentes direcciones. Esto significa que la 

velocidad de propagación de las perturbaciones en el medio es fuertemente 

dependiente de la anisotropia introducida por el flujo. 

Por otro lado, esta ecuación muestra que el cambio temporal del flujo 

depende de varios factores¡ ellos son, 

ll las inhomogeneidades espaciales del flujo 

z(~/s) (V·qlq (4.70) 

2) el flujo mismo 

(4. 71) 

además este término es particularmente importante, puesto que nos indica 

que si ~:3>0 esta ecuación es precisamente una ecuación de relajación, 

3) las inhomogeneidades espaciales de todas las variables termodinámicas 

esto es asi, ya que ~ depende de T y del invariante escalar. 

En este punto debe resaltarse que el -resultado 

(4.73) 

representa una condición adicional sobre la producción del potencial 
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termodinámico ~ c~~=(33), pues hasta ahora en la literatura se pedia 

como condición sobre (3
3 

que su integral sobre el volumen del sistema fuera 

mayor que cero, es decir, 

J(33dv >O. 

V 

(4.74) 

Con el objeto de mostrar que bajo las condiciones adecuadas la 

ecuación de evolución temporal para q, ec. (4.68) se reduce a la ecuación 

de .M~V. hagamos lo siguiente: por una parte, consideremos que el sistema 

ha alcanzado el estado de flujo estable, entonces el término de la 

izquierda en la ec (4.68) desaparece. Si además consideramos que V•q =O, 
la ecuación se reduce a 

- 2(~:a)q + V(3• =O. (4.75) 

En compatibilidad con TIL pongamos (3 igual a T-1
, 

VT-
1

- 2(~:+ = O, (4. 76) 

ecuación que podemos escribir como 

1 
q = -"""jl'f2 VT. (4.77) 

que es precisamente la ecuación de Fourier si 2(~:a)=µ=(k T2
)-
1. 

Por otra parte, para el estado transitorio, considerando nuevamente 

que no existen inhomogeneidades espaciales de q y que relaja de la misma 

manera en todas direciones, se tiene la siguiente expresión 

(4.78) 

Si hacemos -T = (32kT2 
al cual llamamos tiempo de relajación del flujo 

de calor, obtenemos la ecuación de Mrur.well-~att.anea- Ven.ru>tte 

dq 
-Tdt = kVT + q., (4.79) 

que remueve el inconveniente de la velocidad infinita que se obtiene del 
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formalismo de la TIL. 

Asi, a partir de la formulación variacional de la TIE se ha elaborado 

un modelo general de conducción del calor. Mostramos ahora que sirve como 

marco téorico que engloba las ecuaciones formuladas por distintos autores. 

De acuerdo con esto, podemos ver, que este modelo se reduce a la ecuación 

de M~V 

-i: dq = k VT + q, 
dt 

(4.80) 

a la ecuación propuesta por !i'CVICia-~atin <J 'Radl'iiquetf en el marco de la 

metodología tradicional de la TIE 

dq 
-i: dt = k VT + q + a(V·q)q (4. 81) 

y a la ecuación de transporte de Gyarmatti, 

-1d T 2 "2T, +<crt=av (4.82) 

que se obtiene partir de la ecuación de M~V y de la ecuación de balance de 

energia, si se hace la siguiente identificación de coeficientes en la 

ecuación (4. 68): 

Vernotte 

Garc1a-C. 

Gyarmati + 
balance de 
energia. 

pT~1 

pT- 1 +agk-lT-2 

pT-1 

-pi:k-1T-2 pgk-1T-2 pT-1 

2 

-pi:k-1T-2 pgk-1T-2 pT-1 

2 

-pi:k-1T-2 pgk-1T-2 pT-1 

2 

Este resultado muestra la compatibilidad de los distintos modelos con 

la termodinámica irreversible extendida. En este sentido la formulación 

variacional de la T!E ha venido a reforzar a la teoria. El modelo 

hiperbólico no-lineal de Morro y Ruggeri que surge como una generalización 
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.. .;·· :, 

de la ecuación de. ,.Aft5V reemplazándola p_or _ 

(~q) +17, (Kl •+ ~~q)~ ~¿q, (4.83) 

·'.;_;:."· '""' 
no es posible:!ct~.d~ci~lo icte .'.ia {;,rmulación variacional de la TIE para un 

:-_-.::.·-

medio .is~trÓ~Íc~:.·· Pa·~a· _:sustentar termodinámicamente este modelo debe 

desarrollars~.· una formulación variacional para medios no isotrópicos. 

Volviendo a la ec. (4.68), debemos aclarar que ésta representa una 

solución formal del problema de conducción del calor, pues en la forma en 

que está planteada no contiene la forma explicita de las funciones ff
1
. Una 

forma de definirla y hacerla manejable es proponer expresiones para estas 

funciones en términos de cantidades medibles del sistema, tal como las 

deducidas anteriormente. Otro procedimiento que ha sido de gran utilidad 

es desarrollar las funciones ff¿ en términos del !.nvariate escalar g=q·q, 

alrededor de un estado de equilibrio local dado por q=O, para deducir 

ecuaciones aproximadas a distintos órdenes. Es decir, hacemos 

ffl (e, g) = fflO + ffllg + ffl2g
2
+ • • • (4.84) 

donde los coeficientes ff
1

J son funciones de las variables de equilibrio 

local, con la temperatura y la presión definidas como 

P = T(~~ ) = T(~~ ) . 
e. 1 

(4.85) 

En términos generales se tiene que, si el integrando de la funcional 

~ ha de ser expandida a un orden dado en la potencias de la variable no 

conservada, entonces las serles correspondientes a las funciones (3 1 deben 

desarrollarse hasta un orden consistente [del nia i¡ ~óp.e;¡ de :lfalUl, 19901. 

En particular, cuándo el integrando de la funcional ~. ec. (4.61), es 

desarrollado a orden 2, las funciones ff
1 

,ff
2

, ff
4

,ff
5 

son requeridas del 

minimo orden, en tanto que ff
3
(la producción del potencial termodinámico ~) 

se requiere de orden 2, ffs=ffso' 
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13
3

=13
30 

+f3
31

g, con 13
30

= O en compatibilidad con TIL. Entonces la ec. (4. 68) 

se reduce a la ecuación At~V. si se hace la identificación de parámetros de 

la tabla anerior. Mientras que si el integrando es desarrollado a orden 3, 

las funciones 13
1

,(3
4

,(3
5 

son requeridas del minimo orden 2, (3
2 

de orden 

cero, en tanto que (3
3
(la producción del potencial termodinámico 1}) se 

requiere de orden 3, esto es 

f3
5

=f3
50

+f3
51

g, (3
3

=(3
30

+(3
31

g, entonces la ec. (4.68) se reduce a la forma 

propusta por ~. ~odn.i~ y ~aru::ia-~oiin. 

De lo anteriormente anotado, se observa que si queremos conservar el 

el caráccter tensorial del coef icicnte de dq 
dt los desarrollos del 

integrando de la funcional ~' deben llevarse a orden 4¡ esto conduce a una 

ecuación de evolución temporal para q, la cual contiene coeficientes 

indeterminados que pueden modelarse buscando ajustar resultados 

experimentales que no hayan podido ser descritos usando los modelos 

usuales. En este sentido, pensamos que la ecuación de evolución temporal 

para q, deducida en este trabajo es más general que las ecuaciones 

expuestas en el capítulo 111, pues como se ha visto, la ec. (4.68) proviene 

de dos postulados generales (sobre la estructura del espacio termodinámico 

y un criterio var iacional sobre las variables rápidas) y no introduce 

aproximación alguna sobre la estructura matemática de las cantidades 

desconocidas. 

Finalmente se debe mencionar que, como el integrando de la funcional 

~ es la ecuación de balance del potencial termodinámico 1}, podemos 

interpretar este principio variacional como aquel que deja invariante a la 

ecuación de balance para 1J, pero no postula su val ide2. De modo que, la 

formulación variacional de la TIE quedaria constituida por el postulado 

acerca de la existencia de la función 1J = 1J({c}{r}) y por el principio 

variacional restringido sobre la funcional ~. 
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CAPITULO V 

CONCLUSIONES. 

Hemos visto que el modelo de conducción del calor propuesto por 

~OU/Úeft (en vista de la inestabilidad de sus soluciones) corresponde a un 

modelo matemático planteado incorrectamente; aunado a esto, este modelo 

conduce a una velocidad de propagación de los pulsos de calor, que oscila 

entre cero e infinito; hecho que plantea su reconsideración para evitar 

esta inconsistencia f isica. 

Como alternativa para la descripclón adecuada del proceso de 

transporte de calor ~atian.ea ~ Vetuultte propusieron una ecuación de 

relajación para q, la cual introduce, en primer término, el concepto de 

ln.eflci.a térunlca, y con esto, una perspectiva completamente nueva del 

fenómeno de conducción de calor, pues ahora el proceso de conducción en un 

sólido ya no será un proceso difusivo a velocidad infinita, sino un 

proceso ondulatorio a velocidad finita. Esta alternativa también permite 

indagar sobre la existencia de distintas escalas de tiempo en fenómenos 

térmicos en sólidos. 

Tomando como base el hecho de que no existe un principio variacional 

clásico para la ecuaciones que describen la evolución de un sistema no 

ideal en estados de no equilibrio, se ha postulado en este trabajo un 

principio variacional de tipo restringido donde el papel de la funcional 

es jugado por la expresión 

El principio variaclonal ol=O nos permitió encentrar la ecuación de 
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Euler para el flujo de calor, dada por 

(2(~:2)qq + 13,.Ir~r= -2(~:+V·qlq + 2q(~:3) - V~4 
que es una ecuación exacta para la evolución temporal del flujo de calor 

en el sólido. Esta ecuación junto con la ecuación de balance de energía 

describen completamente el fenómeno. Además, se puede comentar -que es 

representativa de la generalidad que existe en los postulados de la T!E, 

puesto que ésta reproduce, mediante una identificación adecuada de los 

coeficientes respectivos, los modelos hiperbólicos más importantes para la 

descripción de q, incluyendo en esto a las formas integrales. 

La ventaja de formular la TIE desde una pespectiva variacional es que, 

en primer lugar, ha permitido encontrar ecuaciones exactas para la 

evolución temporal de las variables rápidas, además de elucidar la 

naturaleza de los coeficientes fenomenológicos. En efecto, esto nos ha 

permitido identificar en el sólido rígido al coeficiente 

con un tensor de tiempos de relajación, además de mostrarnos que la 

evolución temporal del flujo de caler depende de términos de la forma: 

que están asociados, respectivamente, con las inhomogeneidades espaciales 

de q, la relajación del sistema y las contribuciones de las 

inhomogeneidades espaciales de todas las variables termodinámicas. En 

segundo lugar, ha aportado un esquema formal para la teoría en el que ha 

sido posible investigar la compatibilidad de distintos modelos de la 

conducción del calor con la TIE y en tercer lugar ha permitido deducir una 

condición adicional sobre la producción del potencial termodinámico n dado 
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por 

a.,. 
iJgll >O. 

En cuanto a las perspectivas que se desprenden de este trabajo, 

podemos mencionar por un lado que, en la ecuación de evolución temporal 

para la variable rápida q se pueden modelar expresiones para los 

coeficientes indeterminados que aparecen en en ella buscando ajustar 

resultados experimenta les que no hayan podido ser descritos desde los 

formalismos usuales. En sentido contrario también se tiene un reto 

importante en el desarrollo de técnicas experimentales para determinar 

tiempos de relajación efectivos, lo que permitiría investigar algunas 

propiedades adicionales del modelo general no-lineal propuesto para la 

conducción del calor. 

Finalmente, se tiene que trabajar la posibilidad de utilizar el principio 

variacional para establecer un método numérico para solucionar las 

ecuaciones de evolución temporal de sistemas fuera de equilibrio local. 
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