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PRESENTACION.

En este trabajo nos ocuparemos del proceso de conduccién del calor,
el cual durante mucho tiempo ha tenido un papel central en la
investigacliones de los procesos irreversibles.

Su estudio sistemidtico comienza en los primeros afios del siglo XVIII
a partir de las especulacliones de la teoria del calérico. Durante el
presente siglo estd Jjugando un papel central, pero ahora en el marco del
desarrollo de la termodindmica de los procesos irreversibles.

En este largo y complejo trayecto las transformaciones conceptuales y
las bases experimentales de este proceso han dado lugar a un sinnumero de
realizaciones cientificas y tecnolégicas universalmente reconocidas. De
modo que, sin temor a equivocarnos podemos decir que muchos de los avances
tecnolégicos de los cuales disfrutamos hoy en dia han sido el resultado de
una adecuada aplicacién del conocimiento acerca del comportamlento térmico
de los materiales.

Sin embargo, en la actualidad se reconoce que existen clertos
problemas con respecto a la concepclén de este proceso, lo que ha traido
como consecuencia la atenclén de la comunidad cientifica que demanda un
cambio de las ideas acerca de la propagacién del calor, planteando que
debe propagarse a través de ondas [Joseph y Pnegiosi, 1989; 1990] y no
como pulsos aleatorios, tal como ha sido estudiado desde Faunien.

El principal problema se refiere a la violacion a las leyes bésicas
de la relatividad especial, pues en la formulacién cliasica de éste proceso
debida a Faunien, se predice una velocidad de propagacién infinita
[Meixnen, 1970].

El reconocimiento de este problema, aunaéo al hecho de haberse

encontrado sistemas que parecen estar en contradiccién con los postulados



de la termodinamica ifreVersible'en Su'éprbximabidnflihééi'hglaéaé'iugar'a
una crlsis en este campo de -la fisica planteando la  ﬁqu§1dAd ‘de
desarrollar las herramientas teéricas que eviten las. incqﬁsiéténcias .
fisicas del modelo propuesto por Faunlen y -extlendan el 31c$nce de-:la
termodinamica irreversible lineal [Sancia-Golin, 1988].

Este desafio fué recogldo por diversos autores. Entre ellos podemos
mencionar a Gattanea [19481, MHornse & Feahbach [(1953], Vennotte [1958],
Neltlelan [1960), Kalioky [1965]1, Meixnen [1970], Syanmali [1977], €aleman
{1982], Monra [1988],%ancia~Balin y colaboradores [1984], etc.

En este trabajo nuestro propésito esencial serad: en primer lugar,
desarrollar un modelo general de conduccién de calor en sélidos a partir
de una formulacién variacional de la termodinédmica irreversible extendida,
y en segundo lugar, mostrar que este modelo sirve como un marce teérico
que engloba las ecuaciones fenomenoldgicas reportadas en la literatura que
describen el transporte de calor por medio de ondas térmicas en sélidos,
es decir, consideraremos exclusivamente la descripcién hiperbélica del
problema de conduccién del calor, pues es la que predice una velocidad
finita de propagacidén de las perturbaciones térmicas.

Para ello se wusara un formalismo variacional termodinamico
desarrollado por F. Vazquez y J.A. del Rio [Rev. Méx. Fis. (1990)] donde
se llega a una ecuacién de Bulen-£Lagnange para el flujo de calor.

Para lograr este objetivo, en el capitulo I comenzamos haclendo una
revisién de 1las caracteristicas generales de 1la teoria clasica de
conduccién del calor debida a J.B. Founien. El propdsito de este capitulo
es doble., Por un lado, se pretende mostrar el significado fisico de la
ecuacién de conduccién del calor, y por otro, plantear las posiblidades de
esta teoria para describir el proceso de transferencia de calor en un

sélido y dar ejemplos en donde se utiliza satisfactorlamente.



En el capitulo II, se analizan las soluciones de las ecuaciones de
ondas y de difusién mediante el métada de D’ 4eembent, el cual nos
permitira, por un lado, mostrar que la ecuacién de difusién propuesta por
Faunien conduce a una velocidad infinita de las perturbaciones térmicas
producidas en un sélido, y por otro, a partir del anadlisis de la solucién
de la ecuacién de ondas -introducir el concepto de prablema planteada
cannectamente. Esto nors dard un criterio para analizar cuidndo un modelo
matemitico es consistente tanto desde el punto de vista fisico como
matemdtico. Este criterio, aplicado a la ecuacién de difuslén nos indicara
que el modelo es inconsistente y por tanto necesita replantearse para
evitar entre otras cosas, la velocidad infinita de propagacién de las
perturbaciones en el medio. Otra de las razones para usar el método de
D’ Jlembent es que pone de manifiesto algunas de las caracteristicas
fisicas asociadas a la ecuacién de ondas, que en la discusién posterior
aparecera como la forma alternativa adecuada para evitar la inconsistencia
fisica asociada a la ecuacién de Faunien. Para concluir, se muestra la
ecuaclén de relajacién para el flujo de calor propuesta por Vennatte y
Gallanea, que da cuenta de la inerclia del sistema y cuyas solucliones son
aproximadamente las que predice el modelo de Fauwnien cuando el tiempo de
observacién sea mayor que el tlempo de relajacién del sistema.

En el capitulo III, se esquematiza la estructura légico- formal de la
termodinamica irreversible en sus diversas etapas de desarrollo, mostrandoe
en particular los alcances y limitaciones para describir el proceso de
transporte de calor en sélidos en cada una de ellas. En este sentido
hacemos notar que debido a que la termodinémica cldsica no incorpora en su
formalismo al tiempo como variable resulta incapaz de explicar cualquier
proceso irreversible. En segulda, en el contexto de la revisién de la

termodindmica irreversible lineal, se retoma el andlisis de la



inconsistencia fisica asoclada a la ecuacién de difusién. Se muestra cémo
la ecuacién de Batltanea-Vennotte da lugar a la ecuacién del telégnrafo como
una alternativa para describir el proceso de conduccién de calor en el
s6lido, haciendo énfasis en que estas ecuaciones describen el transporte
de calor a través de ondas con velocidad finita y que el problema central
en el estudio del proceso de conduccién es la comprensién de las escalas
de tiempo en los que transcurren los distintos mecanismos de transmisién
de las perturbaciones

Se dan entonces los fundamentos de los principales planteamientes
teéricos que claman ser la generalizacién adecuada de la termodinamica
irreversible lineal. En el primero de ellos, conocido como termodinamica
irreversible extendida se deduce la ecuacidén de evolucion temporal para el
flujo de calor, que Jjunto con la ecuacién de balance de energia, describen
adecuadamente el proceso de transporte de calor. En el segundo, conocido
como la teoria ondulatoria de Syaunati, se deduce la ecuacién de
transferencia de lo que en la teoria se conocen como los campos locales,
los cuales predicen la propagacién de las perturbaciones en el sistema. En
seguida, aun cuando no poseen 1la generalidad de 1los planteamientos
anteriores para estudiar los procesos irreversibles, se detallan lo que
podemos llamar las extensiones particulares de la termodinamica
irreversible, puesto que tales planteamientos se dedican exclusivamente a
estudiar el transporte de calor. Ellos son, los planteamientos integrales
para el transporte de calor y el modelo no lineal propuesto por Mavic y
Ruggend.

En el capitulo 1V, trataremos la formulacion variacional de la
termodinamica irreversible extendida dada por Vazquez y del Rio [1990]);
comenzamos haciendo el planteamiento general con que se tratan los

problemas de variaciones. A contlinuacién se muestra una cuestioén de



importancia fundamental en el marco de la aplicacién de los principlos
variaclonales y que consiste en establecer las condiclones bajo las cuales
un problema determinado admite tal formulacién. Para esto se hace un
tratamiento sistematico de 1la derivadas de Fréchet. Se aplica este
procedimiento para el caso particular de un conductor rigido de calor

mostrando que el andlisis del flujo de calor en éste conductor no admite
tal formulacién. Se pasa entonces a establecer el principio variacional
del tipo restringido dentro del marco de la termodinamica irreversible
extendida, encontrandose que las variaciones de la parte no conservada del
espacio termodinamico extendido conducen a las ecuacliones de
Euler-Lagrange que describen completamente la evoluclién temporal del flujo
de calor. Esta ecuacién plantea de manera natural que la evolucién
temporal del flujo de calor depende de las condiclones anisotréplicas del
transporte, de las inhomogeneldades del flujo de calor, asi como de las
inhomogeneidades de todo el espacio extendido. Por ultimo, mostramos que
cada uno de los modelos para describir el transporte de calor en el sélido
rigido desarrollados hasta la fecha, se puede deducir de este principio
variacional mediante wuna identificacién de 1los coeficientes de las
ecuacliones hiperbélicas con los coeficientes de la ecuacidn de evolucién
temporal deducida de la formulacién variacional.

Segin Garcia-Colin la pregunta hecha a principios de este siglo
acerca de cual serda la estructura légica de una teoria que incorpore los
logros fragmentarios alcanzados hasta ahora y que permita el estudio
adecuado de los procesos irreversibles, todavia estd por construirse. Por
lo que como un segundo propdsito de este trabajo es contribuir al debate
que nos permita llegar a establecer este marco tedérico. En este sentido,
en el capitulo V, damos las conclusiones de este trabajo y comentamos

algunas perspectivas para el trabajo futuro.



CAPITULO I

ECUACIONES CLASICAS DE CONDUCCION DEL CALOR.

Es un hecho bién conocido que cuando en un sistema la temperatura
varia de punto a punto se produce una transferencia de calor de la reglién
de mayor temperatura a la de menor temperatura. La energia transferida es
dificil de ser medida directamente, pero el concepto tiene significado
fislco porque estd relaclonado con una cantidad medible; la tempenatuna
del sistema.

En el estudio de la transferencia de calor es esencial conocer
entonces la distribucién de temperatura en el sistema.Para el caso de los
sblidos, ésto da lugar al planteamiento de una teoria para la descripcién
de este flujo de calol basada en observaciones experimentales,
desarrollada por Biaf, pero que generalmente es conocida como la teoria de
conduccion del calor de Founien [Bzisic, 1979].

Sus aplicaciones en los campos de la ciencia y de la ingenieria son
miltiples y de caracter diverso. En el caso de la ingenieria, el andlisis
de la transferencia de calor por conduccidén usando las ecuaciones clasicas
de Faunien ha hecho posible el disefio de material y equipo en varias ramas
de esta disciplina. Como ejemplos mencionamos:1) equipos de refrigeracién
para la conservacién de alimentos [Plank, 19631, 2) sistemas de
enfriamiento de motores de combustioén interna y eléctricos,
transformadores, transistores [Manrique &  Bandenae, 1981}, 3)
dimensionamiento de barrar de combustible de los reactores nucleares
[Slacatone & Seocanke, 1975), etc. Ademas de ser dtiles para el estudio de

4) el flujo de calor en depésitos de desechos nucleares [&atrada-Saoca &



Gabble, 1987; 1988], 5) el nstudio de

la conduccién de calor en el suelo

[Manohall & Halmea, 1979], .6) la tfansferencia de calor en un medio poroso

[Whitaken, 1977], etc.
Veamos a continuacién cuales son

esta teoria.
1.1.-Ley fundamental de conduccién del

Para que la transferencla de

necesariamente el sdélido debe estar
termodinédmico. Sin embargo supondremos
un estado de equilibnia lacaf, esto es,
puede ser descrito localmente por las
las cuales estédn relacionadas entre si
de equilibrio [Yancia-Galin, 19901].

general, es una funcién de

Esto significa que la temperatura,

la posicién r y del

las principales caracteristicas de

calor.

calor en un sdlido se realice,

en un estado fuera de equilibrio
aqui, que el sélido se encuentra en
el estado termodinamico del sélido
variables de estado de equilibrio,
de la misma manera que en la teoria
en

tiempo. En estas

condiciones se ha propuesto que la relacién entre la densidad de flujo de

calor q y la temperatura T es de la forma

q = q{r,T,VT)

donde

ecuaclon no aparece explicitamente el tiempo

equilibnia Lacal {Fankaas, 19751.

Evidentemente,

la presencia de r se refiere a cuerpos

(1.1)

inhomogeneos. En--esta

t debido a la suposicién de

la pi1l1:ra propuesta para explicar el mecanismo de

transferencia de calor por conduccién en un sélido debida a Faunlen y que

es descrita por la relacién

q = -kVT

(1.2)

donde k es la conductividad térmica, es un caso particular de(1.1).



La ‘ec,(1.2) muestra qué‘q‘es una funcién lineal del gradiente de
temperatura, pero ésto.se cumple si ei gradiente varia muy poco en todo el
sistema; existiendo considerable evidencia experimental que para las
condiciones de estado permanente en materiales rigidos homogéneos e
isotrépicos la transferercia de calor por conduccidn puede ser
acertadamente descrita por esta ecuacion. [Nungiata, 1971].

La hipétesis basica para la formulacidén matematica de esta ley tiene
su fundamento en el resultado de un experimento muy simple. Una placa de
un s6lido homogéneo e isotrdpico es 1intercalada entre dos planos,
suficientemente grandes comparados con las dimensiones de la placa, de
manera que podamos suponerlos infinitos en extensién, los cuales son
mantenidos a temperaturas diferentes. Tamblién sobre las temperaturas se
impone que la diferencia no sea grande. Inicialmente la temperatura en
puntos del interior cambiard rapidamente, pero después de un clerto tiempo
el flujo de calor y la distribucién de temperaturas seran invariantes con
el tiempo, es decir, se alcanzari el régimen permanente. Bajo estas
condiciones se encuentra que el flujo de calor por unidad de tiempo esta
dado por

Q= - kA%; (1.3)
donde se muestra que Q es proporcional al area transversal de la placa Ay
a la diferencia de temperatura AT e inversamente proporcional al grosor de
la placa Ax. Estrictamente hablando la conductividad térmica k no es una
constante pues depende de la temperatura .
En un punto en el interior de la placa la ec.(1.3) puede ser

transformada mediante un proceso matematico de limite

. Q AT _
&)L(:_r)lo 7tk gy =0 (1.4)
A 250

y ser escrita mds generalmente como:



a* k g% = o. (1.5)

En general la temperatura varia también en las direcclones 4 y 2z, en
consecuencia hay un flujo de calor en estas direcciones, de modo que,
existen ecuaciones semejantes a (1.5) para la descripcién del flujo de
calor en las direcciones mencionadas. De manera general podemos escribir
la ec. (1.2) para el flujo de calor en un punto cualquiera [Byran et
at,,1976].

Esta ley de conduccién del calor es una generalizacién de los
resultados de las experien: fas acerca del flujo lineal del calor a través
de una placa perpendicularmente a las caras. Por consiguiente el resultado
encontrado no debe ser conslderado como probado por éste experimento. Mas
blén experimentos de éste tipo suglieren esta ley mas que verificarla. La
mis exacta verificaclén sera encontrada en el acuerdo del experimento con
los cdlculos obtenldos a partir de la teoria matemdtica basada sobre la
suposicién de la validez de esta ley [Banolaw & Jaegen, 1959; Zemanoky &
Ditman, 19811,

El signo negativo en la ec.(1.2) indica que el calor fluye en la
direccién negativa del gradlente de temperatura y sirve para hacer
positivo el flujo en ese sentldo y de este modo hacer el flujo consistente l
con la segunda ley de la fenmastaitica.

Las ecs. (1.2) y (1.3) propuestas en la segunda década del siglo XIX
son generalmente atribuidas al francés Jean Bautiste Fourier y en su honor
son designadas como las ecuaciones clasicas de conduccién de calor de
Fourier [Faunien, 1822].

Analizando la ec. (1.2) desde el punto de vista de la teoria
cinética~molecular se deduce que el proceso de conduccién del calor es un

proceso aleatorio. Veamos porqué: la energia calorifica no entra por un
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extremeo de la placa y viaja directamente hacia el otro lado, sino q'ue se
mueve aleatoriamente a través de la placa como resultado de los choques de
los portadores de energia térmica. Si1 esta energia fuera propagada a
través de la placa sin el cardcter aleatorio la expresién para el flujo de
calor en la ec. (1.2) deberia mostrar s6lo una dependencla con respecto a
la diferencla de temperatura, slendo de este modo independiente del grosor
de la placa Ax. Por lo que es precisamente el caracter aleatorio del
proceso de conduccién lo que trae como consecuencia que aparezca el
gradiente en la expresién para el flujo de calor. De acuerde con esto
decimos que el proceso descrito por la ec. de Faunlen es un proceso de

difusién [Eckent & Dnake, 1972].
1. 2. -La ecuacién de difusiédn.

Otra forma equivalente para describir el proceso de difusién se puede
deducir si combinamos adecuadamente la ec. (1.2), con la expresién para la
conservaclién de la energia en un sélido [¥ancia-€elin, 1990]

de _ _o.
Pgx = ~Va (1.86)

y la expresién usada en la Teamostatica para describir el cambio de la
energia interna con respecto de la temperatura,
de = ydT (1.7).

(¥ es la capacidad calorifica y p la densidad del sélido). El resultado es
la otra forma de la ecuacidn clasica de conduccién de calor conocida
generalmente como ecuaclén de difusidn [Jaseph & Pnegicsl, 1989]

aT

_ 2
3t = (k/pxIV°T. (1.8)

Hemos supuesto en esta parte que no existe ninguna fuente de calor en

11



el sistema. La ecuacién (1.8), sin embargo sélo es vélida para
conductividad de calor constante, de otra manera ella debe ser reescrita

como [Carslaw et al, 1959; Fankaa, 1975):
a
PYg,T = V- (KVT). (1.9)

Asi, usando esta Gltima expresién se pueden anallizar aquellos casos
dénde la conductividad térmica se supone depende del espacio -ya sea
explicitamente considerando un medio inhomogéneo, 6 implicitamente,
considerando que k depende del valor local de la temperatura—- y aun més,
la combinacién de ambos casos, es decir, cuando k dependa de la
temperatura y del espacio simultaneamente [Hoff, 198S].

Tomando en cuenta la dependencia de k en la temperatura local nos
encontramos con ecuaclones no lineales de conducclén del calor cuya
complejidad ha originado que estos casos no sean investigados en los
primeros tratamientos de los procesos irreversibles.

Con esta teoria la comunidad cientifica logré desarrollar importantes
innovaciones tecnolégicas de las cuales nos beneficlamos en la actualidad.
Sin embargo, esta imagen de sencillez y de potencialidad para resolver un
considerable numero de problemas vino a ser rebasada hace algunos afios con
los trabajos de Gattanea y Vennatte [Sancia-Balin, 1990; Jaseph &‘
Presglani, 1989; 1990]; qulienes encontraron en sus investigaciones que esta
teoria sobre la propagacién del calor tenia clertas inconsistencia fisicas
que la hacian 1lnadecuada para constituir una descripcién admisible del
proceso.

A pesar de esto, actualmente se acepta que segulrid proporcicnando
"soluciones adecuadas a muchos de los problemas planteados por la
conduccidén del calor. En este sentido pasa a ocupar un papel semejante a

la mecanica clasica después de los trabajos de &inotein a principio de

12



este siglo [Hawking, 1988].

La teoria que pretenda ser una extensién adecuada de 1la teoria
clasica de Faunien, debe ser construida de manera tal que en el limlte
adecuado sea compatible con ésta.

En el sigulente capitulo veremos precisamente cudles son las
propledades que hacen que las ecuaclones clasicas de Founien ya no

resultan adecuadas en la descripcién del flujo de calor.
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CAPITULO II
SOLUCION DE D'ALEMBERT DE LAS ECUACION DE ONDAS Y DE DIFUSION

En las investigaclones para generalizar la ley de conduccidén de
Foaunlen se obtiene una ecuacién de onda amortiguada para la descripcién de
la propagacién del calor. Esto surge, debido a que la teoria de Founlen es
incapaz de dar cuenta de los efectos de memoria, los cuales pueden
prevalecer en algunos materiales, particularmente a baja temperatura,
Ademas, dentro de este esquema téorico, se predice una velocidad infinita
de propagaclén de las perturbaciones térmicas y por lo tanto contradice
las leyes basicas de la relatividad especial {[Nungiata, 1971; Melxnen,
1970]. .

Al respecto, se han realizado una gran cantidad de trabajos para
revisar el desarrollo de 1la expresién matemdtica que gobierna 1la
propagacién del calor en un sélido, dando como consecuencia el reemplazo
de la ecuacién de Faunien

V- (kVT)- pw-g-'f =0 (2.1)

por la ecuacién hiperbélica,
= a“v°T (2.2)

la cual predice la propagaclén de las perturbaciones térmicas como ondas
amortiguadas con rapidez finita a; aqui T es el tiempo de relajacién del
sistema [Tankingtan, 198S].

Este capitulo se dedicard por un lado, al analisis, mediante el
métada de fas canactenisticas, de algunas consecuencias fisicas deduclidas
de las soluclones de estas ecuaclones alternativas para la descripcién de

la transferencia de calor por conducecién y por otro lado, a establecer un
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criterio para analizar la validez de un modelo matematico basado en
ecuaciones diferenciales parciales asociadas al fendémeno fisico, al cual
denominaremos como “criterio de los problemas planteados correctamente”.
Para lograr esto ultimo, en lugar de la ec. (2.2), usaremos una ecuacién
de ondas no amortiguada, pues las consecuencias fisicas deduclidas seran
completamente validas para las ondas amortiaguadas

Por 1lo comin, muchas de las ecuaclones en derivadas parciales
utilizadas en el estudio de los fendmenos de ia Naturaleza, se pueden
resolver por un procedimiento ampliamente difundido, conocido como
aepanaclén de saniablea. Pero-existe también otro método especial y muy
elegante conocido como el método de D’ dlembent [Wylie, 1969}, el cual
resulta especlalmente Gtil para resolver la ecuacién de ondas porque
esclarece el significado fisico del parametro a que aparece en ésta
ecuaclén. Para el caso de la ecuaclédn de difusidén este método nos permite
poner de manifiesto que la velocidad de propagacién de la perturbacién es
infinita. Es aqui donde aparece una ecuacién de ondas como alternativa
para la descripcién correcta del proceso de transporte de calor, punto que
trataremos con mas detalle en el préximo capitulo.

En realidad, el método de D’ dlembent, llamado asi en honor del
matematico francés Jean £e Rand D’ #fembent, no es un método especial, sino
mas bien una aplicacién especial de un método general conocido métada de
ton canactenioticaa [Tijanas & Samancky, 1980; Sudanas, 1978]1, el cual
debido a la importancia de las ecuaclones de ondas y de difusién para

‘nuestro trabajo trataremos con clierto detalle.
2.1, -Método de las caracteristicas.

En este procedimiento lo que se quiere esencialmente es simplificar

una ecuacidén parclal de segundo orden a su forma canénica. Para lograrlo
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se hace uso de una transformacién adecuada de las varlables
independientes. Una vez alcanzado ésto, la solucidén de esta ecuaciédn se
obtiene mediante un procedimliento normal de integracién.

Comenzaremos por establecer las definicliones necesarias de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden con dos
variables independientes.

Llamaremos ecuacldén diferenclal en derivadas parciales de segundo
orden a una relacién entre la funcién incégnita u(ex,y4) y sus derivadas

parclales de la forma:

Fla, y, u, u o, u.y, U uxy , uw) =0 (2.3)

donde « y ¢ son las variables independientes y el subindice indica-
diferenciacién parclal.
La ecuacién se llama &ineal con nespecta a las dendsadas de onden

mayan, sl tlene la forma:

+ 2

a . + a u.yy + Fl(a:, $ou,u o, uy) =0 (2.4)

a__u
12 xy 22

donde los coeficientes a a

. a,, son sbélamente funciones de « y g,

12’
adem&4s por conveniencia para desarrollos posteriores se ha puesto el
coefliclente de uxy igual 2a12.

Para llevar la ec.(2.4) a una forma equivalente, acorde a nuestros

propésitos, comencemos por hacer la sigulente transformacién de variables
g = ¢la,y), r=y (ay), (2.5)

en donde suponemos que el determinante funcional (Jacoblano) es diferente
de cero, ésto da como resultado que las derivadas de orden mayor sean de

la forma siguiente
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u = uegx + u“px, (2.6)

4 = uﬁsy Ty

- 2 2
Y = uﬁggx * zugugx“x * uun“xuﬁgxx M u'uuxx'
u,= u€E€x€y+ uﬁ#(gx“x + Eyllx) + upp“x“y+u€§xyfuuexyf,,v
u. =gy 52+2u Ep+u uaus +up o
yy €€y En’y'y MKy €7y wyy
Sustituyendo estas expresiones en la ec, . (24)
an“&s" 2a12u§“+ 3229uu+ Fth'; (T8 g, ug' ;
donde T

4. " 3‘11(63;)2"?‘ 2a12€x€y+azz(sy)z'

827 a‘usx"x+ —alz(g;‘u; * €x“y) * azzgy”Y' ‘ B T2.13)

a,, = au(ux)z + 2a12uxpy+ azz(py)z. (2.14)

S1 se hace el coeficiente ;u igual a cero esto implica que la
ecuacién en derivadas parclales de primer orden (2.12) es idénticamente
cero. De modo que su soluclén general representa una de las funciones de

la transformacién (2.5).

Sea z =¢(a,y)=C una soluclién particular de esta ecuacién,

2 2 _
a“(zx) + a5t azz(zy) = 0. (2.15)

Esto implica gque existe una funcién ¢ dada por y = f(«,C), que cumple

con
¢ (ax,y)
dq _ X
de ¢y(a:,qi y=f(x,C) (2.16)

donde el paréntesis y el subindice y=r(x,¢) indican que en el segundo
miembro de la expresién (2.16) la variable y no es‘independiente, sino que
su valor es igual a f(a,C).

Como z = ¢(a,y4) satisface a la:ec.: (2.—15) -entonces se tiene
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62 ¢ : :
(au[ ¢—j - 2a12[— ¢—j +a,)=0 (2.17)

De (2.16) .y (2.17) se deduce que
2 .
2 [ ) T SRt
dy.” dy _ L] _ Tx : 3
a,(@@) 22.a0e +azz_(au[ ¢y] Zalz[ g]*' aaz)y=r(x,c)‘ . ,;‘(2"?1;8)'" .

Pero de acuerdo a {2.15) el segundo miembro de esta ecuaciéﬁ ‘es’igual "

a cero para todo € ¥ ¥, y no sole para y=f(«,C).

Por lo tanto

2 o
dg.2_ dy _ T
2@ - Prar T8 =" ARt ;9)”

Esto lo podemos .reescribir como
aidy? - za_dady + a_de® = 0 (2.20)
17 12 22 : '

Denominaremos a la ec. (2.20) como la ecuacién canacleniotica de la
ec."(2.4) 'y a sus soluclones como caracteniaticas.
Haciendo €£=¢(a,y) donde ¢(x,y)=const es una integral general de la

ec. (2.20), el coeficilente de u,. se reduce a cero. Si Y(x,y)=const es

€€
otra integral general de la ec. (2.20) independiente de ¢(x,4) y haciendo
p=¢ (&, ) se anulara también el coeficlente de Yo Es decir Eu y 522 se
anularan, teniendo como consecuencia que la ec. (2.11) se reduce a una
forma en la cual sélo contiene como derivada de orden mayor a la derivada

cruzada.

Resolviendo la ecuacidén canactenisatica (2.20) para g—z se tiene

2 1/2
da _ 3, @) a,,3,,) (2.21)
dy a“

2 172
da _ 842 ~ ((atz) 24,35,) . (2.22)
dy a“

El signo de la expresién dentro del radical determina el tipo de 1la
ec. (2.4), dando como resultado que para cada punto P del dominio de
definicién la llamaremos:

) . 2 _
1.-hipenbdlica, si en el punto P: (alz auazz) > 0,
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2. -panabdlica si en el punto P: (‘az2 a“azz) < 0-

3. -eliptice si en el punto P: (a12 auaaz) 0, ’

Consideremos la regién R en la cual la funcién pertenece a un mismo
tipo, de acuerdo a las expresiones (2.21) 'y (2.22) por cada punto de ésta
regién pasan dos canactenisticas;

1.-Para las ecuaciones de tipo hipen&dlica, la expresiédn afz—auazz
es mayor que cero y los segundos miembros de las ecs. (2.21) y (2.22) son
reales y diferentes. Sus integrales generales ¢(a,¢)=C y ylc,g)=C
determinan familias reales de caracteristicas. Haclendo E&=¢(x,y) vy

=y(a,4) la ec. (2.11) se transforma en

Yep

ésta es la llamada forma candnica de las ecuaclones de tipo Aipenbédlica.

= Fl/Za12 (2.23)

2.-Para las ecuaciones de tipo ponabédlica a’fz—a“a22 es 1lgual a cero
Yy las expresiones (2.21) y (2.22) coinciden y obtenemos una integral
general de la ec. (2.20) ¢(x,4)=C. Hagamos en este caso E£=¢(a,y) vy
p=¢(a,4) siendo en este caso p=y(a,y) una funcién cualqulera independiente

y a__ se

de ¢, bajo ésta eleccién de las variables los coeficlentes a 12

11

anularan y la ec. (2.11) toma la forma

u.“u= Fl/Zazz. (2.24)

Esta es la llamada forma candénica para las ecuaclones de tipo
panabélica,
3.-En el caso de 1las ecuaclones de tipo eliptica, afz—aua22 es

negativo y las expresiones (2.21) y (2.22) son numeros complejos, la forma

canénica de la ec. (2.11) toma la forma

wot uBB = FI/Zaza. (2.25)

Una vez establecldo‘ el procedimiento general de este método
determinemos ahora las soluciones de dos ecuaciones que nos serviran como

15



punto de partida para el‘desérrd}1§fde;nu¢§ﬁr¢f éstas 'son: 1)la

ecuaclén de ondas

g
u <au. =0
tt *%

y 2) ‘la ecuacién de difusién
u -u=0 (2.27)

las cuales de acuerdo con la clasificacién establecida previamente las
ubicaremos como ecuaciones de tipo hipenbbdlica y panabdlica
respectivamente.

Conslideremos primeramente la ecuacién de ondas que describe las

vibraclones de una cuerda no acotada con condiciones inicliales

2 =
u -a‘u = o, (2.28)
u (x,0) = ¢(x), (2.29)
u (x,0) = ¢(). (2.30)

El poner como ejemplo a la cuerda es simplemente cuestién de
comodidad y cualquier funcién que verifique la ecuacién de ondas tiene la
mismas propiedades que desarrcllaremos para la cuerda. Para este trabajo
serd particularmente importante, puesto que en el desarrollo de las ldeas
acerca de la propagacién del calor aparece como la ecuacién que describe
adecuadamente este proceso; esto serd evidente en la discusién posterior.

Transformemos esta ecuacién a la forma canénica (2.23).

La ecuacién de las canactenisticas es

de®- a%at®= o (2.31)
cuyas soluciones son
@+ at=C, @ - at =C. (2.32)

Aclaremos en este punto que la expresion (2.31) contiene

implicitamente la ldea de dos velocidades dadas por da/dt=a y de/dt=-a.

Hacliendo
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£ =k + at, B =« - at (2.33)
la ecuacién de las oscilaciones de la cuerda se transforma en

u, = 0. (2.34)

Ep

Una solucién de ésta ecuacién es inmediata, y debe tener la forma
up(E,u) = g(u). (2.35)
Integrando esta funclén con respecto a p para § fija, se obtiene:
ulg,m) = [gtdu + £,(8) = £,(8) + £, (2.36)
o de manera equivalente
ule,t) = £ (¢ + at) + f (e - at). (2.37)

Hemos construldo asf, la solucién general de la ecuacién de ondas
ec. (2.28), la cua) consiste de la superposicién de dos ondas que se
desplazan a 1izquierda y derecha respectivamente, como se vera méas
adelante.

Sé6lo resta encontrar la forma explicita que debe tener, y esto se

logra tomando en cuenta las condiciones iniclales, esto es

ule,0) = fltm) + fz(c) = ¢ (), (2.38)

u, (e, 0) = a(f;(m) - fé(m)) =y (x), (2.39)

»

aqui el superindice denota diferenciacidén con respecto al tiempo.

Integrando la segunda igualdad se tiene
1 X
f@) - £ @) =+ J'w(a)da +C © (2.40)
x

donde x y C son constantes.

Resolviendo las ecs. (2.38) y (2.40) se encuentra que

1 1 [

£(@) = 1 (@) + 5 wa(a)da + £, (2.41)
1 1 (¢ _c

£,(a) = = pl@) - 5= wa(a)du 5. (2.42)

21



De este modo quedan determinadas las funclones en ‘términos:de. las
funciones ¢ y ¢ las cuales representan las condiciones "’Lniclaiyes para. la
cuerda.

De tal forma, la solucién de la ec, (2.37) es:

x -at

1 1 x+at
ule,t) = —H(ole + at)+ (e - at)) + z(J' vledde). . (2.43)

Consideremos ahora los aspectos fislcos relaclonados con este
problema: la funcién u(e«,t) determinada por la férmula (2.43) nos permite
describir el proceso de propagacién de la perturbacién gobernado por la
ecuacién de ondas. Para t=to, la funcién u(e, to) da el perfil de la cuerda
en el momento to. si =, obtenemos la funcién u(x ,t)} que da el proceso
del movimiento del punto @ . Supongamos a un observador, que se hallaba en
el punto a=0 en el momento t=0, y que se mueve con velocildad a en 1la
direccién positiva del eje de las «. Introduzcamos ahora, un sistema de
coordenadas relacionado con este observador, haciendo a'=¢-at y t'=t (° no
indica derivada respecto a t}. En este sistema mévil de coordenadas, 1la
funcidén ula, t)=f(x-at) se determinarid mediante la expresiém u=f(zx'), y el
observador verd todo el tiempo el mismo perfil que en el momento inicial.
Por lo tanto, u(x,t)=f(x~-at) es el perfil invariable f(a), que se desplaza
hacla la derecha con velocidad constante a, en tanto que la funcién
u(e, t)=f(xc+at) representard una onda que se desplaza hacia la izquierda
con velocidad -a.

De modo que la solucién para la ecuaclédn de la cuerda infinita es la
superposicién de las ondas f(ax-at) y f(a+at), una de las cuales se
desplaza hacla la derecha con velocidad a y la otra se desplaza hacia la
izquierda con velocidad -a.

Por otro lado, tenemos que la solucién (2.43) se puede escribir como

ula, t) = ul(a:.t) + uz(a:.t), (2.144)
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donde

u (@, t) = _; (@le + at)+ @) (e - at)), {2.45)
’ 1 x+at
u (e, t) = Z(J'xwfﬁda). (2.46)

Si la veloclidad inicial es cero, la desviacién u=ul(x.t) es la suma
de las ondas que se propagan hacia la derecha y hacia la izquierda. Si en
cambio, ¢(«)=0, entonces u=u2(m.t) es la desviacién de la cuerda causada
por la velocidad iniclal. De acuerdo con esto, la ec. (2.43) representa el
proceso de propagacién de la desviaciédn y velocidad iniciales.

Para esclarecer un poco mas el caracter de la soluclién (2.43),
consideremos el plano («,t) y en éste consideremos las canactenioticas de
la ecuacién de ondas, es decir, las rectas a:—at=c1 \'% m+at=C2. En este
plano tenemos que la funcién f(x-at) se mantiene constante a lo largo de
la canactenistica é-at=C1, en tanto que la funcién f(x+at) tiene un
comportamiento semejante pero ahora a lo largo de la canacteniatica

m+at=C2, esto puede verse claramente en la fig 2.1.

o L7 4

fig.2.1

2.2.- Estabilidad de las soluciones ondulatorias y los problemas

planteados correctamente.

Demostraremos ahora, que estas soluciones ondulatorias son estables;
en otros términos esto significa que dado un cambio en las condiciones
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iniciales menor o igual a un factor &(e), (e el grado de precisién € con
que se desee la solucién) se producirid un camblo en la solucién menor o
igual que €. Para ver esto consideremos que las condiclones iniclales

cambian en la forma siguiente

ul(m.o) = ¢l(m) —_— uz(m,o) = ¢2(m), (2.47)

ul’t(m,o) = wl(m) —_— ué’t(m.o) = wz(m), (2.48) -
y ademds que la magnitud de este camblo esta dado por

[$,(€) - ¢ (x| < 3, (2.49)

jo (@) - ¢, ()| < 8. (2.50)
Por otro lado se tiene de manera general que:
lu (e, t) - u (e, t)] = |u1(¢.t)| + fu (e )], (2.51)
Entonces tomando en cuenta la solucién dada por (2.45) se tiene
1
le (@ t) - uta, b)) s 5 |¢ (c+ at) - ¢ (c +at)] +
1 1 x+at .
18, (e - at) - o (x - at)| + 2 (J' |, (@) - w,(«)|da). (2.52)
' x-at .
Pero como los camblos en las condiciones lnliciales son menores o

iguales que §, ésta tltima expresién se transforma en

1, .1, .1
[u (e t) — ule,t)] = 55 + 58 + 5 5 2at. (2.53)

Por ultimo, dado que t € (0,t )} entonces

1 1 1
fu (e, t) - u (e, t)]| =55 + 58 + 5.8 2at=s 8(1 + t ) (2.54)

y sl se hace £ = 3(1 + t ) se comprueba que las socluciones son estables en
(0,t ) [Tijonows & Samancky, 1980].

El analisis anterior muestra que un cambio en las soluciones menor
que un clerto numero prestablecido € corresponde a un camblo en las
condlciones inlciales del mismo orden.

Hagamos aqui una pequefia pausa para comentar los modelos matematicos
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en los cuales se tienen ecuaclones diferenciales parciales que describen
fenémenos fisicos Jjunto con un conjunto de condiclones iniciales.

En el desarrollc de estos dlférentes modelos se parte de diversas
suposiciones tanto de indole matemidtica como fisica. Un ejemplo excelente
de esto es presentado por Weinbengen [1970), qulen nos muestra coémo se
construye el modelo matemdtico para describir las osclilaciones de una
cuerda infinita en extensién.

El primer problema relacionado con cualquier modelc propuesto para
*describir la evolucién temporal de 1las variables involucradas en un
determinado proceso fisico, es que no podemos asegurar que el prc;blema
matematico correspondiente tenga solucién. Ademas, aun cuando fislicamente
el sistema llegue a un estado final determinado sélamente por las
condiciones 1iniciales, no podemos asegurar que el problema matematico
tenga solucién vunica. Sin embargo, si el modelo es adecuado debe
propeorcionar u.na solucién tnica.

De acuerdo con esto diremos que cualquier procesoe fislco que se
desarrolle en el transcurso del tiempo debe caracterizarse por funciones
que dependan en forma continua de las condiciones iniciales, es decir que
estas funclones deben de ser estables.

En relacién con estos modelos determinados fisicamente se dice que el
problema matematico estid planteado correctamente si

1.~-la solucién existe
2.-1la solucién es vunica
3.~-la solucién es estable,

De esto se desprende que el modelo para la descripcién de las
oscllaciones de la cuerda es \:m modelo que corresponde a un problema
planteado correctamente (Ji{jonos & Samancky, 1980; Sudanos, 1978;
Weinberger, 19701].

Veamos ahora el problema de la difuslén del calor en un sélido no
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acotado.
Para el caso de flujo permanente la derivada temporal de la

temperatura desaparece, la ecuacién de difusién se reduce a

u = 0. (2.55)

XX

En este caso la ecuacién de las canactenisticas nos indica que
S =0 (2.56)
lo cual impll‘ca que la velocidad de propagacién de la perturbacién es
infinita, pues como se mencioné antes, da/dt nos indica precisamente la
velocidad de la perturbacién;

A partir de (2.56) se tiene que la nuevas variables se pueden definir
como
£ =t, u=a (2.57)
y la forma de la ecuacidén permanece invariante, es decir
u, = 0. 2,58
MpL ¢ )
Integrando con respecto a p manteniendo constante £ se tiene
u“(é.ul = n(§) (2.59)
donde n(€) es cierta funcién de la variable €. Una segunda integracién con
respecto a p para £ fiJa proporciona

ulg,p) = J'n(s)du + £,(€) = pq(g) + p(€) (2.60)

donde p ¥ q son funclones de las variables §.
De modo que la solucién general de 1la ecuacién de difusién

ec. (2.55), es
u(€, 1) = u q(g) + p(§). (2.61)

Un primer comentario de ésta soluclén es que no tiene la forma
general de una onda que viaja con velocidad finita como lo muestra la ec.

(2.45) [#echt & Zayac, 1977]. Ademas, de acuerdo con la ecuacién de las
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caracteristicas dt/dx = 0, ésta soluclén puede interpretarse como una
onda de forma fija que se mueve con velocidad infinita, Jjunto con otra
onda que crece linealmente con la posicién y que se mueve también con
velocidad infinita. Esto nos indica que el modelo de difusién propuesto
tiene las inconsistenclias fisicas ya sefialadas y por lo tanto lo hacen
inadecuado para hacer una descrlpcidén correcta del proceso, puesto que es
inaceptable que una perturbacién sea sentida instantineamente en todos los
puntos del sis&ema en consideraclién.

Veamos ahora qué pasa con esta velocidad cuando el flujo de calor no
es estable, es decir cuando los estaaos del sistema son estados
transitorios.

Consideremos 1la ecuacién diferenclal»‘parébéilcaj que describe - la
conduccién del calor

v 8- gi[k-g—;r(] (2.62)
y supongamos que en el intervalo de temperaturas considerado. los
parametros k y ¥ son constantes, esto implica que esta ecuacién la la
podemos reescribir como
By

= k/y-%—xz . (2.63)

ar
3t

Modificando esta ecuacién mediante la definicién de wuna nueva
coordenada espacial dada por x = vV /K X, se tiene

2
ar _ a°T
5‘2 = a—x-z . (2.64)

Esta ecuacién tiene como soluclones particulares a la sucesién de

términos dados por
T(x,t) = An exp (-n®t) sen nx (2.65)

Podemos convenir que en to % t= 0y 0 s «¢ st la férmula puede ser
tratada como la solucién de la historia térmica de un cuerpo calentado

desde un estado inicial hasta el momento presente.
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Hemos demostrade previamente que existe solamente una tnea
canacteniotica para una ecuacién de este tipo y ademds que sobre esta
linea el perfil de la perturbacién se mantiene cénstante.

La sucesién de soluclones del tipo de la ec. (2.65) fue construlido en
1904 por el matemitico frances Madamand, quién lleg6é a conclusiones muy
importantes partiende de su analisis [Gudonov, 1978].

Aqui segulremos esta via clasica para demostrar que el problema en
consideracién esta planteado incorrectamente, en otras palabras,
demostraremos que el modelo de difusién propuesto tlene inconsistenclas
fisicas que lo hacen inadecuado para describir al proceso [fuikaus el al.
1976].

Respecto de la solucién (2.65) se tiene que ésta tiende a cero cuando
n 3o, de modo que si la condicién inicial en @ = 0 es T(0,0)=0, entonces
para n muy grande T(a,t) es un valor préximo a cero.

Con el fin de evaluar An, tomemos un valor iniclal cercano a cero

(nso) dado por
T(x,0) = An sen(nx) (2.66)
y calculemos la norma entre este valor y T =0, esto es

IT(x,0) - Ol = llAn sennz — Oll S ma«x |An sennac| = An. (2.67)
0<x<n

Escojamos An = exp(-vn), teniendo en cuenta que la expresién anterior
debe ser cero cuando n 5 .

Habiendo encontrado el valor para An consistente con los valores
iniciales consideremos ahora la norma entre una solucién cualquiera T(«,t)

y T = 0 y veamos el comportamiento cuando n» « :

llexp (-V@i - n°t)sen nz - O s max |exp (-V@ - n°t)sen nx|
0<x<m, t <t<o

.
s Jexp (-vA -n®t){s expln’[t |)
exp(vn

t <t<o

(2.68)
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En el limite cuando n» m; la norma no tiende a cero como cabia
esperar sino que viene a ser infinitamente grande para to finito, esto
significa que la solucién no es estable. Por lo tanto se muestra que el
modelo de difusién no es adecuado fislcamente para describir al proceso de
transporte de calor.

Ademas de 1la Inestabilidad de 1la solucién, ésta posee otra
caracteristica que nos muestra la inconsistencia fisica de estas
soluciones ondulatorlas.

Sobre 1la Unea canactenistica consideremos el perfil constante
T(X, t)=constante que se mueve con velocidad a. Aqui X representa la
posiclén de este perfil

Dado el caracter constante del perfil podemos establecer a partir del
calculo diferencial que

dT _ 38T , 8T dX _
F st tamar - (2.69)

Designemos la velocidad de la isoterma por

_dX
a = at - (2.70)

Con esta definicién podemos reescribir (2.69) como

aT . ar _ _
T S 0, (2.71)

lo cual implica que la velocidad de la isoterma esta dada por

_ _ 8T 8T
as=-3/3 - (2.72)

Por otro lado, a partir de la solucién de Hadamand (ec. (2.65)) se

obtienen las sigulentes expresiones

g{ = -nAn exp(-n®t) sen nv 7/K X, (2.73)
8T _ . x 2 —
3x = Y 77K An exp(-n"t) cos nv y/K X, (2.74)

las cuales al sustituirse en (2.72) dan la velocidad de la isoterma en los

sigulentes términos:
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a(X,t) = v K/y ntan(navy 3/K) = V¥ K/y ntan(nx). (2.75)

Dado el comportamiento de la funcién tangente en nm para n=1,2.3...es
evidente que la velocidad de la isoterma tiene un comportamiento oscilante
donde toma valores que van desde cero hasta infinito, y esto desde el
punto de vista fisico no es aceptable, ya que los puntos pertenecen a una
misma lsoterma.

Para superar esta dificultad, Vennatte y Cattanea,
independientemente, sugirieron que la ecuacién de Faunlen fuera
convenientemente modificada para dar cuenta de la inercia del sistema y
evitar asf el inconveniente de una propagacién infinita y propusieron

sustituirla por una ecuaclién de relajacién para q dada por

-~ a_:: = q + KT (2.76)

donde T es el liempa de nelajacidn del sistema, es decir el tiempo que
cada sistema necesita para alcanz;r el equllibrio local despues de que ha
sido perturbado térmicamente y en consecuencia se alcanza la linealidad
entre flujo y fuerza termodindmica asociada. Este tiempo de relajacién,
caracteristico del sistema, puede ser bastante pequefio en una gran
cantidad de sistemas, de modo que puede ser adecuado usar la ley de
Faunien, aun en las escalas pequefias de tiempo de nuestra vida diaria.

El tiempo de relajacién para metales monovalentes es del orden de

10-14

seg. Por consiguiente, como inicialmente fue anticipado, el tiempo de
relajacidén para el flujo de calor es extremadamente pequefio, lo cual
explica el éxito del modelo de Fourier para la conduccién del calor
[MHaunen, 19691].

Una comparacién entre el modelo de relajacién y el modelo de Fourier
para el caso de problemas de conduccién de calor en estado transitorlo

con valores a la frontera conduce a la conclusién de que, en general, las

temperaturas predichas por los dos modelos son aproximadamente las mismas
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después de un periodo 1iniclial del orden de magnitud del Uempa de
nelajacién. Esto es, mientras que el tiempo de observacién sea mayor que
el tiempo de relajacién, las soluclones obtenidas usando el modelo de
relajacién se reducirén idénticamente a las solucliones obtenidas usando el
modelo de Fourier [Mauwnen, 1969]. Tal como lo plantean Jaceph y Pnregiasl
[1989, 1990], una compresién de las escalas de tlempo es el tema central
de las investigaciones clentificas de las ondas de calor descritas por la
ecuaclén propuesta por Ballanea y Vennaotte.

El cuestionamiento de la valldez del modelo de ‘difusién ya era
planteado desde 1860 en el‘ marco de un reconsideracién general de la
fisica clasica por Maxwell, quién propuso que la solucién del problema
podria pensarse en términos de escalas de tiempo del sistema, o sea, si el
equilibrio del sistema se perturba, la relacién funcional entre los flujos
y las fuerzas termodinamicas va a camblar seguin observemos al sistema en
diferentes intervalos de tiempo, a partir del instante en que apliquemos
la perturbacién. Sin embargo, estas ideas estuvieron sumergidas en el
olvido, hasta 1948, fecha en que fueron revividas por Gatlanea e
independientemente por Vennolte en 1958. Esto ha conducido a llamar a la
ec. (2.76) con Justa razén como la ecuacién de Maxwell-Gattanea-Vennatte
(HEV) [Sancia-Balin, 1990].

No estd de mas insistir en el hecho de que, mientras mas progresa la
investigacién clentifica mas se esclarece que acercéndonos al objeto a
diferentes escalas de tiempo y espacio, nuestras investigaciones pueden
dar como resultado que tengamos una perspectiva diferente sobre los mismos
objetos.

Para el caso de proceso de conduccién del calor esto ultimo es
altamente 1ilustrativo, ya que percibimos el fenémeno bajo aspectos tan
diferentes, dependiendo de 1la escala de tiempo a la que hagamos la

observaclén, que no podemos ya pasar libremente del uno al otro, las
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reglas del objeto ya no son iguales en las diferentes escalas de
presentacién. Los resultados de este acercamiento clentifico de ninguna
manera se oponen, existen puntos donde unen sus dominios respectivos, pero
conservan su autonomia {#ambungen, 1984].

Por otro lado, este fenémeno nos muestra que debemos protegernos de
las trampas de una extrapolacién sin sentido. Podemos considerar valido
que en algunos campos de la ciencia la transferencia de calor por
condutcién sea tratada con la ecuacién clasica de difusién, sin embargo,
esa extrapolacién pudiera no tener sentido en otros, perdiéndose el rigor
clentifico y dando lugar a una conceptualizaclén erronea del fenémeno.

No se trata de negar la ley de Fourier, pues ésta ha demostrado
ampllamente y en diversos escenarios su validez, sino que debemos tener
claro que sus limitacliones no la hacen aceptable para el estudio para el
flujo de calor a cualquier escala de tiempo. Sin embargo, en la literatura
técnica se encuentra que estas limitaciones no son explicitadas en modo
alguno, dejando de lado el hecho de que las reglas del fenémeno ya no son
iguales en las diferentes escalas de presentacioén.

Debemos puntualizar que las "acciones a distancia" implicadas en la
Fisica Newtoniana fueron trasladadas de manera natural a otros campos en
desarrollo de la fisica y el caso de la conduccién del calor no fue la
excepcion; de modo que fué natural también trasladar las 1ldeas iniciadas
por Fanaday y sistematizadas maravillosamente por Maawell [Nikaloky,
1976]; por doquier la accién a distancla del panadigma Newtaniana [(Kuhn,
1986] dié paso a campos que se propagan con velocidad finita [Einatein,
1984].

Sin embargo, el contexto en el cual resurgieron estas ldeas de
rechazo a la conduccidén instantinea del calor era diferente al del siglo
pasade, pues ahora se daban en el marco del cuestionamiento de 1la

termodinamica irreversible lineal (TIL), en la cual se deducen un conjunto
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completo de ecuaciones diferenciales con las que se pretende hacer la
descripcién de la variacién temporal de las propledades termodinémicas de
un sistema que se halla fuera de equilibrio. Para el caso de la conduccién
de calor en un cuerpo rigido, la ecuacién de evolucién es precisamente la
ecuaclén de difusién,

Este rechazo sistematico de dlversos investigadores a la idea de la
velocidad de propagacién infinita del calor hizo que ésta perdiera su
anclaje y su atractiva aparlencia, dando lugar a planteamientos que se
consideran como extensiones de la TIL para el estudio de los procesos
irreversibles.

Esta Investigacién emengente [(Kuhn, 1986), la cual va aparejada con
el avance tecnolégico de este siglo, ha dado lugar a un acercamiento
diferente al problema, demostrando que la clencia no ha progresado sélo
mediante observaclones y herramientas nuevas con las cuales se pueden
sefialar los alcances y limlitaclones de una teoria, sino que ha progresado
también en la conceptualizacién de los diversos problemas que tal marco
téorico pretende resolver

En el sigulente capitulo, trataremos precisamente con dos de 1los
planteamientos que se han establecido para dar una extension de la TIL y
de cémo se deducen las ecuaciones de evolucién temporal de las variables
de un conductor rigido de calor, las cuales mostraran que el proceso de
conduccién de calor se da a través de ondas con rapidez finita.

Esto, como se vera, representa un cambio fundamental en la
conceptualizacién del fenémeno, puesto que ahora el proceso de conduccién
en un sd6lido ya no sera un proceso difusivo a velocidad infinita, sino un

proceso ondulatorio a velocidad finita.
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CAPITULO III
TERMODINAMICA EXTENDIDA.

En la Naturaleza existen una gran cantidad de fenémenos esponténeos
que desde siempre ha llamado la atencién del hombre, y por lo tanto, se
han dado una éran cantidad de teorjas para tratar de caracterizarlos; pero
no es sino hasta el siglo XIX cuando se empleza una investigacién
sistematica de ellos, dando como consecuencia la formulacién de un
conjunto de leyes empiricas para tratar de describirlos. Sin embargo,
estas leyes no es posible ubicarlas en un contexto tedrico que pueda ser
aplicado a toda 1la problematica. Ante esto, surge la necesidad de
desarrollar el marco teérico que permita englobar el conoclimlento parcial
adquirido en el estudio de estos procesos.

Desde un punto de vista fenomenolégico, en la tercera década de este
siglo surge un primer Iintento que se conoce generalmente como
Terunadinamica Fnresersible Lineat.

En el proceso de maduraclén de este marco teérico se encontré que
contenia ciertas inconsistenclas fisicas, ademids de que, la gran mayoria
de estos procesos era imposible explicarlos con las herramlentas téoricas
propuestas, cumpliendo su cometido de dar una descripcién temporal de
estos procesos solamente si dichos procesos difieren poco de las
condiciones de equilibrio. A pesar de ésto, en algunos casos se llegaba a
buenos resultados en la practica pero que representaban una limitante en
el conocimiento preciso de los diversos procesos estudiados. Por ello en
la década de los setenta se 1iniclé el proceso de construccién del
planteamiento termodinamico que permitiera comprender mas ampliamente los

procesos lrreversibles que rebasan el marco de la TIL.
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Como es de suponerse, han sido varias las propuestas que pretenden
ser la ampllacién adecuada de la Termodindmica en su aproximacién lineal y
que estdn compitiendo en el escenario clientifico por ocupar el espaclio que
la TIL es incapaz de hacerlo.

Dentro de 1los marcos teéricos para describir los procesos
irreversibles, y en particular para la descripcién del proceso de
conducclén del calor, podemos mencionar los sigulentes:

1.-I;a teoria de Gancia-Galin y colaboradores.

2.-La teoria Ondulatoria (TO) de Gyanmati,
y en un contexto mas particular, puesto que exclusivamente tratan el
transporte de calor, encontramos a:

3.-Los planteamientos integrales para el flujo de calor.

4.-El modelo no lineal de Mora y Ruggend.

En este capitulo, veremos los aspectos mas relevantes de cada una de
ellas, con el fin de sentar las bases de nuestra meta principal en este
trabajo, que consiste en mostrar que la formulacién varlaclional de la
teoria de Fancia-Balin y colaboradores [1988), desarrollada por Vazquez ¢
del Rio [1990), representa un marco tedrico mas general para tratar
algunos procesos de no-equilibrio, en particular, el proceso de conduccién
del calor en un sélido rigildo.

Comenzaremos por establecer los antecedentes 1nmediatos de estas
teorias, con el fin de entender el contexto en el cual, los diversos
autores conslderan sus planteamlentos como extensiones adecuados de la

TIL.
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3.1.-La termostatica.

Una mirada retrospectiva dei desarrollo de la termodinémica nos
muestra tres grandes momentos de este complejo proceso. En el primero de
ellos, que comlenza en Francia a finales del sigle XVIII, se emprende
seriamente el estudio cientifico de la maquina de vapor, fue ademds una
epoca de grandes reallizaclones debido al empefio de hombres de la talla de
Rumfand, GW. Mayen, Joule, Thompoeon, Sibbas etc, [Fancia-Balin, 1986,
1987; Holton & Rallen, 1968; Beanal J D, 1979]l. En esta etapa, la
termodinamica se caracteriza por el estudio de los fendomenos en equilibrio
razén por la cual 1la denominaremos tenmootatica. En ella se deducen a
partir de los experimentos tres hipétesis basicas a partir de los cuales
se pueden establecer las relaciones que se dan entre el conjunto de
variables que describe a un sistema dado y a partir de esto obtener otros
parametros tutiles en el conocimiento del propio sistema [Sancia-Balin,
1970]

La termodinamica clasica trata con los estados de un sistema desde un
punto de vista macroscépico y no hace ninguna hipétesis acerca de 1la
estructura de la materia. Para desarrollar un analisis termodinamico es
necesario describir los estados de un sistema em términos de las
caracteristicas macroscépicas, las cuales pueden ser medidas directamente.
Estas varlables son de significacién para el sistema como un todo,
solamente cuando ellas son uniformes a través de él, es decir, cuando el
sistema se encuentra en equilibrio. Asi la termodinamica clasica no esta
relacionada con los detalles de un proceso, sino mas bién, con los estados
de equilibrio y la relacién entre ellos. A partir de la carencia del
tiempo como varlable, es evidente que éste tipo de andlisis es incapaz de
considerar los procesos fuera de equilibrio. Los procesos empleados en la

termodinémica clasica son procesos ldealizados, pensados principalmente
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para dar informaclén concerniente con los estados de equilibrio [XKnelth,
19731.

Se comprende entonces la necesidad de desarrollar un marco tedrico
que permita ubicar la gran cantidad de procesos irreversibles que se dan

en nuestro entorno.

3.2.-La termodindmica irreversible lineal.

El segundo momento de esta evoluclén de la termodindmica lo
constituye el acercamiento al estudio de los procesos irreversibles. Aqui
el trabajo de los investigadores se centra en el estudio de las fenémenos
de la naturaleza que dependen del tiempo.

La termodindmica de procesos irreversibles en su aproximacién lineal
tiene sus antecedentes inmediatos en los trabajos de T. de Donden y L.
Onaagen y su estructura légica formal se basa en cuatro postulados; en los
dos primeros 1) mediante la postulacién de los estados de equilibnio
tacal y 2) 1la generalizacién de la segunda ley de la Zewunaotdtica a
procesos fuera de equilibrio, traslada las ideas de ésta a la vecindad de
un punto pretendlendo describir los estados del sistema, cuando se esta
dando la transicién de un estado de equilibrio a otro; en los sliguientes
se postula que: 3) dentro de clerto intervalo de las fuerzas
termodinimicas (gradientes de temperatura, de concentraclén, de potencial
eléctrico, etc.) existe una relacién lineal entre éstos y los flujos
correspondientes (flujo de calor, flujo de masa, flujo de carga eléctrica,
etc.). De aqui que si _g) es un vector columna cuyas componentes son los

flujos y P es otro definido por las Fuerzas, entonces
E=afF (3.1)

donde A es una matriz cuyos elementos dependen unicamente de las variables
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de. estado,:~4)".la-matriz:A-es ‘simé:tyrica" :
TIL es el famoso principio:.de réclprocidéd du
que ‘le vallé obtener el premic nobéyyly dé_:fv'fyl

Estos cuatro postulédos combinados’ con ue ‘describen

la evolucién en el tiempo de las variables“locales,  llamadas ec';i:z’:‘clt:)n'es de
conservaclén permiten deducir un conjunto de vé‘c‘ua.cjllo'n'es én‘ derivadas -
parciales, en general no lineales, para las variabvlesvde estado.. Ellas
permiten describir exitésamente fenémenos que se desvian muy poco de las
condiciones de equlilibrio; teniendo ampliamente documentado en cada caso
particular las condiciones experimentales bajo las cuales la descripcién
del fendmeno es adecuada [Garcia-Colin, 1983; 1990].

Una de las principales objeciones a la TIL es que al retomar los
resultados empiricos propuestas por Faunien, Fick, Ohm, etc como base para
establecer uno de sus postulados (relacién lineal entre fuezas
termodinamicas Vi flujos), implicitamente esta aceptando las
inconsistencias fisicas asoclados a ellos, entre las que se encuentra la
velocidad infinita de propagacién de las perturbaciones. Hemos visto el
caso de la ecuacién clasica de conduccién de calor, pero lidéntico
resultado se deduce de 'las relaciones para los flujos de carga
eléctrica, masa, etc.

Para el caso del flujo de calor Vennatte [1958] 4 GBallanea
{1948, 1958] propusieron que, con el fin de evitar esta dificultad se debla
sustituir la ecuacién de Faunien por una ecuacién de relajacién para q

‘dada por

_.8q _
T, -9 * kVT (3.2)
donde T es un tiempo finito de relajamiento.

Al sustitulr la ecuacién de balance de - energia  para. -un s6lido

obtenida en el marco de la TIL [Sancia-€olin, 1990]
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= de
~PaE

Vg
en la ec. (3.2} seibbtigh
Preglast, 1989]

2
1,1
T

la cual es de tipo  hipeibodlice yvfrépfgs(
atenuadas como resultado de 1la felajaéiéﬁ; es la
velocidad de las andas ténmicaa. :

La ecuacién del telégnafa, introduce un’elémeﬁto ﬁuevé que debe ser
considerado en la investigacién del proceso de conduccién del calor y que
viene representado por la derivada temporal de q, el cual puede ser
descrito como un término inercial [Bubnav, 1976; Jaceph & Preglasl, 1989].

Esto significa que en el medio se produce un fenémeno de inercia como
respuesta a las perturbaclones externas, de modo tal que cualquier teoria
que pretenda ser una extension de la TIL debe incorcoporar este concepto
de inencia ténmica para tener la posibilidad de dar una interpretacién
adecuada de los procesos irreversibles, ademas de que debe reducirse a las
relaciones empiricas que la TIL incorpora en su desarrollo, en el limite
apropiado.

Como consecuencia de la introduccidén de la inercia del medio nuestra
perspectiva del fenoémenc de conducciéon de calor en un sélido sufre un
cambio radical puesto que ahora debemos considerar el transporte de calor
como pulsos de calor los cuales son transmitidos por ondas con velocidad
finita. En consecuencia los trabajo de Gatlanea ¢ Venrnatte marcan el
inicio de una nueva etapa en el desarrollo de la Termodinamica.

De manera general, podemos decir que el tercer momento en el
desarrollo de la Termodindmica lo marca el reconocimiento de que la TIL es
incapaz de dar una respuesta satisfactoria a las investigaciones de la

gran mayoria de los fendmenos no lineales que suceden en nuestro entorno,
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y por lo tanto, se plantea’ el
permita describir. con mayor piesiclq

lo cual hasta la fech;’anha'ﬁld

remover algunas de las'rest

15" versiones es muy similar, ‘ellas

Aunque el prOpéslﬁald
difieren tanto en conténldé 'fisico como en metodologia [5an¢ia—€a£in,~

1988; Mankuo & Samban, 19891
3. 3. ~Termodinamica Irreversible Extendida.

La extensién de 1la TIL desarrollada por §ancia-Galin "y sus
colaboradores, a pesar de que existen en la literatura una gran variedad
de propuestas con el mismo titulo o parecidos, la llamaremos
Tenmadindmica Jnnhevensible Extendida.

Dentro de los procesos que caen fuera del contexto de la TIL el
primer problema que se tiene es que la hipétesis de equilibrio local es
insatisfactoria, por lo tanto, en la TIE se amplia el espacio de variables
termodinamicas. Asi el espacio de variables de estado consistira ahora en
la unién de dos subconjuntos, el subconjunto formado por las densidades
localmente conservadas y el subconjunto de las varliables no conservadas o
rapldas.

Debe ser comentado que en general, en tanto que el nimero y eleccién
de las variables conservadas son dictadas por las leyes de conservacién
plantedas en el marco de la TIL, el numero y eleccién de las variables
rapidas depende muy fuertemente del sistema y de la situacién de no

equlilibrio que se esta analizando.
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Los fundamentos de la TIE estan dados en téfminos de dos postulados:

rapidas o no conservadas, es decir,

n = n{{ch, {r})

diferenciable:
Esta funcién Jjuega-el pépél»::fde un ‘potencial t‘e'rmodlnémico'para los

estados de no eqkuirlibrﬁiko y,”cuyra

ecuacién de Gibbs generallizada:

c=pava T @En

donde Jn y o‘n. son un vector y un escalar respectivamente y representan el
flujo y la produccién del potencial termodinamico n. Mientras que JT) es
solamente funcién de las variables termodinamicas definidas en el espacio
extendido, a‘n la cual no es necesariamene positiva definida, puede
contener parametros relevantes adiclonales para la descripcién de los
estados de no equilibrio del sistema, puesto que es resultado de 1la
aplicaclon de operadores espaciales y temporales sobre m y sobre Jn. Esta
suposicién de cerwaduna es una caracteristica particular distintiva de la

TIE (Redniguey & Lopey de Hana, 1989].

3.4.-El conductor de calor no lineal en el marco de la TIE. [Sancia-Galin

4 Rodniquesy, 1988].

Consideremos el conductor rigldo infinito en reposo y con wuna

densidad constante, el cual estd en un estado de no equilibrio descrito
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por una varlable éonservada localmente, la deﬁsidad de energia interna
é(r,t) & i; v#riéble répida o vgriable'qqe relaja* q(r,t), el flujo de
‘calor. ‘

- Veamos entonces cual es el conjunto completo de ecuaciones de
evolucién temporal para las variables del espacio extendido.

Las ecuaciones de evolucién temporal para las variables conservadas
son conocidas, por lo que solamente deben ser derivadas aquellas
ecuaciones de evolucién temporal para las variables rapidas.

De acuerdo con los postulados de la TIE, partiremos de la ecuacién de

Eibbs extendida para el potencial termodinamico 7

dn _ de = dq
JE-% af * %4t (3.8)
donde las a«t son las ecuaciones de estado
~8n g _om 3.9)
% de’ % aq (3f9)

las cuales pueden representarse como funciones: de :los linvarlantes

escalares y variables del espacio extendido.

Esto es,
2 : :
a = B.(e,q%,...) (3.10)
1 . ;
a =8 (e.q%...)q (3.11)
T2 2 ' )
Desarrollando estas funciones en serles de potencias de las variables

no conservadas alrededor de un estado de equilibrio local dado por q=0 se

tiene

8
B le.a,...) = B (e) + (-——a—azﬁl)c‘lqz'&... (3.12)

2 _ 8 B 2
Bz(e,q yealdg = Bz(e)q + (—qu z)e‘]q q ... (3.13)

El objeto de estos desarrollos es, por un lado, definir la ec. (3.8} y
por otro, mediante el truncamiento de las expansiones con algun criterio

de orden hacerla manejable, ya que de lo contrario se llega inmediatamente
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a ecuacliones altamente no lineales cuyo si‘gnific'ado - es . aun-. obscuro
[Garcia~Colin, 1988). '

Una manera conveniente de obtener ecuaciones aproximadas para la
evolucién temporal de la variable rapida es mediante la asignacién de
criterio de orden a g—g Hasta el momento se encuentran en la literatura
dos criterios, en el primero de ellos, conocido como el criterio del
gradiente, las variables conservadas son de orden cero, en tanto que las
variables rapidas son de orden uno, lo mismo que los operadores gradiente
y divergencia y ninglin orden es asignado al operador derivada temporal. En
el segundo de ellos, el criterio de las variables rapidas, el orden es
asignado de acuerdo a las potencias de las varilables rapidas.
Comparaciones hechas por del Ria y £épey de Xana [1990] usando la ecuacién
de Boltzmann en el estudio de un gas monoatomico diluido sugieren que el
criterio que asigna orden de acuerdo a las potencias de las varliables no
conservadas debe ser preferido sobre el criterio del gradiente. En
consecuencia, este criterio sera usado para truncar las expansiones hechas

dentro del marco de la TIE.

Recordando que en el equilibrio local
an _ 85, _.-1
(%)e.l_ (5) =T (3.14)
donde T y s son la temperatura y entropia de equilibrio :local

respectivamente, podemos escribir la ec. (3.8) como sigue

2,de

8
1+(—ﬁ-261)e_lq s + B, (e)q- 3T, (3.15)

dn _ -~
at - (T

Esta es ahora la versién extendida de la ec.(3.8), en la cual el
término ((aBl/aqz)c.]qz) proporciona la correccién de segundo orden en
términos de las variables rapidas del coeficiente Bl(e.qz. D

Si requerimos que la ec. (3.15) sea una diferencial exacta, entonces
la lgualdad de las dos derivadas cruzadas implica que el coeficientes

2

(aBl/aqz)e 4 esté relacionado con Bz(e) a través de la expresién
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apg, _ 1.8 S AT
G, == (37 8, Ge

.51, usamos 'la ‘ecuacién constitutivaid éérijb‘irv'f.esté

ultima expresion como

am, _ 1,8 B
(aag )e.l - _2‘ —(ﬁ"ﬁz(e)) Cv : o f;(a'l?) .

De modo que considerande la ec.(3.17), la: expresién de Eibbo
extendida s6lo contiene un parametro indeterminado. ‘

Por otro lado tenemos que 7, cumple con la ec.(3.7), por lo que para
obtener la produccién de este potencial necesitamos conocer ademas de la
ec. (3.15) la divergencia de Jn.

Procediendo de la misma que en parrafos anteriores, tenemos que si JT)
es funcién de los invariantes escalares definidos en el espacio extendido

J =B (e,q ....)q. (3.18)
n 3

Desarrollande la funclon ﬁ3 en series de potenclas de las variables

no conservadas alrededor del estado de equilibrio local
62§1 2
J" = Ba(e)q +(—aE o, qa ... (3.19)

Puesto que 7 debe reducirse a la enthopia lacal s se debe tener, al

mas bajo orden:
: -
J = T q. (3.20)

Por lo tanto la produccién del potencial termodinamico 7 es

2
_ -1 3”8 2,de .dq !
o'n— (pT +p(-——aqz 1)3'l q )d—t + pﬁz(e)q It v-(T "q). (3.21)

Sustituyendo en ésta la ecuacién de balance de energia vy
desarrollando la divergencia del Gltimo término se obtiene finalmente

q°)v-q +sz(e)q-d—q + q-vT L

t (3.22)

2
e o 8 B
T P( 3q- ) o

Por otro lado o'n es el escalar mds general que puede construirse en
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el espacio Vextendido por lo que las operaciones indicadas en el lado
izqulerdo de la ecuacién de balance deben llevar a cantidades definidas en
este espacio (hipdtesis de cerradura). Matemdticamente esto quiere decir
que:

=X - 3.23
L L d ( )

Desarrollando )(.:l se tiene
o, = H (e.qz,... Jg-q & ple)q-q. ‘ (3.24)}"
Comparandor est& 0ltima e*presibn para 'a;" : ‘
anteriqrmente,, ec. (3.22), se tiene
—p(———gl qz)V,-quBz(e)q'g% + quT ! = u(e)q"q.'

e.l

Debido a que q°= q'q , de aqui obtenemos la- ecuacién de eyoluciréh o

temporal para la variable radpida que resulta ser
B,(e)T' = y(e)q 2 -2 12 | aveq - VT, (3.26)

Esta ecuaciénjunto con la ecuacién de conservacién de la energia
representan el conjunto de ecuaciones que descrliben la evolucién temporal
de las variables extendidas e y q.

Si consideramos que el sistema ha alcanzado el estado permanente, y
ademas que no existen inhomogeneidades del flujo de calor entonces el
término de 1la izquierda desaparece lo mismo que V:q, por lo que la

expresién se reduce a
YT"%+ ple) q = 0, (3.27)
ecuacién que podemos escribir como

_ 1
T vT. (3.28)

que es precisamente la ecuacién de Fourler si p(e)=(k T
Para el estado transitorio, considerando nuevamente que no existen

inhomogeneidades del flujo se tiene la siguiente expresion
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dq _ 1 2,-1 p
ﬁz(e) T —-TzVT + (kT°) 'q. (3.29)
Si- -hacemos —1:=[32(e)kT2 al cual llamamos tiempo de ‘relajacién’ del

flujo de calor, obtenemos la ecuacién de Mawwell-Galtanea-Vennaotte

-t g% =k UT + q, (3.30)

que Temueve el inconveniente de la velocidad infinita que se obtiene del
formalismo de la TIL.

Por lo que la ec. (3.26) puede ser reescrita como

-T =q + a qV+q + k VT (3.31)

D-!D.
ha

-, 8B 2
donde g (?qz 1)B‘lkT .
Esta ecuacién nos muestra que el cambio en el flujo de calor q es
debildo al flujo mismo, a sus Iinhomogeneidades y al gradlente de
temperatura,

En la aproximacién cuasieatstica, cuando

-T

D.lD.
crha

%0 (3.32)
se obtiene 1la ecuacion constitutiva para el flujo de calor
q(1 + a V-q)=- k VT. (3.33)

Segun Sagncla-galin (1988), en el marco teérico de la TIE quedan atn
algunag Cuestiones por resolver para hacer mayor el poder de este
formalismo. En este sentido, Vazquez y del Ria [1990], han propuesto una
formulacidén variacional de esta teoria, la cual pretende continuar con el
interés permanente y sistematico en la formulacién variacional de los
procesos irreversibles que se ha dado en las diferentes etapas del
desarrollo de la termodinadmica y que abarca ya las teorias que amplian el

campo de las aplicaciones de la termodindmica irreversible lineal.
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3.5. -Teoria ondulatoria de Gyaunati.

De .. manera- semejante a la TIE, el enfoque ondulatoric para la
termodinamica propuesto por Guaamatl [1970; 1977] tiene como propésito
esencial la descripciéon de los estados de un sistema termodinamico que
caen fuera del marco teérico de la TIL. Para ello también propone ampliar
el espacio termodinamico. Aqui, sin embargo, encontramos una diferencia
con respecto a la TIE, ya que aunque en la teoria ondulatoria las
variables dindmicas adicionales, son también introducidas para describir
las desviaciones con respecto de su estado de equilibrio local, sus
ecuaciones de evoluclién temporal no son explicitamente obtenidas ni
pretendidas. En vez de ello, se propone derivar ecuaciones de transporte
de tipo hipenbkdlico para los campos locales I' que predicen la propagacién
de las perturbaciones en el sistema.

El postulado basico de la teoria es que cuando los cambios impuestos
sobre las variables dinamicas, las cuales son identificadas como flujos
disipativos, son lo suficientemente rapidos, la energia cinética asociada
con ellos contribuye apreclablemente a la entrapia del sistema. En
consecuencia la densidad local de s es dividida en una parte en equilibrio

y en una parte cinética, esto es;

s({a},{J}) = 5 ({a}) + s ({J}). (3.34)
eq cin

En analogia con la TIL, se propone que
= 1 .
s({a},{J}} = § el +—ZLmJ-J (3.35)
donde «, son las coordenadas generalizadas, l"i las fuerzas termostaticas

conjugadas generalizadas, J‘ los flujos y m  una matriz simétrica.

Derivando con respecto al tiempo la ecuacién (3.35) obtenemos

8 grrxrm,J 3 (3.36)

a =
grstah UN = T M ge + a5 T, t x’
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con el segundo término del lado derecho igual a . icero) - como. esgdexjilvado-

consistentemente por Gyarmati.

ecuaciones de balance pueden ser formuladas como

a o _
P g% * VI =

1
donde J? = J‘+ pmlu, 2 la velocidad del fluido, .y V;. la“s’f’uevnyt S:
Luego si consideramos un sistema disipativo sin fuéntés dye'ca‘.rlor

de movimientos convectivos, la ecuacién (3.37) se réduce a
¢} : :
o« +9.J =0 (3:38)
Por consigulente si sustituimos (3.38) en (3.36) se tiene la ecuacién
de balance para el potencial s, esto es

PG s({ar, (31 + L div(CJ ) =F J -+ In 5 J)

=LJ g =czo0. ' (3.39)

donde se han definido las fuenvyas tenmodinamicas genenaligadas

3
Fth) (3.40)

€ = (r+% m,J
que incorporan los efectos inerciales y disipativos.
Si suponemos una relacién cuasibineal entre estas fuerzas y los

flujos dada por
J1= ¥ leel (3.41)
la produccién de enthopia ¢ puede ser escrita como
t

c=E"J=ELE (3.42)

donde et y & son matrices formadas con los flujos y las fuerzas y L la
matriz de transformacién de Onoagen.

Si introducimos las matrices no negativas

»
T =" b) Lme , (3.1%3)
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entonces podemos poner las ecuaclones constitutivas (3.41) como sigue N

-
=LL9r -, 590 (3.44)

Esta ecuacidn generaliza la ecuacién de HEYV y conduce a un cohJunto
de ecuaciones hipenbélicas de transporte, que representan el resultado mas
importante de esta teoria.

Esta ecuacion es de la forma

r ar 2 =
I, 552 148, 57 ! -R 7)) = 0. (3.45)

Para el caso del sélido isotrépico esta ecuacién se reduce a la
ecuacién -del tefegrafa [Syanmati, 1977], la cual como ya hemos visto,

describe la propagacion de ondas térmicas en el sélido.
'3.6.-Planteamientos integrales para el flujo de calor.

Existen otros planteamientos fenomenolégicos [Yuntin & Pipkin, 1968;
Nungiala, 1971] en los cuales el flujo de calor es determinado mediante

una integral sobre la historia del gradiente de temperatura de la forma

t
a = - 5[ oct-t')9mer, e)ate, (3.46)

=

donde Q(s) es una funcién de relajacién, positiva, decreciente que tiende
a cero cuando s»» y acotada en el intervalo {0,®}, cominmente conocida
como el Kennel del flujo de calor

Una diversidad de modelos constitutivos para la conduccién del calor
surgen de la consideracién de formas diferentes para Q(s). En particular
si Q(s)=ké&(s), donde 3(s) es la funcién delta de Dirac, se obtiene q=-kVT,
el modelo clasico de Faunien.

La expresién (3.47) no es mas que general;zacién de la forma integral

de la ecuacion de Maxwell-Saltaneo-Vennalte [%ooeph Yy Pnergioal, 19891

q=- EIexp(—)VT(r £ )dt. (3.47)
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Usando la formula de Peibnity [;dniken 1981] para la derlvada de una

1ntegral
hio) h(a)
J'f(a.t )dt'—J' : (f(a £ ))de’
=g () g(a)

+ £(h(a), ), (h(@)) - f(g(oc) a)dt(g(a)) o Gae)

donde £(t, t*)=exp(s VT (r, ¢ ), (t) ty g(t)——m se muestra que  la
ec. (3.48) se transforma en la ecuacién diferencial de MGV para el flujo de -
calor,

Lo ‘Importante para nuestro trabajo es que la formulacién 1ntegra1 deih

las ondas térmicas es equivalente al planteamiento: dlferen lal

por Batianea {Jjoseph & Preglosi, 1989].
3.7.-El1 modelo no lineal de Manna y Ruggeni.

Otro modelo para la conducclén del calor en sélidos, pero valido
exclusivamente para dieléctricos anisotrdopicos a baja temperatura es
propuesto por Marna y Ruggeni [1988], el cual consideran corrige clertos
defectos de algunos modelos que surgen como generalizaciones de la
ecuacién de MEV. Ellos proponen que el flujo en el s6lido dede regirse por

la ecuacién
d
at(aq)'rv- (7I+Bqq)=-vq (3.49)

donde «, 8, ¥, v son funciones escalares y I el tensof unitario.

Esta ecuacion se reduce a la ecuacién de MBYV cuando B=0, a=cte. y ¥ ¥
v son funciones de la temperatura. Ellos muestran que su modelo ajusta los
datos experimentales sobre. la rapidez del oegunda aanide en sbélldos
dielectricos a baja temperatura.

De 1lo anterior observar;\os que los modelos anteriores tienen las

sigulentes limitantes: 1) son modelos semiempiricos, Moo y Ruggend
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[1988], 2) no estan sustentados en una teoria termodinamica, [Suntin &
Pipkin, 1968; Nunvgiata, 19711 y 3) deducen ecuaciones aproximadas para ias
ondas térmicas (Sancia-Golin, 1988; Syanmaoti, 1977].

En el siguiente capitulo exponemos la formulacién variacional de la
TIE, a partir de la cual trataremos de remover las limitantes arriba

mencionadas.

51



CAPITULO IV

FORMULACION VARIACIONAL DE LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE

EXTENDIDA.

Los principios variacionales que conducen a las ecuaclones de la
fisica matematica han sidoc durante mucho tiempe un tema de interés para
numerosos investigadores.

Una de las aplicaciones mas importantes en el marco téorico de los
principlos varlacional-~ se presentd cuando Hamillan, dentro del estudio
del movimiento de la particula clasica, mostré que estos principios son de
gran significacién téorica para una derivacién sistematica y exacta de las
ecuaciones de evolucién temporal de las variables del sistema.

Esta técnica pronto fué trasladada al estudlio del movimiento de los
fluidos, comenzando una tradicién que se extlende hasta nuestros dias y
que abarca ya las teorias que amplian el campo de aplicaciones de la la
TIL.

Debido a la importancia de los principios variacionales mencionada en
las lineas precedentes y a que seguiremos el mismo planteamiento en
términos generales para la fcrmuiacién variacional de la TIE es que
comenzaremos éste capitulo estableciendo los fundamentos [#npken, 1981]

con los cuales son tratados los problemas de variaclones.
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4.1.-Los principios variacionales. . . : - REN L
En esta descripcién alternativa el obJetivo es determinar’los valores

extremos de una cantidad que. aparece en laﬂfofmaJAé4hn5n1nﬁégféi. ﬁéfﬁ

ejemplo; sea £ la cantidad que adquiere un éxlieﬁ )y

integral

2= If(m.q.qx)dm

aqui y es desconoclda y se trata de enco

valor de ¥ sea un extremo, en un intervalo’d

'El subindice’

indica derivada con respecto a «a.

En la btusqueda de y se utiliza una funclén de pruéba lu(m)>la cﬁal
proporciona un valor que se aproxima al valor extremo de £, la diferencia
entre la funcién de prueba w(«) y ¢(a) para un « cualquiera se denomina la
svaniacion de ¢ la denotamos como Sy. Esta diferencia se da en términos de
una nueva funcién arbitraria wv(x), la cual debe ser diferenciable y
anularse en los limltes del intervalo de « que se esté considerando. Se
introduce ademas un factor de escala « para proporcionar la magnitud de la
variacioén, el cual desaparecerad durante el proceso.

Redefiniendo la funciones w(x) y y{ax) en términos del parédmetro a« se

tiene
wle)=y(ec,a) y ylc, 0)=yla), (4.2)
luego, la diferencla entre las funciones puede ser expresada como -
yle,a) - yla,0) = av(x). (4.3)
También en términos de este parametro la funcional. £ es~ 
@) = [f@y@a),y @alde (2.4)

y la condicién para que £(a) sea un extremo es que
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aJ(a)

o = O s

De aqui.se sigue que

aJ(a) af By , af 8y : P
_[(aq TS Erdia 4.6)

y'usando: (4.3) esta expresién se transforma en:
aJ(a) af dv B

I(—v( ©) + gy Geve. o an

Integrando el segundo término por partes

af dv ar %2 (F2 d af i
J‘('EW )¢ 3 - r (via) )F"F
X x X1 Xl x '

dady
y usando el hecho de que la funcién v(c) se anull‘é,feh

intervalo se tiene que la parte- integrada:- deéapére

expresioéon (4.7) queda como

‘[(g gm gf} w(a)de =0.

Puesto que v(ax) es arbitraria la Unica manera en éue;la ihtééra’_l’ Sea
cero es que el integrando sea idénticamente cero. el 7

La condicién para que la funcional £ sea un extremo. es precisamente
una ecuacién diferencial parcial

af d af _
Em aa:’a—(;-x— o} (4.10)

la cual se conoce como ecuacidn de Eulen, y en el contexto de la mecanica
lagrangiana como ecuacién de Eulen-£Lagrange.

El uso de de los principios variacionales en la fisica tomaron carta
de naturalidad cuande se demostré que el paincipla de Hamiltan
[Saldatein, 1980] es una condicién necesaria y suficiente para derivar las
ecuaciones de movimiento de una particula. Este principio plantea que
cuando el integrando de la funcional es un lagranglano el movimiento es

tal que la funcional tiene un valor estacionario.
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Las ecuaciones de Eulen-fagrange resultantes son de la forma

d 3L _ 8L _
mt—-ﬁ-o (4.11)

generalmente conocidas como ecuaciones lagrangianas del movimiento, las
cuales resultan ser equivalentes a las ecuaciones de Newlan en la
descripcién de la evolucién temporal de los sistemas de la mecanica
clasica, pero, con la ventaja de que son ecuaciones que implican solamente
cantidades escalares. Ademas, éstas ecuaclones se adaptan mucho mejor al
tratamiento de los sistemas complejos y por extensién a otras ramas de la
fisica, tal como la termodinamica de processos irreversibles que -es

nuestro objeto de estudio.

4.2.-Principios variacionales en la termodinamica 1rreversib1e.r

Los logros de este planteamiento alternativo de la mecédnica clésica
pronto indujeron a la formulacién variacional del movimiento de los
fluidos, la cual estuvo limitada inicialmente a los fluidos ideales y dié
origen a dos lineas caracterizadas por la forma de establecer el
principio: la de Lagrange y la de Euler. En la primera las variaclones se
realizan sobre las coordenadas espacliales que describen el fluido y en la
segunda sobre las variables de campo del sistema: velocidad, densidad,
ete, [Vazquez, 1990].

Al intentar hacer una caracterizacién de los fenémenos de transporte
que incluian efectos disipativos, mediante principios variacionales
cladsicos, se encontré que tales problemas no admitian tal formulacién
[Finlayean, 1972]; esto dio como resultado un conjunto de enfoques
conocidos como principios variacionales no clasicos, los cuales tienen sus

raices en la formulacién de Oncagen de la ley de Faunien de conduccién del



calor.

Una cuestiéon de importancia fundamental en el marco de la aplicacién
de  los principios variacionales es saber cuando determinado problema
édmlte tal formulacién.

Un tratamiento sistematico de esto se basa en las derlvadas' de
Fréchet [Finlayoon, 19721, las cuales determinan las condiciones para que
el conjunto de ecuacliones de evolucién temporal de las varliables que
describen al sistema sean deducidas de un principio variacional.

Con el fin de comprender mas claramente el andlisis basado en las
derivadas de Fréchet, haremos una analogia con las condiciones que se
deben cumplir para que un campo vectorial sea derivado de un campo
escalar.

Consideremos la integral del campo véctorial conservativo - &
2y 3
Lv-dx (4:12)

a lo largo de las trayectorias

2——-)x+c3-——->§<’+c$+v$. (4.13)

2———)x+v3—->2+s$+vz, (4.14)
donde c3 y v$ son vectores infinitesimales. De acuerdo con esto y

teniendo en cuenta que el integrando debe ser el mismo para las dos

trayectorias se tiene lo siguiente
J(R) - + 3(x+s3)'v$ = 7(?)-1@ + 3(2-*\13)'53 (4.15)
el cual es equivalente a

JR + ed)- 7(2),3 @ ) v(@ 1.3 (4.16)
€ = v :

En términos de coordenadas  cartesianas y utilizando el concepto de
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derivada ‘direccional [Fulks; 1986] ésto puede ser. esc
av . av.
L wkﬁiwl” Z¢uﬁkwx

Esta expresién representa una cond

Lon qulvalente para tener el

campo vectorial v como el gradlente de un potencial

En términos de lo anterior, podemos llevar esta linea de pensémiento
hacia la formulacién variacional de algunos problemas de interés ' .en 'la
fisica, considerando que las ecuaclones de Bufen pueden ser obtenidas como
el gradiente de una funcional, entonces esperariamos que no cualquier
ecuacién diferencial sea derivable de una funcional como no cualquier
campo vectorial es derivable de un potencial.

El soporte matematico riguroso de este planteamiento fué hecho por
Vainkeng [1964), donde se parte de la definicién del gradiente de una
funcional y de la derivada de un operador diferencial [Finlayeon, 1972].

Aqui seguiremos cercanamente este procedimiento y por brevedad
trataremos una sola ecuacidn diferencial, pudiéndose extender a un sistema
de ecuaciones.

Consideremos la ecuacién diferencial, no necesariamente lineal, tal

que
N(u) = 0. (4.18)

Definamos la derivada de este operador en la direccién ¢. como

N(u + e¢)- N(u)_ 3 N(u+eg) (a 195
[ *

N'¢ = &im
u £
€50 £=0
N"l¢ es llamado la difenencial de Fnéchet del operador en la direccién
¢ en tanto que N:x es simplemente llamado la denitsada de Fnéchet del
apenadan. El subindice v indica que la diferenciacién del operador es

hecha con respecto al argumento u.

El gradiente de wuna funcional se define de manera similar.
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thsidereﬁos“una“fuﬁéibhélf ada’ por.

Integrando por pafteé{hr

obtiene

tim ﬁ—F = ILLQde = Ide(\i)dV ¥ términos de frontera. - (4.22)
€20 B B -

donde el operador N(u) es el gradiente de la funcional F(u).

De la misma manera que para el caso de campos vectoriales, debemos
probar que si el operador N(u) es el gradiente de una funcional, entonces
la integral de la ecuacién anterior es independiente de la trayectoria de
integraclién.

Consideremos la integral
J.¢N(u)dv (4.23)
a lo largo de las trayectorias

U— u+ep —ru+edp+ vy

U —u+ v —u+ ep+ vy

donde e¢ y vy representan camblos infinitesimales.
De acuerdo con esto, si la integral es independiente de la

trayectoria, entonces se debe cumplir

IN(u)rmdv +IN(u+c¢)dev = IN(u)dev +J'N(u+vw)c¢dv. (4.24)
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expresion que puede . también ‘ser_dada’ como

| I N‘(k"w?:)‘_'N:('u : ) (‘“,+vv¢;) —Nm;)' ¢dv

En el limite

" E€ta‘'es “la “éxtensién’de -la’ec

operador N’ es simétrico y por tanto duewNu‘

lo hemos mencionado se sigue del teorema dado por Vainkerg en -196.

En resumen, la cuestion de la existencia de un principio v‘;ryi‘;cio‘nal‘
del tipo clasico para un operador dado depende de que el voperj;\dor‘ tenga
una diferencial de Fnéchet simétrica, ec.(4.26). o

Veamos ahora la forma que toma esta condliclién de sime£ria cuando el

operador diferencial es de la forma

) :
£ {u,u ,u =0, 1l=1, 4.27
¢ 1 'Jk) ( )’
donde u = gu yu = du suponiendo u = u(ws,act; ay:b ).
» ) aar:J s Jk aasjk : L R

A partir de la definicié6n para la . diferencial-de-Fnéchet ec. (4. 20) se

tiene

vy = (8
N'¢ = (-5 f(uted, u J+c¢'_‘, u Jk+€¢.jk))f_‘=0
. or af af
= é_u*’) * 3o ¢’J * 5% qu&’ " (4.28)

Llevando esto a la primera integral de la condicién de simetria e

integrando por partes resulta
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‘De écuerdo'éénjléiecfx4,30) est.

o faf T art
[unpav = (i35 + &

Si esto es valido para .fuhéio

identificacién de términos condﬁcéva

or _of - - -
U e %Y g
Estas ecuaciones son equivalentes a
af af  _
30 Vk Em Jk— o, (4.33)

ecuacién que representa la condicién para que la ec. (4.27) sea derivable
de una funcional y por tanto se exista un principio variacional para ella

Mediante un procedimiento similar se tiene que si el operador

&0



representa. un conjunto.de ecuaciones diferencialés, 'estd es,

y-u_ representa’ tambi

donde f' = 0 son- las ecuaciones diferenciales ’de‘-‘Nv(:u')
latinos van de 1 a 4 y el subindice coma denota dlfe?enciai‘:lén'parciél,

como se ha mencionado antes.

4, 3. -Inexistencia de un principio variacional clasico para el conductor

rigido de calor [Vazquez y def Ria, 1990].

Mostremos ahora este procedimiento para el caso particular de un
conductor de calor rigide, infinito, en repose y con densidad constante
plr,t).

Para este sistema el potencial termodinamico 7w dependerda de una
cantidad localmente conservada, la energia interna e, y una cantidad no

conservada, el flujo de calor q, es decir:
mn=m7 (e,q). (4.39)

Sabemos que dentro del marco de la TIE, la ecuacién de evoluclén
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temporal a primer orden para el fiujo de

de Maxwell-Gattanea-Vennotie

_ dq_ Sk
T3t " kVT. + q.

Ademas la ecuacién para la. variable. a‘e uacién" o

de balance de energia

Pge * V'a =0. s e “(4.41)
Para verificar sl estas eéuaclones satisfacen las cohdiclones de
simetria, Introduzcamos un espacio vectorial' de cuatro dimensiones en el

cual los cuadrivectores tendrdn como primeras = coordenadas a las

componentes de q@ y a la temperatura como la cuarta compdnente, esto es:
T =( W, Wa; W3, Wa )= (q,T) 0 n(4.42)

De acuerdo con esto las ecuaciones. que:describen :los estados: del .

sistema se transforman en:

A_.
f° = pev w‘;’4

Donde se ha utilizado ‘la iguaidad gtwl'=wl

2 'ilos' indices’ gfiego§

corren de 1 a 3. ‘
Consecuentemente, si las ecs.(4.43) y (4.44), o bien ecs.(4.40) y

(4.41), satisfacen las condiciones de simetria (4.36-4.38), entonces

existe un principio varlacional clasico para ellas. V
Las derivadas para la ec. (4.36) son

oy y IR (4.45)

s, )k awl.]k .

s}

aW
puesto que £! no contiene términos de segundo orden, de modo que 'la
primera condicién se satisface.

La segunda ecuacién en (4.4S) reduce las ecs.(4.37) 'y (4.38) 'al
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eliminar el

“dérrestas

ecuaciones.

_Por. consigul

Las .der‘ivaydés

.5 k.8 si s=1,2,3. L ol
; = |pcvé sl s=4. U ;(4'50?

y la ec. (4.37) de nuevo no se satisface.

La ec. (4.38) se reduce a

1 8
af af
Fa * 3u (4.51)
s 1 s
ya que el tercer término del lado derecho ‘es ‘cero: y- guf es .una

constante.

Por ultimo se tiene que la ec. (4.38) se satisface para todos los

indices.

De este modo se tiene que por no satisfacerse la condicién (4.37) no
existe un principio variacional clasico para las ecuaciones de evolucién

temporal de un conductor rigido de calor para las condiclones impuestas en
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el marco de la TIE Se Justifica asi lay formulacién de ‘principiss no

clésicos para el slstema que estudiamos en este trabajo

4.4,-Formulacién variacional dentro del marco de la TIE para el conductor

rigido de calor.

En vista de que el problema de conduccién de calor en un conductor
rigido no lo pedemos tratar mediante un principio variacional clasico, en
esta parte se expone un principio variacional restringido [Vazquez y del
Ria, 1990] que describe los estados de no equilibrio dentro del marco de
la termodinamica irreversible extendida para -éste conductor en las
condiciones descritas en la seccién anterior

Se ha encontrado [del Ria, 1991; del Ria et al. 1991] que bajo
variaciones de la parte no conservada del espacio termodinamico extendido,
la funcional

I ( p—— + Vg - 6 Jdv, (4.52)
donde J y ¢n son el flujo y la produccién del potencial termodinamico ¢
respectivamente, conduce a ecuaclones de E8ulen-fagrange, que describen
completamente la evoluclén temporal de las variables no conservadas.

En este proceso se wusan como condiciones subsidiarias a las
ecuaciones de balance del sistema, y las cantidades desconocldas se
generan con los teoremas de representacién de Tnueodell y Noll [1965].

Como se ha apuntado antes, el potencial termodinamico generalizado 7n

es de la forma n = n(e,q) la cual lleva a la ecuacién de Gibbs

dn - o de .z .44 (4.53)

Pat T % gt T2'at
donde las a’s son las ecuaciones de estado

o= pa) ®. = pz . (4.54)

64



En términos de los: teoremas ‘de’representaci¢n’ las cantidades a1, &2

oy J estan dados‘por{;»

donde g = ‘q-q es el lnlco invariaht
funciones escalares. Por conveniencia en (4 55).se na’dejado a p fuera de
la funcién ﬁf

Llevando (4.55) y (4.56) a 1a ec. (4.53) sé obtiene

&

de d

= ae .gq
P gt = BP gt B9 gy (4.59)

X

Sustituyendo en ésta la ecuacién de balance de energia resuita

[}

@ . gy .dq '
P 3t B,V-a +Ba-g,. (4.60)
Si sustituimos las ecuaciones (4.57), (4.58) y (4.60) en la funcional '

(4.52) se tiene:
j (- 8.9-q + B339 + v-(Bq) - B)dv (4.61)
1 2* dt 4 37 i
Simplificando se obtiene:
_[ (B.- B)T-q +8.q-39 + q.Tp -B.)av (4.62)
4 1 2* dt 4 3 ’ '

Lo que sigue ahora es investigar las consecuenclas para la funcional
cuando la componente no conservada del espaclo termodinamico extendido es
ligeramente variada. Las wvarlaciones que se llevan a cabo son
independientes del espacio-tiempo y esto implica que las derivadas

temporales y gradientes permanecen fijos durante el proceso de variacién,
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es decir, ' estas variacibnés,,restrlgglddé; T

termodinamico exclusivamente

Entonces la variacion de la’ funclonal 2 ‘es
s¢ =5 (8- 6903 T, q-98, - B,)dv (4.63)

(donde el superindice indica el sentido restringido de la variacién).
Puesto que las variaclones restringidas toman lugar en el espacio
termodinamico exclusivamente, podemos intercambiar el orden de los

operadores que actuian sobre el integrando conduciéndonos a

52 = [5:((g,- B,)V-a +8,a-5) + a8, - B))av (4.64)

= I(V'q 5'(8,- B3 Ba) 5T +(5'a) UB,~5'B)dv  (4.65)

Como las funciones Blson funciones de la temperatura y del invariante

= q-q la varlacién de la funcional se transforma en
= a8
= (V-q(2q5g5)+2 zqq dt + ﬁz + VRa- Zq 3)dv (4.66)

aqui B, = B,-B,.
Igualando la variacion restringida 6&°‘de 1la funcional a cero

encontramos la ecuaclén de evolucién de la variable no conservada
anBSV oq + Zaﬁzqq~ + Ba - qugs+ Bs = 0O (4.67)

Esta es la forma general de la ecuaclén no aproximada para describir
la evolucién temporal del flujo de calor en el conductor rigido infinito,
en el marco de la TIE y Junto con la ecuaclén de balance para la energia
describen completamente el transporte de calor en este sistema. Este.es un
resultado que no se ha encontrado en la literatura.

Con el fin de hacer un analisis de los términos de esta ecuacién la
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reescribliremos como

-{Z[ggﬁzqu + 321].32 = 2[%835](v~q)q - 2q(ggﬁa}+V54, (4.68)

donde I es el tensor unitario de segundo orden.

De este modo tenemos que

- [Z[ggpz)qq N 321] (4.69)

es un tensor de tiempos de relajacién, que nos indica que el flujo relaja
de diferente manera en las diferentes direcciones. Esto significa que 1la
velocidad de propagacién de las perturbaciones en el medio es fuertemente
dependiente de la anisotropia introducida por el flujo.

Por otro lado, esta ecuacién muestra que el cambio temporal del flujo
depende de varios factores; ellos son,

1) las inhomogeneidades espaciales del flujo
3 B.)y. ,
2(5g s)(V qlq (4.70)
2) el flujo mismo
-2q|2 B
Zq[gg 3] (4.71)

ademas este término es particularmente importante, puesto que nos indica

aB

que si 5g3>0 esta ecuacidén es precisamente una ecuacién de relajacién,
3) las inhomogeneidades espaciales de todas las varlables termodinamicas
B (4.72)

4

esto es asi, ya que 8 depende de T y del invariante escalar.

En este punto debe resaltarse que el resultado
aB
[5g :)>o (4.73)

representa una condicién adicional sobre la produccién del potencial
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termodindmico 7 (vn=Ba). pues hasta ahora en la literatura se pedia

como - condicién sobre Bs que su integral sobre el volumen del sistema fuera
mayor que cero, es decir,

Jﬂadv >0. (4.74)
v

Con el objeto de mostrar que bajo las condiciones adecuadas la
ecuacién de evolucidn temporal para q, ec.(4.68) se reduce a la ecuacién
de MGV, hagamos lo siguiente: por una parte, consideremos que el sistema
ha alcanzado el estado de flujo estable, entonces el término de  la
izquierda en la ec (4.68) desaparece. Si ademas consideramos que V.q = O,

la ecuacién se reduce a

- Z[gga]q + VB4 = 0. (4.75)

En compatibilidad con TIL pongamos 8 igual a T %,
-1_ aB _
vT 2[§g3]q =0, : (4.76)
ecuacién que podemos escribir como

q=- usz VT. (4.77)

que es precisamente la ecuacién de Fourier si 2[%23]=#=(k ™,
Por otra parte, para el estado transitorio, considerando nuevamente
que no exlsten inhomogeneidades espaciales de q y que relaja de la misma

manera en todas direciones, se tiene la siguiente expresién
£33 - Lot + k1?7 (4.78)
2dt T . '

Si hacemos -t = szT2 al cual llamamos tiempo de relajacién del flujo

de calor, obtenemos la ecuacién de Maxwell-Battaneo- Vennatte
-t-—= = kVT + q., (4.79)

que remueve el inconveniente de la velocidad Infinita que se obtiene del
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formalismo de la TIL.

Asi, a partir de la formulacién variacional de la TIE se ha elaborado
un modelo general de conduccién del calor. Mostramos ahora que sirve como
marco téorico que engloba las ecuaciones formuladas por distintos autores.
De acuerdo con esto, podemos ver, que este modelo se reduce a la ecuacién

de MGV

= =k VT 4 q, (4.80)

a la ecuacién propuesta por Soncia-Bolin ¢ Radriguey en el marco de la
metodologia tradicional de la TIE

dq

T =k VT +q+ a(V-qlq ‘ " (4.81)

y a la ecuacidn de transporte de  Gyarmatti,

d* -1d 2 o2
d—tzT + T cTt—T = a“ V°T, (4.82)

que se obtiene partir de la ecuacién de MHEV y de la ecuacién de balance de
energia, si se hace la sigulente identificacién de coeficientes en la

ecuacién (4.68):

Bl Sl v Bz Ba B4
Vernotte -ptk 172 ;::gl_(flT—2 pT™t
2
Garctia~C. f'p'l'_v'l-}agk'l'r'z -prk 1172 ng-lT-z ot
Gyarmati +-]: -1 -1-2 -1.-2 -1
balance. de PT Ptk T pgl% T PT
energia.

Este resultado muestra la compatibilidad de los distintos modelos con
la termodinamica irreversible extendida. En este sentidoe la formulacién
variacional de la TIE ha venldo a reforzar a 1la teoria. El1 modelo

hiperbélico no-lineal de Morro y Ruggerl que surge como una generalizacién
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de la e'c':ua_icii'éh de MGV reemplazandola’ por. o

(4.83)
foVrmlila!cic’m variacional de la’ TIE para un

termodinamicamente  este modelo debe

mediwo:',rirsdt:é : sustentarv
desarrollarse‘ na: formulacion variacional para medios no isotrépicos.
Volviendo ala “ec. (4 68), debemos aclarar que ésta representa una
solucién formal del problema de conduccién del calor, pues en la forma en
que: estd planteada no contiene la forma explicita de las funciones Bl' Una
forma de definirla y hacerla manejable es proponer expresiones para estas
funciones en términos de cantidades medibles del sistema, tal como las
deducidas anteriormente. Otro procedimiento que ha sido de gran utilidad
es desarrollar las funciones ﬁi en términos del invariate escalar g=q-q,
alrededor de un estado de equilibrio local dado por q=0, para deducir
ecuaciones aproximadas a distintos ordenes. Es decir, hacemos
B le,g) =B +B g+ B &+ ... (4.84)
donde los coeficientes ﬁu son funciones de las variables de equilibrio

local, con la temperatura y la presién definidas como

Tl= [g’e' )el= [g-: ] y P= T[gg )el= T[g‘s, ] (4.85)
En términos generales se tiene que, si el integrando de la funcional
# ha de ser expandida a un orden dado en la potencias de la variable no
conservada, entonces las serles correspondientes a las funciones B’ deben
desarrollarse hasta un orden consistente [del Ria y ¥Yopey de Hana, 19901].
En particular, cudndo el integrando de la funcional £, ec.(4.61), es
desarrollado a orden 2, 1las funciones 81,32,34,35 son requeridas del
minimo orden, en tanto que Ba(la produccién del potencial termodinamico 7)

se requiere de orden 2, esto es B1=’3m’ 32=/320 [34:[340, [35=[350

70



Ba=Bao+B31g' con Bao= 0 en compatibilidad con TIL. Entonces la ec.(4.68)
se reduce a la ecuacién MEV, si se hace la identificacién de parametros de
la tabla anerior. Mientras que si el 1htegrand6 es desarrollado a orden 3,
las funciones Bx'Ba’Bs son requeridas del minimo orden 2, Bz de orden
cero, en tanto que Ba(la produccién del potencial termodindmico 1) se
requiere de orden 3, esto es B1=31°+B‘1g. BZ=BZO, B4=340+B41g'
Bs=ﬁso+651g' Bj=33°+831g. entonces la ec.(4.68) se reduce a la forma
propusta por R. Radniguey y Sancia-€alin.

De lo anteriormente anotado, se observa que si queremos conservar el
el cardccter tensorial del coeficlente de g% los desarrollos del
integrando de la funcional £, deben llevarse a orden 4; esto conduce a una
ecuacién de evolucién temporal para q, la cual contiene coeficientes
indeterminados que pueden modelarse buscando ajustar resultados
experimentales que no hayan podido ser descritos usando los modelos
usuales. En este sentido, pensamos que la ecuacidn de evolucidén temporal
para ¢, deducida en este trabajo es mas general que las ecuaclones
expuestas en el capitulo I1I, pues como se ha visto, la ec.(4.68) proviene
de dos postulados generales (sobre la estructura del espacio termodinadmico
y un criterio variacional sobre las variables rapidas) y no introduce
aproximacién alguna sobre la estructura matematica de las cantidades
desconocidas.

Finalmente se debe mencionar que, como el integrando de la funclional
£ es la ecuacién de balance del potencial termodindmico 7, podemos
interpretar este principlo variaclonal como aquel que deja invariante a la
ecuaciéon de balance para 7, pero no postula su validez. De modo que, la
formulacién variacional de la TIE quedaria constituida por el postulado
acerca de la existencia de la funcién n = 7({ci{r}) y por el principio

variacional restringido sobre la funcional £.
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CAPITULO Vv
CONCLUSIONES.

Hemos visto que el modelo de conduccién del calor propuesto. por
Faunien (en vista de la inestabilidad de sus soluciones) .corresponde a un
modelo matematico planteado incorrectamente; aunado a esto, este modelo
conduce a una velocidad de propagacién de los pulsos dé calor, que oscila
entre cero e infinito; hecho que plantea su reconslderacién para evitar
esta inconsistencia fisica.

Como alternativa para la descripcién adecuada del proceso de
transporte de calor Gattanea ¢y Vennoile propusieron una ecuacién de
relajacién para q, la cual introduce, en primer término, el concepto de
inencia ténmica, y con esto, una perspectiva completamente nueva del
fenémeno de conduccién de calor, pues ahora el proceso de conduccién en un
sbélido ya no serd un proceso difusivo a velocidad infinita, sino un
proceso ondulatorio a velocidad finita. Esta alternativa también permite
indagar sobre la existencia de distintas escalas de tiempo en fenémenos
térmicos en sélidos.

Tomando como base el hecho de que no existe un principioc variacional
clasico para la ecuaciones que describen la evolucién de un sistema no
ideal en estados de no equilibrio, se ha postulado en este trabajo un
principio variacional de tipo restringido donde el papel de la funcional

es Jugado por la expresién
2= J-(pg—z + 9-J - o:\)dV.

El principlio variacienal aI=0”nors 'rperxjm;triér encentrar ‘la ephacién de_‘
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Euler para el fiuJo’de calor.idada'por

g

que es una ecuacién exacta para la evolucién temporal'dél flujo de calor

f‘.;Z[ggs]f('V:‘gi)q ¥~2q(§gs) - vB,
en el sélido. Esta ecuacién junto con ‘la ecuacién.de balance de energia
describen completamente el fendmeno. Ademds, se puede comentar -que es
representativa de la generalidad que existe en los postulados de la TIE,
puesto que ésta reproduce, mediante una identificacién adecuada de los
coeficientes respectivos, los modelos hiperbélicos mas importantes para la
descripcién de q, incluyendo en esto a las formas integrales.

La ventaja de formular la TIE desde una pespectiva variaclional es que,
en primer lugar, ha permitido encontrar ecuaciones exactas para la
evolucidén temporal de las variables rapidas, ademids de elucidar 1la
naturaleza de los coeficientes fenomenolégicos. En efecto, esto nos ha

permitido identificar en el sélido rigido al coeficiente
B
[Z[Egz]qq + 321]

con un tensor de tlempos de relajacién, ademas de mostrarnos que la

evolucién temporal del flujo de calcr depende de términos de la forma:
-2[885) (v. 5B
Z[ags](v qlq, Zq[aga]. VB,
que estdn asociados, respectivamente, con las inhomogeneidades espaciales
de q, la relajacién del sistema y las contribuciones de las
inhomogeneidades espaciales de todas las variables termodinamicas. En
segundo lugar, ha aportado un esquema formal para la teoria en el que ha
sido posible investigar la compatibilidad de distintos modelos de la

conduccién del calor con la TIE y en tercer lugar ha permitido deducir una

condicidén adicional sobre la produccién del potencial termodinamico 7 dado
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© por

<
-a-g*n >0.

En..cuanto a las perspectivas que se desprenden de esté trabajo,
podemos mencionar por un lado que, en la ecuaciéon de evolucién temporal’
para la variable rapida q se pueden modelar expresiones para los
coeficientes indeterminados que aparecen en en ella buscando ajustar
resultados experimentales que no hayan podido ser descritos desde los
formalismos usuales. En sentido contrario también se tiene un reto
importante en el desarrollo de técnicas experimentales para determinar
tiempos de relajacién efectivos, lo que permitiria investigar algunas
propiedades adicionales del modelo general no-lineal propuesto para la
conducciéon del calor.

Finalmente, se tiene que trabajar la posibilidad de utlilizar el principlo
variacional para establecer un método numérico para solucionar las

ecuaciones de evolucidn temporal de sistemas fuera de equilibrio local.

74



10. -

REFERENCIAS.

Arfken G. Mathematical -Methods for Physicist -(Academlc Press, N.Y,

1981},
Bernal John: D. Latci
México D.F. 1979).

Bubnov, B.A. " Wave concepts-in

Transfer, 19 (1976) 175, " .
Byron Bird R, Steward W.E and Lightfoot:E.
(John Wiley & Sons, Inc N.Y. 1976).
Carslaw H.S and Jaeger J.C. Conducytion'rs‘ “of “Hea
University Press, London, G.britain, 19597).‘
Cattaneo C. "Sulla conduzione de calore".Atti .de
Univ. Modena 3,3, 1948.

Cattaneo C. "Sur une forme de l'équatlon de la chaleur éliminant le
paradoxe d'une propagation instantanée", C.R. Acad. Sci. 247 (1958)
431.

Coleman, B.D. M. Fabrizioc, and D.R. Owen, "On the thermodynamics of
secund sound in dielectric crystals", Arch. Ration. Mech. Anal. 80
(1982) 13s.

de Groot S.R and Mazur P. Non-equilibrium Thermodynamics
(North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1969).

del Rio J.A and Lopez de Haro M."On the criteria for deriving
approximations off different orders in Extended Irreversible

Thermodynamics" J. Non-equilibrium Thermodynamics, 15(1990)59.

74



110

.12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

| UNAM; ‘México, D.F. 1991),

delrvRio “J. A M. Lopez  de.

‘de" transporte ‘en: medios’ por s0S.:

Non-equilibrium Thermodynarh#:sji
Eckert R G. and Dréké"R::‘};i. :
(International studentb edition:
Einstein A. De mi vida y pens
Dante/Quincenal. Mwrida,’ Yqé.
Estrada-Gasca C ‘A ‘and VCdev!A:vl/ek
heat  conduction in nucle
Engineering. 21 (1987) 287. 7 ) ‘ :
Estrada-Gasca C A and Cobble M H."Theoretical apprbximétlons £°i'
transient heat conduction in nuclear waste repositorles"ﬁy ‘M‘al;.hl.
Comput. Modelling 10 (1988) 739.

Farkas H, "On the Phenomenological Theory of heat conduction ". Int.

J. Engng Sci., 13 (1975) 1035.

Finlayson, B.A. The Method c¢f Weighted Residuals and Variatiotnra‘l”—l——v
Principles. (Academic Press, N. Y., 1972) o
Finlayson, B.A. Physics fluids 15 (1972) 963.

Fourier, J.B. Theorie analytique de la chaleur. Parlis 1822° (Tré’d;di{do""
al Ingles por A. Freeman, Dover Publications Inc.,N.Y, 19555

Fulks W . Cdlculo Avanzado. (Edit. Limusa, México D.F. 1986).
Garcia-Colin, L. Introduccién a la Termodinamica Clasica "(Edit.
Trillas, México D.F. 1980).

Garcia-Colin, L. Termodinamica de Procesos Irreversible‘s. 601€cci'6n

CBI. UAM-I, México D.F. 1980).

5 .



24. -

26.-

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

Conteﬁporénea

Cultura Economica, CONACYT. México D.F. 1986).

Garcia-Co] in, "Procesos 1rreversib1es La Fisica

Las ciencias del sigl XX UNAM (1983),

(Colec'ci‘én'

Lépéz de Haro M., RodrigueziR: 'F 5 Casas-—Vézquez J.

: and Jou D; "On the Foudations of Extended Irreversible thermodynamics

J. Stat. Phys:, 37 (1984) 165.

Géi";ﬁia—Colin, L. De la maquina de vapor al cero absolut.o (calor y e

:entropia). (Coleccién: La ciencla desde México. vol ‘5. SEP Fondo de

Garcia-Colin, L. Y sin embargo se mueven. ( Teoriapir’iétiéandé_ila b

materia ). (Coleccién: La ciencia desde México. “vol-36:::SEP, 'Fonéo :

de Cultura Economica, CONACYT . México D.F.1987).

Garcia-Colin, L."Extended non-equilibrium Thrmodynamics) 'sﬂcopreijanq‘

limitations ".Rev. Mex. Fis, 34 (1988} 344.

Garcia-Colin L S and Rodriguez R F. "On the relaltiorfshipf Between - S

Extended Thermodynamics and the Wave Approach to Therm@rdyné’ﬁxirgs : J
Non-equilibrium Thermodynamics, 13(1988)81. B ¢
Glasstone S. y Sesonke A. Ingenieria de los Rearctoresﬂ Nucleares.
(Edit Revertw, Barcelona, Esp. 1975) :

Goldstein H., Classical Mechaniecs. (Edit. Addlson-Wésley Pub. Comp.
1981, segunda edicién). . )

Gudonov S,F. Ecuaciones de la Fisica-Matematica (Editorial Mir,
Moscu, 1978).

Gurtin M.E., and Pipkin A.C.," A general theory of heat conduction
with finite wave speeds" Arch. Ratlon. Mech. Anal., 31 (1968) 113.
Gyarmati, I. Non-equilibrium Thermodynamics (Springer-Verlag, N.Y

1970).

76



35.- Gyarmati, "I. * oOn “the 'Wave Approach” of - Thermodynamics and. some

36.

37.

38.

39.

40,

41.

42.

43,

44,

4S,

46,

47,

48,

problens of Non-Linear Theo squilibrium Thermodynamics,

2(1977)233. :

Hawking S, W; Hisﬁof;a
D.F. 1986). e
Hecht E y Zajac A. = Optica
México D.F. 1986). o
Hoff H. “"Asymmetrical heat cbﬁQgctLon

Physica, 131A(1985)449.

Holton G. & Rolier D.H.D. Foudatlons of Modern ‘Physical: Sclence s '

(Addison-Wesley Publ. Inc. Mass.E.U.A. 1958). . i
Kalinsky, S, "Wave equation for hgag; éohq;;tisﬁ",
Pol.Sci. XIII(4) (1965) 211. ‘ : 7" - ¢ ;
Kreit F. Principles of heat transfer.‘(lﬁtek’?ress. N.Y: 1973 ).
Josept D. D. and Preziosi L. "Heat waveéJ Révléwéydf'MOdern Physics,
61(1989)41, )41, '

Joseph D. D and Prezlosi L. Addendum to the paper "Heat Waves "
Reviews of Modern Physics, 62(1990)375.

Kuhn T, S. La Estructura de las revoluciones cientificas. (F.C.E,
México.D.F. 1986)

Luikov A.V, Bubnov B.A. and Soloviev I.A. "On Wave solutions of the
heat conductlion equation". Int. J. Heat Mass Transfer, 19 (1976) 245.
Manrique J. A y Cardenas R.S. Termodinédmica. (Harla México D.F.1981.
Markus F and Gambar K. Comments "On the relationship Between Extended
Thermodynamics and the Wave Approach to Thermodynamics"
Non-equilibrium Thermodynamics, 14(1989)355.

Marshall T,J. and Holmes J,W. Soil Physics ( Cambridge University

Press, Cambridge, 1979).

77



49. -

52.-

S3.-

S4.-

55, -

S8. -

60. -

61.-

Maurer M.J. "Relaxation Model for Heat‘ConductionS'ln metals“fUQQ;nai 

of applied Phisics, 40 (1969) 5123.7: .
Meixner, J."On the linear theorngﬁ*hV
Mech. Anal. 39 (1970) 108
Morse,P.M. and H. Feshbach,
(McGraw-Hi1l, N.Y. 1953)
Necati Ozisik. Transferencia d
Bogota colombla, 1979).
Nettleton, R.E. “Relaxatioq the9ry of ‘the
Phys.Fluids 3 (1960) 216, ik"
Nikolski V,V. Electrodinimica y_
(Editorial Mir, Mosct, 1976). =
Nunziato J.W. "On Heat Cond'uc'trlohém .
Quarterly of applied Mathematics, 29 (19?1) 187,
Plank R. Industria de la alimentacién. (Editorial Revertw, Barcelona,
1963)

Rodriguez, R.F., Loépez de Haro, M. " On the closure assumption in

Extended Irreversible Thermodynamics", J. Non-Equilib. Thermodyn, 14
(1989) 37.
Sieniutycz, S. "The variational principles of clasical type for

non-coupled non-stationary Iirreversible transport processes with
convective motion and relaxation”. Int. J. Heat Mass Transfer, 20
(1977) 1221.

Tijonov A,N y Samarsky A, A. Ecuaciones de la Fisica-Matematica
(Editorial Mir, Moscy, 1980).

TorkingtonAP. "Solution of a modified wave equation for diffusion",
J. Chem. Phys. 82 (1985) 3472.472.

Vernotte, P. "La véritable équation de la chaleur"tVC:R.‘AcaQ, Scli,

78




62~

63. -

64. -

65, ~

66. -

67. -

e A £STA TESIS W@ BDEBE
246 (1958a) 2103. CAR BE LA BIBLIOTEC)
Vernotte, P,-’ "l;es paradoxes de la théor‘biy‘e‘ continue de 1'équation del
chal}ye'ur‘»‘. C.R. Acad. Sci. 247 (1958b) 3154.
Vézqueé'H, F. Principios variacibnalés en’ Termodinamica de procesos
irreversibles. "(Tesis de Maestria. Fac.  de ‘C1enc1as. UNAM. México,
D.F.':’1990).
Vézduez. F. and del Rio, J. A. "A variational approach to the time
evolution ' equations for nonconserved variables in extended
irreversible Termodyamics". Rev. Mex. Fis, 36 (1990) 71.
Weinberger, H, F. Ecuaclones en derivadas parciales (Ed. Barcelona,
Esp. 1970)
Whitaker S. Advances 1in Heat Transfer Vol 13 (Academic Press, N.Y,
1977).
Zemansky M, W y Dittman Calor y Termodinamica (McGraw-Hill

latinoamericana, México, D.F., 1985).

79



	Portada
	Índice
	Presentación
	Capítulo I. Ecuaciones Clásicas de Conducción del Calor
	Capítulo II. Solución de D´Alembert de las Ecuaciones de Ondas y de Difusión
	Capítulo III. Termodinámica Extendida
	Capítulo IV. Formulación Variacional de la Termodinámica Irreversible Extendida
	Capítulo V. Conclusiones
	Referencias



