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Introduccién General

Desde el estudio inicial de la ecuacidn de Dirac en 1928 por ¢l mismo Dirac se
han realizado una gran cantidad de estudios sobre clla, inclusive existen libros comple-
tos dedicados a las soluciones y aplicaciones a determinados casos particulares de la
ecuacion.

Sin embargo la generalizacion de la ecuacion de Dirac en sistemas no Inerciales y sus
aplicaciones es un tema que no ha sido tan ampliamente estudiade. No es sino hasta
afios recientes que su estudio ha cobrado interés por lo que la eleccién como tema de
tesis representa una acertada oportunidad de estudiar un tema en cierta forma noveoso
e intercsante.

En este trabajo el estudio de la ecuacién se desarrolla mediante el formalismo de
la tetrada nula. El formalismo de la telrada nula [ue inicialmente introducido por
E. Newman y R. Penrose en 1962,{11} ellos encontraron en el formalismo espinorial y
tetradial una aproximacién a la relatividad general. La idea csencial es la de utilizar
ciertas combinaciones complejas de los coeficientes de Rotacidn de Ricci que tienen una
conexidn con los espinores,sus resultados los aplicaron a la solucién de problemas de
radiacién gravitacional. Aunque el formalismo de la tetrada nula se utiliza principal-
mente como una herramienta util en cl estudio de la gravitacién, es posible obtener
mediante este formalismo la ecuacidon general covariante de Dirac en un espacio curvo.
Sobre este tema sc han desarrollado algunos trabajos entre los que podemos mencionar
cl articulo del Dr. S. Hacyan [7] trabajo al cual que sc apega el desarrollo de la tesis,
en el capitulo I se presenta un breve resumen de su trabajo.

IExisten otros trabajos sobre la generalizacidn covariante de la ecuacién de Dirac
entre los que se puede mencionar el de T.C. Chapman y D.J. Leiter [9].En este articulo
se definen unas tetradas, que serviran como los cocficientes de la transformacién de
un sistema de referencial inercial a uno que no lo es para calcular los coeficientes de
Fock-Ivanenko de la generalizacién covariante de la ecuacidn de Dirac . Ademds sc

desarrolla un método para relacionar funciones de onda de un sistema no inercial con



las de un sistema inercial y se proponen algunos ejemplos.

Acerca del estudio de una particula en un campo magético existe una gran cantidad
de trabajos.El primero en abordar este problema fue Landau en 1930 [6], en el encuen-
tra que la energia de un electrdn en un campo magnético homogéneo se cuantiza,este
problema lo estudio en relacién con ¢l problema del diamagnetismo en los metales.

Qtro trabajo podemos mencionar el articulo de A.A. Socolov y I.M. Ternov [8]que
que habla sobre los efectos de espin y la polarizacidn en la teoria de la radiacién sin-
crotronica. En cste trabajo se estudia la inflluencia de la orientacién del espin en la
polarizacidn y la intensidad de la radiacién para un clectrén en un campo magnético
homogéneo.Entre algunos de sus resultados encuentra que en la intensidad de radiacién
para la polarizacidn longitudinal (a lo largo del movimiento)no depende de la orientacion
inicial del espin, sin embargo la intensidad de radiacién para la polarizacidén a lo largo
del campo si depende de la orientacién inicial del espin .

Existe un articulo de Bell y Leinaas [10]en cual puede encontrarse una aplicacién de
esta tesis.IEn este articulo se estudia la posibilidad de relacionar particulas aceleradas y
temperatura.lEn principio la depolarizacién de electrones en un campo magnético puede
ser utilizada como medidor de temperatura.Particulas aceleradas de esp’n un medio
cn un campo magnélico externo miden las propiedades Lérmicas de las fluctuaciones
del vacio en un sistema acelerado.La poblacidn de espines que no sc polarizan y que
se orientan en direccién contraria cs provocada por interaciones con las fluctuaciones
del vacio de la radiacién de campo.Aunque es necesario tomar en cuenla otros efectos
como por cjemplo el debido al movimiento circular de la particula.

El presente trabajo de tesis es un estudio de la ecuacidn de Dirac para un sistema
no inercial mediante ¢l formalismo de la tetrada nula. En particular el problema que
se estudia es el de una particula de Dirac girando en un campo magnético constante.

El primer capitulo es una introduccion a los conceplos elementales del formalismo de
la tetrada nula . Ademds se calculan los elemento necesarios para plantear la ecuacién,

se elige una tetrada apropiada y sc estudia el potencial de una particula girando en un



Capitulo 1

1 Introduccién

1.1 Espinores de Dirac en la formulacién de la Tetrada Nula

Esta seccidn es un breve resumen del formalismo de la tetrada nulaf7].

Sea V; una variedad Riemaniana con la métrica

ds* = g,,datdz’ = 2c'¢? + 2e%¢! (1)

donde las formas- tinicas ¢* = e%da*(a = 1...4) dcfinen una tetrada nula tales que
13

CZC?,!]“” - 7lub (2)
donde
01 00
. 1 000
00 = ab = (3)
00 01
0 0 10

La inversa de la tetrada esta dada a través de ef'el, = 8.
En adelante los indices griegos y latinos se referfran a componentes tensoriales y
tetradiales respectivamente. Para transformar un vector de indices tetradiales a indices

tensoriales y viceversa se hard mediante la siguiente regla

V&= Vel

a
Ve =Vl
Se suben y bajan los indices tensoriales con el tensor métrico g.g y 9°°.
Y para subir y bajar indices tetradiales serd con 42 y 54
Si Vj es real y tiene signatura (— + ++) cntonces el complejo conjugaao esta dado

por
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(cll ezi 63’ e“)- = (621 611 837 e'i) (4)

y si ¥ es euclidiano entonces

(61,82, ea’ c‘a)- — (62,6‘, e‘i’ 03) (5)

Los coeficientes de Ricci estan definidos como

o T a noy
I be = " CuuChCe (6)

y tienen la propiedad I'ype = Ppay)e. Definiendo las formas dnicas

Py = Tapee” (7)

se obtiene la estructura bdsica de las ecuaciones de Cartan

de® = ¢® AT? 8
dlap + Tae A TS = Rypeae Ae? 9
donde £2,;.4 son las componentes tetradiales del tensor de Riemann.

1.2 Matrices y ecuacidn de Dirac

Un espinor de Dirac es un par de espinores de dos indices

1/)1\
¥ = (¢,\) (10) )

La ecuacidn de Dirac escrita en la forma tradicional

PV IMT =0 (11)

El espinor y la ccuacién de Dirac adjunta se escriben como

\il = (‘ﬁ"a .‘l)l\)

5



GGy — i & =0 a9’
Aqui las matrices de Dirac satisfacen la relacidén
FoqP 4 Py = —2g*P (13)

y la derivada covariante esta definida por

V0 = 9,0+ T, (14)

donde las T, son las matrices de conexién y se definiran mdés adelante .

Para obtencr la versién tetradial de las matrices de Dirac 4™ = ely* y para la
inversa tenemos * = eky"

La forma explicita mas natural de las matrices de Dirac en la base de la tetrada

nula es :

00 0 0 00 0 -1
6 0 -1 0 0 0 0 0
,Yl=\/§ ’72=\/§
0 0 0 0 +1 0 0
410 0 0 0 0 0 0
0 00 0 0 0 -1 0 (15)
0 0 0 +1 6 0 0 0
73=\/§ 7':\/‘5
+1 00 0 0 0 0 0
0 00 0 0 -1 0 0

En esta base las mairices 4* deben de cumplir la relacidn de anticonmutacidn.

70,1b + 711,75 = __2_”|zb (16)

Se definen las matrices 0%

1
o,ab — 5("[“’71’ . ,Ybfya) (17)

¥ la matriz 4° la definimos como



1 .

75 = “:)Zenbcd'/a')'b"/c"ld
LAY e AN . 18
= 51 V=917 (18)

Explicitamente v°:

1 0
= ( ) (19)
0 -1

y anliconmuta con las otras matrices y*

77+ =0 (20)
El dual de 0% es
U;b = Ecubcdac‘l (21) =
2
Uz:b = —'750'411 (22)

Las matriz de conexién T definida cn la ec(14) csta relacionada con los coeficientes

de Ricci Iy por

ru = —%r‘abngub (23)

y obviamente T, = e}iTl',.

La forma explicita de la matriz de conexidn en la tetrada nula es:

—2(T12n + Taun) —Tyan 0 0
I — —Ta1n $(Tizn + Tagn) 0 0
0 0 $(=T12n + Taan) —Tazn
0 0 ~Titn —1(~T'120 + Taan)



1.3 Calculo de la Tetrada y de los coeficientes de la matriz conexién de un
sistema en coordenadas cilindricas en rotacién

La métrica dc un sistema en coordenadas cilindricas esta dada por
ds? = dp® + p*dp® + dz* — di?

En un sistema que gira con velocidad dangular constante (£2) la componente en la

direccién angular cambia de la forma siguiente:

do — dp +Qdt -

En el formalismo de la tetrada nula de acuerdo a la ec(l) tenemos que ds? =
g,‘:,da:“d:z:“ = 2ele? 4 28t

Buscamos una tetrada (el...e*) detal manera que a partir de la ec(1) recuperemos la
métrica de un sistema en coordenadas cilindricas rotando y que explicitamente resulta

ser

ds? = dp® + p*(dp + Qdi)? + dz? — di? (25)

La tctrada seleccionada para la métrica anterior cs:

(dp +ip(dp + Qdt))

lI

v
- 8-

e \/_(dp —ip(dip + Qdt))

&)

t

(26)

\/_((l., +dt)

et = ﬁ(clz

Se puede verificar facilmente que si se introduce la tetrada anterior ec(26) en la

— dt)

ec(1) recuperamos la métrica de la ecuacién (25).

A partir de las expresiones de las ecs(26) es posible obtener expresiones para cada

una de las coordenadas en términos de las componentes tetradiales



\/—(‘3 +c%)

pdp = —75(9[)(&3 — 6") 4 i(c1 — 62)) (07)

Tomando las diferenciales de las expresiones de (26) y sustituyendo las ecuaciones(27)

obtenemos las diferenciales tetradiales en términos de la base tetradial

1
de' = +——( A el
o )
1
de* = ——=—(e? A ')
V2p (28)
de®* =10
de'=0

Las expresiones para de! y de® son las mismas salvo un signo de! = (de?)" y de®,
de? son cero.

A partir de la expresidn dz* = ele¢® ¢s posible calcular los coeficientes ¢ de la
comparacién con las ccs(27), y que para ¢l sistema y la tetrada que se cstan estudiando

resultan ser los siguientes explicitamente !

S LI G TP
=7 oy = 2 TP wm=
2 —~i 2 2
c = —— ¢ = — ¢ =
W=7, ‘©=7E, @ (20)
1
3 _ 3 3
=0 =0 cxy=T5 =75
1
C - A A4 4
=0 cm=0 cy="75 n=""75
De los coeficientes(29) es posible transformar cualquier elemento de indices tetradi-

ales a "ndices tensoriales(Contravariantes) y de indices tensoriales a indices tetradiales

(covariantes).

z - . . . .
!Los indices tetradiales sc colocan entre parentesis para evitar confusiones



Es posible encontrar las derivadas parciales tetradiales a partir las tensoriales con los
coeficientes calculados en la ecs(29),0 bien también se pueden calcular estos coeficientes
si la relacién entre derivadas tensoriales y tetradiales es conocida 8, = e#d,

= 1 .
2
0= \/,j(ap - ;aw)

1 i
O = —=(9, + -0,)
‘f r (30)
Oy = E(a: + 0 — 20,)
0= (0. — B +00,)

7

Otra forma de obtener las expresiones (30) ¢s mediante la inspeccién de las expre-
siones en (27).Tomando las diferenciales correspondientes a la componente tetradial
que se esta buscando.

Para el cdlculo de las componentes de la matriz I'y, utilizamos las ecs(7) y (8) y
obtenemos las expresiones para de®(a = 1..4). de aqui comparamos con la ecs(28) y

obtenemos que los Gnicos coeficientes diferentes de cero son:

1
Poyy = &
1
Tagp = ———
212 \/ip
o bien, escrito de una mejor forma
Fy2=0
I'5=0 (31)
F]z + 1‘34 = —i(d(P + le)

1.4 Cuadripotencial de una particula en un Campo Magnético constante

Tomemos un Campo Magnético Uniforme en una direccion arbitraria que elegimos como
z.Una particula que se encuentre girando en un plano perpendicular a este encontrara

un potencial como el siguiente: en coordenadas cilindricas una particula en un campo

10
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Figura 1: Particula girando cn un campo magnético constante.

magnético cn la direccidn Z ticne un potencial

. Bp
A=(0,-5-,0)

Se verifica facilmente que con este potencial recuperamos el campo magnético propucsto
originalmentc
' _ = - 1 N -
B=VxA= ;(ap(pAv) — pA,)e:. = Bé,
Para Lransformar a indices Lensoriales cl potencial vector A, = ef®) A,
=

A = o Ay = e Ay = p81 Ay = pAy

Ap=ptat (32

Por lo tanlo en coordenadas cilindricas ¢l polencial de una particula en un campo

magnético esta dado por:

2
An = (01 %—,0,0)
B (33)
A* = (o, 50 0,0)

Ahora en un sistema en coordenadas cilindricas pero en el que la particula sc en-

cuentre girando sc seguira la siguiente transformacion

11



El potencial cambiard con la siguicnte regla de tansformacion

iy
At = 9

dav
Donde los indices primados corresponden a las componentes de la pariicula que gira.

Y los vectores covariantes los obtencmos a través del tensor métrico

A = g A

Por lo tanto en el sistema de referencia de una particula que gira dentro de un
campo magnético la particula tiene un potencial{en adelante ya nos referiremos a este

sistema sin indicarlo con indices primos)

2
ar=2201,0,0) )
2 (34) °
A,

2
Z40,1,0,0)

Debido a que existe una componente lemporal en el cuadripotencial (A4,) de la
particula que se encuentra girando,csta en su sistema de referencia ademds de experi-
mentar un campo magnético en la direccién z , siente un campo elétrico en la direccién
radial del movimiento.

Podemos transformar las componentes del cuadripotencial de indices tensoriales a
componentes de un cuadripotencial tetradial mediante los coeficientes calculados en

ec(29) y Lenemos entonces

A, =ebA,



i
- B
Av=—57""

>
i
m\
l%‘ .
oy}
~

(35)

>

&
1t
<

A.l -
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Capitulo IT

2 Ecuacién de Dirac para una particula que gira dentro de un campo
magnético constante

2.1 Planteamiento de la ecuacién de Dirac

La ecuacién de Dirac en indices tetradiales se escribe en la forma tradicional:

7, W A+ M =0 (36)

donde

M : masa en reposo de la particula

W : espinor de cuatro componentes
V. : operador de derivada covariante

~4° : matrices de Dirac en la representacién de la tetrada nula

Va— Dy =8s —ieAs + T, (37)

En los casos en que existe un campo clectromagnético entra en la ecuacién a través
de la regla de minimo acoplamiento y por tanto A, # 0 y los elementos de la matriz

T se calculardn en ec(24).

v (39)

Donde recordando que las primeras dos componentes representan las funciones de onda
para energia positiva mientras que las Gltimas para encrgia negativaf2).Por otra parte
la primera y tercer componente son soluciones del mismo espin (es decir orientados
en la misma direccién considerada como positiva) y las otras dos corresponden al otro

posible valor del espin (en la direccién opuesta al primero considerado como negativa).



La ecuacidn de Dirac general escrita a partir de las ecuaciones (36),(37) y(38) y de

la ec(15) en forma explicita es:

] X .
[—0s +iedy + E(PI'I«I — Taua) + T !
. 1 ., 1M
+[~8. .+ icAg + 5(—F122 + Taq2) + Tazaé® + zﬁhl'l =0
. 1
[~ +ieA; + '2“(F121 — Taa1) — Lol ¢!

. . 1 . LM

10— ieAs + 5 (Tazs = Tois) + Lomé® + b = 0
) 2 2 (39)

(05 —ied; — '2‘(F123 + I'aaa) — Tau2lthy

. 1 . Nl
+ [0z — tedq + E(szz + Tag2) — Tuzalips + %W =0

[0 —ieA, — ';‘(r‘rn + Taq1) + Capalth
+ [0y +tedy — %(Flz-t + Taga) — Tuzipa + 2\1/\—;9252 =0
La ecuacién anterior es la expresion mds general de la ccuacidén de Dirac para sis-
temas no inerciales en ¢l formalismo de la tetrada nula .En el capitulo anterior se
calculo la tctrada,las derivadas,las componentes del cuadripotencial y los elementos
de la matriz I';, para el caso de una particula que se encuentre girando en un campo

magnético constante.A partir de las ecs(30),(31) y (35) del capitulo anterior y de la

ec(39) escribimos la ccuacidén de Dirac para el sislema que nos interesa estudiar.
—(0 — 8+ 00,)¢" — (3, + %aq, +5eBp+ %W +iMp, =
—(@— %aw - %eBp + 51;)4)‘ +(0s + 8, — Q)¢ + iMipy = 0 B
(0 + 8= Q8 )i + (9, + %% + %ch + %)’l’z +iMpt =0 “
(90 = 30, = 5eBp-+ 5oV — (00 = 0+ 0D, +iM# = 0
2.2 Solucién de la ecuacién de Dirac

Se puede proponer una solucién para la cc(40) de la siguiente forma:

15



¥ = ci(Et—nup—l\';:)\'[,(p) (41)

donde

m : es el nimero cudntico orbital y para que la funcién de onda sea univaluada
respecto al dngulo ¢ m puede tomar los valores |m| = 0,1, 2...

K :es el valor del momento c¢n la direceidn z.Como no existe componente del po-
tencial A; el momento generalizado y el momento ordinario coinciden.La velocidad del
electrén en la direccién del campo pu&le tomar cualquicr valor.

E : energia en ¢l plano perpendicular a la direccién del campo de la particula que
gira.

Aplicando las derivadas respecto al tiempo,al angulo (¢),y a la coordenada z a la

funcién de onda propuesta en la ec(41)

aL'—)ZE

dp — —im
(42)
8, — -1k,
4
dp

Sustituyendo ¢l valor de cada derivada de la ec(42) en ec(40) obtenemos un sistema

0, —

de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas y en términos iinicamente dc la componente
y derivada radial.
=
Cpdt — Dyd® +iMepy =0
—D_¢ 4 C¢* +iMip =0
(43)
Cothr+ Dyhy+ iM@' =0
D_thy + Cythy +iM¢?* = 0
Las ecs(43) se encuentran expfesadas en términos de los operadores Dy y D~ y de

las constantes C, C. siguientes

16



3
24m 1
D+=ap+17—+§ch

m 1

L_
D__=0,,+2ﬂ eBp

2 (44)
Cy=i(E+Qm+ K.)
C. = i(E+Qm—Ks)

Proponemos para la parte radial del espinor

AP
AG

¥ = (45)
A_]F

AqG

y la siguiente relacién para cada una de las componentes

DG =\F
(46)
D.F=)NG
Al aplicar D_ y D, a las ecs anteriores es inmediato obtener
D.D.F =XN\F
(47)
D_D,G=xNG
De las ccuaciones (43)(45) y (16) obtenemos

AsCL P — AWXFP + AjiMF =0

—A:;/\,G + A,1C_G + AQZJ‘([G =0
(48)

A1C_F + AQAF + AjiMF =0

Al)\'G + A2C+G + A;U"[G =0

17



Reescribiendo el resultado anterior como un producto de matrices

iM 0 Cy —A Ay 0
0 —iM XN C_ Az 0
C- A iM 0 As N 0
N Cy 0 M Ay 0

Para que los coeficientes A; # 0 se necesita que el determinante de la primera matriz

sea igual a cero.De esta manera obtlenemos el valor de AN
M =N\=M?*+C,C_
Sustituyendo los valores de Cy,C de la ec(44)
A = M2+ K2 — (B + Qm)? _ (49)

Para encontrar I y G de la ec(45) utilizaremos las ecs(47) Con ¢l objeto de simpli-

ficar dlgebra proponemos los siguientes cambios de variable para los operadores Dy y

D_ y para B.
Proponemos
= —B
u = eBg*
w1
= ()
d 1 d
dp = 2(eﬂu)2a;
=
1,1 d f4mo 1,
Dy =2(ef)i(ur g 4+ L+ Su?)
D- = 2AcB(ub = + f=m ) b 0
- = ZlC 2 2 — — g2
du s 2u
Aplicando Dy a D_y D_ a D, legamos a
d 1(m-12 o 1 1
=4 —_— == — - —_—— =
DyD_ 1eﬂ(u 5+ o u*L—zi n 2(m+ 2))



d? d 1(m+3)? v 1
Dby =teplugm+ =y 17 3™

o) —

) (51)
De las ecs(47),(49) y de la ec(49)obtenemos dos eccuaciones diferenciales de segundo
orden.De esta manera desacoplamos las ecuaciones y encontramos una ecuacién para

I* y otra para G.

2 132 1 I2 4 [ (F 2
[ud_(:ﬁ_*_a%_(mlluz) _%_(m;-z)_j\l +]\:4eé]]+ Qm) 1F =0
' ; 52
[u_cl_2_+_d__(7n+%)2_E_(m—%)_1\»[2+1\'f—(E+Qm)2]G=O (52)
du? * du 4u 4 2 d1ef

Las ecs(51) estan escritas en la forma candnica de ecuacién de los polinomios aso-

ciados de Laguerrefd]. Las soluciones para I’ y G estdn dadas por

= c:f"u%Lf‘;(u)

s b (53)
G =cTuT L[E(u)
en donde
2 1 52
u=cfip’ = ScBp
k=m— (54)
. (£ +Qm)? — (M? 4+ K?) 1

7B (m+3)

y L%, L%+ son los polinomios asociados de Laguerre. Una condicién necesaria para
que la solucién no diverja es que es necesario que el indice n de los polinomios asociados
de Laguerre sea un nimero enterof4].
De la condicién resulta que
(E 4 Qm)? — (M? + K?) 1
2B —(m+§)=l (55)

im|=10,1,2... y [=0,1,2...

19



Para que ! sea entero el primer término debe ser semientero.

(E+0m)* = (M + KZ) (2N +1)
2¢B T2

De aqui encontramos que la energia es (&£ 4 m)? = M? + K2 4- eB(2N + 1)

Por lo tanto

E=\/M? 4+ K2+ cB(2N +1) — Om (56)

Por otra parte de las ecs (54) y (55)

aN :
HA()+1—(771+;3)=I=‘¢N——771=1

pero como [ ¢s 0 o entero positivo.

N2>m (57)

De la ec(57) s¢ ve claramente que el nimero cudntico orbital m debe ser estricta-
mente menor que el ndmero cudntico principal N.

La ec(56) nos dice que la energia de la particula que gira en el plano perpendicular
al campo csta cuantizada .De aqui recuperamos los niveles de Landau de la Teoria

cudntica no relativista en el limite Q — 0

E = \/M? + K2 + cB(2N + 1)

De acuerdo a cada a las ccs(56) y (57) cada nivel de energia N se desdoblaen N +1
niveles dependiendo de los posibles valores que tome m.

En el caso no rclativista los niveles de Landau dnicamente dependen del nimero
cudntico N.(También depende del espin,del campo magnético,de la masa, del momento
lineal en la direccion z etc)

Y finalmente resumiendo las cigenfunciones de una particula girando en un campo

magnélico constante son:



m=0 m=1 m=2 m=3

“N=3

N0 —

Tabla 1: Niveles de encrgia.

Ale_aﬁ.ﬂ?(ﬂ 2)'"_'.1
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[ = i(Et=me—k,z)
AJC——/) (rE 2)
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Capitulo I1II

3 Espin de la particula

3.1 EIl operador de espin

Ll espin es una propiedad intrinscca de las particulas que no tiene contrapartc en la
mecdnica clisica. s

El problema de encontrar un operador de espin como integral de movimiento para la
ccuacién de Dirac es un tema que ha sido discutido por largo tiempo en la literaturals).
Los operadores conocidos hasta ahora buscan ser lineales en el momento es decir ser
operadores diferenciales a primer orden, csta consideracién se justifica al refererivse al
hecho en que la ccuacién de Dirac esta desarrollada en base a este tipo de operadores,
por otra parte no todos los operadores diferenciales a primer orden pucden ser Hlamados
operador de espin.

Una peculiaridad importante de los operadores de espin es que el momento debe
de ser multiplicado por maitrices proporcionales precisamente a la de espin. Dentro
de la literatura se han considerado operadores de espin que tienen propiedades de
transformacion de un veclor, pseudovector, tensor de rango dos, o escalar bajo una
transformacion de Lorentz.

El operador de espin considerado cstard dado en base al vector de Killing, y a las
matrices y al operador de Dirac y se estudiara también con indices tetradiales. Por
tanto ¢l espin considerado no es cxactamente el que viene en los libros de texto.

Definimos ¢l operador de espin como:

- 1

8= ZK 5 (58)
S

donde Ky cs la derivada covariante del vector de Killing y 2ot esta definida de la

siguiente mancra:

2 -
Sab = a_nb . M_,’,[an] (59)

2
3¢



Primero se trabajard con tensores para el cdlculo de la derivada covariante del vactor
de Killing y posteriormente se realizara la transformacién a la base tetradial.
De la simetria del problema de la particula que se encuentra girando en un campo

magnético constante,se observa que el vector de Killing esta dado por :

K0y = 8, (60)

entonces el vector de Killing resulta ser

Ke =8¢ (61)

Pasando de un vector conlravariante a uno covariante

Ko = gapK® = gopl

1\’(, = Ga2 ) (62)

Por lo tanto las componentes del vector de Killing covariante estan dadas por la se-
gunda columna de la matriz del tensor métrico de un sislema en coordenadas cilindricas =
en rotacion.

O bien K, = (0, p%,0, p>Q)

En el calculo de la derivada covariante utilizamos la siguiente expresidén

Koy = Kop = Th K, (63)

Donde K, g cs la derivada usual y I'; ; son los simbolos de Cristtoffel que explicitamente

t
resultan ser: ‘

T

1
aoff = 5‘(]“’(05_000 + aagaﬁ - aa.(/aﬂ) (64)

Bajamos el tinico indice contravariante de la ec(63) y de la ec(62) obtenemos



Ko = Kap — Ta,0p05 (65) =

Por otra parte de la ec(64) bajamos el indice contravariante con el tensor métrico y
lo evaluamos en dos . Finalmente sustituimos cste resultado en la ec(65) y Hegamos a

la derivada covariante del vector de Killing.

, . 1
Koyp = Kap — 5(—02!/:”3 + Oag23 + 95924) (66)

Por lo tanto la derivada covariante del vector de Killing para el caso que estamos

estudiando resulta ser explicitamente

0 —p 0 —pQ
p 0 0 O

Koip = (67)
0o 0 0 0

Qp 0 0 0

Las iinicas componentes diferentes de cero son: Ky;a, Koy, i1 y K
Para expresar el resultado en la base tetradial lo hacemos mediante la siguiente

transformacion.

Koy = 2l Koyp (68)
donde las ¢} ya se han calculado en la ec(29).Ahora la derivada covariante &,:l vector

de Killing en la base de la tetrada nula cs:

0 —i 0 0
’ i 0 00
How = 0 0 0 0 (69)
0 0 00

Nuevamente observamos que las componentes del vector de Killing diferentes de cero

son f{1;2 y Koy ademds de que Ko = —fg;



El segundo término que se calcula para la definicién de cspin es 5% cuyos indices
se contraen con los del vector de Killing

4 se define en la ec.(59) con los términos siguientes :

o =i(y"7" —4*") (70)
ﬂ’[an] — 711[)5 _ 7bDn (71)
,y[a]jb] — "]'ﬂﬂbaDa _ 7b”anb (72)

Las matrices 7 se encuentran en la representacién de la tetrada nula,D, es el
operador de Dirac y 4°® es la matriz que nos sirve para subir o bajar indices tetradiales.
Utilizando las ecs(59),(70) y (71)

2

27 ("1 Dy = 7 Dy) (73)

Y = i(y*y — 1%9°) —
Del cilculo de la derivada del vector de Killing sabemos que los dnicos términos

distintos de cero son Ky, y K2;1 y por tanlo los términos que nos interesan calcular

- son Z'?yS2 pero para calcular £'? tenemos primero que encontrar ¢'? y {1 DY

01 = —o? = i(yl9? — 474)
=
1 0 0 0
0 -1 0 0
ot =2 (14)
0 0 1 o0
0 0 0 =~1

"Por otra parte para el término 412 D¥

MDA =~ DY = 4Dy —4*Dy

25



0o 0 0 D\
i 0 0 -~D. 0
DY = (75)
0 -D, 0 0

D_ 0 0 0

Aqui Dy y D_ son los operadores definidos en la ec(44) De los resultados de las ecs

(89), (74) y (75) tenemos que

iM 0 0 =Dy
1 0 M Do 0 78)
M| o D, iM 0
-D_ 0 0 —iM

Finalmente de las ecuaciones (58),(69) y (76) oblenemos ¢l operador de espin que

explicitamente resulta ser:

iMoo 0 0 -D,
; 0 —iM 4+D_ 0

[ p——_— (77
2M} o 4D, iM 0
-D_ 0 0 —iM
3.2 Conmutador del Hamiltoniano y del operador de Spin
Consideremos ¢l operador
D+iM (78)

de donde

D=7"Dy = (9 — ey +T1) (79)

El operador de la ec(78) ya fue calculado en ec(39) y aplicadaa la funcién de onda
de las expresiones (41) y (42) quedd en términos de los operadores y las constantes

Dy,D_,Cy y C.. dela ec(dd).



La matriz el opcrador de la ec(78) queda en la lorma siguiente:

iM 0 Cp -Dy
0 iM -D_ C.
C. Dy iM 0
Do C. 0 iM

Bl operador anterior aplicado a la parte radial de un espinor resulta ser la ecuacién

P+iM =

de Dirac.

La ccuacién de Dirac en términos de las matrices v° y o 2 sc escribe como

APk DU + i MY = 0 (80)

Si multiplicamos nucevamente por 4% obtenemos la expresion no covariante de la

ccuacidén que corresponde al Hamiltoniano del sistema que estamos estudiando

a* D,V + M4 (81)

donde el Hamiltoniano es

H=a-P+paM

O bicen en términos de las matrices 4"

H = 4%~"D, +iM)
Y explicitamente el Hamiltoniano resulta ser :
C. Dy M 0
D. C, 0 iM
M0 ¢, -D,
0 M —-D. C(C.

w28
il

(82)

2donde la 4° s la usual de la representacion de Dirac 10 = ((1) é) y &=7°%

a7



Calculando el conmutador del Hamiltoniano y del operador de espin

I8 = A5 -8

‘_(2,

De un cdlculo simple de multiplicacién de matrices obtenemos un importante resul-
tado

[f1,8]=0 (83)

Como H y § conmutan cntonces ¢l ¢l operador de espin ¢s una constante de
movimiento. Por lo tanto durante ¢l movimiento de un electrén en un campo magnético
no se efectuan transiciones de espin es decir la particula conservard el valor del espin

_con el cual empezé a girar .Por otra parte al conmutar H y3§ tendrén simultaneamente
las mismas eigenfunciones ,del tal forma que si conocemos las eigenfunciones de i in;
mediatamentc conocemos las de Sy por medio de este método cs posible encontrar los
valores propios del del espin.

Si multiplicamos la ec(78) por 7° este nucvo operador lambién conmuta con el

operador de espin

Hy = v+ iM) =

[, 8) = 0,5 -5, =0 (84)

A partir de las propiedades de la matriz 4® sc puede llegar ficilmente a la siguiente

relacién de Conmutacion.

[(B+iM )y, 455+%) = 0 (85)

Una propiedad muy importante que hay que mencionar es la del operador de espin

al cuadrado ya que permile diagonalizar la matriz y desacoplar la ecuacién de Dirac
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directamente.

De la cc(77)

DyD_ — M? 0 0 0
L 1 0 D_D,— M? 0 0
§2=58=——
4M 0 0 D.D_ — M? 0
0 0 0 D_D, — M?

(86)

Aplicando el operador 2 a la funcién de onda ec(45)

SN = 13
y si E = _I\I:-(-l\'zii;lg-i'ﬂm 2
y con la ec(51) recuperamos directamente la ec(62). Por lo tanto con el operador
cuadrado del espin es directo desacoplar la ec. de Dirac.
3.3 Valores Propios del Operador de Spin

En la ecuacion (46) tenemos la relacién entre las componentes radiales del espinor. Aplicando

los operadores (44) a las funciones(53) de F y G encontramos los valores de Ay X

D.G = AF
. 1. ] (87)
Dy G = 2((:[)')%(u%i 42T lu%)(e'_iuuygiLf,"H (u))
du 2uz 2
Aplicando el operador Dy a G sec obtiene
D4G = \J4eBeT ut ((k + 1)LEH) 4 uLi!) (88)

_De las propicdades de recurrencia *de los polinomios asociados de Laguerre podemos

escribir el término entre parentesis de la siguiente forma

DG = \Jdef(n + k+ 1)eTui Lk (89)

3En el apéndice se desarrolla en detalle la propicdad utilizada
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De aqui se ve claramente que el segundo miembro es la funcidn F multiplicada por

unas constantes.
=
DG = Jief(n+ k+ 1)1

Por otra parte también de las ecs(44),(46) y (53)

D_F=XNG

1
3 —m

NI 1,1 d 1, s LRy
D_F——Z(cﬂ)i(uzzl—l:-i——-—-,-——iui)(c vz Ly (w))

2uz
Aplicando el operador D a I sc obtiene
D_F = \J1eBeTu (L} — LF)

De las relaciones de recurrencia de L% 4 podemos escribir

mu kgL gy
D_F = —\Jicfe™ uz LIV

Il segundo miembro es una constante multiplicada por G

D_F = —\/4effG

De las ecs(90) y (94) se concluye que

A= J1eB(n + k+1)
N =—Jiep

(90)

(91)

(93)

(94)

(95)

Si multiplicamos A por A y sustituimos los valores de B,n,y k de las ecs(54) recu-

peramos cl valor que ya habiamos obtenido en la ec(49) de AN = M2 4 K2 — (L + Qm)?

Aplicando el operador de espint ec(77) a las [unciones de las ecs(45),(53) y (54)

podemos obtener los eigenvalores del espin.

S' Y = s

4iambién esta propiedad se demuestra en el apéndice
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1 0 0. i AF AL
1o -1 =& o AsG AG
3 ‘D =9 (97)
21 0o -2 1 0 Aal Al
B= 0 0 -1 AG AsG
AP+ 18D, G A F
—A,G—i"D_F AyG
: M =s| (98)
2| =D, G+ Al AT
PSD_F o~ AG MG
Sustituyendo de las ecs (90),(94) y (95)
(1 - 2s) 0 0 i@(nﬂe“) A\ /0
0 —(1 +2s) VT 0 Aol o
0 —i@(nwm-l) (1—2s) 0 Az | |0
—i3/iB 0 0 ~(1+2s) 44) \o

De la condicién de que el determinante de la matriz de 4 por 4 de la ec(99) debe de
ser cero,es posible calcular los valores del espin

De la condicidén del determinante tenemos que :

(2s+1)2s-1)= —?C—B(n +hk+1) (100)
M?

Despejando s de la ec(100) anterior

R VA
st = ‘1'(1‘/[2 (n+k+1)+1) (101)

Sustituyendo los valores de n y k y el valor de la energia sc llega a la siguiente

expresion para s

eB(2N + 1)

1
2—_
s =+ =0

(102)

Finalmente los valores de s son:
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B(2N
s=:1:l 1_i_cB(.../\ +1)

2 M? (103)

='si B = 0 recuperamos el valor semientero del espin

s =4

IS

El espin tienc dos posibles valores tomando en cuenta el signo positivo y negativo de
la raiz de la ec(104).El eigenvalor del espin depende del campo magnético ,de la masa
y ademads del mimero cudntico principal es decir que dependiendo del estade n en que
se encuentre el electrén el valor del espin tomard un cierto valor.

Es posible expresar la energia en términos de los valores del espin ec(104)
(£ + Qm)? = K2+ (2Ms)? (104)
Despejando laicncrgfa

E = /K2 + (2M3)? — Qm (105)

Comparando con los niveles de Landau

E=\[K24+ M+ BN + 1) — Om

De aqui se observa directamente que existe degeneracion debida al espin ya que para
los valores positivos y negativos del misma corresponde la misma energia.

En el caso sin rotacion es decir si  — 0 la expresion(105) queda como

E? = K2+ (2Ms)?
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Apéndice

En este apendice se demucstra en detalle dos propiedades de recurrencia de los
polinomios asociados de Laguerre a partir de {dentidades comines de los mismos. Estas
propiedades resultaron ser importantes en el calculo de los valores propios del espin.

Utilizamos las siguientes propiedades que se encuentran en cualquier libro de [un-
ciones especiales.

a)Lett — L57} = L¢

b)4a = . [at

Sn+1)LE, =@n+hk+1—u)lE—(n+k)LE_|

dyutsh = nLk — (n 4+ kLK,

Ademds

Ly =Ly 95 =1

I)Se desca encontrar una relacién como la siguiente
(k 4+ 1) LA 4w LAY o LF
De la identidad d) en el segundo término
(k4 DLEF 4y L3 = (B 4 LA 4 n L5 — (4 k4 1)LEH
= (4 k4L = L3E)

de la identidad b)
= (n+k+1)(LE + LY

y de la identidad d) otra vez

= (n ko ) + 2Lk (ntk) : Bl )

Despejando (n + k)LE_; de c), sustituyendo en cl tercer término y agrupando ten-

emos que
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(n+k+l——u) (n—{-l)
u

=(n+k+1)(- L, — L5

Utilizando nuevamente la identidad d) para sustituir en el dltimo término

k+1 . 1
=+ k+1)(—8F Wk L,‘,H—("+ Yok, +

(1z+k—i; 1)
u
=(n+k+1)LE

y por lo tanto encontramos la siguiente relacién

(k+ DA w2 = (n 4+ k+1)LE
1l.- Ahora se busca una relacién como la siguiente
.7 3 ..
L = Ly~ I3*

Utilizando L de la propiedad 1y lo sustituimos

3 3 . k41 . w 1!
k! k _ k! k41 k41
L — L% = [F — L

" " (n+k+l) " (n+k+1)

Se sustituye la identidad b) en el primer término y laidentidad d) en el dltimo .

ko _ k41 LR R n k+1_(”+k+1) k1
" (n+k+p) (k4 1)T8 (n+k+1) 1

— k-1
....L"

LY 1

Y por lo tanto obtenemos la siguiente relacién

¥ [F =

Ly)



Conclusién

Se ha comprobado que el formalismo de la tetrada nula es una herramicnta de
gran utilidad no dnicamente en problemas de gravitacion sino que su introduccién en

problemas de ecuaciones cudnticas relativistas simplifica en gran medida el algebra que

en calculos de forma tradicional resultan muy laboriosos. Ademds las transformaciones .

de indices tensoriales a tetradiales y y viceversa resultan inmediatas.

Una particula de Dirac girando en un campo magnético constante orientado en una
determinada dircccidn podra moverse libremente en la direccién del campo ya que el
momento lineal coincide con ¢l momento generalizado.Sin embargo en el plano perpen-
dicular al campo la cnergia de la particula csta cuantizada y esta corresponde a los
niveles de Landau(la energia dependen de la masa,del momento y del campo)ademads
aparccen tanlo valores posilivos como negativos de la energia.Por otra parte estos nive-
les ademas de depender delndimero cudntico principal N tambifen dependen del mimero
cudntico orbital m,por lo que cada nivel de energia se desdobla en N+1 subniveles.

Las funciones de Onda solucién son polinomios asociados dc Laguerre con una
solucién para espin positivo y otra para el espin negativo en la parte radial ademds
van multiplicados por una parte periddica donde la energia ,el nimero cudntico orbital
y el momento a lo largo del campo multiplican al tiempo, la componente angular y la
componente z respectivamente.

El operador de espin resulto ser una constante de movimiento por lo tanto no existen
transiciones de espin mientras la particula estd girando ,es decir con la orientacién con
la que empicza a girar permancce durante todo el movimiento y en el caso en que no
existe un campo magnético se recupera el valor de espin de la mecdnica cudntica no
relativista. Debido a que el Hamiltoniano conmuta con el operador de espin entonces
tienen eigenfunciones simultdncas y conocidas las del Hamiltoniano es posible calcular
los valores del espiin.

Un resultado también importantc es la propiedad del cuadrado del operador de

espin ya que 5? tienc asociada una matriz diagonal permite desacoplar directamente la
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cc. de Dirac.
La energia del sistema es degenerada con respecto al espin ya que para valores

positivos y negativos del espin de se les asocia una misma encrgia.
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