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CAPITULO 1. MODELOS DE LA ACTIVIDAD NEUROELECTRICA

1.0 INTRODUCCION

Uno de los proyectos mas ambiclosos y apasionantes que ha abordado
la comunidad clentifica es el de identificar y comprender los mecanls-
mos fundamentales que dan lugar al funcionamiento del sistema nervioso
y del cerebro. Esta empresa involucra varios niveles de detalle y mu-
chas disciplinas diferentes, desde las que adoptan una visién integral
de sus capaclidades, la filosofia, la blologia evolutiva, la pslcolo-
gia, y la medicina, hasta la biofisica, la genética y la neurocliencla,
que anallizan sus componentes estructurales en escalas que varfan desde
unas cuantas células hasta dtomos individuales. El ildeal es poder ex-
plicar las manifestaciones comunes del comportamiento cerebral en
términos de la fisica de los componentes microscépicos subyacentes.

Si este objetlvo se conclbe come una gran cludad, las primeras ra-
mas de estudio menclonadas han logrado obtener algunas fotografias
aéreas que muestran sus contornos, las vias de transito que la atra-
viesan, y clertos patrones de actividad, mientras que las segundas
empiezan a detectar y entender los semaforos, el cableado y, como di-
minutos puntos aparentemente idénticos, los habitantes. Podria declrse
que hoy en dia se ha llegado a conocer a fondo el comportamiento fi-
slolégico e Individual de estos hablitantes, mas no sus diversas ocupa-
ciones y patrones de interaccién que generan finalmente el movimiento
y la actividad de esta gran ciudad. En otras palabras, la investiga-
cién de los fendmenos cerebrales se ha llevado a cabo, en su mayoria,
incluyendo este trabajo, a nivel de una sola célula, quedando por en-
tender la manera en que la interacclén entre ellas determina, por
ejemplo, la personalldad de un individuo.

Esta tesls se enfocard sobre aspectos peculiares de la dinamica de
un tipo especifico de neurona. En este escrito se discutiran algunos
de los avances que han sido logrados en esta direccién. En particular,
se revisara la teoria blofisica y matematica que da cuenta del
fendémeno de la generacién y propagacién de impulsos eléctricos en mem-
branas de células excitables. En este primer capitulo se revisaran
algunas de las caracteristicas m&s distintivas de las células nervio-
sas en general y se abordarin algunas cuestliones de Fislico-Quimica y
de Blofisica que son necesarlias para entender estos procesos y para
construir modelos que los describan.
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1.1 ELEMENTOS ESTRUCTURALES DE LAS NEURONAS

MORFOLOGIA

El cerebro humano tiene del orden de 10'! células nerviosas, o neu-
ronas; nuestra galaxia contiene aproximadamente ese mismo nimero de
estrellas. Aunque no existen dos neuronas ldénticas, suelen categori-
zarse segin su forma, y sus caracteristicas comunes determinan una
morfologia tiplca. Se distinguen tres partes principales: el cuerpo
celular o soma, las dendritas y el axén. Usualmente el soma tlene una
forma més o menos esférica o piramidal. Contiene al nicleo de la
célula, en cuyo interior actuan los mecanismos bioquimicos sintetiza-—
dores de enzimas y ocurren demds procesos esenclales para la vida de
la célula. Las dendritas son los delgados brazos que se ramifican pro-
fusamente, formando una red que rodea a la célula. Constituyen los
canales fisicos principales por los cuales la neurona puede recibir
sefiales provenlentes de otras células. El axén es una larga fibra cuya
longitud puede varlar entre milimetros y_metros y cuyo didmetro tiene
tipicamente entre 1 y 20 micras (1pm=10 m). Es el camino por el cual
viajan las sefiales que la neurona envia a otras partes del cerebro o
del sistema nervioso. La mayoria de los axones son m&s largos y delga-—
dos que las dendritas, y exhiben otra clase de patrones de
arborizaclién: las ramas de las dendritas tienden a a acumularse cerca
del cuerpo celular, mientras que los axones suelen ramificarse en la
parte mas alejada del soma, donde se conectan con otras células.

Una neurona puede interactuar con otra en puntos llamados sinapsis,
en los que las células hacen contacto funcional. Una sola célula suele
tener un gran numero de estas conexlones, de miles a decenas de mlles,
recibiendo informaclén de unas 1000 células diferentes. Si bien lo mas
comin es que las sinapsis se hagan entre axén y dendrita, pueden for-
marse de ax6n a axén o de dendrita a dendrita. En las sinapsis las
neuronas no se tocan fislcamente, sino que dejan un pequefio espaclo,
llamado espaclo intersinidptico. La informacién es transmitida a lo
largo de los axones en forma de pulsos eléctricos. Cuando la sefial
llega a una sinapsis se liberan agentes quimicos, llamados neurotrans—
misores, que se difunden a través del espacio interslniptico. El "dis-
paro", es decir la produccién de un impulso nervioso, depende de la
actividad simultdnea de clentos de sinapsis en la neurona receptora.
Algunas slnapsis son excitatorias, promueven que se dlspare un lmpul-
so; otras son inhiblitorias, cancelan las seflales que de otra manera
exclitarian a la célula.

Aunque las neuronas son las unidades funclionales con las que esta
ensamblado el cerebro, no son las unicas células que lo constituyen.
Ademids de la densa red de vasos sanguineos que provee oxigeno y nu-
trientes, existe un tejido conectlivo llamado glla. Si bien la funcién
de las células gllales no estd blen entendida, se sabe que suministran
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apoyo estructural y metabélico a las redes de neuronas.

En animales superiores se halla otro tipo de célula: las células
de Schwann. Estas envuelven al axén formando una capa de alslante
natural llamado mlelina., Esta cobertura permite que el ilmpulso nervio-
so viaje una distancla mayor sin necesidad de ser amplificado. La capa
de mielina se Interrumpe mi4s o menos cada milimetro por espaclos de
aproximadamente 1 micra llamados nodos de Ranvier. Es aqui donde la
membrana celular hace contacto con el fluldo extracelular y la sefial
es amplificada. Aparentemente la cublerta de mlelina fue un mecanlsmo
evolutivo que permitié que las sefiales eléctricas viajaran mas
rapldamente y con un menor costo metabélico.

Nicleo de la
célula de Schwann

Vaina de mielina

Nédulo de Rantier

FIGURA 1.1.2 m Corte del axén rodeado por la célula de Schwann; la
vaina de mielina es interrumpida por los nodos de Ranvier.

LA MEMBRANA CELULAR

Tal como otros tipos de células, las neuronas estin separadas del
medio que las rodea graclas a una membrana que restringe el flujo de
substancias. La membrana neuronal es una estructura altamente especla-
lizada en controlar el paso de diferentes lones, lo cual da lugar a la
propagacién de los impulsos nerviosos.

Las membranas celulares tienen unos 5 nanémetros de ancho. El subs-
trato basico de todas ellas es una doble capa de lipidos. La existen-
cla de esta doble capa se debe a que todas las moléculas lipidas com—
parten una propledad critica: un extremo de la molécula es soluble en
agua y es descrita quimlcamente como hidrofilica; el otro extremo es
un hldrocarbono, es decir un acelte, y por lo tanto se califica de
hidrofébico. Los lipldos mds comunes hallados en las membranas tlienen
una cabeza de fosfato y dos colas hldrofébicas. Estos fosfolipidos
tienen una caracteristica sorprendente: cuando son introducldos en un
medio acuoso, las moléculas individuales se acomodan espontaneamente
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formando una doble capa. Las moléculas de cada capa se orientan de tal
modo que su eje mayor queda aproximadamente perpendicular al plano de
la capa. Ambos grupos de cabezas hldrofilicas miran hacia el agua,
mlentras que las colas hidrofébicas conforman el Interlor, carente de
agua, de la blicapa. Este arreglo es el estado de energia minima para
dichas moléculas en agua.

De hecho, se ha mostrado que las blcapas de fosfolipidos en agua
forman vesiculas esféricas cerradas. Esto sucede porque, sl un extremo
de la bicapa quedara ablerto, habria segmentos hidrofébicos en contac-
to con el agua, lo cual seria energéticamente desfavorable. Por lo
tanto, tienden naturalmente a formar envolturas cerradas. Esta bicapa
actua como una barrera util para contener a las células porque los
hidrocarbonos son esenclalmente impermeables a la mayoria de los iones
y moléculas bilolégicas (amlnoadcldos, azlcares, etc.}, que en su
mayoria son sclubles en agua. Estas propledades de los lipldos los
hacen ldoneos para construilr sistemas biolégicos.

El funcionamiento de wuna membrana queda determinado por las
proteinas asociadas. Estas pueden estar sobre la capa de lipidos (pe-
riféricas) o lnmersas entre ellos (intrinsecas). Como los lipidos en
si constituyen un fluido, las proteinas intrinsecas pueden moverse
libremente de un lugar a otro.

Las protelnas asociadas a las membranas de las células son de 5
tipos: bombas, canales, receptoras, enzimas y protelnas estructura-
les. Las bombas son las encargadas de desplazar lones de un lado al
otro de la membrana en contra de los gradientes de concentracién (que
ellas mismas producen); requieren energia metabdlica para trabajar.
Como la capa de lipldos no permite naturalmente el paso de moléculas
cargadas, los canales slrven para abrir los ductos que permiten que
los lones se difundan de un lado a otro. Este flujo lonico es a favor
del gradlente de concentracién y no implica un gasto energético. Los
receptores son los encargados de reconocer y fljar tipos muy
especificos de moléculas con los que la célula interactaa; por ejemplo
neurotransmisores. Las enzimas llevan a cabo o catalizan reacciones
quimicas que se desarrollan cerca de la membrana. Las protelnas es-
tructurales interconectan diferentes unidades celulares y subcelula-
res. Una misma proteina puede desempeflar diversas funciones y, por lo
tanto, clasiflicarse en varias de estas categorias.

DENTRO Y FUERA DE LA NEURONA

Los fluidos intracelular y extracelular son marcadamente diferen-
tes. En el ax6n gligante de calamar, que es el ejemplo clasico, el con-
traste m&s notable entre las composiciones quimicas a uno y otro lado
de la membrana radica en las concentraclones de sodio y potasio. El
medio externo es unas 10 veces ma&s rico en sodio que el interno, mien-
tras que el Iinterlor contiene unas 10 veces mas potaslio que el exte-
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rior. Ambos lones tlenden a difundirse a través de los poros de la
membrana, asi que la célula necesita activar continuamente un mecanis-
mo que preserve estas diferenclas de concentracién.

Existe una protelna Intrinseca, llamada la bomba de sodlo, que tie-
ne la capaclidad de aprovechar la energia almacenada en un enlace de
adenosin trifosfato (ATP) para intercamblar tres lones de sodio del
interior de la célula por dos iones de potasio del exterlor. Estas
moléculas son ligeramente mAs anchas que la membrana celular. A su
maxima capacidad, cada una de ellas puede movilizar 200 lones de sodio.
y 130 de potasio por segundo. La mayoria de las neuronas tlenen entre
100 y 200 bombas de sodio por micra cuadrada de membrana, pero la den-
sidad puede ser hasta 10 veces mayor.

La energia requerida para propagar el impulso nervioso es almacena-
da por las bombas de sodio en forma de gradientes de concentraclén a
través de la membrana. Estas actuan de manera continua, en escalas de
tiempo muy largas, mientras que los canales, que Jjuegan un papel fun-
damental durante el desarrollo de un impulsoc nervioso, actian en tlem-—
pos cortos, del orden de milisegundos. Es decir, la energia es azhorra-
da poco a poco pero de forma sostenida, y se gasta en impulsos breves
pero lntensos.

En diferentes organismos existen muchos otros tipos de lones y bom-
bas cuya presencia puede afectar apreclablemente la din&dmlca neuronal.
Sin embargo, en lo que sigue se segulra haciendo hincapié en la
dindmica de los dos iones mas lmportantes para determinar el comporta-—
mifnto de la membrana de} axén glgante del calamar: el lon de sodlo
Na y el lon de potaslo K.

1.2 EL IMPULSO NERVIOSO

Hasta el momento se han descrito las caracteristicas morfolégicas y
estructurales de las neuronas. A continuaclén se verd cébmo funciona
una neurona, cémo camblan sus propiedades en el tiempo. Se discutira
la fenomenologia del impulso nervioso, y mas adelante se ahondari en
la naturaleza de los procesos blofislicos que lo ocaslonan. Tanto las
especles l6nlcas como los valores numéricos conslderados corresponden
al caso del axén gigante del calamar.

EL POTENCIAL DE ACCION

El fundamento fislco-quimlico del impulso nervioso esté en las dife-
rencias de conceniracién de sodlo y potasio a ambos lados de la mem-—
brana. Esta situacién crea una diferencia de potenclial de aproximada-
mente -70mv (milivolts), negativos con respecto al exterior de 1la
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célula, que se conoce como potenclal de reposo. El fendmeno se observa
midiendo la actividad eléctrica en un punto especifico del axén, uti-
lizando un osciloscoplo. El paso de un impulso nervioso se manifiesta
como un pico de voltaje: de ~70mv crece bruscamente hasta aproximada-
mente +40mv, luego decrece hasta unos -90mv y después recupera mas
lentamente el nivel original de -70mv. El proceso dura de 1 a 2 mili-
segundos.

FIGURA 1.2.1 m Uno de los primeros potenclales de accién registrados
por Hodgkin y Huxley en el axén gigante del calamar.

El impulso nervioso se desarrolla como respuesta a una estimulacién
eléctrica de clerta magnitud minima, llamada umbral. Esta produce
camblos dramaticos en la permeabllidad de la membrana, en particular a
los lones de sodio y potaslo. Esta sefial nerviosa es una onda bloqui-
mica de depolarizaclén que se propaga a lo largo de la fibra nerviosa
tal como una flama recorre un hilo de pélvora. También se le conoce
como potenclal de accién.

Suele originarse en el cuerpo celular en respuesta a la actlvidad
de las sinapsis dendriticas. Al iniciarse, el voltaje a través de la
membrana del axén aumenta localmente (en la base del axén). Esta des-
viaclién del potencial de reposo en una regién afecta los canales de
sodio, que responden abriéndose y dejando pasar sodio al interior. La
penetracién de iones positivos eleva aun mas el voltaje, de manera que
éste también se altera en la regién contigua, en direcclédn de la pro-
pagacién, El proceso se autoinduce: el flujo de sodlo en un punto
aumenta el voltaje y esto provoca que penetre mas sodio a la reglén
veclina. Es asi como la sefial se propaga a lo largo del axén.

Sin embargo, los canales de sodio en una reglén de la membrana no
permanecen ablertos mucho tiempo. Cuando el voltaje pasa a ser positi-
vo (llega hasta +40mv}, la inverslén de la polaridad en esa zona de la
membrana hace que se clerren y, casl simultaneamente, que se abran
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canales que dejan escapar potasio. Este contraflujo de potaslo es tan
violento que el voltaje se pasa hasta -90mv, después de lo cual, mas
lentamente, se recupera el valor original de -70mv en dicha zona.

Cabe notar que el intercambio iénico total después del paso de un
impulso nervioso es lo suficlentemente pequefic como para considerar
las diferencias de concentraclén totales como constantes. Un axén de
medio milimetro de largo plerde alrededor de una millonésima parte de
su potasio durante un impulso.

40
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FIGURA 1.2.2 w La propagaclén del impulso nervioso se debe al influjo
de lones de sodlo (circulos pequefios) seguido de un eflujo de lones de
potasio (circulos grandes) a través de ’canales’, cuya apertura es
regulada por el voltaje entre el interlor y el exterior de la célula.

El potenclal de acclén es un mecanismo eficiente en términos de la
transmisién de informacién: no permite que la sefial se deforme o se
amortigiie, ya que viaja con amplitud y forma fij)as. Por otro lado, el
tamafio de la seflal (~130mv) suprime los efectos del ruido, presente en
forma de pequefias fluctuaclones de los voltajes,

Las neuronas son capaces de generar potenciales de acclén con fre-
cuenclas muy dlversas, desde uno o menos por segundo hasta varlos
clentos por segundo. Esto es muy relevante porque todos los impulsos
tienen la misma amplitud, y por lo tanto gran parte de la informacién
que transmite una neurona esti representada por el nimero de sefiales
por segundo que produce. Esta codificacién por frecuencias implica
que, por lo menos en algunos casos, un estimulo de mayor intensidad es
traducido en una mayor frecuencla de disparo.
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LOS CANALES IONICOS

El desarrollo de un 1impulso nervioso depende criticamente de 1la
presencla de los canales 1i6nicos, tiplcamente de sodio y de potasio,
cuyo abrir y cerrar es regulado por el voltaje a través de la membra-
na. El canal de sodio es una molécula que crea un poro de entre 0.4 y
0.6 nanémetros de ancho a través del cual los lones de sodio pueden
cruzar la membrana en asociaclén con una molécula de agua. Deblido a
que la proteina contiene varios grupos cargados convenlientemente dis-
tribuidos en su superficle, posee un momento dipolar eléctrico muy
grande. Dicho momento dipolar cambia, en direccidén y magnitud, cuando
la molécula pasa de la conformacién ablerta a la cerrada. Como la mem-
brana celular es tan delgada, la diferencia de potencial de 70mv co-
exliste con un campo eléctrico muy fuerte, del orden de 100 kilovolts
por centimetro. Los dipolos eléctricos del canal de sodio tienden a
alinearse con dicho campo eléctrico de la membrana. Asi que, a grandes
rasgos, los camblos en voltaje alteran el campo eléctrico, y éste mo-
difica la confliguracién de la proteina.

Los canales rara vez son clen por clento selectivos. Un canal de
potasio en realidad puede dejar pasar 7 iones de sodio por cada 100
lones de potasio. Tamblén hay canales muy poco discrimlnatorlos, que
dejan pasar 85 lones de un tipo y 100 de otro. Ademas existe otro tipo
de canales, cuyo mecanlsmo de apertura es quimico, y no por voltaje.
Estos se activan segin la concentracién de alguna substancla particu-
lar, usualmente un neurotransmisor, y en general responden mas lenta-
mente que los canales regulados por voltaje. Para cada tipo de canal,
ya sea regulado quimica o eléctricamente, exlisten varias versiones o
subtipos con diferentes propledades. Asi que, de hecho, existen multi-
tud de tipo y famllias de canales.

E.Neher y B.Sakmann obtuvieron el premlo Nobel de Fisiologia en
1991 por haber descrito el funclionamiento de canales 1lénlcos indivi-
duales medlante la ‘técnica que ellos desarrollaron, conocida como
patch clamp, que permite medir la corriente que fluye por un solo ca-
nal. Se ha podido conclulr que los canales tienen estados discretos,
todo o nada. Es declir, su apertura no es gradual sino que estéan abler-
tos o cerrados. Estas dos confliguraciones suelen denominarse estado
actlvo y estado inactivo. En realldad los canales tlenen tres estados:
el estado activo, cuando se abren, el estade inactivo, cuando estan
cerrados y no pueden abrirse de inmedlato, y un tercer estado en el
que se encuentran cerrados pero con la capacldad de activarse instan-
tdneamente. En esta Gltima situacién se dice simplemente que el canal
estd cerrado (no inactivado), en espera de la sefial o estimulaclén que
induzca la apertura.

Cuando un canal se activa se detecta una corriente de unos cuantos
picoamperes que persiste durante un perlodo de tlempo completamente
impredecible. Dada una diferencia de potencial, un canal de sodio
particular tiene una probabilidad especifica de estar en una u otra
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conformaclén. Los registros de corrlente de dicho canal durante un
tiempo relatlvamente largo mostrarfan un patrén intermltente de acti-
vidad e inactividad, con un promedlo consistente con la probabilidad
mencionada. Este comportamiento aleatorio se debe a que los camblos
entre los estados activo e lnactivoe se rigen por las leyes de la
mecinica cuéntica, que predice unicamente las probabilidades de tran-
sicién. La descripcién cudntica rige tanto la interaccidn eléctrica de
los dipolos de la proteina con el campo eléctrico, como la interaccién
quimica entre la protelna y las moléculas neurotransmisoras.

—_ Channel
é Ay f c T closed
g
5 ., Channel
E ‘.... e ; [ 1.. . ...L open
B 00 200 30 30

Time (ms)

FIGURA 1.2.3 m Respuesta de un canal 16nico aislado al neurotransmi-
sor acetilcolina. Los experimentos muestran que los canales se abren y
clerran de manera 'todo o nada', y que permanecen ablertos durante
periodos de tlempo aleatorlos.

El canal de potasio y la mayoria de los canales conoclidos regulados
por voltaje actuan de manera simllar: responden a un voltaje fijo con
clerta probabllidad de aparecer en una o en otra configuracién.

EL PANORAMA EXPERIMENTAL

En toda clencla es fundamental llevar a cabo estudios experimenta-
les y compararlos con las simulaciones y predicclones tedricas. Asi
que ahora se considerard nuevamente el Impulso nervioso, pero dentro
de la perspectiva de lo que observaria un lnvestigador en un laborato-
rio de blofisica.

En el laboratorio es posible alterar concentraciones, temperaturas,
introducir agentes quimicos, aplicar pulsos sostenidos o intermitentes
de corriente, etc. En general, al trabajar sobre preparaclones
fislolégicas, las cantidades medibles (lnstantidneamente) suelen ser
diferenclas de potenclial y corrientes iénicas, lones de sodio, pota-
sio, cloro, etc. que atraviesan la membrana.

Piénsese en la preparaclédn tiplca: el axén gigante de calamar,
cuyo voltaje de reposo es Vr2-70mv. Es posible inyectar pequefios pul-
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FIGURA-1.2.4 m Grafica de v contra tiempo (curso temporal) para dife-
rentes desvlaciones del potencial de reposo. Las curvas son slmula-
clones de los experlmentos que se llevan a cabo en un laboratorio.
Fueron obtenidas con el modelo de FitzHugh-Nagumo generalizado que se
discute en el ultimo capitulo.

sos de corriente al axén, de manera que la diferencla de potencial
varie. La idea es observar la evoluclién temporal del voltaje V a par-
tir de un desplazamliento dado. Para V iniclalmente cercano a Vr, éste
tiende a retornar a Vr de manera aproximadamente exponencial. La sefial
producida se amortigua casi de inmedlato. Esto se denomina respuesta
pasiva, Sl se aumenta la intensidad del pulso de corriente, el punto
inicial de la grafica de voltaje contra tiempo se aleja mas de Vr, Se
observa una respuesta paslva similar, hasta que ocurre un cambio
drastico: A partir de cierto valor fijo del potenclal, llamado umbral
de disparo, se obtiene una respuesta completamente diferente (respues-
ta actliva). El voltaje crece rapidamente a partir del umbral, se hace
positivo (fase de depolarizacién), y llega a un valor extremo. Luego
decae abruptamente (fase de repolarizacién), se hace mds negativo que
Vr (fase de hlperpolarizacién), y regresa mas lentamente al valor de
equilibrio. Este proceso es un potenclal de acclén.

También se observa que sl después de provocar un potencial de
acclén se vuelve a excitar con un estimulo ligeramente supraumbral, no
se generara una segunda sefial a menos que haya transcurrido un tiempo
minimo entre la ocurrencia del pico de voltaje y la segunda estimula-
clén; tal intervalo de tlempo es llamado periodo refractario. Sin em-
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bargo, si el segundo estimulo estd muy por encima del umbral, es de-
cir, sl es muy intenso, el tlempo que tilene que transcurrir para que
éste sea capaz de generar una segunda respuesta activa es menor, y se
conoce como tiempo refractario absoluto.

RESUMEN

En sintesls, el impulso nervioso es una onda de depolarizacién que
Sse propaga a lo largo del axén de la neurona. Es la manifestacién
eléctrica de los cambios en la permeabllidad de la membrana, que se
deben a la actividad de miles de proteinas que abren y clerran com-
puertas selectivas. La energia necesarla para este proceso esta alma-
cenada en los gradientes de concentracién, de sodlo y potasio princi-
palmente. Adem&s, es posible induclr potenclales de accién en una pre-
paracién inyectando pulsos de corriente que alteran localmente la di-
ferencla de potencial entre el interior y el exterlor de la membrana.

El potencial de accidén se caracteriza por:

1. La exlistencla de un umbral por debajo del cual una estimulaclién
no desata una respuesta activa, sino una respuesta pasiva que decae
inmediatamente, de forma aproximadamente exponencial.

2. Una respuesta tipo todo o nada que se propaga sin amortiguamien-
to y que siempre alcanza un mismo valor maximo.

3. Un perlodo de recuperaclén antes del cual no es posible desatar
un segundo potencial de acclién (periodo refractario).

Usualmente un potencial de acciédn dura alrededor de 1 milisegundo,
y la velocidad de propagacién de la onda, para un axén largo y unifor-
me, suele ser de entre 1 y 100 metros por segundo, dependiendo, entre
otras cosas, de su diametro.

1.3 CONSIDERACIONES BIOFISICAS

A contlinuaclén se preparari el terreno para hablar de la teoria
matemdtica de 1la actividad neuroeléctrica basada en el modelo de
Hodgkin y Huxley. Este serd tratado en detalle en la seccién si-
gulente.

LA ECUACION DE NERNST

Se tlenen dos soluciones, S1 y Sz, separadas por una membrana que
actda como Interfase., Estas soluclones contlienen concentracliones Ci y



CAPITULO 1. MODELOS DE LA ACTIVIDAD NEUROELECTRICA 13

Cz2 de un mismo ion, sodio por ejemplo. Si la membrana es permeable,
los lones se redistribuliran de alguna forma; exlisten dos fuerzas que
tienden a movilizar los iones: la eléctrica y la de difusién.

Los lones tienden naturalmente a difundirse y a ocupar homogénea-
mente un volumen, tal como se observa cuando una gota de tinta se
introduce en un vaso con agua. Este hecho es independiente de la carga
de los lones, y puede visualizarse asi: 1la gota de tinta recién in-
mersa en el agua estd confinada a una regién S con una frontera (ima-
ginaria) B, fuera de la cual iniclalmente sélo hay agua. Las moléculas
de tinta estan sujetas a continuos choques aleatorios debidos a la
agitacién térmica, por lo cual se mueven continuamente de forma lirre~
gular. Por lo tanto, tlene sentido preguntar gcudl es la probabilidad
Pi1 de que una particula de tinta atraviese B llendo de S hacla la re-
glén con agua?, y viceversa, gcuidl es la probabilidad Pz de que una
particula de tinta atraviese B entrando en S? Dado que fuera de S no
hay tinta, P2=0, mlentras que P1#0; la tinta escapa de S. De hecho,
extendiendo el razonamiento, queda claro que P1 y P2 son proporciona-
les a las concentraclones de tinta dentro y fuera de S respectivamen-
te; la tinta segulrd saliendo de S hasta que éstas sean iguales, con
lo cual P1=P2. En otras palabras, una particula de una especie cual-~
qulera tiene una mayor probabilidad de moverse hacla una reglén de
menor concentracién, lo cual, a la larga, hace que la distribucién sea
homogénea.

Es natural, entonces, tratar de asignar una energia potencial a una
diferenclia de concentracién, dado que para mover los lones se requiere
clerta cantidad de trabajo. Se consldera la soluclén 1énica como un
gas ldeal, en el cual vollUmen, presién y temperatura se relacionan
seguin la conocida ecuacién

(1.3.1) PV = nRT
donde n es el nimero de moles del lon y R es una constante. Si se
defline la concentfacién como el nimero de moles por unldad de volumen,
entonces
(1.3.2) C=nv
(1.3.3) P = CRT
Ademds, ndtese que
V=rn/C
(t.3.0 av = ~(n/c%)dc

Como dV=Adx donde A es el area, el trabajo necesario para mover un mol
de la substanclia una distancia dx serd, segin (1.3.3) y (1.3.4),
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dW = —Fedx = -(PA)dx = -CRT[-(n/C?}dC]
(1.3.%) dW = (RTn/C)dC
El trabajo total efectuado por unidad molar para reallzar un desplaza-

miento de este tipo se conoce como potenclal quimico

(1.3.6) Pq = rdH/n
1

y al integrar (1.3.6) utilizando (1.3.5) se obtlene

1.3.7) Pq = RT 1n{(C2/C1)

El potencial quimico es la energia asoclada al gradiente de concentra-

clén entre las dos soluclones; cuando Ci=Cz dicha energia es cero.
Falta determinar la contribucién energética debida a la diferencla

de cargas en S1 y Sz2. El trabajo realizade al mover una carga en pre-

sencla de un campo eléctrico con potenclial ¢ es

(1.3.8) dWw = q d¢

y como la carga total de la solucién es

q = neZN = nZ¥
total

con F (constante de Faraday) igual a la carga elemental por N (nimero
de Avogadro), para mover n moles se emplea un trabajo

(1.3.9) dW = nZ¥ d¢

Dividiendo <(1.3.9) entre n e integrando, se obtiene el potenclal
eléctrico total por unidad molar

r dW/n
1

2?(¢2—¢1)

Pe

(1.3.10) Pe

La suma de (1.3.7) y (1.3.10) es la energia potenclal total, y se
conoce como potencial electroquimico. Para un sistema en eguilibrio el
potencial electroquimlco debe ser igual a cero, es decir

Pe + Pq = 0
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(1.3.11) V= ¢2—¢1 = ~(RT/2%) 1n(C2/C1)

Esta relaclién se conoce como la ecuacildén de Nernst. Su lmportancia
estd en que permite predecir la diferencia de potencial que se esta-
blece a través de una membrana permeable al tener dos solucliones con
concentraclones iénicas Ci1 y Ca2. También puede interpretarse en senti-
do inverso: haclendo una medicién del voltaje, esta relacién permite
saber si un tipo de ion se encuentra en equilibrlo, esto es, sl deble-
ra o no existir un flujo neto de esa especie iénica a través de la
membrana. Como se podrd apreclar mds adelante, estas consideraclones
son clave para entender la dindmica del impulso nervioso.

Existe una generallzacién de (1.3.11), conocida como la ecuaclén de
Goldman, que permite predeclr la diferencla de potenclal cuando se
consideran m&s especles i6nicas. Si se trata de tres elementos, por
ejJemplo sodio, potaslio y cloro

Pr{K]1 + Pna[Na]1 + Pc1[C1]1]
Pr{K]z + Pna{Nal]z + Pc1[Cl]z]

(1.3.12) ¢2—¢1 = (RT/¥) ln[

donde Pi, la permeabllidad al ion i, es una caracteristlca propia de
la membrana. La ecuacién de Goldman predice adecuadamente los -70mv de
voltaje en reposo para las concentraclones cominmente medidas en el
axén gigante de calamar. En reposo los términos dominantes de (1.3.12)
son los del potasio: En ese caso, el potencial de reposo de la mem-
brana cas} colncide con el potenclal de Nernst para el potaslo, porque
la membrana es mucho m&s permeable al potasio que al cloro y al sodio.
De hecho, reescribiendo (1.3.12) como

[Kl1 + (PNasPx}[Nali + (Pc1/Px)(C1]1]
[Kl2 + (PNa/Px)[Nalz + (Pci/Pxr)[Cl]2}

¢4, = ®1/7) 1af

y conslderando que

P"l/Px <1, ch/Px << 1

resulta que

- _[K]1
$,-¢, % (RT/) ln[ [K]z]

Desde luego que esta relaclén cambia dramAdticamente durante la apari-
cién de un potencial de accién.
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LA ECUACION DEL CABLE

Muchas de las propledades pasivas del axén pueden entenderse
modelandolo idealmente como un clilindro capaz de conducir corriente
por su interlor, pero defectuosamente, esto es, dejando escapar clerta
cantidad por las paredes (1le. por la membrana). La ecuacién que se
deduce es la misma que utilizé Lord Kelvin en 1855 para analizar la
transmisién en una linea transatlantica de telégrafo. Esta se conoce
como la ecuacién unidimensional del cable.

Sea Ri la resistencla por unidad de longitud del interior del axén.
S1 el voltale intracelular Vi es funcién unicamente del tiempo y de la
distancia x a lo largo del cilindro, entonces, considerando el si-
gulente dliagrama

AVA=V12—V11

Vi — T Vi

Ax = X _-x
2

y aplicando la ley de Ohm, puede apreclarse cual es el cambio AV:I en
Vi cuando la corriente interior I1 avanza una distancla Ax; medliante
un segundo dlagrama

I1IR1Ax = -AVy

Tomando el limite cuando Ax tiende a cero se obtlene

(1.3.13) avi/éx = ~IiRy

para la expresién del gradiente de Vi. Considerando Rt como constante
a lo largo del axén y derivando una segunda vez con respecto a X se
obtiene

(1.3.14) 8%Vi/8x% = -Rt (811/8x)

Ahora hay que consliderar la posibilidad de que clerta cantidad de
carga eléctrica escape a través de la superficie del cilindro. Sea Im
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la corriente que fluye a través de una unidad de longitud de membrana.
Por conservaclén de carga se obtlene la variacién de It con Im, 1lo
cual se observa en el siguiente esquema

Ax

le————oln-——a 112

l

ImAx = 111-112 = -Ali

A partir de la Ultima expresién, en el limlite cuando Ax tlende a cero
se obtiene la corriente de membrana por unidad de longitud

(1.3.15) al1/8x = ~Inm

Vale la pena comentar el slgnificado de (1.3.14): si 3811/9x=0 en-
tonces la corriente interna es la misma a lo largo de Ax; no hay co-
rrlente neta entre el cllindro y su exterlor. Si 311/8x<0 la corrlente
intracelular estd decreclendo: al cilindro de largo Ax le entra més
corrlente por la tapa lzqulerda de la que sale por la derecha, El la-
placlano (unidimensional) de Vi es positivo, slignificando que, en to-
tal, sale corriente del cilindro (por el costado, como ya se sabe). Si
8I11/8x>0 sucede al contrario, sale m&s corriente por la tapa derecha
de la que entrd por la tapa izqulerda; (1.3.15) dice que esto se debe
a que hubo una corriente adiclonal que penetré por la membrana, lo
cual es consistente con el hecho de que In es positiva cuando la co-
rriente a través de la membrana es hacla afuera de la célula.

De las dos ultimas ecuaclones, (1.3,14) y (1.3.15), se desprende

(1.3.16) (1/R1) (8%1/8x°%) = In

Llegando a este punto hay que analizar las caracteristicas de la
membrana. Por un lado, ésta opone clerta resistencia a las corrientes
que la atraviesan. Sin embargo, también se comporta como un condensa-
dor, puesto que es un alslante eléctrico y exlste un gradiente de
carga a través de ella. La alta reslstencia de la membrana mantliene
separadas dichas cargas. Esto suglere el sigulente modelo de membrana
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Vi
Ra/AX
CalAx
‘I‘_r___Y‘ v

Ve
La bateria que aparece en el circulto se incluye para tomar en cuenta
la diferencia de potenclal Vr que existe en condiciones de reposo. Se
han definido la capacidad por unidad de lengitud, Cm, y la conductan—
cla por unidad de longitud, Gm. El1 parametro Rm=1/Gm, suele usarse a
pesar de las extrafias unidades que tiene, Qcm.

La corriente de membrana por unidad de longlitud, Im, puede expre-
sarse como la solucién del circulto; mediante la ley de Kirchoff

Imdx =1 + 1
capacittiva reslstlva
Imdx = 3(CmAx(Vi-Ve))/3t + (Vi-Vo-Vr)Ax/Rm
(1.3.17) Im = Ca 8Vi/0t + (Vi=Vo=Vr)/Ra

donde el voltajJe exterior Ve se considera independiente de x y de t
(ésta es una suposicién que se apega bastante a la realidad). Dada la
forma de (1.3.17) conviene hacer un camblo de variable. En lugar del
voltaje 'absoluto’ del interior del axén, Vi, se utiliza la diferencia
de potenclal entre el Interior y el exterior tomando el reposo como
cero, es decir ’

(1.3.18) v = Vi-Ve~Vr

es la nueva variable. Sl v=0, entonces la diferencia de potencial
entre el interlor y el exterlior es el voltaje de reposo. Nbétese que
las derivadas de v son iguales a las derivadas de Vi, dado que Ve y Vr
son constantes. Entonces (1.3.17) se puede reescrlbir como

(1.3.19) InRm = Tm dv/8t + v

sl se define la constante de tlempo tm=CaRm. Combinando (1.3.16) con
(1.3.19) se obtiene la ecuacién

(1.3.20) A2 (6°v/8x%) - tm BV/Bt - v = 0
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donde A°=Ra/Ri. El parametro A es una distancia caracteristica del
conductor. A (1.3.20) se le conoce como la ecuacién unidimensional del
cable. La relaclén entre derivadas la hace similar a la ecuaclén de
difusién.

COMENTARIOS

Encontrar y anallzar las soluclones de esta ecuaclén es un asunto
técnico y dificil, sin embargo para el caso estaclonario tipo corrien-
te directa, 8v/8t=0, y (1.3.20) se reduce a una ecuaclédn diferencial
ordinaria y lineal

(1.3.21) A% (d%sax®) - v =0

De la forma de sus soluclones, combinaciocnes lineales de senos y cose-
nos hiperbélicos, pueden obtenerse algunos resultados Iinteresantes,
como la atenuacién con la distancia en un régimen estacionario, para
diferentes condiclones de frontera.

La solucldédn de (1.3.20) también puede hallarse en forma analitica
para corrientes alternas (sinusoidales) estaclonarias; 1la ecuacién
resultante para la transformada de Laplace de v es préactlcamente
idéntica a (1.3.21).

Estudlos culdadosos (véase la referencia de Rall) de la ecuaclién
del cable han arrojado resultados partlcularmente lnteresantes en lo
que toca al estudio de la propagacién eléctrica (pasiva) en las den-
dritas. En lo que sigue se considerari la ecuaclén del cable, no en el
contexto del comportamiento puramente pasivo del axén, sino en el de
la ocurrencla de potencliales de accién.

1.4 E1 MODELO CLASICO DE HODGKIN Y HUXLEY

El modelo de A.L.Hodgkin y A.F,Huxley fue el resultado de una equi-
librada combinacién de experimentacién y analisis teérico. Los datos
fisioldégicos en los que fundamentaron su teoria fueron recolectados,
en su mayor parte, en un breve intervalo de tlempo, durante el verano
de 1949, La amalgama teérico-experimental que produjeron se convirtléd
en un paradigma de la investigacidén en blofislca: los condujo al pre-
mio Nobel de fislologia en 1963, y abrié un gran horizonte de lnvesti-
gacién en el que, aun en la actualidad, se trabaja intensamente.

A continuacién se revisardn brevemente las princlpales ideas y
técnicas que manejaron., Mas adelante se harén también algunas conside-
raciones que dan lugar a interesantes modelos cualitativos que tlenen
una estructura matemitica mas simple.
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LA TECNICA DEL FIJADO DE VOLTAJE

Hodgkin y Huxley estudiaron cuantitativamente 1las propledades
eléctricas de la membrana utilizando una técnica muy ingeniosa que se
habia desarrollado recientemente. El método del fijado de voltaje
(voltage clamp) permite mantener constante la diferencia de potencial
entre el interior y el exterlor de la célula mediante un amplificador
con retroalimentacién. Utillzando esta técnica es posible medir la
‘corriente puramente iénica que atraviesa la membrana, es declr, supri-
me los efectos debidos a la capacidad Ca (que se manifiestan como un
transitorlo sumamente breve).

Se utilizan dos conductores, uno dentro del axén (Ci1) y otro por
fuera (Ce) rodeandolo. La corriente puede pasar de un conductor a otro
a través de la membrana (m). Esta corriente es medida y luego con-
trarrestada por el circuito de retroalimentacién para mantener fijo el
voltaje. Como la corriente capacitiva depende de 8v/3dt, al mantener v
constante ésta se hace cero, y lo que se detecta es precisamente la
corriente puramente ié6nlca. Esquemidticamente el circulto es algo asi

Co | e

Ci

L T

El resultado fueron curvas de corrlente contra tiempo para valores
dados del wvoltale (r1g.(1.4.1)). Dilchas curvas revelaron, para
v=Vr>120mv, una corriente 1iénica entrante, negativa, seguida de un
flujo contlinuo hacla afuera. Utllizande diferentes concentraclones de
sodlo y de potasio, asi como diferentes productos quimicos que blo-
queaban el paso de uno u otro lon, Hodgkin y Huxley propusieron y
comprobaron la existencia de corrlientes iénicas independientes para
sodio y potaslo. Este descubrimiento fue muy importante, pues en aquel
entonces no se habian identificado las proteinas tipo canal ni se co-
nocfan explicitamente los mecanlismos celulares responsables de los
cambios de permeabllidad en la membrana.

El fljado de voltaje tamblén les permitld trazar las curvas de
conductancia contra tiempo a voltaje constante (rig.(1.4.2)). Esto 1lo
hicleron para el sodio y para el potaslio independientemente. Conocer
la forma en que variaban las conductanclas también fue clave para el
modelo propuesto.
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l“ 10% Na
Int 0

(mA/em?)
1 100% Na

0 1 2 3 4 5
Time (ms)

FIGURA 1.4.1 m Separaclén de la corriente 1énica total. El axén en
agua de mar (100% Na') muestra corrientes entrantes y sallentes. E1l
axén-en una soluclén con 10% de sodio muestra tnlcamente la corriente
saliente (de potasio). La diferencia algebralica de éstas dos produce
la corriente transitoria, entrante, de sodio.

sodium conductance potassium conductance
v
rt\)g Immmhu,’cm‘

o -]

| IO | llIlJll!';l

t (ms)
FIGURA 1.4.2 m Camblos temporales en las conductancias al sodio y al
potasio asocladas a diferentes depolarizaclones flJas (numeros adjun-
tos a las curvas) a 6°C. Los circulos son datos experimentales, mien-
tras que las curvas resultan del modelo de Hodgkin y Huxley.
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LA CONCEPCICN DEL MODELO

El punto central de la descripcién cuantitativa del potencial de
acclién radicaba en la corriente 1énica. Tal como en (1.3.17), la co-
rriente a través de la membrana tiene una componente capacitiva y una
componente resistiva. Esta segunda tenia que ser modelada, no a través
de una constante (Rm) como en el caso pasivo, sino mediante un proceso
dinamico.

En esta seccidn se denotara por v la diferencia de potencial entre
el interior y el exterior del axén, tal como en (1.3.18), con el
voltaje de reposo Vr igual a cero. Ademds se consideraran cantidades por
unidad de area, tanto en el caso de las corrientes como en el de la
capacidad (C) y las conductancias (gj). Entonces, si a través de la
membrana se aplica una corrlente por unidad de area lap, ésta forzosa-
mente debe ser lgual a la densidad total de corrlente y, por conserva-
clén de carga, debe cumplirse que

(1.4.1) I =1 +1
ap c fon

I
ap

Cav/dt + 1
lon

donde se ha retomado (1.3.17), haclendo explicito el hecho de que 1la
corriente resistiva es una corrlente i6nica. Como la variable propla
del potencial de acclén es v, se reescribe

(1.4.2) C av/dt = -1 + 1
fon ap

Dada la evidencia de que las corrlientes de sodlo y de potasio eran
independientes, Hodgkin y Huxley dividieron Iion en tres partes, una
debida al sodlo, otra al potasio y una tercera componente, menos im-—
portante, que de alguna forma tomaba en cuenta el efecto colectivo de
los lones restantes. Esta ultima se denomina leakeage current, algo
asi como corriente de escape o de filtrado. Entonces resulta que

I =1 +IK+I

ton Na L

El sigulente paso fue modelar la forma en la que camblaba cada una
de las componentes de lion. Si la relacién entre corriente y voltaje
hublese sido lineal (éhmica), para la especie J se habria tenido

(1.4.3) IJ = (1/RJ)(V—VJ) = gJ(v—V’)

con gj constante y donde v-Vj es la diferencia entre el voltaje a
través de la membrana y el voltaje al cual el ion J estid en equili-
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brio. Ya se ha menclonado el voltaje V), estd dado Justamente por 1la
ecuaciéon de Nernst, (1.3.11). Segun (1.4.3), cuando v=V) el lon tipo
J no es impulsado a atravesar la membrana.

Como la corriente Ij no camblia linealmente con v, se conslderaron
las conductancias (por unidad de area) gj como funciones de v, mante-
niendo la forma (1.4.3) para las corrientes. En total se tiene que
(1.4,4) llnn = gNA(V-V“a) + g‘(v—VK) + gL(v—VL)

En soluciones fislolégicas comunes VRa=11Smv y Vka&-12mv (con Vr=0); gL
y VL se tomaron como pardmetros constantes.

LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Interesados en modelar los camblos de permeabilidad de la membrana,
Hodgkin y Huxley conclbieron la existencia de poros, constituldos a su
vez por ciertas particulas hipotéticas. Para dar cuenta de la conduc-
tancia del potasio, imaginaron que una via de salida se formaba cuando
4 particulas hipotéticas cargadas se movian hacla clerta regién de la
membrana bajo la influencia del campo eléctrico. Si n es la probablli-
dad de que una particula esté en el sitlo correcto, entonces n es la
probabllidad de que cuatro particulas estén en ese mlsmo lugar y, por
lo tanto, de que se haya ablerto un poro. Entonces gk puede expresarse
como

(1.4.5) g, = Gln

donde Gk es la conductancla méAxima al potasio, y el factor nt puede
pensarse como la densidad de poros ablertos. El valor de n queda defi-
nido por lo que se conoce como cinétlca de primer orden, la cual co-
rresponde a una ecuacién diferencial del tipo (1.4.6).

lLa apertura de los poros imaginarios también puede interpretarse
asi: una compuerta est& constitulda por 4 particulas, y las 4 tienen
que estar ’ablertas’ simultaneamente para que ésta permita el paso de
potasio. Cada particula hipotética tiene s6lo dos estados posibles,
ablerto y cerrado. S1 n es la fracclén total de particulas ablertas,
entonces n coinclde con la probabilidad de tomar una particula cual-
qulera y encontrarla ablerta. Asimlsmo, n” es la probabilidad de que 4
particulas estén ablertas simultaneamente. Si las particulas ‘cerra-
das’ tlenen una probabilidad de translcién al estado ablerto an, y las
'ablertas’ una probabilidad de cerrarse Bn, entonces se tlene que n
cambla segin

(1.4.6) dn/dt = « (1-n) - 8n
n n
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Para probabllidades de transiclén an y Bn constantes las soluciones
de (1.4.6) son exponenclales, donde n alcanza un estado de equilibrio
nw. Hodgkin y Huxley supusieron que dichas razones de transicién de-
pendian de v y posiblemente de la temperatura y de la concentraclén de
otras substanclas como el calclo. Las ecuaclones (1.4.8) y (1.4.6)
eran facilmente corroborables contra las curvas de conductancia obte-
nidas medlante el fijado de voltaje, de hecho, tomaron n con exponente
4 para que el ajuste fuera cuantitativamente mas preclso. También,. a
partir de los datos experimentales, hicleron el ajuste de an y Bn como
funclones de v; encontraron que, conforme el voltaje en el interlor de
la fibra se hacia mas positivo, Bn decrecia mientras que an se incre-
mentaba, es declr, a mayor veoltaje mayor salida de potasio.

En el caso del sodio se supuso que tres eventos de probabllidad m
abrian el canal, mientras que un evento de probabilidad (1-h) lo blo-
queaba. Nuevamente, no se especificé la naturaleza de tales eventos.
El paso de sodio se concebia controlado por la presencia de tres
particulas que abrian un poro en algin sitio de la membrana y otra mas
que lo cerraba. La probabilidad de que un canal de sodlo estuviera
ablerto resultaba, por lo tanto, m'h , con lo cual

. 3
(1.4.7) g, = Ghm h
donde GNa es la conductancia maxima al sodlo. La dinamica de las
particulas m y h se modelé andlogamente a la de n

(1.4.8) dm/dt = « (1-m) - B m
m m

(1.4.9) dh/dt ah(l-h) - th

El efecto de elevar el voltaje en el interlior del axén era aumentar am
y Bh y disminuir ah y Bm. Los exponentes de m y de n fueron el resul-
tado de una revisién muy conclenzuda de los datos experimentales. Esto
contrastard marcadamente con las caracteristicas minlmas que se discu-
tirdn mds adelante para reproduclr, dnlcamente de forma cualitatlva,
las propledades dinamlicas de la excitaclén eléctrica.

EL PANORAMA COMPLETO

Las varlables m, n y h van de cero a uno y sus ecuaciones diferen-
cliales pueden plantearse en términos de a's y B's, o blen, en términos
de sus valores en el estado estacionario, mw, n® y hwo, y de las cons-

tantes de tlempo Ta, Tn y Th. La relacién entre ellas es

1.4. =1/
(1.4.10) T (aJ + BJ)
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(1.4.11) Jm = ocj 1:]

(1.4.12) djsdt = [JM-J]/tJ

para cada una de las varlables (1e. j=n,m,h). Las

curvas de meo, nw y he contra v se muestran en la rig.(1.4.3). Analizéndolas
Junto con

la ecuacién (1.4.4), es posible reconstrulr la evoluclién del potencial
de accién: Inlclalmente v=0, gia y gk es son ambas bajas, pero gk es
mucho mayor que gNa. Un estimulo externo (o bien la onda de depolari-
zaclén que se acerca) incrementa a v por encima del umbral, y se actl-
va m, que responde muy rapldo. Como h=l iniclalmente, se produce un
flujo de sodio hacla adentro de la célula, el cual es impulsado por la
gran diferenclia entre v y VHa; v se Incrementa ain mAs. Poco después,
el alza en v empleza a provocar una corrlente saliente de potaslo; las
n's se activan y el término v-Vk es el que ahora es grande. A su vez,
h se se hace muy pequefia y cesa la corriente de sodio. La salida de
potasio hace que v se dirija a Vk, y que la célula se hiperpolarice.
Esta repolarizaclén clerra lentamente los canales de potasio, y la
membrana regresa poco a poco al estado de reposo, dando lugar al pe-
riodo refractario.

A myn se les conoce como variables de activacién, se abren (tien-
den a 1) cuando crece v por arriba del umbral, mientras que la h es
una varlable de desactivaclén, se clerra (tiende a 0) cuando crece
Vo vVu,

Mo tm ra 1y Na

n

FIGURA 1.4.3 m Curvas para los valores en el estado estaclonarlio y
para las constantes de tlempo de m, n y h.
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La evolucién del potencial de accién, para un punto fijo de la
membrana, queda determinada por

(1.4.13) I, .= Gyhm (v VNA) + Gyn (v VK) + GL(v VL)

(1.4.18) Cquat =-1  +1

lon ap

Junto con las ecuaclones diferenciales para n, m y h. En el apéndice A
se encuentra el sistema completo, con los valores de las constantes;
con esa informacién se pueden llevar a cabo simulaciones numéricas.

En el articulo original de 1952 Hodgkin y Huxley integraron el sis-
tema de ecuaciones diferencliales utilizando métodos numéricos. Encon-
traron una buena concordancia con los experimentos para un gran numero
de fenémenos, entre ellos: (1) la forma, amplitud y velocidad del po-
tencial de accién para dos temperaturas diferentes, (2) el curso tem-
poral de las conductanclas y sus amplitudes, (3) los flujos netos de
iones de sodio y potaslio durante un impulso y (4) el tiempo refracta-
rio absocluto (del orden de 10 milisegundos). Ademis, para casos en que
Iap=constante, Cole mostré que, para valores por encima de clerto
minimo, la membrana teérica producia trenes de potenciales de accién
similares a los encontrados experimentalmente,.

Para calcular la forma y velocidad del impulso nervioso durante la
propagacién utilizaron la relacién (1.3.16) que, en términos de la
resistividad p del axoplasma y del radio a de la flbra nerviosa, es

(1.4.15) I = (as2p) 8vsax®

Con esta ecuaclén, y con el modelo que se desarrolldé para los cambios
en la permeabilidad, es posible encontrar de inmediato el equlvalente
a la ecuaclén del cable pero para la respuesta activa.

El problema de la propagacién es complicado, aun en condliciones
pasivas, donde la resistencla de la membrana se consldera constante.
Sin embargo no es dificil probar la exlstencia de soluclones de tipo
particular. Por ejemplo, se pueden encontrar ondas viajeras, esto es,
solucliones que se propagan con una velocidad constante 8. En ese caso,
la distancia x a lo largo del nervio puede ser reemplazada por 6t, con
lo cual (1.4.15) se convierte en

(1.4,16) In = (a/2pez) 8%v/at?

Esta relacién da la densidad total de corriente que atraviesa la mem-
brana, y substltuyéndola por Iap en (1.4.2) se obtlene
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(1.4.17)

2, 2 2 _ 3, 4, _
(ar2p6°)d"v/dt” = C dvsdt + G, hm (v VNa) +Gn (v Vk) + GL(v VL)

En esta ecuacidén 6 es constante, pero se desconoce al 1nicio del
cdlculo. La técnica es proponer un valor para 8 e integrar para obte-
ner una solucién. Segun sl 6 es mayor o menor que el valor correcto, v
tiende a +» o -w. Esto permite ir haciendo ajustes hasta encontrar la
velocidad natural de propagacién. Hoy en dia es bastante sencillo y
rdpido hacer el célculo de 8 en una computadora. En los afios clincuen-
tas esto le tomé a Huxley unas tres semanas de trabajo, utilizando una
calculadora mecidnlca de manlivela.

Si blien el modelo de Hodgkin y Huxley tlene limitaclones,se ha con-
solidado como un paradigma en el estudie de 1los fenémenos
neuroeléctricos. Su incuestionable utllidad, aunado al rapido desarro-
llo de las computadoras, ha contribuldo decisivamente al actual auge
de la modelaclén matemdtica en neurocliencilas.

1.5 DOS MODELOS CUALITATIVOS

En esta seccién se discutirén modelos que no persiguen reproducir
datos de manera muy preclsa, sino simular cualitativamente la dinamica
de las células excitables. Se podrad apreclar cdémo cada modelo ocupa un
nivel distinto de abstracclén, diferente también al de Hodgkin y
Huxley. Cada nlvel tlene sus cualldades: los modelos detallados con-
tienen variables facllmente identificables fisicamente pero suelen ser
muy complicados, mientras que los modelos de pocas ecuaclones y con
pocos parametros son mas susceptibles de ser analizados
matemdticamente, pero también mas dificlles de Interpretar en términos
experimentales.

Estos dos modelos se asemejan cualitativamente al de Hodgkin y
Huxley (HH), en tanto que reproducen el potenclal de accilén, el com-
portamiento todo © nada y el estado de reposo, entre otras
caracteristicas. El estudio detallado de su dinamlca se pospone para
el sigulente capitulo, en el cual se traducird la fenomenologia discu-
tida a un lenguaje formal que 1la describe matematlcamente. Aqui
unicamente se comentaran las motlvaciones blofisicas que los produ-
Jeron.

EL MODELO DE MORRIS-LECAR

Inspirados en el trabajo de Hodgkin y Huxley, en 1981 Morris y
Lecar formularon un modelo (modelo ML) para estudiar la actividad
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eléctrica en las fibras musculares del percebe. Las ecuaclones tienen
la forma sigulente

(1.5.1) C dv/dt = -1 + 1

ton ap

(1.5.2) dw/dt = ¢ [wm(V) - "'V"u(‘”

es decir, el mismo planteamiento general que en el caso del modelo HH
pero con una sola ecuacién diferencial tlpo compuerta. La corriente
iénica estd compuesta de la sigulente manera

1.5.3) I“m = mw(V)GCa(v-vCa) + W Gx(v-—v‘) + GL(v—vL)

La interpretaclién de esta ecuaclén es la sigulente: se conciben
tres canales, uno de calclo, otro de potasio y uno mads de naturaleza
inespecifica (corriente de escapel. La wvariable w determina la
fracclén de canales de potasio que estan ablertos; baslcamente es
igual que la n del HH pero con exponente uno. Los canales de calclo
responden a los camblos en el voliaje tan rapidamente que m se trans-
forma Instantineamente en mw. EsS como en (1.4.12) pero con una cons-
tante de tiempo tan pequefia que los camblos en la compuerta son
practicamente inmedlatos. Ademads no hay ninguna variable de inactiva-
clén; las corrientes de calclo (entrante) y de potasio {salliente) com-
piten y determinan la evolucién del voltaje. El Parametro ¢ también
tiene que ver con la temperatura, como en el modelo HH.

Las ecuaclones (1.5.1)-{1.5.3) dan lugar a un sistema dinamicamente
muy rico que a todas luces retiene la fisonomia blofisica del modelo
HH, Sin embargo el andlisis del modelo ML es mucho mas simple, por el
hecho de que tlene dimensién dos. Tratdndose de sistemas no lineales
el camblo de dimenslén dos a dimensién mayor viene acompafiado de una
tremenda disminucién en la capacidad de predecir los posibles compor-
tamientos del sistema. El ML es un sistema minimo, del tipo del de HH,
que conserva una interpretaclién clara de sus parametros en términos
blofislcos.

Las ecuaclones completas para el ML se encuentran en el Apéndice B.
En capitulos subsecuentes se menclonarén algunos otros aspectos inte-
resantes del modelo.

EL MODELO DE FI1TZHUGH-NAGUMO

Intentando construir wun modelo minimo que reflejara las
caracteristicas baslcas del impulso nervioso, Richard FitzHugh formulé
en 1968 un sistema de sd6lo dos ecuaclones diferenciales que ha resul-
tado muy Gtil. Con variables adimensionales, el modelo suele escri-
birse asi
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(1.5.4) av/ot = 8°v/3x° -~ Fiv) - w + 1,

(1.5.5) 8wt = b (v - yw)

donde F(v) debe tener lo que se conoce como 'forma de N'; suele utili-
Zarse un polinomio cibico

(1.5.6) Ftv) = v(v-1)(v=-a)

Aunque FitzHugh originalmente derivdé su modelo a partir del oscila-
dor de Van der Pol, es posible motivar el planteamlento de sus ecua-
ciones partiendo del modelo HH. La idea de la siguiente derivacién
proviene origlnalmente de J.Rilnzel, sin embargo, ha sido substancial-
mente reformulada y ampliada para este trabajo.

La clave es distingulr dos variables répldas, v y m, y dos varia-
bles mas lentas, h y n. Es decir, se observa que cambios proporclona-
les en los procesos de v y m son mucho m&s répidos (uno o mas érdenes
de magnitud) que los camblios correspondientes en h y n (las constantes
de tiempo Tn Yy Th son mucho mayores que Tm). En el caso extremo cabria
la posibllidad de dividir la corriente iénica en dos componentes, una
raplda denotada f, y otra lenta representada por w. La f actua de in-
mediato, asi que la relacién entre la corriente f y el voltaje debe
ser instanténea: f=f(v). Por lo tanto, es razonable proponer

1.5.7) I (t;v) = £(v) + wit;v)
fon

Como w actua lentamente, es léglco suponer gque satisface una ecuacién
diferencial de la forma clasica para las variables lentas

(1.5.8) dw/at = [w (v - wil/T
o o

donde tw es una constante que da la escala de tlempo tipica para h o n
(unos 10ms). las ecuaciones (1.5.7) y (1.5.8) son la propuesta para un
modelo cualitativo bldimensional; las incdgnitas son f(v) y ww(v).

Ahora hay que llevar el HH al caso extremo, en el que Iton sblo
responde a las componentes limite. Por un lado, interesa la corrliente
que aparece inmedlatamente después de un estimulo

(1.5.9) Il(v) = %355 1 a (t;v)

1o

Para hallar esta corriente inmedlata, se amplifican las diferenclas
entre los tliempos de respuesta de las varlables: se toman los limites
Tm—0, Th— Yy Tn—®, ya que las T's caracterizan la velocidad de
cambio de n, m y h (ecuaciones (1.4.12)). Esto hace que m responda de
inmediato al voltaje, m=mw(v), y que n y h no puedan camblar en abso-



CAPITULO 1. MODELOS DE LA ACTIVIDAD NEUROELECTRICA 30
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FIGURA 1.5.1 ® Grafica de la corriente instantanea f(v)=I1(v) contra
el voltaje para el modelo HH. Se llevaron a cabo las substitucliones
dliscutidas en el texto que dan lugar a la ecuaclén (1.5.13). Nétese la
forma de N de la curva.

Hine

-80 v 1320

FIGURA 1.5.2 m Gréafica de ww(v) contra voltaje; ww(v) es la diferen-
cla entre la corriente en el estado estaclonario lee{v) y la corriente
instantanea Ii(v), segin la ecuaclén (1.5.14).
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luto, h=hw{0) y n=nw(0). Se hacen tales substituclones en la ecuacién
(1.4.13) para Ilon y se obtlene Ii. Sl se aplica un estimulo en t=0,
I1 aproxima la corrliente iénica resultante durante un clerto At (pe-
quefio).

Asimismo, para tlempos largos ilnteresa conocer la corrlente en el
estado estaclonario

(1.5.10) IBe (v) = éim 1 . (t;v)

1o

que se obtlene cuando t tiende a infinito. En este caso ya no importan
las diferenclas entre las constantes de tlempo, ya que todas las va-
rlables han tenido tiempo suficiente para cambiar: se toma m=mwiv),
=hw{v) y n=nw(v). Nuevamente se hacen las substituclones en (1.4.13);
Ieo da la aproximacién a la corriente iénica bastante tlempo después
de que ocurrié el estimulo.

Ahora hay que asegurarse de que el modelo propuesto reproduzca las
corrientes aproximadas, es decir, (1.5.7) y (1.5.8) deben producir It
e les cuando se toman los limites corespondientes

1) = Lm (£(v) + wit;v))
1, v = lim (f(v) + wit;v))
Es declir, el modelo reduclido debe cumplir que
(1.5.11) Lv) = fv) +w (0]
1.5.12) I“(v) = f{v) + "m(")

Ademds se impone una condicidén adiclional al sistema: que las con-
tribuciones de ambas componentes en (1.5.7) sean cero en el estado de
reposo (v=0)}. Esto significa que ww({0) debe ser igual a cero (y que
£(0)=0), asi que, de que (1.5.11) y (1.5.12), se desprende que

(1.5.13) f{v) = I‘(v)
(1.5.14) wm(v) = I“(v) - I‘(v)

Graflcando Iien después de tomar los limltes correspondientes es
facll observar que Ii tiene forma de N. Por otro lado, ww no es preci-
samente una recta, sin embargo, suele tomarse wa proporcional a v como
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Tunnet L
gode

FIGURA 1.5.3 s Dlagrama del circulito construido por Nagumo, Yoshlizawa
y Arimoto que obedece las mismas ecuaciones del modelo FHN. El elemen-
to no lineal es un diodo tunel.

una aproximacién mis, convirtiendo (1.5.8) en (1.5.5) En el Capitulo 4
se comentara la limitacién de esta simplificacién adiclonal. Tomando
en cuenta todo lo anterlor, «.5.7) da lugar a (1.5.4) con una F(v)
que representa la relacién inmediata entre corriente y voltaje; el
pardmetro a es el umbral de esta corrlente. La variable w representa
la corriente tardia (lenta) que regresa el potencial a su estado
normal.

A partir de este modelo FitzHugh logré interpretar el potencial de
acclén, el periodo refractario, el estado de reposo y otras
caracteristicas que son facilmente identificables en términos de la
geometria del espaclo de fases (w vs. v). El sistema (1.5.4)-(1.5.6)
suele cltarse en diversos contextos como el representante genérico de
la excliltabilidad. Se conoce como el modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN)
porque éste uUltimo construyé y estudlé un circuito electrénico que
obedece el mismo sistema de ecuaclones.

La obtenclén de las ecuaclones (1.5.13) y (1.5.18) que se hlzo en
esta seccién serd de gran importancia para la discusién del Capitulo
4. En él1 se retomaran dichas ecuaclones y se podra apreciar la gran
riqueza dinamica que contienen.

1.6 BIBLIOGRAFIA Y REFERENCIAS

Secclones 1.1 y 1.2

Abundan las referencias -en las que se 1lncluye el materlal aqui
expuesto. Los slgulentes articulos son claros y concisos:
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pp.28-35.

También [(1.4) contiene mucha informacién relaclionada.

Secciébn 1.3

La ecuacidén de Nernst es un tema estdndar en los textos de
Biofislca. Puede consultarse por ejemplo

1.41 Hille, B. 1984, IJonic Channels of Excltable Membranes
(Sunderland, Massachusetts: Sinauer Assoclates Inc.).

La ecuacién del cable es el tema de uno de los capitulos del
excelente libro sobre modelaclén neuronal editado por Koch y Segev.

[1.51 Koch, C. y Segev, 1., eds. 1989, Methods in Neuronal
. Modeling (Cambridge, Massachusetts: MIT Press),
capitulo 2 (por W. Rall).

Secclén 1.4

El modelo de Hodgkin y Huxley ha sido discutido ampliamente en la
literatura de las ultimas décadas. Las slgulentes referencias no sélo
son concisas, sino que, viniendo directamente de los protagonistas,
hacen transparente el tren de pensamiento que condujo a la exitosa
teoria de la actividad neuroeléctrica.

[1.61 Hodgkin, A.L. y Huxley, A.F. 1952, A Quantitative
Description of Membrane Current and its Application to
Conduction and Exclitation in Nerve, J. Physiol., 117,
500-544.

11.7) Hodgkin, A.L. 1958, The Croonlian Lecture: Ionic Movements
and Electrical Activity in Giant Nerve Flibers, Proc.
Roy. Soc. B, vol.148, plate 1.
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Mathematical Biology, vol.52, num.1/2, pp.5-23.

FitzHugh también hace comentarlos Iinteresantes sobre el modelo de
Hodgkin y Huxley en [1.11).

Seccién 1.5

[1.91 Koch, C. y Segev, I., eds. 1989, Methods In Neuronal
Modeling (Cambridge, Massachusetts: MIT Press),
capitulo 5 (por J. Rinzel y G.B. Ermentrout).

{1.10] Morris, C. and Lecar, H. julio 1981, Voltage Oscillations 1in
the Barnacle Glant Muscle Fiber, Biophys. J., vol.3S,
pp.193-213.

11.11} Schwan, H.P., ed. 1969, Blological Engineering, (New York:

McGraw-H111), capitulo 1 (por R. FitzHugh).



CAPITULO 2., TEORIA CUALITATIVA DE LOS SISTEMAS DINAMICOS NO LINEALES

2.0 INTRODUCCION

Este capitulo es la contraparte matemdtica del capitulo anterior,
dedicado al fendmeno neurceléctrico y a la manera de expllicarlo y re-—
presentarlo blofisicamente; aqui se estudlaran las propledades matema-
ticas de tal representaclén. El objetivo es presentar una revisién
compacta de los elementos necesarios para formular matemidticamente el
comportamiento neuroeléctrico y prever las posibilidades dinamicas de
la clase de ecuaclones diferenciales no lineales que modelan la excl-—
tabllidad. :

La dificultad en el estudlo de las ecuaciones diferencliales no 11-
neales es que cada caso es distinto; los resultados rara vez son gene-—
rales y las soluclones analiticas son practicamente inacceslbles. La
metodologia para tratar estas ecuaciones es de naturaleza cualitativa,
y est& basada en el uso de conceptos geométricos, de la teoria de per-
turbacliones, de la teoria de ecuaciones lineales (siempre que sea po-
sible), del estudio de casos especificos e, Iirremediablemente, de
métodos numéricos. Con la pretensién de que este trabajo sea autocon-
tenldo (en la medida de lo posible), a continuacién se expondran una
serie de conceptos y resultados que son imprescindibles para entender
y describir formalmente la dindmica de los modelos de la actlvidad
neuroeléctrica, en particular el modelo de réfagas que se discute en
el uUltimo capitulo.

2.1 FORMA ESTANDAR DEL SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Se tlenen n varlables de estado que representan clertas magnitudes
cuantificables de un sistema dindmico (que puede o no modelar determi-
nadas caracteristicas del mundo real), por ejemplo, voltaje y corrien-
te, o posiclén y velocldad. Se agrupan en un vector (columna) x con
entradas xj (J=1,2,...,n). Supdngase que la evoluclén en el tiempo de
este conjunto de varlables est& determinada por una funclién vectorlal
£, también con n entradas, mediante un sistema de ecuaclones diferen-
clales de primer orden de la forma
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(2.1.1) dx/dt = f(x,t)

con condiciones iniclales x(to)=xo.

Una ecuacidn diferencial de orden m generalmente puede transformar-
se en un sistema de m ecuaclones de primer orden mediante un camblo de
variables adecuado. Por ejemplo, la ecuacién del péndulo

2.1.2) d%rdt? + oPsen(s) =
es equlvalente al sistema
dyl/dt =y

2

(2.1.3) 2
dy,/dt = -w sen(yl)

introduciendo las nuevas variables yi1=8, y2=d6/dt.

El sistema (2.1.1) se denomina sistema no auténomo, porque £ depen-
de explicitamente de t. En caso de que f dependa Unicamente de x el
sistema es auténomo

(2.1.4) dx/dt = f(x)

Siempre puede escribirse (2.1.1) como un sistema auténomo de dimen-—
sién n+1, agregando una nueva variable xa+1 y la ecuacidn trivial adi-
cional

(2.1.5) dxnn/dt =1= fnﬁ(xl....,xml)

con condicién inicial =xn+1(to)=to. Asi que es posible restringir la
discuslién al caso auténomo sin pérdida alguna de generalidad; (2.1.4)
es la forma canénica del sistema de ecuaclones que goblerna el
comportamiento de un sistema dindmico de dimensién finita.

2,2 EXISTENCIA Y UNICIDAD

La finalidad de una teorfa de ecuaciones diferenciales seria encon-
trar las soluclones de (2.1.1) y entender su naturaleza, lo cual es
una tarea dificil para la mayoria de los sistemas de ecuacliones. Sin
embargo, sobre el problema previo de determinar los casos en que tal
soluclén existe si se cuenta con un resultado general, el teorema de
existencia y unicidad.

Consldérese la funcién f(x,t) con £:D c R R" y D un subcon-
Junto ablerto de R™'. Se dice que f£(x,t) es localmente de Lipschitz
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en (xo0, to) ¢« D si, para todo coﬁimto cerrado y acotado R que con-
tenga a (xo, to) y esté contenlido en D, existe un nimero LR tal que

Hf(xi.t) - f(xz,t)ﬂ S Ly ﬂxt - xzn

silempre que (x1,t)} y (x2, t) estén en R; Lr se conoce como la constan-
te de Lipschitz.

La condicién de Lipschlitz implica que f es continua en x, y de he-
cho suele decirse que "f es Lipschitz continua", refiriéndose a la
condicién anterlor., Es facil ver que si f es continuamente diferencia-
ble, entonces es Lipschitz continua. Aunque esta condicién es méas
fuerte que la de Lipschitz, conviene utilizarla porque es féaclilmente
verificable. El teorema de exlstencla y unicidad se enuncia a contl-
nuaclién:

Consldérese el problema de valores iniciales

dx/dt = f(x,t), x(to) = xo0
con (x, to) € D c R™,
tes condiclones:
a. f£f(x,t) es continua en D.
b. f(x,t) es Lipschitz continua en x (localmente).
Entonces el problema de valores inlclales tlene una Unica solucién.

La solucién del problema de valores iniciales se denota: x(t),
x(t,x0) o blen x(t;to,x0). Noétese el caracter local del teorema: se
garantiza la exlstencla una soluclén que estd definlda para t en una
vecindad de to. Aunque a veces es posible contlnuar la soluclén a
tlempos fuera de dicha vecindad, la extension no siempre se puede lle-
var a cabo.

Supéngase ademas que f(x,t) satisface las sigulen-

2.3 EL ESPACIO DE FASES DE LOS SISTEMAS AUTONOMOS

Por espaclio de fases se entiende aquel en el que evoluciona el vec-
tor de varlables de estado x. Precisando: si la ecuaclén diferencial
auténoma (2.1.4)

desdt = f(x)

ests definida para x € D ¢ R", entonces el conjunto D es el espaclo de
fases. El espacio en el que hablita la grafica de la solucién al pro-
blema de valores iniclales (2.1.1) es R x R" (el espaclo producto
entre el espacio de fases y el tlempo). El teorema de existencla y
unicidad implica que por cada punto de este espaclo pasa una unica
soluclén (6rbita) y, por lo tanto, que éstas no pueden cortarse.
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Los sistemas auténomos exhiben una propiedad interesante que permi-
te considerar unicamente a R" para visuallzar sus soluciones. Esta
propiedad se conoce como invarlancia ante traslaclones: Supéngase que
¢(t) es una soluclién de la ecuacién (2.1.4) en el dominio D < R",
entonces ¢(t-c) también es una solucién. (Basta transformar t—ow,
donde t=t-c, Aparte de substitulr t por T, el sistema (2.1.4) queda
exactamente igual, ya que es auténomo, asi que si ¢(t) es una soluclén
del sistema original, ¢(x) lo serd del sistema transformado.) Si ¢(t)
es solucién de

dx/dt = f£(x), x(0) = xo0
entonces el problema
dx/dt = £(x), x(c) = xo0

tiene por solucién a ¢(t-c). Esta segunda solucién surge por simple
traslacién en el tiempo. Por ejemplo, si sen(t) es solucién, también
lo serad cos(t), que corresponde a sen(t-n/2).

La grafica de 1la soluclién x(t) puede proyectarse sobre el espacio
de fases, Un punto en particular x1(t),xz2(t),...,xn(t) del espacio de
fases representa uno de los estados del sistema, que quedan parametri-
zados por el tlempo. Conforme t transcurre el sistema evolucliona y
dicho punto se mueve a través del espaclo de fases. La trayectoria del
punto se conoce como érblta, curva Integral o trayectoria del sistema.

Por ejemplo, la ecuacidn del oscilador arménico

(2.3.1) d%e/dt?® + v’ = 0
puede escribirse como un sistema de 2 ecuacliones de primer orden

dxx/dt =%,

(2.3.2)

= 2
dxz/dt = —wx,

Como se sabe, las soluciones son combinacliones lineales de sen(wt) ¥
cos{wt). Las graficas de las solucliones (xi1(t), x2(t)) en D =R x R
son curvas hellicoidales que se enredan alrededor del eje del tiempo.
Sus proyecclones sobre el plano xi, x2 (es decir, sobre el plano @,
de/dt) son ellpses. Esta es una de las caracteristicas importantes de
las érbltas en el espacio de fases: 1las trayectorias cerradas corres-
ponden a solucliones perliédicas.

La transformacién que 1lleva (z2.1.1) a la forma (2.1.4) adquiere
ahora un significado geométrico claro: £ en (2.1.1) puede verse como
un ’vector derivada’ que hablita en R" y que es tangente a la curva
solucién del sistema proyectada en el espacio de fases. Por lo tanto £
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define un campo vectorial que, en el caso de (2.1.1), varia en cada
momento. ya que depende de t, mlentras que para el sistema (2.1.4) es
constante en el tlempo.

2.4 PUNTOS. CRITICOS Y ATRACTORES

Existen clertas soluciones particulares al problema de valores inl-
clales ¢(2.1.4) que son muy Iimportantes din&micamente. Si el punto
a={a1,...,an) es un cero de f, es declr, si

(2.4.1) fl(a) = fz(a) = ... = fn(a) =0

entonces la funcién ¢(t}=a satisface el slstema de ecuaclones (2.1.4)
para todo tlempo. Dado que todas las derlivadas son cero, el sistema no
se puede mover de a, asi que se trata de una solucién constante, 1lla-
mada solucién de equllibrio. Todos los puntos que cumplen con esta
caracteristica se conocen como puntos criticos, puntos de equilibrio o
puntos singulares del sistema (2.1.4). Nétese que resolver las ecua-
clones (2.4.1) Implica encontrar los ceros de una funclén vectorial,
en general no llneal. Esto puede resultar una tarea computaclonalmente
complicada.

En dimensién 2, fi(x1,x2)=0 en general define una curva, y los pun-
tos de equilibrio no son otra cosa que las intersecciones de las cur-
vas dadas por f1=0 y f2=0. A tales curvas se les conoce como cerocli-
nas. Son importantes porque, sobre ellas, la direccién de las érbitas
es paralela a uno u otro eje: sobre la curva f1=0 las soluciones son
localmente vertlicales; andlogamente, cuando las orbitas atraviesan la
curva f2=0 las soluclones son localmente horizontales. Estas curvas
son elementos geométricos Ilmportantes para obtener el retrato de las
soluciones en el espaclo de fases. En dimensiones n>2 deflinen varieda-
des (hipersuperficies) que las o6rbitas sélo pueden cruzar en clertas
direcclones. Los puntos criticos siguen siendo los puntos generados
por las intersecclones entre las n varledades (ceroclinas).

Los puntos criticos poseen una caracteristica muy importante: pue-
den ser atractores. La intuiclén es la siguiente: cuando muchas érbi-
tas diferentes convergen a un punto del espacio de fases se habla de
atraccién hacla ese punto. Los atractores dan informacién sobre el
comportamiento asintdtico (posterior al periodo transitorlo) del sis-
tema. De manera mas precisa: un punto critico x=a de 1la ecuacién
(2.1.4) se llama atractor (positivo) sl existe una vecindad ©a < R"
de x=a tal que x{t=0) € Qa implica que x(t)-—a cuando t—=.

Es decir, condiciones iniciales cercanas al atractor caen en éste
conforme transcurre el tlempo. Cuando un punto critico a tiene esta
propiedad para t——-® se dice que a es un atractor negativo, o repul-
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sor. El concepto de cuenca de atracclién o dominio de atraccién también
es Util. Se refiere a la region del espacio de fases que contiene a
las 6rbitas que finalmente caen en a, es decir, se trata del conjunto
DA(a) = {x0 € R" | x{t;x0)—a cuando t— }. Cuando DA(a)=R" se dice
que el equllibrio a es un atractor global.

Aunque un punto es el atractor més simple, no todos los puntos cri-
ticos son atractores y, reciprocamente, pueden existir atractores que
no sean puntos, sino curvas o conjuntos de puntos mds complicados. Al
identificar los atractores de un sistema, queda caracterizada cualita-
tivamente una buena parte de su dinamica. Sin embargo, para determinar
sl un punto critico es atractor o no, hay que efectuar clertos calcu-
los adiclonales, que se discutiran mis adelante.

2.5 EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD

Hasta el momento se han considerado las soluciones de equilibrio de
un sistema de ecuaciones. Dichas soluclones 'especiales’ estan definl-
das para todo tiempo. El concepto de estabillidad, que esti fuertemente
ligado al de atraccién, surge al preguntar sl las solucliones que en to
comienzan en una vecindad de dichas soluclones especlales permanecerin
en tal vecindad para t>to. Esta pregunta y la definicién misma de es-
tablilidad involucran gran cantidad de aspectos sutiles y dificiles de
preclsar. En esta y las sigulentes 3 secclones se esbozaran algunas de
las ldeas mis importantes de la teoria de estabilidad.

UN EJEMPLO MECANICO

La idea de establilidad de un punto de equilibrio en un sistema
mecénico es una ldea bastante intuitiva. Es blien sabido que los esta-
dos de equllibrio 'estable’ de un sistema en el cual la energia se
conserva (sistema conservativo) corresponden necesariamente a los
minimos de la funclén de energia potenclal. Esto fue descublerto pri-
mero por Lagrange y mas tarde demostrado por Dirichlet (1788). Estos
trabajos inspiraron al ingeniero ruso A.M. Liapounov a desarrollar, a
finales del siglo pasado, una teoria general de la establilidad.

Es natural ilustrar el concepto de equillbrio mecdnlco imaginando
el movimiento de una particula que se desliza sobre una curva bajo la
acclién de la gravedad y sin friccién. En la fig.(2.5.1) se puede apre-
clar que 1los puntos de equilibrico son aquellos en los cuales
(dy/dx)=0, la tangente es horizontal. S1 la particula se sitta en al-
guno de esos puntos con velocldad cero, se mantendra ahi para todo
tiempo. Como el contorno de 1la curva tlene la misma forma que la
grafica de la funcién de energia potencial u(x), los minimos relativos
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FIGURA 2.5.1 m La estabilidad alrededor de diferentes puntos de equi-
librio en un sistema mecénico simple: una pelota que se desliza por
una curva.
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FIGURA 2.5.2 m Espaclo de fases correspondiente a la energia poten-—
cial en un sistema de un sélo grado de libertad.
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de u(x) corresponden a puntos de equilibrio estable. Los otros puntos
con tangentes horizontales (maximos) también son equilibrios, pero
cualquier desviacién, en posicidén o velocidad, hace que la particula
se aleje de ellos; tales equllibrios pueden calificarse como lnesta-
bles.

De manera m&s general, los sistemas conservativos unidimensionales
siguen ecuacliones de movimiento del tipo (segunda ley de Newton)

(2.5.1) m (d%x/dt?) = F(x)

Se pueden reescribir como sistemas de dos ecuaclones de primer
orden

dx/dt

]

v
(2.5.2)
dv/dt = F{x)/m

que tlenen por espaclo de fases al plano x,v de veloclidad contra posi-
cién. Si exlste una energia potencial u(x) tal que -Vu(x)=F(x), cono-
ciendo u(x) es facil trazar cualitativamente el plano de fases
(la fig.(2.5.2) proporciona un ejemplo).

2.6 LA DEFINICION DE LIAPOUNOV

Se considera una solucién de (2.1.1), x(t;to,a); esta es la
solucién que en to comlenza en a, x(to;to,a)=a. La definicién de esta-
bilidad en el sentido de Liapounov conclierne a las soluclones del tipo
x{t;to,x0), que comlenzan cerca de a x(t;to,a). La establlidad estéa
determinada por la forma en que cambla la distancia entre ambas;
|x(t;to,x0) - x(t;to,a)|, con el transcurso del tiempo. Esto es: La
soluclén x(t;to,a) es estable si para todo >0 (arbitrariamente
pequefio} exliste una 8(e)>0 tal que

|xo - af < &(e)
implica que
[x(t;to,x0) - x(t;to,al] < ¢, Vtezto
Por lo tanto, x(t;to,xo0) debe permanecer dentro de un tubo delgado
alrededor de x(t;to,a) para todo tiempo (rig.(2.6.13). Es claro enton-
ces que, en este sentido, establlidad significa estabilidad respecto a

perturbaciones a las condiciones inlcliales. Si una solucién no es es-
table se dice que es inestable.
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Lo mas comin es que se investigue la estabilidad de las soluclones
de equlilibrio. Esto se debe a que, mediante el cambio de variable
y=¢(t)-x, el estudio de la estabilidad de una solucién cualquiera ¢(t)
de (2.1.1) se puede reducir a estudliar la establlidad de la ecuacién
y=0 del sistema

dy/dt = Fly, t)
donde

Fly, t) = £(3(t), t) - £(¢(t)-y, t)

x(xq,0i1)

x(a,051)

FIGURA 2.6.1 s Definlcién de estabilidad de una solucién en el senti-
do de Liapounov.

Por ejemplo, es facll ver que la solucién de equilibrio (0,0) del
osclilador arménico (2.3.2) y del péndulo (2.1.3) es estable en el sen-
tido de Liapounov, dado que las soluclones perlédlcas cercanas estan
acotadas en funcién de la amplitud del desplazamiento. En el caso del
péndulo, esta propiedad no es vAdlida para las soluciones alrededor del
equilibrio (#n,0): casi todas las condiclones inicliales, por mas cer-
ca que se tomen del equilibrio, se alejan de ahi; son solucliones ines-
tables.
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2.7 ESTABILIDAD ASINTOTICA Y ATRACCION

En el caso del péndulo o del oscilador arménico, al considerar la
fricclén, el origen no sdlo es estable sino que atrae a las érbitas
cercanas conforme transcurre el tiempo. Lo mismo sucede, alrededor del
minimo local, para la particula que se desliza por el contorno de una
curva al agregar fricclén. Estos son ejemplos de un tipo mas fuerte de
estabilidad: La solucién x(t;to,a) es asintéticamente estable si es
estable y ademds existe h(to)>0 tal que

[xo - a] < h(to)
implica que
1im  |x(t;to,x0) - x(t;to,a)| =0
t—x
Esto significa que un punto critico es asintdéticamente estable si
es estable y ademas es atractor. Pareclera que, reciprocamente, un
atractor debiera ser asintéticamente estable, sin embargo la atraccién

no necesariamente implica establidad, Esto puede 1ilustrarse con el
ejemplo

FIGURA 2.7.1 w Espaclo de fases del sistema (2.7.1). Ninguno de .los
dos puntos de equilibrio es estable, a pesar de que uno de ellos es un
atractor,
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dr/dt = r(i-r)
(2.7.1) 2
de/dt = sen”(6/2)

cuyo espaclo de fases se muestra en la frig.(2.7.1). Existen dos puntos
criticos, (r,8)=(0,0) y (1,0). El punto (1,0) es atractor, ya que es
el limite a2l que tienden las érbitas que comlenzan fuera del (0,0).
Sin embargo ambos puntos son inestables. Para cada vecindad del (1,0)
se pueden hallar soluciones que se alejlen de él, aunque sea s6lo tem-—
poralmente.

2.8 TEORIA LOCAL DE LOS SISTEMAS NO LINEALES

El comportamlento de los sistemas din&mlicos queda codificado de
manera sintétlica por su retrato de fases: se grafica un corte del
espaclo de fases que contenga algunas 6rbltas representativas del es-
pectro dindmico del sistema. Locallzar los puntos de equilibrio, asi
como la estructura geométrica de las érbitas vecinas a ellos, es cru-
clal para construlr los retratos de fases. Para esto la lineallizaclén
es muy Gtil.

El método se basa en el hecho de que los sistemas lineales pueden
resolverse explicltamente, de manera que es facll determlnar tanto sus
atractores como la estabilidad de sus soluclones. La idea es aproximar
el sistema no lineal (2.1.4) por uno mas simple, el lineal. Esto per-
mite predecir el comportamiento cualitativo del slistema no lineal al-
rededor de los puntos de equilibrio, sin tener que calcular sus solu-
clones.

LINEALIZACION

Suponlendo que f(x) tlene un desarrollo en serlie de Taylor alrede-
dor de x=a, y que es posible dividirlo en la parte lineal mas los
términos de orden superlior, lineallzar significa despreclar esos
términos de orden superior, En el caso de (2.1.4), para una vecindad
del punto x=a se escribe

(2.8.1) dx/dt = f(a) + (Bf/ax)a(x - a) + términos superlores

La linealizacién suele hacerse unicamente alrededor de puntos de equi-
1ibrio, en los cuales f(x) se anula. Asi que el sistema que se anali-
zaréa es
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(2.8.2) dx/dt = (af/ax)a(x - a)

Que es un sistema lineal con coeficlentes constantes., Para simplificar
la notaclidén se traslada el punto critico al origen del espacio de fa-
ses; medliante y=x-a se obtliene

(2.8.3) dy/dt = (af/ay)ay

También se abrevia la matriz de derivadas (de nxn) como

(2.8.4) (EJf/Eiy)a = A

(2.8.5) A, = of /oy |

asi que el sistema llneal que aproxima a (2.1.4) alrededor del punto
critico x=a es de la forma

(2.8.6) dy/dt = Ay
S1 la matriz A es no singular (det(A)=#0), la substituclén
(2.8.7) y=2ze
en (2.8.6) da lugar a la ecuaclén caracteristica
(2.8.8) det(ad - A1) =0

que debe satisfacer A para que, efectivamente, (2.8.7) sea soluclén de
(2.8.6). Esta ecuacién produce un polinomlo de grado n en A, cuyos
ceros son los elgenvalores de la matriz A. La solucién general es una
combinacién lineal de las soluclones para cada elgenvalor Ai.

Por otro lado, es un resultado conocido del Algebra lineal que, si
A tiene elgenvalores distintos, entonces el camblo de coordenadas a
una base de elgenvectores diagonalliza la matriz. Es decir, el sistema

(2.8.9) dz/dt = T'aT 2

con T y T las matrices de camblo de cooredenadas, resulta ser un
sistema de n ecuaclones que pueden resolverse por separado. La trans-
formacién desacopla el sistema original, ya que se obtlene la soluclién
(2.8.10) z =c e(;\\t)

(1=1,...n) donde At,...,An son los elgenvalores de A y las ct son
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constantes que dependen de las condiciones linliciales. En el caso gene-
ral A no siempre se puede diagonallzar, pero T AT se puede poner en
una forma (la forma canénica de Jordan) que simplifica al maximo la
integracién del sistema (2.8.9). Aun cuando si haya elgenvalores repe-
tidos, la transformacién lineal produce una simplificacién considera-
ble.

Nétese que lo anterjor es véalido para un sistema de dimensién n
arbitraria (finita). Los n eligenvalores son la clave del comportamien-
to del sistema lineal. Se dice que a es un punto de equilibrioc hiper-
bélico cuando las partes reales de todos los elgenvalores son diferen-
tes de cero.

EL SISTEMA LINEAL DE DIMENSION DOS

Cuando la matriz A de (2.8.6) es de 2x2, las soluciones del sistema
tienen sélo unos cuantos comportamientos posibles. Estos se discutirén
brevemente, suponiendo que el cambio de coordenadas y=Tz ha sido lle-
vado a cabo, Cuando A1#A2 (reales o complejos) T~ ‘AT tiene la forma

A1 O
- 0 Az
y la soluclién general de la ecuaciédn (2.8.9) es
_ (A t)
21(” =c e’
(2.8.11)
_ (A t)
.zz(t) =c,e "2

con constantes arblitrarias ci1 y ca2. La dinadmica del sistema varia
segin los valores de las A’s; se tlenen los sigulentes casos
(ri1g.(2.8.1)):

a. El ncdo
Los elgenvalores son reales y del mismo signo; esto da soluclones
reales. Si ademds Ai#A2, eliminando t de (2.8.11) se obtlene que

7\/7«
lz,] = clz,|™

y entonces las érbitas en el espaclo de fases estén relacionadas con
pardbolas. Cuando A1,A2<0 entonces el (0,0) es un atractor: de
(2.8.11) puede verse que todas las soluclones tlenden al origen con-
forme t crece. Tamblén puede probarse que es un punto de equilibrilo
asintéticamente estable. Si A1,A2>0 el origen es un repulsor; todas
las solucliones tlenden a infinito cuando t crece. En ambos casos el
(0,0) se conoce como nodo.
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FIGURA 2.8.1 m Trayectorias en el espaclo de fases para el sistema
auténomo lineal de dimensién 2.
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S1 A1=A2=A la matriz transformada puede tener la forma

(53]

o bien la forma

(53]

En este ultimo caso puede verificarse que las érbitas son lineas rec-
tas que pasan por el origen. Para la primera alternativa se puede de-
mostrar que, en lugar de un nodo parabdllico, se tlene que todas las
é6rbitas son tangentes a una recta que pasa por el origen. Ambas ins-
tanclas pueden considerarse nodos degenerados, ya que el (0,0) sigue
siendo repulsor cuando A>0 y atractor cuando A<O.
b. El punto silla

El punto critico es una silla cuando los elgenvalores son reales y
de signos opuestos. Las érbitas estan dadas por

[2,| = clz,| N

Ahora el comportamiento de las trayectorias es hiperbélico, y el equi~
librio (0,0} ya no es un atractor. Es lmportante notar que los ejes
coordenados corresponden a cinco soluciones (véase (z2.8.11)) diferen-
tes: cada uno de los semlejes y el origen. Nétese ademds que existen
dos soluclones para las cuales z(t)—(0,0) para t—o y dos més para
las cuales eso sucede cuando t—-w. Dichas solucliones se conocen res-
pectivamente como las variedades estable e inestable del punto silla
(recuérdese que una variedad de dimensién n es un conjunto de puntos
que localmente se guede mapear sobre R", es decir, que en cada vecin-
dad se parece a R ). Ambos conjuntos de puntos son relevantes para
establecer la relacién entre las soluclones del slstema lineal y las
del no lineal,
c. E1 foco

Para slstemas de cualquier dimensién, cuando los eigenvalores son
comple jos estos vienen en pares conjugados. Si A=p+lw (pw#0) el siste-
ma tiene soluciones de la forma exp((utlw)t). Combinaciones lineales
de estas soluciones complejas dan lugar a soluclones reales de la
forma

(21' 22) = e“t(cos(wt), sen(wt))

o bien
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(21' zz) = e“t(sen(wt). cos(wt))

Las 6rbitas son de tipo espiral hacila adentro o hacia afuera del ori-
gen. Cuando u>0 el foco es repulsor, y cuando u<0 es un atractor.
d. El1 centro

Cuando los elgenvalores son imaginarios puros las soluclones pueden
expresarse como combinaclones lineales de senos y cosenos. Las trayec-
torias en el espaclo de fases son elipses, es decir curvas cerradas;
el comportamiento es perlédico. Evidentemente, cuando el origen es un
centro, no es atractor, asi que no es una soluclén asintédticamente
estable. Sin embargo, si es estable.

En dimensién 2 esas son todas las posibilidades. Al pasar a n>2 el
el catdlogo se complica réapldamente, sin embargo sigue siendo util
mantener en mente la nomenclatura utllizada para n=2: los tipos de
soluclones discutldos anterliormente pueden aparecer en los cortes bi-
dimensionales del espacio de fases, que ahora es n-dimensional.

EL SISTEMA LINEAL vs EL NO LINEAL

El método de linealizacién es util unicamente cuando produce una
buena representaclén del sistema no lineal. Existen resultados que
especifican qué tan buena es tal representaclén. A continuacién se
enunclan algunos de ellos referentes al sistema

(2.8.12) dx/dt = Ax + g(x) = £{x)
con una matriz A de nxn, noe slngular, y tal que

(2.8,13) 1im  fglx)f 7 ||x| = 0
x| —0

Esta condicién es bastante general, se satisface por ejemplo cuando
f(x) es continuamente diferenciable en una veclindad de x=0 y se anula
en este punto. En realidad se ha reescrito (2.1.4) de forma que su
parte lineal quede expuesta (A=Df(0)).

Un primer resultado es el siguiente: si x=0 es un atractor (repul-~
sor) de la ecuacidédn (2.1.4) linealizada, entonces x=0 también serd un
atractor (repulsor) del sistema no lineal (2.1.4).

Por otra parte, si el punto critico del sistema lineal resulta ser
una silla, entonces este no puede ser un atractor del sistema no 1li-
neal. MAs en general, para cualquier dimensién: sl la matriz A de
(2.8.12) posee un elgenvalor con parte real positiva, entonces el pun-
to critlico x=0 no puede ser un atractor de la ecuacién no lineal
(2.1.4); éste resulta inestable.
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Cuando se habld de las caracteristicas del punto silla en un siste-
ma lineal, se menclonaron dos tipos de soluciones particulares: aque-
llas para las cuales z(t)—0 (vector cero) cuando t—+w, y aquellas
para las cuales z(t)—0 cuando t-—-w. Estas conforman respectivamente
lo que se conoce como variedad estable y variedad lnestable. Para el
caso de una silla en dimensién 2, son curvas, es declr, variedades
unidimensionales. Dichas variedades existen cuando el punto critico es
un punto hiperbélico, y son objetos que también pertenecen al sistema
no lineal.

La caracterizaclén mas precisa es la sigulente: si los eigenvalo~-
res de A tlenen parte real diferente de cero (ie. el origen es un
equilibrio hiperbélico del sistema (2.8.6)), y ni1 de ellos tienen par-
te real positiva y n2 tlienen parte real negativa (ni+na=n), entonces
hay 2 subespacios de R", Ei y Ee, con las propliedades sigulentes:

(i) Ee y Et tlenen dimensiones nz y ni1 respectivamente.
(iL} Ee y Ei son lnvariantes bajo 1la ecuacién diferencial

(2.8.6): toda condicién inicial sobre estos subespacios da
lugar a solucliones que se mantienen sobre ellos para todo
tiempo.

(iiL) x0€Ee implica que x(t;x0)—0 cuando t—w; x0€Ei impli-
ca que x{t;x0)--0 cuando t—-ow.

Por otro lado, el concepto de equilibrio hiperbélico puede genera-
lizarse a los sistemas no lineales. Un equilibrlo del sistema (2.1.4)
es llamado hiperbélico sl los eigenvalores de la matriz Df(xo) tienen
partes reales diferentes de cero. Asi, x=0 es un equillbrio
hiperbélico del sistema (z2.8.12) sl esta condiclén se cumple para la
matriz A. Bajo este supuesto se puede demostrar que exlsten dos varie-
dades, We y Wi, con las propledades sigulentes:

(i) We y Wi son invariantes bajo la ecuacién diferenclal

(2.8.12)

(il) We y Wi son tangentes en el origen a los subespacios Ee

y Ei del sistema lineal asoclado (2.8.6).

({4d) El origen atrae las trayectorias sobre la variedad We:
. x0€We implica que x(t;%0)-—0 cuando t-—s». E1 origen repele

las trayectorlas sobre Wi: x0eWs implica que x(t;x0)—0

cuando t—-w,

Este Ultimo resultado es importante porque permite extrapolar in-
formacién del sistema lineal aproximante al sistema original. Ademéas,
cuando n=2 suele suceder que We y Wi separan el plano fase en dos re-
glones en las cuales los comportamientos de las 6rbitas son cualitati-
vamente diferentes. En ese caso a dichas varledades se les llama sepa-
ratrices.

La lineallizaclién tamblién es util para obtener conclusliones sobre la
establlidad del origen del sistema (2.8.12), en resumen:

(L) Si ninguin eigenvalor de A tlene parte real positiva y
los que tlenen parte real cero son simples, entonces x=0 es
estable en el sentido de Lipounov.
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(i) S1 algun eigenvalor tlene parte real positiva entonces
x=0 es inestable.

(4il) S) todos los elgenvalores tlenen parte real negativa
entonces x=0 es asintéticamente estable.

Los teoremas comentados en esta seccién valldan varlos aspectos del
método de lineallizacién., Esta aproximacién permite extraer informaclién
local sobre la dinadmica del sistema de ecuaclones. Sin embargo, para
completar el andlisis del slstema no lineal es necesario combinar y
complementar (tal vez con resultados numéricos) esta informacién lo-
cal, para integrar una imagen global del retrato de fases del sistema.
Este paso no es trivial, pues en los sistemas no lineales el comporta-
miento alrededor de los equilibrios no determina el comportamiento
global.

2.9 ATRACTORES PERIODICOS

SOLUCIONES PERIODICAS

Si la solucién de (2.1.4) es x=¢(t) y existe un numero positivo T
tal que ¢(t+T)=¢(t) para todo t, entonces se dice que ¢(t) es una so-
luclén periddica de periodo T. Nétese que ¢(t) también tiene periodo
2T, 3T, etc. Sin embargo, por perlodo se entiende el numero T mads pe-
quefio que satlsface esta condicidn.

El comportamiento periédico se dlstingue faclilmente en el espaclo
de fases: la soluclién x=¢(t) toma los mismos valores en R después de
un tiempo T, asi que la trayectoria de fase tlene que ser cerrada. De
hecho, la afirmacién inversa también es clerta, una érbita cerrada en
el espaclo de fases corresponde a una solucién periédica del sistema.

Las soluclones peridédicas también pueden ser atractivas, es decir,
pueden constituir el limite (como conjunto de puntos) al cual tlenden
otras érbitas cuando t crece positivamente (o negativamente, en cuyo
caso se trata de un repulsor periédico). A las curvas cerradas que son
atractoras se les conoce como ciclos limite o atractores periédicos.

En la f1g.(2.9.1) se muestra el retrato de fases del sistema de
FitzHugh-Nagumo generalizado (GEN), cuyas ecuaclones se encuentran en
el Capitulo 4. Para los valores escogidos de los pardmetros se aprecla
claramente la coexistencla de dos clclos limite, uno estable y otro
inestable. La cuenca de atraccién del ciclo limite estable es toda la
regién exterior a este mas el anlllo definido entre los dos ciclos
limite. La reglén interior al cliclo limlte inestable es la cuenca de
atracclén del punto de equilibrio estable que se encuentra aproximada-
mente en el centro. Las lineas punteadas son las ceroclinas; nétense
los &ngulos con los que las trayectorias las cruzan.

Para entender la dindmica global de un sistema es muy lmportante
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FIGURA 2.9.1 m Espaclo de fases del sistema de FitzHugh-Nagumo gene-
ralizado (GEN) para a=0.15, b=0.1, v1=0.9, v2=0.32, 1i=0.051.

averiguar si tiene ciclos limite, lo cual no es una tarea fécil, ni
siquiera en el escenario de dimenslén 2, en el cual se cuenta con
fuertes teoremas como el de Poincaré-Bendixson. Como se verid en el
Capitulo 3, la localizaclién de érbltas perlédicas se tiene que llevar
a cabo combinando métodos numéricos con métodos analiticos de 1la
teorfa de bifurcaclones.

ESTABILIDAD ORBITAL

Considérese el espaclo de fases del péndulo, (2.1.3), que contlene
érbitas cerradas alrededor del origen, correspondientes a las solucio-
nes perlédicas. En la fig.(2.9.2) se han dibujado 2 6rbitas con condi-
ciones iniclales A y B. Como, a diferencia del oscilador arménico, la
frecuencia del péndulo si depende de la amplitud de oscllaclén, la
érbita que comlenza en B se mueve mas lentamente que la que comienza
en A. Esto implica que, para algin tiempo t>to, sucederd que los pun-
tos que recorren sendas érbitas se encontraridn en posiciones diame-
tralmente opuestas (C y D) con respecto al origen. Evidentemente la
distancia entre ambas solucliones, |CD|. no depende continuamente de la
cercania de las condliclones iniclales, asi que estas soluciones son
inestables en términos de la definiclédn de Liapounov.

De manera simllar, el periodo de revolucién de un satélite alrede-
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dor de la tierra varia con la amplitud: seguin la tercera ley de Kepler
el periodo T y el semleje mayor de la elipse se relaclionan segun:
T« a”. Asi que sucede lo mismo: dos satélites que en to se encuen-
tren muy cercanos, en algin momento tendradn una separacién méaxima,
aproximadamente del tamafio del eje mayor una de las érbitas, por més
parecidas que sean las elipses que recorren individualmente.

IGURA 2.9.2 m Las soluclones peridédicas del péndulo son inestables
en el sentido de Liapounov, debido a que soluclones iniclalmente cer-
canas terminan separéandose.

Sin embargo, no seria muy razonable calificar esta sltuaclién de
inestable; una trayectoria en el espacio de fases y otra que puede
verse como una pequefia perturbacién de la primera, permanecen cercanas
como conjuntos de puntos. Esta observacién ha dado lugar a otra defl-
nicién de establlidad, que se aplica princlpalmente a soluclones
periédicas: La solucién x(t;to,a) es orbltalmente estable si y sélo
si para cada €>0 (arbitrarliamente pequefio) existen &(e)>0 y una
funclén ti(t) tales que

%0 - a] < &
implica que

fx(t;to,x0) - x(t1(t);to,a)]| <&, V¥V t>to



CAPITULO 2, TEORIA CUALITATIVA 21

Esta vez se ha construildo un tubo alrededor de la soluclén
x(t;to,a) en el espacio de fases, no en el espaclo producto entre el
espaclo de fases y R (espaclo de fases + tiempo). La funcién ti1(t)
permite llevar a cabo la traslacién necesaria para considerar tal ve-
cindad,

Como se dijo antes, las solucliones periédicas también pueden ser
atractoras. Andlogamente al caso de los puntos critlicos, una soluclén
periddica es orbitalmente asintdticamente estable cuando es atractiva
y ademis es orbitalmente estable. Ya se ha mencionado el nombre de una
érbita periodica con estas caracteristicas: clclo limite.

2.10 OSCILACIONES DE RELAJACION

En esta secclén se ejemplificarén varios de los conceptos discuti-*
dos previamente. Tamblén se anallzarid clerta clase de sistemas de
ecuaclones diferenciales relacionados con los modelos de células exci-
tables. Esta parte puede conslderarse una introducclién al modelo de
rafagas que se anallzarad en el Capitulo 4.

INTRODUCCION

En varlos campos de la ciencia, particularmente en fisica, quimica
y bliologia, se estudian fenémenos que poseen una estructura temporal
fuera de lo comin: se comportan como si, perlidédicamente, después de
cilerta evolucién fuesen llevados a sus condiciones iniclales, de modo
que presentan fases en las que casil no hay camblos y fases en las que
los cambios son abruptos. Ademas, el perlodo de estos sistemas suele
ser muy sensible a pequefios camblos en los pardmetros. Un articulo de
Van der Pol en 1926 inicldé la investigaclién de esta clase de procesos
altamente no lineales para los cuales é1 acufi®é el término "osclilaclio-
nes de relajacién".

La dinamlca de un oscllador de relajacién puede entenderse
facilmente con ayuda del ejemplo clasico de la fig.(2.10.1). Un sube y
baja tiene de un lado una masa y del otro un tanque de agua. Conforme
éste se llena, lentamente, se alcanza un punto en el que el peso del
agua desequilibra el sistema, elevando la masa en el lado izquierdo.
Esto vacia rapidamente el agua; el reservorio vuelve a quedar elevado
y el clclo comienza de nuevo. Se puede apreciar cémo hay un largo pe-
riodo de espera y una transiclén réapida que al final devuelve el sis-
tema a su situacién original.

AdemAs de aparecer en otros sistemas mecanlicos, las osclilacliones de
relajaclén se observan en circuitos eléctricos. En geofisica existen
dos fendémenos periédicos tipicamente de relajacién: los geysers y los
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(a) construction of a see-saw with a water reservoir (b) the closed trajectory in the phase plane.

FIGURA 2.10.1 m Ejemplo clasico de un oscilador de relajaciéon. El
movimiento del sube~y-baja y el llenado del reservorio de agua ocurren
en escalas de tiempo muy diferentes.

terremotos. En ambos casos clerta cantlidad de energia se va acumulando
a lo largo de un tlempo caracteristico {de relajacidén) y se libera,
cuando ésta alcanza clerto umbral, en una escala de tiempo mucho
menor.

Clertas fluctuaclones del clima, asi como los camblos en las con-
centraclones de los productos quimlcos en una reacclén, pueden ser
modelados por osclladores de relajacién. Asimismo, en blologia abundan
los fendémenos ciclicos en los cuales la organizacién temporal es cla-
ve: sincronlzacién de células cardlacas y nerviosas, fluctuaclones en
la energia metabdlica, contracclénes de los misculos del intestino,
etc.. Como se podrd apreclar mas adelante, las células que exhiben
rafagas de potenclales de acclén en clerto sentido tamblén son oscila-
dores de relajacién.

El andllsis matematico de estos modelos no es senclllo, preclisamen-
te por su naturaleza intrinsecamente no lineal., Sin embargo esto mismo
hace que posean una dinamlca muy rica. En lo que sigue se discutiran
algunas técnlcas cualitativas, y se aplicardn para realizar el
andllsis del espacio de fases de esta clase de sistemas.

LA ECUACION DE VAN DER POL

Las primeras oscilaciones de relajaclén fueron observadas por Van
der Pol en un circulto que contenia un triode, que es un componente
electrénico no lineal. El circulto de la fig.(2.10.2) obedece la si-
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gulente ecuaclén diferencial

(2.10.1) L(dI/dt) + RI + V = M(dIa/dt)

donde L es la inductancla, M la inductancia mutua, R la resistencia y
V el voltaje a través del condensador. la e 1 son las corrientes de
malla. Suponiendo que la corriente que pasa por el condensador es I,
entonces I=C(dv/dt), donde C es la capacldad. El triodo exgibe un com-
portamiento caracterizado idealmente por la curva Ia=V-(V'/3). Con lo
cual, haclendo la substitucidn

(2.10.2) V = x ¥1 - RC/M, t =t viC

Se obtlene la ecuaclén de Van der Pol, que describe el comportamlento
del circulto en forma aproximada

(2.10.3) d%/dt? + v(x®-1)(dw/dt) + x = 0
Y que depende de .,un s6lo parametro

(2.10.4) v = (M VLC) - R VC/L

o——— & o]

FIGURA 2.10.2 w Clirculto eléctrico estudlado por Van der Pol. Exhibe
oscllaclones autosostenidas debidas a la no linealidad del triodo.
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Para valores pequefios de |x| la expresion en paréntesis en (2.10.3)
es negativa, con lo cual se obtiene 'amortiguamiento negativo’; clerta
cantidad de energia estad entrando al sistema. Cuando |x|>1 dicho
término se hace positivo, y el amortiguamlento toma el signo que
cominmente tiene, y que hace que se disipe energia. Por lo tanto, ca-
bria esperar que el sistema se equllibrara entre las dos alternativas,
Yy que existiera un ciclo limite. Es posible reescriblir (2.10.3) como
un. sistema de dos ecuaclones de primer orden, sl x=xi1 y dx/dit=xz se
tiene

dx_/dt X
1 2
(2.10.5)

- - 2—
dxz/dt = =%, v(x1 l)x2

Van der Pol resolvié (2.10.3) numéricamente y notdé que para v<<l la
osclilacién era practicamente sinusoidal y que, conforme v se hacia
mucho mayor que 1, adquiria otra forma, casi discontinua. Varios afios
después, en 1940, dio una lista de las propledades baslicas que habia
observado en estas oscllaclones de relajaclidn; estas son algunas de
sus observaclones:

a. El proceso viene dado por una condicién lnestable que se alcanza
peridédicamente, después de un tlempo caracteristico conocido como
tiempo de relajacidn.

b. La forma es muy diferente a la de las oscilaclones sinusoldales
(arménicas), mostrando saltos casi discontinuos.

c. El periodo no es tan constante como en el caso del comportamiento
arménico, dado que circunstancias externas, como la temperatura, in-
fluyen fuertemente en el tlempo de relajacién.

d. Se encontraron en una ecuaclién diferencial no lineal, lo cual im-
plica la presencia de un valor umbral que puede dar lugar a una ley
tipo todo o nada.

A S0 afios de distanclia, es sorprendente la agudeza de estos comenta-
rios, que destacan las caracteristicas mis sobresalientes de fenémeno.
DAS ESCALAS DE TIEMPO

Se puede llevar (2.10.3) a una representacion diferente mediante la
transformacién de Liénard. Se toma la funcién

£(X) = ~x + x°/3

y se hace el camblo de coordenadas (x,dx/dt)—(x,y), donde se define y
como

vy = dx/dt + vf(x)
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Esto convierte la ecuaclién de Van der Pol en el sistema

dx/dt = v(y - f£(x))
(2.10,6)
dy/dt = -x/v

Liénard estudid este tipo de sistemas, de los cuales (2.10.3) es un
caso particular., La ecuaclén para las 6rbitas en el espaclo de fases
(el plano x,y) se convierte en

(2.10.7) (y-f(x)) dy/dx = -x/v?

La oscllacién de relajacién que corresponde al ciclo limite en el pla-
no fase puede describirse intultivamente de la sigulente manera: su-
poniendo que v>>1, el lado derecho de (z2.10.7) es muy pequefio, sugl-
riendo que la ecuaclén podria ser aproximada por

(2.10.8) (y-f(x)) dy/dx = 0

la cual implica que pueden suceder dos cosas: dy/dx=0, y(t) es cons-
tante y la trayectoria de fase es horizontal, o blen y=f(x). La situa-
cilén puede verse de la siguiente manera: Cuando y se encuentra lejos
de la curva definida por y=f(x), las 6rbitas son casi horizontales, y
x(t) cambia mucho mas rapldo que y(t); en el caso extremo y(t) perma-
neceria constante. Esta situaclén continda hasta que y se acerca a la
curva y=f{x), la cual es cruzada horlzontalmente por las érbitas. Esto
puede corroborarse calculando el campo vectorlial de la ecuaclén dife-
rencial (rig.(2.10.3)).

FIGURA 2.10.3 m Campo vectorial del sistema (2.10.6) cuando v es su-
ficientemente grande.
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En (2.10.6) se pueden Iidentificar dos procesos, uno répido y uno
lento. Mlentras y(t) pueda mantenerse cercana a f(x), la trayectoria
de fase corre lentamente, practicamente sobre f(x). Cuando f(x) alcan-
za clerto valor extremo y(t) no la puede segulr; la érbita se mueve
raplda y casi horizontalmente hasta volver a encontrar a f(x).

De este modo surge una imagen clara de la forma del ciclo limite.
Si los parametros del sistema (2.10.6) son tales que éste tliene una
oscilaclién de relajacién, entonces incluso puede estimarse el periodo
de la 6rblta, el cual queda determinado basicamente por el tiempo que
tarda la trayectoria en recorrer dos segmentos de la graflca de f(x).

Hay una extensa literatura en torno a la ecuaciédn de Van der Pol y
a los diversos métodos perturbativos para aproximar cualitativa y
cuantitativamente las oscllacliones autosostenidas. También son de mu-
cho interés, por su importancia en las aplicaciones, la gran cantidad
de estudios (matemdticos) concernientes al forzamiento y al acopla-
miento de oscliladores de relajacién.

2.11 PERTURBACION SINGULAR

SISTEMAS DE TIPO RAPIDO-LENTO

A continuacién se formallizardn algunos aspectos de la discusién
previa. En la seccién anterior se observd que una de las variables
camblaba sibitamente mientras que la otra fluctuaba regularmente. Ex-
tendiendo esta estructura a sistemas en mas de dos dimensliones, el
oscllador de Van der Pol forma parte de una clase general de sistemas
que estén gobernados por ecuaclones de la forma

(2.11.1a) g dr/dt = Fix,y)

(2.11.1b) dy/dt = G(x,y)

donde £>0 es un parametro pequefio, correspondiente a 1/v de (2.10.6),
y donde x y y denotan vectores de m y n componentes respectivamente.
Las funciones vectoriales Fi y Gi se consideran diferenctables un
namero suflciente de veces. A (2.11.1a) se le conoce como el subsiste-
ma raplido, mlentras que a (2.11.1b) se le llama el subsistema lento.
También se considera el sistema reducido

(2. 11, 2a) Fix,y) =0

(2.11.2b) dy/dt = Gix,y)

Se acostumbra decir que el sistema (2.11.1) estd singularmente pertur-
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bado, y que (2.11.2) es el limlte singular, cuando €—0. El espaclo de
fases tlene n+m dimensiones. En &1, la ecuacldén (2.11.2a) representa
una variedad n-dimensional ¥, correspondlente a la curva y=f(x) del
sistema de ecuaciones de Liénard. Dicha variedad se conoce como la
variedad lenta del sistema. Sl se llama A a la matriz dada por

Alj = aFl/axJ

entonces, en puntos de ¥ en los cuales det(A)#0, es posible resolver
(2.11.2a) con respecto a x (medlante el teorema de 1la funcién
implicita)

x = yly)
Esta expresién puede substituirse en (2.11.2v) y dar
dy/dt = G(yp(y),y)

que se conoce como el subsistema lento aproximado. Su solucidén es de
la forma

(2.11,3) y = x(t), x = ylk(t))

Esta solucién aproxima la trayectorla del sistema completo en ¥ duran-
te los intervalos de desarrollo lento. Cuando la acclén es réapida,
entonces y se toma como constante, y=yc, y %X satlisface la ecuaclion

(2.11.4) € dx/dt = F(x.yc)

La transicién de la dinamlca lenta a la rapida ocurre en los ’pun-
tos de abandono’ (leaving points) de ¥, en donde sucede que det(A)=0.
Estos dependen de F y G y, en casos excepclonales, de las condiclones
iniciales. La ecuaclén (2.11.2a) claramente tiene que ser no lineal en
x; pensando en n=m=1, para alguna y(t) fija tiene que tener al menos
dos rajces, una correspondiente al punto de abandono y otra al punto
de regreso. Para y flja, los ceros de (2.11.2a) son puntos de equili-
brio de la ecuacidn (2.11.1a).

EL TEOREMA DE TIKHONOY

La aproximacion del sistema (2.11.1) en términos del limite cuando
€ se hace cero tiene su Justificacién en el teorema que Tikhonov de-
mostré en 1952: Sea {xo(t), yo{t)} una solucién del sistema reducido
(2.11.2) la cual, para te(to,ti1], estd contenlda en una regidén de ¥ en
la cual los elgenvalores de A tlenen partes reales negativas diferen-
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tes de cero. Entonces cualquler solucliédn {x(t;e), ylt;e)} de t(z.11.1)
con condicliones iniclales

jx(t;e) - x ()] = OCe), [yltgie) - y (t)] = Ole)

satisface, para tefto,ti],

x(t;e) = xo(t) + 0(e), ylt;e) = yo(t) + 0(e)

El teorema de Tikhonov proporciona una medida de la discrepancila
entre la solucién del sistema completo y la soluciédn del sistema lento
aproximado. Existen extensiones de este resultado y otros teoremas
relaclonados que constituyen una parte de la teoria cualitativa de
ecuacliones diferencliales relevante al estudio, tanto de los modelos de
células excltables, como de los fendmenos oscllatorlios en general.

UNA SEGUNDA MIRADA AL FHN

FitzHugh formuld su modelo de la actividad nerviosa (FHN) en 1968.
Su punto de partida no fue el modelo de Hodgkin y Huxley, sino precl-
samente la ecuaclén de Van der Pol en una forma similar a la (2.10.8)

dvzdt = v - V3 - W
dW/dt = ¢V

Este sistema es capaz de oscllar autosostenidamente. FitzHugh pensé en
agregar algunos términos para darle mé&s plasticidad al modelo, optando
por

(2.11.52) dvzdt = V - V3 - W + 1
(2.11,5b) dW/dt = ¢ (V + a ~ bW)

donde a, b y ¢ son constantes positivas. V representa la diferencia de
potencial a través de la membrana, I es la corriente aplicada y W es
una varlable de recuperacién que representa la corrlente tardia que
regresa al sistema a su estado de reposo. En este caso ¢ es el
parametro pequefio que determina las dos escalas de tlempo.

El retrato de fases se muestra en la rig.(2.11.1) para valores
tiplcos de los parametros. El comportamiento puede entenderse distin-
gulendo nuevamente el subslistema rapido (2.11.5a) del lento (2.11.5b).
Por encima de la cibica W = V - Vi3 o I, V decrece, mientras que
por debajo de ella siempre crece. El punto de equilibrio es la inter-
secclén entre la cibica y la recta W = (v + a)/b (curvas ceroclinas),
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FIGURA 2.11.1 m Espaclo de fases del modelo formulado originalmente
por FitzHugh. Reproduce cualitativamente las caracteristicas de una
célula excitable.

y resulta ser estable para los valores de los parémetros en el ejem-—
plo. .
En el limite cuando ¢ vale cero, la rama intermedia de la cublica
define un umbral. Para V a la derecha de esta rama, V se mueve hori-
zontalmente hasta la variedad lenta, la recorre, llega al punto de
abandono y se va a la otra regidn estable, que es recorrida hasta lle-
gar al punto de equilibrio global del sistema. Esta trayectoria co-
rresponde a un potenclal de accién. Si V comienza a la izquierda de la
rama intermedia de la cublca, se va directamente a la rama de la va-
riedad lenta que contlene al equilibrio, simulando una respuesta pasi-
va. En la rig.(2.11.1) ¢ vale 0.08, y el retrato fase es muy similar
al descrito por el limite singular, :

Obsérvese cémo esta metodologia ha permitido conceptualizar geomé-
tricamente un fendémeno fisico, mediante el uso de una imagen que codi-
fica la dinamica del sistema. Este proceder es muy utll para explorar
el universo de los sistemas no lineales.

2.12 BIFURCACIONES

La ublcaclén y la estabilidad de un punto de equilibrio de un sis-
tema dindmico pueden camblar al modificar los valores de sus parame-
tros. Por ejemplo, en el FHN el equilibrio puede dejar de ser un
atractor y dar lugar a un ciclo limite muy similar al de las ecuacio-
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nes de Van der Pol. Este es un camblo cualitativo drastico en el com-
portamiento del sistema, y uno quisiera poder caracterizar las condi-
clones que deben satisfacer los parametros para que tales camblos ocu-
rran. Conocliendo la variedad de camblos posibles y las clrcunstancias
en que estos suceden, se podria anticipar la evolucién del sistema. De
esto se encarga la Teoria de Bifurcaciones.

El anAdlisis de las o4rbitas en el espacio de fases permite entender
los distintos comportamientos que puede exhiblr el sistema al modifi~
car las condlicliones iniciales. El andlisis de bifurcaciones también es
importante, ya que el aspecto cualitativo del retrato de fases puede
transformarse notorlamente al variar sus parametros. Los valores para
los cuales esto ocurre son llamados valores o puntos de bifurcaclén.
Puede pensarse entonces que, para cada valor de los parametros, se
tiene un retrato de fases distinto. Esta informacidén se puede desple-
gar plctéricamente en una grafica que la codifica de manera sintética:
el diagrama de bifurcaclén. E1l conocimiento de estos diagramas es cru-
clal para entender el comportamiento del sistema y para poder contro-
larlo o disefiar una varlante dinamica especifica a partir de él.

UN EJEMPLO UNIDIMENSIONAL

La idea matematica de bifurcacién estd relacionada con el concepto
de transicién de fase en Fisica. Un punto de bifurcacién es un punto
critico en el cual ocurren camblos drasticos. Por ejemplo, la ecuacién

(2.12. 1) dx/dt = px - %2

tiene a la solucién trivial x=0 como punto de equilibrio. Otra
solucién de equlilibrio de (2.12.1) es x=u. Linealizando alrededor de
los puntos criticos es posible averiguar su establilidad; se obtlene

Xx =0 =2 dx/dt = ux
X =p = dx/dt =2 -pux

Asi que, cuando pu<0, x=0 es asintéticamente estable y x=p es inesta-
ble. Cuando u se hace positivo las soluciones de equilibrio intercam-
bian estabilidad: =0 ahora es linestable y x=u es la solucién
asintéticamente estable. Esta es una transicidén cualitativa bastante
notoria, y u=0 es el punto en el cual ocurre, es decir, u=0 es el va-
lor de bifurcacién. Nétese que en p=0 la lineallizaclén produce el caso
degenerado dx/dt=0; para ese valor del parametro el unico equllibrio
resulta ser lnestable.

Es posible hacer un dlagrama en el plano u,x en el que se grafiquen
los valores de x en el equilibrio, como funcién de u, sefialando simul-
tdneamente su establllidad. Una convencién bastante comin es unir las
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soluclones estables con lineas contlnuas y las inestables con lineas
punteadas. La fi1g.(2.12.1) es un dlagrama de bifurcacién elemental que
condensa la informaclén cualitativamente relevante sobre el sistema en
funcién de los valores posibles del parametro. En é1, 1los puntos de

A

?

FIGURA 2.12.1 wm Diagrama de bifurcacién de equilibrios para la ecua-
cién (2.12.1). Las lineas punteadas 1indican puntos inestables y las
contlnuas puntos estables.

equllibrio trazan 2 curvas conforme p varia: la recta horizontal x=0
y la recta ldentidad x=p. El intercambio de estabilidad se da en el
punto de bifurcacién pu=0, en el cual existe un sdlo punto critico.
Suele decirse que las soluclones de equilibrlo ’'chocan’ en el punto de
bifurcacién. Mediante tal diagrama de bifurcaclén es posible sinteti-
zar la dlnamica de (2.12.1) eficlentemente.

En general, para obtener los puntos criticos en funcién de los va-
lores de los pardmetros se tienen que considerar ecuacliones del tipo

F(u,x) =0
con € R®, x € R". Se desea averiguar cuando es que las soluclones
de esta ecuacién pueden bifurcarse. Sin pérdida de generalidad se pue-
de suponer que se investlga la bifurcacién de la solucién trivial x=0.
Asi que

F(u,0) =0

es la ecuacién a estudiar., El valor del parametro g=pc es el punto (o
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valor) de bifurcacién si existe una soluclén no trivial en toda vecin-
dad de (pc,0) en R® x R™.

EL TEOREMA DE HOPF

La teoria de bifurcacliones es abstracta y especlalizada. Como es de
esperarse, en dimensién dos se tiene una clasiflcacién bastante com—
pleta del tipo de bifurcacliones (transiciones) que pueden ocurrir en
un sistema de ecuaciones. Sin embargo, cuando la dimensién es mayor
que 2, el numero y diversidad de casos crece demasiado.

Un resultado general muy util en el andlisis de modelos es el teo-
rema de Hopf. Este predice la aparicién de una érbita periédica en las
proximidades de un punto de equilibrio cuando éste cambia de estabili-
dad de una manera particular. El teorema de Hopf (de 1942) es valido
para un sistema de dimensidén arblitraria. Afirma lo sigulente:

Se considera el sistema

(2.12.2) dx/dt = fu(x)

con x € R" Yy 4 € R, un paréametro. Supdngase que el sistema tiene un
punto critico (xo,p0) en el cual se satisfacen las sigulentes condi-
clones:

(H1) La matriz de derivadas A, dada por

=3
AU fl/alep=“°
tiene un unico par (simple) de eigenvalores imaglnarios puros.

(H2) La parte real de los elgenvalores A y A (complejo conjugado)
depende de pu de manera que

(2.12.3) (d/dp) Re(Aa(p)) )p—u =d =0
o

Entonces exliste una Unica variedad de dimensi6én 3, llamada variedad
centro, que pasa por (xo,u0) en R" x R, y un sistema de coordenadas
para el cual la expansién en serie de Taylor de grado 3 en dicha va-
riedad estéd dada por

dx/dt = (du + alxZ+y®))x - (v + cu + b(x%+y®))y
(2.12.4) 2 2
dy/dt = (w + cp + b(x%+y®)Ix + (dp + a(x*+y°))y

S1 a#0, entonces exlste una superflicie de soluclones perlédicas sobre
la varliedad centro que concuerda hasta segundo orden con el paraboloi-
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de u=—(a/d)(x2+y2). Cuando a<0 las soluclones periédicas son ciclos
limite asintéticamente estables, mlentras que, si a>0, son repulsoras.

DISCUSION DEL. CASO BIDIMENSIONAL

A contlinuacién se discutiran algunos aspectos del teorema de Hopf,
de manera que resulte m&s transparente. Consldérese, en primer lugar,
el significado de las hipbétesis: H1 implica, dado que A valuada en po
es no singular, que existe una curva suave,de equilibrios (x(u),p) con
x(po)=x0, y que los elgenvalores A(u) y A (p) de A, que son imagina-
rios puros en po, varian suavemente con p. Esto es consecuencia direc-
ta del teorema de la funclén impligita. Por otra parte, H2 condiclona
la forma en la que varian A(p) y A () con pu; el teorema requlere que
estos crucen el eje imaginario con velocidad (con respecto a p) dife-
rente de cero.

Ahora bien, gcdmo es que estas 2 condiciones implican la existencia
de una familia de 6rbltas peridédicas? Considérese el sistema en dimen-
sién 2, x=(x,y). La clave del teorema de Hopf est4d en la 1llamada
teoria de formas normales, que estudla las transformaciones de coorde-
nadas que pueden realizarse sobre (2.12.2), y que simplifican el sis-
tema de ecuaclones al maximo. Mediante una serie adecuada de transfor-
maciones y camblos de coordenadas, se llega a un sistema resultange
con un desarrollo en serie de Taylor, con términos hasta de orden x°,
de la forma (2.12.4). En dicha expresidn sucede, entre otras cosas,
que los camblos de coordenadas han hecho que el valor de bifurcacién
sea po=0, y que el punto de equlillbrio para po sea el origen, x0=0.

La situaclién es considerablemente mas <clara si (2.12.4) se
reescribe en coordenadas polares, con lo cual

dr/dt = (du + arz)r
(2.12.5) 2
de/dt = w + cu + br

Aqui se puede descubrir la naturaleza de la bifurcacién: Supénganse
d>0 y a>0. La coordenada r se ha separado de @, asi que existen solu-
clones periédicas, que son circulos con r=cte., que se obtlenen cuando
dr/dt=0 con r#0. Entonces la amplitud r, que siempre es positiva, su-
fre una bifurcacién en pu=0; pasa de un Unico equilibrio, r=0 para u>0,
a 2 equllibrios, cuando p<0. Esto corres?onde a la aparicién de una
érbita periédica con amplitud r=(-du/a)12. Es decir, en el espacio
producto (r,8)xu, las soluclones se encuentran sobre la paréabola
pu=-ar-/d. Ahora es evidente la necesldad de que d sea diferente de
cero (H2); de lo contrario no puede ocurrir la bifurcacién.

El teorema de Hopf afirma que las soluclones son cualitativamente
las mlismas cuando se agregan mas términos a la serle de Taylor en
(2.12.4). Ademds especifica la establlidad del punto de equilibrio
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(1e. de la solucién r=0) y de la 6rbita peridédica (1e. de la solucién
r=(—dp./a)1 2), las cuales quedan determinadas por el coeficiente a
(esto es facll de ver lineallzando (2.12.5) alrededor de las 2 solu-
clones consideradas y anallizando los 4 casos posibles segin los signos
de a y d).

FIGURA 2.12.2 m Escenario en el que ocurre la bifurcacién de Hopf.

En la fiq.(2.12.2) se esquematlza el escenario de la bifurcaclén de
Hopf. En este caso, para p<0 las soluclones son espirales que se acer-
can al origen. Cuando u>0 las espirales se alejan de &1, atraidas por
el ciclo limite. Cerca del punto de bifurcaclén, p=po, la superficle
que contliene a las 6rbltas peridédicas es similar a un paraboloide.

En los capitulos sigulentes se podrd apreciar lo frecuente gque es
este escenario de transiclén. Ademds tiene una gran importancia
préctica: permite predecir un comportamiento periddico de las solu-
ciones de un sistema cuyos puntos de equlilibrio estan siendo calcula-
dos numéricamente. En el Capitulo 3 se descrlbirid en detalle el proce-
dimiento para generar numéricamente un diagrama de bifurcacién, y en
el dltimo capitulo se utilizaran muchos de ellos, los cuales presentan
bifurcaciones de Hopf, entre otros elementos.
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CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS UTILIZADOS

3.0 INTRODUCCION

El anadlisls de sistemas de ecuaclones diferenclales no lineales
usualmente requlere el apoyo de diversos métodos numéricos, que se
implementan por medio de una computadora. La visualizaclén tanto de
las solucliones como de las érbitas en el espaclo de fases puede ser
clave para decldir la técnica analitica a segulr, o para confirmar los
resultados obtenidos a través de métodos mds rigurosos. En este
capitulo se describirin los 4 programas principales que se hicleron
con este propésito. Mas que hacer una diseccién detallada de cada uno
de ellos, la ldea es exponer de la manera mids clara posible, los con-
ceptos fundamentales en que éstos se basan.

Muchas de las subrutlinas utilizadas fueron tomadas total o parcial-
mente del libro de Press et.al. (referencia (3.11) que no s6lo contie-
ne gran cantidad de programas ya escritos en C, sino que ademis inclu-
ye la teoria necesaria para comprenderlos a fondo y para poder modifi-
carlos segin las necesldades particulares de cada usuario.

El planteamlento, desarrollo y subsecuentes pruebas y correcclones
de todos los programas consumleron un porcentaje bastante alto del
tiempo y esfuerzo invertidos en esta tesls. Finalmente se produjo un
coédigo estructurado, relativamente interactivo, y eficlente en el
analisis de clerta clase de slistemas. 0Ojald que este trabajo resulte
Util para algunos de los muchos entusiastas de los sistemas dinamicos
y de la modelaclén matematica.

3.1 GENERALIDADES

Vale la pena subrayar algunas de las caracteristicas estructurales
que comparten los 4 programas numéricos denominados BIF, ODE, PER y
RELAX. En primer lugar, todos ellos fueron escritos en lenguaje C. Las
versiones ejecutables para microcomputadoras tipo PC fueron producidas
por el compllador Turbo C. En todos los casos se utilizaron variables
de punto flotante de doble precisién (15 digitos), que en C se cocen
como tipo double.

El c6digo completo de un programa dado es un conjunto de archivos
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(en C) agrupados dentro de un subdirectorio con el mismo nombre que el
programa. Es decir, bajo el subdirectorio \BIF se encuentran varios
archivos que conforman la totalidad del programa BIF (el programa eje-
cutable se llama BIF.EXE). Entre estos archivos se encuentra uno con
el mismo nombre pero con la extensién .C, esto es, BIF.C. Este, asi
como ODE.C, PER.C, etc., contiene el cuerpo principal del programa,
esto es, una secuencla principal de Instrucclones que debe hacer
transparente el objetivo y el funcionamiento de cada una de ellas, asi
como del programa en su totalidad. Los archivos con extensién ,PRJ
(*project’) contienen una lista de todas las partes que hay que ligar
(link) y/o compilar para armar un programa dado. Por ejemplo, BIF.PRJ
contlene todos archivos que se tienen que llgar para crear BIF.EXE.

El diskette que se anexa al trabajo escrlito contiene los cédligos
completos en C, varias verslones ejecutables y algunas notas mas
técnicas dirigidas a qulenes quieran recompilar y/o modificar los pro-
gramas fuente. Todos ellos contlenen abundantes comentarlios y, de he-
cho han sido reescritos mas de una vez, buscando tanto claridad como
una organlzacién légica.

Cada uno de los programas analiza algin aspecto de un sistema de
ecuaciones diferenclales particular. Cada programa agrupa y encadena
una serle de subrutinas numérlcas, e interactta con 3 archivos asocla-
dos que dependen del sistema a analizar: wun archivo .DAT, otro .OUT y
un bloque (en C) que contlene la informaclén sobre tal sistema.

Por ejemplo, supdngase que el programa ODE (el nombre completo es
ODE.EXE), que integra eccuaclones diferenciales ordinarias, va a actuar
sobre el sistema FHN. Entonces, para empezar, ODE debe contener una
linea que especlifica que el nombre del sistema es FHN. Esto hace que
ODE lea un archivo de datos, FHN.DAT, en el cual se incluyen los valo-
res de todos los paréametros del programa y del sistema: paso y método
de integraclén, condiclones inicliales, valores de los parédmetros en
las ecuaciones, etc. Ademds, ODE crea un archivo de datos de sallda
que contlene los resultados de la corrida: los valores de las varla-
bles a cada clierto intervalo de tiempo. Este archivo se llama FHN.QUT.
Las ecuaclones diferenclales estidn contenidas en FHN_ODE.C, que es un
segmento pequefio de cédigo en C, y que debe compllarse junto con ODE
(por lo tanto, FHN_ODE.C debe Incluirse en la lista de ODE.PRJ).

Esta estructura tiene varlas ventajas. Por un lado, una vez compi-
lados todos los archivos que conforman ODE junto con FHN_ODE.C, queda
un programa ejecutable (es decir, totalmente independiente del &mbito
en el que fue escrito y compilado) llamado ODE.EXE, y ya no hay que
compllar nada mds: cualquier modificaclén a los pardmetros de las
ecuaciones se lleva a cabo edltando el archivo FHN.DAT, que esta en
ASCII (y que nada tiene que ver con el C).

Por eJemplo, en FHN.DAT se fijJan las condlclones inicliales y todos
los parametros concernientes tanto a ODE mismo como al sistema de
ecuaciones; entre ellos queda 7=0.1. Se ejecuta ODE.EXE, que lee los
datos contenidos en FHN.DAT y vierte los resultados en FHN.OUT. Este
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Ultimo también estd en ASCII, asi que puede leerse directamente. Si
ahora se qulieren los resultados para =0.2 basta modificar la linea
correspondiente en FHN.DAT y volver a correr ODE.EXE. El primer archi-
vo de datos de sallda es destruldo y substituldo por el que contlene
las soluclones para ¥=0.2.

Por otra parte, si en lugar de Iintegrar las ecuacliones del FHN se

desea trabajar con el sistema ML, basta hacer lo siguiente: se modi-
fica la linea en ODE.C que especifica el nombre del sistema, se crea
el archivo ML.DAT con todos sus parémetros y se escriben las ecuaclio-
nes diferenclales del sistema ML en ML_ODE.C, segin el formato reque-
rido. Después se recompila ODE.C, ahora ligandolo con ML_ODE.C, y se
obtiene un nuevo ODE.EXE capaz de integrar las ecuaclones del sistema
ML para valores arbitrarios de los parametros.
’ El esquema que se acaba de describir es comin a los 4 programas.
Para poder visuallzar los datos producldos, se escribieron otros pro-
gramas adlclonales que leen y grafican los datos almacenados en los
archivos con extenslédn .OUT. Estos editores graficos permiten selec-
clonar tlipos diferentes de graficas, variar las escalas y las dimen-
siones de éstas, etc.

Por Ultimo, cabe especificar el tipo de sistemas para los cuales se
conclbleron los 4 programas menclonades. ODE integra cualquler numero
de ecuaclones diferenclales de primer orden, aunque en la pantalla se
pueden observar solo cortes bidimensionales del espacio de fases, o
blen cursos temporales. Tanto PER como RELAX buscan érbitas perlédicas
en sistemas de dimensién 2. BIF encuentra los puntos de equilibrio y
su establlidad, tamblén para sistemas de dimensién 2, cuando el pro-
blema puede reducirse a hallar los ceros de una ecuaclén no lineal. En
la slgulente seccién se especifica este procedimiento.

3.2 LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO

El programa BIF (es decir, BIF.EXE) genera las ramas de puntos de
equilibrio de un dlagrama de bifurcacién., Esto significa lo sigulente:
Dado el sistema de ecuaciones diferenclales

(3.2.1) dx/dt = fl(x, y, 8)
(3.2.2) dysdt = fz(x, y, 8)

donde 6 es un parametro, el problema es hallar numéricamente los pun-
tos de equilibrio (xeq,yeq) y su establidad para cada valor arbitrario
de 8. Es decir, en primer lugar, hay que resolver el sigulente sistema
de dos ecuaclones, en general no lineales
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[}

(3.2.3) f1(x. y, 8) =0

o

(3.2.4) fa(x. y, 8)

El problema de encontrar los ceros de una funclén vectorial es bastan-
te complicado. Sin embargo, cuando en (3.2.3) © (3.2.4) es posible
despejar una de las varlables en términos de la otra, la sltuaclén se
simplifica conslderablemente. S1 sucede, por ejemplo, que de (3.2.3)
se obtiene -

(3.2.5) x = gly, @)

entonces, substltuyendo en (3.2.4) resulta una ecuaclén, en general no
lineal, que depende de una sola variable

(3.2.6) fz(g(y). y, 8) =0

Para encontrar los ceros de una funcién de una sola varlable exlsten
varios métodos eficlientes, asi que este paso no es mayor obstéculo. La
solucién de (3.2.6) da yeq, cuyo valor, substituyendo de regreso en
(3.2.5), da Xeq.

Consldérese un ejemplo concreto: el sistema de FiltzHugh-Nagumo
generalizado, que se denominara GEN, es el FHN pero con una segunda
ecuaciédn diferenclal no lineal

3.2.7) dv/dt = -v(v-al)(v-1) - w + 1

(3.2.8) dw/dt = [wm(v) - Wi/t

donde we(v) es una funclén tipo sigmoide o tangente hiperbélica. Cla-
ramente, cuando dw/dt=0 se obtiene

(3.2.9) w = wm(v)

que substitulda en (3.2.7) produce la ecuacién no lineal

(3.2.10) F(v) = -v(v-a)(v-1) -~ W vy + L

Los ceros de F(v) dan los valores posibles de Veq, ¥ Weq No es otra
cosa que WolVeq).

Dentro del archivo GEN_BIF.C, que contliene la informaclién sobre GEN
que. BIF necesita, se encuentran las ecuaclones (3.2.9) y (3.2.10). Los
ceros de F(v) son hallados por BIF mediante el método conocldo como
regula falsf{ (el médulo correspondliente puede ser substituldo por
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cualquier otro con un formato compatible si se desea utilizar un
método diferente). Los valores encontrados se substituyen en (3.2.9),
y los puntos de equilibrio son guardados en el archivo de salida
GEN.OUT.

Una vez encontrado un punto de equilibrio, BIF determina su esta-
bilidad. Para este se recurre a la linealizacién alrededor de dicho
punto. Dentro de GEN_FS.C se incluyen los elementos de la matriz jaco-
blana correspondiente a (3.2.1) y (3.2.2). Es decir, uno tiene que
calcular las derivadas parclales de f1 y f2 con respecto a cada una de
las variables (véase el Capitulo 2) y escribirlas en el formato utili-
zado dentro del archivo de funcliones del sistema. BIF se encarga de -
evaluar tal matriz jacoblana A

A = 8f1/6x A

11 afi/ay

12

Azl

af /ox A af /8y

22

en el punto de equilibrio y, con esos datos, encuentra sus eigenvalo-
res, A1 y A2. Encontrar los elgenvalores de la matriz de 2x2 se reduce
a resolver una ecuacién de segundo grado. Como se sabe, los elgenvalo-
res de A determinan la clase a la que pertenece el punto de equilibrio
y su establlidad. BIF los guarda en el archivo .OUT Junto con una va-
riable cuyo valor indica el tipo de punto de equilibrio, segun la cla-
sificacién expuesta en la seccién 2.8.

Ahora bien, tanto la ecuacién (3.2.6) como las derivadas parciales
de la matriz jacobiana camblan cuando se modifican los parametros. En
realidad lo que hace BIF es variar el parametro escogldo, llamado 6, a
lo largo de un intervalo determinado (los extremos se especifican en
el archivo .DAT)., Para cada valor de 8 calcula el punto de equilibrio
(o los puntos de equilibrio) del sistema, los elgenvalores de la solu-
cién lineal asoclada y la estabilidad. Con estos datos es posible ha-
cer una grafica de los valores de veq contra el parametro que fue va-
riando, que se denomina parametro de bifurcaclén. En la fig.(3.2.1) Se
han trazado los valores de veq contra 1 con los datos arrojados por
BIF utlilizando las ecuaclones (3.2.7) y (3.2.8); esta grafica es un
diagrama de bifurcacién de equilibrios. En ella puede observarse que
hay clertos valores de i para los cuales exlsten 3 puntos critlicos. La
establlidad de cada uno de ellos también queda especificada.

BIF lleva a cabo un célculo m&s que es crucial para predecir los
cambios en la dindmica del sistema conforme el parametro de bifurca-
clén @ es modificado: detecta los puntos de bifurcacién de Hopf. BIF
barre el intervalo prescrito para 6 con pasos de tamafio A® y registra
los valores, llamados O#, para los cuales la parte real de los elgen-
valores cambia de signo, con la condiclén de que la parte imaginaria
sea diferente de cero. Lo que se persigue es poder aplicar el teorema
_ de Hopf (seccién 2.12), para poder predecir la apariclién de una érbita
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periédlca. Esto requiere, entre otras cosas, que la parte real de los
eigenvalores se haga cero. Los candidatos a puntos de bifurcaclién 6u
son guardados y, una vez calculados todos los equllibrios, antes de
terminar la ejecucién se replte nuevamente la bisqueda de los valores
de 0 para los cuales ocurre el cambio de signo en los eigenvalores.
S6lo que ahora se rastrea unlicamente alrededor de los 6H, utilizando
un A8 cada vez mas pequefio, hasta que se obtlene una precisién prede-
terminada en el valor de 6H.

A continuaclién se presenta, como resdmen, una descripcién seudoal-
goritmica de la estructura de BIF, Se han excluido intenclonalmente
una gran cantidad de detalles, ya que la 1ldea es mostrar sélo los pa-
sos mas relevantes del proceso. Los paréntesis [] indican que se trata
de una variable vectorial; los equilibrios aparecen como Xeqll y
yeql]l, ya que puede haber varlios de ellos para un mismo valor de 8.

aq

-0.04 1 He ©c.08
FIGURA 3.2.1 m Diagrama de bifurcacién (rama de equilibrios) para el
sistema de FitzHugh-Nagumo generallizado (GEN), ecuaclones (3.2,7)~
(3.2.8), Se grafica v en el equilibrio contra i, que es el paréametro
de bifurcacién. Lineas continuas indican estabilidad, lineas punteadas
inestabilidad. HB es el punto de bifurcacién de Hopf.
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Descripcién de BIF
1. Iniclo del programa.
Asignacién del nombre del sistema a analizar (por ejemplo NOM).
. Lectura de valores de los parametros en el archivo NOM.DAT.
Creaclén 9 apertura del archlivo de datos de salida NOM.OUT.
8 = Oinictal.
Se hallan los ceros, es declr yeqll), de fa(g(yl,y,8) {en (3.2.6)).
Para cada uno de los m ceros (J=1,...m}:
Determinaclén de xeqlj] (mediante (3.2.5) evaluada en yeql}]).
Determinacién de los elgenvalores Ai(j] para {xeql)},yeq{J]).
S1 Re(A1{]]) cambid de signo entonces Buln}=6-A8 y n=n+1.
8. Para cada unho de los m ceros (j=1,...m):
Clasificacién de 1los puntos de equilibrio, segun  A1(J],
codificada en el valor de la varlable eq[J].
Impresién de 8, xeql{}], yealjl, 2131, A2(J] y eqli] en NOM.OUT.
9. 6 =98 + 48,
10. si 6<6rinal regresa al paso 6.
11. Para cada uno de los n candidatos a puntos de bifurcacién ou[j}
(J=1,...n):
Refinamiento de 8H[]J] repitiendo los pasos 5-7 y 9, bisectando el
intervalo (6H, OH+A8), hasta que AB' sea menor que la precisién
deseada.
12. Impresién de los n puntos de bifurcaclén de Hopf 6ul] en NOM.OUT.
13. Fin del programa.

NoweLb

El archivo de funclones que BIF necesita para analizar un sistema
dado debe contener tres cosas: la funcién de 1 variable cuyos ceros
dan una de las coordenadas del equllibrlo (es decir (3.2.6))}, la fun-—
cién que da la coordenada restante (es decir (3.2.5)), y la matriz &
de derlvadas parciales.

Debe recordarse que las grdficas obtenldas con los datos arrojados
por BIF son la consecuencla de un procesamiento independiente, que se
lleva a cabo mediante un programa graficador 1llamado GG, tamblén es-
crito en C, y desarrollado especificamente para este propésito. Asi-
mismo, el programa GBW traza las graficas en blanco y negro y las pre-
para para ser Impresas.

El programa completo (BIF} contlene gran cantidad de subrutinas y
detalles que no se han discutldo, sin embargo, con lo que se ha pre-
sentado en esta seccidn, no debe ser dificil abrir el archivo BIF.C,
que contiene el cuerpo principal del programa, y comprender el funcio-
namiento de cada una de sus componentes. Asimismo, el rol Jjugado por
un bloque determinado de cédigo debe resultar fdcllmente identificable
para qulien esté famlliarizado con la sintaxis y las estructuras del C.
Este comentarlio es apllicable a los otros 3 programas.
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3.3 LAS SOLUCIONES

Obtener soluclones particulares del sistema de ecuaciones diferen-—
clales que se desea estudiar sliempre es importante, unas veces como
punto de partida para el arranque de otros programas, y otras slimple-
mente para visualizar el plano fase y adquirir clerta intulcién sobre
el posible comportamiento del sistema. Encontrar soluciones numéricas
significa integrar numéricamente; usualmente se dan condiciones ini-
clales para las varliables y se quieren conocer sus valores en tlempos
posterlores (véase 3.5 como comparacién). Estos problemas de valores
iniclales son hoy en dfa un tema clasico del analisls numérico.

El programa ODE (el nombre del ejecutable es ODE.EXE) integra las
ecuaciones diferenclales, por ejemplo del péndulo (PEN), contenidas en
el archivo PEN_ODE.C

(3.3.1) dx/dt = y
(3.3.2) dy/dt = -py - w’sen(x)

Estas contienen dos parametros, el coeficlente de friccldén g y la fre-
cuencia natural de osclilacién w, En el archivo de datos de entrada,
PEN.DAT, se incluye lo siguiente:

SISTEMA:

tolerancia___ 0.000001

num_d_params_ 2

parametros___ 0.01 1.0
N w

INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES:
dimension 2
cond_linic 0.2 0.0
t_a_integrar_ 10.0
metodo 1

paso 0.002
paso_minimo__ 1.e-9
print_time__ _ 0.1
xplot 1
yplot 2

x_min -2.0
x_max. 2.0
y_mln ~2.0
y_max 2.0

!

Los paréametros bajo el encabezado "SISTEMA:" son comunes a los 4 pro-
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3.3 LAS SOLUCIONES

Obtener soluclones particulares del sistema de ecuaclones diferen-
clales que se desea estudliar siempre es importante, unas veces como
punto de partida para el arranque de otros programas, y otras simple-
mente para visualizar el plano fase y adquirlir clerta intuiclén sobre
el posible comportamiento del sistema. Encontrar soluciones numéricas
significa integrar numéricamente; usualmente se dan condlciones ini-
clales para las varlables y se quieren conocer sus valores en tiempos
posterliores (véase 3.5 como comparacién). Estos problemas de valores
iniciales son hoy en dia un tema clasico del anidllsis numérico.

El programa ODE (el nombre del ejecutable es ODE.EXE) integra las
ecuaclones diferenciales, por ejemplo del péndulo (PEN), contenidas en
el archivo PEN_ODE.C

3.3.1) dx/dt

v -
(3.3.2) dy/dt = -uy - wisen(x)

Estas contlienen dos parametros, el coeficiente de friccién u y la fre-
cuencia natural de oscllaclén . En el archivo de datos de entrada,
PEN.DAT, se incluye lo sigulente:

SISTEMA:

tolerancia____  0.000001

num_d_params_ 2

parametros____ 0.01 1.0
u w

INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES:
dimension 2
cond_linic 0.2 0.0
t_a_integrar_ 10.0
metodo 1

paso 0.002
paso_minimo__ 1.e-9
print_time____ 0.1
xplot, 1

yplot 2

*_min -2.0
X_max, 2.0
y_min -2.0
y_max 2.0

Los parametros bajo el encabezado "SISTEMA:" son comunes a los 4 pro-
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gramas, los restantes pertenencen exclusivamente a ODE. Tal como
estdn, ODE integraria el sistema, que es de dimensién 2, con una pre-
cisién de 107 en cada paso, utilizando el método 1, hasta que el
tiempo valiera 10.0. Ademads iria mostrando las érbitas de fase, ya que
graficaria la variable 1 contra la 2 (la variable O es el tlempo).
Cada 0.1 unidades de tiempo almacenaria los valores de las variables
en PEN.OUT.

La parte numérica de ODE se encuentra unida a una interfase grafica
bastante coémoda que permlte alterar condiclones inlclales, tamafio y
escalas de la grafica, integrar hacia atrds en el tiempo, etc. Esta
iInteractividad se traduce en una gran cantldad de cédigo adiclonal,
que obscurece un tanto el hecho de que la médula del programa son las
dos subrutinas de Integraciém: RKQC.C y BSSTEP.C. Ambas fueron toma-
das de la referencia [3.1], asi que sdélo se comentaran brevemente.

EL METODO DE RUNGE-KUTTA CON PASO VARIABLE

Una de las varlantes méAs populares del conocido métode de Runge-
Kutta es el de cuarto orden con paso fijo h, que involucra 4 férmulas
bastante compactas. Para avanzar el vector de variables y del punto
yn, en el que la variable independiente vale xn, al punto yn+1, en el
que la variable independiente vale (xn)+h=xn+1, se evalia la funclén
vectorial de derivadas f’(x,y) de la sigulente forma

(3.3.3) k =hf(x, y)
n n
k., =h £ (x +h2, y +k/2)
n n 1

k =hf(xn+h/2. yn+k2/2)

L
[t}

hf(xn+h, yn+k3)
de manera que

(3.3.4) You

s
=y, ¢+ kl/s + kz/3 + k3/3 + k‘/6 + O0(h”)
Estas férmulas se encuentran en la subrutina RNGKT4() que estad en el
archlvo RKQC.C. Una llamada a RNGKT4() avanza el vector y de yn a
yn+t. Llamadas consecutlvas a esta subrutina integran las ecuaclones
diferenciales hasta que el usuario lo desee. Sin embargo este primer
método de integraclén se ha implementado de manera mucho mis eficlen-
te, agregéindole la posibllidad de ajustar el paso de integracién. El
paso varlable 1lo convierte en una herramlenta considerablemente
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\ extrapolation 10 o sieps
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FIGURA 3.3.1 m Integracién de la varliable y de x a x+H por el método
de Bulirsch-Stoer. Se integra de x a x+H varias veces, con subpasos de
tamafio h=H/n cada vez mas pequefios. El1 valor de y en el punto final es
ajustado a una funclén racional que depende de n, y que es evaluada en
=0; es declr, se hace una extrapolacién al caso en el que el nimero
de subpasos se hace infinlito.

0.20

-0.07

~0.233 v 1.0

FIGURA 3.3.2 s Espaclo de fases del sistema GEN generado por el pro-
grama ODE. Las lineas punteadas son las ceroclinas (las curvas sobre
las cuales dyi1/dt=0). Se obtiene la respuesta cualitativa de una
célula excltable.
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versatil.

La idea es comparar dos integraclones de yn a yn+1: una dando un
paso de tamafio 2h y otra dando dos pasos de tamafio h. Si la soluclén
exacta se denota como y(x+2h), entonces se tienen las dos aproxima-
clones sigulentes

(3.3.6) yixs2n) =y, + (20)°% + 0(h%) + ...

(3.3.6) y(x+2h) =y, + 2% + 0%y + ...

donde ¢ es un coeficliente comin a las dos expreslones. La discrepancia
entre las dos soluciones

b=y, -y,
es la cantidad que se intenta mantener acotada, ni muy grande ni dema-
slado pequefia, con clerto grado de precisién. De (3.3.5) y (3.3.6)
puede observarse que A varia con h elevado a la quinta potencia, es

decir, si se da un paso hi1 y produce un error Ai, el paso ho que
habria producide un error Ao puede estimarse segin

_ 0.2
3.3.7) h, =h|a/8 |

Asi que, si Ao es la preclsién deseada, (3.3.7) da la manera en la
cual hay que agrandar o achlcar el paso para mantener la dliscrepancia
entre las dos soluclones cercana al limite requerido.

La subrutina RKQC() es la encargada de llamar a RNGKT4() las dos
veces, calcular A1, modificar o no el paso segin (3.3.7), y predecir
un valor atendible de h para el sigulente cliclo. Ademds toma algunas
otras precauciones adiclionales, como mantener acotados 1los errores
acumulados y reescalarlos segin los valores absolutos de las varla-
bles.

En la practica, este método resultd conflag}e y répldo para preci-
siones (porcentuales) de aproximadamente 10 °. Se muestran algunos
ejemplos en las flguras de esta seccién, ademas de los numerosos re-
tratos de fase del capitulo slgulente.

EL. METODO DE BULIRSCH-STOER

El programa ODE puede integrar ya sea con el Runge-Kutta de paso
variable o con un segundo método, cuyo principlo no es el desarrollo
en serle de Taylor, como en el caso previo, sino una ildea totalmente
diferente: 1la extrapolacién al limite cuando el paso se hace cero.

Las varlables y pasan de y(x) a y(x+H) donde H no es infinitesimal,
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sino que puede llegar a ser bastante grande. El paso H se subdivide en
n subpasos de tamafio h=H/n. Primero se 1lleva a cabo toda 1la
Antegraclién de x a x+H para n=2, es decir, mediante algin método (que
debe tener clertas caracteristicas) se obtienen y(x+H/2) y y(x+H).
Como y(x+H) se encontré para n=2, la solucién se denomina simplemente
y2. A continuacién se repite la integracién, partlendo nuevamente de
y(x), pero tomando n=4. Esta vez se dan 4 pasos de tamafio H/4 que con-
ducen a y(x+H)=ys. Normalmente la integracién completa se lleva a cabo
para un numero suficlente de valores de n, tomados de la secuencia

n=2, 4, 6, 8, 16, 24, ...,[nJ = ZnJ_zl

La clave es, utilizando los valores encontrados y2, ys,...,¥n, expre-
sar a yn como una funcién analitica de n, es decir, se hace un ajuste
de datos de manera que

(3.3.8) v, = R(n)

Una vez encontrada R(n), ésta es evaluada en el limite n-—w, que co-
rresponde al caso en el que el paso de Iintegraclén utilizado para lle-
gar de x a x+H se ha hecho cero (rig.(3.3.1)).

Esta es la idea general, pero en la practica hay un gran numero de
sutllezas involucradas. Por ejemplo, gqué forma debe tener R(n)? Se ha
encontrado que cuando R(n) es una funcién racional, los resultados son
asombrosamente buenos. Esto se debe a que la funcién raclional sigue
slendo una buena aproximacién aun cuando el paso h deja de ser
pequefio; en contraste, la serle de potencias en h tiene un radlio de
convergencla limitado. Por otra parte, se ha visto que es convenliente
utilizar un método de integracién, para avanzar las variables en pasos
de tamafio H/n, cuya funcién de error sea estrictamente par; la aprox%—
macién por funcién racional es melor cuando se hace en términos de h".

El desarrollo y prueba del método de Bulirsch-Stoer es relativamen-
te reciente, sin embargo ha mostrado ser una de las técnicas mis efli-
clentes para integrar ecuaciones diferenclales ordinarias con una alta
precisién.

COMENTARIOS

El archivo BSSTEP.C contliene la implementacién de este método tal
como se ha descrito en la referencia {3.1). Su inclusién en ODE ha
sido relevante, no sélo en términos de la relacién entre precisién y
tiempo de coémputo, sino en tanto que, no sélo los segmentos corespon-
dientes de co6digo, sino los algoritmos en si de los dos métodos de
integracién son completamente independlentes. Esto permite comparar
corridas, integrande un mismo problema de valores inlclales con ambos
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métodos. Asi, discrepancias en los resultados indican algin tipo de
error en el procedimiento. Y viceversa, cuando los dos resultados son
conslistentes cabe pensar que los célculos son correctos.

Las maltiples ejJecuciones de ODE mediante uno y otro método mos-
traron que, en general, el Runge-Kutta d¢ paso varlable es lo més
practico hasta precisiones del orden de 10 '; en ese caso el tiempo de
cémputo fue casl el mismo que el utilizado por el Bullirsch-Stoer. Para
precisiones mayores, este segundo método consumié menos tlempo.

3.4 INTEGRACION DE ORBITAS PERIODICAS

Las dos rutinas de integracién discutidas previamente también son
vitales para el programa PER, que lntegra solucliones pero buscando
érbitas perlddicas especificamente. Al escribir este programa, la in-
tencién fue, por un lado, tener una manera de arrancar el método de
relajacién (seccién 3,5), que requiere una aproximacién al clclo
limite que se va a calcular. Por otra parte, se deseaba poder corrobo-
rar directamente (integrando) los resultados obtenldos mediante el
mencionado método de relajaclién.

Antes que nada, PER lee los valores de los parametros, incluido el
de bifurcaclén 8, del archivo .DAT correspondliente. Ahi mismo debe
incluirse una estimacién para el valor del perlodo t. Las condiclones
iniciales (x0,yo) deben escogerse de manera que queden lo mas cercanas
que sea posible a la 6rbita perlddica. Esto obviamente requlere haber
llevado a cabo previamente un reconocimiento del espaclo de fases del
sistema a anallzar.

A contlnuacién, PER llama por primera vez a la subrutina clave,
PERIOD(), que es la médula del programa. Si efectivamente existe un
cliclo limite, entonces las diferenclas Ax=x-xo y Ay=y-yo tienen que
evoluclonar asi: Al iniclo son cero. Al comenzar la integracién cada
una adquiere un signo definido, y en algin momento esos signos tienen
que cambiar (al menos una vez), para después volver a hacerse cero. Si
los signos de las A’s no camblan después de integrar durante un tlempo
un tanto mayor a T, entonces PERIOD() termina la ejecucidn notiflcando
que no encontr6é 6rbita periédica alguna. De hecho el programa siempre
termina si el tliempo de integraclién sobre una mlsma érbita excede
clerto valor limite.

Por el contrarlo, si las A’s si camblaron de sigho, la integracién
se lleva a cabo exactamente durante el tiempo 1’ tal que ]Axl sea me-
nor que clerta tolerancia, por ejemplo £=10 (idealmente €=0). En
segulda se revlsa la otra diferencia, Ay, existiendo dos alternativas:
si |Ay] tamblén es menor que £, entonces se concluye que la Srbita si
fue periédica, de periodo T'. En camblo, sl resulté que Ay>e, entonces
el nuevo punto (x,y) se toma como condicién iniclal, T’ es la nueva
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estimacién al periodo, y se lleva a cabo una vez m&s el clclo sobre
Ax, esto es, se le da una vuelta mas a la 6rbita peridédica, esperando
que ésta atralga a la soluclén que estd siendo integrada.

Como puede apreclarse, este procedimiento es completamente directo,
de hecho la receta es "integre hasta que las condicliones finales sean
'iguales’ a las iniciales, aseguradndose de que haya habldo camblos de
signo en Ax y Ay". Sin embargo, PERIOD() contiene varios detalles in-
teresantes que hasta el momento se han omitido para exponer la idea
general de la manera mas simple. Cabe comentar ahora algunos de ellos.

En primer 1lugar, PERIOD()} 1llama a la subrutina de integracién
ECUAINT(), que es la encargada de avanzar las varlables (x,y) del va-
lor en to al valor en to+At, mediante alguno de los dos métodos ya
mencionados; este At es totalmente arbitrario (pero considerablemente
menor que T). ECUAINT() a su vez evalla las ecuaciones diferenclales,
por ejemplo del sistema FHN, que se encuentran en el archivo de fun-
clones asociado, i.e. FHN_PER.C. Cuando Ax ya cambi6é de signo una vez,
el problema es determinar gl tlempo t' para el cual Axs e, Lo que se
hace es detectar un segundo cambio de signo en Ax, lo cual indica que
ya se integré mas alld del periodo exacto. Entonces se reduce el paso
At y se integra hacia atrds, disminuyendo t, hasta volver a detectar
un camblo de signo. Ahi se vuelve a reducir At y a Ilnvertir el sentido
de la integracién. Este proceso se continua hasta que Ax sea menor que
la tolerancia e. En el coédigo de PERIOD()} se distingue un primer ciclo
que pone en priactlca esta estrategla.

En segundo lugar, cuande el ciclo limite atrae muy débilmente, la
convergencla puede ser extremadamente lenta. Esto es, pueden requerir-
se muchas vueltas alrededor del ciclo limite antes de que la 6érbita
quede suflclientemente préxima a él, y de que la diferencia Ay sea cer-
cana a €. De hecho ésta es la desventaja m&s grave del método. Sin
embargo, se ha lmplementado un criterlo para acelerar el camblo en Ay;
éste se incluye dentro de la siguiente descripcién seudoalgoritmica de
la subrutina PERIOD() (algunos de los valores numéricos se han inclui-
do por claridad).

Descripclén de PERIOD()
1. acel=1, iter=0, switch=0.
Cilclo 1
. X=x%0, y=yo, Ax=0, Ay=0, t=0, At=t/100, bandera=0, etc.
Integracion de x y ¥, con ECUAINT(), de t a t+At (t = t + At).
Si (t>(1.3)t) entonces
Fin no exltoso, no hubo érbita periédica.
. AX = X - xo0.
Si (Ax cambié de signo) entonces bandera = bandera + 1.

[ Y] [oEANN
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7. Si (bandera=2) entonces
St (Ax>e) entonces
At = - At/2.
bandera = bandera -~ 1.
Si (Ax=e) entonces sigue el paso 9.
8. Regresa al paso 3.
Ciclo 11
9. lter = iter + 1.
10, Si (iter>MaxIter) entonces
Fin no exitoso, no hubo convergencia.
11. Ayt = Ay, Ay = y - yo.
12. Si (Ayse) entonces
El periodo vale t.
(x,y) es un punto sobre el ciclo limite.
Fin exitoso del programa.
13. S1 (Ay>e) entonces
Si (Ay>0 y y>ymin)} ymin = y.
Si (Ay<0 y y<ymax) ymax = y.
Si (Ay1 y Ay son del mismo signo y switch=0) entonces
acel = acel + Alacel.
y = yo + (acel)(dy).
Si (Ay1 y Ay son de signos opuestos o switch#0) entonces
switch = 1.
y = (ymin + ymax}/2.
14. xo=x, yo=y, T=t.
15. Regresa al paso 2.

Durante el primer ciclo se integran las ecuaclones hasta que la
variable x se vuelve practicamente igual a su valor lInictal. En el
segundo ciclo se analiza el valor de la segunda variable después de . la
integracién. Si Ay>e, entonces pueden suceder dos cosas: (1) y se
mueve por una cantidad extra (dada por acel) en la direccién en la que
haya camblado. Es declir, se amplifica progresivamente el cambio en y a
lo largo de una vuelta en x (te. Ay) hasta que Ay cambia de signo (es
decir, y pasa al otro lado del ciclo limite), o bien, hasta que Ay sea
suficlentemente pequefio. (2) cuando Ay cambia de signo ya se tlenen
registrados dos valores, ymax y ymin, entre los que se encuentra la y
buscada, es declr, la y sobre el ciclo limite. A partir de entonces se
hace una bisecciédn sobre el intervalo [ymax,ymin] hasta acorralar el
valor deseado de y: aquel que tomado como condicliédn iniclial hace que
Ay<e después de exactamente una vuelta al cliclo limite., La mejor mane-
ra de entender el paso 13, que es el mas delicado, es sliguiendo una
corrida ficticla con papel y lapiz.

PER puede calcular las dlversas érbitas periddicas asocladas a los
diferentes valores del parémetro de bifurcacién. Es decir, para cada
valor de 6 hace una llamada a PERIOD() y guarda los resultados en el
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archivo .0QUT correspondiente, Hablendo hallado un ciclo limlte para un
valor de 8, un punto sobre éste y su periodo proveen las condiclones
inicilales y la estimacién al perlodo para el sigulente valor de @,
6+40. Un valor adecuado para A8 puede entonces agllizar considerable-
mente el cdlculo para la rama de 6rbitas peridédicas de un diagrama de
bifurcacién.

Cuando se trata de detectar érbitas periédicas repulsoras, es decir
ciclos limite lnestables, las trayectorias de fase tlenden a alejarse
de la érbita cerrada buscada. Es entonces obvia la diflcultad para
situarse sobre el cliclo limite mediante la lintegracién. Sin embargo
esto se puede soluclionar muy faclilmente: basta Iintegrar hacla atras
en el tlempo. Esto invierte el sentido de todas las flechas del campo
vectorial definlido por dx/dt y dy/dt; hay un intercamblo de estabili-
dad y de atracclén-repulsién. En particular, el clclo limite repulsor
se vuelve atractor, y se puede aplicar el mismo algoritmo que en el
caso de los ciclos limite estables.

A pesar de que PER es un programa relativamente Iingenuo, combinado
con un poco de andlisls previo y aplicado a los sistemas de ecuaciones
diferenciales adecuados, resulta muy Gtil. Esto es consecuencila,
basicamente, de que a las rutlnas de integracidén se les puede exigir
una precisién muy alta. Sin embargo, en algunos casos puede convertir-
sSe en un programa muy lento.

3.5 EL METODO DE RELAJACION

El programa mds compllicado de todos los que se desarrollaron fue
RELAX, que implementa el método de relajacién, disefiado para resolver
lo que se conoce como “problemas de valores a la frontera en dos
puntos” (two point boundary value problems). La determinacién de una
érblita periédica puede formularse dentro de este contexto. Nuevamente,
la referencla [3.1] fue clave.

UN EJEMPLO FISICO

Para entender el planteamlento del problema se considerari un ejem-
plo clésico de la fisica. La ecuaclén de onda

(3.5.1) 8%sox® = (1/¢%) a%yrat?

se aplica a las vibraclones de una cuerda fi)a en los extremos x=0 y
x=¢, tal como en el sigulente diagrama
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y = yx, t)

x=0 =

Cuando se propone una solucién de la forma
(3.5.2) wix, t) = f(x)glt)

y se substituye en (3.5.1), la separacién de varliables produce la
ecuacién de Helmholtz, que en este caso es unidimensional

(3.5.3) da%/ax® + k’f = 0

donde k° es un parimetro constante (a determinar). O bien, planteado
como sistema de dos ecuaclones de primer orden se tlene

df/dx = v
(3.5.4)
dv/dx = -k°f

Normalmente se dirfa que (3.5.3) es una ecuacién diferenclal de
segundo orden cuyas soluciones son combinaclones lineales de senos y
cosenos en X. La solucién particular buscada quedaria determinada por
las condiciones iniclales f{x=0) y df/dx(x=0)}. Sin embargo éste no es
el caso: no se trata de un problema de condiclones iniclales, sino de

ma de la cuerda deben satlsfacer forzosamente
(3.5.5) w(ix=0,t) = O, wix=L,t) =0

es decir, la cuerda tlene que permanecer fij)a en los extremos, inde-
pendientemente de las condiciones iniclales que se le den. Dada la
separaclén de varliables, esto se traduce en que

(3.5.6) f{x=0) = 0, fix=L) =0

Este es un problema totalmente diferente al de los valores iniclales,
en el que hablendo fijado éstos, se integra (numéricamente, si es ne-
cesario) con respecto a la variable independiente y listo. En cam-
bio, con (3.5.6) uno tlene que buscar las funciones, que pertenecen a
la familia de soluclones de (3.5.3), Yy que ademis satisfacen las con-
diciones de frontera. Este, de hecho, es un problema bastante comple-
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Jo, y no es sorprendente que para resolverlo se tenga que lterar algin
proceso que junte las condiciones de frontera dispersas a lo largo del
intervalo de varlacién de x en una tinlca solucién que las incluya.

En el ejemplo mostrado la solucién general (de (3.5.3)) es

(3.5.7) f(x) = A sen(kx) + B cos(kx)
y es féacll ver que para satisfacer (3.5.6) basta tomar

(3.5.8) B =0, k = nn/t

LAS IDEAS DETRAS DE LA RELAJACION

¢Cémo se resuelve numéricamente el ejemplo anterlor? Una de las
posiblilidades es mediante el método de relajacién que, a grandes ras-
gos, en ese caso consistiria en lo sigulente: (1) Dividir el interva-
lo de varlacién de la variable independiente en n trozos, es declr
h=¢/n. Conslderando las variables del sistema (3.5.4), la solucién
buscada se convierte ahora en un conjunto de valores {fn,vn}, es de-
cir, los valores de f(x) y v(x) en cada uno de los n+l puntos de la
malla. (2) Como no se conoce el valor correcto de k, al sistema
(3.5.4) se le agrega la ecuacién diferencial trivial dk/dx=0. Durante
el proceso de solucién k ira slendo ajustada. (3) Substitulr las m
ecuaciones diferenciales (m=3 en el ejemplo) por mxn ecuaclones en
diferencias, cada una relaclionando los valores de f, v y k en un par
de puntos de la malla. Esto es, habra mxn ecuaclones del tipo

(3.5.9) E (f £, v .v,kJ . k’)=0.

1 j -1
i1=1,...m, J=1,...n

donde J indica el nimero de punto en la malla. Hay muchas maneras al-
ternativas de transformar una ecuacién diferencial en n ecuaclones de
diferenclas, por el momento se supondrd que se han obtenido las ecua-
clones (3.5.9) mediante alguno de los esquemas posibles. Por clerto,
en todos los casos, para toda j se tendra

3.5.10 E = - =0
t ) ay = Ky T K

que expresa el hecho de que k no puede cambiar con x.

Ahora bien, el sistema de ecuaciones (3.5.9) es un sistema algebra-
ico, muy posiblemente se trate de ecuaclones no lineales, y tal vez
sea bastante complicado, pero es un sistema algebraico. Es decir, se
buscan los valores de las 3x(n+1) variables: f, v y k evaluadas en

los puntos x=0, x=1/n,...,x=L. Para esto se utilizan las 3n ecuaclones
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(3.5.9) y 3 ecuaclones adicionales que provienen de las condiciones de
frontera; dos de ellas son evidentes

(3.5.11) f =0, f =0

que son precisamente las condiclones (3.5.6). La tercera hay que impo-
nerla de algin otro modo, por ejemplo forzando v a que tenga un valor
fijo en x=0. Asi que seguiria el paso (4): resolver el sistema alge-
braico (3.5.9) para obtener una soluclén numérica al problema.

De manera mas general, el problema de valores a la frontera en dos
puntos se plantea asi: se Indaga la soluclén a un conjunto de m ecua-
clones diferenclales acopladas, satisfaclendo mi condiclones de fron-
tera en el punto Inicial xi y las m-mi condliciones de frontera restan-
tes en el punto final x2. Un poco més adelante se especificari la ma- .
nera de incluir en este esquema la condicién de periodicidad.

EL METODO DE NEWTON EN LA RELAJACION

El proceso anterior es un ejemplo de una técnica bastante frecuente
en matemdticas: un problema se reformula en términos de otro cuya
solucidén es conocida. Ahora el problema es hallar los ceros de una
funcién vectorial, lo cual, como se ha mencionado en otras secclones,
no es facll; de hecho, en muchos casos la unlca alternativa es aplicar
el método de Newton generalizado, lo cual puede resultar computaclio-
nalmente muy arduo. Sin embargo, (3.5.9) no es un sistema cualquiera
de 3x(n+1) ecuaclones: su forma permite aplicar el método de Newton
de manera slngularmente eficliente. Primero hay que revisar las ideas
fundamentales detras de dicho método.

Un primer problema es hallar el cero de una funcién unidimensional
F(x) teniendo una aproximacién iniclal xo. Es posible desarrollar F(x)
en serlie de potenclias alrededor de este punto

(3.5.12) F(x°+8) = F(xo) +3F (xo) + ...

Lo que se busca es precisamente la & tal que F{xo+3) sea cero, asi
que, despreclando los términos de orden superior, se obtiene

0

F(xo) + 3 F'(xo)

(3.5.13) 3

- F(Xo)/F'(xo)

Es decir, la nueva aproximacién a la raiz, que es x1=xo+8, viene dada
por

X, =X, - F(xo)/F’(xo)
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que es precisamente la receta descublerta por Newton. En términos de
aproximaclones sucesivas se convierte en

(3.5.14) X =x - Fx )F(x)
n+l n n n

Esta relacldén se aplica iterativamente y, cuando la aproximacién ini-
clal es suficlentemente cercana, 1la convergencia es muy réplda;
tebricamente el numero de clifras significatlivas correctas se dobla en
cada repeticién. Si Xo no se escoge suficientemente cerca de la verda-
dera raiz, las iteraclones pueden oscilar indefinidamente, converger a
otra raiz o diverger.

Existen varlos otros métodos para encontrar los ceros de F(x), pero
cuando se trata de los ceros de una funcidén vectorial, entonces el
problema se complica y la generalizaclén del método de Newton es casl
lo Ynico que se puede aplicar. Esta se discutird con el enfoque reque-
rido por el método de relajaciédn.

Considérese el vector de ecuaciones de diferencias en el k-ésimo
punto de la malla que va de x=0 a x=!. Ahora FEk es una funcién vecto-
rial de dimensidén m que depende de 2m variables yk y yx-i, de acuerdo
con (3.5.9). Se buscan las correcciones Ayk tal como en (3.5.12) se
pretendia determinar 5. En el mismo espiritu del caso unidimensional,
el desarrollo en serle de Tayloer multidimensional alrededor del
k-ésimo punto de la malla es

(3.5.15) Ek(yk'eAyk. yk_lmyk_l) o Ek(yk. yk_t) *
m m
JE (c’)l‘-:k/f,!y“'k_l)ij’k_1 + )?1 (6!-:“/¢3y“'k)AyLk

Tal como en el caso unidimenslonal, se requiere que la solucién actua-
lizada E(y+dy) sea cero. Asi que, en general, el método de Newton
aplicado  a m ecuaciones en n puntos puede escrlibirse en forma matri-
clal

= 2m
(3.5.16) ¥ (5, Ay + ¥ (s Ay = -E
jo BT ke PaedRRs TR IO 1k
1 =1,2,...m

sl se definen

(3.5.17a) S = ofilihk/c'iy‘hk_1
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(3.5.17b) S = 6El'k/ayj'k

1, +m
i=1,2,...m, k=1,2,...n

las cantldades Si,) forman una matriz de mx2m en cada punto k. Un
ciclo completo de relajaclén consiste en lo sigulente: (1) Arrancar
con una aproximacién a las variables yx. (2) evaluar la matriz de de-
rivadas Si,) en cada punto k y las ecuaciones en diferencias Ei,kx. (3)
Determinar todas las correcciones Ayk; esto se lleva a cabo mediante
algoritmos computacionales para resolver sistemas de ecuaciones linea-
les. En este caso el sistema completo involucra encontrar mx(n+l) can-
tidades (m de ellas son conocidas, son las condiciones de frontera)
mediante una matriz de mx(n+1)xmx(n+1). (4) Aplicar las correcciones a
las mxn variables a determinar: yx’=yx+dyx. (5) Repetir el ciclo, con
los nuevos valores de las varliables, hasta que los valores absolutos
de las correcclones sean menores que clerta tolerancia.

LA RELAJACION PARA EL MODELO FHN GENERALIZADO

A continuacién se ejemplificaran los pasos descritos anterlormente
con el sistema FHN generallzado, o GEN, cuyas ecuaciones diferencliales
son

(3.5.18) dv/dt = =v(v-a)(v=-1) - w +

(3.5.19) dw/dt = [wm(v) - wl/b

Los parametros libres son a, 1 y b; ww(v) es una funcién de la primera
variable e involucra otros dos parametros. La derlvada de ww(v) con
respecto a v se denotard como ww'.

El problema es locallizar una 6rbita perlédica en el espacio de fa-
ses de (3.5.18) ¥y (3.5.19) mediante el método de relajaclén. Hay una
limitante adicional: no se conoce el perlodo, asi que no se conoce la
segunda frontera. Es declr, es posible escribir la condiclén de perio-
dicldad, pero no se sabe en qué punto sucedera. Para superar este obs~
taculo se agrega una ecuacidédn diferencial adicional para el periodo y
se reescala el tiempo (la varlable independiente). Esto es, v y w re-
gresan a sus valores Inlcliales después de un tiempo p, asi que se hace
un cambio a una nueva variable temporal que valga 1 cuando t=p

(3.5.20) t’ = t/p
de manera que

(3.5.21) dv/dt’ = dv/dt(dtszdt') = dv/dt(p)
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Yy anélogamenté para dw/dt. Agregando una tercera ecuacién para p, y
omitiendo la prima, se obtlene el sistema

(3.5.22) dv/dt = p (-v(v-a)(v-1) - w + 1)

(3.5.23) dw/dt = p [ww(V) - wl/b

(3.5.24) dp/dt = O

Estas ecuaclones tendrédn periodo 1 para el valor adecuado de p y para
condicliones iniciales correctas (sobre el ciclo limlte). El reescala-
miento es exactamente el mismo para todo sistema en el que uno de los
puntos frontera se desconoce. De acuerdo a la nueva variable temporal
las condiclones de frontera son

(3.5.25) v(t=0) = v(t=1), w(t=0) = w(t=1)

Pero éstas son unicamente 2 de las 3 condiciones necesarias; el pro-
blema estd indeterminado porque todos los valores de v y w sobre el
ciclo limlite conducen a solucliones posibles (la condicién p(0)=p(1) es
trivial dada la forma de su ecuacién, asi que técnicamente no funclo-
na). En el programa RELAX la tercera condicién de frontera consistid
en imponer un valor fijo para v

(3.5.26) v(t=0} = Ve

Esta no es la unlca eleccién posible, hay condicliones mias ventajosas,
pero es facll de implementar.

De esta manera, las ecuaciones (3.5.22)-(3.5.26) determinan un pro-
blema de valores de frontera en dos puntos, t=0 y t=1. Para proceder
con el planteamliento de la relajacién hay que subdividir el intervalo
[0,1) en n partes. Témese como ejemplo n=100, h=1/100, de manera que
interesan los valores de las varlables v, w y p en los n+l puntos t=0,
t=h, t=2h, ..., t=1. Ahora hay que discretizar las ecuaclones
(3.5.22)-(3.5.24). Dadas las ecuaciones diferenciales

dy/dx = £(x,y)

una poslble técnica para transformarlas en ecuaciones algebralcas que
dependan de los valores de las varlables en dos puntos k y k-1 es

(3.5.27) Y. -y - (xk—x 1)f[(xk+xk_1)/2, (yk+yk_1)/2] =0

k k-1 k-

donde la diferencia en x no es otra cosa que h. RELAX utiliza la ecua-
cién (3.5.27) aplicada al sistema particular que se quiere anallzar.
Es decir, en el caso de GEN, se definen las variables
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yav[1] = (vk + vk_l)/z

yav[Z]

(wk + wk_l)/z

yav[3]

p, *+p _,}/2=p

de manera que (3.5.22)-(3.5.24) se convierten en el siguiente sistema
de ecuaciones en diferenclas

(3.5.28) Ei,k A

hip(~yav[i]l(yav(1]-a){yavi1]-1) - yav[2] + 1)1 = 0O

(3.5.29) Ez’k SwW omwW hip (wm(yavlll) - yav[2})/b] = 0
(3.5.30) Ea.k =P, P, = 0
para k=1,...n. Los elementos de la matriz Si,j son las derivadas par-

clales de (3.5.28)-(3.5.30) de acuerdo con la definicién (3.5.17), es
decir, hay que derivar cada una de las 3 E's con respecto a vk, vk-1,
wk, Wk-1, pk Y pk-1. Tanto las ecuaciones (3.5.28)-(3.5.30) como las
derlivadas requerldas se encuentran en el archivo GEN_RLX.C., que con-
tiene todas las expreslones que el cuerpo principal de RELAX necesita
para llevar a cabo la relajacién. El formato de los archivos tipo
NOM_RLX.C se hizo con mucho cuidado, de manera que para aplicar el
método de relajaclén en otros sistemas de ecuaclones se hiclieran los
menos camblos posibles.

A las ecuaclones (3.5.28)-(3.5.30) hay que agregar las 3 condiclo-
nes de frontera, una de ellas en el punto t=0 y las dos Gltimas en t=1

(3.5.31) Ea'o A o]
3.5.3 E =v - =

(3.5.32) 10 n Vo [¢]
(3.5.33) Ez,n Suo-v = o

concordando asi el nimero de incégnitas y el nimero de restricclones.
En el archivoe GEN_RLX.C se encuentra la funcién DIFEQ()} que contle-
ne toda la Informaclén del sistema GEN: La variable k corre desde 1
hasta N, e indica el nuimero de punto en la malla que se estid evaluan-
do; el primer punto frontera (t=0) es k1 y el segundo es k2 (t=1). El
elemento S[1]{j] contiene la derivada de la i-ésima ecuacién con res-
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pecto a la J-ésima variable, donde j corre de 1 a 6, segin la defini-

cién  (3.5.17). Los elementos adiclonales S[i}J[Jsf] contienen 1la
i-ésima ecuacidén lineal; aparecen 6 de ellos, correspondlentes a las
ecuaclones (3.5.28)-(3.5.33). La cantidad y[1][J] corresponde a 1la

1-ésima varlable (1 va de 1 a 3) evaluada en el J-ésimo punto de la
malla. Cabe subrayar el hecho de que sélo en dos pequefias porclones
del cédigo habria que hacer camblos para Incorporar un sistema de
ecuaciones diferenclales diferente (siempre de dimenslén 2). .

LA ESTRUCTURA DE RELAX

La organlzacién interna de RELAX es asi: se escoje un parametro de
bifurcacién y valores iniclales, tanto para éste como para las varla-
bles. También se escoge el numero de puntos que va a contener la malla
y una estimacién al perlodo de la érblta periédica buscada. Estos da-
tos junto con otros pardmetros ajustables van en el archivo .DAT co-
rrespondiente (GEN.DAT en el ejemplo).

Como el método de relajacién requiere una aproximaclén iniclal a la
solucién, lo que se hace es llamar una vez a PERIOD(), descrita en la
seccién 3.4, para encontrar el perlodo y un punto sobre la érbita pe-
riédica. De hecho se hacen 2 llamadas a esta subrutina: en la primera
se determinan los valores maximo y minimo (a lo largo de la 6rbita
peridédica) de la primera varlable, v en el GEN, para tomar el promedio
de éstos como condicién inicial de la segunda llamada a PERIOD(). La
idea es que, como el primer valor de v va a quedar fljo segin la con-
dicién impuesta (3.5.26), es convenlente que dicho valor se encuentre
aproximadamente ‘a la mitad del ciclo limite. Esto asegura, en clerta
medida, que tal valor inicial privilegiado atraviese el ciclo limite
aun conforme el parametro de bifurcaclén varie y, consecuentemente,
conforme el tamafio y forma del ciclo limite tamblén varien.

Después de la segunda llamada a PERIOD() se hace una integracién
con pasos de tamafio h=1/(n-1), donde n es el nimero total de puntos en
la malla (el punto inlcial queda incluido), para llenar la matriz
y[1[] de 3 varlables evaluadas en n puntos. Una vez hecho esto, todo
estd listo para llevar a cabo la relajacién, lo cual se hace medlante
la subrutina SOLVDE(), que es cruclal (ésta es la encargada de llamar
a DIFEQ()). El resumen seudoalgoritmico de RELAX es muy breve:

Lectura de datos del archlvo NOM.DAT

Llamada a PERIOD(); si no se detectd 6rbita periédica alguna, el
programa termina.

3. Se escoge la condicion inicial y[1] = (ylmax + ylmin)/2.

4. Llamada a PERIOD(), que encuentra un punto sobre 1la érbita
periddica y confirma el valor del periodo.

N -
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5. Llamada a FILLMTX{), que llena la matrliz de wvariables y[]J[] al
transcurrir una integraclén.

6. 6 = Binlcial.

7. Llamada a SOLVDE(), que determina el periodo, maximos y minimos y
puntos sobre la érbita perlddica.

8. Almacenamliento de los datos hallados en NOM.OUT.

9., S1 @ s Orinal regresa al paso 7.

10. Fin del programa.

En realidad RELAX hace algunas otras cosas mas, como buscar el va-
lor limite del parametro de bifurcacién 6 para el cual el método deja
de converger (lo cual, en princlpio, debe indicar que el ciclo limite
deJ6 de existir). La subrutina medular, SOLVDE(), fue tomada de 1la
referencia [3.1], con algunas modificaciones pequefias pero substan-
cliales.

Hasta el momento se ha evadido un punto importante: jscémo se re-
suelve el sistema lineal asocliado a la matriz de mxnxmxn que resulta
de las ecuacliones (3.5.16)—(3.5.17)? Esta no es una pregunta trivial:
puesto que mxn puede facilmente llegar a varios miles, la utilizacién
de un método convencional para resolver sistemas lineales puede con-
vertirse en una pesadilla. La respuesta estd en la estructura particu-
lar que tlene la matriz S{][]. Como las ecuaciones (3.5.16)-(3.5.17)
sbélo involucran los valores de las variables en dos puntos, la matriz
completa tiene una gran cantidad de entradas que son cero. Es decir,
las ecuaclones acoplan a todas las variables, yi,y2,...,yn, pero de
dos en dos: en cada punto k de la malla sbélo importa el valor de yx y
yk-1. Por 1lo tanto, todas 1las derivadas de Ek con respecto a las
3x(n-2) varlables restantes son cero. Se toma ventaja de esta
situaclén para disefiar un tipo de elimlnacién gaussiana que requlere
un minimo de espacio para almacenar datos.

Aunque se utillzé esta eliminacién gaussiana especlial tal como vie-
ne descrita en [3.1], hubo que agregar una subrutina adicional muy
importante. Esta modificaclén provino del sigulente hecho: 1las condi-
ciones de frontera planteadas en [3.1]) sélo involucran a las variables
yo en el punto k=0 y yn en k=n, pero nbétese que en (3.5.31)-(3.5.33)
ocurren mezcladas: vo y wo aparecen en relacién a lo que sucede en el
n-ésimo punto. Esto hace que las derivadas de (3.s5.32) y (3.5.33) con
respecto a vo y wo respectivamente no sean cero. Asi que la matriz
resultante tlene dos entradas extras que hay que eliminar para que
quede en la forma requerida. Esto se hace por medio de XTRAF(), conte-
nida en el archivo SOLVDE.C. Este detalle es el mds importante en
cuanto a la implementacién del método de relajacién orientado
especiflicamente a la busqueda de é6rbitas periédicas.
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3.6 EJEMPLOS

Ademds de las diversas graficas utllizadas a lo largo de esta te-
sis, a continuacién se incluyen algunos diagramas de bifurcaclén, pro-
venientes del capitulo de Rinzel y Ermentrout, Junto con los diagramas
correspondientes generados por BIF, PER y RELAX. El sistema analizado
es el de Morris-Lecar (ML), que es un tanto mds complicado que el de
FitzHugh-Nagumo generalizado (GEN). Las ecuaciones diferenclales de
dicho sistema se encuentran en el Apéndice B.

Como puede observarse al comparar los dos Juegos de graficas, los
diagramas son baslcamente indistinguibles, lo cual es alentador: los
diagramas de bifurcacién de la referencia citada fueron obtenidos uti-
lizando un paquete muy sofisticado, llamado AUTO, en una computadora
tipo VAX.

En todos los casos se estd graficando el valor de v en el equili-
brio contra el parametro i. Es decir, la primera coordenada del punto
(o puntos) de equilibrio (veq,weq) para cada valor de 1. Superpuesta a
la curva resultante (la rama de equilibrlios) se trazan también los
valores mi&ximo y minimo de las érbltas periédicas, cuando éstas exis-
ten. Por lo tanto, el diagrama de bifurcacién de equlilibrios y
periédicas muestra claramente las transiclones cualitativas que pueden
ocurrir en el sistema, con respecto a la variacién de un parametro.
Asimismo, muestra de manera compacta lo que le puede ocurrir a las
soluciones del sistema cuando el tiempo tiende a infinito.

Las lineas punteadas indlcan soluclones inestables, mientras que
las continuas indican solucliones estables. Esto se aplica tanto a las
ramas de equilibrios como a las de soluclones peridédicas. Las cruces
sobre las ramas de equilibrio indican puntos de bifurcacién de Hopf.
Como podré apreclarse, en cada punto de Hopf nace una 4rbita periédica
que, en el caso de los dliagramas presentados en esta seccliédn, resulta
siempre lnestable. Dicha érbita desaparece ya sea al 'chocar’ con una
érbita periédica estable, o bien al 'hacer contacto’ con la rama de
equilibrios (lo cual se conoce como bifurcacién homoclinica). En algu-
nos casos soluclones periédicas estables e inestables coexisten para
cierto Intervalo de valores del parametro de bifurcacién.
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FIGURA 3.6.1 =
tomado de [3.4].

Diagrama de bifurcacién del sistema ML (veq contra 1)
Ocurren dos bifurcaciones de Hopf a lo largo de la
rama de equilibrios (lss). Las dos érbitas perlédicas (osc) asocladas
son inestables. Entre ellas se encuentra una 6rbita periédica estable.
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Diagrama de bifurcacién, para los mismos valores de los
parémetros que en la figura anterlor, generado por BIF (equilibrios y
puntos de Hopf) y RELAX (érbitas perlédicas).
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FIGURA 3.6.3 =

Diagrama de bifurcacién del sistema ML (veq contra 1)
tomado de (3.4]. Hay una zona que contlene 3 puntos de equilibrios
simultdneamente. Aparece un unico punto de Hopf en iz y otro tipo de
bifurcaciéon (homoclinica degenerada) en 1i1.
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FIGURA 3.6.4 m Dlagrama de bifurcacién, para los mismos valores de los
parametros que en la figura anterior, generado por BIF (equilibrios y
puntos de Hopf) y RELAX (6rbitas periédicas).
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FIGURA 3.6.5 w Diagrama de bifurcacién del sistema ML (veq contra 1)
tomado de [3.4]. Entre los valores 11 e 12 coexlsten un equilibrio
estable y un ciclo limite tamblén estable, situaclén que se denomina
biestabilidad.
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FIGURA 3.6.6 m Diagrama de bifurcacién, para los mismos valores de los

parametros que en la figura anterior, generado por BIF (equilibrios y
puntos de Hopf) y RELAX (érbitas periédicas).
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CAPITULO 4. RAFAGAS DE POTENCIALES DE ACCION

4.0 INTRODUCCION

En el Capitulo 1 se discutlieron los mecanismos biofisicos que ex-
plican la excitabllidad en una neurona muy estudiada: 1la del calamar.
Esto se hizo para un axén aislado, es decir, libre de toda interacclén
diferente de la proporcionada por el experimentador mismo. Si bien
éste es un primer paso indispensable para estudliar los fenbémenos neu-
roeléctricos, clertamente se trata de una situaclén ldealizada.

El funclonamlento cotidiano de las neurcnas en un organismo lnvolu-
cra la conexilén sindptica con otras células y la modulaclén de la ac-
tividad mediante diversas substancias quimicas. Es por esto que, en
condiciones normales, los registros de actividad eléctrica en diferen-
tes neuronas muestran diferentes formas: desde disparos (de potencia-
les de accién) muy esporadicos y trenes de potenciales de accidédn con
frecuencias fijas, hasta patrones complejos de oscilaciones o un com-
portamiento completamente irregular, que suele denominarse caético.

Dado el éxito de la descripcién matemética de una neurona tiplca
alslada, se han intentado modelar algunos de los patrones mas compli-
cados de actividad neuroeléctrica que se han observado en neuronas que
forman parte de una red. Uno de los fendmenos que han llamado la aten-
cién es el de las rafagas (bursts). Una célula produce rafagas cuando
dispara regularmente paquetes de potenclales de accién separados por
un periodo en el que practicamente no hay ninguna actlividad (fase si-
lente). En la fig.(4.0.1) se pueden apreclar algunos ejemplos. La dis-
tribucién de los plcos dentro de un paquete puede variar mucho, dando
lugar a diferentes tipos de rafagas.

En este capitulo se exploran las condliciones matematicas bajo las
cuales es poslble producir diversos patrones de rafagas. Para esto se
revisan los trabajos previos mas relevantes y se aislan las caracteri-
sticas esenclales del fenémeno, proponiendo una familia de modelos
(dinamicamente) minimos que sean capaces de ponerlas en relieve. La
obtencién de tales modelos es posible sélo graclas un profundo andli-
sis y comprensién de la estructura dinamica que caracterlza este
fenémeno. La discusién se sitia en un contexto general: se contrasta
el anélisis cualitativo con las simulacliones numéricas y se utllizan
términos e ideas tanto biofisicas como matemidticas. En las ultimas
secciones se hace énfasls en una clase particular de rafagas, denomi-
nadas réfagas de tipo parabdlico.



CAPITULO 4. RAFAGAS DE POTENCIALES DE ACCION 2

Tritonia 10°C
PR ]
%
= 2
3
£ o
2
@ -20
5
E -4
o
= —60 1 1 ' 1 L 2 L1 ) N S TR W |
0 20 40 &0 80 100 120 140

Time (s)

FIGURA 4.0.1 m R&fagas producldas por una neurona marcapaso en Trito-
nia. La frecuencla de los potenciales de accién disminuye apreclable-
mente al flnal de la fase activa.
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FIGURA 4.0.2 m Registros simultaneos del potencial de membrana y de
la_concentracién de calcio intracelular. Durante la fase activa el
Ca se acumula dentro de la célula, mientras que en los perliodos de
's}}encio' disminuye. A mayor resolucién se observa el aumento del
Ca  con cada potencial de accién indlividual,
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4.1 CONTEXTO NEUROBIOLOGICO

EL CARACOL APLYSIA

Los invertebrados simples son atractivos desde el punto de vista
neurofisiolégico porque sus sistemas nerviosos contienen entre 10,000
y 100,000 neuronas unicamente. Las células se agrupan en conjuntos
localizados llamados ganglios, cada uno de los cuales puede tener en-
tre 500 y 1,500 neuronas aproximadamente. Esta reduccién numérica per-
mite asoclar el funcionamiento de una o unas cuantas neuronas con una
respuesta o comportamiento especiflco del animal.

Una primera cuestién que habria que dilucidar antes de discutir el
patrén de actividad de una u otra célula, es si las varias neuronas en
una regién del sistema nervioso difieren unas de otras. Hasta hace un
par de décadas, algunos neurobliélogos oplnaban que la similitud entre
diferentes células era tal que podian conslderarse como idénticas. Sin
embargo ese no es el caso, al menos en una gran cantidad de inverte-
brados que se han estudiado: muchas neuronas pueden ser individual-
mente identificadas, y son exactamente las mismas en todos los mlem-
bros de la especie. Este hecho se ha corroborado en la sanguljuela, en
la langosta, en el grillo y en una buena cantidad de caracoles, entre
ellos el caracol gigante 4plysia.

La ldea de que las neuronas son Gnicas es muy importante para des-
cubrir la correlacién entre el comportamiento del espécimen y la fun-
clén de células nerviosas especiflcas. El que la mayoria de las
células en el sistema nervioso de los mamiferos tamblén posean identi-
dades individuales es una pregunta que ain no se ha resuelto. Sin em-
bargo, en el caso de los invertebrados se ha ido m&s alla: se ha en-
contrado que no sélo las células en un ganglio son 1ldentificables,
sino que también las conexiones sinapticas entre diferentes células
son preclisas. Es decir, se han locallizado innumerables conexlones que
siempre van de una célula especifica a otra y slempre con el mismo
signo, conservando su caracter exclitador o inhibidor.

Esto ha dado lugar al descubrimlento de dlversos 'circultos nervio-
sos’ que producen comportamientos particulares. Por ejemplo, se ha
encontrado que el ritmo cardiaco en Aplysia es regulado por una red de
4 neuronas, dos excltadoras y dos lnhibidoras; otras tres células con-
trolan la constriccién de los vasos sanguineos y, consecuentemente, la
presién arterial. Al igual que en el ser humano, el corazén late es-~
pontéaneamente, y exclitaclén e inhibicidén son controladas cada una me-
diante un neurotransmisor diferente., Sin embargo, en el hombre el rit-
mo cardiaco es modulado por una red de miles de neuronas. Esta compa-
racién da una idea bastante buena de cémo el estudlo de redes neurona-
les simples, o Incluso de neuronas alsladas, es un prerequlsito funda-
mental para entender el sistema nervioso humano.
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RAFAGAS Y LA NEURONA R15

Las neuronas del ganglio abdominal de Aplysia varian en tamafio,
forma, posicién, y substanclas quimlicas mediante las cuales transmiten
informaclén; consecuentemente sus patrones de disparo también difleren
considerablemente. R2 normalmente est4 ’sllenciosa’, sin disparar, R3
dispara con una frecuencla que varia regularmente (lo cual se conoce
como beating), L10 es una célula de comando que dispara rafagas com-
pletamente irregulares, y R15 produce rafagas a un ritmo constante.

Aqui surge naturalmente una pregunta concerniente a los mecanismos
que pueden dar lugar a los patrones complejos de oscllaciones: ¢Son
las ré&fagas Iintrinsecas a la membrana de una sola célula, o dependen
del acoplamiento entre diferentes neuronas de una red? Sucede que am-
bas alternativas son posibles: en algunos casos las neuronas en una
red producen paquetes de potenclales de accién debldo a la interaccién
sinéptica mutua, es decir, ninguna de dichas células es capaz de pro-
duclr rafagas cuando es alslada de las demds. Por otro lado, existen
neuronas que por si mismas tienen una actividad eléctrica oscllatoria.
Tales células suelen denominarse neuronas marcapaso (pacemaker neu-
rons}, y se dice que producen rafagas u oscllaclones endégenas. Es en
este segundo tipo de mecanismo que se enfocara este capitulo.

La neurona R15 de Aplysia es el marcapaso productor de rafagas pa-
rabdlicas que mids se ha estudiado. En dichas rafagas la frecuencla de
disparo es mas baja al principlo y al final del paquete de potencliales
de accién. Si se hace una grafica del intervalo de tiempo entre un
pico(ile. maximo de voltale) y el plco anterlor (IEP) contra el numero
de pico, se observa una curva similar a una paribola (rigs.4.20).

Como se menclioné en el Capitulo 1, la informaclén eléctrica que
envian las neuronas tlene que ir codificada, al menos parclalmente, en
la frecuencia de los disparos. Asi que identificar los factores
bliofislcos que dan lugar a uno u otro patrén de frecuencias puede ser
clave para comprender el procesamiento nervioso de la informacién.
Dichos factores pueden traduclrse en condiclones matematicas sobre el
modelo tedérlco que se esté utilizando. En buena medida, el objetivo de
este trabajo es ldentificar y estudiar dichas condicliones, por medio
del andlisis matemdtico y de simulaciones numéricas que permiten hacer
'experimentos teéricos’.

4.2 EL MODELO DE PLANT-RINZEL

ANTECEDENTES

Existen varios modelos teéricos disefiados para estudiar los meca-
nismos biofisicos que dan lugar a las rafagas enddgenas de osclilaclo-

»
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nes eléctricas en membranas excitables. Si blen estos modelos pueden
diferir entre si conslderablemente, el tipo de andlisis cualitativo
que se utllizarid en adelante, no s6lo es aplicable a una gran variedad
de ellos, sino que precisamente permite caracterizar sus diferencias
en términos de sus estructuras matematicas genéricas (de bifurcacio-
nes, como se verd a continuaclién).

En lo que sigue se partird de uno de estos modelos, originalmente
propuesto por Plant y Kim (Plant y Kim, 1976), mds tarde estudiado y
modificado varias veces por Plant (Plant, 1978) y anallizado con mucho
mis detalle y claridad por Rinzel (Rinzel y Lee, 1987). A dicho modelo
se le llamard el modelo de Plant-Rinzel, o PR. En los articulos de
Plant se discuten diversas variaclones del modelo PR, planteado desde
un principio como una adaptacién de las ecuaclones de Hodgkin y Huxley
a las condiclones imperantes en Aplysia. A lo largo de tales articulos
el modelo original fue evoluclonando conforme se obtuvieron resultados
experimentales; las dliscusiones ahi presentadas son de cardcter neta-
mente blofisico. El estudlo que se presenta en las paglnas sigulentes
tiene como punto de partida la versién, relativamente final, analizada
desde un punto de vista matemitico por Rinzel y Lee. Las ecuaclones
completas y valores de todos los paréametros de dicho modelo se encuen-
tran en el Apéndice C.

DOS ESCALAS DE TIEMPO

Las ecuaclones del modelo de Plant-Rinzel tienen la siguiente forma

= 3 - - - - o

(s.2.1) C, dv/dt = -G hm wy (v V“a) Gc‘x(v VCBJ GL(v V)
3
(Gn* + G Cas(0.5 + Ca)l(v-y,)

(a.2.2) dn/dt = A (nw(v) - n)/tn(v)
4.2.3) dh/dt = A (h v - h)/‘t‘h(v)
(4.2, 4) dx/dt = (x_(v) - x)/T

0 x
(4.2.5) dCa/dt = p ‘ch“’c.“” - Ca)
En estas ecuaciones el potencial de reposo es el original: la dife-

rencia de potencial entre el interior y el exterior de la membrana,
Vr#-50mv. Lo primero que distinguen Rinzel y Lee en este sistema es
que, para los valores de los parametros utilizados por Plant, las dos
Ultimas varlables son considerablemente mAs lentas. Esto es, las cons-
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tantes de tlempo de (4.2.4) y (4.2.5) son

T, = 235, 1/p = 3333

mientras que las respectivas constantes de tlempo para (s.2.1)-
(s.2.3), aunque dependen del voltaje v, siempre son considerablemente
menores

T (v) < S5, T (v) < 73, T (v) < 102
v n h

Es declir, hay por lo menos un orden de magnitud de diferencla entre
ambos grupos. Esto permite dividir el sistema completo en 2 subsiste-
mas, uno rapido (PR-R) y otro lento (PR-L). O sea que el modelo de
Plant tiene la estructura de un slstema de tipo rapido-lento (oscila-
dor de Van der Pol generalizado); esto es cruclal para entender su
comportamiento.

El subsistema rapido esta formado por las 3 primeras ecuaclones,
(4.2.1)-(4.2.3), mlentras que el subsistema lento ocupa las dos res-
tantes, (4.2.4)-(4.2.5). La ventaja princlipal de esta distincién es
que la dindmica del slistema completo puede estudiarse anallizando cada
uno de los subslstemas por separado, que es lo que se harid a continua-
cion.

INTERPRETACION DE LOS SUBSISTEMAS

Es sencillo ver que PR-R no es otra cosa que las ecuaclones de
Hodgkin .y Huxley (HH) con algunas modificaclones. Llémese I al sli-
gulente término, que cabe llamar "término de acoplamiento", ya que
acopla a PR-L con PR-R

(4.2.6) 1= Gc’x(v—vu) + Gk_uCa/(O.S + Ca)(v—vk)

Hablendo definido I, PR-R se reescribe como

3 4
6.2.7) C_ dv/dt = 0:;Nal'unuu v) (v V“_) - G‘n (v—Vk)
- GL(v-VL) = I(v,x,Ca)

(1.2.8) dn/dt = A (nw(V) - n)/rn(w

(4.2.9) dh/dt = a (hm“” - h)/-rhm

Salvo por I misma, estas ecuaclones son las de HH con una ligera modi-
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ficacién: la ecuaclén para la varlable de activaclén del sodio m ha
desaparecido, y m ha sldo substitulda por su valor en el estado esta-
clonario mw(v). Esta es una simplificacién bastante natural: La ecua-
cién para m, en el HH, tiene la misma forma que las deny h

dm/dt = (m (v - m}/T (V)
© m

Como m responde tanto m&s rdpildo que n y h, cabe hacer la aproximaclién
de gue la respuesta es Instantdnea; m se relaja a mwo(v) de inmedlato.
Por consigulente, es posible eliminar una ecuacién sin alterar apre-
ciablemente la dinadmlica. Este mlsmo paso ya se habia dado al formular
el modelo de Morris-Lecar en el Capitulo 1 y, de hecho, es bastante
frecuente en este tipo de modelos.

Ahora bien, gqué significan el término de acoplamiento y las dos
variables adiclonales x y Ca?. La I en (4.2.6) tlene 2 componentes. La
primera es una corriente de calclo que entra a la célula (Vca=140mv).
Hay una conductancla maxima Gca y una varlable de activaclén x que
regula la entrada del calclo; es declir, x representa un canal de cal-
cio, tal como n representa un canal de potasio. La ecuacién diferen-
cial para la conductancia x tiene la forma estandar (modelacidn de
canales a la HH), sélo que, como ya se dljJo, responde mucho mas lenta-
mente que m, n y h.

Ca es la concentracién de calclo libre tintracelular. La ecuacién
(4.2.5) muestra que dicha concentracién puede varliar por 2 razones:
por un lado, Ca crece debido al calcio que entra a través de la mem-
brana (el término x(Vca-v) y la constante Ke son slempre positivos).
Por otro lado, el calclo libre disminuye porque es absorbido continua-
mente dentro de la propla célula; diversos organelos 1o requlieren para
diferentes funciones metabb6licas. Esto es tomado en cuenta por el
término -Ca en la ecuaclén (4.2.5). En realidad la dinamica del calclo
es bastante simple: entra calclo por el canal x en la membrana y es
absorbldo internamente a una razén proporcional a su abundancia. Todo
esto sucede muy lentamente en comparacién al tiempo que dura un poten-
cial de acccién.

Finalmente, el segundo término de I en (4.2.6) representa un canal
de potasio regulado por la concentracién de calcio libre en el medlo
intracelular; cuando ésta aumenta el canal se abre. Dicho canal se
modela, por simplicidad, como independiente del voltaje. Como se re-
cordar4, el potaslo es mucho mis abundante en el Interior de la célula
que en el exterior, asi que los canales de potasio permiten que este
lon salga, haclendo mids negativa la diferencia de potencial.

Las rdfagas que produce el modelo PR pueden explicarse, muy a gran-
des rasgos, de la sigulente manera: como el calclo es un ion positi-
vo, su entrada a la célula hace mas positlvo el voltaje (originalmente
en -50mv), depolariza. Cuando se acumula una cantidad suficiente, se
supera el umbral y la célula comienza a producir potenciales de
acclién. Sin embargo, llega un punto en el que las alzas tanto de cal-
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clo como de voltaje abren los canales 'lentos’ de potaslo, y la salida
constante de éste, independiente de la corriente de potasio involucra-
da en los potenclales de accién, tlende a repolarizar lentamente a la
célula. Esta corriente lenta de potasio hace que la célula deje de
disparar y que el voltaje retorne a su valer de reposo, aproximadamen-
te constante. Se apaga la corriente lenta de potasio, y poco m&s tarde
el nivel de calclo comienza a crecer nuevamente.

Para poder entender los razonamientos que conducirdn mis adelante a
la formulacién de un modelo simplificado para este tipo de rafagas,
conviene dejar blen claro cuil es el efecto que tienen x y Ca sobre el
voltaje, desde una perspectiva meramente cualitativa: El incremento
de x causa que el voltaje se vuelva mas positivo; promueve que la
neurona dispare, ya que la razén de entrada de calcio a la célula es
sproporcional a x: el término -Gcax(v-Vca) siempre es positivo
(Vcax-140mv)} y, por lo tanto, tiende a depolarizar la membrana. Por el
contrario, el efecto de aumentar Ca es que el voltaje se haga ma&s ne-
gativo, porque la conductancia al potaslo crece (sigmoidalmente) con-
forme crece Ca: la componente repolarizadora de I, -Gr-ca Ca/(0.5 +
Ca)(v-VK), slempre es negativa, ya que Vk=-75mv. Esta corriente tiende
a evitar que la neurona produzca potencliales de accién.

ESTRUCTURA DE BIFURCACIONES

Ahora 1la pregunta es gcdémo analizar mas a fondo el efecto del
término de acoplamiento sobre PR-R? Aqui es donde se explota la es-
tructura ripldo-lento del sistema: dado que x y Ca varian muy lenta-
mente, desde el punto de vista de los camblos de PR-R incluso parecle-
ra que permanecen constantes. Asi que la técnica consiste en analizar
PR-R conslderando x y Ca como constantes, como parametros. En particu-
lar, se desea saber qué les sucede a las variables rapldas para valo-
res dados de x y Ca. Como se explicé en el Capitulo 2, esto puede vi-
sualizarse mediante un diagrama de bifurcacién.

En la fig.(4.2.1) se reproduce el diagrama obtenido por Rinzel y
lLLee para v en el estado estaclonario, considerando a Ca como un
pardmetro y manteniendo x en un valor fijo tipico. Hay varlos elemen-
tos diferentes. En primer lugar, hay una rama de equilibrios que tiene
forma de z. En la rodilla de la z (HC) aparecen 2 equilibrios nuevos,
uno estable y uno inestable. Tamblén existen dos familias de ciclos
limite; se trazan los valores miximos y minimos de v a lo large de una
osclilaclén., Esta rama de 6rbitas periddicas nace de una bifurcaclién de
Hopf (subcritica) y termina Jjusto en la rodilla de la rama de equlli-
brios, en el punto HC que marca lo que se conoce como bifurcacién ho-
moclinica. Rinzel y Lee (y Rinzel, 1986) sefialan que la bifurcacién
homoclinica es el elemento clave que conflere al modelo la capacidad
de producir rafagas parabdélicas. En la slgulente seccién se discutira
tal afirmacién.
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FIGURA 4.2.1 8 A, Rafagas producidas por el modelo PR: v vs ty x vs
t. C. Diagrama de Bifurcacién obtenido por Rinzel y Lee para el slste-
ma PR. Se trazan los valores de v en los puntos de equlilibrio, los
valores méxlmo y minimo de v durante una oscllaclén y el promedio de
v, tamblén durante una oscilacién; todo contra Ca para x=0.7. HB es un
punto de bifurcaclién de Hopf. HC es el punto en el que ocurre la bi-
furcacién homoclinica. B. Corte del espaclo de fases en el plano Ca,x
para la soluclién en A. Las lineas HB y HC indican las comblinaciones de
valores de X y Ca para las cuales se obtienen los puntos de
bifurcacién de Hopf y homoclinica.

El ultimo elemento de la flgura es el promedio temporal de v duran-
te el transcurso de una oscilacién completa. Néotese que el diagrama de
bifurcacién muestra los atractores del subsistema rapldo PR-R: los
equlilibrios estables son atractores, asi como los ciclos limite esta-
bles. Para los valores de Ca que dan lugar a un ciclo limite inestable
(la rama punteada de Vosc) coexisten 2 atractores, el equilibrio y la
6rbita perliédica estables, Esta situaclén se denomina biestablilidad.
En caso de que haya biestabilidad, una soluclén en el espaclo de fases
tiende a alguno de los 2 estados estacionarios dependiendo de la cuen-
ca de atraccién en la que se encuentre al principlo. Mas adelante se
discutird mas a fondo la manera en que la biestabllidad puede conver-
tirse en un escenario para la aparicién de rafagas.
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4.3 EL SUBSISTEMA RAPIDO PAB-R

En la secclédn anterior se discutieron algunas de las propledades
del modelo PR y su capacidad para exhlbir rafagas. A continuaclén, lo
que se perslgue es alslar y abstraer las caracteristicas esenclales
del fenémeno de las réafagas y plasmarlas en un modelo mas simple,
dinidmicamente minimo, que sea capaz de reproducirlas, pudiendo darle a
sus varlables una interpretacién biofislca también minima. A partir
del modelo PR se ira construyendo el modelo simplificado, que se deno-
minara PAB (PArabolic Burster). Al hacer esto, en clerto sentido se
estard creando un modelo del modelo original. Esto es importante,
puesto que, debldo a la complejidad del sistema PR, no son evidentes
muchas de sus cualldades dinamicas, .

Hasta el momento, se ha sefialado una caracteristica fundamental del
modelo PR: 1la estructura réplido-lento. Asi que lo primero que se Iim-~
pondra sobre PAB es esa Jerarquizacién temporal. Eso divide el proble-
ma en 2 partes: la modelacién del subsistema rédpido PAB-R y la del
subsistema lento PAB-L. En esta seccién se abordaré lo primero.

LAS PRIMERAS DOS CONDICIONES

El paso iniclal es 1identificar la esencia del comportamiento
dinamico del subsistema réapido. Aqui hay dos puntos a discusién. En
primer lugar, el subsistema PR-R es en realidad, como ya se dijo, una
verslén ligeramente modificada del sistema HH, que reproduce de manera
bastante detallada el comportamiento de una membrana excltable. Asi
que cabe proponer, para PAB-R, un modelo de excitabillidad lo mas sim-
ple poslble. Esto suglere inmediatamente a un primer candidato: el
modelo de FitzHugh-Nagumo (FHN).

En segundo lugar, hay que considerar el hecho de que la esencla
dindmica de un sistema, para diferentes valores de sus parametros,
estad plasmada, al menos parcialmente, en sus diagramas de bifurcacién.
De hecho, tal como lo sefialan Rinzel y Lee, hay un elemento en el dia-
grama de bifurcacién que ellos obtuvieron para el modelo PR que es
indispensable para que éste pueda generar rafagas de tipo parabdlico:
la bifurcacién homoclinica. Antes de discutir si el modelo FHN posee
tal estructura, se harid un paréntesis para analizar porqué es tan im-
portante tal bifurcacién.

LA BIFURCACION HOMOCLINICA
La bilfurcacién homoclinica es un escenario genérico, tal como el de

la bifurcaclén de Hopf, pero con caracteristicas diferentes. Sin em-
bargo no se cuenta con un teorema similar al de Hopf que caracterice
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el escenario en el que ocurre tal transicién. Para visuvalizar las bi-
furcacliones hay que recordar que se como consecuencla de los cambios
en los parametros del sistema, asi que hay que tener en mente el dla-
grama de bifurcacién correspondiente (véase la rfig.(4.2.1) o blen la
secuencia de diagramas unas cuantas paginas mas adelante).

Una bifurcacién homoclinica sucede cuando una familia de ciclos
limite desaparece al 'hacer contacto’ (en el diagrama de bifurcaclén)
con una rama de equilibrios lnestables (con un punto silla, de hecho}.
Si esto se da para un valor AHc del parémetro, entonces para A cercano
y menor a AHC, la dinamica del sistema diflere notablemente del caso
A>AHc. Esta transicién tlene muchas varlantes, por ejemplo, el clclo
limite puede ser estable o inestable (véase la secuencia de diagramas
de bifurcacién que se presenta mis adelante). Esto complica la des-
cripclén del fendmeno.

Se distinguen 2 tipos de bifurcaciones homoclinicas, las degenera-
das y las no degeneradas. La de la rig.(4.2.1) es el caso degenerado:
el ciclo limite toca al punto silla justo en el momento en que éste
nace, producto de una bifurcacién de equilibrios. Esta se conoce como
bifurcaclién silla-node; el punto de equilibrio estable es un nodo, el
otro es la silla. Es decir, en el caso degenerado el ciclo limlte des-
aparece cuando 'hace contacto’ con la rama de equilibrios justo en el
punto de bifurcacién silla-nodo. En el caso no degenerado la bifurca-
cién homoclinica no colinclde con una bifurcacién de equilibrilos.

Ademas del dlagrama de bifurcacién, que es una gréfica de valores
en el estado estaclonarlio contra un parédmetro dado, suele hacerse un
diagrama de frecuenclas. Este consiste en los valores de la frecuencia
del ciclo limite contra el valor del parametro de bifurcacién (en los
Intervalos del parametro en el que existe un ciclo limite, obviamen-
te). Los dlagramas de frecuencla también son importantes para entender
el proceso de generaclén de rafagas.

Sucede que, para una rama de ciclos limite en un dlagrama de bifur-
cacién, conforme el parametro A se aproxima a AHc la frecuencla de los
clclos limite va decreciendo. Es decir, mientras mis cerca esta A de
AHc mas tlempo tarda la o6rbita periédica en cerrarse. Cuando A=AHC la
frecuencla se hace cero; se tiene un ’ciclo limlte’ cuyo periodo es
infinlto. En el dlagrama de frecuenclas (w vs. A) se tiene simplemente
que w=0 en A=AHc (mids adelante se muestran algunos dlagramas de fre-
cuencias). En el escenario de la bifuracién de Hopf la frecuencla nun-
ca se hace cero; los ciclos limite slempre nacen y desaparecen con un
periodo finlto, que estd determinado por la parte 1maginaria del
elgenvalor cuya parte real se anula en el punto de bifurcacién. Esta
es una diferencia fundamental.

La bifurcacién homoclinica puede visuallizarse como una transforma-
cién de los retratos de fase del sistema conforme A se aproxima a AHC.
En las flguras (4.3.1) a (4.3.3) se ha tratado de presentar dicha
transformacién, para el caso no degenerado. En el plano de fases se
tiene iniclalmente un ciclo limlte estable, uno inestable, un punto
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0.233

-0.103

-0.223 v .01

FIGURA 4.3.1 m Plano fase del sistema GEN poco antes de que ocurra
una bilfurcacién homoclinica. Se observan las ceroclinas (lineas pun-—
teadas), el ciclo limite estable (1), el ciclo limite inestable (2) y
una 6rbita (3) que va a dar al punto de equilibrio estable cercano a
la sillla. Las curvas con doble flecha son varledades estables, entran
directo al punto silla y se les conoce como separatrices. La franja
delgada entre ellas es la cuenca de atraccion exterlor al ciclo limite
estable,

-0,10%

~0.322 - 1.0%

FIGURA 4.3.2 m Plano fase del sistema GEN para un valor de i ain mas
cercano al de la bifurcacién homoclinica. Mismos elementos que en la
figura anterlor. El ciclo limite estable se ha acercado mas al punto
silla, y una rama de la separatriz se ha montado sobre él. Su cuenca
de atracclén (exterior)} ha disminuido aprecliablemente.
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0.238

-0, 108

-0.226 “ 1.02

FIGURA 4.3.3 m Plano fase del sistema GEN para un valor de i mis alla
de la bifurcacién homoclinica. Ahora hay un punto de equilibrio esta-
ble que es el atractor global del sistema, todas las 6rbltas van a dar
a él. Las separatrices distinguen entre 6rbltas que dan una o mas
vueltas antes de acercarse definitivamente al equilibrio y aquellas
que caen directamente al atractor. Se sefialan también, con doble fle-
cha hacla afuera, las varledades inestables.

silla y un equlilibrio estable (ri1g.(4.3.1)). Clerto punto Po sobre el
ciclo limite estable se encuentra mas cerca de la silla que todos los
demds. Recuérdese que asocladas a un punto silla existen variedades
estables e inestables, es decir, hay clertas érbitas que entran direc-
to hacia el punto silla y clertas otras que salen de él. Una variedad
lnestable (heteroclinica) va de la silla al equilibrio que esta junto,
la otra se enreda en el cliclo limite estable (no se muestra).

Conforme A se acerca a Afic la distancla entre Po y la sllla se hace
menor. Asimismo una varledad estable (doble flecha) se pega al ciclo
limite, enredandose en é} (rig.(4.3.2)). Ademads, puede. apreclarse cémo
la cuenca de atraccién del ciclo limite estable (la regién entre las
dos curvas con doble flecha entrante) se hace mas pequefia. Cuando
A=AHC el punto silla queda jJjustamente sobre el clclo limite. Una va-
rledad estable y una inestable se han fusionado con él para formar una
trayectoria llamada trayectoria homoclinica. Esta sale de la silla
para regresar a ella en un tiempo infinito. Ese es precisamente el
'ciclo limite’ de frecuencia cero. Cuando A varia ain mas, la trayec-
toria homoclinlca desaparece, quedando Unlcamente puntos de equlilibrio
como atractores {rig.(4.3.3)).
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Como ya se mencloné, esté escenario puede presentar diferentes va-
riantes. Lo esencial es que el ciclo limite se acerca al punto silla
de manera que, en el caso extremo, una varliedad estable y una inesta-
ble se fusionan con él1 para formar una érbita homoclinica que sale del
punto silla y regresa a é1.

DINAMICA DE LAS RAFAGAS

Ahora téngase en mente nuevamente el diagrama de bifurcacién del
PR-R (fig.(4.2.1)) y considérese lo que sucederia sl se varlara lenta
y periédicamente el parametro (Ca), de manera que atravesara el punto
HC. Del lado de la rama de equilibrios bdslcamente no sucederia nada:
v se mantendria casi constante. Al atravesar el punto HC, el subsiste-
ma rapido empezaria a osclilar, primero con una frecuencia muy baja.
Esta irfa creclendo conforme Ca se aleja de HC, hasta alcanzar un
maximo. Cuando Ca atraviesa nuevamente el punto HC, de regreso, 1la
frecuencia vuelve a ser muy baja y PR-R regresa a la rama de equili-
brios, en la que no hay potenclales de accién. Se producirian paquetes
de potenciales de accldén separados por periodos de ilnactividad, y la
distribucién de frecuenclas dentro de un mismo paquete seria cualita-
tivamente como se observa en la neurona R15: de tipo parabdlico.

Exactamente éste es el principlo basico subyacente al proceso gene-
rador de ré&fagas parabdlicas: (1) La exlstenica de un subsistema
rapido que presente una bifurcacién homoclinica al variar un parémetro
A. (2) La adiclén de una o mas ecuaclones diferenclales, de manera que
A atraviese periédicamente, y de forma suficientemente lenta, la bi-
furcacién homoclinica. Es declir, hay que perturbar singularmente el
subsistema rapldo, hacliendo que el parametro A se vuelva una variable
que cambie muy lentamente.

Este escenario requlere precisamente los 2 ingredientes que se
sefialaron anterlormente para el subsistema répido: que produzca poten-
clales de accién, es decir que sea exclitable, y que posea una estruc-
tura de bifurcacliones particular.

ESTRUCTURA DE BIFURCACIONES DEL SISTEMA PAB-R

Como se ha visto, un modelo simple de la excitabilidad es el FHN,
dado por el sistema de ecuaciones

(4.3.1) dv/dt = - F(v) = w + 1
(4.3.2) dwsdt = b (v - aw)

(4.3.3) Ftv) = v(v-1)(v=~a)
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El parémetro que Inlicialmente es de bifurcacién y que mis tarde se
acopla con el subsistema lento es obviamente 1: dado que para el mode-
lo PR la ecuacién de v es la misma del modelo HH, al sistema PR se le
ha adiclonado el término que involucra a las varlables lentas, tal
como una corriente aplicada.

Antes de abordar el problema del numero y forma de las ecuacliones
del subsistema lento habria que verificar que el sistema propuesto
para PAB-R tenga una bifurcacién homoclinica degenerada con respecto
al parametro i. Sin embargo, lo que se ha observado, mediante ’experl-
mentos’ numéricos, es que el FHN no puede tener bifurcaciones homocli-
nlcas, s6lo de Hopf. Aunque no es sencillo probar o negar esta afirma-
clén, se podrian llevar a cabo algunos cdlculos en esta direccién. Sin
embargo, esto se desviaria considerablemente de los objetivos que se
han trazado. Con respecto al modelo que se intenta construir, lo im-
portante es que, en vista de lo expuesto, hay que utilizar otro siste-
ma o modificar adecuadamente el FHN, de manera que presente la bifur-
caclén requerida.

Se propone una alternativa bastante natural: En la seccién final
del Capitulo 1 se discutié la obtencién del FHN como simplificaciédn de
las ecuaclones de Hodgkin y Huxley. En aquella discusién se sefiald que
la forma léglca para la ecuacién diferenclal de la varlable de recupe-
racién w era

4.3.49) dwsdt = b ("m(V) - W)

y mas adelante se llegdé a una expresién aproximada para ww(v). De la
forma de la grafica en la rig.(1.5.2) es evidente que ww(v) no es una
recta, y que una funclén tipo switch (1e. tipo sigmolde) seria mucho
m&s adecuada segun la derivacién hecha. Por otro lado, los valores en
el estado estacionario para las varliables de tipo canal del modelo HH
estan dados por funciones (con subindice ®») que son precisamente sig-
moldales. Asi que utilizar una ww(v) sigmoldal resulta ser lo natural:
Por un lado, la ecuacién diferencial para w deja de ser lineal y, con-
secuentemente, la dinémica tiene que hacerse mas rica. Por otra parte,
w recobra la dindmlca estédndar de una varlable tipo canal.
En conclusién, el modelo

(4.3.5) dv/dt = - F(tv) - w + 1

(4.3.6) dwsdt = b (um(v) - W)

4.3.7) Fivy = v(v-1)(v=-a)

(4.3.8) Wotvy = (1/2)[1 + tanh((v - v izv, )l

que se denominard modelo de FitzHugh-Nagumo generallzado, o GEN, es la
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opcién acertada, en tanto que: (1) Surge naturalmente como abstrac-
clén del sistema HH. (2) Al igual que el modelo FHN, es de dimensién 2
y posee las caracteristicas proplas de la excitabllidad. (3) Efectiva-
mente, da lugar a un sistema capaz de presentar bifurcaciones
homoclinicas.

Es mas, GEN puede considerarse como upa intento de modelar la acti-
vidad neuroeléctrica de una manera alternativa: Hodgkin y Huxley es-
tudiaron las corrlentes lénlcas claslicamente, como funcliones de v y de
las conductancias, slendo éstas a su vez funclones de v y de t. En
camblo, en GEN se est4 modelando la evoluclén de las corrlentes direc-
tamente, no de acuerdo a 1las causas fislcas subyacentes, sino de
acuerdo a su caréacter dinamico. En este sentido, lo relevante no es la
biofisica detallada de la membrana que, por cierto, va mucho mas alla
de la descripcién a la HH, sino la existencla de una corriente de res-
puesta inmediata, F(v), y de otra de respuesta tardia, w, cada una con
caracteristicas propias a nivel dinamico. La utilidad de esta pers-
pectiva se apreclard a lo largo de las sliguientes secclones.

GEN seri la base para construlr el subsistema rapido de PAB, PAB-R.
La funclién ww(v) va de 0 a 1 de manera sigmoidal, vi desplaza la curva
con respecto a v y va2 controla la pendiente maxima, que ocurre cuando
v=vi. En otras palabras, v2 controla qué tan agudamente varia ww({v)
con v, y vi1 determina para qué valor de v ocurre esa varlaclén maxima.
El resto de los parémetros son idénticos a los del FHN.

En esta seccidén se ha incluido una serie de diagramas de bifurca-
cién para GEN que da una idea de la riqueza dindmica del modelo. Todas
las figuras fueron producidas numéricamente utilizando los programas
(descritos en el Capitulo 3) disefiados especificamente para llevar a
cabo este tipo de anadllsis cualitativo, de bifurcaciones y de retratos
de fase principalmente.

Aqui i es el parédmetro de bifurcaclén, y a lo largo de la secuencla
se va varlando b, la constante de tiempo de la corriente tardia. Cuan-
do b es casl cero y hay oscllaclones, éstas son de relajaclién. Confor-
me b crece suceden dos cosas: las oscilaclones se vuelven menos ’cua-
dradas’ (en el espaclo de fases, o en los cursos temporales), y, en
los dlagramas de blfurcacién, el intervalo de i para el cual éstas
existen se hace mis pequefio. Finalmente desaparecen por completo las
familias de ciclos limite estables e lnestables,

Las figuras (4.3.8) y (4.3.9) son retratos de fase de GEN para los
valores de los pardmetros utilizados en la fig.(4.3.6). En ambos casos
1 estd cercano al valor de bifurcaclén homoclinica. En el primero no
hay cliclos limlte; las diferentes érbitas retratadas muestran un com-
portamiento tipo célula excitable. En el segundo la célula dispara
repetitivamente. La apariclén de rafagas puede conceblirse como el sub-
sistema rapldo GEN aunado a algin mecanismo que haga que 1 osclile len-
tamente, y que GEN alterne entre los dos tlpos de retratos de fase.

Esta secuencla prueba que GEN tiene una estructura de bifurcaclones
similar a la encontrada por Rinzel y Lee en el sistema PR. Ademas,



CAPITULO 4. RAFAGAS DE POTENCIALES DE ACCION 17

.......................... PR

-0.03 HC i e 0.141

FIGURA 4.3.4 &« Dilagrama de bifurcaciédn del sistema GEN: v en estado
estacionario vs. 1, para b=0.01. Hay una rama de equilibrios, una bi-
furcacién de Hopf, una bifurcacién homoclinica y dos familias de
érbitas periédicas, una de inestables y otra de estables. Lineas pun-

teadas indican lnestabllidad, lineas continuas estabilidad.
1.2

”__ﬂ__——”‘——_?

-0.03 HC i HB 0.13
FIGURA 4.3.5 m Diagrama de bifurcaclién del sistema GEN para b=0.05.
La rodilla en las ramas de oérbitas periédicas se ha hecho mucho mas

suave, con respecto al diagrama anterior. El intervalo en el que exis-
ten los ciclos limite se ha hecho mas pequefio.
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-0.4 . .
-0.028 HC i HS .09

FIGURA 4.3.6 s Diagrama de bifurcacién del sistema GEN para b=0.1. La
rodilla en las ramas de érbitas perlédicas se ha hecho mucho mis suave
atin, El intervalo en el que existen los clclos limite se ha hecho to-
davia mids pequefic. Se muestra tamblén el promedio de v durante una

oscilacién.
0.8
volc ,."/
. Cea
......... ;__,,__,____.,.__________._____,_.___
4
-0.16 : :
-0.0a3 HB HC 0.0244

1 .
FIGURA 4.3.7 a Dlagrama de bifurcacién del sistema GEN para b=0.22.
Los ciclos limite estables han desaparecido. Ahora son los inestables
los que mueren mediante una bifurcacién homoclinica, que en este caso

es no degenerada.
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-0,03

-0, 43 i 1.0

FIGURA 4.3.8 m Retrato de fase del sistema GEN para valores de los
parametros como en la rig.(4.3.6); 1 se ha escogido cercano al punto
de bifurcacién homoclinica (degenerada), de manera que no haya ciclos
limite. lLas diferentes trayectorias indican excitabilidad; de hecho,

este espaclio de fases corresponde a las soluclones de la fig(1.2.4),
0.3 T

-0.03

-0.3% 1 1.0
FIGURA 4.3.9 m Retrato de fase del sistema GEN, Mismos valores de los
parametros que en la figura anterior, salvo que ahora i se ha tomado
del otro lado de la bifurcacién homoclinica degenerada. Hay un ciclo
limlte que es el atractor global del sistema.
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permite locallzar, en el espacio de pardmetros, los valores de b e 1
necesarios para que GEN tenga una dinamica particular.

4.4 RAFAGAS ARTIFICIALES

Antes de acoplar el sistema GEN con algin subsistema lento vale 1la
pena analizar detenidamente el proceso que se ha identificado como
responsable de la producclén de rafagas: la oscllacién 1lenta de 1}
alrededor de un punto de bifurcacién (habiendo considerado a 1 como
parametro), de manera que el subslstema répldo alterne el régimen
oscllatorlio con el de equilibrio. Ese es el objetivo de esta seccién,
en la que aflora un central concerniente al acoplamiento entre el sub-
sistema rapido y el subsistema lento de los modelos de réafagas
parabélicas.

UNA PRIMERA SIMULACION

Supdéngase que se han ajustado los parémetros de GEN de manera que
posea la estructura de bifurcaclones presentada en la fig.(4.3.6).
Segin las discusliones anteriores, las rafagas deben aparecer cuando el
pardmetro de bifurcacién i se convierte en una variable que atraviesa
lenta y periédicamente el valor de bifurcacién, llamese 1iHc. Para
ejemplificar este mecanismo se estudidé el sistema GEN, ecuaciones
(4.3.5)-(4.3.8), déndole a 1 la forma mas simple posible, esto es

(4.4.1) L = £t
En primera 1lnstancia se utilizé

(4.4.2) 1ty = A sen(wt) + 10

Aqui 10 es constante y se toma losinc, A es la amplitud del intervalo
en el que varfa | y w es la frecuencla con la que dicho intervalo es
recorrido. Para mayor claridad se recuerda que la ecuacién de GEN para
el voltaje queda asi

(4.4.3) dv/dt = - F(v) - w + ()

Medlante la ecuaclén (4.4.1) es posible mantener un gran control
sobre la variacién de 1 y sobre el paso de GEN a través del punto de
bifurcacién homoclinica. De hecho, no es que GEN se acople con clerto
subsistema lento, sino que estd siendo forzado de una manera conve-
niente, que simula el acoplamiento que se tiene en mente para las si-
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gutentes etapas del estudio.

En las flguras (4.4.1)-(4.4.3) se muestran resultados tiplcos obte-
nidos con este procedimiento. No fueron totalmente satisfactorios para
ninguna de las comblinaclones intentadas con diferentes valores de los
3 paréametros de (4.4.2), a pesar de que se hlzo una exploracién cuida-
dosa. En las dos primeras figuras puede aprecliarse que, a simple vis-
ta, la frecuencia de las rafagas durante una fase activa no varia no-
toriamente, salvo quizd por el primero y Gltimo picos. En los regis-
tros experimentales el patrén caracteristico de las rafagas parabd-
licas es bastante mds marcado; la frecuencia es apreciablemente menor
al principio y al final de la fase actlva. Esto es particularmente
clerto en el caso de la neurona R15 de Aplysia.

En la f19.(4.4.3) se presenta una grafica que cuantifica la distri-
bucién de frecuenclas durante las rafagas. En el eje x se tiene el
nimero de potencial de accién n; en el eje y el tiempo que transcurrié
entre el (n-1)-ésimo pico sy el n-ésimo pico. El intervalo de tiempo
entre 2 maximos de voltaje consecutivos se denomina intervalo entre
plcos, IEP (Inter-Spike Interval). Los datos se muestran con cruces
porque exlste clerta incertidumbre (no a escala) en la coordenada y.
Esta se debe basicamente a que resulta dificil calcular el punto exac-
to en el que v es méximo.

-0.4

0.0 t 7000

FIGURA 4.4.1 m Solucién del sistema GEN forzado mediante (a.4.1).
Efectivamente aparecen rafagas, pero la frecuencla de los potenclales
de accién no varia apreciablemente.
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FIGURA 4.4.2 ®»

Detalle de una fase activa de la flgura anterior.
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FIGURA 4.4.3 =

nanero de pico

Gréfica del intervalo de tiempo entre pico y pico

(IEP) vs. el numero de pico para la fase activa de la figura anterior.
La forma es tipo parabélica, pero los valores miximo y minimo difieren
por un factor menor al observado experimentalmente.
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Efectivamente la distribucién es aproximadamente parabdlica, lo
cual es correcto, pero la diferenclia entre los valores maximo y minimo
es ligeramente menor que lo esperado. La grafica correspondiente para
las soluclones del modelo PR muestra un IEP maximo alrededor de 2.2
veces el IEP minimo. En el caso de la integracién del sistema GEN-
forzado el factor correspondiente fue aproximadamente 1.8, segun los
datos de la fig.(4.4.3). La diferencla aparentemente no es tan marca-
da, sin embargo, en los registros electrofisioléglcos que aparecen en
t4.1) el patrén de frecuencias es mucho mas acentuado que en las solu-
ciones del modelo PR.

EXPLICACION Y NUEVOS RESULTADOS

La causa por la cual las rafagas no fueron tan marcadamente
parabdlicas es la naturaleza de los cambios en la frecuencla cerca de
una bifurcacién homoclinica. Es un hecho conocido que w—0 cuando
i-—iHc, sin embargo, en la literatura consultada no se encontré ningu-
na discusién que abordara directamente la pregunta: (Ademas ‘de la
existencia de una bifurcacién homoclinica, qué procesos dindmlcos y/o
elementos de un sistema de ecuaciones dado determinan el patrén de
frecuencias en las rafagas parabdlicas? El estudlo realizado ha demos-
trado que la forma en la que el subsistema lento retroalimenta al sub-
sistema rédpldo es cruclial para completar el escenario dinadmico de las
rafagas parabdlicas.

Primeramente considérese el diagrama de frecuencias de GEN para los
mismos valores de los parametros utilizados en la fig.(4.3.6). El dia-
grama confirma un hecho (referencia 1(4.10]) que se ha podido demos-
trar: la frecuencla de los ciclos limite que desaparecen en una bl-
furcaciéon homoclinica degenerada, debida a la varliacién del paréametro
A, va como la rafiz de A-Auc. En el caso de GEN

(4.4.4) W x rjl - 1HC

y w efectivamente tiende a cero cuando i1 se acerca a luc. Pero la va-
riaclén es muy aguda, ya que la pendiente de w(i) es vertical en i=lxc
(fig. (4.4.3)). Es decir, w varia muchisimo con una pequefia desviacién
de 1 del valor critico. Después, el cambio de w con i1 se hace mis sua-
ve, pero entonces es necesario llevar i1 mucho mas alld de 1iic para
poder obtener una variaclén en w de un factor de 2.5.

De lo anterior se concluye que, para que aparezcan rafagas marcada-
mente parabdlicas, no basta con que la varlable lenta atraviese el
punto de bifurcaclén homoclinica perlédicamente. Se requlere algo mas.
El problema es que w(i) cambia demasiado raplido cerca de iuc, lo cual
impide que haya potenclales de acci6én de baja frecuencla; 1 se mueve
abruptamente hacia valores en los cuales w ya es muy diferente de
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0.302

o.013

0.004732 i 0. 0689

FIGURA 4.4.3 m Frecuencla w de los ciclos limite del dlagrama en la
f1g.(4.3.6) contra el parametro de bifurcacién i. Cerca del punto ho-
moclinico w tiende a cero como la raiz de l-iHc., Cerca de una bifurca-
clén de Hopf w nunca tlende a cero.

cero. Este énfasis en la velocidad de cruce di/dt no ha slido suficlen-
temente explicito en la bibllografia revisada.

El problema a resolver es: Jsqué determina la velocidad con la que
1 atraviesa la bifurcacién homoclinica? En primera instancla, podria
pensarse que una constante de tiempo para di/dt (la ecuacién de la
variable lenta), que fuera una funcién adecuada de v, podria regular
convenlentemente el paso a través de inc. Sin embargo, ésta parece ser
una opclén un tanto artificial, aun sin tomar en cuenta el hecho de
que las constantes de tlempo para las varlables lentas del modelo PR
son, efectivamente, cantldades constantes.

Durante este estudio ha surgldo una respuesta mucho mas natural:
la clave de la solucién es potenclar adecuadamente la retroalimenta-
cién del subsistema lento al ripido. Esto es, considérese la ecuacién.
para v en el sistema rapido con variables {v,x)=(v,x1,...,%n) que tle-
ne la forma

(4.4.5) dv/dt = fv, o + A2

donde y es el vector de variables lentas. Es poslible conslderar a A
como parametro, ya que no depende mas que de y. Ahora supéngase que
este sistema répldo sufre una bifurcaclén homoclinica para el valor
Aic y que, para mayor claridad, Axc=0. Entonces, aplicando la
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FIGURA 4.4.4 w Curso temporal de v como solucién del sistema GEN
cuando éste es forzado mediante la ecuaciédn

(4.4.7). Es evidente que
la frecuencla es mayor hacla la mitad de la fase activa.
aas

1EP

-
+ +
', .
+ +
Y oo+ e+t
so.e
o

nirearo de plco a3
FIGURA 4.4.5 m Grafica del intervalo entre plicos (IEP) vs. numero de
plco durante una fase activa de la solucién de la figura anterlor. Los

valores maximo y minimo del IEP difleren por un factor mayor que en la
r1g. (4.4.2).
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expresioén (4.4.4) a la ecuaclén (4.4.5) resulta que IS Juega el papel
de i1, con lo cual

(4.4.6) W x A

Es decir, la frecuencia de los ciclos limite soluclones del sistema
rapide ahora varia linealmente con el valor del acoplamiento A. Es
claro que, variando la forma funcional del término de retroalimenta-
clén, es posible controlar el patrén de frecuencias para valores cer-
cancs al de. bifurcacién, para los cuales es valida la relacién
(4.4.4).

Nétese ademds que modiflcar dicho término de acoplamiento no impli-
ca tener que modificar las ecuaclones diferenclales, ni del sistema
lento ni del rapido. En términos biofisicos, esto podria interpretarse
asi: Existen células excitables y procesos bloquimicos lentos que las
afectan; es preclisamente el acoplamiento entre ambos elementos lo que
modula la frecuencla de las rafagas, y no los parémetros inherentes a
la dinédmlica de cada uno de ellos. Esto parece razonable.

M4is adelante se discutird esta idea en el contexto de los modelos
PR y PAB. Por el momento es posible ejemplificarla forzando nuevamente
el sistema GEN pero con el término

(4.4.7) 1(t) = A sen’(wt) + 10

Esta nueva ecuacidén funcloné tal como se esperaba: hace que 1 atra-
viese lentamente el valor lo. Esto puede apreclarse en el curso tempo-
ral de v de la riq.(4.4.4), en el cual la diferencia de frecuencias
entre el principlo y el final de la rafaga es muy evidente. La
fig. (4.4.5) es la graflca de la distribucién de frecuenclas; nétense
los valores maximo y minimo.

En resimen: Se obtuvieron rafagas de tipo parabdlico forzando el
sistema GEN, lo cual establecié la validez del mecanismo generador
discutido y mostré que la forma adoptada para we(v) fue adecuada. Ade-
méds se observé que, para que el patrén de frecuencias caracteristico
de tales rafagas sea muy acentuado, es necesario que el cruce de 1 a
través del punto homoclinico degenerado sea partlcularmente lento, lo
cual, a su vez, depende de la forma del acoplamiento entre GEN y las
ecuaciones lentas., Este hecho, hasta donde se ha consultado (incluso
medlante conversaclones personales con J.Rinzel), no habia sido tomado
en cuenta.

COMENTARIO AL CASO NO DEGENERADO

Para cerrar esta secclén vale la pena notar que, cuando la bifurca-
clén homoclinica es no degenerada, la frecuencia de los ciclos limite
no varia como la raiz de i-inc (14a.10}), sino como
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(3.4.6) w o« 1/log(i - 1imuc)

con lo cual w(l) se acerca a cero mas suavemente que en el caso dege-
nerado. En la fig.(4.4.6) se muestra el dliagrama de frecuencias co-
rrespondiente.

Este punto es importante porque en la sigulente seccidn se modela-
ran rafagas que, a diferencia de las parabdlicas, dependen de una bi-
furcacién homoclinica no degenerada. Estas rafagas, denominadas rafa-
gas tipo célula B, también exhiben un patrén caracteristico de fre-
cuenclas, en el cual se observa una variacién notable en los periodos
entre espigas. Esta se pudo distlnguir a la perfeccién en las simula-

ciones debldo a la relaclén (4.4.6) entre w e 1.
0.292

0.033

o.0164 1 HC 0.0194
FIGURA 4.4.6 m Dlagrama de frecuenclas (v) de los cliclos limite que
desaparecen por medlo de una bifurcacién homoclinica no degenerada. En
este caso w tiende a cero como 1/log(i-ikc).

4.5 RAFAGAS TIPO CELULA B8

En esta secclén se interrumpe momentaneamente la elaboracién del
modelo PAB. Se identifica una estructura de bifurcaciones responsable
de la apariclén de las rafagas tipo célula B, la cual contrasta con la
requerida para generar rafagas parabdlicas. Logrando reproducir esa
misma estructura en GEN, y proponiendo una ecuacién adlcional para el
subsistema lento, se simulan rafagas endégenas de esta nueva clase. lLa
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construccién de la variante de GEN que las produce (GEN-B) marca la
pauta para formular el modelo completo de réfagas parabdlicas.

EL MODELO DE LA CELULA B

En los mamiferos, las células productoras de insulina son las
células B8, que se encuentran en los Iislotes de Langerhans en el
pancreas. Las células B exhiben una actividad eléctrica similar a la
de algunas neuronas, ya que producen rafagas de potenclales de accién
en respuesta a una concentracién adecuada de glucosa. Ademds hay evi-
dencla experimental que indica que la secrecién de insulina también es
pulsatil, y que estd correlacionada con dicha actividad eléctrica.
Este ciclo de retroalimentacién mantiene el nivel de glucosa del orga-
nismo dentro de un estrecho margen de operacién.

Iones de calclo penetran a la célula durante los potenciales de
acclén, y se plensa que es el aumento en el nlvel de calclo intracelu-
lar lo que provoca la secrecién de insulina. Se han formulado una se-
rle de modelos teéricos, basados en la cinética utilizada por Hodgkin
y Huxley, para estudiar el comportamiento de la célula 8. La versién
que aparece en [4.9), a veces conoclda como el modelo de Chay-Kelzer,
es la siguiente

(4.5.1) Cdv/dt = -I_ -1 -1
m K Ca K-Ca
= -Gxn(v—V‘) - GC‘mw(v)h(v)(v—Vu)
- [Gx_c‘Ca/(KJCa)] (v-VK)
(4,5.2) dn/dt = A [nm(v) - n]/‘tn(V)
(4.5.3) dCasdt = f (_“Iu - kc‘Ca)
La Interpretacén blofisica de estas ecuaciones es inmedlata: La

célula 8 tlene 3 tipos de canales: un canal de potasio tipo HH, un
canal de calclo regulado por voltaje y un canal de potasio regulado
por calclo., Este dltimo es muy similar al del modelo de Plant-Rinzel
(véase (4.2.1)). Hay una sola ecuacién para varilable tlpo canal, la
ecuacién de n (la conductancia al potasio), y hay una tercera ecuaclén
para el calcio libre intracelular, idéntica a la utilizada en el mode-
lo PR. Ademas sucede que Ca es una varlable mucho mas lenta que v y
que n, asi que (4.5.3) constituye el subsistema lento de este modelo.
Como puede apreclarse, aunque las ecuaclones son diferentes, el
planteamiento es el conocldo: hay un subsistema rapido B-R cuya
dindmica puede estudlarse considerando a Ca como parametro. Para estu-
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diar el modelo de la célula B habria que hacer algunos diagramas de
bifurcacién de v contra Ca y luege anallzar la ecuacién lenta por se-
parado. Ese tipo de andlisis es el que se ha hecho en las tres refe-
renclias citadas al final del capitulo.

Lo que se ha encontrado es que hay un elemento clave que permite
que el modelo produzca rafagas: la biestablilidad. En la fig.(4.5.1)
se puede apreciar un diagrama de bifurcacién obtenido por Rinzel en el
escenario de las rafagas tipo célula 8. Las rafagas se producen de
manera similar al caso parabélico, en tanto que dependen de la oscila-
cién lenta de Ca a lo largo de un intervalo en el que la estructura de
bifurcacion presenta clertas caracteristicas especlales. En este caso
se trata de la zona en la que coexlsten una familla de ciclos limite
estables y una rama de equilibrios también estables; de ahi el nombre
de biestablilidad.

En el régimen biestable las soluclones pueden, ya sea mantenerse en
un punto de ‘equilibrio (constantes), o blen oscilar indefinidamente.
Las réafagas se producen cuando la variable lenta hace que el slistema
alterne periédicamente entre ambos tlpos de solucién. Es decir, el
mecanismo subyacente es el mismo que se habfa estudliado previamente.

Las rafagas pueden comprenderse asi: Inicialmente v se encuentra
en la rama de equllibrios. Cuando esto sucede, Ca tiende a disminuir,
lo cual provoca que v se 'deslice’ (sobre el diagrama de bifurcaclén)

-~
/Ca—
nullcline

-60 <Cay _Lanc
0.0 0.5 10 s 0.0 0.5 1.0 1.5
[cat+]; (uM) {Ca**]; (M)

FIGURA 4.5.1 w A. Dlagrama de bifurcacién de la referencia {4.7). Los
elementos importantes son la rama de ciclos limlite estables que termi-
na en una bifurcacién homoclinica no degenerada y la seccién de la
rama de equilibrios que coexiste con tales clclos limite. Esta coexis-
tencla de 2 atractores se conoce como biestablilidad. B. Proyeccién de
la solucién, las rafagas mismas, sobre el dlagrama de bifurcacién.
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FIGURA 4.5.2 m Diagrama de bifurcaclén del sistema GEN cualitativa-
mente similar al diagrama de la figura anterior.
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FIGURA 4.5.3 w Dlagrama de bifurcacién de la figura anterlor. Se le
ha superpuesto el corte 1,v de la solucién de la sigulente figura.
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a lo largo de dicha rama hasta que los equilibrios desaparecen en la
rodilla. Entonces v tiene que moverse hacia el régimen oscllatorio,
que queda como Unico atractor del sistema una vez pasada la rodilla.
En é1, el voltaje promedio es considerablemente mas alto que en la
rama de equilibrios, lo cual hace que Ca crezca. El aumento en Ca hace
que v se 'deslice’ por la rama de ciclos limite, produclendo potencia-
les de acclén, hasta que finalmente alcanza la bifurcacién homoclini-
ca. Esto hace que v camble nuevamente, esta vez hacla el régimen de
inactividad, que es el atractor global del sistema cuando se ha reba-
sado el punto homoclinico. Una vez en la rama de equllibrlos, el pro-
ceso comienza de nuevo.

SIMULACION SIMPLIFICADA DE LAS RAFAGAS TIPO CELULA B

En la fig.(4.5.2) se muestra un dlagrama de bifurcacién del sistema
GEN que tlene las mlsmas caracteristicas cuallitativas que se han dis-
cutido: biestablilidad y punto de bifurcacién homoclinica no degenera-
da. Asi que, agregando una ecuacién diferencial lenta adecuada para el
paradmetro de bifurcacién (i), debe ser poslble generar réfagas tipo
célula B. Conslderando la descripclién que se hizo en el parrafo ante-
rlor de dichas réafagas, para que GEN las generara deberia bastar una
ecuacién diferenclal para I muy sencilla: tal que 1 crezca para
valores de v sobre la rama de equilibrios, y que 1 decrezca para
valores de v durante las oscllaciones. Es decir, una ecuaclién tipo

(4.5.4) di/dt = ¢ (v -~ u)

donde u es un parémetro, llamado umbral, a ajustar. Sin pretender for-
zar una interpretacién biofisica de (a.s.4), conviene pensar que 1
representa alguna corriente que es entrante para v>u y saliente para
v<u,

La adiclién de la ecuacldn lenta para | basta para obtener las
radfagas, contrariamente a lo que se espera a prilori, sablendo que una
ecuaclién auténoma en la recta no puede tener soluclones oscllatorlias.
Esto se debe a que v toma valores asintéticos dlferentes en el régimen
oscllatorio y en el de inactividad. Eso es lo que permite que una sola
ecuaclén diferencial para el subsistema lento sea suficliente para que
éste oscile. Esta es una diferencia muy importante con respecto al
escenario de las rafagas parabdlicas: éstas requleren un minimo de 2
variables lentas, porque los valores de v en la rama de equilibrios
tamblén son alcanzados cuando v oscila.

Este modelo simplificado produce rafagas, y no s6lo eso, toda una
gama muy lnteresante de comportamientos. Tal como el modelo original
de la célula B, (4.5.1)-(4.5.3), el sistema GEN-B

4.5.5) dv/dt = - F(tv) ~ w +
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(4.5.6) dw/dt = b ("uo“') - W)

(8.5.7) dizdt = ¢ (v - u)

es capaz de producir rafagas, de oscilar con frecuencia constante, y
de exhibir un comportamiento cadético. La similitud entre las graficas
obtenidas con GEN-8 y aquellas que aparecen en (4.8] es sorprendente.
Cabe sefialar otra diferencla fundamental con respecto al escenario
de las rafagas parabdlicas. El patrén de frecuencias de las rafagas
tipo célula B también es caracteristico: la frecuencila de disparo
disminuye al final de la rafaga, y por la misma causa que en el modelo
PR: porque se alcanza una bifurcaclén homoclinica. Sin embargo, no
hubo necesidad de elevar a ninguna potencia el término de acoplamien-
to, en este caso 1 uUnicamente, para reproducir el patrén. Esto no es
tan sorprendente, a la luz de la discusién de la secciédn anterior.
Estos resultados demuestran, en buena medida, que las posibilidades
dinémicas de un sistema dado efectivamente estan contenidas en su es-
tructura de bilfurcaciones. De hecho, el modelo de Morris-Lecar (ML)
(referenclia (4.10}) también presenta un diagrama de bifurcacién simi-

o.78

S

0.0 t 6420

FIGURA 4.5.4 m Soluclién del sistema GEN-B; curso temporal de v. El
modelo produce rafagas tipo célula B, que se caracterizan por tener
una amplitud relativamente pequefia, porque la frecuencia disminuye
notoriamente al final de la réfaga, y por el ’'salto’ en los valores de
v entre la fase silente y la fase actliva.
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0.0189

0.0127

0.0 t 6420

FIGURA 4.5.5 m Soluclén del slstema GEN-B; curso temporal de 1. Mis-
mos parametros que en la figura anterior.

o.78

0.0 t 1420

FIGURA 4.5.6 ® Solucién del sistema GEN-8; curso temporal de v. Se
han modificado los valores de € y u en (4.5.7) con respecto a la figu-
ra anterlor. Ahora v oscila con frecuencla préacticamente constante.
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W

.0 t 5720

FIGURA 4.5.7 = Soluclén del sistema GEN-B; curso temporal de v.
Para valores adecuados de € y u el modelo se comporta cadticamente,
la célula dispara a intervalos irregulares. Las sigulentes dos figuras
exponen la lrregularidad mds evidentemente.

JuU

0.0182

0.0179

0.0 t 3720
FIGURA 4.5.8 w Solucién del sistema GEN-8 disparando cabéticamente;

curso temporal de i. Pardmetros como en la figura anterior. Los valo-
res de 1 no parecen tener ninguna periodicidad
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0.732

0.103

0.0179 i 0.0183

FIGURA 4.5.9 ® Soluciones del sistema GEN-B; corte del espacio de
fases, v vs. 1, para el régimen cadtico de la rig.(4.5.7).

lar a los de las figuras (4.5.1) y (4.5.2) (véase la seccién final)
del Capitulo 3). Esto es aprovechado por Rinzel y Ermentrout para ge-
nerar rafagas tipo célula 8, agregando a ML una ecuacién idéntica a la
(4.5.4). No sdlo eso, variando los parametros (u y € basicamente) ob-
tuvieron un comportamiento caético que también pudo ser reproducido
mediante GEN-B8, con modificaciones simllares a dichos parametros.

La transicién del comportamlento peridédico al irregular en esta
clase de modelos es un tema fascinante que no se ha investigado en
profundidad. En [4.8) se muestra que, para la célula B, es posible
pasar de oscllaciones de perlodo T a oscilaciones de periodo 2T y asi
sucesivamente hasta alcanzar el caos. Este ’'doblamiento’ de perlodos
(period doubling) parece ser una transiclén genérica. Seria muy inte-
resante tratar de detectar dicha ruta hacia el caos en el modelo
GEN-8, ya que es mas simple que el de la célula 8 o que el de Morris-
Lecar. Esta linea resulta atractiva para realizar futuras investiga-
clones.

Esta seccién ha ejemplificado una metodologia: divisién del siste-
ma completo en subsistemas rapldo y lento, estudio de bifurcaciones
del rapldo tomando las varliables lentas como parémetros, perturbacién
singular agregando las ecuaclones convenlentes para la dinédmica lenta
y simulacién del fenémeno analizado. Este mismo esquema se repetira,
con las varlantes necesarias, en la sigulente secciéon, con el fin ge-
neral de aportar un modelo minimo para simular las rafagas de tipo
parabélico.
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4.6 RAFAGAS PARABOLICAS

Con estas 2 Gltimas secclones concluye este trabajo. Aqui en reali-
dad se introducen sélo un par de ideas nuevas, el resto de las ldeas y
contribuciones necesarias para formular el modelo completo PAB ya ha
sido expuesto previamente, en particular, en las secciones 4.3 y 4.4.

Para disefiar el modelo minimo de rafagas parab6licas, PAB, hacen
falta 2 ingredlentes: el subsistema lento PAB-L y el término de aco-
plamiento entre PAB-R y PAB-L. Ambos problemas se abordardn con el
mismo espiritu de la secclén 4.3, en la que se formuld el subsistema
rapido a partir de consideraclones cuallitativas.

EL SUBSISTEMA LENTO PAB-L

Recuérdese que PR;L, el subsistema lento del modelo PR, estd cons-
tituldo por las siguientes ecuaclones

4.6.1) dx/dt = (x_(vy - x)/7T
o x
(4.6.2) dCasdt = p (ch(VCa-v) - Ca)

mas la ecuaclén que proporcione el acoplamlento

(4.6,3) I= —GCuX(V-VCa) - GK_CaCa/(O.s + Ca)(v—vk)

asumiendo que I se va a sumar del lado derecho de la ecuaclén diferen-
cial para v. Ahora, manteniendo la idea de simplificar lo mas posible,
pero sin perder de vista la identldad de las varlables lentas, se bus-
ca abstraer las caracteristicas de PR~L.

En primera instancia pudiera pensarse gporqué no reducir al maximo
el subsistema lento considerando una sola ecuaclén diferencial en lu-
gar de dos? La respuesta es que no es posible producir réafagas
parabdlicas agregando sélo una ecuacién mis al subsistema rapido. Esto
se debe, como ya lo ha sefialado Rinzel en (4.11}, a que, en ausencia
de blestabilidad, no es posible hacer que i oscile (cruzando iuc) sl
su ecuaciédn diferencial es auténoma. Por esta razédn, como se hizo no-
tar al disutir las rafagas tipo célula B8, las rafagas parabélicas re-
quieren un minimo de 2 variables lentas, forzando entonces el modelo
minimo a tener dimensién 4.

Una vez aclarado este punto, se pueden conceblr varias alternati-
vas. Se pensé en lo sigulente: Lo mas complicado de PR-L es el aco-
plamiento I que, como ya se discutid, tiene un término excitador (po-
sitivo), la corrlente de calcio controlada por x, y un término inhibi-
dor (negatlivo), la corriente de potasio regulada por Ca. Considerando
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dnicamente el efecto cualitativo, ’global’ que ejercen x y Ca, una
representacién abstracta de estas dos Influenclas puede ser

(4.6.4) I = Ax - By

donde A y B son coeficientes; x es la variable excitadora e y la inhi-
bldora. Ambas deben tomar valores positives.

La expresién (4.6.4) puede pensarse como una aproximacién al aco-
plamiento (4.6.3) desde el punto de vista de la estrategia mencionada
en la seccién 4.3 al proponer GEN: tratar de modelar la dinamica de
las corrientes, no su blofisica. Es decir, se proponen 2 varlables,
una que modela la corriente entrante de calclo, %, y otra que modela
la corriente saliente de potasio, y. Ambas, tal como la variable w en
GEN, representan corrientes que no hay necesidad de modelar a nivel de
conductancias.

Hacer que el término de acoplamliento sea independiente de v, es un
paso importante: entre otras cosas, permite que los diagramas de bl-
furcacién, con x o y como pardmetro, sean exactamente los mismos, sal-
vo traslaclones y cambios de escala, que aquellos obtenidos con I como
parametro de bifurcacién. Es decir, la estructura de blfurcaclones del
sistema GEN permanece sin cambios al reducir I de la manera propuesta.

Ahora bien, hablendo descompuesto I en la parte puramente excitado-
ra mas la parte puramente inhibidora, squé dindmica deben seguilr las
nuevas varliables lentas? Esta decisién parece ser menos complicada:
La corriente de calcio es una corriénte lenta entrante, asi que cabe
conservar la misma ecuaclén diferencial para x, ya que es una tipica
ecuacién de variable lenta. Por otro lado, la ecuacién para y puede
ser lgual que la de Ca, dado que cualitativamente tienen el mismo
efecto. Basta notar que, como en dicha ecuacién aparece la corriente
de calclio, ésta debe ser substitulda por x. Es decir, PAB-L podria
tener la forma

dx/dt = (x (vi - x)/T
(-] x
dysdt = p (ch ~-y)

Por otro lado, la funcién sigmoidal xw=(v) pudlera ser aproximada
por una recta, como lo propuso FitzHugh para w en el modelo FHN origi-
nal. En adelante se considerara esta simlificacién adiclonal; mas tar-
de se se comprobard que las rafagas obtenidas con una xw(v) sigmoidal
y con una xw(v) lineal en v no difieren apreciablemente. Si se hace
explicita la escala de tiempo lenta en la que evolucionan x e y, in-
troduciendo los parédmetros ex y €y, el subsistema lento propuesto,
PAB-L, resulta ser
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(4.6.5) dx/dt = cx(uv - x)
(4.6.6) dy/dt = ey(x - ky)

Sumando el nuevo acoplamiento a la primera ecuaclén de GEN se obtiene
el subsistema réapldo PAB-R

4.6.7) dv/dt = - F(v) -~ w + Ax -~ By + 10
(4.6.8) dusdt = b (wm(v) - W)
/
4.6.9 Fv) = v(v-1)(v-a)
(4.56.10) W vy = (1/2)[1 + tanh((v - Vt)/vz)]

Las ecuaciones (4.6.5)-(4.6.10) constituyen el modelo de ré&fagas
parabdlicas PAB. A continuacidén se discutird la manera en la que se
puede estudiar el subsistema lento PAB-L, lo cual permite saber sl el
slstema completo PAB producirad rafagas o no.

EL SISTEMA LENTO APROXIMADO EN LA VARIEDAD ESTABLE

Existe un método para estudiar a PAB-L sin tener que integrar el
sistema completo. La clave es explotar nuevamente las dos escalas de
tiempo del modelo. El antecedente de esta técnica es el andlisis de
las oscllaciones de la ecuacién de Van der Pol en el Capitulo 2 (per-
turbacién singular).

La idea es que x e y varian tan lentamente con respecto al subsis-
tema rapldo, que éste converge de lnmediato a sus atractores. Es de-
cir, supéngase por el momento que, para diferentes valores de x e y, v
y w tienen un unico equilibrio estable, llamese {(veq, weq). Una vez
que v ¥y w han sido atraldos a &1, sus ecuacliones diferenclales se con-
vierten en

0

"

(4.6.11) dvsdt

L}

-F(v - W  + AX - + 1
( aq) eq By o

0

(4.6.12) dw/dt b(wv ) -w )}

@ eq eq
mismas que definen implicitamente el valor de (veq, weq) en funcién de
los valores de x e y. Habléndose relajado v y w a sus estados de equi-
librio, PAB-L puede aproximarse por un sistema auténomo bidimensional,
graclias a que ahora v y w tienen valores asintéticos que dependen de x
e y. Esto no es otra cosa que la perturbacién singular Jjustificada por
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el teorema de Tikhonov, El sistema lento aproximado, SLA, resulta ser

(4.6.13) dx/dt = e (av (X,y) = X)
x eq
(4.6.14) dy/dt = ey(x - ky)

La gran ventaja de este sistema de ecuaclones es que, conoclendo
veq{X,y), se tiene un sistema bidimensional, cuyo retrato de fases
puede analizarse con més facilidad. S1 el SLA tuviera un punto de
equilibrio estable, significaria que el modelo completo también
tendria un equilibrio atractor. Si el SLA tuviera un ciclo limite, el
sistema completo oscilaria, con v movléndose lentamente sobre los di-
ferentes equilibrios.

EL METODO DEL PROMEDIO

Ahora bien, clertamente interesa la situaclén en la que PAB-R tlene
un equilibrio estable, pero igualmente importante es el caso en el que
su estado estaclonario es un ciclo limite.  Qué hacer entonces? Este
problema se ataca mediante un método diferente, el método del prome-
dlo, que es una herramlenta muy importante en teoria de perturba-
clones.

La intulcién es muy simple: un sistema sujeto a una perturbacién
que osclla suficientemente rapido debe sentir sélo el efecto promedio
de dicha perturbacién, en una primera aproximacién. La Jjustificacioén
formal de 1la mayoria de los procedimientos relacionados con este
método es bastante incompleta, a pesar de que se aplican desde los
tiempos de Lagrange (en calculos planetarios). Varios resultados im~
portantes son discutidos y demostrados en las referencias citadas. El
método del promedio es pertinente a este estudio porque permite obte-
ner un sistema lento aproximado para el caso en el que PAB-R oscila,
en condiclones en las que la aproximacién de Tikhonov no es viable.

Se desea estudlar la ecuacién (4.6.5)

dx/dt = ¢ (av - x)

en la que v oscila periédica y riapidamente con respecto a la escala de
tiempo de dx/dt, que es ext. Para ello se considera la ecuacién
aproximada que se encuentra reemplazando dx/dt por su valor medio a lo
largo de una oscllacién de v

- T - = -
(4.6.15) dx/dt = e (1/T) I (av (t,z,y) - x) dt
X o [-]-1-}
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(4.6.16) dxsdt = cx(u ;(;.y) - %)

Esta ecuacidén es la ecuacién promedlada. En el caso de (4.6.16) la
simplificacién es notable, ya que conociendo el promedio de v como
funcién de x e y, nuevamente se obtlene un sistema auténomo.

Omitiendo las barras sobre las variables, el sistema lento aproxi-
mado completo, SLA, queda definido por

(4.6.17) dx/dt = ex(a V> (X,y) - X)
(4.6.18) dy/dt = cy(x - ky)

veq(x,y) ul ¥V en equllibrio

(4.6.19) V> (X,y) = T
(1/T) I v“c(x,y)dt 81 V oscilatoria
o]

donde, por clerto, el periodo T tamblén es funcidén de x e y. Ademés
cabe recordar que las aproximaclones son mejores cuanto mads pequefias
son las €'s, es declir, cuanto mis cerca se encuentre el sistema del
limite singular.

RESULTADOS PARA EL SLA

Primero se fijaron los parimetros de PAB-R, salvo A,B e 10, lo cual
equivale a escoger un diagrama de bifurcaclién; se tomé el de la
fig.(4.3.6). En dicho diagrama se encuentran calculados los valores de
v en la rama de equilibrios (veq), asi como los valores promedio de v
durante exactamente un perlodo de cada ciclo limite(<v>); ambos con-
Juntos de datos como funcién de i. Sin embargo, como i es la corriente
aplicada total

(4.6.20) i = Ax - By + 1°

resulta que el dlagrama de bifurcacién ya contiene los promedios 'y
equilibrios de v como funcién de x e y. Basta lncorporar estos datos a
una expreslién analitlca que pueda adjuntarse a las ecuaciones diferen-
clales (4.6.17) y (4.6.18) para poder Integrar el SLA. Nétese que esto
es valido graclas a que la rama de promedlos y la de equlllibrios coln-
ciden suavemente en el punto de bifurcacié4n homoclinica. Si no fuera
asi habria problemas; discontinuidades o valores dobles para <v>.

La integracién del SLA se hlzo llamando un interpolador desde el
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programa que integra las ecuaciones diferenclales (ODE). El interpola-
dor utiliza splines ciblicas para calcular los valores de <v> que se
encuentran entre los ya existentes dentro de la tabla de datos del
diagrama de bifurcacién utlillzado. Este proceso resulté mucho mas
rapido de lo esperado, y permitié integrar el sistema lento aproximadoe
para <v> tanto en el régimen oscllatorio como en la rama de equili-
brios.

Medliante esta comblinacién de procedimientos se pudo obtener una
buena aproximacién a los valores de x e y como componentes del sistema
completo (PAB), sln necesldad de integrar todas las ecuaclones.
Ademds, los espaclos de fase del SLA tienen una ventaja enorme sobre
el corte (x,y) del espaclo de fases de PAB: es poslible calcular las
ceroclinas numéricamente. Eso s&lo puede hacerse para slstemas de 2
dimensiones, (a menos que el integrador pueda graficar hipersuperfi-
cles !). Con un poco de experlencla en anilislis de espaclos de fase,
la forma y tipos de cortes entre las ceroclinas puede ser suficiente
para saber qué dinamica podria o no tener un sistema.

Ademas, cabe subrayar el hecho de que, estudiando unicamente el
SLA, es posible saber sl PAB presenta rafagas o no. Supéngase que el
SLA tlene un ciclo limite estable, que es el caso mas interesante. Si
para todos los valores de x e y en el cliclo, <v> permanece en la rama
de equilibrios, entonces v simplemente oscilard lentamente (con la
misma frecuencia que las variables lentas), tomando los valores de la
rama de equilibrios, que de hecho no varian demasiado. Por el contra-
rio, sl para todos los valores de x e y en el ciclo, <v> se sltta en
la regién oscilatoria, entonces v se mantendrad disparando potenciales
de accién. La frecuencia de disparo varliando continuamente, y desde
luego periddicamente, conforme varia Ax-By. :

Ahora blen, sl durante la oscilacién Ax-By es tal que <v> alcanza
tanto valores de equllibrio como valores promedio, entonces v exhibira
rafagas: 1la fase silente cuando <v> queda en la rama de equilibrios y
la fase actliva mlentras <v> permanece dentro del régimen oscllatorio.

Se puede distinguir facllmente entre las alternativas descritas,
porque para saber en qué régimen se encuentra <v> basta locallzar el
valor que los divide, es decir, el punto de bifurcacién homoclinica.
Por ejemplo, en la rig.(4.3.6) PAB-R osclla sl i>inc, y permanece en
equilibrio si i<iuc. Como 1 depende de x y de y segin (4.6.20), el
punto de bifurcacién homoclinica, i=iHc, corresponde a la recta

(4.6.21) Ax - By + 1 =1
o HC

en el plano x,y. Hablendo trazado esta recta, para distinguir entre
las 3 posibilldades del parrafo anterlor basta saber si el ciclo
limite del SLA queda por encima de ella, por debajo o si la atraviesa,
en cuyo caso PAB producira rafagas (sl la aproximacién fue suficlente-
mente buena).

En las flguras (4.6.1)-(4.6.5) se comparan soluclones de SLA con
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FIGURA 4.6.1 =

Espacio de fases del sistema lento aproximado SLA. En
la reglién por encima de la recta HC,

<v> (definida en (4.6.19)) perma-

nece en equilibrio. Por debajo de dicha recta <v> oscila, con una fre-
cuencla mayor mientras mis lejos se encuentre la 6rbita de la recta.
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FIGURA 4.6.2 =

Corte y vs.

x del espacio de fases del sistema

completo PAB. La soluclén de la figura anterior es una aproximacién de
ésta. Notese el efecto de los potenciales de acclén sobre x.
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a.o t 9140
FIGURA 4.6.3 m Cursos temporales de x. Se han superpuesto la soluclén
de PAB y la soluclén obtenida con el sistema lento aproximado, SLA. La
concordancla es buena.
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FIGURA 4.6.4 s Curso temporal de v como parte de PAB. Mlsma solucién
que en las 2 flguras anterjores.
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FIGURA 4.6.5 m Distribucién de frecuenclas para los potenclales de
acclén en la fase actlva de las rafagas de la figura anterior.

OTROS RESULTADOS

El analisis sistemético del espacio de fases del SLA permitid ajus-
tar los parametros (del SLA) de manera que se produjeran rafagas. El
curso temporal de v se muestra en 1la rig.{4.6.4); el carédcter
parabélico no es muy acentuado, como comprueba la distribucién de fre-
cuencias de 1la rig.(4.6.5). Cabia esperar este resultado, ya que el
término de acoplamlento entre PAB~L y PAB-R dado por (4.6.20) es li-
neal y, por lo tanto, esta sujeto al efecto encontrado en la secclén
4.4: el acoplamiento I cruza el valor de bifurcacién muy rapido, im-
pildiendo que se desarrollen potenciales de accién de frecuencia muy
baja. Geométricamente esto es equivalente a decir que el ciclo limite
proyectado sobre el plano (x,y) cruza la recta que define el punto
homoclinico ((4.6.21)) demasiado répido.

Para generar rafagas con una distribucién de frecuenclas mas marca-
da, se recurrié al hallazgo expuesto en la secclén 4.4. Dado que cerca
de la frontera homoclinica la frecuencia del clclo limite varia como

qul—l

HC

una manera de hacer que w camble proporcionalmente (ie. linealmente)
con x e y es haciendo que el acoplamlento sea cuadrdtico. Esto es, si
1(x,y) sigue estando dada por (4.6.20) pero ahora se tiene
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(4.6.22) dv/dt = - F(vy - w + (Ax - By)2 + 10

entonces w dependera de x e y segin

2
w‘x}(Ax By)  + 1, -1,

o bien
w o« AX - By

las graficas de las fliguras (4.6.6)-(4.6.8) se obtuvieron substitu-
yendo la ecuacién (4.6.22) en PAB (aunque en vez de (Ax-By)® se utili-
z6 la expresién (Ax-By)|Ax-By| que preserva el signo, lo cual es im-
portante). Nuevamente, el perfil de frecuencias se volvié mucho mas
marcado.

N\

o.0 t Le.lma

FIGURA 4.6.6 m Rafagas producidas por el modelo minimo PAB, ecuaclo-
nes (4.6.5)-(4.6.10). El término de acoplamiento entre los subsistemas
rapildo y lento es cuadratico (ver (4.6.22)), lo cual hace que el
patrén caracteristico de las rafagas parabdélicas sea mucho mis acen-
tuado. Comparese con la fiq.(4.6.4).
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FIGURA 4.6.7 m

t

Ampliacién de la fase activa de las rafagas parabéli-

cas de la figura anterior.

TEP

+
+

+ -+
+ +
+ +
T et

rrmro de pico 29

FIGURA 4.6.8 m Distribuclién de frecuencias para la fase actliva de la
figura anterlior. Compdrese con la fig.(4.6.5).
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FIGURA 4.6.9 m R&fagas parabdlicas produclidas por el sistema PAB uti-
lizando una funclédn xw{(v) sigmoidal, ecuaclones (4.6.23) y (4.6.23).
La soluclén es casi idéntica a la de la rig.(4.6.6).
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FIGURA 4.6.10 m Diagrama de frecuenclas para una fase activa de las
radfagas en la figura anterior. Es muy similar al de la fig.(4.6.8).



CAPITULO 4. RAFAGAS DE POTENCIALES DE ACCION 48

Finalmente se muestra una ultima simulacién para la que no sélo se
utilizé la ecuacién (2.6.22), sino que ademds se utilizé la forma ori-
ginal para la ecuacién de x: la ecuacidén (4.6.1) en la forma

(4.6.23) dx/dt = e (x_(v) - x)
x -]
(4.6.24) X, V) = (1/2){1 + tanh((v - vz)/VA)]

Los resultados son similares a los obtenidos con xw(v)=av. De hecho,
cuando se incluye la ecuaclén (4.6.23), el ciclo limite proyectado en
el plano (x,y) existe para valores muy diferentes de los parémetros;
aparentemente la estructura que permite la produccién de rafagas se
vuelve m&s robusta.

4.7 CONCLUSIONES

En esta secclén final sélo se menclionaran los resultados principa-
les obtenidos y las aportaciones que se hicieron al estudlo de las
oscllaclones no lineales del potenclal eléctrico en membranas excita-
bles. Esto serd un breve resumen, ya que todos los puntos han sido
comentados ampliamente.

a. El Capitulo 1 fue una recopilacién de la blofisica clasica de 1la
excitabllidad. Sin embargo, salvo por la idea de dividir la corriente
i6nica en 2 componentes que responden a tiempos diferentes, la deriva-
cién de las ecuaclones que dan lugar al modelo de FitzHugh-Nagumo ge-
neralizado se llevé a cabo de una forma relatlivamente nueva.

b. En dicha derivacién se sugiri6é la idea de modelar las corrientes
iénicas directamente a partir de la dinadmica que presentan, abstrayen-
do sus dependencias explicitas del voltage y demas varliables fislcas.
Obviamente, la utilidad de esta alternativa dependeri criticamente de
los objetivos del estudio que se esté realizando, pero, al menos al
nivel en el que se llevé a cabo este trabajo, dicha técnica resulté
considerablemente itil, ademds de ser consistente con el grado de abs-
traccién que se buscé. Esta ldea pudlera resultar igualmente positiva
en otros contextos.

c. Ademds de las discuslones y revisiones tedéricas, hubo un intenso
estudio de métodos numéricos y computacionales que condujeron al desa-
rrollo de programas utiles, con los cuales se produjeron numerosas
simulaciones, dlagramas de bifurcacién y espacios de fase. Al menos
con respecto a esta tesis, dichos programas constituyeron una herra-
mienta versatil, sin la cual no se habria podido avanzar. Pueden ser
utilizados para anallzar otros sistemas de ecuaciones.

d. En cuanto al fenémeno de las rifagas en general, tanto este trabajo
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como varias de las referenclas consultadas indican que se trata de un
fenémeno que naturalmente pide una descripcién interdisciplinaria:
tanto los fundamentos bilofisicos como el lenguaje de los sistemas
dindmicos son indispensables para comprenderlo a fondo. La continua
mezcla de ambos puntos de vista es lo que permite dllucidar los dife-
rentes aspectos de dicho fendmeno.

e. En lo que toca a la investigacién sobre los modelos de rafagas hubo
varlos puntos relevantes. Primeramente, se ejemplificé y confirmé el
hecho de que el anilisis medlante la teoria cualitativa de ecuaciones
no lineales permite condensar y evaluar la esencla din&mica de un sis-
tema. La evidencla a favor de esta observaclén fue contundente: gra-
clas al andlisis de la estructura de bifurcacliones, el modelo GEN pudo
ser adaptado para la produccién de rafagas 'forzadas’, tipo célula By
parabélicas, compartiendo comportamientos simples y complejos con
otros modelos cuyos diagramas de bifurcaclones eran simlilares. También
se dlscutieron otras caracteristicas importantes comunes a diversos
modelos de células excltables, como la estructura réapido-lento.

f. En segundo lugar, se plantedé una pregunta que habia sido evadida o
que simplemente no habia sido considerada en la bibliografia citada:
lqué elemento de la interaccidén entre el subsistema lento y el subsis-
tema rapido determina la distribucién de frecuenclias de las rafagas?
En este trabajo se discutié una idea nueva: potenclar adecuadamente
la retroalimentaclén del subsistema lento al rapido. En términos
blofislcos este hallazgo apunta en la sigulente direccién: 1la modula-
cién de la frecuencla no depende de los parametros proplos de cada
subsistema (o proceso), sino de la naturaleza del acoplamiento entre
ellos. Evidentemente esta ultima afirmacién es tentativa, pero cabria
la posiblilidad de investigar sl pudlera tratarse de un principlo ca-
racteristico del fenomeno de las rafagas.

g. Filnalmente, se cumplldé con el obJjetivo de construlr un modelo
minimo que contuviera la esencia dinamica del fenémeno de las rafagas.
De hecho se discutlié toda una famllia de modelos, medliante los cuales
se exhiblieron y discutieron diversos aspectos del panorama dinamico de
las rafagas.
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APENDICE A. LAS ECUACIONES DE HODGKIN Y HUXLEY

El slistema de ecuaciones completo del modelo de Hodgkin y Huxley
(HH), para modelar la actividad en un punto fijo de la membrana, es

C av/8t = -1 + I

tfon ap
- 3  an” 4 - -
Ilon = Gmhm (v V“a) + Gxn (v Vu) + GL(v VL)
dmvdt = (m (v} - m)/t = o« (V(1-m) - B (Vim
«© m ™ m
dn/dt = (n (v) = nl/T = o« (Mi{1-n) - B (Vin
-] n n . n
dh/dt = (hm“” - h)/-u:h = a.h(V)(l—h) - mah

o ) = 0.1(25-v)/[exp(0.1(25-v}) -~ 1]
5_(v) = dexp(~v/18)

ah(v) = 0,07exp(-v/20)

B ) = 17lexp(0.1(30-v)) + 1]

« (v) = 0,01(10 - v)/[exp(0,1(10-v)) - 1]

Bn(v) = 0.125exp{-v/80)

donde las I's son densidades de corriente por unidad de area. Iap es
un parémetro: la corrlente externa que inyecta un investigador. En
este caso la capacidad y las conductancilas maximas tamblén deben ir
dadas por unidad de area, como se encuentran a continuacién

C = 1 uF/cn V,, = 115 mv

G, =120 mmho/cm2 V = -12 mv

Ra L3

G, = 36 mmho/cme V, = 10.5989 mv
G = 0.3 mmho/cm®

L

Las ecuaclones tlenen la forma dada cuando la temperatura vale
6.3°C. Para temperaturas diferentes hay que multiplicar los lados
derechos de las ecuaciones para m, h y n por el factor
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é = 4(T-6.3)/10

El sistema que se ha formulado modela solamente el fenémeno de la
excitaclén en un punto fijo de la membrana celular. Tal como se expli-
ca en el Capitulo 1, para modelar también el fendémeno de la
propagacién hay que tomar en cuenta otros términos que conducen a una
ecuacliédn diferencial parcilal

I = (as2p) 8°v/ax®

donde a es el radlo de la fibra nerviosa y p es la resistividad del
axoplasma., Im toma el lugar de Iap en la primera ecuaclén de este
apéndice, ambas representan la densidad total de corriente a través de
la membrana

I = (ar2p) 8°w/dx® = 1 + C av/dt

[ ion
La solucién partlicular de velocidad constante 8 (onda viajera) puede
formularse reemplazando x por 6t, con lo cual

1 = (ar2p6®) 8%w/at® = 1, + C avsat

L} ion
Para una temperatura de 18.5°C la velocidad de propagaclén es de unos
18.8 metros por segundo. El radio del nervio puede variar muchisimo,

para el calamar glgante llega a ser de medio milimetro. La
resistividad del axoplasma es de unos 30 Ohmecm.



APENDICE B. LAS ECUACIONES DE MORRIS-LECAR

A continuaclién se escriben las ecuaciones del modelo de Morris-
Lecar (ML). Suele utllizarse la versi6én para un punto fljo de la mem~
brana (space clamp), lo cual se obtiene de inmediato para x=constante
e igualando a cero la segunda derivada parcial con respecto a la posl-
cién en la primera ecuacién del sistema

av/at = 3%v/ax’- mm(v)Gc!(v—l) - wGK(v—v‘) - GL(v—vL) + Iap
dw/dt = ¢ [Ww(V) - w]/rv(v)

m v) = 0.5 [1 + tanh{ (v—vl)/vz)l

W, tv) = 0.5 1 + tanh((v—va)/v4}l

T,V = 1/cosh((v-v3)/(2v4)}

Las ecuaciones estidn en forma adimenslonal, con veca=l y todos los
paré&metros reescalados de tal modo que, en su mayoria, sean de orden
uno. El ML reproduce una célula excitable para los sigulentes valores

v, = -0.01 Gc° =1.1
v, = 0.15 Gx = 2.0
v, = o] GL = 0.5
Ve = 0.3 Vg = -0.7



APENDICE C. EL MODELO DE PLANT-RINZEL

Como se especifica en el Capitulo 4, existen varilas versiones del
modelo de Plant. A contlnuaclén se presenta la varlante que fue anali-
zada a fondo por Rinzel y Lee. Las ecuaclones dlferenclales son

= - 3 - - - - -
C- dv/dt = G“‘hmw wn {v V"l) GCux(v Va) GL(v VL)
3
-(Gn" + G, Cas(0.5 + Ca)l(v-V))
dn/dt = A (n_(v) = n)/T (V)
[ n

dh/dt

A (h (vi = h/x »
o h
dx/dt = (x_(v) - x)/7T
w0 x
dCas/dt = p (Kc X (Vc;") - Ca)

"Ademas se requleren las sigulentes funciones adicionales, similares a
las del modelo de Hodgkin y Huxley; témese en cuenta que v = Clv + C2

m V) = a_(x)/[a_(!) + p-(x)l

o = 0.1(50-v)/{exp(0.1(50-v)) - 1)

n

B_(V) 4 exp((25 - v)/18)

h v = ah(g)/[ah(x) + ah(!)]
T ) = 1/luh(1) + sh(y_)]
@ (v) = 0.07 exp((25 - v)/20)

an) = 1/(exp(0.1(55 = v}) + 1]
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n vy = a/le vy + B8 ]

(-] n n n

T (V) = e + B (w]

n n n

@ V) = 0.01(55 ~ v)/[exp(0.1(55 - v)) ~ 1]

ﬁn(V) = 0.125 exp((45 ~v)/80)

X V) = 1/[exp(A(B = v) + 1]

Considerando que el potenclal de reposo es Vr=0, en lugar de Vr§-60mv.
los valores tipicos de los pardmetros son

C =1 pF/en® A= 1/12.5
.G_ = 4 mmho/cm® V. =30 mv

Na Na

G =0.3 moho/cm® v = -75 mv

G, = 0.003 mmho/cm® Vv, = -40 mv

= 2 - =
ca 0.004 mmho/cm Vc. 140 mv
- 2 - -1

Gx-c- = 0.03 mmho/cm T = 235 ms

p = 0.0003 ms™! K_=0.0085 mv™
‘A =0.15 nv B = -50 mv
€, = 127/105 C, = 8265/105

El diagrama de bifurcacién y la soluclén de las ecuaciones del modelo
PR que aparece en la figura 4.2.1 fueron producidas por Rinzel y Lee
con estos pardmetros. Las rafagas de tipo parabblico que aparecen mas
adelante en el articulo se obtuvieron con los sigulentes valores

p = 0.00015 ms™t, K_ = 0.00425 mv’

A=0.30 ov', B=-40 nv, T = 9400 ms
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