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CAPITULO |

INTRODUCCION

Eéte trabajo est& basado en el articulo "On the Radius and
Steiner Diameter of a Graph" [6]1, y surge poco tiempo después de
darse a conocer la publicaclén preliminar "Generalized Distance 1in
Graphs" [3], en la cual los autores observan.que el concepto de
distancla en una grafica conexa G puede definlirse para conjuntos de
mds de dos vértices.

Sabemos que en una grafica conexa la distancla entre dos vértices
v y u es el minlmo nuimero posible de aristas que tlene una
subgrafica conexa de G que contenga tanto a v como a u.

En [3] se define la distancia de Steiner d(S) para un subconjunto
S de los vértices de G, como el minimo nimero posible de aristas que
contiene una subgrafica conexa de G que contenga a S.

A partir de la definlcidon de distancia de Steiner, se definen los
conceptos de n-excentricidad de Steiner en(v) para un vértlce
v € V(G), n-radio de Steiner de G rad G y n-didmetro de Steiner de G

diémnG como sa!.guex :

ll:lenomh\amzmos a lo largo de este trabajo a la n-excentricidad de
Stelner, al n-diSmotro de Steilner de G, al n-radlo de Stolner de G y
al n-centro de Stelner de G, como n-excentricidad, n~didmetro,
n-radlo y n-centro, reapoctivamento.



Para una grafica conexa de orden p y un entero n con 2 s n = p:

La n-excentricidad en(v) de un vértice v de G se define cﬁmo

el maximo valor de d(S) sobre todos los subconjuntos S de V(G)

conveSy|S| =n.

La minima n-excentricidad entre todos los vértlces de G se

denomina n-radio de G radnG. ‘
La maxlma n-excentricidad de Steiner entre los vértices de G
es el n-didmetro diémnG.

Es bien conocido que para toda grafica conexa G se tiene que
diam G s 2 rad G (teorema 2.3). La relacién diémn G =2 radn G para
toda grafica conexa de orden p = n, n = 2, también se cumple (ver
pag. 63), por lo cual el conjunto:

dl&mnc
Sn = { TdnE—' tal que G es conexa de orden p = n }
estd acotado superiormente y como es no vacio puede definirse

¥(n) = sup s .

En {6] se prueba que y(n) = %, que ¢(3) = —85-, se afirma
que Y(4) = -;l y se conjetura que y{n) = 2;:::) . Sin embargo, la
demostracién que dan los autores para y{4) = %— adolece de un
error y sélo prueban que ¢(4) z ;—0.

En este trabajo se demuestra que ¢(4) s %, que y(5) = %_!,- y

que para toda n, y¢(n) s 1 + -:— Como se puede observar, el problema
de encontrar el valor de y¢(n) queda abierto para n = 4,

A continuacién, descrlibliremos brevemente lo que trata cada uno de
los apartados de este trabajo:

En el capitulo 2 se encuentran los conceptos baslcos’necesarios



para familiarizarse con lo que posteriormente se desarrollari, asi
como algunos teoremas cuyos resultados seridn de utilidad.

En el capitulo 3 se define la distancla de Steiner, y los
conceptos relaclonados con ella; en la secclén “"Arboles de Stelner”
se introduce este concepto y se demuestran algunos lemas necesarlos
para la comprobaclén del teorema de G. Chartrand, O. R. Oellermann,
S. Tlan y H. B, Zou, quienes conjeturan que se puede extender a
todas las graficas conexas, esto es, que para todo entero n = 3 y
toda grafica conexa de orden PZ=n se tiene que

diam G =
n

n'_'1 radnG. Lo anterlor es desmentide por M. A. Henning,
0. R. Qellermann y H. C. Swart, pues demuestran que es posible
encontrar, para todo entero positivo n, una grafica conexa Gn de

2(n+1)

orden p 2 n que cumple con la propiedad: dlémnGn = =4

rad G .
nn
En [6] se construye para cada n una familia infinita de tales
graficas Gn y se afirma que todas tlenen la propiedad, esta
afirmacién ser& refutada mediante un contraejemplo en la secclén
"Una aclaracién al teorema 3.8".
En el capitulo 4 se define la funcién y(n), y se demuestra que
8 51

W3) = 3, quey(a) s 3, yque y(5) s S

Finalmente, en el capitulo S5, se demuestra el teorema de V.
Neumann-Lara en donde se afirma que para toda n, y{(n) = 1 + -:—

(S6lo una aclaracién: con el fin de colocar las figuras del modo
mas convenlente al texto y de no dejar demasiado espaclo en blanco,

introduje algunos recuadros que ho tlenen nada que ver con el

desarrollo del trabajo).



CAPITULO I
PRELIMINARES

Aunque la terminologfa utllizada a lo largo de este trabajo sea
familiar para muchos, se proporcionardn todas 1las definiciones
necesarias para la comprensién del mismo, ya que no se requiere de
mayores antecedentes.

Se demostrardn tamblén algunos teoremas que ayudan en la
obtencién de las pruebas subsecuentes

3

CONCEPTOS BASICOS 2
Una gréfica G = (V, A, f) es un objJeto matematico que consta de:
1. Un conjunto V = V(G) cuyos elementos se llaman vértices de G.
4i. Un conjunto A = A(G), el conjunto de las aristas de G.
11i. Una funcién f : A(G) — V(G)®, 1a funcién de
incidencia de G, que asocia a cada arista de G un par no ordenado de
vértices, no necesarlamente distintos de V(G), los cuales son sus
extremos.
Sl G es una grafica, representamos cada vértice v de V(G) por un

punto del plano y cada arista a de A(G), donde f(a) = {u, v}, por un

2
Esta parte esté basada, casl en au totalidad, en Inptroduccién _a_ _ la
Leorin de grificag de Vfctor Neumann Lara (7].

3
El lector podrd encontrar en (1], (sl, y 7] més informacidn al

respecto.
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arco o linea que una al vértice v con el u.

V(G)sfa,b,c,d e, £,9,h,

bid,m, L Jm.]’

y por ¢jomplo,

fo - te.d}

figura. {1
S1 a es una arlsta de G con extremos u y v puede ser denotada
como uv.
Sean G = (V, A, f) y G’ = (V', A’, f') dos gréaflcas. Se dice que
G' es subgrafica de G (en simbolos G' S G) sl V'V gV, A’ SA y

f(a’) = f' (a&') para toda arista a’ de G'.

figura. {1

La valencia valc(v) de un vértice v de G es el numero de veces
v

que v filgura como extremo de una arista en G.

12



Un camino en G es una sucesién ¢ := (v, a, v, ..., a, v} de
o' "1 1 n" n

vértices y aristas, no necesarlamente distintos, tal que los

extremos de a, son v y vl. Es cerrado sl colnciden el primer
vértice con el ultimo (sus extremos) y abierto sl no coinciden.
Consideraremos el camino nulo, aquél que tiene longitud cero.

Un camino que no repite aristas se llama paseo.

S1 el camino no replite vértices se denomina trayectoria.

Usualmente denotamos un camino por la letra griega ¥, para ser
mis especificos si 7 := vu-camlno (paseo o trayectoria) querremos
indicar que ¥y se inicla .en el vértice v y termina en el u.

St 7 := (vo, a Vie sees @, vn) es un camino, éste queda

1’
determinado por la sucesién de vértices (vo, Vir oo vn) en la cual
dos vértices consecutivos son siempre adyacentes.

Un vu-paseo (resp. vu-~trayectoria) se denomina cegado si usa
todas las aristas de G que inciden en u (resp. todos los vértices
adyacentes a u).

Un paseo euleriano en una grafica G es un paseo que utllilza todas
las aristas de G.

Un ciclo es un paseo cerrado que no repite vértices, salvo el
primero que sélo se replte al final.

Sl 7 es una trayectoria abierta, el interlor de y (en simbolos ¥)
es la trayectoria que se obtlene quitando los vértices extremos de
y las arlstas incldentes en ellos.

Una gréfica conexa® G es aquélla en la cual encontramos slempre,
para cualquier par de vértices de V(G), una trayectoria que los una.

Un bosque B es una graflca siln ciclos (grafica aciclica).

4
A lo largo de todo este trabaj)o consideraremos a G como una gr&flca

conexa y finlta.
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Un arbol T es una gréafica aciclica y conexa. Los vértices de
valencia uno en T se llaman vértices terminales y constituyen el
conjunto de vértices terminales de T denotado por Ter(T).
(Ter(T) = {v € V(T),tal que v es vértice terminal}.)

Una grafica G es bipartita sl existe una particién de V en
(Vl, Vz) tal que toda arista de G es una V‘Vz-arlsta. esto es, una
arista con un extremo en Vl y otro en Vz.

S1 M y N son dos conjuntos ajenos con |[M] =m y |N| =n, 1la
grafica (V=M UN, A, f) donde A = { uv, tal que ueM, yveN}y

f(u, v) = {u, v} se denota por K-n y se denomina grafica bipartita

completa.
4y v,
Koo ¢

5,3 A,
Ay v,

M= {‘“’U“u“nun“ai A
v,
N={v s %, v} “ >

figura. 111
Si G es una grafica conexa y v, u € V-(G) definimos la distancia
en G entre los vértices u y v dc(u. v) (o d(u, v)), como la minima
de las longitudes correspondientes a los uv-caminos en G.
Esta funclén satisface:
i. dc(u. v) 20 para todos los vértices v, u en V.
dc(u. v) = 0 sl y séloslv=u,

ii. dc(u. v) = dc(v. u) (simetria).

14



111, dc(u. v) + dG(v, £) = dc(u. €) (desigualdad del triangulo).
Y por lo tanto es efectivamente una distancia.
Podemos entonces definir lo sigulente:
La excentricidad de un vértice v de G, ec(v) como:
mix d{u, v)

UEV(G)

El radio de G, rad G como:

min oo [ec(V)]

El didmetro de G, diadm G como:

™A%, ev(e) {ec (V))

El centro C(G) de G es la subgriafica de G inducida por aquellos
vértices v con la propledad de que ec(v) = rad G. Tamblién se
considera C(G) := {v € V(G), tales que ec(v) =rad G }.

Es conocido también el hecho de que sl H es una subgrafica de una
grafica conexa G y v es un vértice de G, entonces la distancia de v
a H, denotada por d(v, H) o dc(v, H), es la distancia méas corta de v
a algin vértice de H.

El nUmero de aristas de una grafica G se denomlna tamafio de G y se

denota por q(G).

] |
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TEOREMAS BASICOS®
2.1 Teorema

Sea P un paseo cegado no nulo en G:

1. S1 G es aciclica, P termina en un vértice de valencia uho.'-

i1. S1 todo vértice de G tiene valencia par entonces P es
cerrado.

Demostracién:

i. Sea P un uw-paseo cegado no nulo en G. Como G es aciclica, P
estd necesarlamente en una componente conexa T de un bosque, y ésta
es un arbol, por lo tante P es una trayectoria, pues si repitiera .
vértices se formarfa un ciclo en G lo cual es Imposible. En
consecuencia si P no termina en un vértice w de valencia uno no
estaria utilizando todas las arlstas que inciden en w, lo cual no
puede suceder por ser P cegado.o

ii. Esto es claro ya que si P se lnlcla en un vértice u, a
cualquier vértice que 1lleguemos, como tlene valencla par,
necesariamente tendremos que salir, de tal manera que el unlco
vértice del cual se pueden utllizar todas las aristas incidentes en
€l y al que podamos llegar sin tener que volver a sallr nuevamente

es u, por lo tanto P es cerrado.o

2.2 Teorema

El numero de aristas de un arbol T es igual al numero de vértices
menos uno.
Demostracién:

Sea n el numero de vértices de T, procederemos por induccién

3
Non hemom basado fundamentalmente para esta parte en (7).

16



sobre n.

Si n =1 el resultado es obvio.

Supongamos valida la afirmacién para n s k.

Sea n = K + 1, por el teorema anterior (inciso {), T tiene un
vértice u de valencia uno. Es claro que T - {u-) es un arbol con una
arista menos que T y k vértices, por lo cual, el numero de arlstas

de T - {u} es k - 1. Luego T tiene k aristas.n

2.3 Teorema .
Si G es una grafica conexa de orden p = 2, entonces:
diémZG =2 radZG
Demostracién:
Sean v, u € V(G), tales que d{v, u) = diész. (1)
Sea x € V(G) tal que ez(x. G) = radZG.
entonces, para cualquier vértice w € V(G), tenemos que, .
d(x, w} = d{w, x) = ez(x. G) = rade, (2)
y por la desigualdad del tridngulo:
d{u, v) s d{u, x) + d(x, v), (3)
por (1), (2) y (3) obtenemos:
d:lész = rade + rade, o lo que es 1o mismo, dlész =2 rade.

que es lo que se queria demostrar.o

2.4 Teorema

Sea G = (V, A, p), G es conexa sl y sdlo si para toda particlén
(Vl. Vz) de V, G contiene V‘Vz-arlstas.
Demostracién:

» Supongamos que G es conexa y que existe una particién (Vl. Vz)

17



de V tal que G no contiene Vlvz-aristas. Sean v € V1 Y ue Vz. como
no exlsten Vlvz-arlstas, tampoco existe una trayectoria en G que una
v con u, lo cual contradlce la conexldad de G.o

« Sean u, ve V(G), sin pérdida de generalidad, supondremos que
u ¥ v,
]

Sea (Y,, X ) una particién de V(G), donde Tl - (uo) y

1 1
X =V(G)\(u°). Por hipétesis existe una Tixl—arlsta a =uu

1 1 01
en G, donde ul € X1 .

Si u =v ya terminamos, si no, sea (Tz. Xz) otra particién de
V(G), donde rz = (uo, ul} (nétese que la subgrafica inducida por rz
es conexa), y )(2 = V(G)\(uo, ui}; nuevamente, existe una Taxz-arista

a_ =uu (i e{0, 1}}) enGy u, € Xz' sl u_ = v ya acabamos, sl no,

2 12 2

tomamos otra particlén (Ta’ X) donde T, = (uo, u_, uz) (nétese

1
nuevamente, que la subgrafica 1inducida por Ta es conexa), Yy
xa = V(G)\Ta

Como G es finita, en algin momento tendremos Tk conexo Yy unha
Tkv-arlsta. entonces la grafica inducida por 'l'k v {v} es conexa y
contiehe tanto a u, como a v y por lo tanto existe una trayectoria
de u, av.

Lo anterior indica que para cualquier par de vértices en V(G)

existe una trayectorla que los une y por lo tanto G es conexa.o

2.5 Teorema [Euler])
Si G es una grédfica conexa, no trivial, entonces G posee un paseo
euleriano cerrado st y s6lo si todos los vértices de G tlenen

valencia par.

18



Demostracién:

i. Supongamos que G tlene un paseo euleriano cerrado II con origen
0. S1 se orientan las aristas de G segun aparecen en II, se observa
que para cualquier vértice u de G: sl u # 0, cada vez que se entra a
u, al récorrer 1, se sale de u Ilnmedlatamente después, esto es, a u
entra exactamente el misme numero de flechas que sale, asf, la
valencia de u es par.

El caso u = O puede probarse de modo andlogo. Se sigue pues, que
todas las valenclas de G son pares.

ii, Supongamos ahora que todas las valenclas de G son pares.

Considérese un paseo cegado N a partir de 0. Por el teocrema 2.1,
T es cerrado., Elijamos II de longltud méxima: mostraremos que T es
euleriano. Supongamos que no lo fuera y considérese la grafica
G1 =G - A(MI). Obsérvese que todos 1los vértices de Gl tienen
valencia par. Por el tecrema 2.4, Gl contiene una arista a con al
menos uno de sus extremos en V(). Esto es claro si V(II) = V(G),
pero si V() # V(G), tamblén por el teorema 2.4, G contiene una
V(M (V(G} - v(I))-arista a.

Sea u uno de los extremos de a perteneclente a V(II) y
consideremos un paseo cerrado nl en Gl con origen (y final) enu y
cuya primera arista sea a (nx existe por el teorema 2.1 inclso {i).
Construyamos ahora un nuevo paseo cerrado como sigue: recérrase IT
hasta llegar por primera vez a u; recérrase en segulda ﬂl (con lo
cual regresamos a u) y contlndese I hasta su término. Este nuevo
paseo es mas largo que I, lo cual estd en contradiccién con la

maximalidad de 1, y por lo tanto el teorema se sigue.o

19



CAPITULO 3

DEFINICIONES®

El hecho de considerar la distancla entre dos vértices u y v en

una grifica conexa G como el minimo nimero de aristas que tlene una

subgrafica conexa de G que contenga tanto a u como a v, suglere una

generalizacién de este concepto. En [3] se define la distancia de

Stelner como sigue:

Sea G una grafica conexa y S un conjunto no vacio de vértices de

G, entonces:

La distancia de Stelner d(S) es el minimo namero posible de

aristas que tiene una subgréfica conexa de G cuyo conjunto de

vértices contenga a S.

Tamblén, se define en {3] lo sigulente:

Para una gréfica conexa dv orden p y un entero n con 2 s n S p:

La n-excentricidad de Stelner en(y) de un vértice v de G es el

maximo valor de d(S) sobre todos los subconjuntos
Sde V(G) conv € Sy |S] =n:

en(v) = max d(s)

6
El fector podra encontrar en t21, (31, 141, {s]
informacién relaclionada con el prexente trabajo.

21
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La minima n-excentricidad de Steiner entre todos 1osvért1ces

de G se denomina n-radio de Steiner de G, radnG:

rad G = min(en(v))vev(m. esto es:
radnG = mlnve“m[méx d(S)v'ES ]
|s]= =

La maxima n-excentricidad de Steiner entre los vértices de G
es el n-diémetro de Steiner de G, dlémnG:
dlam G = max{e (v))
n n

vevic)® esto es:

diémnG = méxvevm) [méx d(S)ves

IS’= n

El n-centro de Steiner Cn(G) de G es la subgrafica inducida

por aquellos vértices v € V(G) con en(v) =radnG. También
conslderamos: Cn(G) := {v € V(G), tales que en(v) = radnG).

Se puede observar que la 2-excentricidad, el 2-radlio, el

2-dlametro y el 2-centro, coinclden con la excentricidad, el radilo,

el didmetro y el centro wusuales.

Consideremos como ejemplo la grafica de la figura 1.

v

=

flgura 1
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Sea n = 4, obtendremos primero las 4-excentricidades de cada uno
de los vértices v, € V(G), para esto debemos fijarnos en todos los
posibles subconjuntos 5, de V(G) tales que v, €S vy Is| =4 vy
posteriormente en la distancia de Steiner para cada uno de los
conjuntos S‘. la mayor de éstas serd la excentricildad de v,.

En nuestro ejemplo:

a4, =3

1 /)
A
% o~
¢l 5 T~ ICAPE]
— -~ 3
%
Y %
(34
w - —
2 Y~
\\ ‘\. 43
~
o

figura 1la
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donde: Sl - (vl, vy Vg v‘). S2 = (vl. Vs Vg vs).
sa = (v'l' Ver Vg Va)' Sc = (vl' Var Vg vs)'
Sy = (v!, Vyr Ve v.h Sg = v, v, Ve Vgh
S_, = (vl, Ve Ve vs). Sa = (v‘, Ve Vg vs)' etc.,

y donde las lineas continuas Junto con los vértices nombrados
constituyen algunas de las posibles subgraficas G’ de G, tales que
Sl S V(G).

Asi: e‘(v‘) = 4, e‘(vz) = 4, e‘(vs) = 3, e‘(v‘) = 4, e.(vsl =4,

e‘(vé) = 4, Con estos resultados se concluye que: rad‘G = 3;

n

diém4G 4, y C‘(G) = {va).
Con los conceptos establecldos, obtendremos los resultados

necesarlos para la demostracién del teorema 3.7.

ARBOLES DE STEINER
3.1 Lema
Sea G una grafica conexa, H una subgriafica conexa de G y
S € V(H), si q(H) = d(S), entor;ces H es un A&arbol. Tal arbol se
denomina arbol de Steiner para S en G,
Demostracién:

Sea H una subgrafica conexa de G, S & V(H) y q(H) = d(S).

supongamos que H no es un 4rbol, entonces H contlene al menocs un

ciclo.
Sea V{H) = (vo. Vir Vs oo vn) y supongamos dque
(Vk. Visr? "t Vkm) € V(H) son los vértices de H que forman el

ciclo, podemos entonces quitar una arilsta v Y en el ciclo, de
1 141

tal forma que H siga siendo conexa (al quitarle a H una arista a del
ciclo, H' = H - a sigue slendo conexa ya que a no puede ser de

corte, pues no seria parte de un ciclo) y no se altere su m‘une-ro de

24



véftlces. Obtenemos asi, una subgrafica H' con la‘ propiedad de que
V(H) = V(H'), S € V(H') y q(H’) < q(H) = d(S), lo cual es una
contradiccién ya que d(S) es el minimo numero de aristas de una
subgrafica conexa de G que contliene a S. Por lo tanto H es un é&rbol,

que es lo que se queria demostrar.o

3.2 Lema

S1 G es un arbol T y unimos cualesquiera dos vértlces con una
trayectoria, se formara un ciclo del cual podemos quitar el interior
de cualquier trayectoria cuyos vértices tengan valencla lgual a dos
obtenilendo nuevamente un &rbol.
Demostracién:

Sea T un arbol, V(T) = (Vx' Ve oo vn) y ¥ una v’v“-trayectoria
tal que V(x) n V(T) = (v‘, v’). Entonces G = Tu ¥ es una grafica
conexa con un ciclo C. Si ¥, es cualquier trayectoria en C tal que

%1 consta unicamente de vértices de valencla dos (flg. 2a),

entonces:

Y- 1r‘.u:_'fu1¢cTogin.

2 =py- ‘hungolu'.u

figura 2a
1. 'I"l =G - "a’rl es conexo: si u, w e V(Tl) y la trayectoria que

los une en G pasa por v, entonces la trayectoria que los une en Tx
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pasaré por C - %1 (flg. 2b).

T-a\t, . "
Em T,. 3 | Y 1.1.&1(.:104-‘;
de 4 aw pasa o

ahona por C- i‘t

flgura 2b

11. Tl es un arbol, ya que el unico ciclo que habia en G era C.o

3.3 Lema
S1 G es un arbol T y S € V(T), entonces el arbol de Stelner H

para S, es unico (fig. 3).

T: MH: ) .
L Uz
o s
"” 'V.’
R 9
Y

domds Sa v, y, vy, 04
flgura 3
Demostracién:
Al suponer que existe un arbol T'# H tal que T' es otro arbol de
Steiner para S en T, tendremos necesarlamente que
q(T*') = d(S) = q{H); en un arbol las trayectorias entre cada par de

vértices son unicas y en consecuencla las trayectorlias entre los
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vértices de S también lo son, por 1lo tanto V(T') = V(H) y

A(T') = A(H) lo cual implica que T'= H que es lo que se queria

demostrar.o

Definicidn:

S1 G es una grafica conexa de orden p, n un entero tal que p = n,

y S € V(G), entonces S realiza el n-diametro de G sl y sélo si

IS| =n y d(s) = d1amG.

3.4 Lema

Si G es una graflca conexa de orden p ¥y n un entero 2 < n s p,

entonces:

diam G = rad G.
n-1 n

Veamos un ejemplo:

didw, G = 41 G:
nad , G = 6
o\iufm\_v,G =44

radg G = 44

diamy G= 16

dad ¢ G = 1Y

didmg &= 4¥

rad s G = 16

figura 4
Demostracién:

‘Sea S0 € V(G) un conjunto de vértices que realiza el

(n-1)~didmetro de G.
Sea w, € V(G) tal que en(wo) = radnG.

Sea S § V(G) tal que S > S, v (wo) y Is] = n.
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. En consecuencia tenemos :
diém G = d(So) s d(8), (porque S c S); SR )
¥, que d(S) = en(wo) = rad G, (porque W, € S). , : (2) :
Por (1) y (2), diémn_lc = d(So) = d(S) = en(wo) = radnG,-,~¢,
esto es:
didm G = rad G,
n-1 n

que es lo que se queria demostrar.o

3.5 Lema

Sea T un arbol de orden p =z n con k vvér,tii:e'sr_termtt'nales» y-S un
conjunto de vértices que realiza el n-dlametro de T,

1. S1 n s k, entonces S & Ter(T).

2. S1 n = k, entonces S 2 Ter(T).
Demostracioén:

1. Sean s k y sea S € V(T) que realiza el n-dlametro de T.

Supongamos que S * Ter(T).

Sea v, € S, tal que v, ¢ Ter(T),

Consideremos a T’ un subarbol de Stelner para S - (vo):

i, si1 v, € V(T'), entonces d(S) = q{(T'), y como n s k, existe
v, € Ter (T) tal que v, * (s - (vo)). Sea £ el vértice de T' para el

cual d(vt. T') = d(vt. £€), y llamemos I' a la trayectorla de v, a £.

T
v

a(T'UT‘)>Q(T’) = d.(S)!

S

filgura 5
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Demostraclion:

A. St |Ter(T)| = n y' S € V(T) realiza el n-didmetro, por el lema
3.5 (parte 2), S 2 Ter(T), por lo tanto dlamnT = q(T).

S1 |Ter(T)] s n-1 y § € V(T) realiza el (n-1)-diametro, de nuevo
por el lema 3.5 (parte 2) S 2 Ter(T)}, y asi dlémnT = diémn_l'l‘. como
ﬁ >1 se obtlene diamT < ﬁdmmn_"r. que es lo que se
queria.o

B. Supongamos ahora que |Ter(T)| = n. Consideremos un conjunto
S € V(T) que realice el n-didmetro, por el lema 3.5 (parte 1),
S & Ter(T). Sea T’ el arbol de Steiner para S, observemos que
Ter(T’) = S y por lo tanto dlémn'l‘ = q(T").
T
Supomaannos qlud.
el o o dabol de
Steéimn pana 3
o T,

nes

flgura 7

Para cada u € S, sea Tu el arbol de Steiner para S - { u } asi

que d(S - { u }) = q(T“) (fig. 8). ) (1)

Es claro que: ’I‘u = T = T, para toda u € S, asi que,

d(s ~ {u }) = dlémn_!T' = diam_ T, como ISl = n, entonces,

Y d(S ~{ u}) =ndiam T. (2)
uesS n-1
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Como T' = T' v I' tendriamos que:
d((s - {vo)) v (vt)) = q(T’u ) > q(T’) = d(S) = d!émn'l',
lo cual es imposible, por lo tanto S & Ter{(T).o
1i. Supongamos ahora que Y ¢ T', conslderemos £ € V(T') tal que
d(vo, T) = d(vo, €) y sea l'1 la vOE-trayectoria, como v, ¢ Ter(T)
existe v, € Ter(T), v, ¢ S, v l"2 una 'vovt—trayectoria tal que 8i w
es el primer vértice en l"1 después de Vo entonces w ¢ V(l"z). Sea
l"=l"1 urz la trayectoria de § a v, {(esto es posible ya gque

I'1 n l"2 = vo).

T T
——
—r\ % ‘U:, ‘\ﬁ_.
[ Ve
T-TuT,

) > (1) =d (@) |

figura 6
Una vez mas:
d((S-{v,}) v {v,)) = a(T’ U T) > q(T’) = d(S) = di4m T,
lo cual no es posible y por lo tanto S s Ter{(T).o
2. S n = k entonces diémnT = q(T) y por lo tanto el &rbol de
Steiner para S es T, de aqui que S 2 Ter(T). Puesto que, s}

v € (Ter(T) - S) el &rbol de Steiner para S estaria contenido en

T - {v}.a

3.6 Lema

Sea n = 3 un entero y T un arbol de orden p =z n, entonces:

diam T = —2_.diam _T.
n n-1 n-1
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d(3-§u}) = g(T.)
Q(T.u.‘) & 1 (T’) -1

figura 8

Conslideremos por otra parte las longitudes de cada una de las
trayectorias en T' de un vértice terminal u, al primer vértice v,
también en T’ cuya valencia sea mayor que dos: 1‘ = d(u‘. Vx)' donde

val(vl) > 2, es claro que (flg. 9):

q(T“‘) + 11 = q(T'}; q(Tuz) + 12 = q(T*'); ... ; q(Tun) + 1n = q(T’);

Si por cjompl T

sea ¥ lo Tagectonia tal qus

(8- E; Vl,jmfomua,
T- g (v

aQ b

flgura 9

n
Entonces ¥ q(T ) = n q(T') - ¥ ll , esto es,
Uu€ESs u 1

n
Y q(T) =ndiam T - ¥ 1, , es claro tamblén que
uest "o

n
diam T = q(T') 2 § 1| , por lo que obtenemos
1
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¥ q(_Tu) =n dlémn'r - dl&mn‘l' ., esto es
ues )

L q(T) z ;- 1) diam T. R : (3)
u€s .

De (1), (2) y (3) se obtiene:

(n-1)diamT s F q(T) =L d(S-4{u}) sndiam T, y por lo
" ves " ues »
tanto:

dism T s >~ diam T,
n n-1 n-

1

que es lo que se queria demostrar.o

Con ayuda de los lemas anterlores podemos demostrar lo sigulente:

3.7 Teorema [G. Chartrand, O. R. Oellermann, S. Tian y H. C. Zoul]

Sea n 2 2 un entero y T un arbol de orden p & n, entonces:

n
n-1

diam T = rad T.

n n
Demostracién:

Por el lema 3.4, dlémn_‘G = radnG, en partlicular si G es un érbol
T, tenemos que:

diam T s rad T. (1)
n=-1 n
Por el lema 3.6:

diam T s—- diam T. (2)
n n-1 n-1 R

n n
De (1), como n 2 2, tenemos gque -:idiamn_‘Ts n—_lradnT, y

Junto con (2) obtenemos como resultado:

diam T s
n

n
n-1

rad T,
n

que es lo que se queria demostrar.o

Podemos ver un ejemplo en la figura 10.
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grafica bipartita completa K cuyos conjuntos ééffif&;TVSSA:

U={u,u, ..., un) y¥v={ v, v

. , o e vh).

Sea H la grafica que se obtiene de H - { uv, tal que 1 =i =n}

N
agregando un nuevo vértice v adyacente a todos los vérélces'de u.
Sea k = 1, entonces Gn se obtlene de Hn subdividiendo cada arista
del tipo u‘vj 2k-1 veces (en este caso, una vez), y las aristas del
tipo vu, k-1 veces {en este caso, ninguna).

A continuacién se muestra una representacién de la grafica que se ha

construido.

(im H 4, , i 1;

w3

-

flgura 11

Donde: |V(G}| =1 +n + n?, y
V(Gn) =UuV¥uWu {v}, donde

W= {w € ulv’—trayectorla, 154, JsnyJ=1}

: W

15 1)
Para encontrar el n-didmetro y el n-radio deberemos encontrar

tanto la mayor como la menor excentricidad de los vértices de Gn.

Consideremos para todos los casos lo sigulente:

i, Sea S s V(Gn). ISl =n y T un arbol de Steiner para S en G, .
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Pana m= q:
&M,T:ll
A&iq1'=1
12=48.9

3

Pura m=5:
din;n5'7=lq
rad 5 T2

1ye 5 .1l
i<y

flgura 10

Para n = 2 obtenemos la bien conocida cota para el dlametro de un
arbol en térmlnos de su radio: dlész =2 radz'l'.
En [3] se conjetura que el teorema 3.7 se puede extender a todas

las graficas conexas, es decir: sl n 2 3 es un entero y G es una

n
n-1

grafica conexa, entonces dlémnG E radnG. El sigulente resultado

desmiente tal conjetura:

EL TEOREMA DE HENNING, OELLERMAN Y SWART

3.8 Teorema [M. A. Henning, O. R. Oellerman y H. C. Swart]
Sl n 2 3 es un entero, entonces existe una grafica conexa G, tal

que :

2(n+1)

diam G =
n 2n-1

rad G.
n
Demostracion:

Observemos primero que efectivamente

:_1 < %::’—, para toda n > 2 (para n = 2 se obtiene la
igualdad).

Sea Gn la grafica que se obtlene de la sigulente manera: sea H la
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figura 13

111) 2v + 1 arilstas mds, que se obtlenen como sigue (fig. 14):

figura 14

como |S n w| < n, exlste vl e ¥V (en la figura 1 = 2) tal que v‘ € SnVy por
lo tanto u, es un vértice de U a través del cual se puede

llegar por medio de una trayectoria a cualqulier vértice de S n V,
consideremos, pues todas estas trayectorias y la arista de v a u .

As!i que, como T es un arbol de Stelner para S en Gn el tamafio de
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11, Sean €= |S AU, o =S¥, yv=|5snV.

: u.('_.“'dk(v,_k Q= , ﬁéra toda u, ev,

i d(y. zw’”»);é 2 , para toda w e W, y

1)
“dlv, |}|) = 3 , para toda v, € v.

2

Jariglag
Un

flgura 12
I. Supongamos que v € S, entonces en(v) =2n - 1,

Demostracién:

Construyamos un arbol T’ de la slgulente manera: 1) que tenga
todas las aristas entre v y los vértlces en S n U, a saber €
aristas; 11) todas las trayectorias de longitud dos que parten de

a todos los vértices de S n W que son 2¢ (fig. 13) y,

L]
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T ser& menor o igual al de T', esto es,

q(T) s q(T’) S €+ 20+ 20 +1 =26 +20 +2v+1-E£, como v € S,
entonces § + ¢ + v =n ~ 1, y por lo tanto, q(T) s 2(n - 1) + 1 - &,
esto es, q(T) s2n-1~-~€ s2n -1, lo cual implica que
en(v) =< 2n - 1.

I1I1. Si v ¢ Sy |S n V| < n, entonces e (1) s2ny en(w”) = 2n + 1.
Demostracién:

Como explicamos en el caso anterlior, el tamafic de T es menor o
igual al tamafio del &rbol T’ que construimos, esto es
q(T) < 2(€E + o + v) + 1 ~ £, s6lo que en este caso como v ¢ S, € + &
+ v =ny por lo tanto q(T) = 2n + 1 - &, asfi:

a. S1 [SnU| =€ =1 entonces q(T) = 2n lo que implica que
en(ux) s 2n. Esto se debe a que, si |[SnNnU| >1 el tamafio de T
disminuiria, recordemos que en(p) p € V(G) es la maxima distancia de
Stelner entre todos los posibles S & V(G), |[S| =ny p € S.

b. S SNnU =09, q(T) s 2n + 1 y en(wu) %= 2n + 1. Como
[s n ¥] < n existe algun W, € S.o

III. St S = ¥, entonces e"(vl) = 2(n + 1).

Demostracién:

En este caso, podemos construir un &rbol T’ en el que las
aristas vu,, vu, y las trayectorlas de la forma ulvj J # 1 estén en
T’ al igual que la trayectoria v,u,y nada mas (fig. 15).

Asi, q(T) = 2n + 2 y en consecuencia en(v, Gn) < 2(n + 1).0

Veremos a continuaciéon que las deslgualdades anteriores para las

n-excentricldades de cada uno de los vértices de Gn son realmente

igualdades.

1Ll
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'Cq u nq .Q

W

R

figura 15

IV. e (v) = 2n - 1.
n

Tomemos S = {v} v (V - (Vn})’ como |\V n S| =n -1, en T existen al

menos n - 1 trayectorias de longitud dos que parten de alguna

v. en S a algun vértice u € U y por lo menos una arista que parte

de v a algun vértice u (fig. 16):

Em T: v
T Xiew ol
Y
mmos
‘U,’ Um=-1) +)
anistas
K/
4 © o
4 ‘U;"
figura 16
q(T) 22(n-1) +1=2n-1, por 1lo cual

asi, tenemos que
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en(v) z2n - 1, como en "I ‘se demostrS la desigualdad contraria,
entonces, en(v) =2n ~ 1.0

V. e(v) =2(n+1).

n ot

Si consideremos ahora S = ¥, en T existen al menos n trayectorias
de longitud dos que se inician en cada uno de los vértices vl € Vv,
perolla unlén de estas trayectorlas de ninguna manera forma una
subgrafica conexa, por lo que necesitamos al menos de dos aristas

mas para unirlas (fig. 17):

Em T:

7
memes m v
ancdou‘u de
anaimd dos, A dos
anisica amis @ em ol ¢femplo
VU, oy vy 8
Mg Wy 4 WinVi-

figura 17

tenemos entonces que q(T) =22n + 2 = 2(n + 1), por 1lo tanto
en(v’) =z 2(n + 1) y en consecuencla en(v‘) = 2(n + 1), ya que en IXX
se demostré la desigualdad contraria.o

VI. e (u ) = 2n.

n 1

Sea S = (ul) v (Vv -~ {vz)). como V¥ - (vz} &S, T tiene al menos
n - 1 trayectorias de longitud dos, nuevamente, la unién de estas
trayectorias no forma una subgrafica conexa de Gn , entonces T

tiene al menos dos aristas mas {fig.18):
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HO:, O-Q MALINOS
M-t Raagecton as
de bmﬂﬂ'u.d dos,
4 dos aristas andp;
'U'Ml Yy Vv , o

MW, 5w,

figura 18
asf, q(T) 2 2(n - 1) + 2 =2n ~ 2 + 2 = 2n, esto es en(u‘) = 2n por
Ila e (u ) = 2n, por lo tanto e (u, G) = 2n.o
n 1 n 4 n

VII. e (w, ) =2n + 1.
n 1)

Tomemos S = (wlz) (VN 4 (va)), w__ esta en T, entonces, o bien

12
v, e V(T), o u € V(T), o ambos estan en V(T), pero alguno es

adyacente a wl2 tenemos ya, al menos, una arista en T;

Em & omplo :
waa anista : 4w,
m-1 ho.choun.g
A QomafTu.A dos
4, dos onislas maa:
VU gy vuy , o
M,w,’. y Wy Un -

flgura 19
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* trayectorias de la forma ulvl“". tomemos en cada una de estas
trayectorias los vértices que se encuentran a distancia tres aristas

de u, (f1g.20):

figura 20

obsérvese que dl(v, u.) = 2, d(u', w‘) = 3, d(v|“. w‘) = 1, para

toda 1.
Al considerar un arbol de Steiner T para W en Gs’ afirmamos lo

sigulente:

3.9 Proposicién

Ldﬂl) = q(T) = 25.

Para la demostracién hara falta tomar en consideraclén otros

lemas.

3.10 Lema

S1S' € (VU U) entonces d(s’) = a( |s') - 1 ).

7
Para § = n, tomaremosw mlempre vl.ls vl.
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como V - (va) S V(T), T tiene al menos n - 1 trayectorias de
longitud dos, pero T ain no es una subgrafica conexa de Gn. debe
tener al menos dos aristas mas (fig. 19).

Asi que, q(T) = 2(n-1) + 3 = 2n + 1, entonces en(w”) z2n+1, y
por IIb resulta que en(wu. Gn) =2n+ 1.0

Con lo demostrado en los puntos anteriores, podemos aflrmar que:

diam G = 2(n+l) y que rad G = 2n - 1,
nn nn
con lo cual:
2(n+1) 2(n+1)

diz&mnGn = 2(n+1) = ek _Eﬁ_radncn

que es lo que se queria demostrar.o

UNA ACLARACION AL TEOREMA 3.8
La construcclén de la grafica Gn para cualquler k = 1 (pag. 33),

nos da una gama infinita de graficas conexas Gn para cada n al

x
subdividir las aristas del tipo vu,, k - 1 veces, y las del tipo

uivj, 2k - 1 veces; en [6] se afirma que para toda k = 1

diamg = 201 a4
n n, n n,

X ey X nuestro teorema 3.8 prueba esto sdlo
para k = 1.

El propésito de esta seccién es demostrar que no todas las
graficas Gn'k construidas asi cumplen con la propledad establecida.
Conslideraremos la grafica Gn'k para n = 5, k = 2, y un conjunto de
vértices de cardinalidad 5 para el cual la distancia de Steiner es

mayor que 2k(n + 1), en particular mayor que 24 para G5 2 = Gs'

Sea pues n =5y k = 2,
tomaremos W= { Wy tal que, w € V(GS). 1s1s5} donde los
vértices w, estén elegldos de la sigulente manera: como k = 2, en
las trayectorias va habra un vértice Intermedio P, 1s1=5, yen

cada una de las trayectorlas u‘vj. tres vértices; f1jémonos en las
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A es un arbol ya que si no lo fuera, existiria entre algin par
de vértices de A al menos dos trayectorias distintas que los unen,
las cuales provienen de T’, esto imposible ya que T' es un &rbol.

Como A es un.arbol y |V(A)| = |S’|, entonces,

‘q(A) = |V(A)] -1 = |s'| - 1, como cada arista en A equivale en T’ a
una trayectoria de longitud cuatro, q(T) = d(S’') =2 4('5'] -1 ). que

es lo que se queria demostrar.o

3.11 Lema: |V(T) n (Uuv V)| =5,

Como T es conexo, para que wl pueda conectarse a los otros
vértices de W en T, exlsten so6lo dos posibilidades: 1la arista
WV © la trayectoria uw (de longltud tres) esté en T, en

consecuencla se obtiene el resultado que buscamos (flg.23).o

EM T: ,q' fu;
ws
4, “rTe
v -~

7 T~
My oy 7 B~

il SN
445 c:;\. v

figura 23

3.12 Lema: |[V(T) nU | 2 2.
Si V(T) n U = @ , entonces cualquier LA estaria desconectado de
los demds, ya que para conectarlo con cualquler otro es necesarla

u,, de las cuales no habria en T (fig. 24).

una trayectoria v
t+1 )
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Demostracién:

Sea T' un &rbol de Steiner para S’ & (U v V). Formaremos una

nueva grafica A:
V(A) = V(T') n (V v U) (obsérvese que |V(A)| = |S'|), y se pone

una arista entre u yv si la trayectoria de u’vj esta en T, y una

3

si la trayectorla u’plv P uJ esté en T'.

arista entre u yu

J

3

T A,

)
®
wr
s
,—
9= {'\:",1{’1{’,1“’“.’} d,(s’):'*(S") figura 21

A es conexa pues como T' es conexo, para cualquier par de veérti-
ces en S' existe una trayectoria que los une, lo cual se traducira
en A en una trayectorla que los sigue uniendo aunque de menor

longltud.

A:

<
S

R
o

SO

R

d(8* > 4(s-1)

figura 22
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Em T:

figura 26

pero w_ no est4 en ninguna de ellas; sabemos que debe exlstir una
trayectoria en T de w, a ul. pero esta trayectoria ' pasa

necesariamente por v, lo cual es imposible.o

3.13 Proposicién

Demostraremos antes el
3.14 Lema

Sea G una griflca conexa de orden py S € V(G) con |S] = n, donde
n s p. Sea T un arbol de Stelner para S en G, entonces Ter(T) € S.
Demostracion:

Sea t € Ter(T) y supongamos que tes, consideremos
'I‘1 =T-{t}, entonces S & V(Ti) y q(Tl) < q(T), lo cual es una
contradiccién y por lo tanto el sublema es clerto.o

Demostracién de la proposicién 3.13:

Por el lema 3.14: Ter (T) s W.

Supongamos ahora que exliste w, € W tal que L ¢ Ter (T),
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Em T

: a0 /\:;
w we
]
,ql . ‘\.Vt
w
(]
2 e Ty
W,
u, ® ! .\O'U
"
w
5
figura 24

S1 IV(T) n U] = 1 supondremos sin pérdida de generalidad que
V(T) nU = { ul). Como u ¢ V(T), 2=s1 =5, entonces por el
lema 3.11: v

Vg Voo YV si estan en V(T) y en consecuencia las

17 "3’ Ta
aristas LANRARRARBAAA estan en A(T) (fig. 25).
EmT: -y \\/U;
ws
Ay
L@ w, oY
° w '

Y “ \'q'
4% e w“\ig

flgura 25

T contlene a lo mas tres trayectorias de longitud cinco que

parten de u'y llegan a algun vy (fig. 26),

45



entonces- la trayectoria uyv,  esta én T (fl'g.f"‘Z?).

E~ T ° ®
ﬂ‘-' [
w; ¢ Ta (M
.0' o wy w,, ¢
® ®
® o
figura 27

Sfea B = vaIT(vlﬂ). v

Como Via ¢ W entonces Vi ¢ Ter (T) y por lo tanto B = 2.

Sean [ AL v“!ujr—trayectoria ]B las trayectorias en T que
r=1

parten de Vi 8 algan u] € U, y donde u“= u, (fig. 28).

Em T:

vl () 2> 2

figura 28
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Sea T = [(T \ ]] U va (fig. 29)
r-Z

r-l

figura 29
Entonces W < V(Tl) y 'l‘1 es conexo ya que sl %, z ¢ V(Ti) existe
7: = xXz-trayectoria en T y cada trayectoria 7_que aparezca en y se

sustituye por la trayectoria "= vl“u!v u’r.

que si estd en Tl.

Obsérvese dque q(Tl) s q(T) -4(B -1) + 2= q(T) - 28+ 4; y
como 8 = 2 tenemos que q(Tl) s q(T).

En resumen Tl es conexo, VSV(Tl) y q(Tl) < q(T), de donde
q(Tl) =q(T) y B = 2. Pero Vi € V(Tl), es mAs Vi € Ter(Tl), si
consideramos 'l‘2 = Tl \ (v“l). es un &rbol con la propledad de que
Wc V(Tz) y q('l‘z) < q(T’) = q(T). Lo cual es imposible,

En conclusién si v, € W, entonces LA Ter(T}, esto es W & Ter(T)

y por lo tanto Ter(T) = W, que es lo que se queria demostrar.o
Demostracién de la proposicién 3.9:

Sea T' el subarbol de Gs que contiene a W, construldo como se

muestra en la figura 30.
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T8

45 ' w, o
figura 30

A(T).

s
A [ U 7‘) , donde 7,:= vu‘w‘—trayectorla, 1 s1 =5, entonces
1=1

q(T') = 25, y en consecuencia q(T) = 25.

Probaremos ahora que q(T) = 25, analizaremos dos casos v € V(T} y

v ¢ V(T).
I. Supongamos primero que v € V(T):
como v ¢ W, entonces v ¢ Ter(T), por lo que existen al menos

. € U, J # k tales que las trayectorias vuj y vu estdn en T.

u, u
]
3.15 Lema

Si la trayectorla VuJ estad en T, entonces la trayectoria ujw’ también

estd en T.

Demostracién:
Supongamos que la trayectorla u’wj no estd en T, entonces 1la

arista wjv_‘.1 si estd en T y por lo tanto, existe una trayectoria

Vg, en T para alguna u e U, u ¥ uy (fig. 31),

— ]
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En T: L4 » ®

A
! °
wo
1r e 4
el 3
/./ it
®
[
-
a, °
figura 31

sl agregamos la trayectoria ujwj en T, se formard un ciclo -C: (fig.

32) que contiene a la trayectoria v’“ur.

Tv g w5u1am : © P

figura 32

Al quitar el interior de la trayectoria vjuur obtendremos

nuevamente un arbol T, (lema 3.2} (fig. 33),

L f ]
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(Tu )\ S‘L
Siof 1yw; “Taqeconia,

v;
/ on 9§ &= ¥ 4, Trayeclosia

figura 33
con la propiedad de que W & V(Tt) y q(Tl) < q(T), ‘lo cual ‘es una

contradiccién.o

3.16 Lema

Si Vi € V(T), entonces la trayectorla de u a w, no estd en T.

Demostracion:

Supongamos que 7:= uw -trayectoria estd en T, como v, ¢ W,

entonces Via ¢ Ter(T) y por consiguiente valT(vlﬂ) = 2, por lo

PO ujr € V(T) tales que las trayectorias

si estan en T, ninguna de las cuales contiene a

tanto existen u

R )

u v v
J1 1+’ Jr i+l

algun LA (f1g.34).
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Em T:

MT v, Y > 2

1=

bo Uimtas pusdeadas 4, & - P °
M.fm!mlmn Las Posib!u - fr
Duayecdonion on T da -~ v

Y /Uh & P

Vig, & My,
figura 34

obtenemos asi un grafica con un

Consideremos G =T uwv _,
114t
-trayectorias (flg.

ciclo del cual forma parte alguna de las l.l-'kv“1

35), sea ésta 7,

Em G :

figura 35

y conslderemos Tl =G - ’;1 (fig. 36), entonces 'l'1 es un arbol tal

que WSS y q(Tl) < q(T), lo cual demuestra la afirmaclén.o
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flgura 36

3.17 Lema

Si la trayectoria uw, esta en T, entonces la tfayectoria vu,
también estd en T.
Demostracién:

Supongamos que la trayectoria vul no esta 'en T.

Em T: 15 o

Mg ‘ w; ® g, 4 V()

e Ay \:Uk oy, ¢ W0
| Ay, o Ly o1y, ¢ V)

My, © @
\ 1]‘1’

figura 37

Por el lema 3.15 existen ] # k tales que las trayectorlas vqu, y

vu W si estan en T. Por el lema 3.16, los vértices Vi Vy,;' y
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Ve DO estan en T (fig. 37).

Sean vp y vq los dos vértices restantes de V (fig. 37).

Como u, € Ter(T), entonces la valr(ul) z 2 (fig. 38).

Em T! . /)V'
g
® o °®
' Camo (a;¥32
./ T ’
° A < PY tnlomas , ¢ la ThagecToria
[t 4 O\g\.\\‘\‘ de u; o v, wld m T,
. [N [ ]
® \\ %, T o dtoua vy,
\\\° o omban,
(-]
Yy
figura 38

Caso 1. Si vq. vp ¢ V(T), T seria el arbol T' de la figura 30

que contiene todas las trayectorias de v a u| para toda 1i.

Caso 2. Si (vq, vp) € V(T), por el lema anterlor las aristas

t . N
w‘,_lvp y wq_lvq si estan en T (fig. 39)

My

EMT:

-
. ®
3
r Ay (DK o
4 w, @
4
© w‘_.\v
S
figura 39

adem&s, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
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trayectoria u‘vq estd en T, si no, la trayectoria ulvp estaria en T.

/ ’U"
Wey

Em T

® wft -1

o

En d ejomplo , Lo ThayecTonia ay; vy wid o T
D figura 40

Como T es conexo existe una trayectoria "p”, en T, sl
s € {1, J, k), entonces q(T) = 23, como T es conexo y la trayectoria

vu, no estd en T, entonces q(T) = 25 lo cual es imposible.

’ .
LR

flgura 41
Si s ¢ {1, J, k}, entonces q(T) = 23, como T es conexo y la
trayectoria vu, no esta en T, entonces q(T) = 27, esto tampoco es

posible.
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flgura 42
Caso 3. Si v, ¢ V(T) vy v, € V(T), entonces la trayectoria
updwp_l estd en T y ademas, también esta la trayectoria u|vq (ya
que val(u‘) 2 2) y por lo tanto también la arista wq_lvq.

EM T: 'uJ.

figura 43

Como T es conexo, si la trayectorlia vu estd en T, entonces

p-1
q(T). 2 23, pero la trayectorla vul no estdé en Ty T es conexo por lo

que q(T) > 25 lo cual no es posible (fig. 44).
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Em T . A{' .'U"
w,_,
6
v ®
O .
My, v,

figura 44

Si la trayectoria up_lvq estd en T, entonces q(T) = 25, pero la

trayectoria vu,  no estd en T y T es conexo por lo que q(T) 2 27 y

esto no puede suceder (fig. 45).
Em T: u‘-

4n €L ondim de
fos vértias
eld cambiado
% wal, por
supuslo,

© dtwmdanio.

figura 45

El caso en el que v, € v(T) y Yy ¢ V(T) es analogo al inmediato

anterior.

Lo expuesto en los casos 1, 2 y 3 demuestra el lema 3.17.0
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3.18 Lema

T contiene cinco trayectorias de longitud cinco ajenas en aristas

dos a dos.
Demostracién:

Sea LA V(T), como LA Ter(T) para toda 1 s 1 s 5, tenemos que

para cada uno de ellos o blen la arista WV © la trayectoria uw,

esta en T:

i, si 1la arista vaJd estd en T, entonces por ser T conexo

existe al menos una ¥ i=V ”up-trayectorla en T para alguna p # j

]

tal que wJ 3 V(71) para toda J, ¥y q(wl) + q(w‘vlﬂ) =5 (fig. 46).

figura 46
1i. Si 1la trayectoria uw, estd en T, por el lema 3.15 1la
vu‘—trayectorla también estd en T vy,

q(’!a) = q(vu‘wl—trayectoria) =5 (fig. 46).

Cualesqulera dos trayectorlias de la forma w|v‘qup son ajenas en

aristas dos a dos (fig.47).
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U,

figura 47

Cualquier par de trayectorlas de la forma vuw  son ejenas en

aristas dos a dos (fig. 48).

A
LA

figura 48

Una trayectoria de 1la forma Wﬂ“olup con otra trayectoria vujwJ

son ajenas en aristas dos a dos (fig. 4%a), nétese que no es posible

que w , para alguna i, esté en la intersecclén de dos de ellas pues

LA Ter(T) (flg. 49b).
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figura 49
Lo anterlor demuestra el lema 3.18.

Por lo tanto q(T) = 25,

y como vimos que gq(T) = 25 (buscar
fig.30) resulta que gq(T) = 25, esto demuestra el lema para el caso

"en que v € V(T). (Algunos ejemplos se muestran en la fig. 50).0
T: A,

e 1-: ?'

Uy

. figura 50
II. Supongamos ahora que v ¢ V(T).

Consideremos todas las aristas de la forma w v

y hl‘que hay en T y
todos los vértices de U n ¥V que estén en T; sean:
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r = |

{w

3Vyer’

tal que wyv € A(T) My h:= |(Wu V) nVv(T).

Observemos la figura 51. Sl para todas las aristas de la forma

wjvjd

en T

(fig. 5la) qultamos cada uno de los vértices v,

obtendremos nuevamente un arbol ’l'1 (fig. 51b). Si nos fijJamos en los

vértices v, de Tx' como ya vimos con anterioridad estaran unidos a

algun u, por medio de una trayectoria ¥,» cuyos vértices Interiores

tienen todos valencla dos, sl qultamos de Tl los interlores de estas

trayectorias Jjunto con el correspondiente vértice L obtendremos

nuevamente un arbol T' (fig. Sic), que contiene a (U n ¥) nVv(T).

Ay v 4 v
[}

-b._ ~-C .

figura 51

Por el lema 3.10, sabemos que q(T') = 4(h - 1)}, como T tiene r

aristas de la forma w v y 5 - r trayectorlas de longitud tres de

PR L3S

la forma uw, tenemos que q(T) 2z r + 3(5 -~ r) + 4(h - 1). Por el

lema 3.

Si

Si

Si

Si

11

r

r

r

r

h

=

1

2

3

S5, entonces:
q(T) = 29.
q(T) = 27.

q(T) = 25, (fig. 52).

= 4, entonces |V(T) nV¥| 24 y por el lema 3.12
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h =z 6, asi que q(T) = 27,
Si r =5, entonces |V(T) nV¥] 25 y por el lema 3.12
h 2z 7 asi que q(T) = 29.
Vimos que q(T) = 25 (buscar flg. 30), por lo que parar =1, 2, 4
y 5 no se obtlenen arboles de Stelner, s6lo en el caso en que r = 3,
por lo tanto, q(T) = 25 que es lo que Se queria demostrar.o

Veamos un ejemplo en la sigulente figura:

T ¢ ]

figura 52
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CAPITULO 4

LA FUNCION ¥(n)

Para cada n natural, consideremos el conjunto:

diam G
Sn = { —2.; tal que G es una grafica conexa de orden PZn } ’

rad G
n
Sn esta acotado superlormente:
Sea G una grafica conexa de orden p =n, n 2 2, entonces:
diam G = 2 rad G.
n n
Demostracién:
Sea S € V(G), |S| = n, tal que diam G = d(s).
Sea v, € V(G) tal que en(vo) = radnG; sean v, v, € S, y sean
S, ¥S,sS tales que S, = (S - {vHU{v})y
s, = (s - (vz)) U {v,}, como d(S)) = radG y d(S)) = rad G, se tiene
que diam G < d(S,) + d(S.) s rad G + rad G = 2 rad G, esto es,
n 1 2 n n n
didm G < 2 rad G.op
n n
Ademas, Sn es no vacio, por lo cual ©podemos definir
y(n) := sup Sn. Por lo tanto diémnG = y(n) radnG para toda grafica
conexa G de orden p 2 n, y y(n) es el menor nimero real con esta
propledad. El problema central de [6] es encontrar el supremo del
conjunto Sn.

Una reformulacién del teorema 3.8 es la sigulente:

2(n+1)
4.1 Teorema. ¢(n) = e
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ESTIMACION DE ¥(n) PARA n = 3

El sigulente resultado muestra que ¢(3) = % .

4.2 Proposicién [6]

Si1 G es una grafica de orden p = 3, entonces:

]
dlém’G s - rnd:G.

Demostracion:

Sea G una grafica conexa de orden p & 3. Sea A € R tal que:

diémaG > A rad:,G. (1)
Veremos que A < -g— (y entonces se seguird el resultado, pues si

fuese falso el teorema tendriamos % < -:—). Si A = 0 no hay nada

que hacer, supondremos pues, A > O.

Sea D = (vi. V., v:’) un subconjunto de V(G)} que realiza el

2
3-dlametro de G.

Sea v, € V(G) tal que Vo S Ca(G). o lo que es 1lo mismo
e:’(vn) = radac.
Sea T, un arbol de Stelner para D = € Vgr Vye Vo vs} -1 Vl)).

1 =1, 2, 3, como d({ Ve Vg vo}) S rad,, para 151, 353, 1%y,

3
entonces q(T!) E] radaG. y por (1) tenemos que q(T|) < %—diémaG.

Ahora blen, la distancla maAs corta entre v, (1 =1, 2, 3) y cada

vértice de T, debe ser mayor que 0‘;‘“ dlémac, pues

q('l‘l) + d( vy Tx) z di&nG, y entonces
d( Vs Tl) 3 diémaG - q(Ti) > dlémaG - %-dmmaﬁ. lo que da como

(A-1)
resultado d( v Tl) >—T-dlém36.

Por esta razén, d( v v,) > —(—a;—“—deaG para todas J, k tales
que k # J y O35k, J 3 (basta observar que para 1ir de Ve @ v‘l se
“"entra" a Tk).

Si algun Tl es una trayectoria, ein pérdida de generalidad
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supongamos que Ter(T,) = {v,, v;‘},'

4(%,v) > A=l didms G
a

flgura 53

_ 2(A-1)
entonces q(T‘) = d(vk. vo) + d(vo. vj) > ——A—dlémaG,

1 2(A-1) .
Yy = dlémaG > q(Tl) > = dlém:’G, de donde:
3 8
22 - 2 <1 =» 2x < 3 = 7\<—2<—5.

S1 ningan Tl es una trayectorla, entonces 'I'l tiene exactamente

tres vértices terminales para toda 1 (recordemos que Ter(Tl) = Di);

consideremos Pl, P2 y Pa' las trayectorias de v,av, en T‘, de v, a

v, en Tz' y de v, av,en Ts' respectivamente (fig. 54).

T:

figura 54

Al menos dos de estas trayectorias tlenen por lo menos como
longltud -;—dlémaG. Si no fuera asi, dos de ellas tendrian longitud
menor a —}z-—diémsG y su suma tendria un tamafio menor al dh’imaG, lo

cual no puede suceder ya que:
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v, v,V

A 2 3EPluPJ(151,J53,1¢J).

Sin pérdida de generalidad supongamos que esas dos trayectorias

son Pa y Pz'

Sea 1 = d_r2 (vo. Pz)'

T

flgura 55
entonces:
- _ - kS R = 27 .
1= d'ra(vo' Pz) = q(Tl) q(Pa) < Y dlémaG = diémaG - diémaG,
(2-2)
esto es, 1 < '_zi'_diémac' (2)

Sea Q‘ la vovl-trayectorla en Tz para 1 = 1, 3,

1;.‘1;

S

hid]

figura 56
Observemos ‘que q('l'z) + 1= q(Q‘) + q(QJ). Yy que

q(Tl) + q(Ql) = diémaG para | = {, 3,
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figura 57

por lo cual:
3
fl:“ q(‘rl) ] + 1= q(Tl) + q(Tz) + q(‘ra) +1 ="

= q(T,) + q(Q) + q(Q)) + q(T,) = 2 dl&mG.
3
como q(T‘) s radG, 3radG+ 1z T q(Tl) + 122 diamG,
1=1 .

asi que 1 =z 2 diémSG -3 radaG , sabiamos que radaG < —;;—diémac,

entonces 1 > 2 diémgG - % diémaG - 1> 37;—3 dlémaG, y por (2)
2A-3 (2-2A)
— diémaG <1< o7y dlémaG.
2A-3 (2-2) 8
dedonde—A—< o w4h—6<2-7\-05A<8-bh<?,

1o cual verifica el teorema.c

4.3 Corolario. ¢(3) = %

ESTIMACION DE ¥(n) pARA n = 4

Veremos ahora que y(4) = —:’-f— Obsérvese que,

2(n+1) as 2
EA UL I . LI = .
= = <14+ - (cfr. teoremas 4.1 y 5.2)

4.4 Proposicién
S1 G es una gréfica conexa de orden p = 4, entonces:

45
diém‘G s o rad‘G.
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Demostracién:
Sea G una grafica conexa G de orden p » 4. Sea A € R tal que:

didmnG > 2 rad G. . (1)

Veremos que A < —;% Tomaremes A > 0, de lo contrario no hay

nada que hacer.

Sea D = (V1’ Vy V. v‘) un conjunto de vértices de G que realiza

3!
el 4-diametro de G.
Sea vy € C‘(G). esto es, e‘(vo) = radAG.
Sea 'I‘l un Aarbol de Stelner para Dl = {D - (v‘)) v (vo). para
1 =i s 4, entonces q(T’) s rad4G. y por (1),
. :
q(T‘) < Tdiéqu. (2)
Si unimos una de las trayectorias de minimo tamafio posible de v,
a T! con Tl obtenemos un arbol que contiene a D y por lo tanto de
tamafio al menos dlémAG, esto es:
q(Tl) + d(v‘, Tl) = diam G,
de donde d(v‘, Tl) = diém4G - q(T‘).
1
y por (2) d(vl. T‘) > diém‘G - -X-diém‘G.

asi d(vl, Tl) >-—(—A—;T‘—Ldiém‘G. En particular:

d(vl. vk) > O‘%diém‘G. con: 1 #kyO0=s1, ksag, (3)

1. S1 algian T’ fuera una trayectoria (fig. 58), entonces, por (2)

y (3): Ldiém‘G > q(t1)) >

T

X -&;”—dlém.c; de donde se deduce que,

~
Swncs

@

Suf. Q:.{u,"u;u,w} .

flgura 58
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1 3(A-1) 4 ;)
s S i 1 <3A -3 = 4>3\ =» A<‘-5-<-g-.

2. |Ter(Ti)| = 3, para alguna 1.

Pongamos que Ter('l“) ={ u, u, ua).

2
Sea u, el vértice restante de Dl en 'I'l y sea w el vértice de
grado tres en Tl. Podemos suponer sin pérdida de generalidad, que

u‘esté en la trayectoria uw de T, (fig.59).

T

7

figura 59

Sean: 11. 1, 1 y 13 las longitudes de las trayectorlas: u u,,

2’ 174
Uw, uwyuw, en Tl , respectivamente, (nétese que 1 = 0)}.

Como dlu,, u) > —‘";—”diamf,, con: 1#k y O0=4, k=4,
tenemos que las sumas de las longitudes 1 + 12 , 12 + 13 » ¥ 13 + 1

(A-1)
A

son cada una mayor que diém‘G, por lo que,

20041, +1) > ﬁm;—”diéch, o lo que es lo mismo,
3(A-1)
(1 + 12 + 13) > leéde.
(A-1)

Sabemos que 11 > —rdiém4c, en consecuencla,
- (A-1) 3(A-1)
q(Tx) =1 + 11 +1,+1 > —A—diém‘G + leémac'
lo cual implica que,

5(A-1) 1
q(T’) > leém‘G. y como q(T‘) < Tdiém‘G, entonces,
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1 5(A-1) 7 45
T>T¢2>5(A 1) »7>5R¢A<-5—<-ﬁ-,

3. Si ningin ’I'l es trayectoria, ni 4&rbol con tres vértices
terminales, entonces 'l‘l tiene exactamente cuatro vértices terminales
para toda 1, esto es, }'er(Tl) = Dl (1 s1=4).

8
P Ve Y 3) .

Sea Ter(T,) = { Vor Vi

Sea P” la trayectoria mis corta en Ti de v” a un vértice de
grado al menos tres en ’l'l para 1 s j < 3. Ademéds, sea Pm la

trayectoria mas corta de v, @ un vértice de grado al menos tres en

Tx' Podemos suponer que P“ . P12 R Pm . Y P‘o son trayectorlas de
vu a wl, de v[z a wl, de V|3 a u‘, y de Vo 2 ul,
respectivamente, y Fl la trayectoria de u o aw, donde u, y w, son
los vértices de grado al menos tres en Tx’ es posible que u = w,

en cuyo caso la longitud de Pl seria cero y val(ul) = 4, Veamos la

figura 60:

flgura 60

Para 1 =1, 2, 3, 4, y J=0,1, 2, 3, " sea v:x(l“u)ﬂlU y

8Los subfndices 1, )} representan una funcién @V} = (1, J) donde 1

repreaenta el &rbol en que estamom considerando & V y J ol lugar

[§)

que ocupa en T‘.
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q(P;) = 1; (recordemos citier 71"; 0; siw, = u‘).
Como d(v,, v'j) >‘—7‘;idzam.c. 0s1, Jsa4, 1=y,

cada una de las sumas de las longitudes: T +1

1 12
(A-1) .
1“ + 1‘ + 113 , Y 112 + 1| + l|3 es mayor que ~— diam‘G.
3(A-1)
por lo que : 2(1n, + 1,2 + 113 + 11) > —A—diém‘G, o lo que es
: 3(A-1)
lo mismo: (1“ + 1l2 + lla + l‘) > Tdiém‘c.

Como: q(T!) = lm + (1“ + 112 + 113 + 11). entonces,

1 : 3(A-1)
< diém‘G > q(Tl) > 110 A w dlém‘G , de lo cual, resulta que
1 3(A-1) . 2-3(A-1) .
1|o< ['A— —Z—X—]diém4G, es decir: 1m< ———-———diém4G,
ahora blen: 1_+1 > -2 4ianG, y entonces:
13 10 A [ )
(A-1) 2-3(A-1) .
i3 > e T] dlade, de donde,
1> 322 440G, Intercamblando los papeles de 1y 1
13 2A C 10 13
2-3(A-1)
en el argumento anterior, obtendremos que 113 < Tdiém‘G, y
. S(A-1)-2 N
que 110 > leém4c. De lo cual resulta que:
5A-7 5-3A
Tdiém4c < 1lo <= dlém4G. (4)

Llamaremos T" al subarbol obtenldo de Tl quitandole todos

los vértices de Pm excepto u‘,(para 1 =1 s 4) (fig. 61).

T
i v,
. (£}
Q) ,J )
N

\\ /
Y=
V4

/
Vie
flgura 61
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SA=T
2A

Como lm > dlém‘G. para toda 1 s 1 s 4, entonces,

sy o _ 1 SA-7 .
q(Tl) = q('l'|) llo < [7« FYY ] dlém‘G. esto es:

9-5A
z—h-diém‘(}. (5)

q(T;) <

Sea I e {1, 2, 3, 4} fiJa. Observemos que T'“ Junto con 1la
trayectoria de v, 3V, en Tl forma una grafica conexa que contiene
a todo D. Lo mismo ocurre con T'“ y 'l‘;z al unirles las trayectorias

v, v .
ViYiar Y Yi2%is de Tl

Obtenemos como resultado que (fig 62):
q(T“) + 1n + 1lz = dlém4G.

q(T“) L ovl o+l = diam,G, y:

q(T‘Z) + 1lz + 1l + 113 H] diéqu,

Esta mpwemfado'm ©»
adls para aclaran (deas, puss &

obwio qu las dnbolen T:.J ol tgual que os
T Tamen ilins em omidn.

figura 62

de estas desigualdades y de (S) obtenemos:

9 - 5A ’ ’ ,
S(T ]diém‘G > 2q(T“ )+ q(Tla } o+ Zq(T‘) =z 3 dlém‘G,
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1. si alguin '1'l fuera una trayectoria (fig. 63)

e ’
\‘~. " ‘.‘ A"'
-1 dl‘m G “
d(‘.,‘ﬁ’-&—- 4 '\‘
2 .
A
, Sup. Ox {16, 4 20524}
flgura 63
1 4(A-1)
tendriamos que, leémSG > q(Tl) > T—dlémsG. de donde se
deduceque.1>4>\-4=.5>4h=>A<%<:’3%.
2. Supongamos ahora que |Ter(Tl)| = 3, para alguna 1, y que
Ter(Tl) = { u, u, ua), sean u, y u, los vértices restantes de D‘

en Tl y sea w el vértice de grado tres en T‘.
2a. Analicemos primero el caso en el que uy u, estan en
distintas ramas de Tl. Digamos que u, estA en la trayectorla ulw , Y

que u, estd en la trayectoria de u, aw (fig. 64).

T -

4 .

figura 64

Sean: 1, , 1_, 1 , 1, y 1' las longitudes de las trayectorias
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de donde:

9 - S5A 45
S[T] >33 45> 31A- = A< ,?‘_'
Con lo cual queda demostrado lo que se queria.ﬁ
4.5 Corolario. Y(4) = %-.
ESTIMACION DE ¥(n) PARA n =5
Mostraremos ahora que ¢(5) = % , obsérvese aqui también, que

2(n+1) 51 2
o < - <14+ - (cfr. teoremas 4.1 y 5.2).
4.6 Proposicién
Sea G una grafica conexa de orden p = 5, entonces:
51
dlémSG = = radsG.
Demostracidn:
Sea G una grafica conexa de orden p = 5. Sea A € R tal que:
diam G > A rad _G. (1)
s s
Veremos que A < z—; . Nuevamente A > O.
Sea D = (vl, Vyr Vyo Ve vs) un subconjunto de vértices de G que
realiza el 5-didmetro de G.
Sea Vv, € CS(G), esto es, es(vo) = radsG.
Sea ’I‘l un arbol de Steiner para D‘ = (D - (v‘)) v {vo), 1 s1s5,
entonces, q(’l‘l) E radsG. y por (1)},
1
q(Tl) < TdiémSG. (2)
Una vez mas, al unir una de las trayectorlas de minimo tamafio
posible de v, a Tl con Tl. se obtlene un arbol que contlene a D y
por lo tanto de tamafio al menos dlémsG. Haclendo cuentas, tenemos
que d(vl, T‘) > -L;”-dlamsG, y como consecuencia:
(A-1)
d(v‘. vj) > Tdiémsc, (3)

para todas 1, J, tales que 0 =1, jJ=5 1= J.
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u U UL, U W, U W, Y U W réspecti\(amente; ( ver fig. .64,

1:.4 2 5 4

notemos que 1 2 0 y/o0 1° = 0).

Por (3), cada una de las cantidades de las longitudes:

, , (A-1)
1., 11-13, 1+1 ,y1 +13. es mayor que ——A——diémsc,

lx'a

swnando las tres Gltimas obtenemos 1+ 1' + 1 > —3‘—2;—”-dmmsc;;

como q(‘rl) = 1l + 12 + 13 + 1 + 1, tenemos que:

3 (A-1)
q(Tl) > [? + 2] (—T'] diémSG. esto es,

7 _A-1) (1)
2

q(T‘) > ———X—diémsG.

7 _A-1
2

Por (1), tenemos que —;—diém5G> ~2-d14nG, de donde,

2 > 7(A ~ 1) y en consecuencia,

25>7A~7 3 9572 » A< = < 2L,
7 37

2b. Veamos ahora el caso en que u yu, estadn en la misma rama de

T digamos en la trayectoria u W (fig. 65, recordemos que 1 = 0

x'
y/0 1’ = 0).

e S 2"
- A L

figura 65

Por (3), tenemos que cada una de las cantidades de las longlitudes

(A-1)
A

diémsG, en consecuencia y por (1},

11.1,12-&1 .13+1 .y12+13.esmayorque

diémsG,
» 3(A-1)
de donde 12+1 +13> =

tenemos que:

1 7 (A-1) .
leémSG > = 3 dlamSG.
Como en el caso anterior, A < % < % .

3. Supondremos ahora que algun Tl tiene cuatro vértices
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. terminales, a saber. u, u, u, u, cada uno de los cuales estd

necesarlamente en Di; sea u_ el vértice restante de Dl en T!, ywy

u los vértices de grado tres en Tl; obsérvese en la figura 66 que

1 20, se da la igualdad sl u = w, en cuyo caso valT (u) = 4,
i

3a. Comencemos por el caso en el que u, estd en la trayectoria

que va de u aw (fig. 66),

filgura 66
1l representa la longitud de las trayectorias que van de u au, o
bien, de u awen T‘ , ¥y 1 la longitud de la trayectoria wu (fig.
66).
Sabemos por (1), que cada una de las cantldades: 11 , 15 + 12 .

A-1
12+1+14,15+1+13,y13+1‘ es mayor que AdlémSG,

2(A-1)

de aqui que 1 + 12 + 13 + l‘ + 15 > T——diamsc,
1 A-1 2(A-1)
tenemos entonces que, ?dlémSG > q(Tl) > [T A wa d.lémsG.

1 3(A-1)
o lo que es lo mismo, -i—diémsG > q(Tl] > [—-—A——]dlémsG.

4 51
yasi, 1 >3A -3 =» 4 >3\ = A<—3—<—?.

3b. Supongamos ahora que u_ se encuentra en la trayectoria uw
(fig. 67).
Cada una de las sumas de las longltudes de las trayectorias:

11+l,12+1.ll+12.13+1'.1‘+1 .y13+1‘,
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es mayor que A% &l'éfrn;d.' en ééhéeéuénéllé.

T ' .
1l + 1, 13} 1. + 1 +1 > Tdiémsc. y pol" (1), obtenemos:

1 3(A-1) . 4 51
Tdiémsc > q(T’) > [-T-]diamsﬁ + 4> 32 » A< 5 < =

figura 67

4. S! ningin ’I‘l es trayectorla, nl 4rbol con tres o cuatro
vértices terminales, entonces cualquier T’ tiene exactamente cinco
vértices terminales y éstos son preclsamente los vértices de
D‘ = (vo, Vi Vizr v

s v“). (1 s1s5),

i1 13

Las posibles configuraclones de T‘ las podemos observar en la
figura 68; notemos que si en 68a, los tamafios de 1 y 1’ son iguales
a cero obtenemos la fig. 68b; mientras que, sl s6lo una de las dos

longitudes es cero obtenemos la fig. 68c.
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flgura 68
4a. Consideremos primero el caso en que 1 >0 y 1' >0, y el

vértice v, se encuentre en la posicién que muestra la figura 69.

T

figura 69

Acotemos primero 13 de la sigulente forma, sabemos que cada una
de las sumas de de las longitudes:

11+1+1 +1‘, 1.+1 +1°. 1001#12, 12+1

A-1
EY

4 + ©8 mayor

que

disnG (fig. 70),
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figura 70

2(A-1)

por lo cual, 11 + 12 + 1'1 + l0 +1+1 > ———X—-—diémSG,
de donde, -1-di&nG > q(T,) > ﬂ’%l-diémsG + 1,
y asi, 1, < SatanG - 22 diang,
esto es, 1 < 3;‘27‘ dianG.
Como 1,41, > A;‘ dlémsG. entonces, ].4 > 3A;‘ diam G,

intercamblando los papeles de 13 y 1., se obtlenen las sigulentes

desigualdades para 13:

3A-4 . 3-2A
Y dlamsG < 13 < —r-dlémSG

Consideremos ahora Tx(” el arbol obtenido de T‘ quitandole todos

los vértices de 13 excepto x (fig. 71), entonces,

(1, _ _ 1 . - 1 _ 3A-a
q(T ') = q(Tl) 1, € xdlamG - 1, < =

esto es: q(T:“) < E;TJA

diam G.
5

Acotemos ahora 10. Al considerar T:” tenemos la sigulente

situacién (fig. 71):
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(€8]
T

figura 71
la suma de <cada una de las longitudes: lx + 1 + 1" R
1; + 1 + 1 , 12 + 11 , es mayor que ! dlémsG. asi que,
" 52 q1amG > q(r™) > 220 qyanG + 1, de donde,
= 2 didn G - Mdiém G>1, esto es,
2A 5 [}
13-9A . A-1
l0 < 5 diamSG. como 1o + 1‘ > Y diémsG, tenemos que:
1> uA—-lsdiém(; intercambiando los papeles de 1y 1 en el
4 2A [ o [}

argumento anterior se obtlenen las sliguientes desigualdades para 10.

13- 9>\ 11A-15
dlam G > 1 > leémsG,
11A-15 . f
Consideremos lo > =i dlamSG para toda 1, y Tl el Aarbol

obtenido de Tl quitandole todos 1los vértices de 10 excepto u
(fig. 72), entonces q(T;) = q('l“) - 10 < [% - M]diém G,

17-11A

esto es, q(Tl) < oY

dlamsG .

s \::-1 \"’2‘*

.

S
-~
o’ X .

figura 72
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4.b Analicemos ahora el caso restante, esto es, algin 1 o 1’ son
cero, o ambas son positivas pero v, -S€ encuentra en un vértice
terminal de 'I'l diferente del considerado en el caso anterior (fig.

73).

T

figura 73
observemos también, que 1la suma de las longitudes de las

trayectorias: 11+1+1 +14, 11+1+12, 12*1 +13. y

13 + 1‘ , es cada una mayor que A;‘ diémsG, de donde,

N 2(A-1)
11 + 12 + 13 + 14 + 1+ 1" >

diémsG. por lo tanto, y como
se ha procedido en ocaslones anterlores:
1 2(A-1) 3 - 27 .
10 < [.?T —x-—)dlémsc;, esto es, 10 < —X——diémsG, y como:
A-1 A-1 3 - 22
10 + 11 > TdiémsG, tenemos que, 11 > (_—A_ - —-T-—--]diémSG,

3A-4
entonces, 11 > 3 diémsG.

Intercambiando los roles de 1o y 11 en el argumento anterior

obtenemos las sigulentes desigualdades para 10:
3A-4

3 - 2A
——i——diémSG > 10 > -——A—diémsG
Tomemos T; como siempre, y supongamos  que para toda
1ed1,2 3,45, 1> i‘%"_dxamsc;, entonces,
, 1 3A-a _ 5-3A .
q(Tl) < [_A— —T)diémSG = ——X——diémSG.
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De los casos 4a. y 4b que hemos estudiado, se observa que para

toda § =1, ..., 5 tenemos que q{T’) < max Lﬂ-. LRIV
1 A 2A
Como: 1) dlémsG E % radSG (teorema S5.2); 1i) tenemos por
hipétesis que A > 0 y diémsG > A radsG. Entonces, 0 < A € %

N 17 - 11A
Por lo cual, q(Tl) < <

Observemos entonces, que T’lz Junto con la trayectoria VY2 de

T; es una graflca conexa que contlene a todos los vértices de D, lo

mismo sucede con T;s, T;‘, y T;: agregandoles las trayectorias

v:zvla' ViaViar Y ViV de T; respectivamente (ver fig. 74). Asfi,
q(T'lz) + 1l + 12 = diémSG.
q(’r"a) + 12 + 1+ 1 + 13 E diémSG,
q(T;‘) + 13 + 1‘ = diémsc.

q(T“) +1, +1+ rr+1z= diém.G,

flgura 74

lo cual da como resultado que:
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. » ; ) N  ppy )
q(T“) + q(le) + q(T;S) + q('l'") 0 Zq('l") z 4 dlémsG.
y en consecuencia,

6(17-11A) ’ y , » »
——5—diamG > q('l'“) + q('l'lz) + q(Tn) + q(T") + 2q(T})

=4 diémSG. de donde,
51

3(17 - 11A) > 42 =» 51 -332 > 42 = 51 > 37X =» A< T

Con lo cual el teorema queda demostrado.o

51

4.7 Corolario. y¢(5) = 5>
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CAPITULO V
EL- TEOREMA DE V. NEUMANN LARA

A continuacién se demostrard que para toda n, ¢(n) =1 + —:— .

Como se habra podido observar en las demostracliones precedentes, el
nimero de casos a considerar para una n flja aumenfa conforme n
crece, por ejemplo para n = 6 tendriamos que conslderar al menos 9
casos dependliendo de la cardinalidad de Ter(Tl) y de las posibles
combinaciones para colocar los vértices restantes del conjunto
definido como Dl en Tl, para n =7 al menos tendriamos que
considerar 11 casos. Asi pues, la cantidad de estas posibles
combinaclones es difficil de manejar para "cualquier n que sea muy
grande". Por este motivo, haremos uso de la proposicién 5.1 pues
facilita que una parte de la técnica con la que hemos trabajado en

las demostraclones del capitulo 4 se pueda generalizar.

5.1 Proposicién
Sea T un arbol con r vértices terminales y U € V(T) que contiene
a todos los vértices terminales de T, |u| = n, entonces existe una
céleccién de trayectorias en T que satlisface lo sigulente:
i. Cada trayectoria tiene exactamente dos vértices en U, los
cuales son sus extremos.
1i. Cada arista de T aparece exactamente en dos trayectorias

de la coleccién.
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Demostracién:

Sea T un 4rbol con r vértices terminales, sea U § V(T), U] =ny

Ter{T) & U. Consideremos T! la grafica con aristas paralelas

obtenida a partir de T, duplicando cada una de sus arlistas.

figura 75

'I'1 es una graflca conexa cuyos vértices tienen valencla par, por

lo tanto es euleriana y en consecuencia contiene un paseo euleriano

(Teorema 2.5). Imaginemos ahora que todas las aristas de T1 son de

elastico y que en cada uno de sus vértices v, ponemos "tantos

vértices" como la valencia de v, en T (fig.76).

[]
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®

RO

figura 76

Jalemos ahora todos los vértices como lo indican las flechas en
la flgura anterlor hasta formar un clclo C (fig. 77); observemos que
cada vértice de T "se ha desdoblado en C" tantas veces como su
valencla y que cada arista de T “se ha desdoblado" exactamente dos

vecesg.

a
] . v

oS

figura 77

Coloquémonos en el vértice vl de C (de hecho podemos situarnos en

o
Formalmente esto Be puede demostrar por induccién sobre el nimero
de vértices de T, o bien, usando el paseo eulerianc en 1‘1.
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cualquier vértice de C) y recorramos el ciclo en el sentido de las
manecillas del reloj hasta llegar nuevamente a v, » marquemos la
direccién en cada una de las artistas con flechas (fig.78). LLamemos

a este paseo II.

figura 78

"S1 nos regresaramos a Tl" obtendriamos la sigulente figura:

flgura 79

notemos que el paseo I en C, es en T‘ un paseo euleriano.
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Hagamos la sigulente particién de II: T = Q Hl (para efectos del.
ejemplo con el que hemos estado trabajando supondremos gque
U = Ter(T) v {vﬁ)):

1. Iniclemos H‘ en el vértice v, donde iniciamos M.

2. Recorramos H1 en el mismo orden en que recorrimos TI,
deteniéndonos en el primer vértice w de U que encontremos,
ese paseo sera nf

3. na tendra como iniclo a w, e incluye a todas las aristas
que encontremos al recorrer II, hasta encontrar el siguiente
vértice de U.

4. Y asi suceslvamente hasta obtener ﬂn que terminard en vy

Lo anterior podemos observarlo en las flguras 80 y 81 (nétese que
ninguna Hl tiene a las dos aristas de C que corresponden a la misma
arista de T, pues para esto ﬂl tendria que contener un vértice

terminal en su interior, lo cual esta prohibido).

figura 80
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figura 81
Para cada 1, sea ﬂ’l la trayectoria en T que corresponde a la

trayectoria n‘ de T‘.

Em T!

figura 82

Es claro sl observamos C (fig. 80), que las trayectorias ﬂl son
aJenas en aristas dos a dos, que cada trayectoria tiene como
extremos vértices de U y ningun vértice de U en su interior, lo que

demuestra el inclso { para la coleccién de trayectorias II" en T.
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Observemos ahora 1la figura 81, donde se representan las
trayectorias nl en Tl. Como: 1). T recorre a C exactamente una vez;
2) en C "aparece cada arista de T" exactamente dos veces y, 3) las
trayectorias n’ nos dan una particién de las aristas de C de tal
manera que ninguna tayectoria n’ tiene a las dos arlstas de C que
corresponden a la misma arista de T, entonces, la colecclén formada
por las trayectorias II; satisface el inciso ii1.

Todo lo cual, demuestra la proposicién 5.1.o

5.2 Teorema [V. Neumann-Lara]

Sea n =2 2 un entero y G una grafica conexa de orden p = n, entonces:

didm G = (1 + i] rad G.
n n n
Demostracién:

Sea G una grafica conexa de orden p =2 n. Sea A € R, tal que:

didm G > A rad G. (1)
n n
Veremos que A < 1 + -f':— Tomaremos A > 0, de otro modo no hay
nada que hacer.
Sea D = (Vl, LA vn} S V(G) que realiza el n-diametro de G.

Sea v_ € C (G), esto es: e (v.) = rad G.
o n n O n

Sea 'I'l un arbol de Steiner para D! = (D ~ (V',)) v} (vo), 1s1s=n.

Entonces q(T’) E] radnG ( ya que v, € V(T') y en(vo) = radnG ).

Por (1), tenemos que q(Tl) < %—diémn(;. (2)

Si unimos "la" trayectoria mas corta de vl a 'I'l con Tl. obtenemos
un arbol que contlene a D y por lo tanto de tamafio al menos diémnG.
esto es, q(T‘) + d(v‘, Tx) = diémnG. de donde,
d(vl. T‘) = diémnG - q(T‘), Junto con (2) obtenemos que,

A-1
d(v|. Tl) > x dlémnG. y asi,

A-1
d(v|. vj) > leémnG. 0=1, Jsn 1) (3)
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Supongamos que algin T‘ tiene exactamente r vértices terminales.
Por la proposicién 5.1, si tomamos U = D,, existe una coleccién de
trayectorias H‘. cada una de las cuales tiene exactamente dos
vértices en D‘. los cuales son sus extremos, y cada arista de Tl

aparece exactamente en dos trayectorlas de la colecciéon. Por (3)

A-1
A

Por cada vértice terminal v en T’, hay una trayectoria “_, que

q(m) > diam G.

empleza en v, mientras que , por cada vértlce w en D1 que no sea
vértice terminal de Tx' hay al menos dos trayectorias IIJ que
emplezan en w (fig. 80). Asi que, tendremos r trayectorias que se
inician en vértices terminales y al menos 2(n - r) trayectorias que

se lnlcian en vértices de Dl - Ter(T’); todas ellas de longitud

A-1
A

mayor que diémnG, por consigulente:

2

n
. = - (A-1)
2 dtanG > 2 q(T)) —?: Q@) > (r + 2(n - r)) <2 diam G,

de donde, -i— > (r+2(n -r))

2>(r+2(n-r)) (A -1) » 2> (r+2n-2r)(A -1) =»

__(_7&_7-\1_)__’ y de aqui,

2> (2n-r}{(a-1) » 2> A(2n~-1) - (2n - 1) =»

2+ (2n-1)>an-r1) » A< 2w
2n - ¢
2

A<l o+ o

=14+ %, pues 2 S r s n.
Con lo cual queda demostrado lo que se queria.o

Usando el teorema 4.1, se obtlene:

2(n+1)
— = n = + —.
2n-1 w( ) 1 n

5.3 Corolario.

La cota superior puede ser mejorada usando un método que
generaliza el empleado para probar el caso n = 5. No incluimos el

resultado ya que su prueba es demasiado técnlca.
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