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Introduccion General

A partir de la Segunda Guerra Mundial la evolucién de la economifa hacia los
servicios ha sido una tendencia que se haido consolidando con el tiempo. En 1989, en
México, el sector servicios formaba ya el 579 del producto nacional bruto contra
solamente ¢l 349 del sector industrial. Esta tendencia ha tenido importantes
implicaciones para el desarroilo econémico de México y del mundo. Cada vez més, la
economia global estd dominada por el sector de los servicios, desde telecomunicaciones
hasta el transporte el sector servicios forma ya, el 60% de la economia de los pafses
desarrollados y la mayor parte de los nuevos empleos son creados por este sector. En
los Estados Unidos ocho de cada 10 trabajadores son empleados por compaiifas de
servicios. La tendencia en los patrones de consumo no solamente han hecho aumentar
la demanda de los servicios existentes sino que también ha alentado la introduccién de

nuevos servicios.

El sector servicios en comparacién con el sector industrial, en general, es menos
ciclico, experimenta menos perfodos de auge v recesiones, se requiere de una mayor
inversion de mano de obra y menor inversion en equipu de fabricacion, los aumentos
en la productividad son mis lentos en los servicios y por lo general los aumentos en
precios son mds rapidos. Estas caracterfsticas de los servicios hacen que la naturaleza
de los prondsticns de como se comportard la demanda de un servicio difieran
sustancialmente del prondstico de como se comportaré la demanda fisica de un
producto. Més importante aun. es el hecho, de que el consumo y la produccién de
servicios son acciones que ocurren simultdneamente, a diferencia de un producto el
cual se puede inventariar para satisfacer una demanda futura, Los servicios deben
proporcionarse cuando el cliente establece contacto con la organizacién de servicio o
muy poco después de esto, si no se ha previsto la demanda de este cliente cs muy
probable que no se disponga de la capacidad adecuada y que no se pueda satisfacer la
demanda, por otro lado una empresa puede proporcionar la suficiente capacidad pero
puede que la demanda no se llegue a concretar lo que ocasionaré el
desaprovechamiento de la capacidad instalada.



Introduccei6n 2

Es pur esto que planear lus necesidades referentes a la capacidad de una empresa
constituye una de las dreas de decision mads importantes a las que se enfrentan las
organizaciones, especialmente cuando la planeacion implica nuevas instalaciones o
cambios importantes en las instalaciones existentes. Una decisién acertada en este
campo es importante por muchas razones, pero principalmente porque el costo de los
activos fijos es por lo general, una parte importante en la hoja de balance de una
compania y por lo regular la mayoria de las organizaciones deben vivir con sus
decisiones sobre cupacidad instalada  durante varias décadas, esto hace que sea
extremadamente importante el desarrollo de métodos que permitan obtener
informacion confiable sobre la manera que una decision sobre capacidad instalada

afectard el comportamiento de la empresa.

Dentro de las decisiones sobre capacidad instalada que se tienen que tomar se
encuentran las relativas a los procesos que generan lineas de espera o colas. La mayorfa
de nosotros nos enfrentamos cotidiznamente con este tipo de procesos cuando vamos
a la gasolineria para adquirir combustible o hacemos cola en un banco para depositar
dinero en nuestra cuenta de cheques. Este tipo de proceso cada dia se vuelve mas
comiin debido al auge que ha experimentado el sector de servicios. Aunque, si bien es
cierto que este proceso no cs exclusivo de las organizaciones prestadoras de servicios,
sino que también se encuentra en el sector industrial, ya que estas organizaciones
también necesitan servicios internos cumo fos de manienimiento, donde los
mecdnicos(servidores) proporcionan servicio a las maquinas(clientes). La mayoria de
procesos que generen lineas de espera se encuentra en los servicios y segin las
tendencias econdmicas conforme siga creciendo el sector servicios, seguirdn creciendo
cadu vez mis los sistemas que generen lineas de espera y por lo tanto seguird
aumentando la necesidad de tener informacion confiable acerca del comportamiento
de estos sistemas.

Para obtener la informacion necesaria acerca del comportamients de los sistemas
que generan lineas de espera se ha desarrollado lo que se conoce como "Teoria de
Colas " que comprende el estudio matemitico de las colas o lineas de espera. La teorfa
de colas proporciona la informacién vital requerida para tomar una decisién que logre
un balance econdmico entre el costo del servicio v el costo asociado con la espera de
ese servicio.
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La teoria de colas da lugar a un gran ndmero de modelos mateméticos alternativos
para describir una situacion de linea de espera. Aunque a menudo se dispone de
resultados matemdticos alternativos para describir una situacion de linea de espera, en
otras el planteamiento matemitico ¢s demasiado complejo para obtener resultados
précticos que se puedan utilizar, Uno de estos casos son los sistemas de colas que
suponen cocficientes de presién para la tasa de lleguda y tasa de servicios.

Esta clase de sistemas plantea la hipotesis de que el cliente no es atendido siempre
con la misma velocidad , es decir si se empiczan a juntar una gran cantidad de clientes
en el sistema el servidor comenzard a atender los clientes mds rapido. Esta nueva
actitud de servicio se podra deber a que el servidor simplemente comienza a trabajar
mds répido o puede ser que reciba ayuda externa que le permita atender con mayor
rapidez a los clientes. El plantcamiento matemdtico para esta clase de sistemas se
realiza mediante un " coeficiente de presion” que aumenta la tasa de servicio (el
nimero de clientes que el servidor puede atender por unidad de tiempo) del sistema,

Elsisterna también podri reaccionar a una gran cantidad de clientes en el sistema
disminuyendo el nimero de clientes que arriban al sistema, desvidndolos hacia otro
medio de servicio o bien el mismo cliente decide no entrar al sistema al ver que se
encuentra saturado de clientes. Este tipo de sistemas se plantea de manera analoga
con un "coeficiente de presién” sélo que en esta ocasion para la tasa de llegadas( el
nimero de clientes por unidad de tiempo que ilegan al sistema).

Finalmente el sistema puede reaccionar con una combinacién de los dos casos
anteriores. Al plantear matemiticamente este modelo se enfrenta uno al problema de
que no existen expresiones analiticas para las sumas que intervienen, por lo que se
tienen que buscar caminos alternativos. Se hantabulado una serie de valores para este
tipo de sistemas sin embargo es muy frecuente que los datos tabulados no se ajusten at
sistema que se estd estudiando por lo que se hace necesario el generar un método
alternativo que permita un mejor ajuste al sistema en estudio.
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Un método alternativo es el desarrollo de un programa de computacion que simule
un sistema de colas y que nos permita obtener las medidas de desempeno del sistema.
Este es precisamente el objetivo de esta tesis, crear un programa de computacién que
mediante la simulacién le permita al usuario obtener de una forma rdpida y confiable
las medidas de desempeno de un sistema de colas con coeficientes de presion en las

tusas de llegada y/o servicios,

El uso de la simulacion para disefar sistemas productivos se ha intensificado en los
Gltimos afios debido a dos factores que han actuado como catalizadores.

El primero es el desarrollo de las computadoras personales, que han permitido
poner sobre un escritorio el poder equivalente al de las viejas computadoras que solfan
ocupar edificios enteros y lo mds importante a un precio accesible a cualquier empresa.
La popularizacion de la computadora personal ha permitido el uso de varias
herramientas que antes se desechaban por su complejidad numérica, entre ellas la
simulacion.

El segundo factor que ha actuado como catalizador es que ante un entorno cada vez
mas incierto las compaifas han tenido que desarrollar nuevos métodos que les
permitun desarrollar estrategias en un campo de batalla que cambia continuamente,
popularizdndose lo que se conoce como planeacion de escenarios es decir se bosquejan
diferentes versiones del futuro y se ve en qué forma afectaria cada escenario el
desempeiio de la compaifa. Esta planeacion de escenarios no es mds que el uso de la
simulacién variando las condiciones de entrada del sistema. Este método proporciona
una ventaja adicional para las empresas; releva a lus personas encargadas de tomar las
decisiones de la responsabilidad de tratar de predecir lo que pasard y en cambio
adquieren la responsabilidad de fortalecer la flexibilidad de la compafifa de tal manera
que cuando surjan las oportunidades estén en condiciones de sacar provecho de ellas.

Estos dos fatores han sido decisivos para el desarrollo de un programa de
simulacion que permite a las personas, que tengan la necesidad de tomar decisiones
sobre unsistema de colas con coeficientes de presion. obtener la informacién necesaria
para llegar a una decisién acertada,
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El programa se ha desarrollado de tal forma que sea compatible con la IBM-PC
que es el estdndar en computadoras personales, de tal forma que el usuario no tenga
problema alguno al ejecutarlo. El programa mediante la intreduccién de los
parfimetros de entrada de un sistema de colas realiza la simulacion y obtiene las
medidas de rendimiento bdsicas para la toma de decisiones.

El desarrollo de la tesis se inicia con el capitulo referente a teorfa de colas. En este
capftulo se explican las principales caracteristicas de un sistema de colas asf como el
planteamiento matemético para los modelos basicos. Es importante que el usuario del
programa se encuentre familiarizado con la teoria de colas para que pueda obtener el
mayor provecho posible de la informacién que el programa es capaz de generar,

El segundo capitulo de la tesis contiene un estudio de las principales distribuciones
de probabilidad que se usan en los sistemas de colas. El usuario del programa deberd
conocer las principales propiedades de las distribuciones de probabilidad debido a que
el modelo simula el comportamiento del sistema basado en las distribuciones de
probabilidad que el usuario decide se ajustan mejor al sistema que se va a simular, Es
evidente que si las distribuciones de probabilidad con que se alimentan al programa
no se ajustan a las del sistema los resultados que el programa obtenga tampoco se
ajustardn al sistema y por lo tanto resultardn inservibles en el mejor de los casos y en
el peor llevardn a tomar decisiones erréneas.

El tercer capitulo de la tesis se refiere a lasimulacién. En el se explican los diversos
métodos que se utilizan para generar las variables aleatorias necesarias para la
simulacién. Se incluye en este capitulo una breve introduccién de c6mo ha sido el
desarrollo de fas computadoras personales debido a la importancia que han tomado en
la altima década y al gran soporte que han dado para el uso de la simulacion.

Finalmente el ultimo capitulo se refiere al programa de simulacién. En este
capitulo se incluye un breve manual del usuario del programa, asf como el cédigo del
programa en el lenguaje Pascal. Se incluye el cidigo por si algin lector decide hacer
alguna modificacion al programa original para un sistema de colas en particular, El
diskette que se anexa incluye el programa en un archivo ejecutable para que el usuario
no necesite de ningiin programa que funcione como intérprete para ejecutar el
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programa, pero también se anexa el archive del programa en Pascal asi como el
compilddor de Pascul para los usuarios que asi o requieran,

Por ultimo es importante que el encargado de tomar las decisiones referentes a la
planeacion de la capacidad tome en cuenta al cliente, porque en un mundo saturado
de prondsticos, opiniones, teorias, seminarios, consultores y conceptos no es nada
dificil llegar a la conclusion de que los unicos ordculos valiosos de escuchar son Jos
clientes. Por lo tanto ademis de tener en cuenta que porcentaje de nuestra capacidad
instalada estamos aprovechando también es importante evaluar si nuestros clientes se
encuentran satisfechos de nuestro servicio,



Capitulo 1:Teoria de colas

1.1 Introduccién

En muchas organizaciones existen procesos que generan lineas de espera o colas.
Las lineas de espera ocurren cuando alguien dabe esperar para recibir un servicio,
debido a que las instalaciones que proporcionan el servicio se encuentran
temporalmente imposibilitadas para proporcionarlo. Un ejemplo simple de una cola
es la fila de clientes que esperan pagar su cuenta en un supermercado, El gerente del
supermercado podrd afadir mds cajeras para reducir el tiempo que los clientes deben
esperar para ser atendidos, sin embargo él sabe, que nunca podrd disponer de
suficientes cajeras para garantizar que el cliente no tenga que esperar, Por lo tanto el
gerente tratard de balancear lasituacion de tal manera que tenga las cajeras suficientes
para mantener al cliente contentoy no més de aquellas que sea econdémicamente viable
tener.

Esta situacién se encuentra frecuentemente en la industria pero con un ligero
cambio. La industria tipicamente tiene que pagar por el tiempo perdido de las personas
o méquinas que tienen que esperar as{ cdmo los salarios de las personas que proveen
el servicio. La teorfa de colas provee un camino para que la gerencia logre un balance
econdmico entre el costo de servicio y el costo asociado con la espera para ese servicio.
Es importante recalcar que la teoria de colas mis que resolver directamente este
problema provee la informacién necesaria para tomar una decisién de este tipo.

La teoria de colas se origin6 en 1909 cuando A.K. Erlang comenz6 a experimentar
conunproblemarelacionado con la congestion del trafico telefénico. Durante Jas horas
pico, los que pretendfan hacer llamadas tenfan que esperar a que la operadora se
desocupara para atenderlos. El problema original que traté Erlang fue el célculo del
tiempo de demora para una operadora. En 1917 Erlang extendi6 los resultados de su
estudio para el caso de varias operadoras. Los adelantos en el campo del tréifico
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telefénico continuaron y las publicaciones principales fueron tas de Molina en 1927y
de Thornton F. Dry en 1928, pero s6lo fue hasta el final de la Segunda Guerra Mundial
cuando estos trabajos se extendieron a otros problemas relacionados con las lineas de

espera.

La aplicacion de la teoria de colas se ha extendido a una gran variedad de situaciones
debido a que las colas son tan comunes que es casi imposible evitarlas. La aplicacién
de lateorfa de colas no se ha limitado solamente a sistemas que comprenden el servicio
de persona a persona en una localizacién fija como las cajas de pago en un
supermercado sino que abarca muchos otros tipos de sistemas conio los sistemas de
mantenimiento en donde en lugar de que el cliente (en este caso las miquinas) vayan
al lugar donde esté el servidor (los mecdnicos) son estos tltimos los que se desplazan
a donde se encuentre localizadc el cliente. En los diversos servicios que presta el
gobierno también se puede aplicar 1a eorfa de colas, tomando como ejemplo el sistema
judicial donde los servidores son los tribunales y los casos a ser tratados los clientes. La
lista de aplicaciones de la teoria de colas podria ampliarse de forma indefinida y aGn
asf no agotar todas las posibles situacicnes en las que se podrfa aplicar, sin embargo
estos ejemplos bastan para sugerir que, en efecto, los sistemas de colas penetran en
diversas dreas de la sociedad.

1.2 Caracteristicas de las lineas de espera

En todos los sistemas de teorfa de colas podemos identificar tres caracterfsticas
principales: La llegada, la colay el servidor.
» Lallegada

La llegada es el proceso mediante el cual los clientes que requieren servicio, se
generan en el tiempo por medio de una fuente de entrada. La fuente de entrada es la
poblacién potencial de clientes que puedan entrar al sistema. Puede suponerse una
poblacién infinita o finita de clientes, suponer una poblacidn infinita facilitalos céleulos
por lo que en muchos casos cuando el nimero de clientes sea relativamente grandes

i.e. cuando los cli que se encuentren en el si no afecte la velocidad con la
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cual la fuente de entrada genera nuevos clientes, se podrd suponer una poblacién
infinita.

Las liegadas de los clientes deben describirse por su distribucién estadfstica, la cual
puede especificarse de dos formas:

a) Distribucién del nimero de llegadas de clientes por unidad de tiempo. En este caso
se deberd describir el nimero de llegadas que pueden ocurrir en cualquier perfodo

dado, por ejemplo el nimero de clientes por hora.

b) Distribucién de probabilidad del tiempo entre llegadas consecutivas. Este método
estd dado por el tiempo que transcurre entre llegada y llegada. En este caso se debe
especificarla distribucién de probabilidad de una variable aleatoria continua que mida
el tiempo transcurrido entre una llegada y otra.

. Lacola

Cuando se describe una cola debe especificarse la longitud de la linea de espera, por
lo regular se supone que la cola puede alcanzar una longitud infinita, no obstante
existen ciertos sistemas donde el nimero méximo de clientes en la cola que soporte el
sistema sea tan pequefio que en realidad se alcance con cierta frecuencia por lo que
serd necesario suponer una longitud de cola finita.

También debe definirse la disciplina de la cola, es decir el orden en que se
seleccionan los miembros de la cola para que reciban el servicio, Un ejemplo de la
disciplina de la cola es la regla del primero en llegar es el primero en ser atendido. Otro
tipo de disciplina puede asignar una prioridad a ciertos clientes para que sean atendidos
antes que otros.

Para finalizar deberd definirse el comportamiento que tendrd el cliente en la cola
i.e, (Cudnto tiempo estardn dispuestos los clientes a esperar para ser atendidos?, o
posiblemente algunos clientes ni siquiera entrardn en el sistema si al llegar observan
que la linea de espera se encuentra demasiado grande.
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. Elservidor

El sistema de colas también se vi* afectado por varias caracteristicas del servicio. Se
deberd definir la distribucion del tiempo de servicio. El tiempo de servicio es el tiempo
que transcurre para un cliente desde que se inicia el servicio husta su terminacién.

Un modelo de unsistemade colas deberi especificar la distribucién de probabilidad
de los tiempos de servicio para cada servidor y posiblemente para los tipos diferentes
de clientes atin cuando es comin suponer la misma distribucién para todos los

servidores (y los clientes).

La segunda caracterfstica del servidor Gue debe especificarse estd dada por el
nitmero de servidores. Puede haber un solo servidor o varios servidores. Cada servidor

se denominard canal de servicio.

El servicio puede prestarse en una fase o en varias fases. Una situacién de fase
miiltiple es aquella en la que el cliente debe pasar por una secuencia de dos o més
servidores para que el servicio quede completado. Estas Gliimas caracterfsticas del

servicio se resumnen en las figura 1.

Resumiendo lo anterior podemos decir que el cliente se genera en el tiempo por
medio de una fuente de entrada. Esta fuente puede ser finita o infinita dependiendo
de si los clientes en el sistema afectan la velocidad con la cual se generan nuevos
clientes. Una vez que la fuente de entrada ha generado a los clientes éstos entran al
sistema y se unen a una cola con excepcion de algunos sistemas en los cuales el cliente
puede clegir si entra al sistema o no. Una vez que los clientes se encuentran formados
en la cola se elige al cliente al que se va a proporcionar el servicio por medio de la
regla conocida como disciplina de la cola. Cuando se termina de proporcionar el
servicio al cliente éste sale del sistema. Este proceso se resume en las figura 2.
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1.3 Formulacién de modelos de colas

Si se quiere predecir el comportamiento de unsistema especifico de colas en base
a las suposiciones de las llegadas, las colas y los servidores, este comportamiento
anticipado puede describirse en ocasiones mediante f6rmulas matemiticas pero en
otras ocasiones el anlisis matematico sera demasiado complejo, lo que nos ilevard a
utilizar técnicas alternas como la simulacion. Ef objetivo de la formulacién de modelos
de colas es obtener informaci6n sobre algunas medidas de desempeiio del sistema, las
que podremos usar para tomar decisiones como el niimero de servidores que se deben
asignar a un sistema, los cambios que pueden hacerse en las tasas de servicio, etc. Antes
de comenzar la formulaci6n de un sistema de colas es necesario establecer una notacién
esténdar que se especifica a continuacién:

X n= tasa media de llegadas (naimero de llegadas por unidad de tiempo)
cuando se encuentran n clientes en el sistema.

un = tasa media de servicio (nimero de unidades servidas por unidad de
tiempo) cuando se encuentrz n clientes en el sistema.

s = nmero de servidores en el sistema de colas

p = factor de utilizacion del medio de servicio es decir 1a fraccién del tiempo
en que los servidores estdn ocupados

La notaci6n anterior es independiente de si el sistema se encuentra en un estado
estacionario o se encuentra en un estado transitorio, Cuando un sistema de colas acaba
de empezar a funcionar el estado del sistema ( el nimero de clientes en el sistema) se
veré afectado en gran parte por el estado inicial y el tiempo que ha transcurrido desde
entoncesy se dice que el sistema se encuentra en una condicién transitoria. Sin embargo
después de que ha transcurrido bastante tiempo el estado del sistema se vuelve
esencialmente independiente del estado inicial y del tiempo transcurrido y se dice que
el sisterna ha alcanzado una condicién de estado estacionario.
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La notacién a continuacién supone que el sistema se encuentra en una condicién
de estado estacionario:

N= Niimero de clientes en el sistema de colas

Pn = Probabilidad de que se encuentren exactamente n clientes en el sistema de

calas
L = Nimero esperado de clientes en el sistema de colas
Lq = Longitud esperada de la cola
W = tiempo de espera en el sistema (incluyendo el tiempo de servicio)
Wgq = tiempo de espera en la cola
Se ha demostrado que en un proceso de colas de estado estacionario:
L= W

Lq=aWq

Estas demostraciones se encuentran en la obra de John D. C. Littie " A proof for
the Queueing formula: L= AW" Operations research , 1961. Estas relaciones son
importantes porque en un sistema de colas en ocasiones es mds ficil encontrar algunos
pardmetros que otros y mediante estas relaciones es posible encontrar los pardmetros
restantes.

Una gran parte de los sistemas de colas establece la hipotesis de que la llegada
de los cllientes al sistema y la salida de ellos ocurren de acuerdo con el proceso de
nacimiento y muerte, En donde el término nacimiento se refiere a la llegada de un
cliente mientras que el término muerte se refiere a ia salida del cliente del sistema. El
proceso de nacimiento y muerte describe de manera probabflistica como cambia el
estado del sistema (nimero de clientes en el sistema) a medida que se incrementa el
tiempo. El proceso de nacimiento y muerte establece las siguientes 3 hipdtesis.
Denotando N(t) como el nimero de clientes en el sistema de colas en el instante t
(t>0).
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Hipdtesis 1

Dado N(1) =n la distribucion actual de probabilidad del tiempo restante hasta el
siguiente nacimiento es exponencial con parimetro A n.

Hipétesis 2

Dado N(t) = n la distribucion actual de probabilidad del tiempo restante hasta la
siguiente muerte es exponencial con pardmetro u n.

Hipé6tesis 3
S6lo puede ocurrir un nacimiento o una muerte en un instante.

Estas hipotesis pueden resumirse en ef diagrama de tasas que se muestra en la figura
3. Las flechas en el diagrama muestran las Gnicas transiciones posibles en el estado del
sistema.

DD Nee AN AL
g Y _TEa Yan e

o N I/T\ N N .
ae (O O &2 T & D

L U W .
popo B B P

Fig. 3 Diagrama para e} proceso de nacimiento y muerte
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Los resultados que se han obtenido a través del proceso de nacimiento y muerte
bisicamente se reficren al estado estacionario del sisterna ya que los resultados
obtenidos en condicion transitoria del sistema son demasiados complicados para tener
un uso practico. Sin embargo debido a que los sistemas la mayor parte del tiempo se
encuentran en estado estacionario es mucho mds importante tener resultado del estado
estacionario que de la condicion transitoria.

Un principio clave en el planteamiento matemitico de sistemas basados en el proceso
de nacimiento ¥ muerte es el principio que establece que la tasa de entrada = tasa de
salida. Es decir para cualquier estado del sistema la tasa media a la que los incidentes
de entrada ocurren debe ser igual a la tasa media a la cual ocurren los incidentes de
salida. Este principio es facil de explicar, considérese cualquier estado del sistema y
suponga que se estuviera contando el nimero de veces en que el proceso entra a este
estado y el nimero de veces que el proceso sale de él. Como los dos tipos de incidentes
deben alternarse (i.e. no se pueden tener dos entradas o salidas consecutivamente) el
namero de veces que el proceso entra al estado debe ser igual al nimero de veces que
el proceso sale de ¢l o diferir tan sélo en uno. Esta diferencia posible de 1 al final
causarfa unerror despreciable va que conforme el tiempo tiende a infinito, la diferencia
de 1 tiende a cero por lo que a largo plazo las dos tasas deben ser iguales.

El conjunto de ecuaciones que expresan este principio se denominan ecuaciones
de balance para el estado n. Si se construyen las ecuaciones de balance para todos los
estados en términos de probabilidades Pn desconocidas entonces puede resolverse este
sistema de ecuaciones para encontrar estas posibilidades. Las ecuaciones de balance
para ¢l proceso de nacimiento ¥ muerte se muestran en la tabla 1. El proceso de
resolucion de estas ecuaciones es resolver, en términos de una de las variables siendo
Po la més conveniente, De donde se usa la primera ecuacion con el fin de resolver Py
en términos de Po. entonces se usa este resultado en la segunda ecuacién con el finde
resolver P2 en términos de Py y asf sucesivamente, Al final se tendrian n+ 1 variables
por resolver con solamente n ccuaciones por lo que nos faltarfa una ecuacién para
poder resolver este sistema de ecuaciones. Sin embargo puede utilizarse el
requerimiento de que la suma de todas lus probabilidades debe ser igual auno y de esa
forma evaluar P. Este procedimiento se desarrolla en la pagina 17.
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Estado Tasa de entrada = Tasa de salida
e Py = XNPo
! AgPg + MR = v+ ) Py
2 AP+ R =On s ) Py
n Mooz Pzt P =0+ oy ) Py
n Noct Pactt Py Praa =N+ g DR,

8i se aplica el procedimiente descrito anteriormente se obtienen

®

los siguientes resultados

Estado

Q P,=-)\—°Pu

A 1 M M Xoop
1 s B=ZL P ¢ P - A Py) =P = 2 loop,
3 e }-‘1‘“” oo N Ha B,
Az 1 A2 XM Mo p
2 + BR= — P ¢+ —( R - NR =2 P = 21 _T0 Py
LT Ha Fah 1A B Bapa By
M- b Mg MoaemRo B
a1 Ro= 2BR L, Lo po o n p oy = 2otp = Iniee2rmfo Py
n H n k. n-1'ney n-2'n-2 [T n TN oy
_ 1 N R e
n R4 _“_n Box Jm CHAPy = MaaRy) =0 f = Dm0 P
n+1 n+t

Foss L
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Con el objeto de simplificar la notacion sea

Para =12,
n

Por lo tanto las probabilidades de estado estacionario son:

R =C,P

n Po Para n=l,i

Debido a que:

o
LRt
n=0

Por lo tanto:

el
¥ oc,pe =1
n=0

o o
- P,,.P,,zcn=l=o[n£c,,]

n=t n=1
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Si s es el wimero de servidores entonces Lq es:
]
Lq= Z (n-8) B,
n=0

De la relacién entre L y W obtenemos

W=t
By

Estos resultados se han obtenido bajo la suposicidn que X n Y M, tienen valores tales
que en realidad el proceso puede alcantar una condicidn de estado estacionario. Esto

siempre se cumple si

A,= @ para algun valor de n

Y no se cumple si
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Los modelos de colas que probablemente se usan con mayor amplitud son los que
se basan en el proceso de nacimiento y muerte, debido a las hip6tesis 1y 2 las llegadas
de clientes al sistema se describen de acuerdo con la distribucién Poisson mientras que
‘el tiempo de servicio se describe de acuerdo con una distribucién exponencial. Es
frecuente que la tasa media de llegadas y la tasa media de servicio sean constantes para
un sistema de colas sin importar el estado del sistema. Si en el sistema la tasa mdxima
de servicio es mayor que Ia tasa media de llegadas es decir cuando

El sistema alcanzard una condicién de estado estacionario y se podrén aplicar los
resultados obtenidos para estado estacionario del proceso de nacimiento y muerte
como se muestra a continuacién. En las figuras4y 5 se muestran los diagramas de
tasas para este modelo en particular para el caso de un sélo servidor y el caso de varios
servidores respectivamente,

A A A AN A
/A N8
L

B H

Fig. 4 Diagrama de tasas para un servidor y No® N b 14
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Fig. 5 Diagrama de tasas para varios servidores ¥y X " N\ [o° 22

Resultados para el caso de un servidor (s=1)

n
Cy= _:l_) = pn

Pn= A" Py
1
Pa= -
10+ Z "
n=1
== -1
= (XM
n=0
1
& .0 ! para [X| <1 entonces Ui Pz s1ep
s ¥ "= T A
n=0 n=0
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Por lo tanto P, = M- £) para n=0,1,2,uu
[==]
L= ¥ npna- p
=

"i d
=(1- p)p =M
n=0dp

d "
=(1- p)yp = E v
{ ! dp ( ’ :I

n=0

d ! )
=(1= L[ —
¢ P)PdP(I_P

[2=]
Lg = E -1 P,
n=1
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TR p
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2
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Lq=
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Resultados para el caso de varios serwvidores
n
Cu= Ol para n = 1,2uuugs
n n!
oo Ooyf L)'H: 00" paran=s, s
nT Y s{ g g%
s-1 s @ n-s
.= 1 [ Z [EN S A ) ¥ ()
e o 5! — _*SH
=0 n=s
s n s 1
= 1 [ Z O/ L O
nt s! 1 -( by
n=Q ﬁ
n
(6302 Py sSi0<ngs
n!
P = b
(e.X80) P sl N2 s
Sens 2 -
@
Ly = Z (0 ~s) Py

n=s

@ =3 s

Z.ipsﬁ = ZJ——()‘/“) IR
s!

J=e J=e

s o
Oy d i
s! pDD dp ( EFJ )
i=e

s 1
- By v g( )
Ll ey W vy
_ Pl
st (1- g2
wq=LCl H y;:w‘:‘*l_
N H
1 A
L= A( Hg+—)=1Lg+
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1.4 Conclusiones

La teorfa de colas provee un camino para lograr un balance econémico entre el
costo de servicioy el costo asociado con la espera de este servicio. Podemos describir
cualquier sistema de lineas de espera mediante sus 3 caracterfsticas principales: la
llegada, la cola y el servidor de tal manera que sea posible la formulacién del modelo
de colas. El objetivo de 1a formulacion es obtener informaci6n confiable sobre algunas
medidas de desempeno del sistema.

La mayoria de los sistemas de colas establece la hipdtesis de que la llegada de los
clientes al sistema y la salida de ellos ocurren de acuerdo con el proceso de nacimiento
y muerte, para estos sistemas siempre que la tasa maxima de servicio sea mayor que la
tasa media de llegadas, el sistema alcanzard un estado estacionario y se podrén aplicar
los resultados obtenidos para estado estacionario del proceso de nacimiento y muerte.
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Capitulo 2: Distribuciones de probabilidad

2.1 Introducciéon

Las caracteristicas de operacion de los sistemas de colas son determinadas en gran
parte por dos propiedades estadisticas; la distribucion de probabilidad de los tiempos
entre llegadas o distribucién del nimero de llegadas de clientes y la distribuci6n de
probabilidad de los tiempos de servicio.

Para los sistemas reales de colas esta distribucién puede tomar casi cualquier forma;
sin embargo para plantear un modelo de teorfa de colas como una representacién del
sistema real se necesita especificar 1a forma supuesta de cada una de estas
distribuciones.

Una distribucién de probabilidad describe el comportamiento de una variable
aleatoria. Con frecuencia las obscrvaciones generadas por experimentos estadfsticos
tienen en general el mismo tipo de comportamiento: en consecuencia las variables
aleatorias asociadas a estos experimentos pueden ser descritas esencialmente por la
misma distribucién de probabilidad y por consiguiente pueden representarse mediante
unasola formula, de hecho se necesitan de unas cuantas distribuciones de probabilidad
importantes para describir la mavor parte de las variables aleatorias que se encuentran
en la préctica. Sobre estas bases se tratarin a continuacién las distribuciones de
probabilidad més importantes en la teorfa de colas.

2.2 Distribucién Poisson

Una distribucion Poisson es una distribucion de probabilidad discreta que
pronostica el nimero de llegadas en un tiempo dado. La distribucién Poisson incluye
las siguientes propiedades:
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1,- El niimero de resultados que ocurren en un cierto intervalo de tiempo o en una
regién especificada es independiente del nimero que se tiene en cualquier otro
intervalo,

2.- La probabilidad de que un sélo resultado ocurra durante un lapso muy corto o
en una regién pequeia es proporcional a la magnitud del intervalo de tiempo o al
tamano de la regién y depende del nimero de resultados que se produzcan fuera del
intervalo considerado.

3.- La probabilidad de que ocurra mds de un resultado n un breve lapso de tiempo
o de que caiga en una pequeda region es despreciable.

Ladistribucién de probabilidad de la variable aleatoria de Poisson X, que representa
el numero de resultados que se producen en un intervalo de tiempo dado o en una
regi6n especifica, es:

g PO S

plxsu)=

a!

Donde u eselnidmero promedio de resultados que ocurren enelintervalo de tiempo
dado o en la regi6n especificay e =2.71828

La media de la distribucidn Poisson es igual a E(x)

@

TR
E(x) = E € }J“ =p

x=Q x!

La variancia de la distribucidn Poisson es igual a E(2) - j.lz
oi=E(x2) - p* = E(@) - Ex) + p-p?
SEOx(x~)] + g pt
@
como Elx{x-1)= Z e P pt o T
*=0 x!

en consecuencia oi= pre g op?

=p
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La figura 6 muestra el histograma de la distribucién Poisson con media = 1. Es decir
muestra la distribucién de probabilidad para un sistema que tiene como promedio la
llegada de un cliente por unidad de tiempo. Como se expuso anteriormente la unidad
de tiempo puede ser de cualquier magnitud: un dia, una semana, un mes o incluso un
afio . Si tomamos como ejemplo que el promedio de llegadas es de un cliente por
minuto en el histograma podemos observar que la probabilidad de que en un minuto
no llegue ningidn cliente es de 36.8%y la probabilidad de que lleguen 6 clientes en un
solo minuto es pricticamente despreciable. Estos valores se obtienen de la formula de
la distribucién de probabilidad.

probabitidad
| 1
| !
03 i
| i
: i
0,2:’
0,1 ( |
0 I w—
0 1 | 2 3 | 4 | &
| Fin)| 0388 | .0,388 | 0184 0081 . 0,015 0,003
numero esperado de llegadas
W P(n)

Fig. 6 Distribucion Poisson con media~1
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Se puede observar enlafigura 7 los histogramas de tres distribuciones de probabilidad
de Poisson. Se puede abservar que para los valores con media =1y media =2 la mayor
parte de las probabilidades se concentran alrededor de 0,1,2,3 y ademds existe una alta
probabilidad de que ocurran cero legadas. A medida que aumenta el valor de lamedia
12 forma de la distribucién cambia hacia una forma mds simétrica y la probabilidad de
un mayor nimero de llegadas aumenta. También se puede apreciar cémo la
distribuci6n Poisson se va asemejando a una distribucion normal aunque sesgada hacia
un lado.

Probabilidad

4

{
|
ol . : ; .
0 1 2 3 4 5 6 7 8
numero esperado de liegadas

— Medias —— Media=2 Media=3

Fig. 7 Distribucién de probabilidad
Poisson
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2.3 Distribucién exponencial

La distribucién exponencial a diferencia de la distribuci6n Poisson es una
distribucién de probabilidad continua. La distribucién exponencial se ha aplicado
ampliamente en la investigacion de operaciones, en particular para describir el tiempo
entre llegadas de clientes o ¢ tiempo entre servicio de clientes. Las distribucién
exponencial pose las siguientes propiedades:

1.- Es una funci6n estrictamente decreciente. A medida que el tiempo aumenta la
probabilidad de que haya ocurrido una llegada se aproxima a 1, por lo tanto, no s6lo es
posible si no probable que el valor que adquiera la variable aleatoria T sea menor que
la mitad del E(T) que un valor cercano al valor esperado de T.

Un sistema de colas en el cual el tiempo de servicio es esencialmente idéntico para
cada cliente con s6lo pequeiias desviaciones de la media no se ajustard adecuadamente
ala distribucién exponencial debido ala propiedad citada anteriormente. Sin embargo
cuando las tareas especificas requeridas para proporcionar el servicio difieran segin
cada cliente, aunque la naturaleza de! servicio sea la misma, como consecuencia los
tiempos de servicio diferiran continuamente de la media ya que , aunque el servicio
requerido con frecuencia sea breve, en ocasiones éste podré ser extenso, De hechopara
el célculo de la media de la distribucién expc ial son esy

P

criticos los

valores de la cola de la distribucién, de tal manera que si se omitieran, la media de la
distribucién se reducirfa considerablemente. Para este tipo de sitvaciones de servicio
se ajusta bastante bien la distribuci6n exponencial.

2.- Carencia de memoria. Para los tiempos entre llegadas esta propicdad describe
lasituacién comiin. enla que el tiempo hasta la siguiente llegadano esinfluido en forma
alguna por el hecho de cuindo ocurri6 la llegada anterior. Paralos tiempos de servicio
tal suposicion tiene la importante implicacién de que la variable aleatoria no
"envejece”. Esto significa que si un cliente ya lleva 10 minutos recibiendo servicio la
probabilidad de que requiera 2 minutos mas de servicio es igual a la que si ya llevaba
20 minutos recibiendo servicio. En otras palabras un cliente que acaba de empezar a
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recibir servicio nova a"tardar" mas ensalir que otroque yalleve més tiemporecibiendo
servicio.
La funcién de densidad de la distribucidn exponencial con pardmetro alfay variable

aleatoria X es:

e para x>@

flx)=
en cualquier otro caso

la media de la distribucidn exponencial es igual a

4 ©
va
p=Ew= J.x-f(x)dx = J'x te -
e ]

la variancia de la distribucion exponencial es igual at

ot = Epa)- p?

©
=X/
como Ety = J.x"-% e / dx s 2ad
Q
entoncest

ot =2¢*-g* = a?
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Las propiedades de la distribucién exponencial se pueden apreciar graficamente en
las figuras 8 y 9. En la figura 8 se puede apreciar como al aumentar la media de la
distribucién exponencial (i.e. a ) la curva decrece con menor rapidez y por lo tanto la
probabilidad de obtener valores mucho mids grandes que la media aumenta. Enla
figura 9 podemos observar que a medida que aumenta t, la probabilidad de unallegada
se va acercando a 1,

2.4 Relacion entre la distribucién exponencial y la
distribucion Poisson

Ladistribucién exponencial y la distribucion de Poisson que se han analizado pueden
considerarse como distribuciones duales va que se puede demostrar que si:

1) El niimero total de eventos que ocurren durante un intervalo de tiempo dado es
independiente del nlimero de eventos que ya han ocurrido previamente al inicio del
intervalo,

2)La probabilidad de que un evento ocurra en el intervalo de t at + at es
aproximadamente proporcional a At para todos los valores de t entonces:

La distribucién de protabilidad del tiempo entre eventos es:
A

fith=re

Y la probabilidad de que ocurran X eventos durante el tiempo T es

_x 3
o= 8" N
n!
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0.8 :[f\\\\

o,e}

1
L— alfast — affas2 alta=3

Fig. 8 Distribucién de probabilidad
exponencial

P(Tet)
1

-/
0,2
o6 | 111652 i26! 3 36| &4 |45
— e
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t

Fig. 9 P(T«t) para una distribuci6n
exponencial con aifa=1
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Es decir si ocurren llegadas de acuerdo con la distribucién Poisson con media=miu
entonces ¢l tiempo entre llegadas serd descrito de acuerdo con la distribucién

exponencial con pardmetro u = 1/u.

2.5 Distribucion normal

En 1733, Abraham DeMoivre desarrallé 1a expresién matemética para la curva
normal y proporcions la base sobre la cual se funda gran parte de la teorfa estadfstica
inductiva. La distribucién normal tiene las siguientes propiedades:

1.- La moda, que es el punto en el eje horizontal donde la curva tiene su méximo
ocurre enx=y

2.- La curva es simétrica respecto a un eje vertical que pasa por la media .

3.- La curva normal se aproxima en forma asintética al eje horizontal a medida que
avanza en uno u otro sentido a partir de la moda.

4.- El drea total bajo la curva y por encima del eje horizontal es igual a 1.

La grifica de la distribucion normal tiene forma de campana como puede
apreciarse enlas graficas delafigura 10. En estas gréficas podemaos apreciar que el drea
bajo la curva para los valores comprendidos entre la media y +/- una desviacién
estdndar es de 68.26, es decir casi el 70% de las variables aleatorias de unadistribucién
normal estarn comprendidos entre la media y +/- una distribuci6n estdndar, De
manera andloga se puede apreciar el drea bajo la curva para los valores comprendidos
entre lamediay +/- 2y 3 desviaciones estindar. Aunque la curva se extiende hacia el
infinito hacia ambos lados de la media para propdsitos practicos se puede considerar
que todas las variables aleatorias se encuentran comprendidas précticamente entre la
media y tres desviaciones estdndar. El 4rea bajo la curva se puede calcular por métodos
numéricos o bien utilizar las tablas con los valores del drea bajo la curva para la
distribucién normal estédndar (i.e. con media =0y desviaci6n estdndar=1) . Parauna
distribucién normal en particular se puede transformar cualquier variable normal X
en una nueva variable aleatoria normal Z con media cero y variancia 1.
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Area bajo la curva normal para
+/- una desviacion standard
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Esto puede realizarse por medio de la transformacion:
Z. = (X-media)/(desviacion standard)

La funcién de densidad de la variable aleatoria normal X, con media p
y variantia o2, es

1 o ~(1/2Nx-p)/oN?
v Ino

o T x <@

nix; By =

La media de la distribucidn normal estd dada por:

@
L2y Wy,
BB 0= o J"e W Wae =y
ER-
-0
La variancia de la distribucidn normal estd dada por:
o
-1/ DM 2
o= Bl b J.(’“P)z WA/ Wy, = gt
vane o

Los sistemas de colas en donde el servicio requerido es esencialmente idéntico
para cada cliente , donde el servidor efectia siempre la misma sucesién de operaciones
y por lo tanto los tiempos de servicio tienden a estar siempre cerca de la media del
tiempo de servicio en general se ajustan a una distribucién normal ya que como vimos
en las caracterfsticas de la distribucion la mayor parte de las variables aleatorias se
agrupan alrededor de la media, ademis de que la probabilidad de obtencr valores
mucho més grandes que 1a media o mucho mds pequeos es casi nula , como se pudo
apreciar en las graficas del area bajo la curva de la distribucién normal. Lo cual se ajusta
aestaclase de sistemas de colas donde es casi imposible obtener un tiempo de servicio
muy por debajo de la media ya que siempre se necesitard una cantidad mfnima de
tiempo para efectuar las operaciones de tiempo requeridas aun cuando el servidor este
trabajando a la velocidad méxima.
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2.6 Distribucion Erlang

Cuando se describid la distribucion exponencial se sugiric que el tiempo requerido
para llevar a cabo ciertas clases de tareas bien podria tener una distribucion
exponencial. Sin embargo es posible que el servicio total requerido por un cliente haga
que el servidor lleve a cabo no s6lo una tarea especifica si no una sucesion de n tareas.
Si las n tareas tienen una distribucién exponencial idéntica con media igual a g,
entonces el tiempo total de servicio tendrid una  distribucion Erlang con pardmetros
g y n. Este serfa el caso si el servidor debe realizar la misma tarea con distribucién
exponencial n veces para cada cliente. Al examinar la funcién de densidad de la
distribucién Erlang el lector se podrd dar cuenta de que es la misma que la de la
distribucion gamma salvo por la restriccion de que n debe ser un entero positive, La
distribucién Erlang ocupa un lugar intermedio entre las distribuciones de tiempo de
servicio constantesy los tiempos de servicio con distribucién exponencial, ya que con
un tiempo de servicio constante se supone unavariacion cero en los tiempos de servicio
mientras que con la distribucién exponencial se supone un grado muy alto de
variabilidad , mientras que la distribucién Erlang llena un campo intermedio entre

estas dos distribuciones.

La funci6én de densidad de la distribuci6én Erlang es:

Lla™ /B x>0
| T

@ en cuaiquier otro case

donde n es un entero positive y g0

ta media de la distribucidn Erlang es fn y la variancia ﬁe
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La distribucién Erlang también es muy Gtil porque es una gran familia biparamétrica
de distribuciones de probabilidad que permiten unicamente valores no negativos. De
donde cominmente las distribuciones empiricas de los tiempos de servicio pueden
aproximarse de manera bastante razonable. De hecho la distribucién exponencial es
un caso especial de la distribucion Erlang con parametro n = I como se puede apreciar
en la figura 11. Si n tendiera al infinito la gréfica de la distribucién Erlang seria una
lnea recta vertical.

— n=18s1 ~—n=2 Bs1 n«3 B«1

Fig. 11 Graficas de 3 distribuciones
Erlang con parametros 8«1 y n=1,2,3
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Bondad de ajuste

Con objeto de emplear una determinada distribucién de probabilidad para un
determinado modelo de lineas de espera, en primer lugar se debe de validar la
distribucién, es decir debemos probar que la situacién real de la linea de espera se
ajusta a esa distribucion. En primer lugar se deben de recopilar datos sobre los tiempos
de llegada y de servicio, posteriormente puede utilizarse una técnica estadfstica
denominada prueba de bondad de ajuste para determinar si los datos se ajustan en
realidad a las distribuciones propuestas.

La prueba de bondad de ajuste estd basada en qué tan bueno es un ajuste entre
las frecuencia de ocurrencia de observaciones en una muestra observada y las
frecuencias esperadas obtenidas de la distribucién hipotética. Es una préctica comitn
referirse a cada resultado posible de un experimento como una celda.

La prueba de bondad de ajuste entre las frecuencias observadas y esperada se basa
en la cantidad:

K

2
. § Gime

i=1 e

En donde X?es unvalor de unavariable aleatoria cuya distribucién muestral es muy
aproximada a la distribucién ji-cuadrada con v=k-1 grados de libertad. Los simbolos
Oi y ej representan las frecuencias observada v esperada respectivamente para la
i-ésima celda.

El niimero de grados de libertad asociado con la distribucion ji-cuadrada utilizada
aquf es igual a k-1 ya que hay solamente k-1 frecuencias de celdas libremente
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determinadas, Esto esuna vez que se determinan las frecuencias de k-1 celdas también
se determina {a frecuencia de ta k-ésima celda.

Si las frecuencias observadas son cercanas a las frecuencias esperadas
correspondientes el valor de X? serd pequeito indicando un buen ajuste. Si las
frecuencias observadas difieren considerablemente de las frecuencias esperadas el
valor de X serd muy grande y el ajuste serd deficiente. Un buen ajuste conduce a la
aceptacién de la distribucién de probabilidad propuesta mientras que un ajuste
deficiente conduce a su rechazo. La regidn critica caerd entonces en la cola derecha de
la distribucién ji-cuadrada.

Para ilustrar lo anterior considerese los datos mostrados en la iabla 2.

0.4842 0.7743 0,003 0.2861 0.4293 3.5625 1.3576 1.3898 0,186 0.7645
0,5169 4.0083 2,9010 0.3846 3.1502 0.1454 0.2003 1.8375 0.3213 0.5031
1.3453  1.2824  0.3356 2.6126 0.1898 2.3656 0.3217 Q.4642 0.8357 0.4828
32007 0.1046 1.8554 3.7800 0.7262 0.4130 0.0697 0.1921 0.0997 1.5550
11263 0.9901  1.0573  1.7021  0.6064 01992 0.2996 2.6232 1.2672 1.B572
1.5163  ©0.2671 0.8¢92 0.0925 1.1577 0.3706 1.0909 3.984k 0.7665 0.0003
0.5867 0.0972 2.1283 0.7344 0.7592 0.26M 1.6561 3,097 0,635 0.5246
1.0258 0.1262 0.719% 2.7047 0.3564 0.2932 0.0180 0.0243 0.0865 0.6333
0.9539  0.6413  1.1526  0.6571 1.8965 2.0048 2.8995 1.8363 0.7495 0.7542
10130 2.1569 0.4815 0.4486 0.1127 2.3316 0.0191  0.0201 0,124 0.0293

Tabla 2

Suponga que estos datos fueron obtenidos de un muestreo de los tiempos de servicio
de un servidor en un sistema de colas y la unidad de tiempo en que fueron tomados son
minutos. El promedio de este conjunto de datos es 1.039 mientras que la desviacién
estdndar de los datos s 1.008 , si se obtiene el histograma de frecuencia relativa de los
datos se podra observar que los datos parecen ajustarse a una distribucién exponencial.
Una vez supuesta la distribucién de probabilidad se debe proceder a realizar la prueba
de bondad de ajuste para comprobar nuestra hipétesis. Primeramente se debe obtener
la frecuencia obtenida por celda para compararla con la frecuencia esperada. Estos
datos se muestran en latabla 3 y en la figura 12.
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Intervalo Frecuencia observada Frecuencia esperada

Dao0s 40 38
05a1 22 24
1a15 12 15
15a2 9 9
2a2b 1 5
25a8 5 3
3a3sb 3 2
365a4 3 1
Mayor a 4 1 2
Table 3 Frecusnciaa ocbasrvadans y ssperadas
en 100 ver i I
AU IO 5t e e B

! i
1a16 15a2 2825 25a3 3a3.5 3.5a 4Mayora 4

wid Observada o Esperada

Fig. 12 Histograma de frecuencia
observada y frecuencia esperada
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Al comparar las frecuencias observadas con las esperadas correspondientes, se
debe decidir si es mds probable que ocurran la discrepancias como resultado de
fluctuaciones en la muestray de que la distribucion de probabilidad de los datos sea
efectivamente la de la muestra o que los datos de la muestra no se comportan de
acuerdo a ladistribucion de prababilidad propuesta. Para un nivel de significancia igual
a a, se encuentra el valor critico de X* de una tabla que contenga los valores criticos
de la distribucién ji cuadrada. Esta tabla se puede encontrar facilmente en casi
cualquier libro de estadistica. Y entonces X*> X% constituye la region critica. Este
criterio de decision no debe ser usado a menos que cada una de las frecuencias
esperadas sea al menos igual a 5. Esta restriccién puede requerir la combinaci6n de
celdas adyacentes, dando como resultado una reduccién en el nimero de grados de
libertad. Debido a esta restriccién y de acuerdo a los valores de 1a tabla se tienen que
sumar los valores de las ultimas cuatro celdas y considerarlas como una sola.

1
1 wesn’, (@2eal | uz-s, (990, (5-5) , y2-8)

*
39 24 15 ? ] 8

XP= 1/39 + 4/24+ Y15 + 0+ @ + 2= 279

":.fs 11,070 para v=5 grados de libertad

En base al resultado anterior se concluye que la distribucién exponencial con
media =1 proporciona un buen ajuste para los tiempos de servicio muestreados.
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2.8 Conclusiones

Laimportancia de las distribuciones de probabilidad radica en que en base a ellas
se va a modelar el sistema de colas. Que este modelo represente adecuadamente a la
realidad dependeri en gran medida en que tan bien las tasas de llegada y servicio se
ajusten a las distribuciones de probabilidad que estamos utilizando en nuestro modelo,
por eso, es fundamental que la persona que esté realizando el modelo tenga un amplic
conocimiento sobre las distribuciones de probabilidad para que pueda seleccionar
adecuadamente aquella que mejor represente el caso especifico que se desee modelar.



Capitulo 3:Simulacién

3.1 Antecedentes

Con el advenimiento de las computadoras digitales a principios de la década de
los cincuenta se han desarrollado una gran cantidad de herramientas analiticas que han
tenido un profundo impacto en el campo cientifico. Una de estas aplicaciones es
precisamente la simulacién cuyos usos y aplicaciones se han extendido
significativamente en los ltimos aios. Un catalizador importante para el auge de la
simulacién en nuestros dfas es la computadora personal que ha puesto sobre un
escritorio el poder de procesamiento equivalente al de 40 de las viejas computadoras
que solfan ocupar edificios enteros y 16 més importante a un costo que puede solventar
cualquier empresa, loque casi nos permite olvidarnos del factor costo cuando se analiza
sies adecuado el uso de la simulacion para resolver algin problema, Indiscutiblemente
la computadora persenal ha jugado un papel destacado en la popularizacién de la
simulacidn por lo que es importante conocer un poco de su historia asl como las
principales tendencias que seguir4n las computadoras personales para la década de los
noventas.

La historia esta salpicada con una vertiente de productos que arriban a un mercado
naciente y cristalizan un nuevo orden en donde las organizaciones instintivamente
alteran su forma de hacer las cosas y la sociedad se ve invadida de nuevas posibilidades.
Estos productos pivotes, generalmente no son los primeros de su clase ni los méas
répidos o grandes, simplemente crean un nuevo sentido en la forma de vida, una vez
que aparecen el planeta, se convierte en un lugar diferente.

Hace una década la IBM sac6 al mercado uno de estos productos a un mundo ansioso
por aprovecharlo, 1a PC (computadora personal por sus siglas en inglés) una caja de
metal color marfil ,llena de cables, circuitos y motores disefiada con un sistema abierto
, es decir estd diseiiada de tal forma que los fabricantes de equipo periférico y
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disenadores de sofiware pueden comprender perfectamente su funcionamiento con el
propésito de desarrollar nuevas aplicaciunes para la computadora y complementarla,
Cientos de companfas hicieron precisamente eso, complementarla, pero el disefio
abierto también generé una nueva serie de computadoras idénticas s6lo que fabricadas
por otras companias.

En realidad IBM nunca intent6 crear una computadora que fuera tan f4cil de copiar,
pero estaba tan apresurada por sacar la computadora al mercado que en vez de
construir todos los componentes y software parala PC en IBM como lo hace para las
computadoras més grandes que fébrica, IBM utilizé a compafas independientes para
que fabricaran algunos componcntes, entre estas companias destacan
fundamentalmente dos: Intel y Microsoft. Intel fabrica los microprocesadores (el
cerebro de la computadora) mientras que Microsoft fabrica el sistema operativo (el
software que controla la interaccién entre los componentes fisicos de la computadora
y los programas de aplicaciones como hojas de célculo y procesadores de palabras).

Como una concesién IBM permitié a estas dos compaiifas poder vender estos
mismos productos a otras compaiifas. La primera compafifa que pudo unir todos estos
elementos y crear una computadora compatible con IBM fue Compaq Computer en
1982; después de Compagq literalmente cientos de fabricantes comenzaron a producir
PC's compatibles, las que obviamente arrancaron a IBM una buena parte del mercado.
La competencia y los avances tecnologicos han provocado una espectacular reduccién
en los precios de las computadoras personales. En 1981, ajustando las cantidades de
acuerdo ata inflacién, la computadora personal de IBM tenfa un costo de 2,665 délares
en los Estados Unidos .en 1991 con la misma cantidad de dinero se puede adquirir una
computadora con 35 veces més poder de procesamiento, 1,200 veces ms capacidad de
disco, un monitor a colores con alta resolucién y mas. De hecho la industria de las
computadoras es la industria que posee el mayor nimero de empleados con algin
doctorado por metro cuadrado y el precio de sus productos se asemeja cada vez més al
de los frijoles.

Las computadoras personales fueron sin duda alguna el segmento de mercado de
computadoras que mds destaco en {os ochentas, creciendo pricticamente de nada hasta
legar a ocupar el 39% del mercado de computadoras. Durante la primera mitad de la
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década obtuvieron un asombroso crecimiento de un 709 anual, aunque para lasegunda
mitad de la década baj6 a un 24% anual. Segin los analistas se espera que este sector
se siga expandiendo a un 139 anual para la década de los noventas. En diez afios la
industria de las computadoras personales se ha convertido en una industria con ventas
anuales de 100,000 millones de d6lares.

Millones de unidades en uso
70

A s P A L ¢ L i

o "
1981 ‘83 ‘86 ‘87 ‘89 91

Fig. 13 Computadoras de uso personal en
los Estades Unidos

A pesar de esto la revolucion apenas ha comenzado, pronto hardn su arribo al
mercado, computadoras que puedan leer documentos escritos a mano, mientras que
otras podrdn reproducir y editar imédgenes de video. Los fabricantes de
semiconductores serdn capaces de reducir pricticamente todos los circuitos de una
computadora personal a un soto chip no més grande que el tamafio de una moneda.

Una computadora precursora de lo que podrfan ser las computadoras personales en
fos noventas es la Next, disefiada por Steve Jobs -co fundador de Apple- quien define
los ochentas como la década de la computucién personal y espera que los noventas sea
la década de 1a computacién interpersonal. La computadora Next fue diseiiada con un
concepto de red en mente, estdn fabricadas para que Ia gente pueda realizar su trabajo
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en equipo, por ejemplo empleados en diferentes oficinas podrdn compartir
documentos utilizando la computadora en vez de utilizar el teléfono y el fux, Las
computadoras Next disponen de circuitos especiales que les permiten manipular e
intercambiar imdgenes fotograficus, de video y sonidos, asi como nimeros y textos.

IBM y Apple se ha unido con el objeto de crear el estindar de las computadoras
personales en los noventas, en donde ambas compaitias controlarin los derechos de los
microprocesadoresy los sistemas operativos. La computadora que IBMy Apple tienen
en mente serd capaz de enviar documentos animados (amalgamas de imdgenes,
sonidos, nimeros v textos que llevan consigo mismo los programas que necesitan para
trabajar) el receptor no sélo verd este material en sus pantallas, si no que podra
modificar Jas hojas de cdlculo. editar texto, dictar comentarios aunque su computadora
no tenga los programas que crearon los documentos animados. Con estas nuevas
herramientas el uso de la simulacién serd cada dfa mds frecuente.

La simulacién se originé en los trabajos de John Von Neumann y Stanislaw Ulam
durante la Segunda Guerra Mundial, cuando se enfrentaron aun problemade blindaje
nuclear, que era demasiado costoso para la experimentacion y demasiado complejo
para el andlisis, Los dos matematicos dieron una solucidn que equivalia a someter el
problema a una ruleta. Paso a paso las probabilidades de los diversos acontecimientos
se unieron en una imagen total que dio una solucion aproximada aunque préctica del
problema.

Von Neumann di6 el nombre clave de "Montecarlo” a sus trabajos. El método
Montecarlo que en realidad es el estudio de las leyes del azar, tuvo tanto éxito en los
problemas de blindaje nuclear que mis tarde su popularidad se amplio y se incluyé en
el drea de investigacién de operaciones. La simulaci6n es el proceso de disenar y
desarrollar un modelo computarizado de un sistema o procesoy conducir experimentos
con este modelo con el proposito de entender el comportamiento del sistema o evaluar
varias estrategias con las cuales se puede operar el sistema.

Esencialmente el método de simulacién leva a cabo experimentos con los datos de
entrada de la muestra y no con todo el universo va que ésto Gltimo requeriria mucho
tiempo, tendrfa muchos inconvenientes y serfa muy costoso.
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El método Montecarlo comprende la determinacién de la distribucion de
probabilidad de 1a variable de que se trata para obtener luego una muestra de esa
distribucion mediante nimeros aleatorios para obtener los datos deseados. El método
se usa para resolver problemas que dependen de la probabilidad, en que la
experimentacion fisica es impracticable y donde es imposible 1a creacion de una
férmula exacta. Basicamente se estudia una prolongads secuencia de pasos o
acontecimientos, cada uno de los cuales se relaciona con una determinada
probabilidad. Podemos escribir farmulas matemiticas para 'a probabilidad de cada
paso 0 acontecimiento, peroa menudo nos vemos imposibilitados para escribir una
ecuacion que sea 1til para las probabilidades de todos los pasos 0 acontecimientos.
Cualquier problema de lineas de espera es un candidato logico para el método de
simulacion Montecarlo, porque tanto los tiempos de tlegada como de servicio pueden
simularse cuando son probabiflisticos y se conocen sus distribuciones.

3.2 Etapas para realizar un modelo de
simulacién

El primer paso en un estudio de simulacion consiste en la identificacion del
problema, implica la recopilacién de datos que describen las diferentes variables de
entrada, la identificacién de los limites o cotas del sistema, la definicién de los
componentes del problema ,sus interrelaciones . las medidas de efectividad que se van
a utilizar para definir y estudiar el sistema y los resultados que se esperan obtener del
estudio. :

La segunda etapa del proceso de simulacion es la formulacién del modelo. se
refiere a construir el modelo de simulacidn v a definir los procedimientos estadfsticos
que se utilizardn para aplicar el modelo. Dado que la simulaci6én implica llevar a cabo
experimentos muestrales en un modelo del sistema del mundo real, los resultados que
se obtienen son observaciones muestrales. El objetivo del andlisis estadistico es
asegurar que el problema se aborda en forma adecuada desde el punto de vista
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estadfstico, es decir que el nimero de condiciones y casos del modelo que se examina
sea suficiente para obtener inferencias estadisticas validas a partir de los resultados.

Latercera etapa es la validacion del sistema, Esta etapa es de particular importancia
ya que aunque dispongamos del sistema de computo mds sofisticado en el mercado,
mientras le alimentemos basura lo dnico que nos podra dar serd méas basura. Por esto
el validar el sistema consiste e¢n asegurarnos de que las entradas al modelo de
simulacién sean las adecuadas y que el modelo responda a esas entradas de manera
similar al problema real. A través de esta etapa es posible detallar las deficiencias en
la formulacién de! modelo o en los datos alimentados al modelo. Las formas miés
comunes de validar el modelo son:

« La opini6n de expertos sobre los resultados de la simulacién
o La exactitud con que se predicen los datos historicos

o La comprobacién de falla del modelo de simulacién al utilizar datos que
hacen fallar al sistema real

o La aceptacion y confianza en el modelo de la persona que hard uso de los
resultados que arroje el sistema de simulacién

Si un modelo determinado nv simula en forma adecuada la respuesta del sistema
real, entonces resulta necesario volver a examinar las dos primeras etapas con el objeto
de identificar los factores o relaciones que no se hayan considerado.

Una vez validado el sistema el posible comenzar la experimentacién det modelo que
consiste en generar los datos deseados y en realizar el andlisis de sensibilidad de los
fndices requeridos. Posteriormente se interpretardn los resultados que arroja la
simulacién y en base a esto se toma una decision. Es obvio que la computadora en si
no toma la decisién si no proporciona la informacién necesaria para tomar mejores
decisiones y por ende obtener mejores resultados. Es importante que
independientemente de cual sea el lenguaje de computacion utilizado para realizar la
simulacién, los datos que se obtengan del sistemna sean semejantesya que los programas
son Gnicamente herramientas para obtener la informacién necesaria para tomar las
decisiones. Entre los lenguajes més populares se encuentran el FORTRAN, BASIC,
PASCAL, etc. y también se cuenia en la actualidad con algunos paquetes disefiados
especialmente para la simulacién como el GPSS simula, simscript, etc.



simulacién

I3ENTIFICAR IL HIOILINA

AICOPILAL 105 DATOS CISCIIRTIVOS
DIFINED COMPONINTIS T SNTEIRILACIONES

—

TLANTZANIENTO DEL
L

W
CONSTRULL ¥ORILD
DIL SISTEAs

L

VALIDACION DEL
HaPILO

l‘;

IXPIRINENTACTON

SINERAD [N1RaCaS
IN Lo SiSTIwa

LLEVAR 4 CARD
L4 SIMuLACEOR

BESULTADLS
1 ML OTILAR
ESTADISTICAS CE
OPEXACION

1 34 INSAYADD, ST AR T5tUDIAT0
Ne /" KL wosEls LO s T0DAS 145 LOKRY~ L]
SUFICIINIL TARA CIONES QUL ST 3I-

It ONJUNTQ DEFI- aN 2T AODELO

NIRQ 31 COMDECIONIS

HACEL CAN

AE6LAS BT DICISION
TASANTI20S DEL MODILO
ISTAuCTuRa DIL
SISTENS

INFERINCIA
IXTIALN (ONCLY-
STIONES CON Jasl
EN 10§ 2AT0S BT
1h SIRVLALION

Fig. 14 PROCESO DE nODELOS DE SINULACION

48



simulacién 50

3.3 Generacion de numeros aleatorios

La puesta en préctica de un modelo de simulacién requiere de niimeros aleatorios
paraobtener observaciones aleatorias a partir de distribuciones de probabilidad. Estos
nimeros aleatorios se deben ajustar a una distribucién uniforme y tos podemos obtener
de diversas formas. La primera forma es obtenerlos de tablas de nimeros aleatorios
como las publicadas por la Rand Corp. Este método implica la utilizacién de un
dispositivo magnético en donde hayan sido grabados previamente estas tablas para que
la computadora pueda obtener los nimeros cuando los necesite. Este método es poco
préctico debido a que primero se necesita de una persona que teclee toda la tabla en
la computadora para grabar los nliimeros en el dispositivo magnético. Adin suponiendo
que consigamos el dispositivo magnético con los nimeros, el tiempo que tarda la
computadora en leer los datos del disco es mucho mayor al que tardarfa, si la
computadora fuera capaz de generar los ntimeros aleatorios ella misma. Debido aesto,
se han desarrollado varios metodos matematicos que utilizan férmulas recursivas para
generar los nimeros aleatorias, Estos métodos son bastantes eficientes. Es necesario
aclarar que los ndmeros generados a través de este método en realidad son nimeros
pseudoaleatorios, por ser una sucesion de nimeros generada por una regla puramente
deterministica. La mayoria de los lenguajes de computaci6n cuentan con funciones que
generan nimeros aleatorios de esta forma por lo que el programador en vez de utilizar
directamente la férmula recursiva utiliza la funci6n que genera los niimeraos aleatorios.
Los nimeros pseudoaleatorios deben de poseer ciertas caracterfsticas deseables que
aseguren o aumenten la confiabilidad de los resultados obtenidos en la simulacién.
Tales caracteristicas son:

o Uniformemente distribuidos

o Estadisticamente independientes

@ Reproducibles

o Que tengan un perfodo largo sin repeticién
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3.4 Pruebas estadisticas para los nimeros
pseudoaleatorios

Es importante asegurarse de que los nimeros pseudoaleatorios que genere la
computadora cumplan con las propiedades descritas anteriormente, ya que cualquier
deficiencia que presenten repercutira directamente en las variables aleatorias no
uniformes que se generen a través de estos nimeros. Por consiguiente se realizardn a
continuaci6n tres pruebas estadisticas que han sido desarrolladas para probar la
aleatoricdad de los nimeros pseudoaleatorios.

Los niimeros aleatorios que se muestran en la tabla 4 han sido generados por medio
de la siguiente férmula recursiva y utilizando como semilla a 0 es decir Xo=0

Xn+1 = Parte fraccionaria de (Pi + Xn)s

0.019684 0727971 0.581599 0.446543 0,764263 0.036694 0.313883 0.651050 0.711095 0.827395 0.915004 0.523573
0.406518 0.323699 0.688419 0,139091 0.033497 0.686383 0.951778 0.226387 0.358589 0.430539 0.617628 0.740171
0.344262 0.705836 0.049884 0.099454 0.623999 0.123254 0.949079 0.442398 0.336221 0.782038 0.909360 0.903381
0.876116 0.869129 0.797582 0,476302 0.840797 0.657159 0.051243 0.805349 0,864031 0,219743 0.,101106 0.536549
0.197397 0.026656 0.224960 0.441211 0,358158 0.032306 0.081209 0.670984 0.550850 0,387044 0.060355 0.566984
0.514134 0,933589 0918679 0.506783 0.168458 0.349998 0.939670 0.329531 0,907138 0.914669 0.070304 0.829221
0.183030 0.174202 0.810151 0.704948 0.077366 0.603005 0,251484 0.747481 0.673936 0.674742 0.529547 0.813918
0.306848 0.656369 0.229602 0,430999 0.992199 0099138 0449965 0.605674 0.879382 0.105602 0.028876 0.345009
0.242527 0.8426%2 0.042083 0.075450 0.575637 0.737165 0.937582 0.436817 0.746757 0.846459 0.051259 0.813304
0.555763 0.965619 0.787534 0.441214 0.360171 0.543778 0.838330 0.185252 0.532876 0,843016 0.450999 0.485725
0.832919 0,788426 0.981303 0.275527 0.909372 0.918861 0.755897 0,342040 0.052878 0.655847 0.686868 0.472344
0.456933 0.425091 0.195634 0.931917 0.615749 0.855117 0.617882 0.993671 0.249828 0.650737 0,387406 0.340384
0,819535 0,201713 0.715707 0.920098 0.438146 0.837003 0.8943%0 0,893956 0.318840 0.195115 0.609798 0.954002
0.351791 0.273886 0.791826 0.566736 0.280153 0.071245 0.329554 0.924398 0.302263 0,423364 0.785413 0.916653
0.757947 0.710428 0,092719 0.923%42 0,679288 0.362219 0.085152 0,802693 0.645622 0,111956 0.575028 0.155857
0.844276 0,040061 0,035253 0.579275 0.216215 0.854140 0.550086 0.477126 0.051266 0.045823 0.998531 0.372851
0,145939 0.016475 0.128525 0.953044 0,005236 0.578458 0.434244 0.639792 0.133415 0.757648 0,364444 0.764334
0.118922 0.494635 0.704689 0.793426 0.482956 0.561746 0.574536 0.685680 0.411100 0.943379 0,604361 0.585076
0.793967 0,132571 0.272214 0.654877 0.678040 0032839 0.351887 0.344H35 0.114430 0,943376 0.600305 0.600460
0.752598 0,542524 0.682839 0.153270 0.317360 0.134435 0,344421 0.808794 0.052007 0.202111 0.964161 0.714164
0.213085 0.847959 0.285259 0.581583 0.431253 0.199106 0,089284 0.048512 0.388703 0.347320 0.952605 0.387318

Tabla 4
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0.272833 0,075326 0.508991 0.353531 0.570149 0.512575 0.542339 0.512561 0.529467 0.741891 0.299141 0.231399
0.593024 0.491348 0.837106 0,023793 0.785164 0.620401 0.512542 0.512977 0.90110 0.839244 0.705466 0.664320
0,773466 0.796508 0.184300 0.950117 0.896743 0019862 0.816521 0496973 0.751048 0.762129 0,555909 0,102448
0.278751 D.111030 0.056417 0.502271 0.408154 0.620549 0.661179 0,246413 0.396749 0.624436 0,562341 0.134161
0.186989 0.597987 0331455 0.305233 0.515868 0,483181 0.755984 0.442451 0,3803%0 0.921811 0,771730 0,759370
0.356158 0.533622 0,523118 0.996105 0.814049 0.467225 0,103451 0,834946 0.320358 0.283976 0, 697968 0.464342
0,662305 0.423975 0.293524 0.308351 0.720562 0.307421 0.061902 0,380682 0,146503 0.346269 0,174534 0.010551
- 0.193344 0.513332 0.217716 0.809128 0.458702 0.909416 0.978797 0.658421 0.346762 0.517766 0,183426 0.416101
0.958630 0.877067 0.109454 D.175123 0.366566 0.364119 D.79¢087 0.677337 0.285265 0.585981 0,£66332 0,648822
0.409495 0.685957 0.483823 0.309585 0.595242 0.651011 0.670509 0.049860 0.087123 0.872591 0.284B45 0.29%6¢122
0.115620 0.889279 0.130592 0.136569 0.575234 0.352202 0.57%886 0.802316 0.18904% 0.861214 0.601020 0.3M749
0.062093 0.481293 0.127362 0.2688824 0.044588 0,361679 0,678596 0.62¢841 0.970105 0.185058 0.414180 0.421405
0.219731 0.093297 0.240283 0.373057 0.303213 0.091654 0,341228 0.455275 0.036026 0.973115 0.492563 0.896143
0,222175 0.655489 0,314105 0.809731 0.193178 0.410899 0.803241 0.308922 0.124818 0.838419 0.469513 0.997969
0.234111 0.351100 0.759343 0.325647 0.094457 0,875586 0,179340 0.924988 0.108953 0.895416 0.256840 0.308494
0.821555 0.691400 0.351612 0.939940 0.525599 0.236329 0,792610 0.505049 0.850024 0.071658 0,549282 0.931101
0.493262 0.505840 0.559838 0.782140 0.030283 0.056135 0354871 0.571172 0.483961 0.429126 0.468409 0.108568
0.620958 0.143310 0.483840 0.324687 0.401087 0.032803 0,333393 0.716567 0.871839 0.308550 0.851044 0,380618
0.097191 0.377397 0.622847 0.965444 0.538933 0.381966 0,135334 0,862634

Tabla 4 (continuacién)

A estaserie de mimeros pseudoaleatorios se le aplicarin las pruebas estadfsticas
para demostrar su aleatoriedad.

3.4.1 Prueba de los promedios

Conociendo los pardmetros de la distribucion uniforme en el intervalo (0,1) (i.e
media=05 y variancia=1/12) es posible plantear una prueba de hip6tesis de
promedios con la cualse trata de probar que los nimeros pseudoaleatorios provienen
de un universo uniforme con media=0.5. Para la realizacién de esta prueba es
necesario obtener la media de los niimeros pseudoaleatorios para determinar el valor
estadistico Zp utilizandola siguiente expresion:

(% - 5™

2g = —————

iz

2
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Obteniendo el estadistico Zg para los nimeros pseudoaletorios mostrados en la tabla
4 obtenemos:

(.4970 = .5) {500

e

-.2333

st Zg] < 22 entonces se puede aceptar la hipdtesis de que los némeros psevdoaleatorios provienen

de una distribucidn uniforme con media = 0.5. Con un nivel de significancia @ del 20y Zgso tene un
valor de 1.645 por lo tanto aceptamos la hipdtesis.

3.4.2 Prueba de las frecuencias

La prueba de las frecuencias consiste en realizar la prueba de bondad de ajuste que
se expuso en el capitulo de distribuciones de probabilidad. Utilizando los nameros
pseudoaleatorios mostrados en la tabla 4 obtenemos el siguiente histograma de
frecuencias relativas de la figura 15.

0 : !
OQa.t1a.22a.33a.44 a .85a .66 a.7.7 a .88
Observada 51 &0 36 ' 66 47 | 656 ' 53 ! 43

'

Esperada 50 &0 50 50 : 50 : 50 ° 50 : 50 °

i Observada 4. Esperada

Fig. 186 Frecuencla esperada contra
Frecuencia observada en 500 numeros
pseudoaleatorios
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Calculando el estadfstico ji-cuadrada obtenemos

1 1
)(.1 = 515017, (50-50)", (36-507 , (65-50), 47-50"
50 50 50 50 se

.3 - 2 - 1 2
+ (56-507, (53-50)% UI-50)", (54-507, ¥5-50)
se S0 50 So se

= Q.22+Q.04392+4,50+0.18+0.72+0.18+098+0,32+2.50=11,32

2
quz con 9 grados de libertad= 14.684

por lo tanto los nimeros pseudoaleatorios se ajustan a una

distribucién uniforme en el intervalo (@.1)
3.4.3 Prueba de Koimogorov-Smirnov

E! procedimiento de Kolmogorov-Smirnov prueba la hip6tesis de que la
distribucién acumulada de una variable aleatoria x es Fo(x) . Para probar la hipotesis
se necesita determinar la distribucién acumulada de la muestra de nimeros
pseudoaleatorios la cual se denota como Fp(x) y posteriormente se compara con la
distribucién acumulada hipotética Fi(x). Es evidente que si Fqo(x) y Fo(x) difieren
demasiado entonces los niimeros pseudoaleatorios no se ajustan a una distribucion
uniforme en el intervalo (0,1). En la figura 16 se graficé la frecuencia acumulada
hipotética contra la frecuencia acumulada observada. El intervalo en el cual se grafic6
corresponde a los valores de 0.04 a 0.078 de la frecuencia acumulada hipotética. Enla
gréfica se observa como s6lo existen pequefias diferencias entre la frecuencia
acumulada observada y la frecuencia acumulada esperada; sin embargo es necesario
calcular el estadfstico Kolmogorov-Smirnov para probar la hipétesis de que la
distribucién acumulada de los nimeros pseudoaleatorios efectivamente es Fo(x).

La aplicaci6n de esta prueba requiere de los siguientes pasos:
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—— Fn{x) —=Folx)

Fig. 16 Fn(x) va Fo(x)

Ranga de in grifica (0.04 2 0.078)

1.- Ordenar los niimeros pseudoaleatorios en orden ascendente.

2.- Calcular la distribucién acumulada de los nimeres generados con la siguiente
expresién:

Fa(x)}=i/n
donde i es la posicidn que ocupa el numero Xj en el vector obtenido en el paso anterior
3.~ Calcular el estadistico Kolmogorov-Smirnov del modo siguiente
Dn=max Fn(Xj)- Xi paratoda X;

Si Dn<dn con un nivel de significancia alfa entonces los niimeros pseudoaleatorio
se ajustan a una distribucién uniforme en el intervalo (0,1). Para los nimeros
pseudoaleatorios mostrados anteriormente Dy =0.025759 mientras que dy con un nivel
alfa del 10% es de aproximadamente 0.072895 por lo que estos nimeros
pseudoaleatorio se ajustan a una distribucién uniforme.
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3.4.4 Prueba del coeficiente de autocorrelacion

El coeficiente de autocorrelacion es una valiosa herramienta para investigar las
propiedades de una serie de niimeros. El coeficiente de autocorrelacién rk describe la
relacibn entre una serie de nimerosy ella misma, retrasada k perfodos. Los coeficientes
de autocorrelacién pueden ser usados para determinar si existe algun patrén en un
conjunto de datos y en la ausencia de un patrén se podré argumentar que el conjunto
de datos es aleatorio. Parauna mejor comprensi6n del concepto observe la tablade la
tabla 5. La variable Y. es la serie de nimeros pseudoaleatorios mostrada
anteriormente. Las variables Yt.1y Yt-2 se construyen moviendo los valores hacia abajo
uno y dos perfodos respectivamente, lo cual produce que se pierda un valor en la
columna Yi-1y dos valores para la colurnna Y.2. Las autocorrelaciones entre Yy Ye-1
y entre Y¢y Yi-2 pueden ser calculadas sin ninguna dificultad. La primera
autocorrelaci6n indicarfa la relaci6n existente entre valores sucesivos de Y mientras
que lasegunda autocorrelacién indicarfa como se relacionan los valores de Y separados
por dos perfodos.

El coeficiente de autocorrelacion entre Yy y Yi.1 se calcula mediante la férmula:

(Covariancia entre Yy v Yi.g)
Vi1 (Desv. std. Yy) ¥ (Desv, std. Yy

L&

It

g =¥ Yooy - Fpp)

er,
1l
n!

[
Yy = 702 Z (Ygoy - ‘7(,-1)2
[=F}

™15

o,
1t
Ll
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Variable original Y, Un retraso Y, Dos retrasos Y2

019884 — 4
727971 019684 -
581599 —— 727971 — s 019684

446643 .581699 B 727971
.764263 4465643 .681599
036694 764263 446543
.313883 036694 764263
661080 313883 036694

661050 .313883

1651050
3819 .
35834 T 3810 — -
862634 135334 381966

Tabla 5

Los valores que puede tomar el coeficiente de autocorrefacion van de -1 a 1,
correspondiendo los valores negativos a una correlacién negativa y los valores positivos
a una correlacién posistiva. Puede decirse que los valores del coeficiente de
autocorrelacién cercanos a la unidad en magnitud implican una buena correlacién o
asociaci6n lineal entre Yy Yi-1 en tanto que valores cercanos a cero indican poca o
ninguna correlacion. Para valores de r entre -1y +1 se debe tener cuidado con su
interpretacion, Por ejemplo para valores de rk iguales a 0.4 y 0.8 sélo significan que se
tienen dos autocorrelaciones positivas una de ellas mis fuerte que la otra, Es erréneo
concluir que rk=0.8 indica una relacidén lineal dos veces mejor que la indicada por el
valor de r=0.4 por otro lado si se obtiene iz que es el coeficiente de determinacién
de la muestra, este coeficiente expresa la proporcién de la variacién total en los valores
de 1a variable Y que puede ser explicada por una relacion lineal con lo valores de la
variable Yi.k. Asfpues una autocorrelacion de 0.8 significa que 0.64 o que el 64% de
la variaci6n de los valores de Yt en la muestra estd explicado por una relacion lineal
con valores de Yik.
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Teéricamente todos los coeficientes de autocorrelacién para una serie de nimeros
aleatorios debe de ser cero, Esta aseveraci6n asume que la muestra que se tomé para
calcular los coeficientes de autocorrelacion debe de ser infinita, Cuando se toma una
muestra de ndmeros como podria ser los nimeros pseudoaleatorios mostrados
anteriormente con el objeto de probar su aleatoriedad podemos atacar el problema
de dos formas distintas. La primera es estudiar los valores de rk una a la vez y aplicar
una férmula de desviacién estdndar para probar si algin rk en particular es
significativamente diferente de cero. La segunda es considerar un conjunto de valores
de rxy aplicar una prueba para determinar si el conjunto es significativamente diferente
de cero. Parael primer caso como fue demostrado por Anderson (1942) los coeficientes
de autocorrelacién de una muestra de n nameros aleatorios siguen una distribucién
que puede ser aproximada por una curva normal con media cero y desviacion estdndar
de (I/n)‘s. Si el 95% de todos los valores de los coeficientes de autocorrelacién
obtenidos de una muestra deben de estar dentro de un rango especificado de la media
+/- 1,96 desviacién estdndar entonces se puede concluir que una serie de niimeros es
aleatoria si los valores de los coeficientes de autocorrelaci6n se encuentran dentro de
los lfmites:

-196(1/ny5 < =rc< = 1.96(1/n)°
valor absoluto rk < = 1.96(1/n)“s

La gréfica de la figura 17 muestra los coeficientes de autocorrelacién de los 500
nimeros pseudoaleatorios mostrados anteriormente para 1,2....,15 perfodos de
retraso. La préfica muestralos valores absolutos de ri; y el limite con una confianza del
95% es de 0.087653. Como se puede apreciar todos los valores caen dentro de los
Ifmites de confianza por lo que se puede concluir que los nimeros analizados son
completamente aleatorios.

Si se quiere analizar los valores de ri; como un conjunto en vez de analizarlos
individualemente se puede calcular el estadfstico Q de Box-Pierce. En 1970 Box y
Pierce desarrollaron una prueba que es capaz de determinar cuando un conjunto de
autocorrelaciones de nimeros aleatorios tomadas como un todo no difieren
significativamente de ceroy por lo tanto se puede inferir que existe un patrén en los
nameros aleatorios.
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Limite de
retraso . conflanza

] 1
L—-— 0.0082 o.087

2 ——————o0084

- 0.0400

4 = 0.0082

| — mm—e 0,0587

6§ b——— - 00202
‘- 0.0008
8 =»o0.0007
" 0.0012
0 —— 00480
0.0479
12 0.0838

}——————‘ 0.0412

{4 —————— 0.0188

0.0480
{ ; ]

[} 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

r
Fig. 17 Analisis de autocorrelacién
para los nimeros pseudoaleatorios

El estadfstico Q se debe como calcular como:

m
Q =n Z r;
k=1

donde m es el méximo retraso considerado, n es ¢l nimero de observacién y r es e}
coeficiente de autocorrelacion para el periodo k.

Q estd distribuido aproximadamente como el estadfstico ji-cuadrada con m grados de
libertad. Calculando el estadistico Q para los nimeros pseudoaleatorios con un retraso
méximo de 15 obtenemos un valor de 9.8548 mientras que el valor del estadistico ji
cuadrada con 15 grados de libertad y una confianza del 909% es de 22.307 por lo que se
puede inferir que los nimeros pseudoaleatorios no siguen ningitin patrén.
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3.5 Generacion de variables aleatorias no
uniformes

En cualquier proceso de simulacién existen una o varias variables aleatorias
interactuando. Por lo regular. estas variables se ajustan a una distribucién de
probabilidad tedrica o empfrica diferente a la distribucién uniforme por lo que es
necesario contar con una funcién que transforme a los nimeros generados uniformente
envalores de la distribucién de probabilidad deseada. A continuacién se desarrollarén
técnicas especiales para generar de manera eficiente observaciones aleatorias a partir
de una distribucién uniforme.

3.5.1 Variables aleatorias exponenciales

Si se desean generar nimeros aleatorios que sigan la distribucién exponencial, la
manera mds eficiente para lograrlo es utilizar el método de la transformada inversa.
Este método utiliza la distribucién acumulada F(x) de la distribucion que se va a
simular. Puesto que F(x) estd definida en el intervalo (0,1) se puede generar un niimero
aleatorio uniforme R y tratar de determinar el valor de la variable aleatoria para la cual
su distribucién acumulada esigual aR, es decir elvalor simulado de la variable aleatoria
que sigue una distribucion de probabilidad {(x) se determina al resolver la siguiente
ecuacién:

Fx)=R o x=FYR)

La dificuliad de este método consiste en que en ocasiones es dificil encontrar la
transformada inversa, sin embargo una vez establecida esta funcion inversa se podrdn
obtener valores de la variable aleatoria que sigan la distribucién de probabilidad
deseada. Este método se puede apreciar graficamente en la figura 18,
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0 x=F "(R)
Fig.18 Método de la transformada inversa X

La funcién de dewnsidad para la distribucion exponencial se define natematicamente como:

e-‘/a para x>0

£
flx)= @
]

en cualquier otro caso

La distribucidn acumulada es:
x

x
Flx) = J. L oMoy oo | = —e VG
(3
2 )
F(x) = 1 -2~/

= Utilizando la ecvacién de la transformada inversa

R = F(x) =1 -e ~¥/a
e ~¥a =1~R

N N ¥4 . N N " + . i
Pero si R sique una distribucion uvniforme entonces 1-R tambien sigue una distribucién uniforme
entonces e ~¥% =R

x=-¢ Ln R
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3.5.2 Variables aleatorias que siguen una
distribuciéon Erlang

Si se desean generar niimeros aleatorios que sigan una distribucién Erlang con
parametros p y n. Podemos hacer uso de las propiedades de esta distribucién que se
muestra a continuacién:

WlgTx/B x>0
= " -1t

@ en cualquier otro caso

donde n es un entero positivo y >0

Como se recordard esta distribucion es justamente la suma de n variables aleatorias
exponenciales cada una cocn un valor esperado g . Por consiguiente para generar
numeros aleatorios que sigan una distribucion Erlang, se necesita solamente sumar los
valores simulados de n variables aleatorias exponenciales con media igual a p.

n n
v= ¥ x=-pF R
i=1 i=L
n
X = -8 LnH Ry

i=1

Donde las Xi's siguen una distribucién exponencial y ban sido generados por el
método de la transformada inversa.
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3.5.3 Variables aleatorias que siguen una
distribucién Poisson

En el capftulo de distribuciones de probabilidad se seqalé que las distribucion
exponeacial y la distribucion Poisson pueden considerarse como distribuciones
duales. En forma especifica se sefial6 que si ¢l nimero de llegadas por periodo puede
describirse a través de la distribucion de Poisson, entonces es posible describir el
tiempo entre llegadas mediante la distribucion exponencial. Puede aprovecharse esta
relacién para desarrollur un generador de proceso para la distribucién de Poisson.
Simplemente se simulan lostiempos de las llegadas utilizando un generador de proceso
exponencial y se cuentan ¢! nimero de llegadas que ocurren en el perfodo (T). Una
variable aleatoria que siga una distribucién Poisson también se puede generar por
medio del método de la transformada inversa, sin embargo al emplear este método de
generacion de variables aleatorias en un programa de computadora requiere de un
mayor tiempo debido a que las férmulas necesarias para generar las variables aleatorias
son complejas y debido a que un tiempo menor de ejecucién del programa nos
permitird simular un mayor nimero de variables se recomienda utilizar el método
que a continuacidn se describe para generar variables aleatorias Poisson,

1.- Se identifica la longitud del perfodo T, se inicializa en cero un contador de mimero
de llegadas, n y un contador de tiempo entre legadas t.

2.- Se genera el tiempo entre llegadas para una de ellas utilizando el generador de
variables aleatorias exponenciales.

3.- Sumar a t el tiempo entre llegadas obtenido en el paso 2; sumar 1 al contador de
niimero de llegadas, n

4.-Sit>Ten el paso 3, entonces descartar la ultima llegada, restar 1 a ny proceder con
el paso 5, si no es asf ir al paso 2,

5.- Elvalor de n es un resultado aleatorio para la distribucién de Poisson.



simulacién . 64

3.5.4 Variables aleatorias que siguen una
distribucién normal

En lugar de utilizar el método de la transformada inversa se puede hacer uso del
teorema del limite central el cual establece que la suma de n variables aleatorias
independientes se aproxima a una distribucién normal a medida que n se aproxima a

infinito.

Si X1,X2,...%n €s una secuencia de n variables aleatorias independientes tomadas
de una poblacién con media p y variancia o~ entences la forma lfmite de la distnbucién
de:

I'l-
TH -y
2= 5T
n o

cuando n tiende a infinito es la distribucién normal n{z;0,1)

Si sumamos 12 variables aleatorias tomadas de la distribucién uniforme en el
intervalo (0,1) podemos simplificar la expresién anterior y ademds con n=12 la
confiabilidad de los valores simulados es bastante aceptable, La media de la
distribucién uniforme en el intervalo (0,1) es 0.5 y su variancia = 1/12 por lo tanto:

12
ZRi-b
=

{T
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Puesto que la distribucién normal estdndar de unavariable aleatoria x se obtiene como:

entonces la simulacién de la variable aleatoria x se harfa de acuerdo con la siguiente
expresion:

i=1

3.6 Conclusiones

El uso de la simulacién se ha intensificado en la ultima decada principalmente por
los grandes avances tecnoldgicos en el campo de la computacién que han permitido
tener a nuestra disposicién, a un bajo costo, ef poder de procesamiento que antes s6lo
disponfan las grandes instituciones, permitiendo que la simulacién se convierta en una
herramienta de bajo costo para resolver problemas que serfan demasiado complejos
y/o costosos resolver mediante otras 1écnicas. El proceso de la simulacién consiste
bésicamente en tres pasos: Definir el problema, formular el modelo y finalmente
validar el modelo. Una vez que se han realizado estos tres pasos entonces se podré
comenzar con Ja simulacién para obtener los datos que necesitamos. La materia prima
que se utiliza en la simulacion son los nimeros aleatorios que podran ser generados a
través de una formula recursiva o bien mediante los generadores que contienen algunos
lenguajes de computadora. Es importante asegurarnos de la aleatoriedad de estos
nimeros para evitar que haya algiin sesgo en nuestro modelo. Una vez hecho esto se
podrdn utilizar para generar ias variables aleatorias que requiera nuestro modelo,



Capitulo 4:Simulacion de sistemas de
colas con coeficientes de presion

4.1 Coeficientes de presion

Es frecuente encontrar sistemas de colas donde la tasa de servicio varfa
dependiendo del nimero de clientes que se encuentren en el sistema. Cuando se tiene
una gran cantidad de trabajo es frecuente que el servidor tienda a trabajar més répido
que cuando tiene sélo unos cuantos clientes por atender, También se puede dar el caso
de que una gran cantidad de trabajo similar pueda llevar al servidor a reducir el tiempo
que se necesita para llevar a cabo el trabajo debido a que va progresando en su curva
de aprendizaje. En otras ocasiones, una acumulacion de clientes en el sistema puede
generar economias de escala en el tiempo de servicio, lo que producird que el modelo
se comporte como si los servidores trabajaran més répido si hubiera una mayor cantidad
de clientes en el sistema. Otro caso comin es que cuando el sistema alcanza una
determinada cantidad de clientes se obtiene asistencia externa en ciertas partes del
proceso con ¢l objeto de atender un mayor nimero de clientes por unidad de tiempo.

El sistema de colas puede reaccionar en una forma alternativa a la anterior,
reduciendo el niimero de llegadas de clientes por unidad de tiempo en vez de aumentar
la tasa de servicio. Esto-puede lograrse desviando algunos clientes hacia otro medio
de servicio o bien los mismos clientes deciden no entrar al sistema al ver que se
encuentra saturado de clientes,

Otra forma de reaccionar del sistema podrfa ser con una combinaci6én de aumento
en la tasa de servicio y disminucion de la tasa de llegadas. Debido a que es frecuente
encontrar sistemas de colas que tienen un comportamiento similar a los mencionados
anteriormente es necesario desarrollar un modelo que proporcione la informacién
adecuada para la toma de decisiones. Para plantear este problema se tiene que
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determinar un coeficiente de presion "« " para la tasa de servicio . El coeficiente de
presi6n "a" es una constante positiva que indica ¢l grado en que se ve afectada la tasa
de servicio del sistema por el nimero de clientes en elsistema. De manera andloga se
tiene que determinar un coeficiente de presion "b" para ia tasa de llegada,

Las modificaciones a las tasa de llegadas y tasa de servicio para un modelo general
que combine los dos patrones quedarfa de la siguiente forma:

B sings

Hn= 2
n .

(_5_) Y sinys
Ag Sings

Ap = b
(%) Xo sinys

L
donde

m= nimera de clientes en el sistema

Bn= tasa esperada de servicio cuando se tienen n clientes en el sistema

A = tasa esperada de llegada cuando se tienen n clientes en el sistema

a = coeficiente de presidn para la tasa de servicio

b = coeficiente da presidn para la tasa de llegada

Si se supone que latasa de llegada sigue una distribucién Poisson y 1a tasa de servicio
sigue unadistribucion exponencial, los resultados obtenidos del proceso de nacimiento
y muerte mostrados en el capitulo de teoria de colas se podrfan aplicar a este problema.
Sin embargo no se cuenta con expresiones analfticas para las sumas que intervienen y
aunque se han tabulado valores para Py y L tomando diversos valores de coeficiente
de presién sumando un nimero finito de términos en una computadora, se puede
desarrollar un método alternativo por medio de lasimulacién que nos permita conocer
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los valores de L, Lq, W, Wq. Eluso de la simulacién también nos permite el utilizar
otras distribuciones para la tasa de servicio diferentes a la exponencial lo que nosda la
oportunidad de conocer cémo varian las condiciones de un sistema de colas
dependiendo de la distribucién de la tasa de servicio,

4.2 Programa de simulacion

El objetivo de esta tesis es el de obtener datos confiables para un sistema de colas
con coeficientes de presi6n en la tasa de llegada y en la tasa de servicio, Para alcanzar
este objetivo se ha propuesto a la simulacién como una herramienta poco costosa y
eficiente que nos permite resolver problemas donde la experimentacion directa resulta
demasiado caray el planteamiento matemtico resulta demasiado complejo. Tomando
esto en cuenta se ha decidido desarrollarun programa que simula un sistema de colas
con coeficientes de presién con el objeto de alcanzar el objetivo de obtener datos
confiables. El c6digo del programa se ha escrito en el lenguaje de computacién Pascal
por varias razones. La primeray mds importante es que ef Pascal es un lenguaje de alto
nivel, es decir el compilador del lenguaje puede convertir el c6digo a un programa
dircctamente cjecutable en la computadora (i.c. no se necesita un programa que
funcione como intérprete para ejecutar el programa) . Esto nos permite que el usuario
pueda entrar al programa sin tener conocirniento alguno del lenguaje Pascal, Otra
razén es que el Pascal al no tener necesidad de que el cadigo sea interpretado por otro
programa, como es el caso del lenguaje Basic, es mds rdpido a la hora de ejecutar el
programa, Por dltimo el Pascal nos permite utilizar estructuras dfndmicas de datos.
Las estructuras dindmicas de datos pueden ir creciendo segin el el usuario lo vaya
necesitanto a diferencia de las estructuras estdticas que ademds de que ocupan un
espacio de memoria que tal vez no se necesite, tiene un lfmite preestablecido que el
usuario no puede rebasar.

El programa podri ser usado en cualquier computadora compatible con la IBM-PC
(Se requiere la tarjeta de graficas). Se escogi6 este tipo de equipo debido a que es el
estdndar en computadoras personales y que debido a la gran cantidad de programas y
aplicaciones que han surgido para esta computadora en la década de las ochentas es
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diffcil encontrar a una compaiia que no disponga de al menos una computadora
personal compatible con la IBM-PC. El programa es un archivo ejecutable es decir se
puede usar sin la necesidad de otro programa, aunque previendo que posiblemente
algiin usuario desee realizar algin cambio al programa, dentro de esta tesis se incluye
el cddigo completo del programa en Pascal.

4.3 ¢ Como ejecutar el programa?

Analizaremos un caso real especifico como ejemplo para ilustrar el funcionamiento
y ejecucién del programa. El caso que nos servird como ejemple fue tomado de un
laboratorio de anilisis . Este laboratorio al adquirir un cromatégrafo de gases tiene que
decidir entre dos posibles alternativas. La primer alternativa es contratar a un nuevo
qufmico por medio tiempo que se encargue de realizar los andlisis de cromatografia de
gases. La segunda alternativa es reasignar al personal de tal forma que uno de los
qufmicos que actualmente labora en el laboratorio pueda contar con dos horas al dfa
para realizar los andlisis de cromatografia de gases.

La alternativa de reasignar al personal tiene como principal ventaja que es 1a més
econdmica ya que no se requiere abrir un nuevo puesto para realizar los anélisis,
mientras que el principal punto a favor de la alternativa de contratar un nuevo qufmico
es que se dispondra de mds tiempo para realizar los anélisis y por lo tanto las muestras
tendrdn que esperar menos tiempo para ser analizadas. Es importante recalcar que la
importancia del tiempo que la muestra tiene que esperar para ser analizada, ya que las
muestras se recolectan en tubos de carbon activado tratado especialmente para
absorber los solventes orginicos que se van a analizar, sin embargo estudios recientes
muestran que los tubos empiezan a desabsorber lo que absorbieron despues de 5 dfas
por lo que éste tendré que ser el lfmite maximo que una muestra podrd esperar antes
de ser analizada.

La mayoria de las muestras a analizar se recolectan en las instalaciones de los
clientes por medio de monitoreos ambientales. Estos monitoreos se concertan con el
cliente por lo que es factible retardar los monitoreos y por lo tanto la llegada de las
muestras cuando el laboratorio se encuentra saturado de muestras.
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Esto es un tipico problema de teorfa de colas, donde el servidor es el cromatégrafo
de gases los clientes son las muestras que se van a analizar y el sistema cuenta con un
coeficiente de presion para la tasa de llegadas al tener la posibilidad de retardar la
llegada de las muestras. Para resolver el problema es necesario determinar la tasa de
llegadas, la tasa de servicio y el coeficiente de presion para la tasa de llegadas.

Antes de determinar la tasa de servicio primero es necesario comprender cuél es In
naturaleza del servicio que se va a prestar.

Un cromatégrafo de gases es un instrumento para separar y analizar mezclas de
sustancias quimicas orgénicas que utiliza las propiedades de adsorcion de las sustancias
por otros compuestos y disolventes, de tal forma que al hacerlas pasar poruna columna,
los componentes de la mezcla se desplazan a diferentes velocidades en la corriente de
un gas inerte que se hace circular por la columna, por lo que van separdndose los
componentes de la mezcla unos de otros haciendo posible su deteccion al final de la
columna.

El tiempo que se necesita para realizar los andlisis depende del compuesto
organico que se desee analizar. Los compuestos muy volatiles como el tolueno tienen
tiempo de anélisis relativamente corto (i.e. 4 minutos) un compuesto relativamente
volitil como el gas nafta tiene un tiempo de andlisis de 20 minutos, mientras que ciertos
anélisis como el de 4cidos grasos se lleva un tiempo de 40 minutos. A este tiempo es
necesario agregar los tiempos de preparacién al inicio de la jornada de trabajo o bien
cuando se necesita cambiar alguna columna para realizar el anélisis. Para este estudio
se tomaron 100 cromatogramas ( grificas donde aparecen los compuestos analizados
por cromatografia de gases) aleatoriamente con el objeto de conocer los tiempos de
los andlisis y obtener la distribucion de la tasa de servicios.

En latabla 6 se muestran los valores que representan el tiempo en minutos necesario
para realizar el andlisis que se tomaron de los cromatogramas, Este tiempo ya incluye
el tiempo necesario de preparacién asf como algunas eventualidades tales como
cambiar 1a columna del cromatégrafo, por eso la existencia de algunos valores altos
como de 84 minutos que corresponde a un andlisis de 4cidos grasos (44 minutos) més
el tiempo de preparacién del cromatdgrafo (25 minutos) més el cambio de la columna
del cromatdgrafo(15 minutos).
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En total se recolectaron 100 tiempos, cuyo promedio es de 18.26 minutos con una
desviacién estdndar de 16.53 minutos. Si obtenemos el histograma de frecuencias y lo
comparamos con el histograma te6rico de una distribucién exponencial con media =20
como se muestra en la figura 19 podemos inferir que los tiempos de anélisis se ajustan
a una distribucién exponencia! con media=20. Para corroborar nuestra inferencia
podemos obtener el estadfstico. X’ 2 obteniendo un valor de 3.02 que al compararlo con
el valor limite de X 2 con 95 % de confianza de 7.81 nos permite aceptar nuestra
hipétesis de que 1a tasa de servicio sigue una distribucién exponencial con media = 20,
Es decir se tendrd una tasa de servicio de 6 cromatograffas por dfa si se elige la opcién
de reasignar a los quimicos del laboratorio, o bien se tendr4 una tasa de servicio de 12
cromatograffas por dia si se decide contratar a un qufmico nuevo por medio tiempo.
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Fig. 19 Histograma de frecuencla
observada vs frecuencia esperada
en la tasa de servicio

Una vez que tenemos la tasa de servicio podemos proceder a calcular la tasa de
llegadas. Para calcular la tasa de llegadas se tomaron el nimero de muestras por dfa
que este laboratorio habfa estado recibiendo para andlisis de cromatografia de gases
durante el iltimo trimestre y que debido a que no se contaba con el equipa para analizar
estas muestras se habfa subcontratado a otrolaboratorio para que realizara los analisis,
Estos datos se muestran en la tabla 7.
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Eltotal de datos de la tabla 7 es de 62 y tienen una media de 9.5 con una desviacién
estdndar de 3.16. De manera andloga a los datos de tiempo de andlisis comparamos
los histogramas de frecuencia contra la distribucién tedrica Poisson con media= 10
como se muestra en la figura 20. Podemos inferir que los datos se ajustan
adecuadamente a la distribucién y para comprobar nuestra hipétesis calculamos el
estadistico X 2abteniendo un valor de 1.2 que al compararlo con lael valor de X *con
un nivel de significancia de 95% de 7.81 nos permite aceptar nuestra hipétesis. de que
latasa de llegadas se comporta de acuerdo conuna distribucién Poisson con media = 10.
Es decir tendremos una tasa de llegadas de 10 cromatografias por dia.

Una vez que tenemos los valores de la tasa de servicio y la tasa de llegadas se
procede a analizar los coeficientes de presion, Parala tasa de servicio el coeficiente de
presién es cero ya que el tiempo de servicio no depende de la persona que esté
utilizando e} cromatégrafo si no de lo que se vaya a analizar. Sin embargo la tasa de
llegadas si sc ve afectada por el estado del sistema ya que las muestras se obtienen de
un monitoreo ambiental en las instalaciones de los clientes. Estos monitoreos, como
se menciond anteriormente, se pueden acordar con el cliente de tal forma que cuando
elsistema se encuentra saturadose puede cambiar de fecha el monitoreoy por lo tanto
la tasa de llegadas se ve afectada,
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Fig. 20 Histograma de frecuencla
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Para calcular el coeficiente de presién para la tasa de llegadas disponemos que una
vez que se tengan 20 muestras en el laboratorio s¢ podrd acordar con los clientes
posponer los monitoreos por lo que la tasa de llegadas se reducird solamente a las
muestras que no requieren de monitoreos (e.g. dcidos grasos) y que promedian 3
muestras por dia es decir una vez que hay 20 clientes en el sistema la tasa de llegadas
se reduce a 3 clientes por dia. Con estos datos calculamos el coeficiente de presién b
para el sistema.

20 =
()= 3
20 100

_ log (3/10Q)

B = jog (i/20)

b= 40
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Unavez que se tienen los datos con los que se va asimular el sistema se pudré proceder
a ejecutar el programa. Como se explicd anteriormente ¢l programa es un archivo
ejecutable, es decir se puede ejecutar sin la necesidad de otro programa que funcione
como intérprete.

Unavez prendida la computadora se deberd llamar al programa tecleando la palabra
"tesis" . Inmediatamente después aparecers el logotipo del autor, para continuar, el
usuario deberd apretar cualquier tecla y la pantalla de presentacién del programa
apareceré por lo que el usuario deberd volver a presionar cualquier tecla para
continuar.

Posteriormente a la puntalla de presentacién aparecerd la primera pantalla de datos.
En esta pantalla se debera de introducir a ta computadora el nimero esperado de
clientes por unidad de tiempo que se espera arriben al sistema de colas, Esta pantalla
se muestra en la figura 21. Se espera que los clientes arriben de una forma aleatoria es
decir que sigan una distribucién Poisson por lo que el programa generaré a los clientes
de acuerdo con esta distribucién de probabilidad. Para nuestro ejemplo se introduce
el namero 10 a la computadora.

La segunda pamalla de datos corresponde a la distribucion de la tasa de servicio se
muestra en la figura 22, Se tienen cuatro opciones. La primera opcién es la distribucién
de probabilidad exponencial, que es la que usaremos en nuestro ejemplo por lo que se
deberd de introducir a la computadora el nimero esperado de clientes a los que un
servidor les completara el servicio por unidad de tiempo para nuestro ejemplo se
deberd introducir el nlimero 6 como se muestra en la figura 23. Es importante recalcar
que en todas las opciones la tasa de servicio deberd ser por servidor y no la tasa de
servicio total del sistema.

La segunda opcién corresponde a una distribucion uniforme. En esta opci6n se
deberd introducir a la computadora el nimero minimo de clientes que un servidor
podrd atender por periodo de tiempo y el nliimero méximo de clientes que un servidor
podré atender por perfodo de tiempo.
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DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Nusero esperado de clientes por unidad de tiempo
cuando se encuentran cero clientes en el sistema: 10

Fig. 21 Introducci6n de la tasa de llegadas al programa

DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Distribucion del tiempo de servicio
Distribucion exponencial.......... m
Oistribucion wiforme.....ouuen.., (3]
Distribucion norsal............... 3]
Distribucion Erl;ng ........... L]
opcion Ls1

Fig. 22 Introduccién de la distribucion del tiempo de servicio al programa
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La tercera opcion supone que la tasa de servicio sigue una distribucién normal. Se
deberd introducir a la computadora el promedio de clientes que un servidor atendera
por unidad de tiempo, asf como la distribucion estindar de los clientes que un servidor
podré atender por unidad de tiempo.

La altima opci6n corresponde a latasa de servicio que sigue una distribucién Erlang,
Como se explic en el capitulo de distribuciones de probabilidad, la distribucién Erlang
es la suma de n variables aleatorias exponenciales con media 1/a . Por lo tanto
considerando variable aleatoria como una tarea que debe de realizarse el usuario
deberd introducir a la computadora el numero de tareas de que se compone la
distribucién Erlang asf como el nimero esperado de clientes por tarea a los que un
servidor completara el servicio por unidad de tiempo.

Cualquier duda que el lector tenga de que distribucién se ajustard mejor a su caso
en particular podré consultar el capftulo de distribuciones de probabilidad donde se
explica detalladamente las propiedades de cada distribucién asf como la prueba de
bondad de ajuste para probar la hipétesis de que un conjunto de datos se ajusta a una
determinada distribucion. Es importante recalcar que la tasa maxima de servicio del
sistema deberd ser mayor a la tasa mixima de llegada para que el sistema pueda
alcanzar una condicion de estado estacionario siemprey cuando no existan coeficientes
de presion en el sistema,

Unavez alimentada la computadora con lainformacion referente a las distribuciones
de la tasa de servicio se preseniard la pantalla del coeficiente de presi6n para la tasa
de llegadas. Este coeficiente debera ser una constante positiva. Si se supone un
coeficiente de presién igual a 1 se establece la hipétesis que la tasa de llegadas varfa
proporcionalmente a la longitud de la cola. En caso de que la tasa de llegadas del
modelo no se vea afectada por la longitud de la cola entonces el coeficiente de presién
serd cero, para nuestro ejemplo se deberd introducir .4 como coeficiente de presién
como se muestra en la figura 24,

La siguiente pamiaila que se muestra en la figura 25 de datos corresponde eal
coeficiente de presion para la tasa de servicio. La explicacién de este coeficiente de
presién es andloga al coeficiente de presion para la tasa de liegadas y en caso de que la
tasa de servicio del sistema de colas no se viera afectada por la cantidad de clientes
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DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Distribucion del tiempo de servicio

Distribucion exponencial.......... 23]
Distribucion uniforme............. @2
pistribucion noreal,....oovennnae. %3]

distribucion Ertang. ..

lopeion L1

Numero esperada de clisntes a los que 3e Les completa
el servicio por unidad de tiempo (par servidor) :6

Fig. 23 Introducci6n de la tasa de servicio al programa

DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Coeficiente de presion para la tasa de llegadas:.4

Fig. 24 Introduccién del coeficiente de presion para latasa de llegada

78



ESTA TESS K8 DEBE
SMIR DE LA BBLIOTECA

sistemas de colas con coelicientes de presion 79

esperando a recibir servicio entonces el coeficiente de presion serfa igual a cero como
en nuestro ejemplo.

Finalmente la altima pantalla de datos corresponde al nimero de servidores. Aqui
el usuario deberd introducir el nimero de servidores que se encuentra dando servicio,
para nuestro ejemplo se deberd introducir el niimera 1 como se muestra en la figura
26. Es importante hacer notar que el programa simula un sistema de colas en donde
existe una fila inica y no una fila para cada servidor. Esto es porque el caso en donde
existe una fila para cada servidor se puede simular utilizando un solo servidor, con
tasa de llegada igual a a/n donde n es el nimero de servidores en el sistema y lambda
es la tasa de llegadas para el sistema de colas.

Una vez terminados de introducir todos los datos al sistema el programa presentard
una pantalla en donde se podrdn verificar todos los datos introducidos o cambiar
algunoen caso de que sea necesario . Si se estd de acuerdo con todos los datos mostrados
en la pantalla se podrd proceder a la simulacion escogiendo dicha opcién como se
muestra en la figura 27. Debido a que el proceso de simulacién no es intantineo el
programa presentard como va avanzando la simulacion ( ver figura 28). El programa
estd disefiado para simular un total de 40,000 servicios, es decir se atender4 a 40,000
clientes. Una vez terminada la simulacion se procederd a mostrar los resultados
obtenidos.

Primeramente se mostrardn los parametros bdsicos que son L, Lq, W, Wq asf como
sus intervalos de confianza del 95% como se puede observar enla figura 29. Analizando
los datos de la figura 29 que corresponden a los de nuestro ejemplo podemos observar
que el tiempo promedio que una muestra tendra que esperar a ser analizada es de .64
dfas mientras que en promedio habra 3 muestras en el laboratorio esperando a ser
analizadas, como se habia dicho anteriormente el nive! de servicio que se desea
establece que una muestra nunca debe de pasar 5 dfas en espera para ser analizada por
lo que un promedio de .64 dfas nos asegura un nivel de servicio adecuado

Lasiguiente pantalla presentard las probabilidades de tener exactamente n clientes
en el sistema para n=0,1.234,5 como se muestra en la figura 30. En los datos de
nuestro ejemplo observamos que la probabilidad de que al llegar la muestra es
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DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Coeficiente de presfon para la tasa de servicio:0

Fig. 25 Introduccién del coeficiente de presion para la tasa de se

rvicio

DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Humero de servidores: 1

Fig. 26 Introducci6n del nimero de servidores al programa
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DATOS DEL SISTEMA DE COLAS

Coaficiente de presion para Lo tosa de llcgadas.
Coeticicnte de presion para la tasa de servicio.
Kumerc de servidares veoueeeneensnreioreessnss

MENU Distribucion de tasa de ilegadas:
Poisson

moditicar distribucion de entrada..[13
Modificar distribucion de servicio.[2]] Tasa media de Llegadas: 10.00
Modificar ¢. de presion de Ulegada. 331
Nodificar c. de presion de serviciol4] Distribucion de tasa de servicio:
Moditicar numero de servidores.....[5] Exponencial

Realizar simulacion... 163
Fin del progroma.........e..ove.. . [71] (iT8s8 wedia de servicio: 6.00

opcion Lo

Fig. 27 Pantalla de datos completos del sistema

Similando.........

7 T T 1 T 1

73 5% 10% 52 20% 25%

Porcentaje simulado

Fig. 28 Pantalla que muestra el avance de la simulacién
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inmediatamente analizada es de un 109, este pardmetro es importante ya que algunas
veces se reciben muestras en las que al cliente le interesa que sean analizadas

inmediatamente.

Mientras que la Gitima pantalla presentard los factores de utilizacién de las
instalaciones como se muestra en la figura 31. En nuestro ejemplo el porcentaje de
92,69 nos indica el porcentaje del tiempo que ¢l quimico estard ocupado y no el
porcentaje de tiempo que el cromatdgrafo serd usado. Es importante recalcar que todos
estos datos son para estado estacionario.

Una vez mostrados todos estos datos se regresard a la pantalla donde aparecen los
datos del sistema de colas, en esta pantalla se podra volver a realizar otra simulacién
por ejemplo en nuestro caso se podri simular otra vez para la opcién de contratar un
qufmico medio tiempo, es decir con la tasa de servicio igual a 12 cromatograffas por
dfa para comparar como se comporta el sistema bajo otras condiciones, o biense podra
dar por terminada la simulaci6n y salir del programa.

Los resultados para esta ltima alternativa obtenidos por 1a simulaci6n se muestran
en las figuras 32,33 y 34, Se puede observar enlafigura 34 que el nuevo quimico tendra
el 36% de su tiempo libre por lo que se le esid subutilizindolo, aunque obviamente se
tendréd un mejor nivel de servicio con esta opcion la diferencia no amerita el costo extra
que representa, por lo que podemos concluir que lo indicado es reasignar al personal
de tal forma que un quimico de los que actualmente labora en el laboratorio disponga
de dos horas diarias para realizar los anélisis de cromatografia.

Por dltimo es importante que el usuario esté consciente de que los datos obtenidos
de! programa serdn tan.confiables como lo sean los datos de entrada, por lo que se
sugiere cuidar este aspecto en especial ya que mientras se alimente basura al programa
lo Ginico que se podr4 obtener de él serd basura,



slstemas de colas con coeficientes de presion

RESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARIO

Promedio Desviacion Intervalo de confianza del 95%
Estandard Limite inferior Limite superior|
¥q 0.64 0.58 0.63 0.65
L] 0.81 0.61 0.80 0.8
[F] 2.96 2.18 2.%0 3.01
L 3.86 2.9 3.80 39N

UqaTiempo de espera en la cola
¥ =Tiempo de espers en el sistess
tg=longitud esperada de la cola

L =Humero esperaco de clientes en el sistema

Fig. 29 Medidas de rendimiento obtenidas de la simulacién

RESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARID

PO ceiiiiiiieinen 310,00 X
Pl i 313,00 X
P2 iiiiiieiiieeanel 215,00 %
P3 iiiiiiiinennneeds 31400 %
Pl oorieaniaseniaaasa 212,00 X

emtmrnresireceannaa10.00 X

Pn= Posibilidad de tener exactemente n clientes en el sistema

a3

Fig. 30 Probabilidades de diversos estados del sistema obtenidas por la simulacién



sistemas de colas con coeficientes de presién

RESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARIO

% del tiempo que lats) instalacion(es) estuvieron ocupadas....92.69 %
% del tiempo que la(s) instalacion(as) estuvieron ociosas.....7.31 %

X de veces que la(s) instalacion(es) no tuvieron tiempo
ocioso entre un servicio y otro..

X de veces que la(s) instalacion(es) tuvieron tiempo
ocioso entre un Servicio ¥ OTF0...uieievirnninisnnnanarnnees 987 %

Fig. 31 Porcentaje de utilizacién del sistema

a4



sistemas de colas con coeficlentes de preslon

RESULTADDS DE ESTADO ESTACIONARIO

Promedio besviacion ntervalo de confianza del 95%
Estandard Linite inferfor Limite superior
W 0.10 0.1 0.10 0.10
v 0.18 0,17 0.18 0.19
La 0.59 B 1.08 0.57 0.61
L 1.20 1.37 1.7 1.23

Wq=Tiempo de espera en La cola

U aTierpo de espera en el sistess
Lg=Longitud esperads de Lla cola

L shumero esperady de clientes en el sistems

Fig. 32 Medidas de rendimiento obtenidas de la simulacién

RESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARIO

1ees.139.00 %

Pl o ieiioniee e 29,00 %
P2 ieiiiiicinieniae 17,00 %
[ T N -1k 1
Phoioeriniiiininniat 4002
PS tierininniiieiiaaat 2,00 %

Pn= Posibilidad de tener exoctamente n clientes en el sistema

Fig. 33 Probabilidades de diversos estados del sistema obtenidas por la simulaci6n
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slatemas de colas con coeficientes de presién

RESULTADOS OE ESTADO ESTACIGHARIO

X del tiespo que lals) finstalacionies) estuvieron ocupadas....63.86 %
% del tiempo que la(s) instalacion(es) estuvieron ociosas,....36.14 X

X de veces que la(s) instalacion(es) no tuvieron tiempo
ocloso entre un servicio y 0tro...o.iiviemiiiiaiiii ... 60,82 X

X de veces que la(s) instalacion(es) tuvieron tiempo

0¢1030 Entre Un $erVIEio ¥ OLFO. et erusecuuneaseeenne creeeen39.08 %

Fig. 34 Porcentaje de utilizacién de! sistema
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Cdédigo del programa

Program tesis;

const
omega=0.0196;

type

punterocliente="cliente;
punteroserv="gervidor;
tipoinfo=real;

cliente=record
llegada:tipoinfo;
servicio:tipoinfo;
Wq:tipoinfo;
Lq:integer;
L:integer;
sig:punterocliente;
ant:punterocliente;
end;

servidor=record
numero:integer;
disponible:tipoinfo;
uso:tipoinfo;
ocio:tipoinfo;
available:integer;
notavail:integer;
siguiente:punteroserv;
end;

var

anterior, lista2,p:punterocliente;
listal,min,q:punteroserv;
estado,presion,n,servidores,nsist,sirviendo,cola:integer;
opcion:byte;

tiempo, lambda,a,sigma,media,cl,c2,inf,sup:real;

vuelta, coordx,num, seleccion:integer;
p0,pl,p2,p3,p4,p5,5umal, sumaz, suma3,sunad: real;

delta, ss1,882,883,s84treal;
enuso,oclioso,notava,avail:real;
rsl,rs2,rs3,rs4,rssl,rss2,rss3, rss4,rp0, rpl, rp2,rp3, rp4,rpsireal;
ruso,rocio, rnot,ravail:real;



cédigo del programa

Procedure Logo;
var

x:integer;
Begin
Clrscr;
HiRes;
Draw (293,29,335,47,3);
Draw (285,38,318,52,3);
Draw (298,51,314,58,3);
Draw (293,29,285,38,3);
Draw (313,5%9,318,52,3);
Draw (335,47,318,72,3)
Draw (335,47,338,58,3)
Draw (338,58,322,82,3)
Draw (285,38,318,125,3
Draw (298,51,332,139,3
Draw (312,58,340,127,3
Draw (332,139,340,127,
Draw (332,139,301,125,
Draw (318,125,297,115,
Draw (304,105,312,110,3
Draw (304,105,297,115,3
Draw (301,125,297,115,3
Draw (278,87,299,77,3);
Draw (278,87,272,103,3);
Draw (304,88,290,93,3);
Draw (290,93,286,108,3);
Draw (286,108,272,103,3)
Draw (272,103,275,114,3)
Draw (286,108,289,119,3)
Draw (275,114,289,119,3)
Draw (289,114,292,102,3)
Draw (292,102,307,97,3);
Draw (292,102,290,93,3);
Draw (200,20,400,20,3); {marco}
Draw (200,20,200,150,3);
Draw {400,20,400,150,3);
Draw (200,150,400,150,3);
Draw (205,22, 395 22 3); {marco}
Draw (205,22,205, 149 3);
Draw (395,22,395,148,3);
Draw (205,148,395,148,3)
gotoxy (19,23);
write{’(c) Copyrlght J.R. Software Inc. 1991’);
gotoxy (23,24
repeat until keypressed,
end;

W W v e e N

)i
)i
)i
)i
)i
y:

P
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88

Procedure Box (X1,Y1,X2,¥2,Border,ColorWindow:Byte; Style:Char);

var
I : Integer;
TL,TR,BL,BR,H,V : Char;
Begin
If UpCase (Style) = ’S’ Then Begin
TL:= ’Z'; TR:='?’; BL:= '@’; BR:= 'Y’;
Else Begin
TL:= *I‘; TR:=';'; BL:= 'H'; BR:= '<’;
GotoXY (X1,Yl); Write (TL);
GotoXY (X1,Y2); Write (BL);
GotoXY (X2,Yl); Write (TR);
GotoXY (X2,Y2); Write (BR);
For I:= 1 to (X2-X1) - 1 Do
Bagin
GotoXY (X1 + I,Y1); Write (H
GotoXY (X1 + I,Y2); Write (H
End;
For I:= 1 to (¥2-Y1l) - 1 Do
Begin
GotoXy (X1,Y1 +
GotoXY (X2,Y1 +
End;
Window (X1+1,Y1+1,X2-1,¥2-1);
TextBackGround (ColorWindow);
ClrSer;
Window (1,1,80,25);
End;

}: Write (V);
)i Write (V)

-

Procedure Presentacion;

begin
textcolor(BLACK);
clrser;
box(1,1,79,7,1,7,'d");
gotoxy(30,3);write(’'S I M UL A
gotoxy(20,5);write(’'D E SIS
box(40,20,79,24,1,7,'d");

.

CION
TEMA

gotoxy(50,22) ;write(’por Jorge A. Rodriguez’);

repeat until keypressed;
end;

Yi
S DE

COLAS*);



cédigo del programa 20

Procedure Entrada;

begin
textcolor (BLACK);
clrscr;
box(1,1,79,5,1,7,°d');
gotoxy(30,3);write(’DATOS DEL SISTEMA DE COLAS');
box(1,20,79,23,1,7,'d");
gotoxy (10, 21),write('Numero esperado de clientes por unidad de tiempo’
gotoxy(10,22);write(’cuando se encuentran cero clientes en el sistema:
read(lambda);
end;

Procedure Distribucion;
begin
Seleccion:=0;
textcolor(BLACK);
clrscr;
box(1,1,79,5,1,7,°d");
gotcxy(30 3) wr].te( 'DATOS DEL SISTEMA DE COLAS');
box(1,6,40,18,1,7,'d");
gotoxy(z 7),write('Distr1buc10n del tiempo de servicio’)
gotoxy(2,9);write(’Distribucion expconencial....... o’
.
.
.

gotoxy(2,11);write( ‘Distribucion uniforme.........

gotoxy(2,13);write('Distribucion normal.......

gotoxy(2,15);write(’'Distribucion Erlang....

gotoxy(36,9);write(’[1]’);

gotoxy(36,11);write(’(2]');

gotoxy (36,13);write(’{3]');

gotoxy(36,15) ;write(’[4]7);

gotoxy(2,17);write(‘Opcion @D>‘);

repeat

gotoxy(13,17);

sound (400);

delay(250);

_nosound;

buflen:=1;

read(seleccion);

until seleccion in [1..4];

if seleccion=1 then

begin

box(1,20,79,23,1,7,'d’);
gotoxy(10,21);write(’Numero esperado de clientes a los que se les ¢
gotoxy(10,22);write(’'el servicio por unidad de tiempo (por servidor
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read(a);

end;

if seleccion=2 then

begin
box(1,20,79,23,1,7,'d’);
gotoxy(10,21);write(’Numerc minimo de clientes a los que se les com
gotoxy(10,22);write(’el servicio por unidad de tiempo (por servidor
read(inf);
box(1,20,79,23,1,7,'d");
gotoxy(10,21);write( ‘Numero maximo de clientes a los que se les com
gotoxy(10,22);write(’el servicio por unidad de tiempo (por servidor
read{sup)

end;

if seleccion=3 then

begin
box(1,20,79,23,1,7,'d");
gotoxy(10,21);write( 'Promedio del numero de clientes a los que se 1
gotoxy (10,22} ;write(’el servicio por unidad de tiempo (por servidor
read(media);
box(1,20,79,23,1,7,'d");
gotoxy(10,21);write('Desviacion estandard de clientes a los que se
gotoxy(10,22);write( el servicio por unidad de tiempc (por servidor
read(sigma);

end;

if seleccion=4 then

begin
box(1,20,79,23,1,7,'d’);
gotoxy(10,21);write(’'Numero esperado de clientes por tarea a los qu
gotoxy(10,22);write(’el servicio por unidad de tiempo (por servidor
read(a);
box(1,20,79,23,1,7,'d*);
gotoxy(8,21);write('Numero de tareas requeridas para completar el s
read(num);

end;

end;
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Procedure Coefent;
begin
Opcion:=0;
textcolor(BLACK);
clrscr;
box(1,1,79,5,1,7,'d");
gotoxy(30,3); wrxte(’DATOS DEL SISTEMA DE COLAS');
box(1,20,79,23,1,7,'d’);
gotoxy(lo 21) wrlte('Coeficlente de presion para la tasa de llegadas:’
read(cl);
end;

Procedure Coefsal;
begin
textcolor(BLACK);
clrscr;
box(1,1,79,5,1,7,'d’);
gotoxy(30,3);write(DATOS DEL SISTEMA DE COLAS’);
box(1,20,79,23,1,7,'d");
gotoxy(10,21) ;write(’Coeficiente de presion para la tasa de servicio:’
read{c2);
end;

Procedure inicializar;

var
x:integer;
ultimo:punteroserv;
begin
randomize;
clrscx;
textmode;
gotoxy(29,6);
write(’Simulandc......0..);
gotoxy(10,12);
write('ZDDDDDDDDDBDDDDDDDDDBDDDDDDDDDBDDDDDDDDDBDDDDDDDDD?');
gotoxy(10,14);



cadigo del programa

if vuelta
if vuelta
1f vuelta
if vuelta
gotoxy (28,

=1 then
=2 then
=3 then
=4 then
16);

coordx:=11;
write( ’'Porcentaje

n:=10000;
listal:
lista2
anterio

write{’0%

write(’25%
write(50%
write(’75%

simulado’);

for xi=1 to servidores do

begin

new(q);

q”.numero:=x;
q~.disp

q

i

onible:=0;

q".available:=0;

q”~.notavail:=0;
q”.siquiente:=nil;

if listal=nil then listal:=q
else ultimo”.siguiente:=q;

ultimo:=q;

end;
cola:=0;

tiempo:=0;
sirviendo:=0;

neist:=0;
end;

Procedure foundmin;

var

orden:punteroserv;
minimo:real;

5%
30%
55%
80%

10%
35%
60%
85%

15%
40%
65%
90%

93

20%
45%
70%
95%
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begin
orden:=listal;
min:=orden;
minimo:=orden".disponible;
while orden <> nil do
begin
if orden”.disponible < minimo then
begin
minimo:=orden”.disponible;
min:=orden;
end;
orden:=orden”.siguiente;
end;
end;

Procedure sistema;

var
gamma,beta, atendiendo: punterocliente;
alfa:punteroserv;
veces,ocupado, gente, x, contador: integer;
cplleg,cpserv,modo,ri,entrada,salida:real;

begin

while sirviendo<=n do
begin
foundmin;
if cola=0 then
begin
new(p);
p~.sig:=nil;
if lista2=nil then lista2:=p
else anterior”.sigi:=p;
estado:=nsist;
{estado}
p”.llegada:=tiempo-({1/lambda)*1ln(random);
p~.ant:=anterior;
anterior:=p;
cola:=cola+tl;
nsist:=nsist+1;
tiempo:=p~.llegada;
end;
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while min”.disponible>anterior”.llegada do
begin
new(p);
p*.sig:=nil;
anterior®.sig:=p;
p".ant:=anterior;

cplleg:=exp({cl*ln{{servidores/(estadot+servidores)))});
p~.llegada:=tiempo-{1/(cplleg*lambda))*ln{random);
cola:=cola+l;
nsist:=nsist+1;
tiempo:=p”.llegada;

end;

if lista2”.sig=nil then atendiendo:=lista2
else atendiendo:=atendiendo”.sig;
contador:=0;
gamma:=atendiendo;
entrada:=0;
if gamma”.ant<>nil then
begin
gamma:=gawma”.ant;
entrada:=gamma”.llegada+gamma”.wq;
end;
1f atendiendo=lista2 then gamma:=nil;
while (entrada>atendiendo”.llegada) and (gamma<>nil)} do
begin
gamma:=gamma".ant;
if gamma<>nil
then entrada:=gamma”.llegadatgamma”.wq;
contador:=contador+1;
end;
atendiendo”.lg:=contador;
if contador=0 then
begin
if min”.disponible>atendiendo”.llegada then atendiendo".l:=ate
else
begin
alfa:=listal;
beta:=atendiendo;
contador:=0;
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while alfa <> nil do
begin
if alfa".disponible>beta”.llegada then contador:=contado
alfa:=alfa”.siguiente;
end;
atendiendo”.l:=atendiendo”.lg+contador;
end;
end
else atendiendo”.l:=atendiendo”.lg+servidores;
modo:=sirviendo mod 200;
if modo=0 then
begin
gotoxy(coordx,11);
write('\’);
coordx:=coordx+l;

contador:=1;
while alfa <> nil do

begin
if alfa<>min then
begin
if alfa”.disponible>beta”.llegada then contador:=contador+1;
end;
alfa:=alfa”.siguiente;
end;
while beta”.sig <> nil do
begin

if beta”.sig”.llegada<min”.disponible then contador:=contador
beta:=beta”.sig;
end;
if contador>servidores then cpserv:=exp((c2*1ln({contador/servidore
else cpserv:=l;
if seleccion=1 then atendiendo”.servici
if seleccion=2 then atendiendo".servicio:
if seleccion=3 then
begin

-{1/(cpserv*a))*ln{rando
=({{((1/inf)-(1/sup)) *ran
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ri:=0;
for x:=1 to 12 do

begin

ri:=ri+random;

end;

ri:=ri-6;
atendiendo”.servicio:=((1/media)+(sigma/sqr(media))*ri})/cpserv
end;

ri:=-(1/a)*1n(random)+ri;
end;
atendiendo”.servicio:=(ri/cpserv);
end;
min”.uso:=min".uso+atendiendo”.servicio;
if min®.disponible<=atendiendo”.llegada then
begin
atendiendo”.wq:=0;
min”.ocio:=min".ocio+atendiendo”.llegada-min”.disponible;
min®.disponibl atendiendo”.llegada+tatendiendo”.servicio;
min®.available:=min".available+1;
end
else
begin
atendiendo”.wq:=min".disponible~atendiendo”.llegada;
min”.disponibl min”.disponible+atendiendo”.servicio;
min®.notavail:=min".notavail+l;
end;
colat=cola-1;
nsist:=nsist-1;
end;
end;

Procedure promedio;

var
r:punteroserv;
h,t:punterocliente;
coordx, x,y:integer;
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modo:real;
begin
elrscr;
textmode;
gotoxy(29,6);
write(’Calculando.....’);
gotoxy(10,12);
write( ’2DDDPDDDDDDBDDDDDDNDDBDDDDBDDDDBLDDDDDDDDBDDDDDDDDD? /) ;
gotoxy (10,14);

if vuelta =1 then write(’0% 5% 10% 15% 20%
if vuelta =2 then write(’25% 30% 35% 40% 45%
if vuelta =3 then write(’S0% 55% 60% 65% 70%
i1f vuelta =4 then write(’75% 80% 85% 50% 95%

gotoxy (28,16);

coordx:=11;

write( 'Porcentaje calculado’);
s51:=0;s52:=0;553:=0;554:=0;

P ;
ti=listaz;
for y:=1 to n do

begin
sumal:=sumal+t”,.servicio+t”.wq;
suma2 umaz+t” . wq;
suma3 uma3+t”,1lq;
suma4 uma4+t”".1;

then p0:=p0+1;

then p5:=p5+1;

modo:=y mod 400;
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if modo=0 then
begin
gotoxy(coordx, 11});
write(’'\’);
coordx:=coordx+l;
end;
end;
sumali=sumal/n;
suma2:=sumaz/n;
suma3/n;
=suma4d/n;
p0:=p0/n;
pl:=pl/n;
p2:=p2/n;
p3:=p3/n;
p4:=p4/n;
p5:=p5/n;
t:=lista2;
for y:=1 to n do
begin
ss8l:=sqr(t”.servicio+t”.wg~-sumal)+ssl;

ss2 qr(t”.wg-suma2)+ss2;
s83 qr(t”.lg-sumal)+ss3;
sS4 gr{t”.l-suma4)+ss4;
h:=t;

ti=t".sig;

dispose(h);

modo:=y mod 400;
if modo=0 then
begin
gotoxy(coordx,11);
write('\");
coordx:=coordx+l;
end;

=sqrt(ssl/(n-1));
qre(ss2/(n~1));
1y);
19;

8s3:=sqrt(ss3/(n—
8S4:=8qrt(ss4/(n—
clrscr;

end;
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Procedure promdos;

var
borrar, r:puntercserv;
y:integer;
zeta,ye:real;

begin
ocioso:=

for y:=1 to servidores do
begin
enuso:=r".uso+enuso;
i r~.ocio+ocioso;
“.available+avail;
~.notavail+notava;
. I
r:=r".siguiente;
dispose(borrar);
end;
zeta:=enuso+ocioso;
ye:=avail+notava;
enuso/zeta)*100;
(ocioso/zeta)*100;
avall/ye)*100;
notava:=(notava/ye)*100;
end;

Procedure sumas;

begin

vuelta:=vuelta+l;

ruso+enuso; rocio:=rocio+ocioso;rnot:=rnot+notava;ravail:=ravail+av
sl+sumal;rs2:=rs2+suma2;rs3:=rs3+suma3d;rs4:=rs4+sumad;
=rssl+ssl;res2:=rss2+ss2;rss3:=rs83+ss3; rs84:=rss4+s84;

rpg==rp°+p° FTpli=rpl+pl;rp2:=rp2+p2;rp3:=rp3+p3;rp4:=rpi+p4;rp5:=xp5+ps;
end;

Procedure ceros;

begin

vuelta:=1;

0;rocio:=0;rnot:=0;ravail:=0;
0;rs82:=0;r53:=0;rs4:=0;

0; 0;rs83:=0;rss4:=0;
0;rpl:=0;rp2:=0;rp3:=0;rp4:=0;rp5:=0;
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Procedure preparar;

begin

ruso/4;ocioso:=rocio/4;notava:=rnot/4;avail:=ravail/4;
rel/4;suma2:=rs2/4;suma3:=rs3/4;sumad4:=rs4/4;
ssl:=rssl/4;s552:=rs62/4;s53:=r883/4;s84:=rss54/4;
po:=rp0/4;pl:=rpl/4;p2:=rp2/4;p3:=rp3/4;p4:=rp4/4;p5:=rp5/4;
end;

Procedure resultados;

var
deltal,delta2,delta3,delta4:real;
begin
textmode;
textcolor (BLACK);
clrser;
box(1,1,79,5,1,7,’4");
gotoxy(ZS 3) wrlte( fRESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARIO');
gotoxy(1,7);

writeln('’ 1 K} AKD

writeln(’ : Promedio : Desviacion ¢ Intervalo de confianz
writeln(’ : : Estandard : Limite inferior Limi
writeln(’ I AND MMMM
writeln(’ : Wq : : :

writeln(’ Ll M

writeln(‘ : L H H

writeln(’ LM NP

writeln(’ : Lg : : H

writeln(’ LMMMMMMNMMMMD IMMMMMMMMNMMMMMMMMMMMMMMMMMMNMMMM
writeln(’ : L : :

writeln(’ H¥ J] {MMMMJIMMMM

gotoxy(10,13);write(sumal:10:2);
gotoxy(10,11) ;write(suma2:10:2});
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gotoxy{10,15);write(suma3:10:2};
gotoxy(10,17);write(suma4:10:2);
gotoxy(24,13);write(ss1:10:2);
gotoxy(24,11);write(ss2:10:2);
gotoxy(24,15) ;write(ss3:10:2);
gotoxy(24,17);write(ss4:10:2);
ssl:=ssl*omega;

ss2:=s8s2%omega;

ss3:=ss3*omega;

ss4:=ss84*0mega;

gotoxy(45,13);write(sumal-ss5l:
gotoxy(45,11) ;write(suma2-ss2:
gotoxy(45,15);write(suma3~ss3:
gotoxy(45,17);write(suma4-ss4:
gotoxy(60,13);write(sumal+ssl:
gotoxy(60,11) ;write(suma2+ss2:1

gotoxy(60,17);write(suma4+ss4:10:
gotoxy(1,20);

wrlteln('Wq—TLempo de espera en la cola')-

writeln('w iempo de espera en el sistema’);
writeln(’Lg=Longitud esperada de la cola'};

writeln(’L =Numero esperado de clientes en el sistema’);
repeat until keypressed;

end;

Procedure resultps;

begin
clrscr;
textcolor(BLACK);
box({1,1,79,5,1,7,'d");
gotoxy(25,3);write(’RESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARIO’);
box(1,8,79,24,1,7,°d");
gotoxy(15,10);Wwrite(’PO seeeervvrevrcconns
gotoxy(15,12);write(’P1 ....
gotoxy(15,14);write(’P2 ..
gotoxy(15,16);write(’'P3 .
gotoxy(15,18);write(’P4 ....
gotoxy(15,20);write('P5S ..c.iveeen f,p5:2:2,
gotoxy{15,22);write(’Pn= 9051bilidad de tener exactamen e
repeat until keypressed;

end;

clientes e
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Procedure facilltles,

begin
clrscr;
textcolor (BLACK);
pox(1,1,79,5,1,7,'d');
gotoxy(ZS 3),wr1te('RESULTADOS DE ESTADO ESTACIONARIO’);
box(1,8,79,24,1,7,°d’);
gotoxy(S,iO);write('% del tiempo que la(s)} instalacion(es) estuvieron
gotoxy(5,12);write(’s del tiempo que la(s) instalacion(es) estuvieron
gotoxy(5,14);write(’s de veces que la{s) instalacion(es) no tuvieron t
gotoxy(5,15);write{‘ociosoc entre un servicio y otro....cecveeecnncenen
gotoxy(5,17);write(’s de veces qgue la(s) instalacion{es) tuvieron tiem
gotoxy(5,18);write(‘ocioso entre un 5ervicio y OtrO..c.eeeenieeranenss
repeat until keypressed;

end;

Procedure simulacion;
begin

ceros;
inicializar;
sistema;
promedio;
promdos;

sumas;
inicializar;
sistema;
promedio;
promdos;

sumas;
inicializar;
sistema;
promedio;
promdos;

sumas;
inicializar;
sistema;
promedio;
promdos;

sumas;

preparar;
clrscr;textmode;
resultados;
clrscr;textmode;
resultps;
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clrscr;textmode;
facilities;
end;

Procedure numserv;

begin
textcolor{BLACK);
clrscr;
box(1,1,79,5,1,7,'d’');
gotoxy(30,3);write(’DATOS DEL SISTEMA DE COLAS’);
box(1,20,79,23,1,7,'d);
gotoxy(30,21);write(/Numero de servidores: );
read(servidores);
end;

Procedure Datos;
begin

repeat

clrscr;

textmode;

Opcion:=0;

textcolor(BLACK);

clrscr;

box(1,1,79,4,1,7,'d");

gotoxy(BO 3) wrlte('DA‘l‘Os DEL SISTEMA DE COLAS’);

box(1,12,40,24,1,7,'d");

gotoxy(2, 13),wrn:e(' MENU

gotoxy(2,15); write(’'Modificar distribucion de entrada.

gotoxy(2,16);write(’Modificar distribucion de servicio.

gotoxy(2,17);write('Modificar c. de preslun de llegada.

gotoxy(2,18);write(’'Modificar c. de presion de servicio

gotoxy(2,19);write(’Modificar numero de servidores

gotoxy(2,20);writa(’Realizar simulacioN....esosu..

gotoxy(2, 21),wr1te( Fin del programa...................

gotoxy(37,15) ;write("[1]");

gotoxy(B?,lﬁ);write('[z]

gotoxy(37,17);write(’(3]"

gotoxy(37,18);write([4]"

gotoxy(37,19);write(’[5]"
6]
7)1

gotoxy(37,20);write(’[

)
)
)
)
gotoxy(37,21);write(’( )

e e e e e

)
)
)
)
)
)

.
’
.
.
’
’

H
i
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box(42,12,79,24,1,7,'d');
box(1,5,79,10,1,7,'d’);
gotoxy(10,7);
write(‘Coeficiente de presion para la tasa de llegadas....:’,cl:2:2);
gotoxy(10,8);
write(/Coeficiente de presion para la tasa de servicio....:’,c2:2:2);
gotoxy(10,9);
write(/Numero de Servidores ....cc.essveseescnssoneseesssst’, s8rvidore
gotoxy(44,13});
write(’Distribucion de tasa de llegadas:’);
gotoxy(55,14);
write(‘Poisson’);
gotoxy(43,15);
write(’ );:
gotoxy(45,16);
write(’Tasa media de llegadas:’,lambda:8:2);
gotoxy(43,17);
write(’ )
gotoxy(44,18);
write(’Distribucion de tasa de servicio:’);
if seleccion=1 then
begin
gotoxy(55,19);
write(’Exponencial’);
gotoxy(43,20);

write(’ Y
gotoxy(43,21);write({'Tasa media de servicio:’,a:8:2);
end;

if seleccion=2 then
begin

gotoxy(55,19);
write(’/Uniforme’);
gotoxy(43,20);
write(’ "):
gotoxy(43,21);write(’Num. esperado de clientes a los que’);
gotoxy(43,22);write(’se les completa el servicio:’);
gotoxy({43,23);write(’/Minimo:’,inf:6:2);
gotoxy(63,23);write(’Maximo:’,sup:6:2);
end;

if seleccion=3 then
begin
gotoxy(55,19);
write(’Normal’);
gotoxy(43,20);
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write(’ ty;
gotoxy(43,21);write(’Prom. de clientes atendidos:’,media:8:2);
gotoxy(43,22);write(’D.std de clientes atendidos:’,sigma:7:2);
end;

if seleccion=4 then
begin
gotoxy(55,19);

write(‘Erlang’);
gotoxy(43,20);
write(’ )i
gotoxy(43,21);write(’Numero de tareas:’,num);
gogoxy(43,22);write('Tiempo esperado de cada tarea:’,a:6:2);
end;
gotoxy({2,23);write(’Opcion BD>’});

repeat

gotoxy(13,23);

sound(400);

delay(250);

nosound;

buflen:=1;

read(opcion);

until opcion in [1..7];

textmode;

clrscr;

case opcion of

l:entrada;

2:distribucion;

3:coefent;

4:coefsal;

5:numserv;

6:simulacion;
end;

until opcion=7

end;
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begin
logo;
clrscr;
textmode;
presentacion;
clrser;
textmode;
entrada;
clrscr;
textmode;
distribucion;
clrscr;
textmode;
coefent;
clrscr;
textmode;
coefsal;
clrscr;
textmode;
numserv;
clrscr;
textmode;
datos;
end.

107
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Conclusiones Generales

La evolucion de la economia hacia los servicios ha provocado un crecimiento
explosivo de los sistemas de colas lo que ha generado 1a necesidad de disponer de
informaci6n sobre las medidas de rendimiento de un sistema de colas para disefiar con
efectividad sistemas que logren un balance apropiado entre el costo de proporcionar
el servicio y el costo asociado con la espera por ese servicio.

Si bien es cierto que la teorfa de colas ha planteado modelos mateméticos para la
mayor parte de lo que podriamos considerar como modelos bésicos obteniendo
resultados ttiles para estos modelos, también es cierto que estos modelos estan muy
lejos de agotar 1a amplia banda de sistemas de colas que se encuentran en la actualidad.
Por lo que existe la necesidad de obtener resultados analiticos utiles para una mayor
cantidad de modelos de sistemas de colas.

Cuando en unsistema de colas no se dispone de un modelo matemdtico tratable que
proporcione una representacion razonable del sistema de colas bajo estudio, es
conveniente utilizar la simulacién debido a que es una herramienta effcaz y poco
costosa mediante la cual podemos obtener las medidas de rendimiento del sistema de
colas necesarias para tomar una decisién adecuada,

Las medidas de rendimiento de los sistemas de colas estan determinadas por las
distribuciones de la tasa de servicio y de la tasa de llegadas por lo que es importante
que estas distribuciones se ajusten plenamente a la tasa de llegadas y tasa de servicio
del sistema de colas real de tal manera que las medidas de rendimiento también se
apeguen al sistema real,

La simulacién nos permite, una vez creado el sistema de colas, con muy pecos
cambios simular un sistema diferente al planteado originalmente por lo que aunque se
plantee un sistema especifico se puede tener la seguridad de que conun poco de tiempo

1

adicional se podra realizar los ajustes ios para si un si diferente.
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Dentro de los ienguajes de computacion clasificados como de propositos generales
destaca el Pascal como uno adecuado para el uso de la simulacion gracias a que es uno
de los que tienen mis rdpida velocidad de cjecucion lo que permite al usuurio tener un
ahorro en ¢l tiempo de ejecucion del programa.

Es importante que un programa de computacién sea compatible con el mayor
nimero de equipos posible por lo que al hacer el programa compatible con la
computadora IBM-PC este es compatible con el equipo més popular que se encuentra
en el mercado y por lo tanto es bastante factible que el usuario disponga de un equipo
compatible con la IBM-PC para ejecutar el programa,

El programa permite al usuario la opcién de observar el comportamiento de un
sistema de colas ante diversos escenarios posibles permitiendo al usuario realizar un
anélisis de sensibilidad de los pardmetros de control de un sistema de colas. Esta
opci6n cuando se tiene una incertidumbre del entorno en el cual se desarrollaré el
sistema de colas permitird al usuario conocer que tipo de entorno podrd afectaria en
un grado mayor al sistema de colas y al mismo tiempo el usuario podré identificar las
oportunidades que un determinado entorno podria ofrecer al sistema de colas,

El obtener medidas de rendimiento confiables para un sistema de colas es
solamente una condicion necesaria pero no suficiente para tomar decisiones acertadas
por lo que se deberd tomar en cuenta que por muy confiable que sea la informaci6n de
que se disponga ésta no garantiza en modo alguno la toma de decisiones acertadas.
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