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‘Un Posible Procedimiento No-Perturbativo de Muchos
Niveles en la Formulacién Hamiltoniana de la
Cromodinimica Cudntica ’

Resumen

En éste trabajo se desarrolla un posible procedimiento no-perturbativo de muchos cuerpos, dentro del
marco de la formulacién Hamiltoniana de la CDC. Guiados por las evidencias de que el vacio de la CDC
estd constituido principalmente por un condensado de pares de gluones y pares de quarks, se desarrolla un
mapeo bosénico apropiado tanto para la parte bosénica (gluones) como para la parte fermiénica (quarks). Se
analizan las caracteristicas del mapeo en un modelo de juguete de un nivel en una dimensién. Se analiza el
problema del mapeo adecuado de los operadores en el espacio de Hilbert original (microseépico) al subespacio
fisico ideal que emerge en el mapeo. En el problema de muchos niveles se estudia la manera de incluir la
contribucién de los demds niveles, definiendo, mediante un principio variacional adecuado, un sélo bosén
colectivo ’, reduciendo con ésto el problema de muchos niveles al problema de un solo nivel. Esta técnica
se aplica a.un Hamiltoniano de juguete unidimensional que posee una estructura similar a la estructura del
Hamiltoniano de Ja CDC en la norma de Schwinger. ’



Introduccién

1 Algo de historia

La Cromedinimica Cudntica (CDC) es la teorin mis favorecida para la descripcién de
las interacciones fucrtes y es el resultado de mds de tres décadas de continua investi-
gacidn, tanto en el campo experimental como en el tedrico, de las particulas elementales.
Las dreas en las cuales se ha investigado mids intensivamente son: la espectroscopia
hadrdnica, la fenomenologin de la dispersion profunda, la teoria cudntica relativista
de los campos ete. La idea de quarks con color (Greenberg, Nambu, 1964) surgié del
estudio sistemitico del espectro hadronico (M. Gell-Mann, 1964 y G. Zweig, 1964), y
fué confirmada, aiios mds tarde, por ¢l éxito del modelo naive de partonres (R.P. Feyn-
man, 1969) cn la dispersién electrén neutrino, y posteriormente en la aniquilacién ete—.
Un desarrollo paralelo en ln teorin cudntica de los campos habia tomado lugar en el
contexto de la deseripeidn de las interaceiones nucleares al desarrollarse la idea de
campo de norma (Yang y Mills, 1954) que fué introducida para explicar y unificar las
interacciones electroddébiles (Glashow 1961, Weimberg 1967, Salam 1968) partiendo de
la hipétesis de la invarinncia ante transformaciones locales de norma generadas por
una simetria no-ubelinna. La investignceidn en esta direceién, ha llevado a la nocién
de libertad asintética (Grass y Wilezeck, Politzer, 1973), ¥ comno consecuencia plau-
sible a la exclavitud infrarroju gue manticne a los quarks confinudos dentro de los
hadrones. Esta propiedad ha permitido ¢l uso de téenicas perturbativas en el caso
de la cromodindmica cudnticn para deseribir los fenémenos de altas energias, como
la dispersion ineldstica profunda, en donde la constante de acoplamineto efectiva es
suficientemente pequeiin, Para poder entender con inds detalle la descripeidén de los
procesos hadrénicos es necesario explorar tubidn el régimen de bajas energias, en
donde los efectos de la nolinearidad debidas al cardcter no-abelino de la teoria (auto-
interacciones) y ¢l caricter no perturbativo (cuando la constante de acoplamiento es
grande) son mis importantes, Se han heeho diferentes descripeiones maeroscdpicas para
explicar, por ejemplo, ¢l confiniumiento de las particulas coloreadas. Tal es el caso del
exitoso modelo fenomenoldgico de ln Bolsa del Instituto Tecnoldgico de Massachusetts
{MIT bag-model), o de los modelos efectivos, como los basacdos en la hipétesis de la
existencia de cuerdus, Por otra parte hay descripeiones que usan potenciales confinantes
efectivos dentro de un esquema no-relativista, o adn utilizando formulaciones relativis-
tas del problema (como ¢l oscilador de Dirae que ha sido desarrollado iiltimamente en
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México por Moshinsky et al, 1989), o con la ecuncién de Bethe-Salpeter, que inten-
tan describir principalmente sistemas ligados de quarks (quarkonia), etcétera. Hasta
ahora la descripeidn microsedpica que ha tenido mds éxito en este régimen ha sido la
formulacidn de teorins de norma en una malla (Wilson, 1974, Palyakov, 1975). Hoy se
tienen fuertes evidencias numéricas de confinamiento (Creutz, 1980), y rompimiento de
la simetria quiral entre otros. La desventaja de estas formulaciones es el inmenso, si no
prohibitivo, esfuerzo numérico (Wilson, 1989) que se necesita, lo cual limita los cilculos
a pequeiios voliimenes y a pocos puntos de In red en el espacio-tiempo. Atin y cuando
las formulaciones en la malla puedan dar resultados exactos, su interpretacién seria en
extremo dificil debido a la falta de funciones de onda en una formulacién de integrales de
trayectoria de Feynman. Por lo tanto, es aconsejable buscar en direcciones alternativas,
es decir, en métodos alternativos pura deseribir de manera mas clara y relativamente
mas ficil a la Cromodindmica Cudntica. Una posibilidad bastante obvia es el uso de las
formulaciones Hamiltonianas (Liischer,1983; vanBall y Koller, 1987; Schiitte, 1985), y
pedir prestadas las técnicas de muchas particulas adecuadas que se usan en la fisica
atémica y nuclear. Después de todo, un Campo es un sistema de muchas particulas,
pero con un nitmero infinito de grados de libertad. Asi pues, la alternativa a la eva-
luacién de las integrales de trayectorin de Feynman se reduce al estudio del problema
de eigenvalores del Hamiltoniano y tratar de describir el espectro hadrénico. En la
CDC existen, sin embargo, otros problemas que no aparecen en la fisica atémica o en
la fisica nuclear como por ejemplo los problemas de regularizacién y renormalizacién,
invariancia de norma, la existencia de horizontes de Gribov (Gribov, 1978}, ademés de
que el Hamiltoniane es mucho mds complicado comparado con los que estdn presentes
en las teorias usuales de muchos cuerpos. Una posibilidad es ¢l estudio del problema
de eigenvalores de una teoria cuintica de campos en una norma fija, como la norma de
Coulomb, o la Norma de Schwinger. En el pasado se han hecho diferentes intentos en
esta direccién: Pottinger, Warner y Carson han investigado la estructura del espectro
hadrénico dentro de la eprozimacidn de un nivel para los gluones, una técnica que
ha sido aplicada exitosamente al estudio de un Hamiltoniano de bosén-nucleén por
Bolsterli. Cutkosky investigd el espectro de una teoria de Yang-Mills incluyendo un
nimero mds grande de modos. Liischer y Miinster han tratado la dindmica de los
modos de cero momento angular de los gluones perturbativamente, ya que para un
sistema contenido en un pequeiio volumen el uso de un desarrollo perturbativo en este
caso esta justificado. La extrapolacién a volimenes mds grandes no se ha resuelto atin
satisfactoriamente. Sin embargo, los tnicos acercamientos compatibles con la idea de
renormalizacién son los de Liischer (1987), y los de vanBaal y Koller (1989). Nosotros
estamos interesados en el estudio de la espectroscopia hadrénica, particularmente en el
estudio de los estados mis bajos y principalmente en el vacio cromoadindmico no pertur-
bativo. Parece razonable que al estudiar cualquier sistema cudntico, se discuta primero
su estado base (Shuryak, 1984), aunque como se apunta en la referencia antenor. el
vacio cromodindmico es mds bien un objeto exéti La propiedad del confi

de los quarks y gluones se ha atribuido principalmente a la estructura de este vacio,
evitando la separacion del color excepto en regiones de tamafio hadrénico. Tal es ¢l caso
del modelo de MIT citado mas arriba, en donde los hadrones son ‘burbujas” de vacio
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perturbativo sumergidas en un vacfo fisico no-perturbativo. Esta es una descripcion
macroscdpica que toma en cuenta los efectos de tal vacio de manera efectiva dentro de
una propiedad global que lo caracteriza. En este caso se trata de la constante de 1a bolsa
B, que expresa la diferencia de densidad de energia entre el vacio perturbativo y el vacio
fisico no-perturbativo. Esto nos debe recordar que muchas propiedades “macroscdpicas”
de los sistemas cudnticos, se deben principalmente a las excitaciones del vacio, como en
el caso de la teorin de la superconductividad, la superfluidez del ‘He, ete. Una de las
primeras teorias concernientes a la estructura del vacio cromodindmico usa el argumento
de que tal estado es similar & una sustancia paramagnética (Nielsen y Olesen , 1978)
que resulta en un efecto de anti-apantallamiento la carga de colar, es decir, a un efecto
de renormalizacidn de la carga.

Existen diferentes teorius, que indican que el estado del vacio estd constituido prin-
cipalmente por estados ‘ligadoa” de dos gluones llamados glueballs (Hansson, Johnson
y Peterson, 1982). También se ha deinostrado, usando técnicas perturbativas, con los
parimetros de la bolsa, que los estacdos mds bajos de energia de dos y cuatro gluones
estdn degenerados con el vacio perturbativo (Hess y Viollier, 1986). Esto sugicre la
posibilidad de tratar el vacio como un condensado de Bose-Einstein. Mis especifica-
mente, se ha especulado que ¢ estado base de la CDC es principalmente un condensado
de glueballs con dos gluones cada cunl. En cstos tratamientos la formacién de un con-
densado gludnico resulta inestable por la aplicacion de un tratamiento perturbative, atin
en un régimen en donde la constante de acoplamieuto es del orden de la unidad resulta
sumamente peligroso e inadccuado. El siguiente paso fué entonces utilizar técnicas
no-perturbativas, como ia fortnulacién hamiltoniana, y utilizar los métodos de muchos
cuerpos para atacar el problema; en particular, el hecho de que se pueda suponer que
el estado base estd principalmente formado por un condensado gludnico, ha motivado
1a aplicacién de desarrollos ‘cuasibosdnicos” para el tratamiento del Hamiltoniano de
la CDC, parecidos a los usados en la fisica nuclear. Hess y Lépez (1987) ! «n hecho
un estudio del estado base en la aproximacién de un nivel en la norma de Coulomb,
considerando solo la parte gludnica, (que ¢s la principal responsable del comportamiento
de condensado, aunque los quarks también participan) uszndo como grupo de color al
grupo SU(2) . En las formulaciones hamiltonianas uno puede utilizar el esquema de
red de Kogut-Susskind (1975}, o formulaciones donde se fija completamente la norma,
como en el trabajo mencionado arriba. Estas formulaciones, sin embargo, parecen muy
diferentes, aunque los especiros resultantes deben ser obviamente idénticos. En esta
direccidn, Schiitte (1989) ha apuntado que para el tratamiento de los estados ligados
(glueballs para ¢l campo gludnico de Yang Mills, o hadrones para el caso méas general
de CDC) parece existir un marco de referencia donde la estructura del Hamiltoniano
parece ser miis adecunda, La cleecidn de este marco de referencia estd dictada por la
condicidn de Schwinger para la eleccion de la norma (Schiitte, 1989). En esta norma
se han hecho cileulos numéricos en la aproximacién de un nivel (Hess y Schiitte, 1991)
para un modelo de color SU(2).
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.. En el presente trabajo estamos interesados en los métodos que nos permitan la
‘inclusidn de mds niveles en el tratamiento Hamiltoniano de ta CDC. En este sentido los
céleulos realizados hasta ahora, en modelos SU(2) —donde los gluones estin confinados
a priori en una caja con simetria toroidal (Liischer,1983) y (vanBall y Koller, 1987)
-, toman en cuenta la contribucién de los estados mas altos de manera perturbativa
usando la teoria de perturbaciones de Bloch (C.Bloch, 1958). Esto dd como resultado
un Hamiltoniano cfectivo con una estructura similar a aquél en el tratamiento de un
nivel, pero con coeficientes diferentes. Este procedimiento ha resultado muy Wtil en
el estudio del comportamiento de la CDC en volimenes intermedios (aprox. 1fm),
justo donde los efectos de confinamiento se vuelven importantes. Una desventaju de la
simetria toroidal es que, aunque parece alcanzarse el limite continuo, es decir, que las
energias no cambian significativamente cuando se incrementa el volumen de la caja, la
simetria rotacional no se recupera. Hess y Schiitte, por otre parte, han usado soluciones
en voliimenes con una simetria esférica SO(3), en su aproximacién de un nivel, que es
mas fisico que los voliimenes toroidales citados mds arriba, En ese modelo de un nivel,
sin embargo, no se pueden obtener conclusiones acerca del escalamiento, la renorma-
lizacién etc. Nuestro trabajo consiste en la generalizacion del trabajo de Hess y Schiitte
considerando la inclusién de mds niveles. Mds especificamente en el desarrollo de las
técnicas de contraccidn y expansién de grupos (Gilmore 1974) aplicadas a modelos
de Hamiltonianos de juguete con estructura similar al Hamiltoniano de la CDC, para
ser aplicadas al caso mds realista tratado en la referencia de arriba, Nuestro primer
paso ha consistido en el desarrollo de un ‘mapeo” de los operadores de coordenadas {en
términos de los cuales se desarrolle el Hamiltoniano via un desarrollo en modos normales
como es usual), a operadores cuasibosénicos de pares de coordenadas y operadores
de un bosén de modelo apropiados. La pretensidn al hacer ésto es sugerida por la
idea de que existen ‘pares” domi que dan cuenta de los principales efectos de
la estructura Hamiltoniana (Hess y Vollier, 1986). Una vez que se ha desarrollado
este tipo de mapeos se aplica, como se ha dicho anteriormente, a modelos de juguete
para investigar las propiedades y caracteristicas del método. Basicamente existen dos
tipos de mapeos (Klein-Marshalek, 1991): los mapeos del tipo Holstein-Primakov que
preservan la hermiticidad del Hamiltoniano mapeado pero conduce a series infinitas
en los desarrollos de los operadores bosénicos del modelo, y los mapeos del tipo de
Dyson que conducen a series finitas en el desarrollo de los bosones de modelo, pero que
a Hamiltoni no hermitianos en general, pero cuyos eigenvalores son los
mismos que los del Hamiltoniano original. En ambos tipos de mapeos se debe tener
cuidado en cémo se define el ‘espacio fisico de modelo” sobre el cual actia nuestro
Hamiltoniano. El mapeo que desarrollamos nosotros se puede incluir dentro del espiritu
del segundo tipo de mapeos; es decir, que nuestro mapeo es un mapeo del tipo de
Dyson. Para calcular los elementos de matriz de las interacci que son funci
de potencias impares de los operadores de ‘creacidn” se tuvo que definir el mapeo de
operadores de un solo bosén a un bosdn ideal, dado que en la CDC aparecen tanto
potencias pares como imy en el Humiltoni Particularmente en los términos
correspondientes a la interaccidn cromomagnética. Esta es la diferencia principal con los
mismos tratamientos en fisica nuclear en donde los Hamiltonianos conservan el nimero
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de particulas. Con ¢l mapeo propuesto scguimos considerando un espacio de Hilbert
muy grande, pero se consigue una visién mds fisica de la estructura del Hamiltoniano.

La siguiente pregunta es si uno puede ar pares dominantes a bajas energias.
La respuesta es posiblemente si y entonces ¢l espacio de Hilbert puede reducirse a un
espacio cuyos estados estén compuestos de esos ‘pares colectivos”. En el siguiente paso,
entonces, se trata de reducir el problema de muchos niveles al problema de un nivel,
tomando en cuenta de manera cfectiva los niveles mds altos, siguiendo las ideas que
apuntan en su revisién Klein y Marshalek (1991) para definir bosones colectivos. La
idea consiste en trunsformar nuestros operadores bosénicos, de manera que uno de
ellos porte el maximo de informacién. Este procedimiento es similar a rotar el sistema
de referencia. Una vez que se ha elegido un solo boson colectivo, los pan'xmetms de
la transformacidn que definc a tales bosoncs se determinan a partir de un pnncnplo
variacional. Por e_‘emplo, se pueden clegir esos pzu'ametrus dando que la
del estado base sea minima, o que Ia traza de los primeros estados (que tiene que ver
con el valor esperado del Hamiltoniano), sea un minimo. Debido a la simplicidad que
tiene nuestro Hamiltoniano de ‘juguete *, los calculos se pueden hacer exactamente y
después con el método de contraccién definiendo el bosén colectivo, lo cual nos permite
comparar los resultados ‘exactos™ con los obtenidos con la aproximacién. Con este
método hemos podido describir con mucha precisién algunos de los niveles mds bajos,
tomando en cuenta los efectos de los niveles mds altos de manera efectiva. La reduccién
del problema de muchos niveles al problema de un nivel, tiene el inconveniente de que
inevitablemente se picrde informacién sobre algunos de esos niveles; sin embargo, al
estudiar el problema de la CDC estamos interesados principalmente en el estado base y
su estructura. En un trabajo que estd siendo desarrollado al mismo tiempo por nosotros,
se pretende aplicar las tdenicas estudiadas i esta tesis, al caso del Hamiltoniano de
CDC en la norma de Schwinger. Existen algunas pistas sobre cuil puede ser el camino
mis adecuado. Por ejemplo, los cdiculos perturbativos dentro del modelo de la bolsa
mencionados antes (Hansson, Johinson y Peterson, 1982 y Hess y Viollier, 1986) indican
que los pares de gluones, y quark-antiquark, con spin y color cero estin mds ligados
que otros acoplamientos. Atin mds, que los pares de gluones con spin color cero estdn
atn mds ligados que ¢l par de quark-antiquark. Esto nos conduce al esquema fisico de
que el vacio puede estar dominado por pares de gluones y pares quark-antiquark de
spin color cero, y que la parte gludnica domina a la otra. En realidad estas pistas nos
han guiado para lz utilizacién del método que describimos en esta tesis.
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Tépicos de la Teoria de Grupos

La simetria, ya sea que se definz en un sentido amplio o
restringido, es una idea por medio de la cual el hombre
de todas las épocas ha tratado de comprender y crear la-
belleza, el orden y la perfeccién.

Hermann Weyl

(1) Introduccién

Este capitulo esta dedicado a repasar nlgunos conceptos de la teorfa de grupos,
asi como para establecer algunas notaciones y definiciones que serdn usadas en la tesis.
La finalidad de este capitulo no es ni por mucho, la de hacer un repaso completo de
la teoria . Para un tratado mas amplio del tema existen excelentes libros de texto,
algunos de los cuales citnmos al final del capitulo . Por otra parte, se puede anotar
aqui que la notacién usada en la mayor parte de este capitulo es casi la misma que la
que usa Wybourne (1974).

(2) Simetrias y Grupos de Transformaciones

Comenzamos recordando brevemente ln relacién que existe entre el concepto de
Simetria y Grupo de Transformaciones. Matemiticamente podemos establecer el con-
cepto de simetrin, como una propiedad de almin objeto, ya sea un objeto geométrico,
6 un objeto matemdtico (como una ccuacién), de no cambiar de forme cuando efectu-
amos sobre él cierta trunsformacién. Por inencionar algunos ejemplos , un tridngulo
equilatero tiene varins simetrias ; si lo rotamos por su centrofde por un dngulo de 2nx/3,
paran = 0,1,2,3 su forma no cambia. Con cada uno de los dngulos de rotacién que lo
dejan inveriante podemos asignar una transformacion de simetria dada. En particular
para n =0, la transformacion asocindu es la transformacion identidad.

]
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Figura (2.1) Sinetrie del tridngulo . \

Figure (2.2) Simetrias de la circunferencia y de la Esfera

Una cireunferenciu por otro ludo, la pmlemos rotar alrededor de su centro por
2r]. A cadn dngula de rotacion le p  asigna
s la’ (le_|n mv riante, *

cualquier dngulo ¥ en el intervalo [0,
una transformacion () tal que enalquiera de estas rot

La diferencia principal entre estos dos tipos de simetria es que mientras que
.el nimero de transformaciones de simetrin del tridngulo es finito, el nimero de las
snmctna.«, de ]u cnrcuufvmucm s mﬁmto, y de heck continuo.
" La aphcm‘lun sucesiva de dos tl-llhf()llllll(’l()ul.h de ‘ium.trm sobre un objeto, es
nuevamente una simetria, Matemiticonente esto significa que el conjunto de simetrfas
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G, es aquel que dados dos elementos de G, digamos g1yg2 € § la accién sucesiva (o
multiplicacidn) debe corresponder a otro elemento del conjunto, es decir :

Sig1ygp €0, entonces g1 -gg = g3 € G (a).
Por definicidn, la t fi idn identidad estd en G:
Teg - ().

La transformac.dn inverss que regresa al objeto a su forma original snempre existe y
estd en el conjunto;

3g7leg, tulque g-g~' =T (e).

Si tres o mds transformaciones se combinan, entonces el orden de la multiplicacién es
irrelevante, esto es,la multiplicacién es asaciativa :

91:(g2-93) = (91-92) 93 =0 -92-93 (d).

Las propiedades de las transforinaciones de simetria (a—d), definen lo que en el lenguaje
matematico se conoce como un Grupa.

o~

Si ademas se cumple que el resultado de dos tri es inde-
pendiente del orden en que se efectuen estas, o sea que las transformaciones conmuten,
se dice que el grupo es Abeliano.

9192 =929 : grupo Abeliano (e).

El conjunto de rotaciones del triangulo equilatero descrito mds arsiba, estd formado
por los elementos

{Z, Ryny3: Ranya}- 1)

y deﬁnen al grupo Ciclico C'3, mientras que para la circunferencia, el grupo de rotaciones
estd formado por el tonjunto de transformaciones

{R(9),9 € [0,2x]}. - (2)

Este grupo de rotaciones esta formado por nquellas matrices 2 x 2 que dcjan invariante
1a distancia entre dos puntos cualesquiera (en purticular uno de ellos puede ser el centro
de la circunferencia), y se conoce como e} grupo ortogonal SO(2) en dos dimensiones.
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(3) Subgrupos

En el caso de una esfera en tres dimensiones, conocida por los matematicos como
2-esfera, €l grupo de simetrias es mayor. Consta de rotaciones alrededor. de los ejes .
z,¥,2 . Las transformaciones de simetria corresponden al grupo SO(3) de matrices
3 x 3 ortogonales.

Es evidente que cada uno de los giros alrededor de un eje particular forman un
grupo por si mismos, como en el caso de la circunferencia, y por lo tanto estan con-
tenidas en el grupo de simetrins mds grande, Se llama Subgrupe al subconjunto de
elementos que forman por si un grupo. Es decir,

Sea G/ C G . Sise cumple que ¢

v diyoh € G, @
entonces
d-neg. “)
y ademass BN
Teg' ) ‘ (5)

entonces G/ es un subgrupo de G.

En el caso de la esfera podemos decir que ¢l grupo de rotaciones planas alrededor
C T Es

de un eje, es un subgrupo del grupo de rotaciones esp en tres
decir que tencmos lu relacion:

S0(3) D S0(2) (6)

En el caso mis genersl en que se consideren las rotaciones de la n-esfera, el grupo de
simetras es el grupo SO(n — 1) y se tiene, por ejemplo, que una posible cadena de
subgrupos es:

50(n) D 50(n -1)D SO(n—2)D...ete. NG

A esta cadena de subgrupos se le liuna endena candnica. Hay que anotar aqui que
existen otrus cadenns diferentes de subgrupos, y que la anterior es la mas trivial.
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(4) Grupos Continues

Hemos visto que el grupo de simetrins de rotaciénes en dos dimensiones SO(2)
depende de un parimetro ¥ que puede tomar valores continuos en el intervalo [0,2x}.
Para cada dngulo 9 corresponde una rotacién, es decir un clemento del grupo R(7).
Entonces los elementos de este grupo forman un continuo, en un sentido topoldgico. A
los grupos de esta clase se les lama grupos continuos, o grupos de Lie.

Los elementos de un grupo continuo pueden representarse, bajo ciertas circunstan-
cias, en términos de r pariametros ap tal que

g=gla)...ap). 8)
La transformacién identidad Z se representa normalmente por el conjunto nulo de
valores parn los pardmetros

T = g(0,. ;0). (9)

Entonces la variacién continua de estos 'r' parimetros, puede generar completamente
al grupo G .

Podemos dar algunas definiciones acerca de estos grupos continuos.

(5) Conectividad

Se dice que un grupo es conezo si podemos tomar un elemento cualquiera g, y al-
canzar el elemento identidad I por una variacién continua de los r pardimetros. Es decir
si somos capaces de conectar’ cualesquiera pur de clementos (puntos) en ¢l espacio del
grupo por un ’arco’ generado por la variacion continua de los pardmetros, Claramente
el grupo SO(2) (y en general el grupo SO(n)), es conexo,
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(6) Subgrupos Invariantes

Si consideramos uu subgrupo H del grupo G y tomamos un elemento arbitrario
h € H y sucede que glyg™! sigue estundo en H Vg € G, decimos que H es un
Subgrupo Invarinute de G.

(7) Grupos de Lie

Si denotmmnos los clementos del grupo por sus parimetros

gla)ysglog.. o) (10)
con la identidid representada por

gy =1. (11)
entonees los postulados que definen 1l grapo como tal, siguitici lo siguiente en términos
de los parfmetros:

gla)-g(9)y =g (12)

implicn que

4= fla,d). (13)
Lu continuidud de los parietros 4 se asegurn si estos son funciones continuamente
diferenciables de todos los purdanetros a9 . Para laidentidad g I =T - g se ticne que

7= f(7.0) = flo.) (14)

¥ finalmente ¢l postuliado asociativo

glo) - (g(3) - gl )y = () -yl 3)) - 07 ) (15)

requicre gque

j'{ll:f(‘{.’,?] =='fU.'(n.Jp,7] : (16)



12 . 2. ‘Tépicos de la Teoria de Grupos

£

A los grupos que sati estos requerimientos se les llama Grupos de Lic .

(8) Generadores

Consideremos una transformacién infinitesimal alrededor del elemento identidad. Para
valores suficientemente pequeiios de los pardmetros podemos hacer uns expansién de
Taylor para un elemento g € G de la siguiente manern :

T4 5 a (2L 2
sta)=Z+ 3 nk(aﬂk)uk=0+0(a ). an

A primer orden podemos poner

r
gla)y=T+ 3 arXp. (18)
k=1

donde X = (U‘%ﬁ)"ﬂ’ se lluman Generadores de transformauciones infinitesimales del
grupo.

La estructura de un grupo esti determinada por las reglas de conmutacion de estos
generadores :

(X, X)) = S Xom. (19)

(9) Constantes de estructura

las cantidades f{} se lluman constantes de estructura del grupo, y definen deter-

minadas estructuras algebradeas llumaduas Algebres de Lie mediante las relaciones de
conmutacién mencionadas arriba. Las constantes de estructura de un grupo de Lie
tienen las siguientes propiedades importantes:

(1) Sou antisimétricus en los indices de abajo

£l = ~Jik- (20)
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(2) Ya que los generadores satisfacen la relacién de Jacobi :
(X Xals Xon + ([ Xpy Xy Xie] 4 ([ Xy X, Xi) = 0. (21)
las constantes de estructura deben satisfacer la siguiente condicién

fl':‘lfvem + fl’;uffu + f":lkfl}:l =0 (22)

(10) Grupo Simple y Semisimple

Un grupo de Lie, que no contiene subgrupos (propios) invariantes, se llama Grupo
Simple, y el grupo que no coutiene subgrupos invariantes Abeliznos no triviales, se
llama Grupo Semisimple.

(11) Algunos cjemplos

(a) El grupo de rotaciones en dos dimensiones SO(2) es un grupo de Lie de un
- solo pardmetro. Una rotacién infinitesimal alrededor de un eje, que convencionalmente
elegimos como el eje 'z, estu dadn por

R(89) =1—i69J; (23).
donde J; es el generador de lus rotuciones alrededor del eje 2%, y corresponde a la
te z del to angular cudntico
. a
J:= —l(zay - ya) (24).

(b) El grupo de rotaciones espacinles SO{3) es un grupe de Lie de tres pardmetros.
Cada uno de los pardmetros esta asocido con uno de los generadores de rotaciones

alrededor de los ejes x, y, 2, y corresponden  las comy tes respectivas del t
_angular cudutico Jg, Jy, J:. Lus rel 1es de cor ién de estos generadores son
Werdyl = idey [y el =idey [Jende] =iy (25)

que pueden escribirse en forma condensada como
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Vi dj) = ieijpde, i3 k=1,2,3 (26)

identificando los ejes z,y,z con los indices 1,2, 3 respectivamente. €ijk es el tensor
completamente antisimétrico de Levi-Civita.

(c) Los operadores cudnticos de posicién z y momento p, junto con el operador
identidad, definen un grupo a través de la regla de cuantizacién

[z,p] = in. (27)
llamado grupo de Heisenherg-Weyl.

(12) Transformaciones finitas

Una transformacién finita puede escribirse facilmente aplicando transformaciones
finitesimales sucesi te . El resultado se puede escribir como

9 finita = emC (28).

donde G representa al vector formado por los r genemdores del grupo, y ¥ al vector
formado por los r pardmetros de la transfor

(13) Representaciones

Una representacién Tg) del elemento g contenido en el grupo G, es una realizacidn
matricial de g, que obedece la misma regla de multiplicacién que g, i.e. la misma regla
que define a §. Es decir quesig,h € G,y

g-h=k . (29

Dg)D(h) = DYK). " T (a0)

Un grupo de transformaciones lineales en un espacio vectorial RY isomérficoa un gmpo
dado se llama una npreuntacmn abstracta del grupo en el espacio de repr

RN, Siel espacio de representacién es N~dimensional, entonces se puede establecer una
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representacion matricial del grupo {asociada con las trunsformaciones lineales) formada
por matrices N x N.

Decimos que dos representaciones T(g) y £(g) son equivalentey, si existe una matriz
constante X tal que .

XD(g)x ! = E(g). . (31)
Una representacion se denoming irreducible (ivrep) si no existen subespacios invariantes
de RWV) apurte de la identidad, Una representacion se denomina reducible si dejaun

subespacio invarisnte RV de R(N), En este caso las matrices de la representacién
son equivalentes u matrices de la forma

AlNY B
(57 ) =viewn. (a2)
y se dice completwnente reducible si puede expresmwse como una suma directa de repre-
sentaciones irreducibles, En este caso lns matrices pueden transformarse a una forma
diagonal por Llogques.

(14) Representneién Regular o Adjunta

Se puede construir unn representacion o partic de las relaciones de conmutacién
(19) de los generadores del grapo .

(X Ni] = S X (33)

asociando con cudu uno de los generadores ()™ unn matriz, definida por las constantes
de estructura, como

(X" =F"u (rep. regular) . (34)

En generul, las representaciones de un grapo de Lie, o de su dlgebra de Lie asociada,
puede ser de dimension finita, infinita, puede ser disereta o continua, unitaria o no-
unitaria, completmmente redueible ete.
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(15) Operadores Tensoriales

Un operador tensoriul, es cualquier operador que tiene propiedades de transfor-
macién bien definidas bajo la accién de un Grupo. Se transforma del mismo modo
a como lo hacen los vectores base del espacio que porta una representacién dada del
grupo. A continuacién analizamos el concepto de Operador Tensorial, '

Consideremos un grupo simple compacto § cuyos elementos estén denotados por.

Tomemos como espacio base de una representacién unitarin Uy un espacio de
Hilbert 7, donde existe una métrica definida por un producto escalar. Podemos etique-
tar las diferentes representaciones unitatias de @ en Hescribiendo Uy{A), 6 simplemente

AL

Sea { | AX }} una basc completn de vectores para ln representacién A, que genera
el espacio infinito de Hilbert H. La dimensién de esta base la denotamos por {dirrA].

Usando la relacién de completez de la buse

STIAM AN =1, (35)
A

podemos escribir cualquier operador linenl R asociado con algin elemento g € § como

R=(ANTR)AN Y AN Y AN (36)
AN

donde { AN | R} AN} = R}, representan los elementos de matriz del operador R en
la base { | AX )}

El efecto de este operador R sobre un vector de la base | AX ) es el de producir
una combinacidn lineal de los vectores base. Esto es

RIANY= 5 (AN R AN ) L AN Y AN AN). (37)
fod) .
con

(AN AN = 60 . (38)

RIAM)=Y(AN [ RIA) AN (39)
g
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Un Operador Tensorinl 7{A) beajo el grupo G de una representacién A, esta formado por
los [dimA] operadores linealmente independientes 7 (A)) que se transforman del mismo
modo como lo hacen los vectores base de la representacion. Es decir si los operadores
T (A)) se transforman como

RT(ANR™ = TT( AN | R AX)T(AM). (40)
5
Un operador tensorial T(A) se dice irveducible, reducible o equivalente, si la repre-
sentacidn A es correspondientemente irreducible, reducible o equivalente.

Escribiendo una transformncion infinitesimal de G como

R=1+468a"X,. (41)

donde §a7 son los r purdmetros infinitesimales y Xo son los carrespondientes genera-
dores, se deduce gue

[Xo, T(AN)] = 3o{ AN | Xo | AN YT (AX) (42)
i

lo que nos muestry, que lns matrices asocindas 1 los generadores (AN | X | AN
q » 4 5y
pueden usarse para trausformar estudos y operadores,
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(16) . El Oscilador Armdnico

En esta seccidn revisamos y analizamos el caso del oscilador arménico y los grupos
de simetrias asociados con €l

El Hamiltoniano H de un oscilador arménico isotrépico en unidades normalizadas
(m = k = w = 1) en tres dimensiones es:

1
H=5(p"+r?). (43)
A partir del postulado de cuantizacién de Heisenberg, las coordenadas ¢; y los moment‘cs
Pj (1,7 = 1,2,3) satisf, las relaci de c acién
l9is ;) = 18; 5. (44)

Hemos visto ya que estos operadores junto con el operador identidad forman una édlgebra
de Lie y que el grupo asociado se denomina grupo de Weyl-Heisenberg .

Conviene ahora introducir los operadores bosénicos de creacidn y de aniquilacién

bl, y b, respectivamente, definidos por

[

b=5r+ip) bl = Z(r—ip). (45)
los cuales, a partir del postulado de cuantizacion para r y p, satisfacen las relaciones
de conmutacién

[bi, bl = & . (46)

En términos de estos operadores de creacién y aniquilacién bosénicos, el Hamiltoniano
se puede escribir como

H=blb+2 (47

Haciendo uso de las relaciones de conmutacién (44) se puede deducir que

(bl = bl (b = —b; (48)
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de donde se puede deducir ficilmente que el operador bt crea un cuanto en la direccidn
J ¥y bj lo destruye. Usando este resultado, se (,ncuentra.n facilmente los eigenvalores de

3
E=n+4 5 (49)
utilizando los estados normalizados del oscilador arménico definidos por :
i
In)= l"lmz‘"u)=n-‘:10)- (50)
i=1 /1

conny+ng+ng=mn,y |0) el estado vacio (estado base), definido por la condicién

B;]0)=0. (51)
Los opemdorcs btb que aparceen en el Hamiltoniano son operadores particulares que
conservan ¢l niimero ¢le cuantos. Son operadores que dcstruyen un cuanto en el nivel
i, y crean otro alli mismo. Su efecto vs el de contar el mimero de cuantos en el nivel i.

Podemos llamar a cadn operador H; = bli b; como operador de peso del grupo.

El conjunto de operadores Cy; = h'hl 4+ 26,1, que conservan el niimero de cuantos
forman una dlgebra de Lie que genern el grupo denominado grupe unitario en ires
dimensiones U(3). El término constimte que nparece en la definicidn se introduce con
fines posteriores, y no altera la estructura del silgebra:

Ciy =blb; + 265, Li=1,23 52
u"’i’1+§u: L3 =123. (52)
[C,-j, Cun) = Cipybmj — Cpjbin (53)

Para un nimero dado de cuautos #, tenemnos una degeneracion de orden ntl)n+2 ya
que H conserva n (n = ny + ny + ny).

Podemos definic de manera equivalente lus operadores Cy; mediante la relacién

G = %{b!,l)j) (ij =1,2,3). (54)

donde {a,b} = ab + bu .
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Ya que el Hamiltoniano del sistema H = ¥ Cu conmuta con todos los generadores
C;; (52) es posible ar ocho combinaci Imente ind dientes de estos
generadores (diferentes de H), que describan una dlgebra 4 asociada con el grupo
SU(3).

Los tres operadores

H
H=H-3 (55)

junto con los Cy; (¢ # j) , pueden tomarse como los generadores de este grupo SU(3).

(17) Representaciones de U{(3) para el oscilador armdnico

Aeihl

Las rep i irr del grupo U(3) (o en general de cualquier grupo
unitario) pueden etiquetarse con los pesos méximos de los operadores H; ,i.e. {A1A2Ag}.

Bajo la restriccién U(3) — SU(3) , las representaciones

{Al A2, A3} = {A) + a, A2+ a,A3 +a) (a entero) . (56)
se vuelven equivalentes. Entonces, podemos elegir apropiadamente el valor del pardme-
tro a, para hacer A3 = 0, de lo cual obt dos combinaci apropiadas de los
pesos méximos para etiquetar las irreps de SU(3) de modo que, si ponemos

A=Ap—Ag,
1= Ag. (57)

siguiendo a Elliott, las irreps de SU(3) estin denotadas por (Au).

(18) Simetria rotacional del oscilador arménico

El Hamiltoniano del oscilador arménico conmuta con todas las componentes del
momento angular

L=rxp=ibxbl. ©(88)
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y por lo tanto H es rotacionalmente invariante.
Es ficil ver que a partir de los operadores Cj; podemos construir los operadores

L; de momento angular que generan el grupo SO(3) como

L) = —i(Cy3 — C32), Lg = ~i(C33 —Ci13), L3 =-i(C12—Ca). (59)

A su vez podemos escoger L3 como generador del grupe SO(2) y entonces establecer
la siguiente estructura para el grupo de simetrins del oscilador

U(3) D SU(3) D SO(3) > S0(2). (60)
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Podemos explotar la simetria rotacional del oscilador armdnico trabajando en una-
bnse de momento angular | nlin ). Los valores de [ nsocmdos con cadn representncxon
" del oscilador son

1=1,8,5,.4n para n impar, {61a)

1=0,2,4,. para n par . - (618)
y por ta.nto, para un n dado hay un conjuato de r_;(n + 1)(n + 2) estados degenerados
| nlm

Las reglas para la descomposicién SU(3) — SO(3) segiin Elliott, establecen que
para una representacion (Au) de SU(3) los valores de L asociados son .

L=K,K+1,K+2,....,) + maz{A, pu} (62a)

donde el entero KX es min{/\,y},min(z\;p) —2,...,10 0 con la excepcién de que
si K =0,

L = maz{A,p},mazx{p} —2,...,100. (62b)

non

Se puede anotar que los estados | nlm ) de la representacién "n” subtienden la repre-

sentacién (n0) de SU(3).

(19) Operadores tensoriales para el oscilador arménico

Habiendo introducido la simetria rotacional del oscilador arménico es conveniente
introducir los operadores de creacién y aniquilacién en forma esférica

1 .
by = *75(1’1 +ibg), bg=bs. (63a)
1 .
= ;$(b] £ib}), b} =b]. (635)
cuyas relaci de tacién estan dadas por

o Bmbl =D (mn=0,21) (o)
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Avin mds si definimos ¢l operador " covariante™

p® = (=1)"b_y (65)

se tiene una relacién de conmutacion similar a la que se ticne para coordenadas carte-
sianas

bl = o (66)

como antes,

Los operadores de ereacion y aniguilaeion en forma esférica se transforman bajo
SU(3) como operadores tensorinles. Los operadores b se transforman segidn la repre-
sentacion (Ap) = (01) mientras que los operadores conjugndos se transforman segin
1a representacion contrngradiente (A) = (10). ¥y como hemos dicho que los estados
| nlin ) subtienden ln representacion (n0) esto signifien que los operadores de creacion
y aniquilacion en formu esférien Hevim momento angalar L=1.,

T4y = 'll. T = ".1; (67a)
T(Olhg) = b, TO1)j0 = by (678)

Estos operadores tensoriales Litsicos pueden usaese para construir otros operadores
tensoriales de SU(3). Por cjemiplo podemos acopliar dos de estos operadores o la rep-
resentacion (11) de SU(3) denotiandolos votno

Clligy, = bl x l;];:

= ,-2,:. {1l '\u)l)},,bm. . (68)
sz ' : .

dénde estmnos neopldo a0 buen mowento angular (A), por medio de los cocficientes
de acoplmiento de Clebsh Gordin { 10102 | At} . Estos operadores corresponden:
a los operndores unitarios de momento anguley cundrupolar Ly Q en coordenadas
esféricas, que de hecho son los generadores del geupo SU(3)

Ly=C(1l)y = h!_lhl - l)}h_|

Lyt = C(11h iy = Fhk by - hl‘,‘bi,)



24 ' 2. Tépicos de Ia Teoria de Grupos

et Qo = C(11)20 = ——=(2bfbp + bl by +b]b_y)
V3

Qa1 = C(11)2s1 = ~(bl b + blbasr)
v Qs2= C(11)zas = —VZ bl by ©9)
Con mids generalidad, si acoplamos dos representaci lesquiera, y utilizando la
notacién contravariante para facilitar los célculos que involucran las reglas de con-
mutacién podemos escribir -

A
CAda)ay = [b], x bral),

= gjz(-n“2 (ALIAZ = 2 | Ap) by, 0422 (70)
nip

donde hemos usado la notacién b = (=1)bp—pe

En particular para una representncién dada podemos utilizar la siguiente notacién
para los operadores unitarios no-acoplados :

€ =1}, bim (1)

cuya dlgebra es idéntica a la de los operadores correspondientes en coordenadas carte-
sianas, con la notacién que hemos elegido antes. Es decir

[Cin"?\Cpg!] = C 853 — Cpip? 2601 (72)
que es es dlgebra usual U(n)  (jo, po, piy, p0q = £A,A—1,...0,01)

Como es de esperar, los operadores de creacién y aniquilacién del oscilador armé-
nico acoplados a buen momento angular

Cl, = 3 (~1)F2 { 1) ~ pa | ) Cp 2 (73)
i

satisfacen el dlgebra SO(3) en coordenadas esféricus, y corresponden, como ya se ha
dicho, a los generadores Ly, Ly, L3, de rotacionces en tres dimensiones.

[Cx“, C;\'p’] = .
, . 'oae I ’ g
S (—1F VAR {1 = (S1p+Y ) ( AN A ){'} A }c,\.,(m)

—- —- —u!
for wo—i —p
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AoX ) oA
en donde | ° QR es un coeficiente de Clebsh~Gordan, con { 1

un coeficiente Gj.

z
1

A'
L}
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(20) El grupo Sp(6, R)

El grupo SU(3) es el grupo minimo que contiene los estados degenerados del oscila-
dor arménico. Los operadores Cy, #2 = b;‘mb“‘2 (que conservan el niimero de cuantas),
permiten saltar entre los estados degenerados asociados con una representacién dada
, ¥ por esta razén se puede decir que el grupo SU(3) es el grupo de degeneracidn del
oscilador armdnico. Sin embargo, los operadores Cpy #2 no pueden acoplar diferentes
representaciones de SU(3) . Para poder saltar de una representacion a otra se requiere
de la introduccién de operadores que esten fuera del grupo de degeneracién. Podemos
extender el dlgebra con operadores de creacién y de aniquilacién de dos cuantas

BiH2 = pipite (75a)
Bl = b1k (75b)

cuyas relaciones de conmutacién son

+
(8192, Bliauy] = Cpg" 6lF + Cpu 8J2 + CouP 28} + Cpu M8
[BH1#2,0,,, 74} = BriPagliz 4 Bl shl

{B}wzvcmml = _Bttu}l:@‘:; - B,",,,:,J",',‘. (76)

donde ahora C,, #2 = b,f,l b#2 +% 8,,/"2. El dlgebra de Lie generada por estos operadores
esta asociada con el grupo real no-compacto Sp(6, R) que contiene como subgrupo al
grupo SU(3)

Sp(6,R) > SU(3) (77)

Estos nuevos operadares tienen la propiedad de subir (o bajar) "n” por 0 y 2 unidades.
Los eigenvalores asociados con estos operadores estan acotados por abajo, pero no por
arriba. Por lo tanto, los estados del oscilador arménico subtienden dos representaciones
unitarias infinitas de Sp(6, R); una que contiene todos los estados con "n” par, y otra

que contiene todos los estados con "n" imper.

Por sup o podemos acoplar estos nuevos operadores a buen momento angular
para aprovechar la simetria rotacional del oscilador arménico

By = 3 (1)1 — gl — pp | Ap)BHIF3, (78a)
mpz
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Bf\,, = 3 (ulpg [ ABlus  mitm=an (788)
B2

El dlgebra Sp(6, R) ¢n esta forma esférica toma la siguiente forma

[CamCrpl = ) i o
’ A N by AN N
S EWVAT - (2 S 20 {1 T Jorea)
(que corresponde al dlgebra U(3) )
[B,\/n C,\’/x'l =
MM AN N {,\ N ,\'}
2'\)’_‘“3'( 1) VNN (_I‘ 2 _“,) 11 1B (199
[Blln cA’/t’] =
- ) AN {A A ,\'} t
»2'\%( 1) ‘/, ,\,\7,\7'(“_” 2 _I‘,) 11 1B (199
[BA;nBI/I‘:] =
it A N Y {/\ by A'}
4;":'( iy VANAF (—u e —/:’) 11 3 fee (79¢)

{21) Un grupo Dinimico para ¢l Oscilador

El grupo Sp(G, R) (7G) contiene todos los estados del oscilador armdnico en dos
representaciones que cubren, cada una, los estados con "n” par, y los estados con "n”
impar. Sin cibargo no se puede dentro de este grmpo escoger una representacion nica
que cubra todos los estados. Esta situacion se debe a que en el dlgebra no existen

now

operadores que suban o Lajen "n® por 1 cuantas, Evidentemente los operadores que
realizan csta taren son los mistios operadores de creacién y aniquilacién b y bt (63).
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El conjunto de los seis operadores b y bt junto con el operador unidad forman una
dlgebra soluble asociada con el grupo de Heisenberg—Weyl que comunmente se designa
como W(3).

Si estamos buscando un grupo que pueda dar cuenta del espectro del oscilador
armdnico, la degeneracién de sus niveles, y que ademds contenga un conjunto de opera-
dores que determinen las probabilidades de transicion entre estados, entonces tendremos
una descripcién completa de las propiedades dindmicas del sistema fisico. Tal grupo se
conoce como el grupo dindmico del sistema. Si consideramos los generadores del grupo
de Heisenberg W(3) junto con los de Sp(6, )2} podemos definir el grupo dindmico del
oscilador como

Gp = W(3) A Sp(6, R) (80)

aunque ésta no es la tnica posibilidad que tenemos para escoger un grupo didmico
asociado con el oscilador, es sin duda la mids conveniente.

(22) Estados Coherentes

Los estados coherentes fucron creados en el contexto de la teorin del oscilador
arménico. Existen tres tipos de definicion para los estados coherentes. La primera
definicién es una definicion geométrica que parte de la generalizacién del operador
desplazamiento para desplazamientos complejos arbitrarios.

Sea () una funcién de onda que describe algin sistema fisico en una dimensién.
Si t un despl rento por una distancia "c”, y usamos el desarrollo de

!

Taylor, podemos escribir tal desplazamiento como

(~c)* on
bz —c)= Zo il Oz" ¥=)
= cx1’(-'6‘—) (). (81)

Si ahora reemplaznmos el opemdor 37 por su equxvnlente en Lcrmmos de los operadores
de creacién y aniquilacién (43) del oscilador arménico

L bt —b). . (82)

Q){Q,

%



T.de grupos 29

se obtiene

<= (bt
Wz — )= Vi Py, (83)
Definjendo a j— como una nueva cantidad ”z" que pueda tomar, incluso valores com-
plejos se hace la generalizacion del opcmdut despl iento. Si act con este

. desplazamiento generalizado sobre el vacio del ocﬂndor arménico llegamos a la primera
definicién para un estado cohierente:

c(:-1,’1_:1.) 10)= }=). (84)

Para obtener ln segunda definicion de un estado cohierente se utiliza la férmula

A0

= ¢ l. 40

— A8, (85)

vilida cuancdo {4, {4, B)) = 0, y [B,[B, A} = 0. pura obtener

(86)

3 PR [
¢ preseinde del ténnivno 72 2
stado colwrente :

Si ademiis
definicidn

In) 87)

sy=e IU)—Z('

u=0

donde se pucide ver elarnmente gque osta forn pnrticulur del estado coherente | = ),
genera todos los estados del oscilador armdauica. E

(23) Producto escalur

Hay que notar agqui gue ol producto eseudar para low estados coherentes (que se
deduce del vorrespondicnte praducto esealar para los estados del oscilador arménico

IERIE
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o

{ 2] =) =¥ (88)
no nos lleva a funciones-§, Los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto.
En particular, podemos expresar el operador unidad como

1 poo a4 oo :
1=;/dze" lzy=}. . .»‘,.(8,9)
donde la integracién se realiza sobre todo el plano-z.

Los vectores de estado | ¢ ) tienen una realizacién en términos de estados cohe-
rentes utilizando la forma para el operador unidad, descrito arriba

(=19) = 0() (90)

que conduce al producto escalar

Conlon) = = [P pi(edin(e). (1)

A un espacio con esta mnedida se le denomina espacio de Bargman, y o la propia medida
‘e”**", medida de Bargiman.

No sdlo los estadlos sino también los aperadores se pueden convertir a su realizacién
en el espacio-z:

La tercera definicion para los estados colierentes se puede establecer mediante la
condicién

blz)y=z"]z) (92)

Esta propiedad se sigue inmediatamente para los estados coherentes de la segunda
definicidn, y aunque para cl oscilador arménico las tres definiciones resultan ser equi-
valentes, esta equivalencia se rompe en casi todas las generalizaciones para los estados
coherentes. A esta tiltima definicion se ln llnna "definicidn correcta del estado coher-
ente”.
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Cromodinimica Cuéntica

(1) Cromodindmica Cudntica

La Cromodinimica Cugdutica fud descubierta en los afios set a partir del Modelo de
Quarks formulado por Gell-Mann y Zweig en 1964, y la formulacién dindémica de una
Teoria de Campo pura la propiedad de los Quarks d inuda Color basada en una

Teoria de Norma que toma cotno grupo de simetrias al grupo de Color SU(3).

A rafz del éxito del Modelo Stundard formnlado por Weimberg, Salam y Glashow,
el d brimiento de lu propiedad de libertad asintética de las teorfas de norma no
beli ia Cr lindmica Cudntica surgid como el mejur candidato para exphcm' ln
interaccion fundmuneatal entre lus particulas que experi an la li da I
Fuerte, también Hanudas Hadrones : Jos Mesones y los Bariones. La hipétesis de Gell-
man consistin en suponer gue los Hadrones estaban construidos a partir de Particulas
mis fundamentales, Hunadas Quirks, en un esquema de simetria gobernada por el
grupo SU(3) y donde los Hudrones se podinn interpretar como particulas compuestas
de dos y tres Quarks segiin fuerun Mesunes o Bariones. De este modo los Bariones
surgian agrupados de manera natursl en mudtipletes simétricos, reduciendo con ello
ta diversidad de particnlas, o ln combinucion de silo tres particulas fundamentales de
spin 1/2 Namadas Quarks, sin cimbargo este muodelo adolecin de varias dificultades : la
patticula Q™ parecin violar ¢l principio de exclusién de Pauli, pues estaba formada por
tres Quarks idénticas en ¢l mismo estudo ewiintico. Este escollo fué salvado mediante
la introduccién de uns nneva propicdad con tres grados de libertad a la que se le
denomind Color {Greenberg, 1964; Hun y Nutibu, 1965), dando como tesultnda uns
nueva simetrin asociada con ¢l grupo de Color SU(3); Ias evidenci p no
mostraban por ningin lada las hiputéticas purticulas, ete.

El éxito de lus Teofus de Campo basadus en lu hipdtesis de Invariancia Local de
Norma dio origen a lis Cromodinimicu Cuiintica. Una teorin de Norma surge de deman-
dat la invariancis del Lugrangiono aute transfurmaciones locales de norma genesadas
por el grupo de simetrius gue posee la iuteraceion en cuestion, En el caso de la Cro-
modindmica este grupo es ¢l grupo de Color SU(3)eptor. La principal dificultad ers el
confinamicuiito del Color pues en la nuturideza uo aparecen particulas coloreadas; en par-
ticular, esta hipitesis era cquivalente n ln aseveracién del confinamiento de los Quarks,

Bl
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razén por la cual estos no han sido vistos libremente, hasta que se descubrié que una
teoria de Norma basada en un grupo de simetria no-abeliano, posee la propiedad de li-
bertad asintética y confinamicnto infrarrojo, segtin la cual la constante de acoplamiento
varia de forma creciente en razén logaritmica con la distancino con la energia de modo
que ésto explicaba, cualitativamente la hipdtesis de confinamiento. De esta manera,
la Cromodindmica Cudntica se ha convertido en mejor candidato para describir las
interacciones fuertes. La propiedad de libertad asintética ha hecho posible el estudio
de diversos procesos a altas energias en la region donde la constante de acoplamiento es
pequeiia mediante el uso de técnicas perturbativas explicando fenémenos de dispersién
como los eventos de ‘Jets ’(chorros de Hadrones), etc. Sin embargo la estructura de
los Hadrones es una consecuencia de fendmenos a baja energia, para los cuales se re-
quiere una descripcion mediante técnicas no-perturbativas. En particular el estudio
del estado base de la teoria (vacio) es necesario para la explicacién de la constitucién
hadrénica. Las aproximaciones al Hamiltoniano efectivo de la Teoria basadas en la
propiedad misma de invariancia de norma parecen ser un buen camino para el estudio
de la Cromodinamica Cudntica mediante Ias Técnicas comunes de la teoria de grupos.
Es precisamente en esta direccién en la que gumremos nuestro estudio, desarrollando
pri te las técnicas matemiticas necesarias y su aplicacién & modelos de juguete
para explorar las posibilidades y propiedades de las mismas.

(2) Antecedentes

A finales de la década de los cincuentas, y gracias a la creacién de aceleradores de
particulas a altas energias se habian encontrado una gran cantidad de particulas ‘ele-
mentales” con diversas propiedades fisicas como carga eléctrica, masa, spin, paridad,
etc ....Después del descubrimiento del electrén y de las particulas que constituyen el
niicleo atémico (protones y neutrones) la gente retomd el pensamiento atomista de los
griegos y pensaba que todos los cuerpos existentes en la naturaleza estaban formados a
partir de algunas cuantas particulas elementales, reduciendo con ésto la gran diversidad
de elementos y sustancias a la combinacién ordenada de estas particulas elementales.
Poco después, en la década de los cuarentas, fué descubierto el Mudn en estudios re-
alizados en la radiacidn proveniente del espacio conocida como rayos cdsmicos. La
existencia de una nueva particula habia sido predicha en cierto modo por I.Yukawa en
1932 al formular una teoria para las interacciones nuclearcs de corto alcance. Yukawa
cambié conceptulmente la teoria del campo, al suponer que la interaccién debia estar
mediada por una particula masiva, cuya masa era el origen del corto alcance, y debia
ser del orden de 150’—{2. (i.e. una particula de peso medio entre el electrén y los
nucleones) que era intercambiada entre los protones y neutrones del niicleo atémico,
y a la que denominé cuanto~U, y que ahora se llama Mesdn. Sin embargo, el Muén

bierto no era exact te la particula predicha por Yukawa. También fué des-
cubierto el Positron predicho por Dirac; y asi sucesivamente se fueron descubriendo
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cada vez mds particulas elementales con la creacién de aceleradores de particulas que
intentaban escudrifiar las entraiias del niicleo atémico y de los nucleones. Para 1960 la
lista de particulas elementales llegaba a incluir mds de cien particulas.

(3) Concepto de Simetria de Isospin

En 1932 W. Heisenberg propuso una teoria en donde consideraba que los protones
y neutrones del micleo atémico no eran sino manifestaciones distintas de una misma
particula distinguilles tinicamente por la carga eléctrica. Debido a que el protén y el
neutrdn tienen casi la misma masa y & que las energins de amarre que los mantiene
ligados en el micleo son casi iguales, Heiseuberg hizo ln suposicién de que los nucleo-
nes poseian una simetrin interna que estaba ligernmente rota, y gracias a la cual el
neutrén y el protén apurecinn como dos particulas diferentes, cuando en realidad eran
la manifestacién fisicu de los dos posibles estados cudnticos de dicha simetria. De forma
andloga a como se presentan los estados cudnticos de una particula con spin s = 3,
Heisenberg supuso que existin una propiedud equivalente a la que se le denomina Isospin
que distinguia los estados de Protén y de Neutrén. En esta interpretacién un nucleén
con proyeccidn de lsospin = 45 coresponde u curga electrica +1 (Protén) y un nucleén
con proyeccidn —% corresponde a cargn eléetricn cero (Neutrén). De aqui se deduce
facilmente la relacidn cutre la earga eléetricn y lu proyeccién del Isospin @

Q=I+5. @

Dentro de esta simetrin de Isospin se pudicron clasificar diferentes particulas como los
Piones nt, 7~ y n! pertenccientes n lu representacion de triplete (I = 1) etc. La
simetrfa involucradu corresponde a la simetria de rotaciones en el espacio interno de
Isospin basada en ¢l grupo SU(2). Este fue el primer paso hacia una sistematizacién que
permitia incorporar el nimero tun grunde de particulas en un esquema que las tomaba
en cuenta como manifestaciones distintas de una simetrin interna de las partfculas
fundamentales.

Para ver brevemente como surge la idea de esta simetria de Isospin, baste con
decir que una rotacion, (que denotamos come I ) sobre un estado de neutrén debe
transformarlo en proton, y viceversn; si aplicmmos la rotacién inverstida (I-) sobre el
protén, debe transformarse en neatrén, i.c.

Lyln)=1p) (2a)
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Llpy=dn) - @b

También debe existir un operador de ‘peso” cuyos estados propios sean los estados
fisicos de carga (protén y neutrén). A tal operador le lamamos Iy

Llp)=+1p)

Lin)=—{n). (20
Si una rep cién matricial, y el protén y el neutrén estan dados por los
vectores columna
1 0
tey=g): 1m1=()- ®
se encuentra que los operndores I, Ig satisf: el dlgebra SU(2) j al dlgeb

involucrada con el spin. La representacion matricial “de estos operadores estd dada en
términos de las matrices

1=(g o)
-=(93)
h=(g %) (@)

que son las matrices de Pauli en la representacion esférica.

(4) Introduccién del concepto de extrafieza

Con el descubrimiento de las nuevas particulas elementales se empezaron a buscar
regularidades que pudieran observarse cn las propiedades fisicas de éstas. De este
modo se les asignaron distintos inticos como el nt bariénico, el nlimero
lepténico, etc., que bajo cierto tipo de interacciones se conservaban. Por ejemplo el
hecho de que no haya sido observado el decaimiento del protén en un positrén mediante
1a reaccion :




Cromodindmica Cudntica 35

pAet 4y 5

significa que viola una reglu de conservaciéu y por lo tanto dicha reaccién esta excluida.
La cantidad conservada en este caso es el nimero Baridnico. Mientras que al protén se le
asigna un nimero bariénico B = 1, el electrdn y el fotén tienen B = 0, La conservacién
del nimero bariénico viola por lo tanto la reaccién mencionada mds arriba,

En 1954 se descubrieron las particulas extrafias cuando se observé que la reaccién

T~ 4+p— A+ KO (6)

presentaba una seccidn eficaz tun grande que se tenia que suponer que el decaimiento
era de origen fuerte. Sin embargo cuando las particulas Ay KU decaen, sus vidas medias
son muy grandes (~ 1071%) de modo que estos decaimientos se deben a interacciones
débiles, atin cuando Jus particulas que intervienen en el proceso son hadrones :

A=ptn; EY o xt oo, : n

Los hadrones tenfan que decaer en otros hadrones vin interaccidn fuerte a menos que
estuviera involucrada ln violacién de unu cantidad conservada . De esta manera se
introdujo un nuevo mimero cudntico § llaumado Eztranieza. Asignando un valor de
extrafieza § = 0 para el pién y el protén, y un valor § = —1 a la particula lambda y
al kadn, e inventando lu regla :lus interacciones fuertes conservan S, las snteracciones
débiles la cambian podemos explicar por qué ocurre la primera reaccién por interaccién
fuerte (se conserva §) mientras que lns reacciones subsecuentes acurren via interaccioén

débil (cambian §).

Un patrdén similar ocurre o encrgins mids nltas, En 1975 se observé por primera
vez que los nentrinous en una cdmara Jde burbujas renccionaban para dar

vptp— - A+ttt enT, (8)

Esta no puede ser una simple internceion débil que involuere leptones, ya que se ob-
serva que todos ellos obedecen ln regla AS = AQ, donde AS y AQ son los cambios
en extrafieza y carga de los hadrones; la reaccidn de arriba da AS = —AQ. Se con-
cluyd entonces que lo que estaba involuerado era una serie de reacciones:

u,,+p—~ll_+‘:.:'+
s A 4t

Ar oAbzt eat e n”
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El decaimiento de ZF+ en A} es una decaimiento fuerte, pero el decaimiento de A} en
Ay pidn es débil, y necesita la introduccién de un nuevo niimero cudntico denominado
’Encanto’ C ; A} tiene C = 1,5 = 0, y A tiene C = 0,5 = —1, de modo que el
decaimiento tiene AC = AS = —1. ZF+ también tiene C = 1, y las interacciones
fuertes conservan C.

La extensién exitosa del concepto de Isospin de Heisenberg a los mesones e hi-
perones, condujo a la bisqueda de una simetria mayor subyacente que incorporara el
niimero tan grande de particulas elementales con interaccién fuerte identificadas hasta
principios de los anos sesenta. El panorama dentro de las particulas elementales a
principios de esta década era el siguiente : ocho bariones estables ante decaimient
fuertes, con spin 4 y paridad positiva p,n, S+ 50,5~ A%, 295, los mesones estables
ﬂ"’, 1r0, s, RD, no, con spin cero y paridad negativa.

o8

Siguiendo la idea de Fermi y Yang (1949) de que los piones eran estados ligados de
un nucleén y un antinucleén , Sakata propuso un modelo que extendia esta idea a los
kaones incorporando una particula extraiia como el A, Sakata proponfa por lo tanto
como particulas basicas al triplete formado por el protdn, el neutrén y la particula
AY  con spin % , & partir de las cuales se podiun construir las demds. Si se postula
que, idealmente, las particulas del triplete bdsico tienen la misma masa, entonces se
encuentra que las interacciones entre ellas son invariantes ante transformaciones lineales

de ellas entre si. De lo anterior se deduce que los transfor i corr den a una
simetria que corresponde a la simetria SU(3) en el caso cudntico.
Y »
n{=Alnl. . )]
N A

donde A es una matriz que tiene que ser unitarin para preservar la hermiticidad del
triplete

Aa=1 (10)

El conjunto de matrices 3 x 3 que satisfacen esta condicién forman el grupo llamado

SU(3).
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(5) El Modelo Naive de Quarks

Three quarks for Muster Mark.
James Joyce

En 1964 M.Gell-Mann, Y.Ne’eman, e independientemente G. Zweig introdujeron
el concepto de Quark con el fin de resumir y sistematizar la gran cantidad de particulas
elementales con interaccién fuerte. Con laintroduccién de los nuevos niimeros cudnticos
se dieron cuenta de que detrds de lus regularidades ohservadas en las propicdades
fisicas de tales particulas se liallaba una simetia subyacente que las acomodaba por
supermultipletes. La simetrin encontradla resultd ser la simetria del grupo SU(3). Gell-
Mann utilizé la misma idea de Sakata para postulur que existia un triplete basico
de particulas de spin § con cargas eléctricas fraccionarias a partir de las cuales se
construyen todos los hadrones counocidos (mesones de spin entero, y bariones de spin
semientero), Estas purliculns hipotéticas, u Ins que lamé Quarks, debian corresponder
a la representacion fundiumental del grupo SU(3) ctiquetada por las propiedades de
isospin e hipercarga (o extrafieza). A cadn uno de los quarks fundamentales les puso
una etiquetn para difirenciarlos. Asi el triplete bisico consiste de los quarks u,d, s que
significan up, down y strange.

Figure (3.1) Representaciin Fundamental de SU(3)

En este esquema los bationes estin constituides por tres quarks, mientras que los
mesones estan constituidos por un quark y un auntiquark (de la representacién funda-
mental conjugada). En ¢l contexto de 1a teoria de grupos, ésto significa que al construir
un estado barfonico a partir de tees particulas en la representacién fundamental, las
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representaciones posibles, que corresponden a los diferentes multipletes de bariones,
constan de un singlete, dos octetes, y un decuplete :

3x3x3=10808@10. a1

y para los mesones, un singulete y un octete :

3x3=108. (12)
s
S
-2 g El 3 a
- 5° N -2 av g°
B Ae z
-1 b4 b "
[5} n n ofa- a° a* art
L 3 ' | ) T Lt 1 1,
] A 0 e7z <2 Ve -l V2 O Y2 el eY2 3
Figura (3.2) Supermultipletes de SU(3)
La teoria de Gell-Mann pudo describir corr te los sup ltipletes de parti-

culas observados y tambien pudo predecir con éxito la existencia de la pnrhcula Q" en
el decuplete de bariones.

(6) Necesidad del Color

En este modelo naive de quarks existe, sin embargo, una dificultad al construir
los estados mas bajos de Bariones, que tiene que ver con el principio de exclusién de
Pauli : dado que los quarks son particulas fermié deben obedecer, como se sabe,
el pnncxplo de exclusidn; no obstante las propiedades de la partxcula At (que tiene
spin 3/2 en su estado mds bajo) se tiene que su composicién en términos de quarks
esta dada por
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|at*, g =a/2)= |utuful), (13)
donde las flechas representan los espincs alineadas, lo cual viola evidentemente el prin-
cipio de Pauli. No hay ninguna razdn para suponer que justamente en las particulas
hadrénicas se violara este principio. Para salvar ul modclo de esta paradoja, se introdujo
una nueva variable oculta con tres grados de libertad, por esta razén llamada Color.
A cada uno de los tres grados de libertad se le asignd un ‘color” primario : rojo, azul
y amarillo (Gell-Mann, 1972).

Como no observamos particulas con ‘color” directamente, se debe suponer que los
fenémenos hadrénicos deben ser invariantes ante transformaciones de color. La simettia
que se escoje en este caso corresponde nuevamente a la simetria SU(3) y debe ser una
simetria exacta. Un estada de un solo quark, por ejemplo , se asigna a la representacién
fundamental 3 de SU(3). Los estudos bariénicos deben ser singuletes de color en SU(3).
De ésto se deduce gue las duicas formas de obtener singuletes sea por descomposicion
del producto de tres tripletes

3x3x3=1H8H810. (14)

¥ por el producto de un triplete y su conjugado (que representa a las antiparticulas)

3x3=1&8. (15)

Se puede ver que éstas son lus formas mits simples donde aparecen singuletes, lo cual
esta completamente de acuerdo con el modelo naeive de quarks de Gell-Manu. Esta es,
por otra purte, una forma alternativa de decir que ¢l color estd confinado.

Existen dos procesos bien conocidos que presentan evidencias indirectas para los
grados de libertad de color: ¢l decnimiento 7 — 29, y 1a uniquilacién electrén—positrén
ete™ . En esos procesos, el color aparece como un fuctor extra en Jas razones de
decaimiento.

i) decaimicnto 79 — 2.

Este decaimiento se puede derivar de la contribucion de los diagramnas de Feynmann
de mas bajo orden mostrados en lu signiente figura
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axial-vector
current

Figura ($.9) Diagrama de Feynmann relevante para el proceso de decaimiento 70 —
2y

La razén de decaimiento obtenida con este célculo resulta ser

o 20 )2 2y2 a? 131
I(w 27) =N, - 2, 16
(79 = 27) Q% Qd) Gyrd F:- (16)

donde N es el nimero de grados de libertad de color, Qu, y Qg las cargas de los quarks
u y d en unidades de la carga del protén (e), m,o la masa del pién neutro, o = /4w
¥ Fx(= 91Mev) la constante de decaimiento del pidn, para decaimientos v — pv .

En la ecuacién (16) el factor. N2 aparece ya que cada grado de libertad de color
que interviene en la linee de quarks de la figura anterior contribuye a la amplitud de
decaimiento para n — 2y. Substituyendo N. = 3 y el valor de las cargas para los
quarks, se obtiene

I(7° — 29) = 7.6¢V, (17)

que estad de acuerdo con el valor experimental observado

I(experimento) = 7.48 + 0.33eV. (18)

mientras que el valor tedrico calculado para Ny = 1 (sin grados de libertad de color)
I'(n°® — 27) = 0.84¢V estd lejos del valor experimental.

i) Aniquilacién ete™
Cuando se considera la aniquilacién de alta energia de clectrones y positrones en

hadrones

ete™ — hadrones. (19)
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dentro del modelo de quarks en la region asintdtica descrita en términos de partones.,
se puede suponer a los quarks como si estuvieran escencialmente ‘libres” a escalas de
.distancia muy pequeiias. Entonces el proceso (19) se produce mediante la produccién
de pares quark-antiquark inducida por un fotdén virtual, seguido de la formacién de
hadrones a partir de los quarks producidos en forma de jets .

hadrons

Figura (9.4) Dingrame de produccién de hudrones por colisidn ete™

A altas energins, la internceidn entre quarks puede despreciarse, y la seccién total
de aniquilacidn o{e* ¢~ — hadrones estit duda por

qna? Nt .
a(ete™ = hadrones) = 5 Ned Q? (20)
g i=1

donde s es la energiu total al cundrado del eentro de masa del sistema ete™ y Nyel
nimero de sabores de quarks que pueden contribuir al proceso, y estd restringido por
1a condicién 2y, < V<, y Ne es en mimero_de colores. En lu reaccién (20), todos los
efectos de mausan de los quarks pueden ser desprecindos comparados con /s, y tenemos
nuevamente ¢l factor explicito N que viene del hecho de que cada grado de libertad
de color en la linea de quurks de la figura anterior.

En vez de usar divectamente la relucion (20} se acostumbra definir la razén de
decnimiento :

o(cte™ — hadron
47l /3s
Ny
Ne S QR - : (21)
=1

]
]

y compararla con los datos del experimento, Para In region de energins /3 < 3GeV,
solo los quarks u d ¥ 5 contribuyen, ya que el umbral de produccidn de quarks ‘c” se
encuentra por arriba de este intervalo de cnergiag, y por lo tanto, para Ne = 3 tenemos
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R=2, {quarks u,d,s)
y para la region 4 < /3 < 9GeV donde si contribuye el quark ¢

10
R= 3 (quarks u,d,s,c)
Los datos experimentales estdn de acuerdo con la hipétesis de color (N = 3).

A partir de esta hipdtesis del color, surgié la Cromodindmica Cuéntica, donde se
conjugaron por una parte la simetria interna de color, y las modernas teorias del campo
cuanticas. Es decir, las teorias de norma. En las siguientes secciones analizaremos el
origen de esta clase de teorins y la formulacion de la teorin dindmica para los grados
de libertad de color.

(7) Interacciones Fundamentales

En la naturaleza aparecen cuatro tipos de fuerzas bien identificadas entre las
particulas llamadas elementales. A saber, tules fucrzas son: la fuerza electromagnética,
las fuerzas nucleares débil y fuerte, y la interaccién gravitacional. De las cuatro, la
que mejor ha sido entendida es la interaccién electromagnética. Al nivel microscépico
(es decir cudntico), la teoria gue describe los procesos elect gnéticos microscépicos
entre las particulas el ales es la electrodi cudntica. Su origen procede de
lo que llamamos invariancia ante transformaciones locales de norma generadas por la

carga eléctrica.

Las interacciones entre las particulas elementales se entienden mediante la inter-
accién de un campo cuantizado {bosones mediadores) que ‘comunican ” la interaccién
entre dichas particulas. Esta idea fué propuesta primeramente por I.Yukawa en 1934
al tratar de describir la interaccién nuclear de corto alcance. La idea de Yukawa era
muy simple: si la interaccién es de corto alcance, el principio de incertidumbre de
Heisenberg AtAe > h permite la creacién de una particula masiva A(me?) ~ e du-
rante un periodo de tiempo Ar. Durante este int:rvalo de tiempo, la particula puede
‘viajar” una cierta distancia caracteristica de la interaccién nuclear. El intercambio
de esta particula mediadora entre dos particulas es responsable de la interaccién de
corto alcance. Con ésto, Yukawa predijo la existencia del mesdn. La electrodinimica

antica se puede entender del mismo modo, si nos damos cuenta de que debido a que
esta interaccién es de largo alcance, la particula mediadora no tiene masa. Por supuesto
que ésto esta de completo acuerdo con la cuantizacién del campo electromagnético en
donde aparece el fotén como particula mediadora de la interuccion electromagnética.
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(8) Invariancia de Norma. El Electromagnetismo.

El concepto de inveriancic de norma surge en la electrodindmica cudntica como
propiedad fundamental de las funciones de onda: la propiedad de ser cambiadas por una
transformacién de fase inducidas por una tranformacién de norma en los potenciales
clectromagnéticos.

Empezamos revisando brevemente el concepto de invariancia de norma en la elec-
trodindmica cldsica.

La interaccién electromagnética estd descrita por las ecuaciones de Maxwell

10H

(a) VxE+c—é-t-=0 by V.:H=0
@ vxu-8_lo; @) v.E=Qe (22)
¢ Ot c

en unidades unturales, Estas cenaciones describen la dindmica del campo electro-
magnético y la fuente del mismo por medio de una corriente de particulas cargadas (j)
. En notacidn relativista, lus ceunciones de Maxwell inhotnogéneas se escriben como

1_ .
a“Flw = ;chuv (23)
donde

Fuy = 8y = 0y, (24)

s el tensor del campo electromagnéiico de Maxwell definido en términos del cuadri-
campo electromagndtico A,y de la cuadii-corriente j¥ definidos por

AR = (8,A). (24a)

= (o) : (248)
relacionados con los capos eléctrico y magnético mediante las ecunciones
19A

E=-Vd- T (25a)
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H=VxA. (25b)

Las ecuaciones de Maxwell describen un campo de largo alcance, Clasicamente, estas
ecuaciones permanccen invariantes ante transformaciones de norma de los potenciales,
que resultan de Ia libertad que se tiene para-elegir convenientemente el nivel de refe-
rencia de la energia. Tales transformaciones de norma, tienen la forma

Ay = Ap+ Bux(x). (26)

donde x(x) es un ‘campo” escalar arbitrario, pero diferenciable. En otras palabras,
podemos elegir una farma conveniente de este campo x para resolver distintos proble-
mas, Despiies de todo, las cantidades fisicas medibles no son las energias absolutas sino
sus diferencias.

La inclusién de uua interaccidn electromagnética con particulas cargadas se hace
mediante la prescripeién del acoplamiento minimo, que consiste en remplazar el cuadri-
momento p# por

P - fAﬂ. 27

Con este remplazo, el Hamiltoniano cldsico adquiere la forma

H=cf(p- SA)’Z +1n2c? 4 g, (28)

Este Hamiltoniano reproduce la fuerza de Lorentz, que experimentan las particulas
cargadas en un campo clectromagnético. Si comparamos este Hamiltoniano con el
Hamiltoniano de una particula libre

H = \/p? + m2c2, (29)

se ve inmediatamente que la sustitucién del momento, segin el principio de aco-
plamiento minimal, reproduce aquel de una particula en interaccién con el campo
electromagnético, el cual posce la propiedud de transformacién de norma (26). Tal
puopiedad del campo electromaguético no parece ser muy profunda, s:mp]emente re-
presenta. la libertad que se tiene para elegir un sistema de refe ia para los potenci

La invariancia de norma, en cambio, juega un papel esencial en la descripeién cudntica
del electromagnetismo.
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(9) La invariancia de norma como principio dinimico

En el caso cudntico uno puede utilizar también el principio de acoplamiento minimo
en el Lagrangiano (0 en ¢l Hamiltoniano) de una particula libre para introducir la
interaccion electromagnética. La versidn cudntica del acoplamiento minimal se obtiene
al cuantizar las variables dindmicas zy — 2 y pj — Py — —i9y y adquiere la forma

0,, — 'q,

en donde a T); se le luna derivada covariante,

By —iZ4p. (30)

Por ejemplo, la ceuncidn de Sclrddinger que se obticne para un electrén en pre-
sencia de un campo clectromagnético os

)
(=5 (¥ —iSA) 4 ety = i 22, (31)

La ecuacién (31) sin emburgo ne os invaviante ante transformaciones de norma del
campo electromagnético de ln forma (26). Pura resolver este problema, se tiene que
introducir al mismo tiempo que se resliza tal transformacién de norma, una trans-
formacidn de fase ‘local” (i.e. dependiente de la posicién en el espacio-tiempo) en la
funcién de onda ¥ para compensar los términos extra que aparecen en la transfor-
macidn, de la siguiente manera

Px) — ¢TIy (x), (32)

-que corresponden a transformaciones focales de simetria del grupo U(1). Como se sabe,
éste es un principio fundamental de la mecinica cudintica: las funciones de onda son
invariantes ante transformaciones de fase,

Ahora bien, se le puede dar In vaelta al argumento y decir que ¢l hecho de que la
teoria sea invariaute ante transformaciones de fuse de la forma (32), implica que cuando
tales transformaciones son locales, debe ‘aparecer™ un campo que compense los cambijos
introducidos por la localidad de ln transformacion, con la caracteristica de que tal
campo debe poseer la propiedad de jav, acin de norma (26). En este sentido podemos
decir que la invarinnein de uun teoria de campo de materia ante transformaciones de
fase locales, o de norma como sucle decivse, es un principio dindmico que describe el
campo de internecion con el cual internetéan las particulas, con ¢l fin de que exista tal
simetrda. Tal camipo, es ¢l cunpo clectromagnético en el caso del campo de electrones,
descrito por la Lagrangiana invariaute de norma
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1
L=—3FuFY. (33)

A la posibilidad de introducir la dindmica requiriendo que cierta simetria se mantenga
atn localmente se le llama comtinmente Principio de Norma.

En las teorias del campo uno comienza con una Lagrangiana, a partir de la cual se
deducen las ecuaciones de movimiento por medio del principio de minima accidn. Por
ejemplo, la Lagrangiana para una particula en un campo electromagnético es

1 =, .
L= —ZFI‘VF““I +PivH (Bp — ieAy) — m)p.. (34)
donde h=e=1,¢ = ¢t7°, y 7# son las matrices 4 % 4 de Dirac.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange

6L 8L _ .
a"5(0,,.4") a7 0. (35)
! 5L 6L

3,,m % =0. (36)
son las iones de movimiento para el campo electromagnético A#, y para el campo

de electrones ¥
DAP —~ 9D, AY) = j. @7

Y

[i9#(9y — icAp) —m]p = 0. (38)

en donde 4* son las matrices de Dirac, y el operador Laplaciano estd definido por
0 = 9u0¥. La corriente electromagnética es = i,

Por otra parte, el teorema de Nother establece que cuando una teoria, descrita por
una Lagrangiana, posea una invariancia, debe existir una cantidad conservada-asociada
con dicha simetrin. En el caso de la Lagrangiana invariante ante transformaciones
locales de norma U(1) del campo de electrones, la cantidad fisica que se conserva es la
corriente electromagnética

i = . (39)
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(10) Teorias de Yang-Mills

En 1954 Yaug y Mills generalizaron el concepto de invariancia ante transforma-
ciones locales de norma, utilizando el concepto de invariancia de isospfn en la fuerza
nuclear, introducida en 1932 por Heisenberg. La idea original consistié en remplazar
las transformaciones locales de fase U(1) que dén lugar al electromagnetismo, y a la
conservacidn de la carga eléctrica, como se dijo en la seccidn anterior, por transforma-
ciones del grupo de simetria del isospin SU(2). Esto es, que la teorfa fuera invariante
ante transformaciones de fase del tipo

B(x) = P’ = exp(—igda(x)r) P(x). (40)
donde las matrices de Pauli (1, @ = 1,2,3) corresponden a la representacién matricial
de los generadores del grupo SU(2) y ¢ juegn el papel de constante de acoplamiento,

Esta sustitucién demanda inmediatamente la intr ion de tres pos de nor-
ma W# que deben introducirse en la teorin vin acoplumniento minimal. En este caso
particular la generadizacion de la derivada covariante (30) que hace que la Lagrangiana
L sea lacalmente invariante ante transformaciones de SU(2) estd dada por

D' = O+ igr- WHx)/2. (41)

Esta derivada covariante ¢s en realidad uua miatriz que actiia sobre las componentes
de un campo ¢. La propicdad (ue se le requicre a esta derivada covariante, es que
DH¢ debe transformarse bajo transformaciones locales de SU(2) exactamente a como
se transformn 9%¢ Lajo transformmciones globales . Este requerimiento determina la
ley de transformacion de los cianpos de norma 1%,

@(x)— ¢'(x) = U(x)(x), (42)

. con
U{x) = exp(—ix(x) 7/2), (43)

una transformacion unitaria de SU(2) (U('i =vilv = 1). Si se introduce la notacién
compacta

W(x) =1 WH(x). (44)

la transformacion de nonna de los enmpos ¢ es

Wi(x) = —iU(x) [0U (x)] + U (x)Ut (). (45)
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No obstante, la teoria de Yang y Mills exige que los campos de norma no tengan
masa, ya que un término de masa en la Lagrangiona rompe automiticamnete la in-
variancia de norma, lo que estd en contradiccidn con el hecho de que las interacciones
nucleares que ellos trataban de describir son de corto nlcance, y por lo tanto que los
cuantos medjadores (campos de norma) debian tener masa. Mds tarde se ingeniaron
procedimientos que permitian definir una teorin invariante de norma sin masa, que en
ciertas cir tancias (rompimiento espontineo de la simetria), los bosones mediadores
adquirieran masa.

La diferencia principal entre la teoria de Yang-Mills y el electromagnetismo, con-
siste en que mientras que en ¢l primer caso Ia simetrin involucrada U(1) es una simetria
Abeliana y los campos de norma (fotones) no llevan carga eléctrica, los cuantos de
norma de la simetria no-abeliana. SU(2) si llevan carga (de isospin) y por lo tanto
generan autointeracciones que hacen (ue la teorfa sea no-lineal. El efecto fisico de la
no-abelianidad de la simetifa causa una renormalizacién de la carga de isospin en este
caso, (Esto lo veremos con mas detalle en la seccién sobre libertad asintdtica).

(11) Una teoria de Yang~Mills para las interacciones fuertes

Cromodindmica Cudntica

Si se quiere formular una teorfa dindmica basada en la simetria de color SU,q00(3)
de los quarks, se puede apelar al principio de norma discutido en la seccién anterior.
Es decir, formular una teoria de Yang-Mills para las interaciones fuertes entre quarks.

La idea original de Yang y Mills al desarrollar una teoria no-abeliana de norma
fué aplicarla a las interacciones fuertes entre los hadrones, El principal problema teérico
para la aceptacion de su teorin era el problema de la masa de los mediadores. Como
hemos dicho, un término de masa en el Lagrangiano rompe la invariancia de norma,
pero como sabemos ahora, la simetria "oculta’ de norma puede resolver este dilema en
el modelo de Weimberg, Salam y Glashhow. Pero también es cierto que esas ideas no
se pueden aplicar directamente a los hadrones por la siguiente razén. En general, los
campos de norma se deben acoplar a tedas las componentes de la corriente asociada
con el grupo global de simetria. Si esta simetrin es del tipo convencional de simetrias
‘manifiestas’ los campos de norma no deben tener masa.

Actualmente se acepta que los hadrones son objetos compuestos, hechos de quarks
y antiquarks. Exactamente como la simple interaccién electromagnética de norma des-
cribe correctamente las fuerzas entre los consntuyentes de los atomos, mientras que la
fuerza interatd es licada y, en principio, es derivable de la fuerza entre los con-
stituyentes, uno puede esperar que la interaccidn entre quarks sea simple, y que la inter-
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accién inter-hadrénica sea una manifestacién secundaria de ella. La generahznmon de la

mteraccmn electromagnética se hace entonces al nivel de los yen
i.e. al nivel de los quarks, descrita por un campo de rorma.

La Cromodindmice Cudntica (CDC) es una teoria de norma local para la simetria
exacta del color de los quarks, Los quarks pertenecen a la representacion fundamental
de dimensién tres del grupo SU,0(3), ¥y podemos escribir los campos de quarks como

(#2)
vi=|a?|. (46)
ac

con i corriendo sobre el indice de subor (u,d,s,c,...), y R, B,G los indices de color
(Red, Blue, Green).

Una transformacidn de norma globul bujo SUgon(3) estd dada por

i =y = crp(=i0 - M)y 47)
donde los ‘angulus™ 9, parmmetrizan la transformucién general del grupo SU(3), y las
ocho mutrices A" (3 x 3) son las mutrices de Gell-Mann, que generalizan las matrices
7 de Pauuli de SU(2). Estas matrices obedecen ¢l dlgebra

A A = i f AT, (48)
donde las f,,g-, son lus constantes de estrnctura de SU(S) (véase el capitulo sobre
tépicos de teorin de grupos). Si uno exige que la invariancia (47) sea local, ¥ — ﬂ(x),
entonces sc¢ Benerard uih teoria dindmica cuya Lug,; i se puede eucnbn‘ segdn
la prescripcion del acoplumicnto imal, r 1 > en el Lagrangiano de quarks
llbrcs (ecuacidn de Dmu_) lu derivadn 3y por lu (l('n\'ndu covariante T); :

T = Oy + igs A" A7, (49)
La Lagranginna para la Cromodimimiea Cudintica ¢s entonces:

L= 5 Gilif =i — g A A0 - %I-“,,.,"F"“". (59)
i=aubor

donde se ha usudo la notucion A' = /45

Abora hay ocho campos <de norma A” (uno por cade generador del grupo) trans-
formdndose como I representacion regular de SU(3).. A los cuantos asociados con estos
camnpos de norma se les Hauma Gluones. El tensor del campo gluénico Fj,@ estd dado
por



50 3, Cromodindmica Cuantica

Fu® = 0pA® = 0y A® + s fopy AuP A7, (51)

Estos cuantos son pnnculus bosénicas de spin 1 con carga de color. Adn el término

puramente gludnico —HF,.,,"F'“’ @ contiene autointeracciones entre tales gluones, a dife-

rencia de los cuantos del campo electromagnético (fotones), que no llevan carga eléctrica
portandose ialmente como c libres.

it

Hay que aclarar sin embargo que {50) no es la Lagrangiana completa de la Cro-
modindmica Cudntica, Esta es escencialimente la versidn ‘cldsica™ de campos. Cuando
se discute la cuantizacidn de los campos de norma, se tiene que introducir adecuada-
mente en la Lagrangiana términos que fijen completamente la norma, pues esta propie-
dad hace precisamente que el problema sea un problema con constricciones, es decir
que en la teoria se tienen grados de libertad uo-mdependmntes que hay que remover
de alguna manera adecunda. En el capitulo sobre la formulacién Hamiltoni dela
CDC se discutird mas este punto.

(12) Libertad Asintética.

Para obtener resultados fisicos en una teoria cudntica de campos, se tiene que
implementar un programa de renormalizacién que nos dé resultados finitos. Esta
prescripeién aisla v remueve consistentemente todos los infinitos que aparecen en los
caleulos perturbativos y los expresa en términos de las cantidades fisicas medibles.

La base fisica de lu ‘renormalizacion” se puede ver clar te en el ejemplo ill
de particulas cargadas en un medio polurizable.

" La energia potencial V(r) de dos cargas de prueba estdticas q) y ¢ es, en el caso
eléctrico

q1q2
Vir) = -——=. 52

" 4mer (62)
donde r es la distancia entre las dos cargas y ¢ es la constante dieléctrica que caracteriza
la respuesta del mediv a los campos cléctricos (en el vacio e = 1), Generalmente la
polarizabilidad del medio causa un *apantullumiento” de la intensidad de los campos y
por tanto deé la interaccién entre lus cargus, ¢s decir que

€e>1 apuntallamiento. (53)
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Por otro lado se puede considerar tambien el hipotético caso en que la constante
dieléctrica produjera el efecto contrario. Es decir un efecto de ‘anti-apantallamiento” ,
lo que significa que

e<l anti-apantallamiento. (54)

El vacio de una teorfa cudntica de campos es un objeto muy peculiar que se comporta en
muchos aspectos como un medio polarizable, Este efecto se debe principalmente a las
fluctuaciones cudnticas que dan lugar u la creacién y destruccién de pares de particulas
virtuales alrededor de lu ‘carga” en forma dec una nube. Si dos cargas se acercan mucho
una a la otra, eventualimente pueden penctrar en la nube de pares virtuales y ‘sentir”
el efecto de apantallamicutoo anti-apantallamiento que hemos sefialado. Esto significa
que en realidad la constante dicléctrica € es una funcién de la distancia y por lo tanto
el potencial (52) adquicre la forma

q492
Viry = ~192_
) 4me(r)r
donde se puede ver clarnmente que laintensidad efectiva de la interaccidn, representada
por la carga depende efectivamente de la distuncis como

2
< (r 55,
a*(r) = ((,.) (85)
El punto importante aqui es que ¢l vacio debe ser un objeto invariunte de Lorentz.
de manera que eXiste una relacion entre ln constante dicléctrica y la permeabilidad
magnética:

ep=1 (e=1). (56)

Esto significa que pare el caso counin en que existe apantallumiento (e > 1) la per-
meabilidad magudtica es g < 15 micentras que para el cuso en que se tenga anti-
apantallamiento (¢ < 1), la permenbilidad es g > 1. Ahora bien la permeabilidad
magnética p se escribe usualmente en términos de la susceptibilidad magnética x como

j=1+4r x. (56)

que entra en la expresion de lu densidad de energia en presencin de un 7 g

H

1 9 ,
€ = —5ir xH™. 57



52 i - 3. Cromodindmica Cudntica,

Si el vacio. esta formado principalmente por pares de particulas virtuales, que en caso
de cuantos cargados con spin forman dipolos magnéticos, los que tienden a alinearse
entre si con el campo magnético conduciendo al sistema a energias negativas . Es decir
que entonces

x>0, (u>1). (57b)
y el medio se llama paramagnético. Este medio, por lo tanto, presenta el efecto de
‘anti-apantallamiento’ ionado arriba.

Hemos visto que atin la parte puramente gludnica de la Lagrangiana de CDC
presenta ya interacciones debido & que los gluones portan carga de color. Ademss
los gluones tienen spin 1. Entonces el vacio cromodindmico debe p el efecto de
anti-apantallamiento. La contribucién de las fluctuaciones cudnticas es tal que conforme
r decrece, la intensidad del campo de color efectiva se vuelve cada vez mds pequefia.
La teoria se acerca asintdticamente a una teoria libre, y es calculable mediante pertur-
baciones en este limite.

La Cromodindmica Cudntica se convirtié en el mejor candidato para describir las
interacciones fuertes entre quarks cuando la propiedad de libertad asintdtica fué des-
cubijerta (Gross, Wnlzeck y Politzer, 1973). Esta propiedad se puede entender entonces
como un p to especifico de la renormalizacién de la carga de color. Usando
técnicas perturbativas, y tomando en cuenta 'efectos de dos loops’, la carga g, a una

escala de momento k resulta

8n? kY
m—-blnx-i-z-lnln +0(1( )) (58)

con'd = A}Nc - ?,N] LV = —lalN,_? - JéNcN, + %%{- donde Ny, Ne son el nimero de
grados de libertad de sabor y de color respectivamente. La constante A que aparece
en (58) interviene como un parimetro que indica en que régimen es valida la teoria
de perturbaciones, y se calcula por comparacién con los resultados obtenidos de los
experimentos. De hecho ésta es precismnemc Ia justificacién del modelo de partones

to por R.Fey en 1969 segin la cual la dispersién ineldstica pmfunda
de electrones por protones, implica que los constituyentes del nucledén parecen casi
particulas puntuales libres.

--A bajas energias, sin emburgo, la constante de acoplamiento tiende a crecer tanto,
que no es posible realizar calculos perturbativos en este régimen, y se tienen que im-
plementar métodos no-perturbativos para describir la fenomenologia de bajas energias
como la espectroscopia hadidnica, el confinamiento del color, el rompimiento de la
simetria quiral, el efecto EMC (Electron Muon Collaboration) etc...
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Formulacién Hamiltoniana

(1) Introduccion e ,‘

El método de Monte-Carlo en las teorfas de norma formuladas en una malla,
cs actualmente ‘ol indtodo mds exitoso pura calenlur, a partiv dnicamente de la Cro-
‘modindmica Cudnticn, lis propicdiudes de los hudrones. Actualinente se tienen resul-
tados munéricos que ninestinn ¥ cidrtis evidencias sobre confinmniento en teorfas de
norma SU(2) y SU(3) (Creutz, 1980), rompimiento de la simetria gquiral en CDC (Hain-
ber y Parisi, 19815 Mariuari et al, 1081) adennits de algunos eilealos importantes de las
masas hadrdn (Hiunber y Parisi, 1981: Muritiari é2 a/,1981). Sin emburgo, en vista
“de I complejidad siumerien de estemétodo. y la dificultad que se tiene pura interpretar
correctamente los resultados en términos fisicos, se liznt intentado otras formulaciones
alternativas que nos pueden proporeionir un pmmmm.l fisico mds o menos claro sobre
la estructura de los Hadrones, Unacgran ventajin es que se tienen ya resultados de los
calenlos en a malli con los enales so’pueden probar otras teorins. El método alternativo
s p;uun\uxm cont el gne podemos tratar ol |uu|:|(-nm del espeetro hadrénico, parece
ser ¢l tratumiento 'def Himiltofiidie de biteorinde campos mediante el uso de téenicas
no-perturbativas, por cjemplo con los métedos de muchos cuerpos, como los que se
usan en Ju f
estructura del espectro h.ulmnun [T ulun\un on de nn nivel (Pottinger y Warner,
1982}, encrgin del vacio on ll]ll()\llll-(l'lllll iy nivel (PO Hess y D.Scehiitte, 1991),
espectro de ana téorin de Yang-Nills ineluyendo A gran niunero de modos (Cutkosky,
1983) tratmuiento )wnmh.m\n de los estados inds altos {Liischer y Miinster, 1984)
etel. Siel métado resulti exitoso serpodraselueidor In estructura de los hadrones,
especinlmente en ol sentido de que las funciones de onda hadrénieas sean aceesibles.

a utdmica ¥ meelear. Eun esta direceidn se han hecho varios intentos:

Antes de entrar ey detalles, tenemos qu( Baver '|lp,mm.s considernciones relacionadas
con la formmlacién Hamilioniaua. ¢

Normalmente en teorin de eampus, uuo comicnza con una integeal de accidn rela-

tivista, definida por: - P
el

bE]
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) : ) S, /C dt,’

integrandc £’ es la Lagrangiana, que es funcién de las "coordenadas” yla
"velocidades”. Todo el trabajo de pasar de la formulacién Lagrangiana ala formulnc!on
Hnmxltomana, involucra una variable temnporal particularl.

Dcsde el punto de vistu relativista, ésto quiere decir, que estamos eligiendo un
observador particular, y refiriendo nuestro formalismo, al tiempo de este observador,
sin embargo, podemos estar seguros que la teorfa es relativista, ain cuando la forma
de las ecuaciones rvesultantes no sean manifiestamente relativistas (P.Dirac, 1964).

THUATL L e . N

Cualquier teorfa cudntica de campos, relacionada con una Lugrn.nglmm 'mvnn-
ante de Poincaré, define una vepresentacion formal, unitaria ¥ reducible del grupo de
. Poincaré, En principio, la descomposicion de esta repr cién debe Jucir a esta-
dos ligados (particulas elementales) y los estados de dispersion, resolviendo el problema
de'cigenvalores de} Hamiltoniano. que es un generador (generador de translaciones tem-
. porales) del grupo de Puine aré. Sin emburgo algunos de los generadores de este grupo

n, pntalogncos y st tiene queé encontrar un esquema de renormalizacién adecuado
para que la feoria esté ‘bien definidu. Si'une quiere utilizar, métodos completn.mentc
no-perturbativos para trabajar con una teorin cudntica de campos, se tiene-que jnven-
tar un procedimiento couveniente de "renormalizacién”. Uno de esos procedimientos
posnb]es consiste en una regulurizacién de los cumpos (para ¢ = 0) dentro de una ex-
pansién finita en modos normales, y la introduceién de una constante de acoplamiento
"deslizante” (running coupling coustunt) con el fin de compensar las divergencias que se
- obtienen en el limite en que'la energia vu u infinito, es decir cuando se consideran todos
los modos normales posibles. En ¢l caso de la Cromodindmica Cudntica, se tiene que
_probar esta consistencin ¢n ¢l limite continno y ademds se debe recuperar, de alguna
manera, la invariancin ante transformaciones del grupo de Poincaré, que se rompe por la
gulanzucxon. Para una’teoria de norma, como es el caso de la CDC, la regularizacién
debe definirse de maneri cnnsxs!eu!e con la invariancia de norma. .

La invariancia de norma, en vl fux'umllsmo Humiltoniano, coxmste en'demandar que
las funcionales de onda en el espiie io de Hilbert sutisfagan la lcy de "Gauss”, que no es
sino una forma diferente de decir que lus funcionales del espacio de Hilbert fisico toman
el mismo valor cuando son evaluadis para "diferentes” campos de norma relacionados
unes entre otros, por uni transformucion de norma. Es decir que las funcmmdes que
subtienden ¢l espacio de Hilbert fisico #(A) satisfacen v
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P(A) = ¥(A") Ley de Gauss [¢8)

donde los campos de norma A y A’ estdn relacionados por una transformacién de
norma ' .

A- A =UA-ivyl (2)

(El nombre de "ley de Gauss” viene de lo signiente: Si apli una transfor i6

infinitesimal U € SU(N) & las funcionales que satisfacen la ec (1) se tiene

(1+690(A) = $(A") = ¥(A),
ya que P(A) es un esealar de SU(N).

Para que se cumpla la identidad anterior, se debe tener que la accidn del generador
G2 € SU(N) sobre las funcionales ¥ sea cero, i.c.

GUh(A)=0

En particular, G¢ = Tynf es un generador (v. ec 2.18), que corresponde, en el caso de
la electrodindmicn,

Daf(A) = Dnfv(A) = V- Ep(A) =0

que es la ley de Guusy como, se le conoce en electrodindmica).

La estructura del espacio de Hilbert de muchos cuerpos, que resulta de los dife-
rentes métodos de regulniizacion, os muy distinta para unos y otros. Por ejemplo en
el caso en que se usan desarrollos finitos en modos normales como procedimiento de re
gularizacion, el espacio de Hilbert que emerge en el problema es el espacio de Bargman
estandar de muchos cuerpos. La construceidn del Humiltoniano “regularizado”, en
cualquier caso, no es Guica. :

(3) Fijacién de la nonua

Existen basicnente dos formas difeventes de construir funcionales que satisfi

1a ley de Gauss: uun que viene de la geometrin diferencial, y otra usando transforma-
ciones de coordenadas. Nosotros vaunos o deseribir ¢l dltimo enfoque.
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Este método alternativo para satisfacer la ley de Gauss (1) se obtiene introduciendo
un conjunto adecuado de variables en el espacio funcional de los campos A en ana-
logia a como se eligen coordenadas esféricas cuando se construyen estados con simetria
rotacional. Uno relaciona los campos de norma A(x) en términos de representantes
adecuados F(x) de la siguiente manera: )

A o (U(x), F(x))

donde el campo F(x) se construye a partir de una base completa evaluada en el dlgebra
de Lie (SU(N)), y tiene que obedecer la condicién de que para cualquier campo A existe
un tnico campo F' y una trasformacién U(x) € SU(N) tal que

A=UF-iviu~} (3)
Asi A estd caracterizada por un punto fijo F en la drbita del campo A !
La ley de Gauss (1) para ¥(U, F) es justamenete la condicién de que ¥ sea inde-

pendiente de los "dngulos” U(x) que inducen ls transformacién de norma, es decir, que
¥ depende tini te del "representante” F(x)

¥ = U(F)

El "potencial” de norma se define completamente por una condicién que fija la norma.
Por ejemplo las condiciones que definen las normas de Colulomb y de Schwinger son

V. F=0 Norma de Coulomb (4a)

x-F=0 Norma de Schwinger (4%)
Para construir explicitmnente el "representunte” F(x) hacemos lo siguiente:
Necesitamos une base ortonormal real para el campo vectorial en que se define la

parte espacial (transversal) de los campos de norma, fy @ R® — R® con el producto
escalar

{fal £3) = /’ B 130 = 8,0, (5)

y una base para la representucion en ol iilgebra de Lie, {Aq} tal que

1 Una 6rbita esti formada por todos los campas de norma equivalentes entre af qua se obtienen unos
de ot1os por una \ransformacién de norma
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Te(Aady) = Sgb- ©)

Esta base forma una base para el espacio producto tensorial % — R3 x Lie SU(N), y
sus elementos se escriben de la siguiente munera

Faa =fata  Faq: R - B? x Lie SU(N) )

con

(Falal Fgh) = Tr0ak) [ &z £365 = bapbap (®

Para tomar en cuenta los %rndus de libertad "longitudinales” debemos elegir una base
escalar completa {go,u : — R x Lie SU(N)} (ortogonal a la base transversal), con
la cual podemos eseribir

Eaa = 0&1,0 (9)

con

0= { x  Schwinger
¥V Coulomb
con el producto escaluar

{ 8ol g'r.b) = bgrbap (10)

Escrito en términos de esta base, el representante de los campos de norma F que
denotaremos de ahora en adelante como A, os

Z {foatae + 0&‘;0,&’70,!:} =Fr+FL (11)
aaob
donde se ticne que o. Fz = 0 (condicidn de sorma), y las "coordenadas” ga,a ¥y dop

son las coordenadas en el espacio de Hilbert R — RY x Lie SU(N) para los grados de
libertad truusversales y longitndinales respectivamente?,

La condicidn que fiju i normia completamente, es, pur lo tanto, cquivalente a una
transformucion de coordeniudas

2 Up ejemplo de tales "courdenadas” sou bus operadures de creacién y aniquilacién usuales del espacio
de Bargman
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(QQ.a' ﬁn,b) -+ (Qa,u: Q_n,b)v (12)

eligiendo nuestro "representante” de los campos de norma (denotado por A ), de manera
que no dependa de los grados de libertad longitudinales, lo cual se consigue mediante
la condicién

Alga,a; ‘]_a,b) = 2 {fu,a’la,n + éga,biv.b} = UO[A(Qm,n) - iV]U&I (13)

a,a0,b

con la transformacién de norma { goa = 9ol )

UQ = exp(iQoaBoal- (14a)
La ley de Gauss significa ahora que

5%'1'(0,@)=0 & WQ,0)=¥Q) )

y por lo tanto podemos eseribir

A(Qa.a) = Zrn,uQa,n (15)

1 4, a4 Jd

lo cual sngmﬁca que todas las derivaci del H. se p
hacer en un marco de referencia especial, definido por la condicion de norma (4), donde
Q@ = 0, teniendo cuidado en forma en que se define la tizacion se
utilizan coordenadas "curvilineas"”.

(4) Transformacién de coordenadas. Horizonte de Gribov

Una vez elegido un representante AQ , para cualquier campo de norma A, que se
encuentre en la drbita de AQ, existe una transformacion de norma U tal que

A=UAg-iviul (16)

La unicidad del repr ante AQ se garantiza si la ecuacién
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)

para dos sistemas de coordenadas Q, @', tiene la solucién tinica

Q=Q" U= const.
y tal que U conmuta con SU(N).

El conjunte (AQ) { @ € I conjunto de indices elegidos de manera apropiada ),
es un conjunto de "representantes” para todos los cumpos de norma con la relacién de
equivalencia (2) . Despiies de cambiar lus variubles se tiene que

A=(U,Q)

La cuestién que surge shora cs, cudndo el conjunto completo {ZN es el conjunto correcto
de indices "I" para las variables @ de manera que los campos A obedezcan la condicién
(17). Gribov (Gribouv, 1978) ha demostrado que é&ste, en general, no es el caso para
teorias de norma uu-uhclimmsls' en ciertas normas, que @ se debe restringir a un sub-
dominio finito ¥ convexo de Y acotndo por un horizonte caracteristico (horizonte de
Gribov). Por ejemplo en lunorma de Coulomb la cantidad importante que caracteriza a
I'y al horizonte de Gribov, es o] "Laplaciano covariante” A(Q) definido sobre funciones
Lie-valuadas x(x)

Ay = -0;Di(AQ)x = —Ox —iV[Aq,x] (18)
Este Laplaciano surje por cjemplo en la norma de Coulomb a la hora de elegir un sistema
de coordenadas en el espacio de Hilbert, yo que la cunntizacidn candnica de los campos
no es la mismu para diferentes coordenadins como se explica en la siguiente seceién. El
Laplaciano covarinnte estit fortndo por dos partes, uni de las cuales corresponde al
Laplaciano comin y corriente (que se encuentra en coordenadas cartesianas) y la otra
es una nueve coutribueidn que proviene de li interaceidén de las carges de color y que
usualimente se denomina término de Couloml.,

En la construccién del Hamiltoniano en la norma de Colulomb aparece de manera
natural el operador inverso del Luplaciane covariante, en donde se puede mostrar que
para cualquier Q # 0 existe un valor A € R finito tal que ¢l problema de eigenvalores

AN =y (19)

tiene eigenvalor cero. Entonces en este caso existe una singularidad. _El lorizonte
de Gribov esti dado entonces por el conjunto conexo de Qs tales que Ax = 0 tenga
solucion (con lus coudiciones de frontern curreetas) y que A no tiene otro estado ligado.
Gribov ha demostrado que en ambos lados de este horizonte, uno puede encontrar
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Q, @ tales que (17) se cumpla. Solo el interior del horizonte describe, por lo tanto,
un conjunto indep e de repr tantes (6rbitas). Esto es, que el conjunto de
indices I esti definido por

I={Q e RN|A(AQ)x =0 tiene solucién sélo para A > 1} (20)
(5) Cuantizacién Candnica de los Campos de Norma

Primeramente especificamos la notacién que usaremos para los campos de norma de
Yang-Mills cuya Lagrangiana es invariante ante transformaciones de norma del grupe
SU(N), (N = 2). Denotamos los potencinles vectoriales de norma de Yang-Mills
por

Ag = Al(x))a x = (¢,3) (21)
dondea =1,2...,(N? = 1) vs el indice de "color” de las matrices Aa, Tx(MaXp) = bap,
y # = 0,1,2,3 corresponde al indice de Lorentz para denotar la parte espacio-temporal
de los cuadrivectores.

El campo de norina de Yuug—Mills estd descrito en términos del tensor del campo
F3¥(x) por la densidad Lagranginna

- —%F,{"’(x)i‘,..,,,(x) (220)

Fiv(x) = 01 AL — 8" AL + gfarc AL AT (22)

donde las constantes f, ;. son las coustantes de estructur del grupo de color SU(N),
y g es la constante de acoplamiento no-renormalizada.

La accidn clsica se escribe entonces como

S=- } [ ' T B0 Fuuax), (23)
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de donde se derivan las ecunciones de movimiento :

[v‘y F,w] = 3"F1w - [A"| Fuu] =0,

(V‘)ﬁf}.ua =0,
que son la generalizacién no-abeliana de las ecuaciones de Maxwell.

Debido & la invariancia ante transformaciones de norma que posee la Lagrangiana,

todos los potencinles A*,(x) que estén realcionados entre si por una transformacién de
norma son equivalentes. Esto mismo es el origen de las dificultades que se presentan a
1a hora de cuantizar los canpos de norma, ya que el hecho de que exista la invariancia
ante transformaciones de norma, quicre decir que tenemos variables no-independientes
que deben ser eliminadas antes de la enantizacién. Por lo tanto, las ecuaciones de -
movimiento resultan ser insuficientes para determinar los campos Afq(x) dado un
“conjunto de condiciones de Canchy al tiempo tg. Dos soluciones que se obtengan una
a partir de la otra medinnte unn transformacion de norma U(x) tal que U(x) = 1 para
t < tg satisft lus misias condiciones de Cauchy pero pueden diferir para t > 1, Por
lo tanto, In arbitrariedad de lu normn tiene que restrigirse inediante la introduccidn de
condiciones auxilinres que no afecten los observables fisicos invariantes de norma., Por
ejemplo en el coso de la clectrodindmicn cwiintien, la Lagrangiana para el campo de
fotones £ = —l/»lF;“,F/“’ se wodifien mediante o adicién de un término que "fija la
norma” —(1/2£)(9, A" )2 de manera que

Cototon = =1/4F P = (1/26 )0, 4 )%,

dando como resultado en este caso {QED) la aparicion de grados de libertad no-fisicos
(no transversales) que son removidos de la teorfn mediante la introduccién de " fantas-
mas” de Faddceev-Popov.,

Una forma posible de eliminar esos grados de libertad no independientes se hace,
en general, eligiendo couvenientemente un conjunto de "representantes” que se pueden
definir mediante unn condicion que fije completamente In norma. El problema entonces,
consiste en definir ln cuantizacion del eampo dentro de una norma dada de manera
correcta. Este problemn ha sifdo resuclto, coma ya se dijo al principio, para un buen
nimero de normas por Christ y Lee (Christ y Lee, 1980).

Para pasar e la formulaciou Lagrauginna a la formulacién Hamiltoniana, tenemos
que definir primuerimente los momentos eandnivos conjugados de los campos, y tene-
mos que climinar los grados de libertidl dependientes en la Lagrangiana con el fin de
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cuantizar los campos. Primero se fija parcialmente la norma (norma temporal) con la
condicién

Ay =0. (24)

Esto se hace debido a que en la Lagrangiana (22a) no aparece explicitamente el término
89A?, y por tanto

o,
T 6(9p40) T
de modo que A® no pucde considerarse como una variable independiente. Los otros mo-

mentos candnicos conjugados se definen de la munera usual a partir de la Lagrangiana
como

(25a)

ki

j §L
=

5(0g A7)
La cuantizacién candnica en la norma temporal, al tiempo t = 0 de los campos de
norma se especifica mediaute la relacién de conmutacion ( en coordenadas cartesianas)

= —ggdl. (25b)

[n8(x), AXy)] = —i8(x — ¥)8;;5°. (26)
Es conveniente ahora introducir los andlogos de los campos eléctrico y magnético 4.

definidos por

Eiri=F%  Bly=-1/24;F*% k=123 @n
La densidad Hamiltoniana es una de lus componentes del tensor de energia-momento
(©#¥). Su derivacion se describe en todos los libros de la teoria cudntica de campos
(p. ej. Itzykson y Zuber, 1980 ). El Hamiltoniano se escribe, en analogin con la
electrodindmica cudntica, en lu forma

H=/d:’r Tr(E-E+ B.B) (28)

3 Giempre es posible clegir una transformacion de norma Ugg), tal que se puede conectar cualquier
configuracién A*(r) con A® =0 (Christ y Lee, 1880)

4 También se les lama campos cromoelécirico y cromomagnético
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(6) Hamiltoniano

(6a) Cuantizacién en coordenadas eurvilinens

Hemos dicho anteriormente gue un esquemna de regularizacién adecuado para los
campos de normu, consiste en introducir unu expansion finita en modos normales (11),
(Schiitte, 1987), tn términos de operadores de coordenadas ¢ y 4. El Hamiltoniano es
un sistema constredido, del cunl hay que rewover los grados de libertad dependientes. ,
Una forma de conseguir dsto, consiste eu fijur completnmente la norma (13). Sin em-
bargo hay que tener cnidado con la forma en que se cuantizan los cnmpos de norma
(cuantizacion canduicn), yi gue o relaeion de cunutizacion (26) sélo es vdlida cuando
las coordenadas del e o en modos normales gag, Gag (298) son cartesianas 5
En pnrm‘ulm, cunndo nos i norma ediante upna transfor ion de coord 1
la energin cindtica del Hamiltoniano toma Ji forma del operador de Laplace en Ius
coordenadas ” curvilineas” (.

Si escribimos los cunpos de norn en coordenadns cartesinnas ¢ou,  §aa como

Aplgnas Goa) = Uftatton + Okb'n‘iuu }u (29a)
a a . J 5 a .
e D) = " i gy + O g M (@9)

(sumando sobre indices repetidos), ef ténnino % - = (i.e. E? ) tiene la forma

whab = —[{ fral fw)au +{ fral Cuu)aq

a., 1t am

. a 0 . .
@) Dl O
+{ Ocanl fk.f)all“” T T { Orgal Oewg) 5— a,l“" 7, M]T1 Aady (30)

9 o9* a?
Dyo® - Do _a'hz

g s - (30b)

donde hiemos heelio uso de s relnciones de ortogonalidad del conjunto completo dc lns
funciones orbitales (3) » (10) ¥ e lu relacion (G).

5

veise el apindice solre Cuantizavidn
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La tarea ahora consiste en escribir el Hamiltoniano en términos de las nuevas
coordenadas "curvilineas”. En puarticular, la energia cinética (30) se transforma del
mismo modo como se transforma el operador Laplaciano, de coordenadas cart
a coordenadas curvilineas (12) usando la notacién abreviada (9a,a180p) = (daa) ¥

(Qn,m Qa,b) = (Qu.a)’

(72,a) = (Qa,a)s

Es decir

a% 1 9 . ., d
W"'—me(anp) 30, (31)

donde §7 es la matriz de Jacobi (tensor métrico ) — y g su determinante —, definido
por

dS = §apdQadQy @)

(lS = dyy rlq.,
L3 —LdQq d
UQ ('JQ Qq ¢ QB

= JupdQudQp (33)

donde identificamos el tensar métrico como

_ dq

dus = G55 (342)
y su ‘inverso

P dQ. dQg (34b)

o = dqy dgy

d

Ahora bien, estamos interesados en una transfor: i6n de coord realizada de
manera que los campos no depenclan explicitumente de los grados de libertad longitu-

dinales.

6 Ea ests notacion dyarlgg significa d3a dyg + ddailias -
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Ar{daaidaa) = {flatoa + @kgn‘ian}'\a

= UglAk(Q) - 10:Ug", (35)

con la transformacién Us dada por
Up = expliQougo] (36)
Escribir el Laplaci en coordenadus curvilineas no es trivial, pero existe una sim-

plificacién por el hecho de que este Laplaciano se evalia sélo sobre funcionales ¥(Q)
(independientes de Q). En cousecuencia, todos los términos que involucren derivadas
-Uﬁv pueden quitarse. Ademits como ol Luplaciano es invariante de norma, sélo es funcién
de @, de manera que el “tensor” 7 y su determinante (Jacobiano) g pueden evaluarse
para § = 0 ie. escribiendo explivitumente las coordenndas § y @, el Laplaciano en
coordenadas curvilineas (31} es.

1 8 ,. ..y 0
= my(yuﬂ) 7q; 37
con la matriz de Jucobi 3! dada por (34h)

oy dQudQy | dQudQ )
Tap D = 3 gy ™ g e HQQ=0), (Q.Q=0) (38)

cuyos elementos de matriz se pueden caleular fucilmente si escribimos (35) en la forma

AKQ) = fiQuu = UG (figta + Octpaipn - i04}Ug (39)

que es apropiada para introducir In constriceién ul Hamiltoniano por una transfor-
macién de norma. La diferencincidn respeeto de las coordenadns ggg, ¥ dpa Tesulta
después de un cdleulo largo pero sencillo:

aQu aQ, -
ﬁn‘. = ﬁm(.n..\,.lw gl (40a)
o, G 1A
B = DA ) G + U gl (408)

donde D es la derividda covariante
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D(A)xr = Ipxr + ilAg, xv] (41)
y el operador Lie-valuado xr es

18U
Q. .
Evaluando en § = 0 se obtiene a partir de (36) que xr(Q = 0) = g; y por lo tanto

U(Q = 0) = 1, con lo que se pueden calcular los elementos de matriz de (40), por
ejemplo para la norma de Schwinger en donde O =x:

xr = —ilU~

(42)

i)

2Q

aqﬁ(zwrlﬂ-(fi) lgp)=0¢6

aq

e gy | im(A) 1 gp) =0 , (13)

13

En este caso (norma de Schwinger) x - A = 0 implica que el operador x - D=x-V =T
, es no singular, es decir que no tiene eigenvalores que desay, de lo cual se sigue
que

9% _y (41)
dap
otros elementos de matriz, que no calculinos aqui, son

i)

20,

7 = (e 1 I rae) (45)
con
r=1rt (46)
r r
i)
"’if- = dup L @7
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iv)

T2 = (=9 - fol 92+ Urar el 9N o 8)

Con estos elementos de matriz se puede caleular el Jacobiano

_def(zﬁ ;’;ﬁ)

4(Q.Q=0), §(Q.Q=0)

dando como resultado
Ao (P9 2 g 49
ot mdet (2 ) = —aatFh (49)

De aqui se sigue la forma del operador Laplaciuno en coordenadas curvilineas (37) que
aparece cn ¢l Humiltoniano:

— 3Qa DQ[i 0
Dy = DQ w=(baq, gy + —_a’lo ——aq” aQﬂ
904 9Q,
= PP+ P..(;.# o(j.,” i (50)

donde el segundo término es una nueva contribucion que describe la interaccion de las
cargas de color (denominada términe de Coulomb), ¥ dowde hemos usando la definicién

Py = '6()(. (51)
Ahora bien, los ténninos de la formn %%'-, en el segundo lo de (50), se pued
determinur a partir de (48)
3Qa9Qu _ , § 1 1t et 1.;1
O-i,a-/,._(yl' r=r=ht=" ) (52)

donde r = |x|, ¥ ¢ s In densidad de carga de color definida como

g==-V.7+il7.A] (53)
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(6b) El Hamiltoniano en la norma de Schwinger

4, Formulacién Hamiltoniana

Si se determina el segundo término del Laplaciano (Schiitte, 1987), dado por (52)

con los operadores { en la norma de Schwinger)
F=r"%9r-l = 9}

F'=rg!

M= —r=39,42

(FY = ——29,~1,3

donde (3;7!) es el inverso del operador 3y i.e.

j‘“ L ()

con

(@70 =0

resulta el operador A dado por la expresion

A=l PP ol 2 —g,m1 o2 9o 12

y por tanto el Laplaciano "covariante” es

De= PPy 4 ol Bea ,
De esta forma se obtienc el Hamiltoniano (28) en la norma de Schwinger :

1 1 - 1
Hschuinger = 5 ] Pz BE] +5 [ & edAoa + 3 f.ﬂ: BYBS -

(540)

(54b)

(55a)

(55b)

. (56)
(57)

(58)

El segundo término en el Hamiltoniano resulta muy importante, ya que cs el término

que surge a la hora de fijar In norma.
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Formulacion Hamiltoniana

Se le llama término de Coulomb dehido a que aparece explicitamente la densidad
de carga de color g definida mediante la ecuacién (53). Este término juega el papel de
un potencial "estdtico” de interaccién entre las cargas de color (T.D. Lee, 1981).

La forma explicits del Hamiltoniano en la norma de Schwinger se encuentra dada
en (Schiitte, 1989).
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(1) Introduccién

Es bien sabido en teorias de muchos cuerpos, que bajo ciertas circunstancias, los
pares de fermiones exhiben un comportamiento hosénico, particularmente cuando la
densidad de tales pares es baju de modo que tales pares no se “encuentren” en el
camino el uno del otro, y asf se disminuya ¢l efecto del principio de Pauli. Bajo estas
circunstancias, las excitaciones mds bajus de tales sistemas se pueden considerar como
una coleccién de un niimero relativamente pequeiio de "osciladores arménicos” que
interactuan debilmente entre si . Este de liecho es 1a explicacién a ciertos fenémenos
criticos que aparecen a bajas Lemperaturas, o bajas energias. Los ejemplos mds comunes
son el de la superconductividad, la superfiuidez etc. En la Cromodindmica Cudntica,
por otra parte, existen evidencins de que ¢l vaeio esta formado principalmente por pares
de gluones comportiandose como un condesudo “hosénico”, junto con un condensado
de pares de quarks. Estas situaciones nos levan inmediatamente a la cuestién de cémo
poder aproximar nuestra ilgebra formada por operadores de pares de fermiones (o de
bosones para el caso de los gluones en la Cromodindmica Cudntica por ejemplo), en
términos de nuevos operadores bosdnicos , de tal forma que mantengamos la estructura
de la simetria involucrada. Por ejemplo las siimctifus de Spin y Color. En otras palabras,
estamos interesados cn las transformaciones de una dlgebra de Lie de pares de fermiones
y/o de bosones en términos de operadores hosénicos de modelo.

(2) La idea de la Contraccién

Para empezar nuestra discusion acerca de los procesos de contraceién y expansién
de una dlgebra de Lie consicderemos el siguiente ejemplo: En el cuento El Principito de
Antoine de Saint-Euxpery un pequefio principe vive en un planeta muy pequeiio de
tal suerte que, a su entender, cs de forma esférica, pero qué pensaria si viviera en un
planeta suficientemente grande como nuestra Tierra que a primera vista pareciera ser

70
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plana?. Para él los movimientos que hiciera se explicarfan en términos de translaciones
en las direcciones z y y , ademds de las rotaciones alrededor del eje azimutal cuando
en realidad, si sus despl jentos fueran suficient te grandes, podria darse cuenta
de que ]a geometria de su planeta no es una geometria plana y que en lugar de realizar
translaciones lo que él esta haciendo son pequeiias rotaciones alrededor de tres ejes. Es
decir, bien podria suponer que su planeta es plano y no tendria mucho problema. El
problema que tiene frente a sf es cl de unn contraccién del grupo de rotaciones en tres
dimensiones, en términos de translaciones, i.e. una contraccién al grupo Euclideano de
tres dimensiones.

Para ser mds precisos, supongamos que estamos parados cerca del polo norte en
una superficie esférica, de tal suerte que en cierto limite, los movimientos alrededor de
los ejes "z"y"y" puedan aproximarse en términos de translaciones en los ejes "y"y"z",
mientras que las rotaciones alvededor del eje "2 per 22 igual, teniendo la
estructura fundamental de las rotaciones. Este es el procedimiento de Contraceidn.

_ Figura (5.1) Rotucivnes alrededor del Polo Norte en lu esfera.

De acuerdo con un observador sitnado en "Tierra” |, cada reorientacién finita del
asteroide donde vive ¢l Principito puede deseribitse por una operacién del grupo de
rotaciones

exp{8,Jz +0yJy +08:J:} (1)
donde Jg, JyyJ: son los gencradores de rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes
Z,y,2 y 0:0yy8: son las coordenadas de un desplazamiento segin lo ve un astrénomo en
la Tierra. Yu que Jz induee despluzimicutos en fn'direecion +r que pueden medirse en
unidades de la distuncia d (v. fig. 5.1) que mide el desplazamiento sobre la superficie,
por tanto podemnos escribiv
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ad= R, @

d
OyJy = aPr = Q(EJ”) (3)
donde P; es el generador de desplazamientos infinitesimales en la direccién +z. Simi-

larmente, los generadores Jr inducen desplazamientos en la direccién —y :

fd = —Rd, (4)

OxJz = B(_Td‘lv) (5)

El generador J; induce rotaciones alrededor del eje z i.e. alrededor del Polo norte que
queda fijo.

Las relaciones de conmutacion para este nuevo conjunto de generadores pueden
obtenerse facilmente

d d
(Je Pl = U2, 50y} = 3 de = - Py

—d d
Vs Pl = 02, G5 0e] = 00y = 4P ©
d —d d
(Peu Pyl = [0y 0=l = —1—2)2«7:

Notese que las dos primeras relaciones son independientes de la razén -f[ mientras que
Ia tltima no.

La relacién entre estos dos diferentes sistemas de generadores esta dada por la
transformacion

3] [53] @

P =d
[5]-[3
P 0 114J:

Los pardmetros estan dados por la transformacion inversa

onlx o
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# 0 o\

b B

(B o 8:)=(6: by 9:)(0 '}‘Z 0) (8)
0 0 1 :

’ N
Debemos hacer énfasis en que la eleccion del sistema es solo materia de ‘conve-
niencia hasta aqui . También debemos recordar que las constantes de estructura ch se
transforman como un tensor de tercer orden bajo un cambio de base no-singular.

Las relaciones de conmutacién dependen de la razéu 7‘% . Asf, cuando d esta fija
y R — o0, las relaciones de conmutacién se acercan mas y mas a las relaciones de
conmutacién del grupo Euclideano E(2). No vhstante podemos dar otra intérpretacién.
Podemos suponer que R esta fijo y que dejunos que d — 0. De modo que estanios
contrayendo al observador. Nuevamente lus velaciones de conmutacién se acercan a
las del grupo Euclideano, yu que s6lo esta involucrada la razén §;. Para #0, un
elemento arbitrazio en el dlgebra del Principito puede escribirse como

OP+ Py + 8.0, = (.(‘—’Jy) + 8280 + 6.0
R R

=((\;—Il)41y+(—ﬁ%)-]r+o:]: 9)

Conforme i'{ — 0, todns lns coordenudas finitas a, 3 vienen de una regién del
_algebra origiiial que se acerea mas y mas @l identidad.

6 = —-ﬁ;—: — 0; Oy = a% -0 (i0)

) Por lo tanto ¢l dlgebra E(2) os padmmnctrizada por tuna pegion contradda del ;i'ée-ﬁii
original SO(8). Yu que los patiinctros @e, 6, — 0, los generndores cortespondientes
Pe; Py debeis commmtar

[Pr. P =0 (i)

Los generndores contriddos subticndein ana sitlidlgebivn abelisiia,
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Este procedimiento de contraccién de los generadores, involuera una secuencia de
cambios de base que dependen del pardmetro % Es evidente que la transformacién
se vuelve singular en el limite en que -j‘? — 0. Sin embargo el conmutador existe y

estd bien definido en el limite singular.

Las transformaciones no-singulares de base no pueden nunca llevar a una dlgebra
nueva. La razén es que las constantes de estructura f;j" se transforman como un tensor
de segundo rango covariante y primer rango contravariante bajo una cambio no-singular
de base. Bajo tal transformacidn el nuevo tensor de constantes de estructura contiene
exactamente tanta informacién como el originul. Por lo tanto para estudiar mas a
fondo el problema de la contraccién se deben considerar tumbién los cambios singulares
de base. Una introduccién excelente al tema se puede encontrar en R.Gilmore (Lie
Gro!.lbs, Lie Algebras and Some of Their Applications, John Wiley & Sons 1974).

(3) Técnicas de mapeus bosdnicos

Como se dijo al principio de este capitulo, nosotros estamos interesados particular-
mente en los mapeos que conducen a una descripcién de un sistema cuya dindmica esta,
presumiblemente dominada por "pares” de particulas, mas que por el efecto de particu-
las individuales, en términos de operadores bosénicos. Como se ha dicho también, varias
teorias dan fuertes indicios de ue el estado nds bajo de la CDC estd compuesto prin-
cipalmente por un condensaco de pures de gluones, y pares de quarks (T.H.Hansson,
K.Johnson y C. Peterson, 1982; P.O.Hess y R.D.Viollier, 1986). De manera similar a
como se asocian los clectrones en pures de Cooper |, los gluoncs y los quarks se asocian
por pares a ciertos acopliunientos de spin y color. El efecto en el primer caso con-
duce, como se ha wmencionado, al efecto de la superconductividad. Eu el segundo caso,
cuando se trata de pares de gluones por ¢jemplo, el efecto podria estar relacionado con
el confinamiento de color.

La idea de los mapeos bosonicos, consiste en rempl dir los grados
de libertad asociados con los "pares”, con grados de libertad exactamente bosénicos.
Es decir que mapeamos el espacio de Hilbert original de hos fermi b )

en otro espacio de Hilbert llumado espucio ideal. Este espacio “idenl” estd generado
por operadores de creacidn y de aniquilacién hosénicos asociados con cada "tipo” de
par en el espacio original. Es decir que a cada par le corresponde un tipo de bosén
en el espacio ideal y viceversa. Si el espacio original consiste de un mimero impar
de partil entonces deb iderur también Ia posibilidad de tener al menos
una particula no-aparcada. En este caso ¢! espacio de Hilbert debe mapearse a un
espacio ideal que consista no sélo de griudos de libertad bosonicos por cada par, sino
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también por grados de libertad de un fermién (boson) ideal. El espacio ideal se toma’
entonces como el espacio producto tensorial del espacio hosénico con el espacio de un
fermidn (bosén) ideal, aunque existe otra forma de realizar tal mapeo, que consiste en
mapear sélo algunos de los pares en términos de operadores bosénicos. El resultado
de hacer tales I consiste bisi ite en que se pueden usar algunas nuevas
clases de aproximaciones hosdnicas para describir efectos colectivos que pueden resultar
extremadamente complicados en el espacio de Hilbert original. Ademds, los mapeos
bosdnicos proporcionan una relacién directa entre los modelos microscdpicos que se
usan en la fisica nuclcnr, ¥ los modelos colectivos. En la Cromodindmica Cudntica, la
descripcién microscdpica se conoce pcrfcctumente, pero la solucién es extr 1

dificil, por lo que se requicre de aproximaciones que den cuenta, sl exmten, de los
efectos colectivos. Por ejemplo lus efectos del vaclo er i d

T
c ue ser
responsables del comportamicnto "puramngnético” que exhibe éste, da.ndo lugar al
confinamiento del color por cjemplo.

(4) Tipos de munpeos bosdnicos

Existen bisicanente dos tipos de mapeos boséuicos que podemos denotar genéri-
camente como :

(i) Los mapeos del tipo Holstein-Primmkov que preservan la hermiticidad ‘del
hamiltoniano, pero conducen a series jufinitas en los desarrollos de los operadores
bosonicos de modelo,

(ii) Los mapeos del tipo de Dyson que conducen a desarrollos finitos en los opera-
dores bosduicos, pero que resultan en humiltonianes no-hermitianos en general, cuyos
eigenvalores son los mismos que los del hamiltonimo original,

Eu ambos tipos de wnpeos, se debe tener enidado al definir el espacio fisico de
modelo sobre ¢l cund aetitae ol laniltonisno, El espacio ideal, sicmpre es més "grande”
que ¢l espacio origind. Es decir que en o espacio ideal existen estados espurios que
hay «que eliminar de alguna manern, ¥ definir o] subespacio ideal fisico, como verermos
mas adelante,
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(5) Mapeo Bosénico

Podemos indicar un mapeo bosénico de la siguiente manera: si | @ } es un estado
(fermidnico o bosénico ) que corresponde a un par en ¢l espacio de Hilbert original, el
mapeo a un estado bosénico en el espacio ideal esta indicado por

1Q)~ 1q)p 12)

Al mismo tiempo se tienen que mapear los operadores (en particular los operadores
bésicos de creacién y aniquilacidn que generan el espacio de Hilbert) como

O Op. (13)

de tal forma que los elementos de matriz de los generadores correspondientes se preser-
ven, o que las reglas de conmutacién del dlgebra original se mantengan, Es decir que,
si

A= A (14a)
¥y
BB (14b)
entonces la relacién
4Bl =¢C - (4,8 =c" (15)
implica necesariamente que
c—C. (16) .
Como ya se ha dicho, ¢l mapeo del espacio de Hilbert ungmal conduce a un espacio de
. ﬂllbeﬂ xdeal mLs grnnde, de manera que el mapeo de pacio original, al cual.
"micr P pea a un espacio ideal fisico, mas un espacio ideal
no~fisico:
Mo Hyie ® Hoo_gin 17

En particular si el espacio original consiste de un niimero impar de estados, se tiene
que dar ademas la "regla” para mapear los operadores de un fermién (bosin) ideal,
y el espacio ideal serd entonces el pruducto tensorial del espacio ideal bosénico, y el
espacio ideal de un fermidn (bosén) desapareado.
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Se puede ver fiacilmente que basta con demandar que se satisfagan las relaciones
de conmutacioén entre los mapeos de los generadores del dlgebra para que los elementos
de matriz sean iguales, si ademds se define apropiadamente el mapeo para el estado del
vacio.

En efecto, si tenemos un operader cualquiera, en el dlgeb lvente, los
tos de matriz

(Qiolg;) (18)
se pueden expresar en términos de los generadores como combinacién lineal de ellos.

Dicho de otro moado, cualquier operador y cualquicr estado, se pueden expresar en
términos de los operadores de ereacidn y aniquilacién,

A continuacion vamos a hucer nn resumen mas o menos breve de algunos tipos de
mapeos hosénicos que existen. Purn esto s conveniente poner un ejemplo en particular
que-ilustre mejor la idea contenida en cadn uno de los mapeos que vamos a deseribir.

-Vamos a considernr como.caso purticular ¢l grupo de simetrias SU(2). Los opera-
dores de dos fermiones que subtienden una dlgebra ortogonal, se pueden cxpresar en la
realizacién de Curtan como

[u't X u!]ﬂ,

[ei % il (19)

[u‘! X u,-](",'.
~donde at,a son los operadores de erencidn (y aniguilacién) de un fermién respec'tivv‘n-
mente. Vamos a "mapew” estos operadores de pares en términos de’ los operadores
bosénicos .

hf, b (20)

cnberg-Weyl:

* que satisfacen, por supuesto, ol dlgeben de He

phu =1 (21)
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(6) Mapeo de ﬁolstein—?rilnnkov :

- Consideremos como es usual a los generadores del grupo SU(2) en forma esférica
J4,J=,yJ: que satisf; las rel de con cién

[J4,J=] = 2Jp,
[Jo, Jx] = % J+. (22)

con

Je =) © o (29)

En este tipo de mapeo uno trata de mautener los mismos elementos de matriz para
los generadores del dlgebra. Esto nos garantiza que los observables tendrin los mismos

elgenvalores, al mismo tiempo que se preservan las relaci de Hermiticidad de los
p Los el de matriz relevantes de los generadores Jy, yJ4 son :
{imiJljm)=m, (24a)
(jm 411y Lim) =[G = m)G +m+ 1L, (248)
donde |jm) (—j < m < j) es la base usual de ¢i tados simul correspondi
_entes a los operadores 32y Jy. Laidea ent , es la de map C d

Jos Jg:, en términos de los operadores b' b de ta.l suerte que se preserven tmm los
elementos de matriz, como la relacidn de hermiticidad J4. = ( Jot.

Lo primero que notamos, es que el espectro de eigenvalores para el operador Jg

.-es equidistante, del mismo modo que el espectro del oscilador arménico (2.49), segin

hemos visto en el capitulo de Tupicos de la Teoria de Grupos. Entonces podemos

pensar en mapear ln secuencia de enteros (o semienteros) "m” en un.conjunto de
enteros positivos "n ", 0 € n £ 2 efectuando el desplazamiento

m=—j+n (25)

con lo que los elementos de matriz de los operadores Jy y J4 se transforman en

(n{Jgln)=-j+n, (26a)
(n=11Js|n)={n+1)2-m} (268)
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Uno reconoce inmediatamente los elementos de matriz de los operadores bt,h :

(1l+1[bt|n)=(n+1)5,
(n=1|bln)=ni, (27
(ulbtbln)=n'

en la base del oscilador arménico IV-L |0 ). En realidad lo que hemos hecho al efectuar

el ” desplazamiento”, es un mapeo de los operadores Joy, J+ y de los estados | jm ) en
términos de los operadores hoséuicos

Ll n poli=1, (28)
¥ de los estados de vscilador armadnico del espacio de Fock bosénico (2.50): -
fan X
W0y, o (@)

1!

mediante las reluciones

(Jojy = (=i +blb),
Ty = (), o bl2i ~ bt NE D))
(VRO R VDN 0Sn<2)

con lo cual los elementos de matriz sou los mismos, al ticmpo que se preservan las
relaciones de hermiticicdad entre los opersulores de ereacion y aniquilacién ¢

{(jn |y |in)y=—-j+n,
(jn+1 [ {(Jey lny=y2j—ava+1, (31)

ey = )
donde 7i = bih representay o o} operador de udmere de cuantos fermidnicos.

Hay que notar prinmero que esta forma del mapeo estd definida correctamente sdélo

- para 0 € 7 € 2j que corresponden u los estados del subespacio ideal fisico, mientras

que el nuevo espacio de Fock contiene adeniis los estados con n > 25 en el subespacio
no-fisico de Hilbert,
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(7) El mapeo de Belyacv y Zelevinsky

Este tipo de mapeos enfatiza el mapeo de los operadores de tal suerte que se
preserven todas las relaciones de conmutacién. El subespacio fisico se genera después
a partir de un estado de referencia.

Consideremos una representacion irreducible de una dlgebra de Lie. Generalmente
hablando, los generadores de esta dlgebre pueden dividirse en : operadores de ascenso,
operadores de descenso, y operadores de peso. Los operadores de ascenso nos permiten
generar una base a partit de un estado de "referencia” (estado de méximo peso, o
de minimo peso). El método consiste en introducir un operador bosénico de creacién
bt por cada operador de ascenso. Bajo estus circunstancias los operadores diagonales,
como Jg deben ser lineales en los operadores de niimero y se pueden escribir por simple
inspeccién. Ahora bien la forma de J4 sélo puede ser una funcidn de los operadores
bosénicos con la misma regla de seleccién que bl que nos restringe a operadores de la
forma bt multiplicados por cuulquier funcién de b,

En el dlgebra SU(2) los generadores son :

Jy operndor de ascenso .
Jo operador de peso (32)
Jo operador de descenso

En analogia con (30a), para el operador de peso se puede hacer el siguiente ansatz

Jo - ~j+n. (33)
mien:ms que para e] operador de ascenso se puede utilizar la serie infinita en términos
debl y 2

=
Jerm 3 e, bEwib)® (34)
n=0

con la condicién de hermiticidad (23) i.e.J- = (J+)t.

Los coeficientes del desarrollo en serie para Jy se determinan a partir de la
condicién fundamental de que se preserven todas las relaciones de conmutacién entre
los operadores. -En particular. es suficiente por supuesto, que se satisfagan las relaciones
constitutivas entre los generadores del dlgebra.
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indey

Por ejemplo In relucidn de conmutacion entre Jy y J4 se satisface inmediatamente,
rendientemente de cuales sean los cocficientes del desarrollo ¢

(o, 4] = b, (T4) 5] :
=3 en b, bl (35)

n=0

donde [bth,bf] =11, nos da como resultado J4 .

nos {

La siguiente relacidon (22)

(T4 J=] =20y

efine de Liecho los coeficientes ¢, En vfecto, sin entrar en los detalles del cileulo

podemos ver que ¢l resultado del connmtador anterior serd una serie en potencias de bib

cuyo!

k coeficientes se igualan potencin por potencia con los cocficientes correspondientes

del desarrollo de 2Jy. Con los cocficientes resultantes se puede identificar la serie como

el de
obtu!

sarrollo del operndor rafz eudeuda, dundo como resultado el mismo mapeo que se
vo con el métado de Holstein-Primakov (ec.30b). Es decir:

Je = bl 20 (36)

Guiados por la forma obtenida del mapeo para J4, uno puede escribir intuitivamente
el mapeo de la signiente forma

Ento

definicion :

(T = bt Fa),
(J-dy = [(5) b (37)

seribe como

nees lu relacion de commutacion [Jy J=) = 2Jy s

(8 £GR), F(5) B) = s — 1) - (6 + 1) £48). (38)

Ahora bien, si usamos las relucioues

M d

Junyb=Db flin-1). (39a)
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£y b = vl p@a + 1), (398)

y escribimos como ansalz

fHp) =c1d+eg, (40)

para que la relacidén de conmutacion se satisfoga (esto es que obtengamos 2J5 = 2 (i —
)}, se obtiene nuevamente

FAHR) =2j — 4. (41)

ie ¢y = —1, c¢3=2j. Es decir que recuperamos el mapeo de Hosltein-Primakov, y
todo lo que implica, incluyendo el mapeo de los estados.

En efecto, el mapeo de los estaclos originales | jm ) con

Ljm)=(jm)}(J+)*™ | 0), (42a)
10)=1ji-j) (42b)
. 1 :
donde r(jm) = [%)’ , se puede resumir en dos etapas :

(i) el vacio se mapea al vacio |0}~ |0),ie.

|5=3) In=0). (43)
(ii) los operad de > se mag en términos de operadores bosénicos
(F4 )0 e (Y™ (#4)

El resultado de mapeunr asi ln base | jm ) conduce de manera natural a la base del
oscilador armdnico :

(i) (

|_im)>—-o|n)=‘/m 0). (45)
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(8) Mapeo del tipo de Dyson

Hasta ahora hemos tratado con mapeos que preservan las relaciones de hermitici-
dad de los operadores (J-) = (J4)7, aunque esta condicién no es esencial, como se vera
mis adelante. El siguiente tipo de mapeo que vamos a considerar deja més libre este
requerimiento, ya que no prescrva la hermiticidad de los operadores. A este tipo de
mapeo se le denomina mapeo de Dysou para el case de SU(2) o mapeo generalizado de
Dyson para otras dlgebras, Una de las motivaciones principales para estudiar estos tipos
de mapeos consiste en tratar de encontrar desarrollos finitos mas que series infinitas
para la representacién de los operadores mapeados.

Existen varins formas parn la derivacion del mapeo de Dyson. Aqui vamos a
considerar el tratemiento algebraiico.

El procedimiento ¢s muy similur #l empleado en el mapeo del tipo de Belyaev—
Zelevinsky, es deeir, se propone unn forma para ¢l mapeo de los operadores de ascenso
y descenso, y se determing la "forma” explicita demandando que se satisfagan las
relaciones de commutacion entre los operadores. La diferencia fundamental consiste en
que esta vez no presisamos que se mantengan lus relaciones de hermiticidad entre los
operadores, Particulurmente vimos a omitir la relucién de hermiticidad (J4)V = (J-).
Esto naturalmente nos conducird a representaciones no-unitarias del dlgebra, y que
tengamos traslapes en los estados de la base. Es decir que perderemos la propiedad de
normalizacion de dicli base,

Definamos :

e =blt fetn). (46)
(J=)pp = J-(i) b.

Donde las funciones de operadores fo y fo son lus funciones que nos van a definir €l
mapeo. Una posibilidad consiste en elegiv o priod una de las funciones, por ejemplo

f()=1 47

Aunque la cleccion de una de estas funcioues nos lleva a diferentes formas del mapeo,
se puede ver que tules formas resultan equivalentes.

La relacidn de commutacion importante que debemos satisfacer es

(4 (I=)p) = f-(h = Dl = 1) = (i + 1 f-{0) (i)
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=if-(A - 1)~ (f +1)f-(d)
=2Jo)p (48).

El operador (Jp)p se puede elegir de la misma forma que se hizo para el mapeo de
Belyaev-Zelevinsky i.e.

Jo = ~j + 1
Entonces si hacemos el siguiente ansatz para f_ :
f-(R)=aii+d
encontramos que a = —1, = 2j y por lo tunto queda determinada la forma de f-
de la siguiente manera:
(i) =2j — 4. (49)

y por lo tanto

(J+)p =bl,
{(J-)p = (2 - a)b (50)

(9) Mapeo de la buse

Nuevamente, ¢l mapeo de la base se realiza definiendo primero un mapeo para el

_estado de vacio | j—j } — | n =0}, al cual se le aplica sucesivamente cl mapeo de

los operadores de ascenso para generar la nueva base.

(L™ =3 )= (L) [n=0). (s1)
Esta nueva base consiste de estados ortogonales, que sin embargo ya no estan normal-
izados, sino que tienen un traslape con ln base dual (5 | = | 0 }(I_}F™

No obstante, la relacién entre los elementos de matriz de los operadores hermitianos
si se mantiene en el sentido siguiente:
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p(& 1 (J4)p In)p=p(il(J-)p|n )p, C o (52)
que es la versidn mapeada de la relacién correspondiente en una base unitaria.

(10) E! método de los estados coherentes

El mapeo tipo Dyson puede obt equivalent te dentro del formalismo de
los estados coherentes como se vera a continuacién.

Sea | ¥ ) un vector dv estudo definido en una irrep j del grupo SU(2).- La
realizacidn de este vector de estado en el espucio—z de estados cohierentes (espacio de
Bargman) la detotamos como

wl=)={:]¥) (53)
donde definimos ¢f estado coherente generalizado mediante las relaciones
(=1 =(0] e/, (54a)
lzy=e"* jo) (548)
con la propiedad
J-|u}=0. (55)

La propicdud mis importante, desde ¢l punto de vista téenico, de los estados coherentes
consiste en que cualquicr operador O puede expresarse en términos de los operadores
de creacidn y aniquilacion del oscilador urmdnico, cuyas realizaciones respectivas en el
espacio-z son .

L—=T0) = %; - (56a)
oty =2 (56b)
y por tanto la renlizaeion pun enalguier operador en este espacio se puede escribir en

términos de la variable compleja 2,y de suderivada "f—_ como

(1010 =00 2 (<1 v). (57)
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En particular la realizacién para J_ se obtiene si utilizamos la definicién del estado
coherente { z | ={ 0| ¢*/- con lo que

(zli-18)=(01 e ]u)
= (e Joem e [ y) (58)

ahora, si usamos la férmula

eABeA=B4 -11-,[,1, B+ %[A. [4, B]] +...ete. (59)

para aplicarla a J_, y notamos que la serie se corta quedando solamente el primer
término se llega a

= (0] Je- | p)

=2 (ole-1y) (60)
d

=(z¥

con lo que podemos identificar de inmediato ¢l mapeo correspondiente para J— :

d
Jo— = . (61)
Si utilizamos el mismo procedimiento para en ar la realizacién del operador Jy4,

pero notando gue ahora tenemos dos contribuciones en la férmula (59) se llega a

Jy — 2(25 - :%) (62)

Para ver que efectivamente este mapeo (s especificamente el mapeo de (J+)t) es
equivalente al mapeo de Dyson (50) bastu con "regresar” la realizacién

PRURN | (63)

— sy

dz
para obtener la misma forma del mapeo que se obtuvo en el caso de Dyson,
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Mapeo Bosénico en la CDC

1 Resumen

En esta seccién proponemos un posibl limiento para los dores

de pares de coordenadas que intervienen en el dc:-m-mllo del Hamiltoniano de la CDC,
cuando se utiliza la expansién en modos normales de los campos de norma Aq(z) noen
operadores de creacién y aniquilacidn como se acostumbra hacer, sino en términos de
"coordenadas” Q; cn el espacio de Hilbert de la simetria interna y de sus momentos.
(Estos "momentos” se pueden definir como la derivada de la coordenada correspondi-
ente como aparece en el desarrollo en modos normales de los campos en el capitulo
4). La estructura del Hamiltoni en estas coordenadas es més simple que la que
se obtiene en términos de los operadores de creacidn y aniquilacién. Con la ayuda
de esta técnicn, se pur(lc tener cierta idea acerca de la definicién de pscudopartfeulss
forinadas por "pares” de gluones y qual ks, que snn xmportantes para la descripcién y
entendimiento de la estructura del vacfo cr E! Hamiltoni escrito en
términos de estas coordenadas contiene términos de dos, tres y hasta cuatro coorde-
nadas y/o monientos acopludos a ciertas representaciones de spin y color. En particular
el término ciibico en Ay (i) que aparece en la parte "magnética” del Hamiltoniano con-
tiene acoplamicntos de tres coordenadas que hacen necesaria la introduccién de una
descripeion parn sistemas con un ndmero impar de particulas con la interpretacién
de que a cada particula le estit asociada una cierta coordenada y viceversa, Nuestro
mapeo contempla la jutroducciéu de operad de una coordenada y su correspondi-
ente mapceo. El ansatz propuestu pura el mupeo bosdnico, se puede formular tanto para
operadores de "coordenadas” y "momentos” bosonicos que obedecen las relaciones de

tacio les (relaciones de conmutacion entre coordenadas y denva.dm), como
para operad feniniduicos que satisfacen relaciones de anticonmutacidn entre 1as coor-
denadas y los Las dift as no son iales, y solo se reducen a algunos
cambios de signos. Esto resulta muy nnpor!xmtc, ptes nuestro método se puede aplicar
de igual forma a sist gludnicos y a as fermidnicos como cuando se introducen
quarks . Por otra parte, el formalismo s¢ puede traducir ficilmente al lenguaje de ope-
radores de creacién y :miqfu'xlucién reempluzando simplemente los tos P! — bt,

¥ las coordenadas @; ~ b;.
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2 Introduccién

Cualquier teoria cudntica de campos pucde ser considerada como una teorfa de
muchos cuerpos, definida por un cierto Lagrangiano 6 un Hamiltoniano, pero con un
nimero infinito de grados de libertad. Sin embargo para la descripeidn de los estados
mis bajos en energia, la contribucidén de los niveles més altos se puede tomar en cuenta
de manera efectiva en algunos sistemas, como en ¢l caso de la Cromodindmica Cudntica
en donde los niveles mds altos en energia se pueden tomar en cuenta de manera pertur-
bativa, mientras due para la descripcidn de los estados mas bajos se utilizan técnicas
no-perturbativas que consideran, por ejemplo sistemnas confinados en una bolsa (modelo
de MIT) con niimero discreto y finito de niveles de energia, o las formulaciones Hamilto-
nianas en donde se utilizan téenicas de muchos cuerpos para el estudio del problema del
espectro de energias de tales Hamiltonianos como alternativa a las formulaciones en la
malla. Debido a la estructura simple del espacio de Hilbert fisico, la aplicacidn de estas
téenicas no-perturbativas de muchos cuerpos, a los Hamiltonianos "regularizedos” de
la CDC aparecen como la mejor alternativa a los métodos de Monte-Carlo en la malla,
para el cdleulo de las propiedades hadrénicas, si se encuentran métodos viables para
poder describir correctamente las propiedades de escalamicnto de los observables fisicos
de csta teoria,

Usualmente en las formulaciones Hamiltonianas, los campos Ag(z) (campos de
norma en el caso de la CDC) se desarrollan en términos de soluciones clasicas o modos
normales donde aparecen los operadores de creacién y aniquilacién en el p de
cuantizacién de tales campos. Nosotros preferimos no utilizar operadores de creacién
y aniquilacién, sino operadores de "coordenadas” y sus derivadas. La estructura del
Hamiltoniano es mads clara y simple en términos de estas coordenadas, particularmente
en la norma de Schwinger (Schiitte, 1989), conteniendo acoplamientos de dos, tres y
hasta cuatro coordenadas y/o momentos, de ciertas representaciones de spin-color. Si
se quieren usar completamente las téenicas no perturbativas de muchos cuerpos para
tratar con una teon’u de campos cuantica, uno tiene que introducir un procedimiento

iado de regularizacién para los campos de norma Ag(z), para poder cfectuar
ca.lculos. Una forma posible de regularizacion de estos camp yue rompe la in-
variancia de norma, consiste en usar desarrollos finitos , truuczmdo con algin nimero
finito A la expansién en modos de los vperadores del dmho campo. No obstante, atin en
el caso en que se usan estos desarrollos con pocos modos, la solucién del Hamiltoniano
resulta muy complicada, y solo son viables los cilculos en la "aproximacién de un nivel”.

Guiados por las evidencias de otras teorius (Hansson, Johnson y Peterson, 1982)
, pensamos que el vacio cromodindmico estd constituido principalmente por un con-
densado de pares de gluones y pares de quarks. Por ejemplo Hess y Viollier (1936)
han realizado cdlculos dentro del modelo de la Bolsa que indican que existen ciertos
estados ligados de dos y cuatro gluones (glueballs) , principalmente pares de gluones
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¥ pares quark-antiquark acoplados a spin-color cero, cuya energia de enlace es mucho
mias fuerte que las de otros acoplamientos, e inclusive su energia resulta estar por
debajo de la energia del vacio perturbativo. La experiencia de la fisica macroscdpica ha
mostrado que un buen entendimiento de la estructura del vacio puede implicar también

licaci hos hechos f légicos en los que intervienen bisicamente

para
las exitaciones de dicho vacio. Por ejemplo los fendmenos de Superconductividad y
Superfiuidez, en donde In estructura del vacio esta de da por pares fermiéni

(pares de Cooper cn el caso de la superconductivdad), que son una manifiestacién del
rompimiento de la simetria de Goldstone. Es decir, que aparece una fase coherente
entre los electrones, produciendo eventualimente el condensado bosénico, que da lugar,

por ejemplo, al f macrosespico de la superconductividad. Insplmdos por estas
cvnd(.ncms, proponemos un procedimiento para mapear el dlgebra de los "pares de
coor las”, a coordenadas y momentos de modelo "bosomcos . Uno espera que un

buen entendimiento sobre la estructura de estos "pares” conduzea de alguna manera a
la definicidn de pseudoparticules formadas por pares de ghiones que quizd estén rela-
cionadas con algo real, como en ¢l caso mencionado arriba de la superconductividad,
donde estas pseudoparticulns corresponden a los pares de Cooper.

Con este mapeo que proponemnos, ¢l espacio de Hilbert que tenemos que considerar
es ain muy grande, y sigue presentando los problemas que tiene el tratamiento en
muchos niveles, aunque con ésto yu se b conseguido cierta iden sobre la estructura
fisica de la teorin, Escrito el Humiltoniano en términos de estas coordenadas " bosdnicas
", se tiene que buscar un procedimicuto adecuade para incluir més de un nivel en
la descripcion. En el eapitulo siguicnte, se propone un posible método para definir
"bosones colectivos” que incluyan de manera efectiva la contribucién de los estados
mas altos, reduciendo asi ¢l problema, al problema de un nivel. Es decir, el espacio de
Hilbert puede reducirse & un espacio cuyos el tos esten compuestos de ésos "pares
colectivos”. En ¢l caso de lu Cromodinimica Cudutica no se puede concluir que este
método funcione. Sin embargo hasta Loy nadie sube con certeza como tratar esta teotia
con métodos no-perturbutivos que requieran de poco esfuerzo nunérico y ademss que
contengan alguna iden fisicn clura,
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3 Formalismo de coordenadas

Para empezar con un ejemplo concreto, los campos de norma que aparecen en el
Hamiltoniano se desarrollan en modos normales de la siguiente manera

Ad(e) = ;—\/‘%ra(z)qm, Q
7ru($)=~€z\/mf,,(z)aoo a=1,...N. (2)

donde las "coardenadas” Qg son las coordenadas en el espacio de Hilbert subtendido
por los campos ortogonales fo(x) que portan la representacién de la simetria de color
en el dlgebra de Lie (en general un dlgebra SU(N)). El indice a se refiere a todos los
demds nimeros cuanticos diferentes del color, y la energin de las soluciones clisicas
estd denotada por wy.

La estructura del hamiltoniano contiene, como ya hemos dicho, acoplamientos de
dos, tres y cuatro coordenadas, por lo que debemos definir un mapeo para los operadores
de pares de coordenadlas, y para los operadores de una coordenada individual. Con
el fin de poder definir bien nuestros campos, es necesario introducir un método de
regularizacidn, que se hace cousiderando un espacio de Hilbert de dimensién finita en
un volumen finito. Es decir que debemos considerar desarrollos finitos en los campos
de norma Ag(z) en donde intervienen un nimero finito de grados de libertad, es decir,
un nimero finito de coordenadas Q; i =1,2,...M en el espacio de Hilbert.

4 Algebra de los operadores de coordenadas

Nuestros operadores bdsicos son los operadores de una "coordenada”Q;, y los
operadores de "momento” que denotaremos como P7 de un espacio de Hilbert que
satisfacen una dlgebra bosdnica (fermiénican) : {

(PLQjle =8  ij=1. N (3)

f De ahora en adelante el signo superior en las férmulus corresponde al caso bosdénico {(conmutador),
¥ el signo inferior al caso fermidnico (anticammutador).
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Pi= 20 (bosones). ) “4)

donde ahora el indice simple "i" incluye al indice doble (aar). Los mdzces attiba y abajo
los utilizaremos solo para tomar en cuenta coordenadas no-cart

Los operadores de pares de coordenadas estdn dados por

(5a)
®
J= QP & Lsi. (o)

y satisfacen el dlgebra Sp(2A, R) pare ¢l caso busumuo y el dlgebra O(2N) para el
caso fermidnico:

[C'i'.iy Cm"] = C';"b‘;’;., - C'm‘i(’.,"f. (Ga)
[Ci"-Qmu] = Qb £ Qimé}, (%)
[C'j pmn] = _pmjdn + P"f&"‘. (c)
[PU Qun] = G’ b,‘{ + Cn'bm + c"‘isi + ij6" (d)

En particulur los opuradores € genernn unn subilgebra que se identifica con el grupo
de simetrias U(A7) en ambos casos. Es decir que

Sp2N R) D UN) fermiones - (7a)

O(2N) S U(X) Lusones ()]

Ahora bien, las relaciones de conmutacion de los operadores de una coordenada con los
operadores de dos coordenndas son las siguientes:

[Qm‘pij] = ~Pi§] in :F P b,,,, (8a)
[P™,Qij] = £0Q; 0"‘ + Qe (%)
(€7 CI'J] = —Qibh, (e)
(P™,Cl) = Pigp, : (@

Incluyendo ¢l algebra de los operadores de coordenadus y momentos individuales, es-
tamos tratando con una dlgebra W(AN) A Sp(24, R) (para el caso hosénico), y WAN) A
O(2\) (para el cuso fermidnico), donde "A” significa ¢l producto semidirecto y W(N)
representa el dlgebra de Weyl en A7 «hnu-xmmms. cuyos elementos son {Q;, PF,1}.
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5 Coordenadas de modelo

Como puede verse el dlgebra involucrada es complicada, lo cual hace que aiin en
este formalismo la estructura del Hamiltoniano no sea todo lo reducida que uno quisiera.
La idea de nuestro mapeo consiste en definir coordenadas g;; y derivadas p¥ de modelo
que "correspondan” en cierto modo, a pares de coordenadas en el espacio de Hilbert
original M, y coordenadas "individuales” de modelo para toma.r en cuenta los opera-
dores con un nimero impar de coord das y/o t t unas
coordenadas g;; y derivadas p* pares de modelo que sahsfugan una a.lgebra bosénica :

(09, qmn) = 63,67 + 667, (9)
con
p = xpft, , (10a)
qij = 45 (10b)
El niimero de coordenadas ¢;; es el nimero de binaciones posibles de dos t

(fermiones). Es decir que tenemos M%’*—Q coordenadas de pares.

Al mismo tiempo tenemos que definir un mapeo para los operadores de coordenadas
individuales; para ésto elegimos unas coordenadas y derivadas individuales de modelo

Q; v P’ que satisfagan la misma élgebra (3) de nuestras coordenadas originales. Es
decir

(P, =4 an)
6 Ansatz. Parte Par

- El mapeo que proponemos como Ansatz se basa en un criterio de simplicidad. La
condxcnon primordial que debemos satisfucer debe ser que el mapco preserve todas las
] de acidn del dlgebra original !, Nuestro mapeo procura mantener

lEne apéndice: Mapeo Bosdnica, se indican con mis detalle los cilculos
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invariante la subdlgebra U(N). Siguiendo este criterio, los operadores de pares de
coordenadas Q;; se mapean directamente a las coordenadas pares de modelo i.e.

Qij — aij- (12)
Evidentemente no podemos hucer lo mismo con los operadores de pares de momentos
P'. La suposicién mds simple para un posible mapeo de estos operadores consiste en
definirlo en términos de los momentos pares p¥, y de objetos que se transformen de
la misma mancra bajo el subgrupo "invariante” U(N), por ejemplo en términos de una
combinacidn lineal de los operadores de tos y su dor con operadores de
Casimir. Normalmente este opcrador s¢ toma como el operador de Casimir de segundo.
orden, de algin grupo U(A), pero no es suficiente con tomar en cuenta sélo el Casimir
del grupo U, ,(N). Uno tiene que incluir también los operndores de Casimir de los

grupos Ug(N), ¥y Uﬂ(N)'

La proposicion conereta es :

P, [ml""*'” + 02D, p] + aypl. (13)

donde T9+ y T sou operudores del tipo de los operadores de Casimir definidos por
las relaciones

I =35 CLcoy (14a)

nn

. rll'f‘ﬂ z (C), + BILYCM + B (148)

mn

con los operadores "unitarios” C y B definidas por

ch= St (150)
&

1.
Bl = 0./ % ;bm"' (15b)
donde los cucficientes del mapeo oy, oy, 0y se determinan a partir de la condicién de
mantener las relaciones de conmuticitn (anticonnmtacién) del nlgcbra original.

Lient d

Hay que destacar of hecho d(- que b purte fmpar corresy alos
de coordenadas individuales ) se combinun con los operadores de pares de coordenadas

9ij en la definicién del operudor de Casimir ro+R, por lo que ¢l mapeo del operador
PJ contendrd contrilmeiones explicitas de ln parte jimpar,
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De igual manera se propone el siguiente mapeo para los operadores unitarios de la

subdlgebra U(N) :

¢i - (C+B) 1e)

con el coeficiente v también a determinar a partir de las relaciones de conmutacién
(anticonmutacién).

La forma explicita del mapeo, después de probar las reglas de conmutacién resulta
ser :

Qij — aij (17a)
o 1, cgs
Pl S (G + B £ (i 0 f) (17b)
2
C.'j - C,J + B,'j. (17¢)
7 Aasatz. Parte Impar
También t que maf los vperadores de un bosén individual a un bosén

ideal, siguiendo el mismo procedimiento. El ansatz mds sencillo tiene la forma :

Qi — B + B T ain PE. (18a)
k
Pl 3P+ By 5 p*, + (BT9HR 4+ BsTR, PI). (185)
ke

En este caso se ha tenido que introducir desde el principio ¢l término 3¢ q,}}’k en
la definicién del ansatz para el mapeo de @Q; pura asegurar que las relaciones de con-
mutacién (anticonmutacidn) se satisfagan exactamente. Fisicamente este término re-
presenta un operador que "aniquila” una coordenada individual, para combinarse con
otra y "crear” un par. En este punto hay que tener especial cuidado en el mapeo de la
relacidn

[P,Q] = &' (19)
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¥a que se satisface exactamente solo si se aplica en el subespacio fisico de modelo
tal y como se define mis abajo 2.

El mapeo explicito esta dado por las siguientes relaciones:

Qi— s+ ;ml’k (202)
Pio 3P £ St (08 ~ BOP. (208)
3 k

El mapeo del dlgebra de pares ha sido bien explicado ya en el trabajo de Hecht
(K.T.Hecht, 1987) mientras que el mapeo de la parte "impar” de coordenadas in-
dividuales se ha Lecho en analogin con ¢l trabajo de Klein y Marshalek (A.Klein y
E.R.Marshalek, 1991}, solo que alli se ha formulado el mapeo de la parte impar para el
caso en que los operadores Iitsicos son fermidnicos en ¢l contexto de la fisica nuclear.

Cabe mencionur que ¢l mapeo de arriba tiene propiedades similares a las del mapeo
de Dyson, en el sentido de que se trata de un desarrollo finito de los operadores ma-
peados, que conduce n operadores no-hermitianos. Es decir que se cumplen todas las
relaciones de conmutacién, pero no lus relaciones de hermiticidad entre los operadores,
como se puede ver facilmente. Ya hemos diche anteriormente que ésta no es ni siquiera
una dificultad ya que no estamos interesados en realizaciones unitarias. El poder del
método radica en ¢} hecho de poder reproducir el espectro de un hamiltoniano, cuyo
caleulo exacto puede resultar muy dificil, y esto no depende en absoluto de que traba-
jemos en una representacion unitaria o no.

Resumiendo, ¢l Ansalz propuesto pura ¢l mapeo bosdnico se escribe, utilizando
un "truco™ para regresar a nuestros conmutadores con operadores de "Casimir”, de la
siguiente manera:

Qij = uij (21a)
Pi_, é[l",p"j] - %(.V:l: 1) (218)
¢l -t +B (21¢c)
Qi = i + S ua Pt (21d)
k
Pi— 230, )2 L £ 3)PT 2 S pitg,. (21¢)
2 2 3

25 subespaciv fisico dv mudelo contiene a lu mis una covrdenada individual de modelo
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donde I es el operador :

=17 4 117 4 orf, (22)

Los operadores I‘q.I‘ﬂ, y T9+R estén relacionados con operadores de Casimir de se-
gundo orden de grupos unitarios U(A), donde (V) es el niimero de grados de libertad
del sistema (p. ej. 2(spin) x 3(color) x 2(flavour) = 12¢.1.).

8 El espacio de Hilbert ideal

El espacio de Hilbert de modelo formado de funciones polinémicas en q;j,p‘j yen

[\ Pj, se divide en un subespacio fisico (My), y un subespacio no-fisico (¥, ). Cuando
tenemos en el espacio original un operador con un nimero par de coordenadas Q; p.ej.
Q'i‘ Qig--- .Q,:?n_‘ Qi nosotros lo WAPEAMOS €1 Giy iy igiy « -+ Bigp_1izn* Es}o i.mplica una
cierta ambigiiedad ya que podenios aplicar cualquier permutacidn en los indices y luego
volver a mapear, p.€j. Q;, Qi,Qi;Q;, pucde ser mapeado ya 8ea & §;, 4, Gigigs © 8 GiyiaGiziy
y otras posibles combinaciones.

Cuando considerainos una potencia impar de coordenadas Q;’s por otra parte,
formamos, como arriba, pares de @;'s y la tiltima coordenada impar Qiy,4q & una coor-
denada individual "ideal” €y, . . con una ambigiiedad similar a la que se ha discutido
arriba. El punto crucial es que sdlo nos quedamos *a lo mds” con una coordenada
"impar” en nuestro subespacio ideal fisico, es decir que el subespacio fisico sélo tiene
una coordenada §;, y el mapeo tiene lao forma general :

5 5
Qi,Qiy - Qg Qg Qi = Uinia -+ + TiguoriznPiguar (23)
econé=001.

Los estados fisicos en nuestro espacio ideal de Hilbert deben satisfacer la condicidn
necesaria de contener "a lo mda” una coordenada individual de modelo @;. En el caso
en que se trabaje con operadores de creacién y aniquilacidn se tratard o lo mds de un
bosén (fermidn) ideal. Los estados espurivs (no—fisicos) son, por ejemplo, aquellos que
contienen mas de una coordenada individual de modelo §;. Con las condiciones de
arriba todas las relaciones de conmutacion se satisfacen exactamente cuando se aplican
sobre el subespacio ideal fisico. Sin embargo el mapeo de la coordenada Q; cuando
se aplica sobre este subespacio, nos lleva al subespacio no-fisico, debido a la presencia
del operador de coordenada idenl §;, el cual, cuando se aplica sobse f); simplemente
nos da @;R;, que estd fuerx del espucio fisico. Para evitar que nuestro Hamiltoniano
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9

Subespacio

N fisico . d é
) » 1t X1y
9,8,0,Q, > fu
. .
fga, S
]

Espacio microscdpico Espacio Ideal

" Pigure (6.1) Mupco del espucio de Milbert
mapeado "suque” o los estados del subespacio fisico, se pueden introducir operadores
de proycccgé.n npmpi:\flus, (1-N)ala dcx'uclfn del operador @25, y N delante de‘}’v'-
para permitir a lo mds una sola coordenada ideal f2;, pero en este caso la regla de
conmutacién (19) no se satisface exactumente.

Para aclarar la ambigiicdad que se presenta en las "diferentes” formas en que
se pueden mapenr los opericlores del espucio original, tenemos que investigar més la
estructura de los grupos involuerados.

El ansatz propuesto arriba, mapea o} grapo producto directo del dlgebra de Weyl
de Ins courdenandus originales W) con ol grupo witario U(A) formado por los ope-
radores binarivs de coordenadins y momentos (5¢) de la siguiente manera: .

Wo(A) A UIN) {w,,:(.vu\’i 1)/2] x H'QII(N)} AU, gl N). (24)

Es decir que el mapeo conduce #l producto semidirecto de los grupos de Weyl formados
por lus coordenndas y momentos de modelo pares 15 (9), ¢ impares Wﬂ (11) con el

grupo unitario U'l+f!(ArJ formaudo por los operadores uuitarios mapeados C;j + By
Ec(15a-b). ’ :
Ahora bien, se pueden coustruir separadimente dos grupos unitarios formados por

los aperadores Cyp /% = ¢ip¥, del grupo U (N(.V£1)/2), ¥ los operadores By = @y P7
que subtienden ol grapo Uw(.\"). Ellos forman un grupo producto directo que contiene

como subgrupo ul grupo U'Hﬂ(.\") cuyos generadores son G, es decir
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Uq(N(Ni 1)/2) % Up(N) D U (M) : (25)
Para el caso en que nuestras particulas bosdnicas (fermidnicas) se id funda-
mentales, el espacio fisico esta dado per la irrep completamente simétrica [2Ny + &)
(antisimétrica [12Ns+5)) del grupo U, Q(A/) Sin embargo, en general, se tiene la ca-
dena de reduccién

[N x[8]=[f] (26)
Donde el espacio fisico esta dado por las representaciones [ f ] = {2V, +5) para bosones,
y [12%+1) para fermiones. La irrep [ 1 ] del grupo Uy(N(A £ 1)/2) se mapea a las
irreps [ 2] ([1%]) de q+0(N), mientras que la irrep [ 1] de U, (/V) se mapea a la
irrep "[1]" de U, +¢(Af) Debido a esto, la representacién [Nq] ([1¥9]) del grupo
U(NM(N £ 1)/2) se mapea a las irreps de U+ﬂ(JV) del tipo [ f ] = [2f1,2f2,...]
([ f]1= [2f|,2fz, ]). donde [ f ) es la irrep adjunta de [ f . Sin embargo en la

)t

p in (26 bién pueden aparecer otras u'reps Por ejemplo en el caso de

bosones ¢l estado BirjiGiajz =~ TniaTis i estd perf 1 ero 1o es i
bajo la permutacién de ( jI «+ i2). Uno lo puede ver facnlmcnte si "invertimos” el
mapeo g;,i, — Qi Qi, cuyo efecto resulta ser cero, por ejemplo. En principio uno tiene
que utilizar los operadores de proyeccidn (ue resultan ser desagradables. La forma de
hacerlo se explica muy bien en (J.Dobaczewskij, 1981). Sin embargo se puede dar la
vuelta a esta dificultad, como veremos en seguida.

9 Caélculo de Elementos de Matriz

Para comenzar consideremos un monomio |b,, en las coordmadas Q;. Es decir,
por el momento nos quedamos en el espacio "microscopico”. Ailin mis, consideramos
aqui solo el caso bosénico. Para el caso fermidnico lo que sigue se hace de manera

Al t d idado con la purte de m!egmclon Cuando aplicamos cualquier
;encrador " X" de nuestra algebra (6) u este t que con-
‘mutar X con Yy para tener como resultado una combmacxon lineal de los monomios
de la forma

=37 Myutbpr. (27)
n

Ahora bien si mapeamos csta expresidn, mapeando al mismo hempo el generador X —
(X ) ¥ los monomios ¥, de la manera en que se discutié arriba, sin preocuparnos de la
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amblguedad que é presentd'en cl mapeo, y nscgux‘nndonos de que ze siguen cumpliendo
de tacion del dlgebra original (ecs. 6 y 8), la accién

(X)by = ZA[IU"¢W' (28)

donde - ‘¢‘“ conidyy sxmutuw para Ll caso bosénico (antisimétrico para el caso
fermidnicp), nos da par, congtruccidn los mismos elementos de matriz que (27). Por lo

tanto para. calculxu los elementus de matriz, es suficiente con map los mc jos de
manera apropmdu como se ha indicudo arriba. Lo mismo puede decirse entonces cuando
>s con el io "de lelo” thlcudo cor t te los

it

y mapeando de regreso al espacio microscdpico compuesto de s que por oomtmcaén
son simétricos.

,.¢., Sin embargo, en la mayoria de los casos ¢s extremadamente dificil simetrizar (o
anhsnmclnzur pm a el caso de fermiones) los estados mapcudas ¢4 que resultan de 1,
en el espacio de "modclo”. Uno guisicrs trabajur en un espacio de "modelo” con una
estructura simple. En particular, exibiendo una estructura especial de pares, que se
perderia a la hora de la simetrizacion, Iustraranos esta situacion con un ejemplo:
supéngase que s¢ ticue un sistema bosdnico con tres grados de libertad, es decir, el
oscilador armdnico tridimensional, y que estamos juteresados solo en las soluciones de
momento angular cero. Usimnos como operacores de creacién de bosones a los operado-
=10 +1) que llc\'uu momento angular uno. Un estado de momento

v~ (B x otig) 10, ' " (29)

‘donde :}. 0 ) es:el vaede bésdnico microscdpico, y el corchicte con la eruz indican el
+ acoplamiento-de: momentp_angplor estindur, Cusndo mapeamos al espacio de "mo-
+delo®yvel. vacio. migrosceopico ¢ mapen en el vacio de "niodelo” | 6), y, como una

* pidaibitidid grapesmos [of x:5t] e .

ST oy =10y, : (30)

Pocqent by e [bt x b]] - ’30' , o ) (31)

. M o
Los estados correspoudientes de modelo tienen entonces la forma (ﬁ&, )| 0) Hay
que notar sin emburgo, que ¢l estile @y no ey simétrico. La simetrizacion crearfa

otros pares como por ciewplo, los puees /i'1=2_,,,, lo cual sc puede ver si se hace un

p 9.0
reacoplamicnto ( [bi x I:t]gl2 resultn en términos de | [b1 x b']l x [bt x ) Jo ). Si nos
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resmglmos solamente & los estados ﬁJ tenemos en los estudos ¢j una imégen uno:a’
uno de los estados Y. El problema shora es el siguiente: cémo nos aseguramos de
que no se abandone este espacio. Este es precisamente el lugar en donde entran los
problemas normalmente, es decir, la aplicacién de un operador arbitrario O sobre Pu
genera, en general, expresiones que involucran a los pares ﬂ'gm Afortunadamente hay
algunas posibilidades de prevenir ésto. Por e)emplo en vez de mapear arbitrariamente
un operador O en { @ ), uno debe ver primero si por un reordenamiento de los ope-
radores mlcrosmpxcos (bim: ¥ bim en nuestro ejemplo) en el operador O, uno puede
conseguir. una expresion equlvn.]ente, que después de mapearse solo conténga los pares
que aparecen en nuestro "espacio de modelo conveniente” compuesto de los ¢,'s. Por
ejemplo el operador de Casimir de segundo orden de U(3), cn coordenadas cartesm.nas,
tiene la forma

C;j:bt,'llj' . ‘ (32)

o equivalentemente, la forma

Ci=N(N+2)  F=Xoly : (33)

En el primer caso cuando C'j; se mapea vin (16), con los operadores umtn.nos (15), Qodos

los estados se mezclaran, mientras que en ¢l segundo caso, N sigue siendo’ dmgona.l en
el espacio de modelo, es decir, en los ¢,'s.

~ Para otros operadores lu receta es tal que uno tiene que escribir primero los opera-
dores en orden normal. En el caso de nuestras coordenadas Q y derivadas 3% ésto co-

. rresponde a escribir primero todas las coordenadas nlu izquierda, y todas las derivadas a

Iz derecha. Entonces nphcamos el mapeo dictado por (21). Las éxfirésiones resultantes
incluyen operadores p¥, P!, y coordenadas q,J,Q, Una vez hecho ésto] volvemos, a
escribir el resultado en orden normal folas de cc tacion de los ope-

: radores. La pregunta ahora es si uno puede reordenar la parte que depende de g7, @y,
en tal forma que solo se involucren los pares gue aparccen en los ¢,'s. (la parte de

derivadas que actiian sobre ¢, no puede crear otros pares sino solo puede aniquilar los
ya existentes). Este paso incluye el ir &} espacio microscépico via el inverso del mapeo
/(21a), reordenar y entonces volver a mapear, usando ¢l mapeo (21a). Como cjemplo
tenemos el siguiente operador

A= gijtam = QiQjQnQm = QiQuQjQm = B = gingjm (34

que define la misma accion. L T N TP U RN
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No hay garantia de que ésto funcione en todos los casos, pero en muchos ejemplos
que hemos tratado funciona. Este procedimicnto debe verse como una receta, © una
forma sistematica de trabajar en el espacio de Hilbert ideal.

Queremos remarcar por iiltimo, que la razén de esos problemas yace en la am-
bigiiedad que se tiene ¢n el mapeo del estado microscdpico ¥y al estado de modelo ¢,
Existen muchos estados equivalentes ¢,,_, (vedse el dltimo ejemplo) que corresponden
al mismo estado ¢,. El problema es cémo restrmglmos a un subespacio del espacio de
modelo con la misma dimensién que el espacio microscépico y donde un ¢y corresponda
a uno y solo un ¥y, Los operadorcs tienen que mapearse tnmbxen en.tal forma que no

h

a d este subesy lo cual no se garantiza sicmpre !, La ventaja de nuestra
" receta” es que para mnmpu]nr los operadores npropmdamcnte, es mucho mds facil que
simetrizar (antisimetrizar) los estados en ¢l caso de sist icos (fermidnicos).

Supéngase que se ha resuelto el problema anterior. Ahora podemos preguntarnos
si es posible encontrar una forma mis ficil de ealeular los elementos de matriz My
recurriendo a nuestro mapeo y usando nuestrn receta para mapear los estados. La
respuesta es afirmativa |, .

Supongamas que tenemos una funcion arbitraria en las coordenadas de modelo g5,
que puede expanderse en serie de Taylor en ténninos de monomios ¢y, Por construccion
las relaciones anteriores (27) y (28) siguen cumpliéndose, Lo 1inico en que debemos
tener cuidado es en no permitir mds de una coordenada individual ;. Es decir que los
monomios ¢, sou de ln forma

= sl (35)

con & = 0,0 1. Cualguier funcién es entonces una combinacién lincal de estos monomios,
que pueden ser elegidos de mancera que formen una base completa, La funcién correspon-
diente ¥y en el espacio mi;rusndpim puede olm-uuse invirtiendo ¢l mapeo i = QiQ;
¥ f2; — Q;. Lo interesante de esta "inversion” consiste en el hecho de que si ¢,, corres-
ponde a un estado no-fisico, ¢s decir, no es simétrico (mxhsxmetnco_) enU Jot J(JV), el
estado correspondiente en el espacio microscdpico simpl desaparece. No‘puede
ser diferente de cero pues se ciunplen las llhlL tones (‘77) y (‘78)

Ahora escojinus ¢y, de manern que formen una base complcta ortonormal respecto
de alguna medide conveniente dr, os decir que
'/"Tﬁf’;,/d*ll = dupe (36)

Con esta eleceion podemos obtener los elnentos de matriz My multiplicando la
ecuacion (28) por lu izquicrda con o, ¢ integrando:
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/ dr(X)bp = My 87)

No importa que medida dr tomemos o que conjunto {¢,} usemos. Lo importante es
que elijamos ¢, de manera que se curnpla la relacién de ort lidad con resp de
ésa medida. En el caso en que se usen operadores de creacién y aniquilacidn en vez
de coordenadas, se tienen que asociar a estos unas coordenadas complejas (método de
estados coherentes) y utilizar monomios que sean ortogonales respecto de la medida de
Bargman (K.T.Hecht, 1987).

Como hemos construido los ios en el espacio de modelo, las funci cor-
respondientes en el espacio microscépico se obtienen simplemente invirtiendo el mapeo
como se ha mencionado arriba. Las funciones resultantes |IJ,, en general no son orto-
gonales en la medida usual del espacio microscopico, y atn ellas pueden desaparecer

no tengan comy : simétrica. Esta es la razén por la cual un Hamiltoniano
microscdpico hermltvnno resulta después del mapeo en un Hamiltoniano no-hermitiano
respecio de la nueva medida. Simplemente uno no ha "mapeado” de manera correcta
la medida.

10 Ejemplo: Un Hamiltoniano de Juguete

Como una primera aplicacidn de nuestro método vamos & consndernr el caso de un
Hamiltoniano muy simple : Un Hamiltoniano para un si de g de j 1
de un solo grado de libertad Es decir, que depende de nna sola coordenadn Qy un solo
momento (derivada) P "bosénicos".

Consideremos el Hamiltoniano de la forma :

H=Q*- Pt 1+40°+ Q" (38)
donde los dos primeros términos juegnn el papel de la pxu-te de "cero mteraccmn
eguivalente salvo un factor, al hamil del oscilad ico en una d

(recordemos que el momento se ha definido aqui como el operador de dmvnda para el
caso bosdnico, sin el factor imaginario "i " como suele | enla ti
elemental). El tercer y cuarto término juegan el papel andlogo a la parte de interaccién

gnética del Hamil real de la CDC, es decir los términos ciibico y de cuarto
orden en los campos de norma Ag(z).

El operador de coordenada Q, y el operador de ™ to” P satisf: la relacié
de i6n para b :
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[AQl=1 (39)

A partir de estos operadores basncos, podemos construir los operadores de pares de

d 2 tos P*, asi como también los operudoms unitarios C = QP+

i El dlgebra que subtienden estos operadores es cl dlgebra "simpléctica” Sp(2, R)

definida por las rel (vednse las i 6)):

P4, Q% =4C (40a)

[P?,C) = 2pP? (408)

Q% C) = ~2Q% (40¢c)

A continuacion, vamnos a mapear estos operadores binarios en términos de operadores

de una coordenmla y un momento idenl de pares bosonicos "no-normalizados” g, p, que
satisfacen la siguiente relacién :

[pg)=2, (41)

y de una coordenada y un momento individual de modelo @, P que satisfacen la misma
dlgebra que nuestros aperadores de coordenadn y momento originales |, i.e.

(PR =1 (42)

Hay que notar que en la relacién [p, ¢} = 2 se ha puesto de tal modo que esté de acuerdo
con nuestra definicién general de los operadores bosénicos de pares de modelo (ec.9)
no-normalizados.

Nuestro ansafs en este caso estu dictado por lus siguientes relaciones :

Qg (43aq)
P g 1 2)Pp+p (435)
Count P+ (430)
Q- +qP (43d)
P P+pd+CP (43¢)

donde el operador uniturio € estit definido por € = gp ( se han quitado términos
proporcionales a P2 dudo que, por construecion, cuando se aplican a los estados en el
"espacio fisico”, dan cero). .
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Ahora bien, podemos "renormalizar” nuestras coordenadas de modelo ¢,p para
que tengamos la relacidn de conmutacién bosdnica usual. Es decir, si definimos las
coordenadas bosénicas de modelo como

, 1
= 44

¥==5p (44a)
d=-q (448)

V2

con la regla de conmutacién bosénica usual

=1, (45)
el may bia de manera correspondiente. Sélo i plici te el cam-

bio de forma del mapeo del operador unitario:

1

C -2+ QP+ 3 (46)

"En el caso en que se hubieran elegido los operadores de creacién y aniquilacién usuales
(f — bt, P —.b), los dos primeros térninos del mapeo de C se relacionan con opera-
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en coordenadas "renormalizadas”. El fuctor Mgy ccorresponde al factor de norma~
lizacién de nuestra nueva base. El indice "n" hace el papel del indice de "pares”, y el
indice € como indice de coordenada individual de modelo en el estado | 2n +¢ ).

Como nuestra coordenada ideal ¢ ahora sélo toma valores positivos, pues representa
a un "par” (QQ) que siempre es " positivo”, dehemos elegir una métrica adecuada donde
los estados | 2n+ € ) definidos por (48) formen una base ortonormal. Después de todo
esta eleccion la podemos hacer con cierta libertad como se explicé mds arriba en la
seccién del cdlculo de elementos de matriz. La métrica que "elegimos” para la parte
"per” tiene la foria

'
'I—’l;, (49)
q
tomando como intervalo de utegracion 0 € ¢ € oo. La razén por la que elegimos esta
forma particular de ln base, se debe u que renlizando la simple sustitucién ' — z?
recuperamos lus funcioues usuales del osciludor armdnico (sélo que la integracién se
realiza sobre un intervalo diferente), y los clamentos de matriz del Hamiltoniano se
pueden calcular con relativa facilidnd. Esto no quicre decir que hallamos rccuperndo el
caso de un oscilador aarmdnico unidimensional, ya que atin queda la parte impar Q.

Para la parte impar elegimos una métrica "andloga” a la métrica usual para los
estados de oscilador armdnico i.c.

df) c_ff , . (50)

con el intervalo de interuceidn —oo < f) < oo

11, Normalizacidn de la base mapenda

Para encontrar ln normidizacion eovectn de los estados | 2n +€ ) recurrimos a las
formulas (14), (17) y (19) del Apdidice 4, pura evaluar las integrales del tipo

T Sttty () Hnlo/ V). - (51)

Con ayudis de las formulas anteriores se tiene que ol producto escalar entre dos estados
esta dado por '

(2m+p|2n+e)=
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N oMo [ Te=M B (Vo) Han Vo) [ dp o rte. (o2)

Es ficil ver que la segunda integral, que corresponde a la normalizacién de la parte
impar es

/_2" d e~ ¥ o+ = \2/_"_’ Sepr (53)

por lo que la normalizacién para los estados | 2n4¢ ) es

None = [ G/l ] Y
(2m+pl2n+e) =8mnpe  * (55)

12 Espectro de Energias
La diagonalizacién del Hamiltoniuno en el espacio de Hilbert mi épico, como
funcuSn de la constante de "acoplaniiento” es directa, por lo  que podemos compuu los
dos obtenidos con el cilculo exacto, y la diagonali realizada en el espacio de

modelo subtendido por la base (48}, de nuestro Hamiltoniano de juguete. De este modo
podemos evaluar si la versién contraida nos lleva a los mismos resultados como debe
ser, ¥ si es Gtil el método que hemos desarrollado. Cabe notar aqui , sin embargo que
la forma del Hamiltoniano contraido resulta mas complicada que la forma de nuestro
Hamiltoniano original, pero este modelo de juguete sélo nos sirve para darnos una
pnmera idea del y fi de t étodo, En los bl

mas realistas donde se trabaja con Hamilt plicados, la aproxi i6n nos
conduce a formas mas simples para el cor Hamiltoni contraido .

Tiemt.

La figura (6.2) muestra el espectro de energias para el Hamiltoniano exacto cal-
culado en la base del oscilador arménico unidi ional ( linea continua) y el cdleul
para el Hamiltoniano contraido en la base mapeada (linea interrumpida). Como debe
ser los resultados son los mi excepto pura valores de "g" muy altos por razones
de convergencia numérica, que puede mejorarse. En el cnlculu presente se considero un
espacio de Hilbert de tan sdlo 40 gluones. Para los estados mas bajos el acuerdo es
casi perfecto entre los dos cilculos, mientras que para los estados excitados mis altos
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Figura (6.2) Espectro de encrgius pare el Hamiltoniaeno de juguete

( tercero y cuarto estados excitados) empieza a haber una desviacién para valores de
la constante g grandes, Esto es un efecto de la convergencia para la versién contraida.

La conclusién que podemos sacar de este cdlculo sencillo es que nuestro método
funciona muy bien y nos da un acuerdo casi perfecto en la descripcién del primero y
segundo estados excitados, mientras que pura los estados excitados mas altos existe un
intervalo suficientemente grande en donde el acuerdo es excelente. También se observa
que para los estados mas altos se debe tener en cuenta que los efectos de convergencin
pueden dar resultados no muy exactos para valores "grandes” de la constante g aunque
ésto se puede mejorar aumentando el tamaiio del espacio ideal,

En este caso no exyiste el problema de los estados espurios ya que el grupo unitario
relacionado cos los p’ y ¢'s es Uy(1) (solo tenemos un grado de libertad) y lo mxsmo se
tiene para Up(l) y U ",(1) Todos estos grupos permiten sol te ref

simétricas. Es decir | Nq ] para Uy(1), [ 1] para UQ(]) y[2Ng+1] para Uq+ﬂ(l)‘
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Bosones Colectivos

1 Idea

En el capitulo anterior se apuntd ya que la solucién del Hamiltoniano de la Cro-
modinémica Cudntica incluyendo muchos niveles resulta ser muy complicada y que los
cdlculos mds viables son los cileulos en ln aproximacién de un nivel. Sin embargo es
deseable tener una forma de incluir el efecto de los niveles mds altos, por ejemplo de
manera efectiva, sobre los niveles mas bajos, y en particular sobre la estructura del
estado base (vacfo). Las evidencins que hay en favor de la hipdtesis de que el vacio
estd constituido principalmente por un condensado de pares de gluones y pares de
quarks nos llevé a In formulacidn de un método de expansién bosénica propuesto en el
capitulo anterior donde se planteé la idea de poder definir pseudoparticulas formadas
por pares de gluones {glueballs) 6 pures de gnarks en términos de las cuales se pudiera
hacer una descripcién nis transparente de la estructura del Hamiltoniano. Con este
mapeo que hemos propuesto, aiin se sigue teniendo un espacio de Hilbert muy grande, y
la resolucién del Hamiltonjano en mis de un nivel resulta mnuy complicada. La siguiente
preguata que podemos formulurnos es si se pueden encontrar pares que dominen a bajas
energias. En particular se busca una forma de definir un solo par "colectivo” que incluya
el efecto de los otros pares de manera efectiva, con lo cual se podria reducir el problema
de muchos niveles, al problemu de un solo nivel. Marshalek y Klein (1991), han indicado
como se pueden definir estos Losones ” colectivos”. Nosotros seguimos aqui algunas ideas
apuntadas por ellos en su revision, aunque con nuestro mapeo bosénico existen algunas
consideraciones diferentes vumo se verd o continuacion.

2 Definicién de Bosones Colectivos

Supongamos que nuestros operadores bosénicos de modelo (v.ec.6.9) g5, p*/ estin
asociados con ciertos pares de gluones (6 quarks). Mis aiin podemos suponer que estos
operadores estdn acoplados a buen spin y color, con lo cual se podria hacer la suposicién
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de que existen ciertos acoplamientos de spin-color dominantes, Supongamos entonces
que nuestros operadores Losénicos de modelo estdn acoplados a buen spin (S) y color
(T) denotados por

TS (T\S
qg!,a)z’a' p(l s)tz’u' O]

donde ¢t y s se refieren a las comyp tes magnéticas (nimeros cudnticos para los
subgrupos) y @, «’ sc relacionan con otros niumeros cudnticos orbitales. La idea prin-
cipal consiste en que queremos relacionar la estructura de la CDC a bajas energias
con algin tipo particular de bosones con spin-color definidos, pero que no dependan
explicitamente de la parte orbital. La forma en que se pueden reducir los bosones (1) a
otros mis simples se encuentra indicada, como ya se menciond, en Marshalek y Klein
(1991). En general podemos aplicar al conjunto de nuestros bosones de modelo una
transformacion ortogonul arbitrarin

. S
'1(1 a)n " E Anta q(e, s)} (2

7.5 (T.5,
l'%l .s)l)l’u z"n fah p([ s).)\ 3).

El superindice T en ln matriz de transforinacién para los bosones pg"‘;).,a significa
transpuesta.

Con esta trunsformacidn realmente lo que estamos haciendo es "ir” a otra base

para nuestros bosones de modelo. Los coeficientes tienen que satisfacer, por definicion
las siguientes condiciones:

;A:[.;n.,\Aa'a.,\ = bata)(aa) (4)
z,: A:’:’u.:\Au'u,;\ = 64\:\' (5)
a'a

Si la estructura a bajus energfas de lu CDC estd dada solamente por uno, 6 algunoa
acoplaientos especiales (T, S), para cada tipo de busén, quiere decir que el espacio de
Hilbert estd compuesto solo por funciones que dependen de las coordenadas ¢'s con esos
acoplamientos particulares (T, 5) y una A dada, digamos que, por definicién A=1. Lo
que real te estumos liaciendo es una t'x::msfummcién muy especial, de manera que

. T8 . .
una sola de las coordenadas coleetivas q{‘ 9 l sea la que domine suficientemente como
:
para que sea ln Gnica que tomenios ¢n cuenta para empezar.
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La coordenada colectiva qgﬁ)\:l’ es una suma coherente de nuestros operadores
bosénicos de modelo definidos anteriormente, lo cual puede verse si se invierte (2). A

estas coordenadas qg'i{___l las llamaremos "bosones colectivos™.

El Hamiltoniano colectivo se obtiene si se sustituyen las coordenadas qg:)sg,a, Yy

(TS

p("',)‘)l,a por las expresiones (1) ¥ (2) en ténminos de los bosones colectivos, y quedéndose
tnicamente con A = 1.

Avun nos resta definir bosones colectivos pnra. la ;m.rte impar de nucstro mupeo Es
decir para la parte de coordenadas "gludnicas” Q (s momentos F& e Aqui se ha
tomado T = § = 1 para denotar’a los gluones con color—spm uno (en el caso de un
grupo de color SU(2) donde los gluones se encuentran en la repr tacién de triplete),
6 color-spin (A, p) = (1,1) = {8} de la representacién octete de SUgy,,(3). Esto se
hace de manera andloga dando como resultado para el caso en que nuestros operadores
fund tales correspondan a particulas bosénicas: .

(1 1)

R = Z“a Aﬂ(x s),\ )

(l N _ (1,1)

Plisie = Z"n AP M
con laa condiciones

S anatas = bage )]

A .

;“Z,A“a,:\ = 6,\:\' 9)
Estas presi también se sustituyen en ¢l Hamiltoniano para obtener el Hamilto-
niano "Colectivo”. N te h »s la suposicién de que un solo bosdn colectivo

porta la mayor parte de la informacion de los demés niveles (no-colectivos) por lo que
solo nos quedamos con un término que por definicién elegimos como el que corresponde

al=1.

Nuestro Hamiltoniano colectivo es ahora una funcién de los coeficientes de la trans-
formacién A,qr| ¥ Ga,l, Que s€ deben obtener por medio de un principio variacional
(paran justificar que un solo bosén colectivo leve In informacién principal). Los cnlculos
se pueden snmphﬁcar si suponemos ademds que

Apat] = a1 (10)
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teniendo como argumento "fisico ™ detrds , que la probabilidad, |A;,u:‘l|2. de que el
par qEZ‘;i)‘,,a contribuya ul par colectivo es igusl al producto de las probabilidades
de que una particula contribuya del nivel orbital «, y la otra del nivel /. Estricta-
mente hablando, esto no es cierto, pero aproxima la situncién real bastante bien. Esta

condicién entra pues como una condicién extra para hacer la variacién, por lo que las
posibles variaciones estardn restringidas por ella.

3 Procedimiento Variacional

El procedimiento variacional que se emplea para determinar los coeficientes de
la transformacidn consiste en determinar purn cudles coeficientes, el valor de Yex-
pectacién”

5w | H 1v)
61 9) an

es un minimo. Los diferentes procedimientos que utilizamos, consisten en evaluar este
valor de expectacién tomando a | ¥ ) ya sea como el estado base, algiin estado exci-
tado, 6 la suma (traza) sobre un ndimero dado de los estados mds bajos, incluyendo el
estado base, es decir sobre un subespucio del espacio de Hilbert de bosones colectivos.
La bisqueda de este minimo tiene que hacerse para cada valor de la constante de
acoplamiento involucrada "g”, de mancra que los cocficientes aq,) serdn funciones en g.
La minimizacién que se propone pretende encontrar la estructura del bosén mas bajo
en energia.

El procedimiento puede extenderse de manera que se incluya no uno, sino mds
bosones colectivos en la descripcion, pero eso quiere decir que extendemos significan-
temente el espacio de Hilbert. Con la definicién y restriccién a un sélo tipo de bosén
"colectivo™, hemos reducio el problema de muchos niveles (diferentes acoplamicntos de
spin-color) al problema de un solo nivel. Hess y Schiitte (1991) han realizado ya célculos
en la aproximacién de un nivel para el Hamiltoniano de CDC en la norma de Schwinger.
En ése trabajo han mostrado que la interaccién magnética se puede escribir en términos
de dos acoplamientos fundamentales [Q('-” x Q(’-l)]g‘j) con (T,5) = (0,0) 6 (1,1).
Ademis, el término de tercer orden en los campos de norma contiene también potencias
impares en QE‘X":) . Esto sugiere que al menos para los estados de spin-color cero, es
suficiente con reducir el problema no-perturbativo de muchos niveles, al problema en
la aproximacidn de un nivel de Hess y Schiitte.
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Hamiltoniano de Juguete del tipo CDC

1 Un Hamiltoniano de juguete del tipo CDC

Para explorar el potencial de nuestro método comenzamos nuestro estudio con
modelos de juguete con un Hamiltoniano inspirado en la forma que tiene el Hamilto-
niano de la Cromodinamica Cudntica. Este estudio preliminar nos servird en el futuro
para investigar las propiedades de nuestro método en un problema mis realista, uti-
lizando el Hamiltoniano de la CDC en la norma de Schwinger. Sin embargo dicha
investigacion se sale de los objetivos de la presente tesis, y se dejard para un trabajo
inmediato.

Para comenzar podemaos definir un Humiltoniano en una dimensién , con gluones
confinados dentro de una cajn de dimension R a partir de una densidad Lagrangiana

£ = 22:4)0 4) ~ V(4) 6

con el potencial V(A4) definido de la siguiente manera

V(A) = 7 gA(D1 A)A + g2 A7, (2)

donde 8 = Dlz' 9y = 'DQI y la constante vy nos sirve para variar la intensidad de la

interaccién que cambia ¢l nfimero de gluones por un niimero impar.
En este cuso, nuestrn métrica es ggy = 1,911 = —1, y cero las demds entradas.

El campo A es un campo esealar cuyo momento conjugado esta dado por

6L
r= 55A dgA (3)

Por lo tanto la densidad Hamiltoniana H resulta ser
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H= %(n“ +(914)2) + V(4). @)

El Hamiltoniano de juguete se obticne como es usual por

. .

H= A dzH, ®)
donde R es el tamaiio de la caja unidimensional donde consideramos confinado nuestro
sistema. Las dimensiones de H y z son respectivamente (cnergm) y (energia)~}. Esto
implica que A no tiene dimensiones, mientras que las di de la constante de

acoplamiento "g" son las dimensiones de encrgia.

Nuestro modelo de juguete no es renormalizable, ni es invariante ante transforma-
ciones locales de norma. Sin embargo ésto no es importante porque es sélo un modelo de
Jjuguete que se ha pensade para reproducir algunas caracteristicas del Hamiltoniano de
1a CDC. Por ejemplo los términas de tercero y cuarto orden de la interaccidn magnética,
donde el papel de ln parte (V x A,) estit representado por el término 814 i.e.'-‘g .

La ecuncién de movimiento estid dada por lus ecuaciones de Euler-Lagrange

231" 5laA) = )

que para el caso de cumpos libres g = 0 resulta

4 -02a=0. n

Esta ecuacién es el andlogo en una dimension (espucial) de la ecuacién de Helmholtz
para campos sin masa.

9pd*A=0 (®)

El factor 4 en (2) sirve sélo para "jugar” con ¢l término que cambia el numero de gluones
por un mimero impur. Resulta ser que purn 4 = 1 nuestro Hoamiltoniano resulta ser
muy aburrido (hz, 8.2u), mientras que para un factor 4 = 7, por ejemplo, obtenemos
un caso mucho mds interesante cots un hamiltoniane que presenta una estructura mis
rica para ser estudiada. Con este Hamiltoniano podemos explorar y probar bastante
bien nuestro método de expausion bosdnica y la definicidn de hosones colectivos.
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2 Regularizacién a uno y dos niveles

Enla tizacién de los pos de norma de nuestro Hamilt d

tanto el campo A(z) como su momento candnico conjugado 7(z) en términos de un
conjunto completo de soluciones ortonormales cldsicas f,.(::)(,._:u) al tiempo t =0

Alz) = Z ‘/—fn(z)Qn (©)]

. a
n(z) = —i Z Vionfa(z)z5-- (10)
7 9Qn
En el caso que hemos propuesto el sistema se encuentra confinado dentro de una caja
de dimensién R, por lo que las funciones fy(z) deben desap en la front
decir, que satisfacen f,.(z)‘ = j"(::)‘ = 0. Las soluciones estdn dadas por
(z=0) (z=R)
fulz) = ‘/: sin = ayn
n 111 an
Las funci fa(z) satisfe la i6n de movimiento
A fulz) = —whfu(z) (12)

que se deriva de la ecuacién de "Helmoltz” (8) cuando se separa la dependencia tempo-
ral. Esto también nos determina la energia wy = fn. Por conveniencia podemos elegir
la dimension de la caja de temarfio 7, de manera que:

wn=n (13)

Sustituyendo en el Humiltoniano (5) los desarrollos en modos normales Ecs. (9) y (10)
integrando y usando la forma explicita de las funciones fp(z) Ec (11) se obtiene :

T3(n1n2n3)

1
H==)n - PB)+ Q
BT R 3 I rand
1 nln2ndng
+5 gl 14( ) e Qn Qn2@naQne  (14)
= nln2ndud V@nlwn2ondng

donde las integrales orbitales T3(n 11-12113) e Iy(n nangng) que resultan de la integracion
de las funciones fy(z) dentro de la "cuja” son:
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2 1
IS(“I"Q":!) = ('I‘i)sﬂnl”z[&nl-ng—ua,u el 6111—uz+n;|,0 + 6nl+ng—n3,0 - 5n|+nz+na.0]
(15)

Zy(ningngny) =
(2_}5)[6"‘ 2=ng+ng0 + 5111 2+na—ng0 — 6111 2—na~n4,0 — 5n|-nz+n;+n4,0—
5, = Onyngtng—n4 0 + Snynz=na—ng,0 + Snibnztny+ny,0} (16)

1+ny—na+nq,0
En nuestro caso, nos restringimos al estudio de hasta dos niveles (n = 1,2), pues
no queremos resolver completumente el problema, sino sélo probar nuestra téenica
y qué tan bien reproduce los cileulos exuctos cuando construimos el Hamiltoniano
"colectivo” de mds de un nivel, El Humiltoniane de juguete en dos niveles toma la
siguiente forma explicitu:

H= %Z"(an - Pu2)+%£l'7—‘/1=”(\/§QlQQZ}

+3A- (340 #0020 +30)) (17)

3 Bosones de modelo

El siguiente paso es definir hosones colectivos de modelo ¢uynyy ¥ Pagn, para los
- operadores ¢ pures de coordenadas, y operndores de una coordenada de modelo ﬂ"
para los operadores de coordenndas individuales. El ansatz en este caso es en coorde:
nadas cartesinnas:

QuyQuz = Quynyg = Gy,

1 1 18
Py Pyy = Pyyny — ;[F'Ilu,ngl - ;(N'*' 1)pnyng a8
Qu; — Qu,' + Z:'lﬂ.'"l/’ul (19) -
nt

donde las coordenadas "bosdnicus” de modelo (no normalizadas) satisfacen las rela-
ciones de conmutacion
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[Pij- erm] = 6:'1"51'u + 6i116jm (20)

[Pi. ;] = &;. (21)
que son las relaciones para cuando las particulas fundamentales que se describen son

bosones. En este caso se trata de gluones de modelo. El operador de »Casimir” T' por
otro lado esta definido como

P=-r7f ¢ %1‘" +orf (22)

Para determinar explicitamente el mapeo de Pyyn, recurrimos a un truco, ya que el
cilculo con la forma explicita de los operadores Is resulta inconveniente. El truco
consiste en expresar estos operadores en términos de los operadores de "nimero”. Por
ejemplo

rQ = z: Cmn;Cugn]
npng

=N(N +2) + {N 4 3/4) (28)

donde los términos entre llaves se deben incluir cuando en la definicién de Cpyp,
aparezca ¢l término inhomogéneo ~ £6y,,,, y tomando en cuenta que

N =N+ Np,
Ny,
Nﬂ (29

para cuando se trate de l"’+¢’, T, # respectivamente.

El mapeo explicito para el operador Py y, resulta ser

Puing ~ (Nu + 2-"‘% + l)l’umz (25)
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4 Hamiltoniano Contraido

Cuando aplicamos nuestra téenica de expansién besénica al Hamiltoniano (14) este )
toma la forma ‘contraida ’

1
Hf = Eannn - —{Nq +2Np +1} Zn Pun
n

+ 19’1 T3(n1n2n3) . 0,1+ y‘y Z3(n1n2n3) an1n2Gnand P
2 — 9 = ot Vool oot

27" pinZna VWn19n2wn3 it ™ 3 nlnZnind V¥n1@n2n3 nin2inind? nd
+ 192 1'4(711112113“4) o5

lu2ning
nlr§3u4 VWn1wWnwWniwnd e

Este hamiltoniano toma una forma relativamente sencilla cuando se sustituyen las
integrales T3(nynyng), ¥y Ta(ninangng) ya que desaparccen muchos términos de las
sumas.
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5 Cailculo Exacto

Nuestro Hamiltoniano de juguete (14) es suficientemente simple como para que po-
damos realizar cdlculos exactos que nos sirvan de punto de comparacién con los resul-
tados que se obtienen cuando utlizamos la técnica propuesta en los capitulos anteriores.
Para el cilculo exacto usamos la base del oscilador arménico paran =1,y n = 2. En
la figura 8.1 se muestra el cuso de un nivel, y en la figura 8.2 se muestra el caso de
dos niveles para dos factores v diferentes. La aproximacién en un nivel sélo presenta
algunas desviaciones al espectro de energins del caso libre g = 0 _correspondiente a un
oscilador arménico. El primer caso en dos niveles (figura 8.2a ) corresponde al factor
v = 1 y como puede observarse el espectro de energias no resulta muy interesante ya
que no existen, por ejemplo, cruzamientos de niveles en los estados excitados mas bajos.
Para el caso de un factor v = 7 (figura 8.2b) por el contrario, el espectro de encrgias
muestra una estructura mucho mds rica, particularmente alrededor de valores de la
constante de acoplamiento entre 0.2, y 0.4. El caso que analizaremos con mas detalle
serd aquel que tiene un factor 4 = 7 enfrente del término ciibico del Hamiltoniano,

6 Definicidn de Bosones Colectivos

Ahora pasamos a la descripcidu en términos de bosones colectivos para ver si sc
reproduce bien el espectro de nuestro Hamiltoniann de juguete. Esperamos que al
menos los estados mas hajos s¢ puedan reproducir con bastante aproximacion.

. .
Definimos nuestros bosones colectivos como en el capitulo anterior, tomando en
cuenta sélo dos niveles, por medio de las reluciones

2
Inyng = Z An,n;,,\q,\ — Auyng, 193 (27a)
A=1 .
2 T T
Pryng = 4\2: Avx;vlg.Ap,\ - Anlnz.lpl (275)
=1

con la suposicién adlicional sobre los coeficientes del reemplazo (27) .Es decir sobre las
probabilidades

An.nz,l ~ Qn,y,1an,,1 (n1,n2=1,2), (28)

sujetas a la condicidn de normalizacién para lus probabilidades
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O LI B T EPI IR SPUR ST “1,12 +’“2.12 =1 . (29)

Mads atn podemos introducir bosoues colectivos " normalizados” mediante la sistitucion

(30a)

(308)-

7 Hamiltonisno Coleetivo
LBy
Sustituyendo nuestros bousones de models por los bosones " colectivos”y definidos
ro Himilloniano coutraido (17), ¥ sustituyendo explicitamente las in-
«w obtivne o] Huniltoninug “eoleetivo™ siguiente:

arribi, en nues
tegrales orbitale

{n Hrnlu-li!"' - f(l’ - \/.'“ + ”12)((‘,]” + QP + 1/.)"),

]

- B T TW: f(ru ~ag?){(V3qQ + 24P} +—<3 9/4a)a®  (31)
"I\'(')(g-sv' ijue este :Hmnilmuiummi|"m' Lo tistn forma e nuestro primer Hamiltoniano
e JugneteZunnlizacdoeen: o] eapitalo 6 {ved7) L Lu diniea diferencin consiste en los
covficientes, que aliora pm-drn deperscder de la constaute de acoplaniiento.

8 Mctodo Variaeionnl

Bl sigiicairte: apsiste en determinar i partie de un prineipio variacional el
Spalor detus eovticientes :ln-,lu tramsformneion a bosoues coleetivos ap, a2 . En realidad
“basta con determingr uno de ellos (ag) debido a da celacion de wormalizacion (28).

m pues cunsideranion silo yno y no hay lugar a

titada
cobfunichies,
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‘Antes de hacer el andlisis variacional, podemos hacer algunas consideraciones cua-
litativas que debemos esperar :

i) Para valores pequeiios de la constante de acoplamiento g << 1t que
reproducir escencialmente el espectro

E=1-N;+2-Ny (32)

donde los coeficientes 1 y 2 aparecen por las frecuencias wy,wg, y N1, Ng por el miunero
de gluones en los niveles 1 y 2 respectivamente.

ii) Para valores muy grandes de la constante de acoplamiento g —+ oo el dltimo
término

5%(3 - 9/4az?) (33)

debe dominar. En particular el estado mils bajo que corresponde al "vacio” fisico
debera bajar mis cuando esta interaccion sea miaxima. Es decir para ag — 0.

iii) En algin intervalo intermedio, el término

glaz — ax')q C (e

podra dominar. En este caso ln interaceién se maximiza alrededor de ag ~ 0.58, de
manera que esperumos que ag sen cero part pequedlos valores de g (todos los gluones
se encuentran en el primer nivel ya que la probabilidad |“l|2 es igual a uno), para
valores intermedios de g el valor de ay crecerd hasta aproximadamente ag ~ 0,58 (siel
término de interaccién cibico realmente es dominante) y para valores muy grandcs de
g tendremos de vuelta ay =0.

Como principio variacional buscanmos el minimo del valor de expectacién

(I HY | p)
)

_ donde la varincién se tomard respecto del estado (¥ | que podra ser el estado base, los
primeros estados excitados. ¥ la traza sobre los primeros estados excitados incluyendo
el estado base para buscar ¢l ml-jm pxuculimieuto. Queremos investigar cudl de esos
métodos da cuenta con mayor precision del espectro obtenido con el cileulo exacto., La
solucién de el Hamiltoniano colectivo es casi idéntien a ln solucién del primer Hamilto-
niano de juguete aualizado auteriormente en el eapitulo de Contraceién y Expansioncs
Bosénicas.

(35)
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Originalmente se pensé tomar en cuenta sdlo la variacidn de la traza del Hamil-
toniano colectivo sobre un suhespnuo del espacio de Hilbert, El hecho de que la trm
es un invariante ante transf ort les nos hizo sup - que era fici
con tomar la traza del Hamiltoniano contraido. Recuérdese que los b colectivos
se definen a través de una transformacion ortogonal. Sin embargo, si se recurre o este
método el término cibico no contribuye a la traza dado que f y P no tienen elementos
diagonales,y no obstante si tiene efecto sobre los eigenestados. La forma en que se
hace pues la variacion consiste en huscar el minimo en la diagonalizacidn numérica. Es
decir que se varin el cocficiente ay y se obtiene aquel valor que minimiza el valor de
expectacion (35).

La figura 8.3a muestra el espectro "colectivo” de energins (diferencias de energfas)
tomando ln varineidn respecto del estado base tinicamente. Tomar en cuenta solamente
el estado base resulta no ser suficiente para reproducir la estructura de loa estados
excitados. Lo mismo se puede decir cuando se toma la variacidn respecto del primero,
segundo y tercer estudos excitados, donde se reproducen mejor los estados excitados
corresponclicntes, pero se pierde aproximacion en lus otros (iguras 8.4a y 8.5a),

En los figurns 8.3h, 8.4h, y 8.5 se han graficado el comportamiento del pardmetro
ag como funcidn de la constunte de ncopliumiento g en ¢l intervalo 0 £ ¢ £ 1.0. Como se
puede apreciar bivn, pars vulores pequeiios de g el valor de ag se mautiene en cero, hasta
que sube abruptamente alrededor de 0.58 como se habia esperado. También se puede
apreciar dentro de este intervalo que ln probubilidad de que los gluones se encuentren
en el scgundo nivel, i.e. que hayn mezelns con el segundo nivel, empieza a decrecer
conforme g anmenta. El factor v que estutios usundo es y = 7, Para ¥ = 1 no pasa

" nada.

Si tomumos en cuenta no s6lo un estado. sino ln "traza” sobre los primeros dos y
tres estados excitados, incluyendo ¢l estado base, la descripeién se hace cada vez mejor.
Es decir la varincidn se debe tomar de la siguiente manera:

N | H )
P2 s @6)

Nosotros descubrimos que es suficiente con tomar N = 2. La razén por la que se ajusta
mejor el espevtro cuando se tomu la traza subre los prinwros estados excitados radica
en el hechio de que la mezela de los gluones del segundo nivel cambian de estado en
estado, mientras que cu nuestro procedimiento tal mezela ls aproximamos por un valor
"promedio” del valor de ap. Tomar en cuents tumbién los estados excitados, junto con
el estado base, promedin tambien el error que estumos cometiendo,

Los espectros obtenidos con esta varincion se muestron en las figuras 8.6a ¥ 8.7a
para el cuso en que se tomu la traza sobre los dos primeros ¢stados, y los tres primeros
estados respectivamnente. De aqui se puede ver que es suficiente con tomar los dos



122 8. Hamiltoniano de Juguete del tipo CDC

primeros estados, pues se reproducen mucho mejor los estados més bajos y la estructura
general del espectro obtenido con el cdleulo exacto (figura 8.2b). Se ve claramente que
hay una caida en la encrgia de los niveles alrededor de g ~ 0.25 y después vuelven a
subir alrededor de g ~ 0.35. Hay que notar que debido a que sélo tomamos en cuenta
un solo gluén colectivo para nuestra descripcidn, existen muchos niveles que hemos
dejado fuera y que no podemos describir. De manera que no es sorprendente que no
tengamos el mismo niimero de niveles que el que se tiene en el cilculo microscépico.
Se puede apreciar bien que los primeros estados excitados en el cdlculo "colectiva”
reproducen muy hien los primeros estados excitados del céleulo micre i bié
se puede apreciar bien que el la regién de transicién 0.25 < ¢ < 0.35 los primeros
estados excitados "coen” muy abajo. El primer estado excitado puede reproducirse
muy bien cuando sdlo se varia sobre el estado base y el primer estado excitado, con un
poco menos de aproximacidn para los estados mds altos.

Para g 2 0.35 todos los estados reproducen, cuantitativamente bien, las energias
de algunos estados del espectro microscépico. En este sentido hemos mostrado que lus
ideas de cémo reducir el problema de muchos niveles a uno mucho mids simple pueden
funcionar en la CDC real.

Las figuras 8.6b y 8.7h muestran nuevamente como a3 es cero para pequefios valores
de g y luego sube en un intervalo intermedio alrededor de az = 0.58. En este caso el
espectro microscdpico es esencialimente una superposicién de gluones en el primero y
segundo niveles. El valor optimo para a2 se determina tomando una variacién discreta
en este pardimetro, dando origen a los "sultos™ que aparecen en las figuras 8.6b y 8.7h.

Por 1ltimo en la figura 8.8a presentumos el mismo espectro que en la figuras 8.7a
pero en un intervalo mis grande (0 < ¢ < 10). A valores tan grandes de la constante de
acoplamiento, la convergencia resulta no ser tun buena, de manera que sélo podemos
esperar una descripcién poco aproximada en este régimen. En la figura 8.8b se ha
obtenido ¢l valor de ay come funcién de g en este mismo intervalo. Como se noté en la
discusién cualitativa, ag tiende a cero para valores grandes de g . Las oscilaciones que
aparecen para g > 5.6 se deben n imprecisiones numéricas.

Por dltimo debemos anotar que en el espacio "microscdpico " usamos un espacio
de 14 bosones como médximo por nivel, de modo que el espacio tenia 15 x 15 bosones
(incluyendo el vacio) i.e. 225 estados. En el caleulo "colectivo” usamos hasta 20 bosones
(incluyendo el vacio 21 ). Esto prueba ya que ¢l cdlculo puede simplificarse considerable-
mente en nuestro procedimiento, que toma en cuenta de manera efectiva Ia contribucién
de todos los niveles.
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La teonn que descnbe conct,mmente los fenémenos de interaccién fuerte entre
las particulas elementales, particulurmente en el régimen de altas energias eri donde
la cc de acopl to cs peq es la Cr lindmica Cudnti La Cro-
modindmica Cudntica cs unia teoria de Norma Lusada en el grupo de la simetria exacta
de color SU(3) que poscen los Hadrones, Actualmente se acepta quela C dind
Cuadntica es la verdadera teoria fund tal de fas interacei fuertes y por lo tanto
debemos ser capaces de explicar tumbién los fendmenos de bajas energins, donde la

te de acoplamicnto es grande y 1o se pueden utilizar los métodos perturbativos.

La descripeidn microscdpica, en ¢l régimen de bujas energias, de la Cromodindmica
Cuantica que ha tenido mis éxito hasta la fecha, vs la formulacién en la "malls” for-
maulada por Wilson (1974), pero debido a las enormes y casi prohibitivas necesidades
numéricas de cémputo que se requicren en esta formulacién, para poder tener suficientes
puntos en la red y volumenes del tmmagio hadrduico, es jable buscar métod
alternativos parn explorar el régimen de bajas energius con téenicas no-perturbativas
adecuadas... Uno de los métodos mas promisorios parece ser la formulacién Hamilto-
niana. de las teorius de Norma introduciendo un esquema de regularizacion donde los
campos de.norma se desarrollun en un mimero finito de modos normales (Capitulo 4), y
aplicar los métodos de muchas purtuulu.s que stielen utilizarse en otras dreas de la fisica,
como la fisica nuclear, la fisica atémica ete. conio las aproximaciones bosénicas, 6 los
métodos colectivos.. En la descripeion de ln Cromodindimica Cuantica, sin embargo,

. ap otros probl que no se tienen en las otrus dreas, como son el problema del

- escalamiento apropiado, la renormudizacion y la wvariancia de norma de manera que

. al desarrollur un método, se tiene que pensar en como inclnir estas caracteristicas en
la descripcion.

Uno de los problemas prineipales que aparecen en este tipo de formulaciones, es
‘aquél que tiene que ver con la inclusion de muchos niveles en la solucién del problema
de eigenvalores del Huuultuumun, paris (lmpm's poder recuperar el linite en que todos
los:niveles se.toman en cucnta.” En' el presente trabajo se ha propuesto un metodo,

123
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que por primera vez contempla la posibilidad de incluir méds de un nivel de manera
no-perturbativa,

Guiados por las evidencias de otras teorias (Ha.nsson Johnson y Peterson, 1982;
P.O.Hess y R.D.Viollier, 1986) que indican que e} vacio cr dindmico estd
bisicamente por pares de gluones y pares de quarks, hemos desarrollado un procedi-
miento, como posibilidad para atacar el problema Hamiltoniano, formulando un mapeo
bosénico que trata de tomar en cuenta las contribuciones de los pares bosénicos prin-
cipalmente. El mapeo en términos de bosones ideales formados por pares de gluones t
(o pares de qua.rks). se ha construido apropiad te para satisfs todas las reglas
de conmutacion del dlgebra de operadores de gluones W(N) A Sp(2V, R) (o quarks
W(N) A O(2N)) en el espacio microscépico (Capitulo 6).

En cualquier mapeo bosénico siempre aparece un espacio "ideal” de Hilbert mucho
mas grande que el espacio microscdpico original, en el sentido de que un estado en el
espacio microscépico puede dar lugar o diferentes mapeos equivalentes en €l espacio
de "modelo”. Se ha tenido cuidado especialmente con el mapeo de los operadores
de un gluén individual (no acoplado por pares) de manera que nuestro espacio fisico
de modelo contenga a lo mds una “coordenada gludénica” de modelo. El isito de
maatener las reglas de conmutacién puede dar lugu.r a la aparicién de estados fuera del
subespacio "ideal” fisico, donde se permite a lo mds una sola coordenada "ideal" no
apareada. Por lo demds se puede decir que nuestro mapeo preserva todas las relaciones
de conmutacidon ezactamente, salvo la restriccién mencionada arriba.

En nuestro espacio de modelo queremos tener un Hamiltoniano con una estructura
slmple. Es decu' que queremos trabajar con acoplamientos particulares de pares de
o lados a ciertas bi de spin—color que esperamos
dominen la dindmica. Sin embargo en la mayoria de los casos, es extremadamente dificil
simetrizar (antisimetrizar) los estados mapeados que resultan en el espacio de model
Para ¢ésto hemos propuesto una receta de como mapear adecuadamente los operadores
en el espacio microscépico. Esto se consigue si primero se reordenan los términos en
los operadores del espacio microscipice para conseguir una expresion equivalente de
ellos, pero de manera que al efectuar el mapeo sélo aparezcan los pares en que estamos
interesados. Es decir que nuestra receta procura definir un mapeo apropiado para que
tengamos un subespacio fisico en el espacio de modelo con una relacién uno a uno con
el espacio microscépico, y de manera que los operadores del Hamiltoniano no nos lleven
fuera de dicho subespacio.

Hemos aplicado nuestra técnica primero a un Hamiltoni de juguete muy simpl
(Capitulo 6 ec. 38) de un nivel (similar al Hamiltoni de un oscilador arménico, con
un término cibico y un término de cuarto orden que tienen enfrente el equivalente

de una de lami "g") , para probar la efectividad del mapeo. En

P

¥ En realidad se teata de operadores de coordenadas bosénicas asocisdas con los gluones
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este primer ejemplo se obtuvo un Hamiltoniano con una estructura aparentemente
maés complicada (ec.6.47). En particular en el mapeo de la base se eligié una base
de oscilador armdnico en una dimensién y se tuvieron que encontrar relaciones de
completez y ortogonalidad particulares distintas a las que aparecen comiinmente. Los
resultados estdn en completo acuerdo con el cileulo exacto, y sélo se exhiben ciertas
diferencias en los estados mds altos debido a la convergencia. En el cdlculo exacto se
utilizaron tdn sélo 40 gluones en el espacio de Hilbert, mientras que para la versién
"contraida” sélo se requirié de 14 estados (pares de gluones) en el espacio de Hilbert
ideal.

Como queremos incorporar la descripcion para tomar en cuenta las contribuciones
de muchos niveles, se ha desarrollado una técnica que nos permite definir " pares colec-
tivos"” diante un procedimiento variacional. La idea aqui fué la de incorporar la
contribucién de los demis niveles en lu propia definicién del boson colectivo (bosén de
mas baja energia), que porte el maximo de informacién de la accién de los demas, para

reducir el problema de muchos niveles, al problema de un solo nivel.

En el segundo ejemplo, que presentamos como un Hamiltoniano de juguete del
tipo CDC, se busco un Hamiltoniano que presentara de alguna manera las caracteristi-
cas que tiene el Humiltoniano de la CDC en la norma de Schwinger estudiado por
Schiitte y Hess (1991}, pero en una sola dimension espacial. Se buscé estudiar primero
este Hamiltoniano para poder resolverlo exactumente y poder comparar los resultados
obtenidos con nuestro mapeo definiendo al misino tiempo un solo bosdn colectivo para
reducir el problema de nmchos niveles, al problema de uno solo. Los resultados son muy
alentadores, ya que se pudicron reproducir con mucha precision algunos de los niveles
mas bajos. De los diferentes métodos vurincionales que empleamos para encontrar el
bosdn colectivo, el que mejor describe el espectro es aquél en que se minimiza la suma
de energias de los primeros dos y tres estados mds bajos, incluyendo en estado base,
pudiéndose mejorar la aproximacion si la varincion se hace sobre la traza, no de los
primeros dos o tres, sino de los primeros cuatro, cinco etc.. En el caso que atendi-
mos, se tomaron en cuenta pura simplificur los cdleulos, sélo dos niveles. En nuestro
método existe una notable reduccién el espicio que consideramos para la diagona-
lizacién del Hamiltoni Mientrus que en el cdlculo exacto se tuvieron que emplear
15 x 15 bosones, incluyendo el vacio e, (225 1 ), en la i6 ida sélo se
necesitaron 21 {incluyendo ¢l vacio). Hay que notar sin embargo que en la reduccién
del problema de muchos niveles al problema de un nivel, se pierde informacién sobre
algunos niveles. El problema de un solo nivel no puede desceribir todos los niveles que
aparecen cn el problema de varios niveles, sin emburgo, la descripcién de los niveles
mis bajos, que si apurecen cn ambos easos (particularmente la diferencia en energia
mas baja), es excelente.

La conclusion principal ex que nuestro método ticne mmuy buenas posibilidades para
que, por primera vez, se pueda deseribir of problema de muchos niveles del Hamilto-
niano de la CDC, de maners no-perturbativa , y poder reduciro al problema de un
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nivel (particularmente se estd estudiando el Hamiltoniano en la norma de Schwinger),
estudiado por Schiitte y Hess. .
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Apéndice A

Sobre la Cuantizacién Canénica

La cuantizacién candnica (al tiempo ¢ = 0) para los campos de norma 7%(x) y
Ab(x). {en la norma temporal Ag =0 ) se define usualmente como

[af(x), Ab(Y)] = —ib(x - ¥)6;6™  i,i=1,2,3. 6]

En este apéndice se explica por qué esta relacién solo es vilida cuando los desa-
rrollos en miodos normales de los campos 7%(x)} y Ab(x),'se expresan en “coordenadas
cartesianas”!. Dicho de otro moda, se puede lwnar realizacion cartesiana de los campos
a aquella realizacidn en la cual dichos campos obedecen la relacién (1),

Para aclarar mis este punto supongamos que los campos #%(x) y A®(x) se expresan
en términos de un conjunto completo de funciones transversales y longitudinales fo 4, y
80,6 respectivamente, definidus en ¢l espacio producto tensorial R — Rx LieSU(N),
como

Aplgaa, Joa) = {feaon + él:ga'ia'a)/\a (2)

] a J - a
{5+ 37—) = =i{fta 53— + Oelirz— 1 3
m Byen 0:/,.,,) i{ fia T t “"qu) a 3)

donde las "coordenadas™ ¢aa, gaa son las coordenadas de las partes transversales y
longitudinales en ¢l espicio de Hilbert R% — R3 x LieSU(N). Si calculamos por sepa-
rado las contribuciones del conmutador, utilizando las velaciones de ortonormalizacidn
de la base se tiene que :

_ . g . a ,_
e Ab(g, 7)) = -!ﬂ%( fial f,-u)m(um‘l') —i g( ial fjr)m(‘hb'[‘)

! No nos referimos a las courdenadas enpaciales £o,51,53, 23, sino a las coordenadas del espacio interno
en que se definen los campos.
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= '—‘61_1 Z: (Wéup + qab ‘I’) '611 Z(‘I"Sab + nga_a ) (4)

Abm "W(q.q)—-zz:(f,ﬂum)ma, (¥) - zZ(g,rlg.,)ma_ ()

=i Y658 —i 3 ﬂuba—_—(‘l') (5)
a o qoa
Entonces, la relacién [nf(x), 4%(y)] es

{r8(x), A4)) | V(0. ) ) = —ibii6a T {6)

que es exactamente la relacién (1) tal y como se dijo, y por lo tanto podemos declr
que las coordenadas g, § son, por definicién coordenadas cartesi Se ve cl
que esta relacién es vdlida siempre y cuando la base {fiq,9-} sca una base completa
tal que nos permita usar las relaciones de completez y ortonormalidad:

kZ: | fra X fra | +; lgo Mool =1
( fral fivar) = Spprboar
{ 9ol gt} =650

( fkal 90) =0

ete..,

Esto nos permite considerar al campo 7 como una derivada funcional sobre A i.e.
x ~ 5%, y por lo tanto a la energia cinética como el Laplaci funcional ordinari

”'”’v&A .
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Coordenedas Curvilineas. Fijacidn de le Norma.

En el Hamiltoniano de una teoria de norma, se presenta el problema de eliminar los
grados de libertad no-independientes. Una forma posible de realizar ésto, consiste en
fijar completamente la norma con una condicién apropiada sobre los campos de norma
A%, Por ejemplo la norma de Schiwinger se especifica como

x - A%(x) =0, Schwinger (7

En este caso podemaos escribir apropiadamente las componentes longitudinales (en
la direccion de x) como

O = 180 8)

donde gy es un campo esealar evaluado en el dlgebra de Lie SU(N). Esta manera
de eseribir las componentes longitudinales resulta apropiadi pare que se separen las
componentes longitudinales de lns transversales por medio de la condicién que fija
completamente la norma :

: Algondop) = L {foaton+Otosdos) = UglA(Qaa) = iVIUZ! )]

anmb

Esto tltimo es cquivalente a haeer una transformacion de coordenadas, similar a
una trausformicion de coordenadas cartesinnas normales a coordenadas esféricas para
separar o parte radial y In parte angulur en problemaus donde el Hamiltoniano posce
simetria rotacional i.e. (x) = ¢() V. (68) :

(g, §) = (Q, Q) (10)
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Cuantizacidn en coordensdas curvilineas.

Si hicieramos caso a la relacién (1) ciegamente cuando trabajamos en la norma de
Schwinger (x - A% = 0), se veriu inmediatamente que existe una inconsistencia cuando
calculamos el conmutador (7%, x - A!] (suma sobre indices repetidos):

[7(x), 2 A%y)] = ~i6(x - y)z;8:;6° #£0 ! (11)

La razén de esta inconsistencia reside en el hecho de que al aplicar la relacién (1),
hemos supuesto implicitamente que el conjunto de soluciones transversas es completo
y por tanto se deben incluir de alguna manera también las componentes longitudinal
con el fin de compensar la inconsistencia. Esta es en realidad la razén que implica
que en el término de energia cinética aparezca un término extra que proviene de la
interaccién de lay cargas de color en el Laplaciano "covariante™:

-2 99a2Qp, 8
Dy = 30:-(6"76B7+ 03, 04s '0Qg (12)



Apéndice B

Apéndice: Mapeo Bosdnico
Operadores bdsicos
Nuestros operadures bdsicos son los operadores de una "coordenada”@;, y los

operadores de "momento” que denotaremos como PJ de un espacio de Hilbert que
satisfacen una dlgebra bosdnica (fermidnica) : +

[P",Qj];=6,-_,~ ii=1,...N. 1)
P'= 5%—' (bosones).

Donde N es ¢l nimero de grados de libertud, y los indices arriba y abajo los
utilizaremos solo pars tomar en cuenta coordenadas no-cartesianas,

Operadores de Pares

Los operadores de pares de coordenadas estin dados por

Qij = Q;Q;,
Pii=Pipl
G = QiPd 36, @

y satisfucen el dlgebra Sp(2N, R) para-cl caso bosénico, y el dlgebra O(2V) para
el caso fermidnico:
(€. Cn") = Ci"ody = Cud ol

* El signo superior en las farmulas corresponide al cans bosénico (conmutader), y el signo inferior al
caso fermidnico (anticonmutadar).

[}
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[ij' Q"l"] = Qin5y];1 + Qinlai’;v
[Clj,an] - "'ijax!' :l:P"j5,-m,
P, Quin) = C'8] & Col 8%, + Col 88, £ Cr 6. (3

Ahora bien, lus relaciones de conmutacién de los operaderes de una coordenada
con los operadores de dos coordenadas son las siguient

{Qm, P} = —Pig), 3 PIg,,

[P™, Qij] = £Q:8]" + Q;6[™,

[Qm, ] = -Q;6h,

(P, ¢y = pism. _ @

Coordenadas Bosdnicas de Modelo

Elegimos entonces unas coordenadas ¢;; y derivadas p' pares de modelo que sa-
tisfagan una dlgebra bosdnica :

[P‘.jy(lmn] = 5:;161]; Ed 61'.1651' %)
con
p = xplt,
gij = %4ji, )
Ansatz

Nuestro Ansatz para los operadores de pares tiene la forma
Qij — aij (7a)

P s [0 T 4 0T, pY] 4 agp®. ()

donde T1+R y I son opervndoxes del tipo de los operadores de Casimir definidos
por las relaciones :
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r=3cLonr (8a)
mn
940 = $°(Cl, + BA)(C + BY) (85)
mn

" con los operadores "unitarios” C y B definidos por

Ch = S e
13
1
BjL = R, P" £ 560", 9)
Los coeficientes del mapeo ay,ay, ay se determinan a partir de la condicién de
mantener las relaciones de conmutacion (anticonmutacion) del algebra original.
También tenemos que mapear los operadores de un busén individual a un bosén
tdeal, siguiendo ¢l mismo procedimiento. Ei ensatz mis sencillo tiene la forma :
Qi i + B2 Y au P (10a)
k
Pi v B3PI+ Ba T s + 1857740 + TR, ). (108)
k

En este cuso se ha tenido gue introducir desde el principio el término T q,'kf’k
en la definicién del ansutz para ol wapeo de @; pura asegurar que las relaciones de
conmutacién (anticommutacion) se satisfagan exactamente,

Mapeo ezplicito de P

Es fécil ver que las relaciones de conmutacion de g;7, p*7 con los operadores C‘l! son
similares a las relaciones (3) con lo gue se pueden facilmente los cdleulos,

Para determinar las constantes que aparecen en ol mapeo (7b) calculamos primero
" el siguiente conmutador
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[Fq' Pij] = Z [Cmncum‘pij]

mn
= -3 {CLp™ & Cip™ 4+ pMiCh + phiCi)
n
= =23 {CLp™ & Clp™} - 2N £ 1)p (11a)
n

En seguida, de la misma forma, calculamos el mapeo del conmutador
(C++R, i) = 3= (C% + BILYCR + BI), p]
mrt
=09, p¥ -2 (B & Bip™) (116)
n N
Por lo tanto si sustituimos las ees. (11) en (7b), el mapeo de P es
P
— 2% {((e1 + @2)Ch + ay BL)P™ £ (a1 + a2)Ch + a1 BYP™)  (12)
n

+ (a3 — 201 + ag)(N £ 1)pY
Con ésta expresién del mapeo de P es con la que trabajamos.
Las constantes ap, a2, a3 las determinamos a partir de la relacién de conmutacicn

(3d) que es la relacién constitutiva del dlgebra:

(P, Q) = O8] £ C76], + Col 65, £ Cr T}

(23 (1 + a2)C + B )pt? & (i & )} +(a3—2(a) +ag) (N £ 1)p7 , qma) (13)
k
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Podemos separar ésta relacidn de la siguiente manera

== 2(a + a2) glcipkjﬂmnl & (i & j)
= 2ay %sz’ijflum] + (i f)

+ {eg — 2{a) + ag)(VN % 1)}[])ij.flnlvl]

y caleular cada contribucién por separado:

‘[Pijv an] —

— 4{a + ag){C,8] = CL6], + Ci8, = Cl, 6L}

— 2a1{BL,&] = BLéj, + Bl &), + B8

+ {ag — 2oy + o)V £ 1))(61'71611 + 6'5111)

Por otra perte, el Indo derechio de (3d) se mapea a
A

— (Cl + (B8 £ (Cl, + (BL)8S, +(C, + (B8, £ (C, + (BJL)6L.

(14)

(15)

(1)

Por lo tnuto si comparamos los mapeos del lado izquierdo y derecho de (3d) se

obtienen las signientes relaciones para los pardmetros ap, az, a3 ¢

4oy +ag)=1
—2a1 =1
{ag —2(a1 +ag)(N£1)} =0

de donde se obticue

1
“l=_;
ay = -
253

ST e . (|3=fé(z\f:hl)

an
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Por lo tanto el mapeo de P (2) queds como:
a1 1 . .
P 5[—[‘"’4’ +5T0 Y] - %(N:l: 1)p" . (18a)
6, a partir del mapeo explicito (12) como

P 3 (5Ch+ BiM) £ G 0 ) (185)

v - Mapeo de los operadores de una coordenade

Primeramente necesitamos el mapeo explicito de P/ . Para ésto calculamos los
conmutadoresv[l‘p.]”] y [I"H‘ﬂ, P7] que aparecen en el ansatz (10b) i.e.

(R, pi] = > 1BBY, Pl
' = —2NP ] (19a)

donde hemos usado la relacién (B, 8 = —P"&,’;.. Ahora el conmutador

[T+, pi] = S {(CH, + BRY(CE + B, P

=[P, pi| - 25 cipt (19%)

Sustituyendo (19a) y (19b) en el mapeo de PJ y reordenando los términcs se
obtiene el mapeo explicito :

Pi s (83— (85 + Be) N £ 1)} PP +m§;ﬂ"‘m—2§{ﬁsc{ +(8s + Be)BL} P (20)
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donde BY, =@, P7 +1/28,

Para encontrar los coeficientes del mapeo 31, fig, ... fg nos fijamos en los estados
de la forma Q;Q; | 0 ) que se mapean como

QiQ;10)—q;|0). (21)

Para que el mapeo a una coordenada de par gg; esté definido de manera tnica,
esa necesario que éste sea equivalente al mapeo de dos operadores de una coordenada
(10a) i.e.

(@(Q)10) = (Bifdi + 2 ;q,-w")(ax 0;+ B2 gq,w"’> (0) (22a)

Utilizando el hecho de que [’k()j o) = 6]’-‘, y requiriendo que nuestro espacio
fisico solo contenga a lo mis unn coordenuda ), i.e. eliminndo el término de segundo
orden en las £2's se tiene §

(QiXQ5)10) = 12455 | 0) " (228)

de donde se obtiene la relacidn entre los coeficientes

B =1 (23)

Ademis, si queremos asegurarnos que nn estado de un solo bosén (fermion) en el
espacio micrascipico (J; | 0 } esté generndo en el espacio de modelo por @; | 0 ) se tiene
que :

Qi 10) — {2+ B2 aiePF) 10)

=Mf;10) ©(24)
y con la condicion de normalizacidn pura los estados de modelo se obtiene

§ és1o se puede conseguir introduciendu adecuada te «f proy (1-N) delaute de R, y o) proyector
K delante de P
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fa=1 (25)

Esto es suficiente para definir completamente el mapeo de Q; sustituyendo las
relaciones anteriores en el mapeo (10a):

Qim0+ Xk:lﬁk}’k : (26)

M apeo de Pi

Para encontrar relaciones entre los coeficientes del mapeo de P/ nos fijamos en la
relacidn de conmutacién (1)

[P,Qjl=6]  bosones
(P',Qj) = 6i-2Q;P'  fermiones @7

Hay que notar que es suficiente con verificar la versién contraida de ésta relacién
cuando se aplica sobre el estado de vacio de modelo |0 )}, ya que los estados fisicos en
el espacio de modelo contienen a lo mds, una coordenada ideal f) y por lo tanto son
polinomios de la forma:

PR 10)  E=1,0 (28)

Utilizando las relaciones (20) y (26), se tiene q|;\e

[P, Q] — |AP + 84 z:‘L PO -2 {8:Cl + (85 + Be)BLI P 05 + )k:q,-ur*'l [0)
. n ]
(29)

3 (a8 = (a8}~ 2ba
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con A= f3 — (N £ 1)(f5 + fg) definido para facilitar los cdlculos.

Separando las contribuciones y reordenando los términos se obtiene lo siguiente {:

[P, Q;110) & 8{A+ (£84 — 265 - 266)N — 2ﬂ5£k:q,.k.P"P"} lo)

+Ci{B1-285) | 0)
+ ;P (B — 285 - 266} | 0 )

+206 T ajuP P 10). (30)
Para que los términos en C} yen Qj,(’i desaparezean, es io que
Ba = —2B5
Bg = —2f5 (31)

Ademas P" | 0 ) =0. Por lo tanto ¢l mapeo (27) queda como

P 10)— A58 10) (32)

con lo que se obtiene la relacidn:

A= fy= (N E£1)(fs +fg) =1 . (33

Ahora, para encontrar explicitmmmente los coeficientes del mapeo de Pi mapeamos
1a relacidn

{Qu, PY) = -Pis), + Pig), (34)

Por una parte ¢l lado izquierdo se puede calcular sin problemn utilizando los
mapeos de @ y P¥ ecs (26) y (18b). El lado derecho debe involucrar los coeficientes
que deseamos caleular,

f tas etiquetas "L y “{* signilican que exos Uieminos xolo aparecen en el caso bosdnico & fermiénico
respectivamente
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El mapeo del Indo izquierdo es
(@, P} 6177 - 3890, - ;(c’; +PHPEYEG o 4).  (35)
El mapeo de P por otra parte estd dado por (10b) i.e.
P {8y = (B + B £ DIPY + 64 070 = 2 (8L + (85 + fo)BL1P*

Si comparamos ambos mapeos, se obtienen las relaciones

B3 —(B5 + BN £1) =1
Ba=1
—285 =1 (36)

de donde, junto con {25) y (33), se obtienen los coeficientes

B=1
ﬂ2=1N
33=:h 2+3
By =*1
1
./75==F§
B = %1 @7

Por lo tanto el mapeo de P* queda finulmente como:
Pl PLa 3ot e £ T OLP" F T RPIP™ (38)
. % oo n

6 completando el operador B} = Q,,Pi + %5,', como:

PolpeTstnayEi-Br @)
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En éste mapeo no hemos incluido explicitamente los proyectores del espacio fisico
de modelo. La consecuencia que puede traer ésto, es la posibilidad de que aparezcan
estados no-fisicos (espurios), pero la ventaja que tenemos es que el mapeo satisface
exactamente las relaciones de conmutacién.



Apéndice C

1 Receta para mapear operadores

En este apéndice vamos a ejemplificar nuestra "receta” para mapear operadores
del espacio microscépico al espacio de modelo, encontrando un mapeo explicito para el
operador de "Casimir” T9 = T 1n2 C,',"fC,','zl en términos de operadores diagonales de
"ntimero”, que no nos llevan afucra del subespacio fisico que estemos considerando, y
se muestra cémo los mapeos son equivalentes.

El operador de Casimir de segundo orden se escribe en términos de los operadores
unitarios C;.‘% € U(N) como:

= 2 Cnl"20n2"l~ (1)
nin2

Los operadores unitarios C,':? estin definidos como

Cn,"? = Qu, P™ nyng =1,2...N. (2)

El operador de Casimir (1) se puede reescribir de la siguiente forma:

19 = 3 (Qu P™)(Qn, P™) (3

nin2

Abora ponemos ¢n orden normal los operadores Qs y P's :

I9= 3 {Qn)(Qu,P™ + 82)P™}
nyng -
= 3 {Qu,QuyPMP™) + NN 0
nyng

142
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f
¥ como segundo paso vamos a reordenar el término Qn, Qu, P™ P2, de manera que lo
podamos expresar en términos de operadores de nimere Ng = £y QnP" i.e. conmu-

tando @y, P™:

9= 3" {QuP"Qu,P"?} - Ng + NNg

nyng

=Ng(Ng+N-1) (5)

La nueva forma que tiene nuestro operador I['? cs completamente equivalente a la
forma (1), pero con la ventaja de que shora estd expresado en términos de operadores
diagonales, es decir, de operadores de ndmero.

Ahora supongamos que gueremos uplicar este operador IQ, en el espacio mi-
croscépico, sobre un estado (bosénico) de custro coordenadas de Ia forma 1:

(@%@ 10) )

Si aplicamos el operador I'Q en lu forma (5), se obtiene ficilmente que

TQQ 100} = 43+ M@K [0)) .
de donde se vé que o] cigenvalor del operndor de Casimir e correspondiente al estado
(6) es 4(3 + N).

Mapeo

Ahora, vamos & inapear lu necion de este operador sobre el estado (6). El estado
(6) se tiene que mapenr al espucio de modelo. Sin embargo existen diferentes formas
de hacer esto, por vjrmplo:

Q33 10} g® 10, " {8a)
a1 10) (8b)
~ Sq1192210). (8c)

donde S es el operidor de simetrizacion,
Para obtener ¢ mapeo deb operador de Casimir se considera primero el mapeo de

los operadores uniturios (2):

f En la representacion de rourdenadas Q. y derivabus #’U-. vl estado de vacio vs simplemeate 1s unidad
je |O)=1. N
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cn,"2 =+ Cyy "= qul]kp 9
Para mapear el operador de Casimir en sus dos formas "equivalentes”, mapeamos
también €] operador de ndmero NQ Ta@QuPt=5,C"
NQ = EC"" g N‘I = z‘hlkl’"k (10)
n "k
NQ -+ 2N,

Para demostrar que el eigenvalor del operador de mimero N se mapea al eigen-
valor "2N,” vamos a aplicar el mapeo del operador de niimero (10) sobre el mapeo del
estado (6) en la forma (8b):

Noanae [0) =3 qup™ a1192210) (1)
nk

Usando la relacién de conmutacién bosénica para las coordenadas de modelo

[0, qmn] = sl + 611;1'51'; (12)

para conmutar el operador p™*, se obtiene

S anp™ a2 [0)= Z:(qukquqnp"k + 26065 gnpans + 2676k quaazn) | 0)  (13)
nk

con la condicién

p*lo)=0 v (14)

con lo que

Nq qu1g22 | 0 ) = (2g22q11 + 2g11922) | 0 )
=4q11922 | 0 ), (15)

de donde se vé que el eigenvalor del operador de niimero es dos veces el nimero de
coordenadas ¢'s, como se dijo antes.
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Ahora bien. Utilizando la forma (5) del operador de Casimir, vemos que éste se
mapea como:

I s 2N (2N, + N - 1), (16)

y aplicdndolo a los estados equivalentes ( 8a, 8b, 8c }, se obtiene de inmediato:

q11g2
ﬁ«&f@ﬁﬁH2M@M+N—U{m
Sq11922
111922
=4(3+N) {fu’z
Sq11922

an

donde se ha usado ¢l hecho que el mimero de coordenadas pares (¢'s) es Ny = 2,
en los tres casos. Hay que notur aqui gue la accidn del operador de Casimir, escrito

" en términos de operadores de nfunero, no nos conduce a estados diferentes (fuera de
nuestro subespacio de interds), como se vé de las ecuaciones (17).

Por otra parte, se pucde determinur la accidén de los operadores unitarios mapeados
(9), sobre los estados (8). Por cjemplo, se obtiene que :

Cuy"q11q22 | 0 ) = {290, 1922605,1 +240,291180,.2} [ 0) (18)
. donde se vé inmediatamente que lu accién de estos operadores nos conducen a estados
diferentes (fuera del subespacio fisico de interés).

La accién mapeads, del operador de Casimir sobre el estado (6) se puede determi-
par, ahora, utilizando In formn

= 3 Cy™e,,™, (19)

wyny
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donde los operadores Cp,;™? estdn definidos por el mapeo (9). De esta manera se
tiene lo siguiente :

(a) Mq11q32 ¢

Mo = 3, k" g™ 01192, (20)
nyngkl

y conmutando los operadores p"1"2 a la derecha, se obtiene :

T 192 = 8(q12)% + 4N + 1)aniaze (21)
De la misma manera se obtienen:

(b) T%(g12)? :
T¥(q12)? = (4N + 8)q12)? + 4q1192 (22)

() T%(Sqr1922)

El estado simetrizado (8¢) esté dado por:

(Sq11922) = 2a11922) + 4a12)? (23)

con lo que

T%Sq11922) = 2Ma11422) + 4T%m2)?
= (12+4N){2Aqne2) + 4(g12)%)
= 4(3 + M)(Sq11922) (24)
Podemos observar que el sélo para el estado simetrizado (8c), la accién del operador de
Casimir I'? no nos lleva fuera del subespacio de interés. Para los estados (8a) y (8b),

sin embargo, la accién de este operador nos conduce a estados diferentes como puede
verse en las férmulas (21) y (22).
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Cidlculo de las integrales de la forma
00
j) dze":z—llzLﬁ:I/?(z)Lf,]/z(z) (1)

Usando la funcién generatriz de los polinomios de Laguerre

ext/(t-1) 0 o .
Q—poFi = ZOE..(I)t con |t < 1 @
n=

y multiplicando dos de estas funciones generatrices se obtiene

oo . . est/t=1)  gzsf(s-1)
3 tMENE)LINe) = T e T @
nnr=0 (1-1) (1~ 3s)

de aqui podemos obtener la integral buseada, si multiplicvamos primero la ec.(3)
r zPe™" e integrumos en ol intervilo 0 < z < o0t

. —cz

x t o0 - 00 [
2 e [T et L@ ) = [ et

)

donde ¢ = (l_—l;m!?ﬂ‘ ¥ p en purticular es p = —1/2.

Ellado derechio de la ecuncion (4) se puede integrar facilmente si usamos la férmula

o0 - 1
[) detPe™ = ‘.,—,.':l-r(ll +1) (5)

con lo cual se tiene abora




148 10. Apéndice D

§ o Amdzé'%PL;:(z)L;:,'(;)=(1—t)v-"(1~s)ﬂ-"'(1—se)—t’-1r(p+1). (6)

n.n'=0

Ahora con p = ~1/2, ya,a’ = £1/2 vamos a considerar los siguicntes casos:
a=ao =1/2
ia=—1/2,a' =1/2

jii)a = a’ = -1/2

Caso (i) a=a' =1/2
El lado derecho de la ecuacidn (6) es:

=1 -t)"1a -7t - st)~1/2T(1/2) n

Si aplicamos un desarrallo de Taylor (1 — ¢)¥ = 5% _o(-1)™ (,!"l)t"’ para cada
factor resulta

_ f: (=1)mtmz+md (—1) (-1) (—1/2),mlsmz(st)nmraﬁ) ®

mlm2m3 ml/\m2/\ m3
Ahox:;‘usumos la rel entre coeficientes bi s leg (7":) = (-1 (,,,,'mn_l)
para escribir
=1\ _ ERR LY AR TEREY.
(m) =(-1) (m) = (~1)
=1/2) _ _,ym{m—1/2) _ D(m+1/2)
( m )_(_1) ( m ~ “mil(1/2) (9

con lo que se obticne, finalimente, para el lado derecho de (6)
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= T(m3 + 1/2)tml+m3am2+m3

m3!

ml,m2,m3=0

(10)

Comparando con los coeficientes correspondientes del lado izquierdo se obtienen

las relaciones

ml=n—-s20
m2=n'-s>0
myi=s20

¥ por lo tanto (10) toma la forma

& I(s £ 1/2) g
89

snn'=0
y con la condicidn que se obsticne de (11) para o indice s
s € mun(n, n’)

de donde se obtiene finalmente comparando (12) y (G) ¢

/;x d.cc_‘.c'll?L:‘,/z(J‘JL,l,I/?(’) = o

#=0

Caso (ii) a = 1/2, o' ==1/2

ain(nn’) I{s +1/2)
Z =7

(1)

(12)

(13

(14)

Procediendo de ln wmising manera, ol lado derecho de la ec. (6) en éste caso es

=(1 =01 - sy~ 12 — st)~12r(1/2)
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por lo que solo tenemos que hacer dos desarrollos de Taylor, con lo que finalmente
resulta

& F(m2+1
Z _(Lm';_/asml+m2tm2 ] (15)

ml,m2=0

y comparando coeficientes con los del lado izquierdo de (6) se tiene que

n=ml4+m2>0
n=m220

Las condiciones anteriores nos dicen que (1) en éste caso ( @ = 1/2, o = —-1/2
(RN ) no seré vilida para cualquier par n, n' sujetandose a la restriccién

w>n
se obtiene
ﬁ" dee 2~ V2L (o) L (z) = &:,lz—) (16)

Para ver que resultado se obtiene en e] caso contrario en donde n' < n se puede
utilizar la relacién entre polinomios de Laguerre

LYz = L) - L) (2)

n—1

con la que se puede usar entonces la ec. (14) para resolver éste caso i.e.

Am dxa"z—llzL;IIQ(G)L:I{Z(::) =

1 n—

= ﬁ’" deem ==Y L2y LM (z) - L ()L (=)

y usando el resultado para a = o’ = 1/2 se obtiene
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miu(i,n’) s +1/2) _ nn'n(uz-l.n') T(s' +1/2)

[ i1
0 s! =0 s

~ conlo que se pueden considerar los, dos easos n’ 2 n min(n, My=n,yn <
n’ min(n,n') = n 1 con el resultndo finul:

C(n +1/2)

/ao rl.cc"‘;t"l/'l)i:l/u(m)bl{u(x) = n'zn
(] Cooe n!
T=' W in
= L1/2 noa
© En éste easo el fado derechio (l‘(:“lu l'('ll:\l"i("ﬂl_(q) s
PR 1 " .- r .
= (1=t r(12)
T ) .
‘ - i T +|1/2)'”‘-‘m (18)
e celgmyet o e '
¥ comparutide cocficientes se Hega ol resnltado
CPR ol L(n+1/2
[, dre = ALY W(‘J‘)F,‘,,]lz(f) = L:!/_)En.n’ (19)

Haciendo un resunen se tiene

e o ot " _min(u.n') o
jj’“_‘ln—r,’—m iy > T(s ;1/ ) ”
[»x dr = MR 1y S T 12 :.1/3) W2n
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=0 n’<n. o a7
C e g e e < TRy, o)




Apéndice E

Este apéndice contiene los elementos de matriz de los operadores que aparecen en
el Hamiltoniano de jugucte (6.47), en lu base

[2n 4 €)= Mg 20y, (VBN n=0,1,2.5e= 0,1, )]

Las métricas que usumos para la parte par ¢ impar respectivamente son:

W% @
[T )

La normalizacion de estos estados es:

7 224(2)! -2
Ny = [-,.—,,,/T‘] 4)
con lo cual

{ 24 pl 2o 4 €) = 8y by (5)

1 Elementos de matriz

Elementos de matriz dol operador de un par (g ) ¢

1 l 20 +2)! ‘ 2n)!
(2m+plg|2n+te) = 2_—\/2{ (——E;T)!—)—h,,,‘,,“ + (4n+1)byn + (—gf,,__l)ﬁﬁ"'-""'}ﬁ‘vp

®

Elementos de matriz para ol mapeo del operador P?:

153
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P2o 2\/5{(,,;2 +20P + p} 16

donde ip,q] = 1, es decir, que trabajamos aqui con operadores normalizados.

Si trabu]nmos en la representacion p = T! y hucemos ¢l cambio de variable z =
/24, ¢l operador mapeado adquiere la forma:

2
P2 a4 oppl

dz? T ll.c ®
con el correspondiente cambio en la hase
|20 +¢) = Mppee™ "2y (£))° n=0,1,2.5e=0,1. (9)

de lo cual se obticne:

1 [@n+2) ;
(I.:‘l2"+s) §{ Gt 2 E'?_:)!) [2(n+1)+e) .

— (An+1) |2n4¢€)

Sl jam-n+e)}  (0)

Por otra parte ¢l segundo término del mapeo de P? tiene los signientes clementos de
matriz:

1 f(2m)t .
(2m+p|_m’z Tlnte) = —de(~ oy VTR s (8(n—m=1)+1/26m,n}.
Jeny m
. (11)

Finalmente, si jummnos los dos lérmilms so tiene:

(2m+Pl°f{qp +"¢2P+p}l""+f)-

Tk o 120", 2n)!
2{]‘-%,1),—% it = (80 Db+ | b}, (2)

nl 2m )
7_(.—2'—7)!14,:!:{0(71 ——.m -1)+ 1/26".,"}5(.‘;

_ 4e(—2)"™
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Los elementos de niatriz del operador 2 son:

(2m+p|q2\‘7n+e)=

{‘\ (2?2;'-)14) mu+2 + (87’+G)\ (_212+)| sm,n+l + 3(8" +4"+1)5m.n

+ (8" - 2)\‘ %)‘!anl,n-l + \1(2—51271)—4)'6"' n—2}6‘|}7

(13)
Los elementos de matriz de los operadores impares son:
Para el operador §)(1 - N):
) (RN SN TVE o 4 pebp1
(ripa-mia=a-o(5F)  (F) [ we¥p
= -0%b0, a9

y para el operador P :

(plPle)= ‘\/‘-—,‘6(+y.l (15)
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