
ºº 3g .z 
UNIVERSIDAD NACI9NAL29 
AUTONOMA DE MEXICO :::J-

FACULTAD DE CliNCIAS 
División de Estudios de Posgrado 

UN POSIBLE PROCEDIMIENTO NO-PERTURBATIVO DE 

MUCHOS NIVELES EN LA FORMULACION HAMILTONIANA 

DE LA CROMODINAMICA CUANTICA 

T E S 1 S 
Oue para obtener el grado académico de 

DOCTOR EN CIENCIAS (FISICA) 
Presenta: 

Juan Carlos López Vieyra 

México D. F, Mayo de 1992 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



CapCtulo 1 : Introducción. 
Algo de historia 

Cap(Lulo 2. : Tópicos de 111 Teor!a de Grupos. 
1.- Introducción 
2.- Simetrías y Grupos de Tmnsíormu.ciones 
3.- Grupos Conli11uos 
-1.- Grupos de Lie 
5.- Rcpresentacio11es 
6.- El Oscilador Armónico 
7.· El C:ru¡>o Sp(ü, R) 
8.- Grupo Dinámico para el Oscihulur 
9.- Estados C.:ulmt'ntr-s 

Capitulo 3 : Cromotli1ui.111icu Cuánticll 
l.- Cromo1li11:l111icn C'.ulmtirn 
2.-Antecetlt·utcs 
3.- Couceplo de Simetría 1le lso<>piu 
4.- lntroduccióu <ll'l Co11crpto 1ll· Extrmit•z11 
5.- El Modelo Nain• tic Qu;uks 
6.- Nen-sitiad <ld Color 
7.- lntcraccium'!I l~uud:um·11111lt-s 

Iuc.lico 

8.- lnrn.ria1u·ia 1le Norma El 1;1i..'<"1ro111ng111•tisrno 
9.- La invnrianria tic N1m11:i como Principio Uiwimico 
10.- Teorin.s <le Y1111g-Mills 
11.- Una Teoría 1lr Vaug-~lills ¡mrn hL'i lnkr11cciu11t':i F'uerh·11 
12.- LiLl'ft;ul A~intúl ira 

Capitulo 4 : For111ulació11 lh1111iltcmia11a 
1.- l11troducció11 
2.- hwaria11cia de Norum 
3.- Fijación ,lt• 111 Nurm:i 
4.- Transíor111ncioncs di.' "Coorclt•urulo.s .. 
5.- Cunntizaciún Canúnirn de los Ca111pu:. de Norma 
6.- Jlamiho11i11110 

Ga.- Cuautizarión rn "<'oonlcuud;L'> c11r\•ilirn•1L"" 
Oh.- El ll:unilto11i11110 1·11 In Norma lit' Sd1wi11gt·r 

Capitulo 5: Contrurcio1ws y Ex¡m11sio111-s 1lt• C:rupus 
1.- Introducción 
2.- La idea de t.'m1traccit·111 
3.- Téc11it'Wi dr ~lapt•o:. IJu~ónirus 
'1.-Tivos dl' ~l:apt·o.'> UoM"111ico!i 
b.- Ma¡>t'U Husóuico 
6.- M11p~ ti(• lluli-11•i11 l'riumku'' 
7.- Mupro 'le Hdyao•\' y 1.1•l1•\'Í11 ... ky 

6 
6 
6 

10 
11 
14 
18 
26 
27 
28 

31 
31 
32 
33 
34 
37 
38 
42 
43 
46 
47 
48 
60 

63 
53 
54 
65 
68 
60 
63 
63 
68 

70 
70 
70 
74 
76 
76 
78 
80 



8.- Mapeo de Dyson 
9.- El Método de los Estados Coherentes 

Capítulo 6 : Mapeo Bosónico en la CDC 
l.- Resumen 
2.- Introducción 
3.- Formalismo de "coordenadas" 
4.- Algebra de los operadores de "coordenadas" 
5.- Coordenadas de Modelo 
6.- Ansatz: Parle Par 
7.- Ansalz: Parte Impar 
8.- El Espacio de Hilbert Ideal 
9.- Cálculo de los Elementos de !\talriz 

10.- Ejemplo: Un Hamiltoniono de Juguete 
11.- Espectro de Energías 

Capitulo 7 : Bosones Colectivos 
l.- Idea 
2.- Definición de Bosoucs Colectivos 
3.- Procedimiento Vuriacional 

Capítulo 8: Hamiltoniano de Juguete del Tipo CDC 
1.- Un Uamilt.oniano de Juguete del Tipo CDC 
2.- RegulnrizRCÍÓn a uno y dos Nh·eles 
3.- Bo3ones de Modelo 
4.- ltamilt.oninno Contraído 
5.- Cálculo Exacto 
6.- Definición de Dosones Colectivos 
7.- Hamiltoniano Colectivo 
8.- Método Varincional 

Capítulo 9 : Conclusiones 

Apéndices 
l. Apéndice A 
JI. Apéndice D 

III. Apéndice C 
IV. Apéndice O 
V. Apéndice E 

Referencias 

83 
85 

87 
87 
88 
90 
90 
92 
92 
94 
96 
98 

102 
106 

1Ó8 
108 
108 
111 

112 
112 
114 
115 
117 
118 
118 
119 
119 

123 

127 
127 
131 
142 
147 
153 

156 

Elvira .. 



Capítulo 1 



'Un Po&ible Procedimiento No-Perturbat·ivo de Mucho& 
Nive1cs en la Formulación Hami1toniana de la 

Cromodinámica Cuántica ' 

Resumen 

En éste trabajo se desarrolla un posible procedimiento no-perturbativo de muchos cuerpos, dentro del 
marco de la formulaci6n Hamilloniana de Ja CDC. Guiados por las evidencias de que el vacío de la CDC 
está constituído principalmente por un condensado de pares de gluoncs y pares de quarks, se desarrolla un 
mapeo bosónico apropiado tanto para la parte bos6nica (gluoncs) como para la parte fermi6nica (quarks). Se 
analizan ]as caracteristfcas del mapeo en un modelo de juguete de un nivel en una dimensión. Se analiza el 
problema del mapeo adecuado de los operadores en el espacio de Hilbert original (microscópico) al subespacio 
físico ideal que emerge en el mapeo. En el problema de muchos niveles se estudia la manera de incluir la 
contribuci6n de los demás niveles, definiendo1 mediante un principio variacional adecuado, un sólo bosón 
'colectivo ', reduciendo con ésto el problema de muchos niveles al problema de un solo nivel. Esta técnica 
se aplica a-un Hamiltoniano de juguete unidimensional que posee una estructura similar a la estructura del 
Hamiltoniano de Ja CDC en la norma de Schwingcr. 



Introducción 

1 Algo de historia 

La Cromodiná.mica Cuántica (CDC) es la teoría más favorecida para la descripción de 
las interacciones fuertes y es el resultn<lo de más de tres décadas de continua investi­
gación, tanto en el campo cxpcritncntnl romo en el teórico, de las pnrtículn.."I elemcntnlcs. 
Las áreas en lns cunlcs se hn invcstignclo más inteusivumcntc son: la espectroscopia 
hn<lrónicn, la fenomenología de ln dispersión prufundfl, In tcorín cuántica relativista 
de los campos etc. La idcn de ql.tarb con color (Grccnbcrg, NnmLu 1 1904) surgió del 
estudio sistcmiitko del espectro lmdn'.mico (?vl. Gcll-Mnnn, 1964 y G. Zwcig, 1904), y 
fué confirnmcln, uiaos más tnrclc, por el éxito del modelo müvc de partone3 (R.P. Fcyn­
ma.n, 19GD) en la dispersión electrón ncutriuo, y posteriormente en la aniqttilación e+e-. 
Un desarrollo pnmlelo en la teoría cuántica ele los cumpos había tomado lugar en el 
contexto de la descripción ele hL<> intcrncci01ws nucleares al <lcsnrrollnrse la idea de 
campo de norma (Yru1g y Mills 1 1054) que fné introcluci<ln para explicar y unificar lns 
jntcraccionl'ti elcctrodél,ilcs (Glushow IDGl 1 \Vcimberg 19671 Salam l!Jü8) partiendo de 
la hipótesis <le In invnriuucia autc trnusformadones locales ele norma generadas por 
una simetría uo-ubclinnn. La invcstigncióu en esta dirección, ha llevado a la noción 
de libertad CL.•inlútica (Grnss y V1/ih·~cck, Politzer, 1973)1 y como consecuencia plau­
sible a la cxclnvitml infrarroja q1w manticuc n los quurks confinados dentro de los 
hndroucs. Esta propic•dad ha pcrrniticlu d uso de técnicas pcrturbativas en el caso 
de la cromOllimímica ctuí.utica parn dcs<'ril>ir los fenómenos de altas energías, como 
la dispcrsi6u inchística profunda, cu dundl! la constunte de ncophunineto efectiva es 
suficicntcmf'ntc JH'qttc1-m. Para poclt•r cnte11d1•r con más clctnJlc la descripción de los 
procesos lrndrónicos t•s uc1·c!>1ffiu explorar t11mLién el régimen <le bajas energías, en 
donde los l'fcctos de la uolitu·nridrul dcbiclns ni carácter no-abclino de la teoría (auto­
internccio1ll's) y el cnníctcr 110 p<-•rtul'hath·o ( cmmdo la constante de acoplruniento es 
grande) :mn nui.s impurtautcs, Se lmn la·d10 tliforcutcs <lescdpciones macro&cópicaJ pnra 
cxplicur, por ejemplo, d coufinanLil'nto dl• las pnrtícttlas colorcaclns. Tal es el cnso del 
exitoso modelo Ítmonwuolúgko ele la Dol.~" del Instituto T<•cnológico de Mnssacbusetts 
(~HT bug-mwlel), o ck los mocll.'los cfo1·tivo11 1 como lo:; Lnsnrlos en la hipótesis de la 
existencia ele cucrd1Ls. Por otra 11:u-tc }my dcsl·ri11ciones que usan potenciales confinantes 
efectivos dcutro ele un c•sc¡ttcma no-rnlativistu1 o mín utiliznn<lo formulnciones relativis­
tas del prol 1lemu (rumo 1•1 nscil:ulur de Dirnc que Ita siclo clcsnrrolludo tUtimamente en 
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México por Moshinsky et al, 1989)1 o con In. ecuación de Bethe-Salpeter, que inten­
tan describir principalmente sistemas ligados de qun.rks (qunrkonia), etcétera. Hasta 
ahora. la descripción microscópica que ha tenido más éxito en este régimen ha sido In 
formulación de teoríns de norrnn en una malla (Wilson 1 1974, Polyn.kov, 1975). Hoy se 
tienen fuertes evidencins nwnéricas de confinnmiento (Creutz, 1980), y rompimiento de 
lo. simetría quiral entre otros. La desventaja de estas formulaciones es el inmenso, si no 
prohibitivo, esfuerzo numérico ('\Vilson, 1989) que se necesita, lo cual limita los cálculos 
a pequeños volúmenes y a pocos puntos de In red en el espacio-tiempo. Aún y cuando 
las formulaciones en la malla puedan dar resultados exactos, su interpretación sería en 
extremo difícil debido a la falta ele funciones <le onda en una formulación ele integrales de 
trayectoria de Feynman. Por lo tanto, es nconscjable buscar en direcciones alternativas, 
es decir, en métodos alternativos pnrn describir ele manera más clara y relativamente 
más fácil a la Cromodinámica Cuántica. Uun posibilidad bastante obvia es el uso de las 
formulaciones Ho.miltonianas (Liischer,1983¡ va.:nBall y Kollcr, 1987; Schütte, 1985}1 y 
pedir prestadas las técnicas de muchas partículas adecuadas que se usan en la física 
atómica y nuclear. Después de todo, un Campo es un sistema de muchas partículas, 
pero con un número infinito de grados de libertad. Así pues, ln alternativa a la eva­
luación de las integrales de trayectoria de Fcynman se reduce al estudio del problema 
de eigenvalorcs del Hruniltoninno y tratar de describir el espectro hadrónico. En la 
CDC existen, sin embargo, otros problemas que no aparecen en la física atómica o en 
la ñsica nuclear como por ejemplo los problemns de regulruiznción y renormnlización, 
invariancia de norma, la existencia de horizontes de Gribov (Gribov1 1978)1 además de 
que el Hamiltoninno es mucho más complicado comparado con los que están presentes 
en las teorías usuales de muchos cuerpos. Uua. posibilidad es el estudio del problema 
de eigenvalores de una teoría cuántica de cn.mpos en una norma fija, como la norma de 
Coulomb, o la. Norma ele Schwinger. En el pasado se han hecho diferentes intentos en 
esta dirección: Pottinger, Warner y Cnrson han investigado la estructura del espectro 
hadrónico dentro de la aproximación de un nivel para los gluones, una técnica que 
ha sido aplicada exitosamente al estudio de un HamHtoniano de bosón-nuclcón por 
Bolsterli. Cutkosky investigó el espectro de una teoría de Yang-Mill'i incluyendo un 
número más grande de modos. Liischcr y Münstcr han trata.do la dinámica de los 
modos de cero momento angular ele los gluoncs perturbativamcnte, ya que para un 
sistema contenido en un pequeño volumen el uso de un desarrollo pcrturbativo en este 
caso está justificado. La extrapolación n. volúmenes más grandes no se ha resuelto aún 
satisfactoriamente. Sin embargo, los únicos acercamientos compatibles con la idea de 
renormalización son los de Lüscher (1087), y los de vanBaal y Kollcr (1989). Nosotros 
estamos interesados en el estudio de la espectroscopia hadrónica, particularmente en el 
estudio de los estados más bajos y principalmente en el vacío cromodinámico no pertur­
bativo. Parece razonable que al estudiar cualquier sistema cuántico, se discuta primero 
su estado base (Shuryak1 1984), aunque como se apunta en la referencia anterior, el 
vacío cromodinámico es más bien un objeto exótico. La propiedad del confinamiento 
de los quarks y gluones se ha. atribuido principalmente a. la estructura ele este vacío, 
evitando la separación del color excepto en regiones ele tamaño hndrónico. Tal es el caso 
del modelo de MIT citado más arriba, en donde los hadrones son 'burbuja3" de vado 
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perturbativo sumergidas en un vacío físico no-pcrturbativo. Esta es una descripción 
macroscópica que tomo. en cuenta los efectos de tal vacío de manera efectiva dentro de 
una propiedad global que lo caracteriza. En este caso se trata de la constante de la bolsa 
B, que expresa la diferencia de densidad de energía entre el vacío perturbativo y el vacío 
físico no-perturbativo. Esto nos debe recordar que muchas propiedades 'macro.9cópica.!I" 
de los sistemas cuánticos, se deben principalmente a las excitaciones del vacío, como en 
el caso de la teoría de la superconductividad, la superfluidcz del 4 He, etc. Una de las 
primeras teorías concernientes a la esti·uctura del vacío cromodinámico usa el argumento 
de que tal estado es similar a una sustancia paramagnética (Niclsen y Olesen , 1978) 
que resulta en un efecto de anti-npnntnllamiento In carga de color, es decir, a un efecto 
de rcnormalización de la carga. 

Existen diferentes teorías, q11e indican que el estado del vacío está constituido prin­
cipalmente por estados 'ligado.•" de dos gluoncs llnma<los gluebalb (Hansson, Johnson 
y Peterson, 1982). Trunhiéu se ha demostrado, usnnclo técnicas perturbativas, con los 
parámetros de la bul&a, que los estados más bajos de energía de dos y cuatro gluones 
están degenerados con el vacío pcrturbativo (Hcss y Viollier, 1986). Esto sugiere la 
posibilidad de tratar r.1 vacío como un couclcnsado de Base-Einstein. Má.<> específica­
mente, se ha especulado que el estado base <le la CDC es priucipa.J.mcutc un condensado 
de glueball.t con dos gluoncs cada cuul. En estos tratamientos la formación de un con­
densado gh1ónico resulta inestabll! por.In aplicación <le un tratamiento perturbativo, aún 
en un régimen en donde In constante de ncoplnmie11to es del orden de la unidad resulta 
sumamente peligroso e innclecunclo. El siguitmtc paso fué entonces utilizar técnicas 
no-perturbativns, como ln formulación luuniltoninna, y utilizar los métodos de muchos 
cuerpos para atacar el problema¡ en particular, el hecho de que Sl' pueda suponer que 
el estado base está principalmente fonnado por un condensado gluónico, ha. motivado 
la aplicación de desarrollos 'cua.tibo.tónico.t 11 para el tratamiento del Hamiltoniano de 
la CDC, parecidos a los usnclos en la física nuclear. Hcss y Lópcz (1987) 1 ;:n hecho 
un estudio del estado lmse en la nproximncióu ele un nivel en In norma de Coulomb, 
considerando sc')lo la parte gluúuica, (que es la principal responsnhle del comportamiento 
de condensado, aunque los qua.rks también parLicipan) uso.mio como grupo de color al 
grupo SU(2) . En las íonnulacioucs luuniltouinuas uno puede utilizar el esquema de 
red de Kogut-Susskincl (1975) 1 o formulaciones donde se fija completamente la norma, 
como en el trabajo mencionado un·iba. Estas formulaciones, sin embargo, parecen muy 
diferentes, aunque los espectros resultantes deben ser obviamente idénticos. En esta 
dirección, Schüttc (1089) ha npuntn<lo que para el tratamiento de los estados ligados 
(glucballs para el campo gluó11ico de Yaug Milis, o hadrones pn.ra el caso más general 
de CDC) parece existir un mru·co de refl·rcncin donde la estructura del Hamiltoniano 
parece ser miis ndecuaclu. Ln. clt•cdbu de c:;tc mnrco de rcf<>rencia está dictada por la 
condición de Schwingcr pnra In rlt!ccióu dl' la norma (Schütte, 1989). En esta norma 
se han hecho cálculos muuériros t'll la hproximución de un uivcl (Hcss y Schütte, 1991) 
p11I'a un modelo dl' color SU(2). 
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En ~l presente trabajo estamos intel'esa<los en los métodos que nos permitan la 
inclusión de más niveles en el tratamiento Hamiltoniano de ln CDC. En este sentido los 
cálculos realizados hasta ahora, en modelos SU(2) -donde los gluones están confinados 
a priori en una caja con simetría toroidal (Lüscher,1983) y (vanBnll y Koller, 1987) 
- , toman en cuenta la contribución ele los estados más altos de manera perturbo.tivn 
usando la teoría de perturbaciones de Bloch (C.Bloch, 1058). Esto dá como resultado 
un Hmn.iltoniano efectivo con una estructura similar a aquél en el tratamiento de un 
nivel, pero con coeficientes diferentes. Este procedimiento ha. resultado muy útil en 
el estudio del comportamiento de la CDC en volúmenes intermedios (aprox. l/m), 
justo donde los efectos de confinrunicnto se vuelven importantes, Una desventaja de la 
simetría toroidal es que, aunque pnrece alcanznrsc el límite continuo, es decir, que las 
energías no cambian significativamente cuando se incrementa el volwnen de la caja, la 
simetría rotacional no se recupera. Hess y Schütte, por otra parte, han usado soluciones 
en volúmenes con una. simetría esférica S0(3), en su aproximación de un nivel, que es 
más físico que los volúmenes toroidn.lcs citados más arriba. En ese modelo de un nivel, 
sin embargo, no se pueden obtener conclusiones acerca del escalamiento, la rcnorma­
lización etc. Nuestro trabajo consiste en ln. generalización del traba.jo de Hess y Schütte 
considerando la inclusión de más niveles. Más específicamente en el desarrollo de las 
técnicas de contracción y expansión de grupos (Gilmore 1974) aplicadas n modelos 
de Hamiltonianos de juguete con estructura similar al Hnmiltoniano de la CDC, para 
ser aplicadas al caso más realista tratado en la reíernncia de arriba, Nuestro primer 
paso ha consistido en el desarrollo de un 'mapeo" de los operadores ele coordenadas (en 
términos de los cuales se desarrolla el Hamiltoniano vía un desarrollo en modos normales 
como es usual), a operadores cunsibosónicos de pares de coordcnadns y operadores 
de un bosón de modelo apropiados. La pretensión al hacer ésto es sugerida por la 
idea de que existen 'pan:.s" dominantes que dan cuenta de los principalt:S efectos de 
la estructura Hamiltoniana (Hess y Vollier, 1986). Una vez que se ha desarrollado 
este tipo de mapcos se aplica, como se ha. dicho nnterionnentc, a modelos de juguete 
para investigar las propiedades y características del método. Básicamente existen dos 
tipos de mapeos (Klein-Marshalek, 1991 ): los mapeos del tipo Holstein-Primakov que 
preservan la hermiticidad del Hamiltoniano mapeado pero conduce a series infinitas 
en loe desarrollos de los operadores bosónicos del modelo, y los mapeos del tipo de 
Dyson que conducen a series finitas en el desarrollo de los bosones de modelo, pero que 
conducen a Hamiltonianos no hem1itianos en general, pero cuyos eigenva.lorcs son los 
mismos que los del Hamiltoninno original. En ambos tipos de mapeos se debe tener 
cuidado en cómo se define el 'e.5pacio fí.sico de modelo" sobre el cual actúa nuestro 
Hamiltoniano. El mapeo que desarrollamos nosotros se puede incluir dentro del espíritu 
del segundo tipo ele ma.peos¡ es decir 1 que nuestro mapeo es un mapeo del tipo de 
Dyson. Para calcular los elementos de matriz de las interacciones que son funciones 
de poLencias impares de los operadores de 'creación" se tuvo que definir el mapeo de 
operadores de un solo bosón o. un bosón ideal, dado que en lo. CDC aparecen tanto 
potencias pares como impares en el Hwniltoniano. Particularmente en los términos 
correspondientes a la interacción cromomagnética. Esta es la. diferencia principal con los 
mismos tratamientos en física nuclear en donde los Hamiltonianos conservnn el número 
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de pnrtículns. Con el mapco propuesto ficguimos considerando un espacio de Hilbert 
muy grande, pero se consigue unn. visión mñs física de la estructura del Hamiltoniano. 

La siguiente pregunta es si uno puede encontrar pares dominantes a bajas energÍBS. 
La respuesta es posiblemente sí y entonces el espacio de Hilbcrt puede reducirse a un 
espacio cuyos estados estén compuestos de esos 'pare.! colectivo.!". En el siguiente paso, 
entonces, se trata de reducir el problema <le muchos niveles nl problema de un nivel, 
tomando en cuenta de manera efectiva los niveles más altos, siguiendo las ideas que 
apuntan en su revisión Klein y Mu.rshnlek (1991} para definir bosones colectivos. La 
idea consiste en transformar nuestros operadores bosónicos, de manera que uno de 
ellos porte el máximo de información. Este. procedimiento es similar a rotar el sistema 
de referencia. Una vez que se ha elegido un solo bosón colectivo, los parámetros de 
la transformación que define a tales bosoncs se determinan a partir de un principio 
variacional. Por ejempla, se pueden elegir esos parámetros demandando que la energía 
del estado bnsc fiea mínima, o que la trnzn de los primeros estados (que tiene que ver 
con el valor esperado <lcl Hamiltoniano) 1 sea un mínimo. Debido a la simplicidad que 
tiene nuestro Hnmiltouiano de 'juguete ', los cálculos se pueden hacer exactrunente y 
después con el méto<lo de contracción definiendo el bosón colectivo, lo cual nos permite 
comparar los resultados 'exactos" con los obtenidos con la aproximación. Con este 
método hemos podido describir con mucha precisión algunos de los niveles más bajos, 
tomando en cuenta los efectos de los niveles más altos de manera efectiva. La reducción 
del problema de muchos niveles al problema de un nivcl1 tiene el inconveniente de que 
inevitablemente se pierde información sobre algunos de esos niveles¡ sin embargo, al 
estudiar el prohli!nm. de la CDC estamos interesados principalmente en el estado base y 
su estructura. En un trabajo que está siendo desarrollado nl mismo tiempo por nosotros, 
se pretende aplicar las técnicns estudiadas Ch esta tesis1 al caso del Hamiltoniano de 
CDC en In normn de Schwinger. Existen nlgunns pistas sobre cuál puede ser el camino 
más adecuado. Por ejemplo, los cálculos pcrturhativos dentro del modelo de la bolsa 
mencionados antes (Hnnsson1 Jolmson y Pcterson, 1982 y Hess y Viollier, 1986) indican 
que los pares de gluoncs, y quark-nntiquark, con spin y color cero están más ligados 
que otros acoplamientos. Aún más, que los pares de gluones con spin color cero están 
aún más ligados que el par de quark-a.ntiqunrk. Esto nos conduce al esquema físico de 
que el vacío puede estar dominado por pares de gluones y pares quark-antiquark de 
spin color cero, y que In pnrtc ghulnica domina a la otra. En realidad estas pistas nos 
han guiado pn.ra la utiliznción del método que describimos en esta tesis. 



Capítulo 2 



Tópicos de la Teoría de Grupos 

(1) Introducción 

La simetría, ya sea que se defina en un sentido amplio o 
restringido, es una idea por medio de la cual el hombre 
de todas las épocas ha tratado de comprender y crear la -
bellcza1 el orden y la perfección. 

Hermann Weyl 

Este capítulo esta dcdiC"nclo a rcpa•nu· algunos conceptos de la teoría de grupos, 
así como para cstublcccr nlgunu.s notaciones y definiciones que serán usadas en la tesis. 
La finnlidacl de este c11pítulo nu es 11i }lOl" umcho, la de hnccr un repaso completo de 
la teoría . Para un trutndo más nmplio del tema existen excelentes libros de texto, 
algunos de los cuales citruuos ni final del capítulo , Por otra pnrte, se puede anotar 
aquí que la notación nsndu. en In mayor parte de este capítulo es casi la misma que la 
que usa Wybouruc (1974). 

(2) Simetrías y Grupos ele Transformncioncs 

Comenzamos rneordnndo brevemente hL 1·clnción que existe entre el concepto de 
Simetría y Grupo de Tran:cformacione.•. Mntc1mí.ticruncutc podemos establecer el con­
cepto de simetría, como mm propiedad de nlgiín objeto, ya sea un objeto geométrico, 
ó un objeto matc1mí.tico (como una l!C\Htción) 1 de no cambiar de forma cuando eíectu­
runos sobre él cierta trnnsformnción. Por mencionar algunos ejemplos , un triángulo 
equilatero tiene v:lriiLs simetrías; si lo rotamos por su ccntroítle por un ángulo de 2n7r/3, 
paran = 01 1, 2, 3 su form.n no cambia. Con ca<ln uno ele los ángulos de rotación que lo 
dejan invariante podemos asigunr unn trausfonnación <le simetría dada. En particular 
para n = O, la trnm;formacióu nsocinclu es In trnnsformnción identidad. 



Figura (2.1} Simetría del triángulo 

.. ;.,,· 

. •'. .·j 

Figura (2.2} Simetría.• de la circunferencia y de la Ea/era 

' .\ ' ' 
Unn. circu11fcre11cia por otro ludo; lu. podemos rotnr alrededor de su centro por 

cualquier ángulo 17 C'll l'l intci:vnlo, !O, 2rr}. A l'ndn. ángulo. c~e rotacic>~ le {>.C?~t;~os -~ig~~ 
una transformncic)n R(1J) tnl que cuulquic1·a de estas rotn~ioneS la _dej~ ~i:i~~te .... : 

La difcrcnciu principal cnlre estos dos tipos de simetría es que mientras que 
. el número de transformaciones de sinwtrín <h-1 triángulo es finito, el número de las 
simetrías <le la. circuufün•nciu '-'S iufiuito1 y de hccl: continuo. 

La aplicnC'ión ·~mt"esi\'a d<• clos trnu:-;formndoncs de simetría sobre un ohjeio, es 
uucvam"cuti_. una simddu. ~latrm1í.tic11u11•ntc esto :;Ígnifica t¡ue el conjunto de simetrías 
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G, es aquel que do.dos dos elementos de G, digamos 91Y92 E {i la acción sucesiva (o 
multiplicación) debe corresponder a otro elemento del conjunto, es decir : 

Si g¡yg2 E Q, entonces g¡ • 92 = g3 E 9 

Por definición, la transformación identidad ec;tá. en G: 

ZEQ 

(a). 

(b). 

La transíormac:tln inver"a que regresa al objeto a su forma original siempre existe y 
está en el conjunto: 

(e). 

Si tres o más transíonnnciones se combinan, entonces el orden de la multiplicación es 
irrelevante, esto es,la multiplicación es asociativa. : 

g¡ -(92 · g3) = (g¡ • Y2) • 93 = g¡ · Y2 · 93 (d). 

Las propiedades de las transformaciones de simetría (a-d)1 definen lo que en el lenguaje 
matemático se conoce como un G"'Pº· 

Si además se cumple que el resultado de <los transformaciones sucesivas es inde­
pendiente del orden en que se cfectuen estas, o sea que las trD.nsformaciones conmuten, 
se dice que el grupo es Abeliano. 

91 · Y2 = Y2 · 91 : grupo Abeliano (e). 

El conjunto de rotaciones del triángulo equilatero descrito más arriba, está formado 
por los elementos 

(1) 

y definen al grtipo Ciclico C3 1 mientras que para la circunferencia1 el grupa de rotaciones 
está. fonnado poi' el 'conji.mto de transformaciones 

{R(11),11 E [0,2ir]}. (2) 

Este grupo de rotaciones está formado por aquellas matdces 2 X 2 que dejan invariBnte 
la distancio. entre dos puntos cualesquiera (en particular uno de ellos puede ser el centro 
de la circunferencio.) 1 y se conoce como el grupo ortogonal 50(2) en dos dimensiones. 
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(3) Subgrupos 

En el caso de una esfera en tres dimensiones, conocido. por los matemáticos como 
2-eJ/era, el grupo de simetrías es mo.yor. Consta de rotaciones alrededor de loe ejes 
x,y,z . Lns transformaciones de shnctría corresponden al grupo 80(3) de matrices 
3 x 3 ortogonales. 

Es evidente que cndn uno de los giros alrededor de un eje pnrticulnr forman Wl 

grupo por sí mismos, como en el caso de ln circunferencia, y por lo tanto estan con· 
tenidas en el grupo de simetríns 1mí.s g1"t111de. Se llama Su.bgrupo ul subconjunto de 
elementos que forman por sí un grn¡iO. Es decir, 

Sea 91 e g. Si :iC cumple que: 

V !J'1YY~ E 9 1
1 (3) 

entonces 
!1'1 • g~ E g'. (4) 

y además 
Te 9 1

• (5) 

entonces g 1 es un .rnbgnLpo ~h! 9. 

En el ClL<;O dt• lu esfera putlcmu:; decir quu el grupo <le rotaciones plan'!-ª alrededOr 
de un eje1 es uu :;ubgrupo del grupo de rotndoncs e.-pacialeJ en tres dimensiones. Es 
decir que te11L•mos lu rclución: 

50(3) ::> 5'0(2) (O) 

En el caso 1mís gt•nt..•t·al en qt1<! :w co11sidt•1'l'J1 hL'> rotucioucs de In o-esfera, el grupo de 
simetrías c!i el grupo SO( n - 1) y im tic11c1 por ejc·mplo, que una posible cadena de 
subgrupos es: 

SO(n) ::> S0(11 - 1) ::> SO(n - 2) ::> ••• etc. (7) 

A esta cn<lcua. <le snhv;rnpus ~e h~ llama cndt·nn canónica. Hay que anotar aquí que 
existen otnL'i cmlcmL'i <liícreut<•s ele suhgn1pus1 y qm• la anterior es la más trivial. 
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(4) Grupos Continuos 

Hemos visto que el grupo de simctdrui de rotacióncs en dos dimensiones 50(2) 
depende de un parámetro{) que puede tomnr va.lores c·antinuos en el intervalo [0,211']. 
Para cada ángulo V corresponde una rotación, es decir un elemento del grupo R(t?). 
Entonces los elementos de este grupo formnn un continuo, en un sentido topológico. A 
los grupos de esta clase se les llama 9rupo3 continuo3, o grupos de Lie. 

Los elementos de un grupo continuo pueden representarse, bnjo ciertas circunstnn· 
clns, en términos de ,. parúmetros or tal que 

Y= y(a¡ ... <>r)• (8) 

La transformación identidad I se representa normalmente por el conjunto nulo de 
valores para los pnnímetros 

I=y(0, ... ,0). (9) 

Entonces la variación continua de estos 'r' pnrátnetros, puede generar completamente 
al grupo G. 

Podemos dar algunas definiciones ncen·n de estos grupos continuos. 

(5) Conectividad 

Se dice que un grupo es conexo t>i podemos tomnr un elemento cnalqujera g, y al­
canzar el elemento identidncl 1 por una variación continua <le los 1· parámetros. Es decir 
si somos capaces ele 'conectar' cualesquiera pn.r de elementos (puntos} en el e&pacio del 
grupo por un 'arco' generado por In \'ariacit)u continua de los parámetros. Claramente 
el grupo 50(2) (y en general el grupo SO(n)), es conexo. 
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(6) Subgrupos ln\'ru·inutcs 

Si considcmmos uu su1Jyrupo 'H del gr11po g y tomamos un elemento arbitrario 
11 E 1-l y succ<ll' que yhy- sigue estando cu 1t \:/g E g, decimos que 1t. es un 
$t1hi¡rnuo lnynrj1111tt• de g. 

(7) Gnipos de Li<' 

Si dt•11ot1t111us los f'h•uu•ulos tld p,rnpo JHH' sus p:mí111ctro ... 

y(u) := y(1q ... nr). 

con la id1·11th\a1l n·pn•s1•ut;11la por 

y(O) "''l. 

(10) 

(11) 

t.•utom•t.•s lo.'i pustuliulos 'l'h' clt'fiJU'111tl ¡.!;l'ttp11 r11mo tal. siµ;uiti1·;1.1 lo siguieut<! en términos 
d<-• lus pur1í1111'1rus: 

!f(u). y(.i) =y(·,). (12) 

implic-a 'ltlt' 

·, = j(u .. i). (13) 

Lu t'cmtiuui1lad d1• los p1t1·1Í11it'I rus ¡ s1• 11:-.q.~um :.;i t'."ilos son funciones continuamente 
dif1•rc•11ri:ilil1•s •Ir todo:-. los p111·(1uw1rns o, :1 . Pa1·;1 la hl1•11titlacl g • Z =X• g se ti<-•ne que 

1 = j(·,.ll) = flU.1). (14) 

y tiuallllt'Ut1• 1•l ¡111~111l11cl1111s1wiath·11 

!f(U) •(y( .i)" !/("¡ )} ; (!f(U) • !/(;I)) º !/(1 ). (15) 

f¡ .. ,¡1.1.-, l} ~' f!fl .... 11.1} (16) 
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A los grupos que satisfacen estos requerimientos se les llama GropoJ de Lic • 

(8) Generndores 

Consideremos una transformación infüútesimnl alrededor del elemento identidad. Para 
valores suficientemente pequeños de los parámetros podemos hacer una expansión de 
Taylor pnra un elemento g E 9 ele la siguiente mnncrn. : 

g(o) = I + t ºk( 8
89

) + O(a
2

). 
k=l fik OJ,:=0 

A primer orden podemos p011C'r 

r 
g(o) = I + ¿; ok-'k· 

k=I 

(17) 

(18) 

donde X1: = ( ~ )o:;:;U !ie lhunan Generad ore.• ele trn11sfonmu:iones infinitesimales <lel 
grupo. 

La estructuru ele un grupo estlÍ dctcnnirrncla por lu.s reglas de eonmutnción de estos 
gcncrn<lores : 

(19) 

(9) Constuntes ele estrm·turn 

ln.s cantidn<les fli' se llmnnn con~tante.• ele c . .tructura del grupo, y 1lcfincn deter­
minadas estrul'turns nlgl'in·túcns llu11u1tltts Algebra.• de Lie mediante lns rclncionrs de 
conmutación meudomu.lus nnibtt. L:a::i l·o11st11tlll'S de cstructnm de un grnpo <le Líe 
tienen las siguientes pro}'il'dudes importunh's: 

( 1) 5011 lllltisimt.'·trkas l'll los indiceH de ahajo 

Ik'l = -IiC· (20) 
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(2) Ya que los gcncrado1-cs snÜsfnccn la relación de Jncobi : 

{21) 

las constantes de estructura dehen satisfacer la siguiente condición 

niJr.111 + !l:..1c .. + 1::.k1r.. = º· (22) 

(10) Grupo Simple y Scmisimplc 

Un grupo de Lie, que no contiene subgmpos (propios) invariantes, se llama Gropo 
Simple, y el grupo que no couticnc subgrnpos invariantes Abeliano& no triviales, se 
llama Grupo Scmi.•imple. 

(11) Algunos ejemplos 

(a) El grupo de rotnciones en <loo; dimensiones S0(2) es un grupo de Lie de un 
solo parámetro. Una rotación iufinitl'simal alrededor de un eje, que convencionalmente 
elegimos como el ejP '.:: 11 esta dncln por 

R(biJ) = 1 - iliiJJ, (23). 

donde J: es el gcnernclor de ln.s rotucioues alrededor del eje 'z', y corresponde o. la 
componente z del momento angular cuántico 

'( D D) 
J, = -· "'D!i - y~ • (24). 

(b) El grupo d(" rotncionl's t>s¡mdlLlcs SO( 3) rs un grupo de Lie de tres parámetros. 
Cada. uno de los ¡mrñ.metrus esta asociarlo con uno ele los generadores de rotaciones 
alrededor de los ejes :r, y,.::, y '-'orrcspond,•u u. las componentt:s respectivas del momento 

. angular cuántico Jz, Jy, J::. L1Lo; rclncimu~s dL· L'onmutación de estos generadores son 

(25) 

que pueden <>scribirst• L'JI fornu, comlcusadu como 
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(26) 

identificando los ejes x, y, z con los índices 1, 2, 3 respectivamente. ~ijk es el tensor 
completamente antisimétrico de Levi-Civita. 

(e) Los operadores cuánticos de posición x y momento p, junto con el operador 
identidad, definen un grupo n través de la regla de cuantiznción 

[x,p] = iT1. (27) 

llamado grupo de Heisenbe1·g-\Vcyl. 

(12) Transforma.ciones finitas 

Una transformación finita puede escribirse fácilmente aplicando transformaciones 
infinitesimales sucesivamente . El resuJtndo se puede escribir como 

(28). 

donde G representa al vector formado por los r generadores del grupo: y i al vector 
formado por los r parámetros de la transformación. 

(13) Representaciones 

Una representación 'lJ(g) del elemento g contenido en el grupo Q, es una~ 
matricial de g, que obedece la misma regla de multiplicación que g, i.e. la misma regla 
que define a (i. Es decir que si g,h E(}, y 

g·h= k. 

1J(g)V(ll) = 1J(k). 

(29) 

(30) 

Un grupo de transformaciones lineales en un espacio vectorial RN isomórfico a un grupo 
dado se llama una repreJentacitin ab.•tracta del grupo en el e3pacio de n:pn:aentación 
RN. Si el espacio de representación es N-dimen3ional, entonces se puede establecer una 
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repre.5entacion matricial del gl'llpo {c1.sociadu con lns tnmi;formaciones lincnles) formada 
por matrices N x N. 

Decimos que dos representaciones V(g) y &(y) son equivalentc.11 si existe una matriz 
constante X tal que 

XV(y)X-1 = E:(g). (31) 

Una representación se <lcnomi11u irreducible (itTcp) si no existen subcspncios invariaritcs 
de R(N) D;pllrte de la idcnti<lu<l. U11á repl'cscntaciou se denomina reducible si deja'un 
subespncio inval'inutc R{N1) de R{N). En este cuso las mntrices <le la representación 
son equivalentes a matrices de In furum 

(
_.¡(ONI) B )' 

_.¡(N,) (N=.V¡+N2). (32) 

y se dice complcttL11t1:nt1: n~1fociblr. si }Hll'dt• t•:<pn•s11rs1• como una .•urna directa de repre­
sentacioucs irrcclndbh·s. Eu c!ilc <.·aso las umtricl's pncdc11 truusfonuursc a una forma 
<lingonnl por hluttlll•s. 

(14) Rcprest~ntndó11 Rt•g\1l1u· o A<ljt111ta 

Se tnll'dc cuustrnir mm rc•p1·t•st•11tud(u1 u. pnrtir de los relaciones de conmutación 
(10} <le los gclll'l'h<lon~s tlt•l v;r11po 

(33) 

asocinu<lo con ciulu 11110 dt~ los A('lll'1·11dun•s (.\" }"' 11111t matriz, dcfinidn por las constantes 
de cstn.ll'turn, 1·01110 

lrt·p. regular). (34) 

En gcncrul, las n•111·1·s1·utnriout•s 1h· l\11 1!;rnpo il1• Lit•, o tlt• su 1í.IJ!;t'l>1·n ele Lie BBociada1 
ptll'dC" ser dt• <lilllC'Usit'm fiuita, iuii11it:1, JJ11C'1h• :-;1•r disen•t11 o contiuna, unitaria o no­
unitaria, l'o111pll·tauw11tc n•rlndble t•lt'. 
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(15) Operadores Tensodnles 

Un operador ten!orial, es cunlquier operador que tiene propiedades de transfor­
mación bien definidos bajo la ncción de un Grupo. Se transforma del mismo modo 
a. como lo hacen los vectores base del espncio que porta una representación dada del 
grupo. A continuación analizamos el concepto de Operador Tcn3orial. 

Consideremos un grupo simple compacto g cuyos elementos están denotados por 
g. 

Tomemos como c5pacio hase de una representación unitaria U 9 un espacio de 
Hilbert 1i, donde existe una métrica definida por un producto escalar. Podemos etique­
tar las diferentes representaciones unitadm; de Q en ?-lescribicndo U9(A), ó simplcméntc 
A. 

Sea { 1 AA } } Ullh hase complctn <le vectores para la representación A, que genera 
el espacio infinito ele Hilhcrt 1l La dimeusión de esta base la denotamos por {dimA]. 

Usando la relnción cle completcz du la lJti..sc 

E IA.\)(A.\I =l. (35) 
A 

po_demos escribir cualquier operador lineal R 1:1.sociado con algún elemento g E g como 

R= E<AA'IRIA.\11
) IA.\')(A.\"I (36) 

).')." 

donde ( A>.1 1 R 1 A>+.' ) =: R~'.\' reprc~cntnn los elementos ele matriz del operador R en 
!abase { 1 ¡\,\ )). 

El efecto de este operador R sobre un vector de la bn.sc 1 AA } es el de producir 
una combinación linenl de los vectores hMc. Esto t..>s 

R 1 A,\ ) = 2: ( A.\' 1 R 1 i\,\11 
) 1 A.\1 

)( A.\11¡ AA). 
).')." 

con 
( A.\111 A.\)= ÓA",A· 

R 1 A>. ) = E< A.\' 1 R l /1>. ) 1 AA' ) 
A' 

(37) 

(38) 

(39) 
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Un Operador TcnsOrial T(A) bajo el grupo G de unu representación A, estn. formado por 
los [dimA] operadores linealmente independientes 7(AA) que se transforman del mismo 
modo como lo hnccn los vectores bru;c de In representación. Es decir si los operadoreft 
T (AJ.) se trnnsforman como 

RT(AA)R- 1 = L( AA'\ R \A,\ )T(A,\1). {40) 
N 

Un operador tcnsol'inl 'T(A) se dicu in·cclucible1 reducible o equivalente, si la repre­
sentación A es corrcspo11dic11temcutc irrcduci1Jle1 reducible o equivalente. 

Escribiendo una ll·nnsformnción infinitesimal de G como 

(41) 

donde 6a" 11011 los 1· p11n'unctrns iutiuitcsinmlcs y ,,.l{" son los correspondientes genera­
dores, se tl<•rlucc que 

[Xa, T(A,\)) = L( 1\,\
1 

\ Xa 1 A,\ )7 (A,\') (42) 
;.• 

lo que nos muestra, <¡lle ln ... "I matril't~s usudntlas u los g1·m~radorcs E.v( A>..1 1 Xa 1 AJ. ) 
pueden usnt'lit' par1t t1·m1sfon111u- 1·st1ulcJs y u¡H·1·iul1>rcs, 

..._-.¡ 

'·'. 

·-·¡·.-:¡ 
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(16) El Oscilador Armónico 

En esta sección revisamos y analizamos el caso del oscilador armónico y los grupos 
de simetrías asociados con él. 

El Hamiltoniano H de un oscilador armónico isotrópico en unidades normalizadas 
(m =ti= w = 1) en tres dimensiones es: 

(43) 

A partir del postulado de cuantiznción de Heisenberg, las coordenadas q¡ y los momentos 
Pj, (i,j = 1,2,3) satisfacen las relaciones de conmutación 

(q¡,p;) = ili¡,;. (44) 

Hemos visto ya que estos operadores junto con el operador identidad forman una álgebra. 
de Lie y que el grupo asociado se denomina grupo de Weyl-HeiJenberg . 

Conviene ahora introducir las operadores bosónicos de creación y de aniquilación 
b t, y b, respectivamente, definidos por 

(45) 

los cuales, a partir del postulado de cuautización para r y p 1 satisfacen las relaciones 
de conmutación 

[b¡, bjJ = li¡,;. (46) 

En términos de estos operadores de creación y aniquilación bosónicos, el Hamiltoniano 
se puede esc.ribir como 

H = blb+~. 
2 

Haciendo uso de las relaciones <le conmutación ( 44) se puede deducir que 

(H, hjJ = hj, (H, b;J = -b;. 

(47) 

(48) 
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de donde se puede <lcth1cir fiícilmente que el operador bj crea un cuanto en la dirección 
j y bj lo destruye. Usnnclo este resultado, se encuentran fácilmente los eigcnvulorcs de 
H 

3 
¿; =n+2· 

utilizando los estados normalizados <lcl oscilndor armónico definidos por : 

(49) 

(50) 

con n 1 + n2 + n3 = n, y 1 O ) el cstndo vacío ( cstndo hase), definido por la condición 

h; 1 o)= o. (51) 

Los operadores. bf b¡ que npan·ccu t•u d 1-Inmiltoninno son operadores particulares que 
conscrvnn d numero rlr cu:mtos. Son operadores que <lc.o.;truyen un cuanto en el nivel 
i, y crean otro allí mismo. Su t•fccto es el ele cuulnr el mímcro <le cuantos en el nivel i. 

Podemos llnmnr a cn<ln opcrnllot· H¡ = hl h¡ como opcrnclor de peso del grupo. 

El conjunto ele opt'rnclorcs C¡j = h]hj + ~c5¡j, que ccmscrvnn el número de cuantos 
forman una. ;Ügebra <le Lic que genera el grupo denomiuaclo grupo unitan'o en trea 
dimen.tione.• U(3). El térmiuo cunstautt• <111c npnrcce en la clcfinición se introduce con 
fines posteriores, y nu nltcra la estructura <lt·l t'1lgchrn: 

C¡; = hjhi + ~ó¡i, i,j = 1,2,3. (52) 

(53) 

Para un número dado de cunutos n, tcuemus una dt•generación de orden (n+lyn+2) ya 
que H conserva. n (n = n1+n2+11:1). 

Podemos definir ele manera. equivulcull' lus opcraclores C¡j mctliante la relación 

C·· = !¡1,! h·} IJ 2 I' J 
(i,j = 1,2,3). (54) 

donde {a,b} sab+ba. 
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Ya que el Hamiltoniano del sistema H = L; Cii conmuta con todos los generadores 
C¡; (52) es posible encontrar ocho combinaciones linealmente independientes de estos 
generadores (diferentes de H)1 que describan una álgebra Ai asociada con el grupo 
SU(3). 

Los tres opera.dores 

' H H¡=H;- 3 (55) 

junto con los C¡; (i 'f:. j), pueden tomarse como los generadores de este grupo SU(3). 

(17) Representaciones de U{3) para el oscilador armónico 

Las representaciones irreducibles del grupo U(3) (o en general de cualquier grupo 
unitario) pueden etiquetarse con los pesos máximos de los operadores H¡ 1 i.~. { >.1 >.2..\3 }. 

Bajo la restricción U(3) ...... SU(3) , las representaciones 

(a entero) . (56) 

se vuelven equivalentes. Entonces, podemos elegir apropiadamente el valor del paráme­
tro a, para hacer Á3 = O, de lo cual obtenemos dos combinaciones apropiadas de los 
pesos máximos para etiquetar las irrcps de SU(3) de modo que, si ponemos 

.l=.11-.\2, 
1•= .\2. 

siguiendo a Elliotl, las irreps de SU(3) están denotadas por(.\µ). 

(18) Simetría rotacional del oscilador armónico 

(57) 

El Hamiltoniano del oscilador armónico conmuta con todas las componentes del 
momento angular . 

L=r><p=ibxbl. (58) 
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y por lo tanto H es rotncionahnente invariru1tc. 

Es fácil ver que a partir de los operadores C¡; podemos construir los operadores 
L¡ de momento angular que generan el grupo S0(3} como 

L¡ = -i(C23 - C32), L2 = -i(C3¡ - C13), La= -i(C12 - C21). (59) 

A su vez podemos escoger L3 c9mo generador del grupo S0(2) y entonces establecer 
la siguiente estructura pnra el grupo de simctríns del oscilador 

U(3) :;¡ SU(3) :;¡ S0(3) :;¡ 50(2). (60) 
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Podemos explotar In simrtrín rotacional del oscilador armónico trabajando en una· 
base de momento angular 1 r,: .. ,i ). Los valores de 1 nsocindos con cada representación 
~ n" del oscilador son · · 

I = 11 3,5, ... ,n paran impar, (61a) 

1 = O, 2, 4,. .. , n paran par (Glb) 

y por tanto, para un n dado hay un conjunto de !Cn + l){n + 2) estados degenerados 
lnlm). 

Las reglas para la descomposición SU(3) -+ S0(3) según Elliott, establecen que 
para una representación (Aµ) ele SU(3} los valores de L asociados son 

L = l(, /( + 1,J\ + 2,. . ., J( + ma:r(.\,µ} (62a) 

donde el entero]( es min{A,µ} 1 min{..\ 1 µ} - 2, ... , lo O con la excepción de que 
si K=O, 

L = ma:r(.\,µ), max{.\,¡t) - 2,. . ., lo O. {62b) 

Se puede anotar que los estados J nlm ) de la representación "nn subtienden la repre­
sentación {nO) de SU{3). 

(19} Operadores tensoriales para el oscilador armónico 

Habiendo introducido la simetria rotacional del oscilador armónico es conveniente 
introducir los operadores de creación y aniquilación en forma esférica 

b± = :¡: ~(b¡ ± ib2), bo = b3. (63a) 

t 1 t . t 
b± = :¡: v'z(b¡ ± •b2), (63b) 

cuyas relaciones de t'onmutación están dadas por 

(m,n=0,±1). (64) 
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Aún más si definimos el operador 11 covurinutc" 

(65) 

se tiene una relación de conmlllttción similar u. la que se tiene para coordenadas carte­
sianas 

(66) 

como antes. 

Los opcrndun·s tlc nt•ou·it'm y u11i11nilari1'm en forma esférica se transforman bajo 
St:l(3) como opcr:u\on·s ll•11sorialt•s. Los o¡lt'rarlon·R b se trnusforman según la repre­
sentación (.X¡1) = (Ul) mi1•utrns cpw los op1•naclon·s conjugiulos iw trnusforman según 
la rcprcst..•ut1u•i1)11 1°011trngr1uli1•11ft• (.\¡i) = ( 10). y 1:1n110 lt1•11111s 11irl10 qnc los estados 
1 nlm) suhti1·ndeu ln 1·1·p1·1•s1•11tu1·ii'111 (110) 1·sto siguitit·h c1u1• loH opcrntlorcs <le creación 
y nni<111ih11·i1)u 1•11 forma 1•sf1:l'Írn 111•\'llll 111011w11tf1 ll11J.J;11lar L == 1 . 

T(!Oli±I = 1,1, 

T(O!Ji±i = h±, 

T(\U)rn = i.i 
T(IJJ)io=bo 

(67o) 

(67b) 

Estos op1•ru<lon•t> t1•usnri;alt•s ),;'1:-;it•us ¡11u•1h•u usnrsl' para t·ouHtruir otros operadores 
tcmmriu.lt•i-i 1l1• Sl.1(3). Pm· 1•j1•111plu ¡mch·mn~ w·op\m· <lus ele 1•slns operadores n la. rep-
rcscntudl111 (1.1) clt• SU(3) t\1•w1t;\11dolus 1·111110 · 

C( 11).\1, = ¡¡,! x bj~ 
= ¿: P1111,,~ 1 ,,,,>i.i, 1 i,,,,. 

1•1/l'l 
(68) 

<lbndl! t•st1011os 1u•11ph1111lo u bw:n tnu1111•11lo ;111µ;11l;ar (.\), pur 1tlt'<lio de• los coeficientes 
tle nroplauú1•11to clt• C'lc·lisli Gurclau ( l1q l11:.! \ .\11) • Esto:; upc•rudorcs corresponden 
n los o¡ll'mdorc·s unitariu:; 1\t• 111011w1110 Ull!J..HlHr·y c·1rndn1puh1r L y Q en coordenadas 
csféricn ... , <1nr clc• llt'd111 :.ou los ~t·111•1wlon·:. ch•\ grupo SU(3) 

Lu = C'(llJi11 = h~1l•1 - ¡,J¡,_¡ 

.L±1 = C(llli±I = 'flb~1l.'u -l11\h±1) 
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Qo = C(ll)20 = - ~(2b~bo + b~ 1 b1 + blb-1) 

Q±1 = C(ll)2±1 = -(bl1 bo + b~b±1) 
Q±2 = C(ll)2±2 = -J2 bl1 b±1 (69) 

Con más generalidad, si acoplamos dos representaciones cualesquiera, y utilizando la 
notación contra.variante para facilitar los cálculos que involucran las reglas de con­
mutación podemos escribir • 

t A 
C(>.¡>.2h,. = [bAl X bA2l,, 

"' L (-1)''2 ( .\1¡11>.2-¡12 I >.µ) bliµ1bA 21•2 (70) 
¡11¡12 . 

donde hemos usado la notación b>.µ = (-l)l'b-'-w 

En particular para unn representnción dada podemos utilizar la siguiente notación 
para los operadores unitarios 110-acopla<los : 

(71) 

cuya álgeb'ra es idéntica a la de los operadores correspondientes en coordenadas cart~­
sianas, con la notación que hemos clcgi<lu antes. Es decir 

(c,,,1•2,c,,3"·'1 = c,11''"6/1'1-c,,31•26~:- (72) 

que es es álgebrn usual U(n) (¡q,¡12,¡1:¡,¡q = ±>.,>.- 1, ••. 0,ol). 

Como es de esperar, los operadores de creación y aniquilación del oscilador armó­
nico acoplados a buen momento angular 

C(llh,, E L (-1)1'' ( l¡ql -112 1 >.¡1) Cµ, 1'' (73) 
µ¡µ2 

satisfacen el álgebra 50(3) en co01·dc11ndas csfériclLS, y corresponden, como ya se ha 
dicho, a los generadores L ¡. L:¿, L3 1 <le rotncioucs en tres dimensiones. 
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>.' >.' 
1 1 } es ( 

.\ .\1 
en donde / -µ -µ 
un coeficiente 6j. 

.\
1 

) .\ -µ! es un coeficiente de Clebsh-Gordan1 con { 1 

··''';" 

·;,; 
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(20) El grupo Sp(G, R) 

El grupo SU(3) es el grupo mínimo que contiene los estados degenerados del oscBa­

d~r armónico. Los operadores C1, 1Wl = bt,
1 
h 1.P2 (que conservan el número de cuantas), 

permiten saltar entre los estados degenerados asociados con una representación dada 
, y por esta razón se puede decir que el grupo SU(3) es el grupo de degeneración del 
oscilador armónico. Sin embargo, los operadores e Jlt WJ. no pueden acoplar diferentes 
representaciones de SU(3) . Para poder saltar de una representación a otra se requiere 
de la. introducción de operadores que cstcn fuera del grupo de dcgcnernción. Podemos 
extender el álgebra con operadores de creación y de aniquilación de dos cuantas 

Bl'1Jl'l ::b/'111''2 

Bt112 = b1~1 b},2 

cuyas relaciones de conmutación son 

(8µ¡µ2,B,t3µ4] =C,,/'16/:: +c,,,/16/:: +Cµ:/2ót~ +c,,,/2óf,J 

[8µ1µ2 1 Cµ31'<t] = 81'11'<t6J:: + Bl'2l'"6J:J 

(75a) 

(75b) 

[BJ,µ,,Cµ 3"'] = -131Í,µ 36P1 -BJ21,3 6J::. (76) 

dondeahoraCµ 1P2 = bt1 bl'2+~ óµ11'2. El álgebra de Lic generada por estos operadores 
esta asociada con el grupo real no-compacto Sp(G, R) que contiene como subgrupo al 
grupo SU(3) 

Sp(G,R) :::> SU(3) (77) 

Estos nuevos operadores tienen la propiedad de subir (o bajar) "n." por O y 2 unidades. 
Los eigenvalores asocia.dos con estos opcrnclorcs cstan acotados por abajo, pero no por 
arriba. Por lo tanto, los estados del oscilado1· armónico subtienden do.s representaciones 
unitarias infinitas de Sp(61 R); una que contiene todos los estados con 11 n 11 par, y otra 
que contiene todos los estados con 1'11,. impar. 

Por supuesto podemos acoplar estos nuc\·os operadores a buen momento angular 
para aprovechar la simetría rotacional del oscilador armónico 

B~µ = :E (-1)" 1+"'( 1 -1•1 l -1•2 1 >.µ)13"'"2. 
1.11µ2 

(78a) 
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µ¡ +1i2 =¡l. (7Bb) 

El álgebra Sp(6, R) en esta forma esférica toma In siguiente forma 

>.' >.' ) { >. 
-µ' -µ' 1 

(que corresponde al 1Ugcbrn U(3) ) 

[BA1.,CA'¡"] = 

2 L (-1¡HA'+1".,/>.>.',\' ( >. >.' >.' ) { >. >.' >.'} (79b) 
>..111• 

_,, -¡l -1i' 1 l 1 B>.'11' 

tn1,,.cA'1•1l = 

-2 E (-l)A'+'"v>.>.'N (_~, >.' >.' ) { ,\ >.' .I'} t (79c) 
>..'1•' 

-1t' -1i' 1 l 1 B.>.'µ' 

[BA1,,Bl.,,,J = 

4 ¿ (-1J'" ./>.>.'>.' (!,, >.' >.' ) { >. >.' >.'} (79c) 
>. 111' 

-1l -¡l 1 1 1 c>..'1•' 

(21} Un grupo Dimí.mico pum d Oscilador 

El grupo S¡1(G, R} (7GJ t'o11tic1ll' tocios los estados cid osrilndor armónico en dos 
representncimws c1m· t·ul.n·u, l'iula mm, los t•stndus cou "u" par, y los cstnclos con "nn 
impnr. Sin t•mlmrgo 110 :ic• p11t•tlt! tl1•utrn de l'sfc grupo l'Srogt•r una representación única 
que cuhra tmlos los t•sl aclos. Esta sittml·i(m SL' debe n que l'll el álgebra no existen 
operadores que sulmu u lmjc·u "u11 1mr ±1 L'lllmtas. E\·idcntrmcntc los operadores que 
realizan cstn IHJ'PIL sm1 los mismos UJH'J'l11lun•s Lle i:n·11dc>n y nuiquilación by bt (63). 
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El conjunto de los seis operadores b y b f junto con el operador unidad forman una 
álgebra soluble asociada con el grupo de Hcisenbcrg-Wcyl que comunmente se designa 
como W(3}. 

Si estamos buscnudo un grupo que pueda dnr cuenta del espectro del oscilador 
armónico, la degeneración de sus niveles, y que además contenga un conjunto de opera­
dores que determinen las probnbilidn<lcs de transición entre cstndos, entonces tendremos 
una descripción completa de las propiedades dinámicas del sistema físico. Tal grupo se 
conoce como el grupo dinámico del sistema. Si consideramos los generadores del grupo 
de Heisenberg W(3) junto con los de Sp(6, R) podemos definir el grupo dinámico del 
oscilador como 

Qv = W(3) A S¡1(6,R) (80) 

aunque ésta no es In lmica posibili<ln<l que tenemos para escoger un grupo diámico 
asociado con el oscilador, es sin duda la más conveniente. 

(22) Estados Coherentes 

Los e!tado3 coherente3 fueron creados en el contexto de la teoría del oscilador 
armónico. Existen tres tipos de definición para los estados coherentes. La primera 
definición es una definición geométrica que parte de In generalización del operador 
desplazamiento para desplazamientos complejos arbitrarios. 

. Sea ,P(x) una función de onda que dc.scribe nlgún sistema físico en una dimensión. 
Si efectuamos un desplazamiento por una distancia ,,c" 1 y usamos el desarrollo de 
Taylor, podemos escribir tal desplazamiento como 

00 (-e)" on 
,P(x - e)= L: - 1--{) n 1/>(x) 

n=O n. x 
{) 

= cxp(-c a,) V>(x). (81) 

Si ahora reemplazamos el operador fz por su equivalente en términos de los operadores 
de creación y aniquilación ( 45) del oscilador armónico 

(82) 
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se obtiene 

(83} 

Definiendo a~ como unu. nncvn cnntithlll "z" que pueda tomar, incluso valores com­
plejos se hace la generalización del opern<lur desplazamiento. Si actuamos con este 

, de.spla%amiento generalizado sobre el vu.cío dul ocilndor armónico llegamos a la primera 
definición pnra un estado cuhcrc11tc: 

(84} 

Paro. oblt•1wr la M'glllllhL tlt'fiuki1í11 1h• un 1•stutlu cohl'rcnte se utiliza la íónnulo. 

1.(1\+ll) = 1,i\c/Jt!--HA,11}. 

váliclu cumulo (A., [A., D)J =U, y !D. [D,AII =O. }Jlll'll u11lt•11t•r 

(85} 

(86) 

Si ad1·m1í~ M' 1u·1·s1·imh· 1ld l1~nui1111 1·-~ ::., , 11m• t•s llll mímr:m·c, tonemos la segunda 
dC"tiniciún «11! ~·:>t1ulo <'ol11·u·11lt· : 

1 t :'\. l=· )11 

1 = ) = ,.:·' } ll ) = L: r; ' " ). (87) 
11:::0 vu: 

doml~ :w ¡nlL'ch• v;·1· 1•l:11·umr11ti• 1pu• 1-stn forma partkulur clt·l 1?stn.do coherente 1 :: ), 
gl"m.Tn to1los ~os t!staclos 1lrl o!'odhulur un1u'111k11. 

(23) Prrnhll'to 1·s1·1Ll:1r 

Hay 1am• uotnr w1ul <1'1t' 1•l proclul'lo t'!'o1'hlar imr;L kn1 L' ... tadon coherentes (que se 
dt•ch11·1• dt•l t•orn·spoucli1•11lt• 111·wlul'lo t•s1•1ah1r parn los 1•st1ulos del oscilador annónico 
In)): 
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( zlJ z) = e"'º (88) 

no nos -lleva a funciones-S. Los estados. coherentes forman un conjunto .sobrecompleto. 
En particular, podemos expresar el operador unidad como 

1 • ' 
1 =; J d2 ze-:z J z )( z J • (89) 

donde la integración se realiza sobre todo el plano-z. 

Los vectores de estado \ 1/1 ) tienen una realización en términos de estados cohe­
rentes utilizando la forma para el opcrndor unidad, descrito arriba 

( z\ ,P) = t/i(z) (90) 

que conduce al producto escalar 

( 1'>1 \ 1"2) =; J <i2zc-"
0 

.Pi(z)t/J2(z). (91) 

A un espacio con esta medidn se le denomina e.spacio de Bargman, y a la propia medida 
e-:.:•, medida de Bargmnn. 

No sólo los estados sino también los operadores se pueden convertir a su realización 
en el espacio-z: 

La tercera definición pnra los estados cohcrcutcs se puede establecer 'mediante la 
condición 

b \ z) = z' \ z) (92) 

Esta pr~'piednd se sigue inmediatamente pnrn los estados coherentes de la segunda 
definición, y aunque para el oscilador armónico las tres definiciones resultan ser cqui· 
valcntes, esta equivalencia se rompe en casi todas las generalizaciones para los estados 
coherentes. A esta t'iltimn <lefiuidón ~e la lluurn. "definición correcta del estado cohcr· 
ente11

• 

·.1, 
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Cromcidinámica Cuántica 

(1) Cromodinámica Cuántica 

La Cromodiná.núca Cuántica fué clescubierta en los años setenta. a partir del Modelo de 
Quarlcs formulado por Gell·Mnuu y Zwcig en 1964, y la formulación dinámica de una 
Teoría de Campo pura la proilicdad ele los Quarks denominada Color basada en una. 
Teoría de Norma <¡uc toma eomo grupo de simetrías al grupo de Color SU(3). 

A raíz del éxito del Modelo Stuudard formulado por Weimberg, Salam y Glasbow, 
y el descubrimiento de lu. propfodud de libertad asintótica de las teorías de norma no 
abelia.nas, la CrmnodimUnicn Cuiíntku surgió come> el mejor candidato para explicar la 
interacción fund¡uneutal entre lus particulns <¡ne expcrisnentan la llamada Interacción 
Fuerte, tanlbién U1urnulus Hn.druucs : lus Mct1om.-s y los Bnrioncs. Ln hipótesis de Gell­
man consistía en suponer <¡uc los Huclroncs <.>stnban construidos a. pMtÍr de Partículas 
más funclruut~ntalt•s, lhunadtL'i Quarks, 1•11 uu esquema <le simdtia gobernada poc el 
grupo SU{3) y c.loudt• lus Hud1·om•s i;t• 1mdfou iut<·rprctnr como partículna compuestas 
de dos y tres Qmuk:i l')cgl'm Ílwrnu Mc,.¡mu-s o Buriom .. -s. De este modo los Bariones 
surgían ugru¡m.do,.; d" m:umm uuturn! t•u multiplctcs simétricust reduciendo con ello 
la diversidad de l""'tícuJn.o;, lJ Ju comlJiuueit)u de ,;6lo tres partícu1llS fundamentales de 
spin 1/2 llamada..<i Qm11·ks, siu 1•1111mrgo 1"Nlt~ modelo ndofocí& de vnrias dificultades : la 
partícula n- parecía violar el p1·inciplo de cxdusióu de Pauli 1 pues estaba formada por 
tres Quarks idéuticos cu t•l mismo t•.studo t•mintico. Este csc.·ollo fué salvado mediante 
la introducción de uub uncva propic'<lud t·oa tres grlulos de libertad a Ja que se le 
denominó Color (Gr<'t'nhcrg:, l!JG4; H1111 y Namhu, 1905), dando oomo resultado una 
nue\"O. simetrín nMociacla c.·ml el gi·u¡m du Color SU(3); las evidencias experimentales no 
mostraban por uiuwíu Indo las hi¡mlc~tictL"' partículas, etc. 

El t~xíto ele hLo.; Tt.·mfos dl..' Campo basndus en la hipótesis de Invarianda Local de 
Norma dio orig,·n n hl Cromodiuiímictt. Cmtutirn. Una teoría de Norma surge de deman­
dar la invarfoncit' J,.¡ Lng1·nngiuno nutc trnn:-;fonnadoues locales de nonna generadas 
por el gn1po <le siructrfos que J>OSf..>e Ja iutcrai·i·it>u en cucsticiu. En el caso de la Cro-
1nodinámica e:;tc grupu (.'sel grupo de Color Sll{3)color- La prind¡W dificultad era.el 
coufinasnicuto <h·I CoJor p1tt-s c.·u h\. m1tur1tlt.·2n uo upawc-eu ¡mrticulas coloreadas¡ en par­
ticular, esto. hiJ>1)te.i;i,.; <~l'a l'<¡uívult•utt> u !11 •L"e''cradón dd coufinamiento de los Quarks, 

:11 
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razón por la cual estos no han sido vistos libre.mente, hnstn que se descubrió que una. 
teoría de Norma basada en un grupo de simetría no-abcliano, posee la propiedad de li­
bertad asintótica y confinamiento infrarrojo; según Ja cual la constante de acoplamiento 
varía de forma creciente en razón logarítmica con la distancino con la energía de modo 
que ésto explicaba, cualitativamente la hipótesis de confinamiento. De esta manera, 
la Cromodinámica Cuántica se ha convertido en mejor candidato para describir las 
interacciones fuertes. La propiedad de libertad asintótica ha hecho posible el estudio 
de diversos procesos a altas energías en In región donde la constante de acoplamiento es 
pequeña mediante el uso de técnicas pert urbntivns explicando fenómenos de dispersión 
como los eventos de 'Jets '(chorros de Hadrones), etc. Sin embargo la estructura de 
los Hadrones es una consecuencia de fenómenos a baja energía, para los cuales se re­
quiere una descripción mediante técnicns no-perturbativas. En particular el estudio 
del estado base de la teoría (vacío) es necesario para la explicación de la constitución 
hadrónica. Las aproximaciones ni Hamilto11iru10 efectivo de la Teoría basadas en la 
propiedad misma de invnriancia ele norma parecen ser un buen camino pRra el estudio 
de la Cromodinámica Cuántica mediante lns Técnicas comunes de la teoría de grupos. 
Es precisamente en esta dirección en la c¡ue guiaremos nuestro estudio, desarrollando 
primeramente las técnicas n1atemática.s necesarias y su aplicación a modelos de juguete 
para explorar las posibilidades y propiedades de las mismas. 

(2) Antecedentes 

A finales de la década de los cincuentas, y gracias a la creación de aceleradrires de 
partículas a altas energíns se lu1bíau cncontraclo una grrui cantidad de parti~ulas 'ele· 
mentale"" con diversas propicclndes físicas como carga eléctrica, mnsn 1 spin, paridad, 
etc •.•• DespU.és del descubrimiento del electrón y de las partículas que constituyen el 
núcleo atómico (Protones y neutrones) la geutc retomó el pensamiento atomista de los 
griegos y pensaba que todos los cuerpos existentes en la naturaleza estaban formados a 
partir de algunas cuantas pnrtículas elementales, reduciendo con ésto la:. gran diversidad 
de elementos y sustancias a la combinación ordenada de estas partículas elementale.,. 
Poco después, en la década ele los cuarentas, fué descubierto el Muón en estudios re­
alizados en la radiación prO\·eniente del espacio conocida como rayo" có.smico.9. La 
existencia de una nueva pnl'tícula había sido prcdklrn en cierto modo por l.Yukawa en 
1932 al formular una teoría para lns interacciones nucleares de corto alcance. Yukawa 
cambió conceptulmcnte la teoría del campo, al suponer que la interacción debía estar 
mediada por una partícula masiva, cuya masa era el origen del corto alcance, y debía 
ser del orden de 150 ":v. (i.e. una partículn de peso medio entre el electrón y los 
nucleones) que era intercambiada entre los protones y neutrones del nl1clco atómico, 
y a la que denominó cuanto-U, y que a.hol'a se Bruna Me.tón. Sin embargo, el ?\.fuón 
descubierto no era exactamente la partícula predicha por Yukawa. También fué des­
cubierto el Po.5itrón predicho por Dirac; y asi sucesivamente se fueron descubriendo 
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cada vez más partículas eleinentalcs con la creación de aceleradores de partículas que 
intentaban escudriñar las entrañas <lel núcleo atómico y de los nucleones. Para 1960 la 
listo. de partículas elementales llegaba n incluir más de cien partículas. 

{3) Concepto de Simetría ele Isospín 

En 1932 W. Heiscnberg propu.'io unu. teoría en donde consideraba que los protones 
y neutrones del núcleo ntó1nico no eran sino manifestaciones distintas de una misma 
partícula distinguibles únicamente por la ca1·ga eléctrica. Debido a que el protón y el 
neutrón tienen casi la misrna mnsn y a que lns energías de amarre que los mantiene 
ligados en el núcleo son ca.si iguales, Hciscubcrg hizo In. suposición de que los nucleo­
nes poseían una simell'ÍU intl!l'Ull que Pstaha Hgcru1ne11te rota, y gracias a la cual el 
neutrón y el protón npurt'l·Ían comu llus partículas diferentes, cunndo en realidad eran 
la manifestación física de los dus posibles estados cuánticos de dicha simetría. De forma 
análoga. a como se pl'cSt!Utnu los l'stados cufü1tkos de uua ¡mrtícula con spin s = !, 
Heisenberg supuso que existía 1111rL prupit~<la<I ClJUÍvalcntc n la que se le denomina laoapín 
que distinguía los estndus de Protón y de Ncutrúu. En esta interpretación un nucleón 
con proyección <le lsospíu = +~ corcsponclc u carga elcr.tricu +l (Protón) y un nucleón 
con proyección -~ corn•spomlc a cnrgn cl,!cti·ica cero {Neutrón). De aquí se deduce 
facilmente la rclacióu c11t1·1· la cnrgu eléctrica y lu proyc<"ciÓn del Isospín : 

{l) 

Dentro de esta simetría dl! lsospín se pudieron clasiffrar cUforcntcs pnrtículas como los 
Piones n+, 11"- y rr0 pcrtenedm1tcs a hL rcpn•st•utución (le triplcte (J = 1) etc. La 
simetría involucrada cuncs¡m1uli• n In simetría de rotaciones en el esp.acio interno de 
lsospín basada en el grupo SU(2). Este fue el ¡Jrimcr paso hacia una sistematización que 
permitía incorporar el m'unc1·0 tau gruudL· de pni'tículas en un esquema que las tomaba 
en cuenta como 1111111ifostudo11t•s distiutas llt~ mm simetría interna de las parUculaa 
fundamentalt:.•. 

Para ver hre\·1•uu•utt! comu surgt! la id(•u de esta simetría de Isospí111 baste con 
decir que unn rotul'i<:111, ('JllL' tll•Uotmuus 1·01110 I+ ) :-;obre un estado de neutrón debe 
transfornmrlo en pl'otou, y vit•t•\·erNn¡ si aplknmus la rotación invertida (1-) sobre el 
protón, d1•be tram1fon1111rsc- cu m•11tn'111. i.1.•. 

I+ l 11) = l 11 ). {2a) 
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¡_ 1 P) = 1 n ). (2b) 

También debe existir un operador de 'peso" cuyos estados propios sean los estados 
físicos de carga (protón y neutrón). A tnl operador le llamarnos Io 

Io J p) = + J P) 

Io 1 n ) = - 1 n ). (2c) 

Si UBJUllOS una representación matricial, y el protón y el neutrón están dados por los 
vectores columna 

(3) 

oe encuentra que los operadores I±, Io satisfacen el Rlgebra SU(2) semejante al álgebra 
involucrada con el spin. La representación matricial de es tos operadores está. dada en 
términos de las matrices 

I+=(g ¿) 
¡_ = (~ ~) 
Io = (01 o ) -1 

que son las matrices de Pauli en la representación esférica. 

(4) Introducción del concepto de extrañeza 

(4) 

Con el descubrimiento de las DUC:'\'U.S partículas elementales se empezaron a buscar 
regularidades que pudieran observarse cu las propiedades físicas de éstas. De es~c 
modo se les asignaron distintos números cuánticos como el número bariónico, el número 
leptónico, etc., que bajo cierto tipo de iutcracciones tie conservaban. Por ejemplo el 
hecho de que no haya sido obser\'ado el <lecnimiento del protón en un positrón mediante 
la reacción : 
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(5) 

significa que viola una regla de conscrvacióu y por lo tanto dicha reacción esta excluída. 
La cantidad conservada en este caso es el número Dariónico. Mientras que al protón se le 
asigna un número bariónico B = 1, el electrón y el fotón tienen B ==O. La conservación 
del número bariónico viola por lo tanto la reacción mencionada más arriba. 

En 1954 se desculnieron las partículas extrañas cuando se observó que la reacción 

(6) 

presentaba una scccic)n eficnz tau gnuule que se tcuia que s~ner que el decaimiento 
era de origen fuerte. Sin embargo cumulo h!.!i partículas /\.y K decaen, sus vidas medias 
son muy grandes (-10-lOs) de mmlo <1ue estos decaimientos se deben a interacciones 
débile~, aún cuando hlS partículas <tlh! iutcrvi<·1u·n en el proceso son hadrone~ : 

(7) 

Los hadrones tenían que decaer en otros luu.lroues vín. interacción fuerte a menos que 
estuviera involucrada In. violncidn de una cantidad conservada . De esta manera se 
introdujo un nuevo m'unero cuántico S llaumdo Extrañeza. Asignando un valor de 
extrañeza S == O pur¡L el pión y el protón, y m1 valor S == -1 a la partícula lambda y 
al kaón, e inventando la l'l'glrL :la.• intcrucciouc" fuerte" coruervan S, la.5 interuccione.!I 
débile" la cambian podemos l'Xplicnr por <1ué ocurre In primera reacción por interacción 
fuerte (3e con.H.:rva S) mit•utras cptL• ltt.s n·1u·ciotll'S subsecuentes ocurren vía interacción 
débil (cambian S). 

Un patrón similar ocurre a c1ll'rgÍ•lS nuis nltas. En 1975 se observó por primera 
vez que los ncntriuos l'll mm l'IÍ.UUffU tll· lmt·IJltja .. -; rcnccionah:u1 pn.rn dar 

(8) 

Esta no puede ser 111m .otifnplc internC"cilm débil c1uc involucre lcptoncs, ya que se ob­
serva qut• to<lrn; ellos uhc<lcn•u In n·gln US == UQ, <lunclc 85 y 8Q son los cambios 
en extrañeza y C'argn. de los luulro1ll's¡ lb rcnc<'i<Íll de arriba da. 6.S == -6Q. Se con­
cluyó entonces quu lo que cstalm iuvuhwraclo t•ra utu1. sf'rie de reacciones: 

"1• + p - ,,- + !:;.+-+ 

Et+-+ A°t +71'+ 

A°t - .\ + ,.+ + rr+ + 71'-
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El decaimiento de Et+ en Ates una decaimiento fuerte, pero el decaimiento de A*J' en 
A y pión es débil, y necesita In introducción de un nuevo número cuántico denominado 
'Encanto' C; At tiene C = 1,S =O, y A tiene C = O,S = -1, de modo que el 
decaimiento tiene AC = AS = -1. Et+ tnmbién tiene C = 1, y las interacciones 
fuertes conservan e. 

La extensión exitosa del concepto de Isospín de Hciscnbcrg a los mesones e hi­
peroncs, condujo a la búsqueda de una simehia mayor subyacente que incorporara el 
número tan grande de partículas elementales con interacción fuerte identificadas hnsta 
principios de los años sesenta. El panorama dentro de las partículas elementales a 
principios de esta década era el siguiente : ocho bariones estables ante decaimientos 
fuertes, con spin ~y pnlidnd positiva p, n 1 E+,Eo, ~- ,A0

1 :=fl:S-, los mesones estables 
71'±, 71'0, tt±, Ko, tt0, con spin cero y paridad negativa .. 

Siguiendo In idea. ele Fcrmi y Yang (1949) de que los piones eran estados ligados de 
un nucleón y un antinucleón 1 Snka.tn propuso un modelo que extendía esta idea a los 
kaonc.5 incorporando una partícula extr1uin como el Aº. Sakata proponía por lo tanto 
como partículas básicas al tripletc formado por el protón, el neutrón y lo. partícula 
Aº con spin ~ , a partir de lns cuales se podían construir las demás. Si se postula 
que, idealmente, lns partículas del triplcte básico tienen la misma masa, entonces se 
encuentra que las interacciones entre cllns son invariantes wite transformaciones lineales 
de ellas entre sí. De lo anterior se deduce que lns transformaciones corresponden a una 
simetría que corresponden In simetría SU(3) en el caso cuántico. 

(9) 

donde A es una matriz que tiene que se1· unitadn pura preservar la hermiticidnd del 
triplete 

(10) 

El conjunto de matrices 3 x 3 que satisfacen esta condición forman el grupo llamado 
SU(3). 
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(5) El Modelo Niüvc de Qmu·ks 

Three quarb /or Mu.der Mark. 

James Joyce 

En 1964 M.Gell-Mnun, Y.Ne'cmnn, e inclcpcndicntcmente G. Zweig introdujeron 
el concepto de Quark con el fin de rnimnúr y sistematizar ln. gran cantidad de partículas 
elementales con interacción fuerte. Con ln iuh'oducción de los nuevos números cuánticos 
se dieron cuenta. de que detrás de lus i·cgulnridadcs observadas en las propiedades 
físicas de tales pni·tículns se hn.lln.bn una simctín subyacente que las acomodaba por 
supermultipletcs. La. simetríu cncontru.dn resultó ser la simetría del grupo SU(3). Gell­
Mann utilizó la misma idea de Snkuta ¡mrn postular que existía un triplete básico 
de pnrtículu.s de spin ! con cnrgn.<J cléctricn .. o.; fraccionarias n partir de las cuales se 
construyen todos los hmlroncs couocidos (mesones <le spin entero, y bariones de spin 
semientero). Estas pal'LÍculn.s hipotl·ticns, n bis que llamó Quarb, debían corresponder 
a. la rcpresrutaciúu f1unlamc11t1ll <ld gntpo SU(3) etiquetada. por las propiedades de 
isospín e hipcrcul'gn {o cxtruiicza.). A t·rnln 111u1 de los quurks fmulnmentn.les les puso 
una etiqueta pnrn clifl·n·nciarlus. Asi el tl'iplctt~ lJiísko consiste ele los quarks u, d, s que 
significan up, down y .drany1:. 

-5 

-5 

V
ü ª.1, .. 

5 . -1 

Figuro (3.J) R1:prr..•1:11tacilín F1tn1lanu:ntal de SU(3) 

En este csqut•nm los huduucs l'stiln constituidos por tres quarks, mientras que los 
mesones cstnu coustituitlos por un quurk y un a11ti<1unrk (de ln representación funda­
mental co11j11gnda). En el t·ontexto cll• la tr11dn. de ¡?;ru¡ms, ésto significa que al construir 
un e:;tndo 1mríouicu r1 purtil' tlt> tl'l'S purtícula.-.; en la rcpresentaciém fundamental, las 
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representacion~ posibles, que corresponden a los diferentes multipletes de bariones, 
constan de un smglete, dos oc tetes, y un decuplcte : 

3 X 3 X 3 = l E!l 8 E!l 8 E!l 10. (11) 

y para los mesones, un singulete y un octete : 

3 X 3 = l E!)8. (12) 

s s 

'l' a• 

l 
ir 

-1 r- r· r• -2 a·- a"' 
h' 

r·- r" e 
O n ~ ¡;- ,,. 11• 11 .. 

1, ----'--1 
-1 -•1: o .. 112 .1 -3/,i! -1 -V2 O •V~ " 

.. ,¡z•J,, 

Figum (:J.!!) Supermultiplete& de SU(3) 

La teoría de Gell-Mann pudo dcsc1·ibh· correctamente los supermultipletes d~ partí­
culas observados y tambien pu<lo predecir con éxito la existencia de la partícula n- en 
el decuplete de bariones. 

(6) Necesidad del Color 

En este modelo naive de quarks existe, sin embargo, una dificultad al construir 
Jos eataü.os más bajos de Barioues, que tiene que ver con el principio de exclusión de 
Pauli : dado que los quarks son partículas íenniónicas, deben obedecer 1 como se sabe, 
el principio de exclusión¡ no obstante las propiedades de la partícula 4++ (que tiene 
apio 3/2 en su estado más bajo) se tiene <JUe su composición en términos de quarks 
está dada por 



Cromodinó.mica Cul\uticn 39 

(13) 

donde las flechas representan los espines u.lineados, lo cual viola evidentemente el prin­
cipio de Pauli. No hay ninguna i·uzó11. phra suponer que justamente en las partículas 
hadrónicas se violara este principio. Para salvar al modelo de esta paradoja, se introdujo 
una nueva variable oculta con tres grados de libertad, por esta razón llamada Color. 
A cada. w10 de los tres grados de libcrtncl se le asignó un 'color" primario : rojo, azul 
y amarillo (Gell-Mrum, 1972). 

Como no observrunos pnrtículns con 'color" directamente, se debe suponer que los 
fenómenos hndró11icos deben ser invurinntcs nnte trru1sformaciones de color. La simetría 
que se escoje en este cnso C01'1'cspondc nueva.mente a la simetría SU(3) y debe ser una 
simetría exnctn. Un cstndo ele nu solo qnnI'k, por ejemplo, se asigna a la representación 
funda.mental 3 de SU(3 ). Los cstudos Jmriúuicus deben ser singuletes de color en SU(3). 
De ésto se deduce que las t"uiicns formas dt• obtener singulctes sea por dcscomposicion 
del producto <le tres triplctl'S 

3 x 3 x 3 = i 1¡, s m s w 10. (14) 

y por el producto clt• un triplt!tc y su t•oujuµ;adu (cp.1c representan las antipartículas) 

(15) 

Se puede wr qm• l·slhs sou hLS fo1·11ul!i 1111ls simpll•s donde npar<"ren singuletcs, lo cual 
está completanwult! ele acum·du con d 1muldo naivc de qunrks de Gcll-Mann. Esta es, 
por otra pu.rle, mm fonnh nltcnmtivn. de decir que el color está confinado. 

Existen dos pron.•sos bi<>u rnnocidos qm.! prcsPntuu c\•idenciru; iudirectos para los 
grados de lihcrtnc1 dt• culor. el d1•l'uimit•11tu 7T'O --+ 2,.., y In aniquilación electrón-positrón 
e+c- . En esos proct.'sos, d t·ulor Hparccc t•omu un factor cxtru. en lu.s raz:oneJ de 
decaimiento. 

i) decaimiento 71'U - 2-y. 

Este dcc¡Jmii•uto s1· 111wclt• th•1·ivar de lu ro11tribudtí11 dr los diagramn.s de Feynmann 
de más bajo orch·11 mustr;ulos t•n la siguit·utc tignra 
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Figura. (9.9) Diagrama de Feynmann relct1ante para el proce30 de decaimiento 7ro --+ 

La razón de decaimiento obtenida con este cálculo resulta ser 

(16) 

<lande Ne es el número de grados de libertad de color, Q,h y Qd las cargas ele los quarks 
u y den unidades de la cnrga del protón (e), m,..o la masa del pión neutro, o= e2/4rr 
y F,..(= 91Meu} la constante ele decaimiento del pión, para decaimientos 1T-+ µv. 

En la ecuación (16} el factor.Ni aparece ya que cada grndo de libertad de color 
que iriterviene en la línea de qunrks de la figura anterior contribuye a la amplitud de 
decaimiento para 7t'O -t 2-y. Substituyendo Nr: = 3 y el valor de las cargas para los 
quarks, se obtiene 

I'(,,-º - 2-y) = 7.6cV, 

que está de acuerdo con el valor experimental observado 

I'(e:cperimento) = 7.48 ± o.33eV. 

(17) 

(18) 

mientras que el valor teórico cnlculado pnrn Ne = 1 (sin grados de libertad de color} 
I'(7rº-+ 2-y) = o.84eV está lejos del valor experimental. 

ii) Aniquilación e+e-

Cuando se considera la auiqnilnciún de 11ltn energía de clcctroues y positrones en 
hadrones 

e+e- --t lmdroncs. (19) 
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dentro del modelo de qunrks en In región asintótica descrita en términos de partonea 1 

se puede suponer n los qunrks como si estuvieran esccncialmente 'libresº a. escalas de 
distancia muy pequeñas. Ento.nccs el proceso (19) se produce mediante la producción 
de pares quark-nntiquark inducida poi· un fotón virtual, seguido de la formación de 
hadrones a partir de los qnnrks producidos en forma de jet.t . 

.-~ > ~"'''º"' 
~~ .. 

Figura (S.4} Dfoyrama de pmducciún de hadroneJ por coliJión e+e-

A altas ene1·gi<L~, Ja i11tcl'l\l"Ciún L•utrc <¡mu·ks puede despreciarse, y la sección total 
de ru1iquilnción u(e+t;- - huclroucs cst1l tl:ula por 

(20) 

donde.ses la (_mcrgía tot:1l al t•mulriulu clel cc•ntru de llHL'm del sistema e+e- y N ¡ el 
número de suhun•s d(• <¡Uhrks qm· pumlm1 contrilmir al proceso, y está restringido por 
la condición 2r11s

1 
< v;., y Ne t•s 1•11 ut'm1t·1·0.cle rc>l<>rcs. E11 lu rencrión (20)1 todos los 

efectos <le mwm ele los qt11.1rks ¡nwch•u sel' clt·s1n·t·dmlus comparados con .JS1 y tenemos 
nuevamC'UtC" el Ílll"t.01· 1•xplkito N,. Ctllc vit•111• dd hecho de que cacln grnclo de libertad 
de color en la línea cfo c1mu·ks de la tigum a11lt·1·iur. 

En vez 1le usnr dirnctamcute la rducit)B (20} se ncostumbrn. definir la razón de 
dccahniento : 

R _ O'(l+c- - h:u.lrmH's) 
- 4-:rn2/3.> 

N¡ 

= N"f:.CJY. (21) 
j;::;( 

y compararla eou lus datos clel cxpeduu·uto. Para ln n•gión de energías ,/S < 3GeV, 
sólo los <¡uu.rks u d y ... 1'1i11trilmyt•11, ya 11m· el umbral ck• producción de qunrks 'e" se 
cncl1entra por urri1J1L 1lt~ t•stt• iutrrvnlu clt• 1•1n·rp;Íi1s1 y pur lo tanto, para Ne= 3 tenemos 
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R::2, (qunrk• u,d,s) 

y para la región 4 < ..¡; < 9GeV donde sí contribuye el ·quark e 

R-!!!_ 
- 3' (qunrks u,d,s,c) 

Los datos experimentales están de acuerdo con la hipótesis de color (Ne = 3). 

A partir de esta hipótesis del color, surgió la Cromodinámica Cuántica, donde se 
conjugaron por una parte la simetría interna de color, y las modernas teorías del campo 
cuánticas. Es decir, las teorías de norma. En las siguientes secciones analizaremos el 
origen de esta clnse de teorías y la formulnción de la teoría dinámica para los grados 
de libertad de color. 

(7) Interacciones Fundamentales 

En la naturaleza aparecen cuatro tipos de fuerzas bien identificadas entre las 
partículas llamadas elementalea. A saLer, tules fuerzas son: la fuerzo. electromagnética, 
las fuerzas nucleares débil y fuerte, y la interacción gravitacional. De las cuatro, la 
que mejor ha sido entendida es la interacción electromagnética. Al nivel microscópico 
(es decir cuántico), la teoría c¡ue describe los procesos electromagnéticos microscópicos 
entre las partículas elementales es la elcctl'odinámica cuántica. Su origen procede de 
lo que llamamos invariancia ante trnnsfonnaciones locales de norma. generadas por la 
carga eléctrica. 

Las interacciones entre lns partículas elementales se entienden mediante la inter­
acción de un campo cuantizado {hosones mediadores) que 'comunican " la interacción 
entre dichas partícula::;. Esta idea fué propuesta primeramente por l. Yukawa en 1934 
al tratar de describir la internccióu nuclear de corto alcance. La idea de Yukawa era 
muy simple: si la interacción es de corto alcance, el principio de incertidumbre de 
Heisenberg ll.rl'i.e. > Ti permite la creación de una partícula masiva A(mc2) - 6e du­
rante un periodo de tiempo 6.r. Durnnte este int !rvalo de tiempo, la partícula puede 
'viajar" una cierta distancia característica ele la interacción nuclear. El intercambio 
de esta partícula mediadora entre dos partículas es responsable de la interacción ele 
corto alcance. Con ésto, Yukawa predijo In existencia del me.!IÓn. La electrodinámica 
cuántica se puede entcmder del mis1no modo, si nos clamas cuenta de que debido a que 
esta interacción es de largo alcance, la partícula mediadora 110 tiene masa. Por supuesto 
que ésto esta de completo u.cuerdo con la cuantjzación del campo electromagnético en 
donde aparece el fotón como partícula ml'<liadora de la interacción electromagnética. 
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(8) Invarinncia de N01·mn. El Elcctromngnctismo. 

El concepto de invariancia de norma Sttl'ge en la electrodinámica cuántica como 
propiedad {undruncntal de las funciones de onda: la propiedad de ser cambiadas por una 
transformación de f¡we inducidas por una tranformación de norma en los potenciales 
electromagnéticos. 

Empezamos revisunclo brcvc1ncntc el concepto de invariancia de norma en la elec­
trodinámica clásica. 

La interncción clccti·onrngnética está descrita por las ecuaciones de Maxwell 

(t1) 'llx E+.!_DH =0 
e Dt 

(e) '\1 x H - .!_DE = .!.Q,.j 
e Dt e 

(b) V'·H=O 

(d) '>' ·E= Qce (22) 

en uniduclcs nu.turnlL•s, E:;.tas '-'Cnadmws clt·scrihcn In dimimica del campo electro­
magm!ticu y In fncntl• clcl mismo por mrclio clt• uun l'01Tic11tc de partículns cargadas (j) 
. En notación n•lutivistn, las l't'Ulll'Í<mt•:-i clt• r.Iaxwcll iuhomogéncas se escriben como 

(23) 

donde 

(24) 

es el ten .. or del cnmpu electromagnético de Mnxwcll definido en términos del cuadri­
cnmpo electromng1H~tic'u Al•, y de In cnllllri·corricntc jv definidos por 

Al' =(ó,A). 

relacionados l.'OU los l'tuupus dt~t·trko y magm~tÍ<'o mccliw1te las ecuaciones 

E= -'\1.;,-.!_DA. 
r Dt 

{24a) 

(246) 

(25a) 
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H='ilxA. (25b) 

Las ecuaciones de Mn.'Cwell describen un campo de largo nlcnncc. Clásicamente, estas 
ecuaciones permanecen invariantes unte trnnsformn.ciones de norma de los potenciales, 
qu~ resultan de la libertad que se tiene para elegir convenientemente el nivel de refe­
rencia de la energía. Tales transformnciones de norma, tienen la forma 

Aµ __, A,, + a,.x(xJ. (26) 

donde x(x) es un 'campo" escalar arbitrario, pero difcrcnciable. En otras palabras, 
podemos elegir una forma conveniente de este campo x para resolver distintos proble­
mas. Despúes de todo1 las cantidades físicas mcdibles no son las energías absolutas sino 
sus diferencias. 

La inclusión de uun intcrnccióu clectrumugnética con partículas cargadas se hace 
mediante la prescripción del ucoplnmicnto mínimo, que consiste en remplazar el cuadri· 
momento pi' por 

pi' -. ¡Y' - =A''. 
e 

Con este remplazo, el Hamiltoniano clñ.sico adquiere Ja forma 

(27) 

(28) 

Este Hnmiltoninno reproduce la ínc1·za <le Lorentz, que experimentan las partículas 
cargadas en un campo electromagnético. Si compnrnmos este Hamiltonia.no con el 
Hamiltoniano de una partícula HLre 

H = ,jp2 + m2c2, (29) 

se ve inmediatwnentc que In .sustitución <lel momento, según el principio de aco· 
plamiento minimu.l, reproduce aquel <le una partícula en interacción con el campo 
electromagnético, el cual po!->cc la propie<lw:l de trau.sformación de norma (26). Tal 
p':•:>piedad. del campo electromnguétko no pnl'cce ser muy profunda.1 simplemente re­
presenta la libertad que se tiene para elegir un sistema de rcferenda para los potenciales. 
La invariancia de norma, cu cambio, juega un papel esencial en la descripción cuántica 
del electromagnetismo. 
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(9) La invnriancia de norma como principio climímico 

En el cnso cuántico uno puede utilizar trunLién el principio de acoplamiento mínimo 
en el Lagrangiano (o en el Hruniltoniano) de una partícula libre para introducir la 
interacción electromagnética. La versión cmíntica del acoplamiento minimal se obtiene 
al CUantizar las variables JimÚ.nicns X¡t -t :i¡t y JJ¡t -+¡ji' -+ -iéJµ y adquiere la forma 

a,,__. 'X},;:. D11 - i~.4.w 

en donde a 'l)1 se le lhunn <lerivadn l"ovnrituitc. 

(30) 

Por ejemplo, la ct'tllLci,)n 1lc Schrii1liugcr 'ltll! :-;1! obtiene para. un electrón en pre­
sencia de un cruupu clcdromnsul~th.·o 1·s 

(31) 

La ecuaciclu (31) sin emlmrgo 110 t•s iu\'ad1mtc unte transformaciones de norma del 
campo elcctromugnético de ht forma (2G). Pum resolver este problema, se tiene que 
introducir al mismo tiempo que se rcnlitm tal tmusformnción de nonnn, una trom­
/ormación de Ja~c 'lt11"al11 (i.c. dependiente i.lc> la posición en el espacio-tiempo) en la 
función de oudn ,,¡, 1uu·a rompt•n:-ihr los l<~nninos t!Xtrn que aparecen en In. transfor· 
mnción, dl! la siguir11tr llHUll'l'a 

l'•(x) -· ,.-i• .\(x)~·(x). (32) 

·que corrcspouden u trnnsfur1U1ll'Íum·s Í111·11lcs tli! si1m~trin <lcl grupo U(l). Como se sabe, 
éste es un principio fmulunw11tal dt• la nu•(·1í11ir.u. cmíutica: las funciones de onda son 
inval'inntcs ante trm1sfonn11riinu•s dt! f:1."i1·. 

Ahora bien, st> ],. JHH•cll' clnr 111 \"111•lta ni argumento y decir qnc el hecho de que la 
teoría sen i11vnrim1tl0 uuk trnui;f01·m11l'i01Jt"s de f11.'ic ele In forma (32), implica que cuando 
tules trn.nsform11cit11ll's S<>JI hn·uh·s, clcbt• ';1pan·l·cr" un c:uupo que compense los clUJlbios 
introducidos poi· lu lm·ulidad de la tr1msfo1·1mtciú11, con In cu.racterística de que tal 
campo dehe pus1·1·1· h~ 1n·opit•1hld de im·al'iauda de norma ( 2G). En este sentido podemos 
decir que la i11\'arim1t•ia ele mm troría tlt• '-'alllpo de materia ante trnnsíonnaciones de 
fase locales, o de nurmu. C"OlllO su1•h• 1h•drst•, es un principio dinámico que describe el 
campo de intcrtH·cii'.111 t·ou "1 nml i11tt-1·m·tt'rnn h1.-; 1rnrtículns, con el fin de que existo. tal 
simetría. Tal cumpo, c.•s t•l t·mn¡m dcctt·omagm:tfro l'll el caso del campo de electrones, 
descrito por la Lagrnugh1.ua im·w·iautt· tll• norma 



46 3. Cromadinámica Cuántica 

(33) 

A la posibilidad de introducir la dinámica requiriendo que cierta simetría. se mantenga 
aún localmente se le llama comúnmente Principio de Norma. 

En las teorías del campo uno comienza con una Lagrangiana, a partir de la cual se 
deducen las ecuaciones de movimiento por medio del principio de mínima acción. Por 
ejemplo, la Lagrangiana para una partícula en un campo electromagnético es 

r. = -:iFµv F1w + TP(i-¡µ(81, - ieAµ) - m)l/J •• 

donde f, =e= 1, 1ji = l¡bf¡o, y "YP son las matrices 4 x 4 de Dirac. 

Las ecuaciones ele Eulcr-Lngrangc 

61:. 6C. 
a,, 6(8

1
,AV) - 6Av =O. 

6C 6C 
8,, 6(8µ•.PJ - 6.i =o. 

(34) 

(35) 

(36) 

son las ecuaciones de movimiento pru·a el campo electromagnético Al' 1 y para. el campo 
de electrones W 

OAI' -81'(8vAv) =ji'. (37) 

y 

(38) 

en donde 7µ. son las matrices ele Dirac, y el operador Lnplaciano está. definido por 
O =: 8µ.011. La corriente clcctromngnéticu. es ji' = ifryl'.,P. 

Por otra parte, el teorema de NOthcr estnblcce que cunndo una teoría, descrita por 
una Lagrangiana, posen una invariancia, debe existir una cantidad. conservada·asociada 
con dicha simetría. En el caso de la Lngruuginna invariante ante transformaciones 
locales de norma U(l) del campo de electrones, la cantidad física que se conserva es la 
corriente electromagnética 

ji'= iP-r'',P. (39) 
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(10) Teorías de Yang-Mills 

En 1954 Yang y Milis generalizaron el concepto de invariancin ante transforma­
ciones locales de norma, utilizando el concepto <le invnrinncia de Í.!D$p{n en la fuerza. 
nuclear, introducida en l!J32 por Hcisenbcrg. La idea original consistió en remplazar 
las transformaciones locnlcs de fnse U(l} que dán lugar al elcctromngnetismo, y a la 
conservación de In cru·ga eléctrica, como se elijo en la sección anterior, por transforma~ 
ciones del grupo de simetría del isospín SU(2). Esto es, que In. teoría. fuera invariante 
ante transfonnnciones de fn.sC del tipo 

,P(x) _, ,P1 = ex1'(-igi70 (x)rª) ,P(x). (40) 

donde las matrices ck· Pnuli ( T11 a= l, 2, 3) corresponden n. ln representación mntricinl 
de los generadores del grupo SU(2) y y juega d papel ele constante de acoplamiento. 

Esta sustilución dl•mnndll i11111ccliatamc11te la i11troducción <le tres campos de nor· 
ma Wl' que <ll•ben intrmluci1·sl~ l'll la teoría \'Ía acopltunicnto minimal. En este caso 
particular ln gcnendiznción dl! la <lcl'ivacla covariantc (30) que hace que la Lagrnngiana 
C. sca. locnlmcntc iuval'iaute autt! transfurmudoucs de SU(2) cslá dada por 

Ti' E DI'+ iyr · Wl'(x)/2. (41) 

Esta derivada covariante es 1•11 n·ali<lutl mm matriz c¡uc actúa sobre lns componentes 
de un campo 4'. La }Jropit·clhcl t¡tll! se h· l'l!t1uicrc u esta dC'rivadn covnriante, es que 
t:P(/J debe transformarse lJnjo tt·m1sfunu:1t"io11t!s locales de SU(2) exactamente a como 
se transforma DIJl,J IJnjo trnniifornmdoncs glvbllle.1 • Estl! n·qucrimicnto determina la 
h~y de trnusfunm1dóu tle los nm1pu:-; dl' 1wn11a tVª''· 

if>(x) - if>'(x) = U{x)\l(x), (42) 

con 
U(x) = .e.cp(-ix(x) · r/2), (43) 

una transfonnaciú11 unitaria de SU(2) (Ulrf = utu = 1). Si se introduce la. notación 
compacta 

W'(x) = r. \Vl'(x ). 

la transfornmdúu de norma ele• los t'lllU)Jos Q t•s 

W''(x) = -iU(x) ID''Ui(x)] + U(x)W'(x)Uf(x). 

(44) 

(45) 
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No obstante, la teoría de Yang y Milis exige que los campos de norma no tengan 
masa, ya que un término de masa en In Lngranginna rompe automáticamnete la in~ 
varinncia .de norma, lo que está en contradicción con el hecho de que lns interacciones 
nucleares que ellos trataban de describir son de corto alcance, y por lo tanto que los 
cuantos mediadores (campos de normn.) debian tener masa. Más tarde se ingeniaron 
proctdimicntos que permitían definir una teoría invariante ele norma sin masa, que en 
ciertas circunstancias (rompimiento espontríneo ele la simetría), los bosones mediadores 
adquirieran masa. 

La diferencia principal entre In teoría de Yang-Mil.Is y el electromagnetismo, con~ 
siste en que mientras que en el primer caso la simctrin. involucrada U(l) es una simetría 
Abeliana y los ·campos de norma (fotones) no llevan carga eléctrica, los cuantos de 
norma de la simetría 110-nbelinnn. SU(2) sí lleVlUl carga (de isospín) y por lo tanto 
generan autointeracciones que hacen que la tP.oría sea no-lineal. El efecto físico de la 
no-abclianidad de la simetrla l·nusn unn renormalización de la carga de isospín en este 
caso. (Esto lo veremos con más detalle en la sección sobre libertad asintótica). 

(11) Una teoría de Yang-Milis para las interacciones fuertes 

Cromodinámica Cuántica 

Si se quiere formular una teoría dinámica husada en la simetría de color SUcolo,.(3) 
de los quarks, se puede apelar al principio de nomm. discutido en la sección anterior. 
Ea decir, formular una teoría de Yang-MiJls pru:a las interaciones fuertes entre quarks. 

La idea original de Yang y :Milis ni desnnollar una teoría no-abeliana de norma 
fué aplicarla a las interacciones fuertes t.~ntrc los hadrones, El principal problema teórico 
para la aceptación de su teoría era el problema de la masn. de los mediadores. Como 
hemos dicho, un término de masa en el Lagrangiano rompe la invariancia de norma, 
pero como sabemos ahora, la simetria 1oculta1 de norma puede resolver este dilema en 
el modelo de Web11berg 1 Salam y· Gln.shhow. Pero también es cierto que esas ideas no 
se pueden aplicar directamente n los lmdrones por la siguiente rnzón. En general, los 
campos de norma se deben acoplar a todas las componentes de la corriente asociada 
con el grupo global de simetría. Si esta simetría es del tipo convencional de simetrías 
'manifiestas' los campos de norma no deben tener ma,,a. 

Actunlmente se acepta que los badroncs son objetos compuestos, hechos de quarks 
y antiquarks. Exactamente como la simple interacción electromagnética de norma des­
cribe correctamente las fuerzas entre los constituyentes de los átomos, mientras que la 
fuerza interatómica es complicada y, en principio, es derivable de la fuerza entre los con­
stituyentes, uno puede esperar que In inter11rC"ión entre quarks sea simple, y que la ínter-
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acción inter-hadrónica sea uun mnuifcstución sccun<laria de ella.. J..a generalización de la 
interacción electromngnéticn. se hace entonces ul nivel de los constituyentes hadrónicos, 
i.e." al nivel de los quru·ks, descrita por un campo de norma. 

La Cromodinámicn Cuántica (CDC) es una teoría <le norma local para la simetría 
exacta del color de los quaL·ks. Los quarks pertenecen a la representación fundamental 
de dimensión tres del grupo SUcolor(3), y podemos escribir los campos de quarks como 

i/J¡=(::~)· 
q¡G 

(46) 

con i corrien<lo sobre el indice <le subor (u,d,s,c, ... ), y R,B,G los indices de color 
(Red, Blue, Green). 

Una transformacicíu (le um·um glulml buju SUcolor{3) está da<la por 

iJ1¡ -+ ,¡1/ = <·.J'p{-iü · A)T/J¡. (47) 

donde los ~ángulos" {) 0 ¡mranlC'tri:mu la trausfornmdón general del grupo SU(3), y las 
ocho matrices..\º (3 x 3) :mu las uwtrkrs de Gdl-Mann, que generalizan las matrices 
T de Puuli de SU(2). EstRJi mntrÍCl'S ubl:'tlL•ccu d úlgehru 

(48) 

donde las Ín/1-r sou hL'i cuustnutcs de t•sti·m·tnrn de SU(3) (véase el capítulo sobre 
tópicos ele tl.-oría d<• grn¡ms). Si uuo t.•xigl' que Ir, iuvu.riauda (47) sea locnl, iJ-+ fJ(x:), 
entonces Sl" g<-·nt.•tta.ra mm trul'Ín dimí.míen C'uya Lngrnngiano. se puede" escribir según 
la prescripchíu del ncoplumicuto miuiuml, n"Cmplaznn<lo cu el Lngraugiano de quarks 
libres (ecuaci<íu tic Diruc) la dcri\iulu 0,1 por ln d,•rhuda covariante 1:J, : 

'l'J1 = 011 + igs..\ºA~. (49) 

La Lagr1u1ghu111. para la Cromuclimltuh-a Cmíutica t•s eutoncl.'s: 

L.= L rf•;(i/J- w¡ -!/.'i..\ 11 /1°)1/.•¡ -¡Fj,./'F'"'n. 
i::xulmr 

(50) 

donde se hu usado la uot1u.~i1'm ~· E ..,11 A.j:. 

Ahora huy m·hu t.'Ull1J>O.'i tic nuruu, .4° (uuo pur caJu. generador del grupo) trana· 
fonnándus.:- como lu i·epn•:wutuciún n·gulnr d1! SU(3). A los cuw1tos nsociados con esta. 
campos d~ norma :w lt'8 lhmm Glmme3. El fl•usor dl•l crullJ>o gluónico F,11,0 está dado 
por 
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(51) 

Estos cuantos san pnrículns bosónica.s <le spin 1 con carga de color. Aún el término 
puramente gluónico -!F"11" FI°'ª contiene nutointeraccioncs entre tales gluones, a dife­
rencia de los cuantos del campo electromagnético (fotones}, que no llevan carga eléctrica 
comportándose esccncialmcnte como cnmpos libres. 

Hay que aclarar sin embargo que (50) no es la Lagrnnginna completa de la Cro­
modinámica Cuántica. Esta es esccncinhnente la versión 'clásica" de campos. Cuando 
se discute la cunntización de los campos de norma, se tiene que introducir adecuada­
mente en la Lagrangiana tél"minos que fijen completamente la norma, pues esta propie­
dad hace precisamente que el problema sea un problema con constricciones, es decir 
que en la teoría se tienen grados de libertad no-independientes que hay que remover 
de alguna manera adccunda. En el capítulo sobre la formulación Hnmiltoniana. de la 
CDC se discutirá. más este punto. 

(12) Libertad Asintótica. 

Para obtener resultados fískos en una teoría cuántica de campos, se tiene que 
implementar un progrnma de renormalización. que nos dé resultados finitos. Esta 
prescripción aisla :r remueve consistcntemculc todos los infinitos que aparecen en los 
cálculos perturbativus y los expresa en términos de las cnnti<lacles físicas mediblcs. 

La base física de la ~renol'lnaliznción 1~ se puede ver claramente en el ejemplo sencillo 
de partículns cargadas en un medio polarizhLlc. 

La energía potencial l/(1·) de <los cargns de prueba estáticas q¡ y q2 es, en el caso 
eléctrico 

V(r) = ~~~~· (52) 

donde res la distancia ent1·e las dos cargas y f es la constante dieléctrica que caracteriza 
la respuesta del medio a los campos eléctricos (en el vacío t = 1 ). Generalmente la 
polarizabilidad del medio cnusa un ·apa11tullmniento'1 de la intensidad de los campos y 
por tanto de la iuteracción entre las cnrglL'> 1 t•s decir que 

< > 1 upautallrunicnto. (53) 
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Por otro lado se puede considerar tnmbien el hipotético caso en que la constante 
dieléctrica produjera el efecto contrario. Es decir un efecto de 'anti-apantallamiento" , 
lo qUe significa que 

nuti-npnntallamiento. (54) 

El vacío de una teoría cuántica de campos es un objeto muy peculiar que se comporta en 
muchos aspectos como un medio polnrizahle. Este efecto se debe principalmente a las 
fluctuaciones cuánticas que dan lugar a la creación y destrucción de pares de partículas 
virtuales alrededor de la 'cm·ga" en íormn de una nube. Si dos cargas se acercan mucho 
una a la otra, eventualmente pueden penetrar en la nube de pares virtuales y 'sentir" 
el efecto de apantnllnmicutoo tu1ti-a1mntalhuuiento que hemos señalado. Esto significa 
que en realidad la cum;tantc dit>léctricn E es una función de In distancia y por lo tanto 
el potencial ( 52) adquiere In formll 

1'(1') = 1¡¡q2 
4,;<(r)I' 

donde se puede ver l'lllrnmentc que la inlcusidnd efectiva de la interacción, representada 
por la carga depende efoc:tivmncntc de In distunc~u. como 

{55) 

El punto importnutt• nquí t•s que d vudo c1dR• ser un objeto invariante de Lorentz. 
de manera que <•xish• mm rdal'iún eull't• la. t·onstnntc dieléctrica y In. permeabilidad 
magnética: 

l JL = 1 (e= 1). (56) 

Esto significa <Jlll! ¡mnl el CJL">U rouníu cu que l'Xistc npnntallamicuto (t > 1) la per­
meabilidad mngul·tica l.>s I' < 1 ¡ mÍl'Uh'IL"' que pnrn el cuso en que se tenga anti­
apantallamit·uto (t < 1)1 la pl'rmcal,ilidad l'S I' > l. Abura bien la permeabilidad. 
magnética I' se cscribl! usnnl11u•11h~ <m térmiuo:-> de la susceptibilidad magnética X como 

/1 = 1 +4ir \· (56) 

que entra en la expn•sióu de la tlcusichul clt• t'lll'l'gía cn pr<."SCJU'Ín <le un campo magnético 
H 

{57) 
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Si el vacío. esta formado principalmente por pares de partículas virtuales, que en caso 
de cuantos cargados con spin forman dipolos magnéticos, los que tienden a alinearse 
entre sí con el campo magnético conduciendo al sistema a energías negativas . Es decir 
que entonces 

X> O, (µ > 1). {57b) 

y el medio se llama paramagnético. Este medio, por lo tanto, presenta el efecto de 
'anti~apantallamiento" mencionado arriba. 

Hemos visto que aún la parte puramente gluónica de la Lagrangiana de CDC 
presenta ya interacciones debido a que los gluones portan carga de color. Además 
los gluones tienen spin l. Entonces el vacío cromodinámico debe presentar el efecto de 
anti~apantallamiento. La contribución de lns fluctuaciones cuánticas es tal que conforme 
r decrece, la intensidad del campo <le color efectiva se vuelve cada vez más pequeña. 
La teoría se acerca asintóticamente a una teoría libre, y es calculable mediante pertur­
baciones en este límite. 

La Cromodinámica Cuántica se convirtió en el mejor candidato para describir las 
interacciones fuertes entre quarks cuando la propiedad de libertad a,,intótica fué des­
cubierta (Gross1 Wilzeck y Politzcr1 1073 ). Esta propiedad se puede entender entonces 
como un comportamiento específico de la renormalización de la carga de color. Usando 
técnicas perturbativas1 y tomando en cuenta 'efectos de dos loops' 1 la carga U• a una 
escala de momento k resulta 

ª"2 k 11 k 1 
~(k) = bln-A + 7 lnln-A + 0(-k-). 
y, u In(¡¡) 

(58) 

con b = 1:/-Nc- ~N¡, b' = lfN';- ljNcN¡ +~~donde N¡,Nc son el número de 
grados de libertad de sabor y de color respectivamente. La constante A que aparece 
en (58) int.erviene como un parámetro que indica en que régimen es válida la teoría 
de.~rturbaciones, y se calcula por cmnparación con los resultados obtenidos de los 
experimentos. De hecho ésta es precisamente la justificación del modelo de partone"" 
propuesto por R.Feynmanl1 en 1969 según la cual la dispersión inelástica profunda 
de electrones por protones, implica que los constituyentes del nucleón parecen casi 
partículas puntuales libres. 

A bajas energías, sin emlJargo, la constru1te de acoplamiento tiende a crecer tanto, 
que no es posible realizar cálculos pertu1·bativos en este régimen, y se tienen que im· 
plementar métodos no-perturbativos para. describir la fenomenología de bajas energías 
como la espectroscopia haclrónica, el confinamiento del color, el rompimiento de la 
simetría quiral, el efecto EMC (Electron Muon Collaborntion) etc ... 
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Formulación Hamiltoniana 

• 1 •• '! : \•. 

(1) Introducción 
.. ! 

El método ch• :l\Ioutt•-Curlo ''ll las lt•orías de norma formuln<lM en una. malla, 
es nctualmcute 'rl llH~lmlo 111(1:-. 1·xitoso p11ra t•ak11lur1 a partir 1ínicamente ele la Cro­
.modiuñmh.·a Cuim~it·a,, lns propi1•da1l1•s 1lt• los l!1Hlrnnl•s. Actualmente se tienen resul­
trillos 1m1111~d1·us 11m· 1111wslrnu ya ri1•rtali 1·\•i¡Jc•ndas sobre confinnuücnto cu teorías de 
norma SU(2) y SU(3) (Cn·utz, l!)SO), n11111,i111i1·11to ele la simetría 11uiralcn CDC (Ham­
hcr y Pari:-;i, HJSI; !\IHriuiLri d 1tl,IDSI) 111li·1111l!'o ch~ alguncm dl11•11)os imporlnntcs <le lns 
mnsn.s lmdrc'111i1·ns (llm111H'r y Pi11"isi 1 10$1: ~luriiuu~i ~t al,1081}. Siu cmlmrgo, en vista 

·<le.~ 1n· com11li·jid111l u111n1~1:k1t th• 1~.o.;_t<•.1111°·t111li.'. y la cl.iffrultad que se tiene para interpretar 
corn·ct<a111t•11tC' los it•snltn1l11s t•H tt~n11i110;· físk1iS1 ·~,. ll;.u1 iutt-utado otrns formulaciones 
nltL·nrntivas 11111• uns 1mt•tl1•11 prop11n•io1ntr 1111 p1111or111na físit-o nuls o menos claro sobre 
la estrnl"turn clt• lol" Htulrow·s. Uua v;niu \"1·11taju t'!'i 11uc se tiencu yn n•sultndos de los 
ctílcnlos 1•11 ln mnlla c·on los rnalri; :->l~·)J111·1l,1•11 p1:0,lm1· olrns teorías. El método alternativo 
m~Í..'i pr,~~p1i~oriu c·ou c•l 1pw pudt·111os trnb1r t•l prulJlt•ma del csprctro hadrónico, parece 
ser el trutami1•utu 'de•! Hiimlltoiii:ii10 d1· lh U•uríll 1h· 1·ampos mccliaule el uso de técnicas 
no-¡wrturlmtivas, por 1•j1•mplo t·ou los 111c'·trulos de muchos cucrl>os 1 como los que se 
usan ('JI la fisit•a att'unira \º uud1•ur. Eu 1•sta <lin•r1·ic'.111 se lum ]H'd10 varios intentos: 
cstrnctnrn ch·I 1•s111·1·ti·11 l!11!tn'111iro 1·11, ;1prn.xi111111·icí11 c!P 1111 uiv1•l (Potting<>r y \Vnrncr, 
l!JS2). 1•11c•q.~í:i di') \'at"Ío 1•11 11proxi111;kicíu di·- 1111 u~\·1·1 (P.O.H1•ss y D.Srhiittc, 1991), 
cspcctn, clt• nua tc:c,d:11lt· '\';111)...!;-~lills i11c·h.1yt·~11l.111111 p;rn11 u1'11w•ro de· mudos (Cutkosky, 
1083) ,tr:,1t.11111i1·uto 1u·rtnrlmtin1 ch• los c•st111Jo; iuiis altos (Lfo.;dll'r y Miinstcr1 1984) 
etc:.. Si d 11u"t111lu n•s11ltii c•xitt1Ml st• r1n,1lr;i ,1•l111·i!br la 1•stn1ct.11ra de los hu.droncs1 
cspcdalmt•Jth• 1•u l'1 sc•utido ch• c¡1w las f111wi11111• . ..; 1,11~ 011cla luulníuil"a.-t S<':tll accesibles. 

Autc•s 1(1• t•utr:ir 1·u 1h·t1ill1•s1 t1·1w111os •pu· l11w1•r 11lv,111uL.., considl•mciom•s relacionadas 
ro11 Ja fc1n1111hwit'111 lfm11il1c1l1i:1ua. 

Xormalu11·11t1• c•Ji ll'ut"Ía cl1• 1'01lllJllls, t1110 1·rn11i1:;1~n l'Oll uuu integral dt! acción rela-
tivi.•tc1. dt'fi11i1li1 )Jtll' . · · · 

r,:1 
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¡;·; . S.= j C. clt, 

d~~ci~ ~f in.tegrn11dci''j;· eS In 'LÜgr'n.i1gi~a1 que es función de las "coordenadas" y ln 
'"velocidades". Todo el trabajo ele pasar de la formulación Lngrnnginna a la formulación 
Hamiltoniana, involucra una variable tcmpornl particular!. 

Desde el punto de vistn relativista; ésto quiere decir, que cstnmos eligiendo un 
observador particular, y rcfidcndo nuestro formalismo, al tiempo de este observador, 
sin embargo, podemos estar seguros que la teoría es relativista, aún cuando la forma 
de las ecuaciones resultantes no sean mnnificstnmcntc relativista.o; (P.Dirac, 1964). 

· . .-i.l l/,.''I 

(~) In;Vnri.nnCia' de ~101-ma 

·:i.,:,• 

Cuu.lquier teol'Ía cm'u1tien dt• campus, relucionn.dh con una Lagr~gi~1a 'i¡;~~d­
ante de Poincaré, clcfiuc unn i·cprt·scntucióu fomml, unitaria y reducible del gr~i¡)o de 

, P_q~ncRré. En principio, In dc.-sc.·omposfri<:iu de esta rcpresentncióu debe conducir a esta­
dos ligado" (pm·tfrulns elcmenutlcs) y los l'Stndos de di.•per.,ión, resolviendo el problema 
ae'·cigenvalorcs clcJ Hamiltouiano. llqe C!i uu gcucra<lor (generador de translaciones tcm­
P,Pral~~l. pel grupc;i de Puinchl'é. Síu em!J1u·go alguuos de los generatlorcs de este grupo 

. spn_.'-'pa~ológic'6s", y se· tiene que enroutrur un esquemn. <le renormaliznción .1idct:undo 
párá.' qu'C lii tCoda e!-.ité 'bien cll'fitiicla. Si uno· quieíe utilizar, métodos ~ompletnmc"ntc 
no-perturlmtivos pura trnlmjur con mm tc01·ín crn:iutica de cumpos, se tieµc·q~e,invcn­
tar un procedimiento couvcuicntc <le 11 rc11urmaliznción''. Uno de esos proccclimienios 
posibles consiste en una regu)urización de los campos (pura t = O) dentro de una ex­
pansión finita en modos normales, y la intrnclucción ele unn constante de acoplnmiento 
"deslizante" (ruuuing coupling coustant) con el fin ele compcnsnr las divergencias que se 
óbtienen en el limite en .ctue·ln energía va u infinito, es decir cuando se consideran tó<los 
los modos normnles posibles. En el caso <le la Cromodimímicn Cuántica, se tiene que 
probar ~ta con!!listencin cu el límite continuo y además se debe recuperar, de alguun 

!·' n~Mer8., la invárinucia ilnte transfurniacioue!; llcl grupo ele Poincnré,,quc se roi:npc por ln 
.. ·'i"~gl4a~i,zación. Para una'teol'Ía de nonua, como es el caso de la CDC, la regularizadóu 

debe definirse de ninill'l'li ·consistelite l'UU In iu\'arinncia ele norma. · 
• ' • ' 1 

La invnrinnein ele norma. en t•l fonnnlismo Humiltoi1iano, coi1SistC cri"<lemwlclri.r que 
las funcionales de ouda en el c.•spado de Hilbcrl satisfagan la ley de "G1mss", que no r.s 
sino una forma <lifcn•utc ele dcci1· <tUl' hLo; fum·ioualcs del espacio <le Hilhert físico toman 
el mismo valor cuando s011 cvaluaclÍl.-; )>llt11 "difn<~utcS" campus de norma relacionados 
unos entre otl'os, poi· mm trnnsformnci1'm de uurmn. Es decir que las funciomJes que 
subtienden el espacio de Hilbert físieo \1'(A) satisfacen 
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ll'(A)=ll'(A') Ley de Gauss (1) 

donde los campos de norma A y A' están relacionados por una transformación de 
norma 

A-+ A'= U(A-i'V)Ul. (2) 

(El nombre de 11 lcy ele Gnuss" viene de lo siguiente: Si aplicamos una transformación 
infinitesimal Ü E SU(N) n las funcionales que satisfacen la ec (1) se tiene 

(1 + !1").P(A) = V'(A') = t/J(A), 

ya que t/J(A) es un e•cular de SU(N). 

Para que se cumpla la identidad anterior, se debe tener que la acción del generador 
ga E SU(N) sobre las funciom.Jcs 1" sea cero, i.c. 

En particular, ga = 'l\11'k es u11 gcnerac\01· (v. ce 2.18), que corresponde, en el caso de 
la elt.-ctrodinúmica 1 n 

que es la ley de Q¡Luss como, Sl' lt• l'onm·t_• t•u l'11•drodi111tmica). 

La estructurll d(!l <!s¡rndo de Hilhcrt de muchos cuerpos, que resulta de los dife· 
rentes métodos de 1·cgulmiznciúu, t'S muy distinta pura unos y otros. Por ejemplo en 
el caso en que se usan <lcsurrollm; fiuitos tm modos normales como procedimiento de re 
gulariznciú.11 1 el espacio de Hilhcrt qm.> cnwrgc en el proJ.>lcmn es el espacio de Bargman 
estándar de muchos cut•1·pos. La c011strucd"m del Hu.miltoninno ''regularizado", en 
cualquier en.so, no es úuicn. 

(3) Fijación de la uorma 

Existen básknmcutc dos fornms dif1•n•uh•s ele construir funcionales que satisfagan 
la ley de Gauss: uun 'l'll! vi1•11t! de In. K''Ollll'lríu. difcrcncitJ, y Otra usando trauaforma· 
ciones de coordc~mulas. Nosotros vnmos u tlc•scl"ilJir el tíltimo enfoque. 
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Este método alternativo para satisfacer la ley de Gauss (1) se obtiene introduciendo 
un conjunto adecuado de variables en el espacio funcional de los campos A en ana~ 
logia a como se eligen coordenadas esféricas cuando se construyen estados con simetría 
rotacional. Uno relaciona los campos de nor~a A{x) en términos de representantes 
adecuados F( x) de la siguiente manera: 

A ,_. (U(x), F(x)) 

donde el campo F(x) se construye a partir de una base completa evaluada en el álgebra 
de Lie (SU(N)), y tiene que obedecer la condición de que para cualquier campo A existe 
un único campo F y una trasformación U(x) E SU(N) tal que 

A= U(F - i'l7)U-l (3) 

Así A está caracteriznda por un punto fijo F en la órbita del campo A 1 

La ley de Gauss (1) para 'll(Ut F) e!l justnmcnetc la condición de que W sea indc· 
pendiente de los ''ángulos" U(x) que inducen In transformación de norma, es decir, que 
'1t depende únicamente del "representante'' F(x) 

'i'='i'(F) 

El "potencial" de norma se define completamente por una condición que fija la norma. 
Por ejemplo las condiciones que definen l~'i normns de Calulomb y de Schwingcr son 

Norma <le Coulomb (4a) 

x·F=O Nonna de Schwinger (4b) 

Para constn1fr explícita.mente el '1 rcpresentaute11 F(x) hacemos lo siguiente: 

Necesitamos una base ortonormnl rcn.l para el crunpo vectorial en que se define la 
parte espacial (transversal) de los cmnpos de norma, Ín : R3 -+ R3 con el producto 
escalar 

( fol f¡¡) = j ,¡3 
J: f~f¡¡ = 50 ¡1, (5) 

y una base para la representadón en el ldgebra de Lic, {>. 0 } tal que 

1 Una drbi&a esli founada por todos lo• campo• dt: norma equivalente• entre •f qur. se obtlene:n UDO• 
de ouoa por una lrandormación de norma 
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(6) 

Esta base forma una base parn el espacio producto tensorial R3 -+ R3 X Lie SU(N), y 
sus elementos se escriben de la siguiente mw1era 

Fcr,n = fo.\a F ª•" : R3 __, R3 >< Lic SU(N) (7) 

con 

(8) 

Para tomar en cuenta los ~rndus de lihcrtml 11 longitudimLlcs" debemos elegir una base 
C-'ca.lar completa {ga,11 : R -+ R x Lit.! SU{N)} (ortogonal a lu. base transversal), con 
la cual podemos cscdbii· 

con 

• {X 0= 
'V 

con el producto cst.·nht.r 

Si:hwingcr 
Coulomb 

(9) 

(10) 

Escrito en términos cll· l·st:i 1JILSC1 t•l rcprrsrutuntc• de los cnmpos de norma F que 
denotaremos de ahora en adc1ru1tc como A, t•s 

A= L {fo,11'/lt,e1 + Óga,liÍa,b} = FT + FL (11) 
o,ua,b 

donde se tiene t¡uc O· Fr =U (c·uucfü•h'm de 11or111a) 1 y las "coordcnnda.s" qa,a y ij17,b 

son las coordcmulns t•11 el l'lipnl'io t\c• Hillwrl n:1 -+ n:1 X Líe SU(N) para los grados de 
libertad trausvt•rsalt•s y lonµ;iludinalr!i l't'!ipt•rli\'amcutc2. 

La condición t¡uc tijh la uu1·ma c·o111plt•l:mwnlt•, c•:;, por lo tlUlto, equivalente a una 
transforrnllción <le c•ooi-clc•11a1\as 

2 Un ejem¡1lu de bli:" "'<:uurdc11a1la,." >Uh lu-. op1•n•luu•,. 1lc cr""ciOn y irniquib.dón u1uale1 del e1paclo 
de Oargman 
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(12) 

eligiendo nuestro "representante" de los campos de nonna (denotado por Á ), de manera 
que no dependa de los grados de Ubertnd longitudinales, lo cual se consigue meWante 
la condición 

A(qcr,a,ij,,¡,) = L {fo,afü,a + Ogu,biiu,b} = Uo[Á(Qcr,a)-iVJU41 (13) 

º•ª"'·" 
con Ja transfonnaci6n de norma ( gua = uuAa ) 

Uq = exp[iQ,.g,,.J. (14a) 

La ley de Gauss significa ahora que 

{} -
lJQ >U(Q, Q) =o >U(Q,Q) = 'l<(Q) (14b) 

y por lo tan to podemos cscri bir 

Á(Qcr,a) = í:fa,aQcr,a (15) 

"·" 
lo cual significa que tocias las derivaciones subsecuentes del Hamiltoniano se pueden 
hacer en un marco de referencia especial, definido por Ja condición de norma ( 4), donde 
(J = O, teniendo cuidado en forma en que se define la cuantización canónica cuando se 
utilizan coordenadas "cun·iünen.s". 

(4) Transformación de coordenadas. Horizonte de Gribov 

Una vez elegido un representante Áq , para cualquier campo de norma A, que se 
encuentre en la órbita de ÁQ, existe una trruu;fonna.ción de norma U tal que 

A = U(Áq - iV)u-1• (16) 

La unicidad del representante ÁQ se garantiza si la ecuación 
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ÁQ = U(ÁQ' - i'V¡u-1 (17) 

pare. dos sistemas el~ coorclcnndas Q, Q', tiene la solución única 

Q = Q1 U = const. 

y tal que U conmuta con SU(N). 

El conjunto { ÁQ} ( Q E I conjunto de índices elegidos ele manera apropiada ), 
es un conjunto dt! 11 rcpresC'nta11tcs" para tudu.s los cumpos de norma con la relación de 
equivalencia (2) . Dcsp1'1es cll: camlJial' las vm·iahles se tiene que 

A=(U,Q) 

La cuestión qm• :mrp;r. uhunl L"S, l't11hulu l'! t•oujnuto completo nN es el conjunto correcto 
de índices "]" pm·EL las vul'ial,It•s <J ch· uull1t·1·1l •111c lo!i campos ÁQ obedezcan la condición 
(17). GriLov (Gribuv, 1978) ha dt•mu!itrntlu que éste, en general, no es el caso para 
teorías de uurma uu-nbcHtmusJ' l'll dl'rtas uormas, qm• Q se debe restringir a un sub­
dominio finito y con\'t•xo de R 1u-otncln por \111 horizonte! cnrnctcrístico {horizonte de 
Gribov ). Por ejL•mplo t'JI la uurmn de Coulomb la cnuticlatl importante que caracteriza a 
1 y al horizonte de Grilmv1 ('S d "Luplud:mo L0<1varia11tc" .Ó.(Q) definido sobre funciones 
Lie-valuadn.• x(x) 

(18) 

Este Lapladauo surjt! pur t~t·mplo t•n la 11un11a dP Coulomb u In horu. de elegir un sistema 
ele coordt•nndcL" c•11 t•l t"SJHldo dt• Hillll'rt, y;1 qm• la runutizndcln canónica de los campos 
no es la mi!-imn para clif1•1't•11tt•s rcmrclc·111111a.-; t•umo st• t!Xplica en In. siguiente sección. El 
Lnplncinno l'U\11riautt· t•st;Í. fol'111nclo por dos partrs, \Ull1 de ln.s cualc:; corresponde al 
Laplncinno cm111í11 y 1•01·dt•utt· (cinc se r1u•uc•11tm L'H c·oonlcnadas cartesianas) y la otra 
es uua uuc\•h L"uutrilmt'it'm c1w· ¡mwit•Ul' tic· la iutL·racdón de las cm·gas ele color y que 
usunluwnte se dc•110111iua tc~nuiuo de• Coulomb. 

Eu la co11str11rl'icí11 cl1·l H11111iho11iu11u 1•J1 111 uornm de Colulomh upurece de manera 
natural el OJH'radur im·1·r:-;u cid LnplHl·iauu t'u\11rim1te, cu donde se puede mostrar que 
para cualqnil'r (J #:O t•xish• nu \0alor ..\ E R finito tul que t•l proMcnm <le eigenvalores 

C,.().(J)\ = 11\ (19) 

tiene eigt•nvtJor t't·rc1. Ei1t<>1ll'c•:; t•u t•:-tlt• t·uso t•xistt.• una singularidad._ El horizonte 
de Griho\• <'sttl dado l'Uttuu·t·s ¡mr el l'o11jm1to t·uw·xo t1t•. Q''S tales que Ax = O tenga 
SCllUci<>u (ccm hL., rowliduut•s d1• frn11lt•1·11 rurn·cta:;) y qm• Ó. no ti<'nc otro estado ligado. 
Griho\' hn dt•mo~tr:11lu 11ttt· t•u nmlms Jaflos tll' t•slt• hnriz011lt•1 uno purcle encontrar 
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Q, Q' tales que (17) se cumplo.. Solo el interior del horizonte describe, por lo tanto, 
un conjunto independiente ele representantes (órbitas). Esto es, que el conjunto de 
índices I está definido por 

I = {Q E RNl~(>.Q)x =O tiene solución sólo para>.> 1) (20) 

(5) Cuantización Canónica de los Campos de Norma 

Primeramente especificamos la notación que usaremos para los campos de norma. de 
Yang-Mills cuya Lagrangiann es invariante ante transformaciones <le norma del grupo 
SU(N), (N ~ 2) . Denotamos los putcucinles vectoriales ele norma de Yang-Mills 
por 

Aa = A1'(x)>.a X= (t,x) (21) 

donde a= 1, 2 ••• ,(N2 = 1) es el índice de "color" de las matrices >.a, Tr(..\a..\.b) = 60 6, 
yµ= O, 1, 2, 3 corresponde al indice de Loi-cntz para denotar la parte espacio-temporal 
de los cuadrivectores. 

El campo de norma de Yaug-~lills cstlí. descrito en términos del tensor del campo 
F/:"(x) por la densidad Lagra.nghum. 

(22a) 

F,l'"(x) = éJI' A~ - éJ" A~ + 9ÍabcA'; A~ (22b) 

donde las constantes !abe son las constautes de c.dructum. del grupo de color SU(N), 
y g es la constante de acoplumicnto no-rcnormalizn.da. 

La acción clá.sicn se cscriht! cutom·es como 

1 
S = -¡ j cf1x Tr FJ'"(x)F,wa(x), (23) 
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de donde se derivan las ecunciones ele movimiCnto : 

(V'',F,w) = D1'F,w - (A1',Fµv) =O, 

o 

(V'')~F,ivb =O, 

que son la generalización no-ubclia1111 de las ecuaciones de Maxwell. 

Debido a la invnriru1cia unte trnnsformacioncs ele norma que posee la Lagrangiana, 
todos los potcncinlc:; A''u(x) que c:;tén rculcioumlo!::I entre sí por una transformaci6n de 
norma son cquivoJ1.'lltes. Esto mismo es el ol'igcu de las dificultades que se presentan a. 
la hora de cuantizra.r los campos de uurmn, yu. que el hecho ele que exista lo. invariancia 
ante tra.nsformndo1lt's de norma, quiere dt~cir <1ue tenemos variables no-independientes 
que deben ser eliminndas antes de la cuuutizaciún. Por lo tru1to1 las ecuaciones de 
movimiento resultan ser insufidcutcs p1mL determinar los campos Al' 0 (x) <lado un 

·conjunto de condkiom·s de Cnud1y al tiempo to. Dos soluciones que se obtengan wia 
a partir de la otra mcdinutc mm trnm;fornmCÍ<Íu de uurmn U(x) tal que U(x) = 1 para 
t .S. to satisfacen lus mismas l"uHC1ici011t•:> <le Cauchy pero pueden diferir para t >to, Por 
lo tanto, In arlJitnufodml de In uorum lÍt!llC <1uc• restrigirsc medjru1te ln introducción de 
condiciones auxiliun.•s 1111P 110 ufedt•u lus obscn11blcs físicos invuriantes de norma. Por 
ejemplo en d cn...,o de la <·lt·ctrntli11:'t111ka t•mi.uLicn, la Lagr1mgiann para el campo de 
fotones L.= -1/4Fj1vF''" st! moclificu nwcliauh• In adición tfo 1111 término que "fija la 
norma" -(l/2€)(D11 A'')".! d1· m11111·1·1L <1m· 

dando corno result:ulu <'11 este c·aso (QED) la 1tpuriciú111lc grn<los <le libertad no-físicos 
(no transversales) qm• son removidos tle lu teoría mediante la introducción de "fanta.s­
mcu" de Fn<ldecv-Popov. 

Una forma posiblt~ dt• t•limimu· t•sos grados de libertad no independientes se hace, 
en general, eligicuclo cuunmit•utc•mc11te un c011juuto de 11 reprcsenta11tcs" que se pueden 
definh- mediante mm c·umliritíu que fijt• c·omplctuuwnte In norma. El problema entonces, 
consiste en <ll'fiuir 111 c·1mnti:i:11c·i<'m clc•l t'Hlllpo clc•ntro de unn norma <lndn. de manera 
correcta. Este prnlJl<"tlUl ha !>irlo rrs1wlto. romo ya ~e dijo ul principio, pnrn un buen 
número dt.• normas pur C'lirbt y Lt'<' (Christ y Lt·t•, lDSO). 

Para pusttr 1h• l:1 Íl1m1t1h11·iti11 L11y;nu1v;i;11111 a la formulnrióu Hnmiltoni~a, tenemos 
que defiuh· priull'm111t'11t1• lus mu1111·utus 1·1111/uiiL·us i:oujngiulns de los Cnnlpos, y tene­
mos que climiu:ir lus p,aa1los de· li1Jl'rt11d 1lt•¡wmlic•ut1•s en la Lagrnuginna con el fin de 
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cunntizar los campos. Pl'imcro se fija parcialmente la norma (norma temporal) con la 
condición 3 

A~(x) =O. (24) 

Esto se hace debido a que en la Lngrangiana (22n.) no aparece explícitamente el término 
8oAº, y por tanto 

o óC 
r. = ó(ao.4º) = 0• (25a) 

de modo que Aº no puede con~idcrnrsc como una variable independiente. Los otros mo­
mentos canónicos conjugados se definen de la manera usual a partir de la Lagrangiana 
como 

"i = ~ = -aoAi. 
ó(DoAJ) 

(25b) 

La cuantización canónica en la norma temporal, al tiempo t = O de los campos de 
norma se especifica me<linutc la relación de conmutación (en coordenadas cartesianas) 

(26) 

Es conveniente ahora introducir los nmüogos de los campos eléctrico y magnético 4 . 
definidos por 

i,j, k = 1,2,3. (27) 

La densidad Humiltoninnu es mrn dl· hu; compuucntcs del tensor de energía-momento 
(éµ"). Su derivación se <lest"ribc cu todos los libros <le la teoría cuántica de campos 
(p. ej. ltzykson y Zuher, 1980 ). El Hnmiltoniano se cscdbc1 en analogía con la 
electrodinámica cuántica, en la fonnu 

H = j cl3x Tr(E· E+ B ·B) (28) 

c3oa=~~~::i6a"A~(;;~·:n ª~I~ ~(Ch':;~~1•;ºí.:~c~~1~ 0~e 11onna U(r), tal que •e puede conec&ar cualquier 

4 También •e Je• llam& campos cromocllicuico y cromumague:tico 
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(6) Hnmiltoninno 

(6a) Curu1tiznción en coordcnaclus curvilím!h.'i 

Hemos dicho m1tcrio1111c11te c¡uc un esquema de regularización adecuado para los 
campos de normtt1 consiste cu inti·o<lucir tmu. expansión finita en modos normales {11), 
(Schütte, 1987)1 t•n términos rlc o¡wrnclorcs de cuordcnndas q y q. El Hamiltoniano es 
un sistcmn cou:-;trc•ilido, dd cnnl lmy q1w n.'movcr los grndos <le lilJcrtn<l dependientes. , 
UJ)n forma tic cu11st•g11ir t'•sto, t·ousislt! t•u fijm· complct111ucutc la norma (13). Sin em­
bargo hny que tt•w•r 1·11id:ulu nm lu fonua 1•11 que st• cuautiznn los cnmpos de norma 
(cu:mtizud<'1n 1·mui11it-n}, ya CJllt' la rt•lm·ic'111 dl' ctmuti:mcic'm (2G} sello es válida cuando 
lns cnorch_•uatlu.-. clt'I d1•sarrnllo «'11 111rnlos w1r111ah•s 1¡,.,,, i¡011 (2!Jn) son cartesianas 6, 
En purticuhu·, l'U1111clci fijm1acls l:L 11un11u 11u·cli1111tc! 1wu. tr1111sfon1111ción <le coordcundns1 
In energía dm'·til'a tlt•l Ha111iltouia110 torna Ja forma d<·l uperudor de Laplace en las 
coordcundas '' cun1ilíru:wc" q. 

Si escribirnos los n1111pus dt• 11m·111a 1•11 t'OCffdP11achL'> c111·tcsi1UUL'> q0 ,11 ij00 como 

.44.(1/fui. '/11•d = {fJ.:ut/1111 + éJkgntjou }.\u 

éJ éJ . éJ • D 
:7'k( D11o

11
' DtJn11 J = -i{/J:n Dt/1111 + CJ1:gu Dti1111 }.\a 

(!'nuumdu ~obre· íwlirt•s n·1wtidus}, c•I tt·m1i1111 7'" • r. (i.t•. E 2 ) tiene la forma 

(29a) 

(29b) 

(30) 

(30b) 

donde Jwmos lll'rl111 uso clt• h1s t·1·lt1d111ws clt• ortop;onalichul dd t'oujuuto comt>lcto de lns 
funciones or1Jitult·s (GJ y (10) ~·el<· In rrl:11•it'111 (G). 
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La tarea nhora consiste en escribir el Hamiltonin.no en términos de las nuevas 
coordenadas "curvilinens". En pu.rticuln.r1 la energía cinética (30) se transforma del 
mismo modo como se transforma el opernclol' Lnplacinno 1 de coordenadas cartesianas 
a coordenadas curviüncas (12) usa.mio In notación abreviada {qO",ai IJcr,b) :;;;;: (qa,a) y 
(Qo,a.Q<T,6) = (Qo,a): 

(qo,a) - (Qo,a), 

Es decir 

(31) 

do~de ga/1 es la matriz de Jacobi (ten.!Dr métrico) - y g su determinante - 1 definido 

-º . . 
(32) 

clS =d<i, dq1 

!!:Ji!!:li . 
= DQ

0 
DQp dQo r/Qp 

=fJ .. p1/Q.,dQp (33) 

donde identificamos el tensar métrico cumu 

- ±h.!!!Ji 
Yu{J = r/Q,, clQp (34o) 

y su inverso 

(34b) 

Ahora bien, estrunos interesmlos en una transformación de coordcnndas realizada de 
manera que los campos no depencltu1 cxplícitumcnle de los grados <le lilJertad longitue 
dinales. 
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Ak(qua,tfna) = (fk,.q,.. + c\sntfaa}Aa 
= Uq[Ak(Q) - iélk]U~ 1 , 

con la transformación U {J dn<ln por 

05 

(35) 

(36) 

Escribir el LnplnciM10 en coor<lenn<lai; cm·vilíuens no es trivial, pero existe una sim­
plificación por el hci:_l10 de <¡tm este Laplachmo se evalúa sólo sobre funcionales 1l'(Q) 
(independientes de Q). Eu cum;ccul'm'ia, tmlos los términos que involucren derivados 
/q puc<len quitarse. Adcm1i.i; l'Ulllu d Lapladrnw l'~ iuvariautc de nol'mn, sólo C8 función 

de Q, de mru1c1·n que el 11 tc1n;o1'11 !J y su dctu1·miuuntc (.Jacobiano) y pueden evaluarse 
para Q = O i.e. cscri1)icmlo cxplfrittuncutc las coordcnndas ,¡y (J, el Lnplaciano en 
coordenadas curvilíuchs (31) l'S. 

1 D _ -1 D 
- 9 -1 DQ,. y(y.,p) DQµ (37) 

con la matriz de Jacobi y- 1 linda por (341J) 

(38) 

cuyos cl1•111cutos cll..' mhtdz s1• JHll'fic•u c:1kulnl' fucilnwutc si l'Sl·1·ibimos (35) en la forma 

(39) 

que es apropiada para i11t1·ochtdr la ruusti·il't·ión ul Hnmiltuniano por una transfor­
mación de norma. Lll clifcl'l'Udación n·spl..'rtn de la:-; coordcnn<lnn qp01 y ijpa resulto. 
después de un cií.lculo largo J>l'l'O ~wudllu: 

D(J., ~[ J u-1¡ U 
01¡µ h .. = D<J¡¡ 11(-~). ,,, + k¡I (40a) 

DCJo [ JDQ, -1 • U 
D<j¡, Íku = 11(-~). \T Dt]p +U C)k9pa (40b) 

donde 'D es In clt•rhwlu l'm·ari:mt•• 
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'Ll,(A)xr = DkXr + i(AbXr) (41) 

y el operador Lie-vnluado XT es 

(42) 

Evaluando en Q =O se obtiene a partir de (36) que Xr(Q = O) = g, y por lo tanto 
U( Q = O) = 1, con lo que se pueden calcular los elementos de matriz de ( 40), por 
ejemplo para. la. norma de Schwinger en donde O = x : 

i) 

DQ 
~D ( XkYT l 'll(A) 1 9p ) = 0 <* qp 
D(J 
~D ( g, 1 Xk1l(A.) 1 gp) =o 
q~ 

(43) 

En este caso (nol'ma de Schwiuger) X. A= o implico. que el operador X. 'D= X. V = r 
1 es no singular, es decir que 110 tiene eigcnvnlorcs flUe desaparezcan, de lo cual se sigue 
que 

~=O 
D11p 

otros eletnentos de matriz, que no calculmnos nc¡uí1 son 

ii) 

con 

iii) 

D(j, - 1 -a- = -( r·g, 1 r- 1 rga) 
qa 

- 1 1 
I'=-I'-

,. 1· 

(44) 

(46) 

(47) 
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iv) 

ªa~· = (( -\1 · íol Yr) + i( (fk<>•AkJI 9r)) 88~r h h 
(48) 

Con estos elementos ele matriz se puc<ll! calcular el J acobiano 

g-l = det ( ~. ºR;) 1 
7Ji ºR; y(Q,Q=O), y(Q,Q=O» 

~ando como re."ltlltudo 

g-1 = clet ü9n = -det(r-1] 
(

1 i!Q.u. ) -
o -r-1 

{49) 

De aquí se sigue lu. furum clcl upcnulul' Luplm•itmu en coor<lcnaelns curvilíneas (37) que 
aparece en d Hruniltonhu10: 

{50) 

donde el iwgumlo tl~rmiuo t.'S mm nnc\.'a contril111dcí11 que dt•scrihe la interacción de las 
cargas de color (dl·uomimulo término 1fo Cuttlomb}., y dnmlc ht·mo,¡ usando la definición 

P. 
. a 

o := r éJ<Ju. {51) 

Ahora hien, los tl~rmiuos ele In fonun ~'cu d sc.'gumlo sumando ele (50), se pueden 
d~tcrrnhmr a partil· de (48) 

D~n OQ,1 = ( yf 1 ,.-1 t-'1t-t¡t,.-1 1 e) 
º''ª Ü•Jtr 

donde r = lxl, y g t•s ln dcfl .... idad 1lc: car!/tt d1: 1:11/or dl•fiuida como 

y=-v·:r+i(:r.A) 

(52) 

{53) 
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(6b) El Hamiltoniano en la norma de Schwiuger 

Si se determina el segundo término del Lnplaciano (Schütte, 1987), dado por (52) 
con los operadores { en la norma de Scbwingcr) 

f-l = rDr-I 

y 

ti = _,.-~D,.1·2 

(f-1¡1 = _ 1.-20r-tr3 

donde (8;1) es el inverso del operador Dr i.e. 

con 

f" I I Ja clr f(,.) 

(D; 1fr)(O) =O 

resulta el operador l::,. dado por la c>x¡n:csit'm 

iS. 5 ,.-lf-l(f-l¡lr-1 = -Dr-1 ,.-2 Dr-1,.2 

y por tanto el Laplaciano "covo.riautc" es 

6, = P1 P7 + ell!.e. 
De esta forma se obtiene el Harniltonia.no (28) en lo. norma <le Schwinger : 

(54a) 

(54b) 

(55a) 

(55b) 

(56) 

(57) 

Hschwinger = ~ j d3x EjEj + ~ j d3x ell!.ea + ~ j Jlx B'JBj (58) 

El segundo término en el Hainiltouiano l'esultu. muy importante, ya que es el término 
que surge a la hora <le fijar ln norma. 
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Se le llnma término ele Coulomb dchi<lo n que aparece cxplícitn.mcntc la densidad 
de cargn. de color(} definida mediante la ccunción (53). Este término juega el papel de 
un potencial "estó.tico'1 de interacción entre lns cargas de color (T.D. Lec, 1981). 

La forma explícita del Hnmiltoninno cu ln norma ele Schwingcr se encuentro. do.da 
en (Schütte, 1989). 



Capítulo 5 



Contracciones y Expansiones de Grupos 

(1) Introclucción 

Es bien sabido en teoríns de muchos cuerpos, que bajo ciertas circunstancias, los 
pares de fermiones exhiben un comportamicuto bosónico, particularmente cuando la 
dcnsMnd de tales pares es lmja de modo que tales pares no se 11encuentrenn en el 
camino el uno <lcl otro, y así se disminuya el efecto del principio de Pauli. Bajo estas 
circunstancias, las excitnciones uuÍ.c; bajas de tu.les sistemas se pueden considerar como 
una colección de un número relntivnmcntc pequeño de "osciladores armónicos" que 
intcrnctunn debHmcntc entre sí . Este ele hecho es In explicación a ciertos fenómenos 
críticos que aparecen u lmjns lcmpcrnturn.s, o lmjus energías. Los ejemplos más comunes 
son el de la supcrconductividad 1 la supcrfiuidcz cte. En la Cromodimímica Cuánticat 
por otrn parte, existen cviclcncins ele que el vacío esta formndo principalmente por pares 
de gluoncs comporUiuclosc como uu «ouclrnmdu 11 bosónico" 1 junto con un condensado 
de pares ele qunrks. Estw~ situacimws uos llcvau inmcdiatruncnte u la cuestión de cómo 
poder aproximar nucstl'a i'l1gt•brn formada por operadores de pares de fermiones (o de 
bosoncs parn el cn.o.;o 1lc los gluoncs cu Ja Cromadimimicu Cuántica por ejemplo), en 
términos de nuevos OJl<.'ra<lun•s bo3Óriicos , de tal ÍOl'ma que mantengamos la estructura 
de In simetría iuvoluc1·uda. Por ejemplo lns simdt'ÍtLS de Spin y Color. En otras palabras, 
estamos interesados en las trnnsformncioncs ele una álgebra de Lie de pares de fermiones 
y/o de bosones en términos de opemclorcs hosónicos de modelo. 

(2) La idea de In Contracción 

Para empezar uuestru <lis:cusiún aceren de los procesos de contracción y expansión 
de una álgebra de Lie consideremos rl siguiente ejemplo: En el cuento El Principito de 
Antaine de Saint-Euxpery un pequeño príncipe vive en un planeta muy pequeño de 
tal suerte que, a su cntcnclcr, es de formn. esférica, pero qué pensaría si viviera en un 
planeta suficientemente gl'1u1<lc como uucstm Tierra que n primera vista pareciera ser 
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plano.?. Para él lm; movimientos que hiciera se explicw.-íw.1 en términos de translaciones 
en las direcciones x y y , lldemás de las rotaciones alrededor del eje azimutal cuando 
en realidad, si sus desplnznnücntos fueran suficientemente grandes, podría darse cuenta 
de que la geometría de su plnneta no es unn geometría plana y que en lugar de realizar 
translaciones lo que él esta haciendo son pequeñas rotaciones alrededor de tres ejes. Es 
decir, bien podría suponer que su planeta es plano y no tendría mucho problema. El 
problema que tiene frente n sí es el de unn contracción del grupo de rotaciones en tres 
dimensiones, en términos de translaciones, i.c. una contracción al grupo Euclideano de 
tres dimensiones. 

Para ser mú.s precisos, supongamos que estamos parados cerca del polo norte en 
una superficie csféricn, de tal suerte que en cierto límite, los movimientos alrededor de 
los ejes "x"y"y" puctlnn aproximarse en lt~nninos de translaciones en los ejes "y"y"x" 1 

mientras que hu; n,tudom.•1; uln·clcclur tld eje ":::" Jlcrmanc~can igual, manteniendo lo. 
estructura fmulm1wntal de lns rothcim1l'!'i. Este es el procedimiento de Contracción. 

Z' 

Fi!J1fftt (5.1) Rut1u:Úm1:., a/n:1fo1lor dr.l Pulo Nurtc t:n la c.~Jcra. 

De acul•rdo 1..·011 un ulJ:-;ervtulor situado t'll "Ticna" , cnda rcoricntación finita del 
asteroiclc dundl· viv1~ d Priul'ipito pm•tlc drs('l'ihirse por uun operación del grupo de 
rotaciones 

(1) 
donde Jz, J11 yJ:: sou los V,l'lll'l'tulon-s tic• rntndoul'S iufinitcsimnl1•s nln•ch•clor de los ejes 
z, y, z y BzfJ11 yH:: suu lus cuurcl1·uudas dt• un clc·spluzu11Ül0Uto según lo ve un astrónomo en 
la Tierra. Yh qm~ Jz:. iwlm·1· desplaziuui1·utus 1..•u húlin•c1·iú11 +.r c¡ue pueden medirse en 
unidades d<" In dist1u11:ia el (Y. fig. 5.1) c¡111• mitl1• d desplrummiento sobre la superficie, 
por tauto porlt•mos t•sni)Jh· 
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ad= R8y (2) 

d 
8yJy = aPz = <>(RJy) (3) 

donde Pz es el generador ele desplnzamicntos infinitesimales en la dirección +x. Simi­
larmente, los generadores Jz inducen dcsplnzwnicntos en la dirección -y : 

{Jd= -RBz 

-d 
BzJz = fJ( RJy) 

(4) 

(5) 

El generador J z induce rotaciones nlrcdc<lor del eje z i.c. nlrcdc<lor del Polo norte que 
queda fijo. 

Las relaciones ele conmutacion pal'n este nuevo conjunto de generadores pueden 
obtenerse facilmentc 

el d 
(Jz, PzJ = (J,, RJyJ = RJz = -Py 

-el +el 
[J,,PyJ = [J,,RJzJ = RJy = +Pz (6) 

d -el d 2 
[Pz, PyJ = (RJy, RJ,J = (-R) J, 

Notese que las dos primeras relaciones son independientes de la razón Ji: mientras que 
la última no. 

La relación entre estos <los diferentes sistemas de generadores esta dada por la 
transformación 

p -1/ 

[Fv]= [! 
P, O 

o º] [J'] * o Jy o 1 J, 

Loa Parámetros están dados por la. trnnsformadún iflversa 

(7) 
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( 
d o 'º~)-1 ( f3 " B,) = (B. By e,) ! H (8) 

. 
Debemos hacer énfasis en que In elección del sistema es solo materia de ·conve-

niencia hasta aquí . También debemos rncol'<lai· que las constantes de estructura et; se 
transforman como un tensor ele tercer orden bajo un cambio de base no-siD.gular. 

· Las relaciones de conmutación dependen de la razó'u ~ • Así, cuando d eSta fijB. 
y R -+ oo, las 1·clnciones de comm1tncióu se ncercnn mas y mas a las relaciones .de 
conmutadón del grupo Eudideano E(2). No ohstunte pode.mas dar otra fotéiprctación. 
Podemos suponer que R cstn. fijo y quo drjrunus que d -+ O . De inodo qUe CstBmOS 
contnyendo al ohservadol'. Nuevnin.cute hLo; relaciones de có"nlnutación se acercan a 
las del grupo Eudidenno, ytL que sólo cstn involucrD.da la razón Ji. Para ~ ~ O, Un 
elemento arhitrm·io t•11 t•l úlgcl,1·11 del Pd11d1•itu puede escribirse como 

(9) 

Conforme -» --+ O 1 tudas lns t'oonl1.•111L<hu; fiuit:t.'i 0 1 /J vil'ncn dC uria región del 
algébra origiitnl que st• acrrcu 1111L'> y mm; a lh idt•utidn<l. 

,¡ 
B.= -/i¡¡- O; 

d 
By= "'¡¡-o (Üi) 

Por lo tanto t•l álgPb~a E(2) t•s i>ili'uun·tl'iindn poi' ima tcigión cOntraidá del iÜgelira 
original S0(3). Yu <tm~ los pan'1i11l'tros Bz, By -+ O , los genhn<lui'es éOrie&Pé:Jiia,¡eiiteS 
Pi:, P, delwu c·omuutiar 

{P.r.Pyj =U. (iiJ 
LoS genermÍ<n't.'S cuut1·itíclus s11l1tit·ucli·ia t11m si1l11ll~t·l•i'a nl><.•Üaiili. 
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Este procedimiento de contracción de los generadores, involucra una secuencia de 
cambios de base que dependen del parámetro *· Es evidente que la transformación 
se vuelve singular en el límite en que ~ -+ O. Sin embargo el conmutador existe y 
está bien definido en el límite singulnr. 

Las transformaciones no-singulares de bn.se no pueden nunca. llevar a una álgebra 
nueva. La razón es que lns constantes ele estructura/¡/' se transforman como un tensor 
de segundo rango covarinnte y primer rango contra.variante bajo una cambio no-singul8r 
de base. Bajo tal transformación el nuevo tensor de constantes de estructura contiene 
exactamente tanta información como el original. Por lo tanto para estudiar más a 
fondo el problema de la contracción se deben considerar también los cambios .Jingulare.J 
de bn:se. Una introducción excelente al tema se puede encontrar en R.Gilmore (Lic 
Groups, Lie Algebras an<l Sume of Their Applicntions, John Wiley & Sons 1974). 

(3) Técnicas de mapcus bosónicos 

Como se dijo al principio de este capítulo, nosotros estamos interesados particular· 
mente en los mapeos c¡ue conducen a una descripción de un sistema cuya dinámica está, 
presumiblemente dominada por "pares" de partículas, mas que por el efecto de partícu· 
las individuales, en términos de operado1·es 110.sónicos. Como se ha dicho también, varias 
teorías dan fuertes indicios de c¡ue e! estado más bajo de la CDC está compuesto prin· 
cipalmente por un condensado de pures de gluoncs1 y pares de qunrks (T.H.Hansson, 
K.Johnson y C. Peterson. 1082; P.O.Hess y R.D.Viollier, 1986). De manera similar a 
como se asocian los electrones en pm·l•s de Cooper 1 los gluoncs y los qunrks se asocian 
por pares a ciertos acoplumientos de spiu y color. El efecto en el primer caso con· 
duce, como se ha mencíonnclu, ul efecto de la superconduct.ividad. En el segundo caso, 
cuando se trata de pares de gluones pol' ejemplo, el efecto podría estar relacionado con 
el confinauüento de color. 

La idea de los mnpeos bos<'>nkos, con~isk en remplazar directamente los grados 
de libertad asociados con los "pttrcs'', con gwclos de libertad exactamente 60.Jón.icoa. 
Es decir que mapeamos el espacio de Hilbert original de muchos fcrmiones (hosones) 
en otro espacio de Hilbcrt llamado e.spacio ideal. Este espacio 11 idenl11 está genera.do 
por operadores de creación y de nni<¡uilación bosónicos asociados con cada "tipo" dr. 
par en el espacio originnl. Es <lecir que a cada par le corresponde un tipo de bosón 
en el espacio ideal y \'ÍCe\•ersa. Si el espado original consiste de un número impar 
de partículas, entonces debemos ccmsid~mr también la posibilidad de tener al menos 
una partícula na.aparC'ada. En esteo caso rl espacio de Hilbert debe mapearse a un 
espacio ideal que coushitn 110 sólo de grados ele libertad bosónicos por cada par, sino 
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también por grados de libcrtnd de un fcrmión (bosc>n) ideal. El espacio ideal se toma 
entonces como el espado producto teusorial del espacio bosónico con el espacio de un 
fermión (bosón) idcnlt aunque existe otra forma de realizar tal mnpcot que consiste en 
mapcnr sólo algnuos de Jos pares en térmiuos de operadores hosónicos. El resultado 
de hacer tales mnpcos consiste lnl.sicumentc en que se pueden usar algunos nuevns 
clases de aproximaciones 1Jostínicus para describir efectos colectivos que pueden resultar 
extremadamente complicn<los en rl espacio de Hilhcrt original. Además, los mapeos 
bosónicos proporcionan una rclncióu directa entre los modelos micro.scópico.s que se 
usan en In física nuclear, y los modelos colectivos. En In Cromodinámica Cuántica, la 
descripción microscópica se conoce pcrfcctnmcnte, pero In solución es extremn<lamcnte 
dificil, por lo que se requiere de aproximaciones que den cuenta, si existen, .de los 
efectos colectivos. Por ejemplo los efectos del vacío cromodinámic6, que pueden ser 
responsables del comportnmi<~uto "parnnrnguético11 que exhibe éste, dando lugar nl 
confinnmicOto d<•l <'olor por <•jt•mplo. 

( 4) Tipos <le mn¡wos lmst'111it-m; 

Existen b1lsit·utm•11t<• dos tipos de 111111wus b11s{111ico~ que podemos denotar genéri­
camente como : 

(i) Los mntH•os cid tipo Hulstt·in-Primakov qut.• preservnu In hermiticidad 'del 
hamiltoniw10, ¡wro t·ouch1cc•u a Sl'rirs iufinitiL'i <'U los desarrollos de los operadores 
bosónicos ele mmldo. . 

(ii) Lo¡.¡ mup«os del tipo '1c• Dysou quc• c·oJtchtt•eu n drsnrrollos finitos en lo~ o~ra­
dOres bosóuicos, JH"rn que rcsultnn t•u l1111uiltcmin11os 110-hcrmitiwios en geneial, cuyos 
eigenvalorrs sou los mismo¡.¡ c¡1u• los dl'l luuuiltonÍlauo original. 

Eu mulm:- tipos tic· 11111111·11s, ¡.¡(• dt•lw tc•11c•r l'Hiclaclo al definir el espacio físico de 
1110delo sohn.• t•l 1·11a) m·túu 1·1 lmutiltu11i;11111. El cspac·io i<lenl, siC'mpre es má.'1 "grande" 
qm• t•l es¡mdu origiluJ. Es ch•l'ir c1t1l' c•u 1•! 1•spac-io idc•nl exi:;:ten c:;:tudos espurios que 
hay 'tnc elimina!' de• 111.~nua maiwrn. y clt•liuir t•l :m!Jc:->¡mdo iclenl físico, como veremos 
más nclcl:int<•. 
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(5) Mapeo Bosónico 

Podemos indicar un maiJeo bosónico de la siguiente manera: si \ Q ) es un estado 
(fenniónico o bosónico ) que corresponde o. un par en el espacio de Hilbert original, el 
mapeo a un esta.do bosónico en el espacio ideal está indicado por 

1 Q) H 1 q >n• (12) 

Al mismo tiempo se tienen que mnpear los operadores (en particular los operadores 
básicos de crenci6n y aniquilación que generan el espacio de Hilbert) como 

0..-.08 . (13) 

de tal forma que los elementos de matriz de los generadores correspondientes se preser­
ven, o que las reglas de conmutación del álgebra original se mantengan. Es decir que, 
si 

A-+Á. (14a) 

y 
B-+ B'. (14b) 

entonces la. relación 

[.A,B] =C-+ [Á,81
) =C'. (15) 

implica necesariamente c¡ue 

e - e'. (16) 

Como ya se ha dicho, el mapeo del espacio de Hilbert original conduce a un espacio de 
. Bilbert ideal m'5 grande, de manera que el mapeo de nuestro espacio original, al cual. 
llamaremos nmicroscópico11 se mapea a un espacio ideal físico, mas un espacio ideal 
no-físico: 

{17) 

En particular si eJ espncio ariginul consistf! de un número impar de estados, se tiene 
que dar ademá.o; la "regla"' parn ma¡>ear los operadores de un Cennióu (bosón) ideal, 
y el espacio ideal será t:'Utonces el protlueto tensorial del espacio ideal hosónico, y el 
espacio ideal. de un formión ( hosón) desapareado. 
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Se puede ver fácilmente que basta con demandar que se satisfagan las relaciones 
de conmutación entre los mapeos ele los gcncrndorcs del álgebra. para que los elementos 
de matriz sean iguales, si aclemri.s se clcfinc upropiaclwnentc el mapeo para el estado del 
vacío. 

En efecto, si tenemos un operador cunlquiera, en el álgebra envolvente, los elemen­
tos de matriz 

( Q¡ 1o1 Qj) (18) 

se pueden expresar en términos ele los gencmdores como combinación lineal de ellos. 
Dicho de otro modo, cualquier otll'rudm· y cualquier cstn<lo, se pueden expresar en 
términos de los operadores de cre•lll'i<Ju y auiquilación. 

A continuaciúu vamos tt lmcer 1111 1·c.>s1111wn UUL'i o menos breve de algunos tipos de 
mapeos bosóuicus que c•xistt·u. Pur1t esto l'S couvcuicute poner un ejemplo en particular 
que· ilustre 1nejor la icll•n coutc.·uidu c·n cadn uuu de los mnpeos que vamos a describir. 

·Vamos a cum1idenu· t·umo ctL'iO ¡n11·ticulm· el grupo de simetrías SU(2). Los opera­
dores de dos fcrmioucs qrn• subticmlru \UHL tllgcbra ortogonal, se pueden expresar en la 
realización de C11rtnn como 

{uf X t1fJti, 
(n¡ X 11¡J8, 

{t1] X t1;)8. 
(19) 

donde uf,a sou los OJH'l'tulun•s dt• nt•uric)u (y auicpailación) de un fcrmión respecti~­
mcnte. Vrunos n "mn11<·m·" t•stos 0111·1wlon·s ele• pares cu térmiuos de' los operndOres 
bosónicos 

,,t, " (20) 

(21) 
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(6) Mapeo de Halstein-Primakov 

' Consideremos cqmo es usual a los generadores del grupo SU(2) en forma esférica 
1+1 1-, yJz que satisfacen las relaciones de conmutación 

lJ+. J_] = 2Jo, 
[Jo, J±] = ±J±. (22) 

con 

1+ =(J_¡t (23) 

En este tipo de tnapeo uno trata ele mautcner los mismos elementos de matriz para 
los generadores del álgebra. Esto nos garantiza que los ob.servable.s tendrán los mismos 
eigenvalores, al uüsmo tiempo que :.;e preservan las relaciones de Hermiticidad de los 
operadores. Los elementos de matriz rel~vantes <le los generadores Jo, yl+ son : 

( jm 1 Jo 1 jm ) = m, 

(jm+l I 1+ lim)=[(j-m)(j+m+l)]!. 

(24o) 

(24b) 

donde 1 j m ) ( - j $ m $ j) es la base usual <le eigenestados simultaneas correspondi­
entes a los operadores J 2 y Jo . La idea entonces, es la de mapear nuestros operadores 
JO~-J:, en términos de los opera.dores bf,b de tal suerte que se preserven tanto los 
elenÍentos de matriz, como la relación de henniticidad 1+ = (J..:.)f. 

Lo primero que notamos, es que el espectro <le eigenvalorcs para el operador Jo 
es equidistante, del mismo modo que d L'";'.J>ectro del oscilador armónico (2.49), según 
hemos visto en el capítulo de Túpico"' de la Teoría de Grupo_,, Entonces podemos 
pensar en mapear In secuencia de enteros (o semienteros) "m" en un . conjunto de 
enteros positivos "n ", O :5 n $ 2j efectuando el desplazamiento 

m=-j+n 

con lo que los elementos de matriz de los opei·ndores Jo y J+ se transforman en 

( n 1 Jo 1 " ) = - i + 11, 

( n - 1 1 J+ 1 n) = [(n + 1){2j - n)J!. 

(25) 

{26o) 

(26b) 
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Uno reconoce imncdint1Uncnte los elcmcutos de matriz de los operadores bt, b : 

( n + 1 1 ¡,I 1 n ) = (n + l)~, 

( " - 1 1 b 1 ll) = .. ~, (27) 

( n 1 blb ! n) = n. 

en la base del oscilador n.rmóuico l!itr. 1 O). En reuli<lad lo que hemos hecho al efectuar . . ~ 
el "desplazamiento", es un mnpeo de los operadores Jo, J± y de los estados 1 jm ) en 
términoo de los operadores hosóuicos 

"'· b· [h,bl] = 1, (28) 

y de los estados de oscilntlur tll'm<)nicu dt•l t•:;pndo de Fock bosónico (2.50): 

p,t¡" 
J,J 1 o). (29) 

mediante lns n~ladmws 

(Ju)u ,_. (-j +htb), 

t-'+>u = (J_)L ,_, "1(2j-ht.,i!. (30) 

(j, 111) .-.. (j,u), o :5" :5 2j. 

con lo cual los cll·uwutos <le matriz 1m11 los mismos, al tiempo que se preservan las 
relacionc·s de hcrmiticidntl cutre los opc1·mlon•s de creación y wiiquilndón : 

(jn 1 (Ju)u 1 ju)= -j + i•, 

( j11+1 1(J+)/J1 ju)= J2j- 1iv'1i + 1, 

(J+)IJ = (J-)11· 

donde ri = b t¡, n•¡n·t'."it·uta a c•l o¡wr1ulur lit• mímcru d~ c·u.anto.• fcnniónico.!. 

(31) 

Hay <llll' notar prinll'ro <¡llt' l'l'>lil furmu c1C'l 1uapl'O t!stá definida correctamente sólo 
para O :S n :S 2j •111l' <"orrc:-.¡mmh·u u lus ,•suulos <Id su1Jl'Spncio idcnl /í.!ico, mientras 
<¡ue el 1mrvu 1•spariu ch· Fm·k 1·011th•1w mh·uu\s lus cstaclos c·on n > 2j en el subeapá'.cio 
no-físico de Hillwi-t. 

- ' 



80 5. Contracciones y Expansiones de Grupos 

(7) El mapeo de Belyacv y Zelcvinsky 

Este tipo de mnpeos enfatiza el mnpco de los operadores de tal suerte que se 
preserven todn.s las relaciones de conmutación. El subcspncio físico se genera después 
a partir de un estado de referencia. 

Consideremos una representación irreducible de una álgebra de Líe. Generalmente 
hnblando1 los generadores de estn álgebra pueden dividirse en : operadores de ascenso, 
operadores de descenso, y operadores de peso. Los operadores de ascenso nos permiten 
generar una bnse a pnrtfr de un estado de "rcfcrencinn (estado de máximo peso, o 
de mínimo peso). El método consiste en introducir un operador bosónico de creación 
b f por cada operador de ascenso. Bajo estm> circunstnncins los operadores diagonales, 
como Jo deben ser lineales en los opermlores de número y se pueden escribir por simple 
inspección. Ahora bien la forma ele J+ sólo puede ser una función de los operadores 
bosónicos con la misma regla de selección que h f que nos restringe a operadores de la 
forma bf multiplicados por cualc¡nier función de bft1. 

En el álgebra SU(2) los generadores son : 

opcrnclor de ascenso 

opernclor de peso 

operndor de descenso 

(32) 

En analogía con ( 30a), para d operncloi· ele peso se puede hn.cer el siguiente anaatz: 

Jo ..... -i+ñ. (33) 

mientras que para el operador de ascenso se puede utilizar la serie infinita en términos 
de bt y ñ 

1+ >--+ f e,. bl(blb)" (34) 
n=O 

con la condición de hermiticidad (23) i.c.J_ = (J+)I. 

Los coeficientes del desarrollo en serie para J+ se determinan a partir de la 
condición fundamental de que se preserven todas las: relaciones de conmutación entre 
los operadores. ·En particular. es suficiente por supuesto, que se satisfagan la.~ relaciones 
con.ditutiva.t entre los generadun-s ck~l álgebra. 
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or ejemplo In relucióu de counmtnción enti·c Jo y l+ se satisface inmediatamente, 
inde¡ cndientemente de cuales sean los coeficientes del desarrollo : 

(Jo,J+) = (b\b, CJ+)B) 

= f Cn (btb,bl](b\b) (35) 
n=O 

IJ+. J_J = 2Ju 

don1 [bhi,bl] = i,I, nos da como 1.,,;ultado J+. 

a siguiente rclución (22} 

nos < efi.nc <le lwdm los 1•ucticit·11tt•i-; t· 11 • Eu t•fol'to, siu entrar en los detnlles del cálculo 
podc¡mos \'t•r que t•l 1t•s11ltmlo tlrl e01mmt1uI01 anterior SC'rÚ una serie en potencias de bfb 
cuy~f coeticicnfrs ::.e igualau ¡mtL•nt•in ¡mr pott•ucia cou lus coeficientes correspondientes 
del tarrollo de 2Ju. Con los ccn•firit•utcs rc•snltantcs se puede identificar la serie como 
el de arrollo del UJll'l"llclm· raíz l'Uud11ula 1 cl1mclo como 1csulta<lo el mismo mapeo que se 
olltu o con el ml-tudo dt• Hobtciu-Pl'iumkm· (t•e.30!J). Es clccir: 

1 J+ ..... i,1 J2j - 1i. (36) 

Gui dos pnr ln. fo1111n olJtcuida del umpt•o pnrn 1+ 1 uuo puede escribir intuitivamente 
el m peo de la sigui<'utc forma 

cfiuición: 

(.!+>u= ¡,I J(i1J, 
(L)u = f(ii) li. 

Eut u·cs 1:1 wludlm clt• t•01mmt11t·h'111 [./+, J_) = 2Jo se! t•s1·ribe como 

Aho a 1JÍf'll1 si usnmus lns n•lnd01ws 

j(ii) ,, = ¡, f(i1 -1). 

y 

(37) 

{38) 

{39a) 
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(39b) 

y escribimos como an.satz 

/2(ñ) =e¡ ñ + c2, (40) 

para que la relación de conmutación se satisfogn. (esto es que obtengamos 2Jo = 2 (ñ­
j)), se obtiene nueva.mente 

f 2(1i) = 2j - ñ. (41) 

i.e. c1 = -1, c2 = 2j. Es decir que recuperamos el 1napeo de Hosltein··Primakov, y 
to.do lo que implica, incluyendo el mapco de los estados. 

En efecto, el ma¡Jeo de los c~tndos originales 1 jm ) con 

1 jm) = T(jm)(J+)i+m 1 O), 

1 o)= 1 j -j). 

donde T(.im) = l~U(;.:,~)}!, se puede rcsmrúr en dos etapas: 

(i) el vacío se mapca al vacío 1 O ) ...,. 1 O ), i.c. 

\j-j) ..... \n=O). 

(i&) los operadores de ascenso se mapeun en términos de operadores bosónicos 

(42a) 

(42b) 

(43) 

(44) 

El resultado de mapcur nsí la base 1 jm ) conduce de manera natural a la base del 
oscilador armónico : 

(bj)" 
1 jm ) ..... 1 n ) = ,/ñI 1 O ). (45) 
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(B) Mnpeo del tipo de Dyson 

Hasta ahora hemos trattulo con mapcos que preservan las relaciones de hermitici· 
dad de los operadores (J-) = (J+)t, mmquc esta condición no es esencial, como se vera 
más o.delante. El siguiente tipo de mn¡wc1 que vnmos a considerar deja más libre este 
requerimiento, ya que uo preserva. In hermiticidad <le los opern<lores. A este tipo de 
mapeo se le denomina mnpco de Dysou 1nu·n el cnso de SU(2) o mnpeo generalizado de 
Dyson para otras ñlgebrn.s. Unu de la::J motivaciones principales para estudiar estos tipos 
de mapeos consiste en trntu.r de encontrar <lcsnrrollos finitos mas que series infinitas 
para la representación de los opcrndorns mapcu.dos. 

Existen varias formas JHU'll la dcrivarii>n del mapeo de Dyson. Aquí vamos a 
considerar el tratmnicmto algclm°dl'o. 

El procedimiento t~i; muy simihu· al cmplc:illo en el mapco <lcl tipo de Belyaev­
Zelevinsky1 es decir, st> propone uull furmn pa.ra el mnpco de los opcrudorcs de ascenso 
y descenso, y se clt•tcrmiua In 11 forma.11 explícito. <lcmanclllll<lo que se satisfagan las 
relaciones de comnutnciúu entre los up<·1·a<lorc:;. Ln. <lifcrcncin fundamental consiste en 
qnc esta vez no prcsis(uuos qm~ se 111aut<•11gau las relaciones de hermiticidad entre los 
operadores. Pruticulurmcull' \'amos a omitir l1L n·ludón <le hermjticidad (J+)t = (J-). 
Esto nnturalmcllll' um; comlud11l n 1·eJHlo:-it•utncioucs no-unitarias del álgebra, y que 
tengamos trn.sln¡>es l'll los t•stiulos tic lu 1J11.-w. Es decir que perderemos In. propiedad de 
normalización de did1a lm .. -;l·. 

Definamos: 

(1+)/J =¡,t /+(i1). 

(J-)v = /-(ii} b. 

(46) 

Donde lns funcicmcs dt• OJ>l'l·tulorcs f+ y f- son las funciones que nos van a definir el 
m8.peo. Una pusilJili<hul t•oush.ll' l'U dl!gh· u prioai una de lns funciones, por ejemplo 

/+(i1) =l. (47) 

Aunque la cl<.>ccióu de una tlt• l•stn:; fum·i011<.>s uus llcvn a diferentes formas del mapeo, 
se puede ver que tu.les foruuts resultm1 L'c¡uivaleatcs. 

La reln.cicln de couumtndc'.111 imp01tm1t1• ql\t' tlc•hcmns satisfacer es 

i(J+ Jv.(.T-Jul = 1i/-(ii - 1 l/+(í• - 1 J - (Í• + 1)/-(i•l/+(ñ) 
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= Ú/-(ñ - 1) - (ñ + 1)/-(ñ) 
=?.(Jo)v (48). 

El operador (Jo)D se puede elegir de la ·misma forma que se hizo para el mapco de 
Bclyaev-Zelcvinsky i.e. 

Jo>->-i+ñ. 

Entonces si hacemos el siguiente an.satz para/- : 

f-(ú)=aii+b 

encontramos que a= -1. b = 2j y por Jo titnto queda determinada la forma de/­
de la siguiente numera: 

y por lo tanto 

(9) Mapeo de la base 

f-(ii) = 2j - Ji, 

(l+)D = bf, 
(1-)v = (2j - ú)b 

(49) 

(50) 

Nuevamente, el uwpeo de h1 bnsc se I't•ulizn definiendo primero un mapeo para el 
estado de vacío J j - j ) .- 1 11 == O ), ni cul.Ll se le aplica sucesivamente el mapco de 
]os operadores de ac;Cl'Jl!iO para generar la nueva )Jase. 

(51) 

Esta nueva base consiste de estados ortogounles, que sin embargo ya no cstan normal­
izados, sino que tit!ueu uu tra.,Japc cou la hase dual ( fl 1 = /O )(J-YJ"m. 

No obstante, la relación entre los el<'mPutos <le matriz de los operadores hermitianos 
sí se mantiene en el sentido siguiente: 
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o( ii' 1 (J+)D 1 n )o= o( ii 1(1-)o1 n' )o, (52) 

que es la versión mnpenda ele In relación col'respondicnte en una base unitaria. 

(10) El método de los estados coherentes 

El mapeo tipo Dyson puede obtenerse equivalentemente dentro del formalismo de 
los estados coherentes como se vcr1L a continuación. 

Sea 1 1./J ) un vector de l!Staclo defiuido en una irrep j del grupo SU(2). · La 
realización de este vcdor de C!ihulo cu el e!ipucio-z de estados coherentes (espacio de 
Bargman) la dt•uotnmos como 

d=l = < =I t/J) 
donde definimos d t·stado 1•olwtt•ut1• g1•11t•rnli:r.11do mediante las relaciones 

con la propiedad 

( = 1 = ( O 1 c'J-, 

l=)=c'ºJ+ IO). 

J_ 1 u)= u. 

(53) 

(54a) 

(54b) 

(55) 

La propic<ltu.t má.-; i1n¡uJrtault•, clcsck· 1~l ¡n1uto clt~ vista técnico, de los estados coherentes 
consiste en que cuul<1nit!1· o¡Jl'r:ulo1· O puede 1•xprcsarse en términos de los operadores 
de creación y nniquilad1)11 del m;cíladm· urmc)uko, cuyas realizaciones respectivas en el 
espacio-z son 

D 
li-r{h) = ¡¡;; 

i.1 -rp,1¡= =· 

(56a) 

(56b) 

y por tnnto la n•111iz;ll'ÍIÍ11 JHtrll r11ah111it·r 0111·1·1ulor t•n 1.>stc.• espacio se puede escribir en 
términos dt" la \'11rial1lt• cumph·ja =·y dt• Mt dt•d\•11da tJ: como 

• • D 
( = 1 o 1 ~· ) = Cl(o. ¡¡; l ( =I •">· (57) 
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En particular la realización para J _ se obtiene si utilizamos la definición del estado 
coherente ( z 1 = ( O 1 c'J- con lo que 

( z 1 i- 1 ,P ) = ( 0 i e=L 1 ,P ) 
= (c'LJ_c-zJ-¡e-zJ_ 11/J) (58) 

ahora, si usamos la fórmula 

,¡ - -A - 1 - - 1 - - -
e Be = B + ¡¡[A, B) + 2![A, (A, B]] + ... etc. (59) 

para aplicarla a J_, y notamos que la serie se corta. quedando solamente el primer 
término se llega a 

= ( O 1 J_czJ_ 1 tP ) 

= ~ ( O 1 e'J- 1 tP ) 
clz 
d = ;¡;( zl i/J) 

con. lo que podemos identificar de intnl'cliato el map1.."0 correspondiente para J_ : 

el 
J_ H dz' 

(60) 

(61) 

Si utilizamos el mismo proceclim.icnto para encontrar la realización del operador 1+1 

pero notando que ahora tenemos dos contribuciones en la fórmula ( 59) se llega a 

(62) 

Para ver que efectivrun<!nte este mapeo (más espccífican1cnte el mapeo de (J+)t) es 
equivalente al mapeo de Dyson (50) basta con "regresar" la realización 

z>->bl 

~ .... ¡, 
clz 

para obtener la misma forma del mapt~o que se obtuvo en el en.so de Dyson. 

(63) 
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Mapeo Bosónico en la CDC 

1 Resumen 

En esta sa::ción proponemos un posible procedimiento para mapear los operadores 
de pares de coordenndus que intervienen cu el desarrollo del Hamiltoniano de la CDC, 
cuando se utiliza la expansión en modus uurnuJes de los campos de norma Ao(z) no en 
operadores de creación y auiquilnción como se acostumbra hacer, sino en términos de 
"coordenadas" Q¡ en el espacio de Hilbert de la simetría interna y de sus momentoa. 
(Estos "momentos" se pueden definir como la derivada de la coordenada correspondi­
ente ~ como aparece t.>Jl el dc:-;urrollo en modos normales de los campos en el capítulo 
4). La estructura del Hnmiltoniano en estas coordenadas es más simple que la que 
se obtiene en ténniuos ele Jos operadores de creación y aniquilación. Con la ayuda 
de esta técnica, se pm!dc tc1wr cierta idea acerca ele la definición de p.acutlaparl(culu 
fonnadas por "pm-cs" ele gluuucs y qmu·k:;, 'Jne son importantes para Ja descripción y 
entendimiento de la t.-stnarturn del vucíu cromudiriámico. El Hamiltoniauo escrito en 
términos de estns coordcundns conlieuc términos de dos1 tres y hasta cuatro coorde­
nadas y /o moml'Utos u<'opltulos u ciertas n•pn·seutacioncs de si>in y color. En particular 
el término ct'abico l'll Au( x) <Jlll~ UJJlllº<'c.'c.! cu In parte "magnlotica" del Hamiltoniano C:OU.· 

tiene acoplruniC"ntos de.· tn':i coordcuad&L" c¡m• hacen necesaria la introducción de una 
descripción 1mrrt sisteUUL'i con un nlm1cro impar de partículas con la interpretación 
de <JUe a t•:1cla pnrtíruln }p 1.-st;i iL•mdadn uua cierta coord"nacln y viceversa. Nuestro 
mapeo contrmpln la iutroduccióu de op<•nulores de una coordenada y su correspondi" 
ente mapco. El an.•atz propuesto pllra t•l mupco Loscíuico, se puede formular tanto para 
operadores <le "coord<·nadns" y "momeutos" bosónicos que obedecen las relaciones de 
conmutación usunlc:; (relaciones de coumutación entre coordenadas y derivadas), como 
para operadores fennióuicos tJUc :mtisfncc.•u rclncionrs de anticonmutación entre Jas coor· 
denadas y Jos momentos. Las difort!ucias no son escenciales, y solo se reducen a algunos 
cambios de signos. Esto resulta muy importante, ¡mes nuestro método se puede aplicar 
de igual Connn a sii;tcmn.s gluónicus y n shotcmas fcrmiónicos como cuando se introducen 
qunrks • Por otra pnrtt', el furmalio;mu S<' pucdt• traducir Í&ídlmcntc ni lenguaje de ope­
radores de crencicíu y nnic~uiJndón r<'t'IUJ>lnzauclo simplcm('uh'_ los momentos pi -+ bi, 

y IRB coordcnndns Q¡ - 1J¡. 
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2 Introducción 

Cualquier teoría cuántica de campos puede ser considerada como una teoría de 
muchos cuerpos, definida por un cierto Lagrangiano ó un Hamiltoniano, pero con un 
número infinito de grados de libertad. Sin embargo para la descripción de los estados 
más bo.jos en energía, la contribución de los niveles más altos se puede tomar en cuenta 
de manera efectiva en algunos sistemas, como en el caso de In Cromodinámica Cuántica 
en donde los niveles más altos en energía se pueden tomar en cuenta de manera pertur­
btdiva, mientras c.1.uc para la descripción de los estados más bajos se utilizan técnicas 
no-perturha.tivus que consideran, por ejemplo sistemas confinados en una bolsa (modelo 
de MIT) con núme1·0 discreto y finito de niveles ele energía, o las formulaciones Ha.milto­
nianas en donde se utiliz11n técnicas <le muchos cuerpos para el estudio del problema del 
espectro de energías de tales Hamiltonim1os como nltcrnativa a las formulaciones en la 
malla. Debido n In estructura "imple <ld espacio ele Hilbcrt físico, la aplicación de estas 
técnicas no-perturbativas de muchos cuerpos, a los Hamiltonianos "regulariza.dos" de 
la CDC aparecen como la mejor alternativa u. los métodos de Monte-Carla en la mnlla, 
para el cálculo de lu.s propiedades hadrónicns, si se encuentran métodos viables para 
poder describir correctlu11ente las propiedades <le e.sea/amiento de los observables físicos 
de esta teoría. 

Usualmente en las formulaciones Hnmiltonianns, los campos A 0 (x) (campos de 
norma en el caso de la CDC) se desnrrollru1 en ténninos de soluciones clásicas o modos 
normales donde aparecen los operadores de creación y aniquilación en el proceso de 
cuantización de tales campos. Nosotros preferimos no utilizar operadores de creación 
y aniquilación, sino operadores de "coordenadas" y sus derivadas. La estructura del 
Hamiltoniano es más clara y simple en términos de estas coordenadas, particularmente 
en la norma de Schwingcr (Schiitte, 1989), conteniendo acoplamientos de dos, tres y 
hasta cuatro coordcna<las y /o momentos, de ciertas representaciones de spin-color. Si 
se quieren usar completamente }ru:; técnicas no pcrlurbativas de muchos cuei·pos para 
tratar con una lcorfo de campos cuántica, uuo tiene que introducir un procedimiento 
apropiado de regularización pru:u los c:a.mpos de norma A 0 (x), para poder efectuar 
cálculos. Una forma posibJe de I"cgularización <le estos campos, aunque rompe la in­
variancla de nonna, consiste en usar dcsanollos finitos , truncando con algún número 
finito N la expansión en modos de los o¡Jcrmlores del <lidio campo. No obstante, aún en 
el caso en que se usnn estos desarrollos cou pocos modos, la solución del Hamiltoniano 
resulta muy complicnda, y solo son \'iublcs los c:ílculos en la "aproximación de un nivel". 

Guiados por las evidencias de otras tcol'ÍtL<; (Hansson, Johnson y Peterson, 1982) 
, pensamos que el vacío cromodinámico está constihúdo principalmente por un con­
densa.do de pares de gluoues y pares de c¡uurks. Por ejemplo Hess y Viollier (1986) 
han realizado cálculos dentro del modelo <le la Bolsn que indican que existen ciertos 
estados ligados de dos y cuutro gluones (gluehalls) , principalmente pares Je gluones 
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y pares quark-antiqum·k acoplados a spin-color cero, cuya energía de enlace es mucho 
más fuerte que las ele otros acoplm1úcntos, e inclusive su energía resulta estar por 
debajo de la energía del vacío perturlmtivo. La experiencia de la física macroscópica ha 
mostrado que un buen entendimiento de In estructura del vacío puede implicar también 
explicaciones pn.ra muchos hechos fenomcuológico; en los que intervienen básicamente 
las exitaciones de dicho vacío. Por ejemplo los fenómenos ele Superconductividad y 
Superflui<lez, en donde In estructura del vncío esta dominu<la. por pares fermiónicos 
(pares de Cooper en el caso ele la supc1·comluctivclad), que son una manifiestación del 
rompimiento de la simetría <le Goldstoue. Es decir, que npnrccc una fnsc coherente 
entre los electrones, produciendo eventualmente el condensado bosónico, que da. lugar, 
por ejemplo, al fenómeno macroscópico ele la superconductividad. Inspirados por estas 
evidencias, proponemos un procccHmiento para mapear el álgebra de los "pares de 
coordenadas", a cool'Clcnndns y 111omcntos de modelo "bosónicos". Uno espera que un 
buen entendimiento sobrn la estructura de estos "pnres" conduzca de alguna manera a 
la definición de p-'cudopurtícula" formlllla.-; por pnrcs <le gluones que quizá estén rela­
cionndas con algo real, cumo l'll el l'lL<>o 111l'UCÍonaclo arriba ele la superconductividad, 
donde estas pseudopartículns con'l•spotHh·u a los pare.9 de Cuoper. 

Con <.'Ste mapcu 11uc propo111•1110s, l'i 1•spacio de HilLcrt que tc11mnos 1¡uc considerar 
es aún muy grnudc, y· sigm· prcsL'utamlo los problcmus que tiene el tratamiento en 
muchos niveles, uuuquc l"OU ésto ya bC ha cousq~uido cierta i<lcu. sobre la estructura 
física de la teoría. Esc1·ito el Humiltouia11u l'H términos ele cstns coonlcnndas "boJónictu 
", se tiene que buscar uu prucedimit.•11to mlccuudo para incluir mW; ele un nivel en 
la descripción. En el capítulo siguiente, se~ propone un posible método para definir 
"bosones colectivos" qm· i11l'luyru1 de mnncra efectiva la rnntribución de los estados 
más altos, rcducicu<lu así <·I prol,lcma, nl prnlJlcmn de un nivel. Es decir, el espacio de 
Hilbert puede rcduch-sc u uu Pspndo cuyos clenwntus csten compuestos tlc ésos "pares 
colectivos". En el cu.sc1 d1• lu C1·0111ucli1uúnica Cmú1tica 110 se puede concluir que este 
métoclo Cundonc. Sin l'111bn.rgo htL">ta lwy un<1ie sabe l"Oll certeza como tratar esta teoría 
con métodos 110-¡>crturbntivos q11c n~c111il•r1111 de pocc1 esfuerzo n1unrrico y además que 
contcngnu nlguua iden física clara. 
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3 Formalismo de coordenndns 

Para empez~r con un ejemplo concreto, los campos de norma que aparecen en el 
Hamiltoninno se desarrollan en modos normales de la siguiente manera 

(l) 

"a(x) = -i L v-;;;r0 (x)DQD ct = l, ... N. 
o ªº 

(2) 

donde las "coordenadas" QQa son las coordenndns en el espacio de Hilbert subtendido 
pór Jos campos ortogonales f0 (x) que portan la rcprcscntndón de la simetría de color 
en el álgebra de Lic (en general un álgebra SU(N)). El índice ct se refiere a todos los 
demás números cuánticos diferentes del color, y In energía de las soluciones clásicas 
está denotada por Wu. 

La estructura del hnmiltoniano contiene, como ya hemos dicho, acoplamientos de 
dos, tres y cuatro cool'deuudas, por lo que debemos definir un mapco para los operadores 
de pares de coordenadas, y pnra los operadores de una coordenada individual. Con 
el fin de poder definir bien nuestros campos, es necesario introducir un método de 
regularización, que se hace cousiclcranclo un espacio de Hilbcrt de dimensión finita en 
un volumen finito. Es decir que debemos considerar desarrollos finitos en los campos 
de norma Aa(x) en donde intervienC'n un número fiuito de grados de libertad, es decir, 
un número finito de coordenadas Q¡ i = 1, 2, ... Nen el espacio de Hilbert. 

4 Algebra de los operadores ele coordc.'nncla:-; 

Nuestros operadores básicos son los operadores de una "coordenadn"Q¡, y los 
operadores de "momento" que denotaremos como pi de un espado de Hilbert que 
satisfacen una álgebra bosónicn (fermiónicn): f 

i,j= l, ... N. (3) 

f De ahora en adelante d •i1no superior c:11 I"• fór111ul"1 correspo11de al ca10 bo1ónico (conmutador), 
y el alg•o h1ferlor aJ cuo fermió11ico (anticonmulador). 
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pi=.!!_ 
éJQ¡ 
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(bosones). (4) 

donde ahora el índice simple "i" incluye al índice doble (ao). Los índices arriba y abajo 
los utilizaremos solo para tomar en cuenta coordenadas no-cartesianas. 

Los operadores de pares ele coordenada:; están dados por 

Q;; = Q¡Q;. 
pii =pi pi, 

. . 1 . 
C;':: Q;P' ± 26,J, 

(5a) 

(6) 

(e) 

y satisfacen el tilgcbra Sp(2A', R) purn d ruso bosc'.mico 1 y el álgebra 0(2/t/) para el 
caso fermiónico: 

(C¡Í,C',,,"j = C'¡'16/,1 - C,,/ti¡', 

[C/,Q,,,11] = Q¡,.6/,, ± Q;wá/,, 
[C/,P"'"J = _pmi6¡i ± pui,s¡u, 
[Pii,Qmu] = Cmi6i, ± C',/11i, +C,/r5fn ± Cm;6~. 

(6a) 
(6) 

(e) 

(d) 

En Particular los upcwdores c¡i gcnc1·11u mm :subálgebra que se identifica con el grupo 
de simetrías U(Ar) c·u nm!Jos c:nsos. Es <lcch· que 

Sp(2.l.",R) ::J Uf.V) 
0(2.N') ::JU(.\') 

ÍPrmiones 
lmscmes 

(7a) 
(6) 

Ahora bien, fo.o; n•Jnc·icull's ele j•o111mttudc)11 de• los opcrn<lores de una coordenada con JOB 
operadores de clos t'oo1·d1·uudn .. o; scm fo .. 'i signit•Jlh~s: 

f<J,,., piiJ = _pi¡;i,. =f pi1i'f,,, 
(P 111 ,Q;j} = ±Q¡llj'' + Qj6,!'1, 

(Q,,11C;ÍJ = -Q¡tJ·/,,, 

[P"',C/J =PilJ'j". 

(Ba) 
(6) 

(e) 

(d) 

Incluyendo el álgclJ1·u "'' los opcruclon·s c1,~ 1·11ordcnad1L<; y momentos individuales, es­
tarna.• tratando rnu uua 1\lg1•bm IV(N)/\Sp(2N,R) (purnel casn hos6nico), y W(.N')/\ 
0(2..V) (parn el C1L"i() r('rl11M11ku)1 duuclc "A"' signifil'll el producto aemidireclo y W(A') 
represei1ta ~l 'álgebrn ch• \\'eyl 1•11.Ar 1lin11•J1simu•s, l't1yos clt>mentos :mn {Q¡,Pi,1}. 
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5 Coordenadas ele modelo 

Como puede ve1·se el álgebra involucrada es complicada1 lo cual hace que aún en 
este formalismo la estructura del Hamiltoniano no sea todo lo reducida que 1;1no quisiera. 
La idea de nuestro mapeo consiste en definir coordenadas q¡; y derivadas p1i de modelo 
que "correspondan" en cierto modo, a pares de coordenadas en el espacio de Hilbert 
original 'H., y coordenadas "individuales" de modelo para tomar en cuenta los opera­
dores con un número impar de coordenadas y/o momentos. Elegimos entonces unas 
coordenadas q¡; y derivadas pij pare.s de modelo que satisfagan una álgebra bosónica : 

con 

pij = ±pii, 

q¡; = ±q;¡, 

(9) 

(lOa) 
(lOb) 

El número de coordenadas 9ij es el número de combinaciones posibles de dos bosones 

(fermiones). Es decir que tenemos .N'(1±l) coordenadas de pares. 

Al mismo tiempo tenemos que definir un mapeo para los operadores de coordenadas 
individuales¡ para ésto elegimos unas coordenadas y derivadas individuales de modelo 
f/; y/'; que satisfagan la misma álgebra (3) de nuestras coordenadas originales. Es 
decir 

(11) 

6 Ansatz. Parte Par 

El mapeo que propout?mos como A n_,a.tz se basa en un criterio de simplicidad. La 
condición primordial que debemos satisfacer debe ser que el mapco preserve tod&s las 
relaciones de conmutación del hlgchra original 1. Nuestro mapeo procura mantener 
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invariante la subálgebm U(N). Siguicudo este criterio, los opcrndorcs de pares de 
coordenadas Q¡j se mapenu directamente n las coordcnndns pare.:i de modelo i.e. 

(12) 

Evidentemente no podemos huccl' lo mismo con los operadores de pares de momentos 
pii. La suposición mií.s simple para un posible mapeo de estos operadores consiste en 
definirlo en términos ele los momentos pare" ¡>ij 1 y de oLjctos que se transformen de 
la misma manera bajo el suLgrupo 11 iuvuriuntc11 U(N)1 por ejemplo en términos de una 
combinación lineal de los operadores de momentos y su conmutador con operadores de 
Casimir. Normalmente este operador se toma como el operador de Casimir de segundo 
orden, de algún gn1po U(N) 1 pero no es suficil'nte con tomar en cuenta sólo el Casimir 
del grupo Uq+(J(N). Uno tiene que iucluir también los operadores de Casinür de los 

grupos Uq(N), y U(J(N). 

I~a proposición concreta es : 

(13) 

donde rq+(J y fil SOll upcru<lurcs ch·l tipo dt• los opcrudorcs de Casimir definidos por 
las relaciones 

r'' = Ec:~1 c::1 (14a) 
11111 

rq+(J =¿(e:!,+ a::,Hc::· +e::ª> (146) 
Ulll 

con los opern<lon.-s "unitu.rios" C y B clcfiuidos por 

(15a) 

(156) 

donde los cocfkieutc•s <h•l nmpt'O o¡,n4!,u·:i :;e dt!lt•rminan a partir de la condición de 
mantener las relndoucs ch! co1um1t:ll'it;u (1111tkmum1tudón) del álgebra original. 

Hay qne tfolituc11r 1·! hl'd1u clt• 'llll' h1 purh· impar currt'spondieutc a los operadores 
de coordenadas iutlivitluuli•s fJ st• t•u111l,i11a11 rm1 lc1s Ol><'rndm·t·s de pare.:i de coordenadas 
9ij en la defiuichíu ch·l upl·r11t101' dt• Cm;imir r•1+(J 1 por lo c¡uc {'} mapco tlel operador 
pij contcucln'1 l'OJ1tl'Íl1111·iow•,.; l'::<plic·itas clt• lu partt• impar. 
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De igual manera se propone el siguiente mapeo para los operadores unitarios de la 
subálgebra U(N) : 

e{ i-+¡(C+B) (16) 

con el coeficiente -y también a determinar a partir de las relaciones de conmutación 
(anticonmutación). 

La forma explícita del mapeo, después de probar las reglas de conmutación resulta 
ser: 

Q¡j-+ 'lij 

pii ~ ¿;c~ck; + ak'>1ii ± (i .... i) 
k -

c/-c¡; +e/. 

7 Ansatz. Parte Impar 

(17a) 

(17b) 

(17c) 

También tenemos que mapear los operadores de un bosón individual a un bosón 
ifleal, siguiendo el mismo procedimiento. El ª''"'ªtz más sencillo tiene la forma : 

Q¡ ...... /3¡(l¡ + /32 Í:q;kfk. 

• 
pi,_. /J3fi + /34 L;1Jk(Jk + [Psr•+l'J + PGr~. pi]. 

k 

(18a) 

(18b) 

En este caso se ha tenido que introducir desde el principio el término Et q¡~/'é en 
la definición del am;atz para el mnpeo de Q; para asegurar que las relaciones de con­
mutación (anticomnutación) se sa.tisfngnu exactamente. Físicamente este término re-­
presenta Wl operador que "uuiquila11 uun coordenada individual, para combinarse con 
otra y ncrear" un par. En este punto hay que tener especial cuidado en el mapeo de la 
relación · 

(19) 
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ya que se satiisface exactamente solo si se aplica en el subespacio físico de modelo 
tal y como se define mlÍS abajo 2• 

El mapeo explícito esta dado por las siguientes relaciones: 

Q¡ __, (J¡ + L,q¡kfk 
k 

pi__, ~fi ± L,pikfJk ± L,(Cki - Bki)fk. 
2 k k 

{20a) 

{20b) 

El mapeo del álgebra de pares ha sido lJicn cxplicudo ya en el trabajo de Hccht 
(K.T.Hecht, 1987) mientras que el mnpco de la parte "impar" de coordenadas in­
dh-idunles se ha hcd10 t'll nualogía con L'l trubujo ele l\lcin y Marshnlek (A.l{lein y 
E.R.Marshalek, 19!Jl), solo <{\ll' ullí se lm formulado el mnpeo ele la parte impar para el 
caso en que los opcrndores IJ1tc;icos son formiónicos cu el contexto de la física nuclear. 

Cabe mcnciouur (j11L' rl mnpco ele• nrrilJa tiene propicdmlcs i:;imilarcs u. lus del mnpeo 
de Dyson, cu el sentido de que HP truta de un desarrollo finito de los operadores ma­
peados, que co11ducc u opcrac.lorcs no-lu..·rmitiunus. Es decir que se cuniplen todas las 
relaciones de conmutnciót1 1 pc~ro uo hLc; rclnciuues <le lwrmjtjci<lud entre los operadores, 
eomo se puC'de ver focHmcntt·. Ya hemos dicho autcriormcntc (¡uc ésta no es nj siquiera 
una dificultad yn que uu cstmnoi:; jntcrcsuclus en realizaciones unitarias. El poder del 
método radica eu t.•) l1ed10 de poder 1·cpmd11cir el espectro de un hamiltoniano, cuyo 
cálculo exacto pueclc n·s11ltnr muy clHicil, y «.•sto uo d<•pcn<lc en aLi:;oluto de que traba­
jemos en una repn-sl·utacibu uuitariu o uu. 

Rcsunücndo, el A rusatz propuesto ¡m.rtL el mnpeo lmsúnico se escribe, utilizando 
un ntruco"' para n·gresar a UUP:>trns conmutadores con opC'radorcs de "Casimir", de la 
siguiente manera: 

Qij-'lij 
.. 1 .. 1 .. 

p•1 - 2fr,1/1¡ - 2!N± !Jp'l 

e/ ....... e/ +B/ 
CJ¡ __, (l; + L Wkfk 

k 

pi - ±~[r,fiJ ±~(A'± 3)fi ± L,pikfJk· 
- - k 

2 El aabnip&ciu fi!Oic:o d1• m ... ldo routillllL" <l lu 111;'¡, u11;1 .:ourilc11a.ila Individual de modelo(¡~ 

{2la) 

(2Ib) 

{2lc) 

(2ld) 

{2le) 
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donde r es el operador : 

{22) 

Los operadores rq 1 rfJ, y rq+(J están rclncionndos con operadores de Casimir de se­
gundo orden de grupos unitarios U(/11), donde (/11) es el número de grados de libertad 
del sistema (p. ej. 2(spin) x 3(co/or) x 2(!/avour) = 12g.I.). 

8 El espacio de Hilbert ideal 

El espacio de Hilbert de modelo formado de funciones polinómicas en q¡;,pij y en 

fJ¡, pi 1 se divide en un subespncio físico ('H¡ ), y un subespacio no-físico ('H,1¡). Cuando 
tenemos en el espacio originnl un operndol' con un número par de coordenadas Q¡ p.ej. 
Q¡1 Q¡2 ••• Q¡2n-t Q¡2n nosoti·os lo mapenmos en q¡1¡2q¡3¡4 ..• q¡2n-tÍln' Esto implica una 

cierta ambigüedad ya que podemos aplicar cualquier permutación en los índices y luego 
volver a mnpear, p.ej. Q¡1 Q¡2 Q¡3 Q;4 puede ficr mapcndo ya sea a q¡

1
¡
2

q¡3¡4 , o a q¡
1
¡
3

q¡'l¡
4 

y otras posibles combinaciones. 

Cuando consideramos una potencia impar de coordenadas Q¡'s por otra parte, 
formamos, como arriba, pares ele Q¡ 1s y la l1ltima coordenada impar Q¡

2
"+1 a una coor­

denada individuo.l 11ideal" (}¡
2
"+1' con una ambigüedad similar a la que se hn discutido 

arriba. El punto crucial es que sólo nos c¡ucdrunos "a lo máJ" con una coordenada 
"impar" en nuestro subespacio ideal físico, es decir que el subespacio físico sólo tiene 
una. coordenada Q¡ 1 y el mapeo tiene In forma general : 

{23) 

con6=0ol. 

Los estados físicos en nuestro espacio ideal de Hilbert deben satisfacer la condición 
necesaria de contener" a lo má.1" una cool'<lennda individual de modelo fJ¡. En el caso 
en que se trabaje con operadores de creación y ruliquilación se tratará a lo má.s de un 
bosón (fermión) ideal. Los estados e.•puriu.• (no-físicos) son, por ejemplo, aquellos que 
contienen más de unn coor<lenacla indh·idunl de modelo (J¡. Con las condiciones de 
arriba todas las relaciones ele comnutneiún se satisfacen exactamente cuando se aplican 
sobre el subespacio i<lt'al físico. Sin cmlm.rgo el mnpco de la coordenada Q¡ cuando 
se aplica sobre este subcspacio, nos lleva al subespacio no-físico, debido a la presencia 
del operador de coordenada ide11l fJ¡ 1 el cmJ, cuando se aplica sobre fJ; simplemente 
nos da f}¡Q ji que está. fuera del cspucio físico. Para evitar que nucsll'o Hnmiltoniano 
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E.tpacio micro.tcópico E•pacio Ideal 

Figura (G.J) .Afapt:o tlcl t:.•¡mcio de Hilbert 

mnpcndq 1'suqtu~11 h los l'stados <lrl sulm'ipudo físico, se pucdeu iutro<lucir operadoi:es 
de Proyección niu·opiu.dus, ( 1 - f'.r) u In tlcn•dm del operador (Ji, y fJ delante de./'¡ 
para permitir a lo uuis mm ~mln cuol'dcuadn iclc>al (J¡, pero en este caso la regla de 
conmutación (lD) no se ~mtisface exactm1w11h•. 

Para aclnrn1· In amhigiicc.hul <J.llC M' Jll'l'S<·uta l'll las 11 difcrc•utes11 formas en que 
se pueden mnpcm· los OJll'tmlun•s cid 1•spacio urigiual, tcm•mos c¡ue Íll\'estigar más la 
estructura dC' los gl"npus im·olunuclus. 

El nusutz proptwsto 11rrilm, 111n1u•a d grnpu prnductu dirr.cto del álgebra de Weyl 
de las courdc•mulas od.e;i111J1!S IV(~\'J c·ou c•l ,11,:i-11¡m 1111iturio U(.A!) formado por los ope­
radores Linurius de.• l'oortl1.·1111d1L'> y 11111111t•J1tos (5l') dt• lu sig11il•11te mnncrn: 

Es decir <¡ue el lllil}IL'O c:umlUl'C al prucluctu sc•miclin•cto ele los grupos de \Vcyl rormados 
por lus coordemulw.; y IHOIUl'Utos de muck•lu pnn•s Hq (!J), e impares 1V1'J (11) con el 

irupo ul1itnriu u,,+(J<.A'J Cor111:ulu JIUI" lus opt•raclul't'S uuitnrios Jnap~ados C¡j + B¡Í 

Ec(l5a-b). 

Ahora bil•u, tm puc.·dc.·u nmstrnir s1•JJ1U'uch1111P11te dos grupos unitarios formntlos por 
los operaclorc.•s Co:jki = 'lil.:l,,ik'. clt·l g1·11pu Ui¡( ... V·c.V±l )/2), y los opc·radores B¡i = (J¡fi 
que suhth~u<leu c•l gn1po U(J(.V). Ellos fornum 11.11 grupo producto directo que contiene 

como subgru¡m ul grupo u11+(I(. V) l'llYCJS ,l!,l'llC'l·adorc•s suu e/, es clc.·cir 
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(25) 

Para el caso en que nuestras partículas bosónicas (fermiónicas) se consideren funda­
mentales, el espacio físico esta dado pcr la irrep completamente simétrica [2N9 + 6] 
(antisimétrica (12N•+6]) del grupo Uq+(J(N). Sin embargo, en general, se tiene la ca­
dena de reducción 

JNq) X ( Ó ) -+ ( f ) {26) 

Donde el espacio P,ico esta dado por las representaciones [ f J = (2N9 +6] para bosones, 
y (12No+IJ para fermiones. La ÍrTep [ l J del grupo Uq(N(N ± 1)/2) se mapea a las 
irreps ( 2 J ([12]) de Uq+(J(N), mientras que la irrep [ l J de U(J(N) se mapea a la 

irrep "( l ]" de Uq+(J(N). Debido a esto, la representación (Nq) ([lN•]) del grupo 

U(N(N± 1)/2) se mapea a 188 irreps de Uq+(J(N) del tipo [ f) = (2/¡,2/2,. .. ] 

([ f ] = [2/¡, 2f2,. .. ]), donde ( f ] es la irrep adjunta de [ f J. Sin embargo en la 
descomposición (20), también pueden npa.recer otra'i irreps. Por ejemplo en el caso de 
bosones el estado q¡1j 1 q¡J.h - q¡1¡2q;1.n está perfectamente definido, pero no es simétrico 
bajo la permutación de Ut .... i2). Uno lo puede ver fácilmente si "invertimostt el 
mapeo q¡

1
¡2 ~ Q¡

1 
Q¡2 cuyo efecto i·esulta ser cero, por ejemplo. En principio uno tiene 

que utilizar los operadores de proyección c¡ue resultan ser desagradables. La fonna de 
hacerlo se explica muy bien en (J.Dobaczewskij, 1981). Sin embargo se puede dar la 
vuelta a esta dificultad, como veremos eu seguida. 

9 Cálculo de Elementos de Matriz 

Para comenzar consideremos un monomio l/Jµ en las coordenadas Q¡. Es decir, 
por el momento nos quedamos en el espacio 11 microscopico". Aún más, consideramos 
aquí solo el caso bosónico. Para el CiL'iO fcrmiónico lo que sigue se ha.ce de manera 
análoga, teniendo cuidado con la ¡mrte de integración. Cuando aplicamos cualquier 
geDerador ".Í" de nuestra álgelJra (G) a este monomio, simplemente tenemos que con­
mutar X con tP11 para tener como n•sultaclo una combinación lineal de lós monomios 
de la forma 

~ti;,,,= r,i.¡,,,,,.µ,,,. ,,, (27) 

Ahora bien si mapeamos esta cxpreHión, 111ape1wdo al mismo tiempo el generador fe -+ 
{.k) y los monomios lJ.111 de la nun1era en que s~ discutió arriba, sin preocuparnos de la 
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~~igü~d8.chiue sé pre::;entó'cn el 111ap1..'<>, y asegurándonos de que se siguen cumplien:do 
lir.s uiismiiS relnciones•<lé conmutnción del álgebra original (ecs. 6 y 8), la acción 

(28) 

dóride· l/;1/'-. •q,10 ·con·!~µ simútrico para el caso bosónico (antisimétrico pva el caso 
íermi~nicp)?·nos.dJl.:POT, ~~11;-1t,rµ.~ciún los mismos elementos de matriz que (27). Por lo 
tanto p~a.~alcuhµ·. lo~ elem~1)~<,>.S Clc mntl'iz, es suficiente con mapear los monomios de 
manera apropiada como se ha indicndo urdlJa. Lo mismo puede decirse entonces cuando 
comenzamos con el espacio "de modelo" cligicudo convenientemente los monomios t/>µ1 
y mapcando de regreso al espado microscópico compuesto de t/Jµ 's que por construcción 
son simétricos. 

, q'. Sin embo.rgo, cu la mnyoria de lrn; casos es extremadamente dificil simetrizar (o 
&ntisimclrizur ¡mm. t.•l cu.su de fcrmio1ws) los c~tados ma¡Jcaclos <Pµ que resultan de 1/Jµ 
en el espacio <le "moddo". Uno c111bi,•rn trabujar cu un espacio de "modelo" con una 
estructura simple. Eu pnrt kulur, 1·xi'1ic11tlo una l'Structuru. especial de pares, que se 
perdería a la horu cit.• In simetrizndú11. llustrnl'emos esta situo.ción con un ejemplo: 
supóngase que Sl' ticUt.' un ~ist1•111n Losc'mku con tn·s grados de libertad, es decir, el 
oScilndor armúui,·o tl'iclinll'nsionnl, y qrn• t.•stmnos iuteresn<los solo en las soluciones de 
momento nuguhu- t.01·1·0. UN1l1110~1J Como UJll'l"ll<lun•s ele 1·rcació11 de Uosones a los operad.o-

.,.r~1.bfm, 
1 
.<r.'l,,~.:¡l 1 R 1 fl) ~~111· llc~·m1 mumeuto ungular uno. Un estado de momento 

• 1~i~u~~.f~~o.,e~ prnimn·icpml u · 

(29) 

donde .1 O·) ·es <'I Vr1.cÍQ Lilscjuko 111i,·1·usl'Úpico1 y d corchete con" la cruz indican el 
,; ncOphuuiento~dc, Ul(!IUt>nt.O •. uugnJ~! estiUuhu_·. Cnnndo mapeamos al espad~ de 11 mo­
¡,·del<J1!•11·el. vncio mip:oscópk~ ·.:~! ,\l''1Jll'U. en el vncío de ".modelo" 1 O ), y, t:;omo una 

" pd9ibitldiid,cfná¡iea111rls [ b 1 x · b 1 J en ¡;J0• 

.. ,.; .. :. 11}, •• ;.; 

,Jq 1;.¡·••.11. 

j·•.·;t. 

. ... 1·:: <i ·q,.1.1 J,, L:• 

1 o)- 1 o J, (30) 

(31) 

Loe catados l'OJTCSpoaulit.•utt•:-; dt• 111mlrlu tÍl'llt.'Jl entonces 1~ formo. cP&t> 1 o ). Hay 
que notnr sin cmblu·go, 1¡ut• t•l t•stuclo ef>1, uu es simétrico. La simetrización crearía 

·~tras pru·es como pm· t.•jt•u1pln1 lo1:1 p1u·t•1:1 ¡Jt /=.:.!,mi lo cual se puede ver si ae hace un 

rencoplumicuto ( lb! x bi]~l2 n•s1ilt11 en t<·rmiuus de [ [bf x bf]
2 

X [bf X bf]
2 

]: ). Si DOll 
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restrigim~s ~olnffiente a los estados ,eJ0. tenemos en los.cstridOs
1
·,pµ una imágen· u~o·a· 

uno de los estn<los 1/J11 • El problema ahora es el siguiente: cómo nos aseguramos de 
que no se abandone este espacio. Este es precisamente el lugar en donde entran los 
pr9blema.c; normalmente, es decir~ la aplicación de un operador arbitrario O sobre i/Jµ 
g~era, en general, expresiones que involucran a los pares pt 2m· Afortunadamente hay 
algunas posibilidades de prevenir ésto. Por ejemplo en vez de mapear arbitrariamente 
Un Operador Ó en ( Ó ), uno debe ver primc1·0 si por un reor<lenamiento de los -ope--

radores microscópicos (btm, y b1m en nuestro ejemplo) ~n'. ef operador O, uno pUede 
conseguir. una expresión equivalente, que dcapués de mapcarse solo co'ntenga los psres 
que aparecen en nuestro "espacio de modelo convcniente11 compuesto de los t/Jµ's. Por 
ejemplo el operador de Casimir ele segundo orden de U(3) 1 en coordenadas cartesianas, 
tiene la forma 

o equivalentemente, la forma 

C;; =Ñ(Ñ+2) (33) 

En el primer caso cu nudo C'¡j se mnpea vía ( lG ), con °los 9jJcraA~o~.~~ un~l~io~ ,(15);. ~.~'.1/?s 
los estados se mezclnrun, mientras que en el segundo caso, N sigue siendo diagon8.l en 
el espacio de modelo, es decir, en los 91, 

1s. 

Para otros opcrnclores la receta es tal que uno tiene que escribir primero los opera­
dores en orden normnl. En el cnso de nuestras coor~enndaS 9 y cleri~as /a ésto co­
rresponde a. escribir primero tudas las coordenadas a la izquierda',')' tbdas las derivadas a 
la derecha. Entonces ni>Hca.mos el mnpeo dictado p0

1
r {21 ). Las eX:t)resiones TI!sultB.nles 

incluyen operadoi-es pij 1 pi 1 y coorclcnaclas qij, fJ¡. Una ~e'z hecho ésto~ volVemos, a 
escribir el resultado en orden normal usando las relaciones de conmutación de los ope­

. ·radares. La pregunta nhorn C!; si uno puede rcorde1mr la parte que depende de q¡;, fh 1 

·en tal forma que solo se involucren los ptt.rcs que aparecen en los tfi1, 's. {la parte de 
derivadas que actl1an sobre 01, no puede crcnr otros pares sino solo puede aniquilar los 
ya existentes). Este paso incluye el fr al espacio microscópico vía el inverso del mapeo 
.(21a), reordenar y entonces volver a mnpear, usando el mapeo (21a). Como ejemplo 
tenemos el siguiente operudo1-· 

"(34) 

que define la misma ncción. 
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No hay garantía de que ésto funcione en todos los casos, pero en muchos ejemplos 
que hemos tro.tndo funciona. Este procedimiento debe verse como una receta, o una 
forma sistemática de trabajar en el espacio de Hilbert ideal. 

Queremos l'emarcnr por líltimo, que lu. rnzón do esos problemas yace en la am­
bigüedad que se tiene en el mapeo. del estado microscópico t/Jµ al estado de modelo r/Jµ. 
Existen muchos estados equivalentes 91,i ( vcáse el último ejemplo) que corresponden 
al mismo estado r/J¡J· El problema es cómo restringimos n un subcspacio del espacio de 
modelo con la misma dimensión que el espacio microscópico y donde un r/Jµ corresponda 
a uno y solo un 1/'¡:· Los operadores tienen que mapearse twnbién en.tal forma que no 
abandonen este subespncio, lo cual no se gnmntiza siempre !. La ventaja de nuestra 
"receta" es que para manipular los operndorcs apropiadamente, es mucho más fácil que 
simetrizar (n.ntisimctriznr) los estados en el cuso de sistemas bosónicos (fermiónicos). 

Supóngase que se ha resuelto el problema anterior. Ahora podemos Pregunto.r~~s 
si es posible cucouti·H.l' unn forma nu',_.:; fúcil de cnlculu.r los elementos de matriz Mµµ1 
recurriendo n nuestro mapeo y us1uulu nul'stm receta paru. mupcnr los estados. La 
respuestu es afirmativa !. 

Supongm1ns que tl'nemos uua funcMu nrhitrarin eu lns coor<lenadns de módélo i¡¡j, 
que puede expan<lcrsc cu serie de Tuylor l'll términos de monomios </>µ- Por construccion 
las relaciones anterion•s (27) y (28) :,Íglll'JI cumpliénclose. Lo tínico en que debemos 
tener cuidado es t•n 110 permitir mrl.s dl• mm t'oonll'mula indiviclual fJ¡. Es decir que los 
monomios </>1, suu ch· la forma 

(35) 

con ó = O, o 1. Cuu.lqnicr funciún t•s t•utuuct•s mm cumhiuación lineal de estos monomios, 
que pucdcJ1 ser elt•giclos de 111m1cra c111c• forn1cn u11n hase completa. La f1mcíón correspon­
diente t/Jµ en el espacio microscópico puede obtt·uerse invirtiendo el umpco q¡j -+ Q¡Q; 
y f}¡-+ Q¡. Lo interesante dt! cstn 11i11\'crsiún" consiste en el hecho de que si r/Jµ corres­
ponde a un estado no-físico, es decir, no es simétrico ( antisiinétric~) en f.!

9
+¡(.N'), "el 

estado corresponclit'ntt• l'll e-1 espacio mkwscópico simplemente desapare~. No, puede 
ser diferente· ele l'<'ro ¡nws se cnmplciu lm; rdndoncs (27) y (28). 

Ahora escojarnns r;i1, dt• uuuu·m c1uc furnwn una bnsc completa ortonormal respCcto 
de alguno. medida t'1111\'l'Uil•11h• c/r, t•s dc•dr <JIU' · 

(36) 

Con esta t>lC'ct•Íf)u podc·mus obtt·m·r los t'f1•mt•ntos ch• mntriz .. '111111 multiplicando la 
ecuación (28) por la izc¡uirnla 1·011 (1;11 e i11tt·gra11clo: 
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(37) 

No importa que medida dT tomemos o que conjunto { ,Pµ} usemos. Lo importante es 
que elijamos <$µ de manera que se cumpla la relación de ortogonalidad con respecto de 
ésa medida. En el caso en que se usen operadores de creación y aniquilación en vez 
de coordenadas, se tienen que asociar a estos unas coordenadas complejas (método de 
estad.os coherente.s) y utilizar monomios que sean ortogonales respecto de la medida de 
Bargman (I<.T.Hecht, 1087). 

Como hemos construído los monomios en el espacio de modelo, las !unciones cor· 
respondientes en el espacio microscópico se obtienen simplemente invirtiendo el mapeo 
como se ha mencionado arriba. Las funciones resultantes t/Jµ en general no son orto-. 
gonales en la medida usual del espacio microscópico, y aún ellas pueden desaparecer 
cuando no tengan componente simétrica.. Esta es la razón por la cual un Hamiltoniano 
microscópico hermit;ano resulta después del mupeo en un Hruniltoniano no-hermitiano 
respecto de la nueva medida. Simplemente uno no ha "mapendo" de manera correcta 
la medida. 

10 Ejemplo: Un Hamiltoniano de Juguete 

Como una primera aplicación de nuestro 1nétodo vamos a considerar el caso de un 
Hamiltoniano muy simple : Un Hamiltoniano para un sistema de gluone.s tle jugude 
de un solo grado de libertad Es decir. que depende de una sola coordenada Q y un solo 
momento (deri\'ncla) P "bosónicos". 

Consideremos el Hnmiltoniano de la forma: 

(38) 

donde los dos prhn~ros términos juegan el papel de la parte de "cero interacción", 
equivalente salvo un factor, al hamiltoniano del oscilador armónico en una dimensión 
(recordemos que el momento :;e ha definido aquí como el operador de derivada para el 
caso bosónico, sin el factor imaginario "i " como suele hacerse en la mecánica cuántica 
elemental). El tercer y cuarto término juegan el papel análogo a la parte de interacción 
magnética del Hamiltoniano real de la CDC, es decir los términos cúbico y de cuarto 
orden en los CBDlpos de norma Aa(:z:). 

El operador de coordenada Q, y el operador ele "momento" P satisfacen la relación 
de conmutación para bosones: 
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[P,QJ= 1 {39) 

A partir de estos operadores básicos, podemos construir los operadores de pare.t de 
coordenadas Q2 y momentos P 2, nsí como también los opero.dores unitarios O= QP+ 
j. . El álgebra que subtienden estos operadores es el ó.lgebrn. "simpléctica" Sp(2, R) 
definida por las relaciones (veánse las ecuaciones (6) ) : 

[P2 ,Q2J =4C 

[P2,CJ = 2P2 

¡q2,c1 = -2Q2. 

{40a) 

{40b) 

{40c) 

A continunció111 vamos u. inapcnr estos o¡lC'rndores binarios en términos de operadores 
de una coordenudn y un monumto ideal de pare.s bosúnicos "no-normalizados" q,p, que 
satisfacen la siguiente rdnciún 

[JJ,q] = 2, (41) 

y de una coordcna<la y 1111 momento iu<lh•idmJ <le mo<lclo fJ, f' que satisfacen la misma. 
álgebra que nuestros opcrndorc>:i de c:oordcmulu y momento originales , i.c. 

[f,fJJ =l. {42) 

Hay que notar que en lu relación [p1 q} = 2 se hu puesto de tal modo que esté de acuerdo 
con nuestra dcfinicMu general <le los opcrudorcs bosónicos de pares de modelo (ec.9) 
no-normalizados. 

Nuestro a.nJat: lºll L"Stc cu.su l"Sta <Hclmlo imr ltL'i siguientes relaciones : 

<J' ..... 1/ 

pi ..... 111.2 + 2fJrl' + J' 
1 c ...... ,J'+fJr+ 2 

Q ..... fJ+11f 
p...., r+pfJ+ Cf 

(43a) 

{43b) 

(43c) 

(43d) 
(43e) 

donde el opcrnJnr nnilnrio e c•shi dl'fiui<lo por e = qp ( se han quitado términos 
propordouales a p2 clruJo •} lll'1 por <'OllSlrucdc)n, <'UOutcJO se aplican a los estados eD el 
"espado (isko", 1l:ui c:<"ro). 
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Ahora bien, podemos "rcnormaHzar" nuestras coordenadas de modelo q,p para 
que tengamos la relnción de conmutnción bo.,ónica usual. Es decir, si definimos las 
coordenadas bosónicas de modelo como 

1 
t/=y12q 

con la regla de conmutación bos?:0icn usual 

(p',q'J = 1, 

{44a) 

{446) 

{45) 

el mapeo eambia de manera correspondiente. Sólo mencionamos explícitamente el cam­
bio de forma del mapeo del operador unitario: 

C->2q'p'+(Jf'+~ {46) 

·En el caso en que se hubieran elegido los operadores de creación y aniquilación usuales 
(" -t bt ,p' ........ b ), los dOs primeros términos del mapco de e se relacionan con opera-
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en coordenadas 11 1·cnormalizudrLS11
• El factor N2n+(corresponde al factor de no~ 

lizRción de nuestra nueva buse. El índice 11 n 11 hace el papel del índice de "paree", y el 
indice E: como indice de coordenadn individual de modelo en el estado 1 2n +E ). 

Como nuestra coordenado.. ideal q ahora sólo toma valoreS positivos, pues representa 
a un "par" (QQ) que siempre es 11 positivo", debemos elegir una métrica adecuada donde 
los estados 1 2n + • ) definidos por ( 48} formen una base ortonormn.1. Después de todo 
esta elección la podemos hnccr con cierta libertad como se explicó más arriba en la 
sección del cálculo <le elementos de matriz. Lo. métrica <1ue nelegimos" para la parte 
n par" tiene la forma 

'''" ¡;¡· (49) 

tomando como intervalo dl· iult~griu·ic'm O ~ q1 5 oo: La rnzón por la que elegimos esta 
forma pnrticulnr de la hasl\ se ddw a t1uc rnnliznudo In. simple sustitución q1 -+ x2 

recuperamos lo.s fnul'ÍmH'S tlstmlL·s th•l o!ic.·ilndor 1muóuico (sólo que la integración se 
realiza sobre un i11t1~rvalo difcn·11ll'} 1 y los ch·11w11tos de matriz del Hnmiltoniono se 
pueden cnlculnr con rrlativn fnl"ilidncl. Esto uo quil_'l'l! decir que hallamos recuperado el 
caso de un oscilador nannóuico unidimcusionnl, ya que nún queda la pnrte impar (J. 

Para la parte im¡utr elegimos una ml"tricn 11 1unUugn11 a In métrica usual para los 
estados de oscilndor nrmcínico i.c. 

dfJ e-(/, 
con el intervalo de i11te1·ac·ción -oo 5 (J 5 oo. 

(50) 

Para cucoutrnr la 110nmJizul-i1í11 l'lll'l'ectn de los estados 1 2n + t: ) recurrimos a las 
Jónnulas (14). (17) y (19) dt•I Ap1~útlke 4, puta c.•\•nlunr lns intrgrales del tipo 

r+oo '"1,,."-./'1•1J12..,(Ml H2 .. iM>· '• (51) 
ju v2 

Con nyudh ,c.ll• las' f1írmulm; <1uh·ri11n•s ... ,. th·rn• c1uc.· l'l prnducto escalar entre dos ef1tados 
está dado pt>l' 

( 2111 + ,,¡ 211 + •} = 
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(52) 

Es fácil ver que la segunda integral, que corresponde a la normalización de la parte 
impares -

J+oo d(J e-(J' dlP+< = ,j1r ó 
-oo ~ 2' t,p· (53) 

por lo que la norntalización para los estados 1 2n + E ) es 

(54) 

( 2m + pJ 2n + •) = Óm,np,< (55) 

12 Espectro de Energías 

La diagonnlización del Hnmiltoniu.no en el espacio de Hilbert microscópico, como 
función de la constante de "acoplamiento" es directa, por lo que podemos comparar loa 
resultados obtenidos con el cálculo exacto, y la diagonalización realizada en el espacio de 
modelo subtendido por la bese (48), de nuc•tro Han1iltoniano de juguete. De este modo 
podemos evaluar si In versión contr1údn nus lleva a los mismos resultados como debe 
ser, y si es útil el n1étodo que hemos desarrollado. Cabe notar aquí , sin embargo que 
la forma del Hamiltoniano contrnido resulta más complicada que la forma de nuestro 
Hamiltoniano original, pero este modelo de juguete sólo nos sirve para darnoe una 
primera idea del mecanismo y funcionamiento de nuéstro método; En los problemas 
más realistas donde se trabaja con Hamillonianos complicaclos, la aproximación nos 
conduce a formas nu\s simples para el C'orrespondiente Hwniltoniano contraido . 

La figura (G.2) 1nuestru. el espectro de energías para el Hamiltoniano exacto cal­
culado en la base del osdludur nnnónico unidimensional ( línea continua) y el cálculo 
para el Hamiltouiano contraído en ln basP nmpeada (línea interrumpida). Como debe 
ser los resultados son los mismos, excepto para valores de "911 muy altos por razones 
de convergencia numérica, <1ue put"tle nu·jm·urst•. En el calculo presente se considero un 
espacio de Hilbert de tan sólo 40 glu01H':;, p¡U'a los estados más ha.jos el acuerdo es 
casi perfecto entre los dos cidculos, mientt·tL"> que para los estados excitados más altoe 
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Figura {G.2) E.5pcctro ele energías para el llamiltoniano de juguete 

( tercero y cuarto estndos cxcitaclos) empieza a haber una desviación para valores de 
la constante g grnndes. Esto es un efecto de ln convergencia para In. versión contraidn. 

Ln. conclusión que podemos sacar ele este cálculo sencillo es que nuestro método 
funciona muy bien y nos <la un acuerdo casi perfecto en la descripción del primero y 
segundo estados excitados, mientras que pn.ra los estados exéitndos más altos existe un 
intervalo suficientemente grande en donde el acuerdo es excelente. También se observa 
que para los estndos más altos se debe tener en cuenta que los efectos de convergencia 
pueden dar resultndos no n1uy exactos para valores "grandes" de la constante g aunque 
ésto se puede mejorar aumentando el tamaño del espacio ideal. 

En este caso no existe el problema de los estados espurios ya que el grupo unitario 
relacionado cos los p' y q's es Uq(l) (solo tenemos un grado de libertad) y lo mismo se 
tiene para Uf(?(l) y Uq+(,,{I). Todos estos grupos permiten solamente representaciones 

simétricas. Es decir [ Nq) para U9(1), [ 1 J pnm U~{!) y [ 2N9 + l] para U9+~(1) . . 



Capítulo 7 



Bosones Colectivos 

l Idea 

En el cnpítulo anterior se apuntó yn que la solución del Hamiltoninno de la Cro­
moclinó.mica Cuántica incluyendo nmchos niveles rc:mltn ser muy complicada y que los 
cálculos más viables :mn los ctllculos cu In aproximación de un nivel. Sin embargo CH 

deseable tener unn forma de incluir el efecto de los niveles más altos, por ejemplo de 
manera cfcctivn, sobre los niveles mt'ts Lajos, y en particular sobre In estructura del 
estado base (vacío). Las cvideuci1L'> que hny en favor de la hipótesis de que el vacío 
está constituido principnlmcntc por un condcusndo de pnres de gluoncs y pares de 
qunrks nos llevó a ln formulación de un método de expansión bosónica propuesto en el 
capitulo anterior donde se planteó la idea de poder definir pseudopnrt.ículas formados 
por pares de gluones (gluebnlls) ó pures de qnarks en términos de las cuales se pudiera 
hacer una descripción mús trnuspnrcnte de la estructura del Hnmiltoniano. Con este 
mapeo que hemos prnpuesto, aún se sigue teniendo un espacio de Hilbert muy grande, y 
In. resolución del Hnmiltoninno en mñs ele un nivel resulta muy complicada. La sigttlentc 
pregunta que podemos formulm·nos es si se pueden encontrar pares que dominen a bajns 
energías. En particular se buRca unn íormn de definir un solo par "colectivo" que incluya 
el efecto de los otros pnres de manera efectiva, con lo cual se podría reducir el problema 
de muchos niveles, al problema ele un solo nivel. Marshnlek y Klein (1991}, han indicado 
como se pueden definir estos boscmcs 11 colectivos'1 • Nosotros seguimos aquí algunas ideas 
apuntadas por ellos en :m i·c:visil)u, mmc1uc con nuestro mnpeo bosónico existen nlgunn.s 
consideraciones diferentes como ~e verá H continuación. 

2 Definición de Bosones Colectivos 

Supongamos que uuestl'Us opcr11dorcs bosónicos de modelo (v.ec.6.9} 9ijiPij están 
asociados con ciertos pares de gluonl's ( ó c¡uurks). Más nún podemos suponer que estos 
operadores están ncopludos n buen spín y color1 C"Oll lo cual se podría hacer la suposición 

!08 
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de que existen ciertos acoplrunientos de spín-color dominantes. Supongo.m.os entonces 
que nuestros operadores bosónicos de modelo están acoplados a buen spín (S) y color 
(T) denotados por 

(1) 

donde t y s se refieren a las componentes magnéticas (números cuánticos para los 
subgrupos) y cr1 c.t' se relacionan con otros números cuánticos orbitales. La idea prin· 
cipal consiste en que queremos relncionnr la estructura de la CDC a bajas energías 
con algún tipo particulru· de bosoncs con spín-color definidos, pero que no dependan 
explícitamente de la parte orbital. La forma en que se pueden reducir los bosones (1) a 
otros más simples se encuentra indicada, co1110 ya se mencionó, en Marshalek y Kleio 
(1991 ). En general podemos nplicnr al conjunto de uucstros bosoncs de modelo una 
transformación ol'tugotml ru·hitra.iia 

(2) 

(3). 

El superíndice T cu In. nmtriz de trausformacióa parn los bosones p~i,~f!,a significa 
transpuesta. 

Con esta trm1sfcmnnció11 rcnlnwutc lo que estamos haciendo es "ir" a otra base 
para nuestros bosoncs de modelo. Los codideutes til'UCD que satisfacer, por definición 
las siguientes condiciones: 

(4) 

(5) 

Si la estructura u l1t1jns C.'lll'rgíns de• la CDC cst:í. duela solan1ente por uno, ó algunos 
acoplamientos es¡wciult..-s (T, S ), para cada tipo de lmsón, quiere decir que el espacio de 
Hilbert está com¡mt"sto solo por ftmdoncs que dcpl•ucten de las coordenadas q 1s con esos 
acoplamientos particulnn·s (T1 S) y tma ,\ duda, dignmos que, por definición..\= l. Lo 
que realmente L>stmuos hacfoudo c..•s una trausfornmción muy especial, de manera que 

una sola de las coordenadas cukctivas q~~.;r1 sea la que domine suficientemente como 
para que sea h1 1í11icu que tmm•mos t•u Clll'nta pura empezar. 
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La coordenada colectiva q~;,~~1=1' es una suma coherente de nuestros operadores 

bosónicos de modelo definidos anteriormentc1 lo cual puede verse si se invierte (2). A 

estas'coordenadns q~r.~~l=l las llamaremos 11 bosones colectivos11 
•• 

El Hamiltoniano colectivo se obtiene si se sustituyen lns coordenadas q~[~fl10 , y 

p~~~~!'a por las expresiones (1) y (2) en términos de los bosoncs colectivos, y quedándose 
únicamente con ,\ = l. 

Aún nos i·esta definir bosoues colectivos pnra la f artc impn.r de nuestro mapeo. Es 

decir para. la parte de coordenadas 11gluónicns11 fJg,.;)a y momentos f'g,~lcr· Aquí se ha 
tomado T = S = l para denotar·a los gluones con color-spín uno (en el caso de un 
grupo de color SU(2) donde los gluoncs se cncuentrnn en la representación de triplete), 
ó color-sp!n (,\, µ) = (1, 1) = {8) de la representación octete de su •• , •• (3). Esto se 
hace de manera análoga dando como resultado para el caso en que nuestros operadores 
fundamentales correspondan a partículas bosónicas: 

con las condiciones 

En?;,.\«ñ,.\ = Óaó:· 
J. 

Ear,.\ªa,>. = 6.\¡. .. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Estas expresiones también se sustituyen en el Hamiltoniano para ohteller el Ho.milto­
niano "Colectivo". Nuevamente hacemos la suposición de que un solo bosón colectivo 
porta la mayor parte de la información de los demás niveles (no-colectivos) por lo que 
solo nos quedamos con un término que por definición elegimos como el que corresponde 
a.\= l. 

Nuestro Hamiltoninno colectivo es ahora una función de los coeficientes de la trans­
formación A

00
1
1
¡ y a0 ,¡, que se deben obtener por medio de un principio variac.ional 

(para justificar que un solo Losón colectivo lleve la informnción principal). Los cálculos 
se pueden simplificar si suponemos ademñs que 

(10) 
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teniendo como argumento "físico " detrás 1 que la probahiHdnd, IA~01 1 d 2, de que el 

par q~r~r.~'o contribuya 1U par colectivo es iguul al producto de las probabilidades 

de que una partícula contribuya del nivel orbital n, y la otra del nivel cr.1• Estricta­
mente hablando, esto no es cierto, pero aproxima la situación real bastante bien. Esta. 
condición entra pues como una condición extra para hacer la variación, por lo que las 
posibles variaciones estnró.n restringidas por elln. 

3 Procedimiento Variacional 

El procedimiento vurincionnl que se emplea para determinar los coeficientes de 
la transformación consiste en dcterminnr pura cuáles coeficientes, el valor de "ex­
pectación" 

ó( 1" 1H11") 
(1"11") (11) 

es un mínimo. Los diferentes procedimientos que utilizamos, consisten en evaluar este 
valor de expectación tomando a 1 1/J ) ya sea como el estado base, algún estado exci­
tado, ó la suma (traza) sobre un nluncro dado de los estados más bajos, incluyendo el 
estado base, es decir sobre un subespncio del espacio de Hilbcrt de bosones colectivos. 
La búsqueda de este mínimo tiene que hacerse pa.ra cada valor de la constante de 
acoplamiento involucrada "g", de manera que los coeficientes aa,1 serán funciones en g. 
La minimización que se propone pretende encontrar la estructura del bosón más bajo 
en energía. 

El procedimiento puede extenderse de manera que se incluya no uno, sino más 
bosones colectivos en la descripción, pero eso quiere <lccir que extendemos aignificnn­
temente el espacio de Hilhcrt. Con la definición y restricción a un sólo tipo de bosón 
"colectivo", hemos rnducido el problenm de muchos niveles (diferentes acoplamientos de 
spín-color) al problema de un solo nivel. Hcss y Schütte (1001) han realizado ya cálculos 
en la aproximación ele un nivc.-1 para el Hruuiltoniano ele CDC en la norma de Schwinger. 
En ése trabajo han mostrado que la interacción magnética se puede escribir en términos 
de dos acoplamientos fundamentales [Q(l,l) x q(l,l)J[f,~t) con (T,S) = (0,0) ó (1, 1). 
Además, el término ele tercer orden en los cmnpos ele norma contiene también potencias 

impares en Q~J.~1{ . Esto sugiere que al menos para los estados ele spín-color cero, es 
suficiente con reducir el problema no-perturbativo ele muchos niveles, al problema en 
la. aproxim.ación de un nivel de Hess y Schiitte. 



Capítulo 8 



Hamiltoniano de Juguete del tipo CDC 

1 Un Hamiltoninno de juguete del tipo CDC 

Para explorar el potenchil de nuestro método comenzamos nuestro estudio con 
modelos de juguete con un Hmniltouiauo inspirado cu la forma quc tiene el Hamilto­
niano de la Cromudinñmica Cuántica. Este estudio preliminar nos servirá en el futuro 
para investigar ]ns propiedades de nuestro método en un problema más realista, uti­
lizando el Hamilto11iru10 de In CDC en lu nonua de Schwingcr. Sin embargo dicha 
investigación se su.le <le los objetivos de In presente tesis, y se dejará para un trabajo 
inmediato. 

Para comenzar podemos definir un Hmniltoninno en una dimensión 1 con gluoncs 
confinados dentro de unn cnjn de dimrusióu R n pn.rtir de una densidad Lngrangiana 

C = 4(D;A)(D¡ A) - V(A) {l) 

con el potencial V(A) ll(.'finido ele lu siguiente manera 

V(A) = -r y.4(D¡A).4 + y2 11'1• {2) 

donde éJ¡ = -/i, éJo = f}¡ y In constante ¡ nos sirve para variar la intensidad de la 
interacción que crunbin el número de gluoucs por un número impar. 

En este caso, nuestrn métrica es YOU = 11 911 = -1 1 y cero las demás entradas. 

El campo A es un campo cscnlnr cuyo momento conjugado está dado por 

,,. =...!_E_= DoA 
60011 

Por lo tanto la clcnsi<lncl Hruniltoniann 1t resulta ser 

112 

{3) 
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'Ji= ~(rr 2 + (D¡A)2
) + V(.4). (4) 

El Hamiltoniano <le juguete se obtiene como es usual por 

ll 
H =fo dx'H, 

donde R es el tamwio de la caja uuiclimcusionnl donde consideramos confinado nuestro 
sistema. Las dimensiones de H y :r son respectivamente (energía) y (energía)-1• Esto 
implica que A no tiene dimensiones, mientras que las dimensiones de la constante de 
acoplamiento 11 g" son las dimensiones <le energía. 

Nuestro modelo de juguete no es 1·c11ormnlizuble, ni es invariante ante transforma­
ciones locales de norma. Sin embargo ésto uu es importante porque es sólo un modelo de 
juguete que se lm pcmsndu para reproducir ulgunus características del Hamiltoniano de 
la CDC. Por ejemplo los lt~nniuu-> de h!t'C(!l'O y cual'lo orden <le la interacción magnética, 
donde el papel ele In parte (V X A 11 ) ( 1sl1l rcprcst·ntnclo por el término éJ¡A i.e.·~. 

La ecunción de muvimfoutu t•stií. tladu por las ecuaciones <le Eulcr-Lngrnnge 

OC _~[~)=U 
D.4 D¡ D(D¡.4) 

(6) 

que para el cnsu ele t·mupos libres!/= O resulta 

(7) 

Esta ecuación es el wuilogu cu una climcusMn (espacirJ) de la ecuación de Helmholtz 
para catllpos sin ma~a. 

D1,D1'A= O (8) 

El factor"'( c~n (2) l'dt'V(' srjlu para .. jugar" l"OJI t•l térmiuo que cambia el número de gluones 
por un mímero impar. Resulta ser <JHt' pam "'( = 1 nuestra Hnmiltoniano resulta ser 
muy aburrido (fig. 8.2a), mit•utr;L~ c1uc parn uu factor"'(= 7, por ejemplo, obtenemos 
un caso mucho mús int(•1·cs1Lutc t 0 011 uu laamiltoniauo que presenta una estructura más 
rica para sel' cstmliudn. Con l'Sh· Hnmiltouinuo ¡m<lcmos rxplornr y probar bastante 
bien nuestro ml•tUflu dl.' cxpausicju lmsc'mit•a y In ddiuidcJn Je bosoncs colectivos. 
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2 Regularización a uno y dos niveles 

En la cuantizo.ción de los campos de norma de nuestro Hamiltoniano, expandemos 
tanto el campo A( :z:) como su momento canónico conjugado 7r( x) en términos de un 
conjunto completo de soluciones ortonormales clásicas /n(:z:)(t=O) al tiempo t =O 

(9) 

ir(x) = -i ~ ..¡w;;fn(z) éJ~n. (10) 

En el caso que hemos propuesto el sistema se encuentra confinado dentro de una caja 
de dimensión R, por lo que las funciones / 11 (:z:) deben desaparecer en la frontera. Es 

decir, que satisfacen /n{z)I = f.,(x)I =O. Las soluciones están dadas por 
(z=O) (z=R) 

f,,(x) = /f¡_sin :iinx 

Las funciones /n(z) satisfacen la ccunción de movimiento 

éJ¡ 2/,,(x) = -w~f .. (z) 

(11) 

(12) 

que se deriva de Ja ecuación de "Hchnoltz" (8) cuando se separa la dependencia tempo­
ral. EstO táinbié11 nos determina la energía w,1 = 'ñn. Por conveniencia podemos elegir 
la dimensión de la caja de tumruio 71" 1 de manera que: 

Wn =n (13) 

Sustituyendo en el Humiltoninno (5) los desurrollos en modos normales Ecs. (9) 'J (10) 
integrando y usando la forma expJícita de la<:i funciones /n(z) Ec (11) se obtiene: 

1 L 2 2 l L I3(nln2n3) 
H = 2 ra n(Qn - Pn ) + 297 uln2n3 v'WnJWra2Wn3 Qn1Qn2Qn3 

l , ,..... 14(nln2113n4) Q Q Q Q ) 
+ 2 g n11±:'a114 v'w111wn2Wu3Wr14 nl n2 u3 n4 (14 

donde las integrales orbitales I3(n1~2n3} e I4(n1n2n3n4) que i·csultan de la integración 
de las funciones /,1(:r) clcutro de la "<"u.ja" son: 
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I3(n1n2n3) = ( ~)312n11r¡[Ó11 1-n2 -11,,U - Ó11 1-112+n,,O + Ón1+n2-n,,O - Ón1+n2+n.,ol 

(15) 

Zi(n1n2n3n4).= 

(2~)(ó111-n2-n3+n4,0 + 6111-112+113-114,0 - Ón1-n2-n3-n4,0 -fin1-n2+n3+n4,0-

é'n1+n:z-n3+111,0 - Ón1+n2+n3-11o1,0 + Ón1+n2-n3-n4,0 + Ón1+n2+n3+n.c 10] (16) 

En nuestro caso, nos rnstdngimos nl estudio de hasta <los niveles (n = 1, 2), pues 
no queremos rC'solvcr l'omplctnmcutc el problema, sino sólo probar nuestra técnica 
y qué tan bicu rcprudurn los cálculos t•xactus cuando construimos el Hamiltoniano 
"colectivo" de nut'i de un nivel. El Humiltouiano de juguete en dos niveles toma la. 
siguiente forma C'Xplícitn: 

H = ~ L"(Q,.2 - P,. 2 )+~Y'Y ~{ J2Q1 2Q2} 

+ ~ri2J;{3/4Q24 + OQ¡ 2Q22 + 3Q¡4} (17) 

3 Bosoncs de moclclo 

El siguirntc ¡ml'lo t•s dl'fiuir lmsoucs colectivos de modelo 1¡111 ,121 y p111 n2 para los 
operadores ele ¡mrt•s ele! t•om·dt•m1clus1 y opcrntlorcs <le una coordcunda de modelo fJn· 
para los operetdorl.'s de r.oonfou1Ld1L-; imliviclnal<>s. El an.~atz en este caso es en coorde! 
na.dns cnrtesillJHL<J: 

Qu¡-+ fJ,1¡ + 'L,'111¡11tf111 

"' 

(18) 

(19) 

donde )1Ls C"oordt•uudus 1'hm1émic1L-;" (le 1110ddo (no uormnlizadas) satisfacen las rela­
ciones de connn1t:1t•i<)11 
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(20) 

(21) 

que son las relaciones para cuando las partículas fundamentales que se describen son 
bosones. En este caso se trata de gluones de modelo. El operador de 11 Casinúr" r por 
otro Indo esta definido como 

r = -r•+(1+!r•+2r(J 
2 

(22) 

Para. detenninnr explícitamente el mapeo ele P 111112 recurrimos n. un truco, ya que el 
có.lculo con la forma explícita ele los opcl'll.<lorcs r's resulta inconveniente. El truco 
consiste en expresar estos operndores en términos de los operadores de "número". Por 
ejemplo 

rQ = L C11¡112Cn2111 
n1112 

=Ñ(Ñ+2)+{Ñ+3/4) (23) 

donde los términos entre llaves se deben incluir cuando en la definición de Cn1n:z 
aparezca el término inhomogéneo - ±6111112 , y tomando en cuenta que 

Ñ=Ñq+Ñ(J• 

Ñ,,, 

Ñ(J 

para. cuando se trate de rq+(J 1 fl/ 1 r(J respectivamente. 

El mapeo explícito parad operador P111n2 resulta ser 

(24) 

(25) 
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4 HamiÍton.iano Contraído 

Cuando aplicamos nuestra técnica ele expansión bosónica al Hamiltoniano (14) éste 
toma la forma 'contraidn. ': 

1 1 . . 
He= 2 f.=nqnn- 2{Nq +2N(J + 1) f.:" l'nn 

+ .!.g-y E I3(nln2n3) i/nln2fiua +.!.y-y E I3(nln2n3) q,.¡.2qn3n4l'n4 
2 nln2n3 yl'wn1wn2Wn3 2 nln2n3n4 VWnJWn2WnJ 

1 2 I4(nln2n3n4) 
+ 29 n l 1~3114 Jwn l W112Wn3Wn4 'lu 1 n2'lu:Jn4 (26} 

Este hamiltonhmo toma UUIL formu. rclativmneule sencilla cuando se sustituyen las 
integrales I3(n1112n3), y !4(u1112113114) yn qnc clcsnpnrccen muchos términos de las 
sumns. 

\'.. 

.¡_ ... 
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5 Cálculo Exacto 

Nuestro Hamiltoniano de juguete (14) es suficientemente simple como para que po­
damos realizar cálculos exactos que nos sirvan de punto de comparación con los resul~ 
tados que se obtienen cuando utlizamos la técnica propuesta en los capítulos anteriores. 
Para el cálculo exacto usamos la base del ·oscilador armónico para n = l 1y n = 2. En 
la figura 8.1 se muestra el caso de un nivel, y en la figura 8.2 se muestra el caso de 
dos niveles para dos factores "Y diferentes. La aproximación en un nivel sólo presenta 
algunas desviaciones al espectro de enel'gíns del cnso libre g = O correspondiente a un 
oscilador armónico. El p~imer ·cnso en dos niveles (figura 8.2a ) ·corresponde al (actor 
"Y = 1 y como puede obse1·vnrse el espectro de energías no resulta muy interesante ya 
que no existen, por ejemplo, cruzamientos de niveles en los estados excitados más bajos. 
Para el caso de un factor -y = 7 (figura S.2b) por el contrario, el espectro de energías 
muestra una estructura mucho más ricn, particularmente alrededor de valores de la 
constante de acoplamiento entre 0.2, y 0.4. El caso que analizaremos con más detalle 
será aquel que tiene un factor "'{ = 7 enfrente del término cúbico del Hamiltoniano. 

6 Definición de Bosones Colectivos 

Ahora pasamos a la descripcióu en términos de bosones colectivos para ver si se 
reproduce bien el espectro de nuestro Hamiltoninuo de juguete. Esperamos que al 
menos los estados más hnjos se puedan 1·eproducir con bastante aproximación. 

Dcfinimoo nuestros brnmncs colecth•us l'omo en el capítulo autcrior, ~ornando en 
cuenta sólo dos niveles, por medio de las relaciones 

2 

IJ111n2 = L A111n2 1.\r1,1,-+ A111112,1q¡ 
.l=I 

2 

P111ra2 = E ATi1112 1.\p.\-+ Afi1n2,IPI 
.l=I 

(27a) 

(276) 

con la suposición adicional sobre los cocficicutcs del reemplazo (27) .Es decir sobre las 
probabilidades 

Ara 1n2,l - an1,1a112,l (n1,n2 = 1,2), 

sujetas a la condición de nonnnlización para lu.s probabilidades 

(28) 
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.·,1·. "'·.¡· .¡, '·! ... ;.,. (29) 

Más aún podemos iutrodud1· IJostmt•s col<~cti\·os '1 nornmlizaclos" mccliante la sústitución 
t 

q/=1 (30a) 
: ~. \: 

Jl (306) pi=-
v'2 

7 H:uniltu11iu110 Colt•c•th·o 

Sustituyc·udu 11uc·sfn!s lm:m1ws ch• w111l1•lu por los lmsum•s "c•o]c!ctivos", definidos 
nrrilm, l'll mu•stn, Hiuniltuuiuuc) rrn11r:ticlu (17). y sttstitttycmlo explícitamente las in­
tl'grnlcs url1i1all•S, Sl' lliJIÍl'llt' d Jlll111ilto11i111111 "c·oh·c·ti\.'o" sigttit•ult•: 

(31) 

· N<'>tt_•St; i¡m· rstc•:Hm11iltoui1111o·fi1•11t• l:a 111b111:1 furuw c¡uc~ mU'stro pdmcr Hnmiltoniano 
1 (lt•·j~1gnch .. '.U1111li1:1ulu··c·u c•I, 1•apít.111<.1 G (1•1·.·liJ !. Lu t'mka clif1·1·c•1aria c·<msh;tc en los 
crn•fici<.•ult·s. que• uluina ptll'clc•u d1•1u·11d1·1· de• la 1·011st1t11tc• de• ru•oplumil'nto. 

S Mi-todo V111'i11do111J 

'v: 

:: 1: · 1 ~1El·sis;t1ic·11t1•:¡Jt1M1inm.-.i.-,11• 1•11 1lc·11·r111i11:11' :1 ¡wrtir ch• 1111 principio vnriacional el 
, ¡\•nlur- ;'111tlus;r·11t'tiric•uf(•s rl~·.111 trnu~f"nu:u·i1'111 a buso111•s c.•olc•rth·os 111.<12 • En realidad 

basta 1·011 dt•f1•nui1rnr tt110 dt- 1•1los (u:eJ 1lt•liiilo a }u n·lu1·icí11tl1•11or11wlizadó11 (28). 

f ll1•1110•. IÍ1ot1lu .. 1 Í1uli1 •· "l" •l•· 1 .... ¡, ''""11'''" • ,,f,.• li1 .... ¡1111 .. 1•u11,.1thiramm• Milu UnQ y DO hay la1ar a 
Ct111fu.i'c.111·'"· 
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Antes de hacer el análisis v11.rincionW. 1 podemos hacer algunas consideraciones cua~ 
litativas que debemos esperar : 

i) Para valores pequetlos <le In constante de ucoplamiento g < < 1 tenemos que 
reproducir escencinlmeutc el espectro 

E= 1 · N1 + 2 · N2 (32) 

donde los coeficientes 1 y 2 aparecen por las frecuencias w¡ 1 w2 1 y N¡ 1 N2 por el número 
de gluones en los niveles 1 y 2 respectivamente. 

ii) Pnra valo1·cs muy grundt.•s <le lu constnnte de ncoplnmiento g -+ oo el último 
término 

't: 
(33) 

debe dominar. En particular el estado 1111Lc; bajo que corresponde ni "vacío" físico 
deberá bajar más cuando esta interacción sea nuí.ximn. Es decir para a2 -+ O. 

iii) En alglm iutc1·\·tLlu iutctml'dio, l'l tfrmino 

(34) 

podrá dominar. En este t:'nsu In intt.•1·acriém st- ma."<imizn alrededor de a2 - 0.58, de 
manera que espe1·amo...., c¡ue n2 ,.;l~n l'eru pura ¡wquefios valores de g (todos los gluones 
se encuentrau en el. pdmer uh·d ya que la probnbilidnd la i 12 es iguul a uno )1 para 
valOres intermedios de g el \"alor de "2 crcccn'1 hasta aproximadamente a2 - 0.58 (si".el 
término de interncdóu cúhko n·ttlmcntc l'S clominnntc) y para valores muy grand~s ~e 
g tendremos de vuelta "2 = O. 

Como principio variacional buscamos el mínimo del valor de expectación 

(t/J IW"1 1t/J) 
( t/Jlt/J) 

(35) 

donde la variación se tomará respecto del rstudo ( 1/J 1 que podrá ser el estado base1 los 
primeros estados excitatlos. y lh trnza sobre lus primeros estados excitados ·incluyendo 
el estadO bnse para buscnr l'l m'l·jur proccdimieuto. Queremos investigar cuál de esos 
métodos da cuenta con mnyor pn·cisil>n lld l's1wctro obtenido con el cálculo exacto. La 
SÓludón de el Hnmiltoninnu coll•rth•o es casi idéntica a la solución del primer Hamilto­
niano de juguete m1nlizado m1tl·1fonm·11tt· t•11 rl C'npitulo <le Contracción y Ex'pansioncs 
Bosónicas. 
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Originalmente se pensó tomar en cuenta sólo la variación de la traza del Ham.il­
toniano colectivo sobre un subespncio <lel espacio de Hilbert. El hecho de que la traza 
es un invariante ante transformaciones ortogonales nos hizo suponer que era suficiente 
con tomar la tmzn del Hamiltoniru10 contraído. Recuérdese que los h<>lloues colectivos 
se definen a través de una transformación ortogonal. Sin embargo, si se recurre a este 
método el término cúbico no contl'ibuye o. la ti·aza. dado que fJ y p no tienen elementos 
diagonales,y no obstante sí tiene efecto sob1·e los eigenestados. La. forma en que se 
hace pues la vnl'iación consiste en buscar el mínimo en la diagonaliznción numérica. Es 
decir que se varia el cocfidentc et:¿ y se oLticne aquel valor que minimiza el valor de 
expectación ( 35). 

La figuro. 8.3a muest1·n el espectro "cokctivo11 de energins (diferencias de energías) 
tomando h1 vnl'iuciúu rt.'Specto del estndo hase í1nico.me11te. Tomar en cuenta solamente 
el estado 1mse resulta no sel' suficil'utt~ parn reproducir la estructura de los estados 
excitados. Lo mismo se puede decir cuwulo se toma la vw-iación respecto del primero, 
segundo y tel'rt'r estados cxcitn<los, clondt! se reproducen mejor los estados excitados 
corrcspomlientes1 pc1·0 se pirl'du n1n·oximurió11 c>n los otros (figuras 8.4a y 8.5a). 

En lus figur111-; 8.3h, 8.4\, 1 y 8.5J, s(' hnu gn1ficac10 el comportruniento del parámetro 
a2 como funci<ín ele lu. cuu.o;tuute de acoplamiento y en el intervalo O :5 g :5 1.0. Como se 
puede npr<•ciw· biL•u, pnl'n VILlores pequt•1im; clt! y el valor de (12 se mantiene en cero1 hasta 
que sube abruptamente u.hcclcdor de 0.58 l'omo se hubía esperado. También se puede 
apreciar rleutrn de t•ste iutervulo qnc la prolmbilidad de que lo:i gluones se encuentren 
en el segundo nivel, i.e. que hayr~ mczclns 1..'0ll el segundo nivel, empieza a decrecer 
conforme y mum•ntn. El factor ¡ que cstll111os usun<lo es 'Y = 1. Para ¡ = 1 no pasa 
nada. 

Si tomamos cu l~ucntu 110 Húlu uu c•stmlo. sino lu. "traza.11 sobre los primeros dos y 
tres estados cxl'itndos, Ílldttyt•rnlu el C!itudn Ln:.t', la clcscripción se hace cada vez mejor. 
Es decir In vuria<·iúu l'W tl1•lJr touuu· dP lu signh•nte mnucrn: 

N ( .P;IH'"1 11/•;) 

;~ (1/>¡jl/·;) 
(36) 

No:ootros dl•:-;cul>iimos qut• ci-; suficicutr. l'Ull tumnr N = 2. La razón por la que se ajusta 
mejor el espedro cuando :;e tumr1 In ti·azll soLn· los prinwros estados excitados radica 
en el hecho de• qui.• In nwzd11 de lo.-; glumws del st"gnndo nivel cambian. de estado en 
estado, mientra.e; que cu nucstt·o pl'occdimicnto tal mezcla la aproximamos por un valor 
"promedio"' del \•nlm· <lt· n2. Tomm· <'ll l"utmt11 también los estados excitados, junto con 
el estndo bo.se1 pl'omedin tnmhieu el e1·1·01· c¡uc estamos cometiendo. 

Los e8per.tros ohtc>nhlos con t•sta vnriud1in se inul"strnn en las figuras 8.6a y 8. 7a 
para rl l·nso t:ll que Ht! tnnm ln trazu soLn~ los dos primeros estados, y loe tres primeros 
estados l'l'SJH'ctivnuwut<?, De nquí se ¡nll'dt• ver que es suficiente con toinar loe doa 
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primeros estadas, pues se reproducen mucho mejor los estados más bajos y la estructura 
general del espectro obtenido con el cálculo exacto (figura 8.2b ). Se ve claramente que 
hay una caída en la energía de los niveles alrededor de g fV 0.25 y después vuelven a 
subir alrededor de g - 0.35. Hay que notnr que debido a que sólo tomamos en cuenta 
un solo gluón colectivo parn nuestra descripción, existen muchos niveles que hemos 
dejado fuera y que no podemos describir. De manera que no es sorprendente que no 
tengamos el mismo níunero <le niveles que el que se tiene en el cálculo microscópico. 
Se puede apreciar bien que los primeros estndos excitados en el cálculo "colectivo" 
reproducen muy bien los primeros estados excitados del cálculo microscópico. También 
se puede apreciar bien que el la región <le transición 0.25 :S g ::S 0.35 loa primeros 
estados excitados "cnen11 muy nbnjo. El primer estado excitado puede reproducirse 
muy bien cuando sólo se Yarín sobre el estado base y el primer estado excitado, con un 
poco menos ele aproximación para los estados más altos. 

Para g ?!. 0.35 todos los estados reproducen, cuantitativamente bien, las energías 
de algunos estados del espl'ctt·o m.icroscópico. En este sentido hemos mostrado que lus 
ideas ele cónto reducir el problema de muchos niveles a uno mucho más simple pueden 
funcionar en la CDC real. 

Las figuras 8.Gb y S.7b muestran nuevamente como a2 es cero para pequeños valores 
de g y luego sube l'U uu inter\'alo intennrdio nlredeclor de a2 = 0.58. En este caso el. 
espectro microscópico es escncinlmente unn superposición de gluones en el primero y 
segundo niveles. El valor optimo para a2 :;e determina tomando una variación discreta 
en este parámetro, dundo origen n los "stJtos" que aparecen en lns figuras 8.6b y 8. 7b. 

Por último en la figura S.Sa preseutumo~ el mismo espectro que en la figuras 8.7a 
pero en un in~ervnlo nuís grande (O $ g :5 10). A valores tm1 graneles de la constante de 
ncoplnmiento, la convergencia resulta no ser tllll buena, ele manera que sólo podemos 
esperar una descripción poco aproximada en este régimen. En la figura 8.Sb se ha 
obtenido el valor de a2 como función de g cu este mismo intervalo. Como se notó en In 
discusión cunlitntivn, n2 tiende n cero para \'nlores grandes de g • Lns oscilaciones que 
aparecen para g > 5.6 se deben n imprecisiones nwnéricns. 

Por l1ltimo debemos anotar qur. en el L'spacio "micrnscópico " usamos un espacio 
de 14 bosones como máximo por uh·el, de mo<lo que el espacio tenía 15 X 15 bosones 
(incluyendo el vacío) i.c. 225 estados. En el cálculo" colectivo" usamos hasta 20 bosones 
(incluyendo el vnC'Ío 21 ). Esto pruchn yn que el cú.lculo puede simplificarse considerable· 
mente en nuestro procedimiento, que toma cu cuenta de manera efectiva la contribución 
de todos los niveles. 
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, Conclusiones 

-La ieoría que describe ~~rrc~tmnen.te los fenómenos de interacción fuerte 'entre· 
las partículas elementales, pnrticulurmcnte en el régimen de altas energías en dOnde 
la constante de ncoplamicuto es pequciln, es la Cromodinámica Cuántica. La. Cro­
modinámica Cuántica es una teoría de Normu b11sada en el grupo de la simetría exacta 
de color SU(3) que poseen los Hndroncs. Act11nlmcntc se acepta que la Cromodinámica 
Cuántica es la verdndcrn. teoría fundamental de Jus interacciones fuertes y por lo tanto 
debemos ser capacPs de explicnr t1u11biélÍ los fenómenos de bajas energías, donde la 
constante e.le acoplamiento es grande y uo st~ pueden utilizar los métodos perturbativos. 

La descripción microscópku, en el n"ginwn de bujas energías, de la Cromodinámica 
Cuántico. que hu. t(•nhlo nuí.s éxito lmsta la fedm, es la formulación en la "mal1"11 íor­
mulada por \Vil.son (1974), pt'.J'U dchi_tlo n las enormes y casi prohibitivas necesidades 
numéricas ele cómputo que se rct¡nit;rcn t"ll esta formulación, parn poder tener suficientes 
puntos .en la red y \'olunH'ncs drl tnmmiu hadr~nico. es nconscjnhle buscar métodos 
alternativos paro. explorar el i·l-giuicn th.· lmjas cnc.rgins con técnicas uo-perturbativas 
adecuada.e; ... Uno de los 111élmlos 1111\:-; ¡H·omi:;iJdos parct·c ser la formulación Hamilto­
niana. de las t<."Orias <le Norma iulrmlilcil·uclo tm csc¡urma de regultuización donde loa 
cainpos <le norma :-;e ck~su.rrollu.u cu un ut'mH"ro finito ele moclos normales (Capitulo 4), y 
aplicar los métoclus de muchas pnrtículu.->. q1u· sudt•u utilizarst• t•Jl utrns cí.rcns de la física, 
como la física 11uclca1-, la física ntó1úicn <•tt•. como las aproximacioiies bosónicas, ó los 
métodos colectivos. En la .•lt.:sc1·ipciún de la. Cromudimimica Cuántica, sin embargo, 
aparecen otros problemas <¡uc no se tienen en la.-> otrw; áreas, como son el problema del 

· escn.la~licuto apropiad~, la 1·ruor1n1JizacUm y la iuvarinnda de norma de manera que 
al desarrollar un método, M~ tiene que pt•mmr cu cómo incluir cstns características en 
la descripción. · 

Uno de los probh·ma'> priucipalt!S qm· npar<>cen en este tipo de formulaciones, es 
:aquél que tienc .. que ve1: con la iucluliÍÚu lle 1mwhos niveles en la solución del problema 
de. eigr.nyalor~s de~ Humiltouiaun, pares. tll•:;put•s poder rccu¡H'rnr d límite t?n que todos 
los:ni\'cles se.touu~n cu' cut.•uta. En' ..i-¡)frsc11tc trabajo se ha propuesto un método, 
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que por primera vez contempla la posibilidad de incluir más de un nivel de manera 
n~perturbativa. 

Guiados por las evidencias de otras teorías (Hansson, Johnson y Peterson, 1982; 
P.O.Hess y R.D.Viollier, 1986) que indican que el vacío cromodinámico está constituido 
básicamente por pares de gluones y pares de quarks, hemos desarrollado un procedi­
miento, como posibilidad para atacar el problema Hamiltoniano, formulando un mapco 
bosónico que trata de tomar en cuenta las contribuciones de los pares boaónicoa prin­
cipalmente. El mapeo en términos de bosoncs ideales formados por pares de gluones t 
(o pares de quarks), se ha construido apropiadamente para satisfacer todas las reglas 
de conmutaci6n del álgebra de operadores de gluones W(N) A Sp(2/lf, R) (o quarks 
W(N) A 0(2¡\{)) en el espacio microsc6pico (Capítulo 6). 

En cualquier mapeo bosónico siempre aparece un espacio 11 ideal11 de Hilbcrt mucho 
más grande que el espacio microscópico originnl, en el sentido de que un estado en el 
eapacio microscópico puede dar lugar a diferentes mapeos equivalentes en el espacio 
de "modelo". Se lia tenido cuidado especialmente con el mapeo de los operadores 
de un gluón individual (no acoplado por pares} de manera que nuestro espacio físico 
de modelo contenga a lo más una 11 coordenada gluónica" de modelo. El requisito de 
mantener las reglas de conmutación puede dar lugar a la aparición de estados fuera del 
aubespacio "idt!al" físico, donde se permite a lo más una sola coordenada "ideal,' no 
apareada. Por lo demás se puede dech· que nuestro mapeo preserva todas las relaciones 
de conmutación ez:a.cta.mente, salvo la restricción mencionada arriba. 

En nuestro espacio de modelo queremos tener un Hamiltoniano con una estructura 
simple. Es decir que queremos trabajar con acoplamientos particulares de pares de 
gl.uones (o quarks) acoplados a ciertas combinaciones de spin-color que esperamos 
dominen la dinámica. Sin embargo en la 1nayoria de los casos, es extremadamente dificil 
simctrizar (antisimetrizar) los estados mapeados que resultan en el espacio de modelo. 
Para ésto hemos propuesto una receta de como mapear adecuadamente los operadores 
en. el espacio microscópico. Esto se consigue si primero se reordenan los términos en 
los operadores del espacio microscópica para conseguir una expresión equivalente de 
ellos, pero de manera que al efectuar el mapeo sólo aparezcan los pe.res en que estam.os 
interesados. Es decir que nuestra receta procura definir un mapeo apropiado para que 
tengamos un subespacio físico en el ~pacio de modelo con una relación uno a uno con 
el espacio microscópico, y de manera que los operadores del Hamiltoniano no nos lleven 
fuera de dicho subcspacio. 

Hemos aplicado nuestra técnica priuwro a un Hamiltoniano de juguete muy simple 
(Capitulo 6 ec. 38) de un nivel (similbr al Hamiltoniano de un oscilador armónico, con 
un término cúbico y un término de cuarto orden que tienen enfrente el equivalente 
de una constante de acoplamiento ,, g") 1 para probar la efectividad del mapeo. En 

t E• •e•Hdad u Uala de operadores de coordenadu bo•óaicu uocladu coa los g\uoD• 
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este primer ejemplo se óbtuvo un H1uniltoninno con una estructura aparentemente 
más complicada (ec.6.47). En particular en el mapeo de la base se eligió una base 
de oscilador armónico en una dimensión y se tuvieron que encontrar relaciones de 
completez y ortogonalidad particulares distintns a las que aparecen comúnmente. Los 
resultados están en completo acuerdo con el có.J.culo exacto, y sólo se exhiben ciertas 
diferencias en los estados más altos debido a la convergencia. En el cálculo exacto se 
utilizaron tán sólo 40 gluoncs en el espacio de Hilbert, mientras que para la versión 
"contraída11 sólo se requirió de 14 estados (pares de gluones) en el espacio de Hilbert 
ideal. · 

Como queremos incorporar la descripción para tomar en cuenta las contribucionea 
de muchos niveles, se ha desarrollado una técnica que nos permite definir "pares colec­
tivos11 medhmtc un procedimiento vadncionnl. La idea aquí fué la de incorporar la 
contribución de los dcmús niveles en la propia definición del boson colectivo (bosóu de 
más baja energía), qne porte el máximo de información <le la acción de los demás, para 
reducir el problema de muchos uivcles 1 nl prolJlemn <le un solo nivel. 

Eu el segundo ejemplo, <¡uc prescntaUlos como un Hnmiltoniano de juguete del 
tipo CDC, se busco un Hamiltouiauo que prl•sc11tara ele alguna manera las característi­
cas que tiene el Humiltouiano de la CDC en la norma de Schwiuger estudiado por 
Schütte y Hess (1991), pero cu um1 sola dimcnsi<ín espacial. Se buscó estudiar primero 
este Hamiltoni1u10 purn podc._•1· resolverlo cxnctumcntc y poder comparar los resultados 
obtenidos con nuestro mnpeu dcfiuicmlo ul mh1um tiempo un solo bosón colectivo para 
reducir el problema de n1t1d1o!i 11ivcll•!i, al JU"oblt•1111L tic uno solo. Los resultados son muy 
alentadores, ya que se puclic1·on rCpl'o<lucir con mucha precisi<ln algunos de los niveles 
más bajos. De los dif<~rcntcs métodos \'ariucioualcs que empleamos para encontrar el 
bosón colecti\'o1 el que mejor dcsc._•ribt• d espectro es aquél en que se minimiza la suma 
de energías de Jos primrros dos y tres t•stados más bajos, incluyendo en estado base, 
pudiéndose mejornr la nproximución si la val"i11cióu se hace sobre la. traza, no de los 
primeros dos o tn•s, sino <le los prinll'rns cuatro, dnco cte.. En el ca.so que atendi~ 
mas, se tomaron cu cuenta pura simplificar los c1llculos1 sólo dos niveles. En nuestro 
método existe una noht1Jlc reducción clcl es1m<"io que consideramos para la diagona­
lización del Hnmiltoniano. MicutnL'> que cu el cA!culo exacto se tuvieron que emplear 
15 x 15 Losonc·s, incluyt•uclo el vado i.e. (225 bosunes) 1 en la. versión contraída sólo se 
necesitaron 21 (incluyt·mlo el vacío). Hay 'Iue notar sin embargo que en la reducción 
del problema de nmrhos uiv,•lcs 111 problema de un uh·cl, se pierde información sobre 
algunos nh·eles. El prnblmnn de un solo uin•l 110 puede describir todos los niveles que 
aparecen <'ll el prulJlcum dt• \"HrÍu!'> uh•t•lrs, :-;in cmJ,argo, la descripción de 108 niveles 
más bajos, que sí upart.•ccu l'U mnbos t•:isos (¡mrticulnrmcnte la diferencia en energía 
más baja), es cxcch•nte. 

La com·lusión priudp1Ll t·~ 11u1· 11111•strn m~tudu tiene muy buenas posibilidades para 
que, por primera. vez, se JJUPila dt·srril1ir c._ol problema de nmdms niveles del Hamilto­
niano de la CDC, dt~ mam•ru 110-Jll'l'tllrlrntivu 1 y pucler rcdudrlo al problema de un 
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nivel (particularmente se está estudiando el Hamiltoniano en la norma de Schwinger), 
estudiado por Schütte y Hess. 



Apéndices 



Apéndice A 

Sobre la Cuantización Cáuónica 

La cuantización canónica (ni tiempo t = O) para los campos de norma 7rª(x) y 
A6(x), (en la norma temporal Ao =O) se define usualmente como 

i,i = 1,2,3. (1) 

En este npénclkc :-.e explica por qué estn relación solo es válida cunnclo los desa­
rrollos en modos normales <le los cnmpos 7rª(x) y Ab(x), 'se expresan en 11 coordenadaa 
cartesianas" 1• Dicho clr otro modo, se puede llumnr rcnJización cartesiana de los campos 
a aquella rcnlización cu lu. cuul dichos cmn})Os obedecen la relación (1). 

Pnrn aclnrnr nuí.s este punto supongrunos que los campos nª(x) y A b(x) se expresan 
en términos de un conjunto completo de Ítmciom·s transversales y longitudinales fn-,a 1 y 
g0',6 respectivamente, dcfiniclus en el espacio producto tensorial R3 -+ n3 X LieSU(N), 
como 

(2) 

(3) 

<laude las "coordeuadas" q11111 r/uu :mu lns coordenadas de las partes transversales y 
longitudinales en el t•spado ele HilUert R:i - R3 x LicSU(N). Si calculamos por sepa­
rado las contrilmciom·s <lcl <-"ounmtador, utilizando las 1·elacioncs de orionormalización 
de la bn.s~ se lil"ue que : 

1 No no• rcferimo<i1 a 1•11 cuurdr.11adu ""11padale' .r0,.r¡,z;r,.rJ, id110 a lu coorden•da. del espacio lnterao 
en que se definen los ca.111¡1011. 

l~i 
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Ajirfw(q,q) = -i E ( fjp/ !1<,)qpb-/-('11)- i E< Yjr/ 9iu)iirba~ (q') 
a,{J 9oa cr,r qcra 

=-iL:(ó¡;'1'ónbl-iL:;¡uba~ (w) (5) 
a a qua 

Entonces, la relación [irf(x), A~(y)J es 

(6) 

que es exactamente la relación (1) tal y como se dijo, y por lo tanto podemos decir 
que las coordenadas q, ij son, por definición coordenadas cartesianas. Se ve claramente 
que esta relación es váljda siempre y cuando In bnse {f.1:a,gO'J sea una base completa 
tal que nos pennita usar las relaciones de complctez y ortonormalidad: 

(/to/ Yu) =O 

etc ... 

Esto nos permite considerar al campo tr como una derivada funcional sobre A i.e. 
r ....., ~' y por lo tanto a la energía cinética como el Laplaciano funcional ordinaño 

71' • 1" - fl:i. 
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Coordcnada.s Curvilíneas. Fijación de la Norma. 

En el Hamiltoniano de una teoría de norma, se presenta el problema de eliminar los 
grados de libertad no-inclepcnclientes. Una forma posible de realizar ésto, consiste en 
fijar completamente la norma con una condición apropiada sobre los campos de norma 
A 0 • Por ejemplo la norma de Schwingcr se especifica como 

x·A"(x) =O, Schwinger (7) 

En este caso podemos cscl'ibfr apropia<lamentc lns componentes longitudinales (en 
la dirección de x) como 

(8) 

donde g 17 es 1111 l'ampo c•sl·ular cvah1111lo cu d {Ligcbra de Líe SU(N). Esta manera 
de escribir ln.s componcnlt!S lougitudiu:11L•s resulta npropia<lll pnrn que se separen las 
componentes longitudinales dt• lns tt·auS\'l•rsalcs por medio de la condición que fija 
completamente la norma: 

A(qu.n, <Ja,b) = L {fn,n</n,n + Oga,biJa.b) = Uq{Á(Qa,a) - i'l7]U~ 1 (9) 
O,UIT1Ó 

Esto \1lti1110 rs t''Jlli\'11h•ut1• a luu·c·1· 111m lt·ansfcnmudclu de coordcnn<ln.s, similar a 
uua lrau:.fon1111ei1jJ! 1l1• c.·111inh·11:ulm• cmtl•shu1.ilS 1101·1ualt•s a coordcua<las esféricas para 
scpnrrtr 111 parlt• rndi11l y 111 parte uug11lur cu probbuus donde el Hnmiltouia.110 posee 
simetría rutndmml i.1~. 'l'{x) = 1/.'(1')Y!11 (8t,J) : 

(<¡,</) - (Q, (J) {10) 
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Cuantización en coordenada.s curvilínea.s. 

Si hicieramos caso a la relación (1) ciegamente cuando trabajamos en lo. norma de 
Schwinger (x ·Aª = O), se vería inmediata.mente que existe una inconsistencia cuando 
calculamos el conmutador (7r0 ,x · AbJ (suma sobre índices repetidos): 

(11) 

La razón de esta inconsistencia reside en el hecho de que al aplicar la relación (1), 
hemos supuesto implícitamente que el conjunto de soluciones transversas es completo 
y por tanto se deben incluir de alguna manera también las componentes longitudinales 
con el fin de compensar la inconsistencia. Esta es en realidad la razón que implica 
que en el término de energía cinética apnrezca un término extra que proviene de la 
interacción de l~ cargas de color en el La pinciano "covnriante11

: 

(12) 
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Apéndice: Mapeo Bosónico 

Opemdore.! bá.!ico3 

Nuestros operadores bñsicos son los operadores de una. "coordenadn."Q¡, y los 
operadores de "momcnto11 <1uc denotaremos como pi de un espacio de Hilbert que 
satisfacen una álgebni. bosónicn (fermiónica) : • 

pi=_!!__ 
DQ¡ 

i,j = 1, ... N. 

{bosoill's). 

(1) 

Donde N es el núnwro de grados de lilJcrtud, y los índices nrrlba y abajo los 
utilizaremos solo pnru tomar en cuc11tn. coon 11..'uaclns uo-cnrtcsin.nn.s. 

Operadnrc.• de. Pare.• 

Los op~rnclores de purcs de t•um«lcmLlihs cstií.n dados por 

Q¡j = Q¡Qj. 
pii =pi pi, 

. . 1 . 
C;1: <J¡PJ ± ¡¡ó;i. (2) 

y sntisfoccu el álgdJrh Sv(2/V, R) pctrn·d C"nso bosónico, y el álgebra 0(2N') para 
el caso fcrmiónit:o: 

• El signo ·.upcrlur .. u la11 fórmul:uo curr•·"¡m111l1: al c;~Mu lu.i1ú11ico (conmut•dor), y el •lino laferlor al 
ca10 fcrmióulco (anliro11111ulatlor). 
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[C¡j 1 Qmu] = Q¡u6fn ± Q¡mó!t1 
[C¡i,pmui = _pmis[' ±Pnis¡, 
[P1i,Qmn} = Cm16¿ ± Cui6/n + Cni6!n ±Cmi6~. 

10. Apéndice B 

(3) 

Ahora bien, las relaciones de conmutación de los operadores de una coordenada 
con los operadores de dos coordenadas son lns siguientes: . 

[Qm,pii] = _piót, ::¡:pió!,., 
[P'", Q¡;] = ±Q¡ój + Q;ó/", 

[Qm, e/] = -Q;ót., 
[P"',C/)=PÍó/". 

Coordenadcu Do.sónica..1 de Modelo 

(4) 

Elegimos entonces unas coordenadas q¡; y derivadas pii pare.s de modelo que sa­
tisfagan una álgebra bosónica : 

con 

An.1atz 

pij =±¡,ii, 
q¡; = ±qji1 

Nuestro An.sat.z para los operadores de pares tiene la forma 

(5) 

(6) 

(7a) 

(7b) 

donde rq+_., y rq son opcrado1-es del tipo de los opero.dores de Casimir definidos 
por las relaciones 



r" = ¿c~lc~ 
mn 

rq+(J =¿;ce~.+ e::.icc:;> + B::'J 
nm 

con los operadores 11 unitndos11 e y B definidos por 

e~. = L q¡k}Jk, 
k 

B ll - "' f" ± ló 11 m = P~m 2 111 1 
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(Ba) 

(Bb) 

(9) 

Los coeficientes del mnpco º1'ª~ 1 03 se clctcrmiuan n. partir de la condición de 
mantener las rclucioucs de coumutnciúu (imticonmutución) del álgebra original. 

También tenL·mos que mapcnr los u¡JCradorcs de un husón h1dividual a un bosón 
ideal, siguiendo L·l mismo procC"dimicuto. El an3atz mú.s sencillo tiene la forma :. 

Q; ..... li¡(J; +ti~ L;q;kf". 
k 

pi,.... f1:1fi + fJ4 ¿;,,ikfh + li1sr9+(J + flarl'.>,fíJ. 
k 

{lOa) 

(lOb) 

En este caso S<' lm knidu cpw iutnuludr tlc~sdc el principio el término E.1: q¡¡:f'lt 
en la definición d1·I nmmtz p111·1L c·I mn¡wo dt• (J; purn asegurar que los relaciones de 
conmutación (m1tkmunutadó11) se :mtisfügun c·xuctnm<'ntc. 

Map1;u t:zplícitu de pij 

Es fácil ver qut- los rf'lucium·s dt• c·uumuta1.·ión de 9ij, pii con los operadores e{ son 
similares a las rc·lncimll's (3) l'UU lo que se ¡mc.·clen facilm~ntr. los cñlculos. 

Para dch·rminar las constautes c1nr. n¡nu·t·cen en 1'1 mnpco (7b) calculamos primero 
- el siguiente conmutador 



134 10. Apéndice B 

¡r•,pii] = ElCm"c.,m,pii] 
mn 

= - E {C~pn; :!: C~pni + p"ic~ :l:p"¡C~} 
n 

= -2~{C~pn; :!: C~p";} -2(N :!: l)p;; (lla) 

En seguida, de la misma forma, calculamos el mapeo del conmutador 

¡rq+tlJ,p;;I =¿¡ce~.+ e::.icc::i +B::'J,p;;l 
nm 

= [rq,pii] - 2 E {B~p"; :!: B~p";l (llb) 
n 

Por lo tanto si sustituimos las ecs. (11) en (7b) 1 el mapeo de pij es 

pij ...... 

- 2¿ {((01+02)C~ + 01B~)p"; :!: ((01+02)CÍ1 +o¡B~)p";} (12) 
n 

+ (03 - 2(01 + 02J(N :!: l)p;; 

Con ésta expresión del mapeo de pij es con la que trabajamos. 

Las constantes 01io2 1 03 las determinamos a partir de la relación de conmutación 
(3d) que es la relación constitutiva del álgebra: 

[-2E{((o¡ +02)C~ + 01BiJPt; :l:(i,... j)} +(03-2(01 +02)(N:!:lJii,qmn] (13) 
t 



Podemos separar ésta relación de In. siguiente manera 

= - 2(ct¡ + a2) L [C~pkj, qmn] ± (i <-> j) 
k 

- 2a¡ 1:Bi[Jli,q.,..,] ±(i..., j) 
k 

+ {<>3 - 2(a¡ + <>2)(N ± l)}[pij ,qmn] 

y calcular cada contribución por separado: 

[pii,Qmn) ........ 

-4(a¡ + 02){c:11 6/a ± C~6/n + CÍ,6~1 ± C~16~} 
- 2at{B!11 6/i ± Bf1óÍ,1 + BÍ,6:n ± B~16~} 

135 

(14) 

+ {o3 - 2(n¡ + n,)(N ± l))(é/,.ó/. + é{.é/,,) (15) 

Por otrn pu.rte, <•l htdo ,,_<lercdm de (3d) se 1napca a 

Por lo tanto si t•umparmuos los mnpt•us del Indo izquierdo y derecho de (3d) se 
obtienen las signh·ntL•s rrlnriu1ws pn.ra los pnr1inwtros n¡, n21 a3: 

de donde st• ol,fo·ne 

-4(ct¡ + n2) = 1 
-2ct¡ = 1 

{<>3-2(01+n2)(N±1)) =o 

1 
n1 = -2 

1 
n2 = ¡ 
n3=_!(N±1) 

2 
(17) 
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Por lo tanto el mapeo de p;; (2) queda como: 

(18a) 

ó, a partir del mapco explícito (12) como 

(lBb) 

Mapeo de lu~ operadore" de una coordenada 

Primeramente necesitamos el 111apco explicito de pi . Para. ésto calculamos los 
conmutadores.[rfJ,pi] y [f9+fJ, pi] que aparecen en el ansntz (lOb) i.e. 

¡rfJ, pi]=¿: [B~,B~, pi] 
mn 

= -'2JJP (19a) 

donde hemos usndo la relación {B~11 f} = -f11 6/,,. Ahora el conmutador 

¡rq+fJ,piJ =¿:[(e~,+ B::,)(c~· + B~J.fiJ 
mn 

= ¡r(J,piJ - 2~ ci,f" (19b) 

Sustituyendo (19a) y (19b) en el mnpco de pi y reordenando los términos se 
obtiene el mapeo explícito : 

pi ..... {,83-(/is + .8G)(N ± l))fi + ,84 ¿:pi1fJ1-2 :L {fJsci + (Ps + .86JBiJl'1 (20) 
k k 
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donde B{, = (J.,fi ± 1/28/.. 

Para encontrar los coeficientes del mnpeo fJ1,fJ2 1 ••• f30 nos fijamos en los estados 
de la forma Q¡Q; 1 O) que se mnpenn como 

Q¡Q; 1 o) ..... q¡; 1 o ). (21) 

Para que el mnpeo n. unn coordenada de pnr qij esté definido de manera única, 
esa necesario que éste sea equivalente n1 me.peo de dos operadores de una coordenada 
(lOa) i.e. 

(Q1JCQ;l 1 o l ...... cf31fJ; + !i2 E 'likfkJ<f31fl; + f32 E q;k•fk'J 1 o J c22aJ 

k "' 

Utilizando el hci:ho ele qtw pkfJj 1 O ) = 6j, y requiriendo que nuestro cspncio 
físico solo contengan lo nuls unn conrdt•nadu. (J, i.c. eliminndo el término de segundo 
orden en las IJ 's se ticuc t 

(Q¡)(Q;) 1 o) ..... #1{3,q¡; 1 o ) . (22b) 

de donde se obtiene la relación entn• los coeficientes 

(23) 

Además, si c¡uen•mos lL~t!gurarnns <tl1l' nu estado de un solo Lmión (fermióu) en el 
espacio microsccípico Q¡ 1 O } cHté gl!lll'l'lulo t•n despacio de modelo por Q¡ 1 O ) se tiene 
que 

CJ¡ 1o)~¡111fh+112 L'l••fkl 1 o> 
" = /j¡fJ¡ 1 o) (24) 

y con la rondici6n <le 11onnulizacicj11 pnra los cstndos <le modelo se obtiene 

f iiHo se p .. •de co111e511lr l11uocl11de1.,)u ;ulccua1l;l11umle el proyector (1-f/) delaale de fl, y el pra7ec•or 
fl delaale de f~. 
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{J¡ =1 

fJ2 = 1 

10. Apéndice 8 

{25) 

Esto es suficiente para definir completamente el mapeo de Q¡ sustituyendo las 
relaciones anteriores en el mapeo {lOa): 

{26) 

Mapeo de pi 

Para encontrar relaciones entre los coeficientes del mapeo de pi nos fijamos en la 
relación de conmuLación (1) t 

[Pi,Q;) = ój bosones 

íermiones (27) 

Hay que notar que es suficiente con verificar la versión contraída de ésta relación 
cuando se aplica sobre el estado de vacío de modelo 1 O ), ya que los estados físicos en 
el espacio de modelo contienen a lo más, una coordenada ideal fJ y por lo tanto son 
polinomios de la forma: 

'P(q)fi 1 o ) ó = 1,0. (28) 

Utilizando las relaciones (20) y (26), se tiene que 
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con A= (33 - (.N ± l)(p5 + P6l definido para facilitar los cálculos. 

Separando las contribuciones y reordenando los términos se obtiene lo siguiente t: 

[Pi,Q;] 1O)1-+ 6j{A+(±/34 -2Ps-2{J5)/V-2(JsÍ:,Mfkf"} 1 O) 
nk 

+c}{p4-2p5j 1 O) 

+ fJ;f;(f34 -2Ps -2Po} 1 o l 
+ 2Po Í:,q;,.f'.f" 1 o). 

n 

Para que los términos en e} y en fJjfi dcsnparczcan1 es necesario que 

p4 = -2Ps 
Po= -2Ps 

Además f" 1 O ) =O . Por lo tanto d mapco (27) queda como 

[P1,Q;] 1 o),.... Alj I o l 

con lo que i;c o)Jticne In rclnci<in: 

A= #a - (N ± !J(Pr. +Po)= 1 

(30) 

{31) 

(32) 

{33) 

Ahorn, pnrn. encontrar cxplícitnnwntc los coeficilmtcs del mapeo de pi mapeamos 
la relación 

{34) 

, Por unn parte el Indo izquierdo se puet.lc calcular sin problema utilizando los 
mapeos de Qm y pij eca (26) y (!Sh). El lado derecho debe involucrar los coeficientes 
que desee.Jllos l·tllrulnr. 

t I•• eliqua:lu "IJ" y "f" •lguilic:an rpu: •:•u11 l•~rmlno• •olu apucrcn en el c••o bosónico 6 ferai6•lco 
rc•pcc.tlvame11tc 
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El mapeo del Indo izquierdo es 

(Qm, pii),.... óf,.{,,pi - "¿p"i(J., - "¿(C{ + fJkf'i)f'k} ± (i ...,, j). (35) 
n k 

El mapeo de pi por otra parte está dado por (lOb) i.e. 

pi ..... {/:13 - (/:Is+ f:l6)(N ± l))f'i + /:11 "¿¡)kfJk - 2 E {/:lsC{ +(/:Is+ Pa)B{ll'., 
k k 

Si comparamos ambos mapeos 1 se obtienen las relaciones 

/:13 - {/:Is + fia)(N ± 1) = 1 
{:14=1 

-2/Js = 1 

de donde, junto con (25) y (33 ), se obtienen los coeficientes 

/:11=1 
/:12 = 1 
/:13 =±N+3 

2 
{:14 = ±1 

1 
.Br, ="'2 
!16 = ±1 

Por lo tanto el mapeo de pi queda fümlmentc como: 

Ó completando e} Operador a:I = fJnl'i ± !6Á COinO: 

pi .... ~!';± °EP;.,fJ., ±¿ce:,_ o~JP 
- k n 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 
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En éste ron.peo no hemos incluido cxplícitnmcntc los proyectores del espacio físico 
de modelo. La consecuencia que puede traer ésto, es la posibilidad de que aparezcan 
estados no-físicos (espurios), pero la ventaja que tenemos es que el mapeo satisface 
exactamente lns relaciones de conmutación. 



Apéndice C 

1 Receta para mapear operadores 

En este apéndice vamos a. ejemplificar nuestra "receta" para mapear operadores 
del espacio microscópico al espacio ele moclclo 1 encontrando un mapeo explicito para el 
operador de "Casimir" rQ = Lritn2 c::~c::J en términos de operadores diagonales de 
"número" 1 que no nos llevan afuera del subcspncio físico que estemos considerando, y 
se muestra cómo los nmpcos son equivalentes. 

El opernc101· de Cnsimir de segundo orden se escribe en términos de los operadores 
unitarios C~? E U(.N) como: 

rQ = L C,,,112Cn2"1. 
nln2 

Los operadores unitarios C~l están definidos como 

El operador de Casimir (1) se puede reescribir de la siguiente forma: 

rQ =E (Q,,,P"')(Qn,P"') 
nln2 

Ahora ponemos en orclc>n normal Jos operndort!s Q's y P's : 

rº= ¿ (Q,.,(Q,,,P"'+6~])P"') 
n¡r12 

= L {Q,,,Q,,,P"'P'")+NNQ 
n1112 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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y como segundo paso vamos a i·cordenni· el término Q01 Q112 pn1pn'l, de manera que lo 
podamos expresar en términos de operadores de número NQ = En QnP" i.e. conmu­
tando Qn2 P"•: 

rQ = L { Qn 1 P"' Q11,P'"} - Nq + NNq 
U¡ll:l 

= Nq(Nq +N-1) (ó) 

La nueva forma que tieue un.estro operador rQ es completamente equivalente a la 
forma (1)1 pero con la ventaja de que aborn está expresado en términos de operadores 
diagonales, es decir, de operadores de númcl'o. 

Ahora supougamos que <1ucremos uplicur este operador rQ, en el espacio mi­
croscópico, sobre uu estado (bostlnico) ele cubtro coordenadas de la forma. f: 

(6) 

Si aplicamos el opcrnclor rQ Cll la fol'lUU (5), !iC oJ,tienc fácilmente que 

(7) 

de donde se Vl! c1m· el c·igt•uvalur rll'l o¡ll'rndm· clt• CmiÍmir rQ correspondiente al estado 
(6) es 4(3 + N). 

Mapeo 

Ahora, vumos a mupcur lu ncchju c.IL• este upl'l'Udor sobre el estado (6). El estado 
(6) se tiene c¡ue mupctLl' al csptLcio de moclrlu. Sin cmlmrgo existen diferentes formas 
de hacer esto, ¡>01· t•j1•mplu: 

Q~Q? 1 o ) ~ m 2 1 o ), 
~'11l'n2 I o), 

~s'ill'122 I o J. 
donde S l'S el o¡u·rnclm· dt! sim<'ldzw·i<íu. 

{So) 
(Sb) 
(Se) 

Para ohtl·tw1· c•l umpl'U clt•t opt•1·ador ch• C'w;imir :;e c.·onsicl~rn primero el mapeo de 
los operadores uuitnl'ius (2): 

t En la ,,.prc.,1•11l•ciún 1le 1·uunlc11acli.a c.J. )' 1l..rh·a1h~!4 ~· 1•l 1:"adu ch: vacío l'I •lmplemeale la unidad 
l.e. 1o)E1. · 
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(9) 

Para mapear el operador de Casimir en sus dos formas 11equivalentes" 1 mapeamos 
también el operador de número Ñq = I:n QnP" =En Cn" 

(10) 

Para demostrar que el eigenvalor del operador de número N9 se mapea al eigen~ 
valor "2Nq" vamos a aplicar el mapeo del operador de número (10) sobre el mapeo del 
estado (6) en la forma (Sb): 

Ñq q11 q22 1 O ) = L; q,.kp"k qu q22 1 O ) 
ne 

Usando la relación de conmutación bosónica para las coordenadas de modelo 

[p1i, qnm] = 6!,,6~ + 6~6~ 
para conmutar el operador p"k, se obtiene 

(11) 

(12) 

· L;qntP"k mq22 1oJ=L;Cq,.km'12w""+262'6;q,.km + 26r6fq.1q22) 1 o) (13) 
ni: nk 

con la condición 

con lo que 

p"k 1 o)= o 

Ñ9 q11q22 1 o J = (2q22q¡¡ + 2qm22l 1 o ) 
= 4q11q22 1 o ), 

(14) 

{15) 

de donde se vé que el eigenvalor del operador de número es dos veces el número de 
coordenadas q's, como se dijo antes. 
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Ahora bien. Utilizando la forma {ú) del operador ele Cnsimir, vemos que éste se 
mapeacomo: 

rQ ,_. 2N9(2N9 +N-1), 
y aplicándolo a los estados equivalentes ( Sn, Sb, Se ), se obtiene de inmediato: 

{ 

q¡¡~22 
=4(3+N) 'l.12 

Sq11 1122 

(16) 

(17) 

donde se ha usado d hecho <¡ne el mímcro de coordenadas pare" (q's) es Nq = 21 

en los tres casos. Hny que 11ut1u· nt¡uí que la acción del operador de Casimir, escrito 
en términos de O}lc1·udorcs dt• u\uncru, nu uos con<luce a estados diícrcntcs {fuera de 
nuestro subespncio de interés), como se vé de las ecuaciones (17). 

Por otra parte, se puede tk•termimu· lu. acción de los opcrndorcs unitarios mnpea.dos 
(9), sobre los estados (8). Por ejemplo, se obtiene que : 

(18) 

donde se vé imncdintamcutc <111c la acción de estos opcrnclorcs nos conducen a estados 
diferentes (furrn <1<'1 subcNpudo físko dl! interés). 

La acción nmpcada, dd opcrzulor ele Casimir sobre el estado (6) se puede detenni­
oa.r, ahora, utiliznudo la forma. 

rQ ....... f'l;: L Cu1"2c,."lr11, 

11¡,ll"l 
(19) 
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donde los operadores C 111
112 están definidos por el mapeo (9). De esta manera se 

tiene lo siguiente : 

rqq11 1122 = l: qn 1kP112 .l:9n21P11119119221 
n1,n2,k,/ 

y conmutnndo los operadores p 11 1 112 a la clerecha.1 se obtiene : 

r•q11q22 = B{q12)2 +4(N + l)q11q22 

De la misma manera se obtienen: 

El estado simctriza<lo (Se) está eludo pal': 

con lo que 

r•(Sq1m2) = 2r•(q11q22l + 4r•(q12J2 

= (12 + 4N){2(911922) + 4(912)2) 

= 4(3 +N)(Sq1m2) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

Podemos observar que el sólo para el estado simetrizaclo (Se), la acción del operador de 
Casimir rv no nos lleva fuera del subcspacio de interés. Para los estados (8a.) y (Bb), 
sin embargo, la acción de este operador nos conduce a estados diferentes como puede 
verse en las fórmulas (21) y (22). 
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Cálculo de las integrales de la forma 

¡00 d· -x -1/2 L±l/2( )L±l/2( ) jo xe x n x nt x 

Usando la función genera.tdz <le los polinomios de Lngucrre 

0xl/(1-I) oo 

(1 - tj<>+I = E L~(x)t" 
n=O 

con ltl < 1 

y multiplicnmlu dos dl~ estns funci<mPs gcneratriccs :;e obtiene 

11 111 0 01 
• _ c.t't/(t-1) ezs/(s-1) 

L t • L,.(x)L,.,(~) - {! - t)"+I (1 - s)º'+I 
11,nt=O 

(1) 

(2) 

(3) 

de aquí podemos obte11c1· la integral buscncla1 si multiplicvamos primero la ec.(3) 
r zPe-i: e iutcgrumus <>n d iutcn•úlu O 5 x :5. oo : 

donde e= (l-1.s)tl-t)' y p en purticulnr es 1' = -1/2. 

El lado dered10 de la ecuudúu ( 4} !-it• J>ltt•clc integrar fol·ilmentc si usamos la fórmula. 

1
00 

cl.rx''c-('.l' = -
1
-f(p + 1) Jo cJJ+I 

(5) 

con lo cu11l se tii•11t.• ahora 

Mi 
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Ahora con p = -1/2, ya, o.1 = ±1/2 vamos a considerar los siguientes casos: 

i) a= a 1 =1/2 

ii)a = -1/2,o/ = 1/2 

iii)a = c.' = -1/2 

Ca•o (i) a= a 1 = 1/2 

El lado derecho de la ecuación (6) es: 

(7) 

Si aplicamos un desnrrollo de Taylur (1 - t)Y = E~=0(-1im(~)1m para cada 
factor resulta 

E (-l)"'l+m2+m3 (-!) (-!) (-l/2)t"'lsm2(st)"'3r(l/2) (8) 
mlm2m3 ml m2 m3 

Ahora usamos la relación enti·c coeficientes binomiales (-;:) 
para escribir 

(~n1) = c-1>"'(~~) =e-ir 

(
-1/2) =C-lr('"-1/2) = rcm+1/2) 

m m m!r(l/2) 

con lo que se obtiene, finnlmente, para el lado derecho de (6) 

(9) 
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f; r(m3+,1/2) 1ml+m3 8m2+m3 

ml,m2,m3=0 m3. 
(10) 

Comparando con los coeficientes corrcspon<licntcs del lado izquierdo se obtienen 
las relaciones 

ml = n-s ;:::o 
m2=n1

- s2: O 
m3=s;:::O 

y por lo tw1to (10) tomll la forma 

00 

E 
.'1,11,u'=O 

f(." + 1/2) t" s"' 
... ! 

y con la coudit·Mu c111e ~e olJticue de· (11) piu·ta el iuclh:c s 

ele donde :w olJticm• fiunlmt•ull> 1·0111partuulo (12) y (G) : 

wi11(11,u') r /?) 
¡"" ¡ -'< -l/2Ll/2( Jll/2( ) "' (s+ 1 -Jo <.re .e " J' ,., .r = "~ --.-,--

e,,.. (ii) (\ = 1/2, o'= -1/2 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Proce<fü·wlo ch• Ju u.1isma 11u11u·1·n, t•I hado detl1d10 de In ce. (G) en éste coso es 
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por lo que solo tenemos que hacer dos desarrollos de Taylor, con lo que finalmente 
resulta 

f: r(m2 + 1/2) ml+m2 m2 

ml,m2=0 m 2! 
3 

t 

y comparando coeficientes con los del lado izquierdo de (6) se tiene que 

n 1 =ml+m2;:: O 
n =m2 ;::o 

(15) 

Las condiciones anteriores nos dicen que (1) en éste caso ( a= 1/2, ol = -1/2 
) no será válida para cualquier pn:r u, n' sujetñndose a la restricción 

se obtiene 

¡00 d -•. -1/2L-1/2( )L 1/2( ) _ r(n + 1/2) jo :re x u x 111 x - n! (16) 

Para ver que resultado se obtiene en el cuso contrario en donde n1 < n se puede 
~tilizar la relación entre polinomios de Lagucrre 

con la que se puede usar entonces la ce. (14) para resolver éste caso i.e. 

y usando el resultado para a = n' = 1/2 se obtiene 
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con lo que se ptmdcn cousidcrnr los.dos ,casos n1
;::: n min(n,n1

) = n 1 y n' < 
n · min(n1 111) = u - 1 con el rcsnltudo fiual: 

11
1 < ll ' (17) 

Ca.•ó '(iiiFC¡:=4: o'·= ~1/2 1 

"E11 ;.s·¡~. c•;a .. ~c~. ~·l hu lo <h·n·~·lu·, cl~·:.lu, l'1"t~;~:·i1'111. { (!) c•s 

.:¡,' ' ' 
~ ,r(,,, + 1/2) 111 111 

.~ "~º ~ '"!. t .'j 

(18) 

y '<·01111m11uid1i c'ill'tiric·ull's :-:1• ll1•µ;u ;il 11~s11ltado 

'Ju"' ,. 1¡,-1¡i -1/' r(u+l/2) 6 ,¡,.,.- ,.- L (·,·)L · (.r) = ---- • 
u '' 11' Jl! "~ 

(19) 

Hacic•udu 1111 resmucn ~1· Ül·m• 

<Xi· . . , , • r11i11(11,r1
1

) f( /?) r I .-r -1¡1 L·'I'( , )L 1/.1( ¡·..:. " • + 1 -Jo i .r< .r " .r n' - .r - l'l..i;o· --s!-- (14) 

u'~ n 
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=O n1 <n {17) 

¡00 d -z '-1¡2L-1¡2( )·L.:.1¡2( ) ~ r(n +1/2)., 
jo xe. x n. x u' x :-- .711 . vti1n' {19) 

1,: 

": .. T. flf".'· ·'.·i·. 
.·.¡·¡,, 

.. ~ . l • . . ~ ' • : . 
' " • • • 1 ' ~ • 

. ·.· •¡ ii . 

<; i:1; ¡ ..... ;.,•, 

'.' •· •• 11 ·•., '·!\'« 

·, ¡,.,: ··., ¡/ ,. : '·· 
·.·i¡ 

· ..• : •. ::. J'.!·· 

!.,1 

·' :,¡,. 
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Este apéndice couticnc los clcnwntos de nrntriz dl! los operadores que aparecen en 
el Hamiltoniano de juguete (0.47)1 en hL h1um 

u= O, 1,2 ... ;e = 0,1. (1) 

Lns métl"iclt.s ttlll' tummos pal'a la pltrtc p1u· L' impar rcspcctivnmcnlc son: 

('" cltJ 
ju fa (2) 

¡_:, d(J ,.-(;' (3) 

La uormuliiM·iún clt• estos t?:;tmlos t.'li: 

V [;; 2211(211)!]-t/'l. 
" 'l.11+< = 2' 21/4 (4) 

con lo nrnl 
{ 2111 + p\ 211 + l) = ¡;111,11fip,l (5) 

1 Elcmcutos ch· lllt1tdz 

Elcml'utos 1lr llHltriz clt•l u¡u•rnclnr ch• un p1u· { <J ) : 

1 { (2u + 2)! 
( 2111+11\11l211+t} = 

2
J2 ~1!111 , 11 +1 + (4u+1)6m,n + 

Elt·uwntos de• matriz para c•l lllllJll'O 1h·l u¡wnulor p'l. : 
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P 2 - 2v2{<11>2 + 2(Jf + v} (7) 

donde [p,q} = 1, es decir, que trabajamos aqt1Í con operadores normnlizndos. 

Si .tr~bnjnmos en la reprcsentnció11 JI E Ir¡, y ht~Cemos el cambio de variable x = 

~' el operador mnpenclo nclquierc la forma: 

p2 - dd~. + ?(}f~.!l... 
..,' - xrlx 

crin el correspondiente cambio en In hhsc 

\ 2n +' ) = ;\'in+<c-''12Hfo(X)fJ' 
de lo cual se obticuc: 

n = O, 1, 2 ... ; e= 01 l. 

d
2 

1 { J.ii 1 211 + f ) = 2 (211 + 2)! 1 ?( + 1) + ) -¡z;;-¡¡- - 11 f 

(4n+l) \2n+<) 

(2n)! \ 9 } 
+ (211-2)! _(n-l)+•) 

(8) 

(9) 

(10) 

Por otra parte el segundo término del 11H1peu ele p'J. tiene los signicatcs elementos de 
matriz: 

( 1 "'f l d \ ( n-m 11! j(2rn)! 8 {8( l) 1/28 } 2rn+p 2" ;;¡; 2n+c) = -4c -2) ~-¡;r- <,p n-m~ + m,n . 

•' (11) 
Finalmente, si jul1lamos los dos términos Sl' tic11c: 

(211 +2)!. . . 
~b,,.,11+1 - (4n + l)bm,n + 

· ll-UI 11! j(2w)! 
- 4<(-2) r.;;:;;¡ 1 {8(n-m-1)+1/28m,n)8,,p 

y(2u)! m. 
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Los elementos de matriz del opcradol' q2 son: 

( 2m + p 1 q2 1 2n + e ) ~ 

!_
8

{ (2n + 4)! (2n + 2)! . 2 ~6,..,u+2 + (Sn + G) ~6m,u+l + 3(8n + 4n + 1)6m,n 

+ (Bn-2) + 
(13) 

Los elementos de matriz <.le los operndorns impa.re.5 son: 

Para el opera<lor (J(l - /V): 

( p 1 (.?{1-/V) I •) = (1- e)(.fi)-1/t(.¡rr)-l/2j+oo d(J c-t/J' (J'+p+I 
2c 2P -oo 

./2 
= (1 - •) 2 6,+,.,1 (14) 

y para. el operador f : 

(15) 
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