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Introduccion 1.2

David Hilbert al dirigirse a las personas que asistieron al
Seqgundo Congreso Internacional de Matematicas en Paris el 8
de agosto de 19200, propuso un a lista de 23 prablemas que han
mantenido en constante trabajo a varias generaciones de
matematicos, los cuales han contribuido a la generacidn de
nuevas teorias matematicas. Uno de los problemas
recientemente conquistado fue el resuelto en 1970 por el
matematico ruso de 22 afios Yuri Matyasevich.

David Hilbert nacid en Konisberg en 1862 y fue profesor en la
Universidad de Gottingen desde 1895 hasta su muerte en 1943.
Después de la muerte de Henri Poincaré en 1912 fue
considerado como el matemidtico mas destacado de su tiempo,
Hilbert hizo contribuciones fundamentales en varios campos
pero es tal vez mas recordado por su desarrollo de los
métodos abstractos como herramienta poderosisima en las
matematicas.

El problema diez de Hilbert se describe facilmente. Tiene que
ver con la mas simple y la mas basica actividad matematica:
resolver ecuaciones.

l.as ecuaciones a resolver son ecuaciones polinomiales, es
decir, ecuaciones tales como X2—-JX¥=5, las cuales se forman
sumando y multiplicando variables y constantes, usando
exponentes enteros. Ademds Hilbert especificd que las
ecuaciones deben tener y usar enteros, es decir, nimeros

enteros positivos (y o) negativos.



Introduccidn I.3

No se permiten numeros irracionales en la formacion de las
ecuaciones o de sus soluciones. Los problemas de éste tipo se
1laman Ecuaciones Diofantinas que derivan su nombre de
Diofanto de Alejandria, quién escribid un libro sobre éste
tema en el siglo tres.

El problema diez de Hilbert es el siguiente: Dar un
procedimiento mecanico mediante el cual se pueda probar
cualquier Ecuacidn Diofantina y checar si existe solucidn
para la ecuacion elegida. Pero dejemos a Hilbert que lo
exprese por si mismo: “Dada una Ecuacion Diofantina con
nimero arbitrario de incdgnitas y con coeficientes numéricos
racionales enteros: encuéntrese un proceso el cual pueda
determinar mediante un ndmero finito de operaciones si la
ecuacidn dada se puede resolver en enteros racionales”.
Hilbert no pide un proceso para encontrar las soluciones sino
un proceso para determinar si la ecuacion tiene soluciones.
El proceso deberd ser un proceso formal bien definido que
pueda ser programado en una computadora y que se pueda
garantizar que trabaje en todos los casos, tal proceso recibe
el nombre de algoritmo.

Si el problema de Hilbert se enuncia facilmente, la solucién
de Matyasevich sin embargo se enuncia todavia en forma mas
simple: No se puede crear tal proceso, tal algoritmo no
existe. Puesto en cierta faorma la respuesta parece negativa.
El resultado de Matyasevich sin embargo constituye una

adicidn importante y Gtil para entender las propiedades de
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El trabajo de Matyasevich utilizdéd una serie de trabajos por
tres americanos: Martin Davis, Julia Robinson y Hilary
Pﬁtnam.

El trabajo de estos tres americanos a su ves esta basado en
las investigaciones hechas por diferentes fundadores de la
Légica Moderna y de la Teoria de la Computacién; Alan Turing,
Emil Port, Alonzo Church, Stephen Kleene y el mismo Kurt
Goedel siendo éste ultimo famoso por su trabajo sobre la
Consistencia de Sistemas Axiomaticos (E1 Problema 2 de
Hilbert) y sobre la Hipotesis del Continuo de Cantor
(Problema 1 de Hilbert).

Comencemos a tratar el problema diez de Hilbert cansiderando
unas cuantas ecuaciones Diofantinas.

El término Ecuaciones Diofantinas, es un poco errado, porgque
no es la naturaleza de las ecuaciones lo que es crucial en la
naturaleza de las soluciones admisibles.

Por ejemplo, la ecuacidon X2+VZ2-—-2=0 tiene una infinidad de
soluciones si uno no piensa en ella como una Ecuacidn
Diofantina.

Las soluciones estan representadas por la grafica de la
ecuacion, que es un circulo en el plano formado por los ejes
Xy Y.~

El centro del circulo se encuentra en el punto de coordenadas
X=0, V=0.

Este punto recibe el nombre de origen y se abrevia con el

simbolo ya conacido de (0,0).
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El radio del circulo es 42. Las coordenadas de cualquier
punto en el circulo satisfacen la ecuacidn y existe un numero
infinito de tales puntos.
Si se consideran el problema como una Ecuacion Diofantinaj
existen solamente cuatro soluciones:

(1) X=1,v=1

(2) X=—1,¥=1

(3) xX=1,y=-1

(4) X=—f,Y=—1.
Cambiemos ahora de ecuacidn a Xf2+yZ—-3=0. Existe un numero
infinito de soluciones si ésta ecuacidn es considerada como
una ecuacion ordinaria, pero no tiene soluciones si se
considera como una Ecuacitn Diofantina. La razdn es que ahora
la grafica es un circulo con radio igual a 43, y no hay
puntos en ésta curva que tenga ambas coordenadas
simul tdneamente igual a nimeros enteros.
Una familia famosa de Ecuaciones Diofantinas tiene la forma
Xn+yn=2n, en la cual n puede ser igual a 2,3,4 o cualquier
entero mayor si n=2 la ecuacitn se satisface por las
longitudes de los lados de cualquier triidngulo rectangulo y
recibe el nombre de Teorema de PitaAgoras.
Una solucidon es el conjunto de ndmeros X=3, V=4, Z=5. Si n es
igual o mayor que 3, la ecuacién recibe el nombre de Ecuacidn
de Fermat. El matemidtico del siglo XVII de nacionalidad
francesa Pierre de Fermat pensaba que é1 habia probado que
estas ecuaciones no tienen soluciones positivas enteras. En

el margen de una copia del libro de Diofanto el escribio que
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habia encontrado una prueba maravillosa, pero que
infortunadamente era muy larga para ser escrita en ese
espacio. La prueba (si en realidad la hubiera encontrado
Fermat) nunca ha sido encontrada.

Conocido como el dltimo Teorema de Fermat es probablemente el
mads antiquo y el mas famoso problema al que no se le ha
encontrado solucidn aun.

Estos ejemplos demuestran que las Ecuaciones Diofantinas son
faciles de escribir pero dificiles de resolver. Son dificiles
dé resolver porque se es muy exclusivo en relacidn a la clase
de numeros que se aceptan como soluciones.

En relacion a las ecuaciones de primer grado, es decir,
ecuaciones en las cuales las incdagnitas no se satisfacen
entre si y todos los exponentes son iguales a uno camo
ZX+3Y-372—-99t—13u—10=0, la existencia de las soluciones se
puede determinar por una técnica de division conocida desde
tiempos antiguos que recibe el nombre de Algoritmo de
Euclides. En relacidn a las ecuaciones de segundo grado en
dos incdagnitas tales como 3X2-JY2+7=0 o X*-XY-Y*=[, se
desarrolléd un teoria a principios del sigla diecinueve por el
gran Karl Friedrich Gauss la cual permite determinar si
existen soluciones. Algunos trabajos desarrol lados por el
joven matemdtico britanico Alan Bolwer ha arrojado
considerable luz en ecuaciones de grado mayor que dos que
poseen doas incdgnitas. Para las ecuaciones de grado mayor gue

uno que tiene mas de dos incégnitas existen solo casos
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especiales que pueden ser manejados por trucos especiales y
existe un gran mar de ignorancia.

éPorque es tan dificil encontrar un proceso tal como lo pedia
Hilbert?

El enfoque mas directo seria simplemente probar todos los
posibles conjuntos de valores de las incégnitas, uno tras
otro hasta que se encuentre una solucidn.

Por ejemplo, si la ecuacidn tiene dos incognitas se puede
hacer una lista de todos los posibles enteros. Entonces
simplemente se recorreria la lista probandeo uno por tras de
otro para ver si satisface la ecuacion.

Ciertamente esto es un procedimiento claramente mecanico que
bien puede realizar una maquina. ZCual seria entonces el
resul tada?.

Si la ecuacidn es la primera que mencionamos XZ+Y2-2=0, se
deberia probar (0,0, (0,1), ¢1,0), (0O,-1), (—1,0) y por
supuesto rechazar estos pares. El siguiente candidato (1,1)
es una solucidén, tuvimos suerte: solamente se consideraron
seis pares. Si por otra parte la ecuacidén fuera X2+YZ=20000
se deberian probar miles de pares de numeros enteros antes de
que se encontrara una solucidn. Es claro que si existiera una
solucion, ésta seria encontrada en un numero finito de pasos.
Por otro lado, hablando de la otra ecuacién Xf+vY2-3=0, se
puede probar pares de enteros desde ahora hasta la eternidad,
y 1o dnico que se sabrd es que aun no se encuentra una
solucidn. No seria posible saber si el siguiente par de

nameros seria una solucidn.
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En éste ejemplo particular es posible probar que no existen
soluciones. Pero la prueba requiere una idea nuevaj; ésta no
se puede obtener solamente por substituciones sucesivas de
enteros dentro de la ecuacian.

El medio que lleva a cabo el proceso de la clase sugerida por
Hilbert deberia aceptar como elemento de entrada los
coeficientes de una Ecuacidn Diofantina arbitraria. Como
elemento de salida deberia encender una luz verde si la
ecuacion tiene solucidn y una luz roja si no hay solucidén.
Tal maquina padria ser llamada Maquina de Hilbert. En
contraste un medio que simplemente busque soluciones por
pruebas sucesivas ad Infinitum puede ser descrito como una
MAquina de Luz verde, si la ecuacion tiene solucién la luz
verde se prende Después de un nimero finito de pasos. Si la
ecuacion no tiene solucidn el cadlculo se continda por siempre
simplemente; a diferencia de la Maquina de Hilbert, la
Maquina de Luz verde no tiene forma de saber cuando parar.

Es facil construir una maguina de luz verde para las
Ecuaciones Diofantinas. La pregunta es, podemos mejorar la
situacidén y construir una Maquina de Hilbert es decir, una
Maquina de Luz verde, luz roja que se detenga siempre Después
de un numero finito de pasos y dar una respuesta de si o no
definida. Lo que probd Matyasevich es que esto no puede ser
llevado a cabo jamas. Aun si permitimos que la maguina tenga
una memoria ilimitada y tiempo de calculo ilimitado, no se

puede escribir un programa y no se puede construir una
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maquina que haga lo que Hilbert pedia. No existe tal maquina
de Hilbert.

Finalmente recuerdese que problema diez de Hilbert fue
resuelto independientemente y con diferencia de tres dias por
G. V. Chudnoskii otro matematico ruso que en el afo 1970
tenia 18 afios y que aun ahora sigue activo, pero cuyo trabaijo
matematico quiza es mas importante que el de Matyasevich.
También quiero hacer notar que casi todo problema matematico
tiene su andlogo en el lenguaje de las Ecuaciones
Diofantinas, por ejemplo la conjetura de Poincaré que dice
que toda variedad de tres dimensiones cerrada y conectada
simplemente es homeomorfa a una esfera de tres dimensiones,
debe tener su andlogo en el reino de las Ecuaciones
Diofantinas. En los capitulos siguientes de este trabajo
solamente se trata a fondo la parte de teoria de numeros. Las
funciones recursivas no se mencionan por merecer un trabajo

muy extenso y profundo.
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CONJUNTOS DIOFANTINOS



Conjuntos Diofantinos 1.2

Una Ecuacidn Diofantina es una ecuacidn polinomial

Pl yecey@myXiyesndn)=0 en varias variables con coeficientes
enteros. Las variables se dividen en parametros dx,dzsecedm ©
inchgnitas Xi2,X=,...%n todas las variables, pardmetros e
incdgnitas, toman valores en los enteros no negativos 1,2,...
En la teoria clasica de Ecuaciones Diofantinas, se comienza
teniendo la ecuacidn y se pregunta por los valores de los
parametros para los cuales existe solucidn, en este trabajo
se dard otra version al procedimiento. Se comenzara teniendo
la solucidn y se buscarad la ecuacion.

Se comenzard con la relaciédn A(ax,adz,..-dm) Y S€ busca un

Polinomio Pl3iyc-ec@msXz,y---Xn? definido en el sentido de 1.1

DEFINICION 1.1

La relacidn A(3:,d=)««»,dn/) €5 diofantina si existe un
polinomio Pfaz,..dmyX15-.-%Xn) tal que para todos los valores
de ai,d=»,...a4n (los parametros)

1.1 A(812,;38z5 n e e@ml?S=D(EX1 3 X2peee g Xm? P (31, ccc@mpXiyeeeXmd=0T
Se deduce que una funcidn es diofantina cuando su grafica es
diofantina. A continuacién tenemos ejemplos de relaciones
diofantinas, la mayoria se utilizard en la prueba. En estos
ejemplos se incluye las relaciones de orden £ divisibilidad
a|b Yy congruencia a=b(mod c).

1.2 asb<=>(ex)latx=b1

1.3 as/b<=>(ex)[ax=b]
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1.4 a=btmod c)<=>(eEx)[(a=b+cx) o (a=b-cx)]

Los "y"s, "0O"s se manejan usando:

1.5 A=0 o B=0 <=> AB=0 A=0 o B=0 <=> AZ+B2=0

En el caso de "y" es necesario renombrar variables que
aparecen en Ay fA.

EXAl(Xx)=0 y Ex B(x)=0 es equivalente a ExEy[A(x)=0y B(y)=0].
A partir de 1.5 se deduce gue "y'"s y "o"s de relaciones
diofantinas son diofantinas.

Procediendo de esta manera se puede probar que gran cantidad
de relaciones son diofantinas.

Un buen ejemplo es la relacitdn de primos relativos o sea a
primo relativo con b (a,bl)=1 que se escribird como alb: Se
puede ver que esta relaciéon es diofantina usando (1.5) junto
con (1.6) alb<=DeE(x,yl)lax—by=1 o ax—by=17J otros ejemplos de
funciones diofantinas son r=rem(a,b), q=quofla,b)

1.7 r=rem(a,bl)<=>r=al(a mod b) y rsb

1.8 g=quofa,bl)<=>0<a—-qb<b

Procediendo de otra forma definiendo nueva relacidon en base a
lo anterior usando (1.35) repetidamente se puede demostrar gue
muchas relaciones son diofantinas. La herramienta mis
importante en éste proceso sera la sucesion de soluciones de

la Ecuacidn de Pell.
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ECUACION DE PELL



Ecuacién de Pell ‘2.2

Es un hecho conocido que cuando p€Z-(02? el dominio Z(m) con
el conjunto (x+yJdm,x,y€Z? con las operaciones:
(x+ydm)+{a+rbiml)={(x+al)l+(y+b)dm
{(x+ydm) (a+bdm)=(xa+ybm)+(xb+yal)im,
forman un anillo en &l cual la representacion de los
elementos de la forma x+yJm con m no—-cuadratica es unica:s
(E) xtysm=a+bdm implica x=a, y=b v X,y,a,b
El subdaminio N(m)=C(x+ydm,x,y€N} es cerrado con las
condiciones anteriores de suma y producto, en tal forma que
para a<i arbitrario y n existe exactamente una solucidn
(Xtny,al,Yln,a’)) en N para la ecuacidén
xtyd(az—1)=(atd(az—-i)n,
Estas soluciones son exactamente las soluciones en enteros
no—negativos de la Ecuacidn de Pell en a:
X2 —(art—1)yz=1
Recuerde que la Ecuacion General de Pell es una ecuacién de
la forma
x2—dy2=1 (d es no—cuadratica)
cuando d es constante y x,y son las incdgnitas cuando d es
cuadratica, la Ecuaciédn de Pell posee la solucién trivial
(1,0).
Como xf—-dy? se puede factorizar en los reales,
X2 —dy?=(x+ydd) (x—yddt) es natural trabajar en el dominio
entero Z[Jdl1, formado por los nimeros reales de la forma

a=x+ydd x,y€Z la Ecuacidn de
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Pell con d=a?-1, x2—-(¢at—-[)yz=] tiene como solucion

fundamental a (x,yl)=(Ca,1)

LEMA 1.

(varll)s ((X(n,a), Yin,al); n€ENI=C(x,y); x,yEN, x2—(a¥—1)y2=1)
Xtn,al, Y(n,a) se l1laman la solucidn nésima de x,y de la
Ecuacién de Pell para a. Existen relaciones de divisibilidad
entre los numeros de la solucidn y las soluciones de la
Ecuacidn de Pell para a, asi como propiedades de crecimiento
de la sucesidn de soluciones que admiten una descripcidn
diofantina x=y= por medio de x=X(n,al). Se dara una
descripcion de exponenciacidn y posteriormente de "x es la
nésima solucidn de la Ecuacién de Pell en a". Para completar
el cuadro también se probaran propiedades simples de teoria
de nameros de la Ecuacidn de Pell que utilizaremos.

Para evitar distincidén de casos molestos de z=0 o y=0,
entenderemos a lo largo de esta seccidn cuando se utiliza el
término numero, numeros naturaies positivos y usaremos
variables y cuantificadores normalmente a menos que se

indique 1o contrario.

PRDPOSICION.

Descripcion diofantina de exponenciacion por medio de
x=X{(k,a). Para m,n,k positivos m=n* tiene validez exactamente
cuando el sistema (G1)-(65) definido adelante y que relaciona
igualdades y desigualdades diofantinas tiene solucidn para

parametras m,n,k con y€N y a,x,b,z positivas.
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PRUEBA .

Se desarrollara (G1)—-(GS) para encontrar suficientes
condiciones diofantinas para m=n*. m=n* se concluye
fadcilmente cuando m, y n* son congruentes modulo para una
cierta r y son menores que r. Por un lema de J. Robinson de

1992 2an—-n?-1 cuando I<a se presenta con el médulo apropiado.

LEMA 2.
(v a>l v k,nl):
[X(k,a)-=Y(k,a)la-n)=n* mod(2an—nt-1)1
En base a éste lema las condiciones de congruencia pueden ser
farmuladas poar el reqgquerimiento diofantino de que m es
caongruente mod(2an—-nz—1) con el numero x—yf{a—-n’) con la
solucién (x,y) de la Ecuaciédn Pell de a, y de que esta
solucion tiene indice k:

(G1) xf—(ar—1)yr=1, x=X(k,a)

(G2) x-yfa—-n)=m mod(2an-n2-1)

(G3) m<2an—n?-—1
La estimacion n*<Z2an-n?-1 se concluye de n*<a para n=l
observandose que a>l1 (compare con G4) y para 1<n se tiene que
asfna-1. Entonces para la hipdtesis nfn*<a se tiene que

a<t{na—-1J)+nla-nl)=2an—n?-1.

Se puede dar una condicién diofantina para n*<a mediante el

uso del lema siguiente.
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LEMA 3.
Propiedades de crecimiento de las soluciones de la Ecuacidn
de Pell. Para toda a>l y né€N:

arsXin,a’<2a)~

ns<ytn,al

X(n,a)<x(n+l,a)

Yn,a)<v(n+1,a)
Por el lema 3 se puede describir a a como la solucitn x de
una Ecuacidn de Pell con indice suficientemente grande i, a
saber a=X(i,b) cuando I<b y n,k,<b-1<i asi que debido a la
tasa de crecimiento:

n&<b b —15X(b—1,b)SX(i,b)=a

Por tanto se requiere gue

(G4) I<a,by n,k<b.
Aueda encontrar una expresion diofantina para la solucidn
a=X(i,b) para tener un ndmero i suficientemente grande

(b—15i):

LEMA 4.

Relacidn por congruencia entre la V-solucidn de una Ecuacién

de Pell y su numero solucion. Para toda 1<b y para toda i:
Y(i,b)=i mod(b—1).

Como I, siendo el numero soluciéon de a, no puede ser el

numero O de la solucidén trivial X(0,b5)=1 debido a que I<a,

b—-1<i se concluye de la congruencia de i y O médulo (b—-1) vy

esto par el lema 4 de la divisibilidad de 1la Y-solucidén y

perteneciendo a la X-solucidn a por b6-1:
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(GD) ar—(pz—-1)((b-1)(z—1))2=1.

Por tanto si (G1)—(635) se satisfacen para los numeros

positivos a,x,b,z,m,n,k y y€EN, entonces el lema 1, x=X(k,al) y

y=¥Y(k,al) y por tanto por las consideraciones anteriores m=n*.

Reciprocamente si m—n* escoger b arbitrariamente paor (G4) y

higase que a=X(b—1,b), entonces por (G4) y por el lema 3
15n*<b*Sb=—25X(b-1,b)=a

Entonces m=n*<2an-n2—-1 y por tanto tiene validez (G3). Como

I1<a x=Xtk,a) vy y=Y(k,a) estan bien definidas. Con esto se

satisface (G1) y O<x por el lema 1 y con la hipdtesis m=n%,

por el lema 2 también se satisface (G2). Debido a que
Y¢b—-1,b)=b-1=0 mod(b-1)

por el lema 4, existe una z positiva con Y(b—I,b)=C(b—-1)(z—1)

en tal forma que con esta z (GY) se satisface.

Resta dar la prueba de los lemas (1-4) y propaorcionar una

descripcidn diofantina de x=X(k,a).

PRUEBA DEL LEMA 1.
Témese a>! arbitraria, definase a

a=Jdaz~1).
" <=" La afirmacion:
twnl): Xefn,al)+¥in,ala€lxtya; x,yéN v x2—(a2—1)y2=13
se concluye de la definicidn de X(n,a) y Yi(n,a) mediante
induccidn completa sabre n, y la cerradura de éste coniunto
baio el producto (en particular con at+a en el dominio Z(aZ-1)
que pertenece a (af—1) y la solucidn de la Ecuacidn de Pell

de a por (X(n,al), Y(n,al)l)=(¢(1,0). Lo ¥ltimo es trivial,
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mientras que la propiedad de cerradura se puede establecer
facilmente.
Se tiene: Xtl,a)=¥Y(l,a)=t(a,1).

(xtyal) (utval)=(xutyviaz—1) )+ {xvtyul)a

(x—yal) (u-val=(xut+tyviaZ—1))—(xv+yula.
Entonces:
(xutyviat—1)ri2—(az—1){(xv+yv)2
=0 (xutyv(az—1))+{xvtyula)l) (xutyviat—1) )—-(xv+yula)
=(x+ya) (utval) (x—ya) (u~va)
=(x2—(at—1)y?)(ur—(a2—-1)v2)
=1 cuanda xf—-(a2-1)y*=1 vy ul—(af—{)ve={
para x,y,u,v€Z.
"=p" 5i (x,y) es una solucidn de la Ecuacidn de Pell para gy
x, y€N, entonces debido a que nl(a+ral” es mondtona para alguna
n (x+ya) se puede estimar por:

Xtn,a)+¥Y{in,a)a=tat+al) N (x+yal<tatal)~**

Entonces para tal n tiene validez

1S (xsyal)(a+a)~"=(x+tyalla—al)P<(a+a) <"*+1?(a~a)N=ata.
De aqui se concluye que I=(x+yal)(a—al)h, porgue por la
propiedad de cerradura mostrada anteriormente la Ecuacidén de
Pell en a produce las soluciones (x,y), (a,—-1) otra produce
las soluciones (x+yal)(a—-al)f, y cuyas componentes son no
negativas paorque I1S(x+ya)(a—-a’P; pero (a,-1) es la solucién
positiva mas pequeria de la Ecuacidn de Pell en a (es decir
con la primer componente mas pequefa). De la ultima ecuacidn
se deduce que:

(x+yal=(a—-a)l) ~"=(at+al)n.
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Para los lemas 2-4, se usaran las siguientes fdormulas
(para a22,m,n€éN);
Formula de suma:
Yimin,al=X(n,a)Yi{m,a’>xX{m,a)Y(n,al
X{min,a)=X{(m,a)X(n,a)t(a2-1)Y{(m,al)Y(n,a)
Formulas de recursidn:
X(n+2,a)=2aX(n+l,a)—X(n,a)

Yi(n+2,a)=2a¥(n+l,a)-Y(n,a)l

PRUEBA DEL LEMA 2.

Por induccidén

Base:

X(0,a)—-Y(0,a)tla—n)=1
XC1,3)-Y(l,a)(a-nl)=n.

Paso inductivo:

XCk+2,a)~-Y(k+2,a) (a-n)
=2aX(k+l,al~X(k,a)-(2a¥Y(k+l,a)-Y(k,al))(a-n)
=2a(X(k+1,3)=Y(k+l,a)a-n)—~(X(k,a)-Y(k,a)l(a—n))
=2an <*+1’2—n* mod(Z2an—-n?+1)=n*(2an—1)

por hipdotesis inductiva

=n*(2an—1J)=n*n? (2an—nf—1)=nk*+=,

PRUEBA DEL LEMA 3.

2.8

La propiedad de monotonia se deduce de las formulas de suma

(m=1) con 2<a. La estimacidn se muestra por medio de
induccion;
Base:

a°=I=X(0,a), a*'=X(1,a), O=Y(0,a), I=Y{(l,al).
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Paso inductivo:

ar*r2faX(n+1,a) hipotesis inductiva para n+l
Xtn+2,a) formula de suma
sS2aXtn+1,a) formula de recursion
S(2a)(2a)~+* hipotesis inductiva.

n+1s¥Y(n+l,a)<vycn+2,al

se concluye que n+2<Y(n+2,3).

PRUEBA DEL LEMA 4.

Por induccién sobre i para b>1 arbitraria:z
Base:

Y(0O,b)=0, Y(I,bl)=1.

Paso inductivo:

2.9

Y(i+2,b)=2bY(i+1,b)-Y(i,b) por las férmulas de recursidn

=2(i+1)—1 mod(b—-1) por hipotesis de inducecion.

PRUEBA DE LAS FORMULAS DE SUMA.

Por la propiedad de unicidad (E):

X{m+tn,a)+Y¥im+n,ala=(ata)=*"
=(X(myal+Yim,alal)(X(n,al)t+Yin,ala)
=(X{m,a)X(n,a)+(ax~1)Y(m,al)¥Yin,al))
+{X(m,a)Y(n,al+X(n,a)Yi(m,al))a.

Andlogamente:

X{m-n,al)+Yi(m-n,ala

=(X{m~n,al)+¥Y{m-n,a)aliXn,a)+Yin,a)a)(X(n,a)~Y(n,a)a)

=(atal)m—"(atal)(X(n,a)-Yin,ala)

=(X(mya)+¥Yim,alal)(X{n,a)-Yin,ala)
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=(X{m,a)X(n,al)-Y(m,al)¥Y(n,al)(at-1)

+(X(n,a)Y(m,al—X(m,alYi{n,alla.

PRUEBA DE LAS FORMULAS DE RECURSION.
De las férmulas de suma se deduce:
X{n+2,a)=aX(n+l,a)+(a*—1)Y(n+1,a) ya que
a=X(l,a) y 1=Y(1l,a)
Xe((n+l)—1,a)=aX(n+l,a)—(a2—1)Y(n+1,a).
Entonces,

Xtn+2,al)+X(n,a)=2ax(n+l1,a3)
Anidlogamente para vYn+2Z,a).
Finalmente queda la descripcion diofantina de x=X(k,aJ): para
2fa, x=X(k,a’) exactamente cuando el sistema de ecuaciones
diofantinas y desigualdades (G1-G7) definidas mas adelante
son soluciones para los pardmetros x,k,a con y,t,véNy b,s,u

positivos.

PRUEBA .

Se desarrollara (G1)-(G7) encontrando suficientes condiciones
diofantinas para x=X(k,a’:

(G1) (x,y) resuelve la Ecuacidn de Pell en a.

Se husca la propiedad de que el numero solucidon i de x=X(i,a)
deberd ser igual a k al imponer condiciones en las

soluciones:

LEMA S.

Para toda a,i,J,n con I<a, O<ifn tiene valide:z
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X(F,al)=X(i,a) mod Xtn,al)=>
J=i mod 4n o j=—i mod 4n.

i=k se deduce de su congruencia con respecto a algun modulo y
de la condicién de que I,k se encuentran conectadas en un
sistema de clases residuales con respecto a éste maddulo, las
condiciones de congruencia se obtienen usando el lema 4 al
traves de la siquiente cadena de congruencias: k& es
congruente a una solucidn ¢=Y(Jj,b) de la Ecuacidn de Pell
médulo 4Y(i,al:
(G2) k=t mod 4y, (s,t) resuelven la Ecuacidon de Pell en b.
Por el lema 4, Y(j,8J)=5 mod (b-1), entonces también
mod 4Y(i,a), cuando b-1 es un miltipio de 4Y(i,al:
(63) 4y| (b—1) y 1<b-1.
Por el lema S5, Jj=i mod 4Y(i,a) cuando para alguna solucion x,
u=Xi(n,a) tiene validez:

O<itn, X(j,a)=X(i,a) mod X(n,a), Y(.i,a)'n.
(G4) (u,v’ resuelve la Ecuacidn de Pell de a.
Como las soluciones y son mondtonas, IXn

se deduce de y=Y(i,a’sY(n,al)=v.

LEMA 6.

(v I,n,1<al)z Y(J',a)1| Y(n,a)=)Y(.i,a)|n.

Por el lema &6, la solucidn Y(.i,a)|n se puede imponer' por yllv
(BS) ysv, y’lv

Por el lema 7 y s=X(j,b),

x=X(i,al)=X(j,a) mod X{n,al)=u
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se deduce de:

(G6) x=s mod u y b=a mod u

LEMA 7.
Para toda c, 1<a, b:
asb mod ¢ implica (wvn) X(n,al)=X(n,b) mod c.
La estimacidn de tamafio i,kSfY(k,al) se deduce del lema 3 y:
(B7) kly.
De los lemas 5-7 se concluye gue una solucion (G1)—-(G7) ya
implica x=X(k,al), inversamente sea x=X(k,a’) con a22 dado. El
par (X(k,al),Y(k,a)) satisface (Gl).
Con n=2kY(k,al) el par (X(k,al),Y(k,al)) satisface la condicidn
(G4). (GS) tiene la valide: para esta elecciéon de u,v, porque
por las dos condiciones de divisibilidad siguientes

Til: v c21 v n, ks Y(n,c)‘Y(k,c)(=> nlk

T2: v a>l1 v k& = Y(k,a)llY(kY(k,a),a)
por una tenemos Y(k,a)!| Y(kY(k,a),a) y por la
otra Y(kY(k,a),a)| Y(2kY(k,a),a). Por tanto Y(k,a)f| Y(n,a) por
la definicién de 7 y entonces Y(k,al<¥(n,a) ya que [k =>
Oo<Y(k,al.
Por el Teorema Chino del residuo existe &>f tal que b=a mod u

y b=1 mod 4y (63,646) porque 4y, u son primos relativos.
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PRUEBA POR

LEMA B.
(v a>l,n): n par <=> Y(n,al) par,
se tiene que v=Y(2kY(k,al),a) es par y por tanto como

ut—(a2—1)vt=4, u es impar por

LEMA 9.
(v a>l,n): Yin,a) vy X{n,a) son primos relativos.
Uy v son primos relativos, por tanto 4 y 4y tambiénj; para un
factor comin de u y 4y, como u es impar, deberia dividir a y,
por tanto también v ya que y| v por (GS5).
(s,t)=(Xtk,b),Y(k,b)) resuelve la Ecuaciédn de Pell en b tal
comn se pide en la segunda parte de G2 Por tanto x=s mod u a
partir de (G6), por la congruencia de bZa mod u, por la
congruencia establecida en 66 se concluye por el lema 7
s=X(k,b)=X(k,a)=x mod u.

También k=t mod 4y por el lema 4

t=yY(k,b)=k mod (b—1)
Yy por tanto mod 4y ya que por 863 b—1 es mialtiplo de 4y. La

condicion KS¥(k,al)=y de G7 se deduce por el lema 3.

PRUEBA DEL LEMA 9.
De th(n,a) y t| Y(n,a) se deduce t|1 de acuerdo con

Xtn,a)t—(az—1)¥(n,a’?=1.
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PRUEBA DE T1.
Demostraremos Y(n,c)l Y(ni,c) por induccidon en I1: cuando
Y(n,c)l Y(ni,c) se tiene también que Y(n,c)' Ytn¢i+1),c) por la
formula de suma

Ynti+l),cr)=X(n,cl)¥Ylni,cr)+Xtni,cl)¥Yen,cl.
Supdngase nuevamente Y(n,a)| Y(k,a) vy n no divide a &k
Para k=ni+r con O<r<n y O0fi se deduce Y(n,a)|X(n.i,a)Y(r,a)
porque por la formula de suma

Y(k,a)=X(r,al¥(ni,a)+X(ni,alY(r,a)l

y por hipatesis Y(n,a)lY(k,a) y V{n,a)l Y(ni,al). Como Y(n,al) y
X(nl,a’) son primos relativos y cada uno divisor de VY(n,a)
también divide a Y(ini,a’ por el caso 1, el cual por el lema 9
es primo relativo a X(ni,a) y se deduce Y(n,a)' Yer,al

contradiciendo a Y(r,a’<¥Y(n,al) ya que r<n.

PRUEBA DEL LEMA &.
A partir de Y(I,a)l| Y(n,a) se deduce .iln por T1, entonces

n=ik para alguna k.

PROPOSICION.
(v 1<allv i,k): Y(ik,a)=kX(i,a)<*—1>Y(i,a) mod Y(i,a)™
De la proposicion se deduce
Vi, a)Z|kX(E,a) *"2>Y(i,a).
de c?|d y d=e mod c¥ se deduce cfle y
Yei,a)|kX(i,a)r=2.
Entonces Y(_i,a)|k va que Y(i,al y X(i,a) son primos relativos

y por tanto se tiene Y(.i,a)'n.
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t.a proposicidon se deduce de l1la representacion unica(gE) de los
elementos de un dominio cuadratico: de

Xtik,al+Viik,a)a=(a+a) i =CX(i,a)+Y(i,alar*

k
=% kiXCI,a)<x—I2>Y(i,a)r(Caz—1)F"= {Teorema del Binomio)
J=0\ 75
k
=X k| XCi,a) < —I2Y(i,a) Cat—-1)*"= + JF par €N
F=0yJ
&
= k]X(i,a)‘k—J’Y(I,a)J_(al—l)l’z J impar
F=0|J

se deduce:

J=0 ]

k
Y(ik,al)=% v, [f]X(i,a)‘k—J’V(i,a)J J impar
J

Kkl X X, a) <—1>Y(i,a) mod Y(i,a)=
1

donde vy=(af—1)<I—arr =,

PRUEBA DE T2.
Es un caso especial de la proposicidn con

k=Y(i,a). (de u=v¥w mod v~ se deduce vl|u.)

PRUEBA DEL LEMA 8.
Debido a la formula de recursién

f Y(n+2,al)=2a¥Y(n+l1,a)—-Y(n,al)=y(n,a) mod 2
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se tiene que:
Y(2n,a)=sY(0,al)=0 mod 2

Y(2n+1,al)=sY(l,a)=1 mod 2.

PRUEBA DEL. LEMA 7.
Por induccidn sobre n, de las fédrmulas de recursién:
X(0,a)=1=X(0,b), X(l,al=a=X(1,b) y

Xn+t2,a)=2aXi(ntl,al)~X{(n,a)

2.16

=2bX(n+1,b)—X(n,b) mod ¢ (por paso de induccidn ya

que a=b mod c)

=X(n+2,b)

lLlegamos ahora a la investigacion de la periaodicidad de las

propiedades de la sucesion X(k,a) de soluciones de la

Ecuacidn de Pell en a, con idea a la prueba del lema S,

primero se obtiene la f4ormula de adicidn la propiedad de

periodicidad:

Pl: XtZ2ntj,al)=—X(j,a) mod X{n,a) para toda a>l Jj,n€EN
Xt4ntj,a)=s—X{(j,a) mod X(n,a) para toda a>! JF,n€N

Porque

Xtn+tntyjl,a)

=Xtn,a)Xntj,a)+(az-1)v(n,a)Ynti,al

Etaz—1)Y(n,a)(X(J,a)Yn,altX(n,al¥Y(i,a)) mod X(n,a)

S(az-1)Y(n,al)2X{(j,a) mad X(n,a)

=(X{n,al2—1)X(j,a) camo X(n,a)2—(a?-1)Vin,a)2=1

=-X(F,a) mod X(n,a)

y de esto

XC2n+(2ntj),a)=—X(2ntj,a)=X(j,a) mod X(n,a).
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Con la condicidn de periodicidad

P2: para toda a>l, todo n)O0 y tado i,J5
XX, 3)=X(F,a) mod X(n,al) v O<isny 055<4n
implica Jj=i o J=4n-i

se phtiene la

PRUEBA DEL. LEMA S.

Sea X(i,al)=X(j,a) mod X(n,a), O0<1<n

y J=4nqg+r con O0<r<4n, la aplicacion g-veces de la condicidn

de periodicidad Pl proporciona

X(4nqtryal=X(r,a) mod X(n,al,

y por tanto con la hipdtesis X(i,al)sX(j,a) mad X(n,a) y

JF=4nq+v se obtiene la congruencia

Xti,a)=X(r,a) mod X(n,a)

de la cual por la propiedad de periodicidad P2, se deduce:

i=r o IiI=4n-r. Entonces
I=r mod 4n o ~I=r mod 4n.
Como Jj=4nqg+r=r mod 4n tenemos el buscado.
I=f mod 4n o —I=j mod 4n.
Para la prueba de P2 se establece ahora la siguiente
afirmacidn:
P2a: para toda a,n,i,5 si
1<a y O<n y 15552n y no—(a=2 y n=1 y i=0 y j=2)
entonces

I=j se deduce de X(i,a)=X(JF,a) mod X{(n,a)l.
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PRUEBA DE P2A. HAY DOS CASOS.

CASO 1. X(n,a’) es impar.
Sea g=(X{n,al)—1)/2. Se demostrard que los miembros de la
sucesion

X(0,3),X01,3),...,X(Nn—1,a) son primos relativos.
Por la condicién de periodicidad P1 los miembros de la
sucesion X(n+l,a3?,X{n+2,a3), .-, X0(2n—1,a),X(2n,a)
soh congruentes mddulo X(n,a) respectivamente a

~Xln—1,3),—X(n—2,a)yeca,~X(l,al,—X(0,a)
Yy por,
~qE=X(n—1,3)<-X(n—-2,3)<s ... C=X€0,a3)<X(0,a)<...<X(n-1,a)5q
taodos estos numeros X(i,al),—-X(i,al) se encuentran en el
sistema completo de representantes -g,—g+1,...,0,..,q de
clases residuales mddulo X(n,a). Por eso
X(0,a),X(1,8),...,X(2n,a) son primos relativos médulo Xi{n,al.
Por tanto la hipdtesis mddulo X(n,a) congruente a los numeros
X(i,al) y X(r,a) tienen indice igual, porque O0fi, j<£Zn.
Que X(0,al),...,X(n—1,a) son primos relativos y Xfn-1,al)lqg
descansa en lo siguiente: por las fdérmulas de suma (0<n),
cuando 2fa
Xtn—1,al<xXen—1,a)+(az-a)Y(n—1,al/a
=X(n,al/7asX(n,al)/2.

Entonces X(n—l1,al)s(X(n,al)-1)/2=q, porque debido a la
hipotesis X(n,a) es impar. Por tanto la sucesidn mondtona
creciente X(0,al),X(1,a3l,...,X(n—1,a’ se encuentra entre [ y g

y por tanto sus miembros son primos relativos.
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CASO 2. X(n,a) es par.
Sea qgq=X(n,al)s/2. Como anteriormente X(n—-1,a)fqg porque
-q=qg mod X(n,al), la sucesioén

-qtl,...,0,...,q9-1,g9
es un sistema completo de representantes de clases residuales
modulo X(n,al) y la afirmaciédn se deduce como en el primer
caso si

no—(X(n—1,a)=q=X(n,al)/2).

Pero esto significa que X(n,a)=2X(n-1,al). En consecuencia por
las formulas de suma (I<a),
2Xtn—1,a)=X(n,al)=aX(n—1,a)+tar*—-1J)Y(n-1,a)l
y por tanto a=2 y Y(n-1,al)=0. Entonces n—1=0 y i=0. Debido a
que
JE2 y X(O,a)=X(j,a) mad X(n,a)
pero
X(0,3)=142=Y(1,a) mod X(1,a3) y j}2,

se tiene j=0.
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PRUEBA DE P2 USANDO P2A.
CASO0 1. Jj<2n.
Como Ii<n entonces
no-(a=2, n=1, i=2) y 0<i.
La hipdtesis de la condicidn de periodicidad P2A se satisface

y de acuerdo a esto se deduce i=j.

CASO 2. 2n<j.
Por la hipotesis j<9n se tiene que O0<9n—5<2n y por la
condicién de periodicidad P1,
Xt4n—j,a)=X(j,a) mod X(n,al.
Entonces de la hipotesis X(Jj,a)=X(i,a) mod X(n,a), también
X(4n—j,a)=X(i,a) mod X(n,al.
Como O0<4n-Jy,1i la hipotesis de la propiedad de periodicidad

P2A se satisface, asi que se deduce que Ii=4n-jy.
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COEFICIENTE BINOMIAL.
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ESTA TESK M8 DEBD
SAUR BE LA MLIOTECH

El coeficiente binomial es una relacién diofantina. La idea

bdsica en la prueba es que los coeficientes binomiales son

los digitos en base u de la descomposicién de (1+u)”, cuando
u es suficientemente grande.

Probemos un lema antes que nada.

IY Para O<k,n y u>2n, [é =re5([(u+1)" sUl.
k u*

PRUEBA .

Descomponiendo a (1+u)? por medio del Teorema del Binomio y

dividiendo entre u*, se obtiene

n k—1
a) (u+rt)n =X nus—%+in| +X nfu*—%,
[P I=k+1|1 k| I=0}lx
De a) junto con la desigualdad u*f—*%<_1{ que es5 valida para

u
ifk—1, se deduce:

1

k—1 k— n
Py nfu*—% < » nl_1_ < _1X nl=_2n <I1.
1=01 £ I=0| i| u u I=0|i u

Por tanto | (u+l)M=

n{ mod u asi que el lema
uk k

I) Se deduce de n]:?"(u.
k

Por el lema 2, a), 1.7, 1.8, se deduce que el coeficiente
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binomial es diofantino. Se tiene que:

m=| si y solo si existen u,x,y tales que

n
K

(u+l1) D=ypbe+timuk+x, 20<u, x<u* y m<u
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TEOREMA DE LUCAS
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Antes de demostrar el Teorema de lL.ucas se propone una técnica
de conteo basica. Como notacién en este capitulo se utiliza a
X como un conjunto finito, y p un numerc primo.

Para AsX, con ‘Al se representa el numero de elementos de A.

TEOQREMA.
Sea f:X->X con f~=] (mapeo idéntico). Sea Xo=(x6X|f(x)=x}

Entonces |X|E|X°| mod p.

PRUEBA.

Para toda x€X, definimos la orbita x de x como el conjunto
Cxy FEX)yuounyfPr—ilxl)I.

Claramente si |;|=1 <=> x=f(x), es decir, si x€Xo ahora si

$;|>1, entonces |;|=p. Poarque si tuviéramos una duplicacidn
e

;, entonces f£(x)=fY(x) para alguna i,j 0£i<j<p, asi que
fI-L¢x)=x. Como fPix)=xy (i—1,pl=1, se deduce que flx)=x vy
por tanto |;|=1.

Finalmente como hay |X°| Orbitas de longitud [ y las demas

drbitas n, tienen longitud p, se tiene |X|=Xo+np esto nos da

la buscada congruencia.

APLICACION 1. Teorema de Fermat n~=n mod p

PRUEBA .

Tomar el conjunto X de puntos (xi:,..x,? con I1Sx.<n y sea
FUXs pgeooyXp)=(XzyaeyXppXsl)e Claramente fP=1 y |Xi=nP, |Xo|=n

y el Teorema 1 da el resultado buscado.
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APLICACION 2. Teorema de Lucas (1875)
Suponga que
N=no+nipt...*nNep*; r=rotript...+r.p%,

con 03n.,r«<p. Entonces

nN=lne na wes i) mod p.
r o rz
PRUEBA.
Si escribimos n=Nptno, r=Rpt+rs., donde 0Xns, ro<p es

suficiente probar que

DEFINICION.
2 =CCi, 1)y ancp, (E,N)} para i=1,...,p Y
=C(0y,1)y...,(0,no)?. Entonces haciendo
A=A, U. . . UAUB
se tiene que 'A' =Nptno=n. Definase f:A->A moviendo
ciclicamente los A: ‘s y manteniendo B fijo:
FOEgRI=(i+l,x) 1Litp—1
Flpy,x)=0(1,x)
FOO,x)=(0,x)
Entonces
FlRe )=Ag s €1515p—1), (AR)=As, F(B)=H.

Claramente fr=I.

Se toma a X como la coleccidn de subconjuntos £<A4 con |C| =ra

Como f:A->A, f actuia naturalmente en subconjuntos de
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A:-f(C)=(-f(x)|x€C). Como f es I-1 |f(C)|=|C|, asi que fsX-J>X,

con fep=I, Claramente

P Xp={n
-

Encontremas ahora |X°|, cualquier subconjuntos C de A se
puede escribir en forma dnica como
C=C.lU...CxllCo

donde C£.5A., CofB, como f manda las A,, ciclicamente y A se
mantiene fijo, se observa que f(C)=C si y solo si

Ci=f*—* (Cl) I=1,..,p.
Para C€X, se tiene que i(.‘l =r y si C€Xo se tiene
|C| =p| C.|+|Co|=r=Rp+ro. Note que 0_<|C°|, ro<p. Entonces la
restriccion de cardinalidad en C se satisface si y solo si

lC.|| =Ky

|Co|=rc- Pero hay [N| elecciones para C: vy |no}l elecciones
R ro
independientes para Co. Entonces

|Xo|= N Nnoj «
4 ro

Se tiene el teorema aplicando el Teorema 1.
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El problema diez de Hilbert puede ser formulado en términos
de existencia de soluciones en numeros naturales. Estas dos
formas del problema diez de Hilbert son equivalentes. Una
ecuacion Pix:,X=,--Xn)=0 tiene solucidn en enteros si <=>
AP(EX2 33 X2y 0o o 32X )=0 tiene solucitn en numeros naturales. En
base al Teorema de Lagrange de los cuatro cuadrados (1770)
Poxs yXz2y-23%-7=0 tiene solucidn en nuameros naturales <=)

Plxs 24y 24U 24V 24y Xty tun? tval, ooy Xn? FYn 2 HUAE VLR ) =0
tiene solucidn en enteros.

Antes de demostrar el Teorema de Lagrange (1770) es necesario

mostrar un lema y un teorema dehido a Euler.

LEMA (Euler 1748).
Para toda Xi:,X=,Xs,Xa,¥Vi1s¥V=s;VY3,¥Ya€EZ spe tiene que:

( Xy THXD T X TN D) (Y 3 TAY 2Tty Tt Y4 Z)=( Xy Y2 + X2y 2t XYzt NaYa )t
PNy Y2~ XaYs —XxYatXays)?
tOX21YtXzYa—XxYs tXay=2)2
X YKVt X=xY2—Xays )2

TEOREMA (Euler 1751).
Sea p un primo impar, entonces existen enteros x,y ademas un

entero m tales que Om<p y mp=xt+yt+],

PRUEBA.
Sea S el conjunto de todos los cuadrados xf donde
Osx<(p-1)/2. Como con x;<,x=< en S la congruencia

X1 Z=x=2mod p) implica x:=x=, 5 contiene (p-1)/2+1 enteros
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incongruentes médulo p.

En forma similar, el conjunto 7 de (p-1)/72+1 enteras —I-y?,

donde Ofys(p-1)/Z2 estd formado por numeros gue son

incongruentes por pares médulo p.

Como cada sistema de residuos completo médulo g tiene

exactamente p-elementos, deducimos que debe existir x2 en Sy

—1-y? en T tales que xf=-Il-y? (mod p). Esto es, x2+y2+l=mp

para alguna m€Z. Finalmente como Ofx,y<{(p—1)/2 se tiene
OKXEI+y2 +1<(p/2)2+(p/2)2+1= p2/2+1<p2,

Entonces se deduce que m<p.

Finalmente trabajemos ahora la prueba del Teorema de

Lagrange.

PRUEBA.
Por el lema de Euler (1748) y la igualdad 2=12+12+02+02, se
muestra que solamente necesitamos probar el teorema para
primos impares. Sea p tal primo. Por el Teorema de Euler
(1751) algin miltipio de p es una suma de tres y por tanto,
cuatro cuadrados. Sea &p el minimo maltiplo de p que se pueda
expresar como una suma de cuatro cuadrados. kp=az+bf+c?+d2.
Por el Teorema de Euler (1751) sabemos que k<p. Se debiera
demostrar ahara que k=1, por tanto supongamos que no lo es.
Ahora si k es par, entonces de las a,b,c,d:

i(todas son pares) o

ii(todas son impares) o

iii({dos son pares y dos son impares)
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En el caso iii supédngase sin perder generalidad que a,b son

pares, entonces en todos los tres casos

S - v M i W - M -
contradiciendo asi la eleccidn de k. Por tanto k es impar.
No todas las a,b,c,d son divisibles entre k, o de 1o
contrario k| p, lo que seria contrario a I<k<p. Se encontraran
enteros A,B,C,D que se encuentran entre —&/2 y k/2 tales que
=A, b=B, c=C, d=D (mod k). Ademis al menos una de las
A,B8,C,0 es diferente de cero. Por tanto
OCAL+B2+LCE +DX CR(k/2) X =k2

Por otro lado si hacemos que S=AY+B2+C2+D2 y S=g2+b2+c?+dz,
se tiene que S=s=0(mod k).
Por tanto supongamos que S=mk, donde necesariamente m<k.
Examinando

k2 mp=kpmk=s5=X2 +Y2+72+T2 (x)
donde X,VY,Z,7T corresponden a los cuatro sumandos a la derecha
de la iqualdad en el lema de Euler (1748). En consecuencia:

=aA+bB+cC+dD=aat+bbt+cc+dd=0 (mod k)

Y=aB-bA—cD+dC=ab-ba—cd+dc=0 (mod k)
y de la misma forma Z=T=0 (mad k). En consecuencia X=kx,
Y=ky, Z=kz, T=kt, para x,y,z,t€Z. Pero (%) muestra gque
mp=x® +y2+z22+t2 contradiciendo asi la eleccidn (minima) de k,

por tanto k debe ser igual a I tal como se prueba.
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