/i/"”/()ﬁ—.
2=

WO L
s 2

6*.="’ UNIVERSIDAD NACIONAL
=022 AUTONOMA DE MEXICO
i@”//

6‘%

uuuuu
W

FACULTAD DE QUIMICA .

IMPORTANCIA DE LA CONSERVACION DEL MOMENTUM
ANGULAR EN LA FISICA Y EN LA INGENIERIA QUIMICA

T E S I S

Que para obtener el Titulo de
INGENIERO QUIMICO
o] r e s e n t a

LUIS MIGUEL RIVERA CHAVEZ

E México, D. F. 1992

18518 CON
TALLA DR ORIGEE



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE.

PROLOGO,

CAPITULO I.
GENERALIDADES.

CAPITULO 11,
LEY DE LA CONSERVACION DEL MOMENTUM
ANGULAR.

CAPITULG III.
DISERO Y CONSTRUCCION DE LA PARTE
EXPERIMENTAL.

CAPITULO IV,
ANALISIS DE RESULTADOS.

CAPITULO V.
APLICACIONES DE LA LEY DE CONSERVACION
DEL MOMENTUM ANGULAR EN LA FISICA.

CAPITULO VI.
APLICACIONES DEL LA LEY DE CONSERVACION
DEL MOMENTUM ANGULAR EN LA INGENIERIA.

CONCLUSTONES.

BIBLIOGRAFIA.

PAGINA.

30

46

71

84

114

116



PROL.OGO.

'

Cuando escuchamos los términos “Momentum lineal™ o "“Momentum

angular”, no pensamos en nada, a menos que tengamos conocimientos de
.

Fislica, en cuyo caso sclo vendra a nuestra mente un Juego de billar.

.

No se les da a las leyes de conservacion del momentum lineal y

del momentum angular la lmportancla que tienen en el modelaje de los
.

fenomenos naturales.

El presente trabajo tiene como obJeleos la comprenslon de estos
termlnos. matematica y conceptualmente, asl como el disefio y construc-
clon de un aparato que 11ust.re la conservaclon del momentum angular,
para ser utilizado despues como practica de laboratorlo de Clnemauca
y Dlnamica

Las caracter'istlcas del disefio y funcionamiento del aparato
estan definldos por un problema dado en un libro ("Nec;m!.ca Vectorial
para Ingenieros", F.P. Beer & E.R. Johnston.), y en el cap'xtulo'
dedicado al z.am;lisls de resultados y en las conclusiones se explica lo

obtenido, asl como las desviacliones de los valores teoricos.

Los problemas se presentaron tanto en el disefio y construcclon,
come en el metodo de segulmiento con camaras y estroboscoplos
agradeciendo la calaboracl‘on del personal acad:emlcc y administrativo
de los Laboratorios de F,Sslca de la Facultad de Quimica de 1la
U.N.A.M., en especial a 1la M. en C. Ma. de los Angeles Olvera Trevifio,
a la M en C. Patricla Avu'es y a su espose por su vallosa

'
colaboracion.

. f

Una vez logrado esto, se usaron las leyes de conservacion del
mcmentum lineal y del momentum angular para aplicaciones a la
Flslca y la Ingenleria



CAPITULO 1
GENERAL IDADES.

v f
En este capitulo, se revisaran conceptos necesarios para la

.
mejor comprension del presente trabajo.

El tema princlipal de la tesis, es la ley de la conservaclclm del
momentun angular. para lo cual nos auxillaremos de algunos conceptos
matenaucos y rkslcos

.

a) Las principales operaciones vectoriales que se usaran son: El
producto punto é escalar y el producto cruz ; vectorial. Definiremos
el producto interlor, punto ;: escalar de los vectores A =
(ai,a2,...,an) y B = (bl,b2,...,bn) separados un ;xngulo 6, de 1la
sigulente manera:

A B==Zfalbl
Lo que significa que el producto punto de dos vectores da como
- - s
resultado un escalar, A ° B = albl + a2b2 +...+ anbn. Basandosc en
B B
su interpretacion geometrica, tenemos que:

A B=|A |B] coso

Por otro lado, el producto cruz o vectorial esta definido de la

sigulente forma: Si se tienen los vectores A = (al,a2,a3), ﬁ (b1,b2,b3)

separados por un angulo @ en el espaclo vectorial de dlmenslon 3:
A-X B = (a2b3-a3b2,a3bl-a1b3, alb2-a2bl),

B ’ B

obteniendose otro vector de dimension tres, Y de su interpretacion
'

geometrica, tenemos que:

|A x-B| = |A] |B| sene



b) El concepto de masa se usa para caracterizar y comparar los
cuerpos con base en clertos experimentos mecanicos fundamentales. Por
elemplo, los cuerpds que tengan la mlsma masa serén atraidos por la
Tierra con igual aceleraclén; tambien presentar:'m la misma resistencia

a un camblo en su movimlento traslaclonal.

¢) Torca o momento: Se observa que es mas fécll abrir y cerrar
una puerta, entre més lejos del eje de giro apliquemos la fuerza, es
decir, la facilldad con que gira est; en funcion de la fuerza aplicada
y la distancia del eje de giro al punto de apllcacxén de dicha fuerza
{a la cual llamaremos brazo de palanca), ademas la dlrecclon en que se
aplica la furrza tamblen es importante, siendo maximo el efecto cuando
esta en un z.angulc de 90° respecto al brazo de palanca, es decir, se

puede describir con la relacion:
1| = {F] |Ir| seno,

|I-.'| y |F[ representan la magnlitud de la fuerza y el brazo de palanca
respectivamente, y 6 el e'xngulo que forman ambos vectores. La magnitud
creada para cuantificar la facilidad de glro se conoce como torca °
momento y se representa como T. De acuerdo a lo descrito, la torca es

un vector definldo como:
T=rXF

d) El1 momentum lineal de una particula se define como el producto
de su masa por su velocidad. Deslgn;ndolo por P, tenemos que:

L1
[
El
<

El momentum llneal es una cantidad vectorial, y tlene la misma
direccion de la velocidad (V). Es un concepto fisico de mucha
importancia porque combina los dos elementos que caracterizan el
estado dlnémlco de una particula. De aqu'x en adelante denotaremos al
momentum lineal simplemente comoc momentum.



Para ejemplificar la ley de la conservacl:':n del momentum, se
tiene un experimento simple en el cual un objeto choca frontalmente
con otro. Se sabe que cuando un objeto se pone en movimiento sobre
una superficie horizontal sin frlccl:an. se mueve sin cambio en la
veloclidad. Cada uno de los dos objetos cambia su velocidad uniforme
en funciEm de la medida en que interactt'xa , o lo que es igual, choca
con el otro. Un objeto de 1.00 kg, uoviéndcse inicialmente a razc'm de
2.00 m/s hacia 1la derecha, choca con un objete de 3J3.00 kg
orlginalmente en reposo. Los resultados observados se muestran en la
figura 1.1la; el objeto m;s ligero rebota hacla la izqulierda a 0.7
mn/s, y el objeto de masa mayor se pone en movimiento hacla la derecha
con una velocidad de 0.9 m/s. Las veloclidades est.:m graflicadas como

funciones del tiempo en las figuras 1.1b y 1l.1lc.

a) '_@

Antes de /[a Pespues de la
colrsicy

colision.

v (_:v_) 24
L) PQ. "SO. ‘q-
m= kg -Z'i

viE) |

c) para ©°f
m=3kg _';

Fie. 1.1: a) Las velocidades de dom objetos antes y despues de
’ B
1a  collston frontal. b) Grafica tlempo-velocidad para el objeto de

1.0 kg, c) Crafica tlempo-velocidad para el objeto de 3.0 kg.



Cada objeto tiene una velocidad constante antes de la col{sh:m v
una velocldad constante, pero dliferente, después de 1a collslém. La
veloclidad cambia solo cuando los objetos Lnteractl’.lan‘ La velocidad
del objeto de 1.00 kg cambla en la cantidad avi = -2.70 mw/s; el
cambio de velocldad correspondiente al objeto de 3.00 kg es Avaz =
0.90 m/s (los sub'indlces 1 y 2 designan a los objetos de 1.00 kg y
3.00 kg respectivamente). Los camblos de velocidad Avi y Avz y las

masas m y ma2 estén relacionadas simplemente por:

avi - 2.70 m/s

avz 6.90ms -~ 00
m2_ _ 3.00 kg N
y m1~ 1.00 kg 3.00
de lo anterior m Avi = -mz &v2 © mt Avi + m2 &vz = C.  ——=mm (1.1}

Experimentos posteriores establecen que el resultado simple
expresado en (1.1) es valido para otras collsiones frontales. Desde
luego, es tambien véudo para todas las colisiones, independientemente
de la naturaleza de los obJetos Interactuantes, slempre que el
sistema, como un todo, esté alslado.

La ecuacion (1.1} expresa wuna regularidad notable en la
naturaleza que merece la designa:i'on de ley fislca. Escr!bléndola

en Lérminos del momentum, tenemos:
AP = Almv) = mav

donde se ha consliderado, en el ;.u.txno paso, que la masa permanece
constante, por lo que la ecuach')n {1.1) resulta:

APt = -6F2 0 APt + 8Pz = 0 ——mmmee (1.2)

La ecuaclc'm (1.2) dice: “Cuande dos objetos alslados lnterach'mn
uno con otro, la pérdlda en el momentum de un objeto es igual al
momentum ganade por el segundo objeto". O, “el cambio total en el
momentum para el sistema es cero". Una cousién es un proceso en el



cual el momentum es transferldo de un cuerpo al otro, sin cambio en el
momentum total de! sistema. Asi. st P1 es el momentum del objeto 1 y
P2 el del objeto 2, el momentum total del sistema aislado es constante.

P1 + Pz = constante (en dlrecclt’)n y magnitud} — --w-- { 1.3).

Esta es la ley de conservach:.m del momentum. Regresando al ejemplo
original (Figura 1.2), dibujamos ahora las gr;ficas del momentum con
respecto al tieapo. Véase la figura 1.2. El objeto de 1.00 kg pierde
un momentum de 2.70 kg*m/s hacla la derecha, mlentras que el objeto de
3.00 kg gana el mismo momentum hacia la derecha. No habiendo cambio
en el momentum total del sistema.

P1 + P2=20 kg*m/s
a la derecha antes y después de la collslén.

La flgura 1.2 muestra, posteriormente, que el momentum es el
mismo, no st:.!lo antes y después de la collslc'm. sino también en cada

instante durante la colision.

El poder y generalidad de la ley de conserVaCiE:n del momentum
dlti:llmente puede ser mas .enfatizada. En tanto que las particulas
estén alsladas de la influencia externa, el momentum total se
conserva, independientemente de los detalles, o del conocimiento de la
interaccton. Si la interacclon es “"suave" (el momentum cambla
lentamente) o “brusca” (el momentum cambla r‘apldamente). st las
particulas se separan después de la collsion (como las bolas de
billar) o permanecen Juntas (como con plezas de plastilina), se
"tocan" 6 meramente se acercan {(como en el caso de la repulsién entre
imanes). En resumen, cualesquiera que sean las circunstancias, el
momentum total P antes de la collslzxn es igual al momentum total
después de la misma en un sistema aislado:

B = ¥ Pi = constante (en magnitud y direccion).
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2
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FiG. 1.2: Grafica tlempo-momentum correspondlente a 1la coliston

de la figura 1.1 para a) El objeto de 1 kg. b) El objetoc de 3.0

kg. ) El momentum total del sistoms formado por los dos objetos.
Tomando lo anterlor acerca de la conservacion del momentum , se

'
define el coeficlente de restitucion (e) en la interacclc'm entre dos

part'lculas Ay B, como la relacic.m de momenta:

e = - AP'/AP,

10



el superindlce * indica "después de la interaccion®. Desarrollando la

'
ecuacion anterior, se tiene:

e = (mave’ -mava' }/(mava-mave)

51 se consi!dera que la masa no cambia durante la xnteracclén. Yy

adem'as qua es la misma para ambos cuerpos, tenemos:
e = (v8’'-va')/(va-va)
i .
Presentandose dos casos de particular interes:

a) e = 0 (Impacto perfectamente pléstxoo). No hay periodc de
resutuc'.\':m y las dos part'lculas permanecen unidas despu.es del

impacto.

b) e =1 (Impacto perfectamente eléstico). Después del impacto,
las particulas se alejan con la misma velocidad con la cual se

acercaron.

El coeficiente de restitucion es una forma de medir

experimentalmente la elasticidad de los materiales.

El gran pre'ambulo hecho con motive de la ley de la conservach':n
del momentum, se debe a que todos estos conceptos pueden aplicarse
{con pequefias modificaciones) a la dinamlca rotacional, y por ello al

.
momentum angular y a su conservacion.

e) La velocidad angular esta definida como la derivada del
desplazamiento angular (d6) con respecto al tlempo de un cuerpo que

gira, es decir:
© = désdt.

Por convencion una rotacl.on en sentido contrario al de las
manecillas del relo) ° levéglra se toma como positiva y una rotach')n



en el sentido de las manecillas del reloj c" dextrc':glra se toma como
negativa. As'i la magnlitud de © da el :'sngulo girado por unidad de
tiempo, su signo da el sentido de la rctaclén.

El momentum angular con respecto al origen O (figura 1.3) de una
part‘lcula de momentum lineal P y radlo de giro r estz.x definido como el

producto vectorial:

<4

Trayectoria
de la
particv/a

Plano
del qow‘qi!ﬂfo

.
FIg. 1.3: E! momentus angular de una particula.

El momentum angular es entonces un vector perpendicular al plano
determinado por r Yy V. El momentum angular de la part’lcula en general
cambia en magnitud y dlreccx::n mientras la particula se mueve. Sin
embargo, si una part.'lcula se mueve en un plano, y el punto O esté
situado en el plano, la direcclc'm del momentum angular permanece
invariante, es decir, perpendicular al plano, ya que tanto T como v



estan en el plano. En el caso de un movimiento circular cuando O es
el centro del circulo, los vectores r y v son perpendiculares entre

siy

o = 1o} IF1

de modo que:
- - - - 2 -
IE] == vl [v] ==& |r]" o]

La direcclon de L es la misma que la de w, de modo que podemos
escribir:

L=n|f? &

S1 el! movimlento plano en vez de circular es una curva
cualquiera, podemos descomponer la velocidad en sus componentes radial
y transversa, esto es, Vo= Ve o+ \79 . Luego podemos escribir el
momentum angular como:

C=marX{(Vr+v, }=nrXv

8 [}

yaque r X vr = 0 (T Yy v son paralelos). Por ello, la magnitud de L

es:
[L] = m |F] I |-
Pero como:
Vg | = IF| |dBrdt],

la ecuaclo;\ anterior se puede escribir de la siguiente forma:

IC} = a |F] |db/at|.

13



La ley de la cunservacl&n del momentum angular (a reserva de
comprobarla matematicamente después). dice que: "El momentum angular
de un sistema es constante en magnitud y dlreccién, si la resultante
de las fuerzas que lnteractﬁan en el slstema dan Jlugar a una torca

cero”.

f) Fuerzas conservativas y no conservatlvas: Una fuerza es
conservativa si su dependencia del vector poslci(‘)n F o de las
coordenadas x,y,z de la part'lcula es tal que el trabajo W puede ser
expresado como la diferencia entre los valores de una cantidad
Ep(x,y,2z) que se llama energ}a potencial, y es una funclén de 1las

' -
coordenadas de las particulas. Luego, s! F es una fuerza conservativa

por lo que se observa que el trabajo efectuado por las fuerzas
conservativas es independiente de la trayectoria, ya que, cualquiera
que sea la trayectoria que une a los puntos A y B, la diferencia
Ep.A - Ep,Bn es la misma porque depende solamente de las coordenadas de
Ay B. En particular, si la trayectorla es cerrada, de mode que el
punte final coincide con el iniclal (esto es, A y B son el mismo
punto), entonces Ep,A = Ep,B y el trabajo es cero (W = 0). Lo que
significa que en parte de la trayectoria el trabajo es positivo y en
otra negativo pero igual en magnitud, dando un resultade neto nulo.
Cuando la trayectoria es cerrada, la integral en la ecuaclém (1.4) se
escribe §. El circulo en el signo integral indica que la trayectorta

es cerrada. Por consiguiente, para las fuerzas conservativas:

La fuerza gravitacional, siendo central es de este tipo. Las
fuerzas centrales (conservativas por naturaleza) son aquéllas cuya

direccn'm pasa siempre a t;rav:as de un punto fijo.

Por otro lado, es facil encontrar fuerzas en la naturaleza que no

son conservatlvas. Un ejemple de cllas es la frlcclf:n. La frlcclén



siempre se opone al desplazamiento. Su trabajo depende de la
trayectoria seguida y, aunque la trayectoria pueda ser cerrada, el
trabajo no es nule, de modo que la ecuacion {1.5) no se aplica.
Similarmente, la friccion en los flu'xdos se opone a la veloclidad, y su
valor depende de esta mas no de la pos\ch:m. Una particuln puede
estar sujeta a fuerzas conservativas y no conservatlvas al mismo

tiempo.

S1 se consldera un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje 2
con velocidad angular  ( Figura 1.4 ), cada una de sus partic\‘.llas
describe una L:erlta circular con centro en el ejJe Z. La magnitud de
la velocidad es |vi| = jw| |Fi| sendt = |6| [Ri]. El momentum angular

de una particula Al con respecto al origen O es:

L= m (r1 X V1)

'
FIG. 1.4: Momentum angular de un cuerpo rigldo rotante.



Su dlreccl::m es perpendicular al plano determinado por los vectores T
y vt y esté situado en el plano determinado por ri y el eje 2. Por
consigulente hace un z'mgulo n/2 - 81 con el eje de rotacion 2. La

magnitud de Li es m |r-|| Jvi|, ¥ su componente paralela al eje Z es:
Liz = (ml r1 vi) cos (/2 ~ 81) = m (r1 sen 01)(w r1) = m rn? e

La componente del momentum angular total de! cuerpo rotante a lo
largo del eje de rotaci;m Z es:

|Cz| = [Laz] + |E22f + oo =% D12 = m |Ra]? = m2 [R2)? + ...) |5

|L2] = @ om R (5]

Lz cantidad I = m ]ﬁl[z + m2 |R§|2 + m3 |ﬁ:]2 + .0 =Tm |ﬁs|2
representa el segundo momento de la masa respecto al eje de rotaclo;x'
2, que colncide con el centrolde del cuerpo, y su nombre m:‘ss ccmfm es
el de momento de inercia. Dicho momento se obtiene sumando, para cada
particula. el producto de su masa multiplicado por el cuadrado de su
distancia al eje 2. Por lo tante, la ecuach;n anterior se puede
escribir de la siguiente forma:

L=1a0
An:alogament.e, para un objeto plano y delgado, se tiene:
1=Y Al |Eu|2 .

siendo A el érea de cada elemento diferencial de 1la figura,
observandose que el momento de lnercla es el segundo momento del area.
Por otro lada, se define al radio de giro (k) como la distancia a la
que una banda delgada paralela al eJe especto al que se calcula el
momento de inercia de la flgura tendria el mismo momento de inercla
que la totalidad de la figura.



En el caso de querer calcular el momento de inercia respecto a un
eje que no pase por el centroide del cuerpo, tenlendo sélo el valor
del momento respecto al eje que pase por el centroide, siendo ambos
ejes paralelos entre s'l. se puede utilizar el teorema de Stelner
tamblen conocido como tcorema de los ejes paralelos, que nos dice:
Sea Z un eje arblitrario y Zc un eje paralelo a Z que pasa a trav«‘:s del
centro de masa del cuerpo. Si d es la separaclc'm entre los dos ejes,

la sigulente relaclén es valida:

I =1Ic+ad,

donde 1 e Ic son los momentos de inercia del cuerpo con respecto a 2 y
Zc respectivamente, y A es el z.nrea del cuerpo. Similarmente, para

cuerpos, se tiene:
I =1c+nd®,
donde m es la masa del cuerpo.

En el caso de un recténgulo, el momento de inercia respecto a un
eje que pase por su centrolde es: 1/12 b ' , slendo b la base y h la
altura, observandose que no es indistinto ¢l que su lade mcnor o mayor
este en la base. Esta forma de cuantificar la distribucion de masa
(en cuerpos) o de area (en figuras) es util en el analisis de
elementos estructurales. Por ejemplo explica el hecho de que una viga
de seccit'an transversal rectangular sea m;s sensible a 1la flexlén

.
cuando esta apoyada sobre su lado mayor que sobre su lado menor.



CAPITULO I1.
LEY DE LA CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR.

En este capit.ulo, se discutir'a formalmente la ley de conservaclén
del momentum angular, y se llustrar; con ejemplos de astrononia.

El ser humano evoluclono de primates primitivos hasta su estado
actual, sin embargo, cabe la pregunta: ¢En qué momento deja de ser
prehuminldo para convertirse en hombre?, aunque hay varias opinlones,
se considera que es cuando toma conclenclia de su medio ambiente, y qué
mejor muestra de ello, cuando observa los cuerpos celestes,
percat.a'mdose de que no se mueven al azar, sino conforme a clertas

leyes atn no comprendidas por el.

Los primeros hombres se mantenian de la caza y la pesca, pero la
periodicidad de las estaciones, determlnaba la abundancia o escasez de
animales, y con ello quedaba normada toda su vida. Posterlormente se
da cuenta que puede sembrar plantas de tal forma que ya no depende de
la naturaleza en forma silvestre para su sustento y se asienta en un
lugar, tenliendo m::\s tiempo para observar las estrellas y relacionarlas
con el transcurso de su vida, es decir, cu;mdo sembrar, cosechar,
etc., as.l que la astrcnom'la se :onvirtlé\ en algo a\.m m.as importante en

su vida.

Conforme ten'la m'as tiempo de observar los astros, el hombre, ya
sedentario, se da cuenta que las estrellas se mueven con regularidad y
regresan al mismo lugar en per'iodos definidos de tiempo. As'l que
empleza a orlentarse por medio de ellas, y con su inciplente
tecnologia, inicia su mlgrack'm h-acia todo el mundo.

Ya asentado por todos los confines del orbe, y teniendo cubliertas
sus neceslidades més elementales, el ser humano trata de explicar los
fent.unenos que suceden a su alrededor y en especial los relacionados

con los cuerpos celestes, que tantos beneficlos le hab.ia reportado,



Asi pues, tenemos testimonlos a este respecto de las culturas m'as
présperas de la antig\:edad: Los Eglipclos por ejemplo, creian que Nut,
la diosa del firmamento cubr'la con su cuerpo a la Tierra, y debajo de
ella, se encontraban: Shu, dlos del alre y Gob, dlos de la Tierra,
mientras que una barca llevaba al Sol. Y por el tenor Mesopotamia,
Sirla, y Mexico que alberg:: una de las culturas mas importantes al
respecto: los mayas.

Los primeros astrc'mo-os se encontraron seguramente con el
problema de que cinco cuerpos celestes eran "Errantes" (mavntne
(planetes) en griego significa errante ). Es decir, trazaban
trayectorias irregulares, pareclendo algunas veces dque retrccedian.
conociéndose posterliormente como planetas, y slendo llamados:
Mercurio, Venus, Marte, Jl'.lplt.er y Saturno {(Figura 2.1) segl'.m la
tradlclén griega, que l'ué la me'zs difundlda.

-rrajffto"h'

aparente
de "!“"tc

Orbita
de marte

Orbita
terrestre

FiG. 2.1: Trayectoria aparente de marte.



Los griegos son los primeros en tratar de reproduclr los
movimientos celestes por medio de esfereas y engranes, es declr,
dejando a un lado la magla. Para subsanar el aparentementemente
errante comportamiento de los planetas, considerando a la Tierra como
centro de todo, optaron por afladir esferas secundarias cuyas
trayectorias formaban éngulcs variables con las primarias, pero se
necesitaban demasiadas. FEudoxo de Cnido (409 - 356 A. DE C,) llegt': a
emplear 27 esferas, y sus Sucesores se vieron obligados a usar 57,
pero a\'m asi. sus movimientos no satlsfac'lan las observacliones
astrom,nmicas. La teor’ia griega més famosa es la de Claudio Ptolomeo
(aprox, 100 - aprox. 178), que con el tiempo lleg;: a convertirse en
dogma de fé. por lo que nadle podia refutarla sin el riesgo de ser
acusado de hereje. Su teoria decia que la Tlerra era el centro del
sistema planetario y alrededor de ella giraban el Sol y leos demas
planetas, aunque 'estos giraban ademés en pequeiios circulo:.

Después vendria Nlcol:'is Copt':rnico (1473 - 1543) a contradecir la
teoria de Ptolomeo y a sugerir otra en la que el Sol es el centro del
sistema planetario, y los planetas giran en orbitas concéntr.\cas
alrededor de él. Galileo ratlﬂcaria esta ldea. Posterlormente,
Johannes Kepler (1571 - 1630) dcmostrc': matemz'xtlcamente el concepto
hellocentral, y que las orbitas de los planetas eran elipucas y no
circulares como ¢l concepto que presentaba Cnpn'srnlco. Y finalmente,
el gran genio Issac Newton (1642 - 1727), realizando una de las
hazaiias més grandes en la historia del pensamiento, explicé, por medio
de la teorlla de la gravxtaci::n, pcrqu!'e los planetas no caen, a partir

de lo que hace caer las cosas al suelo,

A continuach.m se muestran animaciones por computadora de los
planetas: urano, venus, saturne, neptuno y mercurio, en las que se
aprecia su trayectorla retn‘:grada. El per'iodo animado es del seis de
noviembre de 1989 a las 20 Hrs. al veintisels de marzo de 1990 a la
misma hora, con una diferencia de dos dlas entre las animaciones.
Estas fueron realizadas con el paquete "Cosmos"™ en una PC 80286. EI
paquete fue desarrolllado por la compahia: Kara Technology Corp. en
1989.
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Este enorme par'entesls ha sido abierto porque es en el campo de
la astronomia, y durante el ultimo per’iodo relatado, que se
presentaron las aplicaciones més espectaculares del principio de
conservach.:n del momentum angular, aunque la humanidad ha seguldo
avanzando, y se han encontrado nuevas apllicaciones, de las que nos
ocuparemos despuc’:s. Adem;‘xs, este relato ha servido para tener en
mente al sistema solar, con el cual, se e_]cmpliﬂcar;'x el principlo de
la conservacion del momentum angular, pero antes se presentar':z la
demostraclon matematica (formal) de la ley de la conscrvaclt‘m del

mmentum angular:
'

Por definiclion se tlene:

L=rXxpP vy P=mv -- (2.1)

Para que se cumpla la conservaclt’:n del momentum angular, es
decir, que no varie con el tiempo, L debe ser igual al vector cero. L
es conocida como notacion de Newton, y simboliza la primera varlach‘:n
de L (en este caso) respecto al tlempo.

Derivando respecto al tiempo la funcion:

r x B,

~
i

tenemos que:
=rXB+FXP --- (2.2)

Para relacionar la torca con la ecuach':n 2.2, es necesarlo
aclarar que la varlaclt'm.dc la pcslci&n con el tlempo se llama
velocidad (v), por lo que r = v, dado que T es un vector paslch':n. Y
la variacion de 1la velocﬂldad con el tlempo es conocida como

aceleracton (a), por lo que r =a

De la ecuacl{)n 2.2 se tlene:
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L=rXP+rX¥P=rXP+rXmv=rXPF+rXma ---(2.3)
Newton definlo la fuerza como el producto de la masa por la
aceleracion (F = n a), por lo que:

XP+rXF

IN

XP+rXmas=

[}
"
i N

se observa que el segundo miembro es la deﬂnlcxén vectorial de la

torca, por lo que:

=1}
*
]
+
=
b
o}
n
A
>
o
+
-
!
N
z

FL
Por otro lado, F = V. Por lo que el primer sumando de 1la
ecuacllon 2.4 queda:
FAP=VXF=Vxn?
Y la norma del vector resultante del producto cruz es:
IF X B| = (|v])(m |¥]) sens,

y sl se asume que las dos velocidades son lguales y por lo tanto, son
paralelas » © = 0°, asl que sen 8 = sen 0" = 0, y la ecuaclon 2.4

queda:
L=1

Para que se cumpla la conservacion del momentum angular (L),
es necesario que L=a0, por lo que queda demostrado que el momentum
angular se conserva, Sliempre y cuando no haya fuerzas externas al

sistema cuya resultante provoque una toreca, es decir, T =0.
Con todo esto en mente, hagamos una rerlexlan: Sabemos que si la

A '
torca es cero, el momentum angular permanecera constante, ahora, ¢ Que
provoca que la torca sea cero 7. Recordemos que:
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con ello vemos que:
sl?‘(‘)»;-;){6=6,

es decir, si sobre la particula no acn'.\a fuerza alguna, pero Lamblén
T=0str1 y F son paralelos entre sll. porque:

1] = (fr]I(|F|) seno,
y siea = 0°. entonces:
171 = (|[F)(F]) sen 0° = 0.

Cuando el uitlmo caso se presenta, se dice que la partllcula esté
sometida a una fuerza centrall (figura 2.3), Como en el caso de la
Tierra y el Sol.

Ahora, sl se consideran al Sol y a la Tierra como cuerpos r'igldos
de un sistema aislado, es declr, sln considerar sus Interaccliones con
el resto del universo, la Tierra tlene una masa m y una velocldad v,
con ello tiene un momentum lineal:

P=mv,

y un momentum angular:

. ,
! Se conoce como fuerza central, aquella cuya direccion pasa
,

slempre a traves de un punto fijo.
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Fic. 2.2: El momentus angular es constante en el movimlento bajo

fuerzas centrales.

T es el vector posiciol"l de la Tierra respecto al Sol en tode momento.
Desarrollando se tiene:
L=FXv)=mn(rXv)=|L] =n(|F| |v] sens),

de aqui se observa en la figura 2.3, que en los puntos (A) y (B) el
sen® es méxinu = 1, porque & = 9D°; Y que el momentum angular sea
constante, significa en (A) que © es minima y v maxima y en (B) que F
es méxlma y v minlma. En la realldad se observa un aumento en la
velocidad terrestre en el perlhello (A} respecto del afeljo (B)
(figura 2.3.)
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'
Fic. 2.3: posiclon de la Tierra raspecto al Sol en el perihello

(A) y en el afello |,
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CAPITULO 111,
DISERO Y CONSTRUCCION DE LA PARTE EXPERIMENTAL.

’ _
Con obJeto de 1ilustrar lo hasta aqul expuesto, se diseno y

f ’ '
construyo un aparato, cuyos resultados se discutiran en el capitulo
sigulente. Las sligulentes medidas est‘an dadas en CGS para uniformizar

criterlos, excepte en las constantes de los resortes.
: 2
La ldea basica, surge de un problema®, que dice:

“El collar B tlene una masa de 2 kg y se puede deslizar libremente
scbre la barra OA, la cual a su vez puede girar libremente en un plano
horizontal (fig. 3.1). El conjunto gira con una velocidad angular w =
1.5 rad/s cuando se libera un resorte localizado entre A y B, que
lanza al collar sobre la varilla con una velocidad inicial relativa
vr = 1.5 m/s. Sil el momento de inercia alrededor de O de la barra y

el resorte es 0.3 kg-m , encuéntrese:

La distancia minima entre el collar y el punto O en el movimiento
subsecuante.

Fie. 3.1

= % "Mecdnica Vectorial para Ingenleros”, F.P. Beer & E.R. Johnston,
"p. 805.
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El aparato dcbia haber cubierto las condicicnes descritas en el
problema, pero se presentaron varios problemas en su disefio vy
construccllon. A continuacion se hace un listado de los problemas que

se presentaron, y sus soluclones en orden cronologico.

a) El disefio de la base: La base debla ser 1o suficientemente
masiva para evitar vibracliones al momento de su funclonamiente, por lo
que se escngl:: un disefio como el mostrade en 1la figura 3.2,
con el objeto de que nada estorbara la barra horizontal que gira. Se
construyé con laminas de acero de 4 mm. de espesor. Las dimensiones

se muestran en la misma figura.

b) Sistema de giro: El problema especifica que la varilla
vertical debe girar con velocidad constante, por lo que se asume que
no debe tener friccion con el resto del aparato, as'l que se optr': por
poner una barra de lat;m de 2 cm de diametro y 50 cm de longitud como
eje de gliro del sistema, sujeta por dos baleros cénlcos lubricadoes de
4.5 cm de dxz'xmetro externo, colocados en la base mayor y menor de la
pir'am!de truncada que constituye la base. Conforme se cxpersment::.
se observc’: que el balero colocado en la base mayor de la plr.:unxde
rozaba con la li'\m&na que forma el piso, asi que se elcv::, poniendo la

cazuela decl balere sobre la original (fligura 3.3.).

c) Barras horizontales: Se escogieron dos varillas de aluminio,
una de 1.3 cm de dlz'xmet.ro ¥y S50 cm de longitud (incluyendo 2 cm de
rosca) y otra de 0.9 cm de diametro y 30 cm de longlitud (incluyendo 2
cm de rosca), ambas con una horadacion cilindrica a 0.5 cm de un
extremo. Al principlo solo se tenia la segunda, pero se opt(.r por ros-
car las entradas de ambas y poder ‘intercamblarlas, con objeto de
observar el experimento varlando la longitud y dl.—:met.ro de las barras,
{(figura 3.4.). ’

d) Collar: Para el anillo que se 'lanza. se escoglieron varillas
cll'indrlcas de cold-rolled perforadas para pasar a través de las
barras de aluminio, perfectamente lubricadas para evitar la friccl:m

entre los collares y las varillas de aluminio. Prcparéndosc dos para
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cada barra, una de 2.5 cm de dl'a-etro. 6.2 cm de largo y 204.9 g de
masa y otra de 2.5 cm de dl'aletro. 13.2 cm de largo y 452.2 g de wmasa.
En la parte superlor de cada una, tlenen horadaciones cxlindrlcas de 1
y 1.5 cm de dl;metro. dependiendo de la varilla a la que ast'.n
destinados (flgura 3.5.).

FIG. 3.2: Diseno de 1a bane

Nota: Las zonas vacias se indican ashurando.
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Varilla
vertical

Baleros -1

FIG. 3.3: Discho del sistema da giro.
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0.5cm.

Fig. 3.4: Barras horizontales.
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FiG. 3.6:
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e) Resortes: Se escogleron dos resortes que lanzaran los
collares para cada barra horizontal, uno de 7.2 cm de largo y 2.3 cm
de diametro interno, y otro de 11.5 cm de large y 2.5 cm de d\:‘xmelro
interno, con constantes de 500.2 N/m y 200.12 N/m respectivamente.
Sin embargo al exerimentar, se observ'o que al 1lanzar el collar,
provocaban distorsion en el movimiento al no ser su diametro Interno
fgual al diametro externo de las varlllas. asi que se opté por poner
tubos de pli‘astico dentro de los resortes para ajustarlos lo mas
posible a las varillas, perc desgracliadamente se provoct‘a con esto que
en la varilla de mayor die’unet.ru st‘)lo entrara un resorte, porque en
uno, el dh‘xmelro interno del tubo es menor al dxémetro externo de la
barra (las dimendiones y forma de los tubos de ajuste se muestran en
la figura 3.6.).

e} Sistema disparador: Es esta la parte cuyo diseifio tard;) més
tiempo. Los problemas consistian en dar un impulso inlcial a la barra
vertical, de tal forma que al moverse el sistema con velocldad angular
constante, se soltara el resorte y el collar se pusiera en movimliento,
todo esto con el mismo sistema, evitando asi la intervencion de
fuerzas externas, para que el momentum angular se mantuviera

constante. Estos problemas se solucionaron de la sigulente forma:

I) Giro de la barra: Se enrrollo alrededor de la varilla
vertical una cuerda, de tal forma que al desenrrollarse, pusiera a
girar la barra central. Para evitar que resbalara, se pega en la
superficie liJa de agua, primero en forma de cilindro y después en
forma de espiral, slendo esta ultima su forma definitiva.

11) Disparo del collar: Al final del resorte, se encuentra
un tope, formado por una rondana de 3.5 cm de dx'auetro externo y 1.3
cm de diémetro interno, atorado con una horquilla introducida en el
horificle superior de cada varilla horizontal, a la cual esta amarrado
un gancho que mantiene al resorte comprimido, de tal suerte que al
Jalar el gancho, el resorte se suelta. Una vez enrrollada en la barra
vertical, la cuerda mencionada en el inciso anterlor se sujeta al

gancho, con lo que al poner en movimiento al sistema, y moverse con
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) .
velocidad angular constante, se suelta el resorte y el collarin
(figuras 3.7 y 3.8).

Fic. 3.7: Partes  constitutivas del sistema de disparo: a)
varilla vertical, b} barra horizontal, c) rondans, d) horquilla, )
gancho, f) resorte, g) collar,
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N
Fie. 3.8; Secuencia de pasos para el dlsparo del collarin: a}

La cuerda enrrollada se jala y pone la barra vertlcal en movimiento,
b} Una vez desenrrollada, la cuerda Jala el gancho, soltando el
collar.



111} Para asegurar que la fuerza con que el sistema se pone
en movimiento sea uniforme, por medio de una polea se conectan cuerpos
de peso conocldo que Jjalen la cuerda slempre con la misma fuerza. Los
cuerpos son cuindrlcus. de cold-rolled, de 5 cm de dxémgtro. con las
siguientes medidas de largo:

a) 12.1 cm,
b) 24.2 cm,
c) 36 cm,

Cada cllindro tiene en su parte media una horadaclc’m
perpendicular a su :je longitudinal de 1 cm de diametro. Constderando
esto, los cllindros tlenen unas masas de:

a) 1681.6 g,
b) 3391.4 g,
c) 50S8.8 g,

respectlvamente.

f) Soporte: Con el fin de mantener constantes las distancias
entre la polea y la varllla vertical, y que la base del slstema
tuviera tres patas para asi ser estable, se dlseh:.: Y construyé una
base con un perfil hueco de sccclc':n cuadrada de Fe de 4 cm de lado,
sobre la que se asento todo lo hasta aqui cxpuesto. Su forma y

medidas se muestran en la flgura 3.9,

F1G. 3.9: soporte del sistema.

as



g) Slstema de segulmlento: Para observar la trayectoria del
collar durante el movimiento del sistema, se filmaron los experlimentos
con una c'anra reflex auxillada de un estroboscoplo, cuyos resultados

se discuten en el sigulente cap'n.ulo.

h)} En resumen, la forma en que todo el sistema se mont;: para los
experimentos se muestra en la figura J3.10a en vista de planta y en la
figura 3,10b en vista de elevacion.

74|\ F
L N g
L]
by
Fic. 3.10: Todo el slstems, on  vista de: a) planta, b}

alevacion.
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Para poder utilizar el presente proyecto como pl"i.icll-:a del
laboratorio de Clnem:;tlca y Dlni;mica, se hacen las sigulentes

sugerenclas:

1.-) Que la base se hiclera de cemento, aproxlmadamente con una
masa de 10 kg, dejundo un orificio cilindrlco para poner la barra

vertical en los baleros.

2.-) Construlr un soporte en la parte superior, de forma que

pudiera fotografiarse de planta.

3.-) El soporte donde se aloja la polea, se puede construir al
mismo tlempo que se construye !a base, para que se forme una sola

plieza.

4.~-) Se pueden reducir las medidas hasta un tamafio adecuado, con

algunos problemas para observar el movimlento.
5.-) llucer los collares blanco brillante y el resto de la
estructura negra, para producir contrastes, y poder fotografiar

adecuadamente.

6.-) Callbrar para cada aparato, las oscllaciones por minuto del

estroboscoplo para observar bien el movimiento.

7.-) Usar resortes m;:s pequefies y de mayor constante, para
observar mejor el movimiento (de preferencia a simple vista).
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,
Fotografia

Fie. 3.11:

de lado y b) de frente.

que

muontra

ol

soporte

tubular

visto:



.
Fic. 3.12: Fotografis que wmuestra el balerp: a}  Superior, b)
Inferier. ’ )
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.
Fig. 3.13: Fotografla que musstra: a) tas varillas horizontales
con resortes y tubos de soporte, y b) Cuerda motriz enrrollada en la

barra vertical.



Fic. 3.14: Fotografia que muestr

.
dlsparo, y b) El cuerpo cilindrico de  masa conocidi

a}  Detalle dol smiutesa de

que al caer,

inlcia el movimiento dol sistema.
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Fie. 3.15: Fotografia que muestra:

.
El estrobomcopio con el que se fotograflo.

a)

£l

aparato

montado,



CAPITULO 1V.

PRESENTACION Y ANALISIS
DE RESULTADOS.

El problema que dio origen al proyecto se replte para mostrar la

resolucic'm y los resultados del experimento:

El collar B tlene una masa de 2 kg y se puede deslizar llibremente
sobre la barra OA, la cual a su vez puede girar libremente en un plano
horizontal (fig. 4.1). El conjunto gira con una velocidad angular w =
1.5 rad/s cuando sc libera un resorte localizado entre A y B, que
lanza al collar sobre la varilla con una velocidad inicial relativa
ve = 1.5 m/s. Sl el momento de inercia alrededor de O de la barra y

el resorte es 0.3 kg*m , encuentrese:

la distancla m‘lnlma entre el collar y el punto O en el movimiento

subsecuente.

Fic. 4.1:
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En el diagrama de cuerpo libre (fig 4.2.) se puede apreclar que
los \'xnh:as vectores presentes paralelos al plano del movimiento, son
las componentes radial y trasversa de la velocidad, por lo que la
maxima aproximaclbn se logra cuando la resultante de la velocidad

radial y de la velocidad tangencial pase lo més cerca a la barra
vertical.

tw
7
Fa ‘;7

FIG 4.2; Dlagrama de cuerpo llbre del anille.

Por lo tanto: v, f(componente trasversa de la velocidad) =
(1.5 rad/s)(1 revolucion/2rn rad)(1.2 = m/revolucl:m) = 0.9 ws.
vr (componente radial de la velocidad) = 1.5 m/s, por lo tanto, la
trayectoria que siga el anillo tendra un ::mgulo de:

1.5 m/s

arc tg 55 ms = 59.04°

respecto a la componente trasversa de la velocidad.
" Por lo tanto, la m'zxxilna aproxl-ach':n del anillo se presentaré
cuando la resultante de la suma vectorial de Vg ¥ Vr sea perpendicular

a la varilla horizontal (fig 4.3), es decir:

m.axima aproximacl‘on = 510 mm.
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FIG. 4.3: Vista de planta de 1a trayectoria del anillo,

En el experimento, se modifico la dlstancla entpé la poslclén
iniclal del anillo y la varilla vertlcal de laton a 30 y S0 cm
dependiendo de la varilla empleada. A contlnuacion se 1lustra el
calculo de las componentes radial y trasversal de la velocldad con los

datos disponibles en el experimento:
a) Calculo de ve:

vr se debe al empuje ejercide por el resorte sobre el

collar.
El calculo se basa en la conservaclon de la energia para
fuerzas conservativas. Es véndo. ya que el trabajo efectuado por la

fuerza ejercida por un resorte es independiente de la trayecterla, asi

se tiene:

Ee (Energia cln'etlca) - Ec = Ep (Energ'ia potencial) - Ep =-- (4.1)

48



Ec = 0, ya que parte del reposo.

Ec = =3 mv ,v =vr

Ep = 0, ya que el resorte esta completamente extendido.

Ep = -IT- kx , x = la parte comprimida del resorte,

{constante del resorte.
'
Por lo tanto la ecuaclon 4.1 queda:
1

= 1 -0 —em—-
- m -0 = 5= kx o] (4.2)

Despejando v de la ecuacion anterjor, se tiene:

Substltuyendo valores, para X = 0.025 m, se tlene:
1.~} Resorte de constante = 500.2 N/m.
Collar de masa 0.2049 kg =» vr = 1,235 m/s.

Collar de masa 0.4522 kg = vr = 0.831 m/s.

1I.-) Resorte de constante = 200.1 N/m.
Collar de masa 0.2049 kg =» vr = 0.781 m/s.

Collar de masa 0.4522 kg = vr = 0.526 m/s.
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b) Calculo de vgi

Como se comento en el cap.n.ulo precedente, el sistema de
disparo del aparato, se basa en un cuerpo de masa conocida que al caer
Jala una cuerda que hace girar la varilla vertical central. La
componente trasversa de la velocidad es el producto de la liberacion

de la varilla al completarse la caida del cuerpo.

En el ca'xlculo. se considera el principio de conservacion
de la energ'!a para fuerzas conservativas justo antes de que se dispare

el collar, y tenemos:
AEc = - AEp
—— mc Vv + —5— Tw =mgh ---- (4.3)

donde me es la masa del collar, I es el momento de inercia del
sistema, w es la velocidad angular, h es la altura de caida del cuerpo
de masa conocida y mt es la masa del cuerpo que dispara el sistema. La
velocidad indicada en la ecuacion 4.3 es la velocidad total del co-
llar, sin embargo se pone v,_,, porque Justo antes de que el resorte se

libere, la velocidad total tlene solo componente trasversa.

Por otro lado, sabemos que:

Si se substituye la ecuach':n 4.4 en la ecuach':n 4.3, y al

desarrollarla, se obtlene:

%mcve++ T;L*nn[%]](—‘%—}=mgh (4.5)

donde ms es la masa de la varilla horizontal, y L 1a longitud de la
misma varilla, se simplifica, se despeja Vg ¥ se obtiene:



--- (4.6)

Por lo tanto, se obtienen los sigulentes resultados t.ec':rlcos, sl
se considera que la altura h es constante para todas las corridas
igual a 1.30 m:

I.~) Varilla de 0.3 m de longitud (masa de 0.0517 kg):

a) Collar de 0.2049 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg =» v_ = 13.89 m/s.

Cuerpo de 3.3914 kg = Vg = 19.73 m/s.
Cuerpo de 5.0588 kg = Vg = 24.10 m/s.

b) Collar de 0.4522 kg:
Cuerpo de 1,6816 kg = vg = 9.55 w/s.
Cuerpo de 3.3914 kg = Vg = 13.57 m/s.
’ Cuerpo de 5.0588 kg =» v, = 16,58 m/s,

[:]

II.-) Varilla de 0.5 m de longitud (masa de 0.1798 kg):
a) Collar de 0,2049 kg:
Cuerpo de 1.6816 kg =» v, = 12.73 n/s.
Cuerpo de 3.3914 kg = v_ = 18,07 m/s.

Cuerpo de 5.0588 kg =» v, = 22.07 mn/s.
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b) Collar de 0.4522 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg = Vg = 9.15 m/s.

Cuerpo de 3.3914 kg = Ve = 13.00 m/s.

Cuerpo de 5.0588 kg = vg = 15.87 m/s.

c) C;lculo de la aceleracion del cuerpo de masa conocida que cae:

Es interesante calcular la aceleraclén con la que cae el
cuerpo de masa conoclda que da iniclo al novimiento del sistema:

Si se hace el diagrama de cuerpo libre del cuerpe (fig.

4.4), el balance de fuerzas verticales usando la segunda ley de Newton
puede ser expresada como:

T-mg=-ma » T=m {g~a) -—-= (4.7)
-
T
ma
g
mg
Fic. 4.4: Diagrama de cuerps libre del cuerpo de masa conocida

qsu pone en movimiento al sistema.

Por otro lado, se sabe al hacer la suma de torecas que:
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a _ 1a .
Tr-ImnTl‘=I[——r—]-‘T—T {4.8)

Al substituir la ecuacion 4.8 en la 4.7, se obtiene:

1a

— = m (g - a) --= (4.9)

Al despejar a de la ecuaclén 4.9 obtenemos:

= m. g —
a = TR V2 (4.10)
Al desarrollar el momento de inercia la ecuacion 4.10 se

convierte en:

me g
me + (me r- + (m8/12) " + ms (L/2)° )/r (4.1

A contlnuaclén se consldera que r = L, porque el momento de
inercia centroidal del collar es muy pequefic respecto al agregado por
el Teorema de Steiner ( El momento de inercia centroidal del collar =
me a donde a es el radioc del cilindro, mlentras que el momento de
inercia que aporta el Teorema de Steiner es mec L , donde L es la

longitud de la varilla horizontal). Por lo que la ecual:l::n 4.11
queda:
= me g o
e T Y (a.12)

Por lo tanto, substituyendo valores se tiene:

a)} Para la varilla de 0.3 m (0.0517 kg)

I.~) Collar de 0,2049 kg:

- Cuerpo de 1.6B16 kg » a = 8.66 m/s

- Cuerpo de 3.3914 kg =» a = 9.21 m/s
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- Cuerpo de

I11.-) Collar de

- Cuerpo de

~ Cuerpo de

- Cuerpo de

Resultados cercanos pero
gravedad.

5. 0588 kg

0.4522 kg:

1.6816 kg

3.23914 kg

5. 0588 kg

no lguales a la aceleracién de

d) Resultados experimentales:

Se presentan en la tabla,

de la velocidad, as'l como la dnsviaclén est:'indar para cada dato (Cabe
la aclaracién que los Qngulos no variaron, por lo que se presentan

directamente en el incise e, referente a la suma vectorial de vr y Yo

iniclal):

= 9.40 m/s

= 7.66 w/s

= 8.62 m/s

= 8,98 m/s

1.~} Resorte de constante = 500.2 N/m:

a) Varilla de 0.3 m:

a) Collar de 0.2049 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg =

Cuerpo de 3.3914 kg =»
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1.-)

2.-)

3.-)
s =0.3

1.-)

2.-)

3.-)
s = 0.17

los datos experimentales de la magnitud

9.8 /s
10.1 w/s
10.4 m/s

16.5 m/s
16.8 m/s
16.8 m/s



Cuerpo de 5.0588 kg =» 1.~} 19.5 m/s
2.-) 19.1 m/s
3.-} 19.6 m/s

s = 0.26
B) Collar de 0.4522 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg = 1.-) 6.5 m/s
2.-) 7.3 w/s
3.-) 7.2 ws

s = 0.43
Cuerpo de 3.3%914 kg =» 1.-) 9.9 m/s
2.~} 10.4 w/s
3.-) 10.6 m/s

s = 0,36
Cuerpo de 5.0588 kg = 1.-) 14.4 ms
2.-) 14.9 w/s
3.-) 15.1 w/s

s = 0.36

b) Variila de 0.5 m:
@) Collar de 0.2049 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg = 1.-) 10.8 m/s
2.-) 1.3 m/s
3.-} 11.5 m/s

s = 0.36
Cuerpo de 3.3914 kg =» 1.-) 16.1 m/s
2.-) 16.3 w/s
3.-) 16.8 m/s

s = 0.36
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8)

Cuerpo de 5.0588 kg =

Collar de 0.4522 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg =

Cuerpo de 3.3914 kg =

Cuerpo de 5.0588 kg =

s

1I.-) Resorte de constante = 200.1 N/m:

a) Variila de 0.3 m:

o)

Collar de 0.2049 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg =

Cuerpo de 3.3914 kg =

56

1.-} 18.0 m/s
2.-) 18.5 m/s
3.-) 18.1 w/s
= 0.26

1.-) 8.5 m/s
2.-) 8.9 m/s
3.-) 8.7 n/s
=0.2

1.-) 10.2 /s
2.-) 10.6 n/s
3.-) 10.4 m/s
= 0.0.2

1.-) 13.5 m/s
2.-) 13.8 m/s
3.-) 13.8 /s
= 0.17

1.-) 10.1 m/s
2.-) 10.5 m/s
3.-) 10.3 m/s
=0.2

1.-) 15.4 w's
2.-) 18.5 m/s
3.-) 15.6 m/s



Cuerpo de 5.0588 kg =» 1.-) 16.2 w/s
2.~) 16.8 w/s
3.-) 16.2 w/s

s = 0.35

B} Collar de 0.4522 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg » 1.-)}) 7.0 m/s
2.-) 7.6 m/s
3.-) 7.0 ws

s = 0.35

Cuerpo de 3,3914 kg =» 1.-) 10.4 w's
2.~} 10.7 w/s
3.-) 10.7 w's

s = 0.17

Cuerpo de 5.0588 kg =» 1.-) 13.5 n/s
2.-) 13.9 w/s
3.-) 14.0 w's

s = 0.26

e) Suma vectorial de vr ¥ Ve inicial:

Durante el movimiento, vr se reduce y v, aumenta, de tal

8
forma que la suma vecotrial de ambas es constante, porque no hay
fuerzas externas que produzcan torcas (es decir, el momentum lineal y
el momentum angular son constantes).

A contlnuaclén. se presenta la suma vectorial de vr y Vv asi

como el promedlo del ;ngulo y magnitud de la velocidad experll(:.‘ntal,
con el error porcentual ( Si el error porcentual es negativo indica
que el valor experimental es menor que el te'orico. ya que el c;lculo
del error porcentual es la diferencla del valor experimental menos el
tet':rlco dividido entre el valar teérlco). Cabe la aclaracion de que
el ;ngulo esta dado respecto a la componente trasversa de 1la
velocldad.
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1.-) Resorte de constante = 500.2 N/m:
a) Varilla de 0.3 a (0.0517 kg):
«) Collar de 0.2049 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg » vr = 1,235 m/s
Vo = 13.89 w's
magnitud: 13.94 m/s, angulo: 5,08°
magnitud ex: 10.1 m/s, éngulo ex: 3°
error en magnitud: - 27.57 %
error en e‘lngulo: ~ 40.96 %

Cuerpo de 3.3914 kg =» vr = 1,235 m/s
vg = 19.73 m/s
magnitud: 19.77 m/s, ;ngulo: 3.58°
magnitud ex: 16.7 m/s, éngum ex: 1°
error en magnitud: - 15.52 %
error en ':\ngulo: - 72.08 %

Cuerpo de 5.0588 kg » vr = 1.235 m/s
' 24.10 /s
magnitud: 24.13 m/s, angulo: 2,93°
magnitud ex: 19.4 m/s, langulo ex: 2°
error en magnitud: - 19.61 %

error en ;ngulo: - 31.82 %
B) Cellar de 0.4522 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg =» vr = 0.831 m/s
9.55 /s

Ve
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b}

magnitud: 9.59 m/s, angulo: 4.97°
magnitud ex: 7.0 m/s, éngulo ex: 3°
error en magnitud: - 26.98 %

error en ;ngulo: - 39.67 4

Cuerpo de 3.3914 kg = vr = 0.831 m/s

Vg = 13.57 m/s
magnitud: 13.59 m/s, éngulo: 3.5°
magnitud ex: 10.3 m/s, éngulo ex: 2°
error en magnitud: - 24.24 %
error en éngulo: - 42,93 %

Cuerpo de 5.0588 kg = vr = 0.831 m/s

v

a 16.58 m/s

magnitud: 16.60 m/s, éngulo: 2.87°
magnitud ex: 14.8 m/s, éngulo ex: 1°
error en magnitud: - 10.84 %

error en éngulo: - 65.15 4%

Varilla de 0.5 m (0.1798 kg):

Collar de 0.2049 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg = wvr = 1.235 m/s

i

v

9 12.73 m/s

magnitud: 12.79 m/s, éngulc: 5.54°
magnitud ex: 11.2 m/s, éngulc ex: 4°
error en magnitud: ~ 12.43 %

error en éngulo: - 27.81 %

Cuerpo de 3.3914 kg = vr = 1.235 /s

Vo

18.07 m/s
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magnitud: 18.11 m/s, :‘mgulo: 3.91°
magnitud ex: 16.4 m/s, .:sngulo ex: 2°
error en magnitud: - 9.45 %

error en :'mgulo: - 48.85 %

Cuerpo de 5.0588 kg =» vr = 1.235 m/s
22.07 m/s

1

Ve
magnitud: 22.10 m/s, éngulo: 3.20°
magnitud ex: 18.2 w's, éngulo ex: 2°
error en magnitud: - 17.66 %
error en ;'mgulo: - 37.55 %

B) Collar de 0.4522 kg:

Cuerpo de 1.6816 kg =» vr = 0.831 m/s
Vg T 9.15 m/s
magnitud: 9.19 m/s, angulo: 5.18°
magnitud ex: 8.7 m/s, ;mgulo ex: 4°
error en magnitud: - $.31 %
error en éngulo: - 22.92 %

Cuerpo de 3.3914 kg =» vr = 0.831 m/s
Vg = 13.00 m/s
magnitud: 13,03 m/s, angulo: 3.65°
magnitud ex: 10.4 m/s, z'mgulo ex: 2n
error en magnitud: - 20.16 %
error en ;ngulo: - 45.32 %

Cuerpo de 5.0588 kg » vr = 0.831 m/s

Vg = 15.87 m/s
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magnitud: 15.89 m/s, Exngulo: 3.00°
magnitud ex: 13.7 m/s, ‘angulu ex: 2°
error en magnitud: - 13,79 %

error en 'angulo: - 33.28 %

I1.-) Resorte de constante = 200.1 N/m:
a) Varilla de 0.3 m de longltud (0.0517 kg):

a) Collar de 0.2049 kg:
Cuerpo de 1.3816 kg: o vr = 0.781 mw/s

v, 12,73 m/s

8

magnitud: 12.75 w/s, éngulo: 3.51°
magnitud ex: 10.3 m/s, a'mgulo ex: 3°
error en magnitud: - 19,24 %

error en ;'mgulo: - 14.55 %

Cuerpo de 3.3914 kg: =» vr = 0.781 w/s
Vg = 18.07 w/s
magnitud: 18.09 m/s, angulo: 2.47°
magnitud ex: 15.6 m/s, ;ngulo ex: 2°
error en magnitud: - 13.75 %
error en ‘angulo: -19.19 %

Cuerpo de 5.0588 kg: =» vr = 0.781 m/s
Vo = 22.07 ws

magnitud: 22.08 m/s, ;ngulo: 2.03°
magnlitud ex: 16.4 w/s, éngulo ex: 2°
error en magnitud: - 25.74 %

error en ;ngulo: -1.31 %

B) Collar de 0.4522 kg:
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Cuerpo de 1.6816 kg: = vr = 0.526 m/s
Vg = 9.15 m/s
magnitud: 9.16 m/s, angulo: 3.29°
magnitud ex: 7.2 m/s, a'sngulo ex: 3°
error en magnitud: - 21.44 %
error en éngulo: - 8.82 %

Cuerpo de 3.3914 kg: = vr = 0.526 m/s
Vg = 13.00 m/s
magnitud: 13,01 m/s, angulo: 2.32°
magnitud ex: 10.6 m/s. .-'sngulo ex: 2°
error en magnitud: - 18.53 %
error en angulo: - 13.68 %

Cuerpo de 5.0588 kg: =» vr = 0.526 m/s
v8 = 15.87 w/s
magnitud: 15.88 m/s, 'angulo: 1.90°
magnitud ex: 13.8 m/s, a'mgulo ex: 1°
error en magnitud: - 13.09 %
error en .;ngulo: - 47,32 %

El tubo de ajuste del resorte no permlti:') que !'aste entrara en la
varilla de 0.5 m de longltud.

Es necesario explicar que la velocidad experimental se midid por
medio de las fotografias tomadas con ayuda de un estroboscopio: =11
las pulsaciones eran de 3 por segundo. (180 por minuto), la razén de
la distancla recorrida por el collar entre los segundos que tardé en
recorrerla (3 entre el numero de apariclones en la foto), sera la
magnitud de la velocidad, mientras que el angulo se midié dibujando
una linea representativa de la trayectoria del collar y otra tangente
a la trayectoria y luego midiendo el dngulo con un transportador, con
incertidumbre de * 0.5°. En la figura 4.5 se muestra una fotografia
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de este tlpo, acompafiada del calculo de la velocidad (magnitud y
direccion)

.

fFic. 4.5: Fotografla que {lustra el movimlonto del collar tosads
con twna camara. reflex ASA 400, ¥y _ un  estroboscopic a 180 pulsaciones
por minuto (La varilla es de 0.5 =, el collar de 0.4522 kg .y . el

resorte de S00.2 N/m de constante).

Como se habr; observado, en el problema se especifica que la
varilla que sirve de “rlel" para que el collar se mueva debe ser
horizontal, lo cual significa que la deflexl;m de la varilla de
aluminio deblda al peso del collar es cero, lo cual es falso en la
reallidad.
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A contlnuacic'm se calcula la deflexh'm méxlma de las varlllas,
conslder'andolas como vigas empotradas de sccclén circular, vy
suponlendo (como sucedié). que la cuerda de la rosca soportaré la
torca producida por el collar:

Si consideramos un radio de curvatura de 1la linea elastica de la
viga de p, es decir, el eje flexionado de la misma, definimos a la
curvatura (K) como el inverso del radlo de curvatura, es decir:

=l e
K= 4.7

Si se considera adem;s que el a'\ngulo de deformacu')n de un elemento de
la viga es A8 y que las dlstancias y desde la superficie neutra hasta
las fibras deformadas se miden de la manera usual como positivas hacla
arriba, la deformaclén total Au de una fibra se pude expresar como:

Au ==y A8  mem— (4.8)

Si se divide la ecuacl::n 4.8 entre la longitud de arco As
correspondiente a la longitud iniclal de todas las fibras del
elemento, obtenemos:

Au = - A 4 du _ _ de
o ms TV M s oblem gty g (409

Es posible reconocer que du/ds es la deforuacl:an unitaria en la
fibra de una viga situada a una distancia y del eje neutro. Por 1lo
tanto:

du/ds = ¢ =----~ (4.10)
'
Por otro lado, sabemos que As = p A8, por lo que sacando limites:

A6 de | ——_—
A2 3s = a5 =~—P-—K (4.11)

Con base en lo anterior, sustituyendo la ecuacic'm 4.10 y 4.11 en
la 4.9, se puede expresar la relaclc'm fundamental entre la curvatura
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de la el'astlca y la deformaclén longitudinal como sigue:

1 c
1 g =& e (4.12)
P Yy
Conviene ahora obtener la relacion entre la deformacion unitaria

(e) y el momento torsionante:

€ esu.: definlda como el alargamlento observado por unidad de
longitud, y se observa experimentalmente que varia linealmente (en el
limite de proporclonalidad del materlal) con el esfuerzoe normal
apllcado (¢), por lo que se relacionan por medio de una constante de
proporcionalidad llamada modulo de elasticidad o modulo de Young (E),

matematicamente tenemos la relacl&n conocida como Ley de Hooke:

c=E¢c =» ¢=o0o/E ---- (4.13)

Por otro lado, tenemos un segmento de viga bajo la acclr:m de un

momento flexionante positive M (fig. 4.6)

Eje de la
¥ "v.‘g- X JA
'R " +y
T al iy
., G /\_TJA c
€ max eld
Eje
nevtiro

FiG. 4.5: vive en fiexion pura.
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Puesto que el segmento de la viga mostrado en la figura 4.4a debe
estar en equilibrio, el momento aplicado externc M es equllibrado por
el momento inducido internoc debido a los esfuerzos por’flexién que se
desarrollan en la sel:ch;n. Dicho momento interno se determina sumando
las fuerzas que act\'.lan sobre ;reas Infinitesimales dA (fig. 4.6),
multiplicadas por sus respectivos brazos de momento a partir del eje
neutro, Al formular matem;ticamente estos enunclados se obtlene 1la

sigulente igualdad:
M=gt- L cam)dAy=0 =-rooommoee (4.14)

donde el sub‘mdxce A de la Integral indica que la suma se debe
efectuar scbre el area transversal total de la viga. Sin embargo, en
la secclon o nx y ¢ son constantes, asl que la integral se puede
escriblr de nuevo como:

La integral se la ecuaclion 4.15 se conoce como momento de inercia
del area de la sect:ltm1 y se designa por I. Si se hace caso omiso del
signo para el esfuerzo normal ya que su sentido se puede determinar
por - simple examen, y se despeja ¢ max . la ecuacion 4.15 puede
escribirse simplemente como:

¢ max = (4.16)

My
1

(4.17)

Substituyendo la ecuacion 4.17 en la ecuacion 4.13, obtenemos:
“-Ver capitulo I.
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Substituyendo la ccuach':n 4.18 en la ecuaclén 4,12, obtenemos:

1 M
—p—= TE ——-=== (4.19)

En textos de geometr'la anal'nxca se demuestra que en coordenadas

carteslanas, la curvatura de una 1'Xnea se defline por:

d y/dx = vy’
T (dy7dn) ] T+ T ] {4.20)

LN
P

donde x , Yy son las coordenadas de un punto de :asta. En el problema
que se considere, la distancia x localiza un puntc de la elastica de
un viga flexionada y y es la del’lexlc':n. o sea, la desviacion del punto
con respecto a su pnslcx::n intclal.

Sl se sustituyera 1la ecuacl'en 4.20 en la ecuaclén 4.19, se
obtendria la ecuacion diferencial exacta de la elastica. Sin embargo
la resolucl:)n de tal ecuacion es muy dlf'lcll. pero puesto que son muy
pequefias las deflexlones que se toleran en la gran mayor'la de las
estructuras de lngenleria. tambh'zn lo es la pendiente dy/dx de la
elésuca. Por tanto, el cuadrado de la pendiente y’ es una cantidad
despreciable comparada con la unidad, y la ecuacion 4.20 se simplifica
en:

dy
dx

1
- - (4.21)

Por lo tanto, para el c‘alculo de 1la deflexién. se debe resolver
la ecuacion diferencial:

ALy . gy u
)

E I

Esta ecuacion se resuelve con clertas condiciones a la frontera
debldo al tipo de viga que se trate, es declir, al tlpo de cargas y
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apoyos que tenga (en este caso, una viga en voladizo o canuléver

con una carga puntual hacla abalo cerca del extremo).

Sin embargo, una forma I'IS sencilla y clara se puede deducir a
partir del dlagrama de momento flexionante de la viga (fig. 4.7).

Es interesante notar que para fineg pr.actlcns se considera la
carga movil (collar} en el punto de maxima deflexlan, es decir, en el
extremo de la varilla. Ast pues, si se observa el diagrama se notar;
que como el momento flexlonante es negativo desde A hasta B, 1la
elz'ist!ca en toda esta distancia ser'a céncava hacia abajo. En el
empotramiento A, 1la el:'.\st.lca debe iniclarse tangente a la dlreccl&n
inlcial AB' de la viga descargada.

Ahora es posible ver por la geontr'ia del croquls de la ele'xstica
que la distancla BB’ representa 1la deflexion deseada en el extremo
libre. Sin embargo, BB' es tambh'zn la desvlaclén tangencial del punto
B con respecto a la tangente en A. Por lo tanto, se puede utilizar el
segundo teorema del 'area de momento para obtener tea (desviacul:n
tangencial), que en este caso especial es la del‘lexlan en el extremo
libre. El 'area del t.rlz'mgulo del dlagrama de momento flexlonante es:

-

fanl he)
-
-
]
min
Al
L]

donde L es la longitud de la varilla, P el peso del collar, E el
modulo de elasticidad del aluminio, I el momento de 1inercia de la
secch':n ¥y R el radio de la seccxén de la varilla.

6B



a)

b)

<

Fic. 4.7: =« Dlagrama de 1a viga con la carga, b) Deflexton de
1a vigs por 1a carga, c) Dlagrams de momento floxlonante de una viga

'
catilever con una carga puntual en un extremo.

Por lo tanto la maxima deflexion (en este caso tamblen la maxima

desviacion tangencial) en forma algebralca es:

2
2 L P 2 L%p
y=te=0¢y = gl = F5w

f
Substituyendo valores en la ecuacion 4.22, considerando que el

modulo de elasticidad del aluminio es de 75 GPaZ = 75 X 10 ® N/m.

2

"HECA’NICA DE MATERIALES", E. P. Popov, p. 643,
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Varilla horizontal de 0.3 m de longitud (0.0045 m de radlo):
collar de 0.2049 kg =» peso de 2.01 N :
y = tap = 0.0011 » = 1.1 mm
collar de 0.4522 kg =» peso de 4.44 N :
y = tap = 0.0025 m = 2.5 mm
Varilla horizontal de 0.5 m de longitud (0.0065 m de radio):
collar de 2.01 N de peso :
Y = tap = 0.0012 m = 1.2 mm
collar de 4.44 N de peso :
y = tap = 0.0026 m = 2.6 mm
Como se puede observar, aunque la de!‘lexlx':n se presenta por el
peso del collar en la varilla, y es muy pequefia respecto a la longitud

total, asi que se puede considerar que las varillas son realmente
horizontales,
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CAPITULO V.

APLICACIONES DE LA LEY DE CONSERVACION DEL MOMENTUM
ANGULAR EN LA FISICA.

Con lo hasta aqui expuesto, el lector debe tener ya una idea
bastante clara de lo que es la ley de 1la conservacion del momentum
angular. Se procede ahora a estudlar aplicaclones, tanto de la ley

antes citada, como de la ley de la conservacion del momentum lineal.
Las dos primeras son leyes que pueden comprobarse (no deduclrse,
dado que son experimentales) a partir de la ley de conservaci::n del
momentum lineal., Tienen como objeto informar acerca de la importancla
(que como se comentaba en el pr&lcgo, es mayor de la que se le otorga)
que ha tenldo la conservach‘)n del momentum lineal y del momentum

angular en la historia de la Fisica.

Empecemos pues con la comfirmacion de la segunda y tercera leyes
de Newton a partir de la ley de conservacion del momentum lineal:

Tomemos el concepto de momentum llneal ( P ) del primer capitula,
y consideremos la Interacclon de dos particulas Ay B (figura 5,1):

O —®

Fic. 5.1: lnurlch;n de A y B.
Se deflne la fuerza (F) como:
F = aPsat ---- (5.1),

haclendo que en la ecuacién 5.1 At tlenda a cero y sacando l'lmltes.

se puede escribir:
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Recordando que:

la ecuaclon 5.2 puede escribirse en la forma
F = d(m v)/dt,
.
ecuacion que a su vez puede ser escrita como:
F=m (dv/dt) « ¥ (dm/dt),

en donde se presentan dos casos de especlal lnterés

a) Interacciones de velocldad variable y masa constante

ejemplo dos bolas de billar al chocar).

b) Interacciones de masa varliable y velocidad constante

(Por

(Por

'
ejemplo las escaleras electricas, mangueras funclonando con agua,

transportadores de bandas).
Si la masa es constante,
F = m (dvsdt),
y como se indicaba anterliormente: dv/dt = a, con lo que:

F=na,

que es conocida como la segunda ley del movimiento de Newton, y dice

que "La fuerza con que puede Interactuar una particula es el producto

.
de su masa por su aceleraclon”.

Partiendo de la ecuacion:
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y llamando At al tiempo que dure la 1nteracci$n, la ecuaclon anterlor

puede escribirse como:

Sin embargo, si el momentum es constante en el sistema:
aPa = - 4P,
por lo que:
Fa ota = - Fo ats ~-—omomm- (5.4).

Como el tiempo de interaccion es el mismo para ambas particulas.
Ata = At y pueden ser suprimidos, por lo que la ecuacion 5.4 puede

ser escrita de la forma:
Fa = - Fa.

Esta ecuackén se conoce como la tercera ley de Newton, é
simplemente como la ley de acclén Yy reac_clén. Dice que “Las fuerzas
de 1nteracclan entre dos parti:ulas son iguales en magnitud, pero de

sentido contrario”,

Continuando con los ejemplos de la utilidad de la ley de la
conservacion del momentum, veamos las colisiones atomicas.

La conservaclc':n del momentum se aplica a colislones de moléculas.
étonos y sus part‘iculas constituyentes. Se puede obtener mucha
informacion concernlente a particulas atomicas y subatomicas aplicando
el princlpio de ccnservacu'm del momentum a tales colisiones.

En una colision de particulas. tal como se muestra en la figura
5.2, las trazas de las particulas cargadas electricamente se vuelven
visibles y pueden ser fotografiadas cuando tales particulas pasan a
traves del vapor scbresaturado de una camara de nlebla o el liquldo
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supercalenteado de una camara de burbujas. En la primera, se forman

gotlitas l‘lquldas a lo largo de la estela de la trayectoria de la
particula cargada; en el otro caso, las burbujas se alinean a lo largo
de la estela. Las part‘lculas que chocan este’m efectivamente aisladas,
¥y el momentum antes de ocurrir la colision es exactamente igual al

momentum después de la couﬂc’m.

Particvla «

Proton

L.
H

pgl
%

FA - *, )

P =P +
Q 4 e( 8. P
Qs
Fic. 5.2: Fotografla en una camara de nlebla que muestra una
»

’ v
particula o {nucleo de hello} que choca con un proton inlclalmente

reposo.

ki

en
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Fic. 5.3 Fotografia en una camara de burbujas que llustra la
" B - .

fotn  del l1inesl. Un meson T, wna partieula 300 veces

, B »

mas pesada quo un eclectron, entra a la lzqulerda y choca con un  proton
B

Iniclalmente en reposo. El proton sc pone en movimlento  obllcuamente

» .
hacia arriba wlentras qus el meson T se  deflecta  hacta  abajo.

s
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®:—-——¥_‘°___@ P

It Lo

O 74P e x+A°
@lo“‘ 7T++ T

@A°—"rr'+ P

FIG. 5.4: Una serie de aventos

el meson W

iniciados - por que
entra por 1a lzquierda. (1) El meson se combina con el protom, al
chocar se produce un meson K-y wna perticuta A°, esta particuta a1
ser . oloctricamente noutra ‘no dejs huella. 2 El meson T explota en

vuelo convirtiendose en un mesen M y un mowon W . 30 La particula
A° so esclnde en un meson Ty un proton. Lo traza do la particula
cargada  eclectricamente se  curva debido & la  acclon de  un  campo
magnetico.
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Particulas tales como electrones, protones y neutrones, todas
ti_enen momentum. Adem;s. la radiaclén e]cctromagnétlca, en forma de
ondas de radlio, luz visible y rayos X, Lambién transporta momentum.
(La 1luz ejerce una presx'on sobre los objetos en que incide.) La
vteor'la cuéntl:a muestra que la radiacion tlene aspectos "Como si fuera
particula“; las "particulas" de la radiacxén electrcmagnétl:a se
llaman "fotones". Cada fotén transporta un momentum, y la collslén
entre un fot.ém ¥ una particula material tambxén esta gobernada por el

principioc de conservach')n del momentum.

' '
Un gran numero de colislones atomlicas se muestran en las fliguras
5.3y 5.4.

Continuando con los ejemplos de los usos del principlo de la

'
conservacion del momentum, veamos los cohetes:

En el cohete, las part’lculas (las moleculas del gas consumido)
son expulsadas por la parte posterlor. Cada particula sale con una
velocidad Ve. Es importante tener presente que las particulas siempre
son expulsadas con la misma velocidad Ve relativa al cohete. La
velocldad de las particulas expulsadas relativa, por ejemplo, a la
Tierra, no es la misma para todas las particulas debide al cambio de
la rapidez del cohete con respecto a la Tierra.

La masa inicial del cohete (mas su combustible) es mo y esta
inicialmente en reposo. Consideremos que el sistema cohete-combustible
esta aislado (en el espacio); la conservacion del momentum requiere
que el momentum total del sistema continue siendo cero. La masa 8m
del primer grupo de part‘lculas expulsadas se considera muy pequefia
comparada con la masa restante del cohete. Desput'zs de que las
primeras part'lculas han sido expulsadas, el cohete ha ganado rapidez
AV. Hablendo perdido una masa Am, la masa del cohete es ahora mo - Am
y su momentum es (mo - Am)A\'L» El momentum de las parti(':ulas
expulsadas es (Am)ve en la direccion opuesta a AV.



Por el principlo de cunservaclan del momentum,
(mo - Am)AV = (Am)ve

Debido a que Am es muy pequefio comparado con mo, podemos
eliminarlo del lado Izqulerdo de la ecuacion anterlor sin error
apreciable, y se tlene:

mo AV = (Am)Ve —-—=—=m—— (5.5)

La masa del cohete se reduce por el factor Am/mo y su rapidez se
Incrementa por Av/ve.

La masa restante del cohete puede ser escrita
mo = 8m = mo (1- (Am/mo))

De este modo, la masa final del cohete esta relacionada con la
masa original por el factor 1 - (Am/m). La rapldez del cohete es
relativa al sistema de referencia con respecto al cual estuvo
iniclalmente en reposo.

Ahora supongamos que vemos el cohete desde otro marco de
referencia, aquél desde el cual el cohete esté en reposo después de
expulsar el primer gurpo de part'lculas. Entonces, cuando se expulsa
el segundo grupe de part'lculas. su rapldez (relativa al nuevo
sistema de referencia) es otra vez ve. La masa del segundo grupoc de
particulas expulsada se elige de tal forma que el cohete gane
nuevamente la rapidez Av en la dlrecclén hacia adelante. Por 1la
ecuaclén 5.5, esto implica que el camblo fraccional de masa Am/mo, la
masa sobrante del cohete es mo(l — &m/me}{l - &m/me) = mo(1 - Am/mo)
Relativa a nuestro sistema de referencia inercial la rapidez del
cohete es ahora 2av.

78



. P 5

Pt BRI

$AUE OF L BBUBIEC
Se puede contlinuar con este procedimiento, siempre eligiendo un
sistema de referencia inerclal desde el cual el cohete este en reposo
y escogemos la masa de cada grupo expulsado de tal modo que la masa
residual del cohete incremente su rapidez en la misma cantidad Av.
(Nétese que, desde la ecuacién 5.5, si Av es la misma después de cada
expulsién. las masas de los grupos expulsados deben ser diferentes).
Encontramos entonces que, después que n grupos han sido expulsados, el
cohete ha ganado una velocidad, relativa al slstema de referencla en
que iniclalmente estaba en reposo, de n Av, y tlene una masa residual

m dada por:

m=me (1 - Am/mo)" —mmmm—eo—e (5.6).

Se designa la rapldez final del cohete n Av como v, y la ecuach:m
ecuaclén 5.5 puede ser escrita como:

Am av 1 v
me  ve . 0 Ve
y la ecuacion 5.6 resulta:
m=mo lim (1 = (v/ve)/n)"  —ommcemm (5.7
nee

Podemos tomar el limlt.e cuando el m'xmera de expulsiones n tienda a
infinito y la masa de cada una de ellas tienda a cero. Esto

. '
corresponde a la emision continua de moleculas en un cohete real.

Por definicion

e”™ =11
n

m (1 - x/n)
bt ]

donde e es la base de los logaritmos naturales: e = 2.718281...

Sl se comparan las ecuaciones 5.7 y 5.8, se observa que:
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~v/ve
Mo €

Podemos llegar a este resultado de forma diferente, utillzando el
c'alculo integral. La ecuacu':n 5.5 se escribe:

mdv = - ve dm

_r: av = = ve T (dm/m)
ve=~veln (m/mes)
-v/ve
m = Wmo &

Nzn.ense las consideraclones lmpl'h:ltas por esta derivacion del
célculo. La ecuacién 5.5 se aplica en cada instante debido a que el
cohete residual se considera lnstanténealente en reposo en un sistema
inercial, y 1la ley de conservaclén del momentum es valida para
cualquier sistema inercial. Adcn;s. la rapldez de expulsl:m Ve puede
ser sacada del simbolo de integral debido a que todas las particulas
salen con la misma velocidad relativa al sistema inercial lnstantaneo
del cohete. La figura 5.5 es una gra'lflca de la ecuaclz'm 5.9.

o1

S3

.
Fic. 5.5; La rszon de ia mama residual & Iniclal del cohete
'
(w/m ) como funcion de la rapidez final restdual del cohste y dividido
»
por - 1a velocldad de expulsion va. La mama docae exponsnecialmente con

v.



En un cohete de combustible L‘lpico. las moleculas expulsadas
tienen veloclidades de alrededor de 2 km/s, relativas al cohete. Si el
cohete logra una velocidad v = 8 ka/s (la velocidad de un satelite
cercana a la Tlerra), Vv/ve = 4. La ecuaclén 5.9 prueba que la razc'm
de masa correspondiente es w/mo = 0.0018, :: mo = 5SS m. La masa
inicial del cohete es 55 veces m‘:ls que la carga ﬁtu. La ﬁltlma
particula expulsada por un cohete real tliene una velocldad relativa al
marco de referencia en que el cohete estuvo en reposo, de:
4ve - ve = Jve = 6 km/s.

Hasta aqui se ha estudlado 1la importancia de 1la ley de
ccnservacl::n del momentum lineal en la F'Xsh:a. lo cual nos ayudar'a a
comprender mejor la importancia que ha tenldo la ley de conservacl::n

del momentum angular.

Regresemos al sistema Sol-Tlerra (figura 5.6).

. .
FiG. 5.6: Sector clrcular en la orbita eliptica terrestre.
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Se tiene un sistema de dos cuerpos, uno gira en torno al otro
el'lptlcamente (sBlu se muestra la c'arbua). El Qrea sombreada esta
delimitada por dos lineas que parten del cuerpe central y van a la
t.erita. ambas estén casl Juntas, dado que est:'m separadas por un
:'mgulo diferencial(de) que tlende a cero. Por esta caracter'ist!ca.
consideraremos que la fligura asi descrita forma un sector circular,
y que las dos lineas que limitan al sector son de 1igual longitud
(r ).

Se sabe que el momentum angular es:

r X B.

=

L=rXP vy tambien que el
vector posicion r es r F. Por lo tanto: L r
Por otro lado,
B {el momentum lineal) =mv, y v =r ;' +Tr e é
.
en coordenadas cllindricas. Por lo tanto:

E-—-r;)(m(r;'+rsé)=mr26i(.

por ser un producto cruz, y estar su notacic.m en coordenadas
cilindricas.

Como es un sistema cuya l'mlca fuerza presente es la gravitatorla:
F=-G(mH/r2 )T

Por ser un sistema de fuerzas centrales, T es paralelo a I-_'. asi
que:

por lo que:

e
L]
At
n

9!
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es decir, L. es constante.

? 8 k = constante. ~—-=--m {5.10)

Para que L sea constante, L=mr
La diferencial de area del sector circular es: dA = [r(r d8)l/2.
S1 dividimos entre dt ambos miembros de la ecuaclén. tenemos:
2 2
dAsdt = r“/2 (desdt) = (1
Pero de 1la ecuaclém 5.5, sabemos que m r2 é = constante, por lo

que IS tambi:zn es constante, dado que la masa es invariable.

Despe jamos .0 de la ecuacl;m 5.10, y suprimimos k para trabajar
solo con la norma, tenemos: .9 =L 7/ {nr?) Substituimos lo
anterior en ia ecuacion 5.11, obtenemos: dA/dt =r [ L/ (2 m r2 )},
dA/dt = L /7 (2 m ) = constante. Este sorprendente resultado, nos
indica que "En cl movimiento bajo fuerzas centrales, el radio vector
de la partllcula barre 'areas lguales en tlempos iguales”. Conocida
como la segunda ley de Kepler.
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CAPITULO VI.

APLICACIONES DE LA LEY DE CONSERVACION DEL MOMENTUM LINEAL
Y DEL MOMENTUM ANGULAR EN LA INGENIERIA.

Para terminar el presente trabajo, se procede a anallizar m'etodos
que podrian usarse en Ingenieria, basados en las leyes de la

conservacion de los momenta lineal y angular.

En primer lugar, consideremos un létodo basico de la Soluclc‘)n de
problemas relaclonados con el movimlento de las parliculas. el cual se
basa en el principlo del impulso y el momentum y que puede usarse para
resolver problemas en los que intervienen fuerza, masa, velocldad y

tiempo.

B ' '
Considerese una particula de masa m sobre la que actua una fuerza

F. La segunda ley de Newton puede expresarse en la forma:

F = d(m v)zdt -~ - (6.1)

en la que m V es el momentum lineal de la particula. Si se multi-
plican ambos lados de 1la ecuaclf:n 6.1 por dt y s! se lntegra desde un
tiempo ti1 hasta t2, entonces:
F dt = d(m ¥)
[ Fdt=mvz-mwt
[§
° bien, al transponer el I.Jltlmo t;r-lno.
t2 &
mvt*J'“th=mvz ------------ (6.2)
La integral de la ecuaclén 6.2 es un vector que se conoce con el

nombre de impulso llneal, c'> simplemente el impulso, de la fuerza IT‘
durante el intervalo de tiempo considerado. Al dividirse F- en
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conponentes rectangulares, escriblmos:

Imp 1-2 = J": F at
tmp 1.2 = 1 f}2 Fudt + ] f:f Fy dt + E[tf Fzdt -—- (6.3)

’ N;tesc que las componentes del impulso de la fuerza F son iguales

a las éreas bajo las curvas obtentdas al graflcar las componentes Fx,

Fy y Fz contra t (figura 6.1), respectlvamente. En el caso de una

fuerza F de magnitud y dlrecclén constantes, el Impulse esta

representado por el vector F(tz - ti), que tilene la misma dlrecclén
que F.

\Fx

A7 t2 t
Fic 8.1: Graficas de tiempo-ruerza,

La ecuacil'm 6.2 expresa que cuando una fuerza F actl'xa sobre una
particula durante cierto intervalo, puede obtenerse el momentum m v y
el impulso de la fuerza F durante el intervalo de tiempo considerado

(figura 6.2).
Observamos que mlentras la energ.la c_lnéuca y el trabajo son

cantidades escalares, el momentum y el .1mpulso son cantldades
vectoriales, Con el obleto de obtener una soluclén analitica. es
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.
entonces necesario sustitulr la ecuaclon 6.4 por las ecuaclones

equivalentes de las componentes.
(m Vx)1 + I3 Fe dt = (n 9x)2
(m vyh + 112 Fy dt = (m ¥9)z (6.5)

I.Z

(m vz)1 + N Fz dt = (m vz)2

O— + O/ Od

-
my + I”‘P;oz 5; = mvz

- . .
FIG. B6.2: ‘tlustraclon del calculo del momentus final de un slstoma.

Cuando act.l'.lan varias fuerzas sobre una particula. debe
considerarse el impulso de cada una de las fuerzas. Tenemos:

mVL + Y Impt-2a=mva ——-w-——o (6.6)

Tamblen en este caso la ecuacion obtenida representa una relacion
entre cantidades vectoriales; en la soluc.\;m real de un problema debe
sustituirse por las ecuaclones correspondientes de las componentes.

Si en un problema intervienen dos o mas particulas, cada
particula debe considerarse por separado y la ecuaclén 6.6 se escribe
para cada particula. Podemos tamblen sumar vectorialmente las
antidades de movimiento de todas las part'lculas y los 1impulsos de
todas las fuerzas que intervienen.. Entonces escriblmos:
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Imvi+LInpil-a2=fmva = (6.7)

Como las fuerzas de acch.:n y reaccl:m entre las part'lculas forman
parejas de fuerzas iguales y opuestas y como el intervalo desde el
tiempo ti1 hasta t2 es cunu'.ln a todas las fuerzas que aparecen, los
impulsos de las fuerzas de acclén Yy reaccién se cancelan y s:'llo

necesitamos consliderar los !mpulsos de las fuerzas externas.

. . '
Si sobre las particulas no actua ninguna fuerza externa o, en

' .

terminos mas generales, s! la suma de las fuerzas externas es cero, el

segundo l;:rmlno de la ecach':n 6.7 se anula y esta se reduce a:

la cual expresa que la cantidad de movimiento total de las particulas

se conserva.
Por eJemplo:

Un aulom‘ovll que pesa 20 kN baja por una pendiente de 5° con una
velocidad de 80 km/h cuando se aplican los frenos, se produce una
constante de frenado (apllicada por la carretera sobre los neuma'\tlcos)
de 7800 N. Determinese el tiempo necesarlo para que el autom:bvll se

detenga.




Soluclén: Aplicamos el principio del impulso y del momentum.
Como cada fuerza es de erecclén y magnitud constantes, el impulso
correspondiente es igual al producto de la fuerza y el intervalo de
tiempo t.

mvi+ ¥ Imp 128 m v2
componentes x: m vt + (W sen 5')t - Ft =
{20000 N/9,.81 m/s }(22.2222 m/s)} + {20000 N sen 5°)t - 7800t = O
t = 7,48 segundos.

Veamos ahora aplicaciones senclllas de la cunservach':n del
momentum para un sistema de particulas. Si sobre las particulas de un
sistema no act\..la ninguna fuerza externa, los primeros miembros de las

ecuaclones:

son lguales a cero y estas ecuaciones se reducen a P = 0 y = 0.

Concluimos que:
P = constante y L = constante, =—---- (6.11)

Las ecuaclones obtenidas expresan que el momentum lineal del
sistema de partllculas y su momentum angular respecto al punto fljo O

s€ conservan.

En algunas aplicaciones, como en problemas en los que Intervienen
fuerzas centrales, la torca respecto a un punto fijo O de cada una de
las fuerzas externas puede ser cero sin que ninguna de las fuerzas sea
cero. En tales casos, aun se cumple la segunda de las ecuaclones :
6.11; el momentum angular del sistema de particulas respecto al orizen



0  se conserva.

El concepto de la conservaclt'm de los momenta lineal y angular
tambien pueden aplicarse al analisis del movimiento del centro de masa
G. Por ejemplo, si la suma de las fuerzas externas es cero, se aplica
la primera de las ecuaclones 6.11. Usando la ecuacion P = m ¥,

se escribe:
v = constante --—----—— {6.12)

la cual expresa que el centro de masa G del sistema se mueve en una
l'inea recta y con una velocldad constante. Por otro lado, s} la suma
de las torcas respecto a G de las fuerzas externas es cero, se sigue
de la ecuacion 6.12 que el momentum angular del slistema alrededor de

su centro de masa se conserva:
Lc = constante ---~—-———-—- (6.13)

Por ejemplo:

Se desea Iintroducir un pilote de 200 kg en el suelo hasta que la
resistencla a su penetracit':n sea 100 kN. Cada golpe del martillo de
750 kg es el resultado de la ca'lda 1ibre de 1.2 m sobre el pilote.
Determinese cuénto se lntroduclré el pllote en el suelo cuando se haya
alcanzado la resistencia de 100 kN. Supt'mgase que el impacto es
perfectamente pléstico.

'

Solucion:

Antes del impacto: Conservacion de la energla:

Martillo: Wa = (750 kg)(9.81 n/sz) = 7357.5 N.
Ec1 (Energia cinética) = Ec1 = (1/2)(m)(va1)® = 0

Ept (Energia potencial) = Wa y = (7357.5 N){1.2 m) = 8829 J
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Ecz = {1/2)(m)(va2)? = (1/2)(750 kg)(vaz)? = 375 kg vad
Epz = 0

Eci + Ep1 = Ec2 + Ep2 ; 0 + 8829 J = 350 kg vnz2

Se despeja vaz y se hacen operaclones: va2 = 4.85 m/s

C'on.rrrVu.r/o'r, Conservac oy Conse*+vo. Cion
de /Je. energia del momentum de /o €ncrgia,
1e \ — A y e AT

+ V)=

Nuel de
regerencia

B

Choque: Conservacion del momentum lineal: Como el choque es
perfectamente pxéstlco. el coeficlente de restitucion (e) = 0, yel
martillo y el pilote se mueven juntos después del impacto.



{ma)(va2) + (ms)(vB2) = (ma + mB) v3

{750 kg)(4.85 m/s) + 4] = {750 kg + 200 kg) va
Se despeja v3 y se hacen operacliones: v3 = 3.83 n/s

Despues del impacto, conservacion de la energia.

Eea = (1/2)(m + mp)(v3) = (1/2)(750 kg + 200 kg)(3.83 mw's)?
Eca = 6967.73 J; Epa = 0; Ect =0

Eps = Epg (gravitaclional) + Epp (pllote)3

Se le llama h’ a la distanclia total que se introduce el plilote, y

R a la reslstencia a la penetraclion del pllote.

Epa = (Wa + We}(-h') + (1/2)(R)(h’) = - [(750 + 200}(9.81)IN (h') +
(1/2)(1 X 10° N} h’

Eps = 40680.5 h'
Ec3 + Epa = Ec4 + Epa ; 6967.73 J + 0 = O + 40680.5 h’
Se despeja h' y se hacen operaclones: h' = 17.13 cm.

B
Veamos aplicaciones de la ley de la conservacion del momentum

angular:

3 Analogamente a un cuerpo sujfeto a un resorte de constante k y que

se mueve desde una poslclém A1, correspondiente a una de{ormacj'on X1
del resorte, hasta una poslclt:m Az correspondliente a una defarnaclém
x2, el trabajo de la fuerza se obtiene restando el valor de la funclz'm
(1/2)(k xz), correspondiente a la segunda poslcl;n del cuerpo, de su
valor correspondiente a la primera paslcl::n. Esta funclém se
representa por Epp y se conoce como "energ'la potencial del cuerpo
respecto de la fuerza F".
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Cuande no act\'.m ninguna fuerza externa sobre un cuerpo r'lgldo ni
sobre un sistema de cuerpos r.lgldos. los lmpulsos de las fuerzas
externas son cero y el sistema de los momenta en el tiempo t1 es
equipolente al sistema de momenta en el tiempo ta. Sumando e

{gualande sucesivamente las tes x, P tes y y torcas de
los momenta a los tlempos ti-y t2, concluimos que el momentum total
del sistema en cualquier dlrecclc'm Se conserva y que su momentum
angular total alrededor de cualquler punto se conserva.

Los problemas que lncluyen la ccnservacl:)n del momentum angular
respecto a alg;m punto O se pueden resolver mediante el m:atudo general
del impulso y el momentum. es decir, se dibujan dlagramas de momentum
e impulso, La ecuaclon 6.14 se oblene entonces con la suma de las
torcas alrededor de O. Como se v:ra en el ejemplo nun\ero 3, pueden
escribirse dos ecuaciones adiclonales al sumar e 1gualar las
componentes x y yi estas ecuaclones se utilizan para encontrar dos
impulsos lln'eales desconocidos, como los impulsos de las componentes

de la reaccion en un punto f1ijo.

Ejemplo 1:

El engrane A tiene una masa de 10 kg y un radio de gir::.v‘l de 200
mm, mientras que el engrane B tiene una masa de 3 kg y un radio de
giro de 60 mm. El sistema se encuentra en reposo cuande se aplica un
par M de magnitud 6 N m al engrane B. Desprectando el rozaalento,
determ'lnese:

4 El radio de giro k representa la distancia a la que se debiera

concentrar toda la masa del cuerpo si su momento de inercla respecto a
un eje de giro no debiera cambliar.
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a) El tiempo necesario para que la velocidad angular del

engrane B alcance 600 rpm, y

b) La fuerza tangenclal que el engrane B aplica al engrane A.

rs lﬂo.,»l

Solucion:

a)

Se aplican los principlos del Impulso y del momentum lineal a
cada engrane por separado. Como todas las fuerzas y el par san
constantes, se obtienen sus impulsos al multliplicarlos por el tiempo
desconocido t. Se calculan los momentos de inercia centroidales y las

velocidades angulares finales:

Se observa que las velocidades de los engranes en sus periferias

son iguales, se escribe:
A WA = I'B WB ws = we ra/ra = Wb (100 mm/250 mm) = 0.4 we
Con una frecuencla de 600 rpm, tenemos:

we = 62.8 rad/s - wa = 0.4 wp = 25.1 rad/s
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Ia =ma ka = (10 kg)(0.2 m) = 0.4 kgm
Is=me ks = (3 kg)(0.08 m) = 0.0192 kg m

Principios del Impulso y del momentum
sistemas de las cantidades de movimiento
cantidades de movimiento finales se
distintos.

para el engrane A: Los
iniciales, impulsos y
muestran en tres dibujos

L (0a)s,
R?l 0 + :
Ft

Momenta slstM+ Impul ext s&stB/A = Momenta sist

torcas respecto a A: 0 =~ F t ra = -~ Ia(wa)2

Az

F t (0.25 m) = {0.4 kg m )(25.1 rad/s)
Ft=40.2N s

Principios del impulso y del momentum para el engrane B.

et - -
Ig(We) =0 Fe Ft IB(J.’:
PR - @
&yt
Momenta 515t81+ Impul ext slst’.A -B*= Momenta s!sth
2} + Ttt-Ftrs = Ie(ws)2

(6 Nmlt - (40.2 N s)(0.1 m) = (0.0192 kg m )(62.8 rad/s)

t =0.871 s



b)
recordando que F t = 40.2 N s, escrlbimos:
F(0.871 s) = 40.2 N s - F=+46.2 N

Por consigulente, la fuerza aplicada por el engrane B al engrane
A es:

F = 46.2 N

Aqui es Interesante resaltar la importancia de este c'alculo, dado
que al conocer la fuerza aplicada, se puede determinar el esfuerzo
cortante que soporta cada dlente y asi saber sl el material con el que
esta construido es el correcto, o si las dimensiones son adecuadas,
asi como conocer el dh'alet.ro linlno y longltud l;xlma de la flecha
entre soportes que conecta el engrane y el motor (estos célculos se
realizan a partir del conocleiento de la potencia y las revoluciones
por minuto del motor que proporcicna el movimiento).

Ejemplo 2:

El rotor de una turblna de vapor gira con una frecuencia de 5400
rpm cuando repentinamente se suspende la allmentacxén de vapor. El
rotor pesa 90 kg y tiene un radio de giro de 15 ¢m. Si el rozamlento
clnético produce un par de magnitud 2.7 Nem, encuéntrese el tiempo
necesario para que el rotor se detenga.

Solucion:
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Momentum sisti + Impuls ext sist: 2 = Momentum
I w - Mt = 0

I =mk = (90 kg) (0.15 m) =2.025 kg m

sist2

(1)

w1 = (5400 rpm) (1 min/60 seg) (2 x rad/1 rev) = 565.49 rad/seg

De la ecuaclon (1) se tlene: I wi =Mt
(2.025 kg m ) (565.49 rad/seg) = (0.27 kg m} t

_ 1145.11 kg m /seg
t = —Z 7Kg 7eeE (1 min/60 seg) = 7.08 aln

Por lo tanto, la turbina se detendra en 7.08 min.

Ejemplo 3:

Un paquete cuadrade de S0 cm de lade, y 5 kg de masa, baja sobre

una banda transportadora A con una velocidad vi constante.

Al flnal

de la banda transportadora, la esquina del paquete golpea contra un

soporte rigldo en B. S1 se supone que el impacto
perfectamente pléstlca, calculese la velocidad minima v1 a 1
paquete glraré sobre B y alcanzara la banda transportadora C.
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Soluclon:

Principios del impulso y del momentum: Como el 1mpaco entre el
Paquete y el soporte es perfectamente plastico, el paquete gira sobre
B durante el impacto.

+
15°  —— 8N a'/\?a.
8\ Bat

Momenta sist 1 + Impulso ext slst 1-2 = Momenta sist 2
(m v1}(1/2 a) + [+] = (m v2){(1/2 V' 2 a) + Iw2
Como el paquete gira sobre B, se tlene:

va = (segmento GB)wz ; vz =(1/2)( ¥ 2 awz2)

Substituyendo esta expresion, Jjunto con:

I = (1/60(m a®) + [(1/2)( V2 a)1% = (2/3)(m a?),

En la ecuacion (1):

(m v1)(1/2)(a) = m(1/2)( VZ a w2)(1/2)( VZ a) + (2/3)(m a? w2)

Por lo tanto, se despeja y simplifica: vi = (11/6)(a w2} (2)
Principlo de comservacion de la energla: Se aplica el principlo
de la conservacion de la energia entre la posiclon 2 y la posicion 3:
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re_{erencm.

Posicion 2: Epz = W ha ; Ecz = (1/2) (m va2) + (1/2)(I wi)
Ecz = (1/2)(n(1/2 V2 a w2)%1 + (1/2)(2/3 m 2) ()
Ecz = (7/12)(m 32)(u22)

Posicion 3: Puesto que el paquete debe alcanzar a la banda
transportadora C, debe pasar por la posh:l;m 3, en la cual G esta
directamente arriba de B. Tamblén. como deseamos obtener la velocidad
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minima a la cual el paqute llegaré a esta poslch:m. sc ellge:

va =0, w3 = 0. Por consiguiente, Ec3 = 0 y Ep3 = W ha.

Canservacl:m de la energ.'la: Ecz + Ep2 = Eca + Ep3
(7/12)(m a®)(w2?) + W ha = 0 + W ha

Se despeja y simplifica la ecuaclén anterior:
2 2
w2 = {(12 g)}(ha -~ h2)}/(7 a") (3)

/Se substituyen los valores calculados de h2 y ha en la ecuacion

"(3);;‘ y-se obtliene:
w2? = [(12 g)(0.707a -~ 0.612a)1/(7 a®) = (0.163 gl/a
Se substituye w2 en la ecuacion 2 y se simplifica:
vi = 0.403 Vg a.

Substltuyendo la longitud de la cajla, se obtlene:

vi = 0.403 ¥(9.81 m/s° (0.5 my ,

por lo tanto:
vt = 0.894 m/s

Es interesante notar que la velocldad minlma no es t‘unch')n de la

masa de la caja.

Una de las apllicaclones més reclentes de la ley de la conser-
vacion del momentum angular se refiere a satélxtes y cuerpos espa-
clales en general, sin embargo, para comprender mejor la cinética
de los cuerpos rigldos en tres dimensiones estudiemos el movimiento

de un glroscopio.
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Un giroscopio (6 glr::scopo) consiste esenclalmente en un rotor
que puede girar libremente con respecto a su  eje geométr!co. cuando
esta montado en una suspensh’:n Card‘an (fig 6.4a). Un giroscopic puede
tomar cualqulier orlentac&én pero su centro de masa debe permanecer
fijo en el espacio. El giroscopio puede llcvarse desde esta poslch::n
de referencia hasta cualquier poslch:m arbitraria (fig 6.4b) por medlo
de los sligulentes pasos:

1.~) Una rotacién del aro exterior de éngulo ¢ sobre el plano XY
alrededor del eje AA'.

2.-) Una rotacion del aro interior de .:.mgulo 0 sobre el plano 2X
alrededor de BB', y

3.-) Un giro del rotor un zlingulo ¢ con respecto a CC".

Los a'mgulos ¢, 8, y ¢ sc llaman :angulos dc Euler y caracterizan
completamente la poslclén del giroscopio en cualquier instante dado.
Sus derivadas d;. 0 Y w definen las velocidades de prcccsic’m, de
nulacjén y de rotacit‘)n del giroscoplo en el Instante considerado,

respectivamente,

Para deflnir la poslcién del giroscopio en cualqulier instante se
seleccciona un sistema de referencia fljo OXYZ cuyo origen 0O se
encuentra en el centro de masa del rotor. Para calcular las
componentes de la velocidad angular y del momenium angular del
giroscopio se usa un sistema de ejes giratorios Oxyz con origen en el
punto O.

Asi, la velocidad angular w del glroscopio respecto al sistema de
referencia fijo OXYZ como la suma de las tres velocidades angulares
parciales: precesh;n. nuLacl::n ¥ rotaclz‘m, representando por i. :] y k
los vectores unitarlos a lo largo de los aje de rotacion y como l-( el

vector unitario a lo largo del eje fijo 2



, .
Fic. 6.3; cirescoplo o girescopo.

s=¢Kk+ao

Como las componentes vectoriales obtenidas para @ en la ecuach'm

IR B — (6.15)

(6.1S) no son ortogonales, se puede descomponer el vector K en sus
componentes a lo largo de los ejes x y z

K=-sen0 i +cosok

Substituyendo esta ecuach.)n en la ecunch:m (6.15) se obtiene:

5=-$sen0§+63vw;+¢‘cosu)f< ———e (6.16)



Si se llama 1 al momento de inercla del rotor respecto a un eje
de rotacién. e I' al momento de inercla respecto al eje perpendlcular
que pasa por O. Como los ejes de rutaclén estén unidos, no pueden

girar sobre si mismos y la velocidad angular del sistema seré:

G=¢K+0}
Se substituye )E por sus componentes, y se tlene:

ﬁ=-\;sen0i+63~;cosef<

-1'¢tsen9i+l'éj+l(\l;+¢.cose)fc

[}
"

LT =Loyn +02xL

Donde L es el momentum angular del cuerpo con respecto al sistema
fijo OXYZ y E(x.y,z) es la rapidez de cambio de L con respecto al
sistema giratorio Oxyz.

Considerando el caso en que el éngulﬂ 8, la velocidad de
precesh':n ¢: y la velocidad de rotaction !/l permanecen constantes, se
tiene que la velocidad angular @ , su momentum angular L y 1la
velocidad f1 del sistema de referencia glratoria (fig. 6.4) se reducen
respectivamente a:

5=-ésenei+ (\é'v+¢.acose)ﬁ
L=-1 q;senei#l(é+v;cose)ﬁ
ﬁ:—ésenei+u;cosolz
como 8, ¢ y ¥ son constantes, el vector L es constante en magnitud y

dlreccién y su rapldez de cambio respecto al sistema giratorlio es

igual a cero, entonces:
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Sustituyendo en la ecuacion anterior los valores de y Ly
haclendo operaclones, se tlene:

):;=(Iu2—l'écose)ésenej

Fic. 6.3: Ortentacton de  lax  vectores velocidad  angular O,

mowentum angular L y velocidad angular R de un giroscopo

Como el centro de masa del giroscoplo esté fijo en el espaclo,
r F = 5, dado que ¥ F = ma. Se observa que las fuerzas que deben
aplicarse para mantener el movimiento se reducen a un par de momento
igual a T T y debe estar aplicado alrededor de un eje perpendicular a
los ejes de precesién y rotaclén del giroscopio.

El girc‘;scnpo es un aparato cuya utllidad préctlca radica en su
propledad de resistlr las fuerzas externas que tienden a modiflcar la
dlreccién de su eje de rotaclén, de modo que mantiene una posxclén
constante a pesar del movimiento lIrregular del 1lugar donde esté

instalado, por lo que se usa en dlversos instrumentos de navegaci:m.
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como los estabillzadores gigantescos que contrarrestan el balanceo y
cabeceo de los barcos: la br\'l_lula glroscc;plca, en que el eje de
rotaclc'm del gliroscopio, una vez alineado con el eje norte-sur de la
Tierra, sirve de punto infallble de referencia,, no afectado por las
variacliones magnétlcas: Yy en casi todos los sistemas autnnz'aucos de
direccion (como los pllotos autu-;ticos); conectado al mecanismo de
dlreccl:m de proyectiles balistlcos, aviones y buques, permite
mantener un rumbo constante (flg. 6.4.).

chikO!‘S
electronicos

G-”suta-dcr-
de cierre
de comhystible

Motor del
cohete

Gases
de escape

d JAleta de
Aleto. - control atmosgerico
cﬁnfl’ﬂl el
¢:<.f¢
. .
Fic. 6.4: La gquia inercial permite eonviar unm cohete en direcclon
predeterminada  sln  senales de  tlerra, Se  compone de dos  alstemss:
.
controles de vuelo (obscuro para la postura y controles de aceleracion
B .
tclaro) para 1a potencla. Los glroscopos actuan wobre ol primer
.
sistema: al  percibir desviaciones del curso envian por lom  controles

.
slectronicos cambios o correcclones de vuelo a las aletas de asbos
.
sistemas, E} contrel de acelerscion clerra el combustible cuanda sus

sensoros perciben que se ha alcanzado la velocidad deseada.



Consideremos ahora el movimiento de un cuerpo axlsim’etrlcn ('o
cuerpo de revolucion) no sujeto a una fuerza, excepte su proplo peso,
con respecto a su centro de masa. Ejemplos de tales movimlentos son
realizados por proyectliles si la resistencia del alre se desprecia, ¥y
por sat.elltes artificlales y vehiculos espaclales después de que han
quemado el combustible de sus cohetes de lanzamiento.

s .
Fic. 6.5: Analisis vectorial de un cuerpo axislmetrico en movimiento.

Como la suma de las torcas de las fuerzas externas alrededor del
centro de masa G del cuerpo es cero, la ecuach')n 6.12 nos da L = 0, se
slgue que el momentum angular L del cuerpe con respecto a G es
constante. Entonces, la direcclon de L esta fija en el espacio y
puede utilizarse para definir el eje 2Z ° eje de precesk'm {figura
6.5). Selecclonando un sistema de ejes giratorlios Gxyz con el eje z a
lo largo del eje de simetria del cuerpo y el ele x en el plano
definldo por los ejes Z y z, tenemos

Lx = - L sen 6 Ly =0 Lz = L. cos 8 ---= (6.17)



donde O representa el ::mgulo formado por los eles Z y z ¥y L es la
magnitud constante de la cantidad de movimiento angular del cuerpo
alrededor de G. Como los eles x, y y z son ejes principales de
inercia del cuerpo considerado, podemos escribir

Ix = 1" wx Ly = I' wy Lz = 1wz ~-- (6.18)

donde I representa el momento de inercia del cuerpo alrededor de su
eje de slmetria e 1' es su momento de lenrcla alrededor del eje
transversal que pasa por G. De las ecuaclones 6.19 y 6.20 se concluye
que

wx = - L sen8/I' wy =0 wz = L cosB/1 ---- (6.19)

La segunda de las relaclones obtenidas muestra que la velocldad
angular w no tlene componente a lo largo del eje y, es decir, a lo
largo de un eje perpendicular al plano Z2z. Entonces, el ':mgulo formado
por los eJes 2 y z permanece constante y el cuerpo realiza una

precesh':n estacionarlia con respecto al eje 2.

Dlividiendo la primera y la tercera de las relaclones 6.19 miembro
a miembro y observando de la figura 6.6 que - wx/wz = tan 7, obtenemos
la siguiente relaclén entre los éngulos ¥ ¥ @ que los vectores © y L,
respectivamente, forman con el eje de simetria del cuerpo:

tan 7 = (I/1')(tan ) =———w=m—m (6.20)

Existen dos casos particulares de movimiento de un cuerpo
axlsmétrlco no sujeto a fuerzas en los que no existe preceslén:

1) Si el cuerpo se pone a girar alrededor de su eje de slnetr'la.
tenemos wx = 0 y por la ecuacion 6.18, Lx = 0; los vectores & y L
tienen la misma Drlentaciém y el cuerpo permanece girando con respecto
a su eje de simetria (figura 6.6a) y



2} Si el cuerpo se pone a girar alrededor de un eje transversal
tenemos wz = 0 y de la ecuacion 6.18, Lz = O, nuevamente @ y L tienen
1a misma orientach.:n y el cuerpo permanece girande con respecto al eje

transversal dado (figura 6.6b).

Diveccroy Zz=z
Filo ~=7 Z\
— 3 S\
t w D:'reg;ioq/'\ - sz
flje W .

Fic. B.6: Casos  particulares de  movimlento de un  cuerpo

axisimetrico no wujeto a fucrzas en los que no exlste precesion.

Conslideremos ahora el caso general representado en la figura 6.5,
el movimlento de un cuerpo con respecto a un punto fljo (x': con
respecto a su centro de masa) puede representarse por el movimiento de
un cono del cuerpo girande sobre un cono en el espacio. En el caso de
ta precesh':n uniforme 6 estaclonartia los dos conos son circulares, ya
que los 'angulos 7 y ©-7 que forma la veloclidad angular ©
respectivamente con el eje de simetria del cuerpo y con el eje de

. .
precesion son constantes,

Deben distinguirse dos casos:
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1) 1 <1, Este es el caso de un cuerpo elongado, como el
vehiculo espacial de la figura 6.7. De 1la ccuaclén 6. 20 tenemos
7 < 8; el vector © se encuentra en el interior del a'mgulo 2Gz; el cono
del espacio y el cono del cuerpo son tangentes externamente; 1la
rotach':n y la precesh‘an son ambas en sentldo opuesto a las manecillas
del relo) vistas desde el eje z positivo, Se dice que la precesl.on es

directa.
1Z

,Z
Coqo
espacial

C.qo JE/

Cverpo

Fic. 6.7: Representacion del  movimlonto de  un cuerpo  elongado

respectc a - un punto fijo como el mavieiento de un cono del cuerpo

sobre un cono en el espacio.
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i) I>1, Este es el caso de un cuerpo aplanado, como el
satéute de la figura 6.8. De la ecuaclén 6.20 tenemos ¥ > 8; como el
vector @ debe encontrarse fuera del ;'mgulo ZGz, el vector wf( ( w es la
velocidad de precesic'm'y K es el vector unitario en la direccion del
eje z) tiene un sgntido opuesto al del eje z; el cono del espacio se
enc_uent.ra'en el‘ interior del cono del cuerpo: la preceslr'm Yy la

rotacl'on tienen sentidos opuestos y se dlce que la precesu'm es

retf«.:grada.'

4

)

ZK

Co .

spvCz
Cono dJel
cverpo

¥R
Fic. 6.8:; chrennuc\;n del  wovimiento de un cuerpo  aplansdo

respecto a un  punto filjo como el wmovimiento de un  cono del cuerpo

sobre un cono en &1 espaclo.



Por eJemplo:

Se sabe que un satéllte espaclal de masa m es dlnémlcamente
equivalente a dos discos delgados de masas lguales. Los discos son de
radlos a = 800 mm y estan unldos rigldaaente por una varilla de
longitud 2a. Inlclalmente el sat’ellte gira libremente alrededor de su
eje de simetria con una frecuencla de 60 rpm, Un meteorito de masa
me = m/1000 que viaja con una velocidad ve de 2000 m/s relativa al
sat::llte, golpea a este y se queda incrustado en C. Determinense:

a) La velocidad angular del satelite inmedlatamente después del
impacto,

b} El ele de preceslf:m del movimiento impuesto, y

c) lLas velocldades de preceslén y de rotacl[)n del movimiento
subsecuente.
z

a

&
-,,

“

1%

Pl

So.lucit"m:

a) Se observa que los ejes mostrados son 1o0s ejes principales de
inercia para el sat:zllte y escribimos:

I=Ic=1/2m%; I' = Ix = Iy = 2[1/4(1/2 m)a2 + (1/2 m)a ] = 5/4 nd

Se considera que el satélite y el meteorito son un solo sistema.
Como no actfxan fuerzas externas sobre este sistema, las cantldades de
movimiento antes y despu::s del impacto son equipolentes. S} se toman
las torcas alrededor de G, podemos escribir:



-anmanl‘(olunl“(=E

C=-mvoal+ I wk (1)
1z
1z ™ s
LTS L mv
-y
,:V_—_- —_ ::—x
e * -

S1 se substituyen los valores obtenidos para las componentes de L

y para los momentos de inercia en las ecuaclones

Lx = Ix wx Ly = Iy wy Lz = Iz we
escribimos:
-,maVua=I'm=5/4mazm 0 =1 wy lw =1 wz
we = - (4/5)(mo vo/(m a)) wy =0 w2 = we (2)

Para el satelite considerado, la frecuencia de rotacion es de
60 rpm, wo = 6.283 rad/s, mo/m = 1/1000, a = 0.800 m, y veo = 2000 mw's;
encontramos:

wx = -~ 2 rad/s wy = 0 wz = 6.283 rad/s

172

w = (w;z + uyz) = 6,594 rad/s tan ¥ = -wx/wz = + 0.3183
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w = 6.6 rad/s 7 = 17.7°

b)

Como en movimiento libre la direcch.)n del momentum angular L astZl
fija en el espaclo, el satelite tendra precesh':n con respecto a esta
dlrecclan. El ;ngulo @ formado por el eje de precesl::n y el eje z es:

tan 8 = - Lx/Lz = (mo vo a)/{I wo) = (2 mo vo)/m a wo = 0.796

o = 38.5°



c)

Trazamos los conos en el espacioc y en el cuerpo para el
movimiento 1libre del snt'ellte. Utillzandoe la ley de los senos,
calculamos las velocidades de precesl;:n y de rotacion.

w/sen @ = J/sen 7= J/sen (8 - 7}

¢ = 3.225 rad/s ¥ = 3,759 rad/s
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CONCLUSIONES

Como se pudo observar en los capitulos 3 vy 4, los objetivos en
cuanto a construcch':n y funcionamlento del aparato que es la base del
'

presente trabajo, se cumplleron. Pero es interesante hacer hincapie

en los sigulentes puntos:

a) Las diferencias (relativamente pequefias) en las
velocidades de las trayectorias de los collares se debieron a que se
puede reducir la frlcch'm entre las varillas horizontales y los
collares, pero no se puede eliminar, sin embargo las desviaciones
estandar de los datos, indican que el experimento se puede reproducir.

b) Las trayectorias observadas en los collares son
ligeramente curvas, tendiendo a ir hacla afuera, por la rrlcclén entre
las varillas y los collares, y en los baleros de la barra vertical
central, ambas modifican ligeramente el momentum lineal y el momentum

angular, produciendo las pequeiias diferencias.

Una de las caracteristlcas m':ls importantes de la clencla, es el
hecho de que puede modelar y predecir el comportamiento de fenémenos
naturales. En la decencia éste es un problema capltal, dado que los
estudiantes no ven la importancia de ésto. El presente trabajo tiene
ademés el valor de poder presentar matamétlcamente algunos conceptos
de la Fislca y compararlos con la realidad, observando que son muy
seme jantes. Una apllcac!c.m de este modelaje se aprecla en las

animaclones por computadora de ::rbn.as planetarias del capitulo II1.

Desde el principio del desarrollo de modelos en el capitulo 1v,
se observa una congruencia en los resultados, vléndose que la
velocidad es mayor en su componente trasversa, lo cual provoca que el
collar tenga una trayectoria muy cercana al borde de la varilla, es
decir, que el .:angulo de la trayectoria respecto a la componente
trasversa es muy pequeiia. En 1a realidad se observa este fenomeno

debido a que el resorte no podia comprimirse demasiado porque el



equlilibrioc en los ganchos es muy precario.

Se puede observar que la trayectoria es rectllinea
independientemente del peso del collar, de la longitud de la varilla,
del resorte, etc. porque al no haber fuerzas externas que provoquen
una torca, el momentum angular se conserva. Aunque es necesarlo
indicar que 1s componente trasversa de la velocidad es directamente
proporclonal al peso del cuerpo que cae, e inversamente proporcional a
la longitud de la varilla (por su masa) y a la masa del collar,
mientras que la componente radial es directamente proporcional a la
constante del resorte y a su defor-aclc'm. e inversamente proporclional
a la masa del collar. Estos l'nthnos son datos \'xtnes para calibrar el
aparato, sl se desea hacer una pr;.n:uca. .

Se habra notado que hay un cierto ;ngulo al momento de tomar 1la
foto, debido a que no se alcanzaba la altura para tomarla de planta.
No afecta los resultados, porque no son funcion de la perspectiva,
sino solo del numero de apariciones del collar en la foto y de 1la
distancia total recorrida.

En lo que respecta al mt'zlodo de 1la conservach‘:n del morentum
angular y la l:onscrvaclim del mowmentum lineal, se ve que es de gran
ayuda en problemas pr:'xcucos de !ngenieria, y no se les da la debida
importancia en los cursos de lngenier'la.
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