UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO
FACULTAD DE INGENIERIA
TESIS coy
FALLA 12 opragy

CALCULO DE FLUJO NO PERMANENTE
A SUPERFICIE LIBRE
CON SALTOS HIDRAULICOS

TESIS DE GRADO
MAESTRIA EN HIDRAULICA

RAUL MONTERO MATAMOROS

MEXICO D.F
MARZ0 1992



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



2.1
2.2
2.3

3.1
3.2

3.3
3.4

3.5

INDICE

. INTRODUCCION

. ECUACIONES FUNDAMENTALES. FLUJO NO PERMANENTE

Introduccién

Definiciones

Derivacién de las ecuaciones de flujo no permanente
2.3.1 Ecuacién de continuidad

2.3.2 Ecuacié6n dinémica

. SALTG HIDRAULICO

Introduccion

Flujo no permanente. Velocidad absoluta de onda. y
celeridad

Funclén cantidad de movimiento

Ecuacién de tirantes conjugados

3.4.1 Ecuacién de tirantes conjugados. Flujo permanente
3.4.2 Ecuacién de tirantes conjugados. Flujo no permanente
Celeridad, velocidad absoluta y altura de onda en una
seccién rectangular

. METODO DE LAS CARACTERISTICAS

4.1
4.2
4.3
4.4

Introduccién

Definiciones y derivacién del método
Diferencias finitas

Interpolacién de Lagrange

. MODELO NUMERICO

5.1
5.2
5.3
5.4

5.5
5.6
5.7

Introduccion

Ecuaclones de Saint-Venant

Método de las caracteristicas
Solucién de las ecuaclones

6.4.1 Reslstencia al flujo y pendlente del fondo nulas
5.4.2 Resistencia al flujo

Tipo de flujo

Condiciones iniciales y de frontera
Solucién numérica

5.7.1 Puntos interiores

5§.7.2 Condicién de frontera

.U od W W wW

12
12

14
18
21
22
24

24

28
28
29
33
34

39
39
40
40
43
44
45
45
45
48
48
52



5.8 Condicién de frontera mévil

. EJEMPLDS

6.1 Introduccién
6.2 Ejemplos

. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

REFERENCIAS

APENDICE

56

60

60

61

68

71



1. INTRODUCCION

En la mayoria de los casos de flujos a superficle libre el movimiento
del agua es no permanente. Se conoce como flujo no permanente a
superficie libre cuando la velocidad o el tirante varian con el tiempo
y la distancia, Estos cambios pueden ser resultado de un fendémeno
natural (lluvia) o por la accién del hombre {(operacién de compuertas).

Como las variaciones se presentan predominantemente en una direccién
espacial que es una que coincide con el eje del cauce, el andlisis
puede hacerse en forma unidimensional. El comportamiento del flujo no
permanente unidimensional es descrito mediante las ecuaclones de
Saint-Venant (continuidad y dinamica), las cuales forman un sistema de
ecuaclones diferenciales parciales de tipo hiperbélico, con
determinadas condiciones iniciales y de frontera, En este sistema
existen dos variables independientes y dos dependientes, en el cual se
requiere conocer el valor de ellas en cada instante., Para obtener la
solucién de este sistema, se emplea en este trabajo el método de las
caracteristicas; medlante el cual, se convierte el sistema de
ecuaciones diferenciales parciales a uno que contiene derivadas
totales,

En esta tesis se ha puesto especial interés al estudio del movimiento
del salto hidraulico, el cual se puede definir como un fenémeno local



mévil donde existe un camblo de régimen (de supercritico a subcritico);
el salto puede moverse hacla aguas arriba o hacia aguas abajo,
dependiendo de las condiciones de frontera. El estudio de este fenémeno
se enfoca a conocer el sentlido y la velocidad de propagaclién del salte
a lo largo del canal.

En el capitule dos de este trabajo se hace una revisiéon de las
ecuaciones fundamentales que describen el comportamiente del flujo no
permanente (ecuaclones de continuidad y dinémica).

El capitulo tres estd dedicado al estudio del salto hidraulico; con el
principio de cantidad de movimlento se hace un analisis del salto
hidraulico y se establece la ecuacién de tirantes conjugados, tanto
para flujo permanente como para no permanente.

En el capitulo cuatro se analizan las herramientas para obtener la
solucién de las ecuacliones planteadas en los capftulos previos. Se
aplica el método de las caracteristicas, el concepto de diferenclas
finitas y la interpolacién de Lagrange.

Con base en los conceptos de los capitules 2 a 4, en el cinco se
elabora upn modelo numérico para la simulacién de flujo no permanente,

que considera el movimiento del salto hidraulico.

Para la aplicacién del modelo numérico planteado en el capitulo cinco,

se muestran varios ejemplos en el sels.

En el capitulo siete se plantea conclusiones y recomendaciones.



2. ECUACIONES FUNDAMENTALES. FLUJO NO PERMANENTE
2.1 INTRODUCCION

En este capitulo, se analizardn las ecuacliones fundamentales que
describen el comportamiento del flujo no permanente a supeficie libre:
la ecuacién dindmica y la de continuidad; las cuales para su solucién
existen diversos métodos.

2.2 DEFINICIONES

Si el tirante o la velocidad en un punto de un flujo varfan con el
tiempo, el flujo es llamado: "flujo no permanente". Este tipo de fluje
es el mds comun dentro de la naturaleza. Dependiendo de la rapidez de
la variacién del tirante, el flujo no permanente puede ser clasificado
como: réapidamente variado o gradualmente variado.

En flujo rdpidamente variado, el cambio de la superficie del agua se
presenta en un tramo corto, que consiste generalmente en una
discontinuidad. El1 componente vertical de la aceleracién, desempefia un
papel importante en el fenémeno, mientras que la pérdida de energia por
el efecto de la friccién en las paredes del canal es relativamente
pequefia en comparacién con el efecto dinamico del flujo. ’



En el flujo gradualmente variado, las modificaclones de la superficie
libre del agua son moderadas, y el cambio del tirante es poco a poco.
El componente vertical de la aceleracién de las particulas del agua es
despreciable en comparacién con la aceleracion total, mientras que el
efecto de la friccién del canal es generalmente apreciable y no debe
ser omitido en un analisis cuidadoso.

2.3 DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE FLUJO NO PERHANENTE

Las ecuaciones de continuidad y dindmica descriven el flujo no
permanente en un flujo unidimensional, ambas son conocidas como
"Ecuaciones de Saint-Venant". Estas se obtienen al expresar al tirante,
Y, ¥ a la velocidad, V, como variables dependientes. Estas ecuacliones
se basan en las hip6tesis siguientes:

1. La pendiente del fondo del canal, So' es pequefia por lo que el
éngulo 8 que forma la plantilla con la horizontal cumple con:
sen8=ta.n9=xsoycose=1.

2. La variaci6n de la superficie libre del agua es gradual. Por lo que
los componentes normales a la direccién del flujo de aceleracién y
velocidad se consideran despreciables, por lo cual la distribucién
de presiones se considera hidrostatica.

3. En el flujo no permanente, las pérdidas de carga debidas a la
friccidn son calculadas con expresiones de flujo uniforme.

4. La distribucién de velocidades en la seccién del canal es uniforme.
Los coeficientes de Coriolis (a«), y Boussinesq (B), son iguales a
uno.

5. El canal es prismiatico; es decir, el canal tilene allneamiento y
forma constante.

De acuerdo al volumen de control mostrado en la fig 2.1 el eje X
corresponde al fondo del canal y es positivo en direccién aguas abajo.
La profundidad del flujo, y, estad medida verticalmente desde el fondo
del canal. De esta manera el eje X y Y no son ortogonales; sin embargo
la pendiente del canal se supone pequefia por lo que esta discrepancia
no produce errores significativos.
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FIG 2.1 NotaciOn para las ecuaclones de
continuldad y dinfmica.

2.3.1 ECUACION DE CONTINUIDAD

La ecuacién de continuidad para un flujo no permanente puede ser
establecida considerando la conservaclén de masa en un volumen de
control como: "El cambio en el tiempo de la cantidad de masa almacenada
en el volumen de control es igual a la variacién en el tiempo de la
masa que entra menos la que sale".



St se observa la fig 2.1, se puede decir que ‘la cantidad de masa que
entra al volumen de control es igual

{cantidad de masa que entra} = % AV (2.1)

donde y es el peso especifico del agua y g es la aceleracion de la
gravedad. Ahora, la cantidad de nmasa que sale del volumen de control es

{cantidad de masa que sale} = E [A + %’t— Ax] [V + % Ax] (2.2)

Si ge resta la cantidad de masa que entra (ec 2.1), menos la que sale
(ec 2.2), se puede encontrar el cambio en el tlempo de la cantidad de

masa almacenada en el volumen de control
cambio de la cantidad{ _ [cantidad de masa| _ Jcantldad de masa
de masa almacenada - que entra que sale

{camblo de la cantldad} AT 7 [A + A AX] [V + av Ax] (2.3)
g X '

de masa almacenada g ax a

al efectuar las multiplicaciones, la ecuaci6én anterior queda de la
siguiente manera )

camblo de la cantldad} _
de masa almacenada

Tay-1 v 3A A 4 OV
§Av g[AV+AaxAx+VaxAx+axAxaxAx] (2.4)

despreciando los términos de segundo orden, se obtiene la cantidad de
masa neta en el volumen de control

camblo de la cantidad| _ _ ¥ ﬂ _a__A
{ }- g [A mAax Vg Ax] (2.5)

masa almacenada

Por otra parte, el cambio de la masa almacenada con respecto al tiempo
en el velumen de control es

camblo de la cantidad| _ 7 0A
{ masa almacenada } T gat ax (2.6)

Por lo que el cambio de masa en el volumen de contrel en el tiempo es
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igual a la variacién neta de la cantidad de masa, de esta manera las
ecs 2.5 y 2.6 representan lo mismo, es decir

%g%Ax=-Z[gle+Va-Ax] (2.7

Se puede eliminar el factor Ax] de ambos lados de la ecuaclén

anterior, y reordenando queda la sigulente expresién

0q =2

gﬁ + A g! .V gﬁ =0 (2.8)

Si se considera un canal prismidtico con é4rea hidraulica, A, que es
conocida en funcién del tirante, y, las derivadas de A, pueden ser

expresadas en términos de y, de la siguiente manera

A _ dA 3y _ ay
a = ay ax - BY) &
(2.9)
8A _ dA 3y _ ay
E-E‘ aya—f— Bly) It

donde se ha sustituido dAs/dy por el ancho de superficie libre, B(y),
el cual esté en funcién del tirante y.

Sustituyendo las ecs 2.9 en la 2.8, se obtiene

B AT vveP=o (2:10)

dividiendo entre B, resulta

8y . AdVv
"BtV

15
]
o

(2.11)

Como el gasto, Q, se define como Q = V A, la variacién del gasto en la
distancia es

aQ av
5 = v 3_ + A (2.12)

Si se toma en cuenta las ecs 2.9 en la 2,12, se obtiene

aQ ay av
m=VB + A (2.13)

Despe jando el término B g% de la ec 2.10 e igualandolo con la ec 2.13
se encuentra



x = 3t 7(’2>. }4)
reordenando términos

B.pH=o ©oi(2018))
Las ecs 2.10 o 2.15 corresponden a la ecuacién de continuidad para
flujo no permanente a superficie libre.

2.3.2 ECUACION DINAMICA

La ecuacién dindmica para flujo no permanente considera la conservacién
de cantidad de movimlento, por leo que la cantidad de movimiento
almacenado en el volumen de control (fig 2.1), es tgual al cambio neto
de la cantlidad de movimiento en el volumen mis la suma de fuerzas que
actlan sobre é1.

De acuerdo con la figura 2.1b, las fuerzas que actian sobre el volumen
de control son las sigulentes

Fo=-F,=7Aj (2.16)
F.o=7 a2 ax (2.17)
3 8x .

F,=7AS, (2.18)

En la fig 2.1b, F1' F2 y 1-‘:3 representan a las fuerzas de presién; la
fuerza de presién que se ejerce sobre la pared vertical de aguas abajo
del volumen de control es dividida en dos componentes, F, y F,. Siendo
F:; la fuerza de presién debida al incremento de profundidad en esta
seccién, en el analisis de ésta no se incluyen los términos de orden
mayor. F‘4 es la fuerza debida a la fricciédn; Fs es el componente en x
del pesc del agua del volumen de control; 6 es el angulo formado entre
el fondo del canal y el eje horizontal x (positivo en direccién aguas
abajo); Sf es la pendiente de energia.

El valor de la pendiente de energia Sr puede ser determinado utilizando
cualquier férmula para flujo uniforme (por ejemplo, la de Manning) y
dado que 0 tlene un valor pequefio, sen 8 = tan 0 = SO, donde So es la

8



pendiente del fondo, de esta manera el valor del componente horizontal
del peso del agua del volumen de control es Fs' y se obtlene de la
siguiente manera

Fg =7 AMS) (2.19)
Cuando la direccién de la fuerza resultante, F, que actua en el volumen
de control, es igual a la del flujo, esta fuerza se considera positiva;
de acuerdo a lo anterior la magnitud de F, sera

F=LF=F =-F,~F, -F, +Fg (2.20)

De acuerdo a las ecs 2.16 a 2.18, la 2.20 se expresa de la slgulente

manera
- G- 7 - 8Y Ay -
F=y Ay -2Ay-vAz;x-2AS Mx+yAdxsS, (221)
sumande términos queda
_— 8Y ay -
F=-gAg M -7 AS, Mx+ 7 AMS, (2.22)

Por otra parte, la cantidad de movimiento a la entrada del volumen de
control es

que entra

{cantldad de movlmlento} - % A V2 (2.23)

La cantidad de movimiento a la salida del volumen de control es

{%antldnd de movlmlento} = g [A V2 + g} (A V2) Ax] (2.21)

que sale

Por lo que la cantidad de movimiento en el volumen de control sera la
diferencia de las ecs 2.24 y 2.23

cantidad de movimiento] _ _ ¥ 8 2
{ Fe-lh v e (2.25)

almacenado

La variacién de la cantidad de movimiento dentro del volumen de control
respecto al tlempo, esta dado por



variacldn de cantlidad de _ 8 7

{movlmlento respecto al t.lcmpo} 3t [§ AY AX] (2.26)
Conforme a la ley de conservacién de cantidad de movimliento, la
variacién de la cantidad de movimiento en el tiempo es igual a la
cantidad de movimiento almacenado en el volumen de control mas la suma
de las fuerzas que actdan sobre éste. Por lo anterior las ecs 2.22,

2.25 y 2.26 se relacionan de la siguiente manera

9_fr =-2 2 - gy -
3T [g AV Ax] =- g a% (A V®) A&x - 7 A 5% Ax + y A SO Ax — ¥y A Sr Ax
(2.27)

Dividiendo entre (y/g) Ax la ecuacidn anterior, se llega a la sigulente
expresion

2 - (AVd) -gad -
5 [A V] % (AV") ~g A mreh So gAS, (2.28)
agrupando términos se tiene

g—t-[AV]+g—x(AV2)+gAg§=gA(S—S) (2.28)

desarrollando las derivadas

av BA 2 8A av ay
A a v att v x +2AV X + g A %

14
1]

A (S° -S) (2.30)
dividiendo entre A

av 8A . V? aa 3y

\4 v av
AT T2 Yt Bax (s ~s) (2.31)

"
o
]
-

ordenando términos

av av ay vV {8A 8A avy] _ _

+K[ﬁ+v5§+lxa§]_g(so s)  (2.32)
Los términos agrupados en el paréntesis del lado izquierdo de la
ecuacién anterior, equivalen a la ecuacién de continuidad (ec 2.8), por
lo cual el valor de este término es O, resultando la siguiente

expresion

10



av

o, 3. s -
(3—t—+Vﬁ+gax—g[So S ) (2.33)

K
Las ecuaclones de continuidad (ec 2.10) y dinamica (ec 2.33) para flujo
no permanente, fueron publicadas por primera vez por Salnt-Venant
(1871), debido a ello son conocidas como "Ecuaciones de Saint-Venant".
La validez de estas ecuaciones ha sido verificada por muchas
observaciones y experimentos. Sin embargo, debido a su complejidad
matematica, la integracién exacta de las ecuaciones, es practicamente
imposible. Para aplicaciones practicas, la soluclén de las ecuaciones
se puede obtener con un método numérico.
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3. SALTO HIDRAULICO
3.1 INTRODUCCION

El salto hidraulico fue investigado experimentalmente por primera vez,
por Bidone, cientifico italiano, en 1818. Esto permitié a Bélanger
(1828) distinguir entre pendientes moderadas (subecriticas) y fuertes
(supercriticas). El1 observé que en canales de pendiente fuerte, el
salto hidrdulico se produce, cuando el flujo uniforme es blogqueado por
un obstéculo.

Cuando existe un cambio en el comportamiento de un flujo., pasando de
régimen supercritico a subcritico, este fendmeno es conocido como
“salto hidraulico"; en el cual existe un camblio brusco en el tirante,
de un nivel bajo (supercritico) a un nivel alto {subcritico); en este
cambio se produce turbulencia con fuertes pulsaciones del nivel del
agua, observandose claramente la inclusién de aire. Después de un
crecimiento irregular y repentino de la superficie del agua, en un
tramo relativamente corto, el flujo se regulariza de manera inmediata y
continta libremente en régimen subcritico. Todo esto estd asociado con

una pérdida apreciable de energia transformada principalmente en calor.

El salto hidraulico es conocido también como una onda estaclonaria.
Algunos autores consideran mis adecuado el nombre de onda estacionaria

12



que el de salto hidraulico y para ello argumentan dos razones:

1) Las particulas de agua tienen un movimiento como el de una onda
giratoria debajo del remolino superficial que se desarrolla (fig
3.1)

2) El remolino es estacionario debide a que la corrlente misma en el

—

extremo aguas arriba del salto, arremete constantemente contra la
corriente superficial que regresa, sin existir movimiento del

conjunto hacia aguas arriba.

a) Directo b) Ondular

FIG 3.1 Tipos de salto hidrAulico.

El salto hidraullco ocurre frecuentemente en un canal en el cual la
pendiente del fondo es subcritica y cuenta con una compuerta, este
fenémeno se presentard aguas abajo de la compuerta, o en un canal con
pendiente supercritica en el cual aguas abajo exista un nivel del agua
que sea mayor al tirante critico.

Cuando el saltc es bajo, es decir, el cambio de profundidad es pequefio
el agua no se levantara abruptamente, pero pasard de un nivel bajo a
uno alto a través de pequefias ondulaciones disminuyendo gradualmente de
tamafio. A este tipo de salto se le conoce como "salto ondular" (fig
3.1b). Cuando el salto es alto, es decir, que el cambio de tirante es
grande, el salto es llamado, "salto directo” (fig 3.1a).

El efecto de la gravedad sobre el estado del flujo es representado por
la relacién de las fuerzas de Inercia con las de gravedad, esta
relacion esta dada por el numero de froude; cuando las fuerzas de
gravedad tienen mayor peso que las de inercia (la velocidad del flujo
es baja), el estado del flujo es subritico, cuando es supercritlco las
fuerzas de inercia tienen mayor influencia.

La profundidad antes del salto se le conoce como tirante inicial y,va



la profundidad después del salto se le conoce como tirante secuente Yy
Los tirantes iniclal y secuente (yx y sz son mostrados sobre la curva
de energia especifica (fig 3.2). Estos son diferentes a los tirantes
alternos Yo ¥ y'a, los cuales son los dos tirantes posibles para la
misma cantidad de energia especifica.

Los tirantes inicial y secuente son las profundidades antes y después
del salto, éstos incluyen una pérdida de energia AE; en otras palabras,
la energia especifica El, correspondiente a la profundidad iniclal Y
es més grande que la energia especifica EZ. del tirante secuente Y, €n
una cantidad igual a la pérdida de energia AE. Si no hublera pérdidas
de energia, los tirantes inicial y secuente serian iguales a los

tirantes alternos Yy ¥ y'2 en un canal prismatico.

®
€
® i
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3 ' energio | ;
2 8
$TRTTT 3 [T L ] 2
eI T A — e by ]
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(@}
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m

Profundidod
inicial

Curva de energia especifica Satto hidrdulico Curva de fuerza especifica

FIC 3.2 Salto hidrlulico interpretado por curvas de
energia y fuerza especifica.

3.2 FLUJO NO PERMANENTE.VELOCIDAD ABSOLUTA DE ONDA Y CELERIDAD

El fenémeno transitorio en un flujo a superfice libre es generalmente
relacionado con la propagacién de ondas, este fenétmeno en un canal
abierto da por resultado un desplazamiento apreciable de particulas de
agua en direccién paralela al flujo. La velocidad con la que viaja una
onda, relativa a la velocidad del flujo, es llamada celeridad, c, esta
velocidad es diferente a la velocidad del flujo, V, la cual representa
la rapidez temporal del cambioc de posiclén de una particula fluida. La
velocidad de onda absoluta, V". en canales ablertos, es la velocidad de
la onda relativa a una clerta seccién fija del canal, matemdticamente

14



es lgual a la suma vectorial de la velocidad del flujo y la celeridad
de la onda,

V.=Va+e (3.1)

Cuando la onda se propaga a través de agua quieta, la celeridad es
igual a la velocidad absoluta de la onda V"‘

Compuerm/Volumen de contro!
— e

-1
|
1

by =

——eVp .JI—.-V] Y,
I

2 1

a) Flujo no permanente

Compuerm/Volumen de control

g AR
Y, Vv, N

[N

b) Flujo permanente equivalente

¥, _

¢ f

= Fr=Yy A, Y

Fom7 ALY, 127 A1
Peso,w

c) Diagrama de cuerpo libre del volumen de
control

FIGC 3.3 VYelocldad absoluta de onda y celerldad.
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Para un flujo unidimensional, la celeridad de onda es positiva si viaja
en direccién del flujo (hacia aguas abajo), o negativa sl viaja en
sentido contrario (hacia aguas arriba); por lo tanto la ecuacién 3.1
puede ser escrita,

V =V+te (3.2)

En la fig 3.3a se observa un flujo en el instante t = 0, en el cual
una compuerta localizada aguas arriba es ablerta repentinamente, lo que
provoca que el gasto inicial Q1 sea incrementado, obteniendo un gasto
final Qz' Este incremento produce una onda de altura, %z, la cual viaja
en direccién aguas abajo.

Se nombra al tirante y a la velocidad del flujo de la secclén que se
encuentra a la derecha del frente de onda (condiciones iniclales) como
v, ¥ Vl y a las variables correspondientes del lado lzquierde como Y, ¥
V2. La velocidad de la masa de agua entre la compuerta y el frente es
aumentada de V1 a Vz, por lo que la cantidad de movimiento también
crece.

St V" es la velocidad absoluta de onda, el flujo no permanente de la
fig 3.3a puede ser convertido a flujo permanente si la velocidad V". es
ahora la veloclidad del volumen de control en direcclén opuesta a la
velocidad del flujo (fig 3.3b).

De acuerdo con la fig 3.3b la ecuacién de continuidad puede ser escrita
de la siguiente manera

Q=A (V1 - V") = A, (V2 - Vv) (3.3)

Para establecer la ecuaci6én de conservacién de cantidad de movimiento
se hacen las consideraciones siguientes:

1.~ La distribucién de presién en las secciones 1 y 2 es hidrostatica.
2.~ La pendiente de 1la plantilla del canal es igual a O.

3.- No se toma en cuenta la friccién.

Se dice que las fuerzas que actlan sobre el volumen de control (fig
3.3c) son:
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Fuerza en direccién aguas arriba F = 7'y Al . . . L{3.4)

Fuerza en direccién aguas abajo F, (3.5)

[}
«
<

o
>
Y

donde §1 y ?2 son las distancias respecto a la superficie libre a los
centroides de las areas Al y Aa'

De acuerdo a la segunda ley de movimiento de Newton, la razén de camblo
de cantidad de movimiento dentro del volumen de control por unidad de
tiempo, es igual al producto de la masa por el camblo en la velocidad
por unidad de tiempo, es decir

razén de camblo de _ - ‘_ - -
{cantldad de movlmlento} = § Al (vl V") [(vi VN) _(v2 VH)] (3.6)

simplificando

) (3.7)

{ razén de camblo de }= 7 A (vl - V")(VI o V2

cantidad de movimiento g 1

La fuerza resultante, F, actua sobre el volumen de control en direccién
aguas abaJjo, la cual representa a la diferencia entre las presiones
hidrostaticas sobre las &reas A2 y A1' en las secciones 2 y 1,
respect ivamente

F=F2—F1'—'7 (A2 ya"Ax yj) (3.8}
Aplicando la segunda ley de movimiento de Newton, es posible igualar
las ecs 3.7 y 3.8 de la siguiente manera

4 - -
LA, v, -V -

g D =7 (A, v, - Ay (3.9}

de la ec 3.3 se obtiene

>

=1 -
AL AR REA (3.10)

Sustituyendo la ec 3.10 en la 3.9 y reordenando términos resulta
2 g A, - —
(V1 = Vw) = m (AZ y2 - Al yl) (3.11)
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Dado que la onda se encuentra en movimiento con direccién aguas abajo,
la velocidad que tlene serd mayor a la velocidad del flujo inicial V1'
por lo que, al despejar a v, de la ec 3.11 se obtiene '

/ 8 A - = '
Vo=V, o+ KA = A7 (A, y, - AL v,) (3.12)

Un caso podria ser que no hubiera flujo aguas abajo de la compuerta, y
ésta se abriera repentinamente, por lo lo cual Vl = 0, entonces la
velocidad absoluta de 1la onda Vw es igual al término del radical de la
ec 3.12. Si se despeja al radical, se escribe

/ g A, - -
v,o- v, = W‘—AJMZ Y, - A y,) (3.13)

Previamente se ha deflinido la celeridad, como la velocidad de una onda
relativa al medilo en que estd viajando. Dado que V" - V1 es la

velocidad de onda relativa a la velocidad inicial del flujo, Vx; de la

ec 3.13 se encuentra la ecuacién general de la celeridad

c=+/ g A (A,y, - A ¥) (3.14)
= A1 Mz—A1’ 2 Y2 1 V1 *

El signo positivo es usado cuando la onda viaja hacla aguas abajo, y
negativo cuando esta viaja hacia aguas arriba.

De la ec 3.3 se puede despeljar a Vv wquedando la siguiente expresion
A, Vo ~ ALY,

Vv = 2. <~ - (3.158)
w A2 Ax

Sustituyendo la ec 3.3 en la 3.9 se encuentra una relacién entre los
tirantes del flujo de las secciones 1 y 2, y del gasto, de la manera
siguiente

¥ - = -

g Q vV, - V) =7 (A, y, - A yi) (3.18)

o bien

A A -
ATV‘-EVE =A2y2-A1 ¥, (3.17)



simplificando

2 [ A-A o i :

Q 2 | S I o = L

g [ A A ] =AY, TAY : (3.18)
1 2 . :

de esta manera se ha obtenido una relacién de.tirantes y gasto entre

las secciones 1 y 2.

3.3 FUNCION CANTIDAD DE MOVIMIENTO

Ya que en un principlo se desconoce la pérdida de energia asociada con
el salto hidraulico, la aplicacién de la ecuacién de la energia antes y
después del salto, no proporciona un medio adecuado de analisis. Por
otra parte, debido a la gran variacién de velocidad media entre los dos
exiremos del salto y al hecho de que no se requiere conocer los cambios
de energia interna, es mAs adecuada la aplicacién del principio de
cantidad de movimento en el andlislis de este fenémeno.

Considérese un tramo horizontal de un canal de seccién transversal
cualquiera, donde se produce un salto hidraulico y, el volumen de
control limitado por las secciones 1 y 2 (antes y después del salto),
por el fondo del canal y por la superficle libre (fig 3.4).

Como se puede observar, el volumen de control mostrado en la fig 2.1 es
similar al de la 3.4, en éste Gltimo no se ha dividido la fuerza de
presién de aguas abajo en dos componentes (es decir P2 =F, + Fa)'

Ahora, para la aplicacién de la ecuacién de cantidad de movimento, se
consldera que se satisfacen las siguientes hipétesis:

1) El canal es de pendiente pequefia y de seccién transversal constante.
(FE =0, fig 2.1}

2) Se desprecia la resistencia de friccién originada en la pared del
canal, debido a la poca longitud del tramo en que se desarrolla el
salto. (F; =0, fig 2.1}

3) Dentro del tramo, no existe ningtn obstaculo que pudiera ocasionar
una fuerza de empuJje dinamico desde el exterior.

4) Se considera que la distribucién de velocidades en las secciones 1 y

2 es practicamente uniforme y los coeficientes de Boussinesq B1 = Bz

19



son_lguales é 1.

| =227
4
Z 2
s :E/,f AV,
| S L2 [ } Y2
o= s | P
y, P A
' N |
7/ 777
(I S
o) Volumen de control b) Seccidn tronsversal

FIG 3.4 Andlisis del salto hidrlullco.

Aplicando la ecuacién de cantidad de movimiento al volumen de control
en estudio se expresa de la siguiente manera

suma de las fuerzas que actlUan = cantlidad de mevimiento
sobre el volumen de control en el volumen de control

Las fuerzas que actian sobre el volumen de control son los empujes
totales debidos a la presién hidrostatica; de acuerdo a la fig 3.4, las
fuerzas que van en direccién del flujo y la cantidad de movimiento que
entra al volumen de control se conslderan positivas, por lo tanto
- v =7 2 _ 7 2
TY A Y, A r A vy g A, V3 (3.19)
donde 7 es el peso especifico del agua, g es la aceleracién de la
gravedad, §1 y §2 son las profundidades de los centros de gravedad de
las 4reas en las secciones 1 y 2, respectivamente {(fig 3.4b).
Dividiendo entre 7, expresando la velocidad en términos del gasto Q, y
reordenando, la ecuacién anterior se puede expresar como
Q2 2

g A tY,AS

LT EE +y. A (3.20)

En esta ecuacién se observa que los términos de ambos miembros son
anadlogos, los cuales son la 1llamada funcién de cantidad de movimlento.
A esta funcién también se le conoce como fuerza especifica, ya que los

elementos de la ecuacién anterior tienen dimensiones de fuerza por
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unidad de peso.

Para un gasto dado, la cantidad de movimiento es funcién tunicamente del
tirante, de manera similar a la energia especifica. Para un valor dado
de la funcién de cantidad de movimiento, la curva tiene dos posibles
tirantes Y, ¥y, que reciben el nombre de secuentes o conjugados.

3.4 ECUACION DE TIRANTES CONJUGADOS

En este linciso se hace una revision de la ecuacién de tirantes
conjugados tanto para flujo permanente como para no permanente.

Ordenando términos, la ec 3.2 queda

- - 02 02
ya AZ - yl Al = g—A—; - 8_1_2' (3.21)

factorizando el lado derecho de la ecuacién anterior

2 (A, - A
= _T _Q 2 1
Yy A2 Y, A1 =z [TT;] (3.22)

Esto significa que las ees 3.22 (flujo permanente} y 3.18 (flujo no
permanente) s6lo differen en el gasto Q, ya que en él interviene la

velocidad absoluta de onda VH. Por lo que tal velocidad influye en la
relacién entre tirantes conjugados.

Multiplicando por A2 y realizando pasos algebraicos se puede escribir
Alz A 2 [A 2
- 2 2 _ = 2 2 _Q 2 Q
v 1=l A% -y 121 A% = 12 - = (3.23)
2 [Ax] 1 1 [Ax] 1 g [At] g

multiplicando por _1 , considerando que Q = A1 V1 y arreglando
A

términos, resulta

by 2 2 2 2
2 A22 AE Al vl AZ Al vl =0 (3 24)
=R TR T Al T2 T :
v, U1 1 gy, Al L1 gy, A

factorizando queda
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v, [A)z [A ve A
= [33} - [A_Z] -1 [rz + 1] =0 (3.25)
Y, 1 1 gy, A1 1

de esta manera de ha obtenldo la ecuacién de tirantes conjugados.

3.4.1 Ecuacién de tirantes conjugados. Flujo permanente

g

48 h%‘L

FIG 3.5 SecciOn rectangular.

La seccién rectangular ofrece importantes simplificaciones en el
andlisis de las ecuaciones planteadas, por ello en lo siguiente las
ecuaciones obtenidas son aplicables a una seccién como la mostrada en
la fig 3.5.

En este tipo de seccién existen las siguientes igualdades

F* = - = A=Ky ; = (1/2) y (3.26)
donde F es el numero de Froude y, ahora K es el ancho de plantilla.
Considerando que las condiciones en el régimen supercritico son

conocidas, y haciendo algunos pasos algebriaicos, la ec 3.25 se puede
expresar de la siguiente manera

3
Y. Y Y
—2——2-2rf[—2-1]=0 (3.27)
yl yl yl
factorizando, se tiene
Y, r¥ y y
—2[—2+1][—5—1]-2r2[-3-1]=0 (3.28)
¥, Ly v; 1y,

simplificande la ec 3.28, resulta
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y. ¥
—:+S,—2--2|Ff=o (3.29)
v;

1

T

w— T /

Valores de y,/y,

10
i / Y2 1 2z
== (Y1+8F 1)
s y, 2 1 —
/ Fy= viAfan

I [ T 1L
0 4 10 16 22
Valores de F,

FIG 3.6 RelaciOn entre IF1 y yz/y1 para un smalto hidrdulico

en un canal rectangular horizontal.

Para encontrar el valor de la raiz positiva se utiliza la siguiente

Ya 1 / 2
Z—E[ 1+8F1 -1 (3.30)

En la fig 3.6 se muestra la grafica de la ec 3.30.

expresion
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3.4.2 Ecuacién de tirantes conjugados. Flujo no permanente

El salto hidraulico mévil es un fenémeno local con movimiento, consiste
en un cambio de régimen rapido (supercritico) a lento (subcritico),
desplazdndose éste a lo largo del canal en cualquier sentido. En él se
toma en cuenta la veloclidad absoluta de onda, Vw. Si un observador se
mueve a lo largo del canal con una velocidad igual a la de onda, éste
verd un salto hidraulico estaclonario. Cuando la velocidad absoluta de
onda, V“, es 0, se tiene el caso de salto hidraulico estacionario.

Considerando lo anterior y con base en la ec 3.3, la ec 3.24 se puede

emplear en flujo no permanente, de la manera siguiente

Vo (A)e () A v, - V)R () AR (v, - v )R
el ol I o B = (5| g =0 @3
¥yt ! gy Ax ! gy, Al

Se ha tomado en cuenta el gasto que pasa por la seccién 1 ya que las
condiciones conocidas corresponden al régimen supercritico. Ahora
factorizando y haciendo las simplificaclones, para flujo en un canal
rectangular, se obtlene

=0 (3.32)

Mediante un procedimientc similar al empleado para llegar a la ec 3.29,
la ec 3.32 se expresa como sigue

2 2

y Y 2(v, -Vv)
.§+__.__1__"__=o (3.33)
y2 ¥, 8 Y,

La ec 3.33 es la ecuacién de tirantes conjugados para flujo no
permanente. Las ecs 3.29 y 3.33 son lguales cuando el flujo es
pernanente, es decir; para Vw = 0.

3.5 CELERIDAD, VELOCIDAD ABSOLUTA Y ALTURA DE ONDA EN UNA SECCION
RECTANGULAR

Las ecs 3.14 y 3.15 son de tipo general, y pueden ser utilizadas para
canales que tengan cualquier forma su seccién transversal. Para seccién
rectangular, estas ecuaciones tienen importantes simplificaciones.
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Si se consldera un canal rectangular que tiene un ancho K, ?1 = % y“
Vo = 3 vu A = K ¥ii ¥ Ay = K v, al sustituir las anteriores
expresiones en la ec 3.14 y simplificando, resulta la siguiente

ecuacion
_ g VY,
c=/ 7y, (y, +v,) (3.34)

Cuando la altura de onda z, es pequefia comparada con la profundidad del
flujo, se tiene Y, =Y, =Y. Por lo que se puede simplificar la ec 3.34
y llegar a

c=Vgy (3.35)

Para un canal de seccién transversal rectangular, la ecuacién de
continuidad (ec 3.3) puede escriblrse como

Ky (V- V) =Ky (v -V) (3.36)

de esta manera se obtiene que

,vafy v,

2 2
vV o= 3.37
w TRCE ( )

1 2

La altura de la onda es igual a Yo = Y, Si Y, >y, la onda se
considera positiva, y si Y, < ylentonces es una onda negativa. Las ecs
3.36 y 3.37 son llamadas condiciones de choque, en ellas aparecen §

variables yl, Y., V., V2 y V“. Los valores de dos de ellas pueden ser

2' 1
determinados por iteraciones sucesivas de estas ecuaciones, siempre que
los valores de las otras tres variables sean conocldos.

Cuando una onda viaja en direcclién aguas abajo, la velocidad absoluta
de onda sera

vV = Vl +c (3.38)

despe jando ¢ de la ec 3.38, y tomando a Vu de la ec 3.37, e igualandola
con la ec 3.34, se obtlene
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1.

yl Vi—y2 v2 gya E
—T:—y;-—-vl-/ Ty ly, +vy,) (3.39)‘

reallzando algunos pasos algebrdicos

2
[y1 Vi T Y, Vz] -2 [yx Vi ¥, Va] Y [yx b y2] *

2 Y
2 _ 2 - 2 _ 2
+ v [yl - yz] =g =y [y1 yz] [yl yz] (3.40)
factorizando se obtlene
2 8 2 _ .2
[Vx - Vz] TV, [yl ) yz} [yl ) yz] (3.41)

Como la ec 3.41 representa la relacién entre las velocidades y
tirantes, inicial y rinal de una onda, tamblén se pueden determinar los
tirantes Y, [¢] ¥, utilizando algin método numérico iterativo,

S1 se obtiene la rafz y al término del lado derecho se le multiplica
por la celeridad, expresada en la ec 3.34, y tomando enh cuenta que la

altura de onda, es igual a Y, ~ ¥ s€ cbtiene de la ec 3.41

g8 Y, ( )
" Y, V.
vl-v2=/ g ~ 2 _ .2 2y, 12 342
2y, y Yy TY P T Y. c
[ O]
haciendo operaciones, resulta que
L 82y +y)
ViV, =l -y (3.43)

1

En el lado derecho de la ec 3.43 se emplea el signo (+) sl el frente de
onda avanza hacla aguas arriba y (-) si avanza en sentido opuesto.

Cuando la altura de onda es pequefia comparada con la profundidad del

flujo, y, =y, en este caso la ec 3.43 se puede escribir
1 2

gz
V-V =

. 2 3 (3.44)
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En la fig 3.7 se muestra una onda positiva, ya que la profundidad aguas
abajo del frente de onda (punto 1), es menor con respecto a la
profundidad aguas arriba del frente (punto 2). De acuerdo a la ec 3.35
la celeridad de onda ¢, es mayor en el punto 2 que en el 1.

FIG 3.7 Movimlento de una onda positlva,

Durante el intervalo de tiempo t, el frente de onda se mueve hacia
adelante, una distancia igual a V" t. La velocidad de la onda es mas

grande que cualquiera de las velocidades medias \|!1 y Vz'

De acuerdo con la ec 3.35 la celeridad es igual a la velocidad critica

del flujo, ya que corresponde al numerc de Froude igual a uno.

Cuando en numero de Froude, en un flujo es menor a uno, se trata de un
flujo subcritico por lo que

<1 (3.45)

es decir,

V< JET (3.48)

De acuerdo con la ec 3.35 la ec 3.46 puede ser escrita como
V<c (3.47)

Cuando la velocidad del agua es mas grande que la celeridad, las ondas
viajaran solamente hacia aguas abajo.
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4. METODO DE LAS CARACTERISTICAS

4.1 INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es establecer una técnica que pueda ser
usada para obtener la solucién numérica de un sistema de ecuaclones
diferenciales parcliales de tipo hiperbélico. Un caso particular de este
tipo de ecuaclones es el de un sistema de dos ecuaclones diferenclales
parciales cuasi-lineales con dos variables dependientes y dos
independientes. Las combinaciones lineales de las ecuaclones
diferenciales se encuentran en las derivadas de dos funclones
desconoclidas en una dimensidn espaclal. Para este tipo de ecuacién hay
dos direcclones, conocidas como caracteristicas, para las cuales se
encuentran las varlaciones de las funciones.

Las aproximaciones en diferencias finitas de dos ecuaclones
diferenciales parclales son obtenidas de acuerdo a las derlivadas de
cada direccién caracteristica. En este método se pueden emplear
aproximaciones de primer o segundo orden para las derivadas; y para
encontrar el valor de las funcliones en puntos especificos de una malla,
se recurre a métodos de interpolacién.

Las direcclones caracteristicas pueden extenderse a n ecuaciones.
diferenciales parciales cuasi-lineales con dos variables
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independientes, para ello hay que encontrar sus direcclones
caracieristicas. Para n  ecuacliones, existen n direcciones
caracteristicas en cualquier punto. Cuando n > 2 no es muy recomendable
este método ya que lncrementa significativamente el tlempo de calculo;
porque las curvas caracteristicas pasan a ser superficies
caracteristicas.

4.2 DEFINICIONES Y DERIVACION DEL METODO
Un sistema de ecuaciones cuasi-lineales con dos variables

independientes (t, x) y dos variables dependientes (V, w), puede ser
escrito de la siguiente manera

L1=A1Vc+B1Vx+c1"’:+Dx“’x+Ex (4.1)
L2=A2VL+BQVX+C2mt+D2wx+!32 (4.2)
donde Al, Az,...,l-i2 son funciones que dependen de t, x, V, w. Ademas
Vt = av/at, w = 8w/8x, ... . En las sigulentes consideracliones se

supone que las funciones introducidas son continuas y sus derivadas
también.

Si se considera una combinacién lineal de L1 y Lz:

L= 7«1 L1 + 7\2 L2 (4.3)
L= (A1 A+ A, Aa)vt + (A1 B, + A, BZ)VX +

(A € + 4, Clo + (A D+, Dw, +

().1 E, + A, Ez) (4.4)

Ahora si x = x(t) es la ecuaci6én de una curva, entonces dx/dt es la

pendiente de la linea tangente en un punto de dicha curva.
Como V = V(t,x) y w = w(t,x) se tiene que
av=8 a + Hax do =% at + % ax (4.5)

La expresién diferencial L puede ser escrita de la siguiente manera
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dt L = (A1 A+ 7\2 Az)dV + (/’\1 c,+ Az Cz)du f’ (Al E.1 + 2, Ee)dt

: ) ‘ : (4.8)

Dado que Vt = gv/at, w, = dus/dt, 'Vx = 8V/éx y W s 8w/8x, y de acuerdo
con las ecs 4.4 y 4.5, se puede escribir

dt Al A +A2A2 }‘1 Cl +A2C2

= = (2.7)
dx Al B1 +7\2132 A‘DI +>‘2D2

En este caso, en la expresién diferencial L (ec 4.4) las derivadas de V
y @ estan combinadas, por lo que sus derivadas estian en la misma
direccién, particularmente dx/dt. Esta direcclén es llamada "direccién
caracteristica”.

De la ec 4.7 se despeja la relacién Al/kz, como sigue

A A, dx - B, dt Czdx—Dzdt

1 "2 ~
X, R ox B At "¢, ax =D, dt (4.8)

igualando a 0, queda
- 2 - -
(A1 C2 A2 Cx) dx® + (Az D1 + }3a c B1 Cz A1 Da) dt dx +
2 -
+ [B1 Dz - B2 D:’ dt® = 0 (4.9)
haciendo camblo de variables
2b=-A2D1-BZC1+B1C2+AIDE (4.10)

ahora, la ec 4.8 se puede expresar
a(dx)2-2bdtdx+c(dt)®=0 (a.11)

Para la ec 4.11 existen dos raices, estas se obtienen por medlo de la
expresién general para encontrar las raices de un polinomio de segundo
grado. De acuerdo con el wvalor que tenga el discriminante se puede
clasificar una ecuacién diferencial parcial en tres tipos, si,

b*-4ac<0 eliptica
P-4ac parab6lica
bt -2ac>0 hiperbdlica

]
A=
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Para el caso de la ecuaciones diferenciales parciales de tipo
hiperbélico, siempre existen dos raices distintas. En este caso siempre
es distinto de cero al menos uno de los coeflicientes. Se supone que
a=z0 (4.12)
Esta condicién siempre ser4 necesaria cuando se introduzcan otras

coordenadas en vez de {t, x}; por lo tanto siempre dt # 0 para la
direccion caracteristica (dt,dx), y la pendiente de ésta es

=% (4.13)
Dividiendo entre dt2 a la ec 4.11 y considerando la 4.13, se obtiene
ag®-2bg+c=0 (4.14)

Esta ecuaci6n tlene dos soluciones reales diferentes ¢, ¥ §_, es declir,

S
It

[b + (b2 -a c)"z] a’!
(4.15)

el
1

[b -2 -a c)“a] at

En el punto (t,x), las dos direcclones caracteristicas estan dadas por

E =g, Eac (4.16)

Las variables a, b, y ¢ son funciones generales que dependen de V, w,
t, ¥y x. C’ y ¢_ estaran en funclén de estas variables, entonces las ecs
4,16 se expresan de la siguiente manera

F =g txve =g (b V,0) (4.17)

La solucién de V(t,x), w(t,x) del sistema de ecuaciones (ecs 4.1 y
4.2), se puede obtener mediante la ec 4.17, en la cual se llega a
obtener dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Estas
definen a dos familias de curvas caracteristicas, C’ y C_, en el plano
(t,%), y corresponden a la solucién de V(t,x), w(t,x). Por otra parte
estas familias de curvas corresponden a coordenadas curvilineas,
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Ahora si C‘ y ¢ esténrbgn yf‘uni:‘ibn de't.y x solainente. gntdr{ces
T o Eor

Con gsto se simplifica el problema, ya que al sustitulr las ecs 4.16 en
la 4.8, se obtiene

MoohS B T T | (4.18)
) ALS B Az AS_ - B

Si se determina una expresién para Al o para }\2 de la ecuacié6n anterior
y ésta se sustituye en la ec 4.6; se encuentran las expresiones

siguientes
FdV+ (aZ -G do+ (K -H dt =0 (4.19)
Fdv+ (ag_ -CGlde+ (K& -H dt =0 (4,20)
donde
F=A182-AZB1 G=8B Ca-Bacl
K=A1E2—A2El H=B E2'82E1
(4.21)

De esta manera se han obtenido las cuatro ecuaciones caracteristicas

dx - ¢ dt =0 (4.22)
Fdvse(ag -6 du+ (Kg -Hdt=0 ("% (4.23)

0 (4.24)
o [Prré  (4.285)

En el sistema de ecs 4.22 2 4.25 se observa que en ellas s6lo contienen

dx - ¢_ dt
Favs(@ag -G de+ (K& -H dt

derivadas totales, De acuerdo con los pasos matemiticos realjzados, la
solucién de este sistema es la solucién del original (ecs 4.1 y 4.2).
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4.3 DIFERENCIAS FINITAS

Una aproximacién de dlf‘erencl&"‘f;ﬂﬁit'as puede ser expresada por la
sigulente férmula: SN

t . :
1
J £ (L) dbrz £ (t) (t, - to) (4.28)
t
o}

y sera llamada de primer orden o aproximacién lineal.

En la fig 4.1, el punto K es el punto de Intersecclén de 1la
caracteristica C‘ que parte de P y de la caracteristica {_que parte de
Q, por lo que las condiciones en los puntes P y Q son conocidas (tP.

X V, w, t, x, v, wo); en estos puntos se apoyan las curvas

P’ P P Q Q Q

caracteristicas para poder determinar las condiciones en el punto K
(tx. X Uy "’x)' tP es el promedio de los valores de x cercanos al
punto P, esto mismo se dice de todas las demds varlables con subindice.

FIG 4.1 Punto de IntersecciGn de las lineas
caracteristicas C‘ y {_.

Aplicando la ec 4.26, se hace la siguiente aproximacién lineal del
sistema de ecs 4.22 a 4.25

x -x, - (g} (t ~t)=0
g " %t (80 (b P (4.27)

F oo =Vv)+(ag ~GC) (w -w)+ (K -H_(t -t)=0
Pk P + [ Tt S + Pk P (1.28)
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X=Xy =)y ‘(’tx\"‘f' t5)"

F (v

o (% - wg) gxc_ln);« (t. ~ t) =0

- V) + (&g -C), (w c 0

X

De esta manera §'_ g,, F. G, K, H, son funciones de t, x, V, y w. Estas
son evaluadas en los puntos P y Q donde pueden ser conocidas. Para
obtener los valores de tK y X, se tienen que resolver simultaneamente
las ecs 4.27 y 4.29. Las soluclones de estas ecuaciones son sustituldasg
en las ecs 4.28 y 4.30 que también deben de ser resueltas
simultaneamente para obtener los valores de VK y @

Existen diversas formas de emplear el sistema de ecs 4.27 a 4.30, y de
asi obtener una solucién numérica aproximada al sistema original de
ecuaciones diferenciales parciales. Uno de los métodos es, empleando la
malla de las caracteristicas. Este método es féacil de aplicar cuando g
y &_ dependen de t y de x unicamente. Las ecs 4.27 y 4.28 pueden ser
integradas inmediatamente, de esta manera se obtiene la malla de las
caracteristicas antes del cdlculo de V y w. Otra forma es usar
intervalos constantes, y en cada intervalo fijar los valores iniciales
de V y w.

4.4 INTERPOLACION DE LAGRANGE

En el inciso anterior se describlé la conveniencia de fljar valores a
intervalos constantes, pero es muy poco prebable que los valores
obtenidos correspondan exactamente a los intervalos establecidos. Por
lo tanto, es necesario interpolar.

Los primeros métodos de interpolacién se basaron en Intervales
igualmente espaciados y ajustar lineas rectas. En la practica los
valores que se obtlenen corresponden a espaciamientos desiguales y
tienen variacién no lineal, para esto es ventajoso hacer una
interpolacién polinomial.

Ahora, considerando una serie de puntos F(xl) donde X, representa los
valores en espacios irregulares, y el subindice i puede tomar cualquier
valor sobre la integral entre O y n. Una aproximaclén de la
interpolacién polinomial entre los valores de x, puede ser llevada a
obtener el polinomio mas apropiado de grado n para n + 1 puntos. En la
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fig 4.2 se muestra un ejemplo tipico para n=1.

f(x)

FIG 4.2 Polinomio de grado 7 para 8 puntos en
espaciamientos no uniformes.

En este caso se encuentran n + 1 coeficientes para un polinomio de
grado n, de esta manera se puede determinar el valor de f(x) para
cualquier x, para ello serd necesario resolver un sistema de n + 1

ecuacliones lineales.

Se define a un polinomio de grado n asociado a cualquier punto x, como

bl
Pj(x) = Aj(x = %% - x J(x - xz)...(x - xj_l)(x - xj‘l)...(x - xn)
(4.31)
donde A, es una constante, y como se observa el factor (x - xj) es

omitido, la ecuacién anterior se puede escribir de la siguiente manera

n
PJ(x) = AJ T (x - xl) (4.32)
1#)

Cuando el valor de x es igual al de X, correspondiente al valor
buscado, el polinomio se hard igual a cero ya que existe el factor X -
X, que es igual a cero. La expresién anterior se escribe para un punto

especifico X de la siguiente manera

0 k#
P (x) = » _ (4.33)
Ik Ay 0 (x; -x,) k=J
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si el factor AJ se define como .

AT (4.34)
o.,_(xji-x‘)
Yo

i
)

entonces la ec 4.33 se expresa como

_fo ktk‘j
Py = {9 I (4.35)
Donde Pj(x) son los polinomios de grado n, los cuales son definidos de
una manera semejante, es decir, son igual a cero para cualquier punto
excepto para un punto (xk) donde k = j. A los polinomios Pj(x) se

les conoce como "polinomics de Lagrange'.

Una combinacién lineal de los polinomios Pj(x) se expresa como sjgue
n
P{x) = ¥ flx)P (x) (4.36)
n ol

lo que es también un polinomio de grado n. Si se selecciona un punto
cualquiera, por ejemplo X, entonces el polinomio para este punto es el
siguiente

Pn(xz) = f(xo) Po(xz) + f(xll Pl(xa) LI f(xn) Pn(xz) (4.37)
Dado que los polinomios Pj(xz) son igual a cero, menos para Pz(xz) el
cual es igual a 1, por lo que la ec 4.37 queda reducida a la expresién
que se escribe a continuacién
Pn(xz] = f(xz) Pz(xa) = f(xz) (4.38)
Con el polinomio de grado n para X, se puede conocer el valor de la
funcién £(x,). De esta manera se puede decir que el polinomio Pn(x) es

el polinomio mas apropiado para n + 1 puntos.

Con el fin de comprender mejor este tipo de interpolacién, se plantea
el sigulente ejemplo.
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Considerando la fig 4.3 se requiere conocer el valor de la funclién en

X .
|4

De acuerdo a lo explicado en este capitulo, resultarda mas adecuado
hacer una interpolacién de Lagrange de tres puntos, por lo que resulta
un polinomic de segundo orden.

-
N
t{xg) plxg)  f(xy) f(xp)
Xo Xp X X, X
FIC 4.3 Interpolacién para encontrar xp.
P(xp) = f(xo) Po(xp) + f(xi) Pl(xp) + f(xz) Pz(xp) (4.39)
siendo
(xp - xi) (xp - %,)
PO(xp) = xy =%, 3 (%, = %,7 (4.40)
(x - x ) (x - x)
Pl(xp) - [EIEET I CIE ) (4.41)
{(x_ - xo) (x - xl)
Pz(xp) = (x2 — xo) (xz — x;) (4.42)
como
fx ) = p(x ) (4.43)
P p

Asi se conoce el valor de la interpolacién polinomial para xp. Cuando
la variable X, se encuentra cercana al centro del espacio entre X, ¥ X
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(fig4.3), este tipo de interpolacién puede producir un error mayor.

Ejemplo:

En la tabla 4.1
correspondientes a los puntos X, Para conocer el

funcién cuando X, = 7, se requlere hacer una interpolacién polinomlal.

se nuestran los valores de la funcién flx,)
valor de 1la

i 1ol112 13

X, 112974 8

f(xl) 13711

Tabla 4.1 Valores de la funcidn f(Xl].

De acuerdo con lo planteado se desea conocer f(7), por 1lo:que se hace

una iterpolacién de Lagrange de 4 puntos, el polinomio de tercer orden

que resulta, es el siguiente

P(7) = 1 P (7) + 3P (7) + T P,(7) + 11 P_(7) (4.44)
donde
_(7-2) (7-4) (7 ~8) _
Pl = tr=zrr=ar 7 =8 - 07142
_(7-1)(7-4)(7-8) _ _
P = rz=ntz=s - 5
_(7-1D(7-2) (7T -8)_
PN =gy m=—D1m=s "~ I'¥
(7 -1 (7-2) (71 -4) _
Po(T) = g1 8 =28 =2y = O-5%
De acuerdo con las ecs 4.43 y 4.44 se obtiene
= 10.8571

£(7) = 0.7142 + 3 (-1.5) + 7 (1.25) + 11 (0.85357)

Con esto se ha encontrado el valor de la funcién para x = 7.
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5. MODELG NUMERICO
5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presenta el modelo numérico empleado para la
simulacién para flujo no permanente gradual y para el rapldamente
variado (salto hidraulico). En este modelo se emplea el método de las
caracteristlcas. ’

El modelo numérico simula el flujo gradualmente variade a superficile
libre e incluye las ecuaciones del salto hidraulico.

Para describir el comportamiento del flujo no permanente en canales
ablertos es necesario integrar las ecuaciones diferenciales parciales
2.10 y 2.33 (ecuaciones de Saint-~Venant), que son de tipo hiperbdlico
con dos variables dependientes (y, V); para ello se toma en cuenta a
las condiciones iniciales y de frontera. Uno de los métodos numéricos
adecuados para la soluclén de estas ecuaciones es el de las
caracteristicas.

La teoria del método de las caracteristicas, aplicada como métode de
integraci6n de las ecuaciones de Saint-Venant, es una de las formas mis
confiables para lograr la modelacion del flujo no permanente, ya que
ésta ha sido comparada con un gran nimero de observaciones.
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El método de las caracteristicas es una forma de resolver dos
ecuaciones diferenciales parciales simultaneamente, sustituyéndolas por
cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias, para ello es necesario que
todas las derivadas sean definidas y continuas (capitulo 4). Las
ecuaciones diferenciales parclales son convertidas a su forma
caracteristica y posteriormente son resueltas por un esquema de
diferencias finitas.

5.2 ECUACIONES DE SAINT-VENANT
la derivacién de las ecuaciones de Saint-Venant y las hipétesis sobre

las cuales fueron basadas se menclionaron en el capitulo 2. La forma
obtenida de éstas es la siguiente

av A ay _

A % + V Fm +B_6t.—_0 (5.1)
ay av av _

gzt v 2t =8 (So Sr) (5.2)

donde x es la distacla horizontal a la seccién considerada desde el
origen (aguas arriba), t es el tiempo, y es la profundidad del agua, A
es el 4rea hidraulica, B es el ancho de superficie libre, V es la
velocidad media del agua, S . es la pendiente del fondo, g es la

o
aceleracién de la gravedad.

También se considera que la pendiente de la linea de energia Sr es
igual a

2
g = n|VIV (5.3)

4
f r./3

donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning y r el radio
hidraulice. En la ecuacién anterior se ha tomado en cuenta el sentido
del flujo a través del valor absoluto de la velocidad.

5.3 METODO DE LAS CARACTERISTICAS
A continuacién se describird una forma de resolver el sistema original
de ecuaciones diferenciales parciales (ecs 5.1 y 6.2), donde se

aplicara el desarrollo hecho en el capitulo 4.
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La celeridad se define coho

c=vE8A (5.4)

De la ecuaciédn anterior se obtiene la siguiente igualdad

. /&8 & /8B _ /2 B 5
=[5~ [ =c [ (5.5)

de esta manera la ec 5.2 es igual a

g 8" oy av av_ _
c T A + Vv %t Et g(S S[) (5.8)

Conviene plantear la forma gque adqulere la varié,ble de estado de
Escoffier, w, definida comeo

A
0= [VE ay= [V Bay=[ct (5.7)
o
De acuerdo con la ec 5,7

dw = [-&8E2. dy (5.8)

Aplicando la ec 5.8 en la ec 5.6 se encuentra otra forma de expresar la
ecuacién dindmica, resultando

ay av dw
L= 5=+ Vg~ tc—o—-8(5-5)=0 (5.8)

Se demostré en el capitulo 2 que la ecuacién de continuidad se puede
escribir de la siguiente manera (ec 2.10)

ay_ _
AT*VBT B¢ =0 (5.10)

al multiplicar por / ASB queda
g A _av g B _ay /B ady _
/5w *V /K “ax MV A Sl (5.11)
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de acuerdo con la‘ec. 5.4 1a . 5.11 se puede escribir como

/ _Y_+ _L-o (5.12)

De acuerdo con la ec 5.8, la ecuaciétn de continuidad ahora se puede
expresar de la siguiente manera

_ av dw ow  _
L=¢ g+ 3t Vg =0 (5.13)

Si se define a Vt = gv/ét, Vx =.3V/3x%,...

, las ecs 5.9 y 6.13
resultan

I..1=A:LV"'+B1 Vx'l-(:l(«vt-l-Dlmx+!:'.1 ca(Bo14)

L2=Aa Vt+B2 V)(-l»C2 (At+D2 u.\xi»E2 (5.15):

Como se puede observar estas ecuaciones son del tipo de las ecs 4.1y
4.2 por lo que se puede emplear el método derivado en el capitulo 4.
Observando las ecuaciones anteriores (ecs 5.9 a 5.15) se identifican

facilmente los valores de las funciones Al, B,, etc.

X , resultando ser

los siguientes

A1=1 A2=0
Bl=V Bz=c
c,=0 c,=1 (5.18)
D1=c DZ=V
E =g (S,-8) E =0

De acuerdo con el desarrollo del capitulo 4, empleando la ec 4.14 se
obtienen las direcciones caracteristicas. Para conocer los coeficientes

de esta ecuacién (a, b, c), se aplican las ecs 4,10, obteniendo asi los
siguientes valores

a=1; b=V; g=VV-c (5.17)
Se pueden obtener las soluciones reales diferentes (c+ ¥y §_), por medio
de la expresion general para encontrar las raices reales de un

polinomio de segundo orden, de esta manera
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C=Ve+e g =V-c _ (5.18)

En las otras dos ecuacliones caracteristicas se aplicaran las ecs 4.23 y
4,25, el valor de sus coeficlentes (F, G, K, H), se determina mediante
las ecs 4.21, resultando lo sigulente

F=c¢ G=V

K=0 H=cgls5 - S‘.) (5.19)

con estos valores sustituyéndolos en la ec 4.23, y dividiende entre dt
esta ecuacién queda expresada para este caso particular de la siguiente
manera

g g -V Racogls, - s) (5.20)

De la ec 5.18 se despeja el valor de c
c=¢ -V (5.21)

al sustituir la ec 5.21 en la 5.20, dividiendo entre c a toda la
ecuacién y tomando en cuenta la propiedad de linealidad de la derivada
parcial, la ec 5.20 queda

d - -
a (V+ow) =g (So Sr) (5.22)

De la misma manera, pero ahora empleando la ec 4.25, es posible
determinar la sigulente ecuacién caracteristica

dV-w =g (s, -5) (5.23)

5.4 SOLUCION DE LAS ECUACIONES

Si se integra la ec 5.8, para el caso de una seccién rectangular se
obtiene

w=2c=2Vgy (5.24)

Al sustituir la ec 5.24 en las 5.22 y 5.23, el sigulente sistema de
ecuaciones diferenciales
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sz mg(s -8y (5.25).
' -—3—’;= Viee &0 o : (5.28)

’ST (V-2¢c)=gl(5 -5) Co(s.27)

Doy (5.28)

De esta manera se obtienen las expresiones mas comunes en el empleo del .
método de las caracteristicas.

5.4.1 Resistencia al flujo y pendiente del] fondo nulas

El sistema de ecs 5.25 a 5,28 que corresponde a las ecuaciones
fundamentales de flujo a superficie libre, en su versién de derivadas
totales, en este caso particular, pueden ser resueltas mediante un
procedimiento analitico.

<

FIG S.1 Curvas caracteristicas en e¢! plano X-%.

Al considerar que S0 = Sr = (0 las ecs 5.22 y 5.23 son igual a cero, por
lo que las derivades totales de V + w, y V - w son cero, lo que quiere
decir que estas cantidades son constantes. Tales constantes son

conocidas como invariantes de Riemann y su valor es tnico para cada
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caracteristica. Esto significa que si dos observadores se mueven con
velocidad constante, uno con velocidad V + c, notard que V + w no
cambia. De igual manera sucedera para el otro observador despalazandose
con una velocidad V - ¢. En la fig 5.1 se muestran dos familias de
curvas dibujadas, éstas representan las trayectorias de los
observadores en el plano x-t. Para la primera clase (c’). estas lineas
tienen pendiente 1/(V + c) y sobre ellas V + w es constante, de manera
similiar sucede para las caracteristicas negativas (g ).

5.4.2 Resistencia al flujo

Cuando un canal prismatico tiene en sus paredes y en el fondo una
resistencia al esfuerzo cortante diferente de cero (Sr # 0), las ecs
5.25 a 5.28 dan lugar a funclones no lineales para el tirante, Para
resolver las ecuaciones se tiene que recurrir a un procedimiento de
tipo numérico. En este caso, los miembros del lado izquierdo de las ecs
5.25 y 5.27 se les conoce como quasi-invariantes de Riemann cuando las
cantidades del lado derecho de estas ecuaciones son suficientemente
pequefias.

5.5 TIPO DE FLUJO

P Q

(a) Subcritico (v=>0)  (b)Supercritico v>0) (c) Supercritico (v<0)
FIC 5.2 Pendlente de las lineas caracteristicas

seglin el tipo de flujo.

Es importante distinguir, que de acuerdo al tipo de flujo (subcritice o
supercritico) la malla de las caracteristicas cambia. Cuando el flujo
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es suberitico, es decir [V[ < ¢ en la ec 5.26 se aprecia que para la
caracteristica positiva, dxs/dt > 0, por lo cual la pendlente es
positiva en el plano x~t. Mientras que en la ec 5.28 sucede lo
contrario (fig 5.2a).

En régimen subcritico las lineas caracteristicas negativas ({ ) se
llegan a encontrar con la condicién de frontera aguas arriba y las g,
alcanzan a la frontera aguas abajo.

Cuando el flujo es supercritico, |V| > ¢, en este caso ambas
caracteristicas tienen pendiente positiva en el plano x-t (fig 5.2b).
Por lo que ninguna linea caracteristica se encuentra con la frontera
aguas arriba.

5.6 CONDICIONES INICIALES Y DE FRONTERA

Para resolver las ecuaciones de Saint-Venant es necesario partir de
condiciones iniclales, las cuales pueden ser las de un flujo permanente
en el canal. Para ello se especifican los valores del tirante y de la
velocidad en cada seccién a lo largo del eje x del dominio de estudio
de manera que se cumpla el sistema de ecs §.1 y 5.2.

En flujo subcritico las condiclones iniclales sélo influyen en el
cdlculo del comportamiento del flujo, en las primeras etapas (etapa de
calentamiento); las condiciones de frontera en ambos tipos de flujo son
las que van a determinar el comportamiento del flujo en tiempos
posteriores.

Las condiciones de frontera tanto aguas arriba como aguas abajo de un
canal, estan dadas por el tipo de régimen que se presente en la secciodn
inicial y final del tramo en estudio, el cual puede ser subcritico,
critico o supercritico. El nimero de condiciones especificadas en la
frontera es igual al numero de caracteristicas que terminan en ella.

Las posiblilidades para la frontera pueden ser las siguientes:

a) FLUJO SUBCRITICO. FRONTERA AGUAS ARRIBA
Se requiere dar una condicién de frontera (una relacién entre V y w),

esta puede ser dada por un hidrograma de descarga o un limnigrama, para

que con la ecuacién de la caracteristica negativa (ec 5.27) se conozcan
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los valores de Vy w (fig 5.3a)

b) FLUJO SUBCRITICO. FRONTERA AGUAS ABAJO
Se necesita wuna condlcién de frontera y la ecuacién de 1la

caracteristica positiva (ec 5.25) para que en la frontera se encuentre
Vyw(fig 5.3b)

¢) FLUJO SUPERCRITICQ. FRONTERA AGUAS ARRIBA
Se deben de dar dos condiciones de frontera: el gasto (hlidrograma) y el
tirante (limnigrama) de esta manera se obtiene V y w (fig 5.3¢).

d) FLUJO SUPERCRITICO. FRONTERA AGUAS ABAJO
No se requlere de condiciones de frontera. Con las ecs 5.25 y 5.27 se

puede obtener V y w, en caso necesario, por requerirse en un punto
fijo, se realiza una interpolacién (fig 5.3d).

K
8./ \&- \
\ C;// L
/
P Q
{a) {b)
Lo 7
+_ -
F;//,/,_
Q
(c) (d)

FIG 5.3 Conclclones de frontera (V>0).
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5,7 SOLUCION NUMERICA
5.7.1 Puntos interiores

Existen varias técnicas numéricas para resolver las ecuaciones del
método de las caracteristicas las cuales se pueden clasificar en
simples, donde se manejan aproximaciones de primer orden, y de orden
superior, donde se obtiene una mayor precisién en los resultados, ya
que se emplean aproximaciones de segundo orden en adelante.

La mejoria que se logra dar con los métodos de orden superior, en el
cAlculo de las variables hidraulicas no es significativa comparado con
los resultados obtenidos con métodos simples, por lo cual en el
desarrollo de este trabajo se ha escogido un método de primer orden.

Para poder encontrar la soluclién de las ecs 5.25 y 5.26 es necesarlo
formar una malla de rectangulos con base igual a Ax y de altura At y se
acepta que en los vértices de la base (asociados al tiempo anterior) se
conocen las variables V, c y w.

En la fig 5.4 se observa una linea de pendiente positiva (1/(V+c)) que
parte del punto P y llega al punto K, tomando en cuenta esta figura la
ec 5.26 se escribe en diferencias finitas como

=V, +c (5.29)
y la ec 5.25 como

(V+ol)-(V+w)
£k . r P =g[So-—é-(SP+SN]] (5.30)

Igualmente, para la linea de pendiente 1/(V-c) que va del punto Q al
punte K, las ecs 5.27 y 5.28 quedan de la siguiente manera

J. SN R VY ' (5.31)

Vo-w)- (V- w)
[3 3 Q Q- _ _ A
- - g[So s, Su’] (5.32)
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o Ax Ax

_

“lat Z1 | IR

vic v-c

P N Q
a) Flujo subcritico

I Ax ! Ax J

I k

A A1 At

vic/v-¢
P Q N

b) Flujo supercritico

FIG 5.4 Lineas caracteristicas y celdas de la malla.

En las ecs 5.29 a 5.32, las literales tienen un subindice que indica
el punto donde son consideradas.

Sumando las ecs 5.30 y 5.32 y al despejar VK, se llega a

-1 - -5 L
Vy = = [VP +up + VO v, * 8 (2s, Sy~ 3 (SP + SO))At] (5.33)

Obtenida VK' se puede calcular g de la ec 5.30 como sigue

i} R )
o =g [So L(s, ¢ Sn)] AL+ V, +w -V (5.34)

En las ecs 5.33 y 5.34 se necesita conocer VP' W SP, VQ. wo. SQ. Sin
embargo, los puntos P y Q casi nunca se ubican en los vértices de la
base de los rectangulos de la malla, donde si se conocen x, V, w, c ¥y

S.

Para conocer los valores de las variables de interés en los puntos P y
Q, se emplea la interpolacién de Lagrange de tres puntos (segundo
orden}). En el inciso 4.4 se explicod ‘brevemente este método de
interpolacién; en este capitulo se presenta la aplicacién de este tipo
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de interpolacién al método de las” céra?té}isficas, para ello se
considera la fig 4.3. AT A e

En el punto x, (fig 4.3) es necesario conb’c"er"e:l,valor de las variables
V, ¢ y u, donde sélo se conoce el valor de.éstas en los puntos X X, ¥

en .
X2

Para llevar a cabo la interpolacién se éonSidera que

£(xg).=

Vot g (5.35)
Ple ) =V, +c (5.36)
f(xz) =V, tc, (5.37)
Ademas 5 e

.Pk(X) = P(xp) = Vp + ¢y (5.38)

igualando la ec 5.29 con . la 5.38, resulta

X~ Xp

P(xp) = —g (5.39)

Sustituyendo la ec 5.39 en la 4.39 y tomando en cuenta a las ecs 4.40 a
4.42 y 5.35 a 5.37 se obtlene la ecuacién

2 -

Ax, +Bx, +C=0 (5.40)
donde
A=a+b+c (5.41)
a= f(xo) 7 (xy = %) (xo - x,) (5.42)
b = f‘(xl) / (x1 - xo) (xl - xz) (5.43)
c = f‘(xz) / (x2 - xo) (x2 - x,) (5.44)
- - oA

B = [a(x1 +x,) b(x, + x,) + clx, + x.) "AT'] (5.45)

*x
C=ax1x2+bx0xz+cx0x1—-—A-E— (5.48)

la raiz de la ec 5.40 que interesa es la positiva, por lo que
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_ -B + vV B%- aaC
X ————g ——— (5.47)
Ya obtenido el valor de Ko éste se sustituye en la ecs 4.40 a 4.42
para obtener los valores de Po(xp). Pl(xp) y Pz(xp); con los cuzles se
hace una interpolacién de tipo polinomial para estimar VP ye, medlante

v
P

A Po(xp) + v, Px(xp) + v, Pz(xp) (5.48)

c

p = S Po(xp) +c, Pl(xp) +e, Pz(xP) (5.49)

La variable w, se calcula en funcién de cp © bien como

v, = Uy Po(xp) + o, Pl(xp) + W, Pz(xp) (5.50)

De acuerdc con la fig 4.3 se ha supuesto que el punto P esta dentro del
intervalo, es decir que X, < X, = X, ¥ que X, < X, = Xy Ademas que X
= X, (o algunas veces X, = X, en el régimen supercritico). Cuando al
calcular X, con la ec 5.47 no cumple con lo anterior, se requiere
escoger otros valores de X X, Y X, hasta lograr que X, se encuentre
dentro del intervalo. Los valores de Yp ¥ SP se obtlenen a partir de VP

¥y

Para encontrar las variables asociadas al punto Q se sigue un método
similar al anterior, pero para é1 se considera

flx)) =V, -~ ¢ (5.51)
flx )=V -c (5.52)
f‘(xz) =V, -c, (5.53)

de esta manera se determinan los coeficlentes de la ec 6.40, despugs se
encuentra el valor de xo por medio de la 5.47; posteriormente mediante
las ecs 4.40 a 4.42 se calcula Po(xo), Fl(xo) y Pa(xo)' con esto se
puede determinar VO' cQ Yy wo con las sigulentes expreslones

VQ =V, po[xq) + Vl p1(xo) + V2 pz(xq) (5.54)
< = %o po(xo) +e, pl(xo) + o, pz(xo) (5.85)
v, = @ po(xo) CH pl(xo) +w, pz(xo) (5.58)

De acuerde a lo anterior, en la siguiente secuela de cdlculo se aplica
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el método de las caracteristicas a puntos que no bertenecen a las
fronteras '

1. Se calculan los valores de las funclones f‘(xp) con las ecs
5.35 a 5.37.

2. Con las ecs 5.40 a 5.47, se obtiene Xp

3. Se calculan Vp' ¢, ¥ w, con las ecs 5.48 a 5.50.

4. Se deternmina Yp (en funcién de w, 6 cP). r, v Sp.

5. Se calculan los valores de las funciones f‘(xo) con las ecs
5.51 a 5.53.

6., Considerando las ecs 5.40 a 5.47, se obtiene Xg

7. Se determina VQ. cq, y wo con las ecs 5.54 a 5.56.

8. Se encuentra y[J (en funcién de wo o co), ro Yy SQ.

9.

Se calcula Vx con la ec 5.33.
10. Se obtlene ©, con la ec 5.34.

11. Se encuentran Ygr Cpr T ¥ SK a partir de O+

En las fronteras se sigue un procedimiento semejante para obtener w, ©
¢c,, de acuerdo con el tipo de flujo, y el del problema por resclver.

5.7.2 Condicién de frontera
REGIMEN SUBCRITICO
AGUAS ARRIBA
En este caso la linea caracteristica negativa ({_) se llega a encontrar
con la frontera aguas arriba por lo que s6lo se toman las ecuacliones de
la linea caracteristica negativa (ecs 5.27 y 5.28), éstas quedan
asociadas con el gasto Q, como condicién de frontera en esta seccién,
los valores de las variables dependientes Y ¥ VK quedan en funcién de
la condicién de frontera establecida, para conocer sus valores se
realiza lo siguiente
De acuerdo con la ec 5.32, agrupando los términos que contengan a Y
= -1 -
V- =gt [s0 35, ¢ Su)] RS (5.57)

Si el lado derecho de la ec 5.57 se designa como &, expresando al el
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lado izquierdo en términos de Yer Y tomando en cuenta que se utiliza
una seccion rectangular se obtlene

Q oy =
y—gx 2 Vg v, « =0 (5.58)

haciendo Algebra, se llega a la sigulente expresién
Q _ 1/2_ -
B Y [2 (g ¥,) ] Q (5.59)

Para encontrar el valor de Yy se propone emplear el método de
Newton-Raphson de primer orden.

Conocliendo el valor Yyr e obtiene facilmente el valor de Vg, de esta
manera Se encuentra los valores de las variables dependientes de la

caracteristica negativa (g ).
AGUAS ABAJO

En este caso se toman en cuenta las ecuaciones de 1la linea
caracteristica positiva (§+) (ecs 5.25 y 5.28), ya que ésta alcanza a
la frontera aguas abajo. Las ecuaciones se asocian con una condicién de
frontera Y1 que es el tirante en la seccién final del canal.

En régimen subcritico dependiendo del valor del tirante final Y. se
pueden presentar los sigulentes tlpos de perfiles en la seccién aguas
abajo del canal.

FIG 5.5 Perfll M1,
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Este perfil (fig 5.6), se presenta cuando en el extremo de aguas abajo
del canal se encuentra con un depdésito de agua, el cual mantiene un
nivel mayor al tirante normal, este perfil es conocido como curva de
remanso,

M2 yn > yf = yc
En la fig 5.6 se muestra un ejemplo de este perfil, como se observa el
nivel maximo que puede tener la masa de agua donde descarga debe ser
menor al tirante normal Yo ¥ el nivel minimo que puede tener esta masa

es el vacio, ya que el tirante menor que se puede presentar en este
caso es el tirante critico.

FIG S.6 Perfil M2.

S1 yr>yc>yn

Este tipo de perfil (fig 5.7) generalmente emplieza aguas arriba con un
salto, el nivel aguas abajo es mayor que el Yor podria ser el caso de
una descarga en un depdésito donde la elevacién del agua es mayor al
tirante critico.

FIGC 5.7 Perfil S1.
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Como se puede observar, el tirante final Yoo €S la condicién de
frontera, ésta se debe de dar en cada tiempo (limnigrama). De esta
manera se obtiene w,, con la ec 5.24.

De la ec 5.30 se obtiene Vx

+V, 4w (5.80)

K P

= -1 -
Ve = 8 [So 3 (SP + SN)] At - ©
Con la ecuacién anterior se obtiene el valor de Ve y VK, para esta

seccion,
TIRANTE CRITICO COMO CONDICION DE FRONTERA AGUAS ABAJO.

Cuando se transita un hidrograma en un canal para un determinado tiempo
se conoce el gasto de entrada, pero no el gasto en la ultima seccién
aguas abajo debido al efecto transitorio que se presenta en él, por lo
tanto no se dispone del valor del tirante critico y. en la altima
seccién en un determinado tiempo.

Para obtener el valor del tirante critico en la seccién de aguas abajo,

se propone lo siguiente.

De acuerdo con la ec 3.45, la velocidad critica es ligual a

V. =vey (5.61)

esto quiere decir, que la velocidad en el punto k (ultima seccién) es
igual a la velocldad critica, y ésta tiene la misma magnitud que la
celeridad es decir

V =¢c =Ygy (5.82)

Como se ha visto previamente, en esta seccién s6lo se puede tomar en
cuenta las ecuaciones de la linea caracteristica positiva (ecs 5.25 y
5.28), y de acuerdo con la 5.24, la 5.30 se puede escribir de la
siguiente manera

(e, + 2¢,) - (V_ +uw))
L3 £t =g[so—%(sP+sN)] (5.63)
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Despejando de la ecuacién :yahtbe'riqr‘ lgs t':é‘rniljnc}s\, que ‘contienén’ a 'yx';‘
resulta . i o ‘ oy L

(@ yx)”2+ 2 (g ‘yK)l/2= LAt S[So _
resolviendo para Yy se obtiene
Ye = 11/2 at g[so -
3g

De esta manera se ha obtenide el valor del tirante: critico (yK

la seccién final aguas abajo del canal.
REGIMIEN SUPERCRITICO
AGUAS ARRIBA.

En este caso se tienen que establecer dos condiciones de frontera, el
gasto Q, y el tirante inicial yl, de esta manera se les ha asiganado a
las variables dependientes (yx Yy Vx)' los valores de la solucién del
sistema de ecs 5.25 a 5.28.

AGUAS ABAJO.

En esta seccién no se tiene que establecer ninguna condicién de
frontera ya que las dos caracteristicas (C* y &) tlenen pendiente
positiva, por lo que las variables dependientes (yx y VK). se pueden
calcular de la misma manera que en las secciones interiores,

5.8 CONDICION DE FRONTERA MOVIL

Hasta ahora se ha planteado unicamente el modelo numérico, para flujo
gradualmente variado, este modelo tamblén contempla el cambio de
régimen rdpido a lento, determinando la velocidad y la trayectoria del
salto hidraulico. En este cambio se produce una discontinuidad de las

variables dependientes (y y V).

La trayectoria del salto variard en el plano x-t, cumpliendo con las
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ecuaclones del tirantes conjugados para filujo no permanente (inciso
3.4.2), respetando también la siguiente desigualdad

Vite >V -cp >V >V, -c, (5.886)

FIG 5.8 Cdlculo de la trayectoria del frente a
partir de las 1ineas caracteristicas.

En la fig 5.8, se muestra la linea que representa la frontera mévil, la
cual es alcanzada por dos lineas caracteristicas (C’ y {_) de aguas
arriba y por una (g_) de aguas abajo.

La forma de conocer la ubicacién del cambio de régimen, consiste en
determinar la posicién del frente en cada intervalo de tlempo, tomando
en cuenta las ecuaclones de tirantes conjugados para flujo no
permanente (ec 3.33) y las ecuaciones proporcionadas por las lineas
caracteristicas que alcanzan al frente.

La trayectorla del salto hidrédulico puede considerarse como una
condicién de frontera mévil dentro de la zona de estudio, donde ésta es
dividida por la trayectoria del salto, en régimen supercritico (aguas
arriba) y régimen subcritico (aguas abajo).

De acuerdo con la fig 5.8 se observa que en la parte del régimen
subcritico, en la seccién inicial; al igual quen en la caso general, el
valor de las variables dependientes se determinan de acuerdo con las
ecuaciones de la linea caracteristica negativa y una condicién de
frontera, ahora esta condicién debe de cumplir con la ecuacién de
tirantes conjugados para flujo no permanente. En régimen supercritico,
las lineas caracteristicas alcanzan la frontera movil, sobrepasandola,
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por lo que la red de las lineas caracteristicas en esta parte, se forma
independientemente de esta condicién de frontera. Con las ecuaclones de
las lineas caracteristicas y haciendo una interpclacién es posible
obtener los valores del tirante y la velocidad en la frontera (y
vu()‘

iK'’

Para conocer la ubicaclén y la velocidad del salto se plantea un
sistema de nueve ecuaclones, el cual es resuelto de manera iterativa.

1% 1P (5.67)
=V +c
at PR g, REGINEN
(V. +w. ) = (V. +w) . SUPERCRITICO
1K 1K L A P (s +5 )
At o 2 ‘P1iPr Thin (5.68)
X1k~ *10 _ e (5.69)
at 10 10 §, REGIMEN
(V. - x) - (V- ) . SUPERCRITICO
E g $-g |s, - (5, +8S. )
[13 o "2 Y190 Thw (5.70)
X, - X
2K 20 .. qu cao (8.71)
¢, REGIKEN
SUBCRITICO
(V= w,) Ve w2°)= els -2 s +s
At o 2 20 2N (5.72)
2 2
y_ax_ y_2l£ ) 2 (V“- V) -0 TIRANTES cou.xumnc(,;n)
yfx Yir 8 Yix
v = Var Yor ™ Vix Yix VELOCIDAD (5.74)
w Y o~ ¥ i ABSOLUTA DE ONDA
X - X
dx _ "k N _
&E” 5 = Vur (5.75)

La secuencia de célculo que se propone para conocer los valores de las

v

incégnitas en la frontera mévil (ym, v y -

- V") es la

o’
siguiente:

1) Se propene el valor de V.
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2)

3)

4)

5)

6)

Como se conoce X, Qque corresponde a la posicién del frente en el
tiempo anterior, se puede encontrar el valor de X, a partir de la ec
5.75.

En régimen supercritico, la frontera del extremo aguas abajo de la
zona en estudio, no requiere de una condicién de frontera; por lo
que las ecuaciones de la lineas caracteristicas del régimen
supercritico (ecs 5.67 a 5.70) aportan los valores de las variables
Yig ¥ Vi (régimen supercritico en la frontera mévil).

Con la ec 5.73, se encuentra el valor de la raiz positiva de la
relacién (yzx/ ym), obteniendo asi el valor de Yor:

Con el valor de Yor ¥ con las ecs 5.71 y 5.72 se determina Vex‘
Se calcula Vu con la ec 5.74 y se compara con el valor propuesto, la
diferencia entre ambos valores debe de ser menor que la tolerancia

establecida, de lo contrario se tendrdA que hacer una nueva
iteracioén.
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6. EJEMPLOS
6.1 INTRODUGCION

En este capitulo se presentan ejemplos en los cuales se aplica el
modelo numérico antes planteado, el cual se puede emplear para la
simulacién de flujo no permanente tanto para régimen suberitico como
para supercritico, esta modelacién se encuentra limitada por
condiclones de frontera que varian gradualmente. Cuando el flujo cambia
de régimen de supercritico a subcritico se considera la ecuacién de
tirantes conjugados para flujo no permanente.

Con este modelo es posible obtener la trayectoria del salto hidraullco
de velocidad variable. La velocidad del salto es variable ya que las
condiciones de frontera tanto aguas arriba como aguas abajo varian
gradualmente. Esto mismo se puede observar en un canal de laboratorio:
la velocidad con que se¢ mueve el salto hidraulico varia de acuerde con
las condicliones de frontera.

Para poder observar mejor el alcance de este trabajo se han escogido
tres ejemplos de flujo no permanente, el primero es con variaclién del
nivel en la condicién de frontera aguas abajo, el segundo tiene un
gasto variable como condicién de frontera aguas arriba, y el tercero
cuenta con ambas condiciones de frontera.
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Para la simulacién de los ejemplos se ha empleado una computadora
personal Hewlett Packard Vectra 486, empleando como lenguaje de
programacién Quikbasic. Al final de cada ejemplo se indica el tiempo
que duré la simulacidn.

6.2 EJEHPLOS

Para cada ejemplo se dieron como condicienes {iniclales, las
caracteristicas hidraulicas de un flujo a régimen permanente.

En todos los ejemplos se plantea un canal de laboratorio de seccién
rectangular con las siguientes caracteristicas:

Ancho de base 0.40 m
Longitud 20.00 m
Coeficiente de rugosidad n de Manning 0.01

Para el calculo se ha utilizado un intervalo de distancia de 0.50 m y
de tiempo de 0.05 s, garantizando de esta manera la establlidad del
esquema.

EJEMPLO 1
Gasto constante con variacién del nivel aguas abajo como condiciones de
frontera.

En este ejemplo se simula un flujo en el canal antes descrito, con una
pendiente de plantilla del 3%, un gasto constante de 0.045 n3/s. Por lo
tanto la condicién de frontera aguas arriba es gasto constante, y el
nivel del agua en esta secciédn es constante (0,054 m); mientras que la
condicién de frontera aguas abajo estd representada por 1la fig 6.1, la
cual representa un limnigrama lineal.

La variaciéon del nivel del agua, en la dltima seccién es de 0.054 a
0.48 m en un tiempo total de 100 segundos. El instante T = O se toma
cuande las condiclones iniciales del modelo se han estableclido, en ese
momento el nivel aguas abajo del canal es de 0.05 m el cual se aprbxima
al tirante normal en la seccidén X = 20 m. El valor final del nivel en
esta seccién es de 0.48 m el cual se mantiene durante 50 segundos.
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FIG 6.1 Limnlgrama en 1a. secciOn final.
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FIG 8.2 LocalizaciOn del salto hidréullco
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En la fig 6.2 se muestra la posicién del salto hidraulico en cada
tiempo, los resultados modelo son comparades con otro modelo, propuesto
por Martin 1988; en esta figura se observa que ambas graficas tienen la
misma tendencia, los cambios de las pendientes de las curvas se
presentan en tiempos lguales, aunque los valores en la distancia
difieren un poco; a partir del tiempo = 130 s los valores de ambos
métodos son muy parecidos.

Al comparar figuras 6.1 y 6.2, se puede observar que el desplazamiento
del salte estd muy relaclonado con la varlacién de la condiclién de
frontera aguas abajo, a medida que el nivel del agua en la ultima
seccioén se eleva, el salto se mueve hacia aguas arriba.

En el apéndice A se muestran en forma de tabla las caracteristicas del
flujo en determinados instantes, Jjunto con su respectivo perfil. El
tiempo que duré la computadora en hacer la simulacién fue de 14 min. A
continuacién se muestran algunos perfiles del agua correspondientes a
este ejemplo,

@50 050

im . AL
[ K [t .

[

TONRO = 10 1y Sl R T - TUPO = 90 1%

1ot
Tl - : e ,
[ g . 013 .

) ) B E] B T 13

nMPY « 20 185 NINPO ¢ 10 1eg

e Yoo . E
028 4 [ [EH) ol

10 13 E

TR = 50 1 nOPO b 130 kg

i 0 1] B

nEvPD ¥ 70 4y
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EJEMPLO 2:
Gasto varlable con nivel constante en la secclén extrema aguas abajo.

Se desea determinar las caracteristicas del flujo en el mismo canal del
ejemplo anterior, con pendiente S = 0.01; el gasto tendri una varliacién
lineal: en el tiempo 10 seg el gasto es de 0.01998 n’/s y en el tiempo
180 seg es de 00,0372 ma/s, manteniéndose constante el restante tiempo;
el nivel del agua en el extremo aguas arriba del canal no cambia (0.06
m). La condicién de frontera aguas abajo, es un nivel constante igual a
0.14 m.

En la fig 6.3 se muestra la posicién del salto en el tlempo que dura el
ensayo, tanto el calculado como el medido en laboratorio (Martin 1989).
En este caso se puede observar que cuando el gasto aumenta el salto
hidr4dulico se barre haclia aguas abajo. En esta figura se obserya que
los valores obtenidos mediante el método propuesto son muy semejantes a
los valores medidos.

10.00 1

4

5.00
0'00 LI LR st N B At G NS I BN B JNSE R (NN BN BRAR M S S 1
0 10 160 210

T ()

FIC 6,3 Locallzacidn del salto hidréullco.

En el apéndice B se encuentran tablas con las caracteristicas
principales del flujo en determinados instantes, junto con el perfil
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del agua en ese mismo Instante. La computadora tardé 20 min en hacer
esta simulacién. Los perfiles del agua en tiempos determinados son los

siguientes:
0.80 050
v o
038
-
000
by
TR0 % 10 sey
950
e
va2s 4
0.00
050
A
015
L]
05 1
i
LX)
LI}
EJEMPLO 3:

Gasto variable como condicién de frontera aguas arriba y nivel del agua
en el extremo inferior variable como condicién de frontera aguas abajo.

Las caracteristicas fisicas del canal son las mismas que las de los
ejemplos anteriores, la pendiente de 1la plantilla del canal es
S = 0.01, la variacién del gasto de entrada es lineal: hasta el tiempo
10 seg es de 0.01998 n/s para llegar a ser de 0.0372 n/s en el tiempo
160 seg; el nivel del agua en la seccién extrema aguas arriba es
constante (0.06 m), la varlacién del nilvel aguas abajo no es lineal
(fig 6.4).

En la fig B.5 se muestra la trayectoria del salto durante el tiempo que
duré la modelacién, y se puede comparar con los valores obtenldos en el
laboratorio (Martin 1989). En esta figura se observa que existe una
diferencia entre los valores medidos y los valores obtenidos con el
método propuesto.

B6S



0.30 )
Y (m)

0.10 1

10 60 110 160 210 260
T(v)

FIG 6.4 Limnigrama en la secciOn final.
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En el anexo C se muestran las tablas con las caracteristicas del fluje
y sus perfiles del agua correspondientes, El tiempo de computadora en
este ejemplo fue de 21 min. A continuacién se muestran los perflles
correspondientes a este ejemplo, en los cuales se puede apreciar el
movimiento del salto hidraulico.
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7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

De acuerdo con los resultados de los ejemplos planteados en el capitulo
seis, se puede decir que se pueden conocer las caracteristicas
hidraulicas del flujo no permanente considerando el posible movimiento
de saltos hidraulicos. Para ello se elaboré un modelo numérico que
puede ser utilizado en una computadora personal.

Se encontr6 que manejando intervalos de tiempo y de distancia
relativamente pequefios en funcién de la longitud del canal, se puede
manejar tanto el flujo subcritico como el supercritico, ya que cuando
se presenta el salto hidraulico es necesario simular los dos tipos de
flujo en el mismo instante (supercritico aguas arriba y subcritico
aguas abajo). Esto es posible tanto en pendiente de fondo subcritica
comoe en supercritica.

Emplear intervalos de tiempo y de distancia pequefios, en la simulacién
de un flujo no permanente, aumenta el tilempo de calculo pero ésto es
compensado con la estabilidad y precisién del método; ademas si se
cuenta con una computadora personal cuya velocidad de calculo sea entre
20 y 30 Mhz, el tiempo de célculo es aceptable.

Ahora, para establecer las condiciones iniciales y los intervalos de
tiempo y de distancia; es conveniente auxillarse con algin método de
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célculo para flujo permanente que consideren saltos hidraulicos, de
esta manera, el tiempo que requlere el modele numérico para
estabilizarse en las condiciones iniclales se reduce considerablenmente.

Al  comparar los resultados de los eJemplos con algunos valores
reportados, se obtuvo una semejanza adecuada, por esta razén se puede
decir que el método propuesto es confiable.

Las ecuaciones de tirantes conjugados, celeridad y velocidad absoluta
de onda se encuentran interrelacionadas ya que en ellas se han tomado
en cuenta los principlos de continuidad y de cantidad de movimiento,
como se observa en las ecuaciones 3.18 y 3.22.

La ecuacién de tirantes conjugados en flujo no permanente, toma en
cuenta la velocidad absoluta de onda. En este trabajo se hizo una
revisién de las ecuaciones para un canal de secci6n rectangular (ecs
3.29 y 3.33).

De acuerdo con los resultados obtenldos en este trabajo, se puede decir
que el método de las caracteristicas, es sencillo y practico en el
estudio del flujo no permanente tanto en réglimen subcritico como en
supercritico; ademds las condiciones de {rontera son sencillas de
mane jar.

El salto hldraulico se ha considerado dentro del modelo numérico como
una condicidn de frontera mévil, que divide el cdlculo de los puntos
interiores, pudiéndose calcular de acuerde con el tipo de régimen en
que Se enhcuentran: supercritico aguas arriba del salto y subcritico
aguas abajo. Tomando en cuenta esta condicién de frontera mévil, es
posible determinar la trayectoria continua del salto hidréaulico.

En los ejemplos planteados en el capitulo seis se observa que el
movimiento del salto hidraulico, depende mAs de la variacién del nivel
aguas abajo que de la variacién de gasto aguas arriba. Esto se debe
que, al sublr el nivel aguas abajo, este se aleja del tirante critico,
pudiéndose obtener perfiles suberiticos mas largos. En cambio, cuando
el gasto aumenta aguas arriba, varian al mismo tiempe el tirante
critico y el normal en menor escala, dependiendo del tipo de pendiente.

Conocer la direccién y la velocidad del salto hidréulico en la
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simulacién de un flujo no permanente puede ser importante en el
dimensionamiento de una obra de conducclén que esté sujeta a un gasto
variable. También seria uUtil para los casos de un canal de un sistema
de riego o un colector de una red de alcantarillado donde el gasto no
es constante y el tirante aguas abajo de la conduccién sea variable.
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APENDICE

En esta secci6tn se presentan los resultados numéricos del modelo antes
planteado en forma mas detallada.

Esta secclén estd dividida en tres partes (A, B, y C), cada una
corresponde a los datos de las caracteristicas del flujo de cada uno de
los ejemplos planteados en el capitulo 8. Esta informacién esta dada en
forma de tablas, en ellas se da la Informacién sigulente:

distancia medida desde el origen 0, en m.
velocidad media del flujo, en m/s.
celeridad, en n/s.

variable de estado de Escofflier, en m/s.
tirante del flujo, en m.

O < r O < X

gasto calculado tomando en cuenta la velocidad media y el tirante
en la seccion indicada, en mals.

En la parte Inferior de cada tabla se anexa el perfil del agua
correspondiente al tiempo indicado.



SECCION A

EJEMPLO 1



Tiempo = 10 seg Q =0.045 n°/s

o
w
=3

0.00

I B S SN IR ]

Distancia al salto =0
Velocidad del salto = 0
X v c W Y Q
0.000 2.083 0.727 1.455 0.054 0.045
1.000 2.087 0.727 1.454 0.054 0.045
2.000 2.080 0.726 1.453 0.054 0.045
3.000 2.092 0.726 1.452 0.054 0.04S
4.000 2.094 0.726 1.451 0.054 0.0458
5.000 2.085 0.725 1.451 0.054 0.045
6.000 2.086 0.725 1.450 0.054 0.045
7.000 2.087 0.725 1.450 0.054 0.045
9.000 2.098 0.725 1.450 0.054 0.045
9.000 2.099 0.725 1.450 0.054 0.045
10.000 2.089 0.725 1.448 0.054 0.045
11.000 2.089 0.725 1.44% 0.054 0.048
12.000 2.100 0.725 1.443 0.054 0.045
13.000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045
14.000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045
15,000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045
16,000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045
17,000 2,100 0.725 1.449 0.054 0.045
18,000 2.101 0.725 1.449 0.054 0.045
19.000 2.101 0.725 1.449 0,054 0.045
20,000 1.210 0,955 1,808 0.083 0,045

(=3

e

TIEMPQ = 10 seg

A-1



Tiempo = 30 seg

Q = 0.045 m/s

Distancia al salto = 20 m
Veloclidad del salto = O n's
X v C W Y Q
0.000 2.083 0.727 1.455 0.054 0.045
1.000 2.087 0.727 1.454 0.054 0.045
2,000 2.090 0.726 1.453 0.054 0.045
3.000 2.092 0.726 1.452 0.054 0.045
4.000 2.094 0.726 1.451 0.054 0.045
5.000 2.035 0.725 1.451 0.054 0.045
B6.000 2.096 0.725 1.450 0.054 0.045
7.000 2.097 0.725 1.450 0.054 0.045
8.000 2,098 0.725 1,450 0.054 0.045
9.000 2,098 0.725 1,450 0.054 0.045
10.000 2.099 0.725 1.448 0,054 0,045
11.000 2.099 0.725 1.449 0.054 0,045
12,000 2.100 0.725 1.449 0,054 0.045
13.000 2.100 0.725 1.448 0,054 0.045
14,000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045
15.000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045
16.000 2.100 0.725 1,449 0,054 0,045
17.000 2.100 0.724 1.449 0.054 0.045
18,000 2.101 0.724 1.449 0.054 0.045
19.000 2.101 0.724 1.449 0,054 0.045
20.000 0.628 1.325 2.651 0.179 0.045
0.50'1
]
Y(m o A
o.zsj1
O.OOD‘r‘ﬁ. T é — .1.0 — -t ',5 T ™

TEMPO = 30 seg



0.50

Y (m)
0.25

0.00

M BV SRS |

DD b 2 2 e e pen e bed g
CWONDUDWNLOOONOUIS WN~O

Tiempo = 50 seg

Distancla al salto
Velocidad del salto =- 0.1057137 m/s

.000
.000
.000
. 000
.000
.000
. 000
.000
.000
.000
.000
.000
.000
.Q00
.000
.000
.000
.000
.000
.000
.000

ONNNNNNNNNNN!\)!\)S\!S\)!\)E\J?}NN

.083
.087

090
0g2
094
085
036
097
098
099
089
089
100

. 100

100
100
100
100
101
101
424

Y eRefolololololololofolofojaolela oo o)

.727
.727
.726
.726
.726
.725
.725
.725
725
.725
.725
725
.725
.725
725
. 725
.725
724
.724
.724
.612

L)t b A A b e b e ek e b bt bbb 0 B

18. 04546

.4585
.454
.453
.452
.451
.451
.450
.450
.450
.450
.449
. 449
. 449
.449
. 449
<448

449
449

. 448
. 449
.224

.054
.054

054
054

.054

054
054
054
054
054
054
054
054

.054
.054
.054

054
054

.054
.054
. 288

Q = 0.045 m/s

m

.045
.045

045

.045

045

.045

045
045
045
045
045
045
045

045

045
045
045
045
045
045

.045

10

TIEWPO = 50 seq



‘Tiempo = 70 seg Q = 0.045 n°/s

~Distancia al salto = 16.95668 m
Velocidad del salto =- 0,1349836 m/s

X v c W Y Q

0.000 2.083 0.727 1.455 0.054 0.045

1.000 2.087 0.727 1.454 0.054 0.045

2.000 2.090 0.726 1.453 0.054 0.045

3.000 2.092 0.726 1.452 0.054 0.045

4.000 2.094 0.726 1.451 0.054 0.045

5.000 2.085 0.725 1.451 0.054 0.045

6.000 2.0396 0.725 1.450 0.054 0.045

7.000 2.097 0.725 1.450 0.054 0.045

8.000 2.098 0.725 1.450 0.054 0.045

9,000 2.099 0.725 1.450 0.054 0.045

10.000 2.088 0.725 1.449 0.054 0.045

11,000 2.099 0.725 1.448 0.054 0.045

12.000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045

13,000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045

14.000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045

15.000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045

16.000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045

17,000 0.429 1.604 3.207 0.262 0.045

18.000 0.383 1.690 3.380 0.291 0.045

19,000 0.333 1.771 3.542 0.320 0.043

20,000 0.280 1.855 3.710 0,351 0.039
0.50 ]
Yim)
0257

Q.00 — T[T T T T

0 5 10 15

X (m)
MEMPO = 70 seg



0.50

Y (m)
0.25

0.00

Tiempo = 90 seg

Q= .045 ms

Distancla al salto = 14.44081 m
Velocidad del salto =- 0.1369407 n/s
X v C W Y Q
0,000 2,083 0.727 1.455 0.054 0.045
1.000 2.087 0.727 1.454 0.054 0.045
2.000 2.090 0.726 1.453 0.054 0,045
3.000 2.092 0.726 1,452 0.054 0.045
4,000 2.094 0.726 1.451 0.054 0.045
5.000 2.095 0.725 1.451 0.054 0.045
6.000 2.096 0.725 1.450 0.054 0.045
7.000 2.097 0.725 1.450 0.054 0.045
8,000 2.098 0.725 1.450 0.054 0.045
9.000 2.099 0.725 1.450 0.054 0.045
10,000 2.099 0.725 1.449 0.054 0.045
11,000 2.089 0.725 1.448 0.054 0.045
12,000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045
13.000 2.100 0.725 1.449 0.054 0.045
14,000 2.100 0.725 1.448 0.054 0.045
15,000 0.427 1.658 3.316 0.281 0.048
16,000 0.372 1.747 3.494 0.311 0.046
17.000 0.310 1.838 3.676 0.345 0.043
18.000 0.277 1.816 3.833 0.375 0.042
19.000 0.233 2.002 4.004 0.408 0.038
20.000 0.211 2.070 4.140 0.437 0.037
a T8 D ,,f ‘25
x (m)

TIEMPO = 90 seg



Tiempo = 110 seg Q =0.045 n/s

Distancia al salto = 11,92882 m
Velocidad del salto =- 0,061907 m/s

X v o} W Y Q

0.000 2.083 0.727 1.4558 0.054 0.045

1,000 2.087 0.727 1.454 0.054 0.045

2.000 2.080 0.726 1.453 0.054 0.045

3.000 2.092 0.726 1.452 0.054 0.045

4.000 2.094 0.726 1.451 0.054 0.045

5.000 2.095 0.725 1.451 0.054 0,045

5.000 2.096 0.725 1.450 0.054 0.045

7.000 2.097 0.725 1.450 0.054 0,045

B.000 2.098 0.725 1.450 0.054 0.045

9.000 2.099 0.725 1.450 0.054 0.045

10.000 2.098 0.725 1.448 0.054 0.045

11.000 2.099 0.725 1.449 0.054 0.045

12.000 0.498 1.487 2.975 0.226 0.045

13,000 0.450 1,800 3.201 0.261 0,047

14.000 0.413 1.890 3.381 0.292 0.048

15.000 0.377 1.775 3.550 0.322 0.048

16.000 0.338 1.864 3.728 0.355 0.048

17,000 0.314 1.945 3.889 0.386 0.048

18.000 0.290 2.023 4.046 0.418 0.048

19.000 0.267 2.101 4.202 0.450 0.048

20.000 0.252 2.169 4.339 0.480 0.048
0.50 1
4
Y () A
0.25 4

0.00 ~F——————— 7

(=]
[ =
-
(=]

TIEMPO = 110 seg



Tiempo = 130 seg Q = 0.045 n'/s

Distancia al salto = 11.08068 m
Velocidad del salto =- 0.0208504 m/s

X A c W Y Q

0.000 2.083 0.727 1.455 0.054 0,045

1.000 2.087 0.727 1.454 0.054 0.045

2.000 2,090 0.726 1.453 0.054 0,045

3.000 2,092 0.726 1.452 0.054 0.045

4,000 2.094 0.726 1.451 0.054 0.045

5.000 2.095 0.725 1.451 0.054 0.045

6.000 2.096 0.725 1.450 0.054 0,045

7.000 2.087 0.725 1.450 0.054 0.045

8,000 2.098 0.725 1.450 0.054 0.045

9.000 2.099 0.725 1.450 0.054 0.045

10.000 2.089 0.725 1.449 0.054 0.045

11.000 2.099 0.725 1.449 0.054 0.045

12.000 0.497 1.496 2.992 0.228 0.045

13.000 0.447 1.592 3.183 0.253 0.046

14.000 0.383 1.893 3.386 0.293 0.045

15.000 0.343 1.783 3.565 0.324 0.045

16.000 0.313 1.867 3.734 0.358 0.045

17.000 0.287 1.949 3.898 0.388 0.045

18.000 0.265 2.027 4.054 0.419 0.044

19.000 0.246 2.100 4.201 0.450 0.044

20.000 0.231 2.169 4.333 0.480 0.044
0.50 ~
Y (m) 1
0.251
]

T T T T T T T T 15 o

TEMPO = 130 ssg

A-7



Q.50

Y {m
Q.28

.00

PO MU T Uy I §

Tiempo = 150 seg

Q = 0.045 n'/s

Distancia al salto = 10.97613
Velocldad del salto =

0.000
1.000
2.000
3.000
4.000
5.000
6.000
7.000
8.000

9.000
10.000
11.000
12.000
13.000
14.000
15.000
16,000
17.000
18.000
18.000
20.000

2.083
2.087
2.090
2.082
2.094
2.085
2.096
2.097
2.088
2.088
2.098
0.568
0.4388
0.418
0,380
0.344
0,314
0.283
0.262
0.244
0.230

0.727
0.727
0.728
0.726
0.726
0.728
0.725
0.725
0.725
0.725
0.725
1,384
1.498
1.606
1,696
1.784
1.871
1,855
2.031
2.102
2.169

m

0.0004640 n/s

1.455
1.454
1.453
1.452
1.451
1.451
1,450
1.450
1,450
1.450
1.448
2.787
2,996
3.212
3.381
3.569
3.741
3.810
4.063
4.208
4,338

POOOP0000000000000000

054
054
054
054
054
054
054
054
054

.054

054

.188

228
263
293
325
357
380
421
451
480

=2

MEMPO = 150 seg

A-8



SECCION B

EJEMPLO 2



0.50

Y (m)
0.25

Tiempo = 10 seg

[
o w

T

Distancia al salto
Velocidad del salto

000

.000

000
000
000
000
000
000

.000
.000
.000
.000
.000
.000
.000
.000
.000
18.
.000
.000

000

OO OOOHP M MR RSl e 00

.833

983
040

. 0866
.087
.087
.o87
.087
.o87
.087
.087
.087

087
087
087
087
518

. 458
.413
.386
. 363

HHHHOOOOOOOOOOOPOOQPO

. 767
708
.B85
.B78
.B71
672
.71
.B671
671
.B71
.B671
671
.B71
.671
.671
671
.975
.034
. 089
.133
171

Q = 0.01998 m’/s

.534
.411
.371
. 356
.341
343
.343
. 343
.343
. 343
.343
.343
.343
343
343
.343
.950
.067
.178
2.266
2.343

D DD+ 4= b s b b S R P B e e e e e

15.00022
0.0044636 m/s

o
kY
o

m

0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020
0.020

0.00 <
0

TEMPO = 10 seg



0.50

Y (m)

0.25

0.00

Tiempo = 40 seg

Distanclia al salto
Velocidad del salto

16.09274
0.0621617 m/s

Q = 0.02342 n’/s

X v [ W Y Q
0.000 0.976 0,767 1.534 0.060 0.023
1.000 1.045 0.741 1.482 0.056 0.023
2.000 1.086 0.726 1.452 0,054 0.023
3.000 1.112 0.716 1.433 0.052 0,023
4,000 1.128 0.710 1.420 0.051 0.023
5.000 1.139 0.706 1.411 0.051 0.023
6.000 1.146 0,702 1.405 0.050 0,023
7.000 1.151 0.700 1.400 0.050 0.023
8.000 1.154 0.698 1,386 0.050 0.023
9.000 1.155 0.697 1.393 0.050 0.023

10,000 1.156 0.695 1.391 0.048 0.023
11.000 1.156 0.694 1.388 0.048 0.023
12.000 1.156 0.693 1.386 0.043 0.023
13.000 1.155 0.882 1.385 0.049 0.023
14,000 1.155 0.692 1.383 0.049 0,023
15.000 1.154 0.681 1.382 0.048 0.022
16.000 1.153 0.680 1.380 0.049 0.022
17.000 0.540 1.027 2.053 0.108 0.023
18.000 0.511 1.067 2.135 0.116 0.024
18.000 0.447 1.129 2.258 0.130 0.023
20.000 0.422 1.171 2.343 0.140 0.024
—L N S S —

TIEMPD = 40 seg



4
i
S

Y (m)
0.25

0.00

Tiempo = 70 seg

Distancla al salto
VYelocidad del salto

Q = 0.02687 m/s

16. 86128
0.0072631 m/s

n

X v C W Y Q
0.000 1.120 0.767 1.534 0.060 0,027
1.000 1.147 0.757 1.515 0.059 0.027
2.000 1.167 0.750 1.501 0.057 0.027
3.000 1.182 0.745 1.480 0.057 0.027
4,000 1.192 0.741 1,482 0.056 0,027
5.000 1.200 0.738 1.476 0.056 0.027
6.000 1.206 0.735 1,471 0.086 0.027
7.000 1.208 0,733 1.487 0.056 0.027
8.000 1.212 0.732 1.463 0,055 0.026
9.000 1.214 0.730 1.461 0.054 0.026

10,000 1.214 0.729 1.458 0.054 0.026

11.000 1.215 0.728 1.456 0.054 0.026

12.000 1.215 0.727 1.455 0.054 0.026

13.000 1.215 0.726 1.453 0.054 0.026

14.000 1.214 0.726 1.451 0.054 0.026

15.000 1.214 0.725 1.450 0.054 0.026

16.000 1.213 0.724 1.448 0.054 0.026

17.000 0.627 1.024 2.047 0.107 0.027

18.000 0.617 1.055 2.110 0.114 0.028

18.000 0.486 1.146 2.292 0.134 0.028

20.000 0.484 1.171 2.343 0.140 0.027
- /—o——/‘_
0 N I

TEMPO = 70 seg

B-3

X {m)



Tiempo = 100 seg Q = 0.03031 n/s

17.72085 m
- 0,0281281 m/s

, Distanclia al salto
Velocidad del salto

X v Cc W Y Q
0.000 1.263 0.767 1.534 0.060 0.030
1.000 1.263 0.767 1.534 0.060 0.030
2.000 1.263 0.767 1.533 0.060 0.030
3.000 1.264 0.766 1.532 0.060 0.030
4.000 1.265 0.765 1.530 0.060 0.030
5.000 1.266 0.764 1.528 0.060 0.030
6.000 1.268 0.763 1.526 0.053 0.030
7.000 1.268 0.762 1.524 0.059 0.030
8.000 1.269 0.761 1.522 0.053 0.030
9.000 1.268 0.760 1.521 0.059 0.030
10.000 1.270 0.760 1.519 0.059 0.030
11.000 1.270 0.759 1.518 0.058 0.030
12.000 1.269 0.758 1.516 0.059 0.030
13.000 1.2689 0.757 1.515 0.059 0.030
14.000 1.268 0.757 1.514 0.058 0.030
15.000 1.268 0.756 1.512 0.058 0.030
16.000 1.267 0.756 1.511 0.058 0.030
17.000 1,267 0.755 1.510 0.058 0.029
18,000 0,623 1.08f 2.182 0.121 0.030
19.000 0.639 1.110 2.221 0.126 0.032
20.000 0.566 1.171 2.343 0.140 0,032
0.50 7
Y(m) 4
0.25
g Vausaal
0.00 —_— 1T —— —f——r———
0 5 10 15 20
X (m)

TEMPO = 100 seg

B-4



0.50

Y (m)
0.25

0.00

Tiempo = 130 seg

Q = 0.03376 n'/s

TIEMPQ = 130 seg

Distancia al salto = 18.43554 m
Velocidad del salto = 0.0148619 m/s
X v Cc W Y Q
0.000 1.407 0.767 1.534 0.0680 0.034
1,000 1.385 0.773 1.545 0.061 0.034
2,000 1.369 0.777 1.554 0.062 0.034
3.000 1.356 0.780 1.561 0.082 0.034
4.000 1.347 0.783 1.566 0.063 0.034
5.000 1.340 0.784 1.568 0.083 0,034
6.000 1.335 0.786 1.571 0.063 0,034
7.000 1.331 0.786 1,572 0.063 0.034
8.000 1.328 0.786 1.573 0.063 0.034
9.000 1.326 0.787 1.573 0.063 0.033
10,000 1.324 0.786 1.573 0.063 0.033
11.000 1.322 0.786 1.572 0.063 0.033
12.000 1.321 0.786 1.572 0.063 0.033
13.000 1.320 0.786 1.571 0.063 0.033
14.000 1.319 0.785 1,570 0.063 0.033
15.000 1.318 0.785 1.569 0.063 0,033
16.000 1.318 0.784 1.569 0.063 0.033
17.000 1.317 0.784 1.568 0.063 0.033
18.000 1.318 0.783 1.567 0.063 0.033
19.000 0.860 1.121 2,241 0.128 0,034
20.000 0.606 1.171 2.343 0.140 0.034
] Ve
0 i 4o T T4 T 20
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0.50

Y (m}
0.25

0.00

Tiempo = 160 seg

Q = 0.03720 n%/s

TIEMPO = 160 seg

B-6

Distancia al salto = 18.80107 m
Velocidad del salto = 0.0089564 m/s
X v c W Y Q
0.000 1.550 0.787 1.534 0.060 0,037
1.000 1.512 0.776 1.5683 0.061 0.037
2.000 1.481 0.784 1.568 0.063 0.037
3.000 1.456 0.791 1.582 0.064 0.037
4.000 1.436 0.736 1.582 0,065 0.037
5.000 1.420 0.800 1.601 0.065 0,037
6.000 1.408 0.804 1.607 0,066 0,037
7.000 1.398 0.8068 1.612 0.068 0.037
8.000 1.390 0.808 1.616 0,067 0.037
9.000 1.38¢ 0.808 1.518 0.067 0.037
10.000 1.378 0.810 1.620 0.067 0.037
11.000 1.375 0.811 1.621 0.067 0.037
12.000 1.372 0.811 1.622 0.067 0.037
13.000 1.370 0.811 1.622 0,087 0.037
14.000 1.368 0.811 1.622 0.067 0.037
15.000 1.366 0.811 1.622 0.067 0.037
16.000 1.365 0.811 1.621 0.067 0.037
17.000 1.384 0.810 1.621 0.067 0.037
18.000 1.363 0.810 1.620 0.057 0.036
18.000 0.735 1.115 2.230 0.127 0.037
20.000 0.667 1.171 2.343 0.140 0.037
] el
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) Y T E T L 110 1I5



" 0.50

Y (m)
0.25

Q.00

]

PN

Tiempo = 180 seg

Distancia al salto

Velocidad del salto

[ R o I O T N T T

. 550
.516
. 487
.484
.445

430
417
408
400
383

. 388

384
381
379
377
378
374
373

.372

741

.662

~H000000000000000000

Q = 0.03720 m’/s’

[}

1.634
1,651
1.566
1.878
1.588
1.897
1.604
1.608
1.614
1.618
1.820
1.623
1.825
1.626
1.827
1.628
1.629
1.828
1.630
2.218
2.343

©PO00000000000000000

18.81387
0.0016318 m/s

m

©0O0000000000000000000

.037

037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
Q37
037
037
037
037
037
037
037
037
037

o

TEMPO = 190 seg



0.50

Y {m)
0.25

0.00

Tiempo = 220 m/s

Distancla al salto
Velocidad del salto

Q = 0.03720 m%/s

18.80458
0.0006176 m/s

m

X v Cc W Y Q
0.000 1.550 0.767 1.534 0.060 0.037
1.000 1,516 0.77% 1.551 0.061 0.037
2.000 1.487 0.783 1.566 0.063 0.037
3.000 1.464 0.789 1.578 0.064 0.037
4.000 1.445 0.794 1,588 0.064 0.037
5.000 1.430 0.798 1.597 0.065 0.037
6.000 1.417 0.802 1.804 0.068 0,037
7.000 1.408 0.805 1.608 0.068 0.037
8.000 1.400 0.807 1.614 0.066 0.037
9.000 1.393 0.809 1.618 0.067 0.037
10.000 1.388 0.810 1.620 0.0687 0.037
11.000 1.384 0.811 1.623 0.067 0.037
12.000 1.381 0.812 1.625 0.067 0.037
13.000 1.379 0.813 1.826 0.067 0.037
14.000 1.377 0.814 1.827 0.068 0.037
15.000 1.375 0.814 1.828 0.068 0.037
16.000 1.374 0.814 1.629 0.068 0.037
17.000 1.373 0.815 1.629 0.068 0.037
18.000 1.372 0.815 1.630 0.088 O0.037
19.000 0.738 1.112 2.223 0.126 0.037
20.000 0.664 1.171 2.343 0.140 0.037
1
1
] S
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X {m)
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SECCION ¢C

EJEMPLO 3



0.5

Y (m)
0.25

0,00

A e s
SR NN O RN, OV NDUP WO

Tiempo = 10 seg

Distancia al salto
Velocidad del salto

.000

000
000
000
000
000
000
000

.000
.000
.000
. 000
. 000
. 000
. 000
.000
.000
.000
.000
.000
. 000

bt e S e B b R R b R R R e e e = OO

.832
. 984
.038
. 067
.0886
.088
.089
.089
.089
.088
.089
.089
.088
. 089
. 089
.08g
.089

089

.08g
.089
.089

[=Eo N

00000000 OC0DO0ODOOUOOC0

. 7687
.704
. 685
.677
.B670
.871
.672
.B871
.671
.671
.871
.B71
.671
.671
.B71
.671
671
671
.B71
.B671
671

Q = 0.01998 n°/s

bk pe 1 A s b R b bbb ek bk b bk bt b s s e

nn
o

.534
.408
.37
.353
.341
343
343
343
.343
343
.343
.343
.343
. 343
.343
.343
.343
343
343
.343
.343

060

.051
.048
.047
. 046
. 046

046
046
046
046

.046
. 048
.046
. 046

046

. 048
.046

046
046
048

.046

020

.020

020
020
020

.020
.020
.020
.020

020
020
020
020
020
020

. 020

020
020

.020
. 020
.020

—
o]

T

TEMPO = 10 seg

X {m)



0.50

Y (m)
0.25

0.00

Tiempo = 50 seg

Distancia al salto
Velocldad del salto

Q = 0.02457 m®/s

= 19,00221
=- 0,1336063 n/s

m

X v C W Y Q
0.000 1.024 0,767 1.534 0.060 0.025
1.000 1.077 0.747 1.495 0.057 0.025 !
2.000 1.111 0.735 1.470 0.055 0.025
3.000 1.134 0.727 1.454 0.054 0.024
4,000 1.148 0,721 1.442 0.053 0.024
5.000 1.159 0.717 1.434 0.052 0.024
6.000 1.166 0.714 1.428 0.052 0.024
7.000 1.170 0.712 1.423 0.052 0.024
8.000 1.173 0.710 1.419 0.051 0.024
9.000 1.175 0.708 1.416 0.051 0.024
10.000 1.176 0.707 1.414 0.051 0.024
11.000 1.176 0.706 1.412 0.051 0.024
12,000 1.176 0.705 1.410 0.051 0.024
13.000 1.176 0.704 1.408 0.051 0.024
14,000 1.175 0.703 1.407 0.050 0.024
15.000 1.174 0.703 1.405 0.050 0.024
16.000 1.173 0.702 1.404 0.050 0.024
17.000 1.172 0.701 1.402 0.050 0.024
18.000 1.171 0.700 1.401 0.050 0.023
19.000 1.170 0.700 1.400 0.050 0.023
20.000 0.529 1.041 2.082 0.111 0.023
p an
T 4 T 7 T LA
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X {m)

TIEMPQ = 50 seg



0.50

Y (m)
0.25

0.00

Tiempo = 80 seg

Distancia al salto
Velocidad del salto

Q = 0.02916 n'/ss

16.86053
- 0.1083452 w/s

m

X v c W Y Q
0.000 1.215 0.767 1.534 0.080 0.029
1,000 1.223 0.764 1.528 0.060 0.028
2.000 1.229 0.762 1.524 0.058 0.029
3.000 1.235 0.760 1.519 0.059 0.028
4.000 1.240 0.758 1.515 0.058 0.029
5.000 1.243 0.756 1.512 0.058 0.029
6.000 1.246 0.754 1.509 0.058 0.028
7.000 1.248 0.753 1.506 0.058 0,029
8.000 1.250 0.752 1.504 0.058 0.029
8,000 1,251 0.751 1.502 0,058 0,028

10.000 1.251 0.750 1.500 0.057 0.029
11.000 1.252 0.749 1.498 0.057 0.028
12.000 1.251 0.748 1.486 0.057 0,029
13.000 1.251 0.747 1.485 0.057 0.029
14.000 1.251 0.747 1.493 0.057 0.028
15.000 1.250 0.746 1.492 0.057 0.028
16,000 1,250 0.745 1.481 0.057 0,028
17.000 0.550 1.123 2.246 0.129 0.028
18.000 0.722 1.074 2.148 0.118 0.034
19.000 0.609 1.141 2.283 0.133 0.032
20.000 0.503 1.215 2.430 0.151 0.030
]
o N T T T T s 20
X {m)

TIEMPQ = 90 seg



o
@
=

Y (m)
© 0.5

0.00

Tiempo = 130 seg

Distancia al salto
Veloclidad del salto

Q = 0.03375 n’/s

15, 02383
0.0059848 n/s

m

X v c W Y Q
0.000 1.406 0.767 1.534 0.060 0.034
1.000 1.385 0.773 1.545 0.061 0.034
2.000 1.369 0.777 1.554 0.062 0.034
3.000 1.356 0.780 1.561 0.062 0.034
4.000 1,347 0.783 1.566 0.083 0.034
5.000 1.340 0,784 1,568 0.083 0.034
6,000 1.33% 0.786 1.571 0.063 0,034
7.000 1.331 0.786 1.572 0.083 0.034
8.000 1.328 0.786 1.573 0,083 0.034
9.000 1.325 0.787 1.873 0.063 0.033
10,000 1.324 0.786 1.573 0.063 0.033
11,000 1.322 0.786 1.572 0.063 0.033
12.000 1,321 0.786 1.572 0.063 0.033
13.000 1.320 0.786 1,571 0.063 0.033
14,000 1.319 0.785 1.570 0.063 0.033
15.000 1,318 0.785 1,569 0.063 0.033
16.000 0.669 1.107 2.214 0.125 0.033
17.000 0.369 1,290 2.579 0.170 0.025
18.000 0.433 1.291 2.581 0.170 0.029
18,000 0.565 1.259 2.517 0.162 0.037
20.000 0.416 1.387 2,733 0.181 0.032
1
]
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X {m)
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o

124

S
]

Y (m)
0.25

0.00

Tlempo = 170 seg

Distancia al
Velocidad del

0.000
1.000
2.000
3.000
4.000
5.000
6.000
7.000
8.000
9.000
10.000
11.000
12.000
13.000
14.000
15.000
16. 000
17.000
18.000
19.000
20.000

QOO0 CO OO, ka2 b pa s )b b 0 b b b

.580

518
487

.464
. 445
.430
417
. 407
. 388
. 382
.387

383

.380
.378
.550
.585
.455
.412
.428
. 405
.377

.369
.389
.431
.475

R = e D000 00000C00000

salto =

767
778
783
788
794
798
802
805
807
810
811
813
814
814
261
243
326

DO DO DI DD DN DD DO o b 8 s a a b b b i e e

13.03112
salto == 0.0777578 mw/s

.534
.551
.566
.578
. 588
.597
.804
.610
.615
.618
.623

625
627

.629
.523
.486
.653
.739
.778
.862
.850

©0000000000000000000

©00000000000000000000

Q.= 0,03718 n%/s

037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
037
036
038
033
032
034
034
033

Odtt ittt o2

o

TIEMPO = 170 seg

x {m)

20



0.50

Y (m)
Q.28

0.00

Tiempo = 210 seg

‘Q=0.03719 n’/s

Distancia al salto.= 10.74017
Velocidad del salto =- 0.0360706 m/s

1.550
1.515
. 487
.464
.445
.430
.417
. 407
400
393
388
642
531
551
.480
.463
.433
411
0.392
0.386
0.376

OO0 O0O0OOO - e - s s

AR A |

WWWN NN MDD s s s A b =

.534
.551
. 566
.578
.588
.597
.604
.608
.614
617
620
383
535
566
694
768
862
.948
.023
080
.134

CO0D0O0ODOOO0O0DODOOCO0O0OOO00O

m

000000000000 CO00C0O0OO0OO

.037
.037
.037
.037
.037
.037
.037

037
037
037
037
037
035
037
036
036
036
036
037
037

.038

(=

TEMPO = 210 seg
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el
o
p=)

Y (m!
0.25

0.00

Tiempo = 250 seg

Distancia al salto =

Q = 0.03719 n’/s

8.150045 m

Velocidad del salto =- 0.0514818 m/s

X v o} W Y Q
0.000 1.550 0.767 1.534 0.060 0.037
1.000 1.515 0.775 1.551 0.061 0.037
2.000 1.487 0.783 1.566 0.063 0.037
3.000 1.464 0.7838 1.578 0.064 0.037
4.000 1.445 0.794 1.588 0.064 0.037
5.000 1.430 0.798 1.597 0.065 0.037
6.000 1.417 0,802 1.604 0.066 0.037
7.000 1.407 0.805 1.609 0,066 0,037
B.000 1.400 0.807 1.514 0.068 0,037
8,000 0,605 1.228 2,456 0,154 0.037
10.000 0.536 1.289 2.579 0.170 0.0386
11,000 0.534 1.319 2.638 0.177 0.038
12,000 0.495 1,365 2.730 0,190 0.038
13.000 0.496 1.389 2.778 0.197 0.039
14.000 0.458 1.431 2.862 0.209 0.038
15.000 0.429 1.485 2.831 0.213 0.038
16.000 0.410 1.496 2.992 0.228 0.037
17.000 0.391 1.8531 3.063 0.233 0.037
18.000 0.373 1.887 3.133 0.250 0.037
19.000 0.3680 1.597 3.195 0.260 0.037
20.000 0.347 1.627 3.253 0.270 0.037
T T T T T T T T T T T T T 1
0 5 10 15 20
X (m)

TIEMPO = 250 seg



0.50

Y (m)
0.25

0.00

Tiempo = 290 seg

Distancla al salto

Q = 0.03719 m°/s

= 7.480098 m
Velocidad del salto =- 0.0025866 m/s

X v C WV Y Q
0.000 1.550 0.767 1.534 0.060 0.037
1.000 1.515 0.775 1.851 0.061 0.037
2.000 1.487 0.783 1.566 0.083 0.037
3.000 1.464 0.789 1.578 0.0684 0.037
4.000 1.445 0.794 1.588 0.064 0.037
5.000 1.430 0.798 1.587 0.065 0.037
6.000 1.417 0.802 1.804 0.066 0.037
7.000 1.407 0.805 1.609 0.066 0.037
8.000 0.862 1.175 2.350 0.141 0.037
9.000 0.807 1.227 2.454 0.154 0.037

10.000 0.589 1.271 2.541 0.165 0.038
11.000 0.%28 1.315 2.631 0.177 0.037
12.000 0.502 1.353 2.707 0.187 0.038
13.000 0.484 1.387 2.773 0.186 0.038
14.000 0.459 1.423 2.846 0.207 0,038
15.000 0.428 1.462 2.925 0.218 0.037
16,000 0.404 1.488 2,996 0.229 0.037
17.000 0.388 1.530 3.060 0.239 0.037
18.000 0.376 1.563 3.125 0.249 0.037
19,000 0.365 1.895 3.181 0.260 0.038
20.000 0.354 1.627 3.253 0.270 0.038
0 R R T R

TIEMPO = 290 seg
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