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PRESENTACION.,

E! ob jotivo del presente trabajo es hacer una propuosta educativa en
la materia de matemiticas en ! Nivel Medio Superior, asi como
indicar atgunos de los factores on los programas de estudio de esta
materia que han contribuide a hacerla poco atractiva para el
estudiante de este nivel. De exsta forma, se propone la inclusién en
los programas de estudio a una de las herramientas matemdticas que
aclualmente se utiliza para resoiver una gran diversidad de

problemas practicos, la Investigacidn de Operaciones.

Una de las inquietudes que conducen al estudio del fendmenc
educativo do nuestro pais, es encontrar rospuestas a la necosidad
que tienen lox educandos y a su vez los profesores do transmitir
conocimiontos que vayan a la par con los cambios que se producen en
ia sociedad y los avances cientifico-técnicos. Por lo que los planes
y programas eostudio de las instituciones oducativas cobran una

considerable importancia al respecto.

Es frecuente que el esxtudiante de bachillerato se pregunte ;para
queé mirven las matemdticas?, progunta que se ha ropetido en ailos
anteriores, y que una gran mayoria La seguird haciendo al proseguir
sus estudios profesionales. A posar do que la rospuasta exista, pues
sdlo basta con mirar el mundo que nos rodea para intuir la amplia

gama do posibilidades que tiene esta ciencia para dexcribirlao.

Ahora bien, durante Ia formacidn educativa del estudiante es
comin que cuestione a quion le pretendoe enseiiar matematicas sobre el
4Por qgud? y Lpara que? de determinados conceptos o temas que so
abordan, siendo lo usual el no recibir respuestas satisfactorias
en estos casos, nNo obstante ser eostas interrogantes de suma

importancia en el proceso de la ensefianza.



£n estas circunstancias, el uso deo las matemdticas para resolver
problemas de la vida real juega un papel muy importante, y las
inquietudes de los estudiantes por saber ol camino que deberid =zer
recorrido en su acontecer educativo deben encontrar respuestas
claras y abjetivas,

Por tal motivo, la parte central dei trabajo estd delineada por
las interrogantes arriba citadas y su desarrotlo se ha dividido en
dos partes. En la primera se reatiza un andlisis sobre los
contenidos de la materia de matemdticas en ¢l bachillerato, los

regultados det migmo hacen ver ia idad de ir

(¢ ar ol estudio
de tres dreas situadas dentro de la Investigacidn de Operaciones, a
saber: Programacidn Lineal, Andlisis de Redes y Teoria do Juegos. En
1a segunda se efectia el desarrollo de los tres temas propuestos y
con ello e sefiala una metodologia a seguir para la onsefianza de

los mismos.

El anexo A se ocupa para mostrar un panorama histdrico de la
Investigacidn de Operaciones y parte de su actual desarrollo,
mientras que en el anexo B, se hace una descripcidn de cada una de
las instituciones educativas que han sido conslderadas para la
realizacidn del desarrollo de la propuesta; dstas son: Escuela
Nactonal Prepacatoria, Colegio de Ciencias y Humanidades, Colegic de

Bachilleres y los Centros de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos.



PARTE I: LAS MATEMATICAS
EN EL BACHILLERATO.



CAPITULO 1.

. ANALISIS COMPARATIVO DE LOS PROGRAMAS VIGENTES

1.4 Introduccidn.

1.2 Los ob jetivos educativos en el bachillerato.
1.3 Anilisis de low contenidos de matomidticas,
1.4 Conclusiones del andlisis.

1.5 Investigacidn de Operacionos: una alternativa.



1.1, INTRODUCCION.

El objetivo de este capitulo consiste en fundamentar la propuesta
para la incorporacion de temas de Investigacidn de Operaciones en el
Nivel Medio. Superior (bachillerato). Para elo, =seo realiza wun
andlisis comparativo de los contenidos de la materia de matemdticas
en las cuatro instituciones educativas que han sido tomadas como

base.

Por lo general, fos planes y programas de estudio de bachillerato
distan mucho de ser los iddneos para llevar a cabo wuna adocuada
ensefianza. Asi por ejemplo, la ensefianza de la matemdtica suele ser
pura, con muy escasa informacidn en cuanto a las aplicaciones que se
pueden tener en esta ciencia. Por lo que se hace indispensable que
esto ostudio vaya acompailado con alguna aplicacidn matemitica elomen
tal, para hacer mas dindmico y menos rigido este proceso educativo
en un nivel en el que ol estudiante debe peoercibir la necasidad do

estudiar los conceptos y las teorias matemdticas generales.

Asimismo, es notorio en los programas de matemiticas la
repetitividad do temas que ze presentan, tanto por lox vistos desde
la secundaria, como en el ciclo mismo de! bachillerato. De igual
manera puede cuestionarse la vigencia de los programas, algunos de
los cuales resultan obsoletos, dados los avances que so han

exporimentado en la saciadad en los Gltimos afios.

Ex claro que al evitar los defectos quo @ avidencian on los
programas, y sSubstituirlos por szu contraparte con miras a
perfeccionarlos, se ostarda contribuyendo a lograr un mejor
entendimiento de la matemdtica por parte de! eostudiante do
bachillerato. Es en esta diroccidn en la que se orlenta la propuesta
educativa, cuyos fundamentos se basan en el analisis de los
contenidos programiticos, ya quo €sta es una forma de como se puode
detectar la falta de aplicabilidad con la que se acostumbra ensefiar
Ia materia de matemdticas, a la vez que se determinan las



asignaturas en las cuales es posible introducir los temas
propuestos.

Este capitulo se desarroila de la manera siguiente: en la seccidn
1.2 seo sefialan algunos de los objetivos que se deben do cumplir en
la educacidn, en particular los objetivos que se persiguen en el
bachilierate y los objetives por alcanzar en Ia materia de
matemdticas en este nivel. Asimismo, se menciona parte de la
problemitica subyacente on la bdsqueda del cumplimiento de astos
principlos,

En la seccidn 1.3 se realiza el andlisis sobro los contenidos

programiticos de la teria de ) iticas on el nivel educativo

antes mencionado. En la seccidn 14 se enuncian los resultados
encontrados en ol andlisis aefectuado y finalmente, en la seccidn 1.5
se propone la inclusidn en los programas de estudio a tres adreas
situadas en la Investigacidn de Operaciones. g



1.2. LOS OBJETIVOS EDUCATIVOS EN EL BACHILLERATO.

“No hay nacidn grande si su escuela
no .es buena. Principio de educacion:
la escuela como institucion normal de
un pats., depende mucho mas del aire
publico en éue wntegramente flota que
de! aire pedagdgico artificialmente
praoducido dentro de sus muros’

Joce Ortega y Gascet

El punto central de toda institucidn educativa es el plan de
estudios; comprende todas lax actividades programadas que
proporcionan al maestro la labor de instruir, esto es, para hacer
que la ensefianza progrese hacia fines proeviamonte establocidos.
Forman parte de ¢l los estudios de Ia ciencia, el lenguaje, las
artes y otras campos exstudiadox por lox educandos. Al respocto, ef

art, 45 de la Ley Foderal de Educacidn establece: “El contenido de

la oducacidn se definird en lom planes y prog , los zo
formularin con miras a que e! educando:
1. Desarrolle su capacidad de observacidn, andlisis, interrelacidn

y deduccidn;

II. Reciba armdnicamente lox conocimientos todricos y practicos

de la educacidn;
III. Adquiera visidn de lo general y de lo particular;
IV. Ejercite la reflexidn critica;

v. Acreciente su aptitud de actualizar y me jorar

lox conocimientos; y

VI. So capacite para el trabajo zociatmente atil”, (Ley 1973),



En un sentido restringido, el plan de estudios es un arreglo
sistemdtico de cursos destinados a satisfacer las necesidades de un
alumno o de un grupo de alumnos. En su sentido mds amplio, comprende
la totalidad del dmbito escolar, incluidos todos los cursos,
actividades y promociones ofreocidas a los estudiantes, entre otras
cosas. Las materias de instruccidn organizadas por unidades, las
cuales deben ser seguidas y cumplidas, conforman el programa de
estudios; dstos a su vez estdn constituidos por los temas, subtemas

y los contenidos.

Desde luego que el éxito quo se pudiera reflejar en una escuela,
depende de 1os principios y de la gperatividad del plan de estudios
establecido para su funcionamiento. Para ello, una de las filosafias
adoptadas para hacer que un plan educativo alcance sus fines
propuestos, consiste en el cumplimionto de una triple exigencia, a
sabor: en primer tdrmino, tos objetivos que a travds de dl se
perciben: un “para qud’”. En segundo lugar, la materia objeto de 1a
enseiianza: un “con qué~”. Y finalmente, los procedimientos adocuados

para lograrlo: un “cdmo’.

En la tarea de hacer del educando una persona culta, es facil
advertir que su formacidn esta directamente ligada con los
lineamientos emanados del plan do estudios, de ahf, que 1a
observancia de los mismos deba de ser de suma importancia. Pues en
elios me depositan los objetivos mismos del concepto de educacidn

que se han desarrollado en nuestra sociedad.

Una manera de dilucidar los objetivos que se persiguen en el
proceso educativo, asi como la problemdtica generada on torno a
ellos, consiste en recurrir a la jerarquizacidn establecida en el
Sistema Educativo Nacional sobre las etapax o ciclox por las que
tiene que pasar el educando en su quehacer acaddmico. Y de esta
forma, particularizar en el Nivel Medio Superior (bachillerato?, que
es el nivel escolar en donde se sitia el estudio de! presente

trabajo.
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El bachillerato constituye entre nosotros el ciclo superior de la
enseilanza media. El inferjor corresponde a la Escuela Secundaria,
dependionte de la Saecretaria de Educacidn. Este ciclo no puede
considerarse como una simple ampliacidn del precedente. Tiene
finalidades . muy distintas, esencialmento formativas do La
personalidad y algunas especificas, de preparacidn para una carrera
profesional. ‘sus objetivos podrian esquemstizarse de la sigulente

forma:

1. Desarrollo integral de las facultades del alumno para hacer de él

un hombre cultivado.

2. Formacidn de una disciplina intelectual, que lo dote de un

espiritu cientifico.
3. Formacidn de una cultura general que le de una escala de valores,

4. Formacidn de una conciencia civica que le defina sus deberes

fronte a la familia, fronte a su pais y frente a la humanidad.

5. Preparacidn especial para abordar una determinada carvera

profesional.

Satisfacer estos requerimdentos educativos demanda tiewmpo,
consagracidn y encauzamiento de la vocacidn. Para lograr sus frutos,
@l bachillerato ha de buscar el equilibrio de sxus finalidades
particularmente entre la formacidn cientifica y ia humaniztica del
educando. No se puedo inspirar en fines puramente pragmiticos de
preparacidn para una carraera eospecifica. Debo ser mis amplio, mds
universal, mas integral, donde se den lo mismo el desarrollo de los
valores espirituales que el de lax aptitudes concrotas que damanda

una profesidn.

‘n- azuerds a los 2bjetivos de la Eecuslz National Preparatsria,
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La educacicon cientifica que se imparte en el bachillerato no
consiste en una simple acumulacion de conocinmdentos de las diversas
disciptlinas que forman ol mundoe de la clencia, sino en la formacidn
de una disciplina mental, en la formacidn de un criterio, propio de
un espiritu critico que razona. Busca que el alumno se explique el
cdmo y, de ser .posible, el porqué de los fendmenos de la naturaleza,

asl{ como comprender las leyes que los rigen.

f.a educacidn humanistica que se imparte no se concibe en el
sentido habitual, como la adquisicidn obligada de lenguas clisicas
y de lax culturas de la antigiiodad, particularments la greco-romana.
Con todo y su importancia innegable su orientacidn va en otro
seontido, como resultade do las oxigoncias de nuestro tiempo.
Buscando el desarrollc de una cultura propia del! mundo de hoy, viva,
dindmica, verdadoro humanizsmo moderno que persiga ol conocimiento
del hombre, de su medio fisico, de su historia, de sus relaciones

sociales, del mundo de =zus idoas.

Del correcto equilibrio entre ostas dos formas de educacidn, la
cientifica y la humanistica, es como ha de resultar una educacidén
intagral, una armonia on el proceso formativo del alumno, que lo
mismo prepara las facultades de su inteligencia que afina su
mensibilidad y io mismo fortalece xu razdn que pule zu empiritu con

el acercamiento a los valores de la cultura.

De esta forma de educacidn equilibrada, ex como el bachiller es
preparado cualquiera que sea su aspiracidn profesional Es por eollo,
que en este ciclo es una necesidad ofrecer una haze que sea igual
para taodox fox alumnos, exz- docir, mediante lo que %o conoce como ol
tronco comin. Sdlo despuéds de lograda esta parte del proceso,
usualmente en et tltimo afio del bachillerato, se abordan los
estudios especiales de un drea dada del conocimiento, de acuerdo con
la profesidn que s@ pretenda. Serd oste afio el complemento de la

formacidn integral del estudiante de este nivel educativo,

12



Por otro lado, ®x un hecho reconocido por la mayoria de las
escuelas de ensefianza superior del pais, que el mayor problema para
realizar con €xito los estudios profesionales estriba en la eficacia
det bachillerato. De la buena formacidn de los alumnos de este ciclo
y de su correcta orientacidn va a depender, en gran parta, ol exito

o el fracaso de las Instituciones del Nivel Superior.

Es innegable, asi mismo, que cualquier persona advierte que la
marcha de nuestros centros educativos proeparatorios no ha alcanzado
la calidad que se experaba de ellos, sino por el contrario, se han
caracterizado por la disminucidn de su rendimiento escolar. Asi las
cosas ha sido frecuente que en las Escuelas Profesionales se
realican poriddicamente seosiones enfocadas al andlisis de oste

problema educativo.

Incidir sistematicamente en e! tratamiento de este problema es
uno de los factaores mas urgentes que deben encausarse con miras a
darle solucidn, puesto que la mayor poblacidn de nuestro pais es de
Jovenes, y muchos de ollos habran de concurrir a las aulas

educativas de este y otros nivelex,

Una de las medidas adoptadas tendientes a contrarrestar las
doficioncias mefialadas, aci como la de actualizar el contonido de la
ensefianza, fue la llevada a cabo por la Escuela Nacional

Preparatoria en 1964 con ol cambio del plan que regia por uno nuevo,

Ahora bien, haciendo referencia a esta institucidn educativa y
considerando el plan de estudios en cuestidn, no dejan de ilamar la
atencidn algunos de los puntos que condujeron a mu aprobacidn. Mis
precisamonte, se afirma: “En lax numerosas Convenciones que se han
celebrado en los utltimos diez afios para discutir el problema do Ia
encefianza Preparatoria se han seiflalado los obstdculos que mas
importa remover. Son sensiblomento los mizsmos en toda la Roepubtica,

aunque varie su grado de importancia de un sitio a otro,

13



De cualquier modo, no hay escuela que no los sutra, Bastara con

enunciarlos para darse cuenta de su valor:

I. El gran crecimiento -siempre en ascenso- de la poblacidn esco-
1zr que obliga a cada profesor a atender grupos muy nNUMOrosos

de alumnos, mis alla de lo que permite una sana pedagogia.

1I1. La preparacidn peculiar y limitada con que esos alumnos viencn
de la Escuela Secundaria, cada vez mas inclinada a ia
capacitacidn técnica, situacidon que aumenta la carga de trabajo

del profesor de la preparatoria.

11I. La falta geneial de!l hibito de estudio de parte de los alumnos,
que lex inmpide aprender por cuenta propia y los limita a una

forma pasiva do aprondizajo.

Iv. La escasez de profesores de la Preparatoria y ta defectuosa
preparacidn de muchos de ellos en el aspecto pedagdgico, ya que

en Mdxico la gran masa del profesorado o autodidacta,

V. Los bajos salarioxs que se cubre a los profas‘oros, o que obliga
a muchos a impartir varias catedras o a dividir su trabajo en
varias mctividadesn, con mongua dol tiempo que deobhlaeran daedicar
a ia preparacicn de sus cursos o a la renovacidn de sus

conocimientos,

VI. La excasez y on ocasiones falta de profesorado de carrera que
trabajen a tiempo completo y se consagren de modo exclusivo a
La enmefianza,

VII. La eo=zcasex y a voces la carencia de olementos materiales
~laboratorios, bibliotecas, material audiovisual, etc.- que una
ensefianza moderna requiere para ser realmente educativa, y para

escaparse de la ensefianza verbalista entrando al estudio

dirigido, a la idn y a 1a perimentacidn.

14



VIIL. Los defaectos inherentes al propio plan de estudiox a los cua-
lex se agregan e! amontonamiento de asignaturas, la indefini-

cidn de § 3 y ol a stod tradicionales de

pog
ensefianza.

x. La brevedad misma dcel tiempo que se destina al ciclo prepa-
ratorio, frente a la gran cantidad de disciplinas que se deben
impartir y a las finalidades empecificas que debe satisfacer

la Preparatoria.”

Es claro que los objetivos que se persiguen en ot bachillerato,
no podran realizarse satisfactoriamente, sl antes no se¢ toman on

cuenta factores como los expuestos en estos puntos.

Lo anterior es un medio conductor para reflexionar con mas
profundidad sobre la problemiitica educativa, ya que si mo hace una
trazlacidn de la mayoria de los puntos sefialados situdndolos en el
momento actual, os inmediato que pricticamente no sufren cambio
alguno. O reciprocamente, si se enunciaran algunos de .los problemas
que actualmonte influyen on el decainmionto de la calidad oeducativa,
bastaria con citar en gran parte los sefialados, y quizas algunos
otrox. Es dacir, ol probloma oducative en nuestro pais os un

problema permanente y cada vezr mas comple jo.

Con todo, los esfuerzos destinados a solucionar esta problemitica
no parecen ser lo suficientemente satisfactorios, como los dadicados
al cambio del plan de estudios de la Escuela Nacional Preparatoria
ocurrido hsace mids dae veinticinco afics, que aungue con diversas

modificaciones es el que actualmente esta vigente.

Esta breve incursidn noxs indica, en te€rminos generales, que los
fines educativos que so persiguen en el bachillerato debun contom-

plar no solo las directrices de desarroilo del pensamiento

intelactual, sino quae ad 2%, @ T io tomar en cuenta law
externalidades sociales, econdmicas, poh'!,h:as. etc, que puseden
influir positiva o negativamente en el proceso educativo.

15



Abora bien, situdndonos en las materias que forman parte del plan
de estudios en las Escuelas del Nivel Medio Superior, se vera que
dstas se caracterizan por la interrelacidn que guardan entre =i, y
cuya finalidad esencial en conjunto consiste en ta formacidn
integral del estudiante. Cada una, sin embargo, dada su naturaloza,
persigue objetivos propios que la determinan. De esta forma, en el
camo particular do la matoria de matomdticas, a continuacidn =ma

describen los objetivos que en €sta se persiguen:

t. Utilizar el método cientifico para organizar los procesos del

pensamiento.

2. Utilizar la matemitica como un lenguaje simbdlico en la cons-

truccion de modelos que representen elementos de la reatidad.
3. Analizar ta aplicabilidad de la solucidn alcanzada.

4. Solucionar el problema por medio del manejo matemdtico del
modolo.

S. Comprender la matemdtica como una clencia que organiza y sistema~

tiza elomentos de la realidad.'

De los puntos seiialados resulta evidente la participacidn de esta
clencia en 1la formacidn cultural del educando, y que aunada a la
necosidad actual que experimonta ol hombre de conocerla con el fin
de poder entender los avances clentifico-técnicos que acontecen en
1la socliedad, conducen a situaria como una deo lam materias de estudio

fundamentales en el bachillerato.

Lobietivon propuestos en el Colegio de Cienciae y Humanidades.
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Ex dificil imaginar una institucidn educativa que pretenda
preparar bachilleres, en donde se prescinda de las matemdticas. Ya
que una de las caracteristicas de esta ciencia, que no me conmerva
en otras, ex zu innegable presencia en la mayoria de las carreras

profesionales.

Ahora biten, es un hecho conocido por quienes hacen que esta
ciencia progrese de las cualidades que so desarrollan en el
educando at tener una bucna orientacidén en su estudio. Entre las que
podemos citar: el me forar su habilidad para descubrir cualidades en
diversox objetos o fendmenos, distinguir y elaborar conexionos entro
loxs ob jetos de estudio asi como establecer hipdtesis y leyes que

conduzcan a un mejor conocimiento de la naturaleza.

Par otro lado, la realidad nos indica que en gran parte, los
estudiantes desconocen o no practican las ideas directrices arriba
citadas. Y quo sigue mantenidndoze la tradicidn en sillos de que ia

matemdtica es una ciencia drida y dificil

Exto debido a que la prdctica educativa de la mayoria de nuestros
aeducadores conciben esto proceso, como una simplo transmisidn do
definiciones, procedimientos de mecanizacidn de principios,
formulismos itnnecesarios, etc,, lo cual resulta contradictorio con
la valorizacidn y asimilacidn de un wmetodo que permita a los
estudiantes adquiricr una mentalidad critica, transformadora, asi

como desarrollar su creatividad humana.

Con la idea de entender ain mas el problema oducativo de 1a
ensofianza do la matemdtica en el bachillerato, en la siguionte
seccidn se toma como punto de partida, o! anilisis de los contenidox
de esta materia, y de esta forma conocer una de las peculiaridades
que contribuyen a hacer poco atractiva esta ciencla en el estudiante

de este nivel educativo. ﬁ
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1.3. ANALISIS DE LOS CONTENIDOS DE MATEMATICAS.

“La educacidn verdadera es

praxis, reflexion y accion

° del hombre sobre el mundo
para trans formario”

Paulo Freire

Los estudios en torno a la problemitica educativa en el caso
particular de Ila matemitica, ex quizds uno de los mis abordados.
Esto obedece a que los indicios de que aigo anda mal en esta
materia, prdcticamente han sido permanentes y los esfuerzox por
me jorar esta situacidn no parecen ser o suficientemente

satisfactorios.

En exte sentido, se conjeturd que la falta do temas atractivos en
los= programas de estudio de esta materia en el bachillerato
contribuia al rechazo del estudiante por esta clencia. Por esta
razdn se pensd, que una manera de esclarocer este fendmeno,
consiztf{a en hacer un andlisiz sobre los contenidos de la materia on

lax cuatro instituciones elegidas.

Para ello, se tomd como base el desglose de los contenidos
agrupadozs en ocho temazx que ze dezarrollan a traves de los
semestres o afios del ciclo de duracidn del bachillerato. La
informacidn obtenida se muestra en los cuadros correspondientes para
cada institucidn educativa, la cual se identifica con su nombre en

la parte muperior en el anexo B.
Ex conveniente mencionar la ubicacidn cronoldgica de la elabora-

cidn de lom programas de estudio de donde e tomo la informacidn,

para lo cual se procurd que fuera ia mas reciente.
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Para @l cagso de la Escuaela Nacional Preparatoria, lom contenidos
corresponden a las Areas | y II de lox programas aprobados an 1974,
incluyendo la' asignatura optativa de Temas Selectos de Matemiticas.
Ex importante sefialar que se contemplan algunas modificactones a los
mismos, que de aprobarze, entrarian en funciones a partir del primer

aflo escolar de 1992.

En el Colegio de Cienciax y Humanidades los contenidos
corresponden a los publicados en 1979. Cabe aclarar que cada plantel
adopta sus propios criterios on cuanto a qué conteonidos enseiiar, Sin
embargo, la adopcidn del esquama general que xe ha hecho no incurre
en omisiones, a la vezr que se mantiene la coherencia del proyecto

original,

Los programas de estudio de la materia de matemditicaz en el
Colegio de Bachilleres han xido objeto de modificaciones que datan
dot ailo de 1982 y 1983 con la mis cercana ocurrida en 1988. Exstom
cambios no han sido globales, sino sdlo para algunas asignaturas de
1a materia, Lox contenidos exhibidom on el cuadro roespectivo

corresponden a los de estos afios.

Para los Centros de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos se tomd
como referencia a losxs contenidos del Area de Clonciax Sociales y

Administrativas. En este caso, la informacidn que se obtuvo no

difierae id b L con pecto a fag otram dos Areas que e
estudian en estos Centros Educativos, ya que dsxta corresponde a la
de fom aflos de 1989 y 1990, quo em ia mis actual y en ella =ne
contempla ia homogeneidad de los temas de estudio de matematicas en

las trems Arcaw.

Teniendo como base el desgloze de los contenidos on los cuadros
respectivos, queda indicada la metodologia a seguir para su

andlisis.
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La lectura por renglones permite ubicar un tema especifico, y
para €1, los contenidos que }o constituyen, mientras que las

columnas determinan el semestre o aflo en que éstos son abordados.

El cuadro dé contenidox que corresponde a la informacidn que es
comin a los cuadros existentes de cada institucidn (ver anexo B>,
tiene como propdsito mostrar una vizmidn global de lom contenidos deo
ia materia que son ensefiados en ellas. En este cuadro fos temas de
ezstudico se conzervan, mientras que lox memestres ze conjuntaron en
aiios. A continuacidn se exhibe este cuadro, para que posteriormente

se enuncien lam caracteristicas encontradas on ¢l
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A) PRIMER ARNO DEL BACHILLERATO.

Con frecuencia se ha menciohado que el primer aiio del
bachillerato, s ‘'un compendio © una sintesis de los conocimientos
impartidos en el ciclo de la secundaria. Desde luego que tal
afirmacidn so enmarca en forma empirica debido a la informacidn

proporcionada a este respecto por profesores y estudiantes.

Sobre esta observacidn cabe cuostionar =i en efecto ex axi, y de
serfo, el porqueé de este esquema seguido en oste nivel escolar.
Ademids, si xe presonta en las cuatro instituciones educativas que ze
han seleccionado, o sdlo en algunas de cllas. Su importancia resuilta
evidente =i se hace un breve bosxsquejo sobre este asunto, resumido en

los xiguientes tres puntos:

10. En el supuesto caso de queo el esxtudiante que entra al ciclo del
bachillerato, no haya tenido wuna buena orientacidn en el
conocimiento de esta materia an @l ciclo anteorior, vy quo
potencialmente sienta aversidn hacia la misma, es de esperarso la
consolidacidn de esta actitud en este nuevo nivel, al encontrarse
que o! programa de estudio que e ofrece al iniciar su nueva etapa
escolar, es pricticamente el asdsmo que con anterioridad ya =se le

habia presentado.

20. De igual manera, aunque ahora suponiendo, que el estudiante que
ingresa al bachillorato tiene inclinacidn y en cierta forma simpatia
por la matemddtica, para &l debe no serle tan grato el contemplar y
repetir un afioc mas, la practica en esta ciencia Pues su estudio
atora le podria parecer rutinario y sin importancia, con la
creciente posibilidad de perdeor las cualidades on &1 cultivadas

hacia esta rama del conocimiento.
Jo. Si se observa el tercer aifio del bachillerato, en donde la mayo-

ria de las escuelas de este nivel dedican este aifio a la preparacidn

especifica del educando para estudiar una carrera profosional
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Resulta inmediato pensar en las perspectivas futuras de un
estudiante que no elija un drea que contemple el estudio de las
asignaturas de matemidticas. Pues su cultura en este campo seora
sumamente precaria, ya que la incorporacicn de nuevos conocinentos
matematicos on exte cicla escolar se daria en e! primero y segundo
afio, que son precisamente los afios en los gque se refleja la
repeticidn de algunos toemax que ya han sxido abordados on la

secundaria.

Si se agrega la situacidn que actualmente se presenta en gran
parte de las carreras profesionales, en las cuales se ha visto la
necesidad de incorporar estudios de la ciencia matemidtica en sus
planes de estudio, aunque no sean carreras que se vean directamente
involucradas con las ciencias exactas. Se tendrid un factor mis en
desventaja en el bachilerato al no contempiar este fendmeno que
actualmente se refleja en el acontecer educativo, el cual afecta
principalimente a los estudiantes que en el tercer afio no cursaron
asighaturas de matemdticas y que supeditados a lo aprendido en el
primero y segundo aiio, se situardn en condiciones desfavorables en

el nivel profesional

De lo anterior se desprende la necexidad de analizar los
contenidos de la materia de matemidticas del ciclo de la zecundaria,
y confrontarlos con los del primer afioc del bachillerato con el fin
de corroborar estas observaciones y algunas otras que pudieran

surgir.

Por tal motivo, a continuacidn se wmuestra el cuadro que contiene
esta informacidn. En €1, se dan los mismos ocho temas de estudioc que
se utilizaron para tos cuadros del bachillerato. Es decir, en su
estpructura este cuadro es parecido al que se muestra en esta seccidn
para la informacidn concerniente a las cuatro institucionexs del
bachillerato, sdlo que ahora corresponde a los contenidos de

matemiticas en la secundaria.
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De la secuencia de temas en los dos cuadros precedentes y los que

se presentan en el anexo B, se puede concluir:

) MaS NUMESICCS, La informacidn proporcionada en el cuadro de

la secundaria, indica que las bases para completar el estudio de los
nudmeros reales en el bachillerato ya estin dadas, puesto que las
estructuras numdricas que son necesarias para su conocimiento ya se
han abordado, a saber. Los nudmeros naturales, los niimeros enteros y
los nimeros racionales, todox ellos con sus propiedades correspon-
dientes. Lo que restaria introducir son los ntmeros irracionales, y
con ello tener una representacidn completa del sistema de los

ndmeros reales.

Sobre el mizmo tema, se tiene que en el CCH., y CB. se
reconsideran las estructuras numéricas que dan soporte a los numeros
reales, mientras que en la E.N.P. se adentra mis directamente en su
estudioc y en loxs C.E.C.y.T. se aborda inclusive la estructura de los

numeros comple jos que tambi€n se ensefian en tercer afio en la ENN.P,

Esta breve observacion ya sefiala la orientacidn que se da en cada
institucidn para ensefiar un determinado tema en este aifio. Es decir,
para el relativo a los numeros reales se tiene que en dos
instituciones se inclinan por hacer una revisidn de los conceptos
que e! educando sSupuestamente ya debe conocer, y con ello incurrir
en la repeticidn de los mismos. Mientras que en las otras dos ya no
sucede este fendmeno, sino por el contrario en una de ellas se
utiliza el tiempo disponible para abordar otro tdpico, en este caso
el de los numeros comple jos.

LOZICA ¥ CONJLMTOS. Con respecto a este tema se han trasladado
parte de los comentarios al tercer afio, ya que es donde se enseiia la
seccidn de ldgica matemitica en el C.C.H. y conjuntos en ita EN.P.
Mientras que en el C.B. se dan ha conocer ldgica en el primero y
conjuntos en el segundo afio. Pero en el CCH. y los CEC. y T. so
da unicamente conjuntos en el primer afioc.

25



En el tema de conjuntos lo usual que se estudia, ya sea en el
primero o en los otros dos afios, ex lo referente al concepto de
conjunto, subcon junto, unidn, interseccidn, diferencia, complemento,
etc., lo cual ha sido dado a conocer paulatinamente en los tres afios

de la secundaria como puede apreciarse en el cuadro respectivo.

Ahora bien de la Ildgica matemitica, lo que va a predominar es un
nivel mix elevado en cuanto a la introduccién de nuevos conceptos ya
que ajgunos de cardcter elemental han sido enseiiados en la

secundaria.

En este caso se mantiene el tema de Idgica en el bachillerato,
pero no necesariamente es repetitivo como el tema de conjuntos, ya
que en €l se profundiza y avanza mis. Situacidn que no ocurre para
ol tema de conjuntos en donde su estudio da la impresidn de ser
reducido o limitado, lo cual cae fuera de su contexto, pues por el
contrario al igual que Ia ldgica matematica sus perspectivas de

estudio son considerablemente amplias.

ALGEERA. Este tema ex comin en las cuatro instituciones, aunque
on algunas me abarquen un poco miés de concaptos, 1o quo =i resulta
evidente ex que en gran medida szon lox dados a conocer en la

secundaria

Asi, por ejemplo, de una manera resumida ze tienen los siguientes
contenidos ensefiadox en el primer afio de bachillerato: exprexionex
algebraicas, polinomios, factorizacidn, sistemas de ecuaciones
lineales con dos incdgnitas, ecuaciones de segundo grado, etc. De
tal forma que =l se recurre a revisar los contenidos de la
secundaria se verid que estos tdpicos ya han sido ensefiados en este
ciclo oscolar. Adem#ds se mantiene la profundidad o nivel de
abstraccidn sobre los mismoxs lo que resta versatilidad a la

ensefianza de estos conceptos.
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Debe notarse tambi€n el hecho de que en la ENP. y el CB. se
abordan algunos de estos contenidos en el segundo afio, como lo es la
resolucidn de sistemas de ocuaciones lineales y ecuaciones cuadrati-

cas en el CB., nrdentras que en la E.N.P. el de las potencias.

Por otra parte, existe poca variacion de los nuevos contenidos
ensefiados sobre este tema, algunos de ellos son: resolucidn de desi-
gualdades lineales y de segundo grado, asi como el de las ecuaciones

logaritmicas y exponenciales que se abordan en los C.EC. y T.

Sin embargo para el caso pari.lcular de la E.N.P. Se tiene que es
la institucidn en donde se hace patente la aplicabilidad de las
desigualdades lineales y de las regionex delimitadas por ellas,
aunadas al proceso algebraico para su establecimiento a partir de
las condiciones generadas del planteamiento de un problema que
involucra a dos incdgnitas, Exto da como resultado 1a
representacidn y resolucidn de problemas de programacidn lineal, lo
que permite entender en parte el uso que puede tener la matematica

para resolver problemas sencillos que se presentan en la realidad.

GEOMETPIA EUCLIDIANA. El estudio de este tema en el bachillerato
no serd algo desconocido para el estudiante, ya que gran parte de
sus contenidos le fueron enseiiados en la secundaria. Cabe aclarar
que este tema ya no se aborda en la E.N.P. Pero en el C.C.H. se
hace en el segundo aifio, mientras que en el CHB. y los CEC. y T. so

estudia en exte primer afio.

De los contenidos dados a conocer en el bachillerato, se tienen:
el de segmento, dngulo, la recta, tridngulos, poligonos, circulo y
circunferencia, asf{ como el teorema de pitidgoras, entre otros, que
desde luego ya se estudiaron con anterioridad como se muestra en et
cuadro de la secundaria. Y como se puede apreciar la introduccidn de
nuevos tdpicos es limitado, de entre estos figuran la axiomatizacidn
de la geometria, identidades trigonométricas y la existencia de

otras geometrias.
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Sobre el nivel de abstraccidn o rigor que se pueda presentar del
tema on este nuevo ciclo escolar, s manifiesta principalmente por
la axiomatizacidn de los conceptos o bien por el édnfasis en la
demostracidon de los resultados enunciados. Asimismo, se resalta la
importancia del proceso histdrico que ha dado lugar a este campo de
estudio de la matemdtica que data ya de hace mis de dos mil afios.

Como se mencionod, en el C.CH. se aborda su estudio en el segundo
afio, tercer semestre. Sin embargo destaca la parte correspondiente
en este tema al estudio de teoria de graficas, la cual no se
contempia en las demds instituciones.

Resulta interesante en este caso la omisidn que se da del tema en
fa E.N.P.,, el cual, como se puede apreciar en su cuadro de conteni-
dos ha venido a ser substituido en gran parte, por la seccidn
correspondiente al estudio de la programacidn lineal que se ha
ubicado en este aflo escolar y dnicamente ensefiado en esta
institucidn educativa.
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B) SEGUNDO ANO DEL BACHLLCRATO.

FUHCICNES. Este importante concepto z=e ensofia mas detenidamente
en el tercer semestre en la EN.P. y en el CB, mientras que en el
C.CH. se¢e hace en segundo semaestre. En los CE.C, y T. se retoma

este tema en el segundo y cuarto semestre.

En semestres mas adelante, se recordarid una vez mis al estudiante
el concepto de funcidn asi como desde ia secundaria ya se le a hecho
saber. Es decir, es un tema ya familiar para €l y que ademas conoce
de su importancia, puoes es 1a manera en que se 1o han hecho saber

aunque nunca comprenda porque al igual que su rigida definicidn.

Sobre el conocimiento de este concepto sobresale el predominio
axiomitico que me ha seguido para su ensefianza, anticipandose al
desarrollo natural que puede tener a partir de la observacidon de
fondmenos elemantales que =o presentan en la sociedad o en la
naturaleza. Exto ez, el educando en un principio es inducido al
estudio del concepto de funcidn a partir de la definicidn, a las
partes que la componen y a las distintas clases de funciones que
existen para tuego tabularlas y graficarias.

Es aqui en donde se presenta una de las oportunidades mis

palpables para indicar al extudiante sobre las ventajas que tiene la

matoemdtica para transf o d ibir fend ox del quehacer
cotidiano simples o comple jos. En este caso, es comin estudiar una

gran variedad de funci ,» =in bargo la mayoria de las veces no

se sabe de donde se originaron o que resolverdn, centrando mis su
estudio en la clasificacidn que dstas tienen o de sus cualidades
analiticas. Por lo que, las raices generadoras del concepto son
relogadas & un segundoe plano, =situamndo en wuno primero, a las
definiciones y a los formulismos algebraicos correspondientes a cada

funcidn.
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CEOMETRIA AMALITICA. Su ensefianza en este afic escolar es una
caracteristica comiin de las cuatro instituciones educativas. Un caso
interesante se presenta en los C.EL y T. cuyc estudio se hace en
el tercer seme;t.re, nmdentras que en las otras tres instituciones se

realiza en el cuarto semestre.

El estudio de este tema si resuilta ser completamente nuevo en el
bachillerato, de aqui que su conocimiento llegue a formar parte de

la cultura matemidtica general del estudiante de este nivel

En este tema usualmente se sabe las partes en que se dividird el
curso y el orden respectivo, a saber: plano cartesiano, la recta, la
circunferencia, parabola, elipse, hipeérbola, etc. acompaiiados de los

casos o variantes que se presentan en ellas.

Sin embargo, para algtn estudiante puede parecerie extraiic el no
encontrar en el temario un punto que haga referencia a la historia
de la geometria analiitica, asi como se hace por lo general para la
goometria euclidiana. De igual manera le podria resultar interesante
conocer sobre las relaciones existentes entre ambas disciplinas, si

os que las hay, y del porqué de su estudio por separado.

Asimismo podria reflexionar sobre la mayor aplicabilidad que se
presenta en la geometria euclidiana y la ausencia de dsta en la
guomatria analitica. Puesto que la primera se origind hace mdis de

dos mil affos, mientras que la segunda en no mds de quinientos.

Sobre la necesidad de conocer la historicidad de la geometria
analitica (y de hecho de las demds ramas de la matematica), es un
problema que debe encontrar respuestas en la educacidn matemdtica,
ya que ello significa avanzar hacia el establecimiento de una
cultura general en el profesor que debera ser reflejada en el

estudiante.
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Las teorias matemidticas no surgieron de la nada, tienen una razon
de ser, y conocer los procesos que originaron su establecimiento
pueden ser un factor que motive al estudiante a aprender
matematicas.

Ahora bien, ta importancia de la geometria analfitica por 1lo
goneral se indica que sera evidente cuando =¢ aborden los estudios
de! cdlculo diferencial e integral, por lo que el estudiante
comprendera paulatinamente de esta forma una de las caracteristicas
de la matemsatica, su aplicabilidad en si misma. Quedando, claro esta
la inquietud por utilizaria comn mas objotividad en otros problomas

que sean mas representativos del acontecer cotidiano.

Por otra parte, es completado este afio escolar en la ENP. con
el estudioc del dlgebra, y en ella se contompla el conocimiento de
las potencias, logaritmos y una parte correspondiente a identidades
trigonométricas. En el C.B. s¢ rotoma tambidn el estudio doi algebra
para abordar los sistemas de ecuaciones, laxs ecuaciones cuadraticas,

y una seccidn que forma parte de la teoria de conjuntos.

En el C.CH. se dedica este afic al estudio de la goometria
euclidiana y a la geometria analitica basicamente, ya que es minima
la smaccidn que se refiere a funciocnes. Por su parte eon los
CEC. y T. como se¢ menciond en un principio, se ensefia en este aiio,
cuarto semestre, ol cialcule diferencial. Lo que constituye una gran
diferencia en este segundo afic y que por comodidad, el comentario
rempectivo sobre este tema se ha dejado para ef smiguionte aflo,

porque es donde se ensefia en lasx otras tres instituciones.
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C) TERCER ANO DEL BACHILLERATO.

En este afic escolar el estudiante podrad conocer una de las
herramientas matemiticas mds frecuentemente utilizadas para

describir fendmenos de 1la naturaleza o resolver problemas, el

CALCULO DIFERENCI AL E IMTEGPAL.

Como se recordard en los CEC y T. este tema se empieza a

estudiar en el © do afio, (3 t, que on lam demis inmtituciones
lo hacen en este aiio. Su conocimiento viene a ser algo nuevo en el

acervo cultural del estudiante de este nivel

En esta ocasidn, para el estudio de uno de los puntos centrales
del tema, se recurrirda al establecimiento de un esquema matemditico

que ex el resultado de la idn y £ izacidn de un fendmeno

acontecido en la naturaleza, a saber, la medicion de la rapidez de
cambio. Esto se hace, generalmente, desde el punto de vista de
acontecimientos que se presentan en la Fisica, la rapidez de cambio
de un objeto <un mdvil, particula, etc.), y Uegar a definir a
través de un proceso geométrico el concepto de derivada. El esquema
seguido =xin lugar a dudas que es el deseable cada vez que se
pretende dar a conocer un nuevo concepto. Ex decir, interrelacionar

a la naturatleza con la ciencia matemdtica.

Ademis en esta asignatura se menciona el desarrollo histdrico quo
ori;ind el concepto de la derivada de una funcidn. Para el caso se
recuerda el trabajo emprendide por I. Nowton y G. Leibnitz por ser
los precursores del calculo diferencial, cuyo desarrollo lo hicieron
de manera independiente, y de las ventajas y desventajas de su

notacidn matematica utilizada.

Sin embargo, existen cosas por hacer en esta presentacidon del
calculo diferencial, ya que deja de lado a los estudiantes que estdn
pensando en estudiar una carrera situada dentro de laxs ciencias

sociales, como podria ser la economia.
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Sobre  este tema pueden hacerse wuna gran diversidad de

interpretaciones det concepto de la derivada, asi por ejemplo, se

puede pensar en terminos econdmi y cony las leyes que regulan
los costox y los ingresos en la produccién de un determinado
producto. O bien se¢ puede situar el estudio en el terrenoc de la
biologia y comprender algunos de los fendmenos inherentes a la
reproduccidn de las exspeciez de una poblacidn bajo clertas

condiciones, por citar algunos.

De esta forma, entonces ya no sdlo se estaria determinando el
punto maximo de una funcidn generada para determinar ef cubo de
volumen maximo inscrito en una esfera de radio dado, o la altura a
que deberid llagar un proyectil disparado hacia arriba. Sino que
ahora también, el estudiante podm’a conocer la manera de calcular el
nivel de produccidn dptimo de un producto para maximizar utilidades
y reducir costos o bien la manera en que variaria la rapidez de

crecimiento de una poblacidn con respecto al tiempo.

Sobre la parte correspondiente al cdlcule integral se puade
establecer una linea de trabajo similar a la antes citada, y ampliar
el panorama de las aplicaciones quo se pueden dar en este toma,
aplicaciones que vayan mds alla de la fisica y de la matemitica en
mi. En ecte caso tendré mis mentido resolver la gran cantidad de
problemas que se suelen dar tradicionalmente en esta asignatura;
limites, derivadas, integrales, etc. Ademis de que se estaria
impartiendo una enseifianza integral, que io mismo beneficie a un

futuro estudiante de ingenierfa que a uno de economia.

PROBABILIDAD Y ESTADISTICA. Es una de las asignaturas que mds
impulso han recibido en la actualidad y como resultado es su

innegable presencia en el tercer aiio del bachillerato en las cuatro

instituciones educativas consideradas.
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Sobre Lla parte correspondiente a la teoria probabilistica es
conocida la dificultad en ella inherente, debido a la sutileza de
sus calcutos, ya que usualmente no hay reglas directas que
conduzcan a los resultados deseados. Originando que algunas veces al
educando no le. sea tan ficil comprender y analizar el comportamiento
de los fendmenos aleatorios; ifanzamiento de monedas, dados, extraer

cartas o sacar bolas de una urna, etc.

Aqui tambi€én se menciona la parte histdrica que did origen a la
teorfa. Se plantean los distintos enfoques de la probabilidad y su

desarrollo actual que establecid su caricter axiomitico.

En este caso cobra una considerable importancia la conjugacidn de
la parte experimental de los fendmenos aleatorios y Lla teoria
matematica en ellos inmersa, lo que origina que su ostudic no este
desprovizto de las aplicaciones inmediatas que se puedan dar en un

entorno en donde mu de los tecimientos ostin dotados de

factores probabilisticos.

Esta previa identificacidn de la asignatura, permite que en su
posterior desarrollo se lleve a cabo con toda naturalidad el estudio
de los contenidos ulteriocres, tales como las diferentes maneras de
- enumecrar objetos, la prueba de teoremas, verificacidon de resultados,
etc., los cuales tienen sentido para el estudiante una vez que sabe
de la importancia de dstos para su formacidn tanto practica como

tedrica.

DPe manera similar se aborda el estudio de la teoria estadistica,
en donde a veces no resulta tan ficil disefiar una encuesta,
determinar una muestra, interpretar diagramas de frecuencias, o
inferir resultados, entre otros puntos. Pero que de cualquier forma
el estudiante sabe que esta mane jando elementos extraidos muchas de

las veces de una realidad.
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Esta viene a ser una de las motivaciones fundamentales que
conducen al educando al conocimiento de las teorias matemdticas en
una primera instancia, es decir, la aplicacidn de los resultados en

un tiempo relativamente corto.

Estas dos dreas de la matemitica, para el estudiante de bachille-
rato no le son desconocidag, pues de una manera <elomontal conocid
sus principios en la secundaria. Sin embargo, su estancia en los
programas de estudioco en este tercer afio ha reflejado su utilidad
elemental y en mayores proporciones Jlo que fe ha permitido su
aceptacidn en la comunidad estudiantil. Quedando como trabajo
permanente la buisqueda de me jores esquemas de estudio que ia doten

de mayores cualidades que de alguna manera las sigan fortaleciendo.

Para luir los 1tarios de este afio escolar, toca hacer
mencidn al tema de LO3ICA Y CONJUNTOS. Que aunque ya se abordd en el
primer afio, aqui tambidn se hace dado que figuran en lom programas
de estudio de la E.N.P. y del C.CH.

La observacidn que sobresale es la forma en que la teoria de

conjuntos se ir P al prog de estudiow: mientras que on el
C.C.H. se enseiia en el primer afio, en la E.N.P. se da en el tercer
afio. Esxsto indica, que aunque los contenidos del tema no differen
considerablemente, los enfoques para su ensefianza si son distintos.
Afladase el hecho de que la mayoria de lox contenidos de este tema ya

se dieron a conocer en la secundaria

Una sxituacidn diferente se presenta para el caso de la ildgica

matemsatica, pues 1a profundidad con la que se aborda en el

bachillerato eos muy diferente al de Lla daria, d 4 de la
introduccidn de nuevos conceptos., Cobra una considerable importancia
=i se le relaciona con el actual avance en el terreno computacional,
en donde muchos de los procedimientos empleados utilizan resultados

emanados de la ldgica matemdtica.
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Por ejemplo, drboles de decisidn y circuitos ldgicos, que a su
vez resultan ser una de las aplicaciones de esta disciplina, no

obstante estar identificada por su caridcter abstracto.

Para osta rama' de la matemidtica tambidn se presenta el problema
operacional en cuanto al afio en que debe ser ensefiada. Ya que
mientras en el C.C.H. se enseifia en este tercer afio, en el C.B. se
hace en el primer aflo. ¥ como se observa en el cuadro respectivo de
1a ENP. ¥y de lox CEC. y T., en estas instituciones no se aborda
el estudio de esta disciplina.

Una vez concluida la seccidn correspondiente al andlisis
comparativo de lom contenidozx deo La materia de matematicams en law
cuatro instituciones elegidas, en la siguliente se realiza una
sintesiz de loz resultados sobrezalientes on esta parte y con ello
indicar ilfneas orientadoras en el mejoramiento de nuestro sistema

educativo en el nivel medio superior. ﬁ

36



1.4. CONCLUSIONES DEL ANALISIS,
) : “El nivel de educacicn
de cualquier sociedad puede
ser medido por el grado de
acceso efectivo de cada uno de
sus miembros a la informacicn
)y a las herramientas gque,
dentro de la misma sociedad.
influyen sobre su vida.*

Ivan Illich

iLa bYsqueda de medios que permitan entender el fendmeno educativo
de la matoemdtica en el bachillerato, ha conducidoe al andlisnis
anterior sobre los contenidos de esta materia en las cuatro
instituciones conzideradas. Y constituye un recurso por el cual es
posible visualizar la brecha existente entre la realidad actual y
los ob jetivos que supuesztamente deben de cumplirse en la misn\i. Los
resultados que se desprenden, entre otros factores, sSe enuncian
enseguida para que posteriormente se mencionen los motivosx de szu

aprectacidn:
1. Persiste la repeticidén de conceptos.

2. No ex suficiente el avance en la introduccidn de temas contempo-

réneos de interds.

3. Se emplean lox modelos y algoritmos, pero no me especifican los

alcances y la estructura que ¢stos pueden tener.

4, Faita una mayor relacidn entre el mundo abstracto de los concep-

tox y el mundo material de los problemas cotidianos.
5. No existe informacidn concreta sobre lax aplicacionex de la mate~

matica a diversos campos de la ciencia, aparte de lox ya tradi-

cionales.
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Cada uno de estos puntos son indicativos de que faltan cosas por
hacer en el terreno educativo en 1o que se refiere a la ensefianza de
las matemdticas. Para una mejor comprensidn de la problemdtica
subyacente a estos resultados, a continuacidn se expresan mis

ospocitlcament-e.

1. Persicte la repeticidn de conceptos. Con este punta lo que se

indica, esx la redundancia de conocimientos que se otorgan al
estudiante de bachillerato en el primer afflo, el cual précticamenhe
es un repaso de lo estudiado en los tres afios de secundaria. Al
respecto, podria argumentarse que es para homageneizar los conoci-
mientos, lograr una mayor solidexz de conceptos ¢ para mantener la
coherencia con los estudios del nivel inmediato inferior, etc. Lo
cierto es que, lo que se logra, es crear una serie de aptitudes en
el educando que lo hacen estudiar lox contenidos de la materia
dnicamente porque estin contemplados en el programa de extudios y

no mis.,

De esto se desprende, que la articulacidn de conceptos de un

nivel escolar a otro, no esta del todo bien entendida.

En todo caso, =i se van a reconsiderar elementos que al educando
ya le fueron proporcionados en La zecundaria, es menester hacerlo,
pero sin recurrir por ello a toado el aiio o mdés. En este sentido, se
puede emplear cuando mucho el primer soemeostre para hacer una
revisidn tdctica de conceptos y el tiempo restante dedicario at
estudio de nuavos temas que e apeguen a las necesidades e intereses

de los alumnos.

2., Mo es suficiente el avance en la intreoducci<n de temas <ohtempo-—

raneos_de 1nterés. Este punto esta estrechamente relacionado con el
primero por la presencia de contenidos que se repiten en las dife~
rentes etapas, 1o que no permite en estas, introducir temas de
vanguardia que substituyan a los existentes que resultan poco

atractivos para los estudiantes.
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O que no les van a ser dtiles mas adelante. Esto trae como
consecuencia, que el expacio y el tiempo para abordar nuevos temas

se encuentren saturados.

Este problema ha sido supoerado en el primer afic sn la E.N.P. con
la introduccidn de la programacidn lineal, lo que viene a constituir
un hoecho significativo =i me toma en cuenta que eosta teoria
dexarrollada a mediados de exte siglo ha substituido en este ciclo
escolar a la geometria euclidiana, que ya ha sido estudiada durante

los tres afios de la secundaria.

De la misma manera podria abordarse el tema de las matrices, cuyo
campo de estudio es bastante amplio y que puede resultar de interes
para los alumnos. En este caso, otro tema proseguido en el
bachillerato y que ha sido abordado paulatinamente en la secundaria
es teoria de conjuntos, que omitiéndose daria cabida al tema de

matrices.

Similarmente podrian enunciarse algunos otros temas, como los dos
antes citados, de tal forma que fueran lo suficientemente
importantes y atractivos que abarcaran la mayoria do las inquietudes

de un estudiante cualquiera que fuera su vocacidn profesional

3. Ze emplean los modeleos v alqeoritmos, pers no se especirigan_  1gs

alcances y la estructura que es.os pueden tener. A su vez este punto

hace referencia, a la importancia que se le debe dar al conocimiento
de un modelo y de un algoritmo. Ex claro que durante ol desarrotlo
de los temas en cada etapa, se estin utilizando estos conceptos,
pero de manera general y no explicita. Asi se tiene que, el alumno
usa modelos y aplica algoritmos, pero pocos estdn conscientes de

oeste hecho.
Desde ijos inicios en la ensefianza de la matemdtica, e! estudiante

se vid en la necesidad de emplear modelos para representar fendmenos

ocurridos en la naturaleza.
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Principalmente en la fisica y la quimica en donde las ecuaciones
mane jadas representaban modelos matemiticos. Quedando como un punto
importante en el bachillerato, precisar estos concoptos en cuanto a
los tipos de modelos que usualmente se emplean para resolver
problemas, asi ;:olno tambien, la forma o estructura que debe tener un

algoritmo.

De esta forma, el estudiante estard en mejores condiciones de
poder construir un modelo, en este caso matemdtico, a la vez que
emplee correctamente un algoritmo para su solucidn si existe, o en

el meo jor de los casos, que pueda ser capaz de construirlo.

Teniendo claros estos dos conceptos, es inmediata la ampliacidn
de! panorama para inferir que gran parte de los fendmenos que
ocurren an la naturaleza <(no sdlo de la fisica o quimica’ o en la
sociedad, son susceptibles de poder ser formalizados matemdtica-
mente. Y de ahi elaborar esquoemas que permitan oncontrar
soluciones, =i no dptimasx, al menos si con un buen grado de
aproximacidn. Con esto tendria mas sentido raesolver problemas de

optimizacidn.

4, Falta wuna mayor relac:ign entre <i munge abstracto de los

conceptos v ol mundo material de los problemas cotidirancs. En  este
punto se hace mencidn de la caracteristica que permanentemente debe

existir on la ensefianza y que parcialmonte se refleja en los
contenidos de la materia de matemditicas. A saber, la dindmica que
debe conducir al educando a prepararse para la vida, no sdlo en el

saldn de clases, sino tambidn en la sociedad.

De aqui, que la instruccidn de la matemdtica cobre una mayor
importancia, al cuestionar el papel que juega en los programas de
estudio, ya que siempre se le ha considerado como una materia que se
distingue por su utilidad pradctica.
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Argumento del todo valido, sin embargo, la actual forma de
presentarla, ha hecho que no sea satisfactoria la conexidn de los
problemax que sze desarrollan en claxe con lox problomas que se
presentan en el mundo material. Es decir, el esquema axiomdtico con
que se inicia un determinado tema, deja de lado la presentacidn de
problemas cancretos de los cuales se haga ver la necesidad de
estructurar una sorie deo conocimientos, que despuds puedan ser
formalizados. Y a partir de entonces, estar en condiciones de

resolver toda una serie de problemas anidlogos o de diferente tipo.

La argumentacidn académica a la actual presentacidon es, por lo
general, a su comodidad diddctica y al aprovechamiento det
desarrollo axiomdtico que se ha tenido en esta ctencia. Cabe aclarar
que no se estid afirmando que estos dos aspectos son per judiciales,
=ino por ol contrario, su adecuada incorporacicn en el proceso
educative puede lograr mejores resultados. Lo que es cuestionable,
es la ausencia de bases que permitan introducir on la enseoiianza

problemas reales, que deben hacer necesaria la edificacion de los

ptos t. iticos. No solamente al ipnicio de un tema, sino
también una vez que los conceptos, definiciones, teoremas, etc. han

sido ampliamonte ectudiados.

El esquema axiomidtico puede ser seguido rigurosamente en los
estudios que asi lo requieran, en donde muchas de las veces no es
necesario recurrir a hechos reales para llustrar un nuovo concepto.

Pero no en el momento en que el estudiante, en wuna primera

instancia, tta b concret te que problemas o elementos
estard manejando, y despuéds paulatinamente ascender a mayores

niveles de abstraccidn

5. No emiste informacion_ concreta sobre las aplicaciones de La
matempatica a drversss campos de la  ciencra,  aparts  daw oz v
tradicionales, Por dltimo, este punto sefiala la falta de aplicabi-
lidad de la matemdtica que se percibe en los contenidos a problemasx

concretos on los diversos campos de la ciencia.
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Esto es, cuando se hace mencicn de la aplicacidn que tiene la
matemditica, goeneralmente, se le encuentra dentro de ella misma o en
la fisica y la quimica. Hecho no del todo mat, pero no esta por
demds indicar claramente su utilidad en otras sreas del conocimiento

no tan tradicionalés como hasta ahora =@ ha venido haciendo.

Asi por ejemplo, alin es incipiente la informacidn emanada en
cuanto a la aplicabilidad de 1la matematica en aAreas como las
ciencias sociales y la biologia, cuyos avances han hecho necesario
introducir, cada vez mis en sus esquemas, el uso de modelos
matemiticos que ayudan a comprender muchos de los fendmenos que se

presentan en fas mismas,

Es preaciso hacer funcionable ia matemdtica en lo que se refiere a
su aplicabilidad, ya que su orientacidn esta practicamente dirigida
a los estudiantes que proseguirin estudios situados dentro de las
cienclas exactas. Ademas de enfocar realmente su wuso en las
actividades humanas, tratando con ello de explorar y aprovechar el

vasto campo de estudio que ofrece la naturaleza y la sociedad.

En la siguiente seccidn, se hace referencia a una de las tdcnicas

matemdticas empleadas para resolver probl practicos que puocden

surgir en una gran diverszidad de contextos, como una manera deo
ofrecer respuestas concretas en la bitisqueda de temas 1o

suficientemente atractivos para los estudiantes del bachillerato. ¥
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1.5. INVESTIGACION DE OPERACIONES: UNA ALTERNATIVA.

“La educucion tiene dos fines:

por un lado. formar la inteligencia;
por el otro, preparar al ciudadano.
Los atenienses se fijaron mds en lo
primero: los espartanos, en lo
segundo. Los espartanos ganaron.
Poero los atenienses perviven en la
memoria de los hombrex

Bertrand Russell

La presentacidn que actualmente se le da a la matemitica en lo
que se refiere a sus aplicaciones, como ya se menciond, estd
orientada bidsicamente para aquellos alumnos que estudiardn una
carrera situada dentro de Llas ciencias exactas, como podrfa' ner;
ingenieria, fisica, quimica o la misma carrera de matemdticas. Por
lo que deja de lado a un gran sector de estudiantes, como aqueliox
que proseguirian carreras que se encuentran en las ciencias sociales
y administrativas, tales como contaduria o economia, por citar

algunas.

Ademds, se incurre en limitar e! panorama de los diversos campos
de aplicacidn de la matemdtica, y con ello, se puede llegar a

condicionar o suprimir la vocacidn profesional del estudiante.

El comprondso por obtener me jores resultados en la enseiianza de
las matematicas es constante. Y hacer ver objetivamente lasg
cualidades que tiene esta ciencia en 1la solucidn de problemas en
diversos contextos, es primordial si queremos que una gran parte de
los educandos en realidad la vean como una materia que los ayudara a

r 1 probi y no como fa materia que mds obstaculos lex

acarrea.
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Como una respuesta a la necesidad que se tiene de introducir temas
contemporaneos de interds en el bachillerato, se propone como ob jeto
de estudio, a tres dreas de la rama de las matemiticas conocida como
Investigacidn de Operaciones, la cual se ha caracterizado por su
utilizacidn en la solucidn de problemas practicos, y que con las
modificaciones adecuadas puede ser abordada en este nivelL Las tres
Areas de estudio son las sigulentes; programacidn lineal, analisis

de redes y teoria de juegos.

El campo de aplicacion de estas herramientas matemdticas es lo
bastante extenso, por lo que su estudio podrfa resultar de interds
en general para cualquier estudiante, no importando cual sea su
inclinacidn profesional. Ademds, se tiene la ventaja en esta rama de
estudio de que, los problemas que se abordan usuaimente son
problemas mids apegados a la cotidianeidad que se vive. A continua-
cidn se enuncian algunas caracteristicas que se encuentran en la
Investigacidn de Uperaciones:

1. ES una tdécnica matemdtica oriantada a resolver problemas practi-

cos en diversos campos del conocimiento.

2. El esquema tedrico para su estudio puede ser abordado en el
bachillerato,

3. Su desarrollo e logra a mediados de este siglo, es decir, es una

disciplina matemitica cuyos inicios son muy recientes.

4. La diversidad de sus aplicaciones beneficiaria, no sdlo a lus
alumnos que potencialmente vayan a estudiar carreras que se
ubican en las ciencias exactas, sino también a quienes pretenden
estudiar carroras contempladas en las cioncias wmociales y admi-

nistrativas, entre otras,
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5. Coadyuva a la formacidn de un pensamiento cientifico en el
estudiante, ya que en la busqueda de soluciones a los problemas
se induce a la utilizacidn de una metodologia cientifica y a la

necesidad de emplear un marco conceptual interdisciplinario.

Las teécnicas empleadas en fnvestigacidn de Operaciones al abordar
los problemas, tienen en comin fa mayoria de las veces, el que
siempre trataran de representar la situacidn dada mediante modelox
matematicos, para los cuales se buscard su solucidn a traves de

algoritmos.

Ahora bien, teniendo en cuenta que las sugerencias de cambio
implican critica, pero dado que existen factores que permiten
proponer la incorporacion o reforzamiento de elementos educativos en
el Nivel Medio Superior, se especifican a continuacidn las tres
areas de Investigacidn de Operaciones factibles de ser enseiiadas en
este nivel, mencionando la asignatura que puede servir de base para

su respectivo estudio.

Asi mismo, una vez indicada la asignatura en que se propone la
ensefianza de cada una, se menciona una forma en que éstas pueden
incorporarse a un programa de estudios, sefialando los objetivos por
cumplir, su contenido programatico y la bibliografia basica como

tambidn La complementaria,
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PROGRAMACION LINEAL.

£s una de las técnicas mds populares que utiliza la Investigacidn
de Operaciones y de facil acceso a su conocimiento. Cansiderando su
estudio cuandp intervienen dos variables de decisidn es,
priacticamente inmediata su enseifianza a traves de la asignatura de
gepmerria apalitica, que se aborda en el segundo aiio, En este
momento se tienen los elementos basicos para poder plantear y resol-
ver en el plano cartesiano un modelo de programacidn lineal,
Refuerzan lo anterior, los siguientes puantos que el estudiante ya ha

cubiorto hasta el momonto.

1. Probltemas que llevan a! planteo de sistemas de dos o tres

ecuaciones fineales con dos o tres incdgnitas.

2. Métodos de solucidn de los sistemas del punto uno.
3, Regiones en el plano cartesiano.
4. Ecuaciones de la linea recta en el planc cartesiano,

De esta forma lo que resta es complementar estas partes con los
conocimientos bisicos de programacidn lineal. Una manera es como se
hard en la parte dos del presento trabajo. Ahora bien so puede
afirmar que la programacion lineal, siempre podria formar parte del
acarvo cultural del estudiante de bachillerato, ya que la asignatura

de geometrfa analitica siempre se encuentra en los programas do

estudico en el segundo aiio del bachillerato.

Su incorporacidn puede estar indicada como sigue:

46



UNIDAD TEMATICA: PROGRAMACION LINEAL.

OBJETIVOS GENERALES.

Que el al‘umnu:

-1. Sea capaz de construir un modelo de programacidn lllrggl.
‘-2, Resuelva un modelo de programacidn lineal.

~3, Ejercite su capacidad de decisidn.

OBJETIVOS PARTICULARES.
Al finalizar las actividades realizadas, el alumno sera capaz de:

-1, Interpretar el proceso histdrico que did origen a

la programacidn lineal.
-2. Plantear correctamente modelos de programacidn lineal.
-3, Representar geomdtricamente modelos de programacidn lineal.

-4, Identificar geomeétricamente la solucidn dptima de un problema

de programacidn tineal
=5. Interpretar la solucidn dptima encontrada.

«6. Inferir el cardacter interdisciplinario de la programacidn lineal

con las demds materias del plan de estudios,

~7. Percibir la generalizacidon que se le puede dar a esta teoria

matematica.
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CONTENIDO PROGRAMATICO.

1. Resumen histdrico de la programacion lineal.
1.1. Los iniclos de la programacidn lineal.
1.2, Los factores que dieron impulsoc a la

programacidn lineal

2. Modelos de programacidn lineal.
2.1. Metodologia a seguir para plantear un modelo
de programacidn lineal.
2,2. Planteamiento de modelos con dos variables.
2.3. Identificacidon de las partes que integran un

modalo de programacidn lineal.

3. Elementos de programacidn lineal,
3.1, Definicidn de un modelo de programacidn lineal.
3.2. Salucidn factible,
3.3. Regton de soluciones factibles.
3.4. Punto extremo.
3.5. Solucidn dptima.

3.6. Conjunto convaxo.

4. El método grafico.
4.1. Algoritnw para resolver un modelo

de programacidn lineal con dos variables.

5. Problemas tipicos de programacidn lineal
5.4. Enunciar y resolver problemas en
diferentes contextos, tales como:
a) Alimenticios.
b)Y Inversidn de capital
<) Agricoias.
d) Administrativos.

e) Industriales.

TOTAL:
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ANALISIS DE REDES.

Esta técnica matematica tambidn es ampliamente utilizada para
resolver una gran diversidad de problemas prdcticos, muchos de los
cuales puocden ser entendidos por el estudiante de bachillerato. En
este caso, los elementos basicos para abordar esta teoria serian
algo con los que ©! estudiante de este nivel no se encuentra muy
familiarizado, como ex e! caso de la programacicon lineal. Sin
embargo, las caracteristicas de los problemas aqui tratados se
manifiestan en el diarto acontecer del estudiante, que ta elabora-
cion de los modelos matemdticos que los representan se construyen de
una manera un tanto natural. Para ello, considérese la siguiente

infarmacidn que como minimo se debe de empleoar.

1. Tener un conjunto de puntos llamados nodos o vertices,

2. Tenar un conjunto do lineas llamadas aristas o arcos.

3. Agregar informacidn numeérica a las aristas o a los arcos.

4. Aplicar un ailgoritmo para resolver el modelo generado por

la informacidn de los puntos anteriores.

La conjugacidn de los elementos que indican estos puntos y la
1égica inmersa en cada problema, conducen a lIa elaboracidn de
eficaces representaciones graficas apegadas a la realidad, conocidas
con el nombre de redes. Que vienen a ser una clase mas de modoelos

matematicos para resolver problemas.

En esta teoria, para la representacidn de los modelos, se

prescinde de la recta real y del plano cartesiano. Por lo que, ol

lugar para su estudio puede xser a través de la gecmelria-euc!:2: 3ana,
que se da en el primero o segundo afic. En la Escuela Nacional
preparatoria podria ser abordado su conocimiento en la asignatura de

Temas Selectos de Matemdticas.
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Con todo, este tdpico seria algo nuevo para muchos estudiantes y
que les podria resultar interesante, Una metodologia propuesta para
la forma en que puede ser realizada su onsefianza, se presenta mas
adelante en la segunda parte. Por el momento se muestra, que su
desarrollo puede quedar indicado en los programas de estudio de la
siguiente manera:

UNIDAD TEMATICA: ANALISIS DE REDES.

OB JETIVOS GENERALES,

Que el alumno:

-1, Sea capaz de construir una red.

~2. Encuentre la solucidn en una red.

-3, Ejercite su capacidad de decisidn.

OB JETIVOS PARTICULARES.

Al finalizar las actividades realizadas, el alumno seri capaz de:

~1. Interpretar la evolucidn histdrica que did origen al analisis

de redeos,
-2. Plantear correctamente un modelo de anidlisis de redes.
-3, Encontrar la solucidn dptima en una red.
~4, Interpretar la solucidn dptima encontrada.

-5. peterminar e! caridcter interdisciptinario de esta teoria con

las dem#s materias del plan de estudios.
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CONTENIDO PROGRAM.AT!CO.

1. Resumen histdrico de! andlisis de redes. L o
1.1 El desarrollo histdrico de la teoria de graficas: ;'

1.2 Los factores que dieron origen al concepto.d ad,

2. Maodelos de anadlisis de redes,

24 Metodologia a seguir en el planteam&ento'de'reﬂe"s
2.4.a Redes integradas con aristas. :

2.1.b Redes integradas por arcos.

3. Elementos de teoria de graficas.
3.1 Concopto de grafica .
3.2 drificas dirigidas y no dirigidas. .
3.3 Grificas conoxas. R
3.4 QGraficaxs parciales.

3.5 Arboles.

3.6 Concepto de red.
4. Métodos de solucidn
4.1 Algoritmo para determinar el arbol de peso
minima,

4.2 Algoritmo para determinar la ruta mds corta.

TOTAL:
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TEORIA DE JUEGOS.

Los antecedentes académicos que se necesitan en este caso, son
conceptos de geometria analitica y probabilidad, los cuales serian
complemontados con las definiciones y conceptos propios de la
teoria. La asi;n‘atura que puede servir de base para estudiar este
tdpico es temas seleztos de matemiticas en la E.N.P. o procsbilidad

en alguna de las otras instituciones.

Esta teoria esta intimamente ligada a la programacidn lineal y en
@i mejor de los casos, un estudiante puode encontrar estas
similitudes si en geometria analitica estudid programacidn lineal y
un poco mds adelante conoce la teoria de juegos para dos personas

de suma cero.

En este tema el educando una vez mas se percatacia de la
conjugacidn det! dlgobra con fa geometria analitica, ya que los
métodos empleados para resolver un juego, hacen uso de estas dos
dreas de la matemdtica aunadas a la teoria probabilistica. Al
respecto, los puntos bdsicos que serian necesarios conocer son los
siguientes. ’

1. Sotlucidn atgobraica de sistemas do dos o tres ecuaciones con dos

o tres incdgnitas.

2. Solucidn geométrica de sistemas de dos ecuaciones con dos incdg-
nitas.

3. Valor esperado de una variable aleatoria.

Sobre este tema practicamente no hay indicios de su enseiianza en
el bachillerato y su introduccidn podria ser algo novedoso y util
sobre todo para aquellos estudiantes que potencialmente vayan a
estudiar una carrera profesional situada dentro de las ciencias

sociales como podria ser economia, entre otras.
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También para este tema se desarrolla en la segunda parte una
metodologia para su ensefianza. Su lncorporacion en los programas de

estudio podria ser como sigue:

UNIDAD TEMATICA: TEORIA DE JUEGOS. :

OBJETIVOS GENERALES. .
Que el alumno:

=1. Sea capaz de conztruir el modelo que representa un juego.
=2. Resuelva el modelo que representa un juego. ‘
-3. Ejercito su capacidad de decisidn.

OBJETIVOS PARTICULARES.

Al finalizar las actividades realizadas, el atumno sera capaz de:

-1, Interpretar el desarrollo histdrico de la teoria de juegos.
-2. Plantear correctamente modelos de teoria de juegos.

-3. Obtener la solucidn algebraica de un juego.

-4, Identificar la solucidn geometrica de un juego.

=5. Interpretar la solucidn dptima encontrada.

=6. Percibir la generalizacidn que se le puede dar a esta teoria.

=7. Identificar la relacidn existente de esta teoria

y la programacidn lineal
-8. Inferir el caridcter interdisciplinario de la teoria de juegos'’

con lax demais matertas del plan de estudios.
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CONTENIDO PROGRAMATICO,

1. Resumen histdrico de la teoria de juagoﬁ. i 1 Hr,
1.1 El origen de la teoria de juegos. I e
1.2 El desarrollo histdrico de la teoria de ‘juegos

y la programacidn lineal

2. Modelos de teoria de juegos. . :
2.4 Metodologia a seguir en la elaboracidn dq' g
modelos de teoria de juegos. :
2.2 Madelos que involucran dos estrategias
para cada jugador.
2.3 Modelos que involucran a mas de dos estrategias
para un jugador.
3. Conceptos de teoria de juegos. 4 Hrs.
3.1 Definicidn de un juogo para dos personas
de suma cero.
3.2 Estrategia pura y estratogia mixta.
3.3 Valor superior y valor inferior de un juego.
3.4 Punto =milla do un juego.
35 Existencia de solucidn dptima de un juego.
4. Métodos de solucidn de un juego. 4 Hrs,
4.4 Mdtodo algebraico.
4.2 Médtodo geométrico.
5. Problemax tipicos de teoria de juegos. ' 3 Hrs.

5.4 Enunciar y reseolver 'problomas en diferentos
contextos, tales como:
a) Laborales.
b)> Politicos,
c> De mercadeoo.

TOTAL: 14 Hrs.
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Quedan por resolver grandes dificultades en la propuesta de temas
que se hace, algunas de ellas se refieren a los recursoes humanos
necesarios para llevar a su realizacidn el desarrollo de los mismos.
Otra, la elaboracidn de material bibliografico de apoyo, ya que el
existento por lo general no exs el adecuado para este nivel, entre

otras factores.

Lo que se recomienda como factor vital es la adecuada planeacidn
que debe de seguirse en la hipotdtica implantacidn de estos temas,
asi como en los de cualquier otro. Dejando atrds a las decisiones
simplistas que 5o suelen dar en las instituciones educativas cada

vez que se producen cambios en los programas de estudio.

Con todo, una vez determinada la ubicacidn en que los tres temas

prop os p saer ab dad en el bachillerato, en la siguiente
parte se desarrolla metodoldgicamente una forma en que €stos pueden

sor onseifiados.
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CAPITULO 2

PROOGRAMACION  LINEAL

2.1 Introduccidén.

2.2 Un problema estudiantil

2.3 El método grafico.

2.4 Conceptos de Programacidn Lincal

2.5 Problemas tipicos de Programacidn Lineal.
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2.1 INTRODUCCION.

£n este capitulo se presxenta parte de la teoria de programacidn
lineal con la wutilizacidn del mdtoda grafico para enconirar la
solucidon a problemas de optimizacion que puodan reprosentarse on el
plano cartesiano. En la sweccion 2.2 se considera un problema base
que delinearia la metodoulugia concerniente para la elaboracidn de
modelos matemdticos de programacidn lineal, €ste involucra deos
variables de decisidn y con su empleo =6 especificarin las

condiciones que deben de cumplirse en el probloma.

En la se¢ccidn 2.3 se da solucion al problema anteriormente
considerado mediante ol emplea del metodo grifico; dsto se logra
mediante la interpretacidn geomdétrica de cada una de las condiciones
que so establecieron en el modelo y con ol andlisis del
comportamiento de una funcidn lamada funcidn ob jetivo o de utilidad
que indicari que puntos del plano fon lozm que habra que saleccionar

con el fin de obtener la mejor solucicn posible del problema.

Lo que a continuacidn se muestra en la seccidn 2.4 son los
elementes y la teoria bdsica que justifican el procedimienta y los
roesultados empleados en las anteriores dox seccliones y on goneral
para resolver cualquier problema do programacicn linoal
representable en ol plano, para lo cual se enuncia el metodo a

seguir una vez queo o han formalizado loxs conocimiontos necexsarios.

Finalmente la szeccidn 25 consiste de {a aplicacicn de los
resultados anteriores a diversos problemas considerados como usualexs
en el contexto de la programacidn lineal y asi poder ilustrar y

retf'orzar lo expuesto en las secciones precedentes.



2.2 UN PROBLEMA ESTUDIANTIL.

Con frecuencia algunas organizaciones o iedad do.p s :a'\s“sow.v
ven en la necesidad de solicitar apoyoc econdmico ,o,mat.érlal 1t’:’kcl'*n el
t'in de realizar sus proyectos para las cualoes fueroﬁ creoadas. Muchas -
de las veces las donaciones que se logran consisten de material del

cual hay que decidir qud hacer con ¢l y en qudé medida o 'cancidéd.'

Tal ex el caso del siguiente probiema.

La Sociedad de Alumnos de una escuela secundaria desea recabar
fondos para la adquisicicn de una computadora. Para ello,
tabricardin dos tipos de libreros en el taller de carpinteria. Ellos
disponen de 80 m® de wmadara y 7 lts de barniz que les fueron

donados. Para los del tipo I requieren de 10 mz de madora y .5 its

do barniz, mlentras que para los del tipo II requicren de 8 m® deo
madera y 1 It de barniz. Los precios que han considerado para su
venta ron lox miguientoesn; para lox dol tipo f a $ 300,000.00 y para

tos del tipo Il a $ 250,000.00.

Cuintos libreros de cada tipo deben fabricar si es que

desean obtoener ol mayor ingreso posible en la venta ?
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Antes de iniciar la busquoda de la xolucién del problema, no osta

por demis exspecificar claramente los ob jetivos que se deben cumplir:
1) El problema se refiere a una toma de decisidn. Esto es, se
tienen que indicar con toda preciszidn, cudntos libreros dol
tipo I y cudntos del tipo II hay que fabricar,

2) Que el ingreso en la venta sea dptimo Cmaximo)d.

3> Se tiene que garantizar la construccidon de los libreros
(factibilidad),
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La reflexidn anterior, nos da la pauta a meguir para obtenor Ia
solucidn del problema. Se empieza por especificar cada punto, para

io cual serd naecesario dar respuesta a la siguiente interroganta.

Cudles son las variablos de decisidn quo indican la cantidad

de libreros de cada tipo a fabricar 7

Esta pregunta se refiere al numero de libreros del tipo 1 y del

tipo I a fabricar, en cuyo caso la P ia esmtabl

matemdticamente de la siguiente forma:
Xt = El nimero de libreros del tipo I a fabricar
Xz = El namero de libreros del tipo II a fabricar,

Con esto se ha resuelto la pregunta. Ahora podemos abordar la
ziguiente referida al ingrexo dptimo, para ello nos preguntamosn.
. A qué ex igual el ingroso dptimo ?
Si X1 ex @l numero da libreoros dal tipo I a fabricar a un precio

de $ 300,000.00 ¥y Xz es el ntmero de libreros del tipo II a fabricar

a un pracio de $ 250,000.00. La respuesta rosulta sor:
ingreso = 300 000 Xx + 250D 000 Xz
que por comodidad lo excribiremos
Z = 300 X: + 250 Xz

Es claro quoe esto valor de Z lo queremaox maximizar, poro i es
inmediato ! puesto que al incrementar los valorex de X: y Xz se
incrementa o1 valor de Z. Asi que =l problema so reduce a determinar
hasta que valor se puede incrementar Z, obteniendo los valores de Xi
y Xz de tal forma que la disponiblilidad de recursos limitados de

madera y barniz se respeten para aelaborar loz libreros.
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int gante.

De esta manera se ha contestado la [ da

Finalmente para garantizar la construccidn o factibilidad de las
1a inf idn dizponible

soluciones Xt y X2, se empieza por agruy
en el problema como se muestra en la tabla 2.2.1,

TABLA 2-2-1

P ARBERAT BARRTZ ——PRECTS
<m” > Clis) CEx1000)>
I 10 =1 300
11 8 10 250
DISPONIBILIDAD a0 7 ———
,

Esta visualizacidn es muy cdmoda y lograr este paso representa et

primer avance en la solucidn del problema,

En el problema tenemos unicamente dos recursos que son; 80 mz de

madera y 7 lts de barniz. De donde las condiciones que deben satis-
facer los libreros fabricados son:

Para la madera: Como los lbreros del tipo 1 requieren de 10 mz

por unidad, entonces

10 X: = cantidad de m° de madera utilizados al
fabricar X: libreros del tipo I.

Similarmente para los libreros del tipo II, que requieren de 8 mz
por unidad. Se tiene .
8 Xz = cantidad de m” de madera utilizados al

fabricar Xz libreros del tipo IL

De donde
10 X1 + 8 Xz £ 80.
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Con dsto se indica que la utili inde d. on la’ fab'-n:.-cldn

de ambos tipos de libreros, no debe’ rebasar la disponibilidad qua es |
de 80 m® do madera.

Para el barniz: Los libreros del tipo I requisren de .5 lts pon
unidad entonces )

.5 X4 = cantidad de Its de barniz empleados al
fabricar Xi libroros dal tipe 1. :

De igual forma, para los libreros del tipo I que raquiareh de ”‘l'
It. por unidad. Se tiene

1 Xz = cantidad de Its de barniz empleados al

fabricar Xz libreros del tipo II.
Do donde
S X+t Xz £ 7.

Lo cual indica, que la utilizacidn de barniz en la fabricacidn de
ambox tipos de libreros, no debe rebasar la disponibilidad que es de
7 lts de barniz,

A continuacidn se presenta la restriccidn que evita resultados
negativos. Es decir, se debe asegurar la construccidn de los
libreros y en el peor de los casos no producir ningun librero. Esto
se establece como:

X1 2 0, Xz =z 0

Resumiendo lo construido hasta el momento, el problema se puede

plantear matemiticamente do la siguiente manera:
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Maximizar Z = 300 X, + 250 Xz D L €222
sujoto a

10 X1 +'8 Xz < 80

5 X 41 X2 7 €2.2.2>

X1, Xz 2 ©. €2.2.3>

A esta formulacidn matemitica se le conoce como un modelo de

programacidn lineal. Este delo como mis adolante on la
saeccidn 2.4, esta compuesto de tres partes, a saber, la funcidn
2.2.1 llamada funcidn objetivo o de utilidad. Las restricciones o
condiciones del problema 2.2.2. y la condicidn de no-negatividad
2.2.3.

Hasta aqui el problema ha sido planteadoc explicitamente, en la
sigutonte seccidn daremos solucidn al problema mediante la

apUcacidn dol método gridfico. #
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2.3 EL METODO GRAFICO.

Este meétoda propone empezar. Primero, por el andlisis de las
restri;ciones o condiciones del! problema, lo que nos va ha
determinar una rogidn de motuciones factibies on al planoc cartesiana

Segundo, buscar la solucidén dptima en dicha regidn.

CETEPMINACICN DE LA BEZICN DE SCLUCIOHNET FACTISLES (S,

ler. PAS

Considdremos el sistema de coordanadas rectangulares descrito por X

Yy Xz que son el nimero de libreros a fabricar del tipo I y tipo [I,

respectivamenta.

Como X: = 0, Xz 2 0, dnicamente se utilizard el primor cuadrante,
Es decir, el lado derecho superior del plano cartesiano como a

continuacidn se indica:

Figura 2.3.1

La representacidn grifica de las desigualdades:
10 X1 + B8 Xz £ 80 (] €2.3.1>
S X1+ 1 X2 57 21 €2.3.2>

es posible, st primeramente se consideran las desigualdades como
igualdades. Eato oa!
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Las cuates re
plano; X1Xz,  Decpe jar

- €2.3.5)

Xz--:-g—)ﬁ#io

Xz-—-%—)(x*?

En la tabla 2.3.1 se dan valores para Xt en cada recta, siéndu un

valor igual a cero (que o= lo recomandable), asi me obtienaon los

correspondientes valores de Xz

TABLA 2.3.1

Xe | Xz = ZZ X0+ 10 | xa o= Sl x e 7
o 10 T
a o -
14 .- 0
Localizando en e! plano X:X:z los puntos obtenidox, se pueden

trazar las rectas, las cuales se muestran en la siguiente figura,
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Figura 2.3.2

Una vez localizadasx las rectas, ya es posible esquematizar las
desigualdades €(2.3.1) y (2.3.2), asi como tambign las condiciones de
no-negatividad. Estas se indican sombreadas en las figuras 2.3.3;

€a), <b) y (> respectivamente.

X
10

] 8 Xz

<a> b
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<c2

Figura 2.3.3

Ahora bien laxs zonas resultantes, las podemoxs pensar como conjuntas
de puntos, de tal forma que las podamos representar matematicamente

de la siguiente forma:
Aw{CXi, Xz>eR 110X +8 Xz < 80 }
Bw{CX,Xz2>eR :5Xs+1Xz57 }
Cw{CXs,X2>eF>: X1, Xzz20 }

Esto tiene como resultado, el que, =i se quiere encontrar la
regidn en que se satisfagan simultineamente las condiciones de
disponibilidad de madera, barniz y ia no negatividad. Entonces se
tienen que encontrar los puntos (Xi:, X2) que queden comprendidos en

ia regidn (5) resultante de la interseccidn de los conjuntoxs &, 6 y
‘€. Dicha regidn =e muestra sombreada en la figura 2.3.4.
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Figura 2.3.4

Los puntos (X:, X2) contenidos en la regidn sombreada son los
candidatos a ser considerados como la solucidn del! problema, de ahi
ia denominacidn de Region de Soluciones Factibles. De otra forma los
puntos que no quedan en la regidn no satisfacen simultineamante las
condiciones, como los siguientes tres puntos:

P1 = (1, B). Evaluandose, se tiene:

10 C &t >+8C8)>=74 = 80
SC1>X+41C8)=85 27
120, 8 2 0O

Este punto cumple con la disponibilidad de madera y la. condicidn
de no-negatividad, perc no con la de barniz,
Pz = (9, 1),
10 ¢ 92 > +8<C1)>)=98 280
S C9 2+ 1C1)>=m55 57
9 20, 10,
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Lo cual indica, que cumpla con la disponibiudad de barniz'y can

la condicidn de no-negatividad, pero no con la de madera.

Pa-(io,ﬂn.
: to(10)--8clo>-1aozso
-f..s<107+1<1o)=15 27

S ‘10 > o, 10 o

iy
-

Este puﬁmo cumple con la condicidn de no~negatividad, sin embarga

no cumple con' las condiciones en la disponibilidad  de -maderay. .~

barnix.

PASO, OETEPMIMACION DE La SQLUSIOHN OPTIMA.

Exs de interds ahora, buscar agquellos puntos de la regidn para los

cuales, el valor de Z de la funcidn objetivo alcance e! mayor valor
bl

posible. Ya que do lograrze, me habrid 1t ol pi
presentado a los alumnos. Aunque esto a primera vista no parece
sencilleo, ya que en la regidn hay un pumero_inti1mts de puntos que
cumplen con laxs restricciones. Empecemos con el punto (0, 07,

obtenidndose:

10 €0 >+8 C0)>=0x< 80
SC0>X+1C0>Y=0=2=7
ozo0, oz o

El cual cumple con todas las restriccione=x, pero con una utilidad:
Z = 300 CO > +-250 C0 > = 0O .
Para el punto €3, 3> que se encuentra dentro de la roegidn, se

tione:
10 ¢ 3 > + 8 € 3 > = 54 < 80

S5C3>X+1C3 2= 45 7
3 20, 3o
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St elipunt:

10:¢ 02 %8 °¢:7 > = 56 < 80
5 €041 CTIRT 7
g ey T e e O

- ‘el cual majora atn mix el valor de Z, ya que Z = 1750.
Sin embargo, exte procedimiento no exs pra’ctico. Por lo quea, para
simplificar la buisqueda del punto o los puntos de la regidn que

garanticen la utilidad dptima, se analizard el comportamiento

geométrico ‘de la funcidn de utilidad.
Z = 300 X1 + 250 Xz

Esto se lograra asigniandole valores a Z, por ejemplo, si Z = 750,

so tiona:

750 = 300 X: + 250 Xz c2.3.7>

de donde

Xz = '; Xt + 3 €2.3.8> T

Esta es la ecuacidn de una recta que pasa por los puntos <0, 3,
5,2, 0, los cuales permiten hacer su trazo que a continuacidn se

tlustra:
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Z=730

Figura 2.3,5

Obsérvese que fos puntos (0, 3> y (572, 0> cumplen con todas las
restricciones. Es decir:

10 C 0>+ 8 C3 )= 24 <80

S C0H>+1C3>=3 =7
0z0, 30

10 ¢ 572 >+ 8 C0 > =25 = 80

S CS5/2 >4+ 1 C0>= 12527
5,2 =z 0, 020

con una utilidad de:

Z =300 CO0)> +250 ¢ 3)>=750
Z = 300 ¢ 5/2 > + 250 ¢ @ > = 750

Ademis cualquier otro punto de la recta que se ehcuentre dentro

de la regidn, tambieén tendrd el mismo valor de utilidad igual a 750.
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Una - vez considerada ;. esta’ fecta
cantinuac‘;éh‘,‘e‘s‘ darotros, valore
inforjores 'a: 750

1000-300)(:*250&“

2000 = 300 Xi: + 250 Xz

3000 = 300 Xi + 250 Xz xz--lg—x;¢1z

DPe donde se observa, que son las ecuaciones de lineas rectas con-.
pendiente igual a -6/5. Por lo que son paratelas entre si, estas
rectas se muestran en la figura 2.3.6.

\\\
W

W,

’\'\\\

N

X

Zm2000%73000

Zm=1000
Z=7T50
Z=100
=0

4

Figura 2.3.6
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Grificamente se observa quo al desplazar la funcidn objetivoe Z
hacia abajo, su valor disminuye. Por otra parte, al desplazaria
hacia arriba, su valor aumenta. De donde, los puntos comprendidos

entre, el valor de Z = 2000 y Z = 3000 parecen ser los importantes.

Lo anterior conduce a que, habrd que lograr el miximo
desplazamionto de la funcidn objetivo hacia arriba, de tal forma que
no se violen las restricciones dadas ¢ que no rebase la zona

sombreada ) y localizar el punto que garantize el mayor valor de Z.

El esquema geamdtrico indica que dsto se lograrid en el punto de
coordenadas (4, 5). Por lo tanto, este es el punto dptimo buscado,
de donde

%° = 4 Bbreros dol tipo 1 & fabricar

Xz* = § Ubreros dol tipo I1 a fabricar.

los cualex producen una venta dptima de:

Zz* = 300 C4>+250¢C5 > =2 450,

Que al agregarle los tres ceros omitidos al inicio y representando
la cantidad en pesox, resultan ser $ 2,450,000.00 con lo que la
Sociedad de Alumnhos ya estaria en mejores condlcionos de comprar la

computadora.

Es asi, que con este problema se ha podido ilustrar en qué
consiste encontrar la solucidn de un problama deo programacidn

lineal, esto a partir de un proceso geomdtrico, el cual a su vez, es

aplicable en g 1 a iquier pr que involucre dos
variables de decixidn y cuya Justificacidn se desarrollard en la
siguiente seccidn. &
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2.4 CONCEPTOS DE PROGRAMACION LINEAL.

En esta seccidn se definen los conceptos y se explica parte de la
teoria de programacidn lineal, mediante Ia formalizacicn de los
resultados empleados intuitivaments en nuestro ojemple guia. Antoes

de proseguir enmarquemos cl siguiente aspecto histdrico.

»» A finales del verano de 1947 se conjunto el trabajo de un gran
ndmero do matemdticos al publicar el Dr. George B. Dantzig el Método
Simplex que es un procedimiento que resuelve sistemas de ecuaciones
y~/o desigualdados lincales on presencia de una funcidn objetivo
tambidn lineal. A partir de este momento se emprendid un gran
desarrollo en esta nueva teoria matemsatica a la cual =e le llamd
Programacion Lineal! que resulta ser sumamente titil en la solucidn de
una amplia gama de problemas practicos.

Tradicionalmente el tema de desigualdades tineales ocupaba un
lugar significativo en los modelos de economia antes de que se
formalizara la programacidn lineal, en este contexto e ubican lax
ideas de John Von Neumann para desarrollar la teoria del equilibrio
acondndco, 1932. Similarmonte W. Leontioff realiza la descripcidn do
las relaciones interindustrialex de una economia, 1936. Una faceta
importante, aunque remota, la conctituye ol trabajo realizado por
Quesnay, 1759, cuyos estudios tuvieron una considerable influencia
en lox precursores de la programacidn lineal como los antes citados
y en L. Kantorovich quien en 1939 publica una extensa monografia
intitutada “Mdtodos Matomiticos en la Organizacidn y Planceacidn de
la Produccidn®,

En la ddcada de los cincuenta queda cimentada la programacidn
lineal con su aplicacidn en distintas dreas como la industria, la
agricultura, la alimentacion y sistomas do salud, entre otras, La
aportacidn tedrica para su estructuracidn recibe gran impulso y en
este sentido citamos a H. Kuhn y A, Tucker al igual que Von Neumann
que indica las bases de lo que seria la Dualidad y conjetura la
relacidn existente entre la programacidn lineal y la teoria de

Juegos do suma coro para dok personas,. s
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Como so recordars, el madelo matemitico del probloma do la'Seciedad -

de Alumnos era el siguiente: .’

Maximizar Z =300 Xi + 250 Xz

sujoto a

Xi 20, Xz 2 00 o €243

S1 se observa, el modelo basicamente esta formado de tres partes.
Primero, la funcidn €(2.4.1> para la cual me busca obtener el valor
dptimo que aseguraba la mejor venta posible de los libreros.
Segundo, las desigualdades (2.4.2) indicaban que habia limitacionss
en la disponibilidad de los recursos de madera y barniz. La tercera
componente €(2.4.3> que asaeguraba la construccidn o factibilidad deo

los libreros.
Lo anterior lo podemos formalizar en la siguiente:

DEFIMICION 1. Un mazele de Programaecsn ZLuwneal, >de ezcwbe coemeo:

Optimizar Z = ci1X1 ¢+ c2Xz + .. + cnXn 2.4.4)>
sujoto a

a1ty + azXz + .. + ainXn £ ba

azi Xt + azzXz + .. + aznXr S bz
€2.4.5>
amiXs + amamzXz + .. + ameXn < bm
X, Xz, . Xn 2 O, €2.4.6>

Donde la palabra dptimizar puede significar maximizar ¢ minimizar.
Asi para nuestro ejemplo guia significd maximizar ganancias,

Miontras que, para algun otro problema podria sor minimizar costos.
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ESTA TESIS mo o
SAUR OE LA BIBUSIECK

“ AL lafunéidn. lineal! (2.4.4) " se le llama tuncwn yétive o
fznzuan’ '.ze”fu.tc.(qaa@z.‘ Las - desigualdades lineales (2.4.5) se conocen

como i agnia

yneo o cenaseney dot problema. Do aqui Las

desigv'.l‘a;dkadés' “menor o igual”, =, -pueden ser reemplazadas por
" wmayorioilfghal”,'2, o blon' por igualdades. Esto dopends do la

rngiuﬁéie a’'del problema a resolvar.

Ooptimizar 2 = C'X :
sujeto a : €2.4.7>
AXSb

X z 0

Esto nos permite definir lax componentes de cada una de las tres
partes anteriores; Al vector renglon € = Cci, €z....cr) de
n-componentos, 20 le llama veiten ad2d NAeces © <osted uawawes El
vector columna X con n-componentes, se le denomina vecwn  de
Quiwizaaes Yy a SRus  componentes como varwdles ae  aecexen.  ElL
vector columna b con mrcomponentes, se le conoce como vesitsr 2e
aenendddidad de recurnes. El vector O con n-componentes, ex ol
vector cero. Finaimente la matriz A de mrenglones con n-columnas,

se lo denomina matrg de rcecliientes tecnologices cada elemento  ay

con i=t2,....m Yy j=1.2....,n representa el numero de unidades del
racCUrsoE « que sa necexsita para producir una unidad de I1a
actividad

Ex asi que el planteamiento del problema de la Sociedad de Alumnos
resulta ser un problema de programacidn lineal, el cual tuvo =su
solucidn a traveés de un proceso geomdtrico en el plano cartesiano.
£n general, si consideramos problemas que involucren dnicamente dos

variables de decisidn, el modelo quedas
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Optimizar Z = ciX: + ~.cz2Xz
ssSujeto a B
CanXe * aziXz € b
-:‘)& +* az;)(z S b2

amXs + azXz £ bm

Xs: 2 0, Xz 2 0

Por otra parte, en el problema guia se habia encontr;db ¢
algunos puntos del  ptano . satisfacian las restricciones €2.4.2),

mientras que otros no. A continuacidn se dan cinco puntos con 'ést‘as :
caracteristicas. ) e

P = €10, 10> 10 €10> + 8 (10> = 180 2 80
8 (10 + 1 C10> =15 2 7

Pz = € 3,3 o 10 (3 ) + 8 (3 » = 54 < 80
S : S5 €3 2 41 3 >= a5 £ 7

P3=C-1,722" 2 10 C¢C-1> +8C2>=6 = 80
: B C-1) +1¢2)2 =155 7

v Pa = (3, 2 = 10 ¢=3> + 8 (~2> = -46 = 80
5 (-3) + 1 C-2> = -35 5 7

Psmw C4,-3>  + 10C4 )+ 8 ¢-3> = 16

1A

a0

S5 4 >+ 1 (-3 = -1 7.

1A

El punto P: no cumple con las restricciones, miontras que Pz, P3,

P+ y P3 =i las verifican. Estos cinco puntos se muestran en la

figura 2.4.1.
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- €10, 10> 2
e Ve

Figura 2.4.1

Ahora bien de lox puntos Pz, P3s, P+ y P3s los tres ditimos no
cumplen con la condicidn de no-negatividad y =dlo el punto Pz 1a
satisface. A lIa clase de puntos del plano que satisfacen ambas

condiciones los caracterizamos en la siguiente definicidn

DEFIMICION 2. SYelucen Fa:tédle Es aquella solucidn dada por el

vector columna X que satisface las condiciones:

A X b
X z 0

1A

Una vez que se han localizado a todos los puntos en el plano que
cumplen con ser soluciones factibles, ha quedado determinada una
regidn (%) con caracteristicas especificas. Para el problema guia

seria la que se muestra en la siguiente figura.

81



Figura 2.4.2

Como seo observa dicha regicn esta doterminada unicamente por ila
interseccion de lineas rectas y en ella se encuentran los puntos que

san soluciones factibleos, A continuacidn especificamos esta r&gidn.

CEFINLZION 3. Fepuon ae Potunones Fastbles. Es ol con junto de
todas las soluciones factibles.

Para el plano se denota como: S-{X-:R : AXSb.X?.O}

Los puntos esquina que definen a 5, coma lo ex el <0, 0), (8, O
€4, 5) y €0, 7> del problema juegan un papel muy importante on la
busqueda de 1a solucidn del problema como mis adelante se conocera,

por ol momanto los definimaa,

DEFINIZION 4. Punts Bxtiems, Un .punto extremo X, es un vdrtice de la
regidn de soluciones factibles.

Finalmente en el problema se tuvieron puntos, los cuales, algunos
fueron mojor solucidn que otros, en ol sontido de que al
evaluarios en la funcidn objetive, €sta mejoraba su valor, sin
ambargo el punto (4, SY raesulto ser ol mejor entre todos, motivo por

el cual le damos un nombre especial
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DEFINICION 5. Polucien’ Opema’ Cmaximizandod. ‘El vector columna X' o’
una solucidn 6pt§‘n|al. de un problema de . programacidn lineal, - si. es

solucidn fac\.ible’y’ ademas cumple:

cx”2cx, V¥V xa< s

A continuacidn se enuncian dos t que P n el
estudio realizado hasta el momento, el primsrd so refiere a una
importante propiedad de la regidn de soluciones factibles y el
segundo proporciona la informacidn relevante en la busqueda de la

me jor solucidn de un prabl de prog 1 lneal mediante la

relacidn existente entre la funcidn - objetive y ‘la: regidn de

solucliones factibles.

TEQPEMa 1, e aegon ¢ Solucnes Facubles [$°33 s nn ceagunts

caenuvers,

Se entiende por conjunto convexo aquel que, dados dos puntos
cualaesquiora dentro del conjunto, ol segmento de rocta que los une
esta contenido campletamente dentro del conjunto., A continuacidn se

flustra un conjunto convexo y uno que no lo es.

Xz
—
=
OI p <3 X
< a)d < b >
Con junto convexo Conjunto no-convexo

Figura 2.4.3

‘El Sptimo podria alcanzarce en toda una arista de 5.
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quo nlguo.

Figura 2.4.4

Ello 2o dobo a que esta delimitada por la intarmoccidn de tinecax
rectas que szon el resultado de las restricciones de! problema, las
cuales con ecuaciones ys/o desigualdades lineales y los vdrtices son
los puntos extremos. Si la regidn resultante es cerrada =se le

conace como poliedro convexo.

TECREMA 2. Ya funcen gégetwe ae un programa  ae pasgramanon  {wnsal
cbliene ou valen maxume €o Mmiawme) en un nuts extiems Jel cenpunts

convexe ad soluciones faciddles.

En la siguiente figura (2.4.5), ¥, es la regidn de soluciones
factibles de un problema de programacidn lineal, en donde Zo es una
posicidn especifica de la funcidn objetivo. El teorema 2 nox dice
que, ya no es necesario considerar a todos los puntos que contiene %
que como ya so monciond mon una infinidad, sino que ahora bastard
con desplazar adecuadamente la funcidn objetivo hacia los puntos

extromos, los cuales son un nudmero finito, evaluarlos en la funcidn

objetivo y determinar en cudl se tiene la me jor uttilidad.

84



Figura 2.4.5

Hay que notar que cualquier punto que este comprendido en el
segmento determinado por la interseccidn de la funcidn objetivo y 5,
tieno ta misma utilidad. En la figura €24.5) el punto Xo y el punto

X1 ilustran esta situacidn para la posicidn de Zo.

Por otra parte, cuando se menciona el desplazamiento de la funcidn
ob jetivo, este =0 entiendo como la obtencidn de roctas paralolas deo
dicha funcidn una vez que se determina una posicidn de inicio.

Finalmente con las anteriores definiciones y los dos teoremas,
podoemos enunciar ol procedimieonto a seguir para encontrar im
solucidn de un problema de programacidn lineal.

METODO GRAFICO :

Paso 1. Determinar la Regidn de Soluciones
Factibles.

Paso 2. Obtener los Puntos Extremos.

Paso 3. Evaluar la Funcidn Objetivo. O 8
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2.5 PROBLEMAS TIPICOS DE PROGRAMACION LINEAL.

A continuacidn se muestran tres problemas de programacidn lineal.
Esto 'se hace con el  fin de consolidar las ideas expuestas
anteriormente, asi como para ejemplificar el panorama de las

aplicaciones que se tiene en esta drea de la matemitica .

En cada problema se mantiene, aunque resumida, la metodologia que

me propuso on ol desarrollo de las mocciones 2.2, 2.3 y 2.4,

r) PROBLEMA DE LA DIETA.

Un granjero para la alimontacidn de sus vacas nocesita comprar dos
tipos de alimentos, lox cuales contienen proteinas, carbohidratos y
gracas en las cantidades y costos que me indican en la tabla 2-5~1.
Los demis ingredientes de rellenoc que pudiera contener cada alimento
no se considaerdn. El sabe que , cada vaca debe recibir diariamente
por lo menos 90 gmos de proteinas, 100 gmos de carbohidratos y 30

gmos do grasas.

.. Qud cantidad do cada alimento deboeri comprar con ol fin de

obtener una alimentacidn adecuada a un costo minimo ?

TABLA 2-5-1

r S ERCRTDEATO S o5 s -
ALIMENTO PI:OTE'INAS CARBOHIDRATOS | ORASAS | COSTO
cesKgd . CgrREg D> Cg/KED ¢E/KE D
! 20 s0 20 s00
11 30 25 as 300

86



PROGRAMA LINEAL,

20 i+ 30 X2 27905 ‘protoinas
SB0X #- 25Xz (21 ‘carbohidratos

20 X 43

X1
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VALORES DE LA FUNCION OBJETIVO

PUNTO EXTREMO | X1 Xz z
Py [ 4 1200

P2 3,4 s5/2 1125

[ voz [} 2250

Se tiene que Pz = (3/4, 5/2) resulita ser el punto extremo en donde
la funcidn ob jetivo obtiene su valor minimo. Siendo entonces que el
granjero debera comprar 0750 Kg. del y 25 Kg.
alimento Il para cada vaca diariamente con el fin de propocionarles

una alimentacidn adecuada a un costo minimo de % 1 125.00.

Como se observa la region de soluciones factibles no es cerrada o

alimento

1

acotada, sin embargo sigue siendo un conjunto convexo.
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a) PROBLEMA DE INVERSION.

Una persona dispone de un capital de %1 000 000.00 que puode
trabajarlos en dos tipos de inversidn ,A y 8, produciendo 10% y 5%
anualngent‘o, ‘rospectivamonto. Debido a ciertas condicionos bancarias
considera que al menos el 20X del capital se destinara a 1!a
inverzidn A, no mis del 50X para la B y la cantidad invortida en B

no debe exceder las cinco terceras partes de la cantidad en A.

& Qué cantidad le conviene colocar en cada inversion con

@l fin do obtener al mayor interds posible 7
PROGRAMA LINEAL:

Variables de decisicon:

X1 = Cantidad a invertir en A
Xz = Cantidad a invertir en B.

Funcion objetivo:

Maximizar Z = —g= Xs + —35- X2

Restricciones:
X1 + Xz £ 1000 000 | S i P T .
X1 2z 200 000D [ -2 |
Xz £ 500 000 t 312
“5X1 ¢+ 33Xz S O [ e §
X1, Xz 20 {51

89



REGION DE SOLUCIONES FACTIBLES '

ea
. IQODEO‘O =
31
0 7900000
[} zoolooo Xs
141 121"
VALORES DE L4 FUNCION OBJETIVO
PUNTOS EXTREMOS X1 Xz z
P 200 voO o 20 ooo
Pz 1000 000 0 100 000
P 500 000 | 500 000 75 000
P | 3vo voo { soo ooo 55 000
Ps 2zu0 vuo [1000000-3| 36 OUL

El punto dptimo es Pz, por consiguiente le conviene colocar todo
el capital en la inversidn A. Esto le proporciona un interes de
$ 100 000.00.
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32 PROBLEMA AGRICOLA.

En una cooperativa de una regidn agricola del Estado de Hidalgo,
desean conocer que¢ cantidad de hectdreas de cada producto les
conviene cdltivar para obtener una wutilidad maxima bajo ol
siguiente programa. Los recursos con que cuentan son: 15 has de

tierra, 96 hrs do mano do obra y $ 360 000.00 do capital.

Sux actividades reales, o sea lo que se puede cultivar dada la
naturaleza del suelo es maiz y trigo. Los correspondientes
coeficiontes tdcnicos para el cultive del maiz =son: una ha. de
tierra, B hrs.-hombre y $ 36 000.00 de capital, con lo que so espera
ocbtener un ingreso de $ 80 000.00 al vender ol producto. Los
coeficientes técnicos para el trigo, de manera similar son: una ha.
de tierra, 8 hrs.—hombre y $ 24 000.00 do capital, esporando obtener

$ 60 000.00 por la venta del producto.
PROGRAMA LINEAL:
Variables de decision:

X1 = Namero de has a sembrar de maiz
X2 = Numero de has a sombrar de trigo.

Funcidn objetivo:

Maximizar Z = 44 000 Xa + 36 D00 Xz

Restriccionses:
X1 + Xz £ 15 11 tierra
8 X1 + B8 Xz < 96 ( 21 trabajo
36 000 X1 + 24 DOO Xz < 360 00O C 3] capital
X, Xz z O
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REGION DE SOLUCIONES FACTIBLES’v

~
~ -
N N
~
AN N
~ o
Pa N >
MO 12 15 Xa
~ .

NS

\ i
st >

=

FALORES DE LA FUNCION OBJETIVQ

PUNTO EXTREMO | X: | Xz z
P Q ) o
Pz o 12 | 432 voo
P3 I A 440 000
P . o {o 440 000

El valur dptimo lo proporciona e! punto extremo Pi3, por lo que les
conviene cultivar seis has de maiz y seis has de trigo. Exto les
permitirid recuperar el capital invertido y obtener una ganancia

cuando se vendan los dos productos.
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CAPITULO 3

ANALISIS. DE REDES

34 Introduccidn

3.2. ;Cdmo construir la red eléctrica?

3.3. ;Qué camino debera elegir el transportista?
3.4. Elementos de teoria de graificas

3.5. El drbol de peso minimo

3.6. La ruta mas corta
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3.1 INTRODUCCION.

EL Dbjeti\ln de este capitulo es familiarizar al estudiante con el
concepto de red, que-‘es una clase de modelo matematico con ef que
escasament.e ha trabajado a pesar de ser un valioso recursu para
encontrar la solucidn a una gran diversidad de problemas prdcticos
que  se presentan en ingenieria, planeacidn educativa y
administracidn, entre otras areas. En particulias podemos citar los
problemas da comunicacidn (redos forroviariass uvlgctrleas,
autotransparte, etu.), produccidn-distribucidn y flujo de dinero.

Para cllo, en la seccidn 3.2 se considera un problema tipico que
es resuyalto intuitivamente mediante la aplicacidn de 1a teoria redes
que se utilizard para motivar este estudio. Este problema se refiere
a la manera en que habra de construirse una red eldctrica que
comunigue a cinco ciudades aledafias a un costo minimo, cuya solucicn
s¢ da al encuntrar el drbol de peso minimo que cresulta de la red
asociada al problemia. En la soccidn 3.3 so enuncia un probfema que
consiste en indicar la ruta que deberi ser recorrida por una persona
que parte de una ciudad con destino a otra, de tal forma que el
recorrido sea minimo, este se resuelve al encontrar la ruta max
carta entre dos vértices que representan dichas ciudades en la red

correspondiente al problema.

La seccidn 3.4 esta dedicada =a pruporcionar fos elementos
necesarios de Teoria de Graficas para comprender los algoritmos que
resuglven formalmente los dos problemas de redes propuestos. Para
encuntrar el drbol de peso minimo se hace uso del algoritmo de
Kruskal, el cual se explica en la seccidn 3.5 en donde ademuis se

resuelve otro problema con el fin de ilustrar este algoritmo.

Para concluir el capitulo en la seccidn 3.6 se menciona la manera
de resolver el problema de cdmo encontrar la ruta mias corta entree
dos védrtices en una red, esto se logra mediante la aplicacidn del
algoritmo de Dijkstra, tambidn se acompaiia de un e jemplo que permite

identificar atin mis el método.
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3.2 5, COMO CONSTRUIR LA RED ELECTRICA?.

En una gran diversidad de problemas pricticos surge a moenudo ia
necesidad de su representacidn grifica mediante un esquema de puntos
y tlineas entre elios que describan su mituacidn y a travds de ahi
realizar un andlisis que permita encontrar su solucidn. Esto da como
resultado la creacidn de eficaces modelos matemdticos conocidos
con et nombre de FED, los cuales permiten visualizar Ia situacidn
real del problema originando que ia solucidn sea encontrada
directamente o bien mediante la budsquaeda sistemdtica de algun
algoritmo. En este contexto se encuentra el problema gque ha

continuacidn se trata.

eCBLEMA L,

La compafiia de Luz y Fuerza en su proyecto de expansidn plansa la
implantacién de sus servicios en cinco ciudades aledafias. Las
distancias on kildmetros que hay entre cada ciudad seo indican en la
tabla 3.2.4. Para tener un ahorro en lozx costos de construccidn la
compaiiia tiene como objetive minimizar la distancia totai de tal
forma que todas las ciudades queden comunicadas para proporcionar el
worvicia.

é{ Como deberd de construirse la red eléctrica para lograr

=u objotivo la compaiiia 7

TABLA 3-2-1

CluDAab A B C D E
A 0 10 13 3 13
B 10 i} 7 12 v
C 13 T v 2 ki
D ] 12 2 u -+
E 11 9 S <+ [}
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La tabla 3.21 muestra las distancias entre las cinco ciudades,
las cuales estan indicadas por las letras A, B, C, D y E. El cero en

la diagonal os la distancia de una ciudad a ella misma.

Obsdrvese que la tabla es simdtrica con respecto a la diagonal.

Es decir, los numeros a. en la parte superior de la diagonal son

exact tos mi que on la parte inferior solo que con los
indices intercambiados aj. con ello se hace referencia a que da
1o mismo considerar la distancia de una ciudad . a la ciudad ;, ygue
de la ciudad ; a la ciudad . (Donde ., pueden ser A, B, C, D o E).

Una forma de atacar el problema seria asociarle a la tabla 3-2-1
una matriz que en este caso, seria una matriz de distancias - cuyos
elementos ay representaran precisamente la distancia de la ciudad -

a la ciudad ;, como a continuacidn se ilustra.

A B c D E

A o 10 13 ] EXY

B 10 o ? 12 >
M= C 13 ? -] z L
D L] t2z 2 ) a

E 13 ° s “ ]

Matriz de distanciag

En este contexto la solucidn estaria determinada por elemeontos

goebral d del delo matricial.

Por otra parte, un modelo que nos permite encontrar fiacilmente la
solucidn a este tipo de problemas y que nos da una representacicon
grafica “apegada a la realidad”, es una RED. Antes de definiria,
construiremos la red de nuestro problema. Se empieza por representar
las ciudades A, B, C, D y E con pequeiios circulos y unir éstos por
medio de lineas a las que les asignaremos 1a distancia
correspondiente entre ambas ciudades. Esto se ilustra en la figura
3.2.1.
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Figura 3.2.1°

Con respecto a esta representacidn del problema, es: tonveniente .

hacer las sigulentes observaciones:

a)

La magnitud de cada linea que unen a cada pareja de circulox
no corresponde a la dizstancia real que hay entre cada ciudad,
sino que €sta es indicada por el valor que tiene asignado.
Asi por ojemptlo, el sagmonto AD ex mayor que ol AE sin embargo

le hemos asignado al primero 8 y al segundo t1.

El esquema que se exhibe no es udmico, ex decir, pueden darse
urna gran diversidad de represontaciones dat probloma
manteniendo el mismo numero de circulos y lineas, pero
respetando el valor que corresponda a cada linoa. La siguionta

figura muestra otra representacidn del mismoc problema.

Figura 3.2.2
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En este tipo de representacianes los circulos reciben el nombre
de vertices o podes, y las lineas que los unen se denominan aristas,
asignandole valores reales a los vertices o a lax aristas, a estos
modelos graficos los conoceremos con el nombre de red. Son una clase
mas de modelos mataemiticos que me utilizan para resolver diversos

praoblemas de opthﬁlzacién.

Se empieza por buscar ahora la sofucidn del problema en nuestro
modelo, dque de ahora en adelante [lamaremos red. Para ello,
consideremos al problema en términos de este modelo, en cuyo caso
los ob jetivos por cumplir son los siguientes:

1> Que los cince vdértices queden unidos.

(Que todas las ciudades queden comunicadas)

2> La distancia total de conexidn entre los cinco vértices

sea minima. (La manor distancia en kildmetros emploada)

3) Indicar que aristas integran la red dptima.
(La solucidn del problema)

Para abordar el primer punto habra que dar respuesta a la sigulente
interrogante:

¢ Cudntas aristas son necesarias para unir los cinco vdrtices?

La respuesta ia obtendremos a partir de la figura 3.24 al
considerar tnicamente los cinco vértices y posteriormente ir
agrogando ariotan’ de tal formoa que las arifeten entranten au vdrtice
final no coincida con uno de los vértices ya considerados en
anteriores aristaxs; asi prozeguiremos hasta quaedar tos cinco
vértices conectados (la primer arista la tomaremos arbitrariamente).
En la figura 3.2.3 se ilustra secuencialmente este procedimiento.

1
Por cemohdod se omile su valer angnada.
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e cay

Se agrega la arista ED Se agrega la arista ES

(<34

Se agrega la arista B2

Figura 3.2.3
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En o! incixo <e) me aprecia que han wsido =suficientem cuatro
aristas para wunir los cinco vértices siguiendo el anterior
procedimiento.

Obsérvese que en el inciso <€) no convenia considerar la arista
AR porque, si asi’ fuera, ain faltarian dos veértices por unir y
necesariamente se tendrian que utilizar otras dos lineas al menos
para conectar todos los vértices. Esta situacidn se indica en la
Figura 3.2.4.

Figura 3.2.4

Lax lineas punteadas indican una posible opcidn para unir lox dox
veértices restantes, aunque no es la unica, como a continuacidn se

‘lumtran otras tros pomibilidados.

Ca) <b)>
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al unir  algunas dc’lurnnhﬂ,a's

la AB se tienae:

Figura 3.2.6

£n este caso falta un veértice por conectar y al menos habria que
utifizar otra arista para hacerlo, la lUnea punteada an la figura

3.2.6 indica una posibilidad.

De la observacidn se aprecia, que al agregar una arista cuyo
vértice final coincide con une que ya (ue considerado en otra

arista, entonces resuitan ser cinco aristas las que se utilizarian
id Sin bargo, al evitar

para que fos cinco veértices queden
esta situacidn, resultan ser unicamente cuatro. Es decir, el ndmero

de vdrtices menos uno.
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Por otro lado, es claro que con tres aristas no es posible unir

los cinco vertices, pues stempre faltaria uno por unir.

Podemos conciuir que, para lograr el primer objetivo nos bastan
cuatro aristas ] L o o e, En la figura 3.2.3 s haco

ver que existen varias maneras de unir con cuatro aristas los cinco

vdrtices o nodos.

Es conveniente especificar la situacidn que se presenta en la
figura 3.24 y 326 con respecto a la secuencia de aristas
que inciden en al mixmo vertice, en este caso para la figura 3.2.4
la secuencia (r.a), Ca.0p), (0.£), Mientras que para la figura 3.2.6
s tieneo <£.4), C(an), <(a.xd) Cuando suceda este tipo de mituaciones

diremos que se ha formado un cicla en la red.

Paxemos ahora a considerar el segundo objetivo. Se empieza por
extablecer que 56 entiende por la distancia total de conexidn DT,
Para ello diremos que ex la suma de los valores asociados a cada
arizta que constituyen la conexidn. A continuacidn ze dan tres redes
que forman parte de la red original para las cuales se calculard su

dimtancia total.

C(R1> <R2>
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(R3)>

Figura 3.2.7

Las distancias totales son:

DT (R1>» = 10 + 13 + 11 + 4 = 38

DT (R2) = 10 + 13 + B + 4 = 35

DT (R3) = 10 + 7 + 2 + 4 = 23,

De estas tres redes, Ri es la que tiene ia menor distancia total,
sin embargo, No se garantiza quo dsta seoa la menor que s obtenga
de la red original. Aunque dicha comparacién

indica que debe
existir alguna (Quizds no unica) cuya distancia total sea minima.

4 Como encontrar ia me jor solucidn 7

Enmarquemos la respuesta en los siguientes incizox.

a) Podemos determinar todax lax moluciones pozibles, comparar sus
distancias totales y tomar la menor de ellas.

b) Se puede buscar un mecanismo de solucidn ya elaborado
aplicarlo,

y
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La idea propuesta en @i inciso a) ex =in lugar a dudas un método
seguro de llegar a dicha solucidn, sin embargo, despu€s de hacer
algunos intentos se veria que la dificultad para undr de diverzas
formas los cinco vértices crece extraordinariamente, aumque sepamos
de antemano el ntmerc de posibilidades para hacerlo. En este caso
existen C:o- 210 posibilidades (este ntmero incluye algunos ciclos

que dosde luego no nox interesan).
En cuanto al inciso b), lo que en realidad se argumonta ex la
aplicacidn de un alger:itmc de solucidn, estos consisten en una serie

do pasos que nos permiten UHegar a la solucidn deseada. Antes de

recurrir a uno de ellos, intentemos construir el nuestro.

ALGORI TMO w:

PASO UNICO. Tomé law 4 arizmtas de menor distancia. O

Suena bonito, pero veamas el resultado en la siguiente figura.

Figura 3.2.8

En el q se ob va, que al considerar las primeras cuatro

aristas de menor valor asignado, a quedado sin conectar el vértice
A y duto infringae la condicidn de que todaos los nodos deben aestar

unidos. Por lo que nuestro algoritmo no funciona.
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Retomemos el anterior razonamiento que no es del todo malo, ya
que lo que se busca, es minimizar la distancia total y é€sta es
consecuencia do cada una de los valores de cada arista. Por lo que,

si hay que considerar, en efecto a las lineas de moenor distancia.

Propongamos ahora el siguiente algoritmo para encontrar la
solucidn dptima,

ALSIRI THO :

PASO 1.__Ordénese lax diez aristas de menor a mayor de acuerdo

al valor que tengan asignado.

PASO 2.__Agréguense las aristas de menor a mayor valor, pero

do tal forma que no so formen ciclos.
PASO 3. _Terminar cuando se tengan cuatro aristas, 0O
Este algoritmo lo podemox representar mediante el siguiente

diagrama de flujo.

PASO 1
Orde~ar ariitas

PASO 2
Agregar oristos
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En el paso 2, obsdrvese que seleccionamos la sigulante arista de
menor valor, y despuds nos fijamos si forma ciclo con las
anteriores que hemos seleccionado. Si forma ciclo, la desechamoxs y
continuamos con la sigutente arista, hasta encontrar una que no
forme ciclo. Este paso, 1o podemos representar de la siguionte

forma:

PASO 2

SELECCIONAR LA
SIGUIENTE ARISTA

HACE CICLO?,

De esta forma podemos visualizar mis comodamente la bisqueda de
ia solucidn a nuestro problema y no estid por demis representar el

diagrama de flujo en su conjunto, como a continuacicn se hace.
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- - el '_""""“;7“"‘]‘

SELECCIONAR LA
SIGUIENTE ARISTA

|
o
A
G|

DLAGRAMA DE FLUJO COPRESPONDIENTE AL
GORI TMO ww DEL. PPOBLEMA

Apliquemos nuestro algoritmc ya me jorado. Para ello recordemos

cudl era la red original.
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EC CRTEIMAL

ALGORT T mai
ITERACION -1,
Paso 1. _Ordenar las aristas.

E Y 14-K.> N : azwlp,xd, a=lc,x), aemlun.C), ;s =mCA,DY

ags(s.z), arm(a,B), au-(A.z), ao=(n,0?, a1o=Ca,c)

Paso 2.__Se elige la primer arista ai=(c.p?

& Forma ciclo 7T NO. Entonces se agrega

NYmero de aristas = 1.

Paso 3.__ 4 Numero de aristas = 4 7T NO., Volvaer al paso 2.
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ITERACION 2.

Paso 2. Se elige }lcxfarv:;._t:'l'mv:‘== (D,:) ', s

& Forma ciclo.?___NO. Entonces se agr
Ndmoro do aristas = 2

Paso 3.__ 4 Numero de. aristas:

ITERACION 3.

& Forma ciclo 7.__SL Entonces no se agrega, volver al
E paso 2.
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ITERACION 4. i
Paso 2.___Se elige la gr‘i's'ta;

4 Forma ciclo 7 NO. Entonces se agrega.

Ndmoro de ariuntas = 4

Paso 3 4 Ndmero de aristas = 4 7 SI. TERMINAR. Se ha obtenido la - -

la solucicn optima. O
El algoritmo sz nos proporciona una distancia total minima COTHMI:

DTMH = 2 + 4 +7 + 8 = 21,
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Se concluye, que las cinco ciudades pueden ostar unidas con una
distancia total minima de 21 Kildmetros, la forma de hacerlo 10
praporcionan las aristas en ia red correspondiente a la quinta

iteracidon.

De esta forma el personal de la Corr;paﬁia de Luz y Fuerza ya se
encontraria en me jores condiciones de tomar una decisidn acertada

para la construccidn de la red eléctrica a un costo minimo.

La eficacia de lox pasos propuestos en el algoritmo sz se
Justificard mds adelante en la sweccidn 3.5 cuando enunciemos
formalmente el algoritmo de Kruskal, que es uno de los existentes
pors resolver mistemdticamente exte tipo de problomas, y que ex on

esencia el propuesto en la solucidn de nuestro problema. §
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3.3 4 QUE CAMINO DEBERA ELEGIR EL TRANSPORTISTA 7

A traveés de los viajes que el hombre realiza para trasladarse de un
lugar a otro, desde tiempos muy remotos se ha cuestionado 1a
manera de cubrir Q:alog trayectos de la maejor manera posible, ya que
de lograr ¢sto le acarrearia innumerables beneficios de toda {ndole.
Asi por ejemplo, nosotros én muchas ocasiones cuando queremos ir de
una ciudad a otra, recurrimos a ver en el mapa los caminoes que
conducen a nuestro destino y elegimos el que nos parece mas corto,
sin embargo, no sabemos con certeza si la ruta elogida es la mds

corta.
El sxiguiente problema cae en eoste contexto, para el cual so
encuentra su solucidn intuitivamente, para que posteriormente en la

seccidn 3.6 se daescriba la manera zistemitica de rexoivor esta claze

de problemas.

PROBLEMA 2.

Una persona dedicada al transporte de mercancia que vive en la

ciudad de Sal wa desea er trar una ruta que minimico sua
trasiado a !la ciudad de Tijuana. Para ello, ha registrado 1a
distancia en kildmetros en las carreteras que comunican a cinco

ciudades intermedias; €stos datos se muestran en la tabla 3.3.1.

¢ Cuil deberid sor la mejor ruta posible para esta persona ?
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TABLA 3.3.1

CIUDAD s A B (o] D E T
s o 1000 voo 1400 [ zz200 ~
A [Y-T-1-] o - 200 [RX-T.] 13 ~
B s0C L] o “ El 1z00 M
c t400 200 M o eaa 400 1000
D - t <00 1Y evo o - 7oo
E z200 M i200 400 ~ -] 1000
T M » " 1300 700 1000 o

En esta tabla lax ciudades de Salamanca y Tijuana las hoemos
denotado por S y T respectivamente, mientrax que a las cinco
ciudades intermedias por A, B, C, D y E. La "M" significa quo no hay
conexidn directa entre las ciudades correspondientes . El cero en la
diagonal oc la distancia de una ciudad a ella misma Aqui tambidn la
tabla resulta ser simétrica con respecto a la diagonal y con ello se
estipula que la distancia para ir de una cludad a otra o6 la mizma

que de regresc (aunque no siempre sucede esto Gitimo).

En el problema 1 ya s¢ habia mencionado la importancia que se
puede adquirir al asociarle a la tabla una matriz en Ila cual pueda
inferirse la solucidn del problema. Analicemos nuevamente esta
situacidn, para ello, on las cifras do la tabla omitamom don coeros
por comodidad y a M asignémosle el simbolo infinito *“x»" para

posteriormente aplicarle las leyes do La aritmdtica.
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Matriz de distancias’asocradaal problema

| - B
S L0 10 e
A 1o o e
B @ o
L. = C 16 2 i@
D R e - I
E 22 Ty
T o [ TRAERT- N

Donde cada elemento c.) de . C esta definide: como:

cy w Distancia de la ciudad . a la ciudad

(Para w,) = £ A. B, C. D, E, T)

Como estamos interesados en minimizar la distancia entre cada
ciuadad, propondremos ol msiguionte producto de matrices que nos
ayudard a encontrar la solucién matricialmente del problema, y como

se vors, no es el que comunmente =6 nos ha or Fad Dafi

@l
producto f£.'

DEFINICION. Sean &, B, € matrices cuadradas, entonces

C=Af0B
Ponde cada el to ci; de € es
cij = m.icn { ak + biy } 3k = Lz...n

Observe que para obtener los elementos ci;, lo hacemoxs mediante
low miguientos dos pamost

Paso _1: Se toma el rengldn « de & y la columna ; de B como a
continuacidn se indica.

1
cfr. wec=., 1.3, (2.
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‘tremms pay
. .
by

Lewzuma At a2 . an, (B
FoELion ; ;

26 obtienon: las sumas) .

awu + big, az * bzj,. .. Jaun s bnj.

Easé é: S‘o’t.'uma el minima de estasx sumas, este exs c.. Es daecir:

cus = min { &k + by } ik o=t 2.

El criterio que nos indicara que se ha obtenido la solucidn dptima
consistird on verificar que CX=t™'' para algin ndmeroe naturat .
Esto significa que se ha encontrado la matriz de distancias mads
cortas para ir de una ciudad a otra pasando a 1o mids por k-t
ciudades intermedias. Es claro, que =i siguidramos calculando para
Kez, WeBp o1 roesultado seguiria miendo el mismma. Esto os
perfectamente 1dgico, ya que a nadie se le ocurriria pasar dos o mds

vecos por una miwma ciudad.

En nuestro caso, al efectuar esta “multiplicacidn™ en la matriz
de distancias por si misma, estamos obteniendo la distancia mds
corta entre dos ciudades pasando a lo mis por otra ciudad. Por
ejemplo, si tomamos el elemento Cst, estard determinado por el
rongldn & y la columna T correspondiente. Como ®e hace a

continuacidm
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={ », ®, », 30, .32, 5"}

Paso 2.° Csr = min { ®, », », 30, ®, 32, ® } = 30.

Esto quiere decir que la distancia mis corta para ir de la ciudad
de Salamanca a Tijuana pasando & lo mis= por una ciudad es 3000 kms,
y habria que hacerlo por la ciudad intermedia C. ¢ El valor de 14
daetormina a la columna corronpondionmo a €, mientras que 16
determina al rengldn de C .

Hagamos el cdlculo de Csr. Es decir, encontrar la ruta mis corta
do la ciudad de Salamanca a la ciudad E pasando a lo mas por una

ciudad.

SA BGC DE T SAB CDE T S ABCDE T
S{ 0 10 9 14 @ 22 ™ s 22 s Cse
A A © A
B B 12 B
< ¥ C 4 - C
D D a [ ]
E E o E
T T 10 T

16



=4 22, w, 21,18, x, 22, @ } :

Paso 2. Csz = min { 22, », 21, 18, @, 22

n

>
il
‘n

)

SABCDE T SAB C D ET ET:
s s oL -
A A 140 A -

Bl 9 0 » v 12 @ B w0 B Can
< 7 C [:] - 'C

D ] o ] .

£ E o E

T T k2 T

Paso 1. {anlé*bkn};k:s.a.n.c.p.z.-r.
-; { b+a;, w+14, O+w, o+8, ©+0, 12+m, ©+7 }
-{m,m,m,m.m,m,m}

Paso 2. Cep = min { », ®, », ®, ¥, W, T }-w.

Esto quiere decir que no hay ruta directa para ir de la ciudad B

a la ciudad D, pasando a lo mis por una ciudad.
De la misma manera podemos calcular las demas entradas de la
matriz correspondiente al producto de nuestra matriz de distancias

por ella misma. Mis precisamente se tiene:
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S A B C D E T S A B C b E
sf o 109 14 v 22 sfo 109 14 » 22
Al 100 w 2 14 a2 w Al 100 » 2 14 ® w
. ] o w0 o @ o 12 = B [+ ~© 0 o« mw 12
L* = C A LmCl 142 o 0 8 4 16]2cl 142 o 0 8 4 1
D] »° 14 » 8 0 w 7 Pl » 14 o 8 0 = 7
El 22 ® 124 = 0 10 El] 22 » 124 = 0 1
Tme o 16 7 10 O T 0 m © 16 7 10 0
S A B C P E T
sfo 109 12 22 18 30
Al 100 19 2 106 18
Bl © 19 0 16 » 12 22
wcl 122 160 8 4 14
Pl 22 10 » 8 0 12 7
E t8 6 12 4 12 © 10
T| 30 18 22 14 7 10 0O .

Exta informacidn nos indica que cada entrada es la distancia mas
corta de la ciudad . a la ciudad ; G, = s. A, B € D0 E T?

pasando a lo mis por una ciudad.

Ahora si se quisiera encontrar la ruta mds corta entre dos
ciudades pero pasando a lo mis por dos de ellas intermedias, lo que

so tiene que obtener es AE.. como a continuacidn se hace.

S A B C D E T

o 10 © 12 20 16 28
10 0 18 2 10 &6 16
9 18 0 16 24 12 22
16 0 8 4 14
20 10 24 8 0 12 7

16 6 12 4 12 0 1O
28 16 22 14 7 10 O

ol R I

HmOUOT>N
»
N
N

De aqui algunas distancias se han me jorado, por e jomplo Cst = 28,
Mientras que en & se tenia Cst = 30,

La informacidn que proporciona c* es la ruta mas corta entre dos
ciudades pasando a lo mds por tres ciudades intermedias., Es decir:
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S0 109 12 20 16 26
Al 100 182 tos6 16
Bl 9 18 0 16 24 12 22
€' m L orc®=cl122 160 8 4 14
p| 20 10 248 0 127
E 16 & 12 4 t2 o 10
T 26 16 22 14 7 10 0

Nuevamente algunas distanclas se han me jorado, y Cst que en -L"

tenia un valor de 28 ahora tiene 26.

., y con ello se estipula

que se ha encontrado la solucidn dptima del problema. Es decir, la
ruta mas corta entre dos ciudades pasando a lo mids por tres ctudades

Otro cdlcutlo nos mostraria que €° = C

intermedias. Las distancias mas cortas son las que indica la matriz
o

Asf que 1a solucidn matrictal del problema, salir de la ciudad de
Salamanca con destino a la ciudad de Tijuana de tal forma que el
recorrido sea minime es 2600 km Sin embargo, la matriz que nos
indica este resultado, tiene !a desventaja de no proporcionar
explicitamente la informacidn sabre cu#l deben ser las ciudades

intermedias por las que se habra de hacer el recorrido.
Lo anterior es indicative, que haciendoe uso de una manera

especial del Algebra de matrices, es posible encontrar la solucidn

dptima a cliertos problemas, en particular al nuestro.
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Por otro lado, retomemos el enfoque de encontrar la solucidn
dptima a través de un medelc graficz, como fa es una PED y
aprovechar lo visto on e} problema 1. Para ello, como en el problema
se especifica que la persona viajara de la ciudad de Salamanca con
dostino a la ciudad de Tijuana y que la distancia de ida om lgual a
la de regreso. Haremos la lectura de la tabla de distancias
considerando dnicamente la parte gupericer con respecto a la
diagonal, tomando primerc el rengldn y despu€ds la columna.

Recordemos cudl era la tabla (omitiendo dos ceros on cada entradad.

IaBLA DE DISTANCIAS

CILUDAD s A B [ D E T
s o 10 ° 14 M 2z L]
A Lo o [ 2 1< - -
B © M [+] M “ 1z M
C ta 2 ™ o L] . 1o
b - e » e o - T
E 22 M 22 “ M o 10
T “ [ “ 1o ? 10 o

Tratemos de representar lax opcionex en el recorrido que se puede
seguir. Por ejemple, para el nodo 3 la ruta inmediata la podemos

fndicar como lo muastra la siguionte figura,

Figura 3.3.1
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pe’ igual’ forma’ P uta’ que “saifsa‘sixir}ia' a

partir del nodo eura-3.3.2

Figura 3.3.2

Si cunsideramos el avance que se realiza a partir de cada uno de
los nodos restantes confarme se indica en la tabla, ol rosultado sme

refle jara en el esquema grifico que se exhibe a continuacidn.

PED ASOCIADA AL _PROBLEMA 2

Figura 3.3.3

De esta forma se representan grificamente la diversidad de rutas
a moguir con sus rospoectivas distancias asociadas a partir del nodo
tnicial S para llegar al nodo final T. Obsérvese que podria haberse
tomado una doble direccidn on algunas lineas, azi por ejemplo, se
puede ir de A a g y también de £ a A, sin embargo se evitara dsto

Gitime al hacer la lectura en ia tabla de distancias.
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La diferencia entroe esta red y la del problema 1, consiste en que
las lineas tienen asociada una direccidn con lo cual se estipula que
dnicamente se puede ir de un nodo « a un nodo | de la linea ¢, .y
no al reveés. A este tipo de lineas que tienen asociada una direccidn

lagr llamaremos APCOI.

Una vez que se ha obtenido la red correspondientce del problema,
se empieza a buscar su solucidn a traveés de nuestro modeto. Donde

los objetives que so tienen que cumplir son los siguientes:

1> Quo los nodos S y T queden unidos. (la ciudad de Salamanca

y Tijuana queden comunicadas),

2> Que la ruta sea la dptima. (la distancia recorrida sea la

monor.

3> Indicar que arcos forman la ruta dptima. (La solucidnd.

Con lo que respecta al primer punto, hay que notar que:

a) No es necesario que la ruta que se eli ja contenga a todos

los nodos de La rod.

b) La direccidn de las flechas indican la trayectoria dei
nodo tnicial S al nodo final T.
El inciso a) es evidente, mientras que en el b) lo que se indica
oz la existencia de por lo menos una ruta, a la cual le hemos

llamado trayectoria, que une al nodo S con el nodo T que estd

constituida por los y al int dios, con lo cual sze
asegura que los nodos S y T quedan comunicados. Quedando satisfecho

ol primoer punto.
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Para abordar el segundo objetivo, consideremos tres Lrayectorias
posibles de S a T, a las cuales las consideraremos. como la
secuencia de arcos que no repiten nodox en las cuales el nodo final
de un arco es el nodo inicial del arco que le sigue en la secuencia.
A continuacidn se indican tres trayectorias de S a T en ia red del

problema.

CTa>

Figura 3.3.4

Para ello les calcularemos su distancia (D), que serd la suma de

los valores de los arcos que las forman. Es decir:
DCU1> = 14 + 16 + = 30

DTz = 9 + 12 + 10 = 31
DCUz) = 10 =+ 2 + 8 + 7 = 27.

123



De 1a wmizsma manera podriamos calcular todas las posibles
trayectorias de S a T y tomar aquella (quizds no dnica? que tuviera
la distancia mds pequefia con lo cual se resolveria nuestro problema.
De esta forma estariamos proponiendo el siguiente algoritmo de

molucidrs

ALGORI TMO _ w:

PASO UNICO:_Calctilence todas las trayectorias de S a

T y eljase la de menor distancia 0O

Este método es seguro sin lugar a dudas, sdlo que tiene la
dozventaja de ser sumamente oexhaustive, ya que encontrar tadasx iLas
trayectorias posibles de S a T no es inmediato aunque conozcamos el
ndmero de maneras para hacerlo, por fo que prescindiremos deo este

algoritmo.

Por otro lado podemos aprovechar adecuadamente la idea de avanzar
como lo indican las flochan de cada arco de la rad, indicar oste
avance en cada nodo al cual le podemos asignar a la vez el nodo del
cual proviene y =zu distancia desde el nodo inicial. Esto lo podemos
hacer, por ejemplo mediante una ‘“etiqueta” que contenga esta

informacidn.

Como cada nodo tione asociado varlias distanclas desde ol origen,
elegiremoxs la menor de ellas., Con esto tendremos dos tipos de
atiquetas, unan a las que llamaromos permanentes y son las que
contienen la menor disxtancia recorrida desde el nodo inicial. A las
otras las lamaromos temparales. Las marcaremos de la siguiente
forma; [a, d] donde la *“a” indica el predecesor o nodo del que se

* es la distancia desdoe @l origen

proviene y
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Lex asignaremos un “s” asterisco para indicar que o& permanconte y
lo omitiremos en caso contrario.

Al ir asignando etiquetas a cada nodo en cada avance llegaremos
al nodo final T, cuya estiqueta si o5 permanente habremos obtenido la

solucidn dptima.

Esto lo especificaremos mds precisamente, proponiendo un segundo

algoritmo de molucidmt

Pasot. Marcar al nodo inicial S con la etiqueta permanente m,ox'.

Diromos que es ol tiltimo nodo con etiqueta permanente.

Paso2. Asignese etiqueta temporal a los d inmediatos al ditimo

nodo con etiqueta permanente. .
Al de menor distancia lo marcaremos con etiqueta permanente

y sera el Gltimo nodo de etiqueta permanente.
Paso3, Si el dltimo nodo de etiqueta permanente es T, terminar.

Si no, regresar al pazoc 2. O

Observacidn. La etiqueta de S contlene como primer componente al
conjunto vacao ¢, ya que este nodo no provione de algin nodo. Sa

distancia de avance es cero.

Representemos el algoritmo sz mediante el siguiente diagrama de
flujo.
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<o |Amgnar

Aztuatizaretigustas |

GRA DE FLUJO CORPESPON HTE
AL PPROBLEMA 2

Recordemos cual era la red original y apliquemos el algoritmo ss

el cual nos garantiza la obtencidn de la solucidn dptima.

PED OPIGINAL DEL. PROBLEMA =
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Etiquetas temporales =  {AlS,10i, BIS,9l,. CIS,141,. EIS,221}
Minima. etiquota temporal = BIS,01" . S

5.22)

=, 101

Paso 3. g El ¢ltimo nodo de etiqueta permanente es T T_NO.
Regresar al paso 2. '

ITERACION 2.

Pasxo 2. Etiquetas temporales = {AIS,10l, CIS, 14}, EIB.ZH}
Minima etiquata temporal = AlS,101"

8,101

Paso 3. AEl ditimo nodo de etiqueta permanente es T?__NO.
Regresar al paso 2.
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ITERACION 3,

Paso 2. Etiquetas temporales = {CIA;121, DIA,241, E(B, 211}
Minima etiqueta tomporal = CIA,121°.; B

ts.10) tc,201

Paso 3. El dltimo nodo de etiqueta permanente es T?7__NO.
Regresar al paso 2.
ITERACION 4,

Paso 2. Etiquetas temporales = {DIC,20l1, EIC,16]1, TIC,281}
Minima otiqueta temporal w EIC,161"

te,201 tc.zo)

Paso 3. 2El tiltimo nodo de etiqueta permanente es T?__NO.

Regresar al paso 2.
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ITERACION 5. .
Paso 2. Etiquetas temporales = {mc,zor, TIE,ZGI} :
Minima otiqueta temporal = DIC,201"

Paso 3. LEl dltimo nodo de etiqueta permanente ex T7__NO.

Regresar al paso 2.

ITERACION 6.
Paso 2. Etiquetas temporales = {TIE,26]}
Minima etiqueta temporal = TIE,261

Paso 3. 2 El Gitimo nodo de etiqueta permanente es T?7__SI.
it TERMINAR 11

Nuestro ailgoritmo ss nos proporciona una distancia minima de

recorrido desde el nodo inicial igual a 26. Por lo que el segundo

ob jetivo ha quedado satisfecho,
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CONSTRUCCION DE LARUTA MAS CORTA:

Para encontrar los arcos y nodos que integran la ruta dptima,ilo

haremos a partir de la informacidn que nos proporciona 1a primer

compononte do cada otiqueta.

Esto es, si avanzamos de “* atras hacia adelante " segun lo vayan
indicando la primer componente de cada etiqueta permanente a partir
del nodo final T, se llegara al vdrtice inicial S, Con lo_ cual se
habrdn encontrado los arcos y modos que integran la ruta dptima.

Esta socuencia ez la siguiente:
- - - - -
TIE, 26) — EIC, 16} — CIA, 12} ~— ALS, 10) ~— Si%, 0

Anl por ejemwmplo, la etiqueta del nodo TIE, 26]‘ indica que
proviene del nodo E y dste a su vez su etiqueta EIC, ‘ldl. indica que
proviene del nodo C y asi sucesivamente hasta tlegar al nodo S con

etiqueta M,ol’. La solucidn se muestra a continuacidn.

1S,101

LA_RUTA_MAS CORTA

Figura 3.3.5
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El problema ha quedado resueltc on el modelo matemdtice y ia
solucidn para el transportista es; salir de la ciudad de Salamanca
con direccidn a la ciudad A, Jluego a las ciudadex C, E y
finalmente dirigirse a la ciudad de Tijuana con un recorrido
minimo do 2600 kms.

Debe observarse la analogia que tiene esta solucidn grifica del
problema con la solucidn que se ofrece en la matriz de distancias.
La ventaja del algoritmo »2 os evidonte, ya que nos proporciona

grificamente las ciudades que conforman la ruta mds corta.

El algoritmo s es en esencia el inventado por J. B. Dijk=stra, el

cual se enunciarid y oxplicard on la soccidn 3.6.

En el desarrollo de la solucidn de estos dos problemas, se ha

podido detectar 1a simildtud que guardan y esta radica

principalmontoe on pod P nt 1 mediante un esquoma da
puntos y lfneas entre ellos, para que ha partir de ahi se elabore un

mdtodo a seguir quo conduzca a la solucidn dptima.

Con e} fin de formalizar los conceptoz nocesarios que permitan
plantear y resolver sistemdticamente este tipo de problemas, se ha
proeparado on la siguiente seccidn un estudio sobre Teoria de las
Ordficas. Para que posteriormente en las siguientes dos secciones se
onuncion lom algoritmos que conducen a la solucidn deol problema da
cdmo encontrar el dArbol de peso minimo y la ruta mis corta en una
reod. g
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3.4.ELEMENTOS DE TEORIA CE GRAFICAS.

+El primer articulo que se conoce sobre Teoria de Graficas se
debe al matemditico suizo Leonhard Euler (1707-1783). En este se
incluia la demostracidn de la'imposibilidad de atravesar exactamente
una vez todos los-puentes de la antigua ciudad de Konigsberg (hoy
Kaliningrade, URSS) de tal forma que se retornara al punto de

partida.

Ante la Academia Rusa de San Petersburgo en 1735, Euler argumentd
su razonamiento, para ello se valid de un modelo matematico que
representaba graficamente la situacidn real que los habitantes de
dicha ciudad no habian podido resolver. En este modelo las partes de
ia ciudad las representd por medio de puntos, mientras que por cada
puente una linea la cual indicaba la unidn con las partes de la

cludad. ¢«

De exsta forma el problema real se trasiada a un problema en un
modelc matematico, al cual actualmente se le concce como una

SRAFICA. Se empieza por definir lo que se entiende por una grafica.

DEFINICICM 3.4.1. Una Yrolca s una pareja de conjuntos finitos
IR, A) donde X ex un conjunto no vacio de puntos llamados veiwwe:s o
neges" y A es un conjunto de Hneas que unen a todos o algunos de
los veartices.

La simbolizaremos como G = (X, AL A continuacidn se dan cuatro

ejemplos de graificas.

®

<c?

1 .
Los elementos de X, en general, seran un subconjunto de los numeros

naturales o las primeras letras del alfabeto.
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Teay . ) ST e
Figura 3.4.1

En la figura 3.4.4 las cuatro representaciones cumplen con la
definicidn, sin embargo cada una tiene caracteristicas que lax hacen
ser diferentes. Por ejemplo, la gridfica en el inciso (a) estd
formada por cuatro vértices y xeis l{necac, estando los vértices
mutuamente unidos. Mientras que en (b), la grafica tiene cinco
veértices y cuatro lineas, lox veérticos no estin mutuamente unidos.
En el inciso <c), se tienen cuatro vértices y tres lineas con la
caracteristica de que ol vértice 1 no estid unido a los domis

veartices de la grafica

Finalmente en el inciso (d) se tienen seis vértices y ocho lineas.
Ademis on esta grdfica lax lineas ostin representadas mediante
flechas que indican una direccidn. Mientras que en las tres
antariorec grificas esto no sucodia. Ecta Gltima griafica nos pormite

enunciar la siguiente definicidn.

DEFINICION_3.4.2. Una grdfica es aunwwe si sus elementos tienen
una direccidn indicada modiante una flecha; en este caso a lam
Hineas so les llama caceo. Si la grafica es no dirigida a las lineas
me low llama aassian.

Al conjunto de arcos para grdficas dirigidas lo denotaremos camo:

As{a=duU P i, Jel}

donde i es el vértice inicial v j es el vértice final del arco a.



Si la grdfica e= . no dlr’igiarav

indistintamente. En . la figura ,3.4.2, e

EY. ‘t’:onjlin'.o ‘de _'

dan a conyﬂlhue"ty{:ldrﬁ

Ro=1{1,23, 4,5,6,7, 8}

A = {atw (1, 22, azals, 3), as=Ci, 4), asnCz, 3), as =(a,. 3)
ace €3, o), ar=(a. 75, aewle, 73, av=lo, 8), Mouly, @)
au=Cz, 8>} ‘

Para la grafica del inciso (b)), se tiene:

R = {1, 2,3, 4,5, 6, 7}

A w {m=C1, 23, azacz, 3), 231, ¢, as=(a, 4), asula, o)

ao=C4, o), armCs, 3, aw=Cs, 7>}

= {a1=Cz. 1), az=Ca, 2), as=Cq, 1), as=Ce, 3), as=lo, 32

ac=Co. 47, arw(s, o), aem(z, od}.

En este caxo el int bio de las ponentes en las aristas dal
conjunto, hace referencia a que no importa el orden en que se tomen

los vdrtices, ya que la grifica es no dirigida
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Ex conveniente antes de proseguir hacer las siguientes

observaciones:
1 ) La representacidn de una grafica no es unica.

2 > Pueden intersectarse las aristas o arcos, los puntos de

interseccidn no forman parte de la grifica.

3 ) Las aristas o arcos de una grafica pueden ser lYneas

rectas o lineas curvas. e

Para e jemplificar estos tres puntos conside_rémos, lafvsl;uieng.e'

ardfica.

Figura 3.4.2

la cual tiene a su vez lawm siguientexs represontaciones:

= == )

<a)> <b> Cc)>

Figura 3.4.4
En la grifica del inciso (a) se conservan las lineas rectas,
aunque existen dos que se intersectan. En el lncizso (b> no hay
interseccidn y las lineas siguen siendo rectas. Para el inciso (c¢)

las lineas son curvas y no hay interseccidn.
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ostas obsae i ,

o U’r‘\a' voi “ =}
' _vdlido ‘en ‘graficas dirigidas.

un’cancepto ’

‘CEFIMICION 2.4.3. Un camune en una grifica d{rig'vidga'v;’esi una
secuencia de arcos en la cual el vértice finat de - uno--es’ el

védrtice inicial deol que 1o sigue en la secuencia.

Lo denotaremos por la secuencia de que lo [ o porla

secuencia de verticex extremos de los arcos, Asi; por ejemplo; si
at=Cis, 12> os ol primer arco y aqudia, g em. al: Gltimo. diremos
que el camino va del vértice it al vértice iq+1. o

En la grifica de la figura 345 2=C €1, 8), €3, 1), €4 3> 2 y
2z =JCi, 23, €2, 3)) =mon dos caminos distintos drorl‘fva‘rrg.h:- indctal
al veértice final s. S

Figura 3.4.5

Un camine simpdle es un camino ataz,...,a3 tal que aw=aj si iz
Es decir, es un caminoe que no repite arcom. Una trayectoria del nodo
'io al nodo ip es un camino {Cio, 1), i, (2),..0Cp-1, ipd} en el

cual ningén veértice me ropita.

CEFINICION 2.4.4. Una cadzna es una secuencia de aristas o arcos
Cas, aaz....,aq) donde toda a. Csez....q) oetid conectada a mc-1

por un extremo y a aw1 por el otro.
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En el inciso (a) de la figura 346 2 = J(1,2), €2.32,09,02Ca04>
€4.3), €367, Cop)) representa una cadena. Mientras en. el inciso

b, 2= (1,3), €2.47, €4.3), C3,2), Cz. 61> @ una cadena

EFINICION 4.3, Un cwels es. una cadena’ cerrada. £Cuiz.. . ..unt1d

donde v * u, para toda ¥

En la figura 34.7, en el inciso (5), 2w {Cza), (35).‘(:.:)." ex
un ciclo. Para el inciso (b)Y, 2 = JC12), €242,(4.3)) representa un

ciclo on la grdfica dirigida.

<ad <b>
Figura 3.4.7
La propiedad que a continuacidn se enuncia juega un papel

importante en la biisqueda de la solucidn de los problemas gue en

este capitulo se han propuesto.
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Figura 3.4.8

De acuerdo a la definicidn en los incizox (ad, <(b)> deo la figura
3.4.8 lax graficas son conexas. Resulta evidente en el inciso (c2,
que para los vedrtices 45 no ez posible exhibir una cadona que losu
una con los demds vértices, aunque entre ellos si exista, asi que
asta griéfica s no conexa. A laz grificas que =on no conexas me loz

ama wnconexas.

DEFINICION 3.4.7. Sea G = (X, &) una grafica. Una oufprafue de G
en La grifica Ge=i®s, Asel, donde:

1) Xs € R,
i1 U, Peis o 1,J efs e U, PeA.
Es decir, una subgrdfica es una grifica que consta de un
subcon junto deo lox vértices de © y todas las arintas ¢ arcom de &

que unen los vértices de tal ‘subcon junto. A continuacidn se dan dos

o jomplos.
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U Grdfica B ‘ Subgrafica de

<ad
Figura 3.4.9
CEFINICION 3.4.8. Por una gw/wa naww! de la grdfica & = (7A1
se entenderi como la grifica Ge = IR, Ar), donde Ar < A.
Ex docir, es agquella grifica donde me conservan todozx lom vertices
de la grafica original, pero sdlo se consideran algunas aristas o

arcos. Como ejemplo, a continuacidn zme dan dos graficas para las

cuales se obtiene una gridfica parcial
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Grifica & Grafica parcial de

Cad
Figura 3.4.10

tont ificar la relacidn mis estrecha que tienon

E=s cor :]
los vertices con los arcos en umna grafica dirigida, ya que

dnicamente e ha mencionado la direccidn que dstos tienen sin hacer

moencidn de los vdrtices.

CEFINICION 3.4.9. Consideremos al veértice 1 € ¥ de una grafica
dirigida & = 12, &1, el sucesor de i es todo vértice j <« ¥ tal quo
exista el arco (i, J> € A. Se Uama paetezezor de i a todo vertice

k @ ? tal que oxista el arco (k, i €« A, Se denotan respectivamente

como:
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o1 k-‘{’suc’esomy;s’ de i} = {j e‘i}'k/ '(lk.J);

I¢i) = {predecesores de i} = {k e

En la figura 3,411 se da una grifica
d do lo=m

ap

7K e .i\}.

dirigida para la’'cual se

dan el conjunto de vy p

Figura 3.4.11

irtices S,Cy T.

de a la rep

Esta gridfica como se rdara, co:
del problema 2. Asi que en ella tenemos:

e - {A, e, o :}

resy) = { $=¢ Cel conjunto vacio)

r’ce> = {o, & v}
CFTces = qe. af
.r;<r>~- { ==

rery = ‘{c. o, l:}.
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Puode zuceder que en una grafica dirigida algunos arcos tongan
una doble direccidn, tal como se indica en la siguiente’ figura con
lox arcos €3, 5> y <4, 63, s ’ :

Figura 3.4.12

Los =t y prad dol vdrtice &, sor: ['¢5> = {3, 6f 'y

res» = {2, 3, 4} .

DEFINICION 2. 4.10. Pecimos que je es veune del veértice: is#, si

oxiste la arista €4,§> < A, Si la grifica ew dirigida je # es vecinoc '

de I €« X si j es pred o r de i. Se dird que los

vdrticom mon adyecentes.

Denotamox a los vecinos de i como [(i). Consideremos:- las

siguientes dos grificas para ejemplificar.

<a> <b>

Figura 3.4.13
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Paralal grifica R

Mientras

que ‘en’el’inc b

ala gréafica ‘del inciso

> reay”
=5y Ut 2, 4t
a1, 2, 4,5}

Exlste.‘una clase de graficas las cuales son de suma importancia
piira encontrar la solucidn a una gran diversidad de problomas de
optimizacidn, en particular a los problemas que se han propuesto en

lax miguiontes dox secciones. Las caracterizamos en la siguiente.

DEFINICION 3.4.11, Un ardel! es una grafica T = 07,51 conexa y que

no contiene ciclos,

A continuacidn se dan tres ejemplos de arboles.

® ® @
® (3) ©—@® @ O, ®
@ ©® ®

Cad <b> <)

Figura 3.4.14
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Observese que un arbol puede derivarse de una grafica conoxa de
la cual se obtiene una grafica parcial conexa y sin  ciclos.
Expacificaremos un poco mias esta situacidn al enunciar el
siguiente teorema, e! cual proporciona la informacidn bdsica para

idoentificar un Arbol.

TECREMA 3.4.1. Sea © = (XAl una grifica con n-vdrtices n22).

Los postulados siguientes son equivalentes y caracterizan.un drbol:

a> & es conexa y no contiene ciclos:

b> > no contiene ciclos y tiene n-1 aristas.:

c) > no contiene ciclos y st se agrega una arista’se ‘forma

oxactamente un ciclo.

d> & es conoxa y tiene n~1 aristas.

a) ¢ es conexa pero deja de serlo si so elimina una arista,

> Existe en G, una tnica cadena entra todo par de vdrtices.

Ex claro que las grificas de la figura 3.4.t14 cumplen con

cualquiera de los postulados del teoroma. Ahora recordemos que una

de las caracteristicam de los probl do la idn 3.2 consistia
en representar la distancia existente entre cada ciudad mediante un
numero real, ol cual se asignaba a cada arista o arco de la grafica
correspondiente. Al ndmero que se asigna a cada arista se le
denomina el fnece de ia arista, mdontras que para un arco s le llama
1a {engetna o coote de dicho arco. De esto podemos enunciar lo que

resuita ser una red.
DEFINICION 3.4.12, Una a2 R = IR, &, fl, s una grafica con una

funcion real  definida sobre sus aristas o arcos o sobre sus

veértices, o sobre ambhos conjuntos.
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E_’jelﬂplosi‘de r-’edes“'_(’las cn‘;ales‘j’ai no.

cad> R}

Figura 3.4.15

Es importante indicar que el peso o longitud de las aristas o
arcox puaedo representar distanclas, costos o tiempo entre otras
medidas. Este concepto y el de drbol lo relacionamos en la siguiente

definicidn.

CEFINICION 3.4.13. B nase d2 un avdel es 1a suma do los posos en
las aristas que lo forman. ZFa {eaguud 2< una ~uda o carans es la

suma do las longitudes do los arcos que la forman.

Una vez que se han dado las herramientas tedricas necesarias para
tratar los problemas que pueden representarse por medio de una red,
pasaremos a las siguientes dos soccionos en las cuales se darian los
algoritmos respectivos que permiten encontrar el arbol de peso

minimo y la ruta mds corta en una red.
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3 5 EL ARBOL'DE PESO MINIMO. -

En esta seccion se prese el v::_il;ol‘*itlrno que permite determinar

sis'.ema'!.lcamekn'.e; La 'solucxou‘\ ‘al problema de'Vc'cimo consteuir la red

eléctrica de : costo nu'ninio:.r El "alg’oritn’m es ‘aplicable en general a

cualquier - red - .no - dirigida_conexa. y . tiene como . objetivo

proporcionar ‘el drbol’ de .peso’ minimo de 1a_red, con lo, cual se

asegura la ‘obtencidn-de’laisolucidn: dptima; Primeramente. daremos_las.: :

siguientes. dos:definiciones:

c

2. =

L. Sea € = t¥AI'una.

rnardue -

es una’ grafica parcial
arbol ) =

En la figura 3.5.1 se dayruna' gra

posibles arboles expandidos‘., i

'aRAFchlm{ S, S . ARBOLES EXPANDIDOS:-DE i

Figura 3.5.1

Ndtese que puede haber varios drboles expandidos de una grafica,
sin embargo tmicamente conslderaremos aquel que nos proporcione la
informacidn relevante para encontrar la solucidn de un problema. A
este arbol lo caracterizamos en la siguiente.
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Este :al;oritmo disefiado por J. B. Kruskal proporciona’el: arbol

expandido de peso minimo U = Z,A'1 de una red F = [,A,F) conexa

con n-vdrtices y maristas,

El método consiste en ordenar las aristas en orden ascendente con
respecto al peso de cada una. Las aristas s van examinando
paulatinamente y se consideran parte del arbol de peso minimo si ex
que no forman ciclo con las anteriores aristas ya consideradas, asi
se prosigue hasta obtener una grafica sin ciclos. Una vez que se han
obtenido n-~t aristas el algoritmo termina proporcionando ol drbol

expandido de peso minimo de R.

Debe observarse que en cada iteracidon la grafica que se va
obteniendo no necesariamente es conexa, sin embargo en la Gltima, la
grafica si debe ser conexa. El nUumero j nos indicarda el nimero de

iteraciones, mientras que k el nimero de aristas consideradas.
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ALGORT TMO.

Paso. 1. Ordenar el conjunt—o de nrlstas do manera ascandnnto con

respec'.o a’ su ¢ aty s Lar ‘las arls(.as PR

‘ordenadas,

Paso. 2. Hacer _j = §e1
Sita arl:tn aj na for-ma clclo con las ar-hﬂ.an d

entonces A'mA* i {a;} Hacer k= k+i‘e ir-al’ paso 3

Si la arista aj forma ciclo ir al pal:o 3 s

Paso 3. Si k = n-1, terminar, La grifica T = (£,4°) es el drbol
expandido de peso minimo de P,
Si k < n-1 regresar al paso 2, 0O

Los problemas que se pueden resolver mediante este algoritmo se
ubican sobre todo en redas do comunicacidn oeldctrica, carrotora,
ferrocarrilera, aérea y maritima, entre otras, En donde los
vértices pueden reopresentar puntos do consumo eléctrica,
terminales de autobuses, estaciones de ferrocarril, aeropuertos y
puertos, miontras que las aristas puoden ropreoesentar las lineas de
alta tensidn eléctrica, carreteras, vias de ferrocarril, rutas

adreae y maritimas.

Con e! problema que se da a continuacidn se ejemplifica la
funcionalidad del algoritmo. Debe observarse la analogia con el
mdtodo de solucidn intuitiva que =e aplicd al resolver el probloma

de la red eldctrica de la seccidn 3.2,
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PRCELEMA.

Supdngase que en la red que se muestra en la figura 3.5.2 los
vértices son centros de interds en una zona turistica y los nimeros
en las .aristas indican distancias en kilometros entrae. ellos. El
problema a resolver consiste en encontrar el arbol que -con:una’
tongitud minima comunique a todos los centreos de interds, ya que
con ello se lograra un ahorro en la construccidn de carreteras que
unan a dichox centros, ademis de no afectar considerablemente el

medio ecoldgico circundante.

Kruskal (n = 7, m =13

ALGORITMO:

ITERACION 1.:-

Paso 1. (ordenar las aristas) ; .
a1=C3.4), az=(z,4>, aa=(3), aa-(«é). asuCea), acwls.sd
ar=(1.27, as=(a,7), ap=(1.3), ato=(37y, ar=Ct4d,
a12=Cy,m), an-(z.?).

k=3j=0, & =g,
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Paso 2. j'= Dﬂ
K-m OH1 = 10

Pamo 3. k = 1 < 6. Rogresar al pamo 2,

ITERACION 2, N B Tl
Paso 2. j = 141 = 2. az no forma ciclo = A’ = {arh {az}
= {asaz}

k = 1+1 = 2,

© ®

Paso 3. k = 2 ¢ 6. Regresar al paso 2.

ITERACION 3.
Paso 2, § = 241t = 3, a9 no forma ciclo » A’ = {miaz} VU {as}
= {ai.az.as )' .
k = 244 = 3 :

Paso 3. k = 3 < 6. Regresar al paso 2.
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ITERACION 4.

Paso 2. j = 341 = 4. as rovrl:nav
k=3 e

o %0 agrega..

= {ai1.az.as.a3}

K = 3+1 =4

Paso 3. k = 4 < 6, Raegroesar al paso 2,
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ITERACION 6. *

Paso 2. 3 = 54 "ynro. ‘a6 forma’ ciclo. No se agrega. -

ITERACION 7.

Paso 2. j = 6+ =7, av'no fdbma ciélq" 2 A = {araz.asas}  {a7}

={aL.az,as.a%.a? }

k = 49 =5

Paso 3. k = 5 < 6. Regresar al paso 2.
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ITERACION 8.

Paso -2, :j' = ‘7‘1‘ 8. as no forma ciclo '-o‘ A

= {m.az.éﬂ',as.a7) W {as}
K om'S4ti=6

‘{a1.az.an.as.a7,as }

"'Paso’ 3.k =76"m n~1."j§ TERMINAR !l. Se ha obtenido el arbol expandido
'.d° poeso minimo A* = UT. O

me calcula su pawa,

En la iteracidn 8 se muestra la solucidn dptima. A continuacidn

P(Y> =1+ 2 +3 +4+4+5 =19

Obsdrvese que al proponer el siguiente drbol expandido, ', de 1a
rmisma grafica:
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Se abtiene qua: P(I’) = 4 + 2 ¢+ 1 + 3 + 4 + S =19. Lo cual indica

que el drbol de peso minimo no es dnico.

Ahara bien las personas encargadas del proyecto de difusidn de la
zona turistica, ya conocen que la distancia minima que comunica a
todos los centros'de interds es de 19 km, y tampién saben que la
forma de construir las carreteras no es uGnica, por lo que las
alternativas presentes resultan ser un factor para que la decisidn
que se tome disminuya ¢l deterioro que se pudiera tener del medio
ecoldgico de la zona. B
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3.6 LA RUTA MAS CORTA. ..

En ‘est.‘a”se»céidn se . da’ el alcoritmd "'Cbl;\"‘él i‘(:ukal sve'de'-ermina 1a
:s“olui:idn‘ al' "pl;oplema de’. la ruta ma's corta “entre . dos = vértices
'especi!‘iébi Sy T deluna red R =‘IF;'A; dl conexa’con longitudes o
costos no negativos: R o i R e

g Para que el problema tenga solucidr_\. de’be cumplirse que exista
bor lo: menos un camino que una a’”los ‘dos vértices considerados.
_Dgfinamcs primeramente que se entiende por la ruta mads corta.

PEFIMICION 2.6.1. La auta mas centa es aquella  trayectoria que

“‘une’ al vértice inicial con el vértice final considerados que tiene
longitud minima.

ALGOR1TMO DE DIJKSTRA:

El propdsito de este algoritmo disefiado por E. W. Dijkstra es
encontrar la ruta mas corta entre dos veértices especificos on una
red. El método consiste en asignar “etiquetas” llamadas permaneptes
a los vértices cuya longitud de la ruta mis corta del vértice
inicial a ellos ya se conoce. Mientras que a los veértices restantex

e les representa mediante otras etiquetas llamadas temporales.

Las eotiquetas de cada veértice x estan constituidas por dos
componentes, a saber, la primera indica el vértice predecesor
“alx>" del wveértice x La segunda indica la longitud CrdOx >
temporal o permanente mis corta desde el vértice inicial s at
veértice x Las representaremos de la siguiente forma; [adx), ddx))
para los vértices con etiqueta temporal, mientras que para fos

-
vdrtices con etiqueta permanente, como (a(x?, dG) .
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La prir;lera itoracidn considera al vdrtice inicial con qtiquatra: B
permancente, Los demds veértices con etiqueta temporal ) sé irén :
mae jorando continuamente en cada iteracidn hasta que sean a:ignad‘o‘s".
con etiqueta permanente y se llegue al veértice final, de esta fofm’a”.
@ habrd encontrado la ruta mis corta. Para indicar. la ruta dptima

se procede a ordenar las etiquetas permanentes a partir del vértice

final hasta el vertice inicial conforme lo sefiale la’ primera .’

componente de cada etiqueta.

ALGUR S TMO

¢ S es el vertice inicial y T el védrtice final >

Paso 1. ¢ Inicializacidn de etiquetas >
Sea d(S) = 0 . Marquese la otiqueta de este vértice como
permanente.
Sea d(x) = m para todo vértice x » S y considérense estas
etiquetas como temporales.
Sean alx) = x. € indicaran el predecesor de x >

Sea p = S,

Paso 2. ¢ Actualizacidn de etiquetazs >
Para todo vdrtice x € F‘(p) que tenga etiqueta temporal,

actualizar etiquetas de acuerdo ar
d<x> = mdn { dC<x), d<pd + d<p, x> }

Si d¢x?> se modificd, hacer atx> = p.
Sea x" tal que dix"> = min { dx)> : x> es temporal}
-
Si dlx > = @, terminar. En este caso no oximte ruta de £ a T
En otro caso marcar la etiqueta d(x.) como permanente.

Sea p = [
Paso 3. Si p = T, terminar; d(p) es la longitud Jdptima, las

etiquetas la(x‘), d(x‘)l forman la ruta mis corta,
Si p= T, ir al paso 2. O
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Es conveniente mencionar que el simbolo infinito “x»* ma introduce
al considerar una longitud o costo cuando no estia definido. Por
otra parte, debe hacerse una analogia con el metodo de =zolucidn
intuitiva del problema 2 de la seccidn 3.3. Las aplicaciones que
pueden tenerse de este algoritmo, aparte de la determinacidn de
caminos de recorrido minimo, es en problemas de distribucidn y

asignacidn de recursos, entre otras.

En el siguiente problema so aplica el algoritmo con el fin da

ilustrar su funcionalidad.
PROBLEMA

Se aprobd en fechas recientes un programa de conservacidn y
proteccidn del bozque de Chapultepec de la Ciudad do México. Motiva
por el cual los alumnos de una escuela secundaria realizaran todos
los mabados del semestre oscolar on curso, una labor de servicio
social en dicho bosque. Su traslado lo haran a traves del Sistema de
Transporte Colactivo METRO desde la estacidn “Martin Carrara® a la

estacidn “Chapultepec.

Ellos desean conocer una ruta que les garantice el menor tiempo
de viaje, teniendo a su disposicidn el siguiente mapa wimplificado
de la red general del sistema en el cual se indica el tiempo

estimade (en minutos’ ontre las estacionos respeclivas.

TacuBavAla) 9 {oFaAnNDELARIA

CHAPULTEPEC

ENTRO MEDICO AMAICA
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E! problema ha resolver es encontrar la ruta mas corta de.la
estactdn Martin Carrera (SY a la estacidn Chapultehoc <€TY del Metro.
‘La red es conexa y existe al menos un camino que conecta a ambas

‘estaciones, por lo que se puede aplicar el algoritmo de Dijkstra.

ITERACION 1.
Paso 1. Cinicializacidn de etiquetas)
d<¢S> = 0, se marca como permanente (I, OI..
d¢x) = x , para x = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,T.
(se marcan como temporales)
p =S

Paso 2. (se actualizan etiquetas)
CTCpr = {1, 4}
d¢1) = min {d(1), d<S) + d¢S,1>} = min {x, 0 + 2.5} 3 2.5
af1) = S
dC4) = min {dC¢4), dC(S) + d(S, 42} = min {x, 0 + 3} = 3
al4> = S :
x~ m 1 Cvértice con minima etiqueta temporald
dC(1) ge marca como permanente (S, 251"

p -1
Paso 3. p » T, regresar al paso 2.

ITERACION 2.

Paso 2.
r'cp> = {S, 2, 3}
d<¢(SY ya ex permanente
d(2? = min {d(2), dC1) + d<1,2>} = min {x, 2.5 + 16}=18.5
ac2> = 1
d€3> = min {d€3), d<1)> + d(1,3>} = min {x, 25 + 3} = 5.5
af3>» = 1
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Paso 3. %

ITERACION 3.

Paso 2.
©¢p> » {5, 3, 9}
d¢S) ya ox parmanente e R e e e :
d(3> = min {d(3), dC4)> + d(4.3)} = min-{9.5, 3+ 35} =55

no cambio

d€9> = min {d(9), dC4) + A4, 9} = min.{x 3;10,,:5; =

ak9> = 4
-
x =3 .
4¢3 ao como P nte- (1, 5.51° ) g
. - y e
Paso 3. p = T, regresar al paso 2,

ITERACION 4.

Paso 2.
r'¢cp> = {1, 4, 5}
dC1) s permanente
d<4) es permanente e
dCB)> = min {d(5), d<3> + d¢3,5)} = min {x, 55 + S5} =11
acs) = 3 )

.
x =9

d(9) se marca como permanente (4, 61. i e =

p=9

Pasoc 3. p = T, regresar al paso 2.
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ITERACION 5.

Paso 2.
r'ep> = {4, 8, 10}
d(4? es permanente b o
d<83 = min {d(8>, d(P> + d(o.8>}.= ;-Jn =, 6
ag) = 9 %
d€10> = min {d€103, d€9> + d€P,103 b= min
ac10> = 9 : LRSS
x. - g 7
d{8> se como p i :
P =8 ‘
Paso 3. p * T, regresar al paso 2,

ITERACION 6.

Paso 2.
r'cep> = {9, 5, 7}
d¢9> eos psrmanonte
d¢5> = min {d(57, d(8) + d(8,5)} = min {11, 8+6} = 11
no cambio
dC€7? = min {d(7), d(8) + d(B,7)>} = min {x, B8 + 4} = 12
ac7> = @ ’
x* =10
dc10> se camo p o 19, 8.51°
p = 10
Paso 3. p = T, regresar al paso 2.
ITERACION 7.
Pamo 2.
r'cp> = {9, 11} :
d(0> em pormanente .
dC11) = min{d<(11), d<10) + dC10,i1d}= min{x, 6.5 + 4}= 125
aci1d> = 10
x. -5
desy>  se como p. e 13, 1117
p=5
Paso 3. p * T, regresar al paso 2.
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ITERACION 8,

Paso 2. "Cpd> = {3, 6, 7, 8}
dC€3> exs permanente :
d€6> = min {d¢6), d(5Y + d(5,62} = min {x,
ac6> = 5 Wi :
d€7> = min {d(7), dC5) + dC5,72} = mini{1
no cambio ' : i
d<(8) es permanente

x. -7

d<7> =e marca como permanente I[8; 12!.>‘

P =7

Paso 3. p * T, regresar al paso 2.

ITERACION 9.
Pamo 2. ICpd> = {5, 8, 11, ¢t}
d(5> es permanente S

48> o® permanente =
dC11) = min{d(11), d7ICT,11>} = min{12.5, 12’ + 3.5}=125
no cambia E

dCT> = min {dC(t), d(7> + d(7,t)} = min {x, 12 + 5}.= 17
alT> = 7 s o

x. = 11
dc11> o como g to t10, 12.51°
p = 11
Paxzo 3. p = T, rogroesar al paso 2.

ITERACION 10.
Paso 2. ¢p> = {10, 7}
d€10) o= permanenta
d<(7?>» es permanente
w =T
d{(T?> se marca como permanente
p=T

Paso 3. p = T. TERMINAR, se ha encontrado la ruta mis corta. 0O
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A continuacidn se exhibe la red en donde algunos veértices tienen
asociados su etiqueta correspondiente, ya sea temporal o permanente.
Esto nos permite determinar la ruta dptima, la cual so construye

recursivamente a partir del vértice T hasta llegar al vértice S.

te.2. m‘O (=) 1g.o1”
“u.s m.@ (+) [
w1 @ Nors

e

e 3:(2)

-
7,471

@ 0.0z, 51 @ [P
LA _RUTA MAS COPTA

El problema ha quedado resuelto para los estudiantes, la ruta ha
seguir se muestra en la red con un tiempo de recorrido de 17 minutos
Obsdrvese qua, mi o continda el procedimiento de marcar todos los
vértices con etiquetas permanentex, 1o que se obtiene es la ruta mis

corta deszde el veértice § a cada uno de los védrticom de la rad. ElL

resultado es el siguiente.




CAPITULOD 4

TEORIA D E JUEGOS

4.1 Introduccidn

4.2 ;Como asegurar la me jor venta de un producto?
4.3 4 En quéd proporcidn mostrar aguila y sol?

4.4 ;Qué cadena televizora serd la me jor?

4.5 Conceptos de Teoria de Juegos

4.6 Solucidn Algebralica y Mdtodo Grifico

4.7 Problemas Tipicos.
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4.1. INTRODUCCION.

Es comun en la vida la presencia de un gran ntmero de problemas
competitivos o de conflicto en los cuales existen dos o mis bandos
opuestos y el resuitado final depende bidsicamente de la combinacidn
de las estrategias ‘seleccionadas por los participantes de acuerdo a
los intereses que persiguen. En algunos casos, las acciones puoden
conducir al cooperativismo o acuerdo de los participantes, pero an
otros esto no esta permitido, Este tipo de situaciones se presentan
en economia, campafias politicas, tdcticas mercantiles y militares,

entre otras.

Estaxs situaciones pueden representarse mediante modelos
matemidticos que =i bien no contienen la totalidad de los factores
que intervienen en la prictica, su solucidn si podri indicar me jores
cursos de accidn racionales para los participantes. La teoria
matemdtica orientada a modolar estas situaciones de compeotencia o de

conflicto es la Teoria de Juegos.

El objetivo de este capitulo es ilustrar las ideax bisicas de lo
que trata la Teoria de Juegox, en particular, los denominados juegos
bipersonales de suma cero. Para ello, en la seccicn 4.2, 4.3 y 4.4
$e toma como punto de partida el planteamiento de un problema proto-
tipo, para los cuales en cada seccidn se da su solucidn intuitiva
como una manera de abordar y motivar dicho estudio, Para encontrar
la solucidn del primero y segundo problema se hace uso de conceptos
meramente algebratcos, mientras que para el tercero habra de ser

necesario utilizar un procedimiento graifico.

En la seccidn 4.5 se dan los elementos que se consideran
necesarios para hacer comprensible la Taoria de jJuegos, para ello,
algunas veces se hace referencia a los probjemas resueltos
intuitivamente para hacer ver la conexidn que se¢ tiene con la

teoria,
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£n ia zeccidn 4.6 se describen los meétodos para resclver un juego

» para ello se dira cuando es factible h 1 algebrai nte o

bien goomdtricamente, esto sora posible a partir de Ila informacidn
proporcionada por una matriz denominada de pagos o del juego, cuyas

dimensiones puedon ser de mxz & a2xn.

La seccidn 4.7 esta dedicada a ejomplicar lo visto en la seccidn
precedente mediante la solucidn de una serie de problemas, que a la
vez sirven para enmarcar precisamente aquellios en los cuales se
presentan los grupos antagdnicos. El primero se refiere a un
problama laboral (conflicto obrero-patronall), al segundo os de tipo
electoral (campaifia politica de dos candidatos a una alcaldia) y el
terceros se encuentra en un contexto beligerante (misidn adrea do

aeroplanos). g
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4.2, 3, COMO ASEGURAR LA MEJOR VENTA DE UN PRODUCTO ?
|4 LEMA_ 1.

Dos compafiias comparten el grueso del wmercado para una clase
particular de producto. Cada una esta desarrollando ahora sus nuevos
planes de mercadeo para el afio siguiente,en un intento por
participar de algunas ventas de la otra compaiiia. (Las ventas tota-
les para el producto =son relativamente fijas, de modo que una
compaiiia sdlo puede incrementar sus ventas ganidndoselas a la otra).

Cada compafiia estid considerando las siguientes posibilidades.

Compafiia 1.
Ai: me jorar la envoltura del producto,
Az: incrementar la publicidad del producto, y

A3: hacer una ligera reduccidn en el precio del producto,

Compaiifia 1L
Bi: me jorar fa envoltura del producto,
Bz2: incrementar la publicidad del producto, y

B3: hacer una ligera reduccidn en el preclo del producto,

El departamento de mercadotecnia de la compaiiia {, ha estimado el
efecto de cada combinacidn de las alternativas en el porcentaje
incrementado de las ventas, esta informacidn so muestra a

continuacidn

Cia. 11
Gra. [ B1 B2 Bs
Al o - 1
Az 3 1 2
A3 2 -1 -3

¢ En que medida deberdn aplicar sus alternativas ambas compaiias 7



Antes de iniciar !a busqueda de la solucidn del problema, que
sera analizado como un )uejge (Entendiendo con ello, una situacidn

competitiva. entre laxs dox compafiias, que =ze denominaran los

jugadores y que se realizard mediante la aplicacion del conjunto de

sus alternativas), no estd por d ir la P ntatividad de
una de las compaiiias, digamos la de la compaiiia [ y decir que
seremos el jugador [Ji, mientras que la compaiiia II. el jugador Jz al

cual supondremaos que es tan capaz y racional como nosotros,

El problema se refiere a una toma de decisicn, en cuyo caso deben
establecerse concisamente los objetivos que ze deben cumplir en la

solucidn, a saber:

1) Especificar las estrategias que debe seguir cada jugador.

2> Indicar en qué medida se deben aplicar las estrategias.

3> Calcular el valor del juego.

Con lo que respecta al primer punto, resulta un tanto inmediato,
ya que en eoste caso =zdlo esx necesario roedofinir las pocibilidades
que presenta cada compafifa como las estrateqg:as de cada jugador. Que
es el nombre con el que se especifican a las variables o
alternativas con las que cuenta cada jugador para el desarrollo del

Juego.
Asi que e! jugador Ji1 cuenta con tres estrategias; Ay, Az y A3,
mientras que el jugador Jz tambidn con tres; Bi, Bz y B3. Por lo que

e dird que el juego ex f:ipnito.

Para abordar el segundo punta, se empieza por enunciar la tabla

de porcentajes de incremento en las ventas de la siguiente forma.
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Ja Jz B:r Bz Ha
At 0 -4 1
Az 3 1 2
As 2 -1 =3

MATRIZ DEL JUEGO

De acuerdo a las suposiciones de! problema cada ndmero representa
el porcentaje de vontas que la compaiiia 1 logra caonseguir de la
compaiiia 11 cuando se aplica cada par de estrategias, de tal manera
que lo conseguido por la compafiia I es exactamente lo que pierde la
compafiia II. A la tabla que contiene esta informacidn se le Uamari
matris del juego y a los ndmeraos que en ella aparcecen los pagos o
ganancias para el jugador Ji. Si se adoptara la representatividad de
Jz para resolver el juego, se enunciaria la matriz del juego como la
mostrada, sdlo que con los signos contrarios y se estipularia que

serian sus pagos correspondientes.

Obsérvese que en todo caso, si se suman los pagos de Ji1 con los
de Jz, el resultado nos daria cero. Y dado que eﬁ el juego sdlo
intervienen dos jugadores, a esta clase de juegos se les lHlama
jgegos bipersonales de suma cerc.

Ahora bien, dexde el punto de vista de Ji1 se esta interesado en
aplicar adecuadamente sus estrategias contra las del oponente Jz,
con el fin de abtener el mayor beneficio posible de la situacidn
competitiva que =e presenta En este caso, es primordial tener
presente que para cada una de las estrategias que se usen, habra una
respuesta representada por las estrategias de Jz, el cual me ha

supuesto en igualdad de capacidad de respuesta que e}l jugador Ji.

Asi por ejemplo, sl Ji selecciona su estrategia A:, podria ganar

1, o bien, podria perder tanto como 4.

168



Sin embargo, como Jz es racionat y, an caonsecuencia evitara hacer
pagos grandes a J:, parece probable que seleccionarid la estrategia
Bz que conduce a una peérdida para Ji. Andlogamente, seleccionando la
estrategia A3, J1 podria ganar 2, pero, con mayor seguridad Jz lo
evitaria y le administraria una pérdida, que puode ser tan grande

como 3 al seleccionar su estrategia Ba,
¢ Que linea de razonamiento le conviene seguir a cada jugador 7

Asumamos el hecho de que cada jugador adoptara una posicidon
conservadora y tratara de obtener o ma jor de las peores condiciones
prevalecientes. Es decir, el jugador Ji1 al desarrollar cada una de
sux estrategias, supondri que ol jugador Jz le contostard con
aquella estrategia que minimice su pago, por lo que tomari el minimo
que le proporcione cada estrategia. En consuvcuoncia; una vor hecho
to anterior, eligird e! miximo de los numeros seleccionados y
considerarid que la estrategia correspondiente a este numerc os la

que con seguridad le conviene usar.

De manera similar, el jugador Jz al desarrollar cada una de sus
estrategias, supondria quo su opononte ol jugador Jz, le contostara
con estrategias que maximicen su pérdida, por lo que adoptara el
nuimero miximo que le proporcione cada ostrategia. Y hecho lo
anterior, eligird el minimo de los numeros seleccionados. Por lo que
la estrategia correspondiente a este namero sera la que le convenga
seleccionar si desea minimizar las pérdidas méximas en las que

pudiera incurrir.

Lo anterior lo podemos ilustrar en la matriz del juego, anexando

un rengldn y una columna como a continuacidn so indica



Jz2 B:. Bz Bs MINIMO
J
At Qo -4 1 -4
Az 3 1 2 1
AR 2 =1 -3 -3
MAN IMO 3 1 2

de lo anterior se obtiene que:

Maximo { -4, 1, -3 } = 1
Minimo { 3,1, 2 } = 1.

o

n

Al nimero o se 1o conoce camo valor inferior del juegos, y a 3

como valor superior del juege. A La estrategia correspondiente at
valor o« se le llama gstrateqia maximn, mientras que a la estrategia
correspondiente a # estrategia minimas.

Notese el interesante hecho de que en esta matriz de juego, la
mizsma entrada proporciona tanto el valor infwrlor’como el valor
superior. La razdn es que este numero es tanto el minimo de su
rongidn como el miximo de su columna. En genoral, la posicidn de
cualquier entrada de este tipo se conoce con el nombre de punto de

s1lla.

De existir un punto de =silla, se dice que las estrategias
correspondientas zon dptimas y juntas forman la solucidn del juego.
Este punto tiene la notable propicdad de que si uno de los jugadores
se adhiere a esta estrategia dptima mientras que el otro no lo hace,
entonces el jugador que se sale de esta estrategia dptima nunca
puede ganar; en el mejor de los casos su ganancia seguira siendo la

misma, en el peor, su peérdida sera mayor.
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Cuando ocurre que o = 3 (lo cual no siempre sucede), al numero
comtin se le llamara valor del iusgo y se denotard con la letra v. En
nuestro caso » = t y se afirma que ol juego eos favorable para [Ji, es
decir, la compaiilia I. Luego se puede concluir que la compafifia [
deberid instrumentar cu alternativa Az, y la compafiia I su
alternativa Bz <(oen ambos casos, incrementar la publicidad del
producto), desechando por completo lam restantes posibilidades. Esto
acarreard un beneficio de una unidad en el porcentaje incrementado

de tas ventas para la compafiia [, -1
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4.3 ; EN QUE PROPORCION MOSTRAR AGUILA Y SOL ?

Desde la enseifianza elemental nos es familiar hacer el andlisis de
algunos experimentos aleatorios como, por ejemplo, el obtener una
carta especitica en el jucego de naipes, lanzar un determinado numero
de dados o bien el:lanzamiento de monedas, entre otros. Retomemos
una variacidn de oste ultimo, como wuna manera de ilustrar una
situacidn competitiva en donde la meta es la recreacidn de los

Jugadores.

LEMe

Dos personas, A y 8, juegan a emparejar monedas. Cada jugador
deposita una moneda y la cubre con la mano de manera que el otro no
pueda veria. Si ambaz monedas quedan igual Cambas con dguila o ambas

con sol), A gana un peso; en caso contrario, B gana un peso.

¢ Qué estrategias debe seguir cada jugador con el fin de

obtener una ganancia dptima ?
SOLUCI ON.

En este juego, como en al anterior, me azumirid la represontativi-
dad de uno de los jugadores, digamos la de A y decir que seremos el
jugador Ji1, y B el jugador Jz. Se establece ademis la hipdlesis de

racionalidad para ambos jugadores, en general esto asi sucedera.

En el juego no se proporcionan las estrategias a seguir para cada
Jugadaor ni la matriz dal _juogq, por lo que ew% necezario especificar
estos puntos. Para ello, ndtese que en el juogo sdlo se tienen dos
3 d. que ponden una a cada jugador con la caracteristica de

que ninguno sabe lo que ha hecho el atro, diremos en este caso que

@l juogo no os do inrormacion perfecta.
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Lox objetivos que se deben . cumplir en la solucidn son los

siguientes:

1) Establecer las estrategias que debe seguir cada Jugador,
2> Indicar eén quc medida me debon aplicar las estrategias, y

3> Estimar ei valor del juego.

Se empieza por contestar el primer punto. Dado que cada jugador
mdlo tione una jugada perzonal, una estrategia para cualquiera de
ellos consiste en la eleccion de una sola jugada. De esta forma se
tionen dox estratogias, Uamedmaosias puras, las cuales e

representarian de la siguiente manera

para el jugador Ji.
A1: mostrar sol, y
Az: mostrar dguila.

De manera similar para ol jugador Ja.

Bi1: mostrar sol, y

Bz: mostrar agutla.

De acuerdo a las reglas del juego, =i se muestran dos soles o dos
dguilas, tondromos una ganancia de +1, mientras que si o muestra
dAguila y sol, la ganancia sera de -1, Esta informacidn se resume a

continuacidn.

Ja Jz B1 ‘B2
At +1 -1
Az -t +1

MATRIZ DEL JUEGO

Es claro que si el juego se realiza sdlo una vez, entonces no
puede decirse que una de las estrategias es mejor que la otra. Es

dacir, cualquiera de los jugadores puade hacor cualquier eleccidn.



Sin embargo, =i el juege se continua, la situacidn cambia, por
e jemplo, supdngase que elegimos la estrategia A1, y la seguimos
usando. Despudsx de cierto tiempo, nuestro oponente descubrirad
nuestra estrategia y responderd a ella con la estrategia Bz, la cual
garantiza que siempre perderemos. Por tanta, no nos convendria

seguir repitiendo la misma estrategia Esta situacicn ya se habia

hechae patente on el praobl 1, on tode caso lo que ze hard a
continuacidn es calcular el valor inferior y el valor superior del

Juego.

J21 B¢ p2 |MINIMO

Je

At 1 =1 =1
Az -1 +1 -1
MAXTMO +1 +1

o @ Maximo {-1, -1}
f = Minimo {+t, +1}

= -1
= +1

De aqui se llega a que cualquiera de las dos estrategias de Ji
son estrategias maximin, y lo mismo para Jz en el que cualquiera de
sus estrategias son exstrategias minimax. Pero con la diferencia de
que en este caso a ® 7 ¢ o« < 1 ¥ lo cual no permite afirmar que se
tiene la solucidn del juego como lo fue para el primer problema.

Esto conduce a conjeturar lo siguiente:

& Existira el valor del juego v» de tal forma que se encuentre

entre el valor inferior oo y el valor superior 2 7

La respuesta existe y es afirmativa, quedando como trabajo
ulterior la determinacidn del valor de ». En este caso, al no
presentarse un punto de silla'en la matriz del juego, ha ocasionado
una cierta -inestabilidad- en el juego. Exto es, cada vez que uno de
los jugadores aplica una determinada estrategia, el otro siempre
cuenta con la posibilidad de aplicar aquella con la cual siempre
reducird el beneficic de su oponente, y de esta forma, de continuar
el desarrolle del juego no puede concluirse inmediatamente qué

estrategia en particular sera la que se tenga que usar.
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Un meétodo seguro para evitar que al oponente descubra la
estrategia que usamos, es hacer la eleccidn en cada etapa del juego,
de tal forma que ni nosotros mismos sepamos lo quo vamos a hacer en
ta siguiente. Por ejemplo, lanzando la moncda al aire antes de
colocarla sobre la mesa. Pe esta forma las ostrategias puras A: y Az
se combinan al azar, aunque en una proporcidn definida. A esta forma
de combinar las estrategias puras en una cierta proporcidn se

le conoce como estrateqias mxtas.

Para determinar el vator », recurramosa la idea que se tiene de
At Az

X1 x2 ) &
nuestra estrategia mixta dptima que consta de la aplicacidn de las

estrategias mixtas, Para ello denotemos con J: - (
astrateglas puras A: y Az on las proporciones xi y x2, respoctiva-
mente. Donde x: + x; = 1, con x:, ;z 2 0 C(las proporciones son de
hecho probabilidades),

Uno de los resultados basicos al aplicar las estrategias mixtas
es el siguiente. Si el jugador Jz aplica su estrategia pura 8
miontras que nNosotros Nos mantenemos en nuestra estrategia mixta
dptima, el resultada sera igual a la ganancia promedio ». Es decir:

- -
C41) xt + (-1) x2 = »,

De igual manera si Jz aplica su estrategia pura Bz y nosotros nos

seguimox manteniendo on la estrategia mixta dptima, sae tiona:
- -
C=1) x1 + (+1) x2 = »
La informacidn obtenida se resume a continuacion
- . -
C+1) x1 + (-1) Xz = &

- -
C~1) %1 + (+1) xz = »

- - - »
> + X2 w 1) ®i, X2 2 O,
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Lo que me ha obtenido ex un smistema lineal de tres ecuaciones con
tres incdgnitas; x:, x; y . Este sistema se puede resolver directa-
mente o empleando un metodo apropiado como podria ser la regla de

Cramer, es decir:

1 -1 -1

A - -1 1 -1 = 4 =2 0
1 1. 0
o -1 -1
o 1.-1

xi = e -t 5 bt

Y “ 2

1 -1 ©
-1 1 O
1 0 1

v = -.%.-0

- A A A Az
de donde  gi = (0b 223y - (02, T0.).

De manera similar, desde el punto de vista del jugador Jz, ¢l
By Bz
t St
yryz2
no se apartard y nosotros aplicamos las estrategias puras A1 y Az,

asumird que su estrategia mixta dptima es J; =( ) de la cual

el resultado ex el siguiente:

- .
C+1) y1 + C-1> yz = »
1> yi + <+ yI omp

- - P
Y + yz = 1, yt, y2 = 0.

de donde se y: - 1,2, y; = 172 con » = 0. Por lo que su estrategia
mixta dptima os: Jz = (:’;2 ?-:2 )

A 1a ganancia promoedio » = 0 la llamaremos el valor esperado del
Juege. ¥ dado que en este caso vale cero se dice que el juego es
equitativo. Los objetivos planteados al principio se han satisfecho,
el significado que tienen tos resultados indican que las estrate-
glas dptimas para cada jugador es aplicar sus dos estrategias puras

ai azar en un numero igual de veces. &
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4.4.7; QUE CADENA TELEVISORA sERA LA MEJOR 2
PESELEMA 3.

Dos cadenas L;:lovisoras cubren ot mirmo territorio, y ambas
tratan de obtener la mayor porcidn posible do . audiencia entre los
habitantes. El equipo de publicidad de la televisora A reallizd un
estudio con el fin de conocer las posibles ventajas que se
obtendrian con la instrumentacidn de tres medidas que habrin de
entrar en competencia con las tres medidas que se estima habra de
instrumentar la talevisora B, en @l transcurso del prdximo afio. Los
resultados se muestran en la siguiente tabia, y representan el
incremento de audiencia en millones de habitantes cuande una
determinada atternativa se compara con las tres de la cadena B. Los
valores positivos ftavorecen a la tirma A, miontras que los negativos

favorecen a la tirma 8.

TV B|D1:PROGRAMAS[B2 :EVENTOS][RE :SERIES

TV A CULTURALER DEFORTIVOS | INFORMATIV AR
AL IPROORAMAS

2 9 -1
CULTURALES
AZ:EVENTOR

3 ] .
DEPORTIVOS
ABISERIES

-z -3 ©

INFORMATIVAG

¢, Favorecen a la televisora A los resultados 7
SOLVJCTON,

£l punto de partida es ahora la matriz del juego, ya quo las
estrategias para ambos jugadores, la televisora A y la televisora B,
asi como las ganancias para el primer jugador, la televisora A, ya
estan dadas.

Para ir en busqueda de la solucidn del juego, es decir,
determinar la proporcidn en que se aplicaran las estrategias de cada
jugador y estimar el valor el juego, es conveniente hacer Ila
siguiente observacidmn
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Para ello ze i-npr"qddéé 1a’ tabla de. resuitados, que ©os la matriz

del juego.

J. Jz B B2 Ba
At P 3 -1
Az 3 v +
Aa -2 -5 u

MATRIZ DEL JUEGO

El jugador Jit que esta interesado en maximizar la minima ganancia,
debe observar que la estrategia Az y la estrategia A3 tienen en
comidn una cierta caracteristica, a saber, que las ontradas
correspondientes a la estrategia Az son todas mayores que las
corroespondiontex ontradas de la ostrategia Aa. De ahi que lo
convenga eliminar de! anilisis a la estrategia A3, ya que la ventaja
que pudiera reflejar esta estrategia queda deoeterminada por la
estrategia Az, Por lo que seo dice que la estrategia Az gpomina a la

estrategia Aa. Entonces la matriz queda reducida a la siguiente.

n HEE
Al 2 3 -1
A2 3 0 4

En esta matriz ya no es posible hacer una reduccién tanto en las

estrategias de J: como desde el punto de vista de Jz el cual esta

inter on minim la maxima peérdida,
Sin embargo, ahora la dimensidn de la matriz de!l juego es do 2x3,

anaticemos como podemos sSuperar esta dificultad, Para elio

calculemos et valor inferior y el valor superior del juego.
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I 2] 8. Bz Bs |MINIMO
EXY 2 3 -1 -1
a2z 30 4 u

MAXTMO N A

Pe aqui: o = midximo {~1, O} = 0 y # = minimo {3, 3, 4} = 3. Por
o que o < 7, esto nos conduce a tratar de determinar el valor
esperado del juego, v, de antemano sabiendo que debe encontrarse
entre 0 y 3. Como ahora La matriz no es de dimensidn 2x2 pareceria
que el razonamiento del problema 2 no funciona para el calculo de
las proporciones {(probabilidades) en que deberian de aplicarse las
estrategias de ambaos _]ugadorés. Recordemos en qud consiste dicho

razonamiento y apliquémosio.

Supdngamos que v es el valor esperado del juego y denotemos con

J:-f“ Az]

{ %t x2

a la estrategia mixta dptima de Ji, aplicando At y Az en las propor=
clones %1 y x2 con xt + xz2 = 1; X1, x2 2 0. Entonces, si Jz aplica
sus estrategias puras Bi, Bz y B3, mientras que J: se mantiene en su
estrategia mixta dptima se tendra el siguiente sistema de
ecuacioneas:

2 X1 + 3 x2 =

%

I x1+0xz2=
-1 x4+ 4 xz2 =

» Tt T

X1 + x2 = 1; x1, xz 2 O,

Lo cual representa un sistema de cuatro ecuaciones con tres incdg-
nitas, que ya no es muy facil de resolver como para el del problema
1. De intervenir en la solucidn las estrategias A: y Az, asi como
las que lo hagan por parte de Jz, seran llamadas osirategias

convenientes, es decir, son las que usarad cada jugador.
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Procedamos a resulveb el sistoma do'la siguiente ro}vma:

Como x1 + x2 = 1 w-’ 1 =~ x2. con x1, x2:2 0, Entonces

21 - x2) + B w2 m - 2+ 2 = a0 B2

VL= %2 + 0 %2 = » » -3 xz2+ 3 =p iBz1
~1€) = %2} + 4 x2 = » o« S xz2-1=0v 8al

Esto indica que » varia linealmente con xz, de aqui, que podamos
realizar et trazo de estax rectas. Si tomamos en cuenta que el valor
de, x2 eoesta comprendido en el intervalo (0, 1] consideraremos Ia
siguiente representacidon grafica, para que posteriormente hagamos et

trazo respectivo de cada recta.

v

x2m0 x2w=l
. I

ESQUEMA GRAFICO INICIAL
Figura 4.4.1

Para el trazo de la primera recta (Bil en el esquema, demos los
valores de 0 y 1 a xz con lo cual obtendremos las ordenadas corres-

pondientes de &, como a continuacidn se indica

R ol
3 B:
B: 2
x2w0 *zwl
-

Figura 4.4.2
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Anal Wto ze t Bzl y (Ba) on el mizmo asquema, indicando

la interseccidn respectiva de las tres rectas. Esta situacidn se

ilustra on la siguiente tigucra

hCd
4 B
Bz 3 3 B8:
Bs 2 -
»
x2=0 - B2z uz=t
B2 -1 Hzmx2 _t,
-

Figura 4.4.3

De aqui el jugador Ji1 deberd seleccionar el valor de xz Qque
miximiza el valor de v, De hecho eligira el valor de xz que dé el
resultado de v minimo mds grande, esto ocurre precisamente en el
punto de interseccidn de las rectas [Bzl y [B3sl. Es decir, es el

puntc mas altc de la envolvente tnterjor,

Con esto queda determinado el valor Jdptimo xz = xz., y con elo

el de »x1 = [ Por lo que ol problema ha quedado resuelto.

Los valores aproximados son los siguientes:

-

x2* 21,2 o x’ x1s2; v % 3,2

Obsdrvese que las rectas corr P den preci nte a las
estrategias Bi, Bz y Ba del jugador Jz. Ademds graficamente se puede
apreciar que la recta (B:] no forma parte de la solucidn, esto
representa una de las ventajas de este metodo grifico el cual indica
que estrategias son las que se deben considerar en la solucidn. Lo

anterior 1o podemos aprovechar de la siguiente manera.

Si & representa la matriz de ganancias reducida y A’ es la
correspondiente a las estrategias que forman parte de la solucidn,

se tiene:
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2 3 -1 x1 3 -1 x1
A-[:!0 4]xz ‘“"[0,4]::2

De aqui consideremos a la matriz A’ cuya dimensidn es de 2x2, por
lo que podemos plantearnos el siguiente sistema de ecuaciones que ya
nos es familiar:

3 x1 + 0 xz = p
-1 31 + 4 X2 = p

x1 + xz = 1.

Det cual se obtienen los valores; x;‘- 172, xz.- 172 con u‘- ‘3/2."
Que son los valores dptimos exactos para Ji. Por otra parte, para al

Jugador Jz se tiene:

3 yz - ys =
O yz +4 yzs = » -
yz + ys = 1,

De donde; yz' = 5/8, ya. = 378 y » = 3/2. Los resultados finales

son los siguientes:
J:' - AL Az A3 Jz. - B: Bz Bs
172 1,2 0 o 5-8 3.8

Esto quiere decir que la televisora A debera considerar en iguales
proporciones Ia implantacidn de programas culturales y eventos
deportivos y no dar importancia a lax seriex informativas. Por su
parte a la televisora B le conviene aplicar en una proporcidn de 578
ol desarrollo de eventom deportivos y on 3,8 para =sories
informativas sin considerar el desarrollo de programas culturales.
Como @i valor esperado del juego es 3/2 esto quiere dacir que el
Juego ex favarable para la televisora A, es decir, el juego no es
equitativo. &
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4.5 CONCEPTOS DE TEORIA DE JUEGOS.

Esta seccidn esta dedicada a formalizar las ideas desarrolladas en
la solucidn intuitiva de los tres problemas prototipo. Con ella, a
su voz sa definirsn y explicarin los conceptos bisicos de la Teoria

de Juegos. Primeramente esbocemos el siguiente aspecto histdrico.

« En 1928 el matemdtico de origen austriaco John Yon Neumann
(1903-1957> cimenta la Teoria de Juegos. Area de las matematicas
que tuvo un dosarrollo indeopendisnte y que actualmente se le ubica
como parte de la Investigacion de Operaciones, una de sus
primeras  aplicaciones =se did en los conflictos bdlicos, sin
embargo en dpocas de paz y no obstante las limitantes surgidas en
el andlisis deo las situaciones competitivas y de conflicto, los
avances tedricos que se han desarrollade han permitido nuevas
extensiones en otros campos. Asi por ejemplo, osx notoria ta
conexidn existente entre esta teoria y la Programacién Lineal
inventada por Goorgae Dantzig afios despuds. De igual forma sirvid
para desarrollar la Teoria Estadistica de Decisidn, posteriormente
ha dado cause a otros conceptos matemadticos de compotitividad como

los metajuegos y los debates entre otros.<

La nocidn de juego desde luego ya nos es familiar y en algunos
inclusive ya habremos participado, a saber el ajedrez, damas y
Juegoxs do cartas, otc, Por supuesto, en este contexto su finalidad
es la recreacidn, mientras que para algunos otros juegos no podria

sorlo. Mds precisamente definamos lo que se entiende por un juego.

DEFINICION 4.5.1. Un Juego es una situacidn campetitiva entre n-

personas o grupos, denominados jugadores, que se realiza bajo un
conjunto de reglas previamento ostablecidas, con consocuenclas

conocidas.
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£n un juego, puede haber dos o mis oponentes, entonces se habla
de juegos para dos personas o, en general, para n-gérsonas. Los
jugadores en un juego para n personas pueden formar coaliciones
permanentes o temporales durante el curso del juego, todoxs los
miembros de una coalicidn permanente sa considoeran en conjunto como
un jugador, puesto que tienen los mismos intereses. Por tanto,.si
existen dos coaliciones permanente=x, el juego so reduce a un juego
para dos personas, los cuales son ol tipo de juegos que aqui se.

analizarin. 5 L

QEFIN

que regulan las acciones permisibles para cada jugador en cada et.ab;i

oM 4.9, 2. Reglas del juego. Ex un sistema deo condiciones’

dol juego.

QPEFINICZION 4.T. 2. Jugadas Consisten en las decisiones que se

toman en el curso del juego.

Ahora bien, dependiendo de la totalidad de las jugadas realizadas
por cada bando se tendri un resultado el cual puede ser un triunfo a
una derrota y no siempre tiene una representacidn cuantitativa; pero
usualmente oo posible establecar algun tipo de escala con la cual
pueda representarse el resultade como un numero bien definido. Al

resultado numdrico do un juego <o lo llama valor del jueqo.
DEFINICION 4.9. 4. Juego de suma cero. Se dice que un juego es un
Juego de zuma cero =i la suma de las ganancias es cero.

De exta definicidn %e desprende que un bando pierde tanto coma el

otro bando gana, aritmdticamente significa que 1a ganancia de uno de

los b d os @ 3? 1te igual a la ganancia del otro con el signo
aritmético opuesto. Esto significa que en un juego de suma cero, las

metas que pearsiguen los jugadores son totalmente opuestas,
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En el dezarrolio de la solucidn de nuestros problemas prototipo
se hacia referencia en el andlisis de la solucidn considerando solo
a uno de los oponentexs (ol primer jugador), esto se pudo estipular
ya que -xe !‘rataban precisamente de juegos de suma cero. Por lo
tanto, para este tipo de juogos, aen general, sdlo es necesario
considerar la ganancia para uno de loxs bandos, digamos ia del
Jugador Ji. Al cual podemos considerar como nuestro bando y asumir
que serd el bando ganador, y el jugador Jz como el bando perdedor.
Doxdo luogo que oxta muposicidn no representa una ventaja real para
Jt, ya que para el mismo juego se puede tener el resultado opuesto
simplomoente cambiando el smigno do todas la ganancias y dejando todo

lo demas igual.

Por otra parte, come un juegoe se realiza mediante jugadas
sucesivas, distinguiremos doz tipos do jugadas, las cuales ue

especifican a continuacidn.

DEFIMICION 4.9.5. Jugada personal. Una Jjugada personal es una
elaeccidn y @jecucidn consciente, por parte de uno deo lom jugadores,

de una de las jugadas que sean posibles en la situacidn dada.

Un ejemplo de una jugada personal es cualquier jugada en un juego
da ajedreoz. El conjunto de posibtlidades disponiblos para una jugada
personal esta determinado por las reglas del juego y depende de ia

totalidad de las jugadas previan realizadas por ambom jugad .

DEFINICION 4.5.8. Jugada aleatoria. Una jugada aleatoria es ia
eteccidn de una posibilidad de entre un cierto numero de ellas, no
por la decisidn de un jugador, &ino por el resultade de algdn
experimento aleatorio.

Por ejemplo, si ol juego requiere que se extraiga una carta al
azar de una baraja completa, €sta es una jugada aleatoria con 52
resultados posibles cada uno con la misma probabilidad. Algunos
juegos (como los juegos de cartas) son mixtos, ya que contienen

tanto jugadas personales como aleatorias.
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En un Jjuego es importante saber con que tipo o cantidad de
informacidn se cuenta para cada Jugador acerca de las jugadas del
oponente. Asi por ejemplo, en el ajedrez y las damas el jugador sabe
de las jugadas realizadas por su oponente. Mientras que en el poker,
los jugadores no ‘sabon cusles cartas han recibldo sus oponentes,

Esto lo podemos caracterizar a continuacidn.

CEFIMNICION 4.83.7. Juego de informacicn perfecta. Un juego en el
cual cada participante, al hacer una jugada, conoce los resultados
de todas las jugadas hechas previamente, sean éstax personales o

aleatorias, se llama juego de informacidn perfecta.

Desdoe luego quo en la vida real la mayoria de las situaciones

antagdnicas no son juegos de informacidn perfecta.

A continuacidn se define uno de los ptos fund ales de la“
teoria de juegos, a saber, el de astratogia.

DEFINICION 41.5.8. Estrategia. Por estrategia de un jugador se
entiende el conjunto completo de reglax que determinan sus

@lacciones para todas las otapan que so originan on el curso del

Juego.

A las estrategiax originales se lex llama estrategias puras. Si
en el juego, cada jugador tiene un numero finito de estrategias
posibles diremox que el juego es finitc Si el jugador J: (nuestro
bando) tieme m estrategias y Jz (nhuestro opononte) tiene n estratoe-
gias @] juego e denomina juege de mxn. Laxs estrategias de nuestro
bando mo indlican como: i

AL, AZ, w. »Am

para nuestro oponente con

B1, 82, .. Bn.
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Si cada bando adopta una estrategia dofinida, digamos AL yiB), Y"k

si el juego zdlo contienc jugadas personales, las estrategias Ay v

B) determinan univocamente nuextra ganancia que se indic‘a' co‘n.'a‘\,.‘

Si el juego tambidn contiene una © mas jugadas aleatorias,’
nuestra ganancia para la pareja dada de estrategias A. y Bj'es una:
cantidad aleatoria y deponderi del resultado de todas las;jl.isadas

aleatorias.

En este caso, es posible calcular la ganancia premedic para la
pare ja do ostrategias para todos lox reszultados posiblos “de  las
jugadas al azar. Para lo cual, se adoptara el cailculo ‘de “la

esporanza matemitica para ay. Ez decir:
a. = ptat + pzaz 4+, ... ,+ pnan

donde p. ex la probabilidad del .-esimo resultado posxible y a. es la
gananctia para este resultado € :t2...n ) Se usa el mismo simbolo

avy para la ganancia de ambox tipos deo juego.

Si se conocen los valores a.(la ganancia o la ganancia promodio)
para cada pare ja de estrategias, estos los podemos agrupar en una
tabla donde losm renglones ropresenten las estratogias do J1 y las

columnas las estrategiax de jz como se muestra a continuacidn.

1

KR Bz eee | Bn

Je
A ate a2 e ain
Az Azt aza e &;zn
Am ams amz amn
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A este arreglo se le denomina matriz de ganapcias (o consecu-

encias) o simplemente matriz del juegoc.

Una de las caracteristicas que se encontraron en la solucidn de
los dos probleomas prototipo fue la necesidad de alternar las
estrategias disponibles y asi poder establecer con que probabilidad
se tendrian que aplicar, @esto nos conducia a ostablecer lo gque so

entiende por una estrategia mixta la cual definimos a continuacidn.

CEF1}

estrateglas puras disponiblex se combinan al azar, aunque en una

o 4.5, 9. Estrategia mixta. Es aquella en la cual las
proporcidn definida.
Esto 1o podemos expresar de la siguiente forma, sea

x. = probabilidad de que el jugador Ji1 use la estrategia A:
€= @, . md
y: = probabilidad de que el jugador Jz use la estrategia B,

€) = 1.2, ...,n>

en donde m y n son los numeros de estrategias disponibles para Ji y
Jz, respectivamente. Comn estos valores son probabitlidades,

necesitarian sor no negativos y dar como suma 1. Ean decir

m
L ox =1 con x: 2 0; = 12....m
[y
n
Ey;=1 con y; 2 0; o= 1z....n.

1=t

Una estrategia mixta la denotaremos de la siguiente forma para el

Jugador Jt y Jz, respectivamente:
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Ju = At Az .. Am
X1 X2 . Xm

[ B: Bz .. Bn ]
Ja =
Yi Y2 w0 Y0

Esto quiere decir que las estrategias puras At, Azpu,Am E ]
aplican con probabilidad xi, xz2,..,xm. De igual forma, para nuestro
oponente qua usara las estratogiac purac B, B2,..,8n~ con

proebabilldad  yi1, yz,.,yn, respectivamente.

No siempre se utilizan todas las estrategias puras disponibles
para un jugador al aplicar mus ostrategias mixtas dptimas, aquellas
estrategias puras que se usan se les llamara estrategias

sonvenientac,

LCEFINICION 4.5.19. Estrategia optima.Una estrategia dptima para un
Jjugador es una estrategia que le garantiza la ganancia media mdxima

posible ¢o, lo que ox lo mizmo, la pdrdida moedia monor posibled.

Una vez que se sabe lo que ox una ostrategia dptima, el siguiente
paso exs tratar de determinarla. Para ello, recordemos cual es la

matriz del juego para el jugador J1 y [Ja

B

J2 1 e |8 oo | Bn

Ju
A @t acz cee e
Az az1 azz azn
Am amg amz e amn

ATRIZ DEL JUEGQ
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Analicemos sucesivamente cada una de las estrategias disppnibles
para  nuestro bando. Supongamos que elegimos la estrate;iar A,
entonces siempre debemos considerar la posibilidad de que ‘nuestro )
oponente nos conteste con la estrategia B;, con la cualk nues'.ra‘
ganancia ag es tan pequeifia como sea posiblie. De aqui que, para un.\
fijo debamos considerar el menor de los numeros auy, al cual

designamos con . Em decir
= = min { au, auz..arn $ para .= tz,...m,
Caoamo nuestro opanente o tan racional como nosotrox, no podemos

esperar ganar mis de zi. Si deseamos ser tan cautelosos como sea

posible C(no ri

gos> dat adoptar la estrategia A. para la

cual » es un miximo. Este valor lo denotamos con «.

X = mAax o 3otz . oum

= max min { au,az, . A0 b}tz m.

A este numero se le llama yvalor infsrior del juego, o el maximin,

es la ganancia mixima que puede ser garantizada en el caso de seguir
una mola estrategia. A la estratagia correspondiente a este valor se
le denomina estrategra maximin, Esta es nuestra estrategia mas
cautelasa; no importa que haga el oponenta, podeamos estar seguros de
la ganancia ¢. Exs un minimo garantizado del que siempre podemos

estar seguros mientras nos apegemos a osta estrategia.

De igual forma consideremos la situacidn para nuestro oponente,
el jugador Jz, el cual esta interesado en minimizar nuestra
ganancia. Lo que primero debe hacer, es hallar la ganancia maxima
para cada una de sus estrategias, por ejemplo, la de B, resulta ser

2 = max { a1y, az..am p para =5,z .n.

A continuacidn 1o que le convendria hacer, es elegir el menor de

loe numeros 1, . Es decir.
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3= ml'n 157 i I S

= ‘min - mdx {7 aipazi. LA b3 ELZL Lo,

A este valor (¥ se le Nama valor cuper:or del juego, o el minimax;
la estrategia correxpondiente para (7 e llama estrztegix mnimaMm
Esta estrategia es la mds conservadora de nuestro oponente; si la
aplica en cada ocasidn, ésta gmrantiza que nuestra ganancia nunca
serd mayor que (7, no importa lo que hagamos. Por su. definicidn,

siempre wo cumple que:
a s R

En ia matriz del juego se¢ adiciona el calculo de los valores o y

{7 de la siguiente forma:

2 u
J B1 Bz Br || o4
Je h
~
A a1 arz ain Y| e
Az azy azz e azn || w2
9
Am am1 amz amn ot
3 13t iz rin

Ex comiUn que a ia aplicacidn de las estrategias mis conservadoras
de ambos jugadorex, la estrategia maximin de J:1 y la estrategia
minimax de Jz, se le llame *“principio min:max”, y algunas veces a
ambas estrategias se les llama estrategias minimax.

Consideremos la matriz de juego del problema 3 para ilustrar una
de las situaciones que ocurre con frecuencia en la busqueda de ia

solucidn de algunos juegos, su -inestabilidad-.
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I gz B B2 83 o
A 2 3 -1 -1
Az 3 o 4 [
A3 -2 -5 o -5
31 3 3 4

MATRIZ DEL JUEGO PROBLEMA 3

De aqui se obtuvo que:
valor inferior ~ = 0

valor superior ;? = 3.

Ahora, supdngase que usamos nuestra extrategia maximin Az y que
nuestro oponente usa su estrategia minimax Bi. Si ambos bandos se
adhieron a estas estrategias, la ganancia serd 3. Pero si nuestro
oponente se da cuenta de que hemos elegido la estrategia Az,
entonces, inmediatamente eligira su estrategia Bz y reducird nuestra
ganancia a 0; Ahara, si sabemos que ha eclegido la estrategia Bz,
podemos en este caso aplicar la estrategia A1 y aumentar de nuevo
nuestra ganancia a 3, y asi sucesivamente. Por lo tanto, si ambos
bandos aplican sus estrategias minimax, la situacidn es inestable,
ya que puede cambiar cada vez que uno de los bandos obtiene

informacidn acerca de la estrategia elegida por el bando contrario.
Diremos que el juego ex jnestable cuando ocurra que o < ;%

Sin embargo, existen algunos juegos para los cuales lax estrate-
gtas minimax son estables. En este caso, el valor inferior y el

valor perior son iguales. Ex decir

o = (3
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1; su valor superior 13 » 1, los cuales ronul!.nn ser

ue, el valor del juego w = 1.

gz B1 B2z

Je Ba x

- Al 2 1 4 1
A2 0.5 -1 2 -1
A3 ] 0.5 3 o
B 2 1 4

En geometria, un punto sobre una superficie que tiene la propiedad
de ser simultdneamente un minimo en una direccidn y un maximo en la
otra, se le llama punto silla. Haciendo analogia con este término

obtenemos la siguiente definicidn.

CEFINICION 4.5.11. Punto silla de la matriz. £s el elemento ay
correspondiente a las estrategias A. y B; que es al mismo tiempo el

ndmero menor en su renglidn y el nimero mayor en su columna.

Cuando un elemento de la matriz tiene esta propiedad se dice que

el juego tiene un punto silla

Un punto stlla, si existe, corresponde a una pareja de estrategiax
minimax. Se afirma que estas estrateglas son dptimas y juntas

forman la solucidn del juege. Esta  solucidn tiene la notable

propiedad siguiente. Si cualquiera de los jugadores se adhiere a su
estrategia Jdptima, mientras que el otro no lo hace, entonces el
jugador que se sale de su estrategia dptima nunca puede ganar; en el
me jor de los casos su ganancia seguirid siendo la misma, en el peor,

su pérdida zera mayor,
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Lta: clase de
considerable

probado al :‘gui‘o‘nté."

IEQPEMA 4.5: L. Todo juego con. informacion pérfactq tiens ‘unpunto:
silla. : g - L Ced

De aqui, que para este tipo de juegos exista solucidn. Es decirc,
se garantiza una pare ja de estrategias dptimas para los dos bandos,
para la cual la ganancia promedio es igual al valor del. juego. Si el
juego =dlo contiene jugadas personales, el uso da las estratogias
éptimas determina univocamente el pago, que es igual al valor del

juogo .

De acuerdo con este teorema, el ajedrez debe tener un punto silla
¥y, por lo tanto, debe tener una solucién que determine las

estrategias Sptimas para ambos jugadoros.

¢ Podria el lector intentar encontrar un punto silla en el

Juego de ajedrez 7T

En general, es dificil encontrar una solucidn cuando un juego de
mxn no tiene un punto silla. En particuiar, si m y n son grandes, a
veces es posible simplificar el problema reduciendo desde el
principio el ndmero de estrategias on la matriz del juego. Esto seo

puede hacer si se eliminan las estrategias dominadas que pudiera

tener la matriz. Diremos que la estrategia A. domina a la estratogia
Ax stz

ay = @k AT BT SR
Por 1o que, se puede eliminar a la estrategia Ar del proceso de
decisidn. En forma andloga para el jugador Jz, se tiene que, la

ostratogia B, domina a la ostrategia B. =i

ay £ al Vo= 2L
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Supdngase la sigulente matriz de juego para ejemplificar este’

concepto,:: :

o 32 T a. | B2 | 82 | 8
Al 40 [ 34 | 30 | 33
Az 38 | as | 36 | 37
A3 28 aa 35 a8

Para el jugador Jz, que busca minimizar la mixima pérdida,’ la

estrategia Ba domina a la B,

ya que as < aw

para -s.2,3. En eosto

caso, se puede etiminar Ba. La matriz del juego quedaria

Jz
J B Bz B3
A 40 34 30
Az a8 35 36
As 28 33 35

Para ol jugador Jt, que busca

estrategia Az domina a la As,

ya

maximizar 1a minima ganancia, la

que az;

> amn

para =t2.3. y, por

lo tanto, se atimina este ultimo rengldn. La matriz del juego quada

como

D 32 {8 | Bz | Bs
Al 40 | 34 | 30
Az 38 | a5 | a6
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A cuntinuacidﬁ ‘sa puéde eliminar..la estﬁacogia B ya aﬁe lar
dominan Bz 'y’ Bs, ‘es  decir, ‘A > az’ yai > ais,respectivamente,

para (1.2 La matriz simplificada os : GRS -

Jz
Je Bz Bse
Al 34 30
Az 3s 36

Esta matriz, ya reducida, muestra un punto de =silla. El valor -del

juego lo proporciona e! punto de xzilla.
> ==y = 35

Por regla general, todas lax estrategias dominadas deben
etiminarse, antes de buscar una solucidn. Aunque no siempre
quedaria un punto silla en el proceso de reduccidn de la matriz. Por
lo que, se requeriran de otras técnicaxs que se ‘analizarin mas

adelante en la seccidn 4.6.

Por otra parte, es comin que los valores inferior y superior no

sean iguales. Es decir, que se satisfaga la desigualdad estricta
a <

De aplicarse una estrategia pura tinica, considerando que nuestro
oponente actuard en forma racional, la eleccidn estaria determinada
por el principio minimax que garantiza un resultado igual al valor
inferior = del juego. Por lo que, nos gustaria incrementar este
valor, para ello, tendriamos que recurrir al uso de las estrategias
mixtas, que es lo que recomienda la Teorf{a de Juegos cada vez que se

tenga que o« < (%
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De mer asi, debomos tener la caerteza de  qua, eon té’l‘okc_t,c,‘r,oll

resultado se mejorard admitiendo también. las estrategias mixtas:

Esto nos conduce a enunciar los dos siguientos teoremas:

IEOPEM. 4.5.2, 5i uno de los Jugadores se adhiere o su estrategia
mixta optima. entonces la ganancia se mantendra igual “al valor det
Juego, sin importar lo que haga el otro jugador siempre quo' ol'solo'

use estrategias convenientes.

El siguiente se conoce como tecrema rundamental g2 la tecr:a de
1Hegos, algunas veces conocido como Leorema mipimay que fuo . probado

por primera vez por John Von Neumann en 1928.

TECREMA 4.2 2. Si se admiten lax estrategias mixtas ast como las
puras. todo Jjuego finito tioene por lo menos una solucion,

Con oxte resultado e asegura que para todo juego finito existe
una pareja de estrategias dptimas, tales que, el pago esperado es

igual al valor dal juegs, y que mi cualquiera de loz jugadoras =me

aparta de su estrategia dptima, solo puede perder.
Del teorema fundamental se deduce que todo juego (inito tiene un

valor, el valor v de cualquier juego debe oncontrarse ontre loxs

valores inferior y superior del juego. Es decir
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4.6 SOLUCION ALGEBRAICA Y METODO GRAFICO.

a) SOLUCION ALGEBRAICA. La clase de juegos para los que es posible
doterminar su . solucidn a  traves de.  un  sencillo procedimiento
algebraico son los - juoegos da 2x2, Considdremc la siguionte matriz

del Juego.

z
J B Bz
J1
AL ;A a2
Az azt azz

JUEGO DE 2X2

Si existiera un punto silla, la solucidn consistiria de la pareJar
de estrategias puras que se intersectan en este valor. Supdngase que
el juego no tiene punto silla, esto quiere decir que los valores
inferior y superior son desiguales (1 < 1), esto nos conduce a
pensar en la aplicacidn de estrategias mixtas, Asumamos que nuestra

cntratogia mixta dptima es la siguienta.

-

3 [ A

La cual tiene la propiedad de que no importa lo que haga el
oponente la ganancia promedio seri igual a », el valor del juego.
Como el juego no tiene punto silla, las dos estrategias de Jz son
convenientes., De aqui, que si nos adherimos a nuestra estrategia
dptima, el oponente puede usar cualquiera de sus dos estrategias
puras Bi, Bz sin cambiar la ganancia media . Esto proporciona las

siguientes ecuaciones:

- -

at X4 v a2 X2 W €4.6.1>
-

o2 ,(l.* a2 X2z W W

- - - -
con X1 + xz = 1; ®xt , %2 Z O. €4.6.2)
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Al rasolver ol siatoma algebraico’ para, las. vartables s’ ixa” 'y u
se tiene: : S ;

cO

ya que no. existe pﬁﬁtb silla

‘también ei:"poslble‘ calcular-:
la estrategia dptima del jugador Jz ‘que ‘oSt : s

de donde se debe cumplir

an yi + az ya2© C4.6.4>
a2 y1"+ a2z y2" =

- - :
con yi 4+ yz . m.13iyL,y2

resulta:

€4.6.6)
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Esto nos ha permit.ida ostablncar an metcdo para; ra:olvor juasos
cuya matriz sea de 2x2, A continuacion se aplican esbo
la matriz do juego

T
TT<EE T R

Azzo
Cat1. .+ az2)

xi

. ALl e ALz
xz -
Cate + aza)d - Xty

Cat1dCazz) = Cazi1dCar2) @i C=13C~4) = ¢23¢3> = 1
- [ )

Y " Tat + azz2) - Cazi - ar2) . =10 . £

Parael segundo jugador, se tiene:

- wo=ragrzoecs 4/% = 3 7
- B et o
aLs - a1z <=1 - < 10

yz' =1 - yi© =1 - 7/10 = 3/10.

. A1 Az ) . B: Bz
por loquer - J -V.[ 35 1s5 J, J° [7/10 3/10 J.
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b> METODO GRAFICO. Para los juegos de 2x2 tambidn es posible
aplicar un procedimiento geomé€trico para encontrar su solucidn, esto
nos permitird oxtender ol procedimiento a juegos de 2xn y mxZ.

Analicemos en que consiste este metodo.

Supdngase la siguiente matriz de juego

J2
Ja B4 Bz
Al ars ;2
Az Az azz

MATRIZ DE JUEGO 2X2

Considérese el plano cartesiano XY. Nuestras estrategias. A1 y Az
asociemosias con el eje X de la siguiente forma; A la estrategia A
la hacemos corresponder con el valor de X = 0 y la estratégla Az con
X = 1, Por el punto A: tricese la perpendicular -1 y por Az la

perpendicular II-1l. Como se indica en la figura 4.6.1.

Y
£ I
g AL A2
[i] 1 X

1 11 - : L

Figura 4.6.1

tas ganancias para ifa estrategia A: se marcaran sobre el eje I-I,

mientras que las ganancias para Az sobre el eje II-Il,
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Supongamos que nuestra oponente aplic, voﬁyﬁraiaéiﬁ-’ﬂi.yirEsca

define un punto sobre el eje I-I y’ un‘punb’o' s
cuyas aordenadas son ait y azi ruspocti#émh@o.
puntos queda definida la recta BiBi (dire

ropresenta la estrategia B: de J2).

Ahora,

contra la
promedio; or; . la ordeqéﬂa'déllpﬁhtu M
‘Esta 's’ituaé'{{in?"‘se ‘muestra’a
continuacidén el 4 :

X

I 11

Fizura 4.6.2

Analogamente, =i Jz aplica su estrategia Bz, se deofiniran dos
puntos, uno saobre el eje [-I y otro sobre el eje II-11 con
ordenadas aiz y a2z respectivamente. Ahora quodarid definida la recta
8282, la cual se grifica, suponiendo que ésta se intersecta en un

punto N con la recta BiBi.
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a1z,

N
T
'
1
|
H

At Az )

1
0"“23—’ T ll X
1 I
Figura 4.6.3

fara encontrar una estrategia dptima de Jit, se construye la
frontera inferior delimitada por las estrategias B: y B2, es decir,
la que conforma el trazo de B:NBz. Esta frontera se muestra con la

linea quobrada gruesa on la figura 4.6.4.

Y I
B
Bz N u
h 82z
B1 [}
[}
A t Az
oh I 1 X
>2 R

|4 [ 3

SOLUCION GRAFICA DE UN JUEGO DE 2X2

Figura 4.6.4

Esta frontera inferior da la ganancia minima para todas nuestras
estrategias mixtas. El punto N, en el cual este minimo es un miximo,
define tanto la solucidn como el valor de! juego. La ordenada del
punto N es el valor del juego y su abscisa es x2, la probabilidad de
la estrategia Az en la estrategia mixta dptima del jugador Ji.
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Ex importante’ ha’l’:'el‘j hat
en el punto de"i'n'tgr‘sé -idn

ccurrir sobre el ejév.»l-l o 'wao

Considdrese la si’suipn!.ﬂ' ma

grdfico.

J2
n B
As -1 3
Az 2 -4

MATRIZ DEL JUEGO

Figura 4.6.5

ElI mdtodo griafico para resolver juegos de 2x2 1o podemos
aprovechar adecuadamente para encontrar la solucidn de juegos de
2xn. Es decir, que nuestro bando tenga dYnicamente dos estrategias
ATy Az y que el oponente tenga un numero finito n de
estrategias 8i, Bz,...,Bn Especificamente, supdngase que se tiene

la matriz de juego.

a
J B B2 Bn
J1

A a ‘a1z ain
Az az azz az-

MATRIZ DEL JUEGO DE 2XN
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Como me recordard, en el casxo dol juago do 2x2 se definian dos
rectas que representaban las estrategias B1 y Bz del oponent‘eﬂ)” qué
estas goneraban una ragidn conformada por la frontera lnfor’ipr“‘do“
dichas rectas, en donde se encontraba la solucidn det juego. be'
igual forma procederemos ahora, solo que en eoste casc sera nec’:’e‘s‘arlo“‘ .
trazar n rectas, las generadas por las n estrategias de‘Jz, )b"'"el‘e';ﬁ* P
el punto N maximo de la {ronvera wnferjor, Este punto ﬁbopoﬁclon% ta”

solucidn det juego.

Supdngase que se tiene el siguiente diagrama

Figura 4.6.6

En este caso la estrategia dptima del oponente es una combinacidn
de las dox estrategias convenientes, B; y Bk, las cuales se
intersectan en el punto N que proporciona la solucidn del juego (si
en N so intersectan mis de dos estrategias, se toman dos

adecuadamente).

Si se quisiera obtener con precisidn los valores del juego, tanto
para J: y como para Jz, se puede considerar anicamente la matriz del
juego reducida, correspondiente a las estrategias B; y Bi, y aplicar
en caso necesario el procedimiento algebraico descrito en la seccidn

4.6.a.
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J2
e B Bk
A ary atk
Az az; azk

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA

Para“ello, la ‘solucidn dptima del jugador Ju estaria dadafpn‘

- AL A2 :
Jeoo= X1 Xz ]

mientras’que’ para el oponente Jz' es

2* w [ Bt Bz...By...Br...Br 3
J O 0 ...¥jeeciYheooO J‘.

Como @ jemplo, conzmiddrese la siguionte matriz de juego y su
correspondiente solucidn grafica.

SOLUCION GRAFICA DEL JUEGO

Jz ¥ g, Bz Ba Be ¥t 11
J1
At 2 3 1 -1 4 B
Az 4 2 3 a Bz 3 3 B«
B1 2 2
. veT. 9
H
MATRIZ DEL JUEGO DE 2X4 B3 (" AL 2y Az :” i
e i
- (B 11

Figura 4.6.7
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Para resolverio algnbn:aicamoni.o 0. considera la matriz reducida.

J2
Ji Ba B+
A 1 -1
Az 4 3

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA

'por 1o que la solucidn exacta, ‘-stavdat}la por:’

"B1 Bz Ba Bas
0 8r9 1/9 ).
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oponente sdlo Liene dos.’ El
andloga utilizando . una variaciun

se tiene la matriz del juegp

2

2 T g, Bz

J
A st arz
Az az1 azz
Am amt am2

MATRIZ DEL JUEGO DE MX2

El problema se resuelve para el jugador Jz. Para ello, en el
esquemn grafico se reemplaza Ai1 por Bi y Az por Bz en el eje X.
Las rectas que representan a las m estrategias de J1 son las gue
ahora se trazan uniendo los puntos correspondientes sobre las
perpendiculares 1-1 y I1I-11.

Una vez hechos los trazos de 1as rectas, se considera la
freontera supericr. En dicha frontera, se proporcionan las ganancias
maximas para Ji. Se elige el punto N mds bajo, en el cual este
miAximo es un minimo, se define tanto la solucidn como el valor del
Juego. La ordenada del punto N es el valor del juego y su abscisa es
y2, la probabilidad de la e’strategia Bz en la eostrategia mixta
dptima de Jz. Esta situacidn se ilustra en la figura 4.6.8 en donde
se supone que se intersectan las estrategias AL y Al
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SOLUCION GRAFICA DE UN JUEGO DE MX2

Figura 4.6.8

Aqui de nuevo se tiene la ventaja de quedar reducida la matriz
del juego original a una de 2x2 la correspondiente a la interseccidn-

de las emtrategias de Ji en el puntoc N. Ez decir

A Jz | s, B2
A avt avz
AL alt alz

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA

Con ello, es posible aplicar el procedimiento algebraico para
encontrar los wvalores exactos de la solucién del juego. Para
e jemplificar este método, considérese la siguiente matriz de juego

con au correspondiento solucion grifica.
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SOLUCION. GRAFICA DEL JUEGO

4 1y
3 J2 | 8. | B2
A 1 5 S A
R ‘A
Az 3 4 Az 3L |
Aa 4 1 Ae z/: 2 A
1
A 2 2 A 178, Bo {1 A®
(8 B X
Y2=1-4 Y
MATRIZ DEL JUEGO DE 4X2 I 1

Figura 4.6.9

En términos algebraicos se’ considera la matriz reducida para.’

encontrar la solucién con exactitud.

Iz J2 T s, B2
Az a 4
As 4 1

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA

Apiic-rldo las formuliax algebraicas se tieone:

" w2 azz =~ Azt - 1 - 4 -
Cmis + maad - Cazs + @miad T3+ 1> - <4 + a> a
xp = atL - a1z -3 -4 _ 1
Cats + az2) - Cazi1 + a2l -4 a4

Ca11)€azz) - Caz1)Ca1z) _ 3 - 16 13
<alts + az2) - Cazs - @12 -4 4"
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El cdlculo para.e

‘de dah&e se_concrluy'er que’s

L. A1 Az A3 Ag - B:. B2
J1 0 3,4 174 O R J2 3/4 174 .

Hasta aqui, ha sido posible resolver con cierta sencilles juegos
cuya matriz es de 2x2 y nos hemos extendido a los de dimensidn de
2xn y mx2, donde m y n pueden ser cualquier numeroc natural.
Para ello, en ambos casos recurrimos a un procedimiento geométrico
para encontrar la solucidn del juego. Este hecho nos fue posible,
gracias a que en esta clase de juegos se involucran a dos
estrategias de alguno de los jugadores y esto nos permitio etlaborar

el diagrama geomeétrico que representaba la situacién del problema.

Sin embargo, para juegos cuyas dimensiones son mayores estos
métodos prdcticamente son imposibles, y habrd que desarrotlar
técnicas gque se estudian en el nivel profesional, a saber

Programacidn Lineal g
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4.7. PROBLEMAS TIPICOS.

En esta secciﬁn se amptia el panorama de la Teoria de Juegos
mediante la exposicidn de tres probloemas. En la solucidn so
aplicardn los resultados desarrollados y formalizados en ' las

anteriores soecciones do manera ya simplificada.

A) CONFLICTO OBRERO-PATRONAL.

El Sindicato de Trabajadores de la Industria del Acero debe
delinear sus estrategias para argumentar el aumento de salario
durante las sesiones de la revisidn del Contrato Colective do
Trabajo con la Empresa. El sindicato considera, por diversas razones

histdricas, promover alguna de las xiguientex estratogias:

Ats d. ndas extr 1te oxag

Az: demandas exageradas

Aar d d. razonabl

A4«: demandas leves, favorables a la empresa; no al sindicato,

Por su parte, la empresa supone, también por diversas razones
histdricas, que pueden ocurrir alguna de las siguientes situaciones

con el sindicato, por lo que las considera como sus estrategias:

8i1: proponer ofertas demaxiado realistas

82: proponer ofertas realistas

B3: propiciar una oferta dificil

B4t praver cambios de postura del mindicato durante las

negocliaciones.
Supdngase, que a través de un intermediario el sindicato y la

empresa conocen la siguiente matriz de conzecuencias, provia ia

negociacidn:
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EMPRESA

SINDICATG B B2 Bs B4
AL 100 80 S0 90
Az 80 70 60 B85
Az S0 50 40 70
Ad o 40 15 10

% DE AUMENTO CON RESPECTO Al SALARIQ

ACTUAL.

4Qud estrategias les conviene aplicar al sindicato y a la empresa

si desean obtener un beneficio dptimo?.

SCLUCI OM:

Es claro que este es un juego para dos personas de suma cero, en

donde el jugador J: ex el sindicato y el jugador Jz la empresa. Las

estrategias para cada bando, asi como la matriz del juegoe ya se

proporcionan.

Realizemos el calculo del valor inferior y el
para ello hagamos uso deo Ia matriz del juego.
surnesal e Ba Ba Be | o
SINDEICATO
Al 100 80 50 90 S50
Az 80 70 60 85 60
A3 50 50 40 70 40
A3 0 40 15 10 (]
21 100 80 60 90

Se obtiene que:

:ﬂmix{ 50, 60, 40, 0 } = 60

vator superior,

# = min{ 100, 80, 60, 90 } = 60.
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Esto indica que el juego tiene un punto de silla. Por lo tanto
v = 60.

La estrategia maximin del sindicato es A2 Es decir, e doherd
mantener con una posicicn de tal forma que sus demandas sean
exageradaxs, esto le proporciona una ganancia del 60X sobre el

salario actual.

La estrategia minimax de la empresa es B3z Con ello, ‘estard
suponiondo que las demandas dael sindicato seridn leves, lo cuallle’
permite establecer que el minimo de los miximos porcentajes a i]qq

le conviono acceder os del 60X.

8) CAMPANA POLITICA DE DOS CANDIDATOS.

Una semana antes de las elecciones, dos candidatos a la presidencia
de una alcaldia municipal, consideran a las mismas tres comunidades
como importantes y merecedoraz de una seorie de visitax. Ya que
ninguna visita es uUtil a menos que se haya realizado suficiente
trabajo de avance por parte del! grupoe deol candidato, cada
candidato deberad hacer planes antes de saber la eleccidn realizada
por su oponente. Los grupos comisionados por ambos ladozx muostran
idénticas proyecciones. La siguiente tabla da la ganancia estimada
C(on miles de votos) para cada combhinacidn de visitas del candidato 1

en esta semana.
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CANDIDATO  IXlCzmunt dxdilcComuntiadzComuntdads

CANDIDATO T i RS T Bz ‘B3

Somunydad . 1

Al 8. Lo -2 4
Comunidod 2 o & T

Az
Comiunydad B B

Ao 2 4 1

MILES DE VOTOS A FAYOR DEL CANDIDATO I

Fa Qué comunidades deberdin visitar ambos candidatos si desean

obtener la me jor votacidn posible en la contienda 7

SOLUCT Ol:

Hay dos jugadores, J1 y Jz, en el juego el candidato I y el
candidato II, respectivamente. El jugador J1 tiene tres extrategias
puras Ai (visitar la comunidad 1), Az (visitar la comunidad 2) y Az
Cvisitar la comunidad 3. Las estrategias del jugador [z coinciden
con las del jugador Ji.

La matriz del juego ex conocida y a partir de €sta encontremos ef

valor inferiar y el valor superior del juego.

n 32 { B, Bz Ba | o
At 8-2 4 |-2
Az -5 6 -6 | -6
A3 2 -4 -1 | -4
o 8 6 4
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De acuerdo a ostos ,céléuio‘s,fsé ,iiéna'quax

a = mdx | ~2; -6, -4 } =.-2
£ min {.8,6, 4 } =4,

Se ha encontrado que « < 7, esto indica que no existe. punto silla

que, por lo tanto, la solucidn esta dada en términos de esirategias’ b
mixtas. Pri -

T 1te, anali

si es que hay dominancia.,- . 7

Como los elementos de Ai son todos mayores que los' respectivoes
elementos de A3, la estrategia A: domina a la estrategia. A3, La
matriz del juego roducida os la siguiante. .

" J2 | 8. B2 B»
Ar 8 -2 4
Az “5 6 -6

De aqui, se tiene que los elementos de B3 son todos menores que
los respoctivos elomaentox de H:, por lo que, la estrategia B2 domina
a la estrategia Bi. La matriz del juego queda.

Jz
Je Bz Bs
A -2 4
Az 6 -6

Esta matriz de juego ya no es posible reducirla, =in embargo

podemos aplicar el metodo algebraico, ya que su dimensidn es de 2Zx2.
Se tiene:
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ys = 1 = yz = 4/9.

Sao han obtenido lLax estrategias mixtas dptimas:
L At Az Az . B: Bz Ba
Je "[2/3 13 o]. Jz '[o 5,9 4/9].

Se concluye que, el candidato I debe descartar por completo las
visitas a la comunidad 3, luego las visitas a la comunidad 1 deben
ser considerada, ya que la probabilidad de votosz a favor seria de
273 en relacidon a las visitas que también debe realizar a la
comunidad 2 en la que, la probabilidad do votos a favor es do 1/3.
De aplicar estos resultados en las visitas, el candidato | obtendra

aproximadamente 2/3 x 666 votos de cada mil a favor en promedio, que

serdan ganados al candidato II.

Por su parte, el candidato Il debe desechar =sus visitas a la
comunidad 1 y dedicarle su tiempo a la comunidad 2 que le garantiza
una probabilidad de 5/9 de votantes en relacidon a su visita a la
comunidad 3, cuya probabilidade de votos a favor ez de 4/9. De no
aplicar estos resultados el candidato II aumentaria en promedio adan

mas la pordida de votos que pudiera tener a favor.
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(_').‘ MISION AEREA DE AEROPLANOS.

El bando A envia dos bombarderos, [ y I, a una misidn contra su
su oponente, el bando B. Fl bombardero | siempre va a’'ta cabeza y el

bombarderc II detras. Uno do los bombard <de ant o no se sabe

cudl) lleva una bomba y el otro acttia coma escolta.

Sobre el territorio de B, los bombarderos son atacados por uno de
los aviones de caza de B. Los bombarderos vuelan en tal forma que si
el avidn de caza ataca al II, sdlo quedarad bajo el fuego de las
armas de I, mientras que si ataca al I, quedarad bajo @l fuego de
las armas de amhos bombacrderos. La probabilidad de que el avidn de

combato zea deorribado ex 0.3 en el primoer caso y 07 en el segundo.

Si el avidn caza no ex derribado, la probabilidad de que derribe
al bombardero que ataca es 0.6 (y, de alli, la probabilidad de que
no lo derribe ox 04> La mizidn de los bombarderos ox arrojar la
bomba en e! objetivo; la del avidn de combate es impedirlo, es decir

derribar et avidn que lleva ia bomha.

a) para el bando A_ 4 Cuil bombardero dobe llovar Ia bomba?

b> para el bando B_ ;A cuil bombarderoc se debe atacar?.

SOLUCION:
En este juego debemos construir la matriz del juego ya que no
esta dada. La ganancia para A conxiste en la probabilidad de que ol

portador de la bomba no sea derribado, por 1o que, las estrategias

de A woni!

Ai1: el bombardero I es el portador de la bombaj
Az: el bombardero Il es el portador de la bomba.

Las estrategias del bando B zon:
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B1: el bombard I es at d
3

B2: el bombardero Il es atacado.

Una vez definidas las estrategias lo que si'ue es construir

matriz del juego. Es decir, se encontrara la sanancla promdlo para

cada pareja de estrategias de la siguiente forma.

1. A1B1 (I es el portador; 1 es atacado)
La bomba soerid lanzada hacia el objotivo si sucede:

derribar al bombardero (0.4 Por lo que

ait = €0.7>C1) + €0.3>C0.4> = 082,
2, AzB: (Il es e} portador; I es atacadad

az1 = 1.
3.”"A1Bz (I es el portador; Il ex atacado?

a1z = 1.
4. A2B: CII es ol portador; Il oxs atacado>

azz = €0.33C1) + CO.7>C0.4> = 0.58.

LLa matriz del juego resultante se muestra a continuacidn

A o.82 1
Az 1 .58
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El wvalor inferior de! juego es =~ = 0.82; el valor sﬁpérior as
2 = 1, ésto indica que no existe punto silla.. Por. lo tanto, ' la

solucidn debe ser una pareja de estrategias mixtas. 'La aplicacidn

del meétodo algebraico proporciona.

i = 0.58 - 1 0.7
€0.82 + 0.58>-C1._.+ 1) E

0.82 - 1 :
€0.82 + 0,58>)-C1. + 1)

Xz =

'€0.825>¢0.58> = 131>
TO.62 + 0.587-¢1 + 17

o : 0.874 - 1
Lyt gEE T v T o

yz =1 - 0.7 = 0.3,

La estrategia dptima del bando A es:

- Ay Az
0.7 0.3
Esto indica que, el bombardera [ debe ser el portador de la bomba
con mas frecuencia que el bombardero I, Como v = 0874 é&sta
resulta ser la probabilidad de que el portador de la bomba no sea

derribado y, por lo tanto, pueda arrojar la bomba hacia el objetivo.
La estrategia dptima del bando B es:

Bz

- 1
B =
0.70.3).

Lo cual indica que el bombardero I debe ser atacado con mas

frecuencia que el bombardero L
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ANEXO A: OR{GENES DE LA INVESTIGACION
DE OPERACIONES.
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RESUMEN HI‘ST_‘ORICO‘DE LA INVESTIGACION DE OPERACIGNES,

‘Lus orlsenes del campu de estudio  conocido’ como '[u'vas!,ig"aci‘oryn du

,Operaciones a diler‘ent_ia de vbras dreas de la uﬂ.émtlct

1 col Ll'n io” son muy’ recivnles, puas =

I.e siglo. Comu cualquier otra dlst_lplin

ia “nada, sino~por~ el resuttado de varios procesos que sae - di
independlantemenl.e Y yue en ella cristalizaron. : ’ :

Su..desarrollo encuentra sus vestigios en la'Segunda:lduelfrﬁ
Mundial en la cuat, la administracién militar do Gran Bretaha' llaing
a un equipo de cientificos para que estudiaran. los .problenas

tacticos y exlLratdgicos asociadox a la defensa derea y terrestre dek

pais. Su objetivo era determinar la utilizacion de los recursos
militares limitados, Las aplicaciones incluian entre otras, estudios’.
de utilizacion mis efectiva del radar recientemente inventado. El
establecimiento de este equipe cientifico marcd la primera actividad

normal de Investigacion de Operaciones.

El nombre de Investigacidn de Operacianes fueé dado aparentemente
porque el equipo estaba lievando a cabo la actividad de investigar
operaciones (militares). Desde su nacimiento, este nuevo campo de
toma de decisiones se ha caracterizado por el uso del conocimiento
cientitico a traveés del esfuerzo de equipos interdisciplinarios, con
el propodsite de determinar la mejor utilizacidn de los recursos

limitados.

fLos resultados alentadores logrados por los equipos de
investigacidn de operaciones l;rita'nlcos. motivaron a la administra-
cidn militar de los Estados Unidos a comenzar actividades similares.
Las aplicaciones é©xitosas de los equipos de Estados Unidos
incluyeron el estudio de problemas logisticos de distribucidn de los
recursos militares dispersos por todo el mundo, la invencidn de
nuevos modelos. de vuelo y la utilizacidn efectiva del equipo

elactrdnico, entre otras,



Despues de la guerra, el éxito de los equipos militares atrajo la
atencion ‘de los administradores industriales, quienes .| estaban
buscando soluciones a sus problemas, los cuales estaban llagando a
zer mis agudos debido a la introduccion de la especializacidn
funcional on las organizaciones empresariales,  esto origind  la
busqueda de herramientas efectivas emanadas de la Investigacion de

Operaciones que resolvieran esos probloemas.

Aungque. se ha acreditado a Uran Brotaiia la. iniciacidn ‘de la:-
Investigacion de Operaciones como nueva disciplina; los Estados’;
Unidos tomaron pronto ol liderazgo en este campo’ rapidamente’ -

creciente.

Los modelos primitivos de programacidn matematica utilizados en
Investigacidn de Operaciones e encuentran en los trabajos 'dol
economista Quesnay en 1759. Lox modelos lineales, tienen como
precursores a jordan en 1873, Minkowsky on 1896 y a Farkas en 1903,
Los madelos dindAmicos probabilisticos tienen su origen en Markov a
finales del siglo pasado. Los modelos de tineas do ozpera se
originan con los estudios de Erlang a principios del =xiglo XX,
miontras que los modelos de inventarios, asi como el de tiempos y
movimientos, se lleva a cabo en los afios veintes de este siglo. El
probloma de asignacion e estudia por los hungaros Konig y Egervary
en la segunda y tercera ddcadas de este siglo. Yon Neumann cimenta
1a Taeoria de Juogos en 1928 y dosarrolla m#s tardo la Teoria de
Preferencias en colaboracion del economista 0. Morgenstern. Los
problemaz de distribucidn to ostudian por @l ruse Kantorovich en
1939. £1 Matematico norteamericano George B. Dantzig desarrolla el
Método Simplex en el verano de 1947, dando origen a la Programacidn

Lineal.

En la década de los cincuenta con el desarrollo de las
computadoras y el interds despertado on los administradores
industriales la Investigacion de Operaciones se extiende y sus

principales colaboradores, entre otros sont
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Richard Beilman en Programacidn Dindmica. Kuhn. y Tucker ‘en
Progzramacidn No Lineal. Gomory trabaja en Programacidon Entera. Ford
y Fulkerson =e dedican a Redes de Optimizacidn. Markowitz realiza
estudios en Simulacidn. Arrow, Karlin, Scarf y whitin en Inventarios
Raiffa participa on Anadlisis de Doecisiones y Howar prosigue aestudios

de los Procesos Markovianos de Pecisidn.

La generalizacidn de la Investigacidon de Operaciones han tratado
de darla Churchman, Ackoff y Arnoff a quienaes so debo la siguionte
definicidn:

“La Investigacion de Operaciones es la aplicacidn por grupos
interdisciplinarios del mdtodo cientifico a problemas relacionados
con el contro! de fas organizaciones o sistemas (hombres-maquina?, a
fin de que se produzcan solucionaes que me jor sirvan a los objetivos

de toda la organizacicn”.

Cabe aclarar, que la mayoria de quienes practican los diferentes
campos de la ciencia, algunaxs vaces ni siquiera lox han dofinido
aceptablemente. Sin embargo, la anterior definicidn sienta una base
Gtil para adquirir un conocimiento inicial de la naturaloza de la
Investigacidn de Operaciones, especialmente cuando se le relaciona

con los antecedentes histdricos que so acaban de describir, %
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STADOQ ACTUAL ¥ ENSERANZ A,

Actualmente 1a Investigacion de Operaciones se aplica aon al
scctor: privado 'y publico de paises desarrollados como en vias de
desarroilo, en dreas como la industria, el sector salud, comunica-

v -ciones’y transportes, asi como en el sistoma educativo entre otras.

Por su parte, la Programacion Lineal, ha sido utilizada en
problemas de combinacicon de materiales, transportacidn, asignacidn
de personal y en problemas alimenticios, La tearia-de lincas de
espera ha tenido su aplicacién eon problemas referantes a la
congestion del trinsito Jdereo y telefdnico, al igual que en el
mantenimiento de miquinas sujotazs a descomposturas. Las rodes do
optimizacidn han desempefiado un papel importante cuando se trata de
resolver problemas da construccidn de oleoductos, canleondo
eldctrico, flujo de productos y reduccidn de costos, entre otros.
Ltas domis ramas de la Investigacidn de Operaciones tambidn han

tenido €xito cuando se les ha aplicado a diversos contextos.

Mas precisamente con el fin de conocer los avances logrados en
esta disciplina, en 1972, 'E. Turban precontd un (nforme acerca do
una encuesta relativa a actividades de Investigacidn de Operaciones
que proporciond una instantinea de las actividades en 1969Y. Se
enviaron cuestionarios por correo a fos directores de Investigacidn
do Operaciones-sCiencia do la Administracidn (como tambidn =me lae
conoce) de 475 compafifas. Estas compafiias fueron seleccionadas de
una lzta de la revista Fortune sobre ilaz S00 mis importantes,
usando lax 300 corporaciones industriales mas grandes, S0
corporaciones industriales extraidas de las colocadas entreo al fugar
300 y 500, y ias 25 compafiias mds grandes en cada una de las
catogorfas de servicio, bancos, empresas de sarvicio publico,

comercio, seguros y transporte.

1
4. pp. 5,6, 121
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fueron regresados 107 cuestionarios; de &stos, 47 o casi lar
mitad) mencionaban que tenian un departamento especial én su
administracidn que se encargaba principalmente de actividades de
Investigacidn de Operaciones. Ademds, 13 compaiiias indicaban que
pretondian establecer un departamento de este tipe on un futuro
cercano. Ademis, las tasas de crecimiento causan la impresicon de que
al 4% de estas compaiiias tenian establecidos lox departamontos antes
de 1950, el 15% entre 1951 y 1959, el 50X entre 1960 y 1965 y el 30X
despuds de 1965, Otro hallazgo un tanto interesante es que casi
todos los departamentos informaban directamente al presidente, al
vicapresidente o al contralor de la compaiifa La investigacidn
tambidn indicd con qué amplitud se habfan aplicado las tdcnicas de
Investigacidn de Uperaciones a los proyectos comunes; los resultados

se muestran en la siguiente tabla.

TECNICAS No.DE PROYECTOS[FRECUENCIA DE USO <24
AMALIRIE ESTADISTICO EE) 20
S IMULACION EXY 25
PROGRAMACION LINEAL st Lo
INVENTARLOS ') o
PERT CPM 13 -
PROGRAMACION DINAMICA ) o
PROGRAMACION NO LINEAL @ “
COLAS 2 [
PROGRAMACION HEURISTICA 2 1
DIVERSOR 0 -

Resulta evidente que, en general, las técnicas usadas con mayor
amplitud fueron el analisis estadistico, simulacidn y programacidn
lHneal. Ademis, la encuesta reveld que en la mayoria de los

proyectos reportados se usd la computadora.
Un estudio similar es llevado a cabo afios mds tarde por W. N.
Ledbetter y J.F.Cox, cuando en 1977, informaron acerca «de una

encuesta también realizada con informacidn de la revista Fortuna.
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Se conzideraron 500 empresas (lista de 1975) referante a la
utilizacidn de las técnicas de Investigacidn de Operaciones en
ellas. Se obtuvieron 176 respuastas. De ellas se concluyd que ef
andlisis de regresidn, programacidn lineal y simulacidn eran las mds
populares, reforzando en consecuencia el estudio do Turban. Ledbater
y Cox preguntaron acerca del uso comparativo de siete técnicas de
Investigacidn da Operaciones y se les pidid a las compafiiaz que
indicaran la frecuencia de usc en una escala de cinco puntos. La

tabla sigulonte muoestra estos rosultadosm.

NG -DE GRADG DE USO Cde
TECNICA RESP. [1(NUNGA> 2 3 4 sy Frec. > |MEDIA
ANALISIS DE
T4 e. 5 2.7 A7T.d 2. O -0. s 8., &7

REURESION
PROGRAMAGCION LINEAL k) 15.4 14.31 21.8 165. T 22. 0 3.206
SIMULACION

"EN PRODUGCION 7o Le.4 46. 7 3B. 7 24.9 az. o s. 04
MODELOS DE_REDKS ao BO. 4 29.0 13.9 10. 1 3.6 Z. 14
TEORIA OE COLAS 71 3.5 #AD. 4 18. 9 B.S [ L.0a
PROORAMACION o 53.6 836.2 7.2 O.0 2.0 1.a62
LINAMICA

TEORIA DK JUEQJOS a7 89.? 23. 4 8.0 4.0 0.0 1.01

-
L3% pPArTentajes que se muemtran estan bissdos en et
rumers de revpuestias para cida lecniza.

En México, la Investigacidn de Operaciones se utiliza dentro del
sector de servicios publicos, entre otros en la Compaifiia Nacional de
Subsistencias Populares, Secretaria de Obras y Servicios Publicos,
Secretaria de Comunicaciones y Transportes, Secretaria de Recursos
Hidraulicos, Comisidn Federal de Electricidad, Instituto Mexicano
del Seguro Soctal, Departamento del Distrito Federal, Petrdleos
Mexicanos, la Secretaria de la Presidencia, e! Banco de México y Ia

Secretaria de Educacidn Publica.
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Se han fundado en todo el mundo sociedades profesionales
dedicadas a este campo y a actividades relacionadas. En los Estados
Unidos, la Operations Research Society of America, ORSA,(Sociedad de
Investigacidn de Operaciones de America), establecida en 1952, y The
Institute of Management Science,TIMS, (Instituto do Ciencias do 1a
Administracidn?, fundado en 1953. Ademas existen asociaciones

Canadienses, Eurcopeas, Asiiticas y Latinocamaricanas.

La mayoria de estas organizaciones se encuentran afiliadas a la
International Federation of Operational Research Societiex, IFORS,
(Faderacidn Internacional do Sociedadex de Investigacidn de
Operaciones). Se editan periddicamente en los diversos organismos
publicaciones que informan =sobre nuevas investigaciones v

aplicaciones en este campo.

En Mdxico existe el Instituto Mexicano de Sistemas e
Investigacidn de Operaciones, A.C., IMSIO, fundado en 1981. El cual
tiene entre otrax funciones, organizar sesiones de trabajo,
conferencias, seminariox, asi como la publicacidn de matorial de

investigacion y divulgacidn.

En la mayor parte de los paises que practican 1a Investigacidn de
Operaciones se han implantado programas profesionales y do posgrado
(maestrias y doctorados) en esta especialidad. En el caso de México,
la Universidad Nacional ofrece esta opcidn a través de la Divisidn
de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria y del Instituto
de Matemidticas Aplicadas y en Sistemas. Mientras que on ol Instituto
Politécnico Nacional en la Unidad Profesional Interdisciplinaria de
fngenteria y Clencias Sociales y Administrativas.

En el nivel de Licenciatura existen una gran diversidad de
carreras en donde se abordan en sus respectivos planes de estudio
tamas sobre Investigacidn de Operaciones. Algunas de ellas =zon;
Actuaria, Matemadticas, Contaduria, Ingenieria, Administracion de

{

P as y Eco a, entre otras.
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En el Nivel Medio Superior se encuentra informacidn sobre
problemas de programacidn lineal en los libros de apoyo para los
estudiantes de Preparatoria del Sixstema Nacional de Educacidn para
Adultos, asi como en los

programas de la Escuela
Preparatoria. Con

Nacional
o que respecta a

tas demds instituciones
educativas consideradas en este estudio no se encuentran indicios

szabre la enseifianza de estox tdpicos, siando en exte zentido, como =o

pretende contribuir con la realizacidn del presente trabajo.
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ANEXO B: INSTITUCIONES EDUCATIVAS
CONSIDERADAS



Existen en nuestro medio educativo una gran diversidad de centros
docentes publicos Y privados que ofrecen fos estudios
correspondientes al Nivel Medio Suparior (bachillerato), cada uno
con esquemas propios en el contenido de fos planes de estudio.
Muchos de ellos dependen directamente de la Secretaria de Educacidn
Pdblica, mientras que otros de Universidades o Centros de Estudios

similares.

De esta forma en la Universidad Nacional Autdnoma de Mdxico ee
encuentra ia Escuela Nacional Preparatoria (EN.P.> y e! Colegio de
Cloencias y Humanidades CC.C.H.). En ol Institato Politdcnico
Nacional se cuenta con los Centros de Estudios Cientificos vy
Tecnoldgicos (C.EC. y T.», y como Organismo Daescontralizado del

Estado se tiene al Colegio de Bachilleres <C.B.).

Se han'tomado como base a las instituciones antes mencionadas del
Nivel Madio Superior para la realizacidn de la propuesta de temas.
Considerando que no se pretende que sean estrictamente
representativas de todos los organizmas do este nivel, sin ombargo,
si resultan una buena muestra de lo acontecido en el Distrito
Foderal., Con ello hay que destacar quoe muchos de lox centros
docentes publicos y privados de las entidades federativas, por
diversas razones, han ajustado sus programas y planes de astudio a

lox de estas instituciones educativas,

En lo que sigue se hace una breve descripcién de las cuatro
instituciones; se hace notar @l ailo deo su fundacidn, algunos de los
factores que intervinieron en su creacidn, asi como algunos de sus
fines y principios que rigen =u marcha. Al final o6 anexa ol cuadro
que contiene los contenidos de la materia de matemdticas, dicha
informacidn servird para desarrollar el andlisis sobre los mismos on

el capitulo 1.
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A) ESCUELA MACIONAL PREPARATORIA CUN.AM.D.

La fundacidn de la Escuela Nacional Preparatoria fue ordenada por
la ley de 2 de diciembre de 1867; osta ley y el reglamento de 24 de
enero de 1868 establecieron el plan de estudios bajo el cual iba a
funcionar el nuevo establecimiento. Fue patente que la inauguracidn
de la Escuela tuvo lugar el 18 de enero de 1B68; on la inteligoncia
que se estima que el principio de los cursos se fijd para el to. de
febrero de exse afio. Claro es que la organizacidn de la ensefianza
para el Distrito Federal y el establecimiento de ta Escuela Nacional
Preparatoria conztituian una novedad agresiva y una reforma a fondo.
Pronto los ataques y las maniobras emprendidas en su contra también
iban a manifestarse. En verdad la existencia de la preoparatoria y la
accidn emprendida‘ para atacarla iban a constituir un capitulo mis
de la lucha entre el Nuevo Ragimen y el antiguo Rdgimen, puox el

plantel era un cambio en orden a la preocupacidn educativa, al que

d

tenfan que oponerse los int.

El fundador de la Escuela Nacional Preparatoria fue don Gabino
8arreda, abogado y meédico, alumno de Augusto Comté, el fildsofo y
mocidtogo francds, a quien se tiene como ol padre del positivismo.
Esta doctrina =irviéd de base idecldgica a Barreda con objeto de

organizar los estudiox do la nueva escuela.

No puede perderse de vista que !a encomienda que le did el
presidente Juidrez fue en los momentos inmediatos a la restauracidn
de la Repiblica. Eran los tiempox en los que habia que consolidar
los cambios econdmicos, politicos y sociales de Mdéxico. De otro moda
los riesgos y los sacrificios por los que acababa de pasar la nacidn
quedarian en cosas vanas y con resultados estériles. La primera
modificacidn hecha al lema de Comte: “Amor, Orden y Progreso”, fue
ta de “Libertad, Orden y Progreso”, con la cual Barreda ponia de

manifiesto el conocimianto que tenfa de la realidad mexicana.
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El contenido educativo en las Ciencias se acogid en los estudios
preparatorianos, especialmente el de las matemdticas. En el nuevo
plantel los wmétodos de comprobacidn sustituian al principio de
autoridad y a la educacidn verbalista propios del Antiguo Régimen.
Adomas los diferentes grados on la ensefianza de las matemditicaw
darian capacidad al alumno de razonar sin los malabarismos de la
escolistica, antes bien con 1a ldcida manera de las verdades que
admiten demostracidn. Las matemiticas servian de base al aprendizaje
del razonamiento ldgico y por esto fuo al propdsito de colocar a fa
Ldgica en los afios superiores de la Preparatoria, una vez que el
educando habia astudiado aritmdtica, algebra, trigonomotria

analitica y las nociones fundamentales del cadlculo infinitesimal,

Los conocimientos de los fendmenos naturales, del mundo fisico
que rodaea al hombre, de los antecedontes histdricos racionales y
universates, y el acercamiento a las lenguas clisicas y vivas, esto
Gltimo para complementar ol extudio dal castellano, =1 blen daba ila
impresion de constituir una ensefianza enciclopédica, el propdsito
estaha on apartarse de lo ruperficial de la ensefanza, con obhjoto do
imprimir profundidad a los conocimientos. Asi lo aconsejaba 1a
propeddutica, con miraz a la oducacidn superior. Si a la
Preparatoria se le tomaba como el puente entre el plantel elemental
y la escuela profesional, esntonces £ buscaba que al
profesionista adquiriese conocimientos que lo llevaran a servir

mo jor & la mociedad.

A la formacidn del plan de estudios siguid la designacidn de ia
planta de profesores. Se acogid a maestros con el mayor prestigio
intelectual de la dpoca. Fue de rigor que osae prestigio estuviora
fincado en el campo de las nuevas tendencias educativas, o bien
dispuesto a servir a los propdsitor del flamante establocimiento.
Liberales como Ignacio Ramirez e Ignacio Manuel Altamiranc quedaron
vinculados a la ensefianza preparatoria; naturalistas como Alfonso
Herrera y Leopoldo Rio de la Loza, rominticos a la manera de Manuel
M. Flores,
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Adn’ en los aspectos politicos xe fueron aceptando personas
vinculadaxs con el partido conservador o que habian servido al
imperio de Maximiliano. Lo importante era que fuesen personas
calificadas en sus especialidades y que tuvieran la calidad moral

para preparar a las nuevas generaciones.

Ex obvio que las incidencias del medio politico tuvieron que
repercutir en la conducta de los hombres en el poder, asi como en el
Colegio de San Ildefonsao. Si dentro del régimen habianse operado
cambios ideoldgicos y de concepcidn para los asuntos del gobierno,
do la Preparatoria habian egresado dos o maxs genoraciones, cuyos
puntos de vista, ante los problemas nacionales discrepaban, segun
quedd comprabado en la actuacidn do ellas. Cabe =zmefialar que ozta
renovacion en las generaciones ha sido fundamental para la vida de
la Preparatoria la que, hay que repetirlo, se fundd con sentido
nacional y para servicio de la Nacldn se ha conservado como plantel

educativo,

Justo Sierra, discipulo de Gabina Barreda, estuvo en posibilidad
de completar y dar cima en el campo de la ensefianza a la educacidn
nacional, Al sostener que la ensefianza en ol segundo grado debia ser
eminentemente positiva, sin negar la importancia a la Metafisica,
antes bien reconaciendo que ex la filosofia de una religidn o de una
irreligidn; y que , como decia Paul Janet, la Metafisica brota de la
Teolagia y hay un parentesco y una afinidad estrechisima ontre sus

doctrinas,

Sierra explicd que, si se enseifiara la Metafisica era, preciso dar
ia palabra a la vez al .nnpirltuausm, al materiatizmo, al
panteismo, al pesimismo, al agnosticismo. E interrogaba: g Y como
exciuir alguno de eollos sin atribuir al Estado el papel! de definidor
de un dogma filosdfico, sin resucitar e! concepto bizantino de la
omnisciencia y do la omnipotencia gubernamental? LY cdmo dar la
palabra a todos sin hacer terminar el ciclo de estudios

preparatorios en el caos y la noche intelectual?.
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No era que se negara el trascendental interdés de esos problemas,
sino que debfa evitarse crear “la mds desastrosa anarquia
intelectual que produce en los cerebros jovenes el remiconocimiento
de sistemas de lucha, cuando ain no tienen elementos de juicio

suficiente para abstraer una verdad total y amimilirsela’.

En orden a la organizacidn de la ensefianza, bajo la inspiracidn
de Justo Sierra, la rama de Humanidades tomd la categoria que
amoeritaba, equiparandola eén importancia a la rama de Cioncias. Desde
entonces, hasta nuestros dias, las Ciencias y las Humanidades
constituyen las ensefianzas parateias en la Escuela Nacional

Preparatoria.

De la vida activa que siempre se ha lIlevado en Ila Escuela
Nacional Preparatoria es razdn cierta y encomiable el paso de las
diferentes generaciones de alumnos y profesores. Por sus frutos son
conocidox. Ante la impocibilidad de ampliar el registro do nombros,
se enuncian algunos. El “Ateneoc de la Juventud*®" cuyos principales
exponentes fueron Antonioc Camo y Josd Vasconcelos; la generacidn da
1915, despuds conocida como la de los “Siete Sabios”, en donde
brillaron alumnos como Manuel Gdmez Morin y Vicente Lombardo
Toledano; la generacion de 1929 que obtuvo la autonomia
univerzitaria y luchd por la libertad de catedra, contd entre sus
principales componentes a Ale jandro Gomez Arias y a Salvador Azuela,
a los que hay que agregar a Raul Noriga y Josd Mufioz Cota;j; ol grupo
de los “barandales®, coetdneo a los alunnos que fueron Octavio Paz,
Manuael Moreno Sianchez, Roberto Guzmin Araujo y Josd Manual Torin
Mata: Todos ellos son muestras eminentes de lo que el plantel de San
fldefonso ha rendido en su misidn de proeparar a las nuevas

soneraciones.
La ensefianza de las Humanidades implantada por Justo Sierra trajo

consigo la pléyade de humanistas lalcos, maestros, Francisco Canale,

Jesis Diaz de Ledn y Francisco Rivas,
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Los poetas modernistas asimismo encontraron en la Preparatoria
una tribuna de sus ensefianzas de literatura y por eso en los cursos
o en conferencias los nombres de Enrique Gonzidlez Martinez, Luis G.
Urbina y Amado Nervo, prestigiaron a la enseiianza. Con el paso de
lox afios siguid la costumbre y asi, Ramdn Ldpoz Velarde, Jaime
Torres Bodet y despuéds literatos como Agustin Yafiez engalanaron el
cuerpo docente del plantel. Del grupo de historiadores 1a
remembranza se fija en Fernando Iglesias Calderdn, historiador
liberal; en Eulalia Guzmin que durante el curso de su vida ha velado
con gran dignidad intelectual por los fueros del indigenismo

mexicano.

No estd fuera de propdsito recordar que en las paredes de la
Preparatoria renacid el muralismo mexicano, y que en el Anfiteatro,
asi como en lox corredores, tos tres grandes muralistas: Josd
Clemente Orozco, Diego Rivera y David Alfaro Siqueiros, tanto como
sus respectivos alumnos, unieron sus esfuerzos para adornar los

patios de la escuela.

Por cierto, al mismo tiempo en que se presenciaba el renacimiento
del! muralismo mexicano, la generacidn de 29 cursaba =sus afos
preparatorioxs y entre el nimero de laxs alumnas se contaban Frida
Kahlo y Helia Bravo; la primera que fue insigne pintora, y Helia que
dedicd una benemérita labor a estudiar y clasificar cientificamente
a laxs miles de plantas que constituyen por excelencia la flora

mexicana, como son las cacticeas.

De entre los fildsofos destacd el maestro Miguel Angel Ceballos
para quien la iLdgica ex reflaxidn sobre la ciencia y por ende es una
teoria de la ciencia. Pues dice que la 1dgica se mueve en el trabajo
de ensefiar a conocer, dentro de los rexsultados de las clencias
particulares; en ellas descubre la exsencia del metodo, definicidn,

hipdtesis, principio, ley y prueba.
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Por 1o que se refiere a los maestros de ciencias la ndmina es
abundante pero a grandes trazos deben registrarse los nombres de los
Diaz Covarrubias; afiox mds adelante, Nipoles Gandara, Arturo
Lamadrid, Manuel Ldpez Aguado y Sotero Prieto; a Isaac Ochoterena el
{lustre naturalista; y como se sucedieron los afios, Nabor Carrillo
Flores, Marcelino Garcfa Junco, Carlos Graef Ferndndez y Héctor

Murillo han dictado las clases de Matematicas, Fisica o Quimica.

El acierto de las designaciones se ha hecho mis riguroso para los
casos de lox directores de la Preparatoria. Y de nueva cuenta el
rogistro de lox nombres debe cefiirse al minimo por exigencias de la
brevedad: A hombres tan ilustres como los primeros positivistas
Gabino Barreoeda, Porfirio Parra, Manuel Flores han sucedido an Ia
direccidn del plantel Miguel Schultz y Antonio Caso. Ezequiel Chavez
que del positivismo advino a un catolicismo laico. Moisds Sdenz.
Yicente Lombardo Toledano que del catolicismo fue rehaciendo su
cultura hacta llegar al marxismao. Padro de Alba, el ingigne
humanista; Rad! Pous; Vicente Méndez Rostro, illustre maestro de

literatura.

Algunos de los eogresados de la Preparatoria, con el tiempo
llegaron a dirigir a la Universidad de Meéxico. entre algunos de
ellos podemnos citar a los rectores: Antonic Casa, José Vasconcelos,
Manuel Gdmez Morin, Alfonso Caso, Genaro Ferniandez Mc. Gregor, Nabor

Carrillc y Javier Barros Siorra.’

Lox planex de estudico de la Exscuela Nacional Preparatoria suman
un total de catorce que van desde el primero puesto en funciones en
1868 hasta el mix actual aprobado en 1964, que como ya se menciond,

es el que aun esta vigente aungue con diversas modificaciones.

terol. taon.
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Una vez hecha esta remembranza histdrica de la Escuela Nacional
Preparatoria, retomamos el caso particutar de la materia de matema-
ticas., Para ello, lo que resta por mostrar es el siguiente cuadro en
donde aparecen los contenidos de la materia que son ensefiados

durante los tres afios. Esta informacidn P de a los p &

vigentes a partir del afio de 1974.'

fete. t2m. ]
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B) COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES CU.N.AM.D.

El 26 de enero de 1971, el Consejo Universitario, ante la necesidad
de la Universidad de formar nuevos tipos de profesionistas vy
especialistas que {a realidad nacional requiere, y para etliminar
Cal midximo posible) las fronteras artificiales entre fos distintos
campox del saber humano, aprobd la creacidn de un nuevo organismo!

el Colegio de Ciencias y Humanidades.

Los objetivos generales del C.CH., para todos sus niveles de

ensafianza, sont

1. Extablecer e! mecanismo pormanonte de innovacidn do la Universi-
dad, capazr de realizar funciones distintas sin tener que cambiar
toda su estructura universitaria, adaptando ol xixtoma a los

cambios y necesidades de la propia Universidad y del pais,

2. Preparar estudiantes para cursar estudios que vinculen las
bhumanidades, las cloncias, las tdcnicas, a nivel de bachillerato,

de licenciatura, de maestria y de doctorado.

3. Proporcionar nuevas oportunidadex de estudio acordes con el
desarrollo de flas ciencias y las humanidades on el siglo XX y
hacer flexibles los sistemas de ensefianza para formar
ospoecialistas y profesionistas que pusdan adaptarse a un mundo
cambiante en el terreno de la ciencta, 1a técnica y fa estructura
social y cultural ’

>

Intensificar la interdisciplina entre especialistas, escueias,
facultades, centros e instituciones de investigacidn de la

Universidad,

5. Promover el mejor aprovechamiento de los recurzos humanos y

tdcnicos de la Universidad.
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OBJETIVOS DEL BACHILLERATO.
Los objetivos generales del ciclo de bachillerato del C.C.H., son:

1, El1 desarrollo (integral de la personalidad del! educando, su
realizacidn plena en el campo individual y su cunplimiento

satisfactorico como miembro de la sociedad.

2. Proporcionar la educacidn a nivel medio superior indispensable
para aprovechar las alternativas profesionales o académicas
tradicionales y modernas, por medio dol dominio de los metodos
fundamentales del conocimiento <los meétodos experimental e

hintdrico sociald y do lozm lenguajec (egpafiol y matemiticasd.

3. Constituir un ciclo de aprendizaje en que se combinen eo! estudio

en las aulas, en el laboratorio y en la comunidad.

4, Capacitar a los estudiantes para desempefiar trabajos y puestos en
1a produccidn y los servicios, por su capacidad de decisidn y de
innovacidn, sus conocimientos y por la formacidn de su

personalidad que implica ol plan acaddmica.
PLAN DE ESTUDIOS.

El bachillerato del CCH aparece socialmente comprometido con el
cambio; académicamente, con la ciencia, y pedagdgicamente, con la

participacidn de los educandos.

Una concepcidn simplificada de 1a clencia, como un proceso
stempre repetible de observacidn, racionalizacién y aplicacidn o
comprobacidn, permite comprender, con claridad el sentido deo las
asignaturas que constituyen el plan de estudios del bachillerato del
C.C.H, la estructura de cada uno de sus programas, y la soleccidn de
experiencias de aprendizaje propias del sistema de ensefianza del

mizmo.
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Si entendemos a la ciencia como un proceso social e hixtdrico de
sistematizacidn del conocimienta comprobable y transferible, serad
rdcil reconocer en ese proceso tres faseos principales que se
necesitan y se repiten dialécticamente, Quienes pretenden hacer
ciencia observan, primerao, los diversos fendmenos o cambios que Ila
realidad les presenta; en segundo lugar, formulan hipdtesis
racionales que permiton establecer relaciones causales de caridcter
general <(leyes)? y en un tercer paso, ratifican estas hipdtesis

moediante la comprobacidn o aplicacidn.

El plan de extudios del bachillerate del CCH.,, y todas las
actividades que rige, estan orientadas a facilitar que los educandos
puedan aprender cdmo os quao ze aprende. Por esta razdn, o= indispoen-
sable recordar siempre que lo que se persigue fundamentalmente es
que los alumnos cobren conciencia del mdtodo con el que estin
logrando los conocimientos, asimildndolos, interpretandolos,

sizstematizindolos, aplicandol Lo

P diat es facilitar a lox
estudiantes la posibilidad de repetir y recuperar la experiencia de

hacer ctancia.

Toda esperiencia de aprendizaje, toda sesidn de trabajo, toda
unidad temdtica, todo programa de asignatura y el mismo plan

goneral, tienoen como pri

al p idn facilitar a los alumnos
1a toma de conciencia sobre las condiciones y los mecanismos por los

que se adquiere un conacimiento sistematizado.

La exporiencia de aprendizaje mds tipica szeori la solucidn de
problemas. La sesidn de trabajo fomentard la reflexidn en cosuin y

buscard la sintesis colectiva o individual
La unidad temitica, estard dada por la unidad de objetivos de

aprendizaje dentro de programas de asignatura que siempre hardn

oxplicito @l mdtodo por el que el conocimiento =e adquierae.

242



E! plan mismo estA disefiado de manera que los tres primeros
semestres hacen particular énfasis en la forma de conocer la
naturateza (Area de! mdtodo expearimental) y la sociedad C(drea de
andlisis histdrico-sociald, asi como las formalizaciones del
lengua jo espafiol y las matematicas. El cuarto semestre, en cada una
de las areas, insistirda en la sintesis racional: teorias matemiticas
y sintexis de geometria y dAlgebra, mdtodo experimental, teoria de la
historia, ensayos de investigacidn y andlisis de la expresicn
escrita, Los semestres quinto y sexto, formados por asignaturas
optativas, tnsistirdn en ia comprobacidn del dominio de los metodos
de conocimiento y su aplicacidn a campos especificos de la ciencia
buscando, por una parte, la formacidn universal de los alumnos vy,

por otra, la orientacidn profesional y la ¥ it idn propeddutica

al nivel de licenciatura.

Hay que hacer hincapi€ en que cada curso dard una visidn
introductoria y general de la asignatura, y, de ninguna manera, una

especializacicn en la misma.

E1 bachillerato del C.CH., pretenderid poxibilitar, en sus
egresados, primero, una actitud ante la realidad y el conocimiento

cientifico de la misma; segundo, la aptitud de reflexidn metddica,

ist iti y rig asi como las que se requieren para inquirir,
adquirir, ordenar y calificar informacidn. Por ultimo, en el curso
de lax asignaturas que componen el plan de esxtudios, los alumnos
deberan obtener la informacion o los conocimientos bdsicos que los
capaciten para estudios szuperiores. Ezx obvio, sin embargo, por la
sola extensidn del universo de informacidn, que ningdm fruto durable
podrd obtenerse =si no so 'logra l1a capacitacidn actitudinal y

motadoldgica propugnada.

En resumen: para entender y valorar la significacidn de cada una
de las asignaturas concretas que integran el Plan, serd indizponsa-
ble ubicarlas siempre en el drea y semestre a que corresponden.'

I
wfr. t2a).
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Peglas y craiterios de aplicacidn de! plan de estudios.

10. El estudiante que haya cubierto todos sus creéditos de! presente
plan podri seguir cualquier carrera de la Universidad o cualquiera
de las combinaciones de carreras lncordisciplln;\rlas que establezca

el Colegio de Ciencias y Humanidades al nivel licenciatura.

Su dominio basico de las matemditicas, del mdtodo experimental,
del andlizis histdrico-zocial, su capacidad y hébito de lectura de
libros cldsicos y modernos, su conocimiento del lenguaje para la
redaccidn de escritos y ensayos, su capacidad de informarse y
documentarse para la elaboracidn de trabajos y de organizar el
material en ficheros, notas, cuadros, azsf{ como su posibilidad da
leer y traducir un idioma extranjero, en particular el inglds o el
francd=s, le permitirin, con probabilidados de ¢&xito, meguir las
carreras existentes o las interdisciplinarias que se creeen pues se
buscara que al final de su formacidn sepa aprender, sopa informarse
y estudiar sobre materias que adn ignora, recurriendo para ello a
los libros, enciclopedias, paeriddicos, revistas, cursos
extraordinarios que xiga fuera de programa, sin pretender que en la
Unidad se do una cultura enciclopddica, sino los mdtodos y tdcnicas
necesarios y el hdbito de aplicarlos a problemas concretos y de

adquirir nuevos conocimiaentosn.

Se extenderd diploma de bachilloer a los alumnos que hayan

cubierta todos los créditos.

El estudiante estard capacitado igualmente para desempeiiar
trabajos y puestos en la produccidn y fos servicioz por =u capacidad
de decisidn, innovacidn, estudio y por 1a formacidn de la
personalidad que implica el plan acadeémico, pudiendo complementar su
cultura con otra técnica y aplicada, ya sea mientras sigue los

cursos acadamicos del plan, ya sea una vez terminado el mismo.
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2. Unidades Teécnicas y de Artes Aplicadas. La Unidad Académica
elaborara proximamente planes de estudio para el adiestramiento de
los alumnos en técnicas, artes aplicadas y oficios que se impartiridn
a lox alumnos: a> en las propias escuelas de la Universidad que ya
participan en este tipo de ensefianza, como la Escuela Nacional de
Artes Pldisticas, en la Escuela Nacional de Mudsica, los centros de
extensidn wuniversitaria; b en lax unidades que =e funden on lo
sucesivo; ¢? en los centros de produccidon de servicios que
establezcan planes de cooperacidn para la formacidn de personal
tdcnico. Estox estudios tendrdn cardcter optativo. Se extendera
diploma de tdcnico, nivel de bachillerato a los estudiantes que
cumplan con los planes respectivos y podrin extenderse antes de que

ol estudiante termine el plan acaddmico del bachillerate.

3. Permanentemente el Colegio revisard y en su caso, actualizard
el plan de estudios. Los preogramas deberidn ser publicados

anualmente.

4. Cada plantel de la Unidad Acaddmica organizard confarencias
destinadas a explicar el presente plan de estudios y sus reglas de
aplicacidn, Organizara conferencias y mezas redondas oxplicando el
significado de las materias dtiles para los distintos tipos de
trabajo interdisciplinario, etc. Las conforencias de orientacidn
deberin versar tambidn sobre técnicas, oficios y artes aplicadas, Se
publicarin cuadernos de orientacidn profesional sobre las distintas
materias y su relacidn con la formacidn humanista clentifica,

tecnoldgica y artistica, etc,
5. Los alumnox podrdn, sin azistir a clases, acreditar los cursos
de lenguas extranjeras mediante un examen que demuestre su capacidad

de traduccidn y comprensidn del inglds o frances.

6. La metodologia de la onsofianza hard énfasis en el ejercicio y

la pridctica de los conocimientos tedricos impartidos.
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En los talleres de redaccidn se haran ejercicios de composicidn,

restimenes, cuadros clasificadores, notas, ensayos o articulos.

Par tiltimo, es necesario hacer notar que los egresados de las
nuevas unidades academicas podrian seguir cualquiera de las carreras
profesionales que ofrece actualmente la Universidad, o las que on el
futuro pudieran ofrecerse, con la particularidad de que el bachilter
egresado de estas unidades, segtn se dijo antes, contaria no solo
con la formacidn tedrica fundamental correspondiente a este ciclo de
estudios, sino como es deseable con un adiestramiento prictico y
tecnico que lo capacitaria para incorporarse productivamonte al

Lrabnjo.‘

A continuacidn se muestra el cuadro de los contenidos de la
materia de matemdticas que e imparte en el Colegio de Ciencilas y

Humanidades, éstos corrosponden a los publicados en 1979.z

toud. pp. 1esaez. 7

Zote, tzen : 8
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C) COLEGIO DE. BACHILLERES.

El Colegio de Bachilleres esx una institucicén oficial creada en el
afio de 1973 cuya funcidn es la de proporcionar educacidn en el nivel

moedio supaerior a. los agr d de d im, p F 1 pPara

continuar estudios en las instituciones de ensefianza superior y°
capacitarlos para que puedan incorporarse en actividades socialmente

productivas,

La institucidn cuenta con modernos planes y programas de estudio,
funcionables instalaciones y profesorado eficiente eon continua
actualizacidn, con el fin de que sux alumnos logren una adecuada

formacidn integral

Das de sus objetivos fundamentales estin encaminadox a
proporcionar a los estudiantes una formacién propedeéutica y una

capacitacidn terminal.

Formacidn propeddutica. Es la preparacidn que ofrece la
institucidn para que sus egresados puedan continuar estudios de
nivel supaerior. El plan de ostudios del Colaegio de Bachilleres busca
lograr wun equilibrio entre laxs disciplinas cientificas y las
humanisticas, para que sus alumnos puedan posteriormente afrontas

con éxito el estudio de cualquier carrera profesional.

Capacitacidn terminal Tomando en cuenta que en ocasiones los
egresados del ciclo de bachillerato no pueden o no desean xeguir
estudios por diverszas causas, o que necesitan trabajar para poder
realizar sus estudios a nlvc‘l superior, @l Colegio de Bachillerex
ofrece a sus alumnos una preparacidn tdcnica que los capacita para
@l trabajo. De exta forma, sus egresados pueden incorporarsce a la

vida econdmica del pais y contribuir a su desarrollo. A este

paecto, el Colegi de Bachillores procura que la capacitacian
especifica que proporciona a sus alumnos sea fundamentalmente

prictica.
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Otras actividades. Para que los alumnos logren una verdadera
formacidn integral, el Colegia de Bachilleres les brinda ia
oportunidad de desarrollar sus actitudes artisticas y deportivas,
con la orientacidn de profesores competentes. Los alumnos que 1o
deseen pueden formar parte de lox tallares do teatro, danza, artes
plasticas o misica; o bien, pueden organizarse en equipos para

précticar algin deporte.

Ademis, el Colegio de Bachilleres organiza oventos culturales de
diverso tipo, con el objeto de apoyar el ambiente académico de la
institucidn: visitazs a museos, concursos dae aratoria, de cuento, de
poesia; conferencias, mesas redondas, cine~clubes, etc. Igualmente

d en p t, un

organiza la participacidn de los alumnos int
servicio social, en forma de brigadas de apoyo a programas

comunitarios Catfabetizacidn, reforestacidn, otc.).

El Colegio de Bachilleres cuenta con modernas aulax, laborataorios
y talleres, salas audivisuales y Dbibliotecas. Ademds, ofrece
sorviciox de orientacidn escolar y vocacional asi como atencidn
médica, a fin de contribuir al buen desarrollo académico y fisico de

sus alumnos.

Dado que es una institucidn oficial, los estudios que realizan
sus estudiantes =xon reconocidos por todax las instituciones de
enzeflanza superior. Exto wignifica que el egresado del Colegia deo
Bachilleres puede inscribirse en cualquier universidad o institucién

do onsefianza superior deol paiw, si cubre los requizitos deo ingreso.
Cada semestre el Colegio de Bachilleresx recibe nuevos alumnos y
los requisitos para itngresar son haber concluido lox estudiox del

clclo moedio baxico (secundaria) y aprobar ol concurso de seloccidn.

Aparte dol sistoma excolarizado, el Colegio de Bachilleres cuenta

con un sistema abierto de ensefianza.
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Este sistema esta destinado para agquellas personas que por algun
motivo no han continuado sus estudios de bachillerato y no pueden
asistir regutarmente a clases. A4un cuando una persona haya de jado de
estudiar hace tiempo, si tiene completos sus estudios de secundaria,
puede inscribirse en el sixtoma abierto deot Colegio de Bachillores y

cursar el ciclo de ensefianza media superior.

El sistema abierto se basxa en el autodidactizmo, es decir, en la
capacidad para estudiar por cuenta propia en el tiempo y lugar que
se tenga disponible. No hay limite de edad para inscribirse en este
sistoma abierto. Sus estudios tienen igual rigor y validez que los

reallzados on el sistema escolar.’

Las dreas de capacitacidn terminal que se cursan a partir del

tercer semestre al sexto, son las sigulentes:

> Administracidn de recursos humanos.
Empresas turisticas.

Laboratorista quimico.

Pibujo industrial.

Organizacidn y mdtodos.

Dibujo arquitectdnico y de construccidn.
Biblioteconomia.

Contabilidad.

Higiene y seguridad en el trabajo.

VO NOo U A WN -
¥ v WYYy v

-
o

Socliedades cooperativas.

En el cuadro siguiente se muestran los contenidos de ia

toria de matemdticac quo e imparten on ol Colegio de Bachillores

con modificaciones que datan a partir de 19827

t
vid. pp. 19t-1P3. (17,

Zitr. tam. -]
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D) “CENTROS ° DE ESTUDIOS CIENTIFICOS ¥ TECNOLOQGICOS (LR

El 'Instituto Politédcnico Nacional, participe activo en la Asociacidn

Nacional de Universidades e Institutos de Ensefianza Superior, desde

hace muchos afias atras, y miembro de su Consejo Nacional, ha
aportado sus experiencias y ha recogido las que han vivido otras
Instituciones,

Como conzoecuencia de los acuerdos de la ANUIES, en torno a la
educacidn media superior tomados en Villahermosa en abril de 1971,
to aprestd a reoestructurar este ciclo educativo trayendo como
consecuencia la creacidn de los Centros de Estudios Cientificos y

Toecnoldgicos que iniciaron su funcionamiento en septiembre de 1V71.

Cabe recordar que aun antesx de la fundacidn del Instituto
Politécnico Nacional su cicloe de educacidn media se fe denomind
inicialmente Preparatoria Tdcnica que comprondian cuatro afios de
estudio. En 1935 se subdividid en dosx niveles, la Prevocacional de
dos afios (correspondiente al ciclo do educacidn madia badxicad y ia
Yocacional de dos afios (correspondiente al ciclo de educacidn media

superior). Ti d. in la P fonal so organizd on tros aiion
P Lod L34

operandose en su estructura académica algunos cambios hasta quedar
eztablacida on 1959 la Secundaria Tdcocnica denominandose entonces
Escuelas Tecnoldgicas, Estax se suprimieron del Instituto
por Docreto Promidencial on el afic de 1969, por lo cual, quedd

udnicamente dentro del Instituto el ciclo Vocacional

Este ciclo Vocacional debemos recordar que también fue objeto, en
el transcurso del tiempo, de modificaciones en su estructura
académica, pues, habia Yocacionalexs especificax para determinadas
Escuelas Superiores y en 1963 se introdujo una madificacidn para
crearse la Preparatoria Tdcnica, que siendo de dos afios, el primero
era comim y o) segundo contenia varias opciones cuya formacidn

proped€utica servia para determinadas Escuelas Superiores.
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Ahora con la Reforma Educativa, en septiembre de 1971 astas
escuelas fueron objeto de una reestructuracidn académica radical
para denominarse Centros de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos. Su
estructura académica estd disefiada para cursarse en tres aiios
subdivididos on sois semestres acaddmicos, a travds de los cuales,
2l mismo tiempo que se da una formacion de Bachilleres en Cienciax
=@ otorga un adiestramiento y capacitacidn de orden tdcnico, que
permite ajl educando que cada dos semestres adquiera un credito que
lo califica como tdcnico en una especialidad, lo que constituye las

salldas colaterales.

Al finalizar los seis semestres, el educando recibe su diploma de
Bachiller en: Clencias de Inganieria y Fisico Matomdticas, Ciencias
Médico Biologicas y Ciencias Sociales y Administrativas. Con esta
formacidn puede proseguir estudios superiore=s bilen sea en el propio
Instituto Politécnico Nacional, en los Tecnoldgicos Regionales o en
una Universidad. Recibe adamas provio servicio social y tesis
correspondiente el Diploma de técnico en ta especialidad que haya
cursado. Es decir, la fase terminal en este tipo de Instituciones
permite tres opciones: una, continuar estudios .técnicos; dos,
continuar estudios universitarios y tres, incarporarse a los
procesos de produccidn. Esto es alcanzable en vista de que se otorga
& los estudiantes wuna formacidn cientifica oestricta, combinada
armdnicamente con una formacidn humanistica y ademias una

capacitacidn tdcnica especializada.

Con este espiritu renovador, la primera Yocacional que fue objeto
de esa transformacidn fue la No. 6 correspondiente al &drea de
Ciencias Mddico Bicldgicas, la dual fue stmultaneamonte dotada de un
edificio que facilitara las labores académicas reestructuradas.
Sucesivamente se fueron transformando todax las Vocacionales y se
concluyd en esta formacidon a las Escuelas Técnicas a nivel medio
como son las Escuelas Tdécnicas Industriales: Wilfrido Massiou, Juan

de dios Bdtiz y Luis Enrique Erro.
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De esta suerte el nivel de Educacidn Media Superior en el
instituto Politécnico Nacional se atiende ahora en lox Centros de

Estudios Cientificos y Tecnoldgicos.

Al mismo tiempo que se llevd a cabo la reestructuracidn académica
en estos nuevos Centros, se tomaron las medidas necesarias para
dotarlos de las instalaciones adecuadas en talleres, laboratorios y
equipo para facilitar su desarrollo; pero ademds, en algunos de
@llox e han introducido implementos modoernos de educacidn como son
los circuitos cerrados de television y los laboratorios de idiomas.
Los primeros se instalaron aen los C.EC. y T. nimeros 2, 4 yv 8 y low
segundos se instalaron en los GEC. y T. numeros 5, 7 y Luis

Enrique Erro.

En cuanto a las pradcticas escolares, ahora se han hecho
extensivas a los C.E.C. y T., dado que los alumnos ahora tienen una
formacidn mis complota que les pormito acudir a Ids diversosx Centroz
de trabajo y produccion a observar los procesos industriales y
participar en ollox de suerte que opera on forma sficliente el Plan

Escuela-Industria.

Las carreras técnicas que se imparten en cada uno de los Centros
de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos dependientex del Instituto

Politécnico Nacional, son las siguientes:

1. Area de Ingenieria y Ciencias Fisico~-Matemdticas: Teécnico en
Electrdnica, Tdcnico en Maquinas y Herramientas, Tdcnico en
Construccidn, Técnico Electricista, Técnico en Fundicidn, Técnico en
pibujo Industrial, Tdcnico Industrial, Tdcnico Mecinica, Tdcnico on
soldadura, Técnico en Plasticos, Técnico en Mantenimiento de
Maquinas e Instalaciones Industriales, Tdécnico en Programacidn,

Técnico en Maquinado y Metrologia, Tdcnico en Comunicactones

Eldctricas y Tecni en Sist Termi
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1L _Area 'de Ciencias - Médico-Bioldgicas: = Técnico - Laboratorista

Quimico y Tdcnico en Agrobiologia.

111, Area de Ciencias Sociales y Administrativas: Tdcnico en
Administracidn de Empresas, Tdcnico en Contabilidad Industrial,
Tdcnico en Comercio Exterior, Teécnico en Economia y Estadistica,
Tdcnica Fiscal, Tdcnico en Administracidn Financiera, Tédcnico en
Mercadotécnia, Técnico en Administracion de Empresas Turisticas,
Técnico en Contabilidad, Tdcnico en Yentas y Técnico en Direccidn de

oficinas.'

Hasta aqui se ha descrito a grandes rasgos el origen de los
Centros de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos. Lo que so muoestra on
el siguiente cuadro es la informacidn en cuanto a los contentdos de
los temaz de matemdticaz que szon impartidos en dichos Contros,
estos corresponden a los afios de 1989 y 1990, Se tomd como

referencia a los dal Area deo Cloncias Sociales y Administrativas?

toid. pp. 27270, (20
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COMENTARIOS FINALES,

£l compromiso por buscar y proponer alternativas que fortalezcan
los programas educativos es permanente, motivo que condujo a la
realizacidn del presente trabajo. Es evidente que en el terrenc
matematico faltan cosas por hacer, ya que los cambios que continua-
mente experimenta la sociedad en ot dmbito cientifico~tdcnico obliga
a actualizar constantemente sus contenidos, aunado tambien a la
problamdtica inherente oen lox procedimiontos que se siguen en su

enseflanza.

No seria sorprendente encontrar datos estadisticos extremistas
que indicaran la poca inclinacidn que tienen los estudiantes de
bachillerato por jas matemdticas. Asimismo, si se tomard en cuenta
el indice do deszaercidn que ocurre en lax escuelasx donde se imparte
la carrera de matemiticas, se veria que la aguda situacidn que se
premonta an esta ciencia no sdlo s propia de un detorminado nivel
escolar, sino que se presenta tambi€n en los demds que integran el
Sistema Educativo Nacional Extaz y otras reflexionexz se podrian
hacer en torno a esta problemdtica educativa, en esto resalta lo

alguiontar
1) La formacidn reciente de la actividad matemitica en Mdxica,

2» Falta de informacidn en lo que respecta al panorama de las

aplicacionexs de esta ciencia.

3) La carencia de programas de estudio atractivos para los

estudiantes.
Con estosx y otros factores se percibe la nocesidad de acercar a

otro tipo de matemdticas a los estudiantes, de tal forma que sean

congruentos con =us intereses y lag circunstancias cambiantes.
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Atiora bien, como respuesta a la interrogante planteada sobre la
utilidad de la matemsdtica que es preciso responder en el bachillera-~
to, se ha propuesito como ob jeto de estudio en este nivel educativo a
tres teécnicas matemdticas situadas dentro de 1a Investigacién de
Operaciones. De es}.a forma a la vez se pretende contrarrestar la
deficiencia encontrada en los programas de estudio sobre la falta de

aplicabilidad con que se presentan los contenidosx de esta materia.

Con el desarrollo de las tres técnicas, en la segunda parte se ha
establecido una metodologia que puede ser empleada al abordar el
estudio de cada una on el bachillerato. En este cantido so trata de
hacer énfasis en la forma en que se puede inducir al educando a
cultivar ol aprendizaje a travds de una merie do reflexiones que lo

conduzcan al descubrimiento.

Con todo, para poder llevar a cabo el desarrollo de la propuesta,
fudé necesario exhibir parte do los objotivos que se persiguen en la
educacidn, ademas de justificar objetivamente la incorporacidn de
los temas factibles de ser ensefiados en el Nivel Medio Superior.

Para terminar es necesario agregar las siguientes consideraciones:

1. La ensefianza de la matemitica debe ser adaptada a las necesi-

dades de los distintox tipos de estudiantes del bachillerato.

2. Debe hacerse dinamica la instruccidn matemditica manteniendo una

estrecha relacidn con los avances que acontecen en la sociedad.

3. Los cambios o modificaciones que sean realizados en los progra-

mas do emtudio deben estar sujotosx a una adecuada planeacidn.

Finallzo diciendo que e=sta aportacidn a perseguido como idea
esencial, la de participar en la continua edificacidn de un ambiente

académico propicio que coadyuve a consolidar la matemitica en

nuestro medio educativo,
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124]) Colegio de Cienciax y Humanidades, U.N.AM., Dir. de la Unidad
Académica del Bachillerato, Programas de estudio de 1a materia
de matomidticas, 1079,

(251 Colegio de Bachilleres, Dir.de Planeacidn Academica, Programas
de estudio de la materia de matemadticas; 1982, 1983 y 1988.

126) Centros de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos,l.P.N., Dir. de

Educacidn Media Superior, Programas de estudio de la materia

de matemiticas; 1989 y 1990,
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