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PRESENTACION. 

El objot.ivo del prasent.o t.rabajo es hacer una propuos;t.a educat.iva en 

Ja mat.er·ia du mat.emát.icas en ol Nivel Modio Superior, así como 

indicar- algunoE de los f"act.ores on los programas de ost.udio do est.a 

mat.er·La que han cont.rihuido a hacerla poco at.ract.fva para el 

ost.udianf.o do es:t.o nlvol. De ost.a. f'orma. so propano Ja incJu.slón en 

los program..~ do est.udio a una do Las herramientas m.-"llt.emát.fcas que 

act.ualmcnt.e se ut.Uiza par<=t resolver una gran diversidad do 

prohlenias pr.<ict.icos. la lnvest.igación do Operaciones. 

Una de las inquiet.udos que conducen al est.udio del Conórneno 

oduca.t.ivo do nuast.ro país. os encont.rar rospuest.as a In nocosidad 

quo t.ionen los educandos y .:. su voz tos proCosores do t.ran.srnit.lr 

conochn.iont.os quo vayan a la par con los: catnbios quo so producon on 

la sociedad y los avances cfent.ÍCico-t.écn.tcos. Por lo quo los planes 

y prog1•aina.s ost.udio do las ln$t.it.uclonos oducat.lvas cobran una 

considerable import.ancia al rospect.o, 

Es rrecuent.o que et est.udiant~e de bachillerat.o se pregunte ¿para 

qué sirvan las inat.ornát.lcasi?. prog:unt.a que so ha ropot.ldo un años 

ant.oriores. y quo una gran ma.yorla la seguirá h.actondo al prosoguir 

sus ost.udios: proCos:iona..hn:. A posar do que la respuqst.a oxls:t.a, puoJi1 

sólo bast.a con ndrar el mundo que nos rodea para. int.uir la amplia 

gama do poslbiltdados que •-lene ost.a cioncla para <lo:o.ocribtrlo. 

Ahora bien. durant.o la CormaclÓn educat.iva dol ust.utliant.o 

cornún que cuast.tono a quion le pret.undo enseilar· rnat.emát.ica.s sobro el 

¿por ~t..!'Ó'? y ¿p ... a·a qué? do dot.orminados: conc;:opt.os o t.onla.SI' quo so 

abordan, :siendo lo usual ol no recibir rospuost.as sat.isf"act.orias 

en ost.os casos, no obst.c"l.nt.o sor ost.as int.orrogant.os do suntc-. 

import.ancia en el proceso de la enseñanza, 
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En est.as circunst.ancias. el uso do las mat.emát.icas para resolver 

problemas de la vida real juega un papel muy import.ant.o. y las 

inquiot.udos do los ost.udiant.os por sabor ol carnina quo dobará sor 

recorrido en su acont.ecer educativo deben encontrar respuestas 

ciar-as y objet.tvas. 

Por t.al nv::>t.ivo. la part.o cent.ral del t.rabajo est.á delineada por 

las int.errogant.es arriba cit.adas y su desarrollo se ha dividido en 

dos part.os. En la prlmura re.atiza. un análisis sobre los 

cont.enidos de la mat.erta de ma.t.emát.icas en ol bachillerat.o. los 

rosult.ados: del mis;imo hacon vor la n11cosid.ad de incorporar ol os:t.udio 

de t.res áreas situadas dentro de la Invest.i:;actón do Operaciones. a 

saber1 Prograrn.ación Lineal. Análisis do Rodos y Toaría do Juegos, En 

la sec;unda se oCect.úa el desarrollo de los t.res t.ema.s propuest.os y 

con ello se señala una rnot.odolog{a a seguir para la enseñanza do 

los mismos. 

El anexo A se ocupa para most.rar un panorama hist.órico de la 

lnvest.lgaclón do Oporacione1111 y p.art.o du &U act.ual du:¡¡arrollo• 

ndent.ras que en ol anexo B, :se hace una descripción da cada. una de 

l.ns inst.lt.uclonas: educat.ivas quo han sido con.sldoradas para U. 

roalizacidn del desarrollo de la pr•opuost.a; ést.as son: Escuela 

Nacional Pr11parat.oria. Coluglo da Ciencias y Hurnanidado&, Colug:lo du 

Bachilleres y los Cent.ros de Est.udio:s: Cient.iCicos y TecnolÓ;icos. 



PARTE I: LAS MATEMATICAS 
EN EL BACHILLERATO. 
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CAPITULO 1. 

ANALISIS COMPARATIVO DE LOS PROGRAMAS VIGENTES 

t.1 lnt.roducción.. 

t.Z Los objet.ivos educat.tvos en el bactúllerat.o. 

t.3 Anáusis do 10111 cont.enidos do ma.t.omát..lca.w. 

t.4 Conclusiones del a.n.áltsis. 

t.5 lnvost.Jgac:i¿n do Operaclonosu una alt.ornat.iva. 
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t.t. INTRODUCCION. 

El objelivo de esle capít.ulo consist,o en cundament.ar ta propucn;t.a 

para la incorporación de loinas de lnvest.igactón de Operaciones on el 

Nivel Modio. Superior Cbachiller.at.o>. Para oUo. roa.liza un 

análisis comparat.ivo do los cont.enidos de la materia de matorn..-{t,fcas 

en las cuat.ro inst.it.uciones: oducat,ivas quo han sido t.omadas como 

base. 

Por lo c:eneral. los planes y pro:;ramas do est.udio de bil.chiUorato 

dlst.an mucho de ser los idóneos para Uovat• a cabo una adocuada 

enseñanza. Así por ejemplo. la enseñanza de la matemát.ica suele ser 

pura. con muy escasa inCorrn.ación en cuant.o n las aplicacfones qua sro 

pueden t.encr en esta cienci;¡. Por lo que se h.ace indispensable que 

est.o ost.udio vaya acompañado con alguna aplicación malo.rn..."1.t.ica olomon. 

t.at. pa.ra hacer más dinámico y menos rí:;ido est.e proceso educat.lvo 

en un nival en el que ol ost.udiant.o dobo por-cihtr la nucosidad do 

estudiar los concoplos y las t.eor•ías mat.emát.ícas r;enera.lcs . 

Asimismo. notorio .los programas de mat.om..-{f,icas .la 

rapet.it.ividad do t.em.as que se prosent.an. t.ant.o por lo-s vis;t.os dos:de 

la secundaria. corno on el ciclo mismo det bachillorat.o. Do igual 

m...'llnara puado cues:t.ionarse la vlgoncla de tos prog•'ama.s, algunos do 

tos cuales resultan obsolet.os. dados los avances qu" so han 

exporirnentado en la sociodad en los Úllimos Años. 

Es claro quo a.l evitar los def"oct.os qua so ovidoncian on los 

programas,. y subst.it.uirlos por su cont.rapart.o miras 

mojar perCecciona.rlos. ost.ará cont.ribuyendo lograr-

entendimiont.o do la m.at.ernát.tca por part.e del ost.udiant.o do 

bachillerat.o. Es an os:t.a dirección on la quo se oriont.a la propuost.a 

educat.tva. cuyos Cundamentos se basan en el análisis do los 

cont.enidos prosram.át.icos. ya quo óst.a es una f"orma do col1'Kl so puodo 

det.ect.ar la ratt.a de ap.licabilidad con la que se acost.umbra enseñar 

la mat.erta de mat.em.át.tcas. la vez que det.ermJnan las 
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asig:nat.uras 

propuost.os. 

las cuales posible lnt.roduclr los t.emas 

Est.e capit.ulo se desarrolla do la manera siguiente: en la socctón 

t.2 se señalan alg:unos de los objo<t.ivos que so deben do cumplir en 

la educación. en p·art.icular los objetivos que so pet•sir;uen en el 

bachillerat.o y los objet.tvos por alcanzar la n\aturia do 

mat.em.át.icas en est.e nivot. Asintismo. se rnenciona part.o de la 

problomát.ica subyacente on la búsqueda del cumplimlent.o de est.os 

principios. 

En la sección 1.3 se realiza el análisis sobro los cont.enidos 

programá.t.icos de la mat.erta de rnat.emát.lcas en ol nivel oducat.ivo 

ant.es mencionado. En la sección 1.4 Se enuncian los rosult.ados 

encont.rados en el análisis eCect.uado y Cln.altnant.e, en la sección t.5 

sa propone la inclusión en los programas de est.udio a t.res áreas 

slt.uadas en Ja lnvest.lgactón de Operaciones. 
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1.2. LOS OBJETIVOS EDUCATIVOS EN EL BACHILLERATO • 

.. 'to ha.).• noc::idn grand9 si su escuela 

no ·9$ buena. Principio de educactdn: 

la orcuola como tnstituc'\Ón normal do 

un país, depende mucho mds del air·e 

publico '"'" queo •ntogramento flota quu 

del atre pedagógico artificialmente 

producido dentro do sus muros"" 

Jo!:f!i Ortega .).' Ga.s.::-et 

El punt.o cent.raJ de t.oda tn.st.U.ución educat.iva es e.l plan de 

est.udios; comprende t.oda.s: Jas act.ivtdado.s: progr~m.ada.s: quo 

proporcionan al maestro la labor de Jn.st.ruir. est.o es, para hacer 

que la enseñanza progrot.:e hacia Cinos proviarnont.o ost..ablocidos. 

Forman part.o de ÓJ Jos estudios de Ja cinncia, el JonG:uaje, las 

art.es y ot.roS" campos ost.udtados por Jos educandos. AJ ros:poct.o,. •1 

art.. 45 de Ja Ley Fodet-al de Educación e:stableco: .. El con~enjdo de 

Ja oduc.actón se def"intrá an lo• planos y program.;;ll:m., Jos cualus mu 

CormuJarán con miras a que el educandoi 

l. DcsarroUe su capacidad de observación., análisis, int.errolación 

y deducción,; 

U. Reciba armónJcament.e los conoctmient.os t.oóricos y prá.ct.icos 

de la educación~ 

IU. Adquiera visión de Jo genera.1 y de lo part.tcular,; 

IV. EJerctt.e la rof"luxtón crít.tca; 

Y. Acrecient.e su apt.it.ud do act.ua.Uzar y mojora.r 

los; conoctrnlent.os; y 

VI. Se capacit.e para el t.rabajo :socialment.o út.U'"., <Ley tV73>. 
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En t.n"1 sant.ido rest.ringido, el plan do est.udios es un arreglo 

stst.emát.tco de cursos dest.inados a sat.isf""acer las necosidades de un 

al~o o do un grupo de alumnos. En su sent.ido más amplio, comprando 

la t.ot.alidad del ámbit.o escolar, incluidos t.odos los cursos, 

act.ividados y promociones: of'rocidas a los est.udiant.os. ent.ro ot.ras 

cosas. Las rn.a.t.orias- do lnst.rucción organizadas por unidades. las 

cuales deben ser seguidas y cumplidas. conf""orman el programa de 

est.udios; óst.os a su vez est.án const.lt.uidos por los t.em.as, subt.emas 

y los cont.enidos. 

Desde luer;o que ol éxlt.o quo so pudlora ref'lejar on una oscuola. 

dependo de los principios y de la operatividad del plan de est.udios 

es;¡t.ablecido para s:u f'uncionantlont.o. Para olla. un.a do las f"ilosoCÍas 

adopt.adas para hacer que un plan oducat.ivo alcance sus f'lnes 

propuest.os, consist.e on el cumpllnúont.o de una t.rlplo oxlgoncia, a 

sabor: en primer t.Órmino, tos objet.ivos que a t.ravds de Ól se 

perciben: un "para qué". En segundo lugar, la mat.eria objot.o de ta 

enseilanza: un "con qué··. Y f'inahnent..e, los procedimient.os adocuados 

para lograrlo: un .. cómo ... 

En la t.area. do hacer dol educando una persona ·cult.a. es f"ácil 

111dvert.tr que Corm.ación est.a dircct.ament.o ligada los 

lineamlont.os emanados del plan do ost.udios, do ah{. quo la 

observancia de los mismos deba de ser de sunaa import.ancia.. Puos: on 

ellos: '"º doposit.an. los objet.ivos: mismos del concept.o de oducaclón 

que so han desarrollado en nuest.ra sociedad. 

Una manera de dilucidar los objet..ivos que se persiC!::uen en el 

proceso educat.tvo, as:{ corno ':a problernát.tca genurada on t.orno a 

ellos, conslst.e en recurrir a la jerarquización est.ablecida en el 

Sist.erna Educa.t.lvo Nacional sobre las et..apas o ciclo$ por las quo 

t.iene que pasar el educando en su quehacer académico. Y de cst.a 

Corma, part..icularizar el Nivel Medio Superior <bachillorat.o>, quo 

es el nivel escolar en donde se stt.úa el est..udto del presente 

t.rabajo. 
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El bachillorat.o const.tt.uye ont.re nosot.ros el ciclo superior da la. 

enseñanza media. El tnCerlor corresponde a la Escuela Secundaria. 

dapondlant.a da la Sacret..aria do Educación. Eat.a ciclo no pueda 

considerarse colJK) una simple ampliación del precedent.e. Tiene 

Cina.Uda.des muy dist.int.as. osonciahnont.e Cormat.lv.--s do la 

personalidad y alcun.as especif"icas. de preparación para una carrera 

proCaslonaL 'sus objat.lvos podr{on oaquornat.lzarae da la 111,gulont.o 

f"orma: 

t. Desarrollo int.eg:ral de las f"acult.ades del alumno para hacer de él 

un hombr-a cult.lv.ado. 

2. Formación de un.a disciplina tnt.elact.ual. que lo dot.a do un 

espírit.u cient.if"lco. 

3. Formación de una cult.ura ;eneral que le de una escala de valores. 

4. Form.:"l.ción de una conciencia cívica que le def"ina sus deberes 

í'ront.a a la Camilla, Cront.o a su país y Crant.o a la humanidad. 

5, Preparación especial para abordar una dolornlina.da carrera 

prof"esional. 

Sat.isCacer est.os requerimient.os educa.t.lvos demanda t.luirnpo. 

consagración y ancauzanúont.o do la vocación. Para lograr sus f"rut.os, 

el bachlllerat.o ha do buscar ol equilibrio de sus Cinalidades 

part.icularmant.a ant.ro la Cormación ciont.{Cica y la hutnanÍlillt.ic--. del 

educando. No se puedo inspirar en Cines purament.e pragmát.icos de 

preparación para C..O"la carrera ospocÍCica.. Dobo ser in.ás amplio, m-'s 

universal. más int.e=ral. donde se den lo mismo el desarrollo de los 

valoras esplrit.ualos: qua ol de las apt.it.udes concrot.as qua demanda 

una proCosión. 
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La educación cient.ÍCica que se impart.e en eJ bachillerato no 

consiste en una simple acumulación de conocindent.os de las diversas 

dicclplina.s qua f"orm.a.n ir;:,J mundo do la clon.cla, gfno on la f"ormaclón. 

do una disciplina ment.aJ, en la Cormación de un crít.erio, propio de 

un espirlt.u crit.fco que razona. Busca quo eJ a.Junano se OKplique el 

cómo y, de ser posible, el por-qué de los f"enómenos de la naturaleza, 

a.s:i corno comprender las leyes que los rigen. 

La educación humanist.ica que se impart.e no se concibe en el 

sent.ido habtt.ual, como Ja adquisición obli«ada de J.enc;uas clásicas 

y de las cult.uras do la a.nt.tgÜodad, part.icularrngnt.o la grgco-rornana. 

Con t.odo y su import.ancta innegable su orient.acJÓn va en otro 

s:ont.ldo, corno rgsult..ado do las o><igoncia.s do nuaRt.ro t.tempo. 

Buscando el desarrollo de una cultura propia del mundo de hoy, viva, 

dinámica, verdadoro hum.anls:rno moderno quo porslga ol conocimient.o 

del hombre, de su medio Clstco, de su hist.oria, do sus relaciones 

coctalo&, del mundo de mus Ido.as, 

Del corrvct.o oquillbrlo ont.ro o:s:t..-ui dos f'"orin.a.s¡ do uduc.,.ctón, la 

cient.írica y Ja humaníst.ica, es como ha de resul_t.ar una educación 

in.t.ugral. una armonía. un ol procc¡,¡¡;o f"or~t.ivo del ah .. unno. quc¡, lo 

mtsmo prepara las racuJ.t.adas de su int.elir;encia que arina su 

s;uanslbiltdad y lo mismo Cort..aleco su razón quo pulv :uu ompírlt.u con 

el acorcarntent.o a los valores de Ja cultura. 

De est.a Corma de educación equilibrada, es como el bachiller es 

prctparado cualquiera. que so.a su aspiración pr-of"emtona.L Em por oUo. 

que en est.e ctcJo es una necesidad oCrocer una baso que sea igual 

par.a todo• loe a!umnos. os:· docir, 111oGdlant.e lo quo cu conoce corno ol 

t.ronco común. SÓio después de lo~rada est.a part.e del proceso, 

usuabnont.e en el útt.lmo año del bachillora.t.o, se abordan los 

est.udios especiales de un área dada del conocimient.o, de acuerdo con 

la procesión que s:e pretenda. Ser-'. asto año el complonKtn.t.o da la 

Cormactón integral deJ est.udiant.e de este nivel educat.ivo. 
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Por ot.ro Loado, es: un hecho reconocido por la mayor.ta de las 

escuelas de enseñanza supel'ior deJ país, que el mayor problem.c"'l para 

realizar con áxit.o los es:t.udios proC"es:ionalos os:t.riha on la of'icacia. 

del bachiUeraf.o. De la buena rormación de los alumno:s de est.e ciclo 

y de su C:or·r-oct..a or•iont.aciÓn va a dopendor, en gran parf.o, ol áKit.o 

o el f""racaso de las lnst.it..ucionos del Nivel Superior. 

Es innocable, así mismo, que cualquier persona advier·t.e que la 

marcha do nuos:t.ros: cent.ros oduaat.ivos: proparat.oriosz no h-. alcanzado 

la calidad que se esperaba de ellos. sino por el contrario, se han 

caract.ori:zado por la disminución do cu rendhnient.o os:cola.r. A.si las 

cosas ha sido rrocuent.e que en las Escuelas Prof"ostonales se 

rea.Ucon periÓdicanwnt.o sos:ionos enf"ocad.a.si al an.a.Usis: de es:t.o 

problema oducat.ivo. 

Incidir- sist.emát.icament.e en el t.rat.am.icnt.o de este problema es 

uno do los Ca.ctorns: más urgontos que dubon enca.u.a.r~o con ndras a 

darle solución. puest.o que la mayor población de nuestro país es de 

jóvanes, y muchos de olla$ h.a.br¿._n do concurrir las: aulas: 

educativas de e:st.e y ot.ros niveles. 

Una de las medidas adoptadas t.endicnt.es cont.rarrest.ar las 

doClcigncia.c aeñaladas:, a~{ cotno la de act.uallzar el cont.enido dg La 

enseñanza, f'ue la Jlevada cabo por la Escuela Nacional 

Preparat.orla en 1964 con ol cambio del plan que regia por uno nuevo, 

Ahora bien, haciendo roCorencia a esta inst.it.ución educativa y 

considerando el plan de est.udios en cuest.ión, no dejan de Jlamar la 

atoncldn algunos: do lo& puntos que condujeron a su 4i1!probaciÓn. Más 

precisarnonte, se af"lrrn.a: "En las numerosas Convoncioneso quo se han 

colobra.do on los últ.irnos dlo:z años para dls:cut.ir •1 problema do la 

enseñanza Preparat.oria se han señalado los obst.áculos que más 

import.a remover, Son son.siblornonto loS' mismos on t.oda la Ro¡>Úblic.a, 

aunque varíe su grado de import.ancla de un sit.lo a ot.ro. 
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De cualquier modo, no hay escuela. que no los s:u.t·ra. Oa.st.a.rá con 

enunciarlos para darse cuent.a de su valor: 

J. El gran crecimient.o •siempre en ascenso- de la población esco

lt:.r quo oblig.o1 a cada prof"osor a .o1t.endor grupos muy numerosos 

de alumno~, más allá de lo que permit.e una sana pedag:oc;ía. 

U. La preparacfdn peculiar y limit.ada con que esos alumnos vienen 

do la Eso:cuola Socunda.ria, cada nUÚ;i inclin.ada 'ª 
capacit.ación técnica, sit.uación que aumenta la carc;a de t.rabajo 

del proCea.;or de 1.-.. praparat.or•la. 

JU. La Calt.a genot·al del há.bit.o de ·est.udio do part.o de los alumnos, 

que les Impide aprondor por cuent.a propia y los limlt.a 

Corma pa1;iva de aprendizaje, 

lV. La escasez de prof"osoros do la Preparat.oria y ta dot·oct.uosa 

preparación de muchos de eUos en el aspect.o pedai;;:ó:;tco, ya que 

en Mé)(ico La gran masa del proCes:orado 01o: .aut.odidact.a.. 

V. Los bajos satarios que se cubro a Jos proCes:oros, lo que obliga 

a muchos a lmpar~tr varias cátedras o a dividir su t.rabajo en 

varia&i; act..ividadoar, con n.nngua dot t.iompo quo dohioran dudicar 

a la preparación de sus cursos o a la renovación de sus 

conocirnient.oc. 

VI. La escasez y en ocasiones Calt.a do proCosorado da carr•era quo 

t.rabajen a t.iempo complet.o y se con.sa:;ren de modo exclusivo a 

la enmeñ.anza. 

VII. La os:casez y a voces Ja caronci.a do olon\lllQnt.os m:at.urtaJos 

-laborat.orios, bibliot.ecas, mat.erial audiovisual. et.e.- que una 

enseñanza moderna requiero para ser roalrnant.e oducat.iva, y par.a 

escaparse de la enseñanza verballst.a ent.rando al est.udlo 

dirigido, a la obmorvación y a la OKportment.acidn. 
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VIII. Los deCact.os lnhore-nt.es al propio plan de est.udios a los 

les se ag:rec;an el amont.onamicnt.o de asl;;nat.uras. la lndeClnl-

ción do progranuu;i y o1 apogo 

enseñanza. 

mQt.odo& t.radicionalos do 

IX. La brevedad misma dol t.iernpo que so dest.lna al ciclo prepa-

rat.orlo. Crent.e a la c;ran cant.idad de disciplinas que se deben 

impart.ir y a las Cin.o.Udades especlCica.s quo dobo sat.i5C.acar 

la Preparat.orla.•• 

Es claro que los objetivos quo se persig:uen en lól'l bachillerat.o. 

no podrán roall'Z.-.rso c.-.t.ls;Cact.oria.JnOnt.o. sil a.nt.as 

cuent.a Cact.ores como los expuost.os en est.os punt.os. 

so t.oinan on 

Lo ant.er·lor es un medio conduct.or para reflexionar· con más 
prof"undidad sobre la problem.át.ica educat.iva. ya quo ci co h¡;¡¡co 

t.ra.slación de la mayoría de los punt.os señalados sit.uándolos en el 

mornont.o act.uat. os tn1T1Gdtat.o quo práct.lcarnQnt.o no suCron cambio 

alc:uno. O recíprocament.e. si se enunciaran al~t..rraos de .los problem.a.s 

quo act.ualn.ont.o inCluyon on ol docaindent.o do la c41tlid.ad oduc.at.lva~ 

bast.aría con clt.ar en :;ran part.e los señalados. y quizás aJ~uno.s 

ot.ros. Es docir• ul problema oduca.t.ivo un nuosit.ro p.a.Íu oc un. 

problema permanent.e y cada vez más complejo. 

Con t.odo. los esf"uerzos dost.inados a solucionar est.a problemática 

no parucan ser lo s:uf"lcient.cnnent.o s.at.lsf'act.orlos, coJnO los dadicados 

al cambio del plan do est.udlos de la Escuela Nacional Preparat.or•ia 

ocurrido h.aco snás da velnt.lcinco ai'\og, qt..10 9\Unquo con dlve1•11.su; 

modiCicactones es el que act.ualment.e est.a vio;ent.c. 

Est.a breve incursión nos indica. en términos c;:enera1cs. que los 

f'inos educat.tvos quo s;o porslguon on ol bachlllorat.o dobun cont.orn

plar no solo las direct.rtces de desarrollo de 1 pens..."'\mient.o 

int.elact.ual. sino quo adornás, es; nucosario t.omar on cuent.a. l--.s 

ext.ornaJidades sociales. económicas. poJlt.tcas, et.e. q1.1u pueden 

tnrlulr postt.lva o negat.tvament.e en el proceso educat.ivo. 
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A.hora bien, sit.uándonos: en las ma.t.urias: qua Corinan part.a del plan 

de est.udtos en las: Escuelas del Nivel Medio Superior. se vera que 

Óst.aa co cara.ct.orlxan por la int.orrelación que guardan ont.ra si. y 

cuya Cinalidad esencial en conjunt.o consist.e en la Corrnación 

lnt.ogral dol ast.udlant.a. Cada una. sin embargo, dada sou nat.uraloz.a, 

persigue objet.ivos propios que la det.ermlnan. Oc est.a Corma, en el 

cama part.lcular dg la rn.at.arla da nuat.ernát.lcas, a cont.lnuaclÓn me 

describen los objet.lvos que en ést.a se persi~uen: 

t. Ut.ilizar el mét.odo cient.ifico para organizar los procesos del 

pansam!ant.o. 

2. Ut.ilizar la mat.ernát.ica como un lenguaje simbólico an la cons;

t.rucctón de modelos que reprcsent.en element.os de la realidad. 

3, Analizar la aplicabilidad de la solución alcanzada. 

4. Solucionar el problema por medio del manejo mat.emát.ico del 

modelo. 

5. Comprender la mat.omát.lca como una cloncla. quu Org:.anlxa y slst.ama• 

t.lza eloment.os de la realidad. 
1 

De los punt.os soi'ialados result.a ovident.e la part.icipación de ost.a 

ciencia en la f"ormación cult.uraJ. del educando. y que aunada a la 

noco•ida.d a.ct..ua.1 quo oxparlnwnt.a ol hombre de conocerla con vl Cln 

de poder ent.ender los avances clent.ÍCico-t.écnicos qua acont.ecen en 

la soctodad, conducen a sU,.uart.. corno una do la.e rn.at.orlas do ost.udlo 

Cundament.ales en el bachillerat.o. 
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Es dtrlcU irRC1ginar inst.i t.ución educat.tva. que pr•et.ond.a 

preparar bachilleres, en donde se prescinda de las mat.emát.icas. Ya 

que una de las caract.orlst.icas do ost.a ciencia. que no se con.sierva 

en et.ras, es su inne:;abte presencia en la IT&il:yoria de las carreras 

pr-oC'esionalos. 

Ahora bien. es un hecho conocido por quionos hacen quo est.a 

ciencia progrese de tas cualidades quo desarroUan º' 
educando aJ t.uner una buena oriont.ación un su est.udio. Ent.ro fas que 

podemos citar: el mejorar su habilidad para descubrir cualictadcs en 

diversos objot.os o Conórnunos, dist.ingulr y elaborar conoxionos unt.ro 

los objot.os de ost.udio así como ost.ablecer hipót.osis y teyos que 

conduzcan a un mojar C:onochniont.o de la nat.uraJeza. 

Por- ot.ro lado, la r-oalidad nos indica que en gran par-t.s. los 

est.udiant.es desconocen o no pract.lcan las ideas direct.rices arriba 

cft.adas. Y quo sigue ma.nt.onféndos:u Ja t.radición on ellos do quo la. 

mat.omát.tca es un.a ciencia árida y dif"íciL 

Est.o debido a que la práctica educativa de la 1Ttc-.yoría de nuesf.ros 

educ;iidorus: conciben us:t.o proceso, corno un.a siimplo t.ransmis:lÓn do 

deCinicionos, procadimient.os do mecanización de principios. 

f"ormu!is:inos fnnecesar-ios. et.e., to cual rosrulta contradic:t.orio 

la valorización y asimilación de un mét.odo que perrnit.a a los 

est.udl.ant.os: adquirir un.a mentalidad crif.ica. t.r•ansf'ornt..,dor<l. a.si 

como desarrollar su creat.lvidad humana 

Con Ja idea de ent.endor aún más el problema oducat.ivo de la 

ons:oña.nza do la m.at.om.át.ica en el bachiUorat.o, un la siguiont.e 

sección se t.om.;;1 corno punt.o do pa.rt.ida, el análisis de los contenidos 

de ost.a rn.a.t.oria, y do esf.a Corrna c:onocor una do las pocuUaridados: 

que cont.ribuyon a hacer poco at.ract.iva est.a ciencia en el es:tudiant.e 

de est.o nivel educat.ivo. 
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1.3. ANALISJS DE LOS CONTENIDOS DE MATEMATJCAS • 

.. La educación ~·erdadera es 

praxis. reflexión y acción 

d&l hombre sobre li>l mundo 

para transformarlo" 

Paulo Freira 

Los e.st.udJos en t.orno a la probJemát.ica educat.iva en el caso 

part.icula.r de la ma·t.amá.t.ica,. es quizás uno de los m;Ú;: abordados. 

Est.o obedece a que los indicios de que algo .anda mal en est.a 

rnat.erla. práct.icarnent.e han sido porcnanent.os y tos e:s::Cuctrzos por 

Jnejorar est.a sit.uación no parecen ser lo suf"icient.ement.e 

sat.lsCact.orlos. 

En e:s:t.e sent.tdo,. se conjot.uró que la Ca.lt.a do t.emas at.ract.ivos en 

los programas da est.udio do esf.a ma.t.eria un el bachillerat.o 

cont.ribuía aJ rechazo del ast.udiant.a por est.a. ciencia. Por est.a 

razón se pensd,. que un.a manera de esclarecer est.e Cenómeno,, 

consist.ia en hacor un anáusis sobre los cont.on.Jdos de la mat.oria en 

las cuat.ro Jnst.it.uctones elegidas. 

Para eUo, se t.orr.ó como base el desglose de los cont.enidos 

acrupados en ocho t.all'la.S qua se desarrollan a t.ravés de los 

sarnest.resr años del ciclo de duración del bach.Jllerat.o. La 

inCormactdn obt.enida •• 111u:est.ra en los cuadros correspondtent.os para 

cada inst.lt.uctón educat.iva,. la. cua.1 se ident.if"ica con su nombre en 

La part.e superior en el anexo B. 

Es conveniant.e rnencionar la ubicación cronotóctca de La elabora

ción de Jos progra.nas de est.udio da donde se t.omó la tnCormación,. 

para Jo cual se procuró que Cuera la más recient.e. 
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Para el ca.so do 141 Escuela N.a.ciol'ULI Preparat.orta, loa cont.enidom 

corresponden a las Are.as 1 y U de los programas: aprobados en 1974. 

incluyendo J~ asignat.ura opt.at.iva de ·remas SeJect.os de Mat.emát.tcas. 

Es import.ante señaJar que se cont.emplan aJcunas modiCicaciones a Jos 

mismos, que de a.probarse. ont.raráan en Cuncionem .a p•rt.ir doJ primer 

año escolar de 1992. 

En el Colec;io de Ciencias y Humanidades Jos cont.enidos 

corresponden a Jos publicados en 1979. Cabe aclarar que cada plant..el 

adopt.a sus propios crft.arios on cuant.o a quó cont.onidos en.seriar, Sin 

embargo, la •dopción doJ osquern.a. general que se ha hecho no incurro 

en ondstones, a la vez que se mantiene Ja coherencia del proyect.o 

original. 

Los programas: de est.udio do la m.at.eria da mat.•má..t.icas en ol 

Colegio de Bachilleres han sido objet.o de modiCfcaciones q~e datan 

dol año de t982 y 1VB3 con la ~ corca.na ocurrida. en t9H8. Emt.om 

cambios no han sido gJobaJes, sino sólo para algunas asignat.uras de 

La rnat..oria. Loc cont.anidos: exhibidos 

corresponden a los de est.o.s años. 

eJ cuadro rosi:poct.ivo 

Para Jos Cent.ros de Est.udios Cient.f.Cicos y Tecnoló~icos se tomó 

como reCorencia a los con.t.enidos del Arua d• Ciunciasi Socia.lo• y 

A.dminist.rat.ivas. En est.e caso, la tn1""ormación que se obtuvo no 

diCioro considera.hlernunt.o con res:poct.o a 14a5 ot..ram dos: Aroa.s quo se 

ast.udia.n •n est.os Cent.ros Educat.ivos. ya que ésta corresponde a Ja 

de lo• años do :1989 y t990, quo e• 1..a más actual y en oll.a so 

cont.empla !a homogeneidad de Jos t.emas de est.udto de mat.emá.t.tcas en 

lam t.r•• Aroaa. 

Teniendo corno baso el desgJose de los cont.enidos on los cuadros 

respect.lvos, queda indicada Ja met.odologfa a sec:utr para su 

a.ná.J.taia. 



La 1ect.t.D"a por renglones pormit.e ubicar un t.oma espacíf'ico, y 

para él. los cont.enidos que lo const.it.uyen, mient.ras que las 

columnas d,ot.erminan al sornast.ra o año en que ést.os: s:on abordados:. 

El cuadro dÜ cont.enidos que correspondo a la inf"ormación que 

común a los cuadros extst.ent.es de cada tnst.it.ución <ver anexo B>, 

t.ieno corno propósit.o 111ast.rar una visión global de loe c:ont.onidoa du 

Ja mat.erta que son enseñados en ellas. En est.e cuadro tos t.emas de 

os:t.udio so cons:orva.n, miont.ras quo los igornoct.rom co conjunt.aron en 

años. A cont.tnuactón se exhibe est.e cuadro, para que post.eriorment.e 

se enuncien 1 ...... c:a..ract.orásit.lcam oncont.radaa on óL 
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A) PRIMER AÑO DEL BACHILLERA TO. 

Con Crecuoncia so ha inencionado que el primer año do! 

bachUJerat.o,. es 'un compendio o una sint.esis de Jos conoctmiont.os 

impart.idos en el ciclo do la secundaria. Desde Juego qua t.al 

a..f"irmación su enmarca en Cornaa empírica debido a la inf"ormación 

proporcionada a est.o respect.o por procesares y est.udiant.es. 

Sobro ost.a observación cabe cuest.ionar st en ef"ect.o es así, y de 

serlo,. ol porqué do est.u esquema seguido en ost.o nivel escolar. 

Adarraás:, si su prosont.a en las cual.ro inst.it.ucionos educat.ivas qua so 

han seleccionado,. o sólo en algunas de ollas. Su import.ancia rosult.a 

ovident.e si se haco un breve bosquejo sobro ost.o a.sunt.o,. resumido en 

Jos siguiont.es t.ros: punt.os: 

to. En el supuest.o caso do quo el est.udiant.o quo ent.ra al ciclo dol 

bachillerat.o., no haya t.onido una buena orfent.acidn el 

conocirn!ent.o de ast.a. mat.oria •1 ciclo a.nt.orior,. y quu 

pot.enclaJrnent.e sient.a aversión hacia Ja misma,. as de esperarso la 

consoUdactón de ost.a act.ft.ud en ost.e nuevo ntvaJ,. al encont.rarso 

que eJ programa da est.udio qua so oCrece al iniciar su nueva ot.apa 

escolar,. es práct.icament.e el nd.smo que con a.nt.orioridad ya so Jo 

habla present.ado. 

2o. De igual manera,. aunque ahora suponiendo,. que el est.udiant.o que 

ingresa a..l bachillura.t.o t.iune inclinación y on cfgrt.a f"orm.a simpa.t.ia 

por la mat.al'Át.ica,. para .ll debo no serJg t.an grat.o el cont.ensplar y 

repet.tr t.Ul año mcls,. la práct.ica en est.a ciencia.. Puos su ast.udio 

ahora le podría parecer rut.inario y sin import.ancia,. la 

creciont.e posibilidad de perdor las cualidades on ól cuJt.ivadas 

hacia ost.a rama del conocinúent.o. 

3o. Si se observa el t.ercer año del bachillerat.o,. en donde la mayo

ría de las escuelas de est.e nivel dedican est.e año a la preparación 

espocÍCica del educando para est.udiar una carrera P':"Of"osionaL 
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Result.a inmedtat.o pensar en las perspect.ivas Cuturas de un 

est.udiant.e que no elija un área que cont.emple el est.udio de las 

asig:nat.UT"as de rna.t.emát.ica.s. Pues su cult.ura en est.e campo será 

sumament.e precaria, ya que la incorporación de nuevos conocindent.os 

m.at.om.át.icos en os:t.e ciclo escolar so daría en el prirnero y segundo 

año, que son precisa.mente los años en los que se ref'leja la 

repet.tctón do algunos t.orn.as: que ya han sido abordados on 1.a 

secundaria. 

Si se a~rer:;a la stt.uación que actuaJment.e se present.a en gran 

part.e de las carreras prof"estonatos, en las cualos se ha vtst.o Ja 

necesidad de incorporar est.udios de la ciencia mat.emát.ica en sus 

planes de est.udto, aunque no sean carreras que se vean dlrect.anient.e 

involucradas con las ciencias exact.as. Se t.endrá un Cact.or más en 

desvent.aja en al bachtlerat.o aJ no cont.emplar est.e Cenómeno que 

act.ualmoni.e se ref"leja en el acont.ecer educat.tvo, el cual af"ect.a 

prlncipabnent.o a tos e111t.udiant.oa que en ol t.ercer año no cursaron 

asi~nat.uras de mat.emát.tcas y que supeditados a lo aprt"?ndido en eJ 

prJmoro y segundo año. se sit.uarán en condiciones desf"avorablos en 

el nivel proCesionaL 

De lo ant.erior se desprende Ja necesidad de analizar los 

cont.onidos de La mat.orta do mat.ornát..tca.sz del ctcJo de Ja secundaria .. 

y conCront.arJos con Jos del primer año del bachillerat.o con el f"in 

de corroborar est.as observaciones:; y algunas ot.rasr que pudieran 

surc;tr. 

Por tal rnot.ivo, a cont.inuactón· se muest.ra et cuadro que cont.iene 

est.a inf"ormación. En él. se dan Jos ndsmos ocho t.ernas de est.udlo que 

so ut.iUzaron para los cuadros del bachiUerat.o. Es docir. en su 

eat.ruct.ura •st.e cuadro es parecido aJ quo se muest.ra on ost.a sección 

para la inC'ormación concerniente a las cuatro inst.tt.uciones del 

bachUterat.o, sólo _que ahora corresponde a los cont.enidos de 

mat.emát.icas en la secundaria.. 
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De la secuencia de t.em.as en los dos cuadros precedent.es y los que 

se present.an en et aneKo e. se puede concluir: 

SISTEMA$ tiUHER!".:0S. La inf'"ormación proporc).onada en eJ cuadro de 

la secunda.ria, indica que las bases para complat.ar eJ est.udio de los 

números reales en el bachiUerat.o ya est.án dadas, puest.o que J.a.s 

est.ruct.uras nU..-ricas: que son necesarias para su conocimient.o ya se 

han abordado, a saber. Los números nat.urates, los números ent.eros y 

Jos nÚ11'9ros: racionales. t.odos ellos con sus propiedad•s correspon

dient.es. Lo qua rest..aria tnt.roducir son Jos números irracionales. y 

con ello t.oner una reprosent.ación complet.a del sist.em.a de los 

núnaeros reales. 

Sobre el mismo t.ema, se t.iene que en el c.c.H. y e.e. se 

reconsideran las est.ruct.uras numéricas que dan soport.e a los números: 

reates, mient.ras que en la E.N.P. se adent.ra más direct.ament.e en su 

os:t.udlo y en tos C.E.C.y.T. se aborda inclusive la ost.ruct.ura de los: 

números complejos: que t.ambién se enseñan en t.ercer año en la E.N.P. 

Est.a breva observación ya señala la orient.ación que se da en cada 

lnsttt.ución para enseñar \.m det.ermJnado t.ema en est.e año. Es decir, 

para eJ relat.Jvo a Jos números reaJes se t.ione que en dos 

lnst.tt.ucJones se inclinan por hacer una revisión de los concept.os 

que el educando supuest.amant.e ya debe conocer, y con ello incurrir 

en Ja repet.ictón de los mismos. Mient.ras que on las ot.ra.s dos ya no 

sucede e-st.e C"enómeno, sino por el cont.rarto en una de ellas se 

ut.lltza el t.tempo disponible para abordar ot.ro t.ópico, en est.o caso 

el de los números complejos. 

L':oGICA Y CC'NJL'NTOS'. Con respect.a a est.e tema se han t.rasladado 

part.e de tos coment.arios aJ t.orcer año,. ya quo es donde se enseña la 

sección de ló:;ica mat.emátlca en el e.e.u. y conjunt.os en La E.N.P. 

Mient.ras que en el C.D. se dan ha conocer lógica en el primero y 

conjunt.os en el seg-undo año. Paro en et C.e.H. y los C.E.C. Y T. so 

da \.inlcament.e conjunt.os en e! primer año. 
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En el t.ema de conjunt.os lo usual que se est.udta, ya soa en el 

primero o en los et.ros dos años, es lo ref'erent.e al concepto de 

conjunt.o, s~conjunt.o, unión, int.orsecctón, dif"erencia, complement.o, 

et.e., lo cual ha sido dado a conocer paula.t.inament.e en los t.res años 

_de la secundaria corno puede apreciarse en el cuadro respect.ivo. 

Ahora hion de la lógica mat.emátfca, lo que va .a predominar es un 

nivel más elevado en cuant.o a la int.roducción de nuevos conceptos ya 

que alcr;unos de caráct.er etement.al han sido ensefiados en la 

secundaria. 

En est.e caso se mant.iene el t.ema de IÓr;ica en el bachillerat.o, 

pero no necesartarnent.e es repet.it.ivo como ol tema de conjunt.os, ya 

que en él se prof'undiza y avanza más. Stt.uación que no ocurre para 

el tema de conjunt.os en donde su est.udlo da Ja impresión de ser 

reducido o Und.t.ado, lo cual cae f'uera de su cont.e>cto, pue~ por- el 

cont.rario al igual que la lÓglca mat.enu1t.fca. sus perspoct.fvas de 

est.udio son considerablemente amplias. 

ALGEeRt... Est.e t.uma es común en las cuat.ro instituciones, aunque 

en algunas se abarquen un poco más do concopt.os, lo quo si result.a 

evidente es que an gran medida son los dados a conocer en la 

aecundarta. 

Así., por ejemplo,. do una manara rosUlnlda se t.ienen los sigui•nt.ec 

contenidos ensefiados en el primer año de bachillerato: expresiones 

algebraicas, polinomios,. f'act.ortzactón,. :s:tst.emas de ecuaciones 

lineales con dos incógnit.as,. ecuaciones de segundo grado. ate. De 

t.al f'orma. qua si se recurre a revisar Jos contenidos de la 

secundaria se verá que est.os t.dpicos ya han sido ensoñados en ost.e 

ciclo escoLar. Además mant.ione la proCundidad nivel de 

abst.racctón sobre los nd.smos lo que rest.a versat.Uidad a la 

enseñanza de os::t.os conceptos. 
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Debe not.arse t.ambién el hecho de que en la E.N.P. y el e.e. se 

abordan algunos do est.os cont.enldos en el segundo año. como lo es la 

reaoJucJÓn de slst.ema.s d• ecuaciones lineales y ecuaciones cuadrát.t

cas en el C.D.,. !ftient.ras que en la E.N.P. el de tas pot.encias. 

Por ot.ra part.e, exist.e poca variación de Jos nuevos cont.enidos 

enseñados sobre est.e t.ema, algunos de ellos son: resolución de desi

cualdades linea.tes y de sec;:undo grado,. a.sí como el de las ecuaciones 

logarit.rnicas y exponenciales que se abordan en los e.E.e. y T. 

Sin embargo para el caso part.lcular de la E.N.P. Se t.iene quo 

la in.st.it.ución en donde se hace pat.ent.e la aplicabilidad de las 

desigualdades lineales y de las regiones delirnit.adas por ellas,. 

aunadas aJ proceso algebraico para su est.ablecimient.o a part.ir de 

las condiciones generadas del plant.eamiont.o de un problema que 

involucra a dos incóc:nit.as. Est.o da como resultado la 

represent.ación y resolución de problemas de programación lineal, lo 

que perndt.e ent.ender en pa.rt.o el uso que puede t.ener la mat.emát.tca 

para resolver problemas sencillos que se present.an en la reaUdad. 

GE••METP.I A EUCLI DI Al-JA. El ost.udto de est.e t.ema en el bachlllerat.o 

no será algo desconocido para el est.udiant.e,. ya que gran part.e de 

sus cont.entdos le Cueron enseñados en la secundarla. Cabo aclarar 

que est.e t.ema ya no se aborda en la E.N.P. Pero en eJ C.C.H. se 

hace en el segundo año,. mient.ras que en el e.e. y los C.E.C. y T. so 

est.udia en est.a primer año. 

De los cont.enidos dados· a conocer en el bachillorat.o, se t.ienen: 

el de segment.o,. ángulo,. la rect.a,. t.rián.gulos,. poligonos, círculo y 

circunCerencia,. así corno el t.eorema de pit.ágoras,. ent.re ot.ros,. que 

desde luego ya se est.udia.ron con ant.erioridad conw:l se muest.ra en el 

cuadro de la secundarla. Y como se puede apreciar la int.roducctón de 

nuevos t.Ópicos es Undt.ado,. de ent.re est.os f'iguran la axtomat.izactón 

de la goomet.ría, ident.tdados t.rigonomét.rica.s y la exist.encta de 

ot.ras ~eomet.rlas. 
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Sobre et nivel de abst.racción o ric:or que se pueda present.ar del 

t.ema en est.o nuevo ciclo escolar, se ma.niCiest.a prlncipalment.e por 

la axiomat.iz.ación de los: concept.os o bien por el énCasis en la 

demost.ración de los result.ados enunciados. Asimismo, se resaJt.a la 

import.ancta del proceso hist.órlco que ha dado lugar a est.e campo de 

est.udio de la ma.t.emát.ica que dat.a ya de hace más de dos mil años. 

Como se mencionó, en el c.C.H. se aborda su est.udto en el se;;undo 

año, t.ercer semest.re. Sin embargo dest.aca la part.e correspondlent.e 

en est.e t.ema al ast.udio de t.eoria de ~rá.Cicas, la cual no se 

cont.empla en laa demás ln.st.lt.uciones:. 

Result.a int.eresant.e en est.e caso la omisión que se da del t.ema en 

la E.N.P., el cual, como se puede a.preciar en su cuadro de cont.ent

dos ha venido a ser suhst.tt.utdo en gran part.e, por la sección 

correspondtent.e aJ est.udlo de la prograrnacidn lineal que se ha 

ubicado en est.e año escolar y Únicament.e enseñado est.a 

tns:t.tt.uctón educat.iva. 
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O) SEOUNDO ANO DEL DAClllLLC:RATO. 

F 1-'H•:!. 1:·1'1ES. Est.o import.ant.o concept.o so ensoña. mász dvt.onidamont.u 

en el tercer semest.re en la E.N.P. y en el e.e .• ndent.ras que en el 

C.C.H. so hace un seg\.Dldo svrnost.re. En los e.E.e. y T. sa ret.oma 

est.e t.ema en el segundo y cuart.o semest.re. 

En semest.res más adelant.e., se recordará una vez más aJ est.udiant.e 

el concept.o de f"unción asi conao desde la secundaria ya so lo a hecho 

saber. Es decir. es un tema ya Camiiiar para él y que además conoce 

de su import.ancia., puos: es la manera en que s;e lo han hecho sabor 

aunque nunca comprenda porque al i;ua1 que su rí;tda def"inición. 

Sobro el conocimient.o de est.e concepto sobresale el predominio 

aKiomát.ico que 1;c1 ha seguido para su o~oñanza., ant.ictpándose al 

desarrollo nat.ural que puede t.ener a part.ir de la observ~ción de 

Condrnanos olotnant.al.om quo so prosent.an an la sociedad o un la 

nat.uraJeza. Est.o es, el educando en un principio es inducido al 

ost.udio dol concopt.o do Cunclón a part.ir de la doCinición. a laa 

part.es que Ja componen y a las dist.int.as clases de runciones que 

o>elct.en para luego t.ahuJarLas y graCicarlas. 

Esz aquí en dando sa prosent.a. un.a do las oport.unldadas más 

palpables para Indicar al est.udiant.e sobre las vent.ajas que t.iene la 

1nat.omát.lca para t.ransf"orsna.r- o describir CenÓm.Clnoa dol quaha.cor 

cot.idlano sir.ples o complejos. En est.e caso, es común est.udiar una 

gran variedad de Cunc:ionas:, sin embargo la mayoría de las vacas no 

se sabe de donde se oric;tnaron o que resolverán, cent.randa más su 

est.udio en la clasiCtcación que ést.as t.tonan o do sus cualidades 

anatlt.icas. Por lo que, las ralees generadoras del concept.o son 

ratogadas a segundo plano, s:it.uando an uno prhnero, a las 

deCiniciones y a los f"ormulismos a.tcebraicos correspondient.es a cada 

Cunctón. 

29 



GEOMETRI A ANAL! TI •:A. Su enseñanza en est.e año escolar es una 

caract.erfs:t.ica común de las cuat.ro inst.it.uciones educat.lvas. Un caso 

lnt.eresant.e se present.a on los C.E.C. y T., cuyo es:t.udio so hace 

el t.ercer seme~t.re, mient.ras que en las ot.ras t.res inst.it.uciones se 

realiza en el cuart.o senM>st.re. 

El est.udio de est.e t.ema si result.a sor complot.ament.e nuevo en el 

bachillerat..o, de aquí que su conocinúent.o llec;ue a f"ormar parte de 

la cult.ura mat.emát.tca general del est..udiant.e de es:t.e niveL 

En est.e t.em.a usualrnent.e se sabe las part.es en que se dividirá et 

curso y el orden respect.ivo, a saber: plano cart.esiano, la rect.a, la 

clrcun.f"erencia, parábola, elipse, hipérbola, et.e. acompañados de los 

casos o variant.es que se presont.an en ellas. 

Sin emhaq;o, para alc;ún est.udiante puede parecerle ext.raño el no 

encont.rar en el t.ema.rio un punt.o que haga roCeroncia a la hist.oria 

de la geomet.rfa anaiít.ica, así como se ha.ce por lo c;:eneral para la 

geomet.ría eucJidia.na. De igual 1na.nera le podría resu!t.a.r lnt.orosant.e 

conocer sobre las rotaciones exist.ent.es ent.re ambas disciplinas, si 

que las hay, y del porqué de su est.udto por separado. 

A.simlsnW> podría ref"lexionar sobre la mayor aplicabilidad que 

presont.a en la ceomet.ría euclidiana y la ausencia de ést.a en la 

gaomet.ria analit.ica. Puest.o que la primera so originó haco má..s de 

dos mil años, mlent.ras que la segunda on no más do quinient.os. 

Sobre la necesidad de "conocer la hist.oricldad de la geomet.ría 

analit.ica <y de hecho de las demás ramas de la mat.emát.tca>, es un 

problema que debe encont.rar respuest.as en la educación mat.emát.ica,. 

ya que ello signif"ica avanzar hacia el est.ablecirnient.o de 

cult.ura cenera! en el prof"esor que deberá ser ref"lejada en el 

eat.udtant.e. 
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Las t.eoría.s mat.emát.icas no surgieron de la nada, t.ien•n una razón 

de ser, y conocer los procesos que originaron su est.ablecimient.o 

pueden 

mat.emát.lcas. 

Cact.or que mot.ive a1 ost.udiant.o aprender 

Ahora bien, la import.ancia de la geomet.ría analí.t.ica por lo 

gonoraJ so indica quo ~orá ovidont.e cuando so aborden Jos ost.udios 

del cálculo dlCerencia1 e int.ec;ral, por lo que el est..udiant.e 

comprenderá paulat.inament.a de est.a Corm.a una de las caract.eríst.icas 

de la mat.emát.tca, su aplicabilidad en si misma. Quedando, claro est.á 

la tnqutot.ud por ut.lli::z:arla con mas objot.lvldad on ot.ros problemas 

que sean más represent.at.ivos del acont.ecer cot.idiano. 

Por ot.ra part.e, es complet.ado est.e año escotar en la E.N.P. con 

al ost.udlo dol a...tgobra, y en ella so cont.ompla ol conocimient.o de 

las pot.encia.s, logarit.mos y una part.e correspondient.e a id~nt.idades 

t.rlgonomút.rlcas. En al C.D. s:o rot.oma t..amblón al aszt.udio dol álgebra 

para abordar los sist.emas de ecuaciones, las ecuaciones cuadrát.icas, 

y una sección qua Corma. part.e de la t.•oria de conjunt.os:. 

En al C.C.H. se dedica ost.e año al est.udio de la goomet.ria. 

euclidiana y a la c;:eomet.ria a.na..lít.ica básicament.e, ya que es mínima 

la saccldn que mo roClvro a Cuncionvs:. Por su part.a vn Jos 

e.E.e. y T. conw:» so mencionó en un principio, se enseña en est.e año. 

cuart.o calnililst.ra, el c~culo dlf"erancta.L Lo qua const.it.uye una gran 

dif"erencia en est.e sec;:undo año y que por comodidad, el coment.ario 

rvspect.ivo sobro oszt.o t.ama so ha dejado para el s:iguient.e af\o, 

porque es donde se en.seña en las ot.ra:s t.res inst.it.uciones. 
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C) TERCER AÑO DEL BACHILLERA TO. 

En est.e año escolar el est.udlant.e podrá conocer un.a de las 

herramient.as mat.emát.tcas mcis Crecuent.ement.e ut.ilizadas para 

describir CenÓmenos de la nat.uraleza o resolver problemas, el 

CALCULO DIFERENCIAL E I MTEGP.AL. 

Como se recordará en los C.E.C. y T. est.e t.ema se empieza a 

oat.udtar en el s;iagundo año, mJ.ont.ra.c quo en la.. dom.á.111 lnut.lt.uctonou 

lo hacen en est.e año. Su conoclmient.o viene a ser aJ:-;o nuevo en el 

•corvo cult.ural dol osrt.udiant.e do ast.e nlveL 

En est.a ocasión, para el est.udlo de un.o de los punt.os cent.ralos: 

del t.ema,. se recurrirá aJ est.ablecindent.o de un esquema m.at.emát.tco 

que es el resutt.ado de la observación y Cormalizactón da un C&nómono 

acont.ecido en la nat.uraleza, a saber, la medición de la rapidez de 

cambio. Est.o se hace,. generalment.e,. desde el pun.t.o de vist.a de 

acont.ecimlent.os que se present.an en la Física, la rapidez de cambio 

de un objet.o <un móvil, part.{cula, et.e.>, y L1;egar a def"inir a 

t.ravés de un proceso geomét.rico el concept.o de derivada. El esquema 

seguido sin lugar a dudas que es el deseable cada vez que se 

pret.ende dar a conocer un nuevo concept.o. Es decir, int.errelacionar 

la nat.uralaza con la ciencia mat.emát.lca. 

Además en est.a asignat.ura se menciona ol de:.:arrollo hist.órico quo 

originó el concept.o de la derivada de una f"unctón. Para el caso se 

recuerda el t.ra.hajo emprendido por l. Nowt.on y G. Lelbnit.z por ser 

los prac'-D'sores del cálculo dif"erencial, cuyo desarrollo lo hicieron 

de manera independient.e, y de las vent.ajas y desvent.ajas do su 

notación mat.emá.t.ica ut.illzad& 

Sin embarr;o, exlst.en cosas por hacer en est.a present.ación del 

cálculo dtCerencial. ya que deja de lado a los est.udiant.es que est.án 

pensando en est.udiar una carrera sit.uada dent.ro de las ciencias 

sociales. como podrftt ser la economía. 
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Sobra est.e t.erna puedan hacerse una gran diversidad de 

int.erpret.aciones del concept.o de la derivada, así por ejemplo,. se 

puada pansa~ en t.érminos: económicos y conocen'" las leyes quo reculan 

los cost.os y los inc;resos en la producción de un det.erminado 

product.o. O bien s:o puedo sit.u.ar el est.Udio en el t.erreno d• la 

bioloc;ía y comprender alc;unos de los f"enórnenos inherent.es a la 

repr•oducción do 1.a.s os:pocios de población b.:;iijo ciert.as 

condiciones, por cit.ar algunos. 

De est.a f"orma,. ent.onces ya no sólo se est.aría det.erminando el 

punt.o máximo de una Cunctón generada para determinar el cubo de 

volumen máximo inscrito en una esf"era de radio dado,. o la altura a 

que deberá Uogar un proyoct.fl disparado hacia arriba. Sino que 

ahora también,. el est.udiant.e podría conocer la manera de calcular el 

nivel do producción dpt.imo do un pr-oduct.o para maximizar ut...Uidadoa 

y reducir costos o bien la manera en que variará la rapidez de 

crocimiont.o da una población con reapect.o al t.iompo. 

Sobre la part.e correspondient.o al cá.lcuJo int.egraJ se puede 

est.ahlecer una linea de t.rahajo similar a Ja ant.es citada,. y ampliar 

el panorama da J..as apllcacionoC" quo cu puodon dar en est.o t.erna,. 

aplicaciones que vayan más a.Uá de Ja C{stca y de la mat.emát.tca en 

.. {. E:n os;it.e casio t.ondrá '""'-1 sront.ido rocolvor la gr.an cant.ldad de 

problemas que se suelen dar t.radicion.a.lment.e en est.a asic::natura; 

limit.ea,. derivadas:,. int.ecraJes,. et.e. Además de que est.ar{a 

impart.iendo una enseñanza integral,. que lo mismo benef"icie a un 

'Cut.uro ••t.udiant.e do ingeniería que a uno do oc:onomía. 

PR•JBAEILIDAO Y ESTADISITC~ Es una de las a.signat.uras que más 
lmpulao han rocibldo en la a.ct.uaHdad y como rosuJt.ado 

innegable presencia en el tercer año del bachiUerat.o en las cuat.ro 

inst.J t.ucionos educat.t vas considerada.e. 
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Sobre la part.e correspondient.o a la t.eoria probabUíst.ica. es 

conocida la dif"icult.ad en ella inherent.e. debido a la sut.ileza de 

cD.lctilo11, ya que usualment.o no hay reglas diroct.as que 

conduzcan a lo:S result.ados deseados. Originando que alc;unas veces al 

educando no le sea t.an Cáctl comprender y analizar el comport.amiont.o 

de los Cenómenos aleat.orios; lanzamient.o do monedas, dados, ext.raer 

cart.as o sacar bolas de un.a urna, et.e. 

Aquí t.ambtén se menciona la part.e hist.órica que diÓ origen a la 

t.eoría. Se plant.ean los dtst.int.os enCoquos de la probabilidad y su 

desarrollo a.et.u.al que ost.ablectó s:u caráct.er axiom.át.tco. 

En est.e caso cobra una considerable import.ancia la conjugación de 

la part.e expertmant.al de los Cenómenos aleat.orios y la t.eoría 

mat.emát.tca en ellos inmersa, lo que origina que su ost.udto no est.J 

desprovtst.o de las aplicaciones inmedtat.as que se puedan dar en un 

ent.orno en donde rwu:chos de los acont.ecimiont.os ost.án dot.ados de 

Cact.ores probabtúst.tcos. 

Est.a previa tdent.if'"icactón de la asi:;nat.ura, permit.e que en su 

post.erior• desarrollo s• lleve a cabo con t.ada nat.ura.Udad el est.udlo 

de los cont.enidos ult.eriores, t.ales como las diCerent.es maneras de 

anumeraf" objet.os. la prueba da t.eoremas, veriCicaciÓn de result.ados,. 

et.e., los cuales t.ienen sent.tdo para el est.udtant.e una vez que sabe 

de la import.ancta de ést.os para su Cormactón t.ant.o práet.ica como 

t.eórtca. 

De manera similar se aborda el est.udio de la t.eoria est.adist.ica, 

en donde a veces no result.a t.an Cáctl diseñar t.U"t& encuest.a, 

det.erm:lnar un.a muest.ra, tnt.erprot.ar diagramas de Crecueoctas, o 

inCerir result.ados, ent.ra ot.ros punt.os. Pero que de cualquier Corma 

el est.udiant.e sabe que est.a manejando element.os ext.raidos muchas de 

1- YACe& de una realidad. 
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Est.a viene a ser una do las rnot.lvaciones Cundantent.ales que 

conducen al educando al conocimient.o de las t.eorias mat.omát.icas 

una primera inst.ancia,. es dectr .. la aplicación de los result.ados en 

un t.tempo relat.ivament.e cort.o. 

Est.as dos áreas de la mat.emát.ica. para el est.udiant.e de bachtlle

rat.o no lo •on do1Econocida•. puas do un.a manera olo11M1nt.aJ conoció 

sus principios en la secundaria. Sin embargo .. su ost.ancia en los 

programas de est.udto on ost.o t.ercer año ha reClejado su t.1t.tlidad 

element.al y en mayores proporciones lo que le ha pernút.ido su 

acept.actón en la comunidad ost.udlant.il. Quedando como t.rabajo 

permanent.e la búsqueda de mejores esquemas de est.udio que la dot.en 

de mayores cualidades que de alguna manara las sigan Cort.ateclendo. 

Para concluir los coment.arios de est.e año escolar. t.oca hacer 

mención al t.ema de L03ICA Y 1:0NJUNTOS.. Que aunque ya se abordó en el 

primar año, aquí. t.and>iÓn s;o hace dado que Clguran en los prograwna• 

de est.udio de la E.N.P. y del C.C.H. 

La observación que sobresale es la Corma en que Ja t.eoria de 

conjunt.os se incorpora al programa de ust.udios1 rnJ.ent.ras que un el 

c.c.H. se en.seña en el primer año, en Ja E.N.P. se da en el t.ercer 

año. Esat.o indica, quo aunquo lo• cont.enidou dol t.om.a no diCi•ren 

considerablement.e,. Jos enCoques para su enseñanza si son dlst.int.os. 

Añada.se al hecho da qua la mayoría do los cont.enidosr de est.e t.ema ya 

se dieron a conocer en 1a secundaria. 

Una sit.u.actón dlf'"erent.e se presunt.a para el caso de la Jóg:tca 

mat.emát.tca, pues la proCundldad la que se aborda e1 

bach1Uerat.o es muy diCorent.a al da la secundaria., además do la 

int.roducción de nuevos: concopt.os. Cobra una considerable lmport.ancta. 

si se le relaciona con el act.ual avance en el t.erreno comput.acional, 

en donde muchos de los procedindent.os empleado• ut.illzan rusult.ado• 

emanados de la Jóc;ica mat.emát.ica. 
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Por ajampJo • .árboles da decisión y circuit.os h:)gicos, que a 

vez result.an ser una de tas aplicaciones de est.a disciplina. no 

obst.ant.a ast.a.r tdent.iCtcada por su ca.ráct.ar abst.ract.o. 

Para ast.a. rain.a· da la mat..omát.ica t..ambién sa prasent.a al problema 

oper-aciona.J en cuant.o al año en que debe ser enseñada. Ya que 

mient..ras an el e.e.u. sa ensaña en est..a t.ercor año. an al e.e. se 

haca an al pritner año. Y cotna se observa en eJ cuadro respect.ivo de 

la E.N.P. y de los C.E.C. y T., en est.as inst.it.uciones no se aborda 

el est.udto de est.a disciplina.. 

Una vez concluida la sección correspondient.e al análisis 

compara.t.ivo da los cont.anidos de la inat.eria da ina.t.em-'.t.ic;ur on las 

cual.ro inst.it.uciones elegidas, en la siguient.e se realiza una 

11fnt.asis do los: rosu1t.a.do11 sobrasaltont.esz an est.a part.a y con ello 

indicar Líneas ortent.adoras en el mejoramtent.o de nuest.ro sist.ema 

aducat.ivo en al nivel madto superior. 
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t.4. CONCLUSIONES DEL ANAUSIS. 

"'El nit.•el det educación 

d• cualquier sociedad pu•d• 

ser medido por el grado de 

acc•.S"o ofectiL•o da cada uno de 

sus miembros a la información 

y a las herramientas que. 

dentro de la mtsma sociedad. 

influyen .S'Obre su vida.•• 

Ivan Illich 

La búsqueda de medios que permitan ent.ondnr eJ f'enómeno educat.ivo 

de 1a mat.emát.tca en e.t bachillerat.o. ha conducido .al anáUcis;i 

ant.erfor sobre Jos cont.enidos de est.a mat.eria en las cuat.ro 

in.s:t.tt.uctonas consideradas. Y const.it.uye un recurso por ol cual as 

posible visualizar Ja brecha existent.e entre Ja realidad acf.uaJ y 

loa objet.tvos que siupues:t.amont.e d•b•n da cumplirse en la misma. Los 

result.ados que se desprenden., entre et.ros f""act.ores, se enuncian 

enseguida para que post.ertorment.e s:• 1110ncion11n los mot.fvos dv su 

aprecfacidn: 

t. Persist.e la repet.ición de concept.os. 

z. No es suf"lcient.e el avance en la. fnt.roduccfón de t.allU\:$ c~nt.empo

ránaos d• fnt.erés. 

3. Se emplean los modelos y algorlt.mos. paro no •a especff"ican los 

alcances y la est.ruct.ura que ést.os pueden t.ener. 

4. Falt.a una mayor relación ont.re el mundo abst.ract.o de los concep

t.osz y el mundo mat.eria.J da los probJem.as; cot.idtanosr. 

5. No exist.o inf"ormación concret.a :sobre las aplicaciones de la mat.e

mát.tca a diversos campos de la ciencia. apart.e de Jos ya t.radi

cfonales. 
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Cada uno de est.os punt.os son indicat~ivos de que Calt.an cosas por 

hacer en el t.erreno educat.ivo en Jo que se reCiere a la enseñanza de 

la$ mat.emát.icas. Para una mojor comprensión do la problo~t.ica 

subyacent.e a est.os result.ados. a cont.tnuación se expresan más 

espociCtcament.e. 

t. Pers1s 1.e la repe• ic• 9n de concep•.os. Con est.e punt.o lo quo se 

indica. es Ja redundancia de conocimient.os que se et.orean al 

est.udtant.e de bachillerat.o en al primer año. el cual práct.tcament.e 

es un rupaso de lo est.udtado en los t.res años de secundaria. Al 

rosrpoct.o. podría arguJT1ent.ars:e que es para hornogoneizar los conoci

mient.os, lograr una mayor solidez de concept.os o para mant.cner la 

coherencia con los est.udtos del nivel tnmedlat.o tnf"ertor. et.e. Lo 

ciert.o es que. lo que se logra. es crear una serie de apt.it.udes en 

el educando que lo hacen est.udtar los cont.enidos de la mat.eria 

únicament.e porque est.án cont.emplados en el programa de est.udios y 

no más. 

De est.o se desprende. que la art.iculactón do concopt.os do un 

nivel escolar a ot.ro, no est.á dol t.odo bien ent.endlda. 

En t.odo caso. si se van a reconsiderar element.os que al educando 

ya le Cueron proporcionados en la secundaria.. es; menest.er hacerlo. 

pero sin recurrir por ello a t.odo el año o más. En est.e sent.ido. se 

puede emplear cu.ando mucho el primer semost.ru para hacer una 

revisión t.á.ct.ica de concept.os y el t.iempo rest.ant.e dedicarlo al 

osrt.udto do nuttvo• t.emas que se apeguen a las necesidades e int.eresos 

de los alumnos. 

2. Mo es "S'.Jf'1c1ente e! avance en !a introducc1-:5n de •~amas con•.empo

raneos de i.nt.erés. Est.e pun.t.o est.a est.rechament.e re1acionado con el 

primero por la presencia de cont.enidos que se repit.en en las diCe

rent.es et.apas. lo que no permlt.e en ést.as. int.roducir t.emas de 

vanguardia quo subst.it.uyan a los exist.ent.es que result.an poco 

at.ract.ivos para Jos estudiant.es. 
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O que no les van a ser út.Ues más adelant.e. Est.o t.rae como 

consecuencia, que el espacio y el t.iempo para abordar nuevos t.ernas 

se encuent.rei;-i sat.urados. 

Est.e problenia ha sido superado en al primer año en la E.N.P. con 

Ja int.roducción de la pro:;ramación lineal, lo que viene a const.Jt.uir 

un hgcho s:igniCicat.lvo si s:o t.oma "" cuenta. que ust..a t.oorla 

desarrollada a mediados de est.e sic;lo ha subst.lt.utdo en est.e ciclo 

escolar a la geometría euclidiana, que ya ha sido ost.udiada durant.e 

los t.res años de la secundaria.. 

De la misma manera podría abordarse el t.ema de tas mat.rices, cuyo 

campo de est.udio es bast.ant.e a..snpUo y quo puede resuJt.ar de int.erés 

para los alumnos. En ost.e caso. ot.ro t.ema proseguido en el 

bachUlorat.o y qua ha sido abordado paulat.lnament.e en la secundarla 

es teoría de conjunt.os, que onút.iéndosu daría cabida al ~ema de 

tnat.ricoa. 

Similarmant.e podrían enunciarse algunos ot.ros t.ernas:, como loso dou 

ant.es ctt.ados. de t.al rorrna que Cueran Jo sUCicient.ement.e 

lmport.ant.os y at..ract.ivos: quo abarcaran la mayoría do las inquiot.udos 

de un estudiante cualquiera que Cuera su vocación proCesionaJ.. 

3. Se emplean los model":::s v algori.tmos. per~ no se ~spe-::i.fican los 

.a.lcances: y l.a. ast.ructura aue &s'.os pueden t.qner, A su voz ost.o punt.o 

hace rof"erencia, a Ja import.ancia que se Je debe dar al conocimient.o 

de un modelo y do un algorit.mo. Es claro que durant.o ol desarrollo 

de Jos t.emas en cada et.apa, se es:t.án ut.ilizando est.os concept.os:, 

pero do manera general y no cuc:plícit.a. Así so t.iano que, el aluRU'lo 

usa modelos y aplica alc;:orit.mos, pero pocos est.án consctont.es de 

ost.e hocho. 

Desde Jos inicios en Ja enseñanza de la mat.emát.ica, et est.udlant.e 

se vió en la necesidad de emplear modelos para representar f"enómenos 

ocurridos en la nat.uraloza. 
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Princtpalment.e en la f"Ísica y la química en donde las ecuaciones 

manejadas represent.aban modelos mat..emát..icos. Quedando como un punt.o 

lmport.ant.e en el bachillerat.o, precisar est.os concopt.os en cuant.o a 

los t.ipos de _modelos que usualment.e se emplean para resolver 

problerna.s, así. como t.amblén" la f"orm.a o ost.ruct.ura que debe t.onor un 

alc;;orit.mo. 

De est.a Corma, el est.udiant.e est.ará en mejores condiciones de 

poder const.rutr un enodelo" en ost.o caso rnat.orná.t.tco, a la vez que 

emplee correct.ament.e un alc;;orit.mo para su solución si exist.e, o en 

al mejor de los casos, quo pueda ser capaz de const.ruirlo. 

Teniendo claros est.os dos concopt.os" es inmediat.a la ampliación 

del panorama para inCerir que c;;ran part.e de los f"enómenos que 

ocurren on la nat.uraloza <no sólo do la f"Ísica o química> o on la 

sociedad, son suscept.ibles de poder ser f"ormalizados mat.ernat.tca

ment.e. Y de ahí elaborar osr:quemas qua porm.lt.an oncont.rar 

soluciones, si no ópt.imas, al menos sí con un buen r;rado de 

aproximación. Con ost.o t.ondrÍa m.3s sent.ido resolver problemas: de 

opLimizaclón. 

4. Falta. ur.a mayor relaci.':in er.tre '?l munqo abs•.ract.o de lo~ 

c-::>ncopt.os; y ol mundo mat.ori.;a.l do los probl.;iom.;i..s cot.l.d1.anos. En ost.e 

punt.o se hace mención de la caract.erist.tca que permanent.ement.e debe 

axist.ir an la enseñanza y que parctalinont.o se rof"leja en los 

cont.enidos de la mat.eria de mat.emát.icas. A. saber, la dinámica que 

debe conducir al educando a prepararse para la vida, no sólo en el 

salón de clases, sino t.ambi'én en la sociedad, 

De aquí. que la inst.rucción de la mat~emát.ica cobra una mayor 

lmport.ancta, al cueszt.ionar aJ papel que juoga en los programas d• 

est.udio, ya que siempre se le ha considerado como una mat.eria que se 

dist.lnguo por su ut.Uidad práct.ica. 
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A.rgUJnant.o d•l t.odo valido, sin embargo, la act.ual f"ortna de 

present.arla, ha hecho que no sea sat.isCact.oria la conexión de los 

problemas: q~e se desarrollan en cla.ce con los problosnas que 

present.an en el rmindo mat.eria.L Es decir, el esquema axiomát.ico con 

qua s:e inicia un dot.erminado t.ema, deja de lado la prosent.aci&n de 

probleRla.S concret.os de los cuales se har;;a ver la necesidad de 

asit.ruct.urar una s:orio do conocimiont.os, que después puedan ser 

Cormalizados. Y a part.lr de ent.onces, est.ar en condiciones de 

resolver t.oda una serle de problema$ análogos o de dif"erent.e t.ipo. 

La argument.aclón académica a la act.ual present.ación os, por lo 

su comodidad didáct.ica y al aprovechamient.o del 

desarrollo axtom.át.ico que so ha t.enido en est.a ciencia. Cabe aclarar 

que no se est.8. aClrmando que est.os dos aspect.os son perjudiciales, 

sino por ol cont.rario, su adec~da incorporación en el proceso 

educat.lvo puede loc;rar mejores result.ados. Lo que es cuos~ionable, 

es; la ausencia. de bases que p•rmlt.an lnt.roduclr on la onmeñan-z.a 

problemas reales, que deben hacer necesaria la ediClcaclón de los 

concept.os rnat.c11nat.1cos. No solarniant.e al inicio de un t.•~. sino 

t.ambién una vez que Jos concept.os, deCiniciones. t.eorema.s, et.e. han 

cldo ampllan.....nt.o ect.udiados:, 

El esquema a.xiomát.ico puado sar seguido rigurosa.rnont..e on los 

est.udlos que así lo requieran. en donde muchas de las veces no es 

necesario recurrir a hechos rea.los para ilust.rar un n1.1ovo concopt.o. 

Pero no en el moment.o en que el est.udiant.e, en una primera 

lnst.ancia, necestt.a saber concret.ament.e que problemas o olement.os 

est.ará manejando, y después paulat.inament.e ascender a mayores 

nlvolom de abst.racctón.. 

5, No e~...ist.o .i.nfo::irm.;1.c16n conc1G1la sobre la-s ap11-:aci-::ane7. de l• 

matema•.ica. a dl.vers·::s campo-:: •:Sa la. c1-anc.!a, apa.r• . .a ·:SO? 1-:-'Z 

t.1ad1c1-::anales. Por últ.itn0, ost.fill punt.o señala la f"alt.a. de aplicabi

lidad de la mat.emát.ica que se percibe en los cont.enidos a problemas 

concret.os en los diversos campos de la ciencia. 
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Est.o os. cuan.do se haca mención da la aplicación que t.iene la 

mat.emát.ica. ganeralntent.e. so la encuent.ra dent.ro de ella mis~ o en 

la Cisica y la química.. Hecho no del t.odo mal. pero no est.á por 

demás indicar clarament.e su ut.iltdad en ot.ras áreas del conocimient.o 

no t.an t.radtciona19s como ha.st.a ahora se ha venido haciendo. 

Así por ejemplo. aún es incipient.e la información emanada en 

cuant.o a la aplicabilidad de la mat.emát.tca en áreas como las 

ciencias: sociales y ta biología. cuyos avances han hecho necesario 

lnt.roducir. cada voz más en sus esqueinas. el uso de modelos 

mat.em.á.t.tcos qua ayudan a comprender muchos de los Cenótnenos quo se 

present.an en las ndsrnas. 

Es preciso hacer Cuncionablo La mat.om.át.ica en lo qua se reCiore a 

su aplicabilidad. ya que su orient.ación est.a prá.ct.ica.mont.o dirigida 

a los ast.udiant.es que proseguirán est.udios sit.uados dont.ro da las 

ciencias exact.a:s. Adern.á.s de enf"ocar realnwnt.e su uso en las 

act.lvidades humanas. t.rat.ando con ello da explorar y aprovechar el 

vast.o campo de ost.udio que oCreco la nat.uraleza y La sociedad. 

En la siguient.e sección, so hace reCerencia a una de las t.écnica..s 

mat.erná.t.icas emplea.das para resolver problemas práct.tcos qua pueden 

surgir era una gran diversidad de cont.e>et.os. como una manera da 

o Crecer respuest.as concret.as en la búsqueda de t.emas lo 

suCiciant.ement.e at.ract.ivos para los est.udiant.os del bachlllarat.o. l. 
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t.5. INVESTIGACION DE OPERACIONES: UNA ALTERNATIVA • 

.. La edueución tiene dos fines: 

por un lado. formar la inteligencia: 

por el otro. preparar al ciudadano. 

Los atenienses se fijaron mas en lo 

primero: Los espartanos, en Lo 

segundo. Los espartanos ganaron. 

Pero los ateniens9s p•rviven en la 

memoria de Los hombres•• 

Bertrand Russetl 

La present.ación que act.ualment.e so Je da a la mat.emát.lca en lo 

que se reCiere a sus apllcacionos,. corno ya so snoncionó, ost.á 

orient.ada básicament.e para aquellos alunanos que est.udlarán una 

carrera sit.u.ada dant.ro de Las ciencias exact.as,. coDKJ podrl.a. ser; 

ingeniería,. Cislca,. química o la misma carrera de mat.emát.icas. Por 

Jo que doja. do lado a un gran sact.or do est.udiant.es,. como .aqualloc 

que proseguirán carreras que se encuent.ran en las ciencias sociales 

y administ.rat.iva.s, t.ales conv::> cent.aduría o aconorn.í.a, por cit.ar 

atcunas. 

Además, se incl.D"re en limit.ar el panorama de los diversos campos 

do aplicación do la mat.em..lt.tca., y con ello. se puede Ueg:mar 

condicionar o suprimir la vocación prof"eslonal dol ost.udtant.e. 

El comprondso por obt.ener inejores resultados en la enseñanza de 

las mat.omát.lcas const.ant.e. Y hacer objot.ivamont.e las 

cualidades que t.tene est.a ciencia en la solución de problemas en 

diversos cont.ext.os, os primordial si querernos que una gran part.e de 

los educandos en realidad la vean como 1.Q"&a. mat.eria que los ayudará a 

resolver problemas y no como Ja mat.eria que más obst.áculos les 

acarrea.. 
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Como un.a respuest.a a la necesidad que se t.iene de int.roducir t.oanas 

contemporáneos de int.erés en el bachillerato. se propone como objeto 

de est.udto. 3: t.res áreas de la rama de las: mat.emát.tcas conocida como 

lnvest.ig:ación de Operaciones, la cual se ha caract.erizado por su 

ut.Uizaclón on la solución do problemas práct.lcos. y que con las 

modif'icaciones adecuadas puede ser abordada en est.e niveL Las t.res 

áreas de est.udlo son las siguient.es~ programación lineal. an8Usts 

de redes y t.eoría de juegos. 

El campo de aplicación de est.as herramientas mat.emát.icas es lo 

bast.ant.e ext.enso, por lo que su est.udio podrf.a result.ar de lnt.erés 

en c;enoral para cualquier est.udiant.e, no import.ando cual sea su 

inclinación procesional. Además. se t.iene la ventaja en est.a rama de 

est.udlo de que, los problemas que se abordan usualmente son 

problemas más apegados a la cot.ldianeldad que se vive. A cont.inua

cidn se enuncian algunas característ.tcas que se encuent.rar:i en la 

lnvast.lgación da Oparaclones: 

t. Es una t.écnica mat.omát.ica orient.ada a resolver problemas práct.i

cos en diversos campos del conocimient.o, 

z. El esquema t.eórico para su est.udio puede ser abordado en el 

bachlllerat.o. 

3. Su desarrollo se log:ra a mediados de est.o siglo. os doclr, 

disciplina mat.em.ática cuyos inicios son muy recient.es. 

4. La diversidad de sus aplicaciones benef'ictaria, no sólo a lus 

alumnos que pot.encialrnent.e vayan a est.udiar carreras que se 

ubican en las ciencias exactas. sino t.ambtén a quienes prot.enden 

ust.udlar carreras: cont.arnpladas en las;i clonclas: socia.les y a.dm.1-

nist.rat.ivas, ent.re otras. 
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5. Coadyuva a la rormación de un pensamient.o cient.if"ico en el 

est.udiant.e. ya que en la búsqueda de soluciones a los problemas 

se induce a la ut.ilización de una met.odología ctenf.1Cica y a la 

necesidad de emplear un marco concept.uaJ int.erdiscipUnarto. 

Las t.écnicas empleadas en lnvest.i~ación de Operaciones al abordar 

los problemas. t.ienen en común ta mayoría do tas veces, et que 

siempre t.rat.arán de represont.ar la situación dada mediant.e modelos 

inat.emát.icos, para los: cuales se buscará .su solución a t.ravó.s do 

algorlt.rnos. 

Ahora bien. teniendo en cuent.a que las su:;erencia.s de cambio 

hnpUcan crít.ica, pero dado que exist.en Cact.ores que permit.en 

proponer la incorporación o ro:f"or:z:amient.o de olemont.os educat.ivos en 

el Nivel Medio Superior. se especiCican a cont.inuación las t.res 

áreas de lnves-t.ic;;ación de Operaciones Cact.ibles do sor enseñadas en 

est.e nivel. mencionando la asignat.ura que puede servir de base para 

su respect.ivo est.udio. 

Así mismo, una vez indicada la asi:;:nat.ura en que se propone la 

enseñanza de cada una, se menciona una rorma en que Cst.as pueden 

incorporarse a un programa de est.udios, señalando los objet.ivos por 

cumpUr. su cont.en.Jdo programát.ico y ta bibliogra.Cía básica como 

t.amhién la complement.aria. 
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PROGRAMACI ON LINEAL. 

Es una de tas t.écnicas más populares que ut.ittza la lnvest.ic:ación 

de Operaciones y de f'ácil acceso a su conocimient.o, Considerando su 

est.udlo cuando int.ervienen dos variables do decisión es. 

práct.lcament.e inmediat.a su enseñanza. a t.raves de la asignat.ura de 

goeom.a•.ri..a aoaJ.i.1.i.-::a. que so aborda en el segundo año. En est.o 

momento se t.tenon los olomentos básicos para poder plantear y ro.sol

ver on el plano cart.esiano un modelo de programación lineal. 

Ref'uerzan lo antorior. los siguientes puntos quo ol est.udiantu ya ha 

cublort.o hast.a el rnornont.o. 

t. Problemas que llevan al planteo de sist.emas de dos o t.res 

ecuaciones lineales con dos o t.ros lncógnit.as. 

2. Hét.odos de solución do los sist.emas del punt.o uno. 

3, Rer:tones en el plano cartesiano. 

4. Ecuaciones de la línea rect.a en el plano cart.esiano. 

De est.a f'orJT&a lo que rest.a es complemont.ar ost.as part.es con los 

conocimient.os: básicos de programación lineal. Una manera es como se 

hará en la part.o dos del prosent.o t.rabajo, Ahora bion so puedo 

af'irmar que la procramación lineal. siempre podría f"ormar part.e del 

acervo cult.urat dol ost.udlant.o do bachlllerat.o. ya que la asignat.ura 

do geomet.ría anat.it.tca siempre se encuentra en los proc:ramas do 

estudio en el segundo año' del bachillerat.o. 

Su incorporación puede est.ar indicada como si¡;ue: 
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UNIDAD TEMATICA: PROGRAMACION LINEAL. 

OBJETIVOS GENERALES. 

Que el alunulo: 

-t . .Sea capaz de const.ruir un modelo do programación lineal. 

-2. Resuelva un modelo de programación lineal • 

.. 3, Ejercit.e su capacidad de decisión. 

OBJETIVOS PARTICULARES. 

Al finaUzar las act.ividades realizadas, el alumno será capa:z; de: 

-1, lnt.erpret.a.r el proceso histórico que diÓ origen a 

la programación Unoal. 

-2. Plant.ear correct.ament.e modelos de program.:"'ciún llneal. 

-3, Representar geomét.ricament.e modelos de programación lineal. 

-4. Jdont.if'icar geomét.rica.ment.e la solución Ópt.ima de un problema 

de programación lineal. 

•5. Int.erpret.ar la solución Ópt.ima encontrada. 

-6. lnCerir el carácter int.erdisctplinario de la pro:;ramación lineal 

con las demás mat.erta..s: del plan de est.udios, 

-r. Percibir la ;eneraUzación que se le puede dar a est.a t.eoría 

mat.emát.ica. 
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CONTENIDO PROGRAMATICO. 

t. Resumen hlst.órico de la programación lineal. 

t.1. Los inicios de la proc;ramación lineal. 

t.2. Los Cact.C?.-•os que dieron impulso a Ja 

programación linea.L 

2. Modelos de prog:ramación lineal. 

2.t. Mct.odología a soguir para plant.ear un modelo 

de prog:ramación lineal. 

2,2. Plant.eam.ient.o de modelos con dos variables. 

2.3. ldent.iflcación de las part.es que int.e:;ran un 

modelo de programación Unoal. 

3, Element.os de programación lineal. 

3,t, Def"lniclón de un modelo de proeo;ramación lineal. 

3.2. SoluciOn Cact.tble, 

3.3. Re;:tón de soluciones f"act.ibles. 

3, ... Punt.o ext.rorno. 

3.5. Solución ópt.ima. 

3.6. Conjunto convaHo. 

4. El mét.odo grá.f"lco. 

4.t. Algorlt.11.'IO para resolver un modelo 

d• procram.aclón lineal con dos variables, 

5. Problemas: t.iptcos de prog:raina.ción UnoaL 

5.t. Enunciar y resolver problemas en 

dlCerent.es cont.ext.Os. t.a18s 

a> AUment.ictos. 

b> Inversión de captt.aL 

e> Ar;ricolas. 

d > Admintst.rat.tvos. 

e> lndust.riales. 

1. Hr. 

4 Hrs. 

4 Hrs. 

3 Hrs. 

2 Hrs. 

TOTAL: t4 Hrs. 
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AtlALI SIS DE P.EDES. 

Est.a t.écnica mat.emát.tca también es: ampHament.e ut.ilizada para 

resolver una ~ran diversidad de problemas práct.icos, muchos de los 

cuales puodon ':'º"' ont.endidos por el ost.udiant.o de bachillorat.o. En 

est.e caso, los elementos básicos para abordar est.a t.eoría serian 

algo con loe que el ost.udia.nt.o do os;t.e nivol no so uncuent.ra muy 

CamiHarizado, como es el caso de la prograrnacion lineal. Sin 

embargo, las caract.oris:t.icas do los problemas aqui t.rat.ados so 

manif'iest.an en el diario acont.ecor del est.udiant.c, que la elabora

ción de los modolos mat.ernát.icos quo los roprosont.an so const.ruyen do 

una manera un t.anto natural. Para eUo, considérese la siguient.e 

inf'ormaclÓn que como mínimo so debe de emplear. 

l. Tener un conjunt.o do puntos llamados nodos o vert.ices. 

2. Tener un conju.nt.o do lineas ti.amadas .arist.as: o arcos. 

3. Agregar inf'ormación numérica a las aris:t.as o a los arcos. 

4. ApUcar un algorlt.mo para resolvor ol modelo generado por 

la inf"ormación de los puntos ant.eriores. 

La conjuc;ación de los elementos que indican est.os punt.os y la 

lógica inmersa en ca.da problema. conducen a la elaboración do 

ef"icaces represent.actones r;rc:iCicas apec;adas a la realidad, conocidas 

con el nombro de redes. Qua vionon a sor una clase más da modolos 

mat.emát.tcos para resolver problemas. 

En est.a t.eoría, para la representación de los modelos. se 

prescinde de la roct.a real y del plano cart.osiano. Por lo que. ol 

Juc;ar para su est.udio puede ser a través de la go;o·~m9 1. r i :!-euc ! ! O::! ::t.r:::i • 

qua se da en el primero o segundo año. En la Escuela Nacional 

preparatoria podría ser abordado su conocimient.o en la asic;nat.ura de 

Temas Seloct.os do Mat.emát.icas. 
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Con t.odo,. est.e t.Ópico seria alc;o nuevo para muchos est.udiant.es y 

que les podría resultar int.eresant.e, Una met.odola~ía propuest.a para 

la f'"orma en que puede ser realizada su enseñanza, se present.a ~s 

adelante en la segunda parle, Por el momento se muest,ra, que su 

desarrollo puede quedar indicado en los programas do ost.udio do la 

si¡:uientc manera: 

UNIDAD TEMATICA: ANALISlS DE REDES. 

OBJETIVOS GENERALES. 

Que el alumno: 

-1. Sea capaz de const.ruir una red. 

-2. Encuent.re la solución en una red. 

-3. Ejercite su capacidad de decisión. 

OBJETIVOS PARTICULARES. 

Al f'"inalizar las act.ividades realizadas, el alumno será capaz de: 

-t. lnt.erpret.ar la ·evolución hist.Órica que dió ori=en al análisis 

de redes. 

-z. Plant.ear correct.ament.e t.m modelo de anáUsis do redes. 

-3. Encont.rar la solución Ópt.tma en una red, 

-4, lnt.erpret.ar la solución Ópt.ima encontrada. 

-5. Oet.erminar el caráct.er tnt.erdiscipHnario de est.a f.eoría con 

las demás mat.erias del plan do esLudios. 
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CONTENIDO PROORAMATICO. 

t. Resuman hist.Órico del análisis de redes. 

t.l El desarrollo hist.órico de la t.eoria de ci;ráf'icas: 

t.2 Los Ca.et.ores: que dieron origen al concept.o .. de~,.re~~· 

2. Modelos: de análisis de redes. 

2.1 Met.odolog:ia a sec;;ulr en el plant.eantlent.o 

2,t.a Redes lnt.egrad.as con arlst.as. 

2.t.b Redes int.ec;radas por arcos. 

3, Element.os de t.eoria de c;ráCicas. 

3.1 Concept.o de gráf'lco.. 

3.2 OráCica.s: diric;;idas y no dlrlc;;ldas •. 

3.3 Or~Clcas 

3.4 aráf'icas parciales. 

3.5 Arboles. 

3.6 Concept.o de red. 

4. Hét.odos de solución. 
4.t Algorlt.mo para det.orminar el árbol de peso 

núnimo. 

4.2 Algorlt.mo para det.erminar la rut.a más cort.a. 

t Hr. 

Z Hrs. 

5 Hrs. 

4 Hrs. 

TOTA.Li 12 Hrs:. 
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TE:VPI A DE JUEGOS. 

Los ant.ecedent.es académicos que se necestt.an en ost.o caso. son 

concept.os de c;eomet.ría analít.ica y probabilidad. los cuales serían 

complornont.ados: con las doClnicionos y concopt.os propios do la 

t.eor{a. La asir;n~t.ura que puede servir de base para est.t.1diar est.e 

t.Ópico as t.om.as o;c¡plg-=•.os do m.at omoi.•.1-=as en la E.N.P. o F'rot:>;..b1l1da-:t 

en al«:una de las ot.ras lnst.it.uciones. 

Est.a t.eoria est.a int.imament.e li¡;ada a la pro:;ramación lineal y en 

el mejor de los ca.sos, un ost.udiant.o puode oncont.r.ar est.as 

sindlit.udes si en r;eomet.ría anallt.ica est.udló proc;ramaclón lineal y 

un poco ~ adelant.e conoce la t.oor.la de juegos para dos personas 

da suma coro. 

En est.e t.ema el educando una ve:z: más se percat.aría do la 

conjugación. del álgebra con la goornot.ría analít.ica, ya que loe 

métodos empleados para resolver un juer;o, hacen uso de est.as dos 

áreas de la mat.ern.át.ica aunadas a la t.ooría probabilÍ10t.ica. Al 

respect.o, los punt.os básicos que serian necesarios conocer son los 

aiguion.t.oa. 

t. Solución algebraica da sist.ernas do dos o t.res ecuaciones con dos 

o t.res incdgnit.as. 

Z. Solucidn c;eonét.rica de sist.emas de dos ecuaciones con dos incór;

nJt.-. 

3. Valor esperado do una variable aloat.oria. 

Sobre ost.e t.ema práct.icamen.t.e no hay indicios do su enseñanza. on 

el bachillerato y su int.roducción podría ser al~o novedoso y Út.il 

sobre t.odo para aquellos est.udiant.e~ que pot.encialmont.o vayan a 

est.udiar una carrera proresional slt.uada dent.ro de las ciencias 

sociales cotTK> podría ser economía. ent.re ot.ras. 
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También para est.e t.ema se desarrolla en la segunda part.e una 

met.odoloc;ía para su enseñanza. Su incorporación en los programas de 

est.ud lo podría ser corno slg:uei 

UNIDAD TEMATICA: TEORlA DE JUEOOS. 

OBJETIVOS OENERALES. 

Que el alumno: 

-t. Sea capaz de const.ruir el modelo que represent.a un juego. 

-2. Resuelva el modelo que represenf.a un juego. 

-3. Ejorclt.e su capacidad da dacls:lón. 

OBJETIVOS PARTICULARES. 

Al f"lnalizar las act.lvldades realizadas. el alumno será capaz de: 

-1. lnt.erpret.ar ol desarrollo htst.órico de Ja l.oori.A. de juegos. 

-2. Plant.ear correct.arnent.e modelos de t.eoria de juec;os. 

-3. Obt.enor la solución algebraica de un juego. 

-4. ldent.if"icar la solución c;eomE?t.rica de un jue:;o. 

-5. Int.orpret.ar la solución Ópt.lma encont.rada.. 

-6. Percibir la i;:eneralización que se le puede dar a est.a t.eoría. 

-7. ldent.lClcar la relación e>clst.ent.e de est.a t.eoría 

y la programación UneaL 

-e. lnf'erlr el caráct.er lnt.erdisciplinarlo de la t.eoria de juegos 

con las demás mal.orlas del plan de est.udlos. 
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CONTENIDO PROGRAMA TICO. 

t. Resumen hist.Órico de la t.eoria de juegos. 

t.t El ori:;en de la t.eoria de jue::os. 

t.2 El dosarr.ollo hlst.drico de la t.eoria de juegos 

y la programación lineal. 

2. Modelos de t.eoria do juec:os. 

2.t Met.odologÍa a soguh· en la olaboración de 

modelos de t.eoría de jue:;os. 

2.2 Modelos que involucran dos est.rat.egias 

para cada ju,;;ador. 

2.3 Modelos qua involucran a más do dos est.rat.ogias 

para un jur;ador. 

3. Concept.os de teoría de juoc:os. 

3.t DeClnición do un juego para dosi: personas 

de suma cero. 

3.2 Est.rat.ogla pura y «Ullt.rat.egia nú>e.t.a. 

3.3 Valor superior y valor inCerior de un juer;o. 

3.4 Punt.o mllla do un juego. 

3.5 Exist.encia de solución Opt.ima de un juego. 

4. Mét.odos de solución de un jue~o. 

.C.t Mót.odo algvbr-aico. 

4.2 Mét.odo c;eomCt.rico. 

5. Problema.s t.ípicos de t.eoría de juec;os. 

5.t Enunciar y resolver ·problemas en diCerent.os 

cont.e>et.os,. t.ales como: 

a) Laborales, 

b> Polit.tcos. 

e> Do mercadeo. 
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Quedan por resolver grandes dif'icult.ades en la propuost.a de t.emas 

que se hace, alc:unas de ellas se ref'ieren a los recursos hum.anos 

necesarios para llevar a su reali:z:ación ol desarrollo de los mismos. 

Otra, Ja elaboración de mat.erial bibliogrél.Cico de apoyo, ya que el 

e><lst.ent.o por lo general no es: ol adecuado para est.e nivel, ent.ro 

ot.ros f"act.ores. 

Lo que se recomienda cont0 f"act.or vital es la adecuada pl.aneación 

que debe de seguirse en la hipot.ét.ica implant.ación de ost.os t.omas, 

así como en los de cualquier ot.ro. Dejando atrás a las decisiones 

slmpllst.as quo s:e suelen dar en las: ln.st.it.uclonos: oducat.lvas cada 

vez que se producen cambios en los proc:ramas da est.udio. 

Con t.odo, una vez dot.ermlnada la ubicación en que Jos t.res t.emas 

propues:t.os pueden sor abordados en el bachillerat.o,. en la siguiont.o 

part.e se desarroUa met.odolÓGtcament.e una f"orma en que ést.os pueden 

ser ensoñados. 

i!! ::m: 
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CAPITULO 2 

PROORAMACION L 1 N E A~ L 

2.t lnt.roducción. 

2.2 Un problema est.udiant.tL 

Z.3 El rnét.odo gráfico. 

2.-t Concept.os de Programación LtnoaJ. 

Z.5 Problema30 t.íplcos de Pro¡;ramación Lineal. 
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2.t lNTRODUCCfON. 

En esle capilulo se pre~anl.a part.e de la looria. do programación 

lineal con la ut.iUzación del mút.odo gráJ'ico par•a encontrar la 

solución a pr•ubletnaS de upt.imi;.cación que puudan rvprO$Unt.arGo vn vi 

plauo cart.osiano. t=:n la succion 2.2 se considüra un problema base 

que delineará la mot.odulogí.a conc"1rrnient.u para l.:.t elaboración de 

ntodelos mat.emát.icos de programación Hneal. ést.e involucra dos 

variables; do decisión y empleo ospecil.ica.rán las 

c:::onc.IJciones que deben de cumplirse en el problom.a. 

En la sección 2.3 se da solución al problema ant.erJurmunle 

cunsldurado mediant.o el empleo dol mOt.odo grál'lcop á~t.o so logra 

needlanle la interpretación seomét.rica de cada una da las condicionas 

que est.ablecieron el modolo y ol análisis del 

compoJ>t.arnient.o de una f"unción llamada runción objet.ivo o do ut.Uidad 

que indicará que punt.os: dvl plano ~on los; quo habrá quv 50glgccionar 

con el rtn do obtener la mejor solución posibJe del proble•~· 

Lo que cont.inuación se muestra en la sección 2.4 son los 

oJantent.os y la t.eor{a bá.sic:.a que just.if"ic:an el proc:odimtent.o y los 

rosult.ados: empleados: en las a.nt.eriores dos secciones y un gonoraJ 

para rosotvor cualquier problema de progra1nación Uno.al 

represent.abto en ol plano. para lo cual so enuncia el mét.odo a 

soguir un.a vvz quo so han C"orrnaliz:111do los conocimiont.os nocu50.a.rfos. 

F'inalment.o la sección 2.5 consist.e de la aplicación du los 

resultados ant.eriores a diversos problemas considerados como usuales 

en el cont.ext.o de Ja programación lineal y así poder• ilust.rar y 

re1·orzar lo expuest.o on las secciones precedont.es. 
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2.2 UN PROBLEMA ESTUDIANTIL. 

Con rrecuencia aJc;una.s organizaciones o sociodadvs: do "por-sorlas s:o 

ven en la necesidad de so!icit.ar apoyo económico _o_ mat.eria1 ·con el 

f"in de realizar s:us: proyoct.os pa.ra las cualosr Cuoron croadas, MuC:ha.s 

de tas veces tas d0naciones que se 1o;;ran consist.en de materia! del 

cual hay que decidir qué hacer con ét y on qué medida o cant.idad. 

Tal es eJ caso del sic;uient.e problema. 

La Sociedad de Alumnos de una escuela secundaria desea recabar 

f"ondos para la adquisición do cornput.adora. Para ello, 

t'abrfcarán dos t.ipos de Ubreras en el taller do carpint.ería.. Ellos 

disponen do 00 m
2 

do madura y 7 lt.u do bArni-:z. que JuD Cuoron 

donados. Par.a Jos dol tipo J requieren do to mz de mador-a y .5 lt.s 

du bar-nJ2, rnton.t.raa qua para. Jou del t.ipo 11 r•oquior-on do Y mz do 

madera y t ll de barniz. Los precios que han considerado para su 

vent.a son loso Kiigufgnt.sn:i par.a los del t.ipo 1 .a $ 300,000.00 y p.a,...a 

los dol t.ipo JI a $ 250,000.00. 

Cuántos libreros de cada tipo deben Cabricar si e.s que 

des:e.an oht.onor ol mayor- ingros:o pos:ibh;, on l"a vent.a 'f 

PL.J."vTE:AltIE"1iTO DEL PROBLE.NA. 

Ant.es: do iniciar .la búsquoda du 1.a solución dol problorn.a.. no oas:t.á 

por demás especif"icar cJ.arament.e Jos objet.ivo.s quu .se deben curnpJir: 

t> El problema .su ref"iere a una toma de deci.siÓ~ Est.o es. se 

t.ionen qua indicar con t.oda precisión, c:uánt.os libreros:: del 

t.ipo 1 y cuántos del f.ipo 11 hay que f"abricar. 

2) Que el ins:ru.so en Ja vent.a sea ópt.imo <máximo>. 

3> Su t.iune que garantizar la const.rucción de 1o.s libreros 

CCact.tbilida.d), 
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La roCloxión ant.orior, nos da. ~ paut.a a segui.,. p911ra obtenur Ja 

solución del problema. Se empieza por especiCicar cada punto, para 

lu cual sorá nC1ccu;a.riu dar ruspuust.a a la siguiant.o interrogant.C1. 

Cuále;1s son J..as variablos do dC1cisión quo indican J.a. cant.idad 

de libreros de cada t.ipo a Cabricar ? 

Est.a pr•er;unt.a se ref"iere al número de libreros del t.ipo I y del 

t.ir>o ll a Cabric~·, on cuyo e.aso Ja ros:puost.a J.a est.ablocornos 

mat.emát.icamont.u de la sir;uient.e Corma: 

Xt El número de libreros del t.ipo 1 a Cabricar 

)ú = El número de libreros del t.ipo 11 a Cabricar. 

Con esto se ha resuelf.o la pregunta. Ahora podenx>s abordar la 

sdguiont.o raf"arlda. al ingreso Ópt.tmo, para olio nos progunt.amom • 

.:.. A quó es igual el ingroso Ópt.itn0 ? 

Si Xi. os al número da libroros dol t.ipo 1 a. c-.bric.oa.r a un procio 

de $ 300,000.00 y Xz es el número do libreros del t.ipo 11 a Cabricar 

a un pr-acio do $ 2so .. ooo.oo. La rcuipuout.a rcasiult.a cor1 

ingreso = 300 000 Xi + 250 000 Xz 

qua por comodidad lo esc:ribirornos 

Z = 300 X1 + 250 Xz 

Es claro qua ost.a valor do Z lo quorornosr m.:;ucindz.ar, 1>caro ¡¡ as 

inmediat.o 11 puest.o que aJ increment.ar los valores de Xt y Xz se 

incrolnGnt.a. ol valor do Z. Así. quo al problema so roduco a dat.erminar 

hast.a que valor se puede lncrement.ar z .. obt.oniendo los valores de Xi 

y Xz de t.at Corma que la disponlbliUdad de recursos Umtt.ados de 

niadera y barniz so rospot.on para elaborar los libreros. 
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De est.a manar-a s:e ha cont.es:t.ado Ja segunda int.vrrogant.e. 

Finalment.e para garant.i:zar la const.rucción o f"act.ibilida.d de las 

solucionas Xl y Xz,, so emplaza por agrupar la inf'orrnación disponible 

en el problema como se muest.ra en la t.abla 2.2.1. 

Est.a visualización es muy cómoda y lo¡:rar est.e paso represent.a el 

primer avance en Ja solución del problema. 

En el problema t.enomos ún.Jcarnent.e dos recursos que son~ 80 rnz do 

madera y 7 lt.s de barniz. De donde las condiciones que deben sat.is

f"acer los libreros f"abr•icados son: 

Para la madera: Como los libreros del t.tpo 1 requieren de 10 mz 

por unidad. ont.onces 

10 )(j. • cant.idad de m2 de madera ut.lll:zados al 

f"abricar Xt libreros del t.ipo l. 

Simllarment.e para los libreros dol t.lpo 11. que requieren do 8 m2 

por unidad. Se t.ieno 

De donde 

8 Xz • cant.ldad do m2 de madera ut.IU:zados al 

Cabricar Xz libreros del t.ipo 11. 

10 Xt + 8 Xz ::; 80. 
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Con ést.o se indica que la ut.ilización do mador.a on la Cat>t·h.::.•ci~n 

de ambos· t.ipos de libreros, no debe rebasar la disponibilidad que es 

do 80 rn
2 

do rnado1•a.. 

Para 61 b:..rru::: Los libreros del t.ipo 1 roquioron do .s.·1t..a por·. 

unidad ent.onces 

.5 Xi = cant.tdad de lt.s de barniz empleados al 

Cabricar X1 libreros del t.ipo l. 

De igual Corma, para los libreros del t.ipo JI que requiereh de 

lt. por· unidad. Se t.iene 

Do dando 

t Xz = cant.idad de lls de barniz empleados al 

Cabricar Xz libraros dul t.ipo 11. 

.5 X1 + t Xz ~ 7. 

Lo cual indica, que la ut.ili:z.acidn do barniz on l.a Cabric.ación de 

ambos t.ipos de libreros, no debe rebasar la disponibilidad quo es do 

7 lt.~ do barni:z.. 

A cont.inuación present.a La rest.ricción quo evit.a rosult.ados: 

ne,;:at.lvos. Es decir, so debe asec;urar la const.rucción de los 

libroros: y on ol peor de los: casos no producir ningún Ubroro, Est.o 

se est.ablace como: 

Xt. ~ o, Xz ;?: o. 

Resumiendo lo const.ruído hast.a el momento, el problema se puede 

plant.oar rnat.urnát.icarnant.o de la s:iguiant.e rnanor.a: 
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Maximizar Z :a 300 X.a. • 250 Xz 

eujot.o A 

to X.1. + e Xz ::s eo 

.5X.1.+tXz:S7 

Xz 2: o. 

<2.2.t) 

c2.2.2> 

C2.2.3l 

A est.a Cormulación mat.emát.ica se le conoce como un modelo de 

progra111ación UnoaL Est.e modelo corno voremos: más adolant.• on la 

sección 2.4, est.a compuest.o de t.res part.os,. a sabor,. la Cunción 

2.2.1 llamada Cunctón objot.ivo o de ut.ilidad. Las rost.riccionus o 

condiciones del problern.a, 2.z.2. y la condición de no-nec:at.ividad 

2.2.3. 

Hast.a aquí el problema ha sido plant.eado explicit.amont.o, en la 

siguiont.a sección da.romos: solución al problarna mediat"lt.e la 

aplicación dol mót.odo grá.Cico, 
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2.3 EL METODO ORAFICO. 

Est.e mét.odo propone em~ezar. Primero. por el análisis do las 

rest.ricciones condiciones del problema. lo quo ha 
dot.arndna.r una reglón de soluciones Cact.iblec en al plano carf.eclano 

Segundo. buscar la solución Óptima en dicha rogión. 

Considárernos el sist.onia de coorden-.das: rac:t.angularos descrit.o por Xt. 

y X2 quo son el número de Ubreras a Cabricar del t.ipo 1 y t.ipo 11. 

re•poct.ivarnent.e, 

Como X1 2::. o. Xz <!: o. Únicamont.u se ut.ilizará ol prhnor cuadrant.u. 

Es: decir. el lado derecho suporior del plano cartesiano corno a 

cont.inuactón co indica.a 

Xz 

1 

o Xi 

FJ~ura 2.3.t 

La represent.actón grclCica da las desigualdades: 

to Xi + e Xz .s eo Cll (2.3.t> 

.5X1+tX2~7 C21 c2.a.2> 

es posible. si prlmerament.e se consideran Jas desi;uaJdades como 

igualdadaa. Esrt.o •srr 
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10 Xt + 8 X. 80. [Ltl C2.3,3> 

Xz • -~ Xt + to 

En la t.abJa 2.3.t se dan valores para Xt en cada recta, siendo un 

valor igual A coro Cquo os lo roco111Gndablo>,. acá miilG obt.ioncan loa 

correspondient.es valores de Xz. 

Localizando 

x. 

o 
e 

14 

TABLA 2.3.t 

X:t • + X1 + 10 Xa • + X1 + 7 

10 7 
o 

u 

el ptano X1Xz los punt.os obt.onidos, so puodun 

t.razar las rectas, las cuales se muesf.ran en Ja siguiente f"ic;ura. 
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Figura 2.3.2 

Una vez localizadas las rect.a.s, ya es posible esquomat.izar las 

desigualdades (2.3.t> y <2.3.2),. así como t.ambién Jas condiciones do 

no .. ne:,at.ividad. Est.as se indican sombreadas en tas Ciguras 2,3,3; 

<a>, <b> y (e) respoct.ivamont.o. 

X 

10 

<a> 

8 x. 
Cll 

69 

Xz 

... lú 

[21 

Cb} 



Xz 

o lú 

<e> 

Fic;ura 2.3.3 

Ahora bien las zonas result.ant.es:, las podemos pensar corno conjunt.os 

de punt.os, de t.al Corma que las podamos represent.ar mat.em3t.icament.e 

de la sigutent.e Corma: 

A • ~ e >C.l, Xz ) Ei IRZ : 10 XL + e X2 :S 80 

{8 - e Xt.. X2 ) E IR
2 

i .5 Xs. + t Xz ::;. 7 

< x., Xz ) '6 IF.
2 

lú, Xz ;?: o 

Es:t.o t.tene como result.ado, el que, si se quiere encont.rar la 

re¡:ión en que se sat.tsC"ac;an s:tmult.áneament.e las condiciones de 

disponibilidad de madera, barniz y la no negat.ividad. Ent.onces: 

t.ienon que encont.ra.r los punt.Os: CXt, Xz> que queden comprendidos en 

la rec;lón CS> res:ult.ant.o de la lnt.ers:occión de los conjunt.os A, i1' y 

•C. Dicha región se muest.ra sombreada on la Ci~ura 2.3.4. 
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Xz 

x. 

Figura 2.3.4 

Los punt.os <Xi, Xz> cont.enidos en la rer;ión sombreada son los 

candtdat.os a ser considerados como Ja solución del problema, de ahí 

la denominación de Región de Soluciones Fact.lbles. Do ot.ra f"orma los 

punt.os que no quedan en la re;;ión no sat.lsf'"acen simult.áneamant.e las 

condiciones. como los slguiont.es t.ros punt.os: 

PI = <t, e>. Evaluándose, SC' t.lene: 

to < t > + e e e > = 74 ~ eo 
.5 e t > + t e e > • e.5 :? 7 

t :?: º· e ~ o. 

Est.e punt.o cumple con la disponibilidad de madera y la condición 

do no-negat.lvidad, poro no con la de barniz, 

Pz • <9, t>. 
to < 9 > + e e t > .. 98 ?: so 
.s e 9 > + t e t > • s.s s 7 

9 ~ º· 
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Lo cual indica,. quG ·curn¡::ilo. con ·ta disponibilidad de barniz: y con 

la condición de no-ne=-at.ivfdad,. p.;;ro no con la de madera. 

Pa • cto, to>. 
to e to > + o e to > - t80 ;?: 80 

.5 e to > + 1 < 10 > = t5 ~ 7 

to~ o, to .?: o. 

Est.e punt.o cumplo con la condición do no-negat.ividad,. sin embargo 

no cumple con las condiciones en la disponibilfdad de madera----y 

barniz. 

??. PASO. DETEPMIHA•::IOH DE LA .SOLIJC:IOU OPTIMA. 

Es de int.arós a.hora., buscar aquellos punt.os de la región para los 

cuales, el valor de Z de la !'unción objetivo alcance el mayor valor 

pouibfo, Ya quo do J.ograrco,. habrá rocueit.o ol problema. 

present.ado a los alumnos. Aunque est.o a primera vist.a no parece 

111encillo,. ya que on J.a región hay un nUm~ro 1nf1n1lo do punf,o.v que 

cumplen con las restricciones. Empecemos con el punt.o co. O>,. 

obt.onléndoce1 

to e o > + e e o > ~ o ~ eo 
.5CO>+t 

o~ o, 
O>•O:S7 

o ~ o. 

El cual cumpl• con t.od.as las rest.rlcciones, puro con una ut.i1idad1 

z :z 300 e o > +- 250 e o > • o. 

Para. el punt.o C3, 3> qua se encuentra. dent.ro da la región,. se 

t.lene: 

to < 3 > + e < 3 > • 54 s eo 
.5(3 >+t C3 >=-4.5!:7 

3 2: O, 3 " o. 
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Cumpla con t.odasz las ·rest.riccionas _y _produce .una· ut.Uidád do1 
' ' . , _-., . ·. 

:.,z_-~ ~~xJ::t·'a.··>.·<~-.-~s~~-.c;·a.·l = 1·450· 

que ya reprOs~~t.~ :·~,.:;~_: ~-¡,::u.d:~<(~-~~~~·;.' ~-ji,'r -~·¡•a. para· el punt.o co. 0) 

•;·c;:::):J ·.",":.~¿;·;.:.~ (~ ~-~-,~:'.-:.·;·: 
Si al· punt.~· ·o~: -¿,;)'~_¿_7):/;.;¡ü~··.~·'D;>un·--v~rt.t~~ .-.d~ la rOgJ.ón, so t.ian•• 

-:'--.~·i·~·.·-~--~~·:·,---~- .8 ~-·7 ~- Zll 56 ~ 80 

s.c o> t te 7 > • 7 ~ 7 
0-2: o,- 7 2: o. 

et cual mejora aún más el valor de Z, ya que Z = 1750. 

Sin embargo, este procedimiento no es práct.ico. P<>r lo que, para 

sJmpUt'"tcar la búsqueda del punt.o o los punt.os de la rer;ión que 

garant.icon la ut.iUdad Ópt.ima, so analizará •I comport.arniont.o 

geomét.rico 'de la Cunción de utilidad. 

Z = 300 X1 + 250 Xz. 

Est.o se logrará asignándole valores a Z, por ejemplo. si Z = 750. 

t.tono1 

750 = 300 Xs. + 250 Xz (2.3.7) 

da dando 

Xz •-+ X1 + 3 C2.3.8) 

Est.a es la ecuación de una roct.a que pasa por Jos puntos <O, 3>, 

C5/2, O>, los cuales permtt.en hacer su t.razo que a cont.tnuación se 

Uust.ra: 
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Xz 

7 

F'igura 2.3, 5 

Obsérvese que los punt.os <O,. 3) y <5/2,. 0) cumplen con t.odas las 

rest.ricciones. Es decir: 

con una ut.ilidad de: 

to e o > + a e a > = z4 ~ so 
.5<0>+1(3)•3 :57 

o ~ o,. 3 ~ o. 

to < 5/2 > + e e o > = 25 ~ so 
.5 e 5/2 > + t < o > • t.25 ~ 7 

5/2 2:: º· o~ o. 

z 300 (0) +250(3)=750 

z • aoo e s...-2 > + 2so e o > • 750 

Además cualquier ot.ro punt.o de la rect.a que se encuent.re dent.r·o 

de la región,. t.ambién t.endrá el mismo valor de ut.iUdad ie!;uaJ. a 750. 
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Una vez considar.i.da' es~a-. ·ract."'.",,_ l_~-.- q~v. __ se p_uvdo hacer a 

cont.inua~ión.-~s· d~r _óirci·~~·vcli~res-·a ;i:.:~ie :t.al f_"~~~-:·q~e 
lnCerloro& a 7~~ ·:Y, ot.l-o.: _-·~;~~:;.s·<-· ~~-~- ~jvnipio1 

unos sean_._ 

.''-' . :., ' 

· ··~ x.'i<-:·~')(~./ 
"-• .-'-~-- ·."· 

o • .300 Xt + 250 ·xz 

- 300 Xs • 250. Xa ___ < ~-;,:'. __ )(a ~~·~·--''.-~~;~~ -~/-~ 
1000 • 300 Xi. + 250 X2 

2000 • 300 Xi. + 250 Xz -.. 

3000 • 300 X1 + 250 Xz .. 
X2•4Xt.•4 
JU·• 4 X1 + 8 

Xz • X1 + 12 

De donde se observa. que son las ecuaciones de líneas rect.as con 

pendiEtnt.e lro:ual a -6/5. Por lo que son paralelas ent.re sí. est.as 

rect.as se muest.ran on la f'lg:ura 2.3.6. 

Xz 

F'i~ura 2.3.6 
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Grácicainent.e se observa que al desplazar la Cunci&n objat.lvo z 
hacia abajo. su valor disminuye, Por ot.ra part.e, al desplazarla 

hacia arriba. su valor auinont.a. Da dando, los punt.os comprendidos 

ent.re, el valor de Z ;a 2000 y Z == 3000 parecen sor los import.ant.es. 

Lo ant.erior conduco que, habrá quo loc;rar el máximo 

dospla:z.amiont.o de la Curación objat.lvo hacia arriba. da t.al Cor.na que 

no se violen las rest.ricciones dadas < que no rebase la zona 

sombreada ) y localizar el punt.o que g:arant.ize el mayor valor de Z. 

El esquema gaomót.rico indica que ést.o se logrará en el punt.o de 

coordenadas C4, 5). Por lo t.a.nt.o, est.e es el punt.o ópt.tmo buscado, 

de dondcu 

XJ. • • 4 libro ros dol t.ipo 1 a Cabr-tcar 

Xz • • 5 libroroa del t.tpo JI a Cabrlcar. 

los cuales producen una vont.a ópt.ima da: 

z• • 300 < "' ' + 2so < s ' • 2 -tso. 

Que al agregarle los t.res ceros omit.idos al inicio y reprosent.ando 

la cant.idad en pesos, result.an ser $ 2,450,000.00 con lo que la 

Sociedad da Alunsnosi ya ast.ar{a on h'Mljoros: condtcionos: de comprar La 

comput.adora. 

Es as{,. que con est.e problema se ha podido llust.rar en qué 

consist.e ancont.rar la solución de un problotna do programación 

Une.al, est.o a pat">t.ir de un proceso geomét.rlco, el cual a su ve:z, es 

aplicable general cualquier problorna quo involucre dos 

variables de decisión y cuya jus:t.iClcación se desarrollara en la 

siguiant.e sección. 
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2.4 CONCEPTOS DE PROGRAMACJON LINEAL-

En es:t.a seccidn se deCinen los concept.os y se explica part.e do la 

t.eoría de programación lineal, mediant.e la Cormalización de los: 

r•osult.ados: ~mplo.-.dos;; int.uit.iv.-.nMlnt.o en nugct.ro ojamplo guia. Ant.es 

de proseguir enmarquemos el sic;uient.e aspect.o hist.órico. 

•· A Cinales del verano de 1947 so conjunt.o ol t.ralJajo de un gran 

número do mat.em.3t.icos al publicar ol Dr. Oeorgu e. Dant.zig el Mét.odo 

Simplcx que os un procedimient.o que resuelvo sist.emas de ecuaciones 

y/o dosigualdados: Hnaalos: on presencia do una Cunción objot.ivo 

t.ambién lineal. A part.ir de est.e momento se emprendió un =ran 

dos91;rrollo on ost.,.. nUOY.OOll t.ooría tn.at.cunát.ica a la cu91;l so lo 11.00llrnó 

Program..'l.ción Lineal que result.a ser sumament.e út.il on la solución de 

una amplia ga~ de problom.as práct.icosi. 

Tradlcionalmont.o el t.ema de desigualdades lineales ocupa.ha 

lu:;ar si;nif'"icat.ivo en los modelos de econonúa antes de que se 

Corsn.a.lizará la. prografn,Ol,ción lineal, on est.o cont.e>et.o s;:e ubican las 

ideas de John Von Neumann para desarrollar la teoría del equilibrio 

econóndco. 1932. Shnllarrnont.o 'W. Loont.ioCC realiza J.a doscripción de 

las relaciones int.erindust..riales de una economía, 1936. Una f'acC!'t.a 

import.ant,o, aunque rernot.a, la con.s:t.it.uye el t.rabajo roa.li:;r.:.0011do por 

Quesnay, 1759, cuyos est.udtos t..uvieron una considerable inf'"luoncia 

en los: precursores de la programación Unonl como los ant-o~ cit.ados 

y en L. Kant.orovich quien en 1939 publica una extensa monoc;raf'"ía 

int.it.ulada "Mdt.odos: Ma.t.omñt.icos: en la Organización y Planuación do 

la Producción". 

En la década de lar; cincuent.a queda cimant.a.da. la progranUllciÓn 

lineal con su aplicación en dist.int.as áreas como la indust.ria, la 

agricult.ura, la alimont.a.ción y sls;:t.omas do s.0011Jt..1d, ont.re ot.ras. La 

aport.ación teórica para su est.ruct.uración recibe c;ran impulso y en 

esto sent.ido cit.amos: a H. Kuhn y A. Tuckor al igual que Von Noum..-.nn 

que indica las bases do lo que sería la Dualidad y conjet.11ra la 

relación exist.ent.e ent.re la pro:;ramación lineal y Ja t.eoria de 

juego& do cuma cor•o para dosi porSllonaa.•~ 
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Como so rocordará, ol modolo mat.omát.lco -dol. probl~m.a do l·a · S~ciodad 

de Alumnos era el stg:uient.e: 

Maximizar z = 300 

si:ujot.o a 

10 XJ. ·+ 
.5 Xi."" 

Xt 2: o, Xz ~ o. <2.4.3) 

SI se observa, el modelo básicamente esta f"ormado de t.res part.es. 

Prhnoro, la <unción (2,4.t> para la cual uo busca obt.onor ol valor 

ópt.tmo que aseguraba la mejor vent.a posible de los: libreros. 

Segundo, las desigualdades <2.4.2> indicaban que habia Umit.acionas 

en la disponibilidad de los recursos de madera y barniz. t-... t.ercera 

componont.o <2.4.3> quo acog:urab.-. la conat.rucción o f'act.ibilidad de 

los libreros. 

Lo ant.erior lo podemos CormaUzar en la sic;uient.e:_ 

Optimizar Z • c1X1 + czXz + ... + cnXn 

oujot.o a 

auXi + auXz + ... + atriX:i :S bt 

a.21.Xt. "" az2X2 + ... + az"X'"' :S bz 

amt.Xt + am2Xz + ... + amnXn :S b ... 

x •• Xz .••• 

C2.4.4> 

<2.4.5) 

<2.4.6> 

Dando Ja pal.abra Ópt.indzar puodo signlf"icar maximizar ó minimizar. 

Así para nuest.ro ejemplo guía si;niflcó maximizar ganancias. 

Miont.ras que, para algún ot.ro problema podría sor minimizar coc1.olli. 

78 



A la f"unción Un"aal <2.4.4 > 

ESTA 
uua 

TESIS 
11[ lA 

~rn ~Hf 
BIBUüILG& 

i'.•.:.r...:u;.r"."· i.e ~u.tt(t4a.a. Las desigualdades lineales <2.4.5> so conocen 

d .. l .... ·· problem.a. o .. .aqu{ las 

desigualdades .. menor o ic;ual... !i, pueden ser reemplazadas por 

·•.n:ayor - o· ,iSua.1'', ~. o blon po-~ igu.aldados. Ect.o dopondu do lDi 

Opt.irnJ.zar Z • C X 

sujet.o a 

A X 5 b 

X?; O. 

C2.4,7> 

Est.o nos perndt.u du.-inir las componont.os do c¡;¡d.a una. do las t.ros 

part.es anteriores; Al vect.or renglón C Cc.1.. cz .... ,cr.> de 

vect.or coluinna X con n-component.es, se le denomina 

cornponont.es El 

voct.or columna b con m-component.es, se le conoce corno ve.:t .. •'!. 

n-cornponont.os, os: el 

vect.or cero. Fln.alment.e la mat.rtz A de m-renc;lones con o-columnas, 

so lo donoad.n.a. moAAt¡ ac ~.~.lt•:tcntc:> t.c.t:n6lo¡J•t:~~ cada olentGnt.o ª"' 
con 1,.=t.z, ... ·'" y ¡::1.2 ..... n represent.a el número de unidades del 

quo so noco.:lt.a para producir una unidad de la 

act.ividad J• 

Es así que el plant.eamient.o del problema de la Sociedad do Alumnos 

result.a ser un problema de programación lineal. ol cual t.uvo cu 

solución a t.ravés de un proceso :;eomét.rico en el plano cartesiano. 

En general. si consideramos problemas que involucren t.inlcamonto dos 

variables do decisión. el modulo quodas 
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Opt.tmizar Z • ClX1 + c2Xz 

sujet.o a 

a11X1 + a21Xz ::5 bt. 

a21Xt. + a21.Xz. S b2 

>ú 2:. O, Xz i?. O. 

CZ,4.8) 

Por ot.ra part.o, en el problema guia se había encont.radO. que 

algunos punt.os del pi.ano sat.lsCac{an las rest.rtcctonos <2.4.2>, 
mient.ras que et.ros no. A cont.tnuacldn se dan cinco punt.os con "est..as 

caract.•riat.lcas. 

P1 • eta, to> 

Pz . e 3, 3 > .. 
P• -<-t, 2 , 

P• -c-3, -2> .. 
P~ • < 4, -a> 

to <tO) + e CtO> - tao ;?. BO 

.5 CtO) + 1 (10) = 15 a: 7 

10 (3 > + 8 (3 > = 54 " 80 

,5 (3 > .. • C3 > -4.5 " 7 

10 <-t> + 8 C2 > = 6 - 80 

,5 c-t> + 1 (2 > = 1.5 :s 7 

10 C-3> + 8 <·Z> = -46 ~ 80 

.5 <-3> ... c-2> --a.s s 7 

to C4 l + 8 C-3> = t6 ~ 80 

.5 C4 l + C-3> = -t =5. 7. 

El punt.o Pt. no cumple con Jas rest.ricciones, nd.ent.ras que Pz, P:11, 

P.a y P:1 sí las verU"ican. Est.os cinco punt.os se muest.ran en la 

f'lgura 2.4.t. 
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c-1 ~ 2> • 

• C-3, -2> 

Xz 

(4. -3> 

Fic:ura 2.4.1 

cto. to> 
• 

x • 

Ahora bien de los punt.os Pz. P3. P.a y p, los t.res Últ.lmos no 

cumplon con la condición de no-negat.tvidad y s:Ólo el punt.o Pz la 

sat.lsf"ace. A la clase de punt.os del plano que sat.isf"acen ambas 

condiciones los caract.ertzamos en la slguient.e deCinlctón. 

DEFINICIOl'J 2 • .f<rb.V.t<rn. 'Fu..:t,.,U.z.. Es aquella solución dada por el 

vect.or columna X que sat.isCace las condiciones: 

A X :S b 

X~ O. 

Una vez que se han localizado a t.odos los punt.os en el plano que 

cumplen con ser soluciones Cact.ibles. ha quedado determinada una 

región <S> con caract.erist.icas especÍCicas. Para el problema c;uía 

seria la que se muest.ra en la si:;uient.e Ci~ura. 
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Xz 

8 XL 

Figura Z.4.2 

Como se observa dicha. región est.a dot.erminada Únicamont.o ·por la 

int.ersección de líneas rect.as y en ella se encuent.ran los punt.os que 

s:on soluclon1;1si Cact.iblcn~·. A c::ont.inuac::lón ocpeclClcantc:>s ect.a rugldn, 

C•EFINl•:I•)tl 3. ,T..~vu:in <1.-1. .f'~lu..·:•"n.e:;, .'P',;z..:tt~l.z·~. Es ol conjunt.o de 

t.odas las soluciones f"act.iblcs. 

Para el plano se denot.a comen S • { X ~ Rz : A X :S: b, X ~ O ~ 

Los punt.os esquina que def"inon a S, como lo el <O, o>, ce, o> 
<"', 5) y CO,. '7) del problema juog~n un papel MUY import.ant.o on la 

búsqueda de la solución del problema como más adelant.e se conocerá, 

por al nwornant.o loc doCinlntQu, 

DEFINt·=ION J.. Y...1..n.t4 ~:r:-'.·'\e~. Un .punt.o ·ext.remo X, es un v~rt.tce d• la 

región de soluciones t:act.tblcs. 

Flnalment..e en el problema se t.uvieron punt.os. los cuales. al~unos 

Cuuron InGjor s;;olucidn qug ot.ror;;, ol S1ont.ldo du quo al 

evaluarlos en Ja Cunción objet.ivo, ést.a mejoraba su valor. sin 

ambargo al punt.o <4. 5) result..o 5ar el mojar unt.ru t.odos. rnot..lvo por 

el cual le damos un nombre especiaL 
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DEFIUICION '3. ~#b.J.ct~n.; ll.'lir.tuna. <ma><imizando>. El voct.or columna x• 
una solución Ópt.Íma~ de_ un problema de programación lineal, si 

siolucidn r.act.iblo y adema.si cumplo1 

e X 2; e X, "' X ... s. 

A cont.inuación se anuncian dos t.oorem.as que complemont.an ol 

est.udio realizado .hast.a el moment.o, el primero se reCiero a una 

import.ant.e propiedad de la región do soluciones f"act.ibles y el 

segundo proporciona Ja inf"ormación relevant.e en la búsqueda de la 

mejor solución de un problema de prograsnación Uno.al mediant.e la 

relación exist.ont.e ent.re la Cunción objet.ivo y la región de 

11olucion~u· ract.lble11. 

CS> 

Se entiende por conjunto convexo aquel que, dados dos punt.os 

cuales:quiura dont.ro del conjunt.o, ol segmun.t.o do roct.a quo lo& uno 

est.a contenido complet.ament.e dent.ro del conjunto. A cont.inuaclón se 

llus:t.ra un conjunt.o y uno que no lo 

o x. 

C a > 
Conjunt.o convexo 

Figura 2.'4.3 

Xz 

o x. 

( b > 
Conjunto no-convexo 

'"El ópt.imo podria alcanzarsie t.oda una artst..a da S. 
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Sin -embargó .~a-región:'de'sOlUctones f"act.lbles S no t.iene·1a·corm.a 

del conjunt.o, c~rlvex~-.-de_ la Cigura 2.4.3 Ca>,. sino más bien 'como la 

quo elgu:a. 

Xz 

o X1 

Figura Z.4.4 

Ello so doba a quo ost.a doUndt.ada por la tnt.arsocción dv linoAc 

rect.as que son el resuJt.ado de las rest.rtcciones del problema,. las 

cu.a.hu;: s:on acuaclonosr y/o dos:lgu.aldadvc linoalos y los vúrt.ices: son 

los punt.os ext.remos. Si la reg:IÓn result.ant.e es cerrada so le 

conoco corno pollodro convo>eo, 

'tEOP.EMA 2. ~a. /.u~n. ~~µ.tu.•IY 

IY-'(ten.e ?U va.l~f't. ma.~m.8 (¡y m.lnt.ffl..O') 

En la siguient.o Cigura C2.4.5),. 5:,. es la región do soluciones 

Cact.tbles de un problema de programación lineal,. en donde Z.O es una 

pos:lclón aspoc{Clca da la Cun,.ción objet.ivo, El t.ooroma 2 nos: dice 

que, ya no es necesario considerar a t.odos los punt.os que cont.tene S 

que corno ya s:o inoncionó s;ion una inf"'inid.ad,. sino quca ahora bast.ar·e.á 

con desplazar adecuadamente la Cunción objet.ivo hacia los puntos 

o>et.romos, los cuales son un núrnoro C"intt.o,. ovalu-.rlos en 1-. f'u:nclón 

objetivo y det.erminar en cuál se t.iene la mejor ut.tlidad. 
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Figura 2.4.5 

Hay que not.ar quo cualquier punt.o que est.e comprendido en el 

segmento det.erminado por la int.ersección de la Cunción objetivo y s. 
t.lona la mbuna. ut.llidad. En la Cigura <2,4,5> ol punt.o Xo y ol punt.o 

Xl ilust.ran est.a slt.uación para la posición de Zo. 

Por ot.ra parte. cuando se menciona el dcspla.zamient.o de la !"unción 

objet.lvo, os::t.o so ent.lendo como la obt.ención de ruct.as par•alolas do 

dicha {"unción una vez que se det.ermina una posicidn do inicio. 

Finalment.a con las ant.ariores def"lnicloncs y los dos t.eorernas, 

podernos enunciar ol proc•dlmlont.o a saguir para. oncont.rar 1.a 

solución de un problema de pror;ramación UneaL 

HETODO ORAFICO : 

Paso t. Determinar la Rec;ión de Soluciones 

Fact.iblos. 

Paso 2. Obt.ener los Puntos Ext.rernos. 

Paso 3. Evaluar la Función Objat.ivo. O 
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2.5 PROBLEMAS TJPICOS DE PROGRAMACION LINEAL-

A cont.inuación se muost.ran t.res problemas de programación lineaL 

Est.o se hace con el Cin de consolidar las ideas expuest.as 

ant.ariormont.o, asá corno para ejempliCicar el panorama de las 

aplicaciones que se" t.iene en est.a área de la matemát..ica . 

En cada problema se inantiene, aunque resumida, la metodoloc;ía que 

propu.cio on ol da51arr0Uo de las ueccioncu;:: 2.2, 2,3 y 2,4, 

I.J PR.OBLE:N,t DE: LA DIE:T,t. 

Un granjero para la alimont.ación do sus vacas nocosit.a comprar dos 

t.ipos de aUment.os, los cuales contienen prof1eínas, carbohidrat.os y 

grasas en 1- cant.ldadcu:r y colilt.os que 111e Indican o:n la t.a.bla 2-5-1. 

Los demás inr;redientes de relleno que pudierá contener cada aliment.o 

no se considor~n. El sabe que , cada vaca deba recibir diariainGnt.a 

por lo menos 90 c;mos de prot.eína.s, too c;mos de carbohidrat.os y 30 

grnou de grac.as:. 

Qué cant.idad do cada allmant.o deberá cornprar con el f"in de 

obt.ener una aliment.ación adecuada a un costo mínimo ? 

ALIMENTO 
PROTElNAS 

(g-/k:g-> 

1 20 

11 30 

TABLA 2-5-t 

CARBOH 1 DRATOS 
Cg-~.> 

50 

25 
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O RASAS 
Cg/J.:¡i;) 

20 

35 

COSTO 
($/1'g> 

500 

300 



dol alhnont.o 1 a comprar 

del altment.o. 11 a comprar. 

Xz 

Xl + 30 Xz C!!; 90 . t 1'1 

X1+25.Xz?:1~ -lZ·J 
20 x, + 35· Xz.,O!: 30 '.'_ {,::):') · 

- --:'....7.oo.~·-

)(z :?;O- r. ~.).~ 
..·e __ --;:·'-~ 

-xi-. 

··.· ,, ,·: 

REGIONDE-SOLUCIONES-FACTIBLES 

l .......... 

o 1 ~2\ 3 4 

"' 131 121 111 
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V ~LORES DE L-1 FU"CIO"it OBJ~rn·o 

~~~~=~XTR~~i~~J X~==¡-_:~ p l o 4 1200 --------- -- ---- --
P 2 3/4 5/~ 1125 

---------- ---- ----- --p 3 Y/2 O 2250 

---------- -- ----- --

Se t.iene que Pz = (3/4, 5/2) resulta sor el punto ext.remo en donde 

la Cunctón objet.tvo obt.iene su valor mínimo. Siendo ent.onces que el 

granjero deberá comprar 0.750 K~. del aliment.o 1 y 2.5 K:;. del 

aUment.o 11 para cada vaca diarlamont.e con el f'in de propocionarles 

una alimant.ación adecuada a un costo mínimo de $ t 125.00, 

Como se observa la r•egión de soluciones ract.ibles no os cerrada o 

acot.ada. sin embargo sic;uo siendo un conjunt.o convexo. 
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aJ PROBLEHA DE Z/l(VERSIOl'v. 

Una persona dispone de un capit.al de $1 000 000.00 quo puode 

trabajarlos .en dos t.ipos da inversión ,A y o. produciendo ""' y 5" 

anual~nt.o, respect.ivamont.e. Debido a ciort.as: condicionas bancarias;; 

considera qua al menos al 20% del capit.al se destinará a la 

inversión A, no m:ás dal 5°" par.a la B y la cant.idad invort.ida en O 

no debe exceder las cinco t.ercera.s part.os do la cant.idad en A. 

¿ Qué cant.idad le conviene colocar en cada inversión con 

el f"in do obt.enar al mayor int.erós: posible ? 

l'ariables de decisidn: 

Función obJ•tivo.• 

Restricciones: 

X1 i= Cant.idad a tnvert.ir en A 

Xz • Cant.idad a invert.tr en e. 

X1 + Xz :S 1000 000 C 1 1 

2:: 200 000 

Xz :s 500 000 

-sx ..... 3Xa s o 
X1, Xz 2: O 
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RE:GIOf<I DE: SOLUCIO.~E:S FACTIBLES 

Xz 

13L 

--~!Jººº·º 

o 

14J 

PI 
zooooo 

1 

[ 2'1+ 

P2 

10000,00 

111) 

V..4LORES DE l...J FU."'vCIO!V 08.JETIVO 

-------- ------PUNTOS EXTREMOS X1 Xz -------- ------
P1 200 000 o 20 -------- ------. 
Pz 1000 ººº o 'ºº -------- ------Po 51)0 000 500 ºº o 75 

-------- ------
P• 300 000 500 ºº o 55 -------- ------p, 200 000 1000000 /3 36 

-------- ------

z 

000 

000 

000 

000 

000 

El punt.o Óptimo es Pz. por consic;uient.e lo conviene colocar 1.odo 

el capit.al en la inversión A. Est.o le proporciona un interés de 

s too 000.00. 
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3> PROBL.EH.A AGRICOL..J.. 

En una cooperaliva de una región agrícola del Est.ado da Hidalgo. 

desean conocer qu9 cant.idad de hect.áreas de cada product.o les 

conviuna cUlt.iv.-ir para obt.unor ut.tlidad rn.átdm.a bajo ol 

siguient.e prograsna. Los recursos con que cuenlan 

t.lorra, 96 hrs do mano da obra y $ 360 000.00 do capit.al. 

15 has do 

Sus act.ividades reales, o sea lo que se puede cullivar dada la 

nat.uraleza del suelo maíz y t.ri¡go. Los correspondlent.es 

coof'lciont.es t.ócnicos para el cult.ivo del maíz son: una ha. de 

t.terra, 8 hrs.-hombro y S 36 000.00 de capit.al, con lo que so espora 

obt.onor un ingreso de $ 80 000.00 al vender ol product.o, Los 

coeCicient.es t.écnicos para el t.ri:;o. de manara similar son: una ha. 

de t.lerra., e hrs.-hombro y $ 24 000.00 do ca.pit.al, usporando obt.anar 

$ 60 000.00 por· la venla del product.o. 

Variables de decisidn: 

X1 a Número de has a sembrar de maíz 

X2 • Nthnuro do has a sombrar da t.rigo. 

Función objetivo: 

Maximizar Z = 44 000 Xt. + 36 000 Xz 

Roatricciono.s": 

x. + 

8 X1 + 
Xz ~ 15 

e :xz :!. 96 

36 000 x. + 24 000 Xz !: 360 000 

Xz ~ o. 
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REGIO"'I DE: SOLUCIO-.,ES F.ACTIBLE:S 

P1 
u 

' 
' ' 
' ' 

\10 

' ' 

' ' ' ' ' 
l~ 1~ 

' 'lll 

>"" ';¡.121 ) 

l•'..ILORES DE LA FU~CIO~ OBJETIVO 

~~-;~:;:;;~-a· ~-a·ci----;-~ ----------- -- ------p l o fJ o 

----------- -- ------P z O 12 432 000 

==~:=======t==ii=i=~~~=~~~ p 4 • lo o 4 4 o uºº --------- -- ------

X1 

El valur óptimo lo proporciona el punt.o ext.remo P3, por lo que les 

conviene cultivar seis has de maíz y seis has de tric;o. Est.o les 

pcrmit.irá recuperar el caplt.al tnvert.ido y obtener 

cuando se vendan los dos product.os. 

; s 8E 

ganancia 

mm:: 



CAPITULO 3 

ANALISIS DE REDES 

3.t lnt.roducción 

3.2. ¿Cómo const.ruir Ja red eJ0ct.rica? 

3.3. ¿Qué canúno deberá elegir el t.ransport.ist.a7 

3.4. Element.os de t.eoria de r;:ráclcas 

3.5. El árbol de peso núnimo 

3.6. La rut.a más cort.a. 
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3.t lNTRODUCClON. 

Et objetivo de este capit.ulo es t"amiliarlza.i· al est.utliant.e con el 

concepto de red. que es una cla:.;:u de mutlelo mat.~m.at.tcu cun el que 

ascasaruont.e ha t.rabajac.lo a pesar do ser• un valioso rucursu l'ara 

encont.rar la solución a una :;rar1 diversidad de probleni.as prác.;;t.icos 

que pt•escnt.an tngenier·la.. planeacidu educ.al.lva y 

adnd.uist.1·ación, ont.rc otras areas. En part.icular• podumu::.;: cit.ar los 

p1•oblum;\s de coanunicaclón. Credos f'"ur·roviarias; uléct.ricas, 

aut.utt•an~port.e, etc.>, producción-dist.ribucióai y Clujo de dinero. 

Par-a ello, en Ja sección 3.2 se considera un problema tl.pil:o qua 

t·esuolt.o lnt.uit.ivatnent.o mediante la aplicación de la teoría redos 

que se ut.Uizará para mot.ivar est..e ost.udio. Este problema se ref"icre 

a la manera un quu habrá de cun.st.ruirse una red ehÍct.rlca que 

comunique a cinco ciudatJus aledañas a un cost.o ntinimo. cuya solución 

so da al ancunt.rar al árbol do peso núnimo que result.a de la rod 

asuci.nda aJ pr·obJ&ma .. En la succión 3.3 so enuncia un problema que 

cunsist.o en indicar la rut.a que deberá ser recorrida por una persona 

que paJ•t.e de una ciudad con dest.ino a ot.ra, de t..al Corma quo e.l 

recurrido ::.;oa núnimo, est..e se resuelve al encont.rl'lr la rui.a m...--\s 

cort.a cut.re dos vért.ices que represent.an dichas ciudades en la red 

corrospondlont.A al problema.. 

La sección 3.4 e::.;t.a dedicada proporcionar lo::.; alernentus 

necesarios do Teorla de GráCicas para comprender los al11;orlt.mos quo 

rosuelvon f'ormalroant.e los dos problemas de redes propuest.os. Para 

encunt.rar el árbol de peso núnimo se hace ~o del alc;:or·it.mo de 

Kruskal, el cual se explica en la sección 3.5 on dando además 

resuelve ot.ro problema con el Cln de ilustrar est..e al:;:orH.mo. 

Para concluir el capitulo en Ja sección 3.6 se menciona la manera 

de r·osolver el problom.a de cón10 encont.ra.r la rut.a. más cort.a cnt.t•u 

dos vér•t.lces en una red_, est.o se logra median.le la aplicación del 

algorlt.mo do Dijkst.ra, t.ambién se acompaña de un ejemplo que pernUt.e 

ident.if'"lcar aún más ol método. 
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3.2 ;~COMO CONSTRUIR LA RED ELECTRICA?. 

En una. gran diversidad do problemas práct.icos surge a monudo Ja 

ueco=-:Jdad de su represonlación c:rá.I"ica medianle un esquema de puntos 

Y Hneas eniro ellos que duscriban :&U mit.uación y a t.ravúc d• ahl 

reaUzar un análisis que permit.a encontrar su solución. Esto da como 

result.ado la creación de oCicaces modelos 1Rat.11rn..1'.t.icos conocido& 

con el nombre do egQ, los cuales permit.en visualizar Ja sit.uación 

real del problema originando que la solución sea oncont.rada 

dlroct.amont.o o bien mediant.e la búsqueda slst.em.a.t.ica de alc;ún 

algorit.RIO. En osl.o cont.oxt.o so oncuant.ra el probloma quo ha 

cont.inuaclón se t.rat.a. 

PRt;·BLE~:. l, 

La compañía de Luz y Fuerza en su proyoct.o de expansión p~noa la 

implant.ación de sus servicios cinco ciudades aledañas. Las 

dist.anclas en kllómet.ros que hay ent.ra cada ciudad se ln~.Ucan on la 

t.abla 3.2.t. Para t.ener un ahorro en los cost.os de const.rucción la 

compañía t.lonu como objot.lvo mlnimi:z.ar Ja dist.anci.a t.ot.a1 do t.al 

Corma que t.odas las ciudades queden comunicadas para proporcionar el 

¿ Cómo deberá de const.ruirse la red eJéct.rica para lograr 

s:u objet.ivo L;it. comp.añ{a ? 

TABLA 3-Z-t 

CIUDAD A B e D E 

A u 10 t3 ll ll 

e IU u 7 12 9 

e 13 ,. u 2 5 

-· 
D a 12 2 u 4 

E ll •} 5 4 o 
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La t.abla 3.2.1 muest.ra las dist.ancias ent.re las cinco ciudades, 

las cuales est.án indicadas por las !et.ras A, B, e, O y E. El cero on 

la diagonal es la dlst.ancia de una ciudad a eUa misma. 

Obsérvese que la t.abla es sirnét.rica con ruspuct.o a la diagonal. 

Es decir, los númei-os aq en la part.e suportar de la diagonal son 

exact.arnont.e los mis:rno&: que en la part.v inf""erlor aolo que con loa 

indices int.ercambiados a¡1.. con ello se hace reCerencia a que da 

lo mismo considerar la dist.ancla de una ciudad 1. a la ciudad ¡, que 

de la ciudad J a la ciudad 1. <Dando 1.,1 pueden ser A, B, C, O o El. 

Una Corma de at.acar el problema seria asociarle a la t.abl~ 3-2"."1 

una m.at.rlz que en ost.e ca.so, sería una rnat.riz do dist.ancias cuyos 

elemant.os aq represent.arán precisament.o la dist.ancla de la ciudad 1. 

a la ciudad i. como a cont.inuación se ilu.st.ra. 

A B e D E 
A 'º .. 
B o ' .. 

111 . e z ~ 

D 
E 

Malri.z de dist~anci.as 

En est.e cont.ext.o la solucidn est.aria det.ermln.ada por elemont.os 

algebraicos emanados del modelo mat.rlcial. 

Por ot.ra part.e, un i*>delo que nos permit.e encont.rar f"áctlment.e la 

solución. a est.e t.lpo de problemas y que nos da una rcpresent.ación 

r;ráf"ica .. ape;;ada a la realidad .. , es una ~· Ant..es de def"inlrla, 

const..ruirernos la red de nuest.ro problema.. Se empieza por represent.ar 

las ciudades A, e, c. O y E con pequeños círculos y unir ést.os por 

medio de lineas las que les asi;;naremos la dist.ancia 

correspondient.e ent.re ambas ciudades. Est.o se Uust.ra en la nc;ura 

3.2.t. 
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Flr;ura 3.2.t 

Con respect.o a est.a represent.ación del problema, es· convenient.e 

hacer Jas sigulent.os observaciones: 

a> La mac;nit.ud de cada línea que unen a cada pareja de círculos 

no correS"ponde a La dist.ancta real que hay ont.ra cada ciudad, 

sino que ést.a es indicada por el vaJor que t.iene asignado. 

A.si por ojomplo, al s:ogmont.o eQ es mayor que ol ~ sin •mhargo 

le hemos astr;nado al primero 8 y al scs:undo tt. 

b> El esquema que se eKhibe no es Único, es decir, pueden darse 

gran dlvoraidad do repres:ont.actone& del problom.a 

mant.eniendo el núsmo número de círculos y Jfneas, pero 

raspet.ando ol valor que corrosponda a ca.da línoa. La sigulent.o 

Ctc;ura muest.ra ot.ra represent.ación del mismo problema. 

l'lr;ura 3.2.2 
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En est.e t.tpo de represent.aciones tos círculos recibon el nombro 

de •.•eir•~l.ce~ o aedos, y las líneas que los unen su denominan ar1s• . .3.s, 

as:tg:nandolo valores roalos a los vért.icos o a las: arist.as, a ost.os 

modelos gráf"icos los conoceremos con el nombre de ~· Son una clase 

tnás de tnadelos n.a.t.om.át.lcoliil qua liil& ut.illzan para reigolvor dlvarsosi 

problemas de opt.inil:zación. 

Se empieza por buscar ahora la solución del problema en nuest.ro 

modelo, que de ahora en adelant.o llamaremos red. Para ello, 

consideremos al probloma en t.érndnos de est.o modelo, en cuyo caso 

los objat.lvos: por cumplir son los •iguiont.os:t 

t) Quo los cinco vdrt.icosi queden unidos;¡. 

<Que t.oda.s las ciudades queden comunicadas> 

2> La dlst.ancla t.ot.al de conexión ent.rc los cinco vért.tces 

sea núnlm.a. <La menor dlst.ancia en ktldftlGt.ros empleada) 

3) Indicar que .arlst.as lnt.eg:ran la red Ópt.irna. 

<La solución del problema> 

Para abordal" el primer punt.o habrá que dar respuest.a a la si~ulent.e 

lnt.orrOA:ant.ei 

¿ Cuánt.as: af"ist.as son necesarias para unir los cinco vórt.ic•s7 

La respuest.a la obt.endremos a part.lr de La Cig:ura 3.Z.t al 

considerar únicament.e los cinco vért.ices y post.eriorment.e ir 

agrogando arlat.&ll.as. d• t.a.l Corft\A qua l.o.a arlat.aa un.t.rant.oa ou vdrt.leo 

Clnal no coincida con uno de los vért.ices ya considerados en 

ant.erloras: arist.as:; asl proseguiremos: h.ast.a quodar los cinco 

vért.ices conect.ados <la primer arist.a la t.omaremos arbit.rariamcnt.e>. 

En la Clgura 3.2.3 se ilust.ra socuencialrnent.e est.e procodlmient.o. 
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~~ . ': -···---~- - . _,,_ .. -
' _, <b)' -

~- :::~'.;-;,_':: 
Vért.tce~' ori-ct..;;1es--:, -~~~~~;.;--=;-greca -1~r"'a~-tStá- fniCta1 

® © 
<e> (d) 

Se agrega la arist.a ~ 

<e> 

Se agrec:a la artst.a ~ 

Figura 3.2.3 
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En ol inciso (o) sze aprocia quo han cido lliluCiciont.om cuat.ro 

arist.as para unir los cinco vértices sic;uiendo e1 ant.erior 

procedhnlent.o. 

Obsérvese qua en ol inciso <e> no convenía considorar la arist.a 

tlQ porque. si así" f"uera, aún f"alt.arian dos vértices por unir y 

nocos:ariainant.o so t.ondrian quo ut.iU:z.ar ot.ras dos lino.as al manost 

para conect.ar t.odos los vért.tces. Est.a situación se indica en la 

Figura 3,2,4. 

Fic:ura 3.Z.4 

t...as dnoas punta.ad.as Indican una posiblo opcidn para un.ir los dos 

vért.tces rest.ant.es,. aunque no es la única. como a cont.inuación se 

•tluat.ro.n ot.ra. t.rom poaibilid.adoa. 

~ 
' '~----© 

<a> Cb> 

too 



~ .. ~. . I \ . ·.· .. 
I \ .. 

~ D 

I. '. . 
I ·- \ ·-

® ··© 

Una stt.uacJón s~mtla~ .. ~e· ~ien.,;_,-:.erl.·:'él-. t"n:~i~-~./(·d,-~.d~ "laº.-CJc;ura 3.2.3 

al unir algunas de' Ja..s ari•t.as .8ª_,:_, AD a·, ~J:~:"po~:-.:·~jO~io·. •i:-_t.o.nw::unos 
fj'/:-·', ,1< 

la 6ª' se t.teno: 
- ~- '-~"---'' .;~;;;;::;: -""'-- -- --- -

Flcura 3.2.6 

En est.e caso Calta un vért.ice por conect.ar y al menos habría que 

ut.Uiza.r ot.ra arfs;t.a para hacerlo,. la linea punt.oada on la Cigura 

3.2.6 indica una posibilidad. 

De la observación se aprecia, que a1 ac;rec;ar una arist.a cuyo 

vcírt.ico Cina.1 coincido con uno que ya Cue cons:idora.do en ot.ra 

arista, ent.onces result.an ser cinco artst.as las que se ut.Uizarian 

para que los cinco vért.icos queden unidos. Sin embargo, al vvit.ar 

est.a sit.uación, result.an ser Únicament.e cuat.ro. Es decir, el número 

do vért.tces tnenos uno. 
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Por ot.ro lado, es claro que con t.res arist.as no es posible unir 

los cinco vért.tces, pues siempre f"alt.aría uno por unir. 

Podemos concluir que, para lograr el primer objetivo nos bast.an 

cual.ro ar.hit.a.e coJocAd- adecuadarnont.a. En 1.a Cigur-a 3.2.3 haco 

ver que exist.en varias maneras de unir con cual.ro arist.as los cinco 

várt.lcoa: o nodos. 

Es convenient.e especif"icar la sit.uación que se present.a en Ja 

CJ.gura 3.2.4 y 3.2.6 con respect.o la secuencia de arist.as 

quo Jncldon en el mismo vért.Jca, on es:t.o caso para la C"igura 3.2.4 

la secuencia (e.A>, <A.o>, Co.z:>. Mient.ras que para la C"Jgura 3.2.6 

se t.iene <a:-,A>, <A.111>, <• . .::>. Cuando cucoda oa:t.o t.Jpo do clt.u._cloneu 

diremos que se ha f"ormado un c1c1 ó en Ja red. 

Pasemos ahora a considerar et se;;undo objetivo. Se empieza por 

oct.abiocor quo so ent.iendo por La distancia lot.a.1 de conoHiÓn <DT>. 
Para ello diremos que es la suma do los valores asociados a cada 

arfst.a que cons:t.lt.uyon la cone>eiÓn. A. cont.tnuactón se dan t.ros rodus 

que Corrnan part.e de ta red original para las cuales :"ª calculará su 

di•t.•ncAa t.ot.aL 

CR.t> <Rz> 
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CR3> 

Ft;ura 3.2.7 

Las dist.anctas t.ot.ales son: 

DT <R.t > ¡;; 10 + 13 + 11 + 4 = 38 

DT (Rz) e 10 + 13 + e + 4 D 35 

DT <R5 > e tO + 7 + 2 + 4 • 23. 

De est.as t.res redes, R~ es la que t.lene la menor distancia total, 

sin embargo, no so garant.lza qua ást.a soa la menor qua so obt.enga 

do la r0d original. Aunque dicha comparación indica que debe 

o)(lct.ir alguna <Quizá no Única) cuya dhat.ancia t.ot.al sea nún.ima. 

¿ Cómo encontrar la mojar solución 7 

Enmarquemos la respuost.a en los sigutont.os incisos. 

a> Podenios det.orndnar t.oda5 las solucionas posibles 11 conq>arar sus 

distancias t.ot.ales y t.omar la menor de ellas. 

b> Se puede buscar un mecanismo de solución ya elaborado y 

aplicarlo. 
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Lai idea propues:t.a en et inciso .a) es: s:in. lugar a dudas un. imót.odo 

seguro de Uec;ar a dicha solución. sin embar:;o, después de hacer 

algunos: int.ent.os: :lile veri.a que ta diClcult.ad para un.ir de diversas 

f"ormas los cinco vért.ices crece exf..raordJnartament.e, atmque sepamos 

do ant.ernan~ el nÚftlDro do posibilidades para hacerlo. En os:t.o ca..;;o 

exist.on e~º· 210 posibilJdades: <es:t.e nú:tnero incluye algunos e.lelos 

que dosde luego no no& int.ereman). 

En cuant.o al inciso b), lo que en realidad se a.rgUl'ftQnt.a. es la 

apUcación de un ~~ de soJucidn, est.os constst.en en una serie 

do pasos que nos: pormit.en llegar a la solución deseada. Ant.os do 

recurrir a uno de ellos. intent.emos canst.ruir el nuest.ro. 

ALGOPITMO 

PASO UNJCO._ Tomi& •- 4 arlmt.a.c de manar dimt.ancia. O 

Suena bonit.o, pero veamos el result.ado en Ja st;utent.e t'tcura. 

e~ ~ 
Figura 3.2.8 

En el esquema se observa, quo al considerar las prJmeras cu.at.ro 

aristas de menor valor asignado. a quedado sin conect.ar eJ vért.ico 

6 y Óst.o inCringo Ja condición de quo t.odos lo• nodos deben est.ar 

unidos. Por Jo que nuest.ro aJc;ortt.mo no f'unciona. 
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Ret.onwmos el ant.arior razonandent.o que no es del t.odo malo, ya 

que Jo que se busca, es núnindzar la dist.ancia t.ot.al y ésf.a es 

consacuoncia do cada un.a do los valoras de cada arist.a.. Por lo que, 

si hay que considerar, ef'ect.o a las lineas de menor dist.ancia. 

Propongamos ahora el sir;uient.e algorit.mo para encontrar la 

solución dpt.hna. 

PASO t._OrdÓnese las diez arist.as de menor a mayor.de·acuerdo 

al valor que t.engan asignado. 

PASO 2._Ac:rér;uense las arist.as de menor a mayor valor, pero 

do t..al Corm.a que no s;o í'orrnon ciclos. 

PASO 3,_Terrninar cuando se t.ongan cuat.ro arist.a.s. O 

Est.e a.lgortt.rno Jo podemos roprosent.ar mediant.a el siguient.e 

diagrama. do f'lujo. 

No 
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En al paso 2, obsórvase que saloccionamos: la ciguient.a aris:t.a. da 

menor valor,, y después rijamos si f"orma ciclo con las 

ant.erioros: que hornos seleccionado. Si Corm.a ciclo, la des:ocha.rnos y 

cont.inuamos con Ja sic;uient.e arist.a. hast.a encont.rar una que no 

Corrno ciclo. Es:t.e paso, lo podomos: ropre.sant.a.r de la siguient.o 

rorma: 

PASO 2 

SELECCIONAR LA 
SIGUIENTE ARISTA 

Si 

De esta f"orma. podernos visualizar más comodament.e la búsqueda de 

la soluctdn a nuest.ro problema y no est.á por demás represent.ar el 

diagrama. de Clujo en su conjunt.o,, como a cont.lnuactón se hace. 
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fP..\so 2- - - - - ~Iº ~ - - ---,. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
L 

ALGOP.ITMO DEL PROBLEMA 

Apliquemos nuest.ro al:;;:orit.rno ya mejorado. Para ello recordemos 

cuál era la red ori:;inal. 



ITERACION t. 

Paso t._Ordenar la.s c:rri.:;ta.s. 

a1.s:11Cc.o>, az•Co,ic>, ail•Cc,.:>, a4•(a.c>, 

Paso z._se elige la primer arista a1•Cc.o> 

© 

I 
¿ Forma ciclo 7 _ NO. Entonces se a;re;a 

Núnioro de ari111t.as • t.. 

Paso 3._¿ Pfumero d& aristas = 4 ? _ NO. Volver al paso 2. 
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ITERACION 2. 

Paso 2._Se _elige la ari~ta -az = (o,E> 

¿ Forma cicló ?_No. ~-:it.or:'~e:s(Se~ac;;rBC..~ -,-
Nú..noro do artct.aa • 2 

Paso 3._¿ Numero de aristas_ IS ., _?_No. v.!>~-~~~ al~_p~o 2. 

ITERACION 3, 

Paso 2._Stil oligo la arista aa•<c,s:>; 

0 

© 

¿ f"orma ciclo ? _sr. Ent.onces no se agrega, volver al 

paso 2. 
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lTERACION 4. 

Paso 2._Se elige la arista a••<a.c> .. 

. 

·®·.· ... '•.•···· .. •' . 

7 

- - ·o',. e:-~·~: . .::~-~; 

¿ F'orma -ciclo_.? .:.......=.:.NO._:_· É~~~,~i;~~;~~~aS~eg~ ·;,: 
Núrrmro de ·arfst.áS-:·~· -~~<: ~-'.:·:,, :\-1i~-·- · -·;--~: __ , 

·-·x'·'··· ·:::c.;,~._ 

al paso z. 

·_, . '.-,·, _, .. · 
Paso 2._Se oUgo la ariRt~.-_~s•(A.i>>• 

a Forma ciclo ?_NO. Entonces se acre:;a. 

Nú...ro de arlut..as • 4 

Paso 3__¿ Número de aristas = 4 ? _si. TERMINA~ 59 ha obtenido la 

la solucidn Optima. O 

El al,;;orit.mo •• nos proporciona una dl:st.ancia t.ot.al mínima CDTH>: 

DTN • 2 + 4 + 7 + 8 • 2t. 
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Se concluye, que las cinco ciudades puodon est.ar unidas con una 

dtst.ancta t.ot.al mínima de 21 KilOmet.ros, la Corma de hacerlo lo 

proporclolUIU"\ las arlst.AS on la rod corrospondlent.v a la quint.a 

lt.eractón. 

De est.a Corma el personal de la Co~añia de Lu-z y Fuerza ya se 

encont.rar{a on l'WIOjoras; condicionoc dv t.omar unta dvcl11.1lón acort.ada 

para la con.st.rucción de la red eléct.rica a un co~t.o núnimo. 

La ef"lcacia de tos pasos propuestos en el alc;orit.mo •• se 

juat.lClcará lnÁ.lill adolant.o en la mecclÓn 3.5 cu.ando onunclornou 

f"ormalmen~e el a~orit.mo de Kruskal. que es uno de Jos exist.ent.es 

para ros;;olver mh;;t.orná.t.tcan-.nt.o vmt.v t.ipo de problomas;i, y quo 

esencia el propuest.o en la solución de nuest.ro problema. 
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3.3 ¿ QUE CAMINO DEBERA ELEGIR EL TRANSPORTISTA ? 

A t.ravds de los viajes que ol hombre realiza para trasladarse de 

lugar a ot.ro, desdo t.iempos muy remotos se ha cu9st.ionado la 

manera de cubr-ir ~alee t.r-.ayect.oc de 1.a rnojor- manera posible, ya quo 

de lograr ést.o le acarrearía innUJnerables beneCicios de t.oda Índole. 

Así por ejemplo, nosot.ros:: an muchas oca.sionos;; cuando quoreano&1 J.r de 

una ciudad a otra, recurrimos a ver en el mapa los caminos que 

conducen a nuest.ro destino y ologirnos el que nos parece más cor~t.u, 

sin emharr;o, no sabemos con certeza si Ja ruta elec;ida es la rn...c;s 

cort.a. 

El siguiente problema cao un esto cont.01<t.o, par•a el cual so 

encuentra su solución int.uit.ivament.e, para que postcriorrnent.e en Ja 

socción 3.6 s:a describa la manera sls:t.umát.ica de resoJ.ver usrt.a clase 

de problemas. 

PP.GBLEMA 2. 

Uua persona dedicada al t.ran..-.port.e de mercancín que vive en la 

ciudad de Salainanca dasoa oncont.1~ar una ruta quo ndnimico mu 

t.raslado a !a ciudad de Tijuana. Para ello. ha re:;tst.rado la 

dis:t.ancia en kllómot.ros en Las carret.oras qua comunican a cinco 

ciudades intermedias; éstos datos se muest.ran en Ja tabla 3.3.t. 

¿ Cuál deberá ser la majof' rut.a posible para asta persona ? 
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TABLA 3.3.1 

CIUD.t\D s A e e D E T 

s 

A 

e 

e 

D 

E 1200 

T 

En est.a t.ahla 1.as cludados do Salamanca y Tijuana las: hornos 

denot.ado por S y T respect.ivament.e. mient.ras que a 1a.s cinco 

ciudades int.orn1&dia.s por A. O, C, D y E. La "M'' slgnlCic.o;a que no h.;;t.y 

conexión direct.a ent.re las ciudades correspondient.os • El cero on Ja 

diagonal os la dls;:Lancia do una ciudad a otla rnhan.a. A.qui t.arnbiGn la 

t.abla result.a ser strnet.rica con respect.o a la dlac;on..o,1 y con ello se 

cuit.tpula qua la dis;it.an.cia para ir do un.;i; ciudad a ot.ra em la mh:irno;ia 

que de regreso (aunque no siempre sucedo est.o Últ.lnx>>. 

En el problema 1 ya :SO!J había mencionado la import.ancia que se 

puede adquirir al as:ocio:.1·Jo a la t.a.bla una mat.rt:z en ta cual pueda 

inf'crlrse la solución del problema. Analicemos nuevament.c est..a 

s:it.u.actón. p.;;t,ra oUo, un las;: cif"r.a.ii;¡ do la t..ahl.a omit..atn0• dcn:i 

por comodidad y a M asti:;:némosle el simbolo tnrinit.o ·-.:o·· par.a 

pos:t.oriorment.v aplicarle las lvyvs dv La ari t.,...,.,¡t.ica. 
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t#t.ri% de dis,_aneuls 

s A e 
s [¡o 'º " A o ., 
e o 

•C • e .. .,., 
D .,, 

"" E zz .. 
T "' 

., 

Donde cada elemant.o cq da 1C est.a daf"inido·corna: 

cq • Dlst.ancia do la ciudad l a 1• ciudad I• 

<Para l,J = s. A. a. c. c. c. T) 

Como est.a.nKJs int.eresados en minimizar la dist.ancia ent.re cada 

ciudad. propondremos ol siguiunt.o product.o do rna.t.ricas: qua no& 

ayudará a encont.rar La solución mat.ricialmont.e del problema. y como 

so vara, no as al qua comün..n-nt.o so nos ha ensañado. DeCinarncn; el 

product.o l.' 

DEFINICIOM. Sean ~. !B, •C mat.rices cuadradas. ent.onces 

•C•A\llB 

Donde cada element.o el¡ de •.C es 

C\.j • rri::n i adc: + hk.J } ; k. = 1.z •••• ,n. 

Observe que para obt.ener los element.os cq, lo hacemos mediant.o 

loa ciguiont.0111 doia pa-oiat 

Paso 1: Se t.oma el renc;lón \. de ~ y la columna 1 do iB como a 

continuación se indica. 

'crr. ••e-:. 1. 11, c:z:1. 
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·.-•,\m-:a ,-+ 
pe11 \.'= ~ ~n [ .. -· ]· [ 

... ... 

obt.ionon las lilun\.Cll.SI 

ª~' + b1¡, + bz¡, ••• .,a\n + b"'l• 

Paso 2: Se t.onaa el ndnimo de est.as suinas, est.a 

cq • ~n { ª"" + bk1 t ; k • '· 2, ••• •"'' 

cq. Es dacir1 

El criterio que nos indicará que se ha obtenido la solución óptima 

conaih11t.irá ~n voriClcar que •C"•I(. ~·t. para algún ndrnoro n._t.ura.1 "°• 
Est.o sic;nif"ica que se ha encont.rado la mat.riz de dist.ancias más 
cort.ac para lr do una ciudad a ot.ra pasando a lo rná..I;: por ..:-1 

ciudades int.errnedias. Es claro, que si siguiéramos calculando para 

t.:•z, a.:••,..·· ol rosiult.ado soguir'• miondo ol rni•JnO· Est.o 

perCect.ainent.e lór;tco. ya que a nadie se le ocurriría pasar dos o más 
voco .. por un. tnlm""""' ciudad. 

En nuestro caso. al oCect.uar est.a ••muJt.ipJicacidn•• on La rn.at.rlz 

de dist.ancias por sí misma. est.amos obt.eniendo La dlst.ancia más 

cort.a ont.ro dos ciudades: pa5ando a lo más por ot.ra ciudad. Por 

ejemplo. si tornamos el element.o CsT. estará det.erminado por el 

ronglón y la columna corres:pondlont.o. Corno h411CO 

cont.inuactón. 
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S A OC D E T s A 

s o 'º p 

l[ 
A 
e 
e • 
D 
E 
T 

Paso t. 

• i ·xi., oo, <X>, 30., .ro. 32., .~ ~ 

Paso 2. CsT = mín { ro,. '"• oo., 30., oo, 32, co } • 30. 

Est.o quiere decir que Ja dist..ancla más cort.a para ir de la ciudad 

de Sa.l.arn.anca a Tijuana. pasando a lo tná& por una ciudad os 3000 knm, 

y habría que hacerlo por la ciudad lnt.ermedia C. ~ El valor de 14 

dat.orndna a la columna corrampondiant.a a C., ndont.ras;i quo tó 

.det.ernd.na al renglón de C ). 

Ha~amos el cálculo de Csr::. Es decir, encont.rar Ja rut.a más cort.a 

do la ciudad de Salamanca a la ciudad E pasando a lo más por una 

ciudad. 

S A B C D E T S A B C D E T SABCDE T 

s o to 9 t4 22 

. i[ 
22 s CsE 

A "' A 
B t2 B 
e .. • e 
D .,, D 
E o E 
T 10 T 
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PasO t. 

= i 22.,. oo.,. 21, te., rr, 22.,. co 

Por Jo que la rut.a. más cort.a do Salamanca ~~-~ ciudac:' E_:·-:._m:•s~lt.a 

sor de 1800 km. pasando también 

Veamos que pasa en el cálculo de Ceo. 

s A e e D E T s A B e D ET :¡ 9 e 
D 
E 
T 

00 o t2 Hl Can 

Paso 1. { a.Bk:. + bk:D } ;. k: : S, A, 8, C, D, E, T. 

• i 9+oo.,. o:o+t4. o+co, oo+B, 'Xl+o, 12+oo.,. m+7 

Paso 2. CaD • nún i 'D., co,. 'D., ro. 'XI., oo,. o."U > • ID. 

Est.o quiere decir que no hay rut.a directa para ir de la ciudad 8 

la ciudad D., pasando a lo más por una ciudad, 

De la núsma manera podenK>s calcular las demás ent.radas de la 

mat.riz correspondiont.e al producto de nuest.ra mat.riz de dist.ancias 

por eUa misnuL Más precisament.e se t.tene: 
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s A e e D E T s A e e D E T 

~[ 
o to 9 t4 "' 22 . l ~[ 

o to 9 t4 .,, 22 

r.¡ 10 o 2 14 <V 10 o "' 2 14 "' 9 o "' 12 .,, o o "" 12 
tC..ª•·C•iC• 14 2 "' o e 4 16 t4 2 o e 4 .,, 14 .,, e o 7 "' t4 "' e o "' 22 t2 4 "' o 10 22 12 4 o 10 

16 7 to o t6 7 10 o 

s A e e D E T 

-~[ 
o 10 o t2 22 10 30 

l tO o t9 2 'º 6 18 
o 10 o 16 12 22 
t2 2 16 o e 4 t4 
22 10 "' 8 o 12 7 
18 6 12 .. 12 o 10 
30 18 22 14 7 10 o 

Est.a inCormación nos indica que cada ent.rada es la dist.ancla más 
cort.a de la ciudad ~ a la ciudad ¡ Chj = s. A, e. e, o, c. T) 

pasando a lo más por una ciudad. 

Ahora si se quisiera encont.rar la rut.a mas cort.a ent.re do'$ 

ciudades pero p.as;ando a lo más por dos do ellas lnt.ermedias. lo que 

so t.lene que obt.ener es <!:• • corno a cont.lnuaclón so hace. 

s A e e D E T 

r to o 12 20 16 29 

l A to o te 2 10 6 t6 
e o t8 o t6 24 t2 22 

e• • e 1 c 2 
- e t2 2 t6 o 8 4 14 

D 20 to 24 e o t2 7 
E 16 6 12 .. t2 o to 
T 29 t6 22 14 7 10 o 

De aquí algunas dist.ancia.s se han mejorado, por ejomplo CsT • 29. 

Mlent.ras que en l[.
2 

se t.enia CsT • 30. 

La inCormaclón que proporciona ·C"' es la rut.a má$ cort.a ent.re dos 

ciudades pasando a lo más por t.res ciudades tnt.ermedlas. Es decir: 
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s A e e D E T 

T 
10 9 12 20 16 26 

A 10 o 18 2 to 6 16 
e 9 18 o 16 24 12 22 

1t
4 

•· •C /1 C
11 

• e 12 2 16 o 8 4 14 
D 20 10 24 8 o 12 7 
E 16 6 12 4 12 o to 
T 26 16 22 14 7 to o 

Nuevamente algunas dlst.anclas se han mejorado. y CsT que en o.J.:
3 

t.en{a un valor do 28 ahora t.iene 26. 

Ot.ro cálculo nos most.rar{a quo ot~ • e"• y con ello se est.lpula 

que se ha encont.!~ado la solución óptima del problema.. Es decir, la 

rut.a más corta ent.re dos ciudades pasando a lo más por t.res ciudades 

lnt.ermedlas. Las dist.anclas más cortas son las que indica la mat.rtz 

·C". 

Así que la solución mat.rlclal del problen.a, salir de la ciudad do 

Salamanca con destino a la ciudad de Tijuana de t.Al Corma que el 

recorrido sea minlmo es 2600 km. Sin ernbar:;o,. la mat.riz que nos 

indica est.e resultado, t.iene la desventaja de no proporcionar 

explicit.ament.e la inf"ormactón sobro cuál doben ser las ciudades 

lnt.ermedias por las que se h.abr8 de hacer el recorrido. 

Lo ant.erlor lndicat.ivo. que haciendo uso ·de una manera 

especial del álgebra de m.at.rices, os posible encont.rar la solución 

Ópt.lma a ctert.os problemas, en part.icular al nuest.ro. 
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Por ot.ro lado, rot.omoJnOs el enCoque do encont.rar la solución 

dpt.tma a t.ravés de un ~ graí ic·::, como lo es una ~ y 

aprovechar lo vist.o en ul probhuna t. Para. ollo, como en el problema 

se especiCica que la persona viajara de la ciudad do Salamanca con 

doct.lno • la ciudad de Tlju...na y quo Ja dil;it.ancla de ida ow igual a 

la de rer;reso. Haremos la lect.ura de la t.abla de dist.ancias 

cons;¡idurando Ú.nica.rnant.e la part.o superior rosipect.o ·-diagonal, t.omando primero el renglón y después la columna. 

Recordemos cuál era la t.abla Com.it.iendo dos ceros on cada ont.radal. 

TABLA QE DISTAN<:'I AS 

CIUDAD s A e e o E T 

s 

A 

e 

e .. 
o 

E 

T 

Tratemos de reprosent.ar las opciones en el recorrido que se puede 

seguir. Por ejemplo, para el nodo ~ la rut.a lnmedlat.a la podemos 

indicar co..a lo rnuamt.r.a la aigWunt.e Cigura.. 

Figura 3.3.t 
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Figura 3.3.2 

Si consideramos el avance que se realiza a part.ir de cada uno do 

los nodos res:t.ant.es conf"orine so indica an la t.abla, ol ros;uJ.t.ado 

ref"lejará. en el esquema a:rá.Cico que su exhibe a cont.inuación. 

P.ED ~·.:"=I ADA AL PR•.:'8LEMA Z 

Fic;ura 3.3.3 

De est.a f"orma se represent.an c;ráf"icament.e la diversidad de rut.as 

a s:aguir con susz rus:puct.ivas: dist.anci- acociada.s: a part.ir del nodo 

Inicial S para llegar al nodo f"inaJ T. Obsérvese que podria haberse 

t.on....,do una doblo dir·ucción on algunas lÍ.noas, a.si por ujomplo, su 

puede ir de A a ~ y t.ambién de f a ~, sin embargo se evit.ará ésto 

últ.imo al ha.cor la lect.ura en la t.abla de dist.ancias. 
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La diCerencia ont.ro est.a red y la del problema t. consist.o on que 

las lineas t.lenen asociada una dirección con lo cual se est.ipula que 

Únlcarnent.o so puedo ir do un nodo \ a un nodo 1 de la linea <\, 1> y 

no al revés. A est.e t..ipo de líneas que t.ienen asociada una dirección 

la11 Uam.aromos APCOS. 

Una vez que se ha obt.onldo la rod corrospondient.o del problema,. 

se empieza a buscar su solución a través de nuest.ro modelo. Donde 

lo• objot.ivcn¡ que cu t.lonun quo curn.plJr 11on 1011 siigui.ent.eci 

t> Quo los nodos S y T quoden unidos. <La ciudad da Salamanca 

y Tijuana queden comunicadas>. 

Z> Que la rut.a sea la ópt.ima.. Cla dist.ancta recorrida sea la 

rnunor). 

3) lndicar que a.reos: f"orman la rut.a. Ópt.lma. <La solución>. 

Con lo que respect.a al primer punt.o, tu.y que not.ar que: 

a> No es necesario que la rut.a que se elija cont.en:;;a a t.odos 

lo-.i nodoc de la red. 

b) La dirección da las f"locha.s indican la t.rayact.orla del 

nodo inicial S al nodo Cinal T. 

El inciso a) es evldent.e. mient.ras que en el b> lo que se indica 

la 0Kl111t.encla do por lo . tnanosi una rut.a, a la cual le hornoa 

llamado t.rayect.orta,. que une al nodo S con el nodo T que est.8. 

const.lt.uida por los nodos y arcos int.ernwdios, con lo cual so 

asegura que los nodos S y T quedan comunicados. Quedando sat.tsf"echo 

ol pri-r punt.o. 



Para abordar el s;egundo objet.ivo, coru¡ideromom t.r-es: •.rayect.or1.a!I:; 

posibles de S a T, a las cuales las consideraremos como la 

s:ocuanci.a de arcos quo no ropit.on nodos: en las cuales el nodo Ch~al 

de un arco es el nodo inicial del arco que le si~ue en la secuencia. 

A cont.inuación so indican t.res t.ra.yact.orias; do S a T en la red del 

problema. 

ld 

<Vz1 

Clh> 

Figura 3.3.4 

Para ello les calcularemos su d1st.anc1a CD>, que ser.3. la suma de 

loe valores de lolil arcos: qua la.e Corman. Es docir• 

DC'Ut> • t4 + 16 + • 30 

vcrr z> = 9 + 12 + to a 3t 

D<Ir•l • tO + 2 + B + 7 .. 27. 

123 



De la mism.a podríamos calcular t.odas las posibles 

t.rayect.orlas de S a T y t.omar aquella <quizás no única> que t.uvlera 

la dist.ancl.a más pequeña con lo cual se resolvería nuas:t.ro problem.a.. 

De est.a Corma est.arÍatn0s proponiendo el slc:utent.e algorit.mo de 

aolución1 

ALGORITMO M1 

PASO UNlCO:_Ca.lcÚlence t.odas las t.rayect.orlas de S a 

T y e1'jase la de menor dlst.ancia. O 

Est.e rn&t.odo es seguro sin lu~ar a dudas, sólo que t.tene la 

desivent.aja do ser curna.rnont.a oxhaust.ivo, ya quo oncont.rar t.odas: Las 

t.rayect.orlas posibles de S a T no es inmediat.o aunque conozcamos el 

núinoro de maneras para hacerlo, por lo que proscindlrernoli do oct.e 

algorlt.mo. 

Por ot.ro lado podernos aprovechar adecuadament.e la idea de avanzar 

corno lo indican laa Cloc:hac do cada arco do la red, indicar est.e 

avance en cada nodo al cual le podemos asi~nar a la vez el nodo del 

cua..1. provh1no y liU dlst..ancia desdo el nodo lnlciaL ES1t.o lo pode1UOC 

hacer, por ejemplo mediante una "etiqueta.. que cont.enr:;a est.a 

ln.Corrnacldn. 

Como cada nodo t.ione asociado varias dist.ancias desdo el orlgen, 

elegiremos la menor de ellas. Con ost.o t.endremos dos t.tpos de 

ot.iquat.am, una.a a laa qu1;1 llantarorno1101 QolOll"'m.:t.n.;;int.gs;: y con lasr qua 

cont.tenen la menor dlst.ancia recorrida desde el nodo inJ.ciaL A las 

at.ras las 11.aniaromos t.ompor.alo-.. Las marcareinos de la sriguiont.a 

Corma; la, dJ donde la ••a.. indica el predecesor o nodo del que se 

proviene y 'ºd" os la. dist.a.ncia desdo el origen. 
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Las asignaremos un ''••• ast.erisco para Indicar que ea pe-rrnaraont.e y 

lo ornlt.lremos on caso cont.rario. 

Al ir asi:;nando et.iquet.as a cada nodo en cada avance llegaremos 

al nodo Cinal T, cuya ot.iquot.a si os perinanent.o habremos obt.onido la 

solución Ópt.lma. 

Est.o lo especiCicaremos más preclsainent.e, proponiendo un segundo 

algorit.mo de 1:1olución1 

AL!?2RI TM'.J *-*: 

Pasot. Marcar al nodo Inicial S con la et.tquet.a pormanent.e l~.ot 
Dtromom que oc ol Ú:lt.tmo nodo con ot.iquot.a porrnanont.o. 

P.aso2. A.sÍgnose ot.iquot.a t.emporal a los nodos infll8diat.os al Últ.hno 

nodo con et.lquet.a permanent.e. 

Al do menor dist.ancia lo marcaremos con ot.lquot.a porni.anent.u 

y será el Ült.lmo nodo de et.iquet.a perm.anent.e. 

Paso3. Si el Últ.lmo nodo do et.iquet.a permanent.e es T. t.erndnar. 

Si no~ ragrosar al pas;o 2. O 

Observación. La et.iqueta de S cont.lene como primer componente al 

conjunt.o vac;HJ .:i. ya quu osrt.o nodo no proviono de algún nodo. Su 

dtst.ancia de avance es cero. 

Represent.emos el alc;orit.mo •• medlant.e el sic:ulent.e dtacrama de 

Clujo. 
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DI AGRAMA DE FLUJO COP.pESPONDI EUTE 

AL PP.OBLEMA 2 

Recordamos cuál era ta red original y apliquemos el algorit.mo •• 

el cual nos garant.lza la obt.enclOn do la soluciOn Opt.ima. 

RED OPIGINAL DEL PP.r:·BLEMA 2 
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ALGORITMO **t 

ITERACION, t. 

Paso t.· S .. ...:..... l-»,OJ~ 

.Paso ~· .. ~~lq~et.as t.emporales = "(AlS,101, BlS,91, ClS,141, ElS,.221} 
' - - - . 

Ml~tma et.iquot.a t.emporal • BlS,01 

Paso 3. ¿El Últ.lmo nodo de et.iquet.a permanent.e es T ?_No. 

Rogrosar al paso 2. 

ITERACION 2. 

Paso 2. Et.tquet.as t.emporales • <AtS,tOI, Cl~,t4J, ElB..ZtJ ~ 

Ml.nima. et.iquot..a t.empora.1 • AlS,tOJ 

Paso 3. ¿El Últ.tmo nodo de et.iquet.a permanent.e es T?_NO. 

Regresar al paso 2. 
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ITERACION a. 

Paso 2. Et.iquet.as t.emporales == iClA,121, Dl~,241, ElB.,211 > 
Hintma ot.tquet.a t.omporal • ClA.,121 

Paso 3. ¿El Últ.imo nodo do e tiquet.a permanente es T? _NO. 

Regresar al paso 2. 

lTERAClON 4. 

Paso 2. Et.iquot.as t.umporales = i DlC,20I, El~,161, TlC,281 ~ 

Minhnsi otlquet.a t.emporal • EIC,t61 

Paso 3. ¿El Últ.imo nodo de et.iquet.a permanent.e es T? _NO. 

Rec::resar al paso 2. 
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JTERACION 5. 

Paso 2. Et.iquet.as t.empora!es • i DlC,.201. Tl~,.261 ~ 

MJnJ.ma eM.quet.a t.emporoaJ: • DlC,201 

Paso 3. ¿El Últ.imo nodo de et.iquet.a permanent.e es T? _No. 
Regresar al paso 2. 

ITERACION 6. 

Paso 2. Et.iquet.as t.emporales • iTlE,.26) ~ 

Mínima et.iquet.a t.emporal • TtE,261 

Paso 3. ¿El últ.imo nodo de et.iquet.a permanent.e es T?_SI. 

11 TERMINAR 11 

Nuest.ro al~orit.mo •• nos proporciona una dist.ancfa núnima de 

recorrido desda el nodo inicial igual a 26. Por lo que el segundo 

objet.ivo ha quedado sat.lst"echo. 
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C.:ONSTRlJCCION DE LA RlJTA MAS CORTA: 

Para encont.rar los arcos y nodos que int..ec:ran la rut.a Ópt.im.a.. lo 

haremos a part.ir de la inf'ormaclÓn que nos proporciona la primer 

conaponont.o do c:ada et.iqugt.a. 

Est.o es. si avanzamos do •• at.rü hacia adelant.e " según lo vayan 

indicando la primer component.e de cada et.iquet.a permanent.e a part.tr 

del nodo f'inal T, so llegará al vdrt.ice inicial S. Con lo cual se 

habrán encont.rado los arcos y nodos que lnt.ogran la rut.a ópt.ltna.

Elilt.a cec:uoncia es 1.a sig:uiont.o: 

TlE. 26). - ElC. 16) - C(A, t21· - AlS, toi· - SH, oi· 

A111l por ejemplo, la ot.lquot.a del nodo TIE, 261• indica que 

proviene dol nodo E y óst..e a su vez su et.lquet.a ElC, t6J indica que 

proviene del nodo C y así sucas;ivanwnt..a hast..a llegar al nodo S con 

et.tquet.a l~,01•. l..a solución se muost.ra a cont.lnuaclón. 

t~.01 T E.2cS1 

~UTA MAS CORTA 

Ftc;:ura 3.3.5 
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El problema ha quedado resuelt.o en el modelo mat.em.át.ico y l• 

solución para el t.ransport.ist.a es; salir de la ciudad de Salamanca 

con dirección La ciudad A. luego las cludados c. E y 
Cinalment.e diri~irse a la ciudad de Tijuana con un recorrido 

mÍnlmo de 2600 krns. 

Debe observar·se la analogía que t.iene est.a solución grá.Cica del 

problema con la solucidn que se oCrece en la m.at.rtz de dist.ancias. 

La vent.aja dol .algorlt.m.o •• cu; GVident.e. y.a que noa proporciona 

r;ráCicament.e las ciudades que conCorman la rut.a más cort.a. 

El algorit.mo •• es en esencia el invent.ado por J. e. Dijkst.ra. el 

cual se anunciará y o)(plicará on la sección 3,6. 

En el desarrollo de la solución de ust.os dos problemas. se ha 

podido det.ect.ar la simillt.ud que guardan y est.a radica 

prlnclpalntQnt.o en poder reprem:Gnt.arlolil medlant.e un esqueft'aa do 

punt.os y líneas ent.re ellos. para que ha part.ir de ahí se elabore un 

tnd't.odo a soegulr que conduzca a la 1111olución Ópt.lm.a. 

Con el Cin do Cormaliz.ar los concept.o:!: nocesarios que permit.an 

plant.ear y resolver sist.emát.icament.e est.e t.ipo de problemas, so ha 

preparado on la slgulent.o secci&n un est.udio sobre Teoría de las 

CJráCicas. Para que post.eriorment.e en las si~uicnt.es dos secciones so 

anuncien loa algorit.lhOiu que conducen a la szolución del problcnn.Olll do 

cómo encont.rar el árbol de peso mínimo y la rut.a más cort.a en una 

red, • 
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3.4. ELEM:NTOS DE TEORlA DE GRAFICAS. 

··El primar art.ícuto que sobre Teoría de Gráficas se 

debe al mat.emát.ico suizo _Leonhard Euler (1707 .. 1783). En est.e se 

incluía la demost.ración de la' imposibilidad do at.ravesar exact.amont.e 

una vez t.odos los· puentes de la ant.ic;ua ciudad de Konic;sberc; Ch.ay 

Kalininc;rado. URSS> de t.al f"orma que se ret.ornara al punt.o de 

part.ida. 

Ant.e la Academia Rusa de San Pet.ersburgo en t735. Euler arc;umcnt.ó 

su razonamiento. para ello se valló de un modelo mat.emát.ico quo 

represent.aba c;rá.f"tcament.e la sit.uación roaJ que los hahit.ant.es de 

dicha ciudad no hablan podido resolver. En est.e modelo las part.es de 

Ja ciudad las represcnt.ó por medio de punt.os. mientras que por cada 

puent.o una línea la cual indicaba la uniOn con las part.es de la 

ciudad.(" 

De est.a Corma el problema real se t.raslada a un problema en un 

lnOdelo ra.at.em.át.lco, al cual act..ualJnent.e se le conoce como una 

GRAfICA. So empieza por def"inir lo que se ent.iende por un.a gráf"ica. 

DEFINICION 3. 4. l. Una '§1.aAGc. es una pareja de conjunt..os f"init.os 

(~, ~I donde $. es un conjunt..o no vacío de puntos llamados ue-Hu:.e~ o 

~-:) 1 y ~ os un conjunt..o de líneas que unen a t..odos o algunos de 

10111: vórt.icas. 

La simbolizaremos como o[, • (~. A:\I. A continuación se dan cuat.ro 

ejemplos de grácicas. 

©A 
~ 

Ce> Cd> 

1Los eJement.os de lP., en general, seran un subconjunt.o de los numeras 

nat.urales o las primeras letras del alfabet.o. 
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.k?<J· 
, Ca) (b) 

Ficr;ura 3.4.t 

En la Clgura 3.4.t las cuat.ro represent.aclonus cumplen con la 

deCinici&n, sin embargo cada una. t.iena caract.eríst.lcas que las hacon 

ser dtCerent.es. Por ejemplo, la gráCica en el inciso (a) est.á 

Corm.ada por cuat.ro vOrt.icac y s:at.c U.ne.as;, est.ando los vért.icos: 

mut.uament.e unidos. Mient..ras quo en (b>, la ¡:rárica t.lene cinco 

vórt.lces y cuat.ro lineas, los vórt.icos no est.án mut.uamont.G unidos:. 

En el inciso Ce>, se t.Jenen cuat.ro vért.lces y t.res lineas con la 

caract.orist.ica de quo el vU'rt.ic• t no est.'°' unido a los dom.ás 

vórt.lces do la grá.Ctca. 

Finalment.e en el inciso Cd> se t.tenen seis vértices y ocho lineas. 

Además en est.a gr.a.cica la.: ti.ne.as es:t.án ruprosont.a.das ~dlant.o 

CJechas que indican dirección. Mient.ra.s que las tres 

ant.orioros gráCJ.cas oct.o no cucedía.. Es:t.911. ÚJt.hn.a gráf"Jc911. no,; porm.J.t.u 

enunciar la sic:;uinnte deCintción. 

PEFI NI CI ON 3. 4. z. Una c:;ráf"ica es a.t'l.t.;1.a.i si sus element.os tienen 

una direccidn indicada tn0diant.o una ("locha~ an ust.e caso a hu;i 

lineas se les llama aAC<"'.,. Si la gráCJca es no diric;id.a a las líneas 

Al conjunto de para. grá.Cicas dirigidas lo denotaremos corno: 

.\\ = ~ a = <I, j> / t, J " JI ~ 

donde i os ol vért.ice inicial y j es el vért.ice CinaJ del arco a. 
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Si la gráCica as no dirigida, sus 8.risi~~:; >~:~~i.:i~~ . ~~~das_ 
tndist.tnt.ament.e. En la ricura 3.~.2·-~~i--';>·i-~ci~~ -·.e~·;)'.·.; ~8St~a· · t.ma 

gráCica dirigida, ndont.ras qua an '<1?'> .. la ~~~;{~~-~~~~·-: r:l~\·_'~~,:~g~~a: 
,.,_ :·::··-~·> ~· ,. ::_ 

'.'i~--- :T~·~;'-;'."' ;~:(¿~~-~ '":_,~,; .. " .. _".,' 

W~$1if '"~"·•· e . . 

Ca> 

El conjunt.o do-~v"rt.icas -y- arcos da·· la ~cráctca·:-~al inciso ·<a> se 

dan a cont.lnuactdn. 

l<l • {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, Bf. 

A\ A iat• (1, z>, aza(1. a>, a!l•C1. ''' a4:a(z. :1),. a::s =C3, ::s> 

adm <a. o>, a?•(a. 7), ae•<•. 7), ~<a. a>, aaolil(d~ e) 

a.u•(?, s> ~· 

Para la c;:ráf"tca del inciso <b>, se llena: 

N • {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 f· 

A\ • ~at•Ct, z>,. az•<z. !11), iuac1. e>, a4•(!1, •>,. a::s•C!I, o> 

acs-(4, o>, a?•(o, '!I), ~-<o. ?) ~ 

e -(a1=<2. i>. az=<a. z>. a•=<•. i>. a.&=<•. a>. a:i:.i:::<o. :1> 
aa-Co. ,,, a7•('!1, o>, aa•(?, a>~· 

En ost.a caso el int.arcarnbio da lam componont.asr on las arict.as: dol 

conjunt.o, hace ref"erencJa a que no import.a el orden en que so t.ornen 

los vórt.icas,. ya quo la gráctca •• no dirigida. 
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Es conveniant.a ant.es de proseguir hacer las siguiont.es 

observaciones: 

t > La represent.ación de una grélCica no es única. 

2 > Pueden int.ersect.arse tas arist.as o arcos, Jos punt.os de 

lnt.orsacclón no Corman part.o do La gr.Cica. 

3 ) Las arist.as o arcos de una c:rá.cica pueden ser lineas 

ract.as o ll.noas curvas. 

Para ejemplif'lcar est.os t.res punt.os conside.remos la .slguient.e 

grA.t"loa. 

Figura 3.4.3 

la. cual t.lon• a su voz las sigutont.es represunt.actonos1 

<•> <b> <e> 

Figuraª·""·"" 

En la c:rélCica del inciso Ca) se conservan las líneas rect.as, 

aunque extst.on dos que s:u int.ers:ect.an. En el Inciso Ch) no hay 

int.ersección y las lineas siguen siendo rect#as. Para el inciso Ce> 

las llneas son curvas y no hay int.ersecclón. 
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U~a vez h•c::~ est.as observac:lonos, pasamos A-doC~.nf~>·~n ·c:·~n:c:O_p.t.~ 
válido en gráeicéls diri¡:ldas. 

PEF!f'IICION 3. 4. 3. Un c.im4.n,,. en una gráfica dirifiida- ·9s 

secuencia de arcos en Ja cual el vért.ice Cinal de ·uno ·es el 

vt;C'rt.ico inicial del quo lo sig:uo en la sec:u•ncia. 

Lo donot.arornog por la sgc:uonc:ia do arcos que lo Coranan o por la 

secuencia de vért.ices ext.remos de los arcos. Así, por ejemplo,; sl 

a1•(h, iz> ea el primer arco y aq•Ciq, iq•1> os el Últ.bno diremos 

que el camino va del vért.tce h al vért.ice iq•1. 

En la r;ráCica de la Cic;:ura 3,4.5 "!1=r..4 

Ct~ a), Cs, .a), <". :1> .. ' y 

~z •l."<•. z>, <z. ei).) son dos candnos dist.lnt.om dol Yárt.ic:• inicial 1 

al vért.ice f"inal ~. 

Figura 3.4.5 

Un Ga.m.«14 ~UA,fl..le es un camino a1,:iz •••• ,a.:¡ t.al que a\~aj si 111!1. 

Ea decir, •• un candno quo no repit.e arcos. Una trayoctoria .del nodo 

io al nodo lp es un camino ~(fo, h), Ch,. lz> .... ,Cip-1, lp) t en el 

cual ningün vórt.lco mo ropit.a.. 

DEFIN!C!ON 3. 4. 4. Una .:a.a.en.a. es una secuencia de arist.as o arcos 

Ca.a, a.2 •••• ,aq.) dondo t.oda (<.•&.z., .•• q> aat.á c:onact.•da 

por un ext.reino y a Bl•l por el ot.ro. 
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En al inciso Ca) da la Cig:ura 3.4.6 '! = .:c&,z>, Cz.:1>,<:1.0>.Cd,.a) 

C.a,3), (3,0), Co.e)."1 representa una cadena. Mientras en ul inciso 

<b>, ~ • r:<a.-a>, <:11.•>, <.a.:1>, <:1.z>, <z. d)) os una cadun.a. 

~ 1 a :s d 

. - ~. .. . . .· . . 

- . . z 

<b> 

DEF!MI•:!OH .3 4. 9. Un c1.el3 es una· cadena cerrada ecua.t.·z .... ,un,t.•1> 

dondo u11. .i UJ para t.oda ,.iJ. 

En la Cigura 3,4.7, en el inciso Ca>, 'e • ('(z,a>, (3.:1>,<:1.z)) 

un ciclo. Para el inciso Cb), 'e a c.·ca,z>, <z,.a>,C.a,3).) representa un 

ciclo on la grÁCica. dirigida. 

·K:?I 
~ 

<a> 

Figura 3.4.7 

@ ., 

. 
<b> 

La propiedad que a cont.inuación se enuncia juer;a un papel 

important.e en la bÜSqueda de la solución de los problemas que en 

est.e cap{t.ulo se han propuesto. 
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Figura 3,4.8 

D• acuerdo a la deCin.ictón on loe incisos Ca>, <b> do La Cigura 

3.4.B las c;ráCicas son conexas. Result.a evident.e en el inciso <e>, 

quo para loe várt.icesi ... ~ no es posible eKhiblr una cadona quu lom 

una con los dem3..s vért.ices, aunque ent.re ellos si exist.a, así que 

as:t.a gráCtca os no conexa. A las grA.C"lc:am quo con n.O conexam me lasr 

llama UVAl'WXa..-:.'.) • 

DEF!N!CION 3. 4 7. Sea ({; • t~. ~J una ,;rá.Ctca. Una "'.J.Af>'tdtt.-C4 de ..U 

la grÁ.Clca. c!:;s•(>R'.111, .(\•1, dondo1 

H> et, j)eA\s .., 1,j .eil..s e Cl, j)~. 

Es decir, una subc;ráf"tca es una c;ráf'ica que const.a de un 

s:ubconjunt.o do Josr vcírt.lc•m do f(; y t.odasr las •rb:1t.as1 Ó a.reo• de •G 

que unen los vért.ices de t.al 
0

subconjunt.o. A cont.inuaciOn se dan dos 

ojomplom. 
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... 

®
··.c .. ··,::..;;···';c, 

. 

. 

. . . 
Grácica <{; Subc;ráf"ica de IÚ 

Ca> 

Figura 3.4.9 

DEFI HI CI ON 3. 4. 8. Por una g'!ll!tca. r..a.uuil de la gráClca & • (l:" ,..( J 

ont.ond•r-' como la grácica tf,p • l~ • .(\pi. dondo Á\P ~ ,(:¡, 

Es docir. as aquoUa gráclca. dando so coruiorv.an t.odos: los v9rt.icusi 

de la grácica original. pero sólo se consideran alc;:unas arist.as o 

arcos. Corno ejemplo, a cont.lnu.aclón s:o dan dos grá.f'icas para tas 

cuales se obt.iene una c;rát"ica parctaL 
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·~ _, --:_~:',,-,· .. :·::~:_':":_':\ 

o~aé1Ca· -par.cial ·de ·G 

,.,.,. -,· 

. el,) 

- -.- --.: '-': ',.-.:·. ~=-:' ' ' e: 

··~ 
Or.lf"ica t(; OráCtca. parcial de •G 

<a> 

Figura 3.4.tO 

Es convoniont.o ospecif'ica.r la rola.cidn ~s ost.rocha qu• t.ionon 

los vórt.lces con los arcos en gráeica diri~ida. ya que 

Ünica1n9nt.e so ha mancionado la dirocci&n que Óst.os t.i•non sin hacer 

mención de los vórt.ices. 

r;;-EE!NICION 3. 4. 9. Consideremos al vért.ice i E !f1 de una c;ráCica 

dirigida. <t. & [¡f/ • ~l. ol ·:>u<:.e~,,.,... do i 051 t.odo vért.ico j G ;; t.al que 

exlst.a el arco n. j> e /.:l. Se llama fl.'l.C.U-:e::.o--i. do i a t.odo vJrt.lco 

k e; V t.a.1 que exist.a el arco <k. i> ""' ~. Se denot.an rospoct.lvatnent.e 

corno: 
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r•Ci) • -(sucesores del} • '(j E~ / Cl,Jl,·E· ~}• 

En la Cigura 3.4.tt se da una gráCica dirigida para la cual se 

dan ol conjunt.o do sucasoros y prod~casi:oros do los vórt.lcas S~C- y T. 

Figura 3.4.tt 

Est.a gráCtca como se recordará, correspondo a la reprosent.actón 

del problema 2. A.si que en ella tenemos: 

Cal conjunto vaclo> 

r•CT> • i ~ • «> 
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Puode cuceder que an una gráf"lca. dirigida a.Jgun.osr arcoc t.ong~n 

una doble dirección. t.al como se indica en la ·siguiente· Cic;ura con 

los .arcos <3. 5> y C4. 6), 

<IZl> d 

. . 
Figura 3.4.12 

LoG llUC011oroa y prodoco11oro11 dol Y41"t.lco 5, DOrl.I r•(5) • {3, 6 ~ y 

r-<s> ª ~2. a, 4 f. 

C'EEPU·:!·:iM 3. 4, !Q. Decirnos que je.:=' es v-t.r.A.r • ., del vért.lce i-e.?, si 

cudct.o la artct.a <1,j> e;¡ R.. Si la gr;;:i.f'"ica e& dirigida j,.;¡¡ ¡% 011 voclno 

de l e !X si j es predecesor o sucesor de i. Se dirá ci~e los 

vdrt.lc,.;ug mon w.t.ya..:.u\14!·;,, 

Denot.arnos a los vecinos de 

si~uient.es dos c;ráCicas para ejcmpllf'"icar. 

r<i>. Con.sidoretn0s las 

~~ 
~~ 

Ca> Cb> 

Figura 3.4.t3 
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Exlst.e. una clase de grát"icas las cuales son de suma import.ancia 

para oncont.rar .la solución a una gran diversidad do problorn.as da 

opt.imización,, en part.tcular a los problemas que se han propuest.o 

las s:lguiont.as: dos seccionas. Las caract.orlzaino.c en la slguiont.o. 

DEFIHICIC1N 3. 4. 11. Un .vi.~~/ es una gráCica IT = O.:'..-«;'.,J conexa y que 

no cont.lene ciclos. 

A cont.inuación se dan t.res ejemplos de árboles. 

~~
. 

z • • • • " 

. . . . 
Ca> Cb> Ce> 

Figura 3.4.14 
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Obsárveso qua un árbol puado derivarse do una crá.Cic:a conoKa do 

la cual se obt.iene una grciCica parcial conexa y sin ciclos. 

Espaci f'ic:aramos poco más: ost.a sit.uac:ión al onunc:iar ol 

sig:uient.e t.eorema, el cual proporciona la inCormación básica para 

idant.if'icar un árbol. 

TECgEHA 3. -l. 1. Sea <f; = (J?,fe.l un.a gráCica con n ... vórt..ic:os C~2>. 

Los post.ulados siguient.es son equivalent.es y caracterizan un árbol: 

a> •G es conexa y no cont.tene ciclos. 

b> •G no cont.iene ciclos y t.iene n-t arist.as. 

e> •& no cont.iene ciclos y si se -ag:re:;a Uná. artSt.a_- se f"orma 

oxact.a~nt.o un ciclo. 

d} .¡; y t.iane n-t arist.as. 

e> •G pero deja da serlo si so elimina una arist.a. 

C> Exist.e en 1G,, una única cadena ont.ra t.odo par de vórt.ic:os. 

Es claro que las gr.á.Cica.s da la Cigura 3.4.t4 cumplen 

cualquiera de los post.ulados del t.eoroma. Ahora recordemos quo 

da lasi c:arac:t.or~st.ic:as do los problorn..cu; do la cocción 3.2 c:onsh;:f.{a 

en represent.ar la dist.ancia exist.ent.e ont.re cada ciudad medtant.e un 

nUmero r•al, ol cual &o ;u;ilgnaba a cada arhrt.a o arco da l.-. gráf'ica 

correspondient.e. Al número que se asic;na a cada arist.a se le 

danomlna ol (W/.J<f da la aris::t.a, rniont.ras que para un arco s;io la llama 

la l~rv;c.t'.J.J. ~ c<r~t<r de dicho arco. Do est.o podomos enunciar lo que 

ro&uJt.a sor una rod. 

DEF"I tH CI ON 3. -1. 12. Una 'l..u! IR • l.X. &..., CJ, es una gráCica. con 

f"unción real C dof'"inida sobre sus arisf.as o sobre 

v~rt.icos, o sobro ambos conjunt.os:. 
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Ejemplos· de redes' Üa.s cuales ya· nos f"amillares>. 

Ca) (b) 

Figura 3.4.15 

Es import.ant.e indicar que el peso o lonc;it.ud de las arist.as o 

arcoc pugdo ropros:ent.ar dist.ancias, cost.os o t.lompo gnt.ro otras 

medidas. Est.e concepto y ol de árbol lo relacionamos en la sic;uicnt.e 

deClntclón. 

DEFINICIOU 3. 4. 13. !/.t r.i!.~~ u u.n .J.·t.!5.,.t es la suma do los posos 

las aristas que lo Corina.n. .ec. l,ui.':}ttv.a '1-i un<l "..•.J..la. " .:.ir..•.rt .. • es la 

curn.a du las longi t.uduc de loe arcos quo la Cor•1nan. 

Una vez que se han dado las herramient.as teóricas nacos.arias para 

trat.ar los problemas que pueden representarse por medio de una red, 

pasaromos a las siguient.as dos soccionos en las cuales se daran los 

alc;orit.mos respectivos que permiten encontrar el árbol de peso 

tnÍnlnao y la rut.a rna.s cort.a en una red, 
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3 5 EL ARBOL DE PESO M!NlMO 

En est.a s_ecCi_ón se ___ presen,t.,:~ el ~lgoril~ que permiLe det.erminar 

sist.en\át.tcarnente, l.a Solucidt.'l ·a.1 prc:;;bte~ de cOmo const.ruir la red 

eléct.rica · de cost.o núnimo. El ~algorit.mo es aplicable en general a 

cualquier red ,no dirigida· conexa y t.iene objet.tvo 

proporcionar ·el_ .árbol d_e peso_ núnimo de la red._ con lo cual se 

.asegura la obt.encidñ>de la- 'solución Óptima. Primerament.e _dar•cmosº_las 

siguientes dos def'iniciones; 

árboL 

En la f"igura 3.5.t se da una 

posibles árboles expandidos. 

GRAFICA.iG ARBOLES EXPANDIDOS DE .g_ 

Figura 3.5.t 

Ndt.ese que puede haber varios árboles expandidos de un.a ¡;:ráf'ica. 

sin embargo únicamente consideraremos aquel que nos proporcione la 

inf'ormación relevante para encont.rar la solución de un problema. A 

est.e árbol lo car-act.erizamos: en la siguient.e. 
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~·EF"!N! .::r ON 3. i::.-2 .. - .!( -·~,~~' ·¿·1.:ri •• ui.::._.:., _.:J.~ (\<O!.:·t1 . . mtntffl .. • -de una - gráCica 

C· •. es ·aquel ~,~boi- e,¡j,~..,dl~~ .. d~- ··r·. cuyo. P'eso .;,s- mintmO-~ · .. ,- ' ,: . _- . 

Es .. inmedl~~-~i quo_-:~l ei-iico~t.rar el. árb<Jl ~xpandido: de peso rftírli.mo 

on un.;.· .•. ~'d;·~·~ .·d~~~~~;,,a· la soh.Ícldn Ópt.lma- do ~ probl~-~ propu~st.o 
a .. Lr-~~·~~:. ·d;;:~'d't"~-h~~-, ~deiO·, EKist.eÍ-. varias Cor mas de :hacer,lo.-0-a:qui se 

hac·o·:,u~O ;d~·(,'~1S~f.lt.~ do Kruskal que a cont.lnuaclÓn 'so ~tnunct.ai 

Est.e al(;orit.mo diseñado por J. B. Kruskal proporciona-. el árbol 

expandido do poso nÚnimo i1 • lll,A\' 1 do una red !Ji' • l~,..A.\.PJ conoJCa 

con· n-vórt.ices y m-arist.as, 

El mét.odo consist.c en ordenar las arlst.as en orden ascendont.e con 

rospect.o al peso de cada un.a. Las arist.as so van GKantlnando 

paulatinamont.e y so consideran part.e del árbol de puso mínimo si es 

qua no Corm.-.n ciclo con las ant.urioros a.rist.as y.;¡¡¡ cons:ldor.adas. a.si 

se prosigue hast.a obt.enur una gráeica sin ciclos. Una vez q1.Je so han 

obt.enldo n-l arlst.as el algorlt.rnio t.ornúna p1"•oporcion .... ndo ul .árbol 

expandido de peso mínimo de !R. 

Debe observarse que en cada it.eración la q;r·áCica que se va 

obt.enlendo no necosaria.Jnent.o es conexa, sin einbargo on la U.lt.ima, la 

r;ráCica si debe ser conexa. El número j nos i.ndicat"á el número do 

it.eraclonos, rnient.ras que k el número do .a.rist..as coru;ldur.;¡¡¡da.c. 
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ALC-OF'.ITMO. 

Paso t. Ordenar el conjunt.o de arts:t.as' de mari.ora ascondont.o con 

respéct.o a su .peso, .. Sean a1, az.; .. '.ar.- las artst.as 

ordenadas, 

Hacer k·•'j •O y--¡,,.~, 

Paso 2. Hacer· j -= j+t 

Sl la arlst.a a·¡ no Corma ciclo con las; a'r.tat.aa de.-".'., 

ent.Onces ~·-k· IJ iaJ}• Hacer k -=·k+1 e ir al·pasO 3¡ __ 

Si la arist.a ·a¡ f"orma ciclo ir al paso 3. 

Paso 3. Si k = n-t, t.urmina.r. La. gráCica. U' = 15.,t.• J os ol árbol 

expandido de peso núnimo de IP. 

Sl k < n-1 regresar al paso 2, O 

Los problemas que se pueden resolver rnediant.e este a!c;ori tmo se 

ubican sobre t.odo en rodos do comunicación vl~ct.rlca, carrgt.ora, 

f'errocarrilera, aérea y marit.tma, ent.re ot.ras. En donde los 

vúrt.lcos puodon roprosont.ar punt.os do olóct.rico, 

t.erminales de aut.obuses, est.aciones de f"errocarril, aeropuert.os y 

puert.os, mlont.ra.111 quo las arlst.as puodon ropt•os:ont.ar las lino.as do 

alt.a t.enslÓn eléct.rlca, carret.eras, vías de Cerrocarril, r·utas 

ao•·eaa y tnarl.t..trna-r. 

Con el problema que se da a cont.inuación so ojampllf"ica la 

f'uncionalidad del al:;orit.mo. Debe observarse la anaJo:;ia con el 

mét.odo de solución tnt.uit.lva. quo so aplicó al resolvor el problorn.a 

de la red eléct.rica de la succión 3.2, 
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Supóngase que en la red que so muest.ra en la Cigura 3.5.2 los 

vértices son cent.ros de interés en una zona t.urist,ica y los números 

Qn las ·ariSit..as indican dist.anci.as; on kilÓRKJt.ros: unt.ra olloc. El 

pr•oblema a resolver consist.e en encont.rar el árbol que con una 

long:it.ud m.Inirna comunique a t.odos los cent.ros do int.er~c. y.a quo 

con ello se lo:;:rará un ahorro en la const.rucción de carret.eras que 

unan a dichos cont.ros. adomás do no aCect.ar considarablurnont.e el 

modio ecoldgico circundant.o. 

ALGORITMO: 

ITERACION t. 

Paso t. <ordenar las arist.as> 

a1=(11,4 >,. az•<z.• >,. aa•(a,'!I),. •••<•.'!I),. a'!l•<ot..d)• a~<.,.o> 

a':'=C1.z>,. ae=(o,':'), ao=C1.s>,. a10=(~.;->, au=<1 . .->. 
a12-<1.~>,. a1a•C2.?>. 

k = J = O, t:.;.· = t. 



Paso 2. j • o+t • _t~ .~

k • D+'l • 1 

Paso 3. k • t < 6. Rogrosar al paso 2. 

lTERAClON 2. 

Paso Z. j • t+l = z. az no f"orma ciclo ::;, ~· • {a.1 t .i...1 {az t 
• {au.,az} 

k • t+l - z. 

0 

Paso 3. k • 2 < 6. Regresar al paso z. 

ITERACION 3. 

Paso 2. j • 2+1 • 3. •• no Corma ciclo o+ 4\' • {as..az} u {aa} 

• { ai..az.as t 
k•2+1•3 

0 

Paso 3. k • 3 < 6. Regresar al paso 2. 
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ITERACION 4. 

Paso 2. j = 3+t • 4. a.a Corma .ciclo;; NO se ·agf.oga. 

k - 3 

Paso 3. k =- 3 < 6. 

ITERACION 5, 

' ,_.,, -
Paso 2. j = 4+t = 5. a~ n'O".éo~-~-ctcio .. ·RJ.• = ~at.a.z.aa} u {a:l} 

• { a1,a.z.as.a~ } 

k•a+t•4 

© 

Paso 3. k = 4 < 6. Regresar al paso 2. 
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lTERAClON 6. 

Paso z. j • 5+t 111: 6. aes Corma .;iclo. No so 8grog:a. 

k.sz 4' 

ITERACION 7. 

Paso z. j = ó+t = 7. aó' no Corma ciclo ~ ilº • <a.i..az.a3:a:J} ._, ia7} 

•~a1..az,aa,as,a? ~ 

k - 4+1 • 5 

0 

Paso 3. k • 5 < 6. Regras:ar al paso 2. 
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lTERACION B. 

Paso 2 •. j = 7+1= 8. aa Corma ciclo' .. /U' :s iat.az.aa.a'!l.a7} •.J iaa} 

•' { at.az.a!l,a:S,a?,aa > 
k •' S+t • .6 

Paso 3~ k·- a· 6 a n-1. ·¡¡TERMINAR! 1. Se ha obt.enido el árbol expandido 

d• poao m!nimo A\" - rr. o 

En la it.eracidn 8 se muest.ra la solucidn dpt.ima.. A continuación 

c:alc:ula au pa•o • 

..'P<lf> = t + 2 + 3 + ... + 4 + 9 - 19. 

Obs:árvas:o qua al proponer el s:iguient.o árbol expandido, U' • de la 

ndsma grácica: 
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Se obt.lane que: ..P<U ') = 4 + 2 + t + 3 + 4 + 5 =t9. Lo cual indica 

que el árbol de peso mínimo no es Único. 

Ahora bien las personas encarr;adas del proyecto de dif'usión de la 

zona t.urist.lca, ya_ conocen que la disd .. a.nc:la nú.nhna que comunica a 

t.odos los cent.ros de int.erés es de 19 km. y t.ambién saben que la 

Corn\a da const.rulr las ca.rret.eras no es: Única, por lo qua las 

alt.ernat.ivas present.es result.an ser un f"act.or para que la decisión 

que se t.ome disnúnuya el det.erioro que se pudiera t.ener del medio 

ecológico de la zona. 
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3.6 LA RUTA MAS CORTA. 

En "est.a sección se da el alc;orit.mo con, el cual··· se det.ermina la 

SoluciOn· al problema de la rut.a m.áS cort.a ent.re dos vért.ices 

específ"icoS S y T de una red (R =· 1#. A\,. dJ conexa con lonr;it.udes o 

cOSt.os no negat.tvos. 

Para que el problema t.enga solución, debe cumpJ.irse que extst.a 

por lo menos un camino que una a los dos vért.ices considerados. 

_Def'ina~s prtmerament.e que se ent.tende por la rut.a más cort.a. 

QEFIM!•:I•:>11 3. 6. L La '!.~.Lt.:t m.a.~ r.~'l.ta es aquella t.rayect.orla que 

une al vert.ice inicial con el vért.ice f"inal considerados que t.iene 

longi t.ud mínima. 

ALGORITMO DE OIJKSTRA: 

El propósito de est.e alc;;orit.mo diseñado por E. W. l>ijkst.ra es 

encont.rar la rut.a m8.s cort.a ent.re dos vért.ices espocíf'tcos on una 

red. El mét.odo consiste en asir;nar ''et.iquet..as•• llainadas perm."l.n'2'n•.es 

a los vért.ices cuya lonr;it.ud de la rut.a más cort.a del vért.ice 

inicial a ellos ya se conoce. Mient.ras que a los vórt.ices rost.ant.os 

les: reprosont.a madiant.e ot.ras et.iquet.as U.amadas ~orales, 

Las ot.iquot.as de cada vért.ico :::;. est.án const.lt.uidas por dos 

component.es, a saber. la primera indica el vért.ico pr•odccosor 

.. a<x>•• del vért.ice :::;. La sec;unda indica la lonc;it.ud . "d(x>" 

t.emporal o pormanent.c más cort.a desde el vért.ice inicial ;!_. al 

vért.tce ;s.. Las representaremos de la sic;uiont.e f"orma: la<x>, d<x>J 

para los vért.ices con et.iquet.a t.emporal, mient.ras que para los 

vdrt.tces con et.iquot.a permanent.o. corno la<><>. dhc">J • 
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La primera it.oración considera al vJrt.lce inicial con et.iquet.a 

permanent.e. Los demás vert.ices con et.iquet.a t.emporal se i~¿;. 
mejorando cont.inuarnant.e on cada lt.eracidn hast.a que sean asignadOs' 

con et.iquet.a permanent.e y se llegue al vért.ice f"inat. de est.a f"orma· 

s:a ha.b.-·á oncont.ra.do la rut..a. lnás cort.a. P4:11.ra indicar la rut.a Ópt.ttna 

se procede a orde°nar las et.lquet.as permanent.es a part.ir del vért.ice 

f"lnal hast.a. el várt.ico inicial conCormo lo señalo la primera

component.e de cada et.iquet.a. 

< S es el vért.ice inicial y T el vért.ice Cinal > 
P.as:o t. C Inicialización do et.iquet..a.s: > 

Sea d<S> a O • Márquese la ot.tquet.a de est.e vért.lce como 

perrnanent.e. 

Sea dCx> :;:: ':'O para t.odo vértice x ,,t S y considérense est.as 

et.lquet.as corno t.omporales. 

Sean a<x> = x:. < Indicarán el predecesor de x > 
Sea p • S. 

Paso 2. C Act.uaU:z:aclÓn do et.lquet.asi: > 
Para t.odo vért.lco X: E r•cp> que t.enga ot.lquet.a t.emporal. 

act.ualizar ot.lquet.as do acuerdo a.1 

d<x> "" min ~ d<x>. d<p> + d<p. x> ~ 

Si dCx> su modlf"lcó. ha.cor .a<x> = p. 

Sea x• t.a.1 que dCx•> • min i d<x> : dCM> os t.ernporal} 

Sl dCx. ) • <:JO• t.orrninar. En eat.e e-o no eMi•t.o rut.a de S a T 

En ot.ro ca.so marcar la et.lquot.a dCx > como permanent.a, . 
Sea p • w , 

Paso 3. Si p = T • t.ernúnar; dCp> es la longit.ud Ópt.hna. Las: . . 
et.tquet.as laCx >, d<x )1 f"ormRn la rut.a más cort..a. 

Sl p JJJt T • ir al paso 2. O 
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Es convoniont.o nwoncionar quo ol s{mbolo lnf'lnit.o "-:0°• sro lnt.roduco 

al considerar una lonc;it.ud o cost.o cuando no est.á def"inido. Por 

ot.ra part.o, dobo h.acorso una analogía con ol n..it.odo de solución 

int.uit.iva d.el problema 2 de la sección 3.3. Las aplicaciones que 

puedan t.enerse do est.e algorit.ino, apart.o de la det.erminaclón do 

caminos de recorrido minimo, es en problemas de distribución y 

asignación de recursos,. ent.ro ot.ras. 

En ol siguient.o probloma se aplica el algorit.rno con oJ Cin do 

ilust.rar su f"uncionillidad. 

Se aprobó en f"echas recient.es un proc;rama de conservación y 

prot.ección dal bosque do Chapult.opec do la Ciudad do MÓ>eico .. Mot.ivo 

por el cual los alumnos de una escuela secundaria realizarán todos 

1011 cabadom;; del cerngs;t.ro occolal'• en. curm;;o, una 1&11.bor do servicio 

social en dicho bosque. Su t.raslado lo harán a través del Sist.ema de 

Trans;:port.u Coloct.ivo METRO docdo la oct.aciÓn "Mart.in Co;u-rora'' a la 

est.ación .. Chapult.epec". 

Ellos desean conocer una rut.a que les (!';arant.ice el menor t.iempo 

de viajo, t.oniondo a su disposición ul &iguiunt.o rn.apa mimplif'icado 

de la red general del sist.ema en el cual se indica el t.iempo 

ost.irnado (en ndnurt.oa> unt.re Las ust.acionos;z rocpuct.ivam;. 
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El problema ha resolver es encont.rar la rut.a más corta de la 

est.ació.n Hart.in Carrera <S> a Ja est.aclón Chapult.epec <T> dol Met.ro. 

La red es conexa y exist.e aJ menos un camino que conect.a a ambas 

est.aciones. por lo que se puede aplicar el algorit.mo de Dijkst.ra. 

ITERACION t. 

Paso t. <inicialización de et.iquet.as > 
dCS> • O, se marca como permanen(.e 11. 01ª. 

d<x> para x 1::1 t,2,3,4.S,.6,7,8,9,tO,tt,12,T. 

<se marcan coJnO temporales> 

p - s. 

Paso 2. Cse act.ualizan et.iquet.as> 

Paso 3. 

r-<p> - u. 4 f 
dCl> • min {d<t>, d<S> + dCS,t>> • nún {ix, O+ 2.St a 2.5 

a<t> • S 

dC4> 1::1 nún {dC4>, dCS> + dCS,4>• e nún {.:x, O+ 3} • 3 

aC4> • S 

• t Cvért.tce con núntma et.lquet.a t.emporaJ> 

d<t> EO marca corno permanente [S, 2.5) 

p • t. 

p 'lfl T, rec;resar aJ paso 2. 

ITERACION z. 
Paso 2. 

r-<p> • {S, 2, 3 f 

dCS> ya es permanent.e 

dC2> a nún {dC2>, dCt> + dCt.,2>. = nún { :).• 2.5 + 16 J•tB.5 

aC2> • t 

dC3> = mín {dC3>. dCt> + dCt,3>• • nú.n { x~ 2.5 

a(3) • t 
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x· • 4 

dC4> 11,•. ~ca··co'!'O ~,et:"~no!'.'t.~ ·1s', 31• 

Paso 3. p • T ~~regresar 'at ·paso 2. 

ITERACION 3. 

Paso 2. 

Pa:so 3. 

r"<p) • {S, 3, 9 f 

dCS> ya as pormanont.o 

dC3> = nún <d<3>, dC4> + dC4,3> • ;.: mín '(5.5, 3 • 3.5 t • 5.5 

no carRhlo 

dC9> = nún {dC9>, d<4> + dC4,9>• • nú.n i~.·3:+.3t;,::; 6 

a<9> • 4 

• 3 

dc:'.3) ae ..-rea COMO por...-.nent.O lt, 5,Sie 

" • 3 

p • T, recresar al paso 2. 

ITERACION 4. 

Pauo 2. 

Paso 3. 

r·cp> • {t, "'· 5 > 
d<t> ec por..nent.e 

dC4> es permanent.e 

d<?J> • aún id<S>, dC3> + d(3,S> > • nú.n i oc, 5.5 + 5.5 > • tt 

ac~n • a . 
K • 0 

d<9> se marca como permanent.o 14, 6)• 

p - o 

p - T, ragresar al paso 2. 
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JTERACION 5. 

Paso 2. 

Paso 3. 

r•<p> - {4, o, to• 
d<4> es permanent.e 

d<B> • ml.n {d<O>, d<O> + d<O,e>•··=- ndn,·~~, .. 6:.+,2•:• e 

a(8) m 9" _,:_;: ·--~-·:;,~- ·.·<; -·" . 
d(tO> = nÚn {dCtO>, dCO> + dC9,tO> ·-- rñ.ih :~ .,.::;_t( + 2.5 .- .. e.s 
acto> a 9 . 

" - o 
d<B> se marca corno permanent.e ro,- BJ_• 

p - o 
p ,,e T. rec;resar al paso 2. 

ITERACION 6. 

Paco 2. 

Paso 3. 

r•cp> • {9, s, 7} 

d(O) es perrnanont.e 

dC5> • mln jd<5>, dCB> + dCB,5> ~ • mln jtt, 8+6 ~ = U 

no cambio 

dC7> 111: aún {dC7>. dCB> + dCB,7>} • mÍn {'X, 8 + 4} ""' 12 

a<7> • e . 
K • tO 

dCtO> ae marca corno perm.anunt.e to, o.sJ• 

p - to 
p • T, regresar al pasio 2. 

ITERACION 7. 

Paso 3. 

r*cp> - {9, tt f 
d(9) e& persnan•nt.o 

dCtt> • nún{dCtt>, d<tO> + dctO,tt>}• mín{oc, 8.5 + 4•= 12.5 

a<tt> • to 
K• • 5 

dC5> uo m.arca como porm.anont.o 13, ttl• 

p~5 

p is: T, regresar al paso 2. 
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ITERACION 8 0 

Paso 2. r•cp> • -{3,. 6. 7, a> 

d(3) os purmanont.o 

Paso 3. 

dCó) = m:ín {d<6>, dCS> + dCS,6>}.11: min i.ix •. -t~ .. ·+ 8} __ = t~ 
aC6) • 5 

dC7) = min {dC7>, dCS> + dC5,7>} a nún {tz,-~tt. -+. t.5} ~ 12 

no cambio 

dC8) es permanent.e . 
" • 7 

d<7> se ma.rca corno pe.rmanent.e 18. t2J• 

p. 7 

p ~ T,. rec;resar al paso 2. 

ITERACION 9. 

Paao 2. r•cp> • ~s. o, 1.t, t.• 
dC5> es permanent.e 

dCB> Olill porrnanont.o 

Paso a. 

dClt) :: min{d<tt>, d<7>+dC7,U>t m mín{t2.5,. 12 +·3.5_}•12.5 

no carnbio 

dCT> = nún {dCt.>, dC7) + dC7,t.)} = nún { -x,. ·12 + -5} = 17 

a<T> • 7 . 
>< • ti 

d<tt> ero 1narca corno porrnanont.o lto, t2.s1• 

p • tt 

p :llll T • rogrosar- al paso 2. 

ITERACION tO. 

Paso 2. r•cp> • {10, 7} 

Paso 3, 

d<tO> Olil perm.anont.ca 

d<7> es permanente 

H• • T 

dCT> se marca como permanent.e 

P • T 

p 1111 T. TERMINAR, se ha encont.rado la rut.a más cort.a. O 
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A cont.inuación so exhibe Ja red en donde algunos vért.ices t.ienen 

asociados su et.iquet.a correspondient.e. ya sea t.emporal o perma.nent.e. 

Es:t.o nos perndt.e det.erminar la rut.a ópt.lma.. la cual so cons:t.ruye 

recursivament.e a part.ir del vért.ice T hast.a llegar al vért.ice S. 

u.1a.:1:@ 

1a.11P1@ 

e (I0,12. DI. 

LA RUTA MAS COPTA 

El problema ha quedado resuolt.o para Jos ost.udiant.es, la rut.a ha 

seguir se mues:t.ra en la red con un t.iempo do recorrido de 17 m.inut.os 

Obs;iclrvome qua, ul ca cont.inú.a el procodimJont.o de marcar t.odoc lom 

vért.ices con et.iquet.a.s perma.nent.es. Jo que se obt.lene es la rut.a más 

cort.a do5:do el vért.ico S a cada uno do lo& vért.lCQ"1 de la rod. El 

result.ado es el slgulont.o. 

e 1:111mamtm11ma;u11::em¡¡m:¡a 
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¡ 
CAP!TUL'J 4-

TEORlA DE JUEGOS 

4.t lnt.roduccidn 

4.2 ¿Cómo asegurar la mejor vent.a de un product.o'? 

4,3 ¿En qué proporción most.rar ác;uUa y sol? 

4.4 ¿Qué cadena t.elevisora será la mejor? 

4.5 Concept.os de Teoría de juegos 

4.6 Solución Algebraica y Mét.odo Gráfico 

4.7 Problema..: Típicos. 
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4.t. lNTRODUCCION. 

Es común en la vida la presencia de un gran número do problemas 

compet.lt.ivos o de conCUct.o en los cuales exist.en dos o más bandos 

opuest.os y el result.ado Ctnal depende básicament.e de la. combinación 

de las est.rat.er;ias ·seleccionadas por los part.icipanles do acuerdo a 

los int.ereses que persiguen. En algunos casos,. las accionos puoden 

conducir al cooperat.ivismo o acuerdo de los part.icipant.es, pero on 

ot.ros est.o no est.a permit.ido. Est.e t.ipo de sit.uaciones se present.an 

en economía,. campañas polit.icas,. t.áct.icas merca.nt.iles y miUt.aros,. 

ent.re et.rae. 

Est.as sit.uaciones pueden represent.arse modiant.e modelos 

mat.emá.t..icos que si bien no cont.ienen la t.ot.alidad de los Cnct.ores 

que intervienen en la práct.ica, su solución si podrá indicar mejoros 

cursos de acción racionales para los part.icipant.es. La t.eoria 

mat.emát.ica orient.ada a modolar est.as sit.uaciones de compot.encia o de 

conf"llct.o es la Teoría do Juor;os. 

El objet.lvo de est.c capít.ulo es ilust.rar las ideas básicas de lo 

que t.rat.a la Teoría do jueg:os, on part.icular, los donciminados juegos 

bipersonales de suma cero. Para eUo, en Ja sección 4.2, 4.3 y 4.4 

Se t.oma como punt.o de part.lda el plant.eamient.o de un problema prot.o-

t.lpo, para los cuales en cada sección se da solución int.uit.iva 

como una manera do abordar y mot.ivar dicho est.udio. Para oncont.rar 

la solucidn del primero y segundo problema se haco uso de concept.os 

merarnent.a a.lgobralcos, miont.ras que para el t.ercoro habrá de sor 

necesario ut.illzar un procedimlent.o r;ráCico. 

En la sección 4.5 se dan los elemont.os que su consideran 

necesarios para hacer comprensible la Toaría do juegos, para olio, 

algunas hace rererencia los problemas resuelt.os 

lnt.uit.ivarnant.o para hacer ver la conexión que so t.ione con la 

t.eoría. 
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En la sección 4.6 se describen los mGt.odos para rosolver un juego 

para eUo se dirá cuando es f"act.ible hacerlo algebrá.icamont.e 

bien goornÓt.ricantent.o. est.o sora posible a par-t.ir de la inf"or-mación 

proporcionada por una mat.ri.z denominada do pagos o del juogo, cuyas 

dhnonsionoc ,puedon car de nuez ó Z><n. 

La sección 4.7 est.a dedicada a ojomplicar lo vist.o en la sección 

precedent.e mediant.e la solución de una serie de problemas. que a Ja 

vez sirven para enmarcar precisament.e aquellos en los cuales se 

present.an los grupos ant.ar:;ónicos, El primero se r-of'iere a un 

problema laboral CconClict.o obrero-pat.ron.a.1>, el segundo es de t.ipo 

olect.oral <campaña polít.ica do dos candidat.os a una alcaldía> y el 

t.er-cero so encuont.ra en un cont.cuct.o beligerant.u Cmisddn .a.Groa de 

aeroplanos>. ti 
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4.2. ¿ COMO ASEGURAR LA MEJOR VENTA DE UN PRODUCTO? 

Dos compañías compart.on ol grueso del tnercado para una clase 

particular de prodUct.o. Cada una cst.á desarrollando ahora sus nuevos 

planos de snercadeo para el año siguient.e,en un int.ent.o por 

participar de alc;unas vent.as de la ot.ra compañía. <Las vent.as t.ot.a

les para ol product.o son relat.ivatnent.e Cijas, do snodo que una 

compañia sdlo puede incremenf,ar sus vent.as c:aná.ndoselas a la ot.ra>. 

Cada co1npañia est..á considerando las siguiont.es posibilidades. 

Compañia f • 

.1\1: mejorar la envolt.ura del product.o, 

Az; incrornont.ar la publicidad del producto, y 

A::ii: hacer una Uc;era reducción en el precio del product.o, 

Compañia 11. 

Bu n"M'tjorar la envolt.ur-a del product.o, 

Bz: increment.ar la publicidad del product.o, y 

83t hacer una lic;era reducción en el preciO del product.o, 

El dopart.amont.o de mercadot.ecnia de la compañia l, ha est..hnado ol 

eCect.o de cada combinación de las alt.ernat.ivas en el porcent.ajo 

incrament.ado de las vent..as, crst..a lnCorll\.ación 

cont.lnuación 

~11 
Cta.( 

e. B• e. 

A• u -4 1 
A• 3 1 2 
A3 2 -1 -3 

muest.ra 

¿ En que medida deberán aplicar s:us alt.ernat..tvas ambas compañías ·r 
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.s·::.ux:r C·H. 

Anf.es de iniciar la búsqueda de la solucicin del problema. que 

será analizado como un J'.H?3c <Ent.endiendo con ello. una sit.uación 

compet.it.iva. ent.ro las dos compañías. quo denom.ir,arán. los 

jugadores y que se realizará mediant.e la aplicación del conjunt.o da 

s;us alt.ernat.ivas>. no ost.á por demás asumir l.;;a represont.at.ividad de 

una de las compañías. digamos la de la compañía 1 y decir que 

seremos el jugador J1, mient,ras que la compañía 11. ol jugador J~ al 

cual supondremos que es t.an capaz y racional como nosot.ros. 

El problema se ref'iere a una t.om.a de dl:!cisión, en cuyo caso deben 

ost.ablecerse concisamont.e los objet.ivos que se debon cumplir on la 

solución, a saber; 

t> EspeciCicar las est.rat.egias quo debe seguir cada jugador. 

2> Indicar en qué medida se deben aplicar las est.rat.egias. 

3> Calcular el valor del juego. 

Con lo que respect.a al primer punt.0 0 result.a un tant.o inmediato. 

ya que on es:t.o caso s:zÓlo os necosario rodoCinir las pos:ibilid.-duc 

que prosent.a cada compañia como las est.rat.eg1as de cada jur;ador. Que 

el nombro el que ospociCic.an las: vari.;;ablus: 

alt.ernat.iva.s con las que cuent.a cada jur;ador para el desarrollo del 

juogo. 

Así que el jugador J1 cuent.a con t.res est.rat.ogias• A1, A.z y Aa, 

mient.ras que el ju~ador Jz t.ambión con t.res; 81, Bz y 83. Por lo quo 

dirá que ol juego 05 f l. ru. t.o. 

Para abordar el ser;undo punt.o, se empieza por enunciar la t.abla 

de porcent.ajes de incremento en las ventas de la sir;uient.e Corma. 
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ª' 'i 'A• o 
-· 1 Az 3 1 2 

A• 2 -l -3 

MATRIZ DEL JUEGO 

De acuerdo a las suposiciones del problema cada número represent.a 

el porcont.ajo de vont.as que la compañia 1 logra conseguir de la 

compañia 11 cuando se aplica cada par de est.rat.er;tas, de t.al manera 

que lo consoc;uldo por la compañia l es exact.amont.e lo quo pierde la 

compañia 11. A la t.abla que cont.iene est.a inCormación se le llamará 

ma• ri.: -:iel tuego y a los números que en ella aparecen los ¡:zagos o 

ga.nanc1 as para el jugador Jl. Si so adopt.ara la r-oprosent.nt.tvldad de 

jz para resolver el jue:;o, se enunciaria la mat.riz del jue:;o como la 

most.rada, sdlo que con los sic;nos contrarios y se est.ipularia que 

serian sus par;:os correspondient.es. 

Obsérvese quo en t.odo caso, si se suman los par;os de j1 con los 

de Jz. el resultado nos darla cero. Y dado que e.:i el juer;o sólo 

lnt.ervienen dos ju~adores • a est.a claso do juec;os se les llam.."'t 

1uegos bi.personales de suma cerc. 

Ahora bien, desde el punt.o de vist.a de Jt se est.a int.eresado en 

aplicar adecuadamont.e sus est.rat.egtas cont.ra las del oponent.o Jz. 

con el Cin de obt.ener el mayor beneCiclo posible de la slt.uación 

compet.tt.tva que se prosen.t.a.. En est.o caso. es primordial t.enor 

present.e que para cada una de las est.rat.ec;ias que se usen, habrá una 

respuest.a represent.ada por las ost.rat.egias de jz, el cual s:o ha 

supuest.o en i¡;ualdad de capacidad de r-espuesla que el jur::ador Jt. 

Asi por ejemplo, sl J1 selecciona su est.rale~ia At, podría c;anar 

t, o bien, podr{a perder t.ant.o como 4. 
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Sin embargo, corno J2 es racional y, en con.secuencia avit.ará hacer 

pagos grandes a J1, parece probable que seleccionará la est.rat.er;ia 

Bz que conduce a una pérdida para jl. Análogamente, seleccionando la 

est.rat.eg:ia A.3, Jt podría c;anar Z, pero, con mayor seguridad jz lo 

avit.aría y lo adm.inist.rcu·ía una pérdida, quo puode ser t.an granda 

corno 3 al seleccionar su est.rat.egia D:r. 

¿ Que línea de razonamiento le conviene seguir a cada jugador ? 

Asumamos el hecho de quu cada juc;ador adopt.ara una posición 

conservadora y t.rat.ara do obt.oner lo mojar do las peores condiciones 

prevalccient.es. Es decir, el jug:ador J1 al desarrollar cada una de 

su,; ust.rat.ogias, supondr·á que ol jugador• .Jz lo c::ont.ost.ar.Í. con 

aquella est.r·at.ec;:ia qua nlinhnice su pag:o, por lo que t.omar·á ol mínimo 

que lo proporciono cada ost.rat.ugia. En c::ons:uc1..1oncia~ una voz hocho 

lo anterior, oligirá el 111.a.ximo de los números seleccion;adus y 

considerará que la est.rat.egla correspondiente a est.o número os la 

quo con seguridad lo convtone usar. 

De manera similar. el jugador jz al desarroUar cada una dl? sus 

est.rat.egtas, supondrá. quo su oponont.e ol jugador J2, la cont.os:Lará 

con esl.rat.ec;ias que maximicen su pérdida, por lo que adopt.ará el 

núrner•o rn-'><imo que lo proporciono cada os:t.rat.eg:ia. Y hocho lo 

ant.erior, olic;irá el mínimo de los números seleccionados. Por lo que 

la est.rat.egla corrospondiont.e a ost.e nútn0ro sera la quo lu convonga 

selocclonar si desea minintlzar las pérdidas máximas en las que 

pudiura incurrir. 

Lo ant.erior lo podemos Uust.rar en la mat.riz del juego, ano><ando 

un ronglÓn y un.a coh .. nnn.a corno a cont.inuación se indica 
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~· J• 
e, Bz Eh 

A• o -4 1 -4 
Az 3 1 2 1 
Aa 2 -1 -3 -3 

3 2 

de lo ant.orior se obt.iene que: 

Máximo { -4, t, -3 } = t 

(1 Mínimo 3, t. 2 } = t. 

Al número lo conoce corno valor lnf.ar1or del 1uego, y a (J 

como val nr super l. oc del juego, A la ost.rat.egia. correspondlont.o al 

valor ot se lo llama ost.rat...eg1 a m.ax1 mJ. n, mient.ra.s que a la est.r·at.egia 

correspondlent.e a ~ estrategia m1ni.max. 

Nótese el interesante hecho de que en est.a mat.riz de juego, la 

misma ont.rada proporciona t.ant.o el valor inCorlor corno el valor 

superior. La razón es que est.e número es t.ant.o el mínimo de su 

renglón corno el m.á.><irna do s:u columna. En general, la. posición do 

cualquier ent.rada de est.e t.lpo se conoce con el nombre de punlo de 

s:1 ll.o1.. 

De exist.ir un punt.o de silla,. so dlco que las est.rat..ogias: 

correspondient.oso son Ópt.l~ y ju:nt.as f"orman la solución del juego. 

Est.e punt.o t.iene la not.able propiedad de que si uno de los jugadores 

su adhioro a ast.a ast.rat.ogta Ópt.itna mient.ras que ol ot.ro no lo hace, 

ent.onces el jugador que se sale de est.a est.rat.ec;ta ópt.tma nunca 

pueda ganar; en el mojar da los casos su ganancia seguirá siendo la 

misma, en el peor,. su pérdida será mayor. 
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Cuando ocurre quo o. = (1 (lo c:ual no s:iompre suc:odu>, al nÚ""8ro 

común se le llamará valor del l'.Jego y se denot.ará con la let.ra ..... En 

nuost.ro caso .., = t y se a.Cirma qua ol juego os Cavara.ble para .Jt., os 

decir, la compañía (. Luec;o se puede concluir que Ja compañia l 

daborá inst.rurnent.ar alt.ernat.iva A2, y 1.-. c:cunp.;;nu.a 11 

alt.ernat.iva 82 <on ambos casos, incromont.ar la publicidad dol 

product.o>, dosechando por complet.o las rest.ant.os;i posibilidades. Eii:t.O 

acarreará un beneCicio de una unidad en el porcent.aje increment.ado 

du las vont.as: para la compañia [, 
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4.3 ¿ EN QUE PROPORCION MOSTRAR AGUILA Y' SOL 7 

Desde la enseñanza element.al nos es f'amiliar hacer el análisis de 

algunos experimentos aioat.orios como,. por ejemplo,. el obtener una 

carta ospocít"ica on el juogo de naipos,, lanzar un dot.orrninado núrnoro 

de dados o bien el· lanzamient.o de monedas,, entre otros. Ret.omemos 

una variación de ost.e ÚltiRK>. corno una manera de ilustrar 

sit.uación compet.it.iva en donde la met.a es la recreación de los 

jugadores. 

Dos personas. A y B. juegan a emparejar monedas. Cada jugador 

doposit.a una tnanoda y la cubre con la mano do manera que el otro no 

puoda vorla. Si arnba.111 rnoned•u¡ quod.-.n igual <arnbas con &.guila o ambas;¡ 

sol>,, A gana un peso; en caso contrario. B gana un peso. 

¿ Qué est.rat.egias debe seguir cada jugador con el f"in de 

obt.enor una ganancia óptima 7 

SüLUCION. 

En este juego. corno en al anterior,, &a asn . .1rnirá la raprosant.at.ivi

dad do uno de los jugadores, digamos la de A y decir quo seremos el 

jugador ja,, y O el jugador jz. Se establece adem.;;Í.s: la hipót.esis de 

racionalidad para ambos jugadores. en :;:enerai ost.o a.si sucederá. 

En el juec:o no se proporcionan las est.rat.egias a seguir para cada 

jugador ni Ja matriz dul jueg~,. por lo que es nocas.ario esipucif"lcar 

estos punt.os. Para ollo, nót.cse que on ol juogo sólo so t.ionon dos 

jugadas: quo corruspondun una -. cada jugador con Ja car.act.orísit.ic.=1. do 

que ninguno sabe lo que ha hecho el ot.ro,. diremos en este caso que 

el juogo no os de J.nt"or-m;i..-J.on pQrfocl;.. 
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Los objet.ivos que se deben cumplir en la solución son los 

stguieRt.es: 

t> Est.ablecer Las est.rat.ec;tas que debe seguir cada jugador, 

2> Indicar Gn quó modida se dubon aplicar las est.rat.egias:, y 

3> Est.imar el valor del juego. 

Se empieza por cont.est.ar el primer punt.o, Dado que cada jugador 

sólo t.ieno una jugada pur:son.-J, una os:t.rat.ugia par .. cuo;ailquiura de 

ellos consist.o on Ja elección de una sola jugada. De est.a f"orma 

t.ienon dos: os:t.rat.ogias, llarrtÚnlOslas puras, las cua.Joll!il' 

representarán de la sic;uiente manera 

para el Jur;ador J1. 
A1: mostrar col, y 

Az: most.rar águila. 

Do manera srirn.llar p.;;1,ra ol juggidor .Jz. 

Bu ll'IOst.rar .sol, y 

Bz: most.rar ác;uila. 

De acuerdo a las reglas dol juego, si se muest.ran dos soles o dos 

-"cuitas, t.ondromos: una ganancia do +t, mJent.ras quo si so muest.ra 

águila y sol, la ganancia sura de -t. Est.a inf"ormación se resume a 

cont.lnuactón.. 

Bt 

+t 
-1 +t 

::] 
-~----' 

MATRIZ DEL JUEGO 

Es claro que si el juego se realiza sólo una vez, ent.onces no 

puede decirse que una de Jas est.rat.e:;ias es mejor que la otra. Es 

decir, cualq'-.ri.ora de 1ou jugadoras puada hacor cualquier olacclÓn. 
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Sin embargo, si el juego sa cont.inua., la s:it.uación cambia. por 

ejemplo. supón;ase que elec;imos la est.rat.ec;ia Ai, y la sec;uimos 

usando. DespuOs de ciert.o t.iempo, nuest.ro oponent.e descubrirá 

nuest.ra. est.rat.ec;ia y responderá a ella con la est.rat.ec;ia lJz, la cual 

garant.i::z::a que siempre perderemos. Por t.ant.o. no nos convendría 

seguir repit.iendo la misma est.rat.egia. Est.a sit.uación ya se habia 

hacho pat.ant.a on al probJ.om.a t, on t.odo c-.:so lo quo so hará a 

cont.inuación es calcular el valor inf'"erior y el valor superior del 

juogo. 

B1 Bz MlNIMO ... , 
+t -· -· -1 ... -1 

+1 ... 
Máximo ~-t, -1 1 a -1 ,, -Mínimo {+t. +t 1 +t 

De aqut se llec;a a que cualquiera de las dos est.ratec;ias de Ji 
son est.rat.egias m.a.>cirnin, y lo mismo para Jz en el que cualquiera de 

sus est.rat.egoias son est.rat.ec;ias minimax. Pero con la diCerencia de> 

quo on est.e caso ot ¡ill! (1 < ot < (1 > lo cual no permit.o aCtrmar que se 

t.iene La solución del juego como lo Cue para el primer problema. 

Est.o conduce a conjet.urar lo siguiont.a: 

¿ Exist.irá el valor del juec;o " de t.al Corma que se encuont.re 

ent.re el valor inf'erior O( y el valor superior (1 ? 

La respuest.a exist.e y es af'irmat.iva, quedando como t.rabajo 

ult.erior la det.ermin.ación del valor do .... En est.e caso, al no 

present.arse un punt.o do silla· en La mat.riz del juego, ha ocasionado 

una ctert.a -inest.ab!Udad- on el juego. Est.o es, cada. vez que uno de 

los juc;adores aplica una det.erminada est.rat.egia, el ot.ro siempre 

cuent.a con la posibilidad de aplicar aquella con la. cual siempre 

reducirá el benef"icio de su oponent.e, y de est.a rorma. de cont.inuar 

et desarrollo del juego no puede concluirse tnmodiat.arnent.e qué 

est.rat.eg:ia en part.icular será la que se t.onca que usar. 
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Un mét.odo seguro para evit.ar que el oponent.e descubra la 

est.rat.egia que usarnos. es hacer la elección en cada et.apa del juot;o, 

do t.al Corrna que ni nosot.ros mismos sapa.tnas lo quo vamos a hacer en 

la siguient.o. Por ojomplo. lanzando Ja monada al aire ant.es de 

colocarla sobre Ja mesa. Do ost.a Corma. las ost.rat.egias puras A.1 y A:z 

se combinan al azar, aunque on una proporción deCinida. A est.a Corma 

de combinar las est.rat.egias puras en una ciert.a proporción se 

le conoce corno es•-ra•.egi as rru. ..-t a.s:. 

Para determinar el valor "'• recurramos a la idea quo so t.iene de 

0111t.r-at.oglasi mh.it..ag. P9.f'a olio denot.ernou con J: • (:7 ~i) a 

nucst.ra est.rat.egia mixt.a Ópt.ima. que const.a de la aplicación de las 

ast.rat.eglas puras Aa. y Az on las proporcloneo >e.1 y >e.2, respoct.lva

rnent.e. Donde ><1 + x2 • t. con x1. xz ~ O (las propor·clones de 

hecho probabiUdado:m), 

Uno de los result.ados básicos al aplicar las ost.rat.ogias mixt.as 

el siguient.e. Si el jugador jz aplica su est.rat.ogia pura 81 

miant.rasi quo nocot.ros nos mant.onomo& en nuomt.ra ost.rat.ogia ndHt.a 

ópt.inia., el result.ado sora igual a la ganancia promedio .... Es decir: 

. . 
(+1) X1 + (-f) )(Z • P. 

De igual manera si Jz aplica su est.rat.er;ia pura 82 y nosot.ros 

sioguimos ma.n.t.oniando en i.a ost.rat.ogi.a ndKt.a Ópt.iwna. s;u t.iancu 

. . 
<-1) Kl + (+f) K2 • l' 

La inCormación obt.enida sa resumo a cont.inuaclón 

C+t> 

<-t) 

K• . ... 
K• 

t75 

... <-t> 

... C+t> 

... 

KZ -.. 
KZ 

KZ -•• K<, K• .. o . 



Lo quo so ha obt.enido es un sist.arna lineal da t.res ecuaciones con 

t.res incógnit.as: x;, ><; y "'· Est.e sist.em.a se puede resolver direct.a

mont.e o empleando un rnát.odo apropiado como podria ser la regla de 

Cramer, es decir: 

1 -1 -1 
A - -t t -t -4 "' o 

t t o 
o -t -1 
o -t 
t o t+t t t 

K• - .. ---4-- z- KZ -2'"" 

t -t o 

1 -· t o 
t o t o 

A -~ - o 

de dando J: • l:~ :;) • (~~2 ~~)· 

De manera similar, desde el punt.o de vist.a del ju:;ador Jz, él 

asumirá que su est.rat.egla mlxt.a dpt.ima es J; •(:~ ~;) de la cual 

no se apart.ará y nosotros aplicamos las est.rat.eglas puras A1 y Az, 

el result.ado os el siguient.e: 

(+t> V• + <-t) yz 

<-t> V• + <+t> yz 

V• + yz -t, V'• yz "' o. 

de donde se y~ • 1/2, y; • t/2 con 1> • O. Por lo que su est.rat.ogia 

mlxt.a Ópt.irna es: Ji • ( ~~2 ~-;2 ). 
A. la ganancia promedio 1> .,. O La llamaremos el valor esoor :ado del 

Juego. Y dado que en est.e caso vale cero se dice que el jueco es 

equit.at.ivo. Los objet.ivos plant.eados al principio se han sat.lsf"echo, 

el stc;niCicado que t.lenen los result.ados indican que Las est.rat.e

glas ópt.lmas para cada jugador es aplicar sus dos est.rat.egias puras 

a1 azar en un número igual de veces. 
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4.4. ¿ QUE CADENA. TELEVISORA SERA. LA MEJOR ? 

PP.•.:.8LEMA 3. 

Dos cadehas t.olovisoras: cubren al mismo t.errit.orio, y ambas 

t.rat.an do obt.ener la mayor porción posible do audiancla ant.ra loe 

habit.ant.as. El equipo do publicidad de la t.elevtsora A realizó 

est.udio con el f"in de conocer las posibles vent.ajas que se 

obt.endrian con la inst.rument.ación do t.res m.dldas que habrán de 

ent.rar en compet.encia con las t.res medidas que se est..ima habrá de 

ln.st.rurnvnt.ar la. t.alDV\S:Ora e, en al t.ranscurso del próximo año. Los 

result.ados se muest.ra.n en la siguient.e t.abla, y reprasent.an el 

lncrornent.o do audiencia en millones de habit.ant.es cuando una 

det.erminada alt.ernat.iva se compara con las t.res de la cadena B. Los 

valores posit.ivos 1·avorocon a la 1·1rnur. A, mlont.ras que los nogat.ivos: 

Cavorecen a la 1·1rma e. 

<:'1.)LIJ!.:I t)N. 

T y-:---::::. D 

Al: PROOftA.MA.S 

CULTURALES 

A2: EVCMTOliil 

DEPORTlVOS 
A9 :SERlES 

lMF'ORMATlVAQ 

¿ Favorecen 

O t. : P ROORAMAS 

CULTURALEQ 

B2:EVENTOS 

DEPORTlVOG 

ea :SERIES 1 
lNF"ORMATlVA.;t 

! 
1 

la t.elevtsora A los result.ados ? 

El punt.o de part.ida es ahora Ja mat.riz dol juego, ya quo las 

est.rat.ec;ia.s para ambos juc;adores, la t.elevisora A y Ja t.alevisora e, 
así. como las ganancias para el primer jugador,. la t..elevlsora A, ya 

est.8n dadas. 

Para ir búsqueda de la solución del juego, decir,. 

det.erminar la proporción en que se aplicarán las cst.rat.e:;ias de cada 

jugador y est.ima.r el valor el juego, es conveoient.e hacer la 

sigulent.e observación. 
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Para eUo so· repróduce la t.abJa de rosuJt.ados, qua es: Ja ma.t.riz 

del juego, 

ª' -;;-. ]]• 
;¿ ~ -l 
3 u ... 

-2 -5 u 

MATRIZ DEL JUEOO 

El jugador Jt que est.a int.eresado en máxindzar Ja núnima ganancia, 

debe observar que la est.rat.egia Az y la est.rat.e:;ia A3 t.ienen en 

ciar t..-. caract.or:Íso:t.ica, saber, quo las ant.radas: 

correspondient.es a la estrat.egoia Az son t.odas mayores que las 

corraspondiont.es: an.t.radas;:: de 1.-. o~t.ra.t.egia AOll. Du ahi qua Ja 

convonga oUminar del análisis a la c-st.rategia AJ', ya que la vent.aja 

que pudiera raClejar es:t.a ast.r.-.t.agia. queda dot.orminada por la 

est.rategia Az. Por lo que se dice que la est.rat.egia Az d?rr.1 na a la 

est.rat.ogia Aa. Ent.oncos la mat.riz queda roducida a la siguiont.o, 

Bz 

3 
o 

Bo 

-1 

4 

En est.a mat.rtz ya no os posible hacer una reducción t.ant.o en .las 

est.rat.er;ias de Ji. como desde el punt.o de vist.a de Jz e.l cual est.a 

Jnt.eresado en minimizar la máxima pérdida. 

Sin embargo, ahora ta dimensión do la mat.riz del juego es do 2x3, 

analicemos como podemos superar est.a diCicult.ad, Para ello 

calculemos el valor inCerior y el valor superior del juec;o. 
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e. 

MA. MO 

De aquí: a. • nulximo {-t. OJ •O y (1 • mínimo {3, 3, 4} • 3. Por 

lo que °' < (1, ost.o nos conduce a t.rat.ar de det.erminar el valor 

esperado del juer;o, v, do ant.omano sabiondo que debo encont.rarse 

ont.ra O y 3. Corno ahora la inat.riz no os da dinM»nsiÓn 2><2 parocori.a 

que el razonamient.o del problema 2 no f'"unclona. para el cátcuJ.o de 

las proporcionos <probabilidades> on que deberán do aplicarse las 

ost.rat.ec;ias de ambos jugadores. Recordemos en qué consist.e dicho 

ra:z:onandent.o y apllquémoslo. 

Supóngamos que v es el valor esperado del juego y donot.omos con 

Az ) 
)(2 

a la est.rat.er;ia mixt.a ópt.ima de J1, aplicando At y Az en las propor

ciones x1 y xz con >ct + xz .,. t¡: x1, xz :?: O. Ent.onces, si Jz aplica 

sus est.rat.egias puras 81, Bz y B:r, mient.ras que J1 se mant.iene en su 

est.rat.egia mixt.a ópt.ima 

ecuaciones: 

t.endr..i el sic;uient.e sist.oma de 

2 )(l + 3 )(2 - ... 

3 X1 + 0 XZ ª P 

-t )(1 + 4 >CZ 

Xi + XZ = t; x1. xz :?: O. 

Lo cual reprosent.a un sist.ema de cuat.ro ecuaciones con t.res incói:;

nitas. que ya no es muy Cácil de resolver como para el del problema 

t. De lnt.ervenir en la solución las est.rat.e:;ias Ai y Az. asi como 

las que lo hagan por part.e do Jz, seran llamadas: os•.ra.t.eg¡,a.s 

convenJ. en t. es, es decir, son las que usará cada jugador. 
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Procedamos a resolver vi sistema de Ja_ siguiente Corm.a.: 

Como >u • xz = t >et = t - xz con xi, xz ~ U. Entonces 

2(1 - )(2) .. 3 

3<1 - xz>" + O xz 

-1(1 - )(Z) + 4 >CZ • 

)(2 .. 2 - ... 

-3 .. 3 :z ... 

5xz-l•1> 

lDiJ 

IBzJ 

lDal 

Est.o indica que .., varía Uneatment.o con xz, de aquí, que podaanos 

reallzar el t.razo de e:s:t.as rect.as. Si t.omamos en cuenta quo eJ valor 

dct, >e2 est.a comprondido en ot int.orvalo (0, ti considerarernc:H• ta 

siguiente representación c;ráJ·ica, para que post.eriormont.e hac;amos el 

t.ra:r.:o rospoct.ivo de cada rect.a . 

. :;.~~~-·-· 
ESQUEMA ORAFICO INICIAL 

Fics:ura 4.4.t 

Para ol t.razo de la primera rect.a lDll en el esquema, demos los 

valores de O y t a xz con lo cual obt.endremos tas ordenadas corros

pondient.es de- "· como a cont.Jnuactón se indica -H38' º' 2 

x:z•O . xz•t 

-.. 
f'i:;ura 4.4.Z 
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Análog;;unont..e Slil t.ra:z::a.n lB:zl y lBal en el mismo osquoma, indic.ando 

la int.ersecciÓn respect..iva de las t.ras rectas. Est.a sit.uactón se 

iluat.ra can la aiguililnt.o f"igura 

Figura 4.4.3 

De aqui el juc;ador j1 deberá seleccionar el valor de xz que 

máximiza et valor de a.-. Do hecho elic;irá el valor do xz que dÓ el 

resuJt..ad1;J de ., mínimo más ¡;rande, est.o ocurre precisament.e el 

punt.o de int.ersección de las rect.as lBzJ y [831, Es decir, el 

p•.Jn'.o mas alt.a de la envolven•.e tnter1or. 

Con est.o queda dot.erminado el valor ópt.i1no xz • y con ello 

el de ><L • ><t.•. Por lo que ol problomn ha quodndo rosuolt.o. 

Los valores aproximados son los sic;uient.cs: 

. 
xz :::: t ..... 2 )(l :::: t/2; ., :::: 3 ..... 2. 

Obsérvese que las rect.as corresponden precisamont.e las 

est.rat.egtas Ba, Bz y Da dol jugador jz, Además gráf"icamente se puede 

apreciar quo la rect.a lB1J no rorma part.o de la solución, est.o 

represent.a. una do las ventajas de est.e mét.odo ¡;ráCtco el cual indica 

que est.rat.ec;ia.s son las que se deben considerar en la solución. Lo 

ant.erior lo podemos aprovechar de La si:;uient.e manera. 

Si ~ represent.a la matriz de ,:;anancias reducida y /l* es ta 

corrospondient.o a las ost.rat.ogias: qua Corman p.art.o da 1.a solución, 

s:o t.iono: 
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yt yZ y! 

3 
o -1 ) '" .. ,.. 

yz y! 

~· . ( ~ -1 ) Xl .. ... 
De aquí. consideremos a la mat.riz ~· cuya dimensión es de 2x2,. por 

lo que podemos plant.earnos el slg:utent.e sist.ema de ecuaciones que ya 

nos es Camiliar: 

3 Xl + 0 XZ • .... 

-1 Xl + 4 

Xl + XZ :r;:s 1. 

Del cual se obt.tenon los valores; )(1 • 1/2,. >CZ • 1/2 con .,.. • 3/2. 

Que son tos valores Ópt.imos e>cact.os para J1. Por ot.ra part.u, - pé!Í.rá- al 

jugador• Jz se t.tone: 

3 yz - ys • " 

O yz + 4 y3 a 

yz + ys =is 1. 

De donde: yz• n 5/8,. ya• • 3/8 y ..,. • 3/2. Los resUlt.ados f"tnales 

:iron los siguient.es:: 

J • • ( Ai Az A3 
l t/2 1/2 o 

J • • ( 81 Dz Os 
z o 5/8 3/9 

Est.o ql.dore decir quo la t.olovisora A deberá considerar on iguales: 

proporciones la lmplant.actón de procr;rama.s cutt.urales y event.os 

doport.tvoc y no dar import.•nota a 1~ cortos tn.Corm..i.t.iv.as;:. Por &U 

part.e a la t.elevisora B le conviene aplicar on una proporción de 5/8 

oJ docarrollo da uvant.om deport.ivos y 3/9 para serias 

inCorrnat.iva.s sin considerar el desarrollo do programas cult.uralos. 

Como el valor us:porado dul juogo as 3/2 ast.o quiero decir quo ol 

juego es f"avorable para la t.elevisora A. es decir, el juego no 

equtt.at.ivo. 
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4.5 CONCEPTOS DE TEORIA DE JUEGOS. 

Est.a sección est.a dedicada a f"orrnalizar las ideas desarrolladas en 

la solución int.uit.iva do los t.res problemas prot.ot.ipo. Con ella. 

su voz se d.ef"lnirán y o><plicarán los: concept.os bá.slcos de la Toorh• 

de juer;os. Prlmerament.o esbocemos el siguient.e aspect.o histórico. 

" En 1928 el mat.emát.ico de origen aust.riaco john Von Neumann 

<1903-1957> ciment.a la Teoría de juegos. A.rea de las mat.ernát.icas 

que t..uvo un dos:arrollo lndopondiont.a y que act.ualnKJnt.o sa lo ubica 

como part.e do la Invest.ic;ación de Operaciones. una de sus 

prhncr-ns aplicacionos: dió los c:onCUct.os: bólicos, sln 

embar~o en épocas de paz y no obst.ant.e las Hrnlt.ant.es surc;:idas en 

el an~llsis do las sit.uaciones compet.lt.ivas y de conCllct.o, los 

avances t..córicos que se han desarroUado han permtt.tdo nuevas 

eMt.ens:iones: en al.ros campos. A:..í. por ejemplo, os notoria la 

conexión existent.e entre cst.a t.eoría y la Programación Lineal 

invent..ada por Goorge Dant..:z:lg años dospuós. Do ic:ual f"or-m..."11 sirvió 

para dosarrollar la Teoría Est.adíst.ica de Decisión, post.ertorment.e 

ha dado cau.s:ie a ot.roc concept.os ~t..e~t.lcos:: du compot.lt.ividad con..o 

los metajuegos y los debat.os ent.ro ot.ros.••. 

La noción do juego desde luec;o ya nos es Camiliar y en algunos 

inclusivo ya habremos participado, a sabor el ajedrez, damas y 

juegos: do c:a.rt.as, et.e:, Por s:upuest.o, on ost..e cont.ext.o su f"inalldad 

es la recreación, mientras que para alcunos otros juer;os no podria 

corlo. Mác proclsa-nt.u deCinamos lo quo s;io ont..lendo por un juogo. 

DEFINICION •1. '5. l. Un Juego os una slt.uaciÓn compot.tt..iva ont..ro n

personas o :;rupos. denominados jur;adores, que :se reaUza bajo un 

conjunt..o de reglas previamient..o os:t.ablocidas, con consocuonctas 

conocidas. 
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En un juego, puede haber dos o más oponent.es, ent.onces se habla 

de juegos para ~ ~ o, en general, para n-personas. Los 

jugadores en un juego para n personas pueden Cormar coaliciones 

permanent.es o t.emporales durant.e el curso del jue:;o, t.odos los 

ndombros: de una co~lición permanont.u s:e considuran en conjunt.o como 

un jugador, puest.o qua t.ienen los mismos int.oreses. Por t.ant.o, si 

e>Cist.Gn dos coaliciones purrn.-..nont.es:, ol juogo s;;;o roduce a un juego 

para dos personas, los cuales son el t.ipo de juegos que aquí se 

analizarán. 

pEEIN!·:r·:·M -l.':!. 2. Reglas del juego. Es un sist.ema do condtcion&s

que regulan las acciones permisibles para cada juc;ador en cada et.apa 

del juggo, 

DEFI NI ·:!Otl 4. 5. 3, Jugadas Constst.en en las decisiones que se 

t.oman en el curso del juego. 

Ahora bien, dependiendo de la t.ot.altdad de las juc;adas realizadas 

por cada. bando so t.ondrá un ros:ult.ado el cual puede ser un t.riunCo o 

una derrot.a y no siempre t.iene una represont.ación cu~nt.it.at.iva; pero 

1..:u;ualmon.t.u ea poaiblo emt.ablecor algún t.tpo de ase.ala con La cu.al 

~ueda represont.arse el result.ado como un número bien def'inido. Al 

res:ult.ado nunWrico du un juego s:o lu lLaina v;i.1 or dcil 1 ucigo. 

PEEINICION 4.'3. 4. Juego de suma cero. Se dice que un jue~o es un 

juego d• St..trrUil caro si la sUJna de las ganancias es: coro. 

Do os:t.a deClnicldn s;:o desprende que un bando pierdo t.ant.o como ol 

ot.ro bando gana, artt.mét.tcament.e signif"ica que la ganancia de uno de 

los bandos os e><act.ainant.e igual a la ganancia del ot.ro con ol signo 

arit.mét.ico opuest.o. Est.o si~niCica que en un juec;o de suma cero, las 

rnet.as que porsiguen los: jugadoras son t.ot.alrnent.o opues:it.as. 
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En ol desarrollo de la solución de nuo•t.roc problema.u prot.ot.ipo 

se hacía reCerencia en el análisis de Ja solución consider-ando solo 

a uno da Jos: oponant.as: Col primer jugador>. ost.o so pudo os:t.ipuJar 

ya que ·se ~rat.aban precisarnent.e de juec:os de suma cero. Por lo 

t.ant.o, para os:t.o t.ipo de juogcu::. en general, sólo os nocosario 

considerar Ja c;anancia para uno de los bandos, dic:amos la del 

jugador j&. Al cual podemos considerar corno nuest.ro bando y asunllr 

que será el bando r;anador, y el ju:;ador jz como el bando perdedor. 

Dosido luogo quo oii;t.a mupo1;;ición no represu:ant.a un.a vant.aja roal para 

Jt, ya que para el mismo juel!!;o puede t.ener el result.ado opuest.o 

simplument.u cambiando oJ cigno de t.odas;i l...a ganancias y dojando t.odo 

lo demás tc;ual. 

Por ot.ra part.e, como un jue:;:o se realiza mediant.e juc:adas 

sucos:lvas, dis:t.inguiremos dom t.tpos do jugadas, la.e cuale& 

especifican a continuación. 

QEF!N!CION 4. ':L 5. Jugada personal. Una ju:;ada personal es una 

elocctón y ojecuctón consrclent.o, por part.o do uno do lo& jugadorosr, 

de una de las juc;adas que sean posibles en la sit.uaclón dada. 

Un ejemplo do una jugada personal es cualquier jugada en un juec;o 

do a.jodroz. El conjunt.o de posibilidades dis:poniblom par--. una jugada 

personal est.á det.erminado por Jas re:;las del jue~o y depende de la 

t.ot.alldad do las jugadas pravi¡am roallzad.i:a...:i por ambo& jugadorasr. 

DEFINICION 4, 5 8. Jugada aleatoria. Un.a jugada alo.at..ori.a os la 

elección de un.a posibilidad de cnt.re un ciert.o número de ellas. 

por la. doclsión dv un jugador, sino por vi rosult..ado do algún 

e>eporimont.o aloat.orto. 

Por ejemplo, si ol juego requiero quo so oxt.ralga una cart.a al 

azar de una baraja complot.a. ést.a es una jugada aleat.oria con 52 

rosuJt.ados posibles: c.-..da uno con la mis:m.a probabilidad. Algunos: 

juec;os <como los juec;os de cart.a.s> son mixtos, ya que contienen 

t.ant.o jugadas pors:ona.las: como alea.t.orlas. 
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En un juego es import.ant.e saber con que t.ipo o cant.idad do 

inf"ormación se cuent.a para cada jugador acerca de las ju~adas del 

oponunt.e. As:Í por ejemplo, en ol ajedrez y las damas el J~ador sabe 

de las jugadas realizadas por su oponent.o. Hient.ras que en el poker, 

los jugadoras: no saben cuáles: cart.as h.-..n recibido sus oponont.os. 

Est.o lo podemos caract.erizar a cont.i nuación. 

C•EFINICI•:iM 4. '3. 7 • Juego de información perfecta. Un juego en el 

cual cada. part.iclpant.e, al hacer una jugada, conoco los ros:utt.ados: 

de t.odas las Jut;adas hechas previamente, sean ést.as personales o 

.alaat.orias, se llama juago do inCorrn...clÓn porCoct.a. 

Desdo luego quo un la vida rua.J la rn..ayorí.a de las sit.uacionos 

ant.agcinicas no son juegos de inCormactón porCect.a. 

A cont.inuación se deCine uno de los concept.os f'undament.ales de la 

t.ool'Í.a do juegos:, a sabor, ol do ost.rat.ogia. 

nEFitlICIOM 4. 5. 8. Estrategia. Por estrategia de un jugador se 

ent.ionde el conjunt.o complot.o de reglas que det.erminan 

aluccionos: para t.odas la.c at.apalil que co originan un ol curmo dul 

juogo. 

A las est.rat.e¡:;ia.s oric:inales se les llama est ra'.egl. as E'Jr 3.s. Si 

en el juego, cada jugador t.iune un númoro f"lnit.o do ost.ra.t.ogias 

posibles diremos que el juego es f i nl. •.c. Si el jugador J1 Cnucst.ro 

bando) t.leno m ost.ra.t.ogias y J2 Cnuos:t.ro oponant.o> t.lonu n ast.rat.e

c;ia.s el juego se denomina ~ 9!!'., ~· Las est.rat.egias de nuest.ro 

bando .,.o lndlc~ co"'°1 

At, Az, ... ,.Arn 

para nuest.ro oponent.e con 

B.1., ez, ... ,Bl'"I. 
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Si cada bando adopt.a un.a ast.rat.agia daClnlda, digamos A~ y Oh y 

si el juego sólo cont.ienc jugadas personales, Jas est.rat.egias AL. y 

81 det.arrninan un,vocarnent.e nuest.ra g.ananc1 a qua so indica· cc::Ín. --.q. 

Si al juSgo t.ambién cont.iono una o ~s jugadas: aleat.orias, 

nuest.ra canancia para la pareja dada de est.rat.ec:ias Al y 81: es una 

cant.ldad ale--.t.oria y depondar-' del res:ult.ado de t.odaz: las jugadas 

aleat.orias. 

En est.e caso. es posible calcular Ja qananc1a promed10 para la 

paroj--. do as:t.rat.ogi.a.c para t.odolli los: rasult.ados pomiblom;r do la.e 

jur;adas al azar. Para lo cual, se adoptara el céÍ.lculo de ta 

espor-an:za rna.t..cun.át.ica para ª'"J• Es d•cir1 

aq = p1a1 + pzaz + •.•• ,+ pnan 

donde P'" es: la probabilidad del ... -os:hno res:ult.ado posible y a~ os Ja 

c;:anancia para est.e resultado ( l:l.Z •. , n >. Se usa el mismo símbolo 

ª'"' para la ganancia do amboc t.ipoc do juogo. 

Si se conoc.:en los valores aq(la ganancia o la ganancia promodio> 

para cada pareja de estrategias. est.os los podernos a~rupar en una 

t.abla donde losr ronglonoc roprouant.on Las ost.r.at.ogias do J• y lac 

columnas las estrat.er;ias de Jz como se muestra a continuación. 

Bz 

Az 

Am 
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A est.e arrer;-lo se le denomina ~ ~ ganancias Co consecu

encias) o simplement.e ~ ~ juego. 

Una de las caracf.eríst.icas que se encont.raron en la solución de 

los dos problemas: pro'Lot.ipo Cua la necesidad de aU.ernar las 

est.rat.egias disponibles y asi poder est.ablecer con que probabilidad 

Sa t.ondrÍ.an qua apl:lcar. a'Slt.O nos: conduela a ust..ablacer lo que se 

ent.iende por una est.rat.egia mixt.a la cual deCinlRKJs a cont.inuación. 

C•EFil/!•:r.:m 4. '3. 9. Estrategia mixta. Es aquella en la cual las 

es:t.raleglas pur,¡u¡: disponibles s;e combinan al azar, aunque un 

proporción deClnida. 

Est.o lo podemos expresar de la sl¡:uient.e Corma, sea 

x·. • probabilidad de que el ju:;ador j1 use la est.rat.e:;ia A~ 

e, - '·ª·· ...... > 
y; ;;: probabilidad de que el ju;:ador jz use la est.rat.ei:ia BJ 

<1 • &,z •..• ,,,) 

en donde m y n son los númoros: da ost.ro;r,t.agias disponlblas para J1 y 

Jz, respect.Jvarnent.e. Como estos valores son probabilidades, 

naces:lt.arlan sor no negat.ivos y dar corno suma t. Em decir 

E "' . 1 con ~ º' l,Z., •• m 

n 

E YJ -1 con YJ '" º' 1 . l,Z, • . ·"· 
J •• 

Una est.rat.c;ia mixta la denot.aremos de la stc:uient.c Corma para el 

Jugador Jt y Jz. respect.lvament.e: 
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J• • 

J• • ( 
Bi Bz 
Y' yz 

Am 

Bn 
yn 

Est.o quiere decir qu• las ast.rat.egias puras At,. Az,.. .. ,.A.m 

aplican con probabilidad x1,. xz,. .. ,.xrn, De Jr;ual Corma,. para nuestro 

oponont.e quo 1.-. omt.rat.oglam puras: 91.,. 92,.. •• ,.e .. 

probabilldad y.1.,. yz,.. •• ,.yn,. respect.ivament.e. 

No siempre se ut.ili:zan t.odas las est.rat.er;ias puras disponibles 

para un jugador al aplicar sus ast.rat.ogias rnhct.as Ópt.imas,. aquoUas 

est..rat.er;ias puras que se usan se les Hamara es•.rateg1as 

eonvon.i ont_es:, 

PEFINI•:ION 4.. 5. 10. Estrategia Optima.Una oct.rat.ogia Ópt.fnUll par•a un 

ju:;ador es una est.rat.e:;ta que Je :;arant.iza la :;anancia media máxima 

posible Co,. lo que en: lo misano,. la pÚrdid--. rnGdi.;;Jt nMU"lor poAiblu>. 

Una voz quo so sabe lo que os una ost.rat.ogia ópt.hna, el siguiont.o 

paso es t.rat.ar de det.erminarla. Para ello. recordemos cual es la 

ma.t.riz del juego para al jugador Jt y Ja. 

~ J• º' 82 Bn 

A• 

Az 

Am 

MATRIZ DEL J'=!SGO 
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Analicemos sucesivament.a cada una de las est.rat.esia.s disponibles 

para nuest.ro bando. Suponc;amos que elec;irnos la est.rat.egia_ A~. 

ent.onces siempre debernos considerar la posibilidad de que nuest.ro 

oponent.o nos cont.est.c con la est.rat.egia B¡, con la cual, nuest.ra 

ganancia ª'' es: t.an pequeña corno sea posoihh.-. De o;1quí que. para un \ 

Cijo debamos conSiderar el menor de los números aq, al cual 

dvcignamoi¡¡ con ·::O\, Eu decir 

para ~= l.Z,. , • :-n. 

Corno nuost.ro oronent.o os t.an racional nosot.ros, no podernos 

esperar ganar más de o~. Sl deseamos ser t.an caut.elosos corno sea 

posiblo Cno corror rles;igos:) debelnOs adopt.ar la est.rat.ogia A\ para la 

cual ·=-\ es un máximo. Est.o valor lo denot.amos 

~ \.:l.2 .... ,m 

• máx. min 

A. est.e nÚJnero se le 11.am.a ~ 1nl-er1or dol juogo,. o el m.aximin, 

la ganancia m.aÍ>ehna que puede ser ¡;:arant.tzada en el caso de seguir 

una •ola ect.ra.t.ogla. A. la es:t.ra.t.ogia corros:pondlont.o ·a ost.e valor su 

le denomina est.ra.teg.ia ~· Est.a es nuest.ra est.rat.ec;ia más 

caut.elos:a; no import..a que haga ol oponont.o, podan.as g:ogt.ar s;:oguros do 

la ganancia o. Es un mínimo garant.izado del que siempre podemos 

est.ar seguros rniont.r.as nos apogernos a est..a. est.rat.ocia. 

Oe igual Corrna consideremos la sit.uación para nuest.ro oponent.0 0 

el jugador Jz,. el cual est..a interesado en minimizar nuest.ra 

ganancia.. Lo quo pri11M;1ro dobp hacer• os ha.llar la ganancia nuiíxtma 

para cada una do sus est.rat.egla.s. por ejemplo. la de DJ result.a 

:?J ;:1 máx atJ,. az¡,. .. .,am¡ para 1=1.z .. , n. 

A cont.inuación lo que le convendr-l:a hacer. es ele;ir el menor de 

lo~ números /1J • Es decir. 
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11 =- min 01 J=.t.z, ...... . 

min má)C J;tl,Z, •• , •""• 

A est.e valor (1 se le Uama valor ~·Jper!or del juog:o,. o el minimax; 

la 1u1t.rat.egia corrospondiont.e para 11 se U.ama es•.r;.t.G.;a;.. ~ 

Est.a est.rat.egia es la más conservadora de nuest.ro oponunt.e; si la 

aplica en cada ocasión,. és:t.a gPirant.iza que nue•t.ra gan¡¡¡,ncia nunca 

será mayor que ¡?,. no import.a lo que hac;:amos. Por su deCinición, 

D{empre l:IG CU"'fl'IG que1 

En la matriz del juego se adiciona al cálculo du los valoras O\ y 

1?1 de la siguiente Corma: 

~ .I• º' Bz º" 
A• ¡¡ 

Az .... 
Am --¡1¡ ,,. f1• 

Es común que a la aplicación de las est.rat.egias más conservadoras 

de ambos jugadores, la estrategia maximin de J1 y la ostrat.oci;ia 

mlnirnax de jz, se le llame "pr 1 nc1 pl a m1 n!. max" • y algunas 

ambas est.ratoglas se les llama estrategias rninimax. 

Consideremos la matriz de juego del problema 3 para ilustrar una 

de las slt.uaciones que ocurre con f"recuencia en la búsqueda de la 

solución de algunos juec;:os, su -inestabilidad-. 
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º' ·mE 2 3 - t - t 

3 o 4 o 

-2 -5 o -5 

3 3 : "' : 

MATRIZ DEL JUEGO PROBLEMA 3 

De aquí. se obt.uvo que: 

valor inCerior ":! = O 

valor superior 1? :a 3. 

Ahora,. supóngase que usamos nuestra est.ratec;ia maximin Az y que 

nuest.ro oponent.e usa su est.rat.ec;ta mlnhnax 81. Si ambos bandos se 

adhJoron a est.as ost.rat.ej!;ias, la ganancia. será 3. Poro si nuest.ro 

oponent.e se da cuont.a de que hemos etegido la ost.rat.egia Az,. 

ent.onces,. inmediat.ament.e elic;irá su est.rat.ec;ia Bz y reducirá nuestra 

ganancia a O; Ahora,. si sabemos que ha elog:ido la ost.rat.egla Dz,. 

podemos en est.e caso aplicar la est.rat.ec;ia A1 y aumunt.ar de nuevo 

nuest.ra ganancia a 3,. y así sucestvamont.e. Por lo t.ant.o, si ambos 

bandos aplican sus est.rat.ec;ias ndnimax,. la slt.uación es lnesf,able,. 

ya que puede cambiar cada vez que uno do los bandos obt.iene 

inCormacidn acerca de Ja est.rat.er;ia elec;:ida por el bando cont.rario. 

Diremos que el juego es L nest..abl e cuando ocurra que "=' < .-1. 

Sin embargo. extst.en ~unos juec;os para los cuales las est.rat.e

gtas: minimax son ~- En est.e caso, el valor tnCerior y el 

valor superior son ic;uales. Es decir 

? • (J. 
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Si est.o. s~cede, s~ .designa con la let.ra •.J a ambos valores. Est.o 

es. :1 á J? -~.·-~~·! á._ éSt.e_:·número se te denominará valer .de1· --luegO." 

·A la· siCuie~t.e mat.riz de juego. se le calcula el valor inCe.rior 

dol--juogo_.-. .; • 1J su _valor s:upurior 1; • t, los cualus rus:utt..an cor - . ~-- - . . ·.' . . ~ 

ig:ualSs. Pe:'~.ªº.· que, el valor del juego ,_, ~ t. 

~ J• º' Bz º' 
A• 2 4 

Az o.s -t 2 -t 

.... o 0.5 " o 

• 4. 2 4 

En geomet.ria, un punt.o sobre una superCicie que t.iene .la propiedad 

de ser simult.áneament.e un mínimo en una dirección y un máximo en la 

ot.ra, se le llama punt.o silla. Haciendo analo:;ía con est.e t.érmino 

obt.onomos la siguicnt.c dof'inlción. 

C-EFINI•:I•'.)N -1.?.11. Punto silla de la matriz. Es el elernent.o aq 

correspondiont.o a las est.rat.egias Al y Di que es al mismo t.iempo el 

número menor en su renglón y el número mayor en su columna. 

Cuando un elernent.o de la mat.rlz t.iono est.a propiedad se dice quo 

el juego t.tene un pun.t.o silla. 

Un punt.o slUa, si existe, corresponde a una pareja de est.rat.ec;las 

minlrna)(. Se aClrma que ost.a...-;; est.rat.eglas son ópt.imas y junt.as 

f"orman la soluci.cin 9..!tl_ .l..!:!.!!9..2• Est.a solución Uene la. not.able 

propiedad siguient.e. Si cualquiera de los Juc;adorcs se adhiere a su 

est.rat.egia Opt.ima, mient.ras que el ot.ro no lo hace, ent.onccs el 

ju;;ador que se sale de su est.rat.ec;ia ópt.tma nunca puede ~anar; en el 

mejor de los ca.sos su ganancia suc;ulr.á siendo la misma, en ol peor, 

su pérdida s:orá mayor. 
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considerable int.erés · t.eOrtCO' -Y.::· ~¡:~~i.i~~;:-'~-· E'r{:_,7· -~-~~:t.:1.;'ula~·; < s_;· ··ha 

probado el s:iguient.e. 

TEOP.EMA 4.S.1. Todo jue9o_con injormacion perfecta tienQ u'1-p~nt«? 

silla. 

De aquí, que para est.e t.ipo de juegos: exist.a soluciOn. Es decir, 

garant.l:za una pareja de es:t.rat.ogias Ópt.lmas para los dos: bandos:, 

para la cual la ganancia promedio es tg:ual al valor del. jueg:o. Si eJ 

juogo sólo c:ont.lene jugadas personales, el uso do las est.ra.t.ogias 

ópt.lmas det.ermina univocament.e el pag:o, quo es ig:ual al valor del 

juago '-'• 

De acuerdo con esto t..eorerna, el ajodre:z debe t.onor un punt.o silla 

y, por lo t.anto, debe t.oner una solución que determine las 

est.rat.egi¡;u¡ Ópt.lrn.:u: para arnhos jugadoros. 

¿ Podría el lect.or int.ont.ar encont.rar un punt.o silla on ol 

juoc;o de ajedrez ? 

En general, es dif"ícil encont.rar una solución cuando un jue:;o de 

rnxn no t.lene un punt.o silla. En part.lcular, si m y n son grandcu1, a 

os posible simplif"icar el problema reduciendo desde el 

principio el nún.aro do ost.rat.eg:ias: on la mat.rlz dol juogo. Emt.o so 

puede hacer si se eliminan las es'.rateg1as dorr.1nadas que pudiera 

t.enar La Mat.riz. Dlrornos: quo La est.rat.ogia A\ dam1 na. a la ost.rat.ogi.o:. 

Ak si: 

.., J • 1.2 ......... . 

Por lo que, se pueda eliminar a la est.rat.egia A.-: del proceso de 

decisión. En Corma análoc;a para el ju:;ador Jz. se t.iene que, la 

o.s;:t.rat.ogta 81 domina a la ost.rat.ogia Bl si 

l,Z •..•• m. 
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Supóngasa la ·~;fguiant.e mat.riz da juego para ajampllCic.ar es:t.o 

concept.o. 

~ J• 
9, B2 B• e. 

A1 40 34 30 33 

Az 30 35 36 37 

A> 20 33 35 30 

Para el Jur;ador J2,. que busca minimizar la máxima pérdida, la 

est.rat.egia 811 domina a la e~. ya que a~11 ( a~-& para ••t.2.11. E:n osit.o 

caso,. se puede eUnúnar 04. La matriz del juo,:;-o quedaría 

~ º' Bz o. ... 40 34 30 ... 30 35 36 

A• 20 33 35 

Para ol jugador Ji.,. quo bus;ca. rnaMtsnizar la m.ínirna ganancia.. l.a 

est.rat.egia A2 domina a la A3, ya que az1 > a:1 1 para ;=t.z.:1. y. por 

lo t.ant.o¡o •• alimina ost.a Ú:lt.imo renglón. l....a mat.riz del juego queda 

como 

~ J B• Bz Ba 

A1 40 34 30 

Az 30 35 36 
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A cont.tnuactón so puada e~tmlnar la est.rat.ogia Bt. .Yª (¡uo la 

dominan Bz y Bs, es decir. au > a1.z y a1.1 > a1.!I• resp~ct.ivamerit.e. 

para ... ,,z. La rnat.rtz stmpliCic:ada as 

~ J• Bz º' 

"' 34 30 

Az 35 36 

Est.a matriz. ya reducida. muest.ra un punto de siUa. El valor· del 

juer;o lo proporciona el punt.o de silla. 

-:-=(3=1J=35 

Por reg:la c;eneral, t.odas las est.rat.er;ias dominadas deben 

ettminarse. ant.es de buscar una solución.. Aunquo siempre 

quedará un punt.o silla en el proceso de reducción de la mat.riz. Por 

lo que, se requerirán de et.ras t.écnicas que se ·analizarán rn...is 

adolant.e en la sección 4.6. 

Por ot.ra part.e. es común que los valores inCerior y superior 

sean iguales. Es doch·. quo so salisCaca la desicuaJdad est.rict.a 

o < ,~. 

De aplicarse una est.rat.e:;l-" pura Única, considerando que nuest.ro 

oponent.e act.uará en f"orma racional, la elección est.aria det.erminada 

por el principio minimax que c;arant.iza un result.ado ic;ual al valor 

lnCerlor r.;:ii del juec;o. Por lo que, nos g:ust.aria tncremont.ar est.e 

valor, para ello. t.ondriainos que recurrir al uso do las cst.rat.ec;las 

mixt.as, que es lo que recomienda la Teorf..a de Juec;os cada vez que se 

t.enga que o < (!. 
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Do sor a•d., dobornos t.onor la cart.oza do qua, .•n •_t:"oc~o, _' el 

resuJt.ado se mejorará admit.iendo t.amblén las est.rat.ec:l~ -mixt.aS. 

Es:t.o nos conduco a enunciar los dos: s:iguiont.os t.ooron.asi 

IEOPEMA .i. '5. 2. Si uno de las jufJadores se adhiere a·.su' estrategia 

mixta optima. entoncló!'s la ganancia se mantendra igual al L•olor del 

juego. sin importar la que haga el otro jugador .s:iempro quo el s-olo 

use estrategias conL•enientes. 

El si:;uient.e se conoce como lecrem.a (ur:.dament.al ~ ~ •.e~C!.ét ~ 

~.ES.• algunas vacos: conocido cotn0 ~ m.1 n1 m.ax quo f"uo probado 

por primera vez por John Von Neumann en 1928. 

TEOREMA 4. '3. 3. Si se admiten las estrategias mixtas ast como las 

puras. todo jug90 finito tionlil' por lo monos una solucion. 

Con os:t.e resn.tlt.ado s:o asegura qua para t.odo juego f"init,o o>.cist.e 

una pareja de est.rat.egias Ópt.imas, t.ales que, ol pa:;o esperado es 

igual al ~ .-:1.gl ~2• y que mi cualquiora du los juga.dor,u¡ 1110 

apart.a de su est.ratec;ia Óptima. solo puede perder. 

Del t.eorema Cundamant.al se deduce que t.odo jue~o Cinit.o tiene un 

valor, ol valor •.1 do cualqc..rier juog:o dub9 encont.ra.rs:o unt.re loe 

valores in.f'erior y superior del juec;:o. Es decir 

...: '.' :s t?. 
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4.6 SOLUCION ALGEBRAICA Y METODO GRAFICO. 

a) SOLUCION ALGEBRAICA. La clase de juegos para los qt.10 es posible 

dot.ernaJ.na1• su solución a t.ravDs de sencillo procodirniant.o 

lus: juogo& do 2x2. Con11:tddro11:g la si.iguiant.a n1.At.riz 

del juego. 

lh B;1; 

JUEGO DE 2XZ 

Si axistiera un punto silla, la solución consistiría de la pareja 

de est.rategias puras que se int.ersect.an en est.a valor. Supóngase qua 

et jue:;o nu t.iene punt.o silla, est.o quiere decir que Jos valores 

inCerior y superior" son desiguales <·:t < O>, ost.o nos conduce a 

pensar en la aplicación de ost.rat.egias mixt.as. Asumanlas qua nuest.ra 

osat.rat.agia rniMt.a Ópt.lrn.a au la &iguiant.o. 

La cual t.iene la propiedad de que no importa lo que ha=:a el 

oponent.e la ganancia promedio será ir;ual a •.•, el valor del juego. 

Como el juego no t.teno punto silla. las dos est.rateg:ias de .Jz son 

convenient.os, De aquí, que s~ nos adherirnos a nuest.ra est.rat.egia 

Ópt.im.a, el oponent.e puede usar cualquiera de sus dos est.rat.egias 

puras Bi, Bz sin cambiar la ganancia media t.•. Est.o proporciona las 

siguientes ecuaciones: 

Xl• + <4.6.t > 
Xi + )(Z • l.J . . 

)(i + xz • t; Xi • XZ .:?: 0. (4,6.2) 
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Al ro111olvor ol atot.omA o..lgobratCo· Para laa. variablo111 

t.ione: 

><• 

.-.,'.·;.:·, .. _,,; 

. az 2 - ~-.'..··;¡~:~¡:-:;: __ :;~:,-·' 
• (a11..~- az2> :.~-=.·<~az1 .. ~_-a1.z> 

. :~~-{:¡'.~:·~: ;).i:;"~r¡:'.~-_, 
<a11..-~~:c~;;;~.:~~~[~~a21 ,--~::at._?! > 

-\, <a¡·i ><:~~-2 ,-;_::::.·r ~;;:·1· ~'¿~ ~; )_-

<a1. 1.. + azz> .. -. c:_a.2_1.·.--:t"-·~1.2> 

?,__,_~·4 

. 
Mt. 1 Mil y V 

(4.6.3> 

donde: <au + a2z> _- <az1- + a_1_z> _,e ~-·_Ya _que no e?Cist.e p~nt._o s~lla. 

Conociendo el valor del Jueg:.;~--' .. _/·-~ •.• •, - t.aíñbión eS ·posible' calcular 

la est.rat.eg:ia Ópt.lma det" jug:ador jz -que -es 

de donde se debe cumplir 

. 
y1 + atz yz • _ '·' <4.6.4) 

az1 y1 + azz yz• • '·' 

con y1 + yz • t; yt. , _y2. ~ O. (4.6.5> 

Ut.tllz:ando la ecuacidn de <~.5.4 > y· puost.o que yz, • t - Y•:, 

result.a: 

,.. 
- atz 

(4.6.<I> 

yz • t - yi. 
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Est..o nos ha perndt..ido est.able~8r ·u~ méiO.do para resotvur .. juuSos 

cuya mat.riz sea. de 2x2. A cont.inuactón se_ aplican est.os.· S-.esult .. 8.d_os a 

la .n.at.riz de juego 

~ º' Bz 

A• -· 3 

Az 2 -4 

El jue,:o no t.iene punt.o silla <:-: ;;;: ·t. {~ ;;;:_.2>,.,.-,.PD~0-_lo~:que,., .. ~18 
solución est.a dada en t..érminos de est.rat.e~ias mi.~t:;~:~.,~~~.:~~-~les·º~o~ 

de aqu{: 

'" 

J·· A t A.z •) 
"'z J, 

- -~~~-~~~=-~---...-. <a&ll + aaa) - C.Aall -- Allll> 

(~1> -. (3) 2 
-- -~o-- - :;r 

Para a 1 segundo ju~ador,., se t.iene: 

Y• - --~-=--~!.!. - 1/5 - 3 - 7 a 1. 1. - a 1. 2 <=t>-::-("3') • -y¡¡-

y z • t - y 1. • t - 7 /tO • 3/10. 

po•• lo quo1 
At Az ) 
3/5 1/5 J. 
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b> METODO GRAF'ICO. Para los juegos de 2>e2 t.amblén os postblo 

aplicar un procedimiento geomét.rico para encont.rar su solución, esto 

nos permi t.irá oxt.endor el procedhn..iont.o a juegos de 2>en y rnx2. 

Analicemos en que consist.e est.e mét.odo. 

Supónc;ase la siguient.e mat.riz de jue:;o 

8~
2 

a1.1. _::.z 
Az t. az 2 

MATRIZ DE JUEGO 2X2 

Considóreso el plano cartesi..,.no XY. Nuust.ras est.rat.ogias. As y Az 

asociomoslas con el eje X do la siguient.e f"orma.; A la est.rat.e:;ia At 

la hacemos corresponder con el valor de X = O y la est.rat.o~ia Az con 

X • t. Por el punt.o At trácese la perpundicular 1-1 y por A2 la 

perpendicular 11-11. Como se indica en la f"i~ura 4.6.t. 

y 

1
1-+-I 

-ot~ Az t X 

l 1 11 

Fi,r;ura 4.6.1 

Las :;anancias para la est.raf¡e:;ia At se marcaran sobre el eje [-1, 

ntient.ras que Las ,r;anancias para Az sobre el eje 11-11. 
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Supongamos que nuest.ro oponent.e apli~a- sU -~~i.'rat.u6ia··8t.. Est.a. 

deCine un punt.o sobre el eje 1-1 y un punt.·~ --s~~·~e/~1 ·&je .ll-11, 

cuyas ordonadas son ª'' y az1 respoct.iva1nOnt.e.,Con ia u.,:lón-. da est.os 

punt.os queda def"inida la rect.a 8181 .<dlrenlos que est.a r'ect.a 

rapras:iunt . .a l.a e&t.r.at.agla 81 do Jz>. 

~.-.' -·' ":":''.\-'.----~ ,· --,, .. 
Ahora, si el jugador Jt. aplica su est.'rat.egta'/mi>ct.º~· 

' :.- ·._'" '\ '· - :--;. ~ 

• .(A• ·A~.)/ =, 
J1. x1. "Xz( :._>' -:.-''.,'.:·.'"-=-::··, ·_--.;e,--.· - . --.-

·:..~=-=º;;,;':'-:.::.co. .-=.-::0°'-t:.~'""-

cont.ra la est.rat.e¡:la pura 81 , del ;'j~~~~~f~-~:'J.~~~~.~~t;~;:,~e~~ -1;: ,'c;:~nancÍ;. 
promedio; a.u xi + az:t xz, _ est.a,·dada ~~~~:\~a· of.d8óada dél< purit.o M 
sobre la rect.a 8101. con abs~-i~'a :·;;~·;::. --E~i~'--siiÜáéidn- '·se · mu~st.ra a 

cont.lnuación 

y 

º' 
ª" 

1 
1 

ll 

A.1 1 Az 
;::::;;::::>"==::=::::::.f<r-~~.x 

KZ Kl 

11 

Ft.:ura 4.6.Z 

Analogarnent.o, si jz aplica su est.rat.egia Bz, se doCinir3n dos 

punt.os. uno sobre el eje 1-1 y ot.ro sobre el eje ll-11 con 

ordenadas a12 y az2 respoct.ivarnent.o. Ahora quodará dof"inid.a la roct.a 

BzBz. la cual se c;ráf"ica, suponiendo que ést.a se int.ersect.a en un 

punt.o N con la roct.a 8181. 
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Figura 4.6.3 

Para encont.rar una est.rat.ec;ia dpt.ima de j1, se const.ruye la 

fr:in•.era ;nf<er+-:ir dolimit..-da poi• las vst.rat.ogias 01 y 82. u11 decir, 

la que conCorma el t.razo de B1NB2. Est.a rront.era se muost.ra con la 

Unaa quobrada gruo11a en la l'igura 4.6.4. 

y 
11 

1 Bz 
B• 1 

1 
A1 t A2 ---o =--,1 -

K2 X 1 

11 

SOLUCION GRAFICA DE UN JUEGO DE ZlCZ 

Est.a f"ront.era lnf"erior da la :;anancia mínima para t.odas nuest.ras 

est.rat.er;tas mixt.as. El punt.o N, en el cual est.e mÍnimo os un máximo. 

def"inc t.ant.o la solución como el valor del juet;o. La ordenada del 

punt.o N es el valor del juec:o y su abscisa os xz, la pi·obabilidad de 

la est.rat.ec;ia Az en la est.rat.ec:;ia mixt.a óptima del juc:;ador j1. 
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Es import.ant.e hac~r hot.:~;·'.~~a'·-1.2 :;s~~~?·l~~-. -~.~-;~iámJ)re -se· ·encuent.r-~ 
en el punt.o de int.er~ec~tcÍ~::_de·:::-tas"'::'es_t.·~~t.egt~·~· 
ocurrir sobro oi oj.;. -1-1<·.~- -~~b·r~)o.:·;~:~J"~<'il--IJ~-

Consldérese la slgulenLe •..u>tL :~.:,::it~:~ para ÚL~;~r el mdt.odo 

gráf"ico. ·- : ... ,~.J~'_::;: 1~- -~: ;--.::_, :~-:? · ::-,i'.:-:~~~ L-J',~ 

'.::·!:_" .;·····:·····\·;·.·•.:~·~ ..••. · •. ·.• ' ?: - -;~~;-·._ -

':·SOLUCION_ GRAFICA DEL ,JUEGO 

º' ·:~ A• -t 

A2 2 -4 
---¡; 
et. -t. 

MATRIZ DEL JUEOO 02 

Fi:;ura 4.6.5 

El mát.odo c;ráf"ico para resolver juesos de 2x2 lo podemos 

aprovechar adecuadarnent.e para encont.rar la solución de juec;os do 

2xn. Es decir. que nuost.ro bando t.enga únicament.e dos est.rat.e~ias 

Ai. y Az. y que el oponent.e t.enga un número Cinit.o de 

est.rate~ias 81, Bz .... ,Bn. Específ"lcament.c, supónc;asc que se t.lene 

la mat.rlz de juego. 

o.--§ .. E" i--'~A:._•-~~---11--a.:_:_ ••• a1n 

azz . •• azr ...._ __ ...__ Az 

MATRIZ DEL JUEGO DE 2XN 
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Cotn0 1110 recordará. on ol caso dol juogo do 2><2 so doCln,an dos 

rect.as que represent.aban tas est.rat.e:;ias 81 y Bz del oponent.e, y que 

ast..as: gonoraban una región conf"ormada. por la f"ront..era lnCorior do 

dichas rect~s, en donde se encont.raba la solución del jue:;o .• De 

igual f"orrna procedoron-.os ahora. solo quo en os:t.o caso 1&or..l necesario 

t.razar n rectas. las c;eneradas por las n est.rat,ec;ias de Jz. y elec;ir 

el punt..o N m.áxinta de la ~ .i.nfer.i.or. Est.e punt.o proporciona la 

solución del juec;o. 

Supón:;ase que se t.iene et si~uient.e diar;rama 

X 

11 

F'ic;ura 4.6,6 

En est.e caso la est.rat.e:;ia ópt.ima del oponcnt.e es una combinación 

de las dos est.rat.e:;las convenlont.es, Bi y Bf:, las cuales se 

int.ersect.an en el punt.o N que proporciona la solución dol juec;o <si 

N so int.ersect.an más do dos est..rat.oc;las, 

adecuadament.e). 

t.oman dos 

Si se quisiera obtener con precisión los valores del jue:;o, t..ant..o 

para J1 y como para Jz, se puede conslderaI" ünica.ment..e la mat.r·iz del 

juec;o reducida, correspondient.e a las eslrat.cc;tas 81 y 8~;. y aplicar 

en caso necesario ol procedlmlent.o algebraico descrilo en la sección 

4.6.a. 
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~ J• 
A• 

Az 

e, 

'"'' 
az, EB B• 

ar.J 1-: 

azi.: 

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA 

Para -euo~ -.ta solución Ópt.ima del jugador J1 est.aria dada-- por: 

J• ( 
Ai Az 
)( 1 xz 

mient.ras- que. para e 1 oponent.e Jz-

J•. - ( 81 Bz ••• 8¡ •.• B): .•. Br 1 
O O .. •YJ••·Y~···º J• 

Co~o ojornplo. consrJdérase la siguianLo maLriz de juogo y su 
correspondient.e solución gráCtca. 

------- =ffi· º:3 º:3=E· 2 3 1 -t 
- - -- -

4 2 ! 3 - - --- -
MATRIZ DEL JUEGO DE 2X4 
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SOLUCION ORAFICA DEL JUEGO 

y 1 

Bz 3 

e. 2 

Ba 1 ---º 
e .. - t 

Fir;ura 4.0.7 

11 

4 º' 

11 



Para. rosolvarlo algobraicanwnl.a so. considera la rnat.rlz reducida. 

A-i--1 :·~ ::~ 
Az t 3 
--~--

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA 

por Jo que la s:oJución axact.a,, ast.a · dai:ta p~r: 

3 - Ct/2 >- 5 xi • ________ _. __ a----

C 1. ·~t--3)_; .'."'-~·-~~~·~,' ~t) ._9 _ 

:>;·. ;' 
- --~~-~~- ~-.:~·~;...:~~,~- ;:4-

( t + 3) -.~~?~·.l:~-lt> -·,!;¡¿~·.·· 

., • ~~i.c3>>~-~~-1;~,;'~U~¿ ~: 7 

( t +::3):'~·'..:,- ~'..:1-~2{.~--t~,;,: .. 1_' ,9_ 

"'~,~~::f'" ;",.\~~~ •'): 

Da dando so obt.Jena s 

-po-r lo que Las est.rat.egtas _l!\Jxt..B.S. son: 

y .. ~-. 
9 

At Az 
5/9 4/9 

Bz O ir O.a ] 
o 8/9 t/9 . 
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-. ·,-. --: ·.,·· 
Para un juego de mxZ, doóde Se ·t.ienen-ln est.T-at.egta.s·Para Jl y el 

oponente sólo t.iene doS, El probi~~\.~~t:i~de· ... ,·;..-es·~·Lv~rse·: '. ~ñ: :-forma 
análoga ut.ilizando una variacidn d~1·. ·~~~~.ci··--~~~-~¡'~~.<~-~~d~g~s.~ q~o 
se t.lene la mat.riz del jueg!3 

Bz 

"'' 
Az 

MATRIZ DEL JUEGO DE MXZ 

El problema se resuelve para el JUG:ador Jz. Para ello, en el 

esquemn gráCico se reemplaza A1. por 01 y Az por Bz en el eje X. 

Las roct.as que represent.an a las m est.rat.eg:ias de -Jt. son las que 

ahora se t.razan uniendo los punt.os correspondient.es sobre las 

perpendiculares 1-1 y n-n. 

Una vez hechos los t.razos de las rect..as, se considera la 

~ §.YP-er1cr. En dicha Cront.era. se proporcionan las ~anancias 

máximas: para Ji. Se elige el punt.o N más bajo, en el cual est.e 

máximo es un núntmo, se dof"ine t.ant.o la solución como el valor del 

juego, La ordenada del punt.o N es el valor del jue:;o y su abscisa es 

yz, la probabilidad de la e~t.rat.egia Bz en la ost.rat.egia mbct.a 

ópt.ima de Jz. Est.a sit.uactdn se tlust.ra en la Cic;ura 4.6.8 en donde 

se supone que se lnt.ersoct.an las est.rat.ec;ias A~ y A.t. 
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y 
l l 

A~ 

Al.-~ ..... _ __., ._.-

--¡; 

l l 

SOLUCION ORAFICA DE UN JUEGO DE MXZ 

Figura 4.6.8 

Aquí do nuovo so t.ione la vont.aja de quedar roducida la rn.at.rlz 

del juego original a una do 2x2 Ja correspondient.e a la intersección 

do 1.-s oszt.rat.oglasi de jJ. can ol punt.o N. Es: decir 

~ J• º' 

"' ª" 

"' al& 

MATRIZ DEL JUEGO REDUCIDA 

Con ello. es posible aplicar el procedimient.o alc;ebraico para 

encont.rar los valores exact.os do la solución del juogo, Para 

ejemplif"lcar est.e mét.odo, considérese la sic;:ulent.e mat.rlz de juego 

con mu corrocpondlont.o siolucion gráClca. 
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~· J• 
o. 

"' 1 

Az 3 

t 
Aa .. 
A• 2 

SOLUCION ClRAF'ICA DEL .JUEClO 

y 

A• .. •.1= l 3, .. 

A• 2t-..,;<'---"'-..,--t 

"' t 

yz = 1 ·'" Y• 

11 

MATRIZ DEL JUEGO DE .. X2 11 

Fit;Ura 4.6.9 

En t.érminos algebraicos se considera Ja ma.t.riz reducida para; 

encont.rar la solución con exact.it.ud. 

MATRIZ DEL JUEOO REDUCIDA 

Aplicando las Córmutas algebraicas se _t.iune: 

'·' -

.. 3 
¿:¡ + 4S • -:¡-

- a12 • !_.:_!!. • t 
(a& t. + a:z 2 > - <az' + a& a> -4 -:¡-

<a11><a2 z > - <az1 ><a1z> 
<a&& + az'2> - <a21. - a.12> 
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·. _,. , 

EJ cálculo _para ~f·;se~urÍ~c;> ·.·~1:'t;ador· es: 

de donde se conc 1 uye que : 

J• ( 
A

0
t A z A 3 A-' J 

3/4 t/4 o • 
• ( Bt 82 J 

J z - 3/4 t/4 • 

Hast.a aquí. ha sido posible resolver con ciert.a sencilles jue:;os 

cuya mat.riz es de 2x2 y nos hemos ext.endido a los de dimensión de 

2><n y rnx2, donde m y n pueden ser cualquier número nat.1..1raJ. 

Para oUo. en ambos casos recurrímos a un procedimienf.o :;eomét~rico 

para oncont.rar la solución del J\lego. Est.e hecho nos Cue posible, 

t;racfas a que en est.a eta.so de juegos se involucran a dos 

est.rat.egias de alt;uno de los Juc:adores y esto nos permit.io elaborar 

el diar;rama t;eomét.rico que represent.aba la sit.uación del problvrn..---:t. 

Sin embarco. para juec:os cuyas dimensiones son mayores est.os 

mét.odos práct.tc:ament.e son hnpostbles, y habr¡\ q11e desnrrotlar 

t.écnica..s que est.udian et nivel procesional, sabor 

Proc:ramactón LlneaL 
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4,7, PROBLEMAS TIPICOS. 

En est.a sección se amplia el panorama de la Teoría de juegos 

rnodlant.o la. oxpo.sición do t.ros problornalil. En la solución 

aplicarán Jos result.ados desarrollados y f"ormalizados Jas 

ant.arlores s;;accionos do manera ya slmplif"icada. 

A) CONFLICTO OBRERO-PATRONAL. 

El Sindicat.o de Trabajadores de la lndust.ria dol A.cero debe 

delinear sus est.rat.eg:ias para arg:umont.ar el aurnent.o de salario 

durant.o 1.a.s sosionos: de la revisión del Cont.ra.t.o Coloct.ivo do 

Trabajo con la Empresa. El sindicat.o considera, por diversas razones 

hlst.óricas:, promover alguna da las siguiont.es ost.rat.ogias:: 

A.ts demandas: o><t.rornadaRKJnt.o exageradas 

Az: demandas exac;eradas 

A.ar dorn.and¡u¡¡ razonables 

A•: demandas leves. f"avorables a la empresa; no al sindicat.o. 

Por su part.e,. la empresa supone, t.ambién por diversas razones 

hist.óricas • quo puoden ocurrir alguna do las cigulont.oc sit.u.aclonos 

con el sfndlcat.o, por lo que las considera como sus est.rat.e:;:ias: 

81: proponer of"ert.as demasiado realist.as 

Oz1 proponer of""ert.a.si reaUct.as 

e~: propiciar un.a of"crt.a dif"Ícil 

041 pravor carnbioc do posiiur.a dol siindicat.o durant.o lam 

negociaciones. 

Supónc:ase, que a t.ravés de un int.errnediario el sindlcat.o y Ja 

empresa conocen La sigulent.e mat.rlz de consecuencias, provia ia 

negociación: 
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e, --e-.-e-.--;íl 
Al -"""""--1~1-0~;;--;0 
Az 80 70 60 85 
Aa 50 50 40 70 

----~-·-------~-º-~::_~~ 
X DE AUMENTO CON RESPECTO AL SALARIO ACTUAL 

¿Qué est.rat.egias Jes conviene aplicar al sfndicat.o y a la empresa 

si desean obt.oner un beneCicio Ópt.imo?. 

Es claro que ost.e es un juego para dos personas de s:urna coro. en 

donde el jugador J1. es el sindicat.o y el jugador Jz la empresa. Las 

ost.rat.egias para cada bando, así como Ja mat.riz del juego ya so 

proporcionan. 

Realizemos el cálculo del valor int"erior y el valor superior. 

para ello hagamos uso do Ja mat.riz del juec;o. 

Sl:N~SA º' Da º' e. ~-

A< 100 80 50 90 50 
Az eo 70 60 05 60 
A• 50 50 "º 70 "º A• o"º 15 10 o 
(! J 100 80 60 90 

So obt.lena quoi 

,'? = mini too. eo, 60, 90 ~ ,.. 60. 
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Est.o indica. que el juego t.iene un punt.o de silla. Por lo t.ant.o 

'·' = 60. 

La est.rat.eg:ia maKimin del sindicat.o us A2. Es decir. so duborá 

mantener con una posición de t.al Corma que sus demandas sean 

exageradas:, es:t.o le proporciona una ganancia del 60" sobre el 

salario actual. 

La est.rat.e:;ia minimax de la empresa es 83. Con ello, estará 

s:uponiondo que las: demandas dol sin.dicat.o corÁn lovoc, lo cual - lo 

permit.e est.ablecer que el núnimo de los máximos porcent.ajes a q~e 

lo convlono accodor 01;1 dol 60"· 

B) CAMPAÑA POLITICA DE DOS CANDIDATOS. 

Una semana ant.es de las elecciones, dos candidat.os a la presidencia 

de una alcaldía municipal, consideran a las núsmas t.res comunidados 

como lmport.ant.c.u; y rnerQCodora.s do una corle do visit.ac. Y.a que 

ninguna visit.a es út.U a menos que se haya realizado suf"icicnte 

t.rabajo de por part.o del grupo dol candidat.o, cada 

candidat.o deberá hacer planes ant.es de saber la elección realizada 

por su oponent.a. Los grupos comisiona.dos por ambos lados muos:t.ran. 

idént.icas proyecciones. La sic;uient.e t.abla da la r;anancia estimada 

<en rnilas de vot.os:> para cada comhina.ci&n do visit.as dol candldat.o 1 

en est.a semana. 
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... 

... 2 -4 
,_ __ c_o_m-.,. ... ~ ::1-:a -i a 

MILES DE VOTOS A FAVOR DEL CANDIDATO 1 

¿ Qué comunidades deberán visit..ar ambos candidat.os si desean 

obt.ener la mejor vot.ación posible en la contienda 7 

Hay dos ju~adores. J1 y Jz. en el juet;o el candidat.o 1 y el 

candidat.o 11. respoct.ivament.o. El jugador Jt t.ione t.ros est.rat.ogias 

puras At <visit.ar Ja comunidad t» Az <visit.ar la comunidad 2) y A.3 

Cvisit.ar la comunidad 3). Las est.rat.ec;ias del jugador Jz coinciden 

con las del ju¡:;ador Jt. 

La mat.riz del jue;o es conocida y a part.ir de ést.a encont.rcmos el 

valor tnf"erior y el valor superior del juogo. 

:~ J• º' Bz e. 

"' 8 -2 .. -2 
Az -5 6 -6 -6 
A> 2 -4 -t -4 

:?; 8 6 .. 
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Da acuerdo a ost.os cálculos, sa i"iene que: 

¡? = nún { e, 6,. 4 ~ ... 4. 

So ha ancont.rado qua u < ¡~, ast.o indica que no uxist.e punt.o siUa 

que, por lo t.ant.o, la solución est.a dada en t.tirminos de est.rat.egiU

mixt.as. Primerament.e,. analizemos si es que hay dominancia. 

Corno los aloment.os do At. son t.odos mayores quo los rospac:::t.ivos 

element.os de Ali,. la est.rat.ogia At domina a la est.rat.egta _ Aa. La 

nuat.rt:z dol juego reducida os la s.lgutont.e, 

~ J• º' 82 º' 
A< e -z 4 
A> -5 6 -6 

De aquí, se t.iene que los elementos de 03 son t.odos menores que 

los rospact.tvos ulomant.os do 81, por lo qua, la ost.rat.egl.a. Da domina 

a Ja est.rat.egta 01. La mat.riz del juego queda. 

Bz O!i 

-z .. 
6 -6 

Est.a mat.riz de juec;"O ya no es posible reducirla, sin emhar:;o 

podemos aplicar el mét.odo algebraico, ya que su dimensión es de 2x2. 

S• t.lene: 
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>U a 
<-6> - 6 2 

e ~--2-6 ,? - ·¿ :6+4 > · ,~ 
<~2)--"'-.:.=.,4.~~ ,,~_].-:~.:-:: :::,!: 

-2-6 ,f, ~,: .. < ,:6,+,4 c.>,. ,, \, 3 · 
"";:_=::_·._,_-.,~, -'....: 

•. C-2>C~6;~f;;~~;4:¡{'~ . __ ... 
' ~ - -2.- 6 _ _>:-'. - ,<~:- 6:t:4 ,.?~~~,-o.'~-~·· -

2/3 - 4· ·5 
y.z =ª --------- .. . . 

c-2> -+ <-4> 9 

y3 r= t - y z a 4/9. 

So han obt.onldo 1a.s: est.rat.eg:las ndxt.as Ópt.imasi 

( 
At Az A3 ) 
2/3 t/3 o • J2. - ( 

01 e z e 3 ) 
o 5/9 4/9 . 

Se concluye quo. al candidat,o [ debo doscart.ar por complot.o las: 

visit.as a la comunidad a. luec;o las visit.as a la comunidad t deben 

car considerada,. ya que la probabilidad do vot.os;r a f"avor soría do 

2/3 en relación a las visit.as que t.ambit!n debo realizar a la 

comunidad 2 on la que. la probabilidad do vot.os a f"avor os: do 1/3. 

De aplicar est.os result.ados en las vlsit.as. el candidato 1 obt.endrá 

aproxim.adarnent.e 2/3 !:::: 666 vot.os do cada mil a f"avor on promedio, que 

serán ganados al candidat.o 11. 

Por• su part.e, el candidato 11 debe desechar sus visif,as a la 

comunidad t y dedicarle su t.iempo a la comunidad 2 quo lo gar.ant.lza 

una probabilidad de 5/9 de votantes en relación a su visita a la 

comt.midad a. cuya probabilidado de vot.oc a Cavar os de 4/9, Do no 

aplicar est.os resultados el candidat.o U aumentaría en promedio aún 

mas la p9rdida do vot.os: quo pudiera t.onor a Cavar. 
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C). HISION AEREA DE AEROPLANOS. 

El bando A envía dos bombarderos, ( y U, a una misión cont.ra su 

su oponent.e. el bando B. El bombardero 1 siempre va a· la cabeza y el 

bombardero 11 det.r~c. Uno do loa bornbardoros <da ant.oni.ano no Siio aabo 

cuál) Ueva una bomba y el ot.ro act.úa como escolt.a. 

Sobre el t.erritorio de B. los bombarderos son at.acados por uno de 

tos aviones de caza de D. Los bombarderos vuelan en t.aJ Corma que si 

el avión de caza at.aca al 11. sdlo quodará. bajo el ruego de las 

arrn.a~ el" 11. mfqnt.ras: que s:i at.aca al 1 0 quedar-' bajo el Cuego do 

las armas de ambos bombarderos. La probabilidad de que el avión de 

contbat.o s;:oa derribado es 0.3 on el prirnor caso y 0.7 ol segundo. 

Si el avión caz.a no os derribado. la probabilidad do que derribe 

at bombardero quo at..aca es 0.6 <y. de allí, la probabilidad de que 

no Jo dor-r-ibo os 0.4 >. La misión de Jos: bornbardoros os: ar·rojar la 

bomba en el objet.ivo~ la det avión do combat.e es impcdir·lo. es decir 

derribar el avidn que Uova la bomba. 

a> para el bando A_ ¿Cuál bornbardoro dobe llevar la bomba? 

b> para ol bando B_ ¿A cuál bombardero se debe atacar?. 

En est.e jue:;o debemos con.st.ruir la matriz del juor,;:o ya que no 

es:t.a dada. La ganancia para A consist.o un la probabilidad do quo el 

port.ador de la bomba no soa derribado. por lo que. la.~ estrategias 

do A 

As.: al bombardero 1 es al port.ador do la bomh.aJ 

Az: el bombardero 11 es el port.ador de la bomba.. 

Las est.rat.e;ias deJ bando 8 son: 
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Bu al bombardero 1 es a.t.acado¡. 

Bz: el bombardero 11 es at.acado. 

Una vez ,dcf'inidas las est.rat.ei:ias lo que si;;ue es const.'rutr _.la 

mat.riz del juogo, Es: decir. so oncont.rará la ganancl~. P~~~d.~'?' .P~~~ 
cada pareja de est.ratei:ias de la sir;uient.e Corma. 

t. A.&9& CI es el port.ador; 1 es atacado) 

La bomba sorá lanz:.ada hacia ul objot.lvo el sucada1 

i) al .at..acar a 1, el avión de caza as derribado 0.7, 0 0_bi~~. 
U> el avión de combate no es derribado C0.3> pero, no logra 

derribar .al bombardero C0.4 >. Por lo qua 

au = C0.7><t> + co.a><0.4> = 0,82. 

2. A2B1 Cll es al port..-dorJ 1 es at.acado) 

a:z& • t. 

3. A.&Bz CI es el port.ador; 11 es atacado> 

a.&z • t. 

4. AzBz Cll es ol port.adorJ 11 es at.acado> 

azz = co.a>ct> + co.7><o . ..a> a o.se. 

La mat.riz del juego result.ant.e se muestra a cont.inuación 

~ º' Bz 

A• 0.02 1 
Az 1 o.se 
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El valor inCerior de1 juego es ·~ = 0.82; &1 valor superior os 

•~ = t, ést.o indica que no exist.e punt.o siUa. Por lo t.ant.o·, ta 

solución debe ser una pareja do est.rat.egias mhct.as. La ap~icación 

de1 mét.odo a1~ebr-aico proporcion~ 

yz = t - o. 7 = o. 3. 

La est.rat.e;:ia ópt.ima de 1 bando A es: 

A• (As 
- 0.7 

Az J 
0.3 

Est.o indica que, el bombardero 1 dobe ser el port.ador de ta bomba 

con mas Crecuencia que et bombardero 11. Como '-' = 0.874 ést.a 

rosult.a ser la probabUidad de que et portador de la bomba no sea 

derribado y, por lo t.ant.o, pueda arrojar la bomba hacia et objet~ivo. 

La est.rat.egia ópt.ima del bando e os: 

9 •.(Bl Bz 1 
to.7o.3J. 

Lo cual indica que el bombardero 1 debe ser at.acado con más 

rrecuencia que el bombardero U. 

nr· 
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ANEXO A: OR16ENES DE LA lNVESTlOl\ClON 

DE OPERACIONES. 

221 



RE~UMEN HIS'J'.ORICCJ:.DE LA INVESTIGACION DE OPERACIONES, 

L•.ts orígenes_· del· canipU de estudio couucido como Inves~ig'acÍon do 

Operacionus, .. a- ·du·crént:ia· de ut.r•as áreas de la m.at.em.át.ica~ -no. son 

1·0·1¡"-'_i.c:>S'•- ·a~ _r.!~1-,t.,;al'io sun rnuy rociunt.os. pues S~1 ~ugv;;We:::_lugf.a .. a 

modi_~,do_s,-:_:~~ ~s~e s~gto. ConKJ cualquier ot.ra_ disc~pl~-~~' ,·;"c,<"S:_~c~·g~u __ d_C: . 
la nada, sino por el a·usult.ado de varios procesos _que s«;*· di_~~un 

iJtdepeudient.ement.e y que en et.la crist.aHzaron. 

Su desarruUo encuent.ra sus vest.i:;;ios en la Segunda -~Gúérra 

Mundial un la cual, la administ.r.acidn núUt.ar de Gran - Bral.'a~.¡_a lla1nri -

a un equipo d~ cienl.1Cicos para quo ust.udiar·an los proble111,¡1s 

l.áct.icos y esl.rat.égicos a..-;:uciados a la deC01u.::a Hurea y t.orrest.r11 del, 

país. Su objet.ivu era det.erminar la ut.ilizacicin de los reclJl'sus 

milit.ares lintlt.ados, Las aplicaciones incluían ent..re ut.ras, est.udlos; 

de ut.illzación mc'"Ís erect.iva del radar recient.ement.e invent.ado. El 

ust.ablecimient.o de est.e oquipo cient.iCico ni.arcó la primara act.ividad 

nurma1 de lnvest.igación de Operaciones. 

El nombre de Invest.igaciú11 de Operaciones f"uc? dado aparent.ernent.e 

por•que el equipo ust.aba Uovando a cabo la act.ivid.ad de invost.igar 

opor.aciones <milit.ares>. Desde su nacimient.o,. est.e nuevo campo de 

t.om.a de decisiones so ha caract.erizado por el uso del conocimiont.o 

cient.U.ico a t.ravés: del escuerzo de equipos int.crdisciplinarios. con 

el propcisit.o de det.erntlnar la mojar ut.iHzación de los recur•s:os 

UrnJt.ados. 

Los resuJt.ados alent.adores toc;rados por los equipos de 

lnvest.igaclón de operaciones brit.ánicos,. mot.ivaron a la adntlnist.ra

ción milit.ar de los Est.ados Unidos a comenzar act.ividades similares. 

Las aplicaciones: éx.i t.osas do los equipos do Est,ados Unidos; 

incluyeron el est.udio de problemas loc;Íst.icos de dist.ribución de los 

recursos miUt.ares dispersos: por t.odo oJ rnundo. la invenciOn de 

nuevos modelos de vuelo y la ut.Uización ef'ect.iva del equipo 

elect.r·Ónico. ont.r• ot.ras, 
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Después de la guerra, el éxit.o de los equipos milit.aros at.rajo la 

at.ención de los adrninist.radores indust.riales, Q1.lienes est.aban 

buscando soluciones a sus problemas, los cuales est.aban llagando a 

ser más aC:udos debido a la int.roduc:c:ión de la especialización 

Cuncion.al en las: organiz.aciongs empresaria.los, ast.o originó la 

búsqueda de herramient.as ef'ect.ivas emanadas de la lnvest..ic;ación de 

Opuracionos: quo· rosolvioran osos problem.as. 

Aunque se ha acredit.ado a Uran Brot.afia. la iníc::laciÓr_'I - de la 

lnvest.ir;ación de Operaciones como nueva disciplina, los Es-t.adOs -

Unidos t.om.aron pront.o al liderazgo en est.e campo rápidatnant.e 

crecient.e. 

Los modelos primit.ivos de pro:;ramación mat.emát.ica ut.ilizados en 

lnvesl.igación de Operaciones se oncuent..ran on los t..rabajos dol 

economist.a Ouesnay en 1759. Los modelos lineales, t.ienen como 

precursoros a Jordan en 1873, Minkowsky en 1896 y a F.arkas: un 1903, 

Los: modelos dinámicos probabilíst.icos t.ienen su orir;on en Markov a 

f"inaJos dol siglo pasado. Los rnod.;,los do lino.a,; do os::pora s:u 

ori:-;inan con los est.udios de Erlan,:: a principios del siglo XX, 

ndont.ras quo los rnodolo,. do invent.arios, así conM3 ol du t.iompos. y 

movimient.os. se lleva a cabo en los años vcint.es de est.e si:;lo. El 

probloma de asig:nacicin so ost..uctia por los hungaros Konig y Egorvar·y 

en la sec;unda y t.ercera dEÍcar:las de est.(! siglo. Von Ncum.....,,nn c:iment.a 

la Teor{a do Juegos en t928 y dosarr•oll.a n~s: t.ardo l.;;a Tuoría do 

P1·ef"erenclas en colabor.¡:,ción del economist.a O. Mo1·gensLer·11, Los 

problctrna.m de dis::t.rlhución so ost.udian por ol ruso Kan.t.orovich en 

1939. El Mat.emát.ico nort.eamericano Ocor~e B. Dant.zi:; desarrolla el 

f'tét.odo Simplox en el verano do 1947, dando origen .;11. la Progran\ación 

Lino al, 

En la década de los cincuenta con el desarrollo dt'! las 

comput.adoras y ol int..orOs: dosport.ado los adndnisot.radoroso: 

indust.rialcs la lnvest.igación de Operaciones se ext.iende y sus 

principalos colaboradoros, ont.ro ot.ros son1 
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Richard Bellman en Programación Dinámica.. Kuhn y Tucker en 

Pro:;ramación No Lineal. Oomory t.rabaja en Pro,;;ramación Ent.era. Ford 

y f"ulkarson se dedican a Redes de Opt.imización. Markowit.z realiza 

est.udios en Simulación. Arrow, Karlin, Scarf" y Whit.in en lnvent.arios 

RaiCCa part.icipa on An-'lisis de Dacis.:iones y How.ar prosigue ect.udios 

de los Procesos Markovianos de Decisión. 

La :;eneralización de la lnvest.i:;ación de Operaciones han trat.ado 

de darla Churchman, Ackof'C y ArnorC a. quienes so debo la sig• . .lient.e 

deClnición: 

"La lnvest.i,:¡;ación de Operaciones es la aplicación por grupos 

lnt.ardiscipllnarios del mdt.odo ciont.{Clco a problemas. reLaclonados: 

con el cent.rol de las organizaciones o sist.emas (hombres-máquina>, a 

Cln de que se produzcan solucionas que mejor sirvan a los objet.ivos 

de t.oda la organización ... 

Cabe aclarar, que la mayoría de quienes práct.ican los dif"erent.cs 

campos do la ciencia, .algunas vacos ni siquiera los han doClnldo 

acopt.ablement.c. Sin embargo, la anterior def"lnición sient.a una base 

Út.ll para adquirir un c:onoclmient.o inicial de la nat.uraloza d& la 

lnvest.igación de Operaciones, especlalrnent.e cuando se le relaciona 

con los ant.ecedont.os hist.óricos quo su acaban de dosocrlbir, 1 
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E:1TAOO ACTUAL V Et4CEt~Ar.i:<:.A. 

,'\ctunlmcnt.c la lnvcst.ic;3cion de Operaciones se aplica en el 

sector privado y público do paises desarrollados como en vias: de 

desarrollo,. on áreas corno la indu.st.ria.. ol sact.or salud. comunica

ciones y t.ransport.es. así como en el ststoma educat.tvo ont.re ot.ras. 

Por su part.c. la Pro~ramación Uneal. ha sido ut.iUzada en 

probhnn.as de combinación de m.at.eriales. t.ransport.acidn. a.sign .. ción 

~JJ personal y on problemas aliment.icios. La t.ooria do linaas de 

ospera ha tenido su aplicación en problem.as refuront.os a ta 

con:-;est.tón del t.rán.sit.o áereo y t.eleróntco 0 al tc;ual que en el 

mant.enimionto de m.áquinas sujot.a.s a descompost.~as. L.as rgd•s do 

opt.tmización han desempeñado un papel tmport.ant.c cuando se t.rat.a do 

rosolvgr problcunas do const..rucciÓn de oleoduct.os. cahl.«'11.dO 

eléctrico. !"lujo de product.os y reducción de cost.os. ent.re et.ros. 

L:as de~ rarn..ou: do la lnvos;t.igactón do Oporacionos: t...unbión han 

t.enldo éxtt.o cuando se les ha aplicado a diversos cont.ext.o:s;. 

f'tás prectsament.e con el Cin de conocer los avances Jo:;rados 

os:t.a dtsctplina 0 on t072. 1E. Turban procont.Ó un inf"ormo acv.-•ca do 

una encuest.a relat.lva a act.ividades do Invest.ig:ación do Operaciones 

que proporciond una inst.ant..ánoa do las act.ividados on 1969. Se 

enviaron cuest.tonarios por correo a los dtrect.oros de lnvest.l~actón 

d~ Oporacionos/Cioncia do la Adrnintwt.r•cidn <.corno t.arnbign •o lo 

conoce> de 475 compañías. Est.as compañías Cuoron seleccionadas de 

u.na li•t.a do la revisit..a Fort.uno •obro lasi 500 m.á& impor·t.ant.vs. 

usando Las 300 corporaciones indust.riales más :randes. 50 

corporaciones: indust..rta.les oxt.raíd.as de las colocadas on.t.ro ol lugar 

300 y 5000 y las 25 compañías más r;randes en cada una de las 

cat.egor{as do sorvicto. bancos:. ompros:as do s:orvicio público. 

comercio. seguros y t.ransport.e. 

PP· ~.o. uz1. 
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Fueron rer;resados 107 cuestionarios; de ést.os, 47 Co casi ta 

ntlt.ad) mencionaban que f.enian un depart.ament.o especial en su 

adminlst.ración qua sa encargaba principalment.e de act.ividades da 

lnvest.t:;acidn de Operaciones. Además, t3 compañías indicaban que 

pret.ondian est.ablacar un dupart.ament.o da ost.o t.ipo en un f"ut.uro 

coreano. Ademcis, las t.asas de crecimient.o causan la impresión de que 

ol 4X de est.as compañías t.enían as:t.ablucidos; tos dvpart.arnont.ow;; ant.es 

de 1950, el 15" ent.re 1951 y 1959, el 50X ent.re 1960 y 1965 y el 30" 

después do 1965. Ot.ro halla2go un t.ant.o int.eros:an.t.o es;; que casi 

t.odos los depart.ament.os inCormaban direct.ament.e a1 presidente, al 

vicuprosidont.11 o al cont.ralor d11 l.a coinpañ.{a. L.a inv11s;t.igación 

t.ambld'n indicó con qué amplitud S(!I hablan aplicado las técnicas de 

lnvest.lgaclÓn do Operaciones a los;; proyect.os: comunDlilJ los: rcurult.adoc 

se muost.ran en la stc:ulent.e t.abla . 

.--~~~~~~~~~-....~~~~~~-....~~~~~~~----., 

TECN[CAS No.DE PROYECTOS FRECUENCIA OE USO <.X> 

SIMULACtON 

PAOOAAMACtON H~UAtSTICA 

Result.a evident.e que, en c:eneral, las t.écnic.as usadas con mayor 

ampltt.ud f'"ueron el análisis est.ad{st.ico, simulacidn y pro«ramactón 

linoaL Además, la encuest.a reveló que 

proyect.os report.ados se usó la comput.adora. 

la mayoría de los 

Un est.udio stnúlar es llevado a cabo años más t.arde por 'W. N. 

Ledbet.t.er y J.F'.Cox, cuando en 1977, in.f"orm.aron acerca .de una 

@ncuest.a t.ambién realizada con inCormaciÓn de la revist.a Fortuno. 
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Se consideraron 500 em:pros:.as (list.a da t975) raCoran.t.o a la 

ut.tlización de las t.écnicas de Invest.ic;ación de Operaciones 

ollas. Se obt.uvioron 176 respues:t.a.s. De ella..~ s;:e concluyó quo ol 

análisis de i-ec:resión. proc;ram.ación lineal y simulación eran las más 

populares¡; reCorzando on consecuencia al os:t.udio do Turban. l..odbat.ior 

y Cox prer;unt.aron acerca del uso c:onq:>arat.ivo de siet.e t.écnicas de 

lnves:t.ir;ación. do Operaciones: y so los pidió a las com:pañi.as: quo 

indicaran la Crecuoncia de uso en una escala de cinco punt.os. La 

t.abia liliguient.o mua111t.ra act.05 rowult.adoc. 

TECNICA 

AH ... Ll&llSI OE 

RICORICSlON 

PROORAMAClON 

QJMUL ... CION 

•EN PAODUCCJ:ONI 

MODELOS DE REDCS 

PROORAMACtOt-1 

RESP. t<NUNCA> 2 3 5<MUY FREC.) MEDIA 

En México,. la lnve.st.ir;ación de Operaciones se ut.iliza dentro dC'l 

sector de servicios públicos. ent.re ot.ros en la Compañia Nacional de 

Subsist.encias Populares¡; Secret.aría de Obras y Servicios Públicos. 

Secret.aría de Comunicaciones y Transport.es, Secret.aria de Recursos 

Hidráulicos, Comisión Federal de Elect.ricidad, Inst.it.ut.o Me)(fcano 

del Sec;uro Social, Depart.ament.o del Dist.rit.o Federal¡; Pot.róleos 

Mexicanos. la Secret.aría de la Presidencia, el Banco de México Y la 

Secr•ot.aría de Educación Pública. 
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Se han Cundado en lodo el mundo sociedades pr:oCesionales 

dedicadas a est.e campo y a actividades relacionadas. En los Est.ados 

Unidos, la Oporat.ions Rasoarch Sociat.y of' Arnorica, ORSA,CSociedad do 

Invest.l:;ación de Operaciones de América>, establecida en 1952. y The 

lnst.it.ut.e oC M.anagemont~ Scionco,TIMS, (lnst.it.ut.o do Ciencias de la 

Administración>, Cundado 1953. Además existen asociaciones 

Canadionses, Europaas, Asiát.icas y Lat.inoasnorican.a.s:. 

La mayoría de est.as organizaciones so encuent.ran a.f"tllad:a.s a la 

lnt.ernat.ional f'ederat.ion oC Operat.ional Research Soclet.ies, IFORS, 

(f'adoración lnt.or•n.;;11ciona.1 da Socied.;;11das de Inves:t.igación de 

Operaciones>. Se edit.an periódicamente en los diversos or~antsmos 

publicaciones que inCorm.an s:obro 

aplicaciones on est.e campo. 

invast.ig.aciones y 

En México exist.e el lnst.ituto Mexicano de Sist.emas e 

lnvest.tgación de Operacionos, A.C., IMSIO, Cunda.do t90t. El cual 

llene entre et.ras Cuncionos, organizar sesiones de t.rahajo, 

conCerencta.s, sominarios, así corno la publicación do m.at.erial do 

invest.igación y divulcación. 

En la mayor parte de los países que pract.ican la Invest.ic:ación de 

Operaciones se han implant.ado programas proCesionalos y do posg:r.ado 

<maest.rfas y doct.orados> en est.a especialidad. En el caso de México. 

la Universidad Nacional acrece est.a opción a t.r.avós do la División 

de Est.udtos de Posr;rado de la Facult.ad de Inc:enieria y del lnst.it.ut.o 

da Mat.emát.icas Aplicadas y en Sist.emas, Miant.ras quo en ol [nst.it.ut.o 

Polit.écnico Nacional en la Unidad Procesional lnt.crdisciplinaria de 

lngonleri.a y Ciencias: Sociales¡ y Adminis¡t.rat.ivas. 

En el nivel de Licenciatura existen una ~ran diversidad de 

carreras en donde se abordan en sus respect.tvos planes de estudio 

t.asnas: sobro lnvest.iga.ción do Oporacionosi. Algunas do ali.as;; sonJ 

Act.uaría. Mat.emát.icas, Contaduría, ln;eniería,. Administ.ración de 

empresas y Econom.ia, entre ot.ras. 
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En al Nivel Medio Superior sa ancuont.ra inCorm.ación sobro 

problemas de proc:rarnación lineal en los libros de apoyo para los 

ast.udiant.es de Proparat.oria del Sist.ema Nacional da Educa~lÓn p.ara 

Adult.os. así como los proc;ram.as de Ja Escuela Nacional 

Prepa.rat.oria. Con lo quo respect.a las dom.ás inst.tt.uclonas 

educat.ivas consideradas en est.e est.udio no se encuentran indicios 

sobra la ansoñanza da ast.os: t.dpicos. ciando en ast.a s•nt.ido. corno so 

pret.ende cont.rtbuir con la realización del present.e t.rabajo. 
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ANEXO B: INSTITUCIONES EDUCATIVAS 

CONSIDERADAS 



Exist.on en nuest.ro medio oducat.ivo una gran diversidad de cent.ros 

docent.es públicos y privados que ofrecen los ost.udlos 

corr•ospondient.es al Nivel Medio Suporlor <bachillerat.o>, cada uno 

con esquemas propios en el cont.enido de los planes do est.udio. 

Muchos de ellos depend.en direct.arnent.o de la Socrot.ar{a de Educ.aclón 

Pública. mient.ras que ot.ros de Universidades o Centros de Est.udios 

airnilaras. 

01'! est.a C"orm.a en La Universidad Naclon"'l A.ut.Ónoma do P.hÍKlco mo 

encuent.ra la Escuela Nacional Prcparat.oria <E.N.P.) y et Colec;io de 

Ciencias: y Hum.anidados CC.C.H.>. En el lnst.it.ut.o PoUt.dcnico 

Nacional se cucnt.a con los Cent.ros de Est.udios Cient.íf"icos y 

Tecnológicos CC.E.C. y T.>, y como Organismo Dascont.r.aliz.ado del 

Est.ado se t.tene al Colegio de Bachilloros <e.e.>. 

Se han t.omado como base a las inst.U .. uciones ant.es mencionadas del 

Nivel Medio Superior para t.. roaHzactÓn de la propugst.a da t.enuii.s. 

Considerando que se pret.ende que est.rict.ament.e 

ropresent.at.tvas do t.odos los organismos do osf.o nivel. sin gmbargo. 

si rcst.dt.an una buena muestra de lo acont.ecido en el Dist.rit.o 

F'oderal. Con ello hay que des:t.acar que muchos do los cont.t·os 

doccnt.es públicos y privados de las ent.idades Cedcrat.ivas. por 

diversas ra:zonos, han ajust.ado sus programas y (Jlanes da os:t.udlo a 

los de est.as lnst.lt.ucionos educat.ivas. 

En lo que slr;ue se hace una breve descripción de las cuat.ro 

inst.it.ucion•siJ. si• hace not.ar el año de su Cundactón, algunos de los 

f"act.ores que lnt.ervlnleron en su creación. así como alr:unos de sus 

f"'inas y principios que rigen &u marcha. Al f"inal s::o ano>ea ol cuadro 

que cont.ione los cont.enidos de la mat.eria de mat.emát.tcas, dicha 

inCormaciÓn servirá para desarrollar ul análisis sobro loso mistnas on 

el capít..uio t. 
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A) ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA (U.N.A.MJ. 

La Cundación do la Escuela Nacional Preparat.oria Cue ordenada por 

la ley de 2 de diciembre de 1867; ost.a ley y el re:;lament.o de 24 de 

enoro do t868 est.3blecleron el plan do ast.udlos: bajo ol cual iba a 

Cuncionar el nuevo est.abJeclrnient.o. Fue pat.enf..e que la inau~uractón 

de la Escuela t.uvo lugar vl 18 do enoro de tB6B¡ en la int.aligoncia 

que se est.ima que el principio de los cursos se CijÓ para el to. de 

Cebrero de ese año. Claro es que la organización de la enseñanza 

para el Olst.rit.o Federal y eJ est.ablecimlent.o de la Escuela Nacional 

Preparat.oria const.it.t.rían una novedad agresiva y una rof'orm.a a Cando. 

Pront.o los at.aquos y las maniobras emprendidas en su cont.ra t.ambién 

ih--.n a m.anif'ust.ar~e1. E:n verdad la v><.h;;t.oncia de la proparat.oria y la 

acción emprendida para at.acarla iban a const.it.uir un cap!t.ulo más 

de la lucha ent.re el Nuevo Régimen y el ant.iguo Régimen, puoic el 

plant.el era un cambio en orden a la preocupación educat.iva, al que 

t.anlan que oponerge los: int.erases cons.iervadoros. 

El Cundador de- la Escuela Nacional Preparat.orla. f'ue don <Jabino 

Barreda, aboc;ado y médico, alunll"lo de Augusto Comt.~, el CilÓsoCo y 

sociólogo f"ranc:és, a quien su t.ione como el padre del posit.tvis:tna. 

Est.a doct.rina sirvió de base ideolóc;ica a Barreda con objet.o de 

organizar los es:t.udios de la nueva oscueLa. 

No puedo perderse de vtst.a que la encomienda que le dió el 

president.e Juárez f"uo en los nv;>ment.os inmcdiat.os a la restauración 

do la RapÚbUca. Eran los t.iompos on los quo habfa que consolidar 

los cambios económicos, polít.icos y sociales de México. De ot.ro rnodo 

los riesgos y los cacrif'tctos: por loe qua acababa do pasar la nación 

quedarían en cosas vanas y con resuJt.ados est.ériJes. La primera 

rnodif'tcación hecha al loma de Comt.a~ "Anv:>r, Orden y Progreso··, f"ue 

la de .. Llbert.ad, Orden y Proc;reso", con la cuai Barreda ponía de 

manJCies:t.o el conocinúont.o que t.en{a do la realidad rneKicano., 
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El cont.enido cducat.ivo en las Ciencias se aco~tó en los est.udios 

preparat.orlanos. especia.Jment.e el de las mat.emát.tcas. En el nuevo 

plant.el los mét.odos: de comprobación sus:t.tt.uí.an al principio de 

aut.oridad Y a la educación verbalist.a propios del Ant.ii:;:uo Ré;imen. 

Además los diCoronlos grados on la onseñanza. do las rnat.em.át.lcaS11 

darían capacidad al alunulo de razonar sin los malabarismos de la 

escolást.ica. a.nt.os bion con la lúcida manora do las: verdades: quo 

adndt.en demost.ración. Las mat.emát.icas servían de base al aprendizaje 

dol r.-.zonafftiont.o lógico y por os:t.o f"uo lill propósit.o de colocar a la 

Lóc;ica en los años superiores de Ja Preparatoria. una vez que el 

educando había ost.udiado arit.-t.ica. -'.lgobra. t.rigonornot.r{a 

anaUt.ica y las nociones Cundament.ales del cálculo inf'init.esimal. 

Los conocinúent.os de los Cenómenos nat.urales. del mundo Cisico 

quo rodoa al hombro. de los ant.ocedont.es: hist.óricos racionales y 

universales. y el acercamient.o a las lenc;uas clásicas y vivas. est.o 

Últ.itna parA r.ornpllilrnent.ar el e•t.udlo dol cas:t.ull""no, s:i bien daba la 

impresión de constituir una enseñanza enciclopedtca, ei propósito 

usit.a.ha. on apa.rt.arlilo do lo cuporf'icia1 de la onseñan:z.a. con ohjut.o du 

imprimir proCundidad a los conocimientos, Así lo aconsejaba la 

propodóut.ica, núras: la educacidn supurior, Si la 

Preparat.oria se le t.omaba como et puente entre el plantel elemont.al 

y la uscuola. prof"osiiona.l, ont.onces: buscaba quo el 

proCesionist.a adquiriese conocimlent.os que lo llevaran a servir 

rnojor a la mociodad. 

A la Cormación del plan de est.udlos siguió la designación do la 

plant.a de proCesores. Se acoc;tó a maestros con el mayor prest.ic,;to 

lnt.elect.ual de Ja Ópoca. Fue de rigor qua oso prest.lglo es:t.uvlora 

f'incado en el campo de las nuevas tendencias educat.ivas, o bien 

dlspuost.o a servJr a los propós:tt.os: del f'lamant.e es:t.ablocimiant.o. 

Liberales como Ic;;:~acto Ranúrez e lc;;:nacio Manuel Alt.amirano quedaron 

vinculados; a Ja enseñanza proparat.oriaJ nat.uralist.asr como AlConsio 

Herrera y Leopoldo Río de la Loza. románt.icos a la manera de Mainuel 

H. Floras, 
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Aún en los aspect.os polit.lcos se rueron acept.ando personas 

vinculadas con e! part.ido conservador o que habían servido al 

imperio da Maximiliano. Lo irnport.ant.e era que C"ue.sen personas 

caUf"lcadas en sus especialidades y que t.uvleran la calidad moral 

para preparar a las nuevas generaciones:. 

Es obvio que las incidencias del medio polít.lco t.uvleron que 

repercut.lr en Ja conduct.a de los hombres en el poder. así como en el 

Colegio de San lldef"onso. Si dent.ro del régimen habianse operado 

cambios ideolóc:icos y de concepción para Jos a.sunt.os del gobierno. 

de Ja Preparat.oria habían egros:ado dos o más generaciones• cuyos 

punf.os de vist.a. ante los problemas nacionales discrepaban. se~ún 

quedó comprobado en la act.uacidn de ellas. Cabe señalar quo o.11t.a. 

renovación on las generaciones ha sido f'undament.al para Ja vida de 

la Preparat.oria la que. hay que rapot.irlo. se f"undó con sent.tdo 

nacional y para servicio de la Nación se ha conservado como plant.el 

educat.tvo, 

Just.o Sierra. discípulo de Gahlno Barreda, ost.uvo en posibilidad 

de complot.ar y dar cima en el campo de ia enseñanza a la educación 

nacionaL Al sos:t.ener que la ensoñan:z.a en el segundo grado debla sor 

emlnent.ement.e posJt.tva, sin ne~ar la import.ancia a la Met.aCísica. 

ant.es bien reconociendo que os: la Cilos:oCÍa de una religión o do una 

irrelf=ión;; y que • como decía Paul Janet.. la Met.af"Ísica brota de la 

Teología y hay un parent.esco y un.a aClnidad est.rochíszima ont.ro sus 

doct.rinas. 

Sierra explicó que. si se e~eñara la Mot.af'".ísica era. preciso dar 

la palabra la al ecptrtt.uaUs:mo. al m.at.erlaUcmo. al 

pant.eismo. al pesindsmo. al a=nost.icismo. E int.erro;;aba: ¿Y cómo 

excluir alguno do ellos sin at.ribuir al Es:t.ado al papel da deCinidor 

de un doc;ma Cllosóf"ico. sin resucit.ar el concept.o bizant.tno de la 

ornnisctuncla y da la omnipot.encta guhernament.al? ¿Y cómo dar Ja 

palabra t.odos sin hacer t.ermtnar el ciclo de ost.udios 

propara .. t.orios en el caos y la noche int.olect.ual?. 
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No era que se negara el t.rascendent.al interés de esos problemas, 

sino que debía evtt.arse .. la más desast.rosa anarquía 

int.eluct..ua.J que produce en los cerebros jóvenes el sondconocim.htnt..o 

de sist.emas de lucha. cuando aún no t.lenen element.os de juicio 

suf'icient.e para abst.raor una verdad t.ot.al y aslmilársol.a'º. 

En orden a la organización de la enseñanza, bajo la inspiración 

de just.o Sierra, la rama de Humanidades t.omó la cat.egoría que 

arnetrlt.aba, oqulparándola on import.ancia a la rama do Clon.cias::. Desdo 

entonces, hast.a nuest.ros días, las Ciencias y las Humanidades 

const.lt.uyon la.si onsoñanzas:: paralola'lil 

Preparatoria. 

la Escuela Nacional 

De la vida act.iva que siempre se ha llevado en la Escuela 

Nacional Preparatoria es razón. ciort.a y oncomiablo ol paso do las 

dlf'erent.es generaciones de alumnos y procesares. Por sus Crut.os son 

conocidos. A.nt.o la lmpos:ibllld.;;id do ampliar el roglst.ro do n.ont.brem, 

se enuncian alr;unos. El ""At.eneo de la juvent.udº' cuyos principales 

cucpon.ont.es: f"uoron Ant.onlo Caso y José Vas:concQlos::¡ la gan•ra.clÓn do 

1915, después conocida como la de los "'Siet.e Sabios··. en donde 

brillaron alumnos como Manuel OÓrnoz Morín y Vlcont.v Lotnbardo 

Toledano; la beneración de 1929 que obt.uvo la aut.ononúa 

unlvorsiit.arla y luchó por la llbort.ad do cát.adra, cont.ó •nt.rQ sus 

principales cornponent.es a Alejandro Oómez Arias y a Salvador Azuela. 

a los quQ hay quo agr..,gar a R..aÚ.l Noriga y Jos;;Ó Muñoz Cot.aJ 'Oll grupo 

de los "barandales ... coet.áneo a los alumnos que f'ueron Oct.avio Paz, 

Manuel Moreno Sánchoz, Robart.o Guzmán Arauja y Jo•Ó Manuel TfOlrán 

Hat.a: Todos ellos son rnuest.ras ondnont.es de lo que el plant.eJ de San 

UdoConso ha rendido en su misión da preparar a las nuevas 

gener-aclones. 

La enseñanza de las Humanidades implantada por just.o Sierra t.rajo 

consigo la pléyade do hum.anhrt.a.s laicos, rnaost.ros, f'ranclsco Cana.le, 

jesús D:Íaz de León y Francisco Rivas. 
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Los poetas modernistas asimismo encontraron en la Preparat.oria 

una t.ribuna de sus enseñanzas de lit.erat.ura y por eso en los cursos 

o en conf"erenclas los nombres do Enrique González Mart.ínez. Luis G. 

Urbina y Amado Nervo. prest.ic:taron a la enseñanza. Con el paso de 

los años siguió 1B. cos:t.umbro y as{. Ramón LÓpuz Vol.ardo. Jaimo 

Torres Bodet. y después lit.erat.os como A~ust.ín Yáñez enctalanaron el 

cuerpo docente del plantel. Del grupo de hist.oriadoros la 

remembranza se Cija en Fernando lc;lesias Calderón. historiador 

liberal: en Eulalia Guzm.á.n que durant.e el curso de su vida ha volado 

c;ran dignidad int.elect.ual por los f'ueros del indigenismo 

rneNlcano. 

No est.á. Cuera de propósito recordar que en las paredes de la 

Preparatoria renacid el muralts1110 mexicano, y que en el AnCit.eat.ro. 

así COl110 en los corredores, los t.res grandes muralist.as1 Jos:J 

Clemente Orozco. Diec;o Rivera y David Alf"aro Siqueiros. t.ant.o como 

sus res:pect.ivos alumnos,,. unieron 5US ucf"uurzos; para adornar los 

pat.ios do la escuela. 

Por ciert.o. al núsmo t.iempo en que se presenciaba el ronacirniont.o 

del muralts:mo mexicano. ta genuración da 29 cursaba. sus años 

preparatorios y entre el número de las alumnas se cont.aban Frida 

Kahlo y Uelta BravoJ la primera quo f"uo lnslgno ptnt.ora., y HraUa quo 

dedicó una benemérita labor a estudiar y clasiCicar cient.ÍCicament.e 

.a las milos da plant.a.s quo con.st.tt.uyen por oxcaloncia la Clara 

mexicana. corno son las cactáceas. 

Do entre los f'UósoCos destacó el maestro Mic;uel Anc:el Caballos 

para qui•n la l.&gica as roChución sobre La ciencia y por ando os: una 

t.eoria de la ciencia. Pues dice que la lóci;ica se mueve en el trabajo 

da ensañar a conocer. dent.ro da los: rasult.ados: da las ciencias 

particulares; en ellas descubre la esencia del mét.odo, def'inición. 

htpót.asis, principio. lay y prueba. 
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Por lo que se reCiere a los maest..ros de ciencias la nómina es 

abundant.e pero a c:randes t.razos deben rec:ist.rarse los nombres de .los 

D{az Covarrubia.s; años más: adelant.e, Napolas Gándara, Art.uro 

Lamadrid, Manuel López Ac:uado y Sotera Prieto; a Isaac Ochot.erena el 

Uust.re nat.uralls:t.a.; y con-.o se sucedieron los años:, Nabor Carrillo 

Flores, Marcelino Oarcia Junco, Carlos OraeC f"ernández y Héct.or 

Murillo han dict..ado las clases de Mat.emáf.icas, Física o Química. 

El aciert.o do las designaciones so ha hucho más rlgur·oso para los 

casos de los directores de la Preparat.oria. Y de nueva cuent.a el 

ruglst.ro de los nomhros debo ceñirse al míninao por e><iguncias de la 

brevedad: A hombres tan ilust.res como los pr-imeros posit.lvist.as 

Oabino Barreda, PorCirio Parra, Manuel Flores han sucedido on la 

dirección del plantel Mic;uel SchuJt.z y Antonio Caso. Ezequiel Chávez 

que dul posdt.ivismo advino a un cat.olicis:rno laico. Moisés S.áunz. 

Vicente Lombardo Toledano que del cat.olicismo Cue rehaciendo su 

cult.ura ha.Gt.a. llegar al m.ar:M:i5mo. Pedro de Alba, ol ln5lgn• 

humanist.a; Raúl Pous; Viccnt.e Méndez Rost.ro; ilustre maest.ro de 

Ut.arAt.ura. 

Alr;unos de los egresados do la Pr•parat.oria, con ol t.iompo 

Ue~aron a diric;ir a la Universidad de México. ent.re algunos de 

olios podornnos cit.ar a los rect.orosa Ant.onlo Caso, Jo:s:é Ya.sconcelos, 

Manuel OÓmez Morin, AlConso Caso, Oonaro Fernández Me. Orer;or, Nabar 

Carrillo y .J•viar Oarroa Slorra. t. 

Los planas: de est.udio do la Escuela Nacional Preparat.oria suman 

un t.ot.al de cat.orce que van desde el primero puost.o en Cunciones on 

1868 hast.a ol rús act.ual aprobado on t964, que como ya se mencionó, 

es el que aún est.á vic;ent.e aunque con diversas modiCicaciones. 
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Una vez hecha est.a remembranza hist.órica de la Escuela Nacional 

Preparat.oria~ ret.omamos el caso part.tcular de la materia de mat.erná

t.icas. Para ello~ lo que rest.a por rnost.rar es el siguient.e cuadro en 

donde aparecen los cont.enidos de la rnat.eria que son enseñados 

durant.e los t.rvs: afias, Est..a inf""orm.ación corresponde a los programas 

vigent.es a part.tr del año de 1974.' 

1
cfr, r211. 
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B) COLEGIO DE CIENCIAS V HUHANIOADES (U.N.A.H.). 

El 26 de enero de 1971, el Consejo Univorsit.ario, ant.e Ja nocasidad 

de la Universidad de f"ormar nuevos t.ipos de prof"esionist.as y 

ospeciaUst..as que la realidad nacional roquiare, y para olirn.innr 

Cal máximo posible> las f"ront.eras art.if"iciales entre los dist.int.os 

campos del saber humano, aprobó la creación do un nuevo organismos 

el Colec:to de Ciencias y Humanidades. 

Los objet.ivos ~enerales del C.C.H... para todos sus niveles de 

on.mañanza, son1 

t. Est.ablecer el mecanismo pormanont.e do innovación do la Unlvorsi"' 

dad, capaz de realizar runciones dist.tnt.as sin tener que cambiar 

t.oda su os:t.ruct.ura univars:it.aria,. adapt.ando ul s:ist.oma a los 

cambios y necesidades de la propia Universidad y del pais. 

2. Preparar est.udiant.es para cursar est.udios que vinculen las 

humanidade•, La.e ciencias, laa t.ócnicas:, a nivel de bachlUerat.o, 

de Ucenciat.ura, de maest.ria y de doct.orado. 

3. Proporcionar nuevas oport.unidades de est.udio acordes con el 

docarrollo do Ja.,. cionciac y las hum.anidados on ol s:iglo XX y 

hacer f"lexlbles los sist.emas de enseñanza para Cormar 

os:pociallmt.- y proCvsioni•t.aw quo puodan adapt.arso a un mundo 

cambtant.e en el t.erreno de la ciencia, la t.écnlca y la est.ruct.ura 

aocial y c::u.lt.ura.L 

.... lnt.enslf"icar la tnt.erdlsctplina ent.ra especia.lls:t.as, •scuetas, 

Cacult.ades, cent.ros tnst.lt.uctones de tnvest.lg:actón de la 

Univuraid.ad. 

5. Promover •l n.ajor aprovocharniont.o de lo• recursos humanos v 
t.écnicos de Ja Universidad. 
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OBJETIVOS DEL BACHILLERATO. 

Los objet.ivos r;enerales del ciclo de bachillerat.o del C.C.H .• son: 

t. El desarrollo .int.egral de .la porsonalidad del educando, su 

realización plena en el campo indfvtduaJ y su cunpUmient.o 

sat.fsf"act.orio corno núomhro da la sociedad. 

Z. Proporcionar Ja educación a nivel medio superior indispensable 

para aprovechar las alt.ernat.ivas prof"estonales o acadérnicas 

t.radictonalos: y modernas, por modio dol donúnio do los mét.odos 

rundamont.ales del conocimient.o <los mét.odos e:icperiment.al 

hiat.ó .. ·ico &:1ocial> y do los longuajos: Cemp.añol y rna.t.ornát.ic.:;u;). 

3. Const.tt.uir un ciclo de aprendizaje en que se combinen ol est.udio 

en las aulas. en el laborat.orio y en la comunidad. 

4. Capactt.ar a los ost.udiant.es para desempeñar t.rabajos y puest.os en 

la producción y los: servicios. por su capacidad do decisión y do 

innovación. conocimient.os y por la rorrnación de 

parconaUd-.d que hnpUca aJ plan Qcadcámico. 

PLAN DE ESTUDIOS. 

El bachiUerat..o del CCH aparece socia:lment..o compromot.ido con ul 

cambio; acadénd.cament.e. con la ciencia. y pedac:óc:icament.e. con ta 

part.lctpactdn do Jos educandos. 

Una concepción simplif"lcada de la ciencia. corno un proceso 

siempre repet.ible de observación, r-acionaJización y aplicación o 

comprobación. pormit.e comprender. con claridad el sant.ido do las 

asicnat.uras que const.ft..uyen el plan de est..udios del bachillerat.o del 

C.C.H, ta est.ruct.ura de cada uno de sus: programas. y la solocch~n do 

experiencias de aprendizaje propias del sistema de enseñanza del 

ndcrno. 
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Si ent.endernos a la ciencia como un proceso social e hist.Órico de 

slst.emat.lzactón del conocimient.o comprobable y t.ransCorible, será 

rácU reconocer en ese proceso t.res Casos principales qu• se 

necesit.an y se repit.en dialéct.icament.e. Quienes pret.enden hacer 

ciencia obsorvan, primero, los diversos Cenórnenos o cambios que la 

realidad les present.ap segundo lugar, Cormulan hipót.esis 

racionales: que permit.on est.ablacor rel.acionos causales: do card.ctar 

general <leyes) y en un t.erccr paso, rat.if"lcan est.as: hipÓt.esis 

rnodiant.u '"" comprob.ación o GpUcaciÓn. 

El plan do est.udios dol bachillerat.o del C.C.H., y t.odas Las 

act.ividades que ric;e, est.án orient.adas a f"acilit.ar que los educandos 

puedan aprondor cÓnto os: que se aprende. Por est.a razón, es indispen

sable recordar siempre que lo que se persigue f"undament.alment.e es 

que los: alumnos: cobren conciencia del rnót.odo con el quo est.án 

los conocindent.os, asimilándolos, int.orpret.ándoios, 

slmt.ern.at.iz.ándoloc, aplicándolos. Lo promordial es f"acilit.ar a los;i 

est.udiant.es la posibilidad de repet.ir y recuperar la experiencia de 

ha.cor cienc:i.a. 

Toda esperiencia de aprendiza.jo, t.oda 5osión da t.rabajo. t.oda 

unidad t.emát.ica, t.odo programa de asig:nat.ura. y el mismo plan 

general, t.lenan coJN:J prin.::trdial preocupación C&;tcilit.ar a los alumnos 

ta t.oma de conciencia sobre las condiciones y los mecanismos por los 

que se adqutoro un conoctmient.o 1111lmt.em.at.izado. 

La exportancia da .aprendizaje más t.lpica será la EoluclÓn do 

problemas. La sesión de t.rabajo f"oment.ará la reflexidn en común y 

buscará la s;i{nt.osls: colect.iva o lndivtduaL 

La unidad t.emát.lca, est.ará. dada por la unidad de objet.lvos de 

aprendizaje dent.ro de proc;ramas de asig:nat.ura quo siempre harán 

oxpl:l.ctt.o al .....Ut.odo por ol quo el conocimiont.o se adquiero. 

242 



El plan mismo est.á diseñado de manera que los t.res primeros 

semest.res hacen particular énCasis en la f"orma de conocer la 

nat.uraloza <área del mét.odo experimont.al> y la s:ociodad <ároa de 

análisis hist.Órico-social>, así las f'ormalizaciones del 

J.ongua.jo español y J.as rnat.om.át.icas, El cuart.o s;:ernest.ro, on cada una 

de las 8.reas, insistirá en la síntesis racional: teorías matemáticas 

y s:{nt.cu:is: de geornot.ría y á.J.gebra, mótodo experirnont.al, t.ooria do la 

hist.orla, ensayos de inves:t.i~ación y análisis de la expresión 

escrit.a, Los semestres quinto y soxto, Cormados por asignat.uras 

opt.at.ivas. lnsist.irán en la comprobación del dominio de los mét.odos 

do conocimient.o y su aplicación a campos es:pocÍ.Cicos: do 1.-.. ciencia 

buscando. por una part.e. Ja f'ormación universal de los alumnos y, 

por ot.ra, la orient.ación proCcnlional y la capac:it.ación proped9ut.ica 

al nivel de licenciatura. 

Hay que hacer hincapié en que cada curso dará una visión 

tnt.roduct.oria y general do La a.signatura, y• do ninguna manera, una 

especiallzactón en ta núsma. 

El bachillerat.o del C.C.H.. pret.enderá posibililar, en sus 

egrosadoc, prirnoro, un.a. act.it.ud ant.o la roa.Ud.ad y el conocindAnt.o 

chrntÍCico de la misma; segundo, la aptitud de ref"lo)(ión met.Ódica, 

stst.omat.tca y r-tguros:a as{ cotnO las que se roquieren para inquirir, 

adquirir, ordenar y caUClcar inCormación. Por Últ.tmo, en el curso 

do las &s1ign.at.uraJ; que componen al plan do os:;t.udios, los alumnos 

deberán obtener la lnf'ormacidn o los conochnienlos básicos que tos 

capacit.en para est.udios: superiores. Es obvio, sin embargo, por la 

sola ext.enstón del universo de. tnCorrna.ctón. que nincún f"rut.o durable 

podrá obt.onorso si so logra la capacit.acidn ac:t.it.udinal y 

metodológica propugnada. 

En resumen: para ent.ender y valorar la si=nlf"lcación de cada una 

de tas astgnat.uras concrat.as qua int.egran el Plan, será lndlcponsa

bte ubicartas siempre en el área y semest.re a. que corresponden.' 

ª-:fr. tZ4J. 
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P.eglas y cr1ter1os de apl1eac1cin del plan de estudios. 

to. El est.udlant.e que haya cublert.o t.odos sus crédlt.os del prosent.e 

plan podrá isec;ulr cualquier carrera de la Universidad o cualquiera 

do las combinaciones de carreras int.ordisc::iplin~rias quo ost.ahlozca 

el Colec;io de Ciencias y Humanidades al nivel licenciat.ura. 

Su dominio básico de las mat.em.át.lcas. del mét.odo experimental, 

del anáth::is hlst.drico-social, su capacidad y hábit.o do lect.ura da 

libros clásicos y modernos, su conocimiento del lent;uaje para la 

redacción do ascrit.os y ensayos, su capacidad de inf"orm,.¡¡¡r111a y 

document.arse para la elaboración de t.rabajos y de orc;anizar el 

mat.orial en f"icheros. not.as:, cuadros, asi corno su poslblUdad do 

leer y t.raducir un idioma ext.ranjero, on part.icular el ln1;le's o el 

f"rancés, lo pormtt.irá.n, con probabilida.dos de Oxit.o, svg:uir las 

carreras exist.ent.es o las inlerdisciplinarias que se creeen pues se 

buscará que al f"inal de su f"or...,..ciÓn sopa aprender, sopa inf"orm.ara:o 

y est.udtar sobre materias que aún tr;nora, recurriendo para ello a 

'º" libros. onclclopodias, periódicos:, ravlst.RJil, 

ext.raordinarios que si~a Cuera de pro;;rama. sin pret.ender que en la 

Unidad se de una cult.ura onciclopédica, sino los: rnút.odos y t.écnic.as 

necesarios y el hábito de aplicarlos a problemas concret.os y de 

adquirir nuovosz conocil'nient.051. 

Se ext.enderá diploma de bachiller a los: alt..unnoc quo hayan 

cubiert.o t.odos Jos eré di t.os. 

El est.udtant.e est.ará ca.pactt.ado lr;ualmenle para desempeñar 

t.rabajos: y puast.os: an la producción y los servicios por cu capacidad 

de decisión. innovación, est.udlo y por la f'ormacldn do la 

personalidad que implica el plan académico, pudiendo complementar su 

cult.ura con ot.ra t.écnica y aplicada. ya sea mient.ras stc;ue los 

cursos acadómicoc del plan, ya soa una vez t.ormina.do ol mismo. 
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2. Unidades Técnicas y de Art.es Aplicadas. La Unidad Académica 

elaborará prÓximament.e planes de est.udio para el adiest.ramient.o de 

los: alumnos en t.écnicas, art.as: aplicadas y oCiclos: que se impart.irán 

a los alunmos: a> en las propias escuelas de la Universidad que ya 

part.icipan en ast.~ t.tpo da ansaña.nz_.., como la Es;;;cuela Nacional de 

Art.es Plást.icas. en la Escuela Nacional de Música, los cent.ros de 

oxt.enslón unlvers;;;it.arlai b) en las unidades: que se Cunden en lo 

sucesivo; e> los cent.ros do producción de servicios que 

est.ablezcan planes de cooperación para la Cormación de personal 

t.8cnlco. Est.os est.udios t.endrán caráct.er opt.at.ivo. Se ext.enderá 

diploma do t.écnico, nivel de bachillarat.o a los: est.udiant.os: qua 

cumplan con los planes respect.ivos y podrán ext.enderso ant.es de que 

al eut.udiant.o t.arrn.ine el plan acadr;;Írnlco del bachlllarat.o. 

3. Perma.nent.ernent.e el Colegio revisará y en su caso, act.ualizará 

el plan de est.udios. Los proc;ramas deberán ser publicados 

anualrnent.v. 

4. Cada plant.el de ta Unidad Acadéndca organizará conCorencias 

dest.tnadas a explicar el present.e plan de est.udios y sus re~las de 

aplicación. Organizará conCarvnctaii;i y rTKH1as;: redondas o><plicando ol 

=:;ignlClcado de las mat.ertas út.tles para los dist.lnt.os t.ipos de 

t.rabajo tnt.ordis:ciplinario, et.e. Las conf'"oroncias: do orlont.actón 

deberán versar t.ambién sobre t.écnicas, of"icios y art..es aplicadas, Se 

publicarán cuadernos de ortent.ación prof"esional sobro las dlst.int.as: 

mat.erias y su relación con la f'ormación humanist.a clent.iCica, 

t.ecnoJÓgtca y art.lst.ica, ot.c, 

5 .. Los alumnos podr.d.n, sin ·a.sist.ir a clasos, aC1"'odit,ar los: cursos 

de lenc;uas ext.ranjeras mediant.e un examen que demuest.re su capacidad 

do t.ra.ducclÓn y comprensión dol inglés o Cra.ncús. 

6 .. La met.odolor;ia do la onsoñanza hará énf'"asis en el ejercicio y 

la práct.ica de los conoctmiont.os t.eóricos impart.tdos. 

245 



En los t.alleres de redacción se harán ejercicios de composición. 

resúmenes. cuadros clasiCicadores, not.as, ensayos o a.rt.!ct..tlos. 

Por Últ.irAO, es necesario hacer not.ar que los e:;resados de las 

nuevas unidades: acadéntlca.s: podr-{an coguir cu.alquiora do las carreras 

procesionales que orrece act.ualment.o la Universidad, o las que on el 

Cut.uro pudioran orrocerso, con Ja part.lcularldad do que al ha.chiller 

er;rosado de est.as unidades, ser;ún se dijo ant.es, cont.ar{a no solo 

con la f'"orn\.aclón f.eórica t"undanaunt.al corrospondlent.e A est.o ciclo do 

est.udios, sino como es deseable con un adiest.ramient.o práct.ico y 

t.ócnlco quo lo capacit.arla para incorporarse product.ivat110nt.a al 

t.rabajo.
1 

A cont.inuación se muest.ra el cuadro de los cont.enidos do la 

mat.eria de ma.t.omát.lca.s:: quo se lmpart.u en al Colegio do Ciencias: y 

Humanidades, ést.os corrosponden a los publicados on '1979.
2 

1
v\d. pp, 18&,18Z. fl?I, 

~. . 
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C) COLEGIO DE BACHILLERES. 

El Colegio de Bachilleres es una inst.lt.ución of'"icial creada en el 

año de 1973 cuya f"unción es la de proporcionar educación en el nivel 

ft'Wilodlo superior a. los¡: ogrosadoc do lioc:undaria, prepararlo• para 

continuar est.udios en las inst.tt.uciones de enseñanza superior y 

ca.pacit.arloc para quo puodan inc:orporarco en act.ivi~adas coclalm.ont.o 

product~tvas. 

La lnst.it.ución cuent.a con modernos planes y programas de est.udio, 

Cunclona.blec lnst.alaciones y prof"esora.do oCiclent.e cont.inua 

act.ualizaclón. con el Cin de que sus alumnos logren una adecuada 

f"ormac:ión int.agraL 

Dos de sus objet.ivos:: Cundament.ales: est.á.n encaminados 

proporcionar a Jos est.udiant.es una f"ormactón propedéut.ica y una 

cap.acit.ac:lÓn t.ermina.L. 

Formación propedéut.Jca. Es la preparación qua of'roco la 

inst.lt.ución para que sus egresados puedan cont.tnuar est.udios de 

nivel cuporior. El plan de ost.udiou del Colegio de Dachillero• bus::ca 

lograr oquillbrio ent.re Jas disciplinas cient.íCicas y las 

humaníst.icas, para quo s;;us a.Juninos puedan pos:t.erior1n9nt.e aCront.ar 

con éxit.o el ost.udio de cualquier carrera proresionaJ. 

Capacit.actón t.erminaL Tornando en cuent.a quo en ocasiones los 

egresados del ciclo de bachiUerat.o no puadon o no desean seguir 

est.udios por diversas causas, o que necesit.an t.rabajar para poder 

realizar sus ast.udtos a n..ivo
0

l suporior, el Colegio do Bachilleras 

oCrece a sus alumnos una preparación tdcnica que los capactt.a para 

el t.raba.jo. De es:t.a Corm.a, sus egresados puedan incorporarso a la 

vida económica del país y cont.ribuir a su desarrollo. A est.e 

respect.o, al Colegio da Bachillores procura que la. capacit.ación 

especif'"ica quo proporciona a sus alumnos sea f'"undament.a.J.ment.e 

práct.lca. 
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Ot.ra.s act.ividades. Para que los alumnos logran una verdadera 

f'ormación int.e~raJ,. el Coler;io de Bachilleres les brinda la 

oport.unidad de desarroUar sus: act.it.udes: art.í.st.icas y deport.iva.s. 

con Ja orient.ación de prof'esores compet.ent.es. Los alumnos que lo 

deseen pueden Corm.ar part.e de los t.aJJores da t.eat.ro, danza. art.oli 

plá.st.icas o müsica; o bien. pueden organizarse en equipos para 

práct.icar algún deport.e. 

Además, el Colegio do BachiUerus organiza even.t.os cutt.u .. •ale5 de 

diverso t.ipo. con el objet.o de apoyar el ambient.e acadénúco de la 

inst.it.ución1 vtsit..;u¡ a museos:, concursos de orat.oria, do cuant.o. do 

poesía; conf"erencias, mesas redondas, cine-clubes, et.e. Ic;ualment.e 

organiza la pa.rt.icipacidn de los a.JunU11os tnt.eromados on pres:t.ar un 

servicio social,. en Corma de brigadas de apoyo 

cornunit.arios; Ca!Cabet.ización, ref'orost.ación,. at.c.>. 

proc;rarnas 

El Colegio do Bachilleres cuent.a con modernas: .aulau:, laborat.orios 

y talleres, salas audivisuales y bibl:lot.ccas. A.do más, of'rece 

sorvicioc de orient.ación omcolar y vocacional así corno at.ención 

médica. a f"in de cont.ribuir al buen desarrollo académico y f"h.:ico de 

sruc alurnnoc. 

Dado que es una in..s:t.it.ución oC'icial, los: es:t.udtos que realizan 

sus est.udiant.es son reconocidos por t.odas las tnst.it.uciones de 

enseñanza auperior. Emt.o ai¡p;nif"ica que el egrouado del Colegio du 

Bachilleres puede inscribirse en cua.Jquler universidad o inst.it.ución 

de onsoñ.anza auporior dol país,. si cubre los requisit.os: do ingreso. 

Cada semest.ro el Colegio de Bachilleres recibe nuevos alumnos y 

los requisit.os para tn:;resar son haber concluido los est.udios del 

ciclo medio básico <secundarla> y aprobar ol concurmo do selocción. 

Apart.o del sist.erna escolarizado~ el Colegio do B•chillores: cuont.a 

con un sist.ema abiert.o de enseñanza. 
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Est.e sist.ema est.a dest.inado para aquellas personas que por alG:Ún 

mot.lvo no han cont.inuado sus est.udios de bach.illerat.o y no pueden 

asistir reg:ularment.e a clases. Aún cuando una persona haya dejado de 

est.udlar hace t.iempo, si t.ione complet.os sus est.udios de secundaria, 

puada inscribirse ~n al s:ist.gm.a abiert.o del Colegio de DachlllGres y 

cursar el ciclo de enseñanza media superior. 

El sist.ema abiert.o se basa en el aut.odi.dact.ismo, es decir, en la 

capacidad para est.udiar por cuent.a propia en el t.tcmpo y luc;ar que 

se t.enga disponible. No hay Jímit.e do edad para inscribirse en est.e 

sist.orn.a ablort.o, Sus: ost.udios t.ienen igual rigor y validez que los 

realizados on ol slst.ema escolar.' 

Las áreas de capacit.ación t.erminal que se cursan a part.lr del 

t.ercer senaest.re al soxto, son las siguient.osa 

t > Administ.ración do recursos humanos. 

2 > Empresas turíst.icas. 

3 > Laborat.orls:t.a químico. 

<I > Dibujo indust.rial. 

5 > Organi:za.cidn y mút.odo&. 

6 > Dibujo arqult.ect.ónico y de const.rucctón. 

7 > Gibllotuconornla.. 

8 > Cont.abllidad. 

9 > Higiene y seguridad en el t.ra.bajo, 

tO> Sociedades cooperativas. 

En el cuadro sic;uient.e muest.ran los cont.enidos de la 

ma.t.erla do mat.ernát.icac quo cO imparten on ol Colegio do Bachilleros 

con modtf"tcaclones que dat.an a p.art.lr do t.982.
2 

PP• U>t-lPS. U7J. 
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O) CENTROS DE ESTUDIOS CIENTIFICOS V TECNOLOOICOS (l.P.N.J. 

El Inst.it.ut.o Polit.ócntco Nacional. pa..rt.í.cipa act.ivo an la Asociación 

Nacional de Universidades e Inst.it.ut.os de Enseñanza Superior. desde 

haco muchos; años at.r.¡s. y miombro do cu Consejo Nacional. ha 

aport.ado sus experiencias y ha recogido las que han 

lnst.it..ucionuc. 

vivido otras 

Corno consocuGncia da los acuerdos:: da la ANUIES• Gn t.orno a .la 

educación media superior t.omados en ViUahermosa on ahr.U de t97t. 

cu aproct.ó 4'. reus:t.ruct.urar ost.G cíe.lo uduc.-..t.ivo t.rayundo 

consecuencia Ja creación de los Cent.ros de Estudios Cient.if"icos y 

Tocnológicos: quo iniciaron s:u f"unctonantivnt.o un svpt.iornbro do tV7t. 

Cabo recordar que aún ant.os do Ja f"undación de! lnst.it.ut.o 

PoUt.écnico Nacional su ciclo de educación media se le denominó 

in.icialn-.nt.v Proparat.oria Tác::ntca quo comprondÍ.an cuat.ro año• da 

est.udio. En 1935 se subdividid en dos nivelas, la PrevocacionaJ de 

dos: años (corro:spondient.a 411.f ciclo do oducación rnodia b..-:Gic.a> y la 

Vocacional de dos años <correspondient.e al ciclo de educación media 

superior>. Tiempo dcu::puó:a 1.a Prgvocacional su organizd on t.roc añoc 

operándose en su est.ruct.ura acadénd.ca aJctunos cambios hast.a quedar 

ost.a.hlgcida en. 1059 la SGcund.aria Tócn..ica. dunondn.ándo111e gnt.oncos;¡ 

Escuelas Tecnoló~icas. Est.as suprimieron del lnst.ituto 

por Ogcrgt.o Prcuddencial gn el año do 1060. por lo cuait, quvdó 

úntcament.e dent..ro del In.stlt.ut.o el ciclo Vocacional. 

Est.e ciclo Vocacional debemos recordar que t.ambién Cue objeto. en 

el t.ran.scurso dul t.iornpo. da inodif"icacionos: on cu ost.ruct.ura 

académica. pues,. había Vocacionales especíCicas para determinadas 

Escuelas Suporioresi y on 1963 se int.rodujo una rnodlf"icación parai 

crearse la Preparatoria Técnica,. que siendo de dos años,. el primero 

era común y al cogundo cont.on{a. varia.si opcionoa cuya Corsn.a.cidn 

propedéut.ica servla para det.erminadas Escuelas Superiores. 
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Ahora con la ReCorma Educat.tva, en sept.iembre de 1971 est.as 

escuelas Cueron objet.o de una reest.ruct.uración académica radical 

para denominarse Cent.ros de Est.udios Cient.iCicos y Tocnológicos. Su 

est.ruct.ura académica est.á diseñada para cursarse en t.r..es años 

s:ubdivldidos: en s:e~s sontost..res: acadórn.icos, a t.ravés do lolOI cuales, 

al mismo t.lempo que se da una Cormactón de Bachilleres en Ciencias 

se ot.orga un adies:t.ramient.o y capacit.ación de orden t.écnico, que 

permit.e al educando que cada dos semest.res adquiera un crédit.o que 

lo caliCica como t.écnico en una especialidad, lo que consf .. it.uye las 

salidas colat..oralos. 

Al Cinallzar los seis semest.res, el educando recibe su diploma de 

Bachiller en1 Ciencias de lngonier{a y Físico M.at.etnát.icas,. Ciencias: 

Médico Biolc)c;tcas y Ciencias Sociales y Adminlst.rat.ivas. Con est.a 

Cormación puede proseguir ost.udios superiores bien sea en el propio 

lnst.it.ut.o Polit.écnico Nacional. en los TecnolÓ:;tc:os Re:;ionales 

un.a Universidad. Recibe adom.<is provio servicio social y t.nsis: 

correspondient.e el Diploma de t.écnico en la especialidad que ha.ya 

cursado. Es docir, la Case t.errnin..a.1 en ast.a t.ipo de lnst.it.ucionas 

permit.e t.ros opciones: una, cont.inuar est.udlos .t.écnicos; dos, 

cont.tnuar os:t.udios universit.a.rios y t.res, incorporarse los 

procesos de producción. Est.o es alcanzable en vista de que se otorga 

a los ost.udiant.es: una Cormación ciont.ÍCir.:.a ost.rict.a, combinada 

armdnicament.e con una Corma.ción humaníst.ica y además una 

capacit.aclón t.écntca. especializada. 

Con est.e espírit.u renovador, la primera Vocacional que f"ua objet.o 

de esa t.ransf'ormactón f'ue la No. ó corrospondient.e aJ área de 

Ciencias: Médico Biológicas, la Cual Cuo s:lnnilt.ánoamont.e dot..ada de un 

edif"icio que f"acilit.ara las labores académicas rcest.ruct.uradas. 

Sucastvarnent.e so Cuaron t.ran.s:Corntando t.odas las Vocacionales y se 

concluyó en est.a f'ormación a las Escuelas Técnicas a nivel medio 

como son las Escuelas Técnicas lndust.riales:: WilCrido Massiou, juan 

de dios Oát.iz y Luis Enrique Erro. 
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De est.a suert.e el nivel de Educación Media Superior en el 

lnst.it.ut.o Polit.écnico Nacional se at.iende ahora en los Cent.ros de 

Est.udios: Cient.Íf'icos: y Tacnolóctcos. 

Al mismo t.iempo que se llevó a cabo la reest.ruct.uración académica 

en est.os nuevos Cent.ros. se t.omaron las medidas necesarias para 

dot.arlos de las in.st.alac:ionos adecuadas: en t.a.lleres, laborat.orios y 

equipo para CaciUt.ar su desarrollo; pero además, en al¡:unos de 

o llos se han tnt.roduc:tdo tmplarnent.os: modernos;¡: dCit oduc:.ac:tón corno con 

los circuit.os cerrados de t.elevisión y los laborat.orios de idiomas. 

Los primeros ca inst..alaron en los e.E.e. y T. nlhnoros z. 4 y e y los 

sef;Undos so inst.alaron en los C.E.C. y T. nümeros 5, 7 y Luis 

Enrique Erro. 

En cu.ant.o las práct.icas escolaros, ahora han hecho 

ext.ensivas a los e.E.e. y T •• dado que los alumnos ahora t.ienen una 

CorrnaciÓn ~ complot.a quo lec porntlt.o acudir a lds diversos Cant.rom 

de t.rabajo y producción a observar los procesos industriales y 

participar en ellos: da suort.a qua opera on f"or~ eCicient.e al Plan 

EscucJa-lndust.ria. 

Las carreras t.écnicas que se impart.en en cada uno de los Cent.ros 

de Es:t.udios: Ciant.ÍClcos: y TacnolÓgicos: dopundiont.as del (05t.it.ut.o 

Politécnico Nacional,. son las siguient.es: 

l. Area de J~enieria y Ciencias Ffsico-Mat.emáticas: Técnico en 

Elact.rónica, T-'cnico Maquinas y Horrand.ont.a.s, Técnico 

Construccidn, Técnico Elect.ricist.a,. Técnico en FWldicidn~ Técnico en 

Dibujo lndust.rial, Técnico lndust.rl.al,. Técnico Mecánico,. Técnico 

soldadura,. Técnico P!á.st.icos, Técnico Mant.enimiunto de 

Máquinas e Inst.alactones lndust.rialas:, Técnico en Prog:ramacidn,. 

Técnico Maquinado y Hetroloc:ia, Técnico Comuntcacionos 

EJ.lct.ricas y Técnico en Sist.omas Térndcos. 
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11. Area de Ciencias Médico-Biológicas: Técnico Laborat.orist.a 

Químico y Técnico en Agrobiologia. 

111. Area de Ciencias Sociales y Administ.rat.ivas: Técnico 

Adnúnist.ración dq Emprosas, TQcnlco on Cont.abilldad lndust.r-•ial, 

Técnico en Comercio Ext.erlor, Técnico en Economía y Est.adist.tca, 

Técnico Fiscal, TJcnico en Adminlst.ración Financiera, Técnico on 

Hercadot.écnia, Técnico en Administ.raciOn de Empresas Turist.tcas, 

Técnico en Cont.abilidad, Técnico on Vont.as y Técnico en Dirección de 

Of'lcinas.t 

Hast.a aquí se ha descrit.o a c;randos rasgos el origen de los 

Cent.ros do Esit.udioc Ciont.if'lcos y Tecnológicos. Lo que so muost.ra on 

el si~utent.e cuadro es la inf"ormaclón en cuant.o a los cont.cnldos de 

los lomas do mat.erná.t.lcas quo son impart.idos en dichos Cont.ros, 

estos corresponden a los años de 1989 y 1990, Se t.omó 

r•C'eroncla o. tau del Area. do Cioncia..u Soclalosr y Adtninlsat.r"'t.lv.ns,2 

l., .. d, 

z-:rr. 
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COMENTARIOS FINALES. 

El compromh;¡:o por buscar y proponer alt.urnat.ivas que f"ort.alezcan 

los pro~ramas educat.ivos es permanent.e. mof.ivo que condujo a ta 

roaUzación del prosent.e t.raba.Jo. Es •vJdont.e quo on ol t.orrono 

mat.emát.ico Calt.an cosas por hacer,, ya que los cambios que cont.inua

mant.e oxperi'"'8nt.a la sociedad en ol .á.mbit.o ciont.Íf"ico-t.úcnico obliga 

a act.ualizar const.ant.ement.e sus contenidos. aunado t.ambién a la 

probhun.át.ic.a inhoront.1;1 en loar procedim.iunt.o~ quo ce s;ilguun en su 

enseñanza. 

No sería sorprendent.e encontrar dat.os est.adíst.icos ext.remist.as 

que indicaran la poca inclinaciOn quo t.ienen los ust.udlant.us do 

bachUlerat.o por las mat.emát.icas. Asimismo. si se t.omará en cuent.a 

el lndice do des:erción quo ocurre en las: os:cuolas donde su irnpart.u 

la carrera de mat.emát.tcas,, se vería que la ar;uda sit.uación que se 

prGaront.a. an eir;:t.a ci1;1ncia no sólo ew propia do un det.er-ndn.oiido nivul 

escolar. sino que se present.a t.ambién en los demás que inte~ran el 

Sis:t.oma Educat.lvo NacionaL Es:t..as: y ot.ra51 r-ef'"lu>eionos so podrían 

hacer en f.orno a est.a problemática educat.iva. en est.o resalt.a lo 

ulguiont.01 

tl La f"orma.ción. reciont.e de la act.ividad m.at.ornát.ica un MáKico. 

2> Falt.a do información an lo que ros:pect.a al pan.oram.a dv Ja.si 

aplicaciones do est.a ciencia. 

3) La carencia de proc;ramas de est.udio atract.ivos para los 

osit.udiant.vs. 

Con est.os y ot.ros f"act.ores se percibo la nocesidad de -.cercar a 

ot.ro t.ipo de mat.emát.icas a los esf.udiantes, de t.al f'orma que sean 

congruent.os con sus: int.oroso& y 1asz circun&t.ancias caenbiant.os. 
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Ahora bien, como respuest.a a Ja int.error;ant.e planteada sobre la 

ut.ilidad de la mat.emát.ica que es preciso responder en el bachillera

t.o, so ha propuest.o como objeto do est.udio en est.o nivel educat.ivo a 

t.res t.9chicas mat.em.át.icas sit.uada.s dent.ro de la lnvost.ic;ación de 

Operaciones. De es!-'a f'orrna a la vez se pret.endo cont.rarrest.ar la 

def'iciencia encont.rada en Jos pro:;ramas de estudio sobre la f"alt.a de 

apllcabilidad con que se presont.an los cont.enidos do est.a nuat.eria. 

Con el desarrollo de las t.res t.écnicas, en la se:;unda part.e se ha 

est.ablecido una mot.odologí.a que puedo sor empleada al abordar el 

est.udlo de cada una on el bachlllerat.o. En ost.o ~ont.ido s:o t.rat.a do 

hacer énf"asis en la f'orma en que se puedo inducir al educando a 

cult.ivar ol aprendlz4;11jg a t.ravós de una ii;ierlg de rof'lcndones quo lo 

conduzcan al descubrimient.o. 

Con t.odo, para poder llevar a cabo el desarrollo de la propuest.a, 

ruó necesario e>ehibir part.e do los objot.lvos quo se pnrsiguon un la 

educación, además de just.if"lcar objet.ivament.e la incorporación de 

los t.emas: f'act.lblas: de ser ensoñados en el Nivol Medio Superior. 

Para t.erminar es necesario acrer;ar las sir;uientes co~slderacionos: 

t. La enseñanza de la ma.t.emática debe ser adaptada a las necesi

dades de Josi dis:t.int.os: t.lpos: de os:t.udiant.os del bachlllurat.o. 

2. Debe hacerse dinámica la inst.rucción mat.emát.tca manteniendo una 

est.rech.a relación con los avances que acont.ecen en la sociedad. 

3. Los cambios o rnodlf'lcaclones que sean realizados on los pror;ra

m.as do estudio deb•n ast.ar mujot.osi a una a.docuada plano.ación. 

Finalizo dlclondo que ost.a aport..aclón a porsoguldo corno idea 

esonclal, la do part.lclpar en la cont.tnua odlClcaclÓn de un amblont.o 

académico propicio quo coadyuvo a consolidar la mat.omá.t.ica en 

nues:t.ro medio oducat.lvo. 
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