00399
2.

-~

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

ESTUDIOS EN MEDIOS GRANULADOS: DINAMICA DE
AVALANCHAS
' : S
T O
T E S | S oo iR
[“~]
Exy =T}
QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE E~ .’:j’
e o]
! . N (L™
l| DOCTOR' EMN CIENCIAS (FISICA)
P R € S £ N T A
ABRAHAM MEDINA OVANDO
1992

MEXICO. D.F



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



TESIS CON FALLA DE ORIGEN



w

3.4
3.5

INDICE

INTRODUCCION
Motivacién

Medios Granulados
Antecedentes
Objetivos del Trabajo

ESTUDIO EXPERIMENTAL SOBRE LA FORMACION Y EVOLUCION
DE AVALANCHAS
Introduccién
El Estado del Arte en Estudios Experimentales Sobre
Avalanchas
Nuevos Estudios en el Sistema del Cilindro Circular
Giratorio
a) Disefio del Experimento
b) Experimentos en Dos Dimensiones
c) Experimentos en Tres Dimensiones
Discusién
a) Sistemas Bidimensionales
b) Sistemas Tridimensionales

EN LA FORMACION Y EVOLUCION DE AVALANCHAS
Introduccién

2 Predicciones de la Teoria del Continuo en Medios Granulados
Principales Resultados de 1la Teoria Cinética de Medios

Granulados
Modelos de Autdmatas Celulares
Conclusiones

CONCLUSIONES GENERALES

BIBLIOGRAFIA

O UN R R

11
11

12

18
18
22
40
46
46
49

ESTUDIOS TEORICOS SOBRE DINAMICA GRANULAR Y SUS IMPLICACIONES

51
51
55

72

81

86

88

93



. ' CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION

La fisica de medios granulados constituye, en términos de su
fundamentacién, un problema abierto; las ecuaciones de movimiento
con sus relaciones constitutivas y condiciones de frontera atin no
se establecen con precisidén. Con el fin de construir una teoria
completa, algunos modelos experimentales han sido propuestos con
anterioridad, méds afin, existen modelos muy limitados gque explican
la estdtica o 1la dindmica de un medio granulado para estos
experimentos especificos. Dentro del gran espectro de problemas en
medios granulados hay uno que debido a su formidable ocurrencia
tiene un interés scobresaliente: El problema de las avalanchas.

En efécto, el estudio del origen y evolucidédn de avalanchas es
ahora un problema clasico en mzdios granulados. En el contexto mis
amplio posible las avalanchas son flujos de material granular
(seco o mezclado con fluidos) originados por condiciones de
esfuerzo tales que el material fluye parcial o totalmente. En
general, la superficie gque se "fluidiza"™ forma pendientes
caracteristicas respecto a la horizontal y tiene un espesor no
uniforme. El1 tamafio de las avalanchas es variable y depende
basicamente del tamafio de los granos (polvos, arenas o rocas) y de
las propiedades del fluido si los granos estan inmersos en alguno.
Ejemplos tipicos de avalanchas naturales de diferentes escalas (de
magnitud) son los siguientes: al arar los campos agricolas con
tractores se observa que la cantidad de tierra arrastrada mantiene
una altura casi constante, pegquefias avalanchas se crean y son las
que en regalidad permiten que los montones de tierra arrastrados no
crezcan indefinidamente. Avalanchas de tamafio intermedio son
faciles de observar en las dunas o en los montones de granos
agricolas almacenados. Avalanchas muy grandes ocurren en las
cadenas montafiosas debido a la precipitacién de la nieve o al



desgajamiento de los cerros bajo intensas lluvias.

El interés por comprender desde el punto de vista fisico 1la
formacién y evolucidén de avalanchas es realmente sorprendente y es
motivado por sistemas como los mencionados arriba, por su gran
ocurrencia en procesos industriales y de ingenieria, y porque en
la fisica actual tiene gran importancia el conocer cémo un sistema
formado por elementos discretos (granos) 1llega a adquirir un
comportamiento organizado (propiedades de bulto), complejo
(comportamiento como fluido o s6lido), y critico (ocurrencia de
avalanchas). Al menos desde Coulomb [1] se han realizado estudios
tedricos y experimentales en medios granulados; a la fecha hay un
conjunto de resultados que conforman un conocimiento 1limitado a
condiciones experimentales muy especificas e idealizadas. No
obstante, veremos en los siguientes capitulos gque una teoria
general de alcances m&s amplios se ve aGn lejana. Ello motiva un
estudio que se centre en aspectos basicos comunes a todo tipo de
medio granulado; la forma, la rugosidad y el tamafic de los granos
o el contenido de fluido, etc., son propiedades de los medios gque
siempre pueden ser caracterizadas. Nuestro interés sera estudiar
cémo estas propiedades afectan la formacién y evolucién de
avalanchas.

1.2 MEDIOS GRANULADOS

La abundancia de los medios granulados se pone de manifiesto en
la constitucién de los suelos, en la enorme cantidad de arena en
las playas y desiertos, en el almacenamiento de granos agricolas,
en la gran variedad de polvos gue usamos en la vida diaria como
medicinas y alimentos secos, etc.. Sin embargo, las leyes fisicas
que gobiernan estos medios no han sido formuladas con precisién y
alin hoy en dia aparecen fenémenos gue no entendemos ni siquiera de
manera aproximada.

Parege ser que en medios granulados los fendémenos fisicos son
cualitativamente los mismos independientemente de la escala de
magnitud de los sistemas (choques entre granos, flujos
No-Newtonianos, empagquetamientos, etc.); por ejemplo, en el caso
de avalanchas, éstas ocurren en pequefios montones del orden de



centimetros, o en nmontafias con dimensiones del crden de
kildémetros. Es asi poco restrictive trabajar con materiales
granulares ideales. Un medio granulado ideal es un agregado de
granos rigidos de igual tamafio, sin cohesidn, esto es, donde las
fuerzas de corto alcance, salvo las de contacto, son despreciables
(los tamafios de grano en experimentos con materiales granulares
fluctdan entre 10 'mm y 10%mm).

La dindmica de los medios granulados depende criticamente de la
microestructura; por ejemplo, la forma de los agregados granulares
no sbélo se determina por la forma de los granos (las pendientes
caracteristicas cambian para esferas o discos), sino también por
el proceso mecdnico de distribucién de esfuerzos y la geometria
del acomédo o empaquetamiento (fraccidén del volumen ocupado por
los granos en un cierto elemento material).

El empaquetamiento de granos de igual tamafic y forma puede
generar diferentes arreglos (cristalinos o no cristalinos) con lo
cual la densidad local media del agregado y la concentracién local
(gque en sistemas tridimensionales varia del 13 al 74%), cambian
[2-4]. Por ello, para un mismo tipo de grano, podemos tener
diferentes densidades y concentraciones locales.

Agui empaquetamiento y concentracién son sindénimos (son 1la
medida del volumen ocupado por los granos en un elemento de
.volumen dado). No obstante, el empaquetamiento puede dar una idea
geométrica del acomédo de los granos, p.e., un arreglo cristalino
ctbico centrado en las caras de granos esféricos tiene un valor
del empaquetamiento 7=0.52 [2]. La densidad de bulto p en sistemas
ideales es p=np_ donde P, es la densidad de un grano. Si pp=1
(con sus unidades adecuadas de masa sobre volumen), entonces 7=p.

La distribucién de esfuerzos depende del empaquetamiento mismo
Yy en las situaciones est&tica o din&mica, esta distribucidn lleva
a diferentes comportamientos macroscdépicos; forma del agregado,
propiedgdes de flujo, etc.

En el caso estatico los medios granulados soportan esfuerzos
cortantes sin deformacién hasta ciertos valores criticos, ello
parece corresponder al comportamiento de sélidos. En el caso
dindmico los medios granulados se fluidizan, i.e,. se generan



gradientes de velocidad bajo la aplicacién de esfuerzos. Ocurren
entonces dos casos limites de comportamiento global, uno el de
s6lido y otro el de fluido (no necesariamente Newtoniano). Cuando
hay cohesidén ademds de las fuerzas de contacto aparecen fuerzas
electrostéaticas Y si las concentraciones son grandes,
deformaciones en los granos, que nuevamente afectan la
distribucidn de esfuerzos y las propiedades macroscdpicas. Mas
atn, si los granos estan inmersos en un fluido (cuyo flujo a
menudo es turbulento), se tiene una situacién muchisimo més
complicada porque las fuerzas hidrodindmicas afectan el movimiento
de los granos.

A este nivel sélo teorias semiempiricas son aplicables dada la
complejidad del tratamiento hidrodindmico [5-11]. Combinaciones de
las situaciones mencionadas arriba aparecen como las formas més
comunes de medios granulados en la naturaleza y en la industria.
Sin embargo, por simplicidad experiméental, en este trabajo nos
centraremos en el estudio de medios secos y monodispersos
(ideales). »

Los intentos por construir ecuaciones dinémicas para los medios
granulados se basan principalmente en tres enfoques distintos; 1la
teoria del medio continue ([2,12-19], la teoria cinética
{(incluyendo simulaciones del tipo de din&mica molecular) [20-24] ¥y
los autdmatas celulares [25~-27]. Refiriendonos al caso de fluidos,
sabemos que para fluidos Newtonianos la aplicacidén de los primeros
dos enfoques permite deducir ecuaciones formalmente idénticas
(ecuaciones de Navier-Stokes). La aplicacién rigurosa de los
autématas celulares a fluidos estd en discusidén en virtud de que
un fluido es un medio continuo, es decir, un sistema con un nimero
infinito de grados de -libertad, que nunca seradn posibles de
alcanzar a través de simulaciones de computadora.

Debemos comentar gue la naturaleza de los materiales granulares
es discgpta. Surge entonces la pregunta de si adecuados procesos
de promedio, como los del continuo o los de la teoria cinética,
mantienen la rigueza y complejidad que se ve al considerar la
microestructura. La construccidén de cualquier clase de teorias
debe ser critica al considerar este hecho.



En un medioc granulade condiciones similares a 1las que se
proponen para deducir las ecuaciones de fluidos Newtonianos son
dificiles de cumplir, lo que lleva a una considerable complejidad
en la aplicacién de cualquiera de los enfoques (teorias cinéticas
y del continuo) que hasta ahora no ha sido totalmente superada.
Existen varias aproximaciones que son validas en condiciones de
flujo muy restringidas que desde el punto de vista fundamental no
constituyen una teoria general. La aplicacién de autdmatas
celulares a medios granulados ha originado interesantes modelos
tedricos que aunque no se ajustan a los resultados experimentales
han dado un fuerte impulso a las investigaciones sobre avalanchas.

Debido al caracter de este trabajo, que se centra en un punto
particular de la dindmica granular (avalanchas), serd pertinente,
por completéz, revisar brevemente los antecedentes histédricos gque
llevan al estado actual de investigacidén tedrica y experimental en

medios granulados.

1,3 ANTECEDENTES
La fascinacién sobre el hombre de los medios granulados siempre

ha estado presente. Hay refencias en el Coran de la magnificencia
de las dunas en los desiertos A&rabes. Los primeros estudios
cientificos sobre medios granulados se remontan al siglo XVIII y
son debidos a Coulomb [1), quien estudidé el origen de la cedencia
de los suelos. La cedencia es un concepto basico en la ingenieria
civil y es simplemente la condicidén de esfuerzos critica para que,
un suelo, a una pendiente dada ceda debido a su propio peso. Lla
relacién gue encontrdé Coulomb es la misma gue obedece un cuerpo
sb6lido con componente normal N, en un plano inclinado justo antes
de moverse al vencer la friccién estatica, i.e ocurre cedencia

cuando
JT|= N tang + ¢ =Nu + C, (1.1)

donde |t{ es la magnitud del esfuerzo friccional cortante en 1la
direcciétn tangente al plano (recordemos dque el esfuerzo es 1la
fuerza que actua sobre un cuerpo por unidad de &4rea), ¢ es el



&ngulo de friccidén interna (que en la teoria de Coulomb es una
cantidad constante para cada material), g es el coeficiente de
friccidn estatica, y C es la cohesidn del material. Si C=0 se dice
que el material no contiene cohesidén o es no cohesivo. La ecuacién
(1.1) se cumple aproximadamente y surge de suponer gue una capa de
espesor Jx=cte., gque genera un esfuerzo normal N, se desliza
uniformemente.

En la actualidad se sabe que la hipdtesis del movimiento de una
capa uniforme no es correcta porgue el movimiento de la zona de
cedencia es mucho méds complicado. Debido a los margenes de error
aceptados en ingenieria, la relacién (1), adn hoy, se mantiene
como una buena y simple aproximacién [14, 15] y constituye el
primer intento por construir ecuaciones para los medios
granulados.

Hagen [28], .aflos después, se interesd® por entender el
comportamiento del flujo en relojes de arena y fue el primero en
observar que en contenedores llenos a una altura suficientemente
grande de material granular la presién en el fondo es
independiente de la altura. Esto es debido a gue los granos en
contacto transmiten parte de los esfuerzos a las paredes (fendmeno
conocido como arqueo), lo constituye una diferencia cualitativa
respecto a fluidos donde la presidén en el fondo es una funcién de
la altura

Faraday [29], a principios del siglo XIX encontrd gque, al
agitar una caja con arena (cuya superficie libre inicialmente es
horizontal), cambiaba 1la pendiente la su superficie hasta un
dngulo no nulo respecto a la horizontal. Esto constituye una
diferencia cualitativa respecto a 1los fluidos y fisicamente
significa que el material granular soporta esfuerzos cortantes,
sin movimiento, hasta ciertos 1limites. Mas atGn, la inclinacién
puede ocurrir con igual probabilidad sobre cualquiera de las
paredes del contenedor originandose con ésto la pregunta de cual
es el mecanismo que induce el rompimiento de simetria.

E1l concepto de dilatancia fue definido el siglo pasado por
Reynolds [2] como una propiedad que tienen los medios granulados
de alterar su volumen de acuerdo con un cambio en el arreglo de



sus granos. Por ejemplo, si tenemos una masa de granos en el
arreglo mas denso posible (ordered closed packing) y aplicamos una
deformacién cortante en cualquier lugar, el volumen de la masa
aumenta, este fendmeno es puramente geométrico y surge del
reacomodo interno (separacién) de los granos. A nivel dinémico, el
desarrollo de los esfuerzos cortantes origina esfuerzos gque-
tienden a expander el material. Debido a la ocurrencia de
dilatancia, a pequefios o grandes cortes, los medios granulados
también se conocen como materiales dilatantes.

A diferencia de Hagen y Coulomb, que estudiaron las propiedades
de bulto de materia granular poco caracterizada, Faraday Yy
Reynolds realizaron sus experimentos con granos esféricos, esto
es, caracterizaron una propiedad local del material (la geometria
de los granos). El cambio cualitativo en el tratamiento puso de
relieve que los factores geométricos son de primera importancia.

La base de nuestro entendimiento actual de la dinamica granular
fue establecida a través de los brillantes trabajos de Bagnold
[12, 20, 30] realizados a mediados de este siglo. A &l se debe la
caracterizacidn de tres diferentes regimenes de movimiento; el
régimen friccional (dominado por 1las fuerzas de friccidén entre
granos), el régimen de inercia de grano o colisional (donde la
dinamica es principalmente dominada por colisiones no importando
que haya un fluido intersticial) y el régimen macroviscoso (donde
la viscosidad del fluido en el que se encuentra el material
granular domina el movimiento de los granos). Bagnold [20, 30]
también encontré que las propiedades de los medios granulados en
movimiento se alejan de aquellas de los fluidos Newtonianos (esto
es, el tensor de esfuerzos y el gradiente del campo de velocidades
no son proporcionales).

Investigadores de la ingenieria civil [14, 31], de 1la
ingenieria quimica [15, 32, 33)], de la hidrodin&mica (9, 34, 35]
etc., han invertido un esfuerzo considerable en el estudio de los
medios granulados. La finalidad es 1la formulacién de las
ecuaciones de movimiento y las relaciones constitutivas con 1la
intencién de aplicarlas de modo practico. Por claridad, recordemos
que las relaciones constitutivas son relaciones entre el esfuerzo



y la deformacién, p.e., para materiales eldsticos se cumple la ley
de Hooke ax=Eex, donde o, es el esfuerzo elastico, e, es la
deformacién elédstica y E el médulo de elasticidad.

En medios granulados la parte de investigacién basica a seguido
a partir de Bagnold dos lineas principales de trabajo. La de las
teorias microestructurales y las de las teorias de continuo. las
teorias microestructurales consideran la materia granular en sus
constituyentes mas béasicos, los granos. El programa de trabajo a
partir de estas consideraciones es similar al de 1la teoria
cinética [21-23] donde se consideran cierto tipo de propiedades y
de interacciones de los granos. Ecuaciones de movimiento vy
relaciones constitutivas se han conseguido para ciertos margenes
de concentraciones y de gradientes de esfuerzos. No obstante,
algunas de las hipdétesis y conclusiones en estos estudios no son
satisfactorias. Revisién y criticas de estos modelos seréan
presentadas en el capitulo 3. ’

Las teorias del continuo en medios granulados surgen desde
Coulomb y dependiendo de 1la situacién estatica (14, 36], o
dindmica [15, 19, 34], modelan la materia granular como sdlido o
como fluido con propiedades reoldgicas obtenidas del experimento.
Exitos parciales de estas teorias aparecen en el caso estatico y
en dos o tres configuraciones din&micas muy idealizadas
(especificamente en los sistemas de canal inclinado, arcones de
almacenamiento i.e., relojes de arena, y cilindros concéntricos)
[33, 37, 38]. Conexiones entre el caso est&tico (dominado por
friccién) y el dindmico (dominado por colisiones) son el motivo de
los estudios mas recientes (teorias cinético-friccionales) ([32,
33]. En el capitulo 3 presentamos una discusién de las teorias del
continuo, las teorias cinético-friccionales no se discuten porque
contienen la misma problemitica que las teorias cinéticas, en las
cuales se basan.

'Reciggtemente, a partir de los trabajos sobre Criticalidad Auto
Organizada de Bak, Tang y Wiesenfeld [25] y de otros autores [27],
el tema de los medios granulados ha sido considerado por la
comunidad de fisicos. Los estudios en Criticalidad Auto Organizada
suponen gque existe una situacién critica (el angulo de reposoc en



avalanchas, er) bajo la cual un montédn de granos, formado por
agregacién discreta y azarosa de granos, produce avalanchas a
angulos mayores gque er, correlacionadas temporal y espacialmente.
Correlacién temporal es que la ocurrencia de una avalancha depende
de las anteriores. En la correlacién espacial el movimiento de un
grano sobre la superficie libre afecta el movimiento de los otros
(correlacién de largo alcance). Mas atn, un estado criticamente
organizado se alcanza cuando ocurren avalanchas de todos los
tamafios y tiempos de duracidén. M&s claramente, las distribuciones
de tamafios y de tiempos obedecen leyes de potencias lentamente
decrecientes.

Se ha probado a partir de estudios experimentales [39, 40] gue
las avalanchas en medios granulados reales no presentan
correlaciones y distribuciones de este tipo. Sin embargo, modelos
de Criticalidad Auto Organizada son de utilidad en otras &reas de
la fisica [41] porque introducen autdématas celulares que de otra
manera hubieran sido dificiles de justificar. Mayor discusidén de
autématas tipicos en Criticalidad Auto Organizada y en avalanchas
reales serd presentada en el capitulo 3.

La discusidn previa ilustra gque el interés por los medios
granulados se ha dadoe en distintos grados y con diferentes
enfoques. Una constante en todos los estudios es el papel que ha
jugado 1la experimentacidén, cualitativa y cuantitativa, en 1la
formulacién o en la critica de las teorias.

1.4 OBJETIVOS DEL TRABAJO

Nuestro objetivo central en este trabajo serd mostrar 1la
dependencia de los &ngulos, y de otras cantidades asociadas a
éstos, respecto de las propiedades microestructurales del material
como la forma, el empaquetamiento, la rugosidad y el tamafio de los
granos y del tamafio y dimensionalidad de los contenedores.
Estudiog.que hasta ahora no han sido realizados y que mostraremos
son basicos en la formulacién de teorias para estos medios.

Despues de justificar la necesidad de nuevos estudios en
avalanchas, presentaremos un estudio experimental gue, a partir de
las propiedades de bulto (los &ngulos de inclinacién de las



pendientes), nos permitira entender cualitativamente el origen y
evolucién las avalanchas en términos de variaciones en la
densidad de bulto (cambio en el arreglo de los granos), y en los
mecanismos de disipacién de energia (friccionales y colisionales).
Entendemos a los &angulos como una propiedad de bulto ya gque se
reguiere de una gran cantidad de granos para hablar de &ngulos
caracteristicos del montédn.

El método que utilizaremos serd el del cilindro circular
giratorio, descrito mas adelante, el cual permite la generacién de
avalanchas continuas e intermitentes. Los efectos de
dimensionalidad, de frontera, y de tamafio finito seran explorados
para una clase de sistemas. El estudio experimental y su discusién
lo presentamos en al capitulo 2. En el capitulo 3 discutiremos las
teorias béasicas que en la actualidad describen aproximadamente
algunos de 1los regimenes estédticos o dindmicos de 1los medios
granulados. Mostraremos que las teorias del continuo (teoria de la
plasticidad), pueden brindar una adecuada descripcién del proceso
de origen y evolucidén de avalanchas. En este capitulo discutimos
también, de un modo critico, las teorias cinéticas y de autématas
celulares y la aplicacién de éstas (bajo ciertas aproximaciones)
al problema de las avalanchas. Mostramos que dichas teorias no
permiten aGn encontrar buenos resultados al problema.
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CAPITULO 2

ESTUDIO EXPERIMENTAL SOBRE LA FORMACION Y EVOLUCION DE AVALANCHAS

2.1 INTRODUCCION

La formulacidn precisa de las ecuaciones dindmicas para medios
granulados es una meta ain ho alcanzada. En el capitulo 1
mencionamos gque la dificultad en el tratamientc tedrico ¥y
experimental puede darse a dos niveles: Uno en el cual la
composicién misma del material es compleja, por ejemplo, en los
llamados flujos de desechos [10] hay una gran dispersidén de
tamafios y formas de granos que se mezclan con agua y aire de
manera no homogénea. Otro nivel de complejidad se presenta cuando
el flujo mismo es dificil de caracterizar porque pueden coexistir
zonas con regimes laminares y turbulentos y al mismo tiempo
regiones con propiedades reolégicas muy diferentes [9, 38]. En
este capitulo limitaremos experimentalmente esa complejidad de tal
forma que podamos caracterizar plenamente la composicién del medio
y una vez logrado ésto estudiar la din&mica del flujo.

El fendmeno que nos ocupa en este trabajo es el de entender y
explicar, con base en los experimentos, la formacidén y evolucién
de avalanchas. La ocurrencia de una avalancha es un fendmeno de
bulto y en él estan involucrados muchos factores; El
empaquetamiento granular, la disipacidn de energia por colisiones
inelisticas y fricecidén, la distribucidn de esfuerzos, las
propiedades del flujo, etc.. Por medio de 1la medicién de
propiedades de bulto investigaremos que influencia tienen algunos
de estos factores.

Por claridad, consideremos el caso ideal en el cual tenemos una
superficie horizontal sobre la que generamos, bajo la accién de la
gravedag, un montdén de granos por apilamiento. Observamos que el
montén forma &ngulos respecto a la horizontal. Estos &ngulos son
de dos tipos: aquellos bajo los cuales, si se interrumpe el
proceso de apilamiento, no ocurre ningun movimiento del montén, y
otros en los que al interrumpir dicho apilamiento ocurre un

11



deslizamiento de la superficie libre del montén. Mas afin, cuando
ocurre un deslizamiento ,i.e., una avalancha, los &ngulos respecto
a la horizontal son maximos y al terminar el deslizamiento 1los
&ngulos son minimos. Los valores medios de los &angulos serén
llamados a&ngulos maximo ($m) y de reposo (ér), respectivamente.

Como mencionamos anteriormente nuestro interés central serad el
de mostrar la dependencia de los &ngulos respecto del tamafio de
los contenedores y a la s propiedades del material.

Franklin y Johanson [42] propusieron en 1959 un dispositivo
para la generacién de un gran nGmero de avalanchas (ver méas
adelante, Fig. 4). Este es un cilindro circular horizontal que
gira a baja velocidad &ngular, y gque estd 1lleno a una cierta
porcién de su volumen de material granular seco. En el presente
capitulo describimos como dicho dispositivo se usa para estudiar
experimentalmente los &ngulos caracteristicos y otras cantidades
asociadas con las avalanchas. En la ‘seccién 2.2 discutimos los
resultados experimentales hasta ahora conocidos y planteamos la
necesidad de nuevos estudios. En la seccién 2.3 realizamos nuevos
estudios basados en los eféctos de frontera, dimensionalidad, y
tamafic finito de los contenedores en el sistema del cilindro
circular giratorio. Finalmente, en la seccidén 2.4 discutimos los
principales resultados encontrados.

2.2 EL ESTADO DEL ARTE EN ESTUDIOS EXPERIMENTALES SOBRE AVALANCHAS
A nivel experimental la generacién de avalanchas en sistemas
ideales es muy variada. Historicamente, el primer método de
generacién de avalanchas que conocemos es el propuesto por Faraday
[29]. Su dispositivo consistia en cajas de vidrio con arena que
agitaba verticalmente a una cierta frecuencia. »
Faraday observé que, dependiendo de la amplitud y de 1a
frecuencia de la oscilacién (entre 10 y 100 Hertz), la superficie
libre de 1la arena, gque originalmente era horizontal, podia
cambiar. Primero, al aumentar la frecuencia ( de 0 a 20 Hertz) se
generaban montones sostenidos por alguna de 1las paredes del
recipiente, y después, a una frecuencia critica (ligeramente mayor
que 20 Hertz), aparecian montones simétricos en el centro del
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contenedor, gque eventualmente alcanzaban el &ngulo de reposo 6.-
(que tiene un valor particular para cada material). Al alcanzar el
sistema el &ngulo de reposo (con las vibraciones mantenidas) se
producian avalanchas. Si las vibraciones no se mantuvieran el
angulo de reposo no permite la generacién de avalanchas, son las
vibraciones la causa de que atn a 8_ aparezcan avalanchas. En
nuestros experimentos este efecto no es explorado.

Faraday y otros autores [43, 44] explicaban este fendmeno cdmo
una conveccién ascendente de granos desde el fondo producida por
el agitamiento y por la influencia del aire filtrado durante 1la
agitacidén. De esta forma ocurriria una corriente de granos, desde
el fondo, que generan la avalancha, i.e., la inestabilidad en la
superficie libre. Recientemente [45), se ha mostrado por medio de
experimentos gue el montén central es independiente de la forma
del contenedor y que la influencia del aire en la generacidn de
avalanchas atin a altas frecuencias es despreciable. Estos
experimentos [45, 46], a diferencia de los resultados previos de
Faraday [([29], Evesque et al ([43], y'Laroche et al [44], muestran
que ocurre una zona de inestabilidad en la parte superior del
montén y otfa zona donde, aGn a altas frecuencias, el resto del
montdn se mueve cémo un sélido durante vibraciones, i.e, no hay
conveccidén o ésta es intermitente. La inestabilidad se origina (en
un material compuesto de canicas de vidrio de diémetro 2.99 mm)a
una aceleraciédn de la mesa vibrante de I‘c=(1.210.05)g, i.e.,
ligeramente mayor que la aceleracién, g, de la gravedad. La zona
de inestabilidad durante vibraciones tiene un grosor uniforme dado
por hr= I1T(I'), donde IT(I') es el "grosor de movimiento" o "grosor
de invasién" definido por el grosor de 1la capa donde hay
fluidizacién a la amplitud I' > I"c. El origen de nuevas avalanchas
es propiciado por disparos cuasiperidédicos hacia arriba de
material granular en el centro del montdén. El mecanismo que limita
la ampli‘tud del disparo involucra a la friccidén y a 1los choques
entre granos.

La introduccién de vibraciones permite hacer una analogia del
comportamiento de 1los medios granulados con el de un gas, es
decir, es posible tratar el problema del movimiento de un material
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granular a partir de la teoria cinética. A 3juicio de algunos
investigadores [16-18, 21-24] 1lleva a la aparicién de una
temperatura efectiva o temperatura granular. En efecto, en 1la
teoria cinética la temperatura de un gas clésico estd relacionada
con las fluctuaciones en la velocidad respecto a la velocidad de
la corriente media u. Asji, T=§m<cz>, donde T es la temperatura,
C=c-u es la velocidad peculiar, es decir, la velocidad relativa de
una particula respecto al flujo macroscdpico, ¢ es la velocidad de
las particulas de masa m respecto a un sistema de referencia, y u
es la velocidad media de bulto. De acuerdo a los experimentos de
Evesque et al [45] esta temperatura es nula en la parte que se
mantiene sélida en los sistemas con vibraciones verticales. De
esta forma la introduccién de teorias cinéticas para describir la
parte no fluidizada no aporta nada nuevo Yy simplemente da un
criterio para formalmente fijar la temperatura granular, en la
parte con movimiento de sé6lido, como céro.

Hay otros experimentos, pero ahora en mesas con Vibraciones
horizontales, en los cuales se producen avalanchas sobre montones
de granos. De esta forma Goodman et al [47], construyeron un
dispositivo pafa ver cémo un montdén de arena (Monterrey Sand),
justo a su &ngulo de reposo, responde a estas vibraciones. Goodman
et al encontraron gque el desplazamiento, x, medido respecto a la

base inferior del montdn, sigue la ley, x = xl/fz, donde x,es el

£
desplazamiento para una frecuencia de un ciclo por segundo y, X

es el desplazamiento a una frecuencia f, mayor que un hertz. Un;
revisioén critica de este resultado, similar al hecho por Evesque
et al [45] con vibraciones verticales, no ha sido realizada.
Mencionamos en la seccidn 1.3 que uno de los enfoques teéricos
mis atrayentes es el de la Criticalidad Auto Organizada (CAO)
[25]. Fisicamente, la CAO establece que existe un estado critico
(dngulo de reposo en el caso de avalanchas) a partir del cual
ocurren eventos de todos los tamafios (un evento en este caso es la
ocurrencia de una avalancha). A diferencia de un fenémeno critico
de segundo orden en el cual la longitud de correlacidn espacial se
hace infinita y ocurre a un valor experimental bien caracterizado
(el punto critico) en CAO existe en punto critico a partir del
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cual eventos de todos los tamafios pueden ocurrir a distintas
escalas de tiempo. En la teoria de fendmenos criticos el tiempo no
aparece, por lo que, como veremos enseguida, la analogia puede
esconder la riqueza de la dinémica.

En CAO la ocurrencia de eventos en todas las escalas de tiempo
implica que éstas estadn correlacionadas temporalmente y que el
punto critico es un atractor, en el espacio fase, para el sistema
dindmico. El1 sistema dindmico para avalanchas con CAC tiene 1la
peculiaridad de que los eventos son supercriticos ya que estos
pueden ocurrir a valores mayores o iguales al angulo de reposo; el
fendmeno critico no se observa igual arriba del punto critice
((e>er) que abajo de él (9<6r). En el caso de avalanchas el
atractor seria el &ngulo de reposo 6., en la medida de que a
partir de &l la ocurrencia de avalanchas de todos los tamafios, en
todos los tiempos de duracién de avalanchas y entre avalanchas, es
posible. Modelos de autdématas celulares con CAO [25-27] llevan a
que la distribucidn de tamanos (F) y de tiempos (T) de avalanchas
obedecen, en varias décadas, leyes de potencias de la forma F° y
7° (con a y b>0).

El comportamiento'de estas distribuciones lleva a que el ndmero
de eventos (tamafios y tiempos de avalanchas) es muy grande cerca
de 6y a medida que se aleja uno, en varias décadas, de er.'el
nimerc de eventos disminuye siguiendo una ley de potencias. Puede
mostrarse [25] que cuando las distribuciones de eventos son leyes
de potencias, sus espectros de potencia (que de acuerdo el teorema
de Wiener-Khintchine son la transformada inversa de Fourier de la
funcién de correlacién) obedecen también una ley de potencias en
la frecuencia f, del tipo £ %, con a>0.

Jaeger et al [40] realizaron experimentos de avalanchas en
cilindros circulares cerrados (llenos hasta la mitad de su volumen
de material granular seco) qgue rotaban a baja velocidad angular y
en sistgmas abiertos que bajo avalanchas vaciaban sus granos en
capacitores capaces de detectar hasta un grano. El material
granular consistia de grupos monodispersos de canicas de vidrio de
di&metros entre 0.07mm y 0.54mm. La distribucién de tiempos entre
avalanchas At, y de tiempos de duracién de avalanchas AT, para
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cilindros con razén de aspecto (ancho/largo) desde 1/3 a 3 y
velocidad angular 0=1.3°/minuto, son mostradas en las figuras 1(a)
y 1(b). Las distribuciones de los tiempos caracteristicos muestran
claramente que las distribuciones esperadas de los modelos de CAQ
no ocurren. La distribucién de "tamafios" de avalanchas se obtiene
de mediciones del cambio en la capacitancia; la serie de tiempo
para un experimento tipico es mostrada en la figura 2. Nbtese que
avalanchas de unos pocos granos son también detectadas ya que el
cambio en la capacitancia es proporcional a la cantidad de granbs
que caen al capacitor.

o o.
D(At) D (At )
. O:'U
Q.1
0.05%
, 00035360 ® cags. % ! z > segs.
(a) ‘ (b)

Fig. 1. (a) Distribucién de tiempos entre avalanchas, D(At), y de
duracién de avalanchas, D(At), para un sistema de canicas de
vidrio de 0.54mm, con Q=1.3°/minuto [40].

o T,

2

1 (10%seq)

Fig. 2. Serie de tiempo para el cambio en la capacitancia en un
semicilindro con Q=1.3°/minuto y canicas de vidrio de 0.54mm [40].

El espectro de potencias, S(f), para la serie de la figura 2 se
muestra en la figura 3 (en escala log-log). El primer pico de
derecha a izquierda en el espectro estd asociado con la frecuencia
1/At (At es el tiempo medio entre avalanchas). El ancho en el pico
para f=1/At esta asociado con la dispersién en los valores de At.
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La caida de la curva a partir de la frecuencia 1/AT y mayores
(donde AT es el tiempo medio de duracién de avalanchas) est4
asociada con la dispersidn de los valores individuales de estos

tiempos.

o] 1

-3 -2

-1
1°g1of {sec™%))

Fig. 3. Espectro de potencia para la serie de la figura 2 (curva
sélida). 1/At es la frecuencia asociada con el valor medio del
tiempo entre avalanchas. Como referencia la linea punteada es el
espectro 1/f [40].

La aparicion de un ancho en el pico 1/At indica desde el punto
de vista experimental la cuasiperiodicidad para los eventos At
(tiempos entre avalanchas), que serid discutida en la seccién
siguiente en relacidén con nuestros experimentos. El espectro de
potencias esperado por la CAO se muestra como referencia. La

-conclusién experimental es que la descripcién de avalanchas y sus
consecuencias a partir de la teoria de CAO no es correcta, por lo
' menos para estos experimentos.

Recientemente Held et al [48], construyeron un dispositivo para
mostrar que pequefias avalanchas presentan CAO. Su dispositivo
experimental consistié de una placa circular horizontal de 4cm de
diametro sostenida por una balanza capdz de detectar pesos de
0.0001 gramos. Granos de arena con pesos promedios de 0.0006
gramos fueron depositados individual y azarozamente desde una
recipiente gue se encuentra a una altura constante. Avalanchas
hasta dé'un grano fueron detectadas.

Los resultados de la medicién de un gran nGmero de eventos
parecen indicar gue ocurren avalanchas de todos los tamafios y
tiempos, compatibles con el tamafio del sistema. Sin embargo, los
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mismos autores realizaron el experimento en una placa circular de
8cm de diametro y la distribucién de eventos fué muy similar a la
mostrada en la figura 2, con lo cual se origina la pregunta de
cudl es el efecto del tamafio finito de los contenedores sobre las
distribuciones de eventos. La pregunta ha merecido al menos dos
respuestas: Una, conectada con el experimento anterior, es debida
a Liu et al [49], que argumenta gque hay una longitud
caracteristica I de 1la superficie 1libre del montén granular
(L=30d, con d el diametro de grano), abajo de la cual el tamafio
finito de los granos no permite distinguir entre el a&ngulo de
reposo Yy cualquier otro &ngulo en el gque se originan las
avalanchas. Esta respuesta sd®lo es vdlida en contenedores abiertos
como los del experimento de Held et al ([48]. Otra respuesta la
proponemos en este trabajo y es, como veremos en la siguiente
seccidn, gue en contenedores cerrados, a medida que el sistema
disminuye su tamafio (relativo a los granos) la diferencia entre
los &ngulos medios 5._ y Bm aumenta. Esto permite inferir que las
condiciones de esfuerzos en contenedores abiertos o cerrados
introducen de diferente manera los efectos de tamafioc finito. En la
discusién de la seccién 2.4 trataremos nuevamente este punto.

Otros grupos experimentales ({39, 40] han probado gue para
avalanchas grandes (L>30d) no ocurre CAO, sin embargo la pregunta
de cudl es el efécto del tamafio finito de los contenedores
cerrados sobre los &ngulos permanece aGn poco explorada, en la
seccién siguiente discutimos mediante experimentos é&sta y otras
preguntas.

Los resultados experimentales anteriormente descritos muestran
claramente que los medios granulados, y en particular, el problema
de las avalanchas presentan peculiaridades que dificultan la
formulacién precisa de teorias. Nuevos experimentos, presentados
en este trabajo, permitiran justificar el uso de teorias plasticas
para modslar el régimen de avalanchas.

2.3 NUEVOS ESTUDIOS EN EL SISTEMA DEL CILINDRO CIRCULAR GIRATORIO
a) Disefio del Experimento

En apariencia los &ngulos caracteristicos de avalanchas no
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deben de depender del tamafio de los granos (recordemos el ejemplo
dado al inicio de 1la seccién anterior en el cual construiamos
montones de granos, bajo la accién de la gravedad, sobre una
superficie horizontal infinita). No obstante, experimentalmente
los montones de granos estdn confinados en recipientes de tamafio
finito. Aparece entonces una relacién de la forma (tamafio de
contenedor) / (tamafio de grano) que, como veremos en este trabajo es
fundamental en la manera en la que se distribuyen los granos y en
el origen y evolucidén dindamica de las avalanchas. Podemos entonces
plantearnos las siguientes preguntas:

I. ¢Cémo afecta la relacién [tamaiio de contenedor/tamafio de grano]
los angulos mismos i.e. la distribucién de esfuerzos?.

II. ¢En promedio los angulos caracteristicos dependen de la forma
y tamafio de los granos?.

IIXI.:¢Dependen los angulos de la® dimensionalidad de los
contenedores, esto es, si los montones estan confinados a 2 o 3
dimensiones?.

IV. ¢La rugosidad es un factor esencial?.

V. ¢Cudl es la zona de movimiento en las avalanchas?.

VI. ¢Existe alguna correlacidn entre avalanchas?.

Cualquier teoria completa de medios granulados debe incluir
estos factores.

En la investigacién sobre medios granulados es critico el
contar con experimentos que respalden u orienten las teorias
propuestas. Para dar respuesta a las preguntas arriba planteadas
desarrollamos un conjunto de experimentos en el sistema del
cilindro circular giratorio [42].

El dispositivo experimental, como se ilustra en la figura 4,
consiste de un cilindro circular horizontal de di&metro D y
longitud L. El1 cilindro es girado a velocidades angulares
constantes muy bajas , entre 0.03 y 3rpm, Yy es 1llenado
exactamente a la mitad de su volumen de material granular bien
caracterizado. En nuestro caso trabajamos con dos grupos de
cilindros circulares de acrilico.
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camara

Fig. 4. Dispositivo Experimental: Cilindro circular con eje
horizontal.En el grupo A (ver texto), D es fijo y L variable. En
el grupo B, D es variable y L es fijo.

El grupoc A (que llamaremos sistemas tridimensionales) consiste
de cilindros de diametro D=14.6cm, con paredes lisas, a los cuales
se les varid la longitud desde 0.7cm hasta l1é6cm.

En el grupo B los cilindros son de diémetro variable, paredes
rugosas (formadas de granos similares al del material granular) y
tienen longitud L, gque es ligeramente mayor que el diametro d de
los granos. Asi, el movimiento de los granos se realiza entre dos
placas circulares verticales. Los dismetros de estos cilindros se
variaron entre 1l4.6cm y 48cm. Para todos los sistemas del grupo B,
gue llamaremos bidimensionales, L=d-+0.6mm.

Conviene aclarar, con el fin de evitar confusién, que los
granos en los sistemas bidimensionales realizan su movimiento,
durante avalanchas, sobre un plano y en ese sentido entendemos los
sistemas bidimensionales. En 1los sistemas tridimensionales los
granos se mueven a lo largo, ancho, y alto (respecto a 1la
pendiente critica) y en este sentido entendemos los sistemas
tridimensionales.

El material granular consistié de varios grupos de canicas de
vidrio de diametros constantes, 1lisas al tacto o 1ligeramente
rugosas, con tamafios desde 3.18mm a 6.28mm (con dispersién
relativa de 0.01%), fichas circulares de plastico de 2.3cm de
didmetro por 2.2mm de espesor y de 2.88cm de di&metro por 2.7mm de
espesor (con igual porcentaje de dispersién que la canicas) y
arena redondeada de Ottawa con dispersién de tamafios medios en el
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intervalo de 0.54mm a 0.84mm. Experimentalmente podemos
caracterizar dos tipos de densidades; aquella llamada densidad de
bulto, que es la densidad media de los granos y el medio en el que
estan contenidas (aire, agua, lodo, etc.) y la densidad de cada
grano, gque en este trabajo denominaremos dgenéricamente como
densidad de grano. La densidad de las canicas es de 2.4Sgr/cm3, la
de las fichas de 1.05gr/cm3 y la de 1la arena de 2.5Bgr/cm3. La
eleccidn de canicas y fichas fué hecha para evitar dos de las
principales dificultades cuando se caracteriza al material
granular: las definiciones de forma y tamafio [50-53].

La dificultad al caracterizar el tamafio de un grano muy
irregular estriba en el hecho de que pueden haber una longitud
maxima, una minima y un promedio o combinacién de ambas que no han
sido universalmente aceptadas en 1la 1literatura [51, 52]. Mas
dificultades surgen en las definiciones cuantitativas de la forma,
donde una gran cantidad de para&metros existen para caracterizarla.
No obstante, la gran mayoria de los autores toman a la esfera o al
disco como patrones de referencia [51, 53]. La arena de Ottawa,
que la usamos aqui para comparacién, fué tamizada dentro del
interv&lo mencionado y muestreada para obtener la distribucién de
tamafios.

Durante la realizacidn de los experimentos se tuvo especial
cuidado  de eliminar la grasa de las paredes de los cilindros y en
mantener las arenas secas para evitar cohesién. Las velocidades
angulares que se manejaron fueron de 0.06rpm, 0.07rpm, O0.08rpm,
0.1lrpm, 1 rpm y 2rpm. Al limitar el espectro de velocidades se
gand precisién en éstas; todas las velocidades tienen alrededor de
0.01% de error. Con algunos cilidros trabajamos a velocidades
angulares muy bajas (menores dque O0.1lrpm) con la finalidad de
evitar efectos inerciales sobre los granos (y sobre los &ngulos de
avalancha) en los sistemas de diadmetro muy grande. Asi, los
valores de los &ngulos y de los tiempos de avalanchas en los
sistemas lentos dependen poco del giro de los cilindros.

El lento giro produjo avalanchas gue se filmaron con una camara
CCD SONY a una velocidad de obturacidén de 1/60 de segundo. La
reproduccidén de la pelicula en nuestra céAmara es de 30 cuadros por
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segundo. La filmacién de las avalanchas se realizdé después de
poner a girar los cilindros al menos 10 minutos. Esto tiene como
objeto eliminar cualquier posible dependencia en las condiciones
iniciales y eliminar la posible estructuracidén que puede ocurrir
adn en pequeiias muestras monodispersas en los sistemas
bidimensionales [54].

El lento giro de 1los cilindros, a una velocidad angular
constante dada, tiene la finalidad de cargar los sistemas a razén
de/dt=Q=constante y mantener pequefia la velocidad tangencial Qde
los granos (v=Qr) con el objeto de no introducir efectos
inerciales. Ello significa también gque el esfuerzo tangencial
sobre 1la superficie del montdén aumenta y el esfuerzo normal
disminuye generandose una situacidn critica de esfuerzos gque
origina el movimiento de 1la superficie 1libre (condicién de

cedencia)

b) Experimentos en Dos Dimensiones

Conviene recordar que estamos interesados en caracterizar los
angulos y 1los tiempos (de duracién y entre) avalanchas.
Mostraremos dque cuando 1los efectos de- tamafio finito son
importantes estas cantidades dependen de la microestructura del
material granular (tamafio y rugosidad de los granos). Por claridad
debemos hacer ver los siguientes hechos: en todos los experimentos
’ en cilindros pueden caracterizarse dos pardmetros, uno relacionado
con el contenedor, gque se conoce como la razdn de aspecto T,
definido por I'=sancho/largo (en el caso de cilindros I'=D/L) y otro
que da una medida del tamafio del los contenedores en términos de
diametros de grano, D/d (un tercer paré&metro que depende de T y de
D/d es la cantidad L/d).

Para los sistemas bidimensionales, descritos en la seccidn
anterior y llenados hasta la mitad, las dimensiones del contenedor
pueden ger expresadas a través del cociente s=D/d, que es también
una medida de cuantos granos caben a lo largo del diadmetro de un
cilindro dado. En los sistemas tridimensionales s es constante
porque nuestros experimentos fueron hechos en cilindros con
D=14.3cm y con granos rugosos de diametro d=3.18mm, en este caso
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definimos otro parametro que es 1l=L/d, que mide cudntos granos
caben a lo largo de los cilindros.

En la medicidn de los &ngulos y de los tiempos caracteristicos
de avalanchas siguimos dos criterios: El primero consiste en que
avalanchas de muy pocos granos (menos de cuatro) fueron
despreciadas (debido a la dificultad de su observacién, porque son
eventos muy poco frecuentes y porque no dan cambios significativos
en los &ngulos). El1 segundo criterio consiste en que el inicio y
terminacién de avalanchas se determina de manera visual cuando el
primer grano se mueve (inicié) y cuando el Gltimo deja de hacerlo
(término). Los tiempos de inicio y terminacién estan determinados
hasta 1/60 de segundo, que es la resolucién de la cémara. La
resolucién en la medicién de los &ngulos es de 1/2°. La figura 5
jlustra las cantidades medidas, i.e., el angulo de reposo e_, que
es el angulo al que relaja el sistema después de una avalancha, el
angulo ¢m, que es el angulo al gque se dispara la avalancha, la
velocidad angular 2, el tiempo entre avalanchas, At, y el tiempo
de duracidén de avalanchas, At.

Fig. 5. Angulos y tiempos caracteristicos de avalanchas. AT es el
tiempo de relajacién de una avalancha al pasar de ¢m ae.

En un experimento, en donde los di&metros de canica y de
cilindro son constantes y la velocidad angular es fija, generamos
un gran‘nﬁmero de avalanchas individuales (del orden de 100). Cada
valor medio ér y $m de los &ngulos y At y AT de los tiempos 1lo
conseguimos con alrededor de 100 mediciones individuales de e,
¢m, At y At.
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En los sistemas bidimensionales trabajamos con varios grupos
monodispersos de canicas con di&metros de 3.18mm, 5.15mm y 6.28mm,
por lo cual la 1 de estos sistemas varia entre 1.09 y 1.18, que
para propdsitos experimentales es constante y no es tomada en
cuenta en el andlisis de los resultados. De igual forma la razén

', toma valores entre 20 y 50 que son mayores en un
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Fig. 6. Distribucién tipica de 1los A&ngulos I ¢m para

experimentos en dos o tres dimensiones (las figuras corresponden
en este caso a un sistema tridimensional con 1=6 y Q1=0.1lrpm).

Experimentos de Evesque et al [39] y de Jaeger et al ([40]

mostraron que las avalanchas en cilindros rotantes presentan

cuasiperiodicidad, es decir, At, el tiempo entre avalanchas, y AT,

el tiemgo de duracién de avalanchas, no son constantes sino que

varian alrededor de un valor medio. En nuestros experimentos los

mismos resultados de cuasiperiodicidad son reproducidos.
Durante la deneracién y evolucién de avalanchas intervienen

muchos factores (reacomodo de granos y disipasién de energia
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durante el movimiento) gque complican la dinamica. Desde un punto
de vista simple (i.e. prescindiendo de tal complicacién) 1la
generacién y evolucién de avalanchas en un experimento a velocidad
angular constante se veria como el ilustrado en la figura 7.

i

'
L
L
o
o
v
)

Te e t

At AT

Fig. 7. Modelo simple de la formacidén y evolucién de avalanchas en
el sistema del cilindro que rota a velocidad angular constante.

En la figura 7 el paso de ar a ¢m se realiza en un cierto
tiempo At y relaja en otro tiempo At.' E1l incremento lineal entre
6. Y ¢m es debido a que el aumento del &ngulo respecto al tiempo
es constante en los cilindros rotantes. Esto es facil de
justificar si tomamos en cuenta que los cilindros estan llenos
hasta la mitad y que do/dt da el cambio del &ngulo en el tiempo,
que es constante y es la velocidad angular. La evolucién de 8 (el
angulo entre CHE 4 ¢m) al pasar de ¢m a er no necesariamente es
lineal (no lo podemos medir en los experimentos), pero puede ser
supuesto lineal si tomamos en cuenta que At es pequefio respecto a
At.

Para el cdlculo de los espectros de potencia (que proporcionan
informacién sobre 1la existencia de ©periédos y frecuencias
caracteristicas) es preciso contar con valores de los &ngulos a
intervalos de tiempo constantes. En los experimentos reales 1los
éngulos varian alrededor de un valor medio (fig.6), tambi&n ocurre
cuasiperiodicidad con lo cual las series de tiempo no son tan
uniformes como las de la figura 7. Resulta entonces necesario
hacer u;; interpolacién para calcular los valores de los &ngulos.
Realizamos una interpolacidén 1lineal y elegimos como periodo
fundamental A€, un resultado tipico de una serie de tiempo con
esta interpolacién es el mostrado en la figura 8. Experimentos con
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otros valores de s o de 2 o con sistemas tridimensionales

proporcionan series similares.

sa
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0 i 800 s24gS,

Fig. 8. Evolucién experimental de los &angulos como funcién del
tiempo para un experimento tipico de avalanchas (en este caso
Q=0.1lrpm y s=84.8). ’

A partir de 1la aproximacién experimental antes descrita
(interpolacidén) calculamos los espectros de potencia.

El espectro de potencia S, de la serie de tiempo {a(t)} (donde
t=0,...,N-1, son los tiempos unitarios y « el &ngulo 8), se define
[565] como la norma de la transformada de Fourier de dicha serie:

N-1

F(f)= Y a(t)exp[-2mift/N], (2.1)

t=0 .
donde n=0,...,N-1. En el calculo de F(f) usamos como tiempo
unitario el valor medio de At. El espectro de potencia S=|F(f)]| es
una funcién real de f. Debe observarse dgque en nuestros
experimentos los valores que resultan de la interpolacién lineal
son en realidad las derivadas de/dt, por lo que los espectros de
potencia para los &ngulos se obtienen al multiplicar por 1/ (At)
los espectros para las derivadas. Los espectros de potencia
encontregos tienen la forma del espectro de la figura 9 que no
muestra una diferencia importante entre los <casos bi o
tridimensionales.

Nuestros espectros de potencia para los &ngulos no muestran una
diferencia cualitativa respecto a los espectros encontrados por
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otros autores [40] (fig.3), pero si respecto a Criticalidad Auto
Oorganizada (CAO). La frecuencia 1/(At) se manifiesta en el primer
pico, de derecha a izquierda, del espectro; el ancho de este pico
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o
e W \\\\ -~
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-3 . AE
logm(l/At) o logwf

Fig. 9. Espectro de Potencia para una serie de tiempo tipica bi o
tridimensional (en este caso Q=0.1lrpm, s=70, At=12.6 y
log[1/8t]=-1.1). Como referencia se ilustra el espectro 1/f de la
CAO. .

muestra la dispersidén en los datos (cuasiperiodicidad). La caida
del espectro para valores mayores gque 1/(AT) implica la mayor
disperidén asociada con AtT. ‘

El espectro 1/f no se manifiesta para nuestros sistemas, como
podria esperarse de los argumentos de Liu et al [49]. Su argumento
" b&sico consiste en suponer que para sistemas muy pequefios (L=30d,
donde L es el diadmetro de los cilindros y d el didmetro de grano)
la diferencia entre 6y ¢ es pequefia y da origen a valores de
los dngulos casi indistinguibles entre si que siguen
distribuciones aproximadas por leyes de potencias. En nuestros
experimentos, como -veremos adelante, estas diferencias no son
pequefias y no siguen leyes de potencias, como se ve de las
distribuciones de la figura 6.

En los experimentos en dos dimensiones exploramos varios
efectosz.Primeramente estudiamos el efecto de cargar los sistemas,
a velocidad angular constante do/dt=0=0.lrpm. como en el modelo de
la figura 7. Esto fué hecho para diferentes tamafios de contenedor
y de granos de manera que s fuera creciendo, asimismo la longitud
de los cilindros 1l=L/d se mantuvo constante. El cambio en s fué
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hecho por dos vias alternativas. s puede crecer al aumentar D, el
dismetro de los contenedores (con d fijo), o disminuyendo el
didmetro d de las canicas o discos (con D fijo). Realizamos
experimentos en esta direccidn y medimos los &ngulos y los tiempos
de avalanchas para valores de s desde 20 hasta 151 di&metros de
grano (d=3.18mm). La figura 10 (pagina siguiente) muestra los
valores de los &ngulos medios am, §r y de §, la diferencia de
dngulos, como funcién de s y Q(=0.1rpm=0.6°/seg). Cada valor medio
es el resultado de promediar &dngulos y tiempos en alrededor de 100
avalanchas individuales con s y Q fijos.

La figura 10 contiene varios hechos interesantes; el &ngulo de
friccién interna ¢ es el &ngulo, para cada valor de s, a partir
del cual avalanchas pueden ocurrir. Este valor se calcula de la
diferencia del angulo ¢3m Yy la desviacién estandar ¢ (en la funcién
de distribucidn de ¢m los valores experimentales en un intervilo
de ancho 20, respecto al valor medio, son los mas significativos
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s(diametros de grana)
——phi max  —— tothamin  —*—delta —>—. dngulo de friccidn

Fig. 0. Angulos caracteristicos como funcién de s en sistemas
bidimensionales con 0=0.1rpm=0.6°/seg. La figura con triangulos
corresponde al &angulo de friccidén interna (¢), i.e., el &ngulo
(como funcién de s) a partir del cual avalanchas pueden ocurrir. §
es la diferencia de &ngulos medios q—sm-ér.
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en el calculo de los valores medios). Desde el punto de vista
experimental la cantidad 5m—o- es entonces el valor experimental
més pequefio de los &ngulos ¢m. La aparicién de este &ngulo es el
resultado de que los valores individuales de ¢ no son constantes
en un sistema con Q, s y 1 constantes.

Experimentalmente encontramos que, para los sistemas
bidimensionales, o0=8/2 para todos los valores de s. Este resultado
tiene un significado muy importante respecto a la dinémica de los
sistemas bidimensionales que discutiremos en la seccidén 2.4.

De la figura 10 observamos también gque $m y §r son funciones
oscilatorias de s. La cantidad &, que es la diferencia de &ngulos
medios $m-5r, no oscila y decrece su valor asintéticamente a cero
para valores grandes de s, lo que implicaria que a medida que
crece s, con Q=cte. el sistema tiende a fluidizarse. La
exploracién de este hecho para valores mis dJrandes dque s=151
di&metros de grano no fué posible por limitaciones experimentales.

Debemos observar gue las oscilaciones de los &ngulos medios
como funcidén de s noA son fluctuaciones porgue son resultados
completamente reproducibles.

Las curvas de la figura 10 presentan la peculiaridad de que
cualquier valor de 1los &angulos obedece un escalamiento. Este
escalamiento se entiende de la siguiente manera: los valores de
los angulos medios, de la diferencia de &ngulos medios, y de los
tiempos medios (que se muestran en la figura 11) no cambian cuando
algtin valor de s es alcanzado variando d o D, es decir, ocurre un
escalamiento geométrico y diné&mico para estos sistemas.

A manera de ejemplo, el punto a la extrema izgquierda, gque no
estd unido por curvas, corresponde a s=20.86, Q=0.lxrpm y se
consiguié para fichas de plastico con di&metro d=2.3cm y di&metro
de cilindro D=48cm o con fichas de di&metro d=2.88cm y diametro de
cilindro D=60cm; lo mismo ocurre para cualquier punto de las
curvas ‘que corresponden a canicas de vidrio rugosas. Este
escalamiento puede verse también como un efecto dimensional: los
discos, moviendose en un plano, y las esferas, con un grado de
libertad rotacional adicional al de los discos, se comportan de
igual forma en términos del escalamiento, esto es, la gravedad no
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es un factor escencial en estos sistemas.

Dentro de la discusidn experimental comviene mencionar que al
crecer s se observan cambios en los arreglos de granos en el seno
del material, esto es, cambios en el empaguetamiento, lo que se
refleja en la variacién de los &ngulos medios como funcién de s.
Mayor discusidn de las oscilaciones serd presentada en la seccién
2.4.

Pasamos ahora a discutir la cuestién de 1los tiempos.
Mencionamos al inicio de esta seccién que las avalanchas
individuales se presentan a un tiempo entre avalanchas At (tiempo
entre el fin de una avalancha y el inicio de otra) y tienen una
duracidén Ar (tiempo entre el movimiento del primer grano y el
Gltimo en una avalancha). La figura 11 muestra la dependencia de
los tiempos medios At y AT como funcién de s.
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s(diametros de grano)

— delta-t —— delta-tay

Fig. 11. Tiempos caracteristicos de evolucidén de avalanchas en
sistemas bidimensionales como funcién de s. 0=0.6°/seq.

Los tiempos medios At y AT son también funciones de s. En la
figura Il notamos que a medida que se incrementa el tamafio de los
cilindros, respecto al tamafio de las canicas, el tiempo medio
entre avalanchas At disminuye de manera mondétona decreciente
mientras el tiempo de duracién de avalanchas AT crece
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uniformemente. Los tiempos <caracteristicos estadn asociados
probablemente con la estabilidad de las pendientes de granos ya
que a medida que s crece la longitud de las pendientes es mayor y
por tanto mayor 1la probabilidad de que halla m&s granos en una
situacién inestable, i.e., susceptibles de moverse y disparar la
avalancha. El que halla mas granos en situacidén inestable para s
grandes también explica que la duracién de 1las avalanchas sea
mayor.

En la figura 12 mostramos la evolucién de los cocientes S/At y
5/BT como funcién de s.

La cantidad 8/At es la variacién en el tiempo del &ngulo 6
desde 5:- a $m y coincide con el valor de Q. Constituye también una
medida de los errores introducidos durante el proceso de medicién
de los &ngulos y de los tiempos entre avalanchas. En 1los
experimentos, el maximo error relativo respectoc a Q es del 2%. la
cantidad &/AT es una medida del - flujo de granos durante
avalanchas, la curva de la figura 12 muestra que este flujo
disminuye al aumentar el tamafio de los cilindros.

20 (dega/secy)

15
T 10

________*H‘_—“

0 1 1) T T T T T
Q 20 40 80 80 109 120 140 189
' s(gmrain diameters)

—— Jalta/del-tau —=— dalta,/del-t

- —_— —_—
Fig. 12. Cocientes caracteristicos §/At y &8/AT como funciones de
s en sistemas bidimensionales, Q=0.1lrpm.

El &area efectiva movilizada durante avalanchas intermitentes
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(esto es, cuando & no es cero), es mostrada en la figura 13. En
estas avalanchas el &rea de la zona I se traslada a la zona II.
Esta conclusidén se sigue de visualizacidén en experimentos de

avalanchas pequefias con granos coloreados.

i

i
Fig. 13. Area efectiva movilizada en una avalancha.

Siguiendo este criterio podemos construir la curva del &rea
movilizada como funcidén de s. El &rea movilizada es el area de un
sector circular de radio D/2 (o s/2 en unidades de di&dmetros de
grano) y arco 8, que es m(D/2)25/360 (o m[s/2]°8/360). Esta curva
se ilustra en la figura 14, donde se observa un aumento monétono
creciente del &rea para pequefios valores de s y una repentina
caida para valores de s mayores de 131 diédmetros de grano. La
curva no es una pardbola, como se espera de la dependencia
cuadrdatica en D (o en s), ésto es debido a que & es una funcién de
D (o de s).

Al observar 1las figuras 11 y 14 (mostrada mas adelante),
notamos _ la situacién aparentemente contradictoria, que para
sistemas grandes (s>130) AT>At, es decir el tiempo de duracién de
avalanchas es mayor que el tiempo entre ellas. En efecto, si
mantuvieramos el resultado observado en sistemas pequefios, de que
una avalancha moviliza Areas como en la figura 12, concluiriamos
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gue los granos en la posicién $m-6 alcanzan el &ngulo maximo $m
antes de que la avalancha finalice, i.e., el sistema deberia estar

fluidizado.
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Fig. 14. Area movilizada en sistemas bidimensionales con velocidad
angular constante.

Ya que esto no se observa en 1os'experimentos con s grande,
debe ocurrir que el mecanismo de evolucién de &reas para estos
sistemas sea otro. De hecho si durante una avalancha seguimos los
granos que estidn en la posicién Em—a observamos que los granos,
durante AT, no barren el arco § sino gque se introducen muy
lentamente (tocando otros granos) en el seno del material y
reajustan la pendiente de manera que, en AT>At, no alcanzan $m
sino ér. Esto tiene otra consecuencia igualmente importante; el
mecanismo de disipasién de energia es friccional.

La variacién de el 4rea como funcién del tiempo (en unidades de
dismetros de grano) estd dada por basicamente por la cantidad
saa/i? que graficamos en la figura 14/, esta cantidad también es
proporc%pnal al flujo promedio de granos movilizados durante
avalanchas. La figura presenta un comportamiento peculiar; al
crecer el tamafio de los cilindros el flujo se incrementa hasta un
maximo y despues disminuye monoténicamente . Los Gltimos puntos en
la grafica deben tomarse con reserva pues el criterio de evolucién
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de &reas presentado en la figura 13 no se mantiene. De cualquier
forma la disminucién del flujo tiene un significado importante: el
area movilizada durante una avalancha o es menor o se moviliza mis
lentamente. Ambos comportamientos son observados simultaneamente
sequn lo ilustran las figuras 11 y 14 para los tiempos y el &rea,

respectivamente
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Fig. 14’. Evolucién, como funcién de s, de la cantidad s°§/AT que
es proporcional al flujo promedio en sistemas bidimensionales con
velocidad angular constante (Q=0.lrpm. d=3.18mm)

Ootro tipo de experimentos en dos dimensiones se consiguen al
aumentar Q, a s=cte., para observar la naturaleza de los efectos
inerciales en los valores de los &dngulos y de los tiempos.

El primer resultado interesante es que en los sistemas de
canicas la velocidad angular de 1 rpm es suficiente para fluidizar
-los sistemas (6=0), atn los mnds pequefios. Por esta razén
trabajamos con los sistemas de fichas de plastico (s=20.86). La
figura 15 ilustra los resultados encontrados para los &angulos
dinamicos medios. La palabra dinémico se refiere explicitamente a
la dependencia de ¢, 0 6_en Q.

Los puntos se unieron con rectas que, extrapoladas, se
intersecan en aproximadamente (=8.5rpm. Los primeros tres puntos
para cada cantidad (Em, ér, y 3) obedecen relaciones lineales, 1la
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extrapolacidén se hace suponiendo que esta linealidad se mantiene.

{grados)
70

80 Mx ............

&0 - i
40 “__———ﬂ:‘://’d,..—r‘/

30 22 reeaseseisinniines extrapolacidn........ R

20} e
e ; )
10— ....... sesasereane e T MW evonsl
0 ) i L PR syt o e SO
0 1 2 k<] 4 & [ 7 8

velocidad angular({rpm)

—— phi max  —'— tetha min —— delta

Fig. 15. Angulos din&micos medios caracteristicos como funcidén de
la velocidad angular (la parte acciurada corresponde a
extrapolacién, dos tercios de esta grafica fueron extrapolados)
s=20.86.

La figura 15 claramente indica, para sistemas en los que los
efectos de tamafio finito son importantes, que los valores medios
de .los &ngulos caracteristicos son funcién de Q. Nbdtese que las
figuras 10 y 15 muestran como 8 se va a cero de dos formas
cualitativamente dsitintas: una por el incremento en el tamafio
(fig. 10) y otra por incremento en la velocidad (fig 15).

Una Gltima clase de experimentos bidimensionales fueron
realizados para mantener pequefia la velocidad tangencial de 1los
granos, afin para los cilindros mis grandes. Por ello, a medida que
el diametro de los sistemas bidimensionales se incrementd 1la
velocidad angular fué disminuida. Esto fué necesario porque la
rapidéz.tangencial, =Qr, crece si el di&metro aumenta y 1la
velocidad angular se mantiene fija. Esto introduce un efecto
inercial que - eliminamos disminuyendo 1la velocidad angular de
manera que la rapidéz tangencial v, en los sistemas grandes, sea
similar a la de los sistemas pequefios.
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En la figura 16 graficamos los valores medios de los &ngulos
caracteristicos como funcidén de s. Todas las avalanchas fueron
generadas con canicas en sistemas con 02=0.6°/seg. salvo las de los
Gltimos tres puntos del lado derecho gue fueron generadas conh
n=0.5°/seg, 0.43°/seg Yy 0.37°/seg, para s=113, 131.5 y 151,
respectivamente, Esto se hizo para mantener v=cte. Mantuvimos los
mismos grupos de valores de s que los usados en los experimentos

con Q=cte.
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Fig. 16. Variacién de los &ngulos caracteristicos como funcidén de
s en sistemas bidimensionales con v=cte., 8 es la diferencia de
- los &angulos medios E;—E;, ¢ es el &ngulo de friccién interna.
Todos los puntos fueron conseguidos con N=0.6)seg salvo los tres
Gltimos con s grande que se consiguieron con s=0.5%°/seg, 0.43°/seg
y 0.37°/seg, respectivamente, como se indica en el texto.

De la figura 16 nuevamente observamos diferencias entre ér y $m
como en los experimentos con QO=cte. Sin embargo, para valores
grandes‘de s los &ngulos mdximo y de reposo parecen mantener una
diferencia casi constante. La constancia de 8(s) sugiere que los
efectos de tamafio finito se han eliminado para s=z131. Las
oscilaciones en los valores medios de los &ngulos como funcidn de
s y el escalamiento de los angulos y de los tiempos (fig. 17)
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nuevamente se reproducen en estos experimentos.

La evolucién de los tiempos medios para sistemas
bidimensionales como funcién de s es mostrada en la figura 17.
Estos son importantes porque dan una medida de los tiempos medios
de carga (At) y relajacién (AT) como funcién de la velocidad
angular y del cociente de tamafios.

La figura 17 muestra resultados distintos a agquellos
encontrados con fl=cte. En primer lugar al incrementarse el tamafio
de los cilindros, respecto a los granos, el tiempo de duracién de
avalanchas AT crece monotonamente mientras la cantidad A se hace
constante para sistemas grandes, lo que aparentemente confirma la
independencia respecto al tamafio de los contenedores. El1 tiempo
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—— dolta-t —— dolta~tau’

Fig. 17 Tiempos caracteristicos de avalanchas para sistemas
bidimensionales (con v=cte.) como funcién de s, Bt es el tiempo
medio entre avalanchas, AT es el tiempo medio de duracién de
avalanchas. Los parametros experimentales son los mismos que los
de la figura 16.

entre a:ralanchas siempre es mayor que el tiempo de duracibén de
avalanchas, por lo que tal vez agui si se mantiene el resultado
del traslado de &reas discutido anteriormente (tratamos este punto
mids adelante). M&s importante es el hecho de la constancia de & y

37



L‘_“-‘—g ) .
1 . g N——— ]

[ 20 40 " 8o 80 00 120 40 160
s{diametros de grano) E

—*~ phi/tetha

Fig. 19. Cociente $m/§r para sistemas bidimensionales con
velocidad tangencial constante. .

La curva de la figura 19 muestra cémo los &ngulos medios se
aproximan unc al otro al crecer s y manteniendo la velocidad
tangencial constante. Los tGltimos dos puntos (s='131.5 Yy 151) de la
curva tienen el mismo valor del cociente. Ello confirma que el
limite de independencia respecto al tamafio de los cilindros tal
vez ya ha sido alcanzado.

Con los datos de la figura 16 y con el criterio de movilizacién
de A&reas de la figura 13 calculamos el &rea movilizada durante
avalanchas para los sistemas bidimensionales con velocidad
tangencial constante y s variable. En la figura 20 mostramos la
variacién del &rea como funcidn de s.

La figura 20 no muestra una deﬁendencia cuadratica en s (el
didmetro de los cilindros en unidades de diametros de grano) como
deberia esperarse por la relacién del &rea con D (el &rea de un
sector con arco 8§ y radio s/2 es n(s/2)25/360). La diferencia es
debida a la dependencia de 8 en s. La brusca caida que observamos
"en los experimentos con Q=cte. no se observa en estos
experimentos.
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de At para valores grandes de s, lo que tal vez implica que una vez
alcanzada la independencia respecto al tamafio finito de 1los
contenedores, los &angulos (cuando s crece) simplemente oscilan
alrededor de un valor medio y las pendientes del montdén toman el
mismo tiempo en ir de 5r a Em. Observamos gque las mismas
limitaciones de tamanos, que en el caso de fl=cte., se mantienen en
estos experimentos.

otra cantidad de interés para la discusién es el cociente §/AT,
que como vimos en los experimentos con Q constante es proporcional
al flujo de granos movilizados durante avalanchas, esta cantidad
se ilustra en la figura 18.

El cociente 8/AT disminuye rapidamente cuando s crece, lo que
indica que el flujo durante avalanchas disminuye cuando aumenta el
tamafio del sistema hasta alcanzar un valor casi constante. Una
medida de la forma en la que se aproxima 5.» a $m es dada por §,
sin embargo el cociente Em/ér jlustra esta tendencia més

claramente.

20 (degs/secrs) T

FLRS s
10 -

1 20 40 60 80 100 120 140 180
: s(grain diameters)

—*— dalta/del—tau —== dalta/dal-t
Fig. 18, Cociente caracteristico &§/AT como funcién de s para
sistemas bidimensionales con velocidad angular variable vy

velocidad tangencial constante. Los valores de los parametros
experimentales de 1la figura 16 se mantienen.
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Fig. 20. Area movilizada durante avalanchas en sistemas
bidimensionales con s variable y velocidad tangencial constante.

Los experimentos bidimensionales muestran, a través de este
conjunto de experimentos, una riqueza de resultados que en 1la
parte de discusién (seccién 2.4) y en capitulo 3 trataremos de
ehtender. Avalanchas bidimensionales no ocurren en la naturaleza,
sin embargo pueden ser de importanca para entender los mecanismos
de disipasién de energia u orientar modelos fisicos del continuo,
y de automatas celulares., Pasamos ahora a estudiar sistemas mas
realistas, esto es sistemas en tres dimensiones.

c) Experimentos en Tres Dimensiones

Los sistemas tridimensionales que aqui estudiamos pueden tener
una conexidén directa con sistemas de avalanchas naturales. En los
sistemas tridimensionales ‘el di&metro de los cilindros (14.6cm) y
el diametro de las canicas (3.18mm) se mantuvieron constantes y su
longitud )} se varid (en lo que sigue 1 la expresamos en cm, O en
diimetrog de grano, lo gque haremos explicito). Resultados
similares a los de los sistemas bidimensionales los discutimos a
continuacién. La velocidad angular se mantuve en 0.6°/seg. La
figura 21 muestra el efecto de incrementar 1 desde 2.22 a 50.23
diametros de grano.
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Fig. 21. Angulos caracteristicos como funcién de 1 (en di&metros
de ¢grano, d=3.18mm), Q=0.6°/seg=0.1rbm. — = — =: &ngulo de
friccién interna.

De la figura 21 observamos dque ocurre una rapida convergencia
de los valores de los &ngulos en estos sistemas, los Gltimos
puntos son practicamente independientes de la longitud de 1los
cilindros. El angulo de fricecién interna ¢=$m-0' (que es el &angulo
"al que pueden iniciarse avalanchas individuales) se comporta, para
pequefias longitudes, como en el caso bidimensional (tb=3m—6/2).
Para longitudes mayores o iguales a 15 diédmetros de grano el
angulo de friccibén sigue otro comportamiento; ¢ coincide con el
&ngulo 5- (por lo gque o0=8). Mostraremos més adelante que el
movimiento de los granos tiene importantes implicaciones sobre los
valores de los dngulos medios. En esta parte solamente
mencionamos, como una observacidn experimental, que el movimiento
de los granos (en cilindros con 1 mayor o igual a 15), justo en al
inicio de 1la avalancha, se da en la parte inferior de 1los
cilindros.

Similar al caso bidimensional con v=cte., 1la independencia
respecto al tamafio finito de los contenedores se alcanza a partir
de una longitud caracteristica. La figura 22 muestra la evolucién
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de los tiempos caracteristicos como funcién de la longitud,
también se observa la rapida independencia de los tiempos medios
en la longitud de los cilindros.

(sega)
26
20 P P P
16
FO Jrerreorertigeresesssesenmiesennincones! At
T— L
5 ! :
0 - L L L 1 13
0 10 20 30 40 60 80

Hdiammetros de grana)

i —*- dejta tau  —°—delta t’

Fig. 22. Tiempos caracteristicos de avalanchas como funcién de 1
en sistemas tridimensionales, 0=0.6°/seg.

Los cocientes de &ngulos a tiempos son graficados en la figura
23, el cociente 3/B€ mantiene un valor constante igual a 0.6°/segq,

que es el valor de la velocidad angular de los cilindros.
(grados/seys) : R :
20

161
10
6 :8/BT
e — e
& - T L > L L
0 20 a0 40 60 80

L l(diametros de grano) .
Fig. 23. Cocientes de angulos a tiempos como funcién de 1,

1=0.1rpnm.

El volumen movilizado en avalanchas es graficado como funcién
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de 1 en la figura 24. La curva que une los puntos experimentales,

mme3
o

0 3 1 1, L
[0} 10 20 30 40 80 80
| (diametros de grana)
—— volumen .
Fig. 24. Volumen movilizado en '~ avalanchas de sistemas

tridimensionales como funcién de 1. Q=0.1lrpm.

a diferencia del caso bidimensional, es monétona creciente pero,
en apafiencia, no es lineal. Esta curva se obtuvo observando due
el volumen movilizado en una avalancha es el contenido entre un
sector circular cilindrico de radio D/2, amplitud &, y longitud 1.
Asi, el volumen es n(D/2)216/360 (0 en diametros de grano
nrs/21%18/360).

En los sistemas tridimensionales podemos variar también el
diametro de las canicas, esta variacidédn lleva a un comportamiento
esencialmente diferente. Por ejemplo, en la figura 25 mostramos el
efecto, sobre los &ngulos, de cambiar los di&metros de las canicas
de la siguiente forma: el cuarto punto de izquierda a derecha se
consiguidé con un cilindro de L=5cm y diadmetro de canica d=6.28mm,
el sexto punto se obtuvo para un cilindro de L=5cm y canica con
d=5.15mm‘ el penGltimo punto se obtuvo para L=13cm y d=3.18mm y
para L=2lcm y d=5.15mm. Los puntos cuarto y sexto muestran una
fuerte dependencia en el tamafio del contenedor, el penGltimo punto
conseguido al cambiar en 2mm el diimetro de las canicas originales
no muestra ninguna dependencia en la longitud del contenedor, 1lo
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que confirma que los efectos de tamafio finito se han eliminado.

{urados)
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Fig. 25. Angulos caracteristicos, como funcién de 1, en sistemas
tridimensionales con cambio en algunos de los valores de los
diametros de grano. 1=0.l1lrpm.

Como en‘el caso bidimensional (seccién anterior), variamos
ahora la velocidad angular de los cilindros tridimensionales, la
figura 26 muestra cémo cambian los &ngulos caracteristicos como
funcién de Q. El sistema tridimensional tiene 1=7.1mm y d=3.18mm
(1=2.23).

o {grados)
K4 IR
" __;«————»-——ﬁ
Lt —
N a/’/
i
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10 e .3
- _-_\——‘“.\—“————s_____
0 1 1 1 L . 1 1 1 1 e,

0 02 04 08 08 1 12 14 18 1.8 2 22 24
velocidad angular{rpm)
Fig. 26. Angulos caracteristicos en sistemas tridimensionales con

velocidad angular variable. L=7.lmm (o 1=2.23), d=3.18mm.
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El aumento en 1 dificulta las mediciones,
los cilindros se hacen mis largos el régimen continuo

$,.=6)

esto es,

se alcanza a menor velocidad angular.

a medida que
(=0 o
En los sistemas

bidimensionales supusimos un comportamiento lineal de los &ngulos

como funcién de

tridimensionales

Q
se

(extrapolacidn
encuentran

lineal),

en los sistemas

relaciones

experimentalmente

lineales entre los angulos y Q.

Las figuras 27 y 28 muestran la evolucién de los tiempos y de

las razones temporales como funcidén de 1la velocidad angular,

respectivamente.  (4qqs)
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Fig. 27 Tiempos caracteristicos en sistemas tridimensionales como

funcién de la velocidad angular, los datos son los mismos gque en

la figura 26.
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Cocientes §/At y J/BT como funcién de la velocidad

angular. Los datos son los mismos que los de la figura 26.
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El cambio de canicas 1lisas al tacto por canicas rugosas no
introdujo diferencias cuantitativas en cualquiera de las
cantidades arriba mencionadas. Esto se debe a la leve diferencia
entre rugosidades.

2.4 DISCUSION

Discutimos ahora los resultados experimentales encontrados en
los sistemas bi y tridimensionales. Los resultados experimentales
se refieren a la variacién de los angulos y los de los tiempos de
avalancha cuando cambiamos alguna propiedad de los sistemas, p.e.,
el tamafio de los cilindros relativo a los granos, la rugosidad de
los granos, la rugosidad de las paredes o la velocidad &angular de
los cilindros.

Los resultados m&s importantes son los que se refieren a la
forma en la que ocurren las diferencias entre los &ngulos $m Y 5r
(i.e. existencia de §) respecto al tamafio de los contenedores, la
dimensionalidad, y la velocidad angular de los cilindros. La
existencia y comportamiento de 8 es de gran importancia para
proponer modelos o enfoques tedéricos para avalanchas. Recordemos
que en la teoria de Coulomb §=0 y que ésta es la base de muchos
estudios en Mecé&nica de Suelos). Relacionados con & diferencias
cualitativas importantes se presentan en los casos bi Yy
tridimensional; discutimos ahora estas diferencias.

a) Sistemas Bidimensionales
Los cilindros de longitud muy pequefia, con granos esféricos,
(en los gue la razdn experimental de aspecto I'=D/L varié entre 20
Yy 150) pueden ser considerados como sistemas bidimensionales,
debido a que los granos tienen movimiento traslacional casi en dos
dimensiones. En el caso de sistemas con discos los movimientos
traslacional y rotacional se dan efectivamente en un plano. Mas
.atn, la ,propiedad de escalamiento ocurre en sistemas plenamente
bidimensionales (como los sistemas con discos) o en los sistemas

cuasi bidimensionales de canicas.
Durante la medicién de los &ngulos en un experimento con s y 2
constantes encontramos distribuciones para los &ngulos méximo y de
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reposo, esto es, los &ngulos no son constantes. En nuestros
experimentos los &ngulos mnmidximos tienen la peculiaridad de ser
eventos catastréficos en los que ocurren avalanchas que involucran
a toda la superficie libre, avalanchas de pocos granos casi no
ocurren.

Uno de los resultados mds interesantes en los sistemas
bidimensionales (con (l=cte. o con v=cte) es el de las oscilaciones
en los valores medios de los angulos caracteristicos como funcién
de s, Las oscilaciones ocurren a la misma frecuencia espacial y a
la misma fase, como puede verse en la figura 10 (en donde Q=cte.),
y tienen la peculiaridad de no ser fluctuaciones, porgue son
valores completamente reproducibles. Cada punto es el resultado de
promediar alrededor de 100 mediciones.

M&s interesante es el hecho de que las oscilaciones se dan en
cualquier intervalo de s. La cantidad s nide el di&metro de los
sistemas bidimensionales, por 1lo cual un intervalo As=sz—sl,
contiene sistemas con diametros entre s, Y s, (sl<sz). E1l mayor
intervalo en nuestros experimentos con canicas es As=sr-sl=126.9
diadmetros de grano (sf=151 es el valor mayor de s en las curvas de
la figura 11, s,=24.1 es el primer punto para dichas curvas). En
este intervalo ocurren oscilaciones; al disminuir As 1las
oscilaciones persisten, alin para intervalos muy cortos.

El que estas oscilaciones se mantengan a cada intervalo As, no
importando gque tan pequefia sea As, implica gue existe un
comportamiento auto semejante. Exploramos, a través del espectro de
potencia, la posible existencia de frecuencias espaciales
caracteristicas, pero no encontramos ninguna de estas, salvo la
fundamental (As=126.9). Creemos que esto es debido a la poca
cantidad de datos en nuestras graficas.

Refiriendonos a la figura 10 observamos que &, la diferencia de
angulos, es una funcidn monétona decreciente de s, que no oscila y
tiende aparentemente a cero, lo gue implicaria que a medida que s
crece los sistemas se fluidizan (a 0=0.6°/seg). Observamos de la
figura 10 gque las oscilaciones en los valores medios de 1los
angulos como funcién de s estan en fase.

Los sistemas pequefios presentan valores de 8§ que no est&n de
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acuerdo con la conclusién de Liu et al [49] en el sentido de que &
disminuye al decrecer s, el diametro de los contenedores en
diametros de grano, en contenedores cerrados. Este hecho se
explica entendiendo que la condicién de esfuerzos para
contenedores cerrados es diferente a aquella que se presenta en
sistemas abiertos.

La disminucidén (en terminos absolutos) en el valor $m(s) al
crecer s (fig. 10) creemos que es debida a que al aumentar el
tamafio del sistema hay mis granos susceptibles de estar en una
situacién inestable y, por tanto, de disparar la avalancha. Lo
mismo es valido para los tiempos de avalanchas en la figqura 11.

En los sistemas bidimensionales hay un escalamiento para los
dngulos y para los tiempos ya que es indistinto, los &ngulos y
los tiempos, que s se consiga variando d o D. Estos parametros no
son funciones de la gravedad.

En algunos cilindros cambiamos la rugosidad de las paredes
(sobre el didmetro) de los sistemas bi y tridimensionales.
Encontramos gque los valores de los Angulos y de los tiempos no
cambian lo cual implica gque las avalanchas son fendmenos
principalmente superficiales, ello constituye wuna diferencia
importante respecto a los fluidos donde 1las condiciomes de
frontera de adherencia o deslizamiento afectan la dinamica de los
flujos.

Los &ngulos caracteristicos y por consecuencia los tiempos y
otras cantidades asociadas dependen de la velocidad angular (fig.
15) . Para sistemas con s>20.48 y Q>1 la medicién de los &ngulos es
dificil de realizar con lo cual se evidencia que § y Q no son
independientes.

En 1la figura 15, que corresponde a sistemas con discos y
s=20.48, encontramos relaciones aparentemente lineales entre los
dngulos y la velocidad angular. Conviene mencionar gque 1los
espectro§ de potencia para sistemas con mso.6°/seg. no presentan
diferencias cualitativas comparados los de los sistemas con
9=0.6"/seg.

Como una conclusién debemos mencionar gue en el proceso de
medicién de los &ngulos individuales de avalancha ¢m estos
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presentan grandes variaciones alrededor de su valor medio. La
medida de estas variaciones la da la desviacién estandar o. En
particular, a medida que se aumenta la longitud de 1los
contenedores, 1 (fig. 21), o disminuye hasta un valor constante
cuando los Aangulos dejan de depender del tamafio de los
contenedores. La forma en la que ¢ varia depende de la dimensidn.
En el caso bidimensional las variaciones respecto a am van como
o=§/2. En los sistemas tridimensionales inicialmente van como
0=8/2 y para 1z15.7 como o0=8. Estos resultados experimentales
tienen una explicacidén (cambios en la densidad que inducen los
cambios en los &ngulos, debido a que las distribuciones de
esfuerzo cambian con la densidad) propuesta por otros autores
[57], a partir del cual podemos obtener informacién sobre las
caracteristicas del material. Es decir, como veremos en el
siguiente capitulo, que é&ste, durante avalanchas, se comporta
macroscépicamente como un plastico cdon cedencia gobernada por
fuerzas de friccién.

b) Sistemas Tridimensionales

Los sistemas tridimensionales (fig. 21) presentan una répida y
suave independencia de sus propiedades de bulto como funcién del
tamafio de los contenedores. Sin embargo, el cambio en el tamafio de
* los granos, cuando los efectos de tamafio finito son importantes,
puede afectar la suave convergencia; el cambio en las propiedades
de bulto (fig. 25) es mas sensible a peguefias longitudes del
contenedor. La velocidad angular, al igual gue en sistemas
bidimensionales, cambia los valores de 1los &ngulos y de 1los
tiempos (fig. 26). Aparecen relaciones lineales de los &ngulos
como funcién de la velocidad angular.

En los sistemas tridimensionales de menor longitud (1<3.4) los
&dngulos son mayores o iguales que los que aparecen en los sistemas
bidimens}onales (fig. 23). Creemos, por los arreglos de granos gque
se dan, gque esto es debido a la suma de 1los efectos de las
fuerzas de friccién entre 1los granos y con las paredes. Para
mayores longitudes, la suma estos efectos deja de ser importante.
Observamos que a pequefias longitudes de cilindro el movimiento
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inicial de 1los granos durante avalanchas ocurre en la mitad
superior de los montones y el los sistemas de longitud grande el
movimiento inicial ocurre en 1la mitad inferior de los cilindros.
El que en los sistemas pequefios el movimiento inicial sea en 1la
parte superior implica que los granos gastan gran parte de su
energia potencial en el contacto con otros granos, i.e., en
friccidén. Para los sistemas de longitud 1 grande, el movimiento de
los granos en la parte inferior de los montohes induce, primero,
un rapido arribo de los granos a las paredes del contenedor,y
despues, un continuo chogque de los granos que provienen de 1la
parte alta del contenedor que frena a los granos, i.e., un regimen
colisional. Estos resultdos seran discutidos en la discusién de la
seccidén 3.2, donde presentamos una discusién en términos de una
teoria del continuo sobre la aparicién de 1los a&angulos de
avalanchas. El andlisis de los cambios en la densidad de bulto
sera fundamental para entender las oscilaciones en los &ngulos
para diferentes tamafios..

En el siguiente capitulo discutiremos los resultados
encontrados a partir de una de las teorias mas exitosas del
continuo. Mostraremos también que las teorias cinéticas y de
autématas celulares alin no son capaces de dar una adecuada
descripcidén de la evolucidén de avalanchas. Mas atn, evidenciaremos
gque en apariencia sélo las teorias del continuo describen
adecuadamente le evolucidédn de avalanchas en sistemas pequefios (bi
o tridimensionales) de granos secos.
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CAPITULO 3

ESTUDIOS TEORICOS SOBRE DINAMICA GRANULAR Y SUS IMPLICACIONES
EN LA FORMACION Y EVOLUCION DE AVALANCHAS

3.1 INTRODUCCION

La descripcién tedrica del comportamiento de 1los medios
granulados, en cualquier régimen, es un problema dificil debido a
la gran cantidad de fendmenos involucrados (principalmente 1la
naturaleza discreta de estos materiales, los fuertes cambios en la
velocidad de los granos respecto a la velocidad de la corriente
media, en la concentracién o empaquetamiento granular y a 1la
aparicién de diversos mecanismos de disipacién de energia).

La mayoria .de los modelos tedricos hasta ahora conocidos
idealizan las condiciones de flujo, la interaccién entre granos,
las condiciones de frontera, y la geometria de los contenedores a
un grado tal que los modelos tienen poco que ver con sistemas
reales.

En el caso de avalanchas hemos observado experimentalmente gque
aparecen tres zonas (no claramente separadas) con propiedades
distintas: La zona sélida (que soporta esfuerzos sin movimiento),
la zona fluidizada (en ia que aparecen gradientes de velocidad) y
la zona de transicién. Al mismo tiempo, las condiciones de
frontera en el caso estitico son de frontera libre, y en el caso
dindmico, de fronteras con movimiento relativo de granos en la
zona de transicidén; aparecen también fronteras 1libres difusas
debido al movimiento superficial de los granos.

Desde el punto de vista tebérico cada zona puede aproximarse por
un cierto régimen de movimiento. Como referencia, mencionamos los
distintos regimenes de flujo que experimentalmente se han
caracterjizado para un medio granulado (agui la palabra flujo esté
relacionada, comoc en la teoria de sbélidos y fluidos, a las
deformaciones elasticas y plasticas o al movimiento del material
como un fluido).

Bagnold [12, 20] caracterizdé experimentalmente tres diferentes
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regimenes de flujo granulado. A grandes rasgos son:
El Régimen cuasiestacionario, que se caracteriza por las altas

concentraciones o empaquetamiento de granos (>0.5) Yy pegquefias
razones de deformacidn (gradientes del campo de velocidad); en
este 7régimen los efectos friccionales entre granos son muy
importantes y ocurre poca influencia de la viscosidad del fluido
intersticial sobre el movimiento de 1los granos (no obstante,
cuando hay humedad en el material granular, i.e., poco contenido
de agua, aparece fuerzas electrostiticas que mantienen unidos a
los granos, la manifestacién macroscdpica de estas fuerzas es
conocida como cohesidén ). Por ejemplo, un suelo, seco o humedo, en
situacién estédtica puede soportar grandes esfuerzos cortantes con
pequefias deformaciones; un ejemplo més es el de nuestros montones
(en 2 o 3 dimensiones) antes de avalanchas.

El Régimen de  inercia de grano o colisional, en el que hay

pequefias a moderadas concentraciones "de granos (<0.5) y grandes
razones de deformacién. La influencia de la viscosidad del fluido
intersticial es despreciable y  los granos en este régimen
transmiten la mayor parte del momento y la energia via colisiones
elasticas o inelasticas, p.e., la zona de réipido movimiento de
nuestros montones granulares durante avalanchas.

Y el Régimen macroviscoso en el que hay una gran influencia de la
viscosidad del fluido intersticial sobre el medio que contiene
pequefias fracciones de sélido y pequefias razones de deformacién.

Por ejemplo, en la formacion de dunas por el viento, muy cerca del
suelo, se crea una capa limite en la cual los granos casi no
chocan entre si pero sienten la viscosidad del aire [19].

Pueden existir otras combinaciones de parédmetros
(concentraciones, gradientes de velocidad, etc.) gue corresponden
a otros regimenes, no obstante, muchas situaciones tebéricas y
experimentales suelen aproximarse por alguno de 1los anteriores
regimenes o por las transiciones entre ellos. '

Conviene recordar (para tener una idea de las concentraciones
involucradas) gque en el caso de esferas pueden existir diversos
tipos de empaquetamientos; por ejemplo, el empagquetamiento de
minima estabilidad mecé&nica se conoce como empaquetamiento suelto
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aleatorio con un valor de 0.56 (i.e. dado un volumen sdélo el 56%
de este puede ser ocupado con éste empaquetamiento). E1
empaquetamiento cercano aleatorio se consigue cuando un recipiente

lleno de esferas se agita hasta lograr un empaquetamiento muy
estable, su valor es de 0.64. E1 empaquetamiento cercano ordenado

es el maximo empaquetamiento posible de alcanzar con esferas, su
valor preciso no se conoce perc se estima que esta alrededor de
0.74 [4]. En el caso de discos se estima gque el empaquetamiento
aleatorio esti entre 0.82 y 0.89 y que el empadquetamiento cercano
ordenado es 0.9069 [3].

En la seccién 2.4 del capitulo anterior discutimos nuestros
experimentos con canicas. Hicimos un gran nGmero de mediciones de
los Aangulos y 1los tiempos caracteristicos de avalanchas. E1
estudio estadistico de este gran nimero de mediciones nos llevo a
encontrar que las avalanchas en promedio ocurren a un valor medio
gque llamamos am (4ngulc méximo) y que felajan a un &angulo menor
que llamamos 8r (dngulo de reposo). Notamos también que avalanchas
a &ngulos menores gque ¢m pueden ocurrir, los valores de estos
&ngulos, gque dan una contribucién significativa al valor medio,
tienen como cota minima a la cantidad ¢=$m—0, donde ¢ es la
desviacidén estandar que es una funcidn de la dimensionalidad, ¢ es
llamado el angulo de friccidén interna.

A través de visualizaciédn observamos que previo al inicio de
una avalancha se mantiene el régimen cuasiestacionario, es decir,
las pendientes soportan esfuerzos tangenciales sin movimiento
hasta un limite experimental que llamamos el &ngulo mi&ximo $m (y
en algunas ocasiones al &angulo ¢). ¢In (y ¢) depende del material,
del tamafio de los cilindros (s o 1), de la velocidad angular Q de
los cilindros, y de la dimensionalidad. Durante una avalancha hay
una clara separacién entre una zona con movimiento y una zona
estdtica; en la parte mévil pueden dominar (dependiendo de 1la
dimensignalidad) los efectos colisionales o friccionales; al mismo
tiempo, la parte que no cede se mantiene en un régimen francamente
estacionario. Finalmente, al terminar la avalancha, el montén
relaja su pendiente a un angulo menor que $n (Y que ¢) llamado 5“

Debido a la apariciédn de varios &ngulos gque caracterizan las
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avalanchas podemos preguntarnos: ¢Hay alguna influencia, sobre los
dngulos, de 1los efectos friccionales y colisionales en los
diferentes tipos de avalanchas?. ¢Si la hay, cémo se manifiesta?
Las respuestas, desde un punto de vista cuantitativo, no se
conocen. Sin embargo, podemos afirmar que los efectos dominantes
dependen de la dimensionalidad. Esta afirmacién la discutiremos a
partir de pruebas triaxiales en sistemas con empaquetamientos
variables [57], dgue conectamos después con nuestros resultados
experimentales.

Con miras a 1la construccién de una teoria y hablando en
términos generales pueden usarse diferentes enfoques tedricos para
deducir las ecuaciones de movimiento e introducir o construir las
relaciones constitutivas. Los modelos para el régimen
cuasiestacionario son llamados modelos friccionales porque ya sea

a nivel macroscdépico o microestructural se considera la friccidn
como un elemento fundamental. En el caso macroscdpico se usan
hipétesis del continuo; elementos de volumen interaccionan entre
si a través de fuerzas de friccidén y de cohesién (si hay humedad).
Las ecuaciones que se obtienen son del tipo de teoria de 1la
plasticidad (donde las deformaciones no son linealmente
proporcionales a los esfuerzos). Las ecuaciones plasticas actuales
no describen todos los fenémenos en el régimen cuasiestacionario
(la relacién de Coulomb de la seccidén 1.3 es el ejemplo més
acabado de ecuacidén plastica para medios granulados, no obstante,
no explica la aparicién de diferencias entre ¢ y $m que observamos
en nuestros experimentos). Extensiones o mejoras pueden ser
introducidas a partir de nuestra informacién experimental, estas
serén discutidas en la seccidén 3.2.

En el régimen colisional 1las teorias microestructurales han
permitido un primer planteamiento del problema de los medios
granulados en términos de ecuaciones y relaciones constitutivas
derivadas de la teoria cinética. La aproximacién de la teoria
cinética para avalanchas consiste en suponer [16, 17, 31, 58] gue
la zona fluidizada mantiene una pendiente constante respecto a 1la
horizontal y que el movimiento puede verse como un flujo
colisional en un canal, cuya base es una superficie de granos.
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Esta aproximacidén, en el régimen de avalanchas intermitentes (que
es el de interés para nosotros), no es correcta debido a 1la
ocurrencia simulténea de varios regimenes de flujo y a la continua
variacién de la pendiente de avalancha respecto a la horizontal
gue se observa en experimentos reales. Con el fin de conocer las
limitaciones de 1la teoria en el problema de las avalanchas
intermitentes, en la seccidén 3.3 presentamos una critica al uso de
estas teorias.

En la seccidén 3.4 discutimos modelos de autdomatas celulares que
presentan Criticalidad Auto Organizada (CAO), Bak et al [25],
Kadanoff et al [26]. En base a la discusién de la seccién 2.2, y a
los resultados especificos de estos modelos, mostramos que los
modelos de CAO no constituyen hasta el momento una representacién
realista de la evolucidén de las avalanchas, pero desde el punto de
vista tedrico-computacional (que nos permite a menudo lograr
realizaciones similares a las del experimento), son un método que
en forma mas acabada podria permitir un tratamiento més adecuado.

3.2 PREDICCIONES DE LA TEORIA DEL CONTINUO EN MEDIOS GRANULADOS

Desde el punto de vista de flujo se ha tratado el problema de
la descripcién de un medio granulado con dos enfoques teéricos
diferentes; 1la teoria cinética y 1la teoria del continuo. El
propésito final de ambas es formular ecuaciones de movimiento y
relaciones constitutivas gue, al menos de una manera aproximada,
describan el comportamiento bdsico de estos medios.

La teoria del continuo mas éxitosa en la descripcidén de medios
granulados es la teoria de la plasticidad. En esta teoria es
fundamental el concepto esfuerzo, gque ahora formalizamos.

Toda teoria del continuo parte de analizar elementos de volumen
material, gque se suponen peguefios desde el punto de vista
macroscépico y grandes microscépicamente para gque contengan un
gran ntjero de moléculas. En medios granulados una aproximacién
adicional es necesaria; los elementos de volumen contienen
particulas sélidas y fluido por lo que una densidad (media) de
bulto debe ser introducida. En nuestros experimentos la densidad
dominante es la de los sélidos con lo cual la densidad (media) de
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bulto es casi la de los sdlidos.

Incluyendo esta aproximacién podemos calcular la fuerza total
en una porcién del cuerpo. Primero, esta fuerza total es igual a
la suma de todas las fuerzas en todos los elementos de volumen de
aquella porcidn del cuerpo., i.e. esto puede escribirse como 1la
integral de volumen JFdv, donde F es la fuerza por unidad de
volumen y Fdv es la fuerza sobre el elemento de volumen dv.
Segundo, las fuerzas con las cuales varias partes de la porcién
considerada actuan una sobre otra no pueden dar sino cero en la
rsultante total, ya que ellas se cancelan por tercera ley de
Newton. La fuerza requerida, por tanto, puede ser considerada como
la suma de las fuerzas ejercidas sobre la porcién dada del cuerpo
por las porciones que la rodean. No obstante, estas fuerzas actuan
sobre la superficie de aquella porcién, y asi la fuerza resultante
puede ser representada como la suma de fuerzas actuando sobre
todos los elementos de superficie, es decir como una integral
sobre la superficie.

Asi, para cualquier porcién del cuerpo, cada una de sus tres
componentes [F dv de la resultante de todos los esfuerzos internos
puede ser transformada en una integral sobre la superficie.
Sabemos de andlisis vectorial que la integral de un escalar sobre
un volumen arbitrario puede ser transformada en una integral sobre
la superficie si el escalar es la divergencia de un vector. En el
caso presente tenemos la integral de un vector, no de un escalar.
De aqui el vector F, debe ser la divergencia de un tensor de rango
dos, es decir debe ser de la forma

Fl=30'“c/axk, (3.1)
Entonces la fuerza sobre cualguier elemento de volumen puede ser
escrita como la integral sobre una superficie cerrada rodeando
aquel vglunen:
J'Fldv=.f (acrlk/axk) dv=.f‘cr“‘dfk ’ (3.2)

donde df, son las componentes del vector elemento de superficie
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df, dirigida a lo largo de la normal exterior. El tensor o, €s

llamado el tensor de esfuerzos. Como vemos de (3.2), (rlkdfk es la
i-ésima componente de la fuerza sobre el elemento de superficie
df. Tomando elementos de area en los planos xy, Yz, 2x,
encontramos que la componente T del tensor de esfuerzos es la
i-ésima componente de la fuerza en la unidad del A&rea

perpendicular al eje X, . Por ejemplo, la fuerza por unidad de
drea, perpendicular al eje x, es Tt Y los esfuerzos tangenciales
(al area cuya normal esta en x) a lo largo de y y de z son o Y
O respectivamente. En nuestros experimentos los materiales son
no cohesivos por lo que no soportan esfuerzos tensiles. En lo que
sigue los esfuerzos normales serdn compresivos por lo gque las
fuerzas normales estan dadas por (r“df1 con df‘ a lo largo de 1la
normal interior. ]

En las teorias del continuo la deduccidén de. las ecuaciones
(friccionales) para avalanchas es puramente fenomenoldgica. E1
modelo de mds é&xito en estas teorias es el modelo friccional de
Coulomb de la condicién critica para la cedencia de un suelo.

La cedencia es un concepto importante en 1la teoria de 1la
plasticidad, y' es la condicién para gue un material tenga una
deformacidén plastica excesiva, en materiales granulados 1la
cedencia produce fracturas y, por tanto, un cambio permanente en
la forma del material. Un problema de gran importancia en
plasticidad es el de deducir relaciones matem&ticas para predecir
las condiciones a las cuales cedencia plastica comienza cuando un
material es sujeto a cualquier posible combinacién de esfuerzos.

Vimos en la seccién 1.3 gque historicamente el primer modelo
friccional del continuo que describe la cedencia de un medio
granulade es debido a Coulomb [1]. El modelo de Coulomb se basa en
el criterio de que un blogque de material granular que denera
esfuerzos normales ¢ y tangenciales Tt se desliza sin separarse
siguiendo la relacién:

|tlz k + o tang¢ = k + ou, (3.3)
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donde (usando la n

4

es la cohesién,

el dngulo de friccidn interna,

otacidén estandar de mecé&nica de suelos [14]) k

|t] es el valor

absoluto del esfuerzo tangencial y i es el coeficiente de
friccién. La figura 30 aclara de manera grdfica el modelo de
Coulomb. cCuando <T| satisface la relacién (3.3) el material se

deforma permanentenente, es decir, plasticamente.

=y
/ T
il

(a)
Fig. 29. Modelo
granular.

La figura 29(c)
" puede mantener un
movimiento macroscé,

El movimiento en
exactamente este mg

av

o
S

cohesidp,e

(c)
cedencia de un material

(b)
de Coulomb para la

muestra que un material granular con cohesién

esfuerzo friccional cortante, T, sin originar
pico.
una avalancha ‘real de granos secos nho obedece

delo. En particular el modelo de Coulomb [1],

no explica 1la existencia de variaciones en 1los &ngulos de
avalancha (i.e. e acuerdo a Coulomb, para una avalancha
individual, er=¢m= , o0 &=0). Estudios en celdas triaxiales nos

permitirén entender|,

en términos de cambios en la densidad, las

variaciones en el &angulo $m.

Previpo a la discysién de las pruebas triaxiales, discutimos dos

conceptos importantes en la interpretacién de estas pruebas;

el

circulo de Mohr y el esfuerzo desviador.

Tomemos los eje

principales (esto

coordenados en la direccién de los ejes

s, un sistema donde 7,=0 cuando izk, por lo
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cual no hay componentes cortantes del esfuerzo). Consideremos
ahora los esfuerzos normal =0, ¥ tangencial S,c=t, actuando sobre
un plano oblicuo al sistema de ejes principales. Estos esfuerzos
siempre pueden expresarse en términos de las componentes
principales de esfuerzos c; (o=0, Y i=1, 2, 3.) y de sus cosenos
directores 1, m, n, como

_q2 2 2
o lo'1+ m'e, + n'o,, (3.4.a)
Y
® + o= 120'12+ macz + nza‘z. (3.4.b)
Las relaciones (3.4) junto con la identidad 12 +m® + n® = 1

s . 2 .
constituyen tres ecuaciones para 1°, ma, b nz, que resolviendo dan

-+ (cr-crz) (0—03 )

@,0,) (5, =) '

2

%+ (0-03 ) (cr-c:r1 )

e N A R

2 _

(3.5)

2+ (a‘-a‘1 ) (cr—crz)

(05=0,)(0; =g )

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0, >0,>0,.
Entonces, ya que 1%20 y (cri—crz) (0‘1-0'3)20, de la primera ecuacién
(3.5) obtenemos que

T+ (0-0,) (o-0)=0. (3.6)

Que puede ser escrita como

2 o + g
™+ (o= 25)% = [(0,-0,)/21°. (3.7)
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Si usamos la igualdad en (3.7), esta ecuacidén representa un
circulo en el plano T-0 que es mostrado por C, en la figura 31. El
centro esta en (0, (02+03)/2) y cruza el eje o en o=0, y 0=0_. Por
tanto, la regién definida por la ecuacién (3.7), estd afuera del
circulo e incluye a éste como una frontera.

Considerando la segunda ecuacién de (3.5), y ya que (oz—aa)>0 Yy
(0‘2—0'1)<0, el numerador debe ser menor o igual a cero:

© + (o-0,) (0-0,)s0,

—5)% ((o,-0,) /217, (3.8)

'l:2 + (o -
que representa una familia de circulos con centros en (0,
(0'1+0'3)/2) y radio igual o menor due (0,~0,) /2. Esto se ilustra
por el interior del circulo c, en la’ figura 30. Finalmente, 1la
tercera ecuacién de (3.5) da

© + (0_01) (a'-a'z)zo,

g +ag
1

2 .2
—5—)

T+ (0 - = [(0,-0,) /217, (3.9)
que representa la regién exterior del circulo C, con centro en (0,

(o"+a'2)/2) Y que cruza el eje o en o, Y o,- Se sigue de

(3.7)=(3.9) que los valores admisibles de 'cly o estan en la regién
sombreada de la figura 30, acotada por 1los circulos C,. C, vy C,.
El maximo esfuerzo cortante (para una situacién dada de
esfuerzos), como es claro de la figura, estd representado por 1la
ordenada, AB, que es el radio del circulo c2 Yy es por tanto igual
a (a'l-a':)/z. El valor de o correspondiente al maximo esfuerzo
cortante es (o‘1+0'3) /2 (el centro del circulo Cz) .

Con la discusién anterior vemos que el llamado diagrama de Mohr
permite una Gtil representacién de las condiciones de esfuerzos
maximos normales y tangenciales.
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Fig. 30. Diagrama de Mohr.

Es conveniente, para 1la Jinterpretacién de 1las pruebas
triaxiales y como una metodologia en teoria de plasticidad [14,
59], dividir el tensor de esfuerzos en dos partes, una llamada
tensor esférico de esfuerzo y otra qde es el tensor de esfuerzo
desviador. El1 tensor esférico es el tensor cuyos elementos son
0;6”, donde o es el esfuerzo medio, es decir,

T ©
P, =08, = e U , (3.10)
Q c U
donde
=1 = =
G = 5(01+aé+05) = (1/3)11, (ci—ax, oy, az) (3.11)

I, es el primer invariante del tensor de esfuerzos. De (3.11) es
claro que o_es el mismo para todas las posibles orientaciones de
los ejes, de ahi su nombre de esfuerzo esférico. Ya que o es el
mismo en todas direcciones, este puede ser considerado como el
esfuerzq hidrostético.

Se encuentra en experimentos [14] de mecanica de suelos que la
cedencia y el flujo plastico son independientes de la presién
hidrostatica, por lo cual, si se desea, se puede trabajar con un
sistema de esfuerzos obtenido de restar la parte esférica del
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esfuerzo real. Definimos tal tensor como el esfuerzo desviador

SlJ' que es
SU:GU - Py, =a” -omau (3.12)
%1 T2 T3
= T, o,=0, L . (3.13)
L Ty 32 % “Om

En el sistema de ejes principales tenemos que

c!-o 4] o]
m
= ! =
S” 0 e, 0 . (3.14)
] 0 [
3 m

Podemos ver dque gue el esfuerzo desviador involucra esfuerzos
cortantes. Por ejemplo, refiriéndonos al esfuerzo 5, en el
sistema de ejes principales, tenemos que

29, -3 ¢ .
S“— 3 = [(0'1—0‘2)4-(0'1-0‘3) ]/3=5[o‘1—crz) /2 + (0'1—0‘3) /2]
= (2/3)[t, — T,1, (3.15)

donde T, Y T, son los esfuerzos principales cortantes. Desde el
punto de vista fisico podemos concluir gue la componente
desviadgra del tensor de esfuerzos involucra esfuerzos cortantes,
que son importantes en la deformacién plastica. Una vez definidos
el circulo de Mohr y la conexién entre el esfuerzo desviador y los
esfuerzos cortantes discutimos las pruebas triaxiales.

Las pruebas triaxiales consisten en aplicar un esfuerzo en la
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direccidén del eje de un cilindro que, en el caso mis general, estéa
lleno de. material dgranular cohesivo. Después se miden 1los
esfuerzos resultantes (a través de la presidén hidrost&atica y el
esfuerzo desviador). El eje del cilindro se considera como una de
las direcciones de los ejes principales y se miden los otros dos
esfuerzos, gue por la simetria, son radiales y de igual magnitud.
En el circulo de Mohr (fig. 30) tendremos entonces dos esfuerzos
normales, o =0 y o

max 1 min
esfuerzos la ilustramos en la figura 31.

=0 =0, . Esta distribucidn especifica de

K

J x50

H=kcot¢

Fig. 31. Circulo de Mohr para pruebas Triaxiales. ¢ es el &angulo
de friccidn interna, k es la cohesién.

De acuerdo a la figura 31, encontramos que H=kcotan¢, asi que

[ + H
max JR RN P
= = = —= (AJPL es similar a AJRN)
a;m+ H Jp PL
_ _MN g £
= —wur (tangentes al circulo entre N y L)
-~~~
_ _OM tanMoON
OM cotMLQ’

7~ A
pero MON = (m/4+¢/2) = MQL, asi que

o + H

_mx = tan®(n/4 + 6/2) =

. 1 + seng
o + H
min

T ="sen¢" (3.26)

En el caso en el que no hay cohesién (i.e., materiales secos)
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k=0=H.
Las pruebas triaxiales comunmente son compresivas por lo que en
el circulo de Mohr podemos suponer que O oo Tar ¥ O =050 ., ¥

entonces
_ 1 + seng
7= (T =seng’ % (3.17)

La presién p, y el esfuerzo desviador g, se calculan a partir

de (3.11) y de (3.15), respectivamente, por lo que
o, + 20

p=(——5—2), a=(o, - o), (3.18)

donde hemos usado que o,#0,=0, ¥ que q=(3/2) sxf
Por otra parte, de (3.17) podemos despejar seng, por lo cual

, ’ (3.19)

M
sen¢g = o

w3

+
1

que relaciona el &ngulo de friccién interna con los esfuerzos
normales en el sistema de ejes principales.

En medios granulados sin cohesién el cociente M=(q/p), puede
relacionarse con el criterio de estabilidad de Coulomb (3.3)
haciendo p=0, q=t y M=tan¢ (ver figura 32). En la teoria cléasica
de Coulomb la cantidad M=q/p es una medida del maximo esfuerzo
cortante que soporta un material antes de una fractura. Este
cociente puede ser expresado en términos de ¢ wusando las
relaciones (3.18) y (3.19), de donde obtenemos que

M=(q/p)m“= —32222%—. (con 03>ag (3.20)

Finalmente, la relacidén entre ¢, el angulo de friccidn interna,
y M, el nivel desviador, la encontramos de (3.20), Yy resulta ser

3M

sen¢=g—3 g -

(3.21)
La figura 32 ilustra el criterio de Mohr-Coulomb para el limite
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en los tres ejes principales (%X, %, X)), perpendiculares uno a
otro (02=o'3, debido a la simetria axial). En el experimento que
ahora discutimos [57], T el esfuerzo normal compresivo en la
direccién del eje del «cilindro, se varidé y se mantuvieron
constantes 0,=0,=0 . A  partir de esto se midieron las
deformaciones principales (g

€ £,;) inducidas por el cambio en

I r
o,. E=E, cuando el material lde ;rueba es mantenido homogéneo. En
el experimento hay cuatro par&metros importantes p, q, €, due
controla la compresién o extensién de la muestra y la extensién
volumétrica e=e, + 2, que mide el cambio en el volumen de la
muestra.

En las pruebas compresivas de Evesque ([57] se nidisé o, para
diferentes <valores de € Y '(del/dt) se mantuveo pequefia y
constante. Durante el experimento también se midieron q, €., Y €,
como funciones del tiempo. Después, se graficaron q/p (el nivel
desviador) y € como funciones de €, con p=q/3+cr° gque resulta de
(3.18). En la figura 33 se reportan tres comportamientos tipicos
para arena que corresponden a -tres diferentes pruebas triaxiales
con la misma muestra granular pero con tres diferentes densidades
iniciales o empaquetamientos. ’

De la figura 33 observamos que las variaciones plasticas (i.e.
no lineales) de q/p vs €, indican que el cociente del esfuerzo
desviador tiende al mismo limite M a grandes €, independientemente
de 1la densidad inicial (del empaquetamiento); mads atGn, una
investigacién experimental sistematica demuestra que M es
independiente del esfuerzo medio p; M depende de la naturaleza del
material y puede entonces ser considerada como un parametro
intrinseco del material que corresponde al coeficiente de friccién
macroscépico tan¢ de un material dilatante no cohesivo. En
mecénica de suelos se dice que el material estd en su estado
critico [14] si q/p=M (ésta es la razén por la que diferentes
materiales granulares tienen diferentes &ngulos caracteristicos).
A partir de pruebas experimentales se encuentra también que el
empaguetamiento n, del material en el estado critico es
independiente del material mismo y depende s6lo del esfuerzo
medio [14].
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lLa peculiaridad del estado critico consiste en ser un estado
limite para distintos empaguetamientos y en obedecer un criterio
de estabilidad de Coulomb con M independiente de p, ¥y ,
dependiente de p e independiente del material. Ya que n,_ es
proporcional a la densidad, p y M son independientes en el estado
critico.

P

€vl ~—

Fig. 33. Comportamientos tipicos del mismo material con diferentes
empaquetanientos en una celda triaxial (o,=0). {—
empaquetamiento denso; - — empaquetamiento suelto; —.—.
empaquetamiento intermedio). q v p son los esfuerzos desviador y
compresivo respectivamente, y €, es la deformacién en la direccién
X,. €, es positivo cuando el montén se contrae. [57]

El modo en gque el estado critico se alcanza depende de su
densidad inicial (i.e empaquetamiento), como se ve en la figura
33. Para un material inicialmente muy suelto (que es raro), q/p
crece monotonicamente y el material esti siempre contrayendose y
compactandose (grafica inferior en 1la fig. 33). Para un
empagquetamiento denso, el nivel desviador q/p comienza a crecer,
cruza M y alcanza un maximo qm/p (que depende de la densidad
inicial del empaquetamiento) y decrece antes de alcanzar el valor
M asintSticamente. Las variaciones en la deformacién volumétrica
e, indican que el material se contrae primeramente hasta que q/p
cruza M; entonces se expande hasta que q/p alcanza asintéticamente
el valor M.

En el estudio referido conviene enfatizar lo siguiente.
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a) Las curvas q/p no siempre comienzan en el punto (51=0’ q=0),
sino que pueden empezar a algfin valor mAs pequefio que qm(eTO, q&
dependiendo del modo en gue la muestra fué preparada.

b) Las curvas en la figura 33 se obtuvieron manteniendo la razén
del/dt pequefia y constante. Asi, la fig. 33 da las relaciones
entre €4 E Y q/p para una muestra sometida a esfuerzos cortantes
en equilibrio cuasiestatico. La fig. 33 indica también que los
valores de gq/p en equilibrio decrecen a grandes g, para muestras
suficientemente densas (es decir, en muchos casos). Este hecho
lleva a predecir que pruebas triaxiales ejecutadas bajo el control
de del/dt o bajo el control de da}/dt dan resultados diferentes.
En los experimentos de Evesque [57] se hicieron pruebas triaxiales
con do /dt=cte.; al principio de la prueba q crece lentamente y
hay un Gnico conjunto (e,, €,) que satisface el equilibrio y una
evoluciédn continua del montén; no obstante cuando q alcanza su
valor maximo q,, un ligero incremento de q,6 a qm+6q no corresponde
a cualguier equilibrio, sino que se genera una cedencia que
incrementa €,. Luego, esta cedencia decrece el valor de q en
equilibrio q(el) (con q(cl)<qm); esto incrementa la diferencia
q_+8q-q(c,) entre el esfuerzo aplicado y el valor de equilibrio,
lo cual, finalmente, acelera 1la dindmica de 1la cedencia y
amplifica cualquier cambio en la densidad; el material se rompe.
Otros experimentos [14] muestran también que pruebas con
do /dt=cte. sobre un medio denso llevan siempre a un rompimiento y
falla gue no ocurre con pruebas de control de deformacidn.

Regresemos ahora al problema de avalanchas en cilindros
rotantes. En cilindros semi 1llenos, como los de nuestros
experimentos, la longitud de su pendiente es D (o s en diametros
de grang) y su longitud axial es L (o 1 en diametros de grano). El
esfuerzo hidrostatico medio p y el esfuerzo desviador q tienden a
cero cerca de la superficie inclinada (lo que esta de acuerdo con
la aproximacién de Coulomb de que la zona que se desliza tiene un
cierto grosor) pero su cociente q/p estd relacionado a la
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pendiente 6 (¢=8s¢ ) de la superficie libre de acuerdo a (3.21) o
a g/p=6seng/(3-sen8). Asi, el incrementar 8 continuamente (lo que
es posible para empaquetamientos intermedios y grandes) lleva a
disminuir la estabilidad de la pendiente incrementando q/p en la
superficie 1libre, a una razdén controlada de crecimiento
d(q/p)/dt=189cose/(3—sena)2, con Q=de/dt la velocidad angular. De
acuerdo a esto el método del cilindro rotante no funciona
controlando dcl/dt sino como en el caso del comentario b).

Por tanto, considerando el caso de empaquetamiento denso (que
se da en los sistemas de cilindro rotante por la compactacién
espontinea debida al giro) y de acuerdo a la figura 33, el
cociente q/p (y el angulo 8) puede crecer continuamente respecto a
M (y a ¢) sin perdida de equilibrio estatico; no obstante, el
montén no es muy estable cuando q/p (Y 8) es mayor que qm/p (¢m),
(a./p Y ¢m dependen de la densidad inicial); ¢m es mayor que ¢ ya
que qm/p es mayor que M. Como en el comentario b), un ligero
incremento en 6 cuando ¢m se alcanza genera un movimiento
macroscépico de canicas, ya dgue este genera un pequefio
deslizamiento, gue en resumen origina una pequefia dilatacién y
reduce el valor q/p nhecesario para mantener el montéh en
equilibrio; de aqui que este proceso amplifica 1la diferencia
entre el valor aplicado q/p y el de equilibrio y la dinémica se
acelera; cuando el deslizamiento transcurre, esta diferencia
alcanza su valor limite (qm/p)-M, como en el caso b) y de acuerdo
a la fig. 33. El equilibrio del montén puede sélo ser restablecido
si la cantidad q/p aplicada llega a ser menor que M, 1lo gue
implica que er<¢. Claramente esto lleva al montén a cambiar de
forma para restablecer el equilibrio est&tico y la pendiente final
6_ es menor que ¢. Esto ‘también implica gue una parte del montén
fluye hacia abajo en un evento macroscoépico (la avalancha).

Los valores precisos de los &ngulos ¢, ¢m y Gr dependen del
régimen,que finaliza la avalancha. De acuerdo a Evesque ([57],
Rajchenbach [60], y a nuestras observaciones experimentales,
ocurren dos principales mecanismos de paro de avalanchas.

En los sistemas bidimensionales la zona de mas inestabilidad,
esto es, la que origina la avalancha se presenta en la mitad
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‘superior del montén. Una vez iniciado el movimiento de los granos
(que no tienen gran energia cinética) éste se ve frenado por el
continuo roce de unos con otros lo gque implica gue gran parte de
la energia potencial se convierte rapidamente en energia cinética
y esta a su vez es disipada por friccién.

En los sistemas tridimensionales de pequefia longitud (menores
que 15.7 diametros de grano) el movimiento de las avalanchas es
similar al de los sistemas bidimensionales. Mas alla de esta
longitud, el movimiento en las avalanchas sigue otro
comportamiento; la zona de m&s movimiento al principio de 1la
avalancha ocurre en la mitad inferior del montén. Los granos de
esa zona alcanzan mds rapido las paredes del contenedor generando
entonces un frente de choque que se propaga rapidamente hacia
arriba y que frena a los granos.

Evesque ([57] conjeturd que el &angulo 9r de la nueva pendiente
estabilizada depende del proceso de disipacién de energia: e,
puede ser el &ngulo de friccién ¢ (que corresponde a M) si 1la
energia cinética de deslizamiento del montén es completamente
disipada por colisiones contra las paredes del cilindro cuando la
inclinacidén del montén llega a ¢; no obstante, e, también puede
ser 9r=¢-(¢m—¢) si el proceso de disipaciébn ocurre a través de la
friccién canica-canica, ya que la energia cinética que se almacena
durante el cambio de la superficie libre de ¢, a ¢ se disipa a
través de friccién durante el cambio de pendiente de ¢ a e,.

La diferencia de &angulos a=¢m-¢ se relaciona entonces al valor
(qn/p—M) que depende de la densidad del montén (fig. 34); asi que
las variaciones o del &ngulo méaximo ¢m estén relacionadas a las
variaciones de (q./p-M) y son inducidas por cambios en la densidad
en la vecindad de la superficie libre del montédn en reposo de una
avalancha a otra.

Por tanto, de acuerdo a esta aproximacién de estado critico
[14] paxece que una avalancha es un plastico macroscépico con
cedencia gobernada por fuerzas de friccidén y controlada por el
deslizamiento de una capa tipica sobre otra; estas dos capas estan
inclinadas al angulo ¢m que sobrepasa el ar_xgulo de friccién ¢ por
cr=¢m-¢. o es entonces ¢m—8r o (¢m-er)/2 dependiendo del proceso
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final de disipacién.

Parece ser gque a partir de nuestros experimentos ambos
mecanismos de disipacién de energia pueden ser mis propiamente
entendidos. En la figura 10 del capitulo 2 graficamos ¢(s), el
angulo de friccién interna para sistemas bidimensionales con

=cte., que concuerda con la conjetura de Evesque [57] mencionada
arriba; en promedic, durante el proceso de medicidén de los &angulos
individuales de avalancha se registraron valores entre ¢m y ¢m—0,
i.e.,, valores maximos de &ngulos de avalancha iguales a ¢m Yy
minimos iguales a ¢m—o~ que claramente sobrepasan 6. . En estos
experimentos o resultd ser igual a (¢;er)/2 por lo que ¢=
¢m-a=¢m-6/2 (8 es la diferencia de &ngulos medios ¢m-8r, que
manejamos en el capitulo anterior).

Para los sistemas tridimensionales en la figura 21 graficamos
el valor de ¢ que depende de las variaciones experimentales en los
angulos de avalanchas. Hasta el valor de 1=15.7d los valores de
los &ngulos de avalancha estan comprendidos entre ¢m—c Yy ¢m con
a=(¢m—6r)/2; como en el caso bidimensional ¢=¢m—o. Para valores de
1>15.7d los &ngulos de avalancha varian entre 9r Yy ¢m=er+a, donde
a=8=¢m-6r \' ¢=9r.

Los resultados anteriores permiten afirmar gque los efectos
friccionales al final de las avalanchas son los responsables de
gque los sistemas bidimensionales y tridimensionales cortos
alcancen el angulo de reposo 6_. En los sistemas tridimensionales
largos 1los 4&angulos de reposo er(l) son alcanzados por otro
mecanismo; las colisiones entre granos durante el proceso de
evolucién de avalanchas.

Resumiendo, parece que los resultados de las celdas triaxiales
para materiales granulares secos permiten entender nuestros
experimentos de avalanchas: estos ayudan a pensar que la cedencia
en montones de granos es gobernada por un coeficiente de friccién
Gnico (que es un valor limite para todos los empaquetamientos,
u=tan¢g) a grandes deformaciones cuando el montén ha alcanzado una
densidad bien definida.

Los experimentos de Evesque [57] permiten también calificar el
efecto de la dilatancia (cambio en la densidad), sobre los &ngulos
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caracteristicos en nuestros sistemas, Y mostrar que el
empagquetamiento granular puede mantener las razones de corte (que
son proporcionales a los &ngulos) mayores que agquellas calculadas
con el coeficiente de friccién de Coulomb; los experimentos
también predicen que un medio denso se rompe cuando su razén
maxima de corte se alcanza (es decir cuando la diferencia (qm/p)-M
es méxima). Ello manifiesta la mayor dificultad para obtener
diferencias notorias entre 5r y $m en materiales sueltos (i.e, los
materiales sueltos obedecen muy aproximadamente el modelo de
Coulomb (3.3)). Nuestros argumentos, para entender los efectos
dominantes en los experimentos en dos y tres dimensiones, permiten
suponer gue es posible construir un modelo simple basado en 1la
deformacién pl&astica controlada por friccién para entender
primeramente la existencia de eventos catastrdéficos (avalanchas) y

después su dinamica.

3.3 PRINCIPALES RESULTADOS DE LA TEORIA CINETICA DE MEDIOS
GRANULADOS

Mencionamos en 1la introduccién de este capitulo gue en una
avalancha en sistemas pequefios existen zonas con diferentes
caracteristicas de flujo y diferentes condiciones de frontera.

Por ejemplo, en los sistemas tridimensionales la zona que se
fluidiza alcanza, en el caso de esferas, bajas concentraciones, al
menos m&s bajas que el .limite mecdnicamente estable 7=0.56, ¥y
altas razones de corte (gradientes del campo de velocidades). A
diferencia de las avalanchas que se producen en sistemas con
vibraciones verticales, las avalanchas en los sistemas de cilindro
rotante no tienen un grosor uniforme sino gque en promedio
movilizan A4reas de la manera ilustrada en la figura 15 del
capitulo 2.

Las condiciones de frontera durante avalanchas son basicamente
de dos tipos: fronteras con movimiento relativo entre sé6lidos y
fronteras libres.

Debido a 1lo anterior, resulta dificil utilizar teorias
cinéticas para describir la zona fluidizada. No obstante,
presentamos una revisién de estas teorias para comprender la

72



validéz de sus resultados.

Dentro de 1las teorias cinéticas hay diferentes enfoques,
dependiendo de los supuestos basicos para tratar el problema de
la dinédmica granular (interacciones entre granos, aproximaciones
de grano grueso, etc.). En esta seccidén presentamos una discusién
de la teoria cinética mas exitosa [22], haciendo énfasis en sus
hipétesis y en sus fallas fundamentales.

Al cuestionar 1la validéz de las teorias cinéticas, en el
régimen en el que en apariencia éstas tienen sentido, debemos
observar que recientes estudios de computadora (24] y de
laboratorio [58] han mostrado que existen serias deficiencias en
sus fundamentos [21-23]. Estas deficiencias se deben
principalmente a 1la idealizacién que se hace para tratar de
conseguir una descripcidn aproximada de los medios granulados.

El uso de las teorias cinética sdlo se justifica en el régimen
colisional, donde la concentracidén de dranos es muy baja y éstos
interaccionan a través de <choques de corta duracién. ILa
introduccién de razones de corte, necesaria para la aparicién del
"flujo granular, permite establecer una analogia con el movimiento
de las moléculas en un gas.

La teoria cinética que aqui discutimos es andloga a la teoria
de Chapman-Enskog para gases densos [22]. En efecto, en la teoria
cinética de Chapman-Enskog [61, 62] se considera que los gases
densos estan constituidos por moléculas con tamafio, por lo cual la
hipétesis de colisiones localizadas debe ser sustituida por otra
gue tome en cuenta la dependencia espacial de las funciones de
distribucién en el término colisional. La dependencia espacial en
las colisiones sugiere la introduccién de una correlacién espacial
entre particulas; se supone, ademés, que esta correlacidén tiene la
misma forma funcional gue la encontrada en equilibrio. La densidad
del gas es tal gque la hipétesis de colisiones binarias se
mantieng; De acuerdo a lo anterior, en un sistema fuera de
equilibrio, la probabilidad conjunta de encontrar una particula
en el elemento de volumen dr1 centrada en el pﬁnto rey teniendo
velocidad dentro del intervale c1+dc1. , Y a otra particula en el
elemento dr2 con velocidad en c2+dc2 esta dada por
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£}y, ir,,c,it) dpardede,, donde,

(2) 1) (1)
£°(r ,c; r,,c,; t)= g(r, r))f (¢, r;i t)f(c,, r,; t).

(3.22)

La cantidad g(rl, r,) es la funcidén de distribucién radial que
depende de la separacidn entre particulas, y es una funcidén de 1la
densidad. f"’(c, r, t) denota la funcién de distribucién de
velocidades de una particula, r es el vector de posicién y c es
vector de velocidad, al tiempo t. El producto f(“(c,r,t)dc es la
fracciédn de particulas por unidad de volumen en r, al tiempo t,
con velocidades entre c¢ y c+dec. La cantidad dc es el elemento de
volumen en el espacio de las velocidades. La integracién de
£¥sobre todas las velocidades da la densidad numérica local de

particulas,

Jf“’(c,r(t)dc = n(r,t). (3.23)

La aplicacién de la teoria cinética de gases densos a medios
granulados toma las siguientes hipdtesis: Se consideran sistemas
diluidos con grados de libertad puramente traslacionales; no hay
fronteras que contengan al medio; los granos son esféricos, duros
y 1lisos; los choques son instantidneos y no necesariamente
elisticos por lo cual se define un coeficiente de restitucién e,
definido de la manera usual y finalmente, las colisiones son
binarias.

De acuerdo a Lun et al ([22] y a las bases de la teoria
cinética, dada la propiedad ¥(c), su valor medio estd determinado

en térmipos de £ por

<w>=1 If“)(c,r,t) ¥(c)de. (3.24)
Conviene comentar que, para asegurar la validéz de la hipétesis
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del continuo, el elemento de volumen dr debe simult&neamente
satisfacer los requerimientos gque é&ste contenga suficientes
particulas para que ¥, £ y n sean estadisticamente
significativas, y suficientemente pequefias para gque los cambios de
estas cantidades a través de éste sean despreciables.

En medios granulados la funcién de distribucién de una
particula usualmente es supuesta Maxwelljiana (en presencia de una

corriente de bulto u, si tal no ocurre, u=0), por lo que

-3/
f(l) 3/2

@, r=n(2nT) Y2exp[-(c-u)?/27], (3.25)
donde T es la temperatura granular (que definimos mé&s adelante), c
es la magnitud de ¢ y u es la magnitud de la velocidad de 1la
corriente macroscépica media.

Consideremos ahora la propiedad microscépica ¥ y veamos como
cambia la cantidad <n¥%> en el elemento dr, con el tiempo. El
cambio en <n¥> es facil de calcular [22] Yy es debido a tres
razones: porque la velocidad c de las particulas varia (debido a
la presencia de campos externos); porque particulas que tienen la
propiedad ¥ entran y salen del elemento dr; por las colisiones
entre particulas en dr, asi

§t<nw>=n<nw>-v-<ncw>+¢c; (3.26)

donde, D¥ = (dc/dt)-(d¥/dc) = F/m-(8¥%/8c) y F es la fuerza externa
actuando sobre la particula de masa m. ¢c se conoce como el
término colisional y da la rapidéz media de cambio de ¥ por
colisiones en la unidad de volumen. El célculo de ¢c requiere de
analizar el detalle de las colisiones.

El término colisional, gque de acuerdo a 1la teoria de
Chapman—gEnskog debe de tomar en cuenta las correlaciones
espaciales, se calcula {22] suponiendo colisiones binarias (con
vector velocidad relativa c,,) entre granos lisos de di&metro o,
La hipétesis de inelasticidad se introduce a posteriori. E1
resultado del céalculo de Qc puede ser expresado Como
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?=-v.@ + g, (3.27)
donde el vector @ es

§=—(a3/2)I(W{-W1) (c,,-K) k [1 - Lok + 1 (0k.9) + ...]
c12¢k>0

f?)(r,cl; r+ok, cz;t)dkdcldcz, (3.28)

Y

§=(02/2)I('¥;+W;-\I12—'Il1)(clz.k)fm(r-ak, €,ir, c,it)dkdc dc,,
C,._.k>0
12
(3.29)

las cantidades primadas aparecen cuando se toman en cuenta las
colisiones inversas, k es vector unitario a lo largo de 1los
centros.

Tomando ¥ como m, mcC y %mc2 en las relaciones (3.26)-(3.29) se
encuentran ecuaciones de la forma

¢}

-(% = —pV.u, (3.30)

p% b - V.P, (3.31)
dr _ _=.

(3/2)pa€ = -p.:Vu - V.g-7. (3.32)

En estas ecuaciones, d/dt es la derivada material, p=mn=np_ es la
‘masa del bulto, 1 es el empaquetamiento, p, es la densidad de una
particula individual, u=<c> es la velocidad de bulto, p el tensor
de pre;}én, 1=—€(§mcﬁ es la razdén colisional de disipacién por
unidad de volumen y b es la fuerza de cuerpo por unidad de masa.
Finalmente, (3/2)T=1/2<C®> es la energia cinética que especifice
las fluctuaciones de 1la velocidad traslacional (C=c-u es

velocidad peculiar) y es conocida como la temperatura granular
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es el vector de flujo de energia. )
El tensor de presién total p es la suma de una parte cinética

Ek= p<ceC>, (3.33)
Y una parte colisional
p_= mcC. (3.34)

Similarmente, el flujo de energia q es la suma de una parte

cinética

q,=(1/2)p<c’c>, (3.35)

Yy una parte colisional
_ 1.2
q= e(zmc”). (3.36)

Hasta aqui las ecuaciones son formalmente exactas y ninguna
aproximacién fisica relacionada con los medios granulados se ha
introducido.

El cdlculo del término colisional requiere de especificar las
caracteristicas de las colisiones y las funciones de distribucién
radial y conjunta £'?’., Relacionados con g (la funcién de
distribucién radial), sabemos que en avalanchas, y en general, en
flujos de material granular bajo la accién de la gravedad, hay un
flujo cortante que introduce un ingrediente de inhomogeneidad en
la distribucién de las colisiones. g debe depender entonces de
c,r G, Y.de T. En la 1itera§ura éste hecho no es tomado en cuenta,
tampoco hay un clarc acuerdeo en la forma en que g depende de la
concentracién granular [15, 22-24]

Para ilustrar el uso del formalismo anteriormente descrito Lun
et al [22], propusieron el estudio de una muestra granular bajo la
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accién de un flujo cortante simple. Fig. 35.
Y P uty)
€

Fig. 35 Sistema de referencia para un flujo cortante simple.

En el flujo cortante simple (i.e. donde la razdén de corte
Vu=cte.) que aqui tratamos, hacemos u=u(y)ex y p=cte. Para este
flujo, T=cte. y gq=0, por 1lo que 1la ecuacién de energia
traslacional (3.32) se reduce a

p,, (du/dy) +7=0. : (3.37)

Para evaluar p Yy la razén de disipacién 7=E(§mc2) se hace uso
de 1la funcién completa’ £  Qada por (3.22). En ella debe
incluirse, adem&s de la anisotropia, el hecho de gque en dgeneral
las colisiones entre granos son inelAsticas (en la evaluaciédn del
término colisional se consideran las velocidades antes y después
de las colisiones) por lo que debemos introducir un coeficiente
normal de restitucién definido por

k.c/ = -e(k.c ), (3.38)

(2) o incorporada en la

Parte de la anisotropia espacial en £
expresién para g Y parte se incluye en las funciones de
distrib\.xcién Maxwellianas de una particula alrededor de su
velocidad local media (ec. 3.23). La expresién de g fué propuesta

con argumentos dimensionales por Lun et al [22] como
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g(r ,r,)=g_(n) [(1-0(nT) kkivu], (3.39)

donde go('n) es la funcién de distribucién radial de contacto para
un gas de esferas duras,

g (M=[1/(1-1)1 + [3n/2(1-n)°] + [n*/2(1-n)"], (3.40)

que se propone para reducir (3.39) a go('n) cuando Vu=0, es decir,
cuando no hay anisotropia introducida por la corriente.
Bajo estas aproximaciones el cdlculo de P, lleva a que

"

p

xy

- 2,172
ch=-§(3n) V2[1+e]npg o<C> u (3.41)

donde ux’y=6ux/ay. En (3.41), pxy=pcxy implica el hecho de que la
contribucidén importante al esfuerzo cortante es dada por las
colisiones.

De manera andloga, pero ahora usando la ecuaciédn (3.31), se

cdlcula la componente normal del esfuerzo pyy, que resulta ser

= = =2 2
P, #P., =Pc,,Pc,,~5 (1+e) 19 p<C™>. (3.42)

La componente normal del esfuerzo es principalmente colisional y
coincide con las otras componentes colisionales normales del
esfuerzq'.

La comparacién contra experimentos de flujo cortante simple de
material granular seco, hechos en una celda de Couette-Taylor
[16], es mostrada en la figura 36 y 37. Se usaron canicas de
vidrio y poliestireno como materiales granulares. La normalizacién
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cuenta la friccién entre granos ni su inercia rotacional durante
colisiones. La inercia rotacional provocaria que los granos, al
chocar unos con otros (con giro), disminuyan su velocidad angular
de manera que los esfuerzos también disminuirian. La friccién
durante colisiones puede probablemente incrementar las razones
impulsivas de corte y amortiguar las fluctuaciones. Estos dos
efectos dan contribuciones opuestas, durante un proceso de
promedio, para los esfuerzos cortantes. De aquil puede esperarse
que la consideracién de la friccién en los granos puede reducir
los esfuerzos normales mds que los cortantes.

Experimentos en el régimen colisional [58] muestran, en efecto,
que la friccidn y la rotacién de los granos dan contribuciones
importantes a la pérdida de la energia. Otras criticas también son
propuestas a partir de estos estudios: En el caso de £ una
hipétesis importante es la considerar caos molecular, por lo cual
£@ se puede expresar como producto de funciones de distribucién
de una particula (independencia estadistica). Es claro que la
aparicién de inhomogeneidades en las colisiones también conlleva a
que esta aproximacién es comunmente violada. Colisiones binarias
no son comunes en flujos granulados, como lo probd Drake [58], atGn
para flujos con bajas razones de corte, colisiones de mas de tres
particulas son frecuentes.

Drake (58] probd también que las colisiones tangenciales son
comunes.S6lo muy recientemente [63], el problema de establecer un
coeficiente de restitucién tangencial ha sido resuelto, por lo que
la mayoria de los trabajos que lo proponian en analogia con el
coeficiente normal de la ecuacidén (3.37) acarrean un inadecuado
balance de la energia total [15, 23].

Los defectos de construccién de las funciones de distribucién y
las simples aproximaciones de despreciar la friccién y los modos
rotacionales hacen evidente que las tedrias cinéticas, hasta el
momento‘ tienen problemas desde el punto de vista fisico por 1lo
que subestiman cantidades importantes en la din&mica granular.

3.4 MODELOS DE AUTOMATAS CELULARES
Los modelos de autdmatas celulares no presentan dificultades
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como las gque aparecen en las teorias cinéticas (porque no se
consideran interacciones detalladas). Las interacciones detalladas
entre granos son sustituidas por reglas de autdmatas celulares
(reglas simples, desde el punto de vista fisico, donde los dgranos
no tienen tamafic y su evolucidn se realiza a tiempos discretos en
una computadora).

Bak, Tang y Wiesenfeld (25] propusieron autématas celulares
para, aparentemente,describir la din&mica de avalanchas en medios
granulados ideales. Los modelos son construidos por una adicidn
aleatoria de granos en el sistema hasta que el montdn se hace
inestable y se desliza (o cede). Bak et al [25] afirmaron que de
este modo la pendiente del montdn alcanza un valor critico (el
&ngulo de avalancha 8. Asi, el correspondiente estado critico
Auto Organizado es un atractor para la dinamica del sistema.
Kadanoff et al [26] construyeron autématas en dos dimensiones que
tampoco son realistas, sin embargo, para ilustracién discutimos
uno de estos modelos. En los modelos h(i) es la variable basica,
i=(3x,y) es un indice espacial y h es una variable entera que da la
altura del montén en un punto dado. Todos los modelos involucran
dos tipos de pasos. Primero, una particula es afiadida en un sitio
aleatorio i y entonces

h(i)=h(i) + 1. » (3.43)

Segundo, después de la adicién, un conjunto de reglas de autématas
celulares son aplicadas, lo que da un algoritmo para determinar si
las pendientes del montén son suficientemente grandes para que un
deslizamiento ocurra y cémo exactamente el montdén se rearregla a
si mismo. Estas reglas son aplicadas repetidamente hasta que todas
las pendientes son lo suficientemente pequefias en cuyo caso la
avalancha cesa. El criterio que determina qué es estable y las
reglas para que un sistema inestable se auto organice a si mismo,
hasta aue alcance 1la estabilidad, dependera de 1las reglas
particulares del modelo; un grano, si es inestable, se moveri a
los sitios més cercanos. Si este alcanza una frontera, se elimina
(i.e. sale del sistema).
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En estos modelos se examinaron dos funciones de distribucién
diferentes; para cada avalancha, se calcula el nfimero de granos
que salen de la orilla, D, y el ndGmero total de saltos, F. Para
cada cantidad puede obtenerse la distribucidén de tales eventos
para sistemas de diferente tamafio lineal L. Las funciones de
distribucién de probabilidad p(D, L) y p(F, L) varian para
diferentes modelos (esto es, el conjunto de reglas propuestas para
cémo un estado inestable se reorganiza). Un sitio aleatoriamente
escogido i=(x, y) es usado para iniciar la avalancha. Uno afiade un
grano en la red de acuerdo a (3.43). Una vez que la adicién es
realizada, se checa si un deslizamiento puede ocurrir en
cualquiera de los sitios de la red i. Diferentes modelos tienen
diferentes criterios de deslizamiento. Para todos los sitios i que
son inestables, las alturas del montén pueden cambiarse de acuerdo
a

h(i+r) — h(i+r)-8h(r), (3.44)

los valores exactos de Sh(r) dependen del modelo. El criterio més
comn es el de imponer las condiciones de frontera abiertas, lo
que significa que un grano que se mueve a la orilla del sistema
debe salirse y no contribuye a la altura en ningun lugar. Los
modelos son locales en el sentido de al moverse los dgranos caen
sobre un sitio que es ya sea vecino cercano o préximo cercano del
sitio i. AGn con estas limitaciones las avalanchas bidimensionales
son complicadas porgue los granos tienen m&s de una direccién para
moverse.

Dos hechos relevantes de estos modelos son la direccionalidad y
la naturaleza del criterio de deslizamiento.

En la direccionalidad hay dos grupos de procedimientos de
disparo gue parecen dar dos diferentes resultados en el nGmero
promedio de saltos. Para describir estas reglas se usa 8h(r)
definid; en (3.44) para cambiar la altura en el sitio r+i en un
proceso elemental de deslizamiento iniciado en el sitio i. Un
grupo de procedimientos de salto satisface la condicién
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J=y dh(r)r=o0, (deslizamientos no dirigidos) (3.45)
r
para cada evento de salto dentro del interior del montén. Se llama
a tal proceso no dirigido para distinguirlo de aquellos en los
cuales el dislizamiento basico define una direccidn, con un vector
de direccién definido por

JI=§ Sh(r)r=0. (deslizamientos dirigidos) (3.46)
: 4
J es un vector constante gque es el mismo para todos los eventos de
deslizamiento en el interior del montdn.

En el criterio de deslizamiento se calcula una pendiente
proporcional a la diferencia de alturas entre apilamientos vecinos
del montén, el simbolo o se usa para indicar tal pendiente. De
hecho pueden proponerse diferentes definiciones de o(x, y).
Cualquiera gque se escoja, si la cantidad es una pendiente,
cambiando la altura de todos los vecinos cercanos por una cantidad
fija debera mantenerse invariante o(x, y). Con 1la pendiente
definida de esta forma, el criterio de deslizamiento es ’

g(x, ¥)> 0o, (3.47)

que corresponde a modelos con pendiente critica. Cuando esta
condicién es satisfecha, el sitio (x, y) es inestable y h deberéa
cambiar.

Una dltima constriccién en estos modelos es que los granos
deben fluir, desde un sitio inestable, en direcciones no
colineales., De 1lo contrario se tendria un comportamiento
unidimensional. .

Como ejemplo especificamos ahora un modelo dirigido (J#0) con
pendiente critica. Definimos la pendiente como

-

o(x, y) = h(x, ¥) - h(x+1, y) + h(x, y) - h(x, y+1), (3.48)

v.

si o>0_ el punto (x, Y) serd inestable y habra un deslizamiento
desde aquel punto. La regla de deslizamiento es que el punto

84



inestable (%, y) cedera un grano al mas bajo de sus dos vecinos
cercanos (x+1, y) o (%, y+l). Si los dos vecinos tienen la misma
altura, el grano se moverd a cualquier sitio con igual
probabilidad. Después de un gran namero de pasos, la pendiente
local de cualquier sitio sera o. Yy la forma del montdén ya no
cambiara. Las particulas gue se afiadan posteriormente saldran del
sistema.

Las distribuciones del tiempo de relajacién y del nGmero de
saltos serdn las mismas. Por ejemplo

giélglil para 1=F=L
P(F, L)= L (3.49)
0 otra cosa

para una matriz de L X L.

El modelo anterior fué propuesto como un ejemplo simple de
sistemas dependientes del tiempo en los cuales hay un
comportamiento invariante de escala generado automaticamente por
el proceso dinamico. Desde el punto de vista formal la invariancia
de escala puede ser probada utilizando técnicas de escalamiento de
tamafio finito y de ajuste multifractal ([26]}. En el caso de
escalamiento de tamafio finito la funcién de distribucién p es de
la forma:

p(F, L)=L"Bg(r/LY), con L, F»l (3.50)
B y v son indices criticos que describen la probabilidad, y g es

llamada 1la funcién de  escalamiento. Para el case de ajuste
multifractal la funcién p obedece la relacidn:

log,,f (F,L) /10g, (L/L;) =£(1og, (F/F,) /109, (L/L,)),  (3.51)
donde L,y F, son constantes que dan las unidades apropiadas de la
longitud y el tamafio de los saltos. Las formas (3.50) y (3.51)

s6lo coinciden cuando g es una ley de potencia simple y f es una
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funcidén 1lineal, en cuyo caso la funcién de distribucién es
descrita por sdélo dos indices de escalamiento. La funcién de
distribucidn (3.49), del ejemplo propuesto, satisface 1la
invariancia de escala para L,F»1, en donde g=1 y v=1. Lo que
significa que la distribucién de de tiempos de relajacién y de
nimero de saltos es la misma (basicamente una funcién inversa de
L) para tamafios grandes de la red.

El comportamiento para la distribucién de tiempos de relajacién
de avalanchas encontrado en el modelo anterior no se observa en
nuestros experimentos en dos dimensiones, aln en los sistemas
grandes donde se alcanza la independencia en los efectos de tamafio
finito. Modelos de autdmatas celulares en mds de dos dimensiones
han sido propuestos [64], sin embargo estos presentan CAO y no son
adecuados para interpretar la dindmica de avalanchas. En
particular, Lomnitz et al [65] propusieron autématas que no
presentan CAO y que pueden constituir una representacién que, con
adecuadas mejoras, podrian describir avalanchas reales.

3.5 CONCLUSIONES

En este capitulo hemos presentado una discusién para entender
las variaciones en los &ngulos de avalanchas. Hicimos ver que los
adngulos a los que se generan las avalanchas pueden ser vistos como
variaciones respecto al &ngulo mixime medio Bm. Las variaciones
miximas o, respecto a Bm escencialmente determinan el tipo de
dinadmica que detiene a 1l1la avalancha. Nuestros resultados son
consistentes con la conjetura de Evesque [57] de que hay
esencialmente dos diferentes mecanismos de detenimiento de
avalanchas, el friccional, en el caso bidimensional, y el
colisional, en los sistemas tridimensionales largos.

Mostramos en la discusién de la seccidén 3.3 que las teorias
cinéticas presentan serias dificultades en su fundamentacién y en
las aproximaciones gque se hacen para tomar en cuenta las
interaciones entre granos, lo que afecta criticamente el c&lculo
del término colisional a partir del cual 1las ecuaciones
macroscdépicas son obtenidas. Modelos mis realistas de interaccidn
y de funciones de distribucidén son necesarios con miras a 1la
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construccién de una teoria microestructural bien fundamentada.

Los modelos de autématas celulares no contienen las
dificultades gque surgen al proponer un ciertoc tipo de interaccién
detallada y de estadistica en la teoria cinética. Con todo, no hay
hasta el momento autématas celulares que reproduzcan 1la
estadistica de los eventos de avalanchas. Lomnitz et al ([65]
mostraron en un estudio reciente que es posible construir
aotématas que no presenten CAO. La mejora de estos modelos puede
ser orientada, quiza, con experimentos como los aqui realizados.
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CAPITULO 4
CONCLUSIONES GENERALES

En el presente trabajo hemos estudiado el problema de 1las
avalanchas desde diferentes perspectivas e imponiendo algunas
limitaciones de caracter experimental. La limitaciones las basamos
en el criterio de tener sistemas simples en composicién y en la
dinadmica introducida. Nuestra opinidén es que los sistemas, adn con
dichas limitaciones, presentan comportamientos comunes a 1los
sistemas con avalanchas reales.

Desde el punto de vista histérico (capitulo I) mencionamos que
Coulomb [1] propuso un modelo de cedencia en el cual consideraba
finicamente un &ngulo de avalancha (el &ngulo de friccién interna
_ ¢) dependiente solo de las propiedades del material, pero no del
empaquetamiento, ni de las condiciones de frontera, ni de los
efectos de tamafio finito. Estudios de otros autores [42-49] y los
presentados en este trabajo muestran claramente gque, al menos para
sistemas pequefios (con razones de tamafio de contenedor a tamafio de
grano menores gque 1000), se manifiesta claramente 1la fuérte
dependencia en el tamafio finito y con ello la aparicidén de dos
angulos caracteristicos medios: el angulo de reposo Er al que
relaja una avalancha y el &ngulo de avalancha o &angulo méaximo $m
al gque se inicia una avalancha.

En el presente trabajo estudiamos principalmente los efectos de
tamafio finito y dimensionalidad sobre los &ngulos medios de
avalancha y sobre sus tiempos caracteristicos medios. Dichos
efectos los estudiamos usando contenedores cilindricos pequefios
(con di&metros de cilindro menores que 200 di&metros de grano), Yy
que giran horizontalmente a baja velocidad angular 2 (0.3°/seg < R
< 18°/seg). Los cilindros fueron llenados con nmateriales
granulares ideales secos (canicas de vidrio de 3mm a 6mm), en los
que los‘Lfectos de la polidispersién y el cambio en la forma de
los granos no fueron introducidos. Recordemos que los sistemas
bidimensionales consisten de cilindros construidos con dos placas
circulares con separacidn entre ellas de casi un diametro de
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grano. El1 difmetro de los cilindros lo medimos en didmetros de
grano i.e. s=D/d, donde D es el diametro del cilindro y d es el
di&metro de las canicas (d=3.18mm). Los sistemas tridimensionales
consistieron de cilindros circulares con diametro constante
D=14.6cm y largo variable. La longitud de 1los cilindros 1la
expresamos en diametros de grano 1l=L/d, donde L es la longitud del
cilindro.

Hemos insistido en que los experimentos son de crucial
importancia para el conocimiento de é&stos medios. Por un lado
orientan los enfoques tedricos, y por otro, ponen de manifiesto
cualidades gque nho aparecen en la mayoria de 1los materiales.
Fenémenos como el arqueo, la fluidizacién, las variaciones en la
densidad, los efectos del empaquetamiento (que es una funcién de
la dimensionalidad), etc., constituyen un conjunto de fendmenos
dificiles de imaginar y de explicar sin una previa informacién
experimental. :

A manera de conclusidén podemos decir que las avalanchas deben
su origen y su evolucién (movimiento de 1los granos) a las
variaciones en la densidad granular o empaquetamiento. E1 modelo
de Coulomb representa una buena aproximacidn para la cedencia en
materiales en el estado critico (esto es un estado en el que el
empaquetamiento es independiente de la presién), sin embargo no
explica las variaciones observadas en el &ngulo critico o &ngulo
de friccidén ¢ para materiales con empaquetamiento medio o denso.

Un efecto que debemos mencionar es gue en los sistemas
bidimensionales al disminuir el tamafio de los cilindros relativo
a los granos, el empaquetamiento cambia mucho entre una avalancha
y otra, lo gue genera grandes cambios en los &ngulos individuales
de avalancha y por tanto mayor dispersién, o, respecto al valor
medio $m. Los sistemas tridimensionales cortos (con longitud menor
de 15 diadmetros de grano) también presentan grandes variaciones en
el empaquetamiento y por tanto dispersién similar a la de 1los
sistemas. bidimensionales. Cuantitativamente, en los sistemas
bidimensionales y en los sistemas tridimensionales cortos, o=§/2.
Ello, como discutimos en la seccidn 3.2, iIndica que el régimen que
detiene la avalancha estid dominado bé&sicamente por la friccién
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debida al contacto entre granos. En los sistemas tridimensionales
largos (1z215.7), o0=8, por lo que, como vimos en 3.2, el régimen
dominante durante la avalancha es colisional, es decir, los granos
pierden la mayor parte de su energia cinética en colisiones.

Otro resultado de interés es el relacionado con el traslado de
dreas (o volumenes) que ocurre durante avalanchas. En los sistemas
bidimensionales a medida que se aumenta el tamafio de los cilindros
el traslado de &4reas no es tan simple como el ilustrade en la
figura 13 del capitulo II. MAas altn, para cilindros grandes los
granos penetran en el seno del material (lo que puede tomarse como
una base para elaborar modelos difusivos en sistemas grandes).
otra implicacién de aumentar el tamafio de los sistemas
bidimensionales es que en general el flujo de material granular
durante avalanchas crece para pequefios valores de s (fig. 14/
capitulo II), a valores intermedios de s el flujo alcanza un
maximo y despues disminuye monoténicamente con s(>100). Este lleva
a pensar que el &rea movilizada no es un triédngulo inscrito en un
circulo sino mas bien una pequefia zona de longitud s y grosor
variable y gque finalmente 1los modelos de Coulomb pueden ser
adecuados para describir avalanchas en el 1limite de sistemas
bidimensionales de grandes tamafios. Otro indicio de la validéz del
modelo de Coulomb para sistemas bidimensionales es el hecho de que
para s. grandes aparentemente 5——0 lo cual implicaria que existe
un solo &ngulo de avalancha. Las teorias de Criticalidad Auto
Organizadas que estan basadas finalmente en la existencia de dicho
&ngulo pueden posiblemente presentar un adecuado tratamiento para
este régimen.

Desde el punto de vista del continuo el origen y evolucién de
las avalanchas pueden ser bien interpretadas via teoria de 1la
plasticidad. Para ello introdujimos el concepto de nivel desviador
q/p cuyo uso facilita el tratamiento tebdrico y la conexién con
pruebas experimentales. Recordemos gue el nivel desviador se
define cdomo el cociente de la magnitud del esfuerzo desviador q
(que es el esfuerzo sin la parte que corresponde a la presién
hidrost&atica, es decir, un esfuerzo cortante, y que es basicamente
el responsable de las deformaciones platicas y de la cedencia) y
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el esfuerzo hidréstatico p. Mayor nivel desviador significa mayor
esfuerzo cortante.

Las variaciones en los &ngulos son debidas a 1la fuerte
dependencia del nivel desviador en la densidad; una vez gque se
alcanza un valor critico de q/p el montdn cede (esto es, se
deforma plasticamente). Este valor critico puede sobrepasar el
llamado estado critico del material. El estado critico es el
estado en el cual la tangente del &ngulo de friccién interna ¢ es
igual al nivel desviador (qH/p=tan¢, que se conoce como ley de
Coulomb para la cedencia de los suelos) y en el que, para un
material poco empaquetado ocurre una avalancha. El1 valor maximo
(antes de cedencia) para q/p no siempre es igual a tan¢ sino que
puede sobrepasar este valor. Ello depende de los valores de la
densidad. Sistemas muy empaquetados 1llevan a valores de q/p
mayores gue los valores de q“/p correspondientes a sistemas
pobremente empaquetados empaquetados.

Con miras a formalizar una posible teoria debemos hacer notar
que la forma funcional de q/p debe involucrar, al menos, a las
deformaciones € y a la densidad. Una ecuacién plastica dque
involucre estos factores estad en espera de deduccién.

Posibles orientaciones respecto a la construccién de una teoria
son los efectos de tamafio finito. Ellos siempre deben ser
considerados como casco limite en la formulacién y prueba de las
teorias. Interesantes propiedades ocurren en nuestros sistemas; el
escalamiento geométrico y temporal en sistemas bidimensionales
consiste en gque los &ngulos y los tiempos caracteristicos de
avalanchas son funciones del cociente s=D/d donde D es el diametro
de los cilindros y d es el di&metro de las canicas. Iguales
angulos o tiempos se alcanzan si los didmetros son multiplicados
por un factor comin. Las distribuciones de &ngulos y tiempos para
un valor dado de s que conducen a calcular los valores medios de
ey ¢m t.ambien se escalan.

En los sistemas tridimensionales una r&pida independencia
respecto al tamafio de 1los contenedores es alcanzada. En 1los
sistemas bidimensionales esta independencia puede ser conseguida
manteniendo la velocidad tangencial pequefia a fin de no introducir
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efectos inerciales.

Los sistemas bidimensionales con velocidad angular constante o
con velocidad tangencial constante presentan fuerte dependencia en
los &ngulos y los tiempos respecto a la cantidad s (el didmetro de
los contenedores en unidades de di&metros de grano). Esta
dependencia consiste en funciones oscilatorias de los &ngulos con
diferencia de &ngulos 6=$m—5r tendiendo rapidamente a cero cuando
s crece. Las oscilaciones pueden ser debidas a los diferentes
empaguetamientos que se van dando a medida que s crece.

Ootro resultado interesante consiste en gque para s=30 1las
diferencias § crecen, contrario al resultado de Liu et al [49] que
para contenedores abiertos 8§ se mantiene constante para ese mismo
intervdlo de s. Esta diferencia no es necesariamente una
contradiccién puesto que puede estar relacionada con las
diferentes condiciones de esfuerzos entre sistemas abiertos y
cerrados.

Una observacién final es gque cambiamos la rugosidad de las
paredes de 1los cilindros en los casos bi y tridimensionales.
Notamos que los valores de los 4&ngulos y de los tiempos
caracteristicos de avalancha no se ven modificados por este hecho
lo que confirma la naturaleza superficial de la evolucién de las
avalanchas.

El trabajo futuro y perspectivas tiene varias direcciones; una
es la construccidn de modelos del continuo tipo modelos de
materiales plasticos a partir de considerar las variaciones en la
densidad en el nivel desviador. Es posible a través de técnicas de
digitacién evaluar la densidad en cada instante de tiempo durante
el proceso de formacién o evolucién de avalanchas. Esto permitiria
evaluar la densidad y a partir de ello su relacién con 1la
deformacidn.

La construccidén de autdmatas mis realistas puede ser orientada
por nuestros experimentos con avalanchas bidimensionales y
tridimenSionales de granos de igual tamafio. Observacién cuidadosa
y detallada del movimiento de 1los granos es necesaria para la
formulacién de estos autématas.
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