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PADUJ80 

El pt•opO•ito de eata t••i• •• pr•••t'lt•r algc1t''itftlO• qu• •• u••tt"I 
frec.U'9t'ltem•nt• en la 11oh.•t.0ión d.. prubllAl'l'l•:ll umplCAandu la 
coMputadora, con la finalidad d• d•••rroll•r en el l•ctor •l 
h6b1to de c.Y.,.•tionar•• al ••l1itc.ciot'lar un algor"it1no prcagunt•• 
tale• coW1101 LQu6 tan b1..1•t'lo •• el proeo•o eac:.ogido? ¿cu•nto tL•mpo 
y ••paeio r•qu•r :lJ'"' para re•ol11er 1tl probluma? L.Cu•l•• •on l•• 
caract•t"laticaa propi•• d•l probl•wna? lCu•U•• •on lo• rec1,,.rao• 
qu• "'.,. neu&1•itan paya •u •pl ieac.ión'? F-r1 f it"t, h•c.•rlo• c.owiprund•r
qu• el anAli•i• d• un algot"'itrno •• tan impcn·tat·d.e c;cnno ta s;irapt.• 
•oluc.ión del probl•m•. 

Nuestra ••tr"ategia h• •ido organizar 1• t•nis Qf'\ capi tulcti. qufl 
lrt\LA11 •lyuritnu.>,. portiwt1'\*lCio1'1t1011:1 °' win cla.•11 di.• pyobl•in~•, \o 
C:l.hll 1.rnpl1.c• que e&da uno d• •11011 pi:.iwee •.tn altc1 gr"l!\do d~ 
int.:l4'l'p~r1d•ncia y puedilftt'I i:u~r .at.r"lali;tudt>l\l 11u1 la n•.tc:1t:1oidntJ .,..oitrir..tl\ 
dol ••tudio de un C.•pitulo pt'".,\d.CI. 

Cun•id•r•mo• qu• lt>• t•l"L'••iS pr•1•1.t1"1t11do11 l);on llH'I conjunto 
mate1•ia• qu• per"lftiten anal iza ... 1011 algco-itl\1C1:fJ et"I fot·ma prilc:tic:a y 
para i lu•tt"'ar- dicho• •lgor-ih'U>• r••,~ut"r-irnt>• a l• ayuda de 
P•eudacdd&go• con •l objetivo de raellit•r et't alg1.mo• c.ll..,;c1• 111. 
':umpr•naion d•l "''*\i:uJ.,;,, 1.n11· &J lMmUhC1·1 .:.ü11 ln .i.rJ..:~ dY cr1.~nr ~n •11'1 
l•c.tor una ••n••c.iOn d• it"'••lidac1 y dltlc.ultad•• futi.wa• icuando 
tnt-.int• progr-1unarlu. l::W1Pl••111,,. tri'lf1bt•n cOcUgo <••e.rito •n 
leng1. ... J• PASCAL o C) c.on la f tn•l idad de otor·gar l• a¡ l•c:.tor una 
idea 1n•• firme y b••ica1ner"1te ya ••t•bleelda d•l algcritrno. El 
d•t•rtninar r•altzarlo de ••ta fot"M& fue un tanto dif l~il pet"o 
c.onatderama• que en un 1na1"1ento d•do deapt.ert• "'ayor lnt4ilr'41ia en un 
t•ma. 

Ant•• d• c;ol'"'lc;lut.r' d•••••oa •>epreaar nu.,a;tro ·~r•d•eimi•nto 
quien•• hteteron po•ible ••t• tr•b•jo1 Nu••troa P•dre• poi" •~ 
gran c.owipren•i6n 1 lo• profeeorea Kcfuardo Padilla, PM'"'nado Vera 
••dill•• Jorge Albert• ... r....-a Carltenell1 Teocloro _.,..,.. ..ro&• 
Daniel "-ve• •ep&ne•• Jor .. Lul• .,.r_ ....._ri .... v ... ria de la 
eraola ear...,..• DI.. por apoyarno• con bibliografla v Gon••jo• 
~uy eerteroe, 9" ••peetal al 1...,..aero.....,.. ftoeero Ruls, •••eor 
de ••ta t••i• por •u gran paciencia y valiosa ayuda 1 A•l euino • 
CADASA d•parta111ento d• lnfor .. tlGa de Catinon Mill• put• la• 
facilidad•• otorgada• para la elabor-aci6n del pr•••nt• trabaja. 
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J:NTROOUCCJ:ON 

AOn cuando los algoritmon ya :se conoc1an y ::;113 usebo:)l"I en 1a 
antigüedad, casi toda su teor¡a se na desarrollaJo en el 5i~lo 

XX. El papel que juega un a19or i tmo ea funaamental: sin un 
aloorltmo no puede existir programa alguno, y ain pr~grama no hay 
co3a alguna que ej~cutar en una computd.aora; t-!imoton .'.lon 
importantes en el ::;:entido ae que un a1gor1tmo ei1:i in•jep~naieoite 

tanto ael lenguaje en que est• e5crito como ae les. compute.aora qlJe 
los ejecute. Por todo esto es pos101e crear y estua1ar a1~or1tmos 
Independientemente de la tecnologla del momento, aaao que 3U3 
resul teaos s i'empre permanecer•n v•11aos. Tanto el 1c1nt::¡u.!lj e oc: 
programación <medto conveniente pare expresar un alQOrttmo> como 
lu .:.vmputaa.:ire <procesador pare ejecutarlo> sor. 10.~ mc:dlO~ para 
obtener un ftn: lograr que el e19oritrQO se ejecute y con e11c. 
efectuar el proceso correspondiente. 

cuando manejamos una computa.doro pares. recolver un pr~olema 

debemos tener presente dos aspectos• 

1 > AOn el proolema mas simple puede reso1ver5e por u1·.e. gran 
variedad de algorttmoe, ae ahi que ia ndblltoad pdrd 
manejar n1goritmoe tenoa un valor estratégico muy ímµortünte 

2> una computaaora sólo pueae resolver un proclema despu~s ao que 
se.le dice como hacerlo; esto slQnitica que se ruquJere oo 
un estuerzo humano para aesarro11ar un procedimiento ~e 

so1uc16n que se comunicar& a la computadora para que és~a io 
utilice. 

E): teten diversas 'rormas de evaluar y comparar un ai~orttmo, 
unas.hacen éntasis en su legiDtltaaa y aocumentac1on; otras, en 
la dificultad ae su prograrn8ción y algunas otras en la eftctenc1~ 
de su operación, la form4 so1occ1onaaa aepenaer• del proDlema en 
cuestión y ae los mea1oa con que ee cuenten para rcsolver10. 

Para estudiar esta tesis el lector solo necesita poecer loG 
conocimientos DAeicos ae computación: no oostante deba e&tar 
preparado para seguir una cadena un tanto complicada de atsttnta~ 
•reas que juegan un importante papel en la cerrera. ae MATEMATXCA·a 
APLXCADAS Y CCJlllPUTACION, ya que son loa estudientes Qe e~ta 

a1ecip11na nuestro principa1 0Djet1vo v deseamos orientarlos en 
el •rea oe1 ana1teis oe algoritmo~ que mucnas vece~ se ve 
re1agaaa a segundo plano cuando vemos que nuestro programa da los 
resu1taaos requer taos. Trat.amos ae e):poner 1015 temas en forma 
sencilla para aespertar el interes en e1 &rea, 110 at'loQar al. 
lector aesae 1415 primeras paginas e invitarlo a continuar con la 
lectura. 
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La te~ie consta oe loe sigu1entes capltu103: 

CAPXTULO % <Xntroc:Juccton a loa al.Qorttmoa>: En ~u ae ae:jglol!Ja 111 
rundamentac1on teor1ca ae los s1oor.1tmo3 <conceptr"J:5, 
cla!ltficacion y term1no1ogta empleada>; a.si come. obee,.ver:tor.ft~ 

antroauctor1a.s en 14 eldboraciOn o selecctñn ae un a.1gor1 tu10 c:!:I 

parttr d~ la neceatoao de reso1ver un problema. 

CAPITULO 11 <Al.gorttmos seMtn...,..rtcos>i Se mencionan ia~ 

cari&.cterlsttcas ae loa algorttmc.s semJnum•rtcoa y ~e aeearro11en 
algunos ejemplos ae este ttpo de proceeos. 

CAPITULO %%% <A1gorltlll0e -.steM&ttcos>: se aescrtb~n las 
prtnctpales car&cterlsttcea ae los dl9oritmoo mdtem•ttco3 y se 
analizan alguno& ae e11os. 

CAPITULO :i:v <A1gortt90e Cl8 oraenactdn y ot..aqueda> 1 comprende el 
aeaarro110, aescrtpct4n y compe,rac1cn ae los princtpales m+tooos 
ae oraenactdn y D6aque<1a. 

CAPITULO v <A1gorttmos pera MS.nipular caaenaa ae caracteres>: s~ 

reeltzie. un estucHo teórico ae ld.S att'erentec t•c11tcas emp1eaae.u 
en la.manipulact6n ae caaenae de car&ctere& 

CAPZTULO v:i: <A1gorttmos espec&r&cos>: caaai 1a am¡:1lttua a~L campo 
ae desarrollo y ap1tcacidn ae loe aigorttmoB no es po~ttile 

abarcar toao en los capltutoe antertoree <nt en tooa l~ te~lsl 

por lo que se1eccJonc11ftOs algunos algorttmoe que ae dlgunei t"::;rma 
r~~ulten intereeantes para nuestra cerrera. 01cnoe a1Qor1tmos ~e 

preB~ntan en este capltulo. 

CAPXTULO v:i::i: fErtctM'ICIA ae 10• a190rit"9G•>: se presenta un 
estuato ae la coMP1ejtGea ae un algoritmo ª~' como ae las 
dit•rent•a t•cntcaa a. ana1&•t• y aaseno de e110&; se descrtcen 
td.mt>t•n aspectos relevantes que hay que tener presencee en las 
rase• ae seleccton y progre.l'r\actdn con 14 rtn~11aao ae que el 
lector tenga argwnentos valtdOs que respa1a~n la dleccion de un 
aetermtnaao proceao. 

Por ~ltuno e1 lector aeber6 ten•r preaente que a mea1aa que 
la• comput·aoordls aumenten su r4ptaez y atsmtnuyan su pr•cto, 
tamnten el aeaeo ae resolver problema& mas grande• y complejos 
saguar• crectenoo Por 10 que 1• tmportanc'a ae1 aeecubr1m1ento y 
el empleo ae a1goritmos afJctente~ tembt•n se Jncrementera. 
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CAPXTIJLO X 

XNTAODUCCXON A LOS "LOORX'TMOS 

A1gorltmo, un termino bastante com~n en e1 &rea ae las cLenc1ns 
ae la compu~acton, que inaavertldamente se encuentra presente en 
nuestra v1aa atarla, ya que todos seguimos ct~rtos proceatmlentos 
para rea11zar aetermlnaaas tareas <por e1emp10 1a acclon ae 
cam~1ar1e las llantas a un automOVil> pero, ¿cual es el concepto 
real ae un a1oori~mo? El descubrimiento y tormuiacion ae 
a1oorltmos tue uno ae los aconteclmtentoe l'T\4S importantes ae iae 
matemAticas aesae el momento en que se convirtieron en ciencia. 
Al respecto el acadtkftico A. M. Kolmooorov eser tlle: "En toaoe 105 
casos qu~ sea posible, el descubrimiento de a1;or1tmo~ es la meta 
natural ae las matem.t.t tea.e". 

En su proceso ae aeearro110, ias mat.em&ttcas na tratado ae 
encontrar aioorltmos eficientes y generales que perm1tan 1a 
solucton uniforme oc clases mas amplias ae problemas 
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1. 1 ¿QUE ES UH ALOORZ'TMO? 

un a1gorttmo e5 un conjunto ttntto ae tn~trucciones, cada 
una ue la5 cuales ttene un stgntftcaao precteo y pueae ejecutarse 
en un tiempo finito. Las tnstrucctonee ae un algoritmo, son una 
secuencta oraenaaa ae operactones a realizar para resolver un 
problema espectttco o una clase de proo1emas. En otras palabras 
un algoritmo es una t6~1a para la so1uc1on ae un PROBLEMA. 

En computación el t•rmtno a1oorttmo posee un eigntticaao 
espectal, aon cuando toao algoritmo es un procedtmtento, no toao 
procedimiento es un algoritmo. La palabra procedimiento se emplea 
a veces en un sentido muy general para aeaortDlr una serle ae 
pasos no muy Dten deftnlaoe; en tanto que un algorttmo es un 
metodo cuya dettntción es muy prectea. 

1.1. t Propiedades de un a1gor1trno. 

un proceatmtento que ttene las stgutentee proptedaaes, eegon 
varios autores, es un algoritmo: 

A. FINITUD 

caaa tnstrucctón aebe ser etecttve; esto ee los componentes ae 
una instrucción deben ser b&eicos y entenatoles, para que esta 
pueda ejecutarse en una cantidad finita ae tiempo y esruerZoi ast 
un algoritmo aeDe terminar aespu•s de e'ecutar un nomero rinito 
ae instrucciones, sin importar cuele& fueron los valoree de 
entrada. 

B. AUSENCIA OE AMBIGUEOAO. 

caaa instrucción deDe estar perfectamente aeflniaa; esta 
condición eigntrtca que caaa vez que se presente para su 
ejecución un algoritmo, con ios mismos aatoe de entrada, se 
oDtenar&n loe mismos resultados. 

C. OEFINICION DE SECUENCIA. 

La secuencia que deDen llevar a cabo los pasos ae1 algoritmo 
se deben especificar stn lugar a dudas: Todo algoritmo ttene una 
instrucción inicial Qnica y caaa instrucción aeDa tener un 
sucesor ontco para un aato da entraaa dado. 

D. OEFINICION DE ENTRADA V SALIDA. 

un proceso con cero o m.t.s aatos de entrada caatoe necesario& 
para poaer inictar el algoritmo> oDttene uno o m&s aatos de 
sa11aa <aatos presentados al eKterior como el resultado del 
algoritmo>. 
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E. EFECTIVI:OAO. 

Lae lnetrucclonee de un algoritmo deben ordenar tareas 
posiDlee de realizar, no ee pueae llevar a cabo un4 tnstruccton 
sino se· tiene la información eUfictente o st el re~ultado de la 
ejecuc16n de la oraen no estA aeflnido 

F. DEFINICION DE ALCANCE. 

un algoritmo se aplica a un problema o a una clase de 
proDlemas espectficoe, el rango de las entradas se tiene que 
definir prevt~mente y es •ste el que oetermtna la generaltdad de 
un algar i tmo. 

1.1.2 Naturaleza de 1oe a1Qorltmos. 

Por la cantidad oe paeos qu~ un algoritmo emplea p~ra resolver 
un proolema, los algoritmos se clasifican en: 

ALOORI,.-.,S DXRECTOB1 En este tipo de a1goritmos"el número oe 
paeoe ee fijo o se tiene un número m•Kimo fijo; por ejemplo si 
cada paeo de un a1gor1tmo para jugar oato ee una jugada, ~ay 

cuando mae nueve pasos. Los a.lgor i tmoe de esta clase pueioen o no 
ser de naturaleza clCltca. 

ALGORITMO INDIRECTOS: Eeta claee de algoritmos son genera1mente 
iterativos y el número m&ximo ae pasos se encuentra relacionad~ 

con la cantidad ae datos, ae tal rorma que puede ser ca1cu1ado 
ap~iort. Por ejemplo e1 procesador ae cheques para el pego ae una 
n6mina requiere cuando m&s nk pasos, aonde n es el número de 
empleaaos y K el nómero rnAxtmo ae pasos por cheque. 

ALGORrTMDll CONVERGENTES: El número ae paeoa para esta clase ae 
algoritmos eet• tambt•n re1ac1onado con los aatos; pero ae tal 
forma que no podemos predecir e1 número de pasos 1nvo1ucrados. 
Tales procesos se encuentran a menuao re1acionaaos con 
1nveet1gac1ones soDre conjuntoe infinitos o procesos 
convergentes. Por ejemplo, a1 ca1cu14~ la ralz de un. po11nom10 el 
algoritmo puede completar su proceso en forma eatisfactoria si 
la so1uct&n tiene un rango de error aceptaD1e. Oe an1 que ae diga 
que este tlpo de a19oritmos aeoen generar una serie ae 
e5timactones <presumibles de la respuesta de alg~n problem~), y 
siempre se debe tener ~lQUna. información respecto ai grado de 
convergenc la·. 

, . t. a Hlp6t••I• DA•lca a 1a te6rla de •1ge>rltMOa. 

Para poder estuatar la teorla de algoritmos, se requiere ae 
una definlcton matem6t1ca precisa ae un a1goritmo: 
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"Un a1oor1 tmo ee un procecumtento general tal que para alguna 
pregunta aprop1aaa, la respuesta puede ser obtentae por el ueo de 
un simple proceeo computacional o c61cu10 ae acuerao con un 
m•toao espectftco ... un proceatmtento general ee un proceso en el 
cual la ejecución ee espectftce claramente aún en los m•s 
pequef'loe detalles" 

HE~B C196:S>. 

" ... un algoritmo es un proceatmtento aetermtnusttco, a1 cual 
se le pueden aplicar cterta clase ae entradas ~tmoo11ca~. 

proauctendo eventualmente una correspanatente sa11ae. stmoo11ca 11 

ROGERS ( 1967). 

"Un procedtmtento ee una eecuencta f tnt te de 1n:strucc1or1es que 
pueden eer mecAnJcamente llevaaee a ce.Do, tal como un programa en 
la computarJora ... un proceatmtento el cue.1 s lempre t"rmt na "" 
llamado algOI"' t tmo 11 

HOPCROFR V ULLMAN C 1969). 

Estas eólo son alqunae ae las diferentes deftntctonos rornldla.s 
del concepto algorttmo que se han aaao a trev•b de la ha~torta 

'5 t n embargo, "Se na demostrado que toaao ellas 3on ~~':lu 111alet1te~ al 
concl"!pt.o d"' m4'qu ¡nas ae Tur J ng, que se acepta.r, C<•mo las bt;r.se~ 

rr.irm.-\l.,5 de Ja computación: 

11 TODO ALOOAXTMD ESTA OAIXl EN F<lNi1W' DE MATRXCEB FUNC.IOHALEB V 
ES EJECUTADO POR SU CONEllP<»S>IENT1' OMQUINA DE TURING " 

oe e~ta deftnicidn se aeauce que un procedim1entv rdsue1v~ un 
problema !'Sólo st es postt>le programar una maquina e1e Tur1ng que 
lo tntente resolver; este procec11m1ento se convertir.a en u11 

t!\1gorttmo .;st l<!. m•quJna de Turtng :se aetJene en un m<.)mento Oddo 
de su ejec.;uctón 

t.t.4 Maquina ae '.f'Urtng. 

una m&qutna ae Turing M consta ae 3 partes• unet. una<Jad de 
Memort-5, una untd4d ae Control y un Progreima 

A. UNlOAO DE MEMORIA. 

La m~morta oe una rnl\qutna ª"' Tur1ng consl&t~ ar~ unl!'.. O:lnta 
tnrtntte atvtdida en cut.aros, caaa cuadro puedo contene,. 1..111 
stmbolo que ¡::.ertenece e un a1fat>eto <conjunto .:Je ~lmbvlo5 
prer.tef'1ni•:to~>. cada sámt>t)lO en la ctnta representd un el.ato. 
E>• t~ten d.:>s aspectos Importantes a cons Jderar. 

t > La ca.pd.Ciddtl de memoria ae una m.l.qulnd. ll~ TurJt''J 
conceptualmetHf:' ee. 1nr1ntta, lo CU:\l implica lG posi.bi.lldad as-

- " -



que e1 deearro110 computac&on•1 rea1t2ado por 1a maquina nunca 
term1ntt, e1n cml:)argo 14 tefmtnacton computai:tt)n"'l ·~·. ,,. 
cer•oterlettca dletinttva entre a1;orJtmoe y procedtmtentoa. 

2> El programa •• parte 
Turing1 cada algoritmo 
representarse por una 
reepeottvo a1feb•to. 

ae 1a Clf!lacrtpcton de una ma.qu1na 1:te 
o procedlmt•nto eepeclftco puea• 

maquina de Turtno dtatlnta con su 

cuando ee formaliza un procedimiento crepreeentanao10 como una 
maquina de Turtng> es importante aer1ntr el Alfabeto da la 
maqutna ae Turtno en el que e1 proceso puede ejecuteree. 

Ejemp101 

11 se eeoogtera una repreeentacton particular de una maqu&na 
de Turtng, que emp1ea un alfabeto con eo10 ao• ª'mDOloe o y • 
m&a un e1moo10 •apeota1 • qu• r•preeenta un cuadro DlancoJ 1a 
entrada/aaltda ee regir'ª por la a&gutente conv•nc1on1 

X> xn1cta1mente 1a ctnta se encuentra en DlAnco c1n ctnte 
contiene sólo cuadros con el elmbolo •>. 
XI> Antes de Que el programA 1ntete, 1a entrada ee co1oaa •n l~ 
ctnta y la caceza de lectura v eoeritura ae poeestono soore el 
prtmer atmDolo de 1a caaena d• •ntreda, Que ee el primer etmDolo 
que est• m&a • la tzqu&erd• ae 1a ctnta el cua1 no ~s a. 

III> oe~pu•s d• que el progrem. para, tos caract•r•s Cd'º v naot• 
la der•ona de la c•D•Z• de l•ctura y ••crttura antas d•l prtmar 
~lanco son l• sal&da. 

•· UNXDAD DI CONTl'OL. 

Beta parte d•tarm,na 1a in•truccton que va •jecutera• y la 
ejecuta , La unidad d• control•• comunica con 1a ctnta '"''"'t• 
por meato ae 1a cabeza de lectura y ••crttura C"WH) y con •1 
pr09ramei por meaio da la cao•za de •Olo lectura '"OH>. La ~WH •• 
1a ancargacse d• 1aar o aacrto&r el contenido ae un ae10 cuadro, 
m••ntr•• qua la ftOH 1•• una eo1a in•truccion aa 1• maquina aa 
Tur1n9 en un ti.....,, Le tll6qu1ne ae Tur1n9 parara ••10 •I 
encuentra una 1n•trucc1•n HALT. 

C. P"OOl'IAMA. 

••una aacuencia finita e1a tnatrucc&onaa prtm&t&vae qu• 1a 
tll6qu1na ae Tur1119 •• cepaz ae e1ecuter1 a19una• O• e••e 
1n•trucc1onee eet•n referenclaaae par une et1qu•te ~n1ca. 

- ., -



- WRITE "a" 

- GO TO n 

Reemplazar el 5¡mco10 en el cuaaro prevaleclente 
DAjO la AWH por el 5:i.mOOlO ''ª". 

MOver 1a ROH a la lnstrucclon ettquetaaa con n. 

- IF' "a" oo TO n st el st.mD010 Da;to la RWH ee. "ª" mueve la 
AOH a la 1nstrucc1on etiquetada con n; sl ocurre 
otra cosa mover la AOH a ia eigutente 
tmstrucc16n. 

- HALT Termina e1 proceso. 

Actualmente estas 1nstrucc1ones representan el conjunto mt.ntmo 
requertdo para evaluar una runc1on "computac1e"; !SU inherente 
stmpllctdad perm1ten aer1n1r la semAnt1ca de cada 1nstrucc16n s¡n 
ambigüedad pero provoca tamt>J.•n, una tarea araua al ·· intentar 
escribir con ella~ un procedimiento realista 

1 B 1Ble1B1o1 • 1 )( ¡ .. ¡ b 1 V la I B 1o1z1 'I • 
Me1111or1a 

Reaa wr1te Heaa CAWH> 

Ul'1idlld de 

contro1 

neaa on1v ._.. <AOH> 

F'lg. 1.1 Componentes ae la n\6.qulna ae Turtng 

un car•cter ae entrada a Una mAqutna ae Turtng, es una cadena 

~!"~~~t~=~~·2;(~:~1~: :!mD~~~: ~~~ln~~o~~~~, 81 1~!~~:~~n~ec 8!et: 
cadena-se escriDe en la cinta con un número infinito de blancos 4 
la derecha e izquierda de la cabeza ae le~tura y escritura, esta 

~:o~~~,,!~!º~n:;r~~~~~~~ ~A :.,~~!~!ªd~aT~~~~c~~d:e~ ~~º~~~=~ ~~~ 
una entrada "'JC". Si se detiene, 1a cinta pueae contener una 

~a~~~~l:;:Ab2 • V .D~e co~i~~ ~~':r~y•~nf !~'i~ ª:a~~::c~: a i!ª :~~~~: 
correspondiente a la entrada "X". Por e110 se a1.:e que le. ma.qutna 
de Tur1n~ existe al definir su a1raoeto y su programe.. 
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\ • l • I • I Dt 1 Dli I • .. 1 Dll j • 1 • 

.___.,.,_, .... _el _ele__, S> 1 ~···· I 
~ contro1 

untoad e1e 

contro1 

con~1uurac16n xnac1a1 con~1guract6n ~1na1 

Flg. 1. 2 conflgurac1onee de la M&qulna de Turlng 

t.e BRl!\IE HXSTOftXA DE Loe ALOORX'111108. 

El t•rmtno a1gorttrno, antes a1gor1smo, ortgtnalmente se refiere 
a cualquier desarro110 computac1ona1 v'a un con1unto de r~ola~ 

apllcadae a nümeroe escritos en forma aectmal. La importancia de 
tener a1gor1tmos o m•todoe de c•1cu10 va era conocida por 1oe 
eg1pc1os y loe grlegoe ae 1a antigüedad. 

Durante ia Edad Media •1 or1gen de eata palabra •~n esteba en 
auda; algunos ltnautsta• aUPonlan qua ae aertvaba d• hacer la 
cotnt>tnacton e1gtro• <arduo> + arltflllD• <n""'9ro>, otros dectan 
que 1a palabra provenla ae "El Rey Algor ae caat111a11

• P'tna1mente 
los hletorladorea de 1as matema.t1cae encuentran eu verdadero 
origen: La pronunctac&ón fon•ttca ae Al-&l\OWArizntl, matem•t1co 
•raDe cuyo nomore completo•• ADU Ja'far Monammea <1iterar&amente 
"Padre de Je'far, MOhAnl'Mla. nermano de MOaea, nativo d• 
Khow•r•zm", Knowart •• nov una pequet1a ctuaad eovl•ttca ae 
Kh&va.> qu&en eacr&D16 e1 c•1enre l&Dro Kttao al 'ªºr W'•l
muqaDala <reglas aa reataurac1ón v reaucctón> en loa •~o• 1as o 
BIO <la fecna exacta ea aaaconoclC:S.>. 

A6n cuando 1a eva1uac1on de la 1og1ce comienza con Ar1stote1ea, 
384-322 A.c. v otro• Grl99oe ae 1a antt~üeaaa, no rue •lno naata 
por el tieft'IPO ae Whlt•r .. a v ~u•••ll que el eetua10 aa aeta 
a1ac1p11na •• cseaarro110 •n dlf•rente• a1reoc1onea COl'IO la da 
10S ALOORXTM08 V 1a• COMPUTADORA•. En t•Oo •l ... t•IOll&iCO •leman 
cavlc:1 Hi1D•t propU•o una lt•&• <1• •a proDt..,.• cuv• 1101uct•n 
consideraDa asencla1 para el avance ele 1ae .,..taM6tioaa. •1 
programa qua Hllb•rt tenia en menta ara el aa .. rro110 aa u" 
etst91Nl 1óglco-matemattco aentro aa1 cua1 eatuvteran tnmareaa 
todas las ma~emat1caa y que fuera proD&Dlmnenta con•i•~enta. •• 
decir, serla poa1a1a proDar qua de loa axioma• de ••te •i•tema no 
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se pueae llegar a una contraaicct6n como teorema; Sin emoargo en 
1931, un joven lógico austriaco KUrt 03del publico un arttCUlo en 
e1 cual demostró que no importa cuan ruerte sea e1 sistema formal 
que se tnvente, atempre habr& problemas que podr•n ser tormulaaoe 
dentro ae1 sistema, pero que no poar&n resolverse aentro de e1. 
Es decir. nay problemas matemáticos que, forzosamente, nunca 
poaran resolverse; no solamente porque no se naya aescubterto 
cómo resolverlos, sino porque e1 namore parece incapaz ae 
encontrariee una so1ucion. 

El trabajo de Gb'ae1 destruyó el programa ae HllDert. pero 
Condujo a1 r&pldo desarrollo de un campo aescuiaaao ae laS 
matemAtlcas: aetermlnar que m~toaos son vAltdos en ia reso1uc1on 
ae proclemas. Las cuesttones DAslcae, aqul, son exactamente 10 
que queremos decir cuando aflrmamoe que tenemos un algoritmo.para 
resolver un problema, que poaemoe "ca1cu1a.r erect t vamente" una 
f'uncton, o que podemos '"enumerar efectivamente " un conjunto. 

La pa1aora a1gorlmlk> no aparecto en el Otcctonarlo ae Nuevas 
Palaorae ae weoster sino heSta 19~4, con el s1guiente stgnlficaao 
''proceso ae hacer art tmettca ueanao n..:.meros arADlgoe". 
Graaua1mente su rorma y 3lQniflcaao rue camotanao por representar 
conruston con la palabra arlt,..tlca. El camt>lo ae a1goriamo a 
algoritmo es dlflct1 ae entenaer ya que la ge1·.ta 1·,a ..:.lvldado 1c:1. 
dertvaclon origtna1 ae 1a palabra. 

un reciente atccionario matem&.tiCo alem•n VOLLSTANOIGES-
MATHEMATXSCHES LEXICON aa la aigu1ente deflnlcl6n para la palabra 
algoritmo: 11 oaio esta palabra se comDlnan las noctonee de los 
cuatro tipos ae c•1cu1os arttm•ttcos, 11arn8aos, adietan, 
mu1ttp11cacion, su1:>1s~racc16n y cuvision". La rrae:e latina 
algort tmo INF"INITEBXMAL fue emp1eae1a para denotar .. ,,._todos ae 
c6lcu10 con inf1n1aaa ae pequeftaa cantidades" y, fue inventaaa 
por L.etbnitz:. 

Para 19SO la palabra a1gorttrno rue asociaaa con el algoritmo 
ae Euc1taes, el cua1 es un proceso para encontrar el m•xtmo com..!&n 
divisor ae aos n<.tllleroa. 

oeede 19S2 el aesarro110 ae 1as computadoras na aaao 1mpetu a 
los estudios ae la teor1a ae algoritmos v lógica. 

uno de los fftlla rectentea procedimientos para acordar la 
resolución ae proD1ernas· fue el propuesto por e1 metem&tico ruso 
A. A. Markov en loa prtraeroa arsos d• la a•caaa ae los cincuenta, 
con 10 que el 118IRIU>a •a19or1 tMOe norrNtleaº y qu• noaotroa 
conocemos como "a19orttrwoa esa Ml!lrkov•. E1 tipo general de 
proD1emas que MArkov atac6, ea e1 de 1aa transtormmctones de 
caaenea ae s1mt>o1oa : oacs. la auceston A, tranetorme.r1a a 1a 
suoest$n • ae un l'ftOdO -.canteo. Este proD1ema •• una extracción 
d• mucnoa proD1 ... • CONUnes; por ejemplo sumar ctos nomeros A y • 
pu•de consiaerarae como ei proD1ema ae transformar la sucesión 
11 A•• 11 en la sucesión •e•. · 
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Act'-'al111ente un algor'itmo es formulado y pr•••ntado corno l• 
solución d• un probl4w1a, su significado •• biif.stant• 11imilar al de 
fOr-mula, proc•so, m•todo, o t•cnica 1 •1n embargo .... t. 1· •1 llwu 
hiplica aspecto• un poco difet"ent~s: •s un conjunto finito do 
inatruecione• que e•pec.i~ ican el camino en el que lafi •ntradas se 
procesan 1tn orden para producir rqsultadoa 1 el hacho da qu• la 
relación ENTAAOA/SALIDA •• con1plete dependtit no •Olo de lam 
instruccion•• atno de la calidad da los datos, datos •qui\JOC&doa 
producen n1aloa r•sultados. 

1.3 ¿QUE ES EL ANALJSJS DE ALOCMJTIIDS? 

El an,liaia d• algoritmos •• el eatudlo de todoa los aspactoa 
involucrados an la solución d• un probl•~a por computadora, dQade 
si.1 formulación pr•l iminar, la programac.iOn, y as.l sucesivamente 
h.as.ta la int .. rpretacióti d·~ los r-~sul tado:s obt~niclo'5. 

E:!i cotivenitn-.te distinguir- ent,-e el anali&ifi d.w- un algor·itn1u en 
particular y 1•1 anAli•i• d• 1.Ana cl••a de algor-itmoa. En el pl""i1n•r 
ea110 s• investigan las c.aractc.-.·: ~t icas 1nas i1np.::wtantE-s ta les con·.o 
el ti~mpo y la memoria Qmpleada Ceompl•jidad)J para detarmin&r si 
•s• algor-itmo ea o no óptjmo en algón eentido. Est~ tipo d• 
an.il1$iS Slf r•!&llza de-sdq. los pril'lllfros di.as dY la p,..o~r-.maeión 

c.on1µutac.ional. 

En el an4lisis d4." una Gl•s• de alguritmos (algot'"ittnos 
agr-upados seg.:.n pr-oblemas mat~m&ticus bien definidos, por •Jamplo 
la ordenación y la b.:.squeda), li• estudia una familia entera de 
algor-itMoa para la solución de un proble•a par-ticular y se 
seleec tona el qu. re•ul.te ••• ef te.tente p•r• •olue lonar . dic;t-.o 
pr-ubl•11na, ~1 r•ali:rar ••ta t&r"•• d• selección puede ser un 
proceso eomplic.ado que envuelva sofistic.ado anAlisis 
matema t ico. 

El anali•I• de algorit1no• for,.a parta de 1•• diaciplhiaa ••• 
u•n~r•l•• d• la cienoia eotnputaeional y a grand•• rasgo•, 
engloba lo ql.Ae ser-la la evaluación de la •f ic:ienela de loa 
algorit1no•J dado qu• actual.ente •Mi•ten var-ios algortt•o• 
disponible• para apllcacii6n particular-, •l anAlisi• de 
algorittnos, nos ayl.Ad& a eonoc•r cu61 •• •1 algorit1110 ql.A• noa 
p•r-1nite resolver de una for1na óptiina nueatro probl•••· 

E• i•po~t•nte 11neneionar que en -•1 anAli•i• de 1.An algar-it•o •e 
r-•curr-• • la notact6n 1nat•11116tic:a que •• eMPl•~ doa 
pdncipal•• propó•ttoa: 

1 > D••Gr"ibir una porciOn de un algorit1111a y, 

2) Analizar la• car-Acter-l•tiea• de ejeGuciOn de un algoritmo. 
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1.4 HERRAHIEHTAS EtFLEADAS EH LA CCX'tSmUCCION OE ALGORITttOS 
EFICIENTES. 

Un problema d~ !ijlran ift1~1ar-tancia eti l• con1putación 1 •l 
ian1~oritr~r rapr-es.l!ntaeion•• d• lo• ob}~to• qu• "°... manipulan, 
objetos que pu•den ser tan •i1nplea ccn10 un tipo d• dato ( lnteger 1 

Ch.ar) ,o tan eomplieadoa co1no las rudua d• COMunic.nciOn 
(Gt·•fic.•11>. Eat• probl•m• aurge porque •Ki•t•n muchas t"o••m•• de 
rl!pr-asentar los dato-s,en t•rminos de eatructUY•• s:Lmpl9• 
provista• directamente por un l•nguaje de program•ciOn. 

Si.mpr• hay que ton~r pr••unt• qu~ lo5 programa• conaiaton da 
AL.60RITN>S y ESTRUCT~AS DE DATOS y 1.m "buen" progr,1n1a f.IB la 
Ct>mbinaeión ad~cuada da aw1bos, El 1!-l11gir a iMpluwi~tilar uria 
estt·1.1ctura de dato• •• tan hnportant• c;omo l•• rutina• encargad11a 
d1;1 su manipulación y tiene una influencia aignificativ& en .. 1 
co•to y eficoiencoi& d• la iMplemantación d• un algoritmo 1 au 
4mplao raspon•abla produce algoritmo• m•• claroa y cunci•D• y por 
tAnto simplifican el programa total. 

1.4.1 Cl••if'iGac.tdln de l•• ••tructur•• de datoa. 

La• ••tructuras d• d&toa M&• C.DMUt,•• •• c.la•ifiGan aegt.:.n 
Arthur H. Sedtnan <Th,. Handbook of Colf'lput•r and Computirig> en doa 
gt'upoa; 

11 ESTRUCTURAS REGULARES. 

21 ESTRUCTURAS COr1PLEJAS. 

l-•• eatruc.turaa ragulara• ae c.onoc.•n ta.-bi6n con •l no1111bre de 
TIPO DE DATOa y aon "" conjt.Mlto de ~t••• al••ental•• o 6tomoa. Un 
•tomo uaual••nt• conai•te de un aólo •l••ento1 un entero, un bit 
o un Gonjunto de !tema. 

Loa tipoa d• dato• pueden ••r elaaificadoa como eacalarea y 
••lructuradoa. Loa dato• ••calara• incluyen el tipo real, el tipo 
entero, el d• doble precolaión, •1 eo.pl•Jo1 el 16gico, loa 
apuntador•• y 1•• •tiqueta•¡ •• l•• denowiina aal por ••r un 
conjunto ordenado •n forma- creciente (el r••l •• •l ~nic.o tipo de 
dato coonaiderado ••ta claaific.ac.ión que no C.UMpl• con •ata 
pr-opi•d•d>. 

Los dato• ••tructurados aon colee.e.ion•• d• elem•ntos 
individual•• da igual o dlatinto t•ipo de dato. Por- ejemplo 

Alutnno : RECORD 

END1 

No"'b..-e 
Edad 

STRlNG C30:1; 
INTEGER1 
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Alumno en este ca5o, es un tipo de dato estructurado compuesto 
por 1os elemen~ob nomore y edad que curre~ponaen a ttpos de datós 
OiStintos. 

Las ESTitUCT\JRAS XRREOULARES o EBTAUCTURAS DE DATOS se 
encuentran definidas pQr J.Os posiolee caminos en loe cuales los 
tipos de datos son 16gicameote re1ec1onaaos; ias relaciones que 
pueden existir entre estos son: 

a> CONJUNTO: En este tipo de estructura no exlste una relact6n 
directa entre 1os e1ementos, •sta se encuentra dada hacia el 
conjunto a quten pertenecen. 

A 

~ 
~ 

E 1 • EU!imanto 

Figo 1.3 Ejemplo de un cc.njunto. 

D> LINEAL: Este tipo de relact6n se presenta cuando los e1ementos 
guardan una relacl6n de uno a uno. 

.. 
Flg i.4 Ejemplo de una estructura lineal. 

e• NO LINEAL: La re1act6n que e• estaDlece entre loe tipos de 
datos de una estructura es m.:.1t1p1e cun e1emento pueae estar 
re1acloN1.dO con dos o m&s e1ementos>. 
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FiQ t.~ Ejemplo de una eetructura no lineal. 

1. 4. 2 Llstae. 

Una lleta es una estructura de d&toe que tiene un nomero 
vartao1e de elementos <objetos del mismo tipo, aenomlnaaos 
tamDi•n &tomos> que se encuentran re1ac1onaaos. Las listae aeoen 
estar almacenadas en un soporte dlrecc1onab1e <memoria central o 
pertt•rtco de acceso se1ecc1onao1e>. 

?are nacer referencia a una lleta se deoe conocer donae 
comienza y aonae termina. El tratamiento o man1pu1ac1on de una 
lista exige poder: 

a> Acceear al primer elemento <cabeza ae la lleta> 

b> Acceear a otros e1ementoe. 

1 . 4. 3 FonM• ele a lJIMlc•nar una 1 t•t•. 
Existen dos formas de almacenar una 11sta denominaaas forma 

conugua y tor""' ugaoa. 

En el a1macenam1ento conciguo los miembros de la lleta ee 
encuentran a1macenaaoe en localidades de memoria contigua. Esto 

:~t:~c:i :" e: 1~~~~~~ae~1!:ce~:~:1!~adLL 1 ~ ~e :"cn~f,; ~Jn;e ªd 
es el n~mePo de localidades.que ee requ~eren 1 para a1macenar un 
solo e1eimento ae l.a 1u1ta. · 

¡s, •• •• \ ~ ª•·•! s,MI ª· I 
L, Le L3 L11•1. L,., ... L, 

Le• L,+ <I L • ... L"'+ den-•> 

F'lg 1.6 A1macenam1ento contiguo. 
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Para tmp1ementar d• esta forma la• ltataa •• requ&•r• a•l 
empleo de arrea1oa, qua son eatructuras nol'IOg~neas, conatltutda• 
por elementos ae1 mt9fft0 ttpo, en la oua1 sua mlamoroa son 
aoceeadoe por •electores enteros 11amaaoe lndtcea. Sl tlpo v 
tamafto del arreglo d•D• ••r ºª''"'ºº ante• aa tnlotar el prooe10. 

L• otra forma de almacenar una llata •• la llQ•d•1 en 1a cual 
loa componente• da la eetructura aa encuentran en1a1adoa rrHldi•nt• 
apuntaaoree. En este tipo ae almaoenamtanto caaa •l•m.nto de ia 
lista tnoiuv• un campo que tncuoa aonde •• encuentra •1 at.Qutante 
elemento, lo que Jmp11ca que el oraen re1at1vo de los componantee 
puede ser modtftc~~o al altnrer loe apunta~ore~. 

Una lleta en1a2eaa no eeta llmttaoa a contener un n~maro 

maxtmo ae elemento• por 10 qua pueaa axpanatr cal AKlste memor'• 
dieponible> o contraer su tama~o mtentraa •• •'•cuta el 
proceaJmJento. 

La mayor v•nt•S• aa la• lista• ligaaae •~ 1• ut11tzao1on 
ertoaz ae la memoria, va qua puede emplear oua1~uter espacio 
vaoto por no exigir poatcton•• ••cuanatalee ae memoria; por el 
contrario su mayor tnoonventente •• 1• lentitud del procaeo, v• 
que ae neceearto ir reoorrtenao elemento a elemento a trav•• aa 
apuntadores para acceder a un 04to espectttno. 

coa de 1ae apllcactonea m•• comunes de l&b ll~ta1 ltgaaaa son1 

- En un adttor da linea• pueaa mantenaraa una lJota enlazada ae 
noaoa ae linea, caaa uno cont•n'enao un n~mero ae 1lnaa, una 
linea ae teHto v un apunt•c:tor al eJgutent• noao ae la lista. 
puaato que no •• pueaa pr•aaotr cuantas 11naa• •• nacaattar•n, 
••ta poaria ser una ap1tcec&on aaaouaaa para implementarla con 
noaos creaaoe dtnamtcamanta. 

- Para tmp1ementar arra91oa aaperctaoa <vectores o ,,..tr&ces con 
poco• elemento• dtattnto• aa cero> v avttar el aaapardtolo 
•HC•StVO ªª memoria. 

t.4.4 con•&a•r•a1on•• eo11ra ei a:u..a•.....,lanto contiguo y 
ugaao. 

- a1 a1meioenanuanto contlQUO •• f&Oil ese tmplernantar. paro•• 
aer1c1enta por ia aantl,... ae ioaa11e1aaa• ae ....,,..ria que 
utiliza ya qu• ••to •n l'llUai'IO• ca90• aallmlt• •1 ar•a a• 
llllPl-ntaa&en. 

- •1 a1.,.aenam1ento 11gaao ....,1 .. ••paa10 aa1a1ona1 a• "'41110rla 
para ia• 111•• y ••to poar&a ••r un raator a•t•rm1nant• en 
a1guna• •&tuaa1on••• paro - l• 1n•o,...a1tn no H....,ro 
•mpi .. toa• la ......arla r•••rvaaa para e11a1 la r••tante •• 
utiliza para al campo apuntaaor. 
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- cuando ia Información eet• aimacenada en forma contigua, eu 
manipu1aclón resu1ta aparentemente mas senc111a, sin emoargG 
para retirar un elemento nay que deep1azar una gran cantidad 
de el.1oe. En camt>io en el a1macenam1ento ligaao oaetar& con 
alterar las ligas. 

- Para recuperar 
eficiente ya 
m1ent.rae que 
comparaciones 
acuerdo con e1 

un elemento el almacenamtento contlouo es m•s 
que puede practtcarse en forma directa; 
en el ligado ee requiere un n~mero mayor de 
por e1 recorrido que se tiene que hacer <de 
campo l. toa>. 

- En el. al.mdcenamtento ligado es mAe rac11 unir o separa.r aos 
listas 

1.4.S c1ae1r1cación de laa listas. 

De acueri:io con la re1ac16n que QUaraan entre 5>U3 elementou la~ 
l.tsta:s S•J c1a.strtcan en lineales y no linealeis. 

LXNEALES { colas con Prioridad 

stack, QUeue 

·~·· i COlaa ctrcu1aree 

NO L%NEALEB ~~-::>- ArD01es, orat1cas 

~tg 1.7 c1as1f1cac1on de las listas. 

Las 1l~ta~ NO LINEALES ser•n estudiada~ en el capitulo G 

1.4.6 Listas lineales. 

una. 1 t&ta 11neal es una estructura, cuyos nodo~ estan 
ordenados por un solo criter10, y en donde el U1tirno y primer 
nodo no tienen suceeor ni antecesor respectlvamente 

f"Or"ma.lmente una ltsta ltne'd.l se define como un conjunto de n 
>•o nodos >CCt>.X(2), .... )((n) lo cual involucra· una re1ac1on 
11nea1 <una otmension> relativa a la poetcion ae loa nodos. Si 
n>O, X<t> es el prtmer nodo, aonde 1<K<n el k-nooo JCCK> ee 
precedido por M<k-t> v seguido por xck+tt v xcn> es el Qltimo 
nodo. 
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n-•slMO 

)((1) )((k) K(n) 

c=J-··· -c=J-

FlO 1.e Representactón gr•fica ae las ltetae 

Cado que e1 tama~o de una lleta lineal ee variaDle ia 
eupreelón e 1nserctón de e1ementoe son las operactoneb 
princtpale&, pero tamDt•n se pueden rea11zar otrae como1 

- oetermtnar el tams~o de la lleta. 

- /l.l""o:;P.~·"'r P1 tc-•~uno nnf1() 'tle la llste. par8 "':e.rrllnarlo y 
ce.motar el es preciso el contenido de sus campos. 

- Insertar un nuevo nodo antes del K-6Sll'IO. 

- Borrar el k-6all'IO noao .. 

- combinar una o m•e lletas en una sola lleta. 

- OlVldtr una lista en aoe o m•s lietae. 

- Determinar el nWTlero de noaos de 1a lleta. 

- euecar 1a ocurrencia ae un nodo con un part1cu1ar va1or en 
un campo determtnaao. 

- copiar una lista lineal. 

- ordenar 1os nodos ae una lleta caeadoa en ctertoa campos de 
los noaos. 

Al manlpu1ar las 11etas, se pueden presentar dOa ttpos de 
error•• aenomlnactoa. OVERFLOW y UNC>mR~LOW qu• a1gn1t1can un 
exceso o detlctencta de e1.,...ntos. En e1 ca•o de un arror 
UNDERFLOW se tratan de oorrar elemento• qua no a>etsten v en •1 
caao ae un error OVE~FLOW sa intenta raa11zar una 1n••rc1ón 
cuanoo ya no tentM'ftO• tnllfftOr la c:Uepon,D1a para nacer lo. E• 
importante tener presente que toaaa la• operacio~ee aeooladae a 
una lleta se rea11zan en~• llMIMOrla prtnG&p&l. 

t.4.? :T&poe dll 11et .. 11neA1ee. 

La oroantzacl6n a• 10• elemento• en una eetructura ganera1"'8nta 
tiene e1 propoa1to de ejecutar operacton•• con la estructura, "'6• 
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que con sus componentes y de acuerdo con su comportamiento e forme. 
en la cual realizan sus opereciones1 las e~trLr•:turas ltn~a1es se 
clasifican en atack, queue, col.a con prioridad, co1ae c1rcu1are!!!. 
y, co1as doblemente ligadas. 

A. STACK. 

Si una·estructura ao10 puede operar con su elemento extremo ee 
obtiene la estructura stack. un stacK es una estructura tipo LIFO 
< LAST IN, F'IRST OUT) lo cual implica que lo5 elementos se sacan 
de la lleta en e1 orden inverso al que se insertaron en ella. 

Este tipo ae f'l!>tructura también e~ 11.amada push-down, 
a1macenam1ento in"erso, pila, lista ült.imo en entrar primero en 
~a11r y aan 11stas yo-yo. 

El. primer elemento acce~lb1e del stack &e referencia por el 
apuntador TOP; el apuntador BOTTOM indica el último el.amento 
accestble y no pueae ser borrado nasta que to11os 105 el.emento& 
soore él ~ean e11m1naaos. 

Por razones htstóricae, ias aos operactones primo.ria& en p11.e.~ 

se 11aman u:sud.lmente PUSH <insertar> y POP <borrar1. 

El esquema oe un susca<. emp1ee.ne10 e.1mac.en.srn1en~o cunarruco serla: 

TOP~ 

FlO 1 10 Representacian '1.tQe<le ae1 STACK. 
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oonae oaaa nodo ••t• constttU&do por ooe campo• cun campo tl~o 
ttipunto5dor y otro e.eimpo que contiene la tnrormaol6n'. 

El a1maoenaml•nto aeouenol•l par• un etaoK ••muy a1mp1•, •OlO 
ae requiere ae ooa v•rt•D1••• une que jMdlque el ~lttmo elemento 
1neert•do <TOP) y otr• que tndtque e1 namaro max1mo ~· e1emento• 
CMAX-P%LA > 1 cuando 1• \lar 1ap1e TOP ea lQllUA1 a cero la p l l• eru.• 
vaola 

" . e D • 

T ,,_ .. 
Flg l. 11 ~•pr•••ntac16n llQ•G• G•l 8TACK. 

una pll• •• 1a ••tructura ae anto• eaecuaaa cuando 1e 
1nrorm~c1on d•D• auaraar•• y 1ueQ110 recuperar~• en orden 1nverao. 
una attu•cton qua raquera \lolv•r atr•• a1Quna poatclOn pueQe aar 
una ouena oca•ton para u .. r una ptl•. Por .,amplo en 1• 
raao1uc1on aa un 1aDar1nto, •• puaa• aar con un muro v n•o••ttar 
vo1v~r atr•• Duacanoo un• •41tGa. •• •• emp1aa el atack para 
;uaraar 10• camino• a1ternat1vo• a aqua11oe por 1oa qua ·paao, 
podr&a vo1var a la ruta an une poa1c1on anterior. 

- •n proceeoa racuratvoe o 11~aa• a proceo1m1•ntoe. '*"c~o• .,l•t•PM• ut111zan una ptla para 11av•r l•• atreccton•• aa vu•1ta, 
ioa vaior•• de 1oa perMft9Cro• o diracc6on•• •i Lntormac&an 
ut111saoa en loa auDprogr..,..•. PU••to qu• ai oro•n o• iaa 
11.,...da• • 1oa procadUllt•nCo• cantrio 12• t.1"' 'P'""IJ"ª""• •• a1n•1co, 
1• p11a qua ai.,.c•n• ••toa ciatoa pueoa crecer v 01.,.1nu1r ourant• 
ia •t•cuc1an O• acuerao con al n1ve1 a• an10.,.1anto O• lo• 
•uDprogr-•. 

•· COLA• alMPLI• CQUllU981. 

una cola ea una e•tructur• ae ciato• 11n•e1 •n l• qua •• 
•mple•n •u• ooe •MtreMO• par• r .. 11z•r l•• operac1ona•1 10 cu•i 
llllPllca que OeDan •Ml•tlr oo• apuntaaor••• •1 apunt•CIOr TAtL qu• 
1na1aa •1 aMtr8lllO etftPl••llO para 1neartar, y el apuntaoor HIAO que 
1na1c• •1 aMtramo por •1 qu• •• poara •upr1m1r v r•a11ser 
generalmente toooa 10• acc•ao•. 
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Las co1as son estructuras tipo r1ro <FIRST IN FIRST OUT>, ya 
que el primer elemento que llegue A la colA sera el prlm~r 

elemento en eelir de ella, El esquema de este ttpo de estructura 
en forma din&mtca ee: 

T r . 
HEAO TAXL 

Fig 1. 12 Representación ligaaa de una cola s1mp1e. 

Sl se de5ea ·1mp1ementar una cola en forma eetattca ee requtere 
de tres vartaDles: HEAO, TAIL que QU4rd~n la postctón de 10$ 
elementos extremos y MAX que indica el numero maxlmo ae elementoe 
que podrla contener la cola. 

l T 
HEAD TAJ:L 

FiQ 1. 13 

Si deepu•s oe rea11zar var&aa operac&onea· nu•etra estructure 
tiene 10 atQulente forma: 

f'lg 1 .... 
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y se aesea rea11zar una operacton de &nsercton ee necesario 
aplicar un aesp1ezam1ento al principio de la lleta p4ra poder 
riacer10. 

T T 
HEM> TA%L 

F"IO 1. ·~ 

APLZCACZONES DE UNA QUEUE. 

- una apllcacion aonae iae colas flQUran como 1a eetructur~ de 
datoe preaomtnante es la e1mu1ac1on por computaaora ae una 
ettuac1on ~el munao real. oe necno, el etetema del mundo real se 
llema sistema ae co1a y se encuentra rormado por servidor•• y 
colas ae objetos a eervtr El factor que se examtna ee el tiempo 
de espera. 

Los oDjettvoe ae un sistema. ae co1as •• emplear al m•Htmo a 
los servidores v mantener el tiempo meato ae espera dentro de 
unos llmtte• razonab1ea. E•to• objettvoe neceettan frecuentemente 
ae un·comp~omtso entre el costo y la aatiaraccion ae1 cliente. 

Las col•• tambi•n •• emplean en mucn•s partea del 
operativo, en •1 cua1 ext•t• un programa qu• Cl••tttca v 
los recurso• de una computadora. uno ae ••o• recursos 
propia un1aaa ae procesanuento. 

a&at•ma 
••Ion• 
ea 1a 

Todos 1oa ai•poetttvoa ae ENTRAOA/8AL%DA tienen au propia 
cola ae pet&c1on•• para unprim1r, leer o eacriCir en eso• 
cuspoeitlvoa. 

C. COLA DOBLE <DEQUE>. 

La cola dObl• ~· una ••tr.uqtura a• aatoa 11n .. 1 que p•rmlte 
que 1aa operac1onea ae t>orrar o insertar un·a1emento •• raa11cen 
por amooa extrlimoa. Por 1• fortflA en 1• cua1 •• opera e1ta 
estructura•• puede tener el comportamiento aa un atack o.d• una 
col~ stmp1e. 

Existen aoa variac&onea ae las colae dObl••1 
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• J COLA OOBLE DE SALIDA RESTRXNOIDA1 9010 ee permite la 
c11m1n~c1on de elemonto~ por un ooto nxtrcmo y 14 ineerc\6n por 
ambo• . 

• , COLA OOBLE CE ENTRADA RE9TA1NOXOA1 La• inaerclonee a• realizan 
por un aolo extremo v la• e1lm&nao1onea por amDos. 

El esquema ae este·,ipo ae eetructura 1erla1 

r 1 
Hl!AD TAIL 

Las DEQUE o co1as aob1es son una generftltzacion 01 las QUEU~a 
V 109 eTACK, 

D. CO~AS CON PRIORIDAD, 

una 001a con pr&oru1aa •• un conjunto ae e1ementoe en los 
cuaiaa caoa uno tlana aetgnacto una prtor1aao. La ,orina •n la cual 
•• aneMa o ellm&na un elemento ae ••t• tipo aa ••tructura el;ua 
laa •tQUlantaa r90lae1 

ti 1!1 •1..,,.nto a• mayor pr1or1aaa •• proca•• prl..,.ro, 

•> ooo elamantoa con la m1ama prlor&aaa aon proc~eea~~ de acuerGo 
con el oraen en qua fueron enaKadoa a 1• ~ola 

a1 ~os n~..,.ros qus ••P••••ntan 1• pr1or1aaa tenaran •1 e1gu1ente 
111gn&t1caao1 11 a menor nYrRero, NVOr pr1or1e1a~1t 

~1 •~qu~m• aa una coia con prtortdad emp1ea~~~ a1mac•nam1anto 
~•n•nttco "•1 

r l - TAIL 
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Donde cada nodo conteun nuevo campo en el que se indica la 
prioridad para ~d~ p~ocasaao. 

La implementación ae este tipo de estructuras en forma e~t•t1ca 
es un poco ~s complicada ya que requiere de una m~triz 

<prioridad, orden> y dos vectores que mahejen ivs epuntadore~ 
TAXL y HEAD de cada nivel de prtor1aad. 

2 3 .. ,.. .. 
AA ¡ .. I • 1ol21 I • 

2 ea )()( HEAO 

PRJ:OR:IOAD 3 

.. ce DO ! 2l21 o¡ .. ¡ .. ¡ 
.... TAXL 

FlQ 1.10 Cola con pr1or1daa en forma e~t•tica 

Cada iocalidad de ios arreglos corresponoe a un n1ve1 ae 
pr toridad. 

Al manejar una cola con prioridades en forma contigua be deDe 
tener cuidado porque ios errores de UNDERFLOW y OVERFLO~ se 
presdntan "'8ra caa~ n1ve1 de prioridad: 

APUCAC%0NES DE UNA OOt.A ODIO PfUOR:tOM>. 

- un prototipo ae una cola con pr1or1aades es un sistema con 
tiempo comparttao en e1 cual los programas tienen c1erta 
jerarqula. 

En la vtaa atarta la ·prlortaaa en las co1as de espera se 
logra ya sea por 1a flna11aaa, parentesco o, por alguna propina. 

E. LISTAS OOBLEl\ENTE LIGADAS . 

. Las ltstaa 11gaoasen una sola a1recc1on tienen un Qren 
1nconveniente: d•D•n r•correree ae 1zqu1eraa a aerec~. pero 
aeDldO a que en ,..cnas oc9s1on•• se neceaita recorrerlas en amoaa· 
direcciones. se crearon 1•• 11ataa dODl.,..nte 1tgacsaa; 10 cual 
viene a darle .. yor f1eMibl11CMld a 1a rNtnipu1act6n ae las lista•. 

En este tipo de eatructura caoa noao incluye doa cempoe tipo 
apuntactor liameaos por ·ejemplo liga izquteroa v liga aerecna que 
sefta1an a su noao antecesor y sucesor respectivamente. 
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Gr.t.ftcamente1 

'-'1

1
_.___.._l ~j;=t_{;;~IQI :J· ~o::=~1 ~II :J+-·· 

' 
FiQ 1. iQI 

En cua1qu1era ae las estructuras vistas anteriormente se puea~ 
tener aoo1e campo tipo apuntaaor pero es necesario tener pr~sente 
la ut111aad que esto representa; por ejemplo, un stack pueae ser 
aoo1emente ltgaao pero una ltga nunca se emp1ear6. 

1 • J. . ,. , 
FIQ t.20 scacK d<>Dlernonte 11Qaao 

APLXCACXONEB DE LAS LXBTAB 009LEIENTE LXCJADjllB. 

- ~n cualquier proceso aonae se ~equ,ara recorrer la lista en 
amt>os aenttdoa por ejemplo: En el caeo cae una Da•• ae d•toa qua 
permite a1 usuario explotar 1a lista •n cwa1qu,ar ª'r•cc,6n. 
cebldO a que la 11sta •• puede 1eer emp1eanao cua1qu1era ae 10• 
aos enlaces, Si en un lllOIWanto O.dO un enlace no •• v•lidO, la 
11ata se PY•G• reconstruir usenao el otro anteca. ••to tiene 
senttCSO Sólo en caso ae un ta110 ae equtPo. 
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F. LISTAS CIRCULARES. 

una lista circular ee una e5tructura de detos que tiene le 
propiedad de que el Oltimo nodo ae la liet.a ee encuentra 
relacionado con e1 primer elemento ae la mtema. 

En el almacenamiento ligado de este tipo ae estructura no es 
necee.arto llevar e1 control del prtmer o ~ltimo elemento, eo10 
ae1 actual CPTR>, lo cual ee equ1va1ente a una lista con los 
punteroe CHEAD y TAIL>. 

Para poaer insertar o borrar un elemento ae este tJpo ae 
e~tructura, se necesita hacerlo despuee del que esta stendo 
apuntado por PTR que es el único elemento del cual se tiene 
información. 

Si el apuntador PTR se mantiene fijo la lleta se comporta como 
un stac1<. 

PTR 

l 

Flg. 1.2t Lleta Circular. 

En el almacenamiento contiguo este tipo de estructura viene a 
eo1uc1onar el prob1ema ae deeplazarntento de los noaoe en los 
arreglos, lo cual puede ser una operacton muy costosa Si la cola 
es muy grande. 

Ejerñp10: 

Si aespu•e ae una serle ae operaciones, se tiene la siguiente 
estructura 

" a 1 e D E F 1 O 

TAXL • 10 

f"ig 1.22 
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y se aeeean rea11zar me.a tnserctonee, se tomian 1ae 1oca1tdaaee 
atsponJblos al tn,c10· ael arreglo 

H 1 Z A 1 a e D E F' o 

MEAD• 4 

TAZL • a 

Ftg t.11:1 

APLZCACZOHE• DE LAB LZ•TAa CIRCULAllS8. 

• La apltcaoton ,,..e coman de una cola c1rcu1ar pueae ser en 
1oe sistemas operattvoe que regulan la intnrm~~•~n que ee l•• v 
ee eeortbe en arcntvoe ae disco o en 1a consola. 

- En los JJrogramas a• .ap1acactonea en ttempo real, el programa 
pueae rea112ar una tarea mientras el usuerto tntroauce datos por 
el teclado. MUchoa proc ... aor•a ae te~to nacen esto cuanao se 
re,ormeitea un parrara o •• ajuat• una 1lnea Por ello exibte un 
breve per&oao en el cual lo qu• •• eat6 tecleanQo no se v1aua11z• 
naata que •1 proceso qu• •• ••t• raa1azanao tarmtne. •&n embargo 
al pro;rar!'MI a• ap11cacJon t&ene que contanuar checenao e1 tec1eao 
aurant• la atecuct6n ael otro proceso. v si !e ~• pul••do un• 
tecla, •• co1ocar1a r~p&CIAIWl:nta an la cola v contanuar el 
proceso. cuanao el proce•o ••na completaao, ioa c4r6ctere• •• 
recuperan ae la cole y•• contan~• ae rorMa nof"Mel, 

Nota i Alguno• 1enguaJ•• C04'ft0 por ejemplo FOATMAN no tienen 
apuMtaaores pero ••t• ttP6 a• a.toa pueaen &"'Plementarae •n 
a1,.,..cenam1ento conttguo1 o •Onulenao apyntaaorae m9atante 
cursor•• <entero• que tnaacan la po•&cadn a•l elemento aigutent• 
en el arreg1o•••iemplo1 

VAi! 

Eapacto 1 A,.AAV c. t .. MaX:J or recorcs 

Elemento tapo a• e141m9nto; 

81g ZNTt:Cl8ft1 

&ND¡ 
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Escribir un programa para resolver un problema compr~noe vorlob 
paeos que van desde la rormu1aclón del problema, el dtee~o ae la 
eo1uc1on, la 1mp1~mentaclon, pruebd. y aocumentac1on, 11ú7.·a la 
evaluación de ia so1uc1on. 

Los pasos que proponemos para el desarrollo ae un ouen programa 
eoni 

A. DEF:INXCION DEL PROBLEMA. 

Antes de entender el problema. es neceeario tener una 
aerintctón precisa as •ste; tal conatcton por st m13ma no es 
suf lciente para entenderlo, pero e!i a.r>so11..1tamente l nd ¡ speneaDle. 

Esta rase, muchas veces se p~34 por dlto siendo ac301utamente 
necesaria para una compresión exacta y clara ae lo que eo 
requiere en realiaaa del programa, para poaer crear un amotente 
proptcto de desarrollo. 

P~l"'~i deearr-01leil"' una aeftntctón prectea es neceser-to reia11zt.rse 
pregunta.es como1 

~Toao el vocaDularto empleado en la rormu1ac1on se entienae? 

¿CU6l ee el resultaao que aeseo'> 

¿Como podrta reconocer la eo1ucton? 

¿'Qu• 1nformac1on me est&n aando? ¿Qu& 1nrormcSc1on voy d emplear? 

¿QU• suposiciones se hicieron? 

v aemae preguntas que aepenaeran b&atcemente ae1 problema. 

8. DEllAl'UIOLLO DE UN -LO. 

una vez que el problema h4 stao estableclao en forma cldr4, ae 
debe rormu1ar un moae10. Eate es un paso muy tmport~nte en t~ao 

proceso ae esolucton v debe someterse a una cone1aeraDle 
refl•x&ón, va que e1 moae10 atsenaao tenara una 1nt1uencta 
subetanctal en la solucton ae1 problema. 

Ex&eten aoa preguntas D6aicaa que es necesario rea11zar para 
escoger un moae10: 

¿Cuaiee aon las estructura• ae aatos que mejor se acoplan al 
prODlenta? y, 

¿EHlsten otros proo1emae resueltos, que se parecen a •ste? 

Para poaer escoger los estructuras ae ~atoe es necesarto 
entender la re1ac1on que eKtste entre 1os aatoa importantes en la 
so1uct6n del proc1ema y aectdlr las operaciones que se van a 
aeaarro11ar con e11os, sin embargo esta eeleccton pueae estar 
influenctaaa por los siguientes factores: 
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- Tener un conoc1m1ento llmltaao respecto e 1as estructuras ae 
dütC•S 

- La conven1enc1a propia ae la representac1on 

- La simp11Cida.CI cornputaclona1. 

Se Oice que se tiene un modelo ca.na1aa.tv &1 lllS 5i.gulente5 
preguntas se contestdn en forma dfirmattva: 

¿Las estructuras de aatos empleaaas. representan en forma ciara 
toaa la informa.cton importante del proo1ema? 

¿.Es po'5it>le reconocer todas las relacione~ que se e~,f.at:n~cen 

entre 105 Objetos? 

"Es pos101e t.rat>ajar con 
manipu1ac16n? 

C. DISEIK> DE UN ALOORI.TMO, 

razonable su 

un~ vez que el proolema se comprenato y se desarr..:•llo un 
moaelo se procede a formular un a1gor1tmo oasaao en ese modelo. 

Las versiones iniciales de un a1gor1tmo a menudo se encuentran 
mezcladas en propos 1c iones g:enera1e:s que aeoen convert 1 rse en 
instrucciones mas pequeMas y deflntdas en forma concreta, por 10 
que se propone rnpresentd.r e·1 a1gor i tmo ae una. rorma adecudcta. 

1> FORMAS DE REPRESENTAR UN ALGORITMO. 

El lenguaje humano nos proporciona el medio menos aceptao1e 
para la comunicación ae a1ouna tarea ya que t•cllmente punden 
surgir amDiQUeClades y malas tnterpretaclonea, a menos que ~e 

recurra a una cutdadosa elección de las pa1aoras empleadas en la 
deacrtpclon del proceso. Estas complicaciones, ~e pueaen evitar 
adoptando ciertas convenciones, que nos permitan descrlDir el 
algoritmo de otra forme ta1 como e1 empleo ae DIAGRAMAS DE FLUJO 
y los PSEUDOCOOIGOS. 

a> Diagra.aa de Flujo tRepreaentaclón Or6fic&): 

Un diagrama ae flujo es una colecc1on ae dibujos o slmDolos, 
cada uno representa un tipo ae actividad diferente; se encuentran 
conectaaos por segmentos ae llnea provistos de flecnas, que 
tnatcan un sentido de atreccton. Los aeta11es espectflcoe que se 
requieren para efectuar las diferentes acttvtaaaes se colocan 
dentro de tos dtDujos, según a convenciones Dlen estaoiecida:s. 

Para representar un a1gorltmo por medio de diaQramas ae flujo 
se emplean ios SiQUientes stmoo1os: 
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BDIBOLO 

e ____ ) 

<> 
D 
CJ 

NOMBRE 

Terminal 

FUNCIOH 

Inicio o final de un programa 
principa1. 

Proceso A&iQl"MICi6n ae un valor a una 
vartaDle. 

oectst6n Expre8a ramificación ae1 flu)o 
1óQiCO. 

Documento S8"81a que la inrormación se 
imprtrne en pape1. 

Entracsa Los esa tos se a1 unentan aesae e1 
tec1ae1o. 

Preparacl6n %nieto o. un proceatmlento repe
t ittvo. 

Flg ,.24 Slmbolos emp1eaaoe en la representación grartca 

ta ventaja mas atgntr,cativa ae este tipo aa a1agrama3 ea la 
representact6n clara ael flujo ae control ae1 a1gor1tmo, ea 
decir, la secuencia en la que se van a llevar a caoo las 
operaciones. 

Los diaQramaa ae flujo aon apropiados para el m•toao a• aiaeno 
TOP-OOWN cae arr1oa hacta aoajo>, en la que ee e3t4Dlece 
inicialmente la estrategia general del a1gorttmo y 1~$ 

refinamientos se introaucen aespu•s. 

D> PaeudOc6dlQO• cAepreaantact6n inscrita>: 

En este tipo ae representación se aeacrtbe el flujo ae1 
progreraa ut111zanao el lenguaje inscrito y 1a notact6n 
a1QeDraica. 
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Al escribir los algoritmos mediante eeta representación se 
recomienda tener pre~ente las Siguientes convenciones: 

- La indicación clara del principio y fin del proceso. 

- El uso de palabras claves en mayúsculas. 

- sangrar por la izquieraa las instrucciones que se encuantran 
bajo el control de una secuencia principal. 

El algoritmo seleccionado en esta rase puede ser bien. uno 
aesarrollado prevtamente (Obtentao de alguna revista o libro 
especializado>, o uno ideado por la persona interesada. 

D. DEPURACI.OH O CORRECCIOH OE lM ALOOR:nlC>. 

Uno ae los pasos mas tediosos y dtfict1es en el oes~rrGllO de 
un algoritmo es e1 vertrlcar que el proceso sea ei correcto, la 
forma m&a coman para comprobar esto es proba110010 manualmente 
pora diferentes caaos (distintos aato~> 

E. COOIFICACI.ON E llllS>LEMENTACION. 

Una vez que se tiene ei problema .... _ de une ~.:. ... uer1cta 
de pasos y nos convencimos de que son correctos, es t. lempo cu~ 

codificar e introducir e1 algoritmo tprograma> a la computadora 

Ld .::.t.olecc16n del 1engua]e de prooramd.Cl~P e-; 1mpor-tante, 
deber• estar sujeto a las siguientes considerac1one~: 

a> Natura1eza del problema. 

b) Lenouajes de programación disponibles <St ~e tienen m~s de 
i:to:: lenguajes que cumplan 1os 1·c.:¡u1~1 t-~5 para ser empleaao.s. 
se racomienoa aque1 que permita expre~ar ae una manera natural 
las operaciones que se desean realizar con los datos>. 

e> Limitaclone5 oe1 equipo 

El proolem4 que se puede presentar a1 codificar un a1gor1tffiCI 
es que aetermtnados pasos ae es~e no pueaen ser transfertaos en 
forma directa; aaem.t.e para poaer rea11zar la codtflcac16n es 
necesario contestar el stguiente tipo de preguntas: 

¿cu•1es son io~ tipos? 

tPodrlamos usar listas 1tQadas? . 
¿Qu• suoruttnae son necesarias? 

Al desarrollar la coatftcacion oe1 programa ~e aeoe tener 
presente que eu a1gorttnt0 respectivo fue rea1tzaoo en ~orma 
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e1etamat1aa v lóglcft, v por 10 tanto, al proQrama f&nsl oe~or• 
preeentor la& ~1gu1antee cGr&otcrtatlca~· 

- El programa deb• aer f6Cl1 de entena•r v• que mu• partee no 
fueron rea11zada• a1 azer. 

- La• estructura• de dato• •MPl•aaaa d•b•n ••r tranepar•nt•• V• 
que fueron aeaarro11ad•• mu.cho ant••• ae que •1 program• 
actual fuera ••ortto, 

- La cantidad d• tiempo requer&ao por el programa f lnal d•D• aer 
reauo&oo. 

rr, •LDlllNACION DS •11-•e CQSPUllACXONI. 

Por 10 regular siempre ••r• n•c•••rlo corr•o&r v aet•otar 1oa 
lnev1taD1•• errore• ae .,eouo&6n v 16Qlca qua •• pr•••ntan en 10• 
program.a &mp1ementa~o•• aebldo a deacu1C10a o a una rnA1a 
cod1r1cac16n. 

O. ANALlele V CQlllllL.~IOAO 1111 UN ALCIQlll'nllO. 

cuando un pro;ramA •• va a •l•cutar uart•• vece• vio por 
much•• per•onaa •• crucla1 eu af&clenc1a, 10 cua1, •• poe1n1e 
meatr mea1ante un ~uen an•11a1e. 

Exlaten var&•• razon•• para ena11zar un a1;orttmo, la 
pr1nc1pa1 •• que, •• necaaar&o tener ••t&m.c1on•• ae 1a mamarte v 
tlampo qu• •1 AlGOrltmo raqulara Cdo• r•cur•o• ralatlvamant• 
aacaaoe v cerow>1 ••& como taftllll&•n el d•aear tener oant&ded•• 
••tand•r•• para comparar an un momanto dedo algoritmo• qua 
r••u•1van •1 ml•lllO prODl.,.., 

••t• paao •• lmportente, porqua en al •• 1nvaat1gan loa 
poslDl•• a1gorlt1110e qua raeualven la mi..,. cla•• da proDl..,.a v 
ee determina cua1 aa •llo• •• e1 me'or para ia aoiUc•6n del 
proD1ema an cueat1on. 

una vaz qua •1 progr.,.. •• na 1mpl...,.ntaao v corragldO •• 
procada • raa11zar pruaD•• de ••ta, qua poor1an ••r dar1n1t1va• 
como 1• var1r1cac1•n aMpar1manta1 de lo qua al programa a•D• 
~acer, •n otra• pa1aDrae ••to ai9ntr&oe ••t•D1ecer aua 1imttae, 
pero 4C6mo ••cog•r loe dato• qu• O•D• adlllltlr cOlllO •ntrad•' le 
ra•pue•t• • ••t• pregunta oapano• no.eaio de la oomp1a11oad ae1 
programa, e1no.tam111en O•l ti....., dlapon1Dl• para pr0Dar10. 

1, -1-ITllC-. 

11•e1manta la documantecuan no •• uno o• 10• lllU 1-• pa•o• ,. va 
qu• aeta •• podrla raa11aar conror .. •• aa .. rro11a a1 P•otr.,.., 
La raa•n mae oDvla para aoo1.111111ntar un progr.,.. •• qua aeta, pueaa ••r ant•no1eo en rorma r•oll por otro• ueuer1oe. 
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La documentación consta ae la aeecripción del algoritmo, 
atagrama. ae flUJO• ae:scr1pción ae proceeo:s, flujo ae aoto~. 

organización del programa, ae1 como de toaoe 1oe elementos que 
noe ayuden a entender cómo ee llego a la eo1uc1on del problema. 

El nivel ae documentación ae un programa aepenaer& ael tipo de 
proolema que ee aeeea re:solver: 

- Si se trata ae un problema, cuyo programa ee empleara 
para correrse una o muy pocas vecee, ee requerir& muy poca 
documentac1on. 

- Si el programa fue dlee~aao para un peque~o grupo ae 
espec1a11stas requerir• ae un manual ae ueuarlo y mensajes 
aprop1aaoe de error <por ejemplo la m•quina de Turlng>. 

- Los programas que van a ser empleaaoe por una gran cantidad de 
usuar1oe. por ejemplo lee euDrutlnas y func1onee de FOATAAN, 
.-eqL1J~r~n '1e buenF> ".1 .. ·r•Jmentaclón "" ter.tos eue n1velee; pero 

- Los programes extremaaamente granees, comple,os y d1se~ado1 

para ser corridos en mucho tiempo, requieren documentac1on Dien 
det~llada en todos los nt.ve1ee, lnc111y~rirt"' manuales ae uauario¡ 
por ejemplo la actualización de registros de una compa~ia de 
seguros 

J, ~NTENXMI'ENTO. 

este 01tuno punto se refiere al hecho ae que una vez que ae 
hizo e1 programa, este no es una entt.aad ••t&tica, que aeb•r• 
permanecer sin alteractones. oenera1mente un programa emPl••dO en 
el mundo real deber• sufrir camDios aebtOO a attuacionea no 
previstas, problemas nuevos que es necesario r•eolv•r, Cambio• en 
su ambienta de trabajo, y muerte.a otra• cau•••· A 1aa 
modificactones que sufren loe programas aurante su emp1eo ae 1ee 
denomina MANTENI'MIENTO. 

t.6 ¿CCMO ELEOSA UN ALOOASl'MO? 

uno ae los principales oDjetivoa, a1 resolver un problemA as 
encontrar su so1ucion y no se diga la ao1uct.6n ma• eftct.•n~•; 

para ei10 se recurre mucnas veces • proc.esoa gut.aooa por la 
1ntuicion y el conocimtento que se tiene aa1 problerne CfliMtoao ae 
prueba y error>. una vez que ee conoce perfectamente el problema 
se proceae a nuscar "un 1>uen a1gor1tmo 11 para darle ao1uc&ón, 
pero, Lqu• se entt.enae por un Duen al;ort.tmo? No ea f6cil 
responaer a esta pregunta, ya que exteten muchos criterio• para 
definir este termino, cr1ter1os que incluyen cuestt.ones muy 
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8Ubjet1vas como simplicidad, clarlc:Jad, adecuación a lO& asco& 
mane3aaoa, oaa.ptac111aaa del 5lgorlt1T.o a la computadora, y ie. 
elegancia; stenao el criterio "'65 objettvo Clo cual no implica 
que sea el "'*ª importante> el ae 1a ertctencta en tiempo ae 
ejecucaon, que puede ser eMpresaao en termtnos de la canttdaa ae 
tiempo ae ejecucton de ceda paeo. 

oado que dtferentes a1gorttmos y proceatmtentoe pueden 
producir la so1ucaon de un problema determinado ¿como se aebe 
e1eg1r uno de e11oa? La seieccton ae uno o m6• algoritmos depenae 
de vartoe tactores, entre e11oa1 

- SI el programa se va a emplear muchas veces, el costo de 
ejecucton del programa puede superar en mucho el ae escritura, en 
especial si en la mayor parte ae las ejecuciones se dan entraaa• 
as gran tame.fto. En este caso, es rNr.e ventaioao aeaae el punto de 
vista econom1co, realizar o ae1eccionar un algoritmo complejo, 
que emplee eficientemente 1oa recur~oa ae la computadora y, en 
espec1a1, que se ejecute con la mayor rap1aez PoBlble <eu tiempo 
de ejecucton, debe eer slgnl;icativamente menor que el ae un 
a1gor1tmo m&a evidente>. En ~lgunoe casos y en determln4d4S 
sttuectones qutz•, es conveniente aplicar primero un algoritmo 
simpie con el Objeto ae aetermtnar el oen•tlcto real que ee 
obtendrla eacribtendo o ae1ecctonando un programa ,,..8 complicado, 
por ejemplo en la construcción ae un s1ste'"8 comp1e,o, a menudo 
ea deseable aplicar un prototipo sencillo, en el cual ae pueaan 
efectuar etmu1ac1ones y mediciones, antes ae aeatcarae al dt~e~o 
aetlnittvo. 

- Si ei programa se va e ejecutar eo10 con entrada• peque,..., la 
ve1oc1aaa de crecimiento ae1 tiempo aa ejecución puede ••r menos 
importante que e1 ractor conatante ae1 tl811PO de ejecuc1on cver 
capitulo VII>. Determane.r qu• ea una •ntraela .....,.,.., O•penae de 
loa tiempos ae eiecucton •Mactoe de los a1goratmoa UftPllCadoa. 
Hay algoritmo• como e1 ae la mu1t1p11caciOn ae entaroa dft 
Schonnage v stroesen <1971>, que son aslnt6tlcament• los m•• 
eficientes para su• proc1emaa, pero nunca •• nan ll•vaao a 1a 
pr&cttca <nl stquter• con loa problemaa MA• granaea> deD&do a que 
su constante de proporc1ona11aaa •• demaalado grana• comper•d• 
con otros a1gor1tmoa "menoa• eflctent••· 

- Un a1goritmo e,1c1ent• pero comp11caao pu•d• no ••r aproptado, 
porque posteriormente la persona encargada d•l mantentm1ento 
puede ser a1gu1en dletlnto al ae .. rro11aaor. A~n cuando •••apera 
que al difundir el conociMianto ae la• pr1noipa1•• t•cnicas a• 
dlaeftO ae a1gor1tmoa etlci•nt•• •• pueaan utilizar a1gorttmoa con 
un alto grado ae complejla&d, debe conataerarae 1• prooabllldad 
de que un programa reeu1te tnatil debtao a que nadie enttenaa aua 
at11es v eticlentea rutinas. 

- Exleten ejemp1oe ae algoritmos ertcientea que ocupan demAataao 
espacio para ser apllcaCIOs atn a1rnacenam1ento eecunaarlo, lo cual 
puede anular su eficiencia. 
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- Si ea trata de algoritmos nunwtrieoD, lA precisión y aetaDilidad 
eon tan importantee como lo er1c1enc1a. · 

Por Qltlmo, al seleccionar un a1gorJtmo es neceear10 tener 
presente que a~n e1 ,proceso mas deficiente, pueoe ser 
trenarorme.ao en el algoritmo mas eficiente a nuestro proD1ema con 
so10 un poco oe earuerzo. 
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c:AP:lTULO :n 

Lo• a1gorltrnoe •9l'ftlnum6r1co• eon algorltmoa 11 el11Pleeu que 
daearro11an metodo• e1ernantal•s como generar nQmeros a1eatorlos, 
deearro11ar •rlt,...tlca b&elca <operar entaroe, p01tnomlo& o 
matrlcea> v otros m•toaos empleados para resolver una oran 
cantloaa oe proo1emae. 

El prop6elto de este capitulo •• rea11zar un eetudLo general 
de ••t• tipo ae a19oritlft0• con al objetivo de que e1 lector tanga 
preeent• qua el .mp1ao aa a1aorltmos aamlnum•rtcoa eflclanta• •• 
esencial en mucftaa apllcaclones computaclona1ee1 a1n amnargo, 
deDldo a 1a •rftPlttua aa1 tema solo se tratan alQunos eiemp1oa ya 
que en general estoa algorttrtlOa Son m•toaoa aa conoc1mtento 
aaatco an la carrera aa Matern6t&caa Apllcaaaa v computacton v au 
d•••rro110 poar1a ••r muv en'IPllO V t•QiOSO. Para la• P•r•ona• 
int•r•aacsaa en amp1t•r •u conoclmlento con r•spec~o a est• tema 
se r•com1•nda prtnc1pa1mente el libro: THE ART or c:c::it4'UT•" 
PROOAA,..tMQ <••m1numertca1 Algorlthms> ae oona1a E. Knutn. 
Volumen 2. 
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2. t DEF'INICIOH V CARACTERJ:STICAS DE LOS ALCX>RITMOS 
SEMINl.lllERICOS. 

un a1~0rltmo es SEMINUMERICO si: 

1. sus ob}etos son num•ricoe, es decir, si los datos que opera 
dlcno a1oorttmo eon nomeros. 

2. sus efectos son num•rtcos, o sea, si sus salidas eon 
n~meros, 10 cual qulz• Implique que ias etapas del 

.algoritmo involucran aloún tipo de operaciones matem•ttcas, 
pero nay que tener presente que no siempre un algoritmo que 
genera datos num•r1cos ejecuta c4lculos ar1tm•t1cos. 

Este tipo de algoritmos que tratan con números <procesan y 
oeneran números>, cumplen ademAs con las propiedades 
seminwn6ricas porque se Otee que se encuentran en la frontera de 
loe a1oorttmos num•rtcos y a1gorttmoe stmboltcos dado qua cada 
proceso no pr"!ten'l~ Unlcament.c:. cM.r r~spuestas Inmediatas a un 
problema cspectftco, sino que intenta mezclar satisfactoriamente 
toCJ~3 las instrucciones ae un algoritmo, con las operaciones 
Internas de una computadora digital. 

En los algoritmo3 3e~1num•ricos existe <en rorma tmpllctta> un 
contodor que permite conocer aprtori el número de veces que 3e 
ua a ejecutar; lo cual Implica en un ·momento dado el poder 
calcular su coeto, la canttdad de memoria que requiere y el 
tiempo de ejecución en la ,,..quina. La minimizacton ae estos tres 
factoree es primordial en este tipo de algoritmos, dado que 
normalmente ee encuentran implementaaoa en el Hardware de la 
computadora y aún cuando el usuario no tiene que preocuparse de 
los detalles relacionados con loa mismos, se debe tener presente 
que el uso de algoritmos "prerabrlcacsos 11 limita el uso de ctrras 
a determinada 1ongltua y por 10 tanto si se oeaea trabajar con 
números de longitud mayor a la permitida, es necesario abastecer 
a la computaaora de los algorttmos necesarios, lo cual implica 
conocer la forma en la cua1 este tipo de algoritmos realizan su 
proceso. 

2. 2 DESCAIPCION V EJDISILOS DE ALOlMOS ALOOR:ITMOS SEJllll:IN\MERICOS. 

2.2.t Arttm6ttca lb6sica. 

Los atgorttmos empleados para realizar lae operaciones 
arttm•ttcas b•slcas, tienen una nistor1a muy antigua, datan del 
estudio original ae loa algoritmos en el trabajo del matem6tico 
4rabe Al~hOwArlzmt; y a~n cuando mucnaa veces se ve a la 
arttm6ttca como algo trtvta1, ea de necno un nivel suDjetivo que 
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ha jugado un papel muy importante en la hiatoria del Mundo ya qu• 
t1irue eomo bat1e para d•sarroll&t" ••p•ctos matlftmAiic.r.1• m•t1 
eomplic.•dos, tale• eomo lo• polinow.io• y la• matt·ic••· 

L.a notaeiór-. l'HJn14ltriea b•a.• b (alternativam•nt• llamada radlM b) 
s~ dofin• por la r~9la: 

< •• ·-=s•eª•-Uª-' a-2 ... >b• .. -+-=sb:s+•2b2+a,b' +-.,+a-,b- • +•-2+o-2+ ... 

por <aj•mplo: 

(520.:S>6 • 5(6)2 + 2(6) +o+ 1/3(61-1 • 192.5 

El sistema numérico qu• •mpl•amo,.; cunv•ncionah'l'l•nt•, 1.t• pur 
aupu•ato. un easo ••p•cial d• la notación ant•rior cuando b•tO y 
cuando las ai son 11•l•ccio1-.adas d• lo• digito• d•cirnal"'• 
0,1,2,3,4,s,6,7,e,9. 

AR1Tl'IETJCA DE PUNlU FLOTANTE. 

Cvando •l punto d•ciM•l ti•ne un lugar• fijo a trav•• de toda 
la ej•cución del pros¡r•ma se die• ... Ln• tt"'•b•ja cun w-.a 
aritm6tic& d• punto fijo, ain embargo P•~• mucha• aplicacion•• •• 
conv~ni-.nt• qu• el lugAr d•l punto t11.ta var'i&bl• o flotant•, 
d•clr, '1U• cYando •l pt"'ograma •• ••t• •J•cutando et't cada n1.!un•r•o 
"áe t1tnga unA indicaei6n d• l• po•ieión corr••pondil.~r-.te d•l punto. 
E~to •• empl•3 ~:n "'uchoa c•lculo• cientlficaa, ••P•Gialm•n'l~j•I'• 
a>epr•••r número• •uy grand••: por 2 ,Je.aplo tt.6.o.l!l!BO•tu- o 
n~mer"o• muy p•que~o• co•o ... t.0548•10- . 

La forma a•n•r•l d• r•pr•••ntar un nó••ro d• ••ta forMa •• <•.•••••b•••-q, •• d•Glr 1 cada nl!t,...ro •• repr·eeet-.ta CCIJl'la 
nl!tm•r"o "'ultipltcado por la b••• de •u notaci6~ •levada a la 
potenela • 1n•no• un n~••ro q (indica la pot•ncla mayor). Oond• • 
•• un •nt•ro que t l•ne un r"ango ••P•Gl f ieo y f •• una fracciór1 
siun•d• d• una deterw.lnada longitud •n la cual J'fJ'C1. 

Por eje1nplo: 

EMpreaar a N y H con la notac.l6n anterior •.Pl••ndo a q•llO y 
b•IO y la longitud d• f igual a a. 

•174.+a .6Q2aSQOCI) 

... 1.DS4SMtD-27 -...Avalente a 

o.oaaaeao.1024 •-q • 24 

e-SD• e4 

• • 74 

o. 1os45000,. to-•• •-q ·-1!6 
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Lo• dos Gompon•nt•a • y f de un núm•r·o de p1,,.&nto t lotar1tfil &Cit 

llam•u"I e>epor1er1te y p•rt• fraccional re-sp•n:.tiv.a.m<l!t"lte- (también 
llamados carácteriatic• y mantisa> y se dice qu~ est4 normalizado 
si ~l dlgilo más significativo de la r9pre~~ntaci6n d@ f 
di~tinto dQ cero 

1/b <· /f/ < 1 

o si f•O y• tiene e-1 valor nuls pequeño posible. 

Para pod•r op•~•r con números d~ punto flotant• 1>or ej~mplo, 

Adición d• pl.M"'llto flotant• 

.. e.u.ful (...,,fv) • c ... fw> 

se empleat"I los •i...t>olos:<i>.0,.0 y (8) dado qu• la aritn1•tica d• 
pur1to fl1)tanl• c.ts apro><iinAdamenle igual <no e><acta>. La id"°ª quo 
se inuolucra ~Ul la adición de punto flotant• es rnuy senc.illa: Es 
n1.11~•!'fiario quo ambos n<.imeros tengan el w1ismo "'""Pllt"l• .. nt..,.. y ol punto 
decimal ••t6 alin•ado. 

Par• pod•r r••lizar el algorit•o que ejeeut• est~ proc••o 
asume que eu>•ev 1 y qu• <.u.fu) y <•v.fv) e:JOtán normalizff.do•. 

Algorlt90 para nor-..llzar na..roa de p~to flotant•. 

Dado un f'l')-ro «•••• • su pat"'te eHpon•t,c.ial • y ,,;u pa1•te 
~raccional 'f, ••convierte a una·fOrMa norMalizada redondeando •i 
e!S nec&•ario a p dlgitos 1 •• asume ,f,<b y qu• b IP!'S pa1· (b la 
bas•·d•l nó~•ro>. 

1. Si /f' >• 1 (la parte fraccional •• •Meede> ir al paso 4. 

Si f•O asignar • - el valar M.t.s p•quePia po10ible '9 ir al pasa 

"· 
2. Si 'f' >• t.lb ir al paso 5. 

3, Realizar un Gorri•iento a la izqui•rda en una po•ición •• 
decir ..ult ipl icar # por b y decre11nentar· en 1 •. Ir al pa110 2. 

4 Realizar un carri•i.nto a la der•cha •n una posición <dividir 
f entre b> • incre..ntar • en t. 

!5. Redand•ar f p h.igar•s tS• asuwae qu• f'•b••-p<baapf+1.12> . 
Cuando f>O y ,....,.a-pe Cba~)'f-1.12)). Cuando p<U pu•d•n 
•Mplear otras regla• d• redondeo. 

En ••t• algarit•o •• tmportant• hacer t"lotar· qu .. ~ la operaclt!>n 
d~ redondeo pued• hacer qt.19- '''•1¡ en tal caso •• d•b• r•yresar 
al paao 4. 
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A1gorttmo para eunmr dO• nmweroe dtl punto flotante. 

oaaa la Dase •, q, p dlQltoe y do• n"""8ro• norma112ado• de 
punto flotante u•Ceu,fu), V•C•v,fv>, ••puede rea11sar eu suma 
emple•ndo el s19u•ente a1gor•tmo CtamDl•n puede sar uttlizado 
para la euoetracc&on et -v •• auetituye por v•. 

1. separar 1a parte eMponano ial 
repre•entactonee ae ~ y v. 

1. e1 eu < •v lnterc.,,.,l•r u y v. 

J • .w • •v. 

trace tonal e1e 14• 

~. 91 eu-ev >• MllMPO C&Kl•t• una gran d1ferencta en 10• 
eKpon•nt••• entone•• fw • tu 1r al paeo 7 cen eete coso ee va 
a norma11zar un nQm•ro qua poetDlement• no •• h~Y• 
normal tzaao,. 

s. Rea1•xar un corrtmtento fv a la aerech• •u-ev 1UQaree ee decir 
diVtdtr fV entre ~••C•U-•V), lo cua1 en un momento dado puode 
imp11car un corrlmtento de "'4• de p•f 1u~area requiriendo con 
a110 un eapec10 adicional cen el prcMtmo paso) de 2p•t dLQjtoa 
de Da•• D • 1• oerecha del punto para una o~araoton eKttoea. 

e. tw • tu • tv 

7. Normalizar <.w,fw, 

•· T•rminar. 

11 ttempo d• •;ecucion para ••t• a1gor1tmo aep•nda a• 1a 
e11rerenc1a 1n1c1al encre loe eNponent•• y e1e1 ng.,.ro el• peec• 
requer1e1oe pt¡r• nor,,..llzer el nt.11111ro. 

Algorlt- pera -1upucar - -ro• CM punto notanta. 

oaaa 1a D••• e, q, p dl9tto• v ao• nátlMtroe norma1tzaaos a• 
punto '1otant• u•c.,, fut v V•Cav, '" • •• ,orma •1 proaucto w•u C> v 
o el cociente W•UCZIY CICnele p •• 1mper. 

•· ••per•r ia parce rracc1on•l y 1• p•rte eMponencl•l ae 1•• 
rapr•••ntacion•• aa u v v ca vece• •• conveniente pero no 
nacesarto comparar 1oa operanao• con caro aurenta ••t• pa•o). 

........ 9V - • cpar• la ftlU1tlP11C•CIOnl 

ew • •u - ev • q+t , .... ,.,Ul/fV Cp•r• 10 ellVl810n) 

~~:.qu:.:: ª!~.au:.1~:.~~~~· :: ·~~:~caa 1,:::::."°~~11~:~:: 
ax&attr• un arror oa Oiv1•1on entra caro. N•caaarta.,.nta 'W 
aaD• ••r truncada • p dlQitoa. 
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J. Norma11zar <l!!l'W,fW> 

FALLAS CCMMES DEL PROORAMAOOA O DEL OISElllO DE LA C(M:JUTADOf\A 
CUANDO SE x.>LEJIENTAN LAS RUTJ:NAS DE PUNTO FLarANTE. 

PERDIDA DEL SIGNO: En mucnas computaaoras. l~s instrucciones 
ae corrimJento ae bits en los registros pueden afecta.r el signo 
por lo que aeben emplearse cu1aaaosamente. 

OVERFLOW, UNDERFLOW: cuanao se presenta este tipo de error 1 

implica que ew tiene un dato erroneo. esto pueae ocurrtr tanto en 
ias operaciones de adiCiOn como en las ae multipltcacton. 

cuanao se realiza un corr1m1ento a la aerecha es importante 
Jntroducir ceros a la izquJeraa. 

Redondear entes de norma11zar pueae ocasionar errores 
prematuros en atgttos de posición equ1vocaaa. 

Por lo general la aritm4ttca de punto flotante es parte ae1 
J1ardwa.re por lo que pueae incluir a1gunas a.nomalta.s con 
resultados muy pobres en ciertas ctrcunstanctas 

ALOORXTilllDS CLABICOS. 

se les denomina a1oorttmos c14stcos a las operaciones 
6rltmétJcas con enteros, en el cual cada atgtto del n~mero debe 
ser menor que e <la base empleaaa> Dichas operaciones involucran 
en cada paso operaciones primitivas entre d03 dlQitos. 

OPERACXONES PRDU:T%VA8. 

a> sumar o restar enteros de longitud 1 1 que genera como 
resultado un entero de longitud 1 y un acarreo. 

o> Multiplicar dos enteros de longitud t, que genera un resultaao 
ae longitud 2. 

el Dividir un entero de longitud 2 entre un entero ae longitud 1 1 

lo cual implica que el cociente es un entero ae longitud 1 y 
el residuo ae longitud 1. 

AlgorJtlllO ae aa1c16n. 

oaaos dos enteros no negativos u u u3u ... un y v v v3 v 4 ... vn 
con base D, e1 algoritmo genera su~~ ,i,w2w3w4 ... J;.fD, w0 se 
emplea como acarreo. 

t. • n <PoSiCi6n de 109 dlgitOS) 

2. k - o cacarreo en caaa paso> 

3. sumar 1os a1gttos wj • <uj+vj+k> moa b 
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ti-, K • ( (Uj+Vj+k)/D)) 

6. Si )>O ir al paeo 2 

B. FIN 

A1QOrltMO oe 1• ,..1t.lp11caa16n. 

Dados dos enteros u 1 u u2 ... un y v vev2 .•. vrn as baee D1 este 
a1Qorttmo obtiene su pr!daoto tw 4w8w~ ....... n>D. E1 proceso manual 
es 1a base de este algoritmo: se forman primero los producto• 

~~~~~:1:~o~~A~5:,··p~~~i ~:~: ·~;!~;:s Yd~•t:~~~~T;~• :~ma~~~~: 
concurrentemente con 1a multiplicación. 

1. 1n1c1a1izar wm+
1

wm+
2 
... wrn+n con ceros. sea j•m 

2. Sl Vj • o asignar Wi •o e ir al. paso 6, <Esta prueba mlnlmt.ze 
una conetaerao1e cantldaa ae tiempo el Por suerte vj ee cera. 
pero pueae ser omitida sin afectar 1a validez ae1 a1gorttmo. 

3. i • n, K•O 

q.. t • u j v j + w i + j + K. w l + j • t moa b 

K • t/D <el acarreo siempre eet• en el rango O<•K<•D> 

~. l • ' - 1 

s l > o l r al paso 4 

11/j • k 

6, j • j - 1 

SI 1 > O Ir a1 pallO 2 

7. F'IN 

La tmp1ementac16n ae 1oe a19orttmoe vtetoe haeta eeta parte 
ae1 capitulo es t•c11 ae realizar v pueden ser moaif lcaaos en 
ctertoa pasos para loQr•r una mayor eftctencia. 

Las operaciones •rlt~t1cas jUBQan un papel muy importante 
cuanoo se aeaarro11an en oDjetoa ntaitem6ttcoa un poco m&• 
comp11cadoa ta1ea como 10• po11nomtos v matrtcaa. La cantidaa aa 
operaciones que se aesarro11en para evaluar dicho• º~l•toa •• 
aetermlnante en 1a eflclencla ae 1oe a1gor1tmoe. 
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DEFXN:ICI.ON. 

un poltnomto eobre s ee una expreeion de la torma: 

p<x> • anx"an-,x~-• •... +a2M2 +atx+a0 
donoe la varlab1e x puede ear conetderada como un stmbolo tormai 
con un eignlficaao lndetermtne.do y los coettctentee 

~8~~·~=2~~ ·-~~~ l~~n c:~~~:~~:o ~:n ª!~~~t ~~:~~m:et: 1~~~~~~~~a 8~ue e;¡ 
admite las operaciones ae adtcion, suDetracciOn y multlpllcacton, 
eattstactenao adem.t.e lee propteaaaee asociativas y conmutativas 
de la aa1c1on y de la mu1t1p11cac1on y la propteaaa oi~trtbuttv~ 

de la multipltcacton sobre la aatcton. En dicho sistema existe 
aaem&s un elemento neutro aditivo <O> tal que a+O•a y un e1emento 
neutro mu1t1p1tcat1vo <t> tal que a<t>•a para toda a que 
pertenezca a s. 

L~ arttm~tlca o~ po1tnom1os consiste prtmora1a1mente ae 
a~tcton, suostraccton y mu1tipltc~cton oe poltnQmt~~, operar.tone3 
que seran tratad~e en e!5te cap s. ttno 

La~ operaciones ae aa1c1on y euostraccton son oades a1 sumar 
o restar loe coertclentee con 1gua1 potencie de x L6 
multipltcact6n se encuentra oaoa por le stoutente r~gl~: 

donoe 

Ck. ªoDk. a,l>k-,+ ... •ak-,D,•aMDO 

BXM:tLITIA> ENTRE ENTERO& V POLINOMIOB. 

Dadas las car•cterlettcas ae los pollnomlos podemos ocservar 
que existe una oran stmtlttua de estos Objeto3 matem..t.ttcos con 
los enteros, a1ounas de e11as son: 

La semejanza m•s obvia es que ambos pueden representarse como 
una serte ftntta <le potencias; I:~:~•uc"• . En el ca'5o ae un entero 
en base 10 las aa pueden aer ee1ecc1onadae de el conjunto 
<t,2,J,4,S,e,7,8,9,0> con x•tO y en el caso de un po11nom10 las 
al pueden ser escogidas de algón conjunto de coe,1c1entes con una 
x tndetermtnac:sa. 

En amooe, existe un tamafto que es eaenc1a1mente la longitud de 
la serte de potencias para representar el entero o ·e1 poltnOmto; 
en el caso ae1 po11nom10 e1 tamafto es el ni:..mero ae coettclentea, 
v en e1 ae1 entero es el n"9mero ae a1g1tos. 

Los reau1ta<Soa para un po11nom10 y para la arttmettca entera 
tienen un.proceso a1m11ar. 
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Dado que la suma y la suoetracción son operactonee tnvereas, 
todo lo que ae vea en e3te apartaao para lo 8uma e~ 8plt~~n1~ 

para la euoet re.ce ton. 

supontendo que se aeeea calcular r(K) • p(X>+q(X), aonae p y q 
eon po11nomtos con n coetictentee, el eigutente programa ee una 
tmplementactón ae eeto: 

PROGRAM SUMA_POLXNOMIOS ( XNPUT 1 OUTPUT) ¡ 
CONST mex • 100; 

VAR 
p,q,r : ARRAV e o .. me.>< :J OF REAL; 
n, i 1 INTEGER; 

BEOIN 
REAOLNCn); 

END; 

F'OR 11•0 TO n-1 DO READCpct:J )j 

FOR 11•0 TO n-1 DO REAOCq ct:J ); 
F'OR '1 •O TO n- 1 DO r e 1 'l 1. p e 1) 
F'OR ' 1 •O TO n- 1 00 WR ITE ( r e l :J , ; 
\llR:ITELN ¡ 

+ q et~ 

El po1inom10 pcx> • Po•P x+ ... +pn-ix -~ eeta r~~reeentaao oor 
el arreg10 pe o .. n-t.:1 cAn p cj':I •Pi para :1•0,1,2 ... n-t. un 
polinomio ae grado n-t e•t• aettntdo por n coettctentee. 

La prtnctpal ventaja ae repreeentar un polJnomto por medio ae 
un arreg10 es la tac111aad ae reterenctar eu~ coettctentes, la 
aeaventaja •• e1 eapacto que es necesario reservar cya que 
e&•mpre •• aeDe reservar para mae nt..meros ae loe necesartoa>, por 
ejemplo el prcgirama anterior no podrla ser usaao para sumar 

cx•oo •t> • cx1º••• • •'ºº•••º•• 
aQn cuando la entrada involucra solo cuatro coeflclentes y l• 
sallaa tres. una a1ternat1va para representar los pollnomioe •• 
el empleo ae la• 1tetae 1&gadaa, lo cua1 1nvo1ucra a1macenam1ento 
en. loca.1 &de.aee d• "'91'190r ta no cont tgua aonae cada elemento 
contiene 1e atreccldn del próNtmo. 

PftOOAAM 8""4A_POL %NOMI08 C J:NPUT, OUTPUT > ; 
TVPll: 

VAR 

llga -~nodo; 
nodo • AECOAO 

e 1 AEAL; 
proKtmo ' ltga; 

END1 

n 1 %NT•OER1 
z l 110•1 

PlltOCEDURE &8CRI8E_COE~rcrENTE<r11to•>1 
BIEOIN 

WHJ:LE r<>z DO 
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BEOIN 
WRITE<r".c> j 

r :• r~.proxtmo; 
END; 
\lrlRITELN; 

ENO; 

FUNCTXON LEE_COEFICIENTE<n:INTEGER):liga; 
VAR 

i : INTEOER; 
t : itoa; 

BEGIN 
t:•Z; 

END; 

FOR 1:•1 TO n-1 00 
BEGl:N 

NEW<t~:prox1mo>; 

t; •t":proxt.mo; 
read<t"'.c>; 

t"'.prox1mo :• z; 
LEE_COEFICIENTE :• zA,proxtmo; 
Z"'.prox1mo :• z; 

FUNCTION SUMACp,q:l.l9a>:l.lQa; 
VAR 

t = 1t9a; 
BEOIN 

ENO¡ 

t : • Z; 
AEPEAT 

NEW<t .proxtmo>; 
t t~.proxuno; 
t~.c :• p~.c + q~.c; 

p :• p".proxuno; 
q :• P"'.proxtmo; 

UNTl:L Cp•z> ANO Cq•Z); 
t• .proxtmo z; 
S'-"'A · :• Z".pro>Clmo¡ 

BEGIN 
REAOLNCn> ¡ 
NEW<Z>; 
ESCAIBE_COEFICIENTE<SUMACLEE_COEFICIENTECn), LEE_COEFICIENTE(n)) 

END. 

como podemos ana1tzar, en las listas 11.Qadas, se emplean solo 
loa nodos que son requeridos; sin emt>argo se puede tener la 
desventaja de que mucnos ae los coet1.c1ent•e oe1 po11.nom1.o pueaen 
ser cero, por 10 que se puede mejorar e1 algoritmo imp1ttrMtntanao 
una l.ista ae nodoe con sol.o 1os coettctentes dietintoa de cero, 
esto se puede lograr si caoa nodO de la lleta contiene el. valor 
del coeficiente y ae1 exponente: 
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PROGRAM SUMA_POLXNOMIOSCXNPUT, OUTPUT>; 
TVPE 

11oa : "'.noao; 
nodo • RECORD 

e 
j 

REAL¡ 
XNTEGEA; 

prox1mo 
ENO; 

l.lga; 

PROCEOURE ESCRXBE_COEFXCXENTECr:l.lga>; 
BEOIN 

WHil.E r<>z ANO r 111 .c ()o 
BEGIN 

WRXTE<r".C); 
r :• r"'.proxt.mo; 

ENDI 
WRITELN; 

ENO; 

FUNCTION LEE_COEFICIENTE<n:INTEGER>:1lga 
VAR 

l : INTEGER; 
e 1 INTEGER; 
t : 1lQ18i 

BEOIN 
t 1• Zi 
FOR i : •O TO n-1 00 
BEOIN 

AEAD<e>; 
IF" e <>O TMEM 
BE01N 

NEW <t".proxuno> 1 

t t."' . pro><""°; 
t""' .e e1 

ENO; 
ENO; 

Z¡ t". proMiJll)O 
LEE_COEF"XCXENTE 
ZA. pro>< UftO 

z•. pro>< uno; 
Z; 

ENO; 

FUNCTION ADXCXOHA_LISTACt:1lga;c:REAL;,:INTEOER>:1lQ&; 
8E01N 

END¡ 

N«W< ta. prO>ClntO); 
t :• t.""'.pro>eimo; 
t"'.c 1• e; 
t;..,' l. , i 
AOICIONA_LISTA i •t.; 

FUNCTION 8\JMA(p,q111ga> 1119a; 
BEOIN 

t Zi 
Z". j 1• n+1¡ 
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AEPEAT 
!F Cp".J~q"' j) ANO cp~.c + q".C()Q) THCN 
BEOYN 

ENO 

t 
p 
q 

ADICIONA_LISTA< t. P"'· c+q,.. e •P"'· j); 
p"'. proxuno; 
q"'. pro><trno, 

ELSE 
IF P""· j < q". j THEN 
BEOIN 

t:•ADXCIONA_LISTA<t,p"'.c,p~.j>; 

p:•p".pro><tmo; 
ENO 
ELSE 

IF q".j < p"'.j THEN 
BEOZN 

END; 

t: • ADICIONA_LISTA< t ,q,. .c,q "· j); 
q:• q"".pro><tmo; 

UNTIL <p•Z) ANO <q•z>; 
ENO; 

BEGIN 
READLN<n>; 
NEWCZ>; 
ESCRIBE_COEFICIENTE<SUMACLEE_COEFICIENTECN),LEE_COEFICIENTEfN>>; 

END. 

Si ana1izantos el progr8ma nos podemos aar cuenta que en la 
ruttna de escritura y 1ectura se introdujo un filtro que no 
permite incorporar a 1a lista corresponaiente coefiClentes 
igua1es a cero y la runct6n que suma se moatfiCO para permitir· 14 
aaicton correcta ae1 poitnomto. 

este tipo ae tmp1ementacton se recomtenaa para po11nomios 
esparcidos Cpoltnonuos con muchas coeficientes iguales a cero>. 
stmt1ares tmp18"'8ntaciones se recom1enaan para realizar otras 
operaciones con poltnonuos por ejertlplo, la mu1ttplicación. 

se desea calcular la suma ae aoa matrices, para poaerla 
rea11zar, es necesario tener matrices ae Igual atmension y 
reaitzar une sUlllS ae t•rrn&no por t•rmtno como en ios po11norn10~. 

por 10 que e1 programe. que rea1iZa esta operación es .sólo una 
genera1izactón de1 programa para sumar poitnomios . 

r· Pu! ···:1 .. ¡::: q,2 

p. ~~ ..... ""• ~ 
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- .¡~~~+<>,. -.-. 
PRDGRAM SUMA_MATRICES<INPUT,OUTP~T>; 

CONST 
rnaM • 10 1 

VAR 
p,q,r ARRAV co .. max,O .. ma><:J 
n,m,i,j : INTEGER 1 

BEGIN 
READLN(n,M) 1 
FOR i:aO TO n-1 00 

FOR J : •O TO 1'11- 1 DO 
READ( p e i, j :l > 1 

FOR i : •O TO n- 1 DO 
FOR J:•O TO 1n-t 00 

REAOCq cl,j:t >1 
FOR t: •O TO n-1 00 

FOR J:•O TO •-1 DO 

OF REAL¡ 

r ci,.)l :. p Ci,Jl + q ci,J.:J 

END1 

FOR t:•O To n-1 00 
FOR J:•O TO •-1 00 
BEGlf-1 

EN01 

JF ja.m THEN WRITELN1 
WRlTE<r" Ci,J:J ) 1 

Al igual qu• con los polino•ios l•• fh&tr-ices ••pat•c.ida• (con 
muchos •l•••ntos igual•• a c•ro) pu•d•n proe•••r•• •MPl•ando 
ll•t•• ligadas. 

Cada •l••ento de la Matriz distinto de c•ro •• r•pr•••nta po,• 
un nodo ligado q...,. c.ontl9n9 do• ligas: una aput"'ltando al pr·~·NiWIO 

•l•Mento distinto de cero en el Mis•o r•ngl6n y otro apuntando al 
•l•••nto diatinto d• cero en la ... 1 .... c.olt..11nr"ta, por lo qye •• 
pu.de dec.lr que la t911>l...nta~l6n de la ...... de ••trie•• 
••P•rcld••· •• .._.. poco .aa co11plieado •i c•da nodo conti•n• dos 
campo• tipo apuntador Clo cual no•• ••t~lcta•ent• n•c.•••~io, ver 
c.apl tul o VI> • 

Por •J•...plo 
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1: 2 o 1 1 
o o o 

Ftg 2.1 Repres,,_.ritaGión ligada de LH"I• matr-iz. 

El probl~ma de Jo:t. r11ultipliG"'<"·i6n de polino1nios Got"l•i•t• en qt.~*1-
dado~ do.gi polinumi1>~ phc) y qhc) ti~ d•b., calc.ular si.• pt"odi.•c.trJ 
phdqhcJ 1 pAra el lo se d•blft teri~r pr••s~nt• que un pol ir"lnl"•J rJ d~ 

gr"l.dO n-1 pui:?de ten.,.r n lér'"oinos (ir"lcluy•r"ldo la const•r·d.•J y vl 
producto d• q.s;te tipo d• p•:d inonuos dn· grado 2n-2 y a lo m.ii11 2n-1 
térMinos, por Gjemplo: 

C-4M3 +3M2 +x+I) C-3K3 -sx2 +2•+1)•12x6 +I 1.5 -261c4 -61113 +3Jc+1 

FUNCTlON MULTIPLICA<p,q:ARRAV c.o .. n-1':1. :OF REAL¡n:INTf:.:GEfO¡ 
0E0IN 

EN01 

FOR i:aO TO 2•<n-1) 00 r Ci3 :•01 
FOR i:-o TO n-1 00 

FOR J: .. o TO n-.• DO 
r e i + j ;, : • r e i + J :J +p e i, llq e i :1 

Est• pr·oceso r•qui•re n 2 l"nUl t ipl icacio"'•• par· a polinomio• d• 
grado n-1 ya qu• c.•d• uno d• lo• n t6rn1ino• d• pC,c:) 
multiplicado por- los n t•r"'mino• d• qhcl. 

Olt"•, t6c;nic.• de r••olver ••te probl•in• e• dividi•ndo la longitYd 
d•l polinomio •x•ctament• a la mitad <t•cnica divide y .vencer"'~•): 

D•do \M"I polinomio de grado n-1 <n coeficiente•> •• poslbl• t•n•r 
dos polinomio• con "'2 coefleientes <asu~iendo que n •• p•r> y 
•mpl•ando los n/2 coefici•ntes de m•r,cw orden par·• un polinomio y 
los "'2 coer h~ient•s d• 1nayor orden para otro. 
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Para p<x> • p0 +p,x+p2x 2 + •.. pn-txn- 1 deflnunos: 

p,uo• Po•p,x+p2x2+ •.• pn12.-l'w1i.-1.. 

p
2

oc>• pn,Lx"f.a.+pn, x""'·~ ... p x"""•x"'\p +p X+P. x ..... 4+ •.. +p ,;-';"1
1. 

"'•t. "º' . "I& ""-'"'· "'1:tL l\•L 

Si empleamoe el mt!5mo criterio para qcx>: 

qcx> • q
0

+q
1
x+q

2
x2 + ••• qn-txn-' 

q,cx>• qo•q,x+q2x2+ ... qn4"Kn1.,,.1 

q
2

cx>• qn11, x""-+qn11.Lx"
1
••'-. ... q ... lx"" .. •x"'1'cq"h.•q"'-"~+q .. ,,::"·'+ ... +q,._"x'''"')"1

t 

doncte 

p<x> • p
1

<x> + x"'«p
2

cx> 

q<x> • q
1

<x> + x""'q
2

cx> 

Ahora estos t•rmlnos son po11nom1os m•s peque~os y su proaucto 
est• daao por: -

poc>q<x>•p
1

cx>q
1

oc> + cp
1
uoq

2
<x> + p

2
ooq

1
cx,,x"'1+ p

2
<x>q

2
<x>x" 

Lo cual resu1ta interesante ya que Sólo requerlr1mos tres 
mult1pllcaclones: 

r
1

<x> • p
1

<x>q
1

cx> 

r
2

<x> • p
2

cx>q
2

<x> 

r
3
oo • cp 1 <K>+p2 <x>)Cq1c>C>+q2 <x>> • p,uoq,<x> + p 2 <x>q,oo + 

p
2

cx>q
1
uo + p

2
tJoq

2
uo 

y poaemoe ootener el proaucto p<x>q<x> con s6lo 

puoquu • rt(•>•cracx> - r 1oo - r2cx>>x"'1•+r2 ~x»c"' 
con lo que ee reauce is comp1ej toaa ae1 a1-aoritrno ya que 81 

proceso para sumar po1tnonuos ea 1tnea1 v para mu1~iPltcarlo~ e~ 

cuaar•~tco. 

Ejemplo: 

entonces 

sea pcx>•-4K••ax2•t 

qcx>•-3x3-sx2•2x+t 
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r 2 cx>•<-•x•a>c-3x-s> - 12x2+11x-ts 

r 3 cx>•<-3x••>c-x-4> 3x2
+ ex-t6 

entonces r ex> - r ex> - S <x> • t tx2 - 8
x-

2 
y el Pf!oaucto s4 

ca1cu1a e~ pcx>~<x>•<2x f3x+t>+<-ttx2 -ex-2>x2 +c12x +11x-ts>x 
Este aiee"o del problema por medio ae1 m•toao atvtae y venceras 
<cap1tu10 VXX> reeueive una multipllcacton de polinomios ae 
tame."o n, aanao soiuctón a tres subproblemas de tama"o n/2, 
empleanao solo sumas sobre los eubproblemas y comt>tnanao sus 
soluciones. Pueae ser tmplementaao como un proceso recursivo: 

F'UNCTION MOLTXPLXCA<p.q: ARRAV e O •. n-1.:J OF REAL; n;INTEGERJ: 
ARRAV O .. 2•n-2> OF REAL; 

VAR 
p1,qt,p2,q2,tt,t2 ARRAV C'O .. <nDIV2>-1::S OF" REAL; 
rt,r2,r3 
t .n2 

: ARRAV e o •. n- t :J OF REAL; 
: XNTEGEA; 

BEGIN 
i:F' n• 1 THEN multe o 3 ; •Pe O:J •q e o:s 
ELSE 
BEOIN 

END; 
ENO; 

n2:•n OIV 2• 
FOR i:•O TO n2-1 DO 
BEGXN 

END; 

Pt Ci3 :• p Li:J 
q1Ci'l QCil 

FOR j:•n2 TO n-1 00 
BEGIN 

END; 

pe e t-n2 3 : •Pi:- i > 
q2 e i -n2 3 : •q e i .J 

FOR i : •O TO n2- 1 00 
t1Cil :•p1cíJ +p2Ci:J 

FOR i:•O TO n2-t tX> 
t2ct:> :•qtcf:J +q2c1.:> 

r3:• ..... LTXPLICA(~1.t2,n2>; 
rt :•-..L TIPt.ICACp1 .q1 ,n2>; 
r2:•...,LT%PL%CAcp2,qe,n2>; 

'FOR a :•O TO n-2 00 MULTIPLICA Cil :•r1 e i.:S 
muit e n-t.:J :•O; 
FOR i: •O to n-2 00 MULTIPLICA c.n+ j ;J : •re e 1 :i 

FOR t :•O TO n-2 DO 
MULTl:PLICACn2+i:t :•MULTIPLICAcn2+i~ +r3 ct:I -<rt 

ca:. +r2 tt~ >; 

Este programe. asume que n ee una Potencia ae 2. los aeta11es 
para que pueda ner ejecutada para una n cua1qu1era son rAciles ae 
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implementar. pero na.y que T.ener cu.oaao para que J.o. r ~ ... ur ;:> 1 u11 
termine nien y que 1os po1inomios se atvldan en fQnn.s correcta. 
Ast mlsmo este método puede usarse pilra muittp~ica~ ~~~~r~5 si se 
maneja e1 acarreo en forme. .adecuada aespu•s de las 11amaaas 
recursivas. 

Si se observa con cuidaao· el ,.,.todo. debe resultar c1aro que 
ei nomero de mu1tip~1cac1ones enteras re~uer1aas al multiplicar 
dos po11nom1os de tama"o n es e1 mismo que ei requerido para 
multiplicar tres polinonuos de tama~o "'2; por lo que si M<n> es 
e1 nomero de multiplicaciones requericuse a1 multiplicar dos 
po11nom1os de tamafto n tenemos Mcn>-3111Cnl2> para n>t; para 
atstlntos valores ae M <recuerde que se eet& ap11canoo un m•tooo 
recursivo>. 

MCt> • t M<3>• 9 

En oenera1 Si N•e••n <por la conatción n poten.la ae a> se 
ºitendr& la so1ucl6n: Mce••n>• 3M<2••<n-t>>• 3,_ce••cn-2>>• 
3 M<2••cn-3>>• ... • 3••~<1>•3••n. Entonces ap41canoo io~aritmos: 
3••n • 2••<10G3>n • e••n1og3 • na•10Q13; so1uct6n que es exacta 
sólo para n•2••n, pero en generaL •<n>•n••1og3 • n••t.~e. 

MULTXPLICACION ~ ""T"ICES. 

La multipltcacton de matr1cas es una operaclon un poco más 
compllcaaa. por ejemplo• 

[ 
: 

3 

~:1 ¡: .: :1 ¡:: ·: ~::1 
- 1 -2. :5 o 2 6 - , q. -13 26 

el elemento r<l,j> es e1 proaucto punto del i-•&U'M> reng16n de 
p con la :1-••UIM columna ese q. f'ecoraanao qu('" et prooucto punto 
es simplemente la suma ae los n t.•nnt.noa ae ia matrt;: p por 1os n 
~•rmtnos ae ia l'Mltrlz q lo cua1 unpltca que para poaer 
multtpllcar dos matrtcea se r9qutere que e1 número ae columnas ae 
ia l'ftatrtz p sea igual. a1 n1.11Mro ese renQ1ones ae la matrtz q; la 
tornw m&• ~•ctl ae U"S>181M1ntar esta operación es por meato ae 
a1macena11t1ento contlQUO 10 cual estarla aaao por el slgiutente 
procedtmlento: 

FOA l:•O TO m-1 DO 
FOA :) : •O TO n-1 00 
SEO IN 

t:•Ot 
FOR k:•O TO n-1 DO 

t:•t+pCl,k:> aqc.k,j,:l 
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ENO; 

porc:~~1oun~edenl~~1~~:~~~!~~on~: 1~o~t~¿z ~~:u!!ªd~e~~1e~:~cu~9 
operactonee para multtp1tcar matrtces de dimensión nxn cn2 

elementoe>. En el c&50 ae multiplicar una matriz de nucn con una 
matriz ae nxr, se requieren ae cm-1>cn-1Jcr-t> mu1ttpllcaotonee y 
sumas. 

EVALUACXON DE PoLtNQlllll%08. 

supóngase que se tiene el etgutente polinomio 

pcx>•enx"•ª"·i x"' 1 + ... +a1x+a0 

cuyos coeftcientee son va1oree dados y ee noe pide evaluar aic~a 

expreston en un punto ~~~o. por ~'~mp10 evatuftr 

p<x> • x4 +ax 3+ex2 +sK+t 

Tal vez el camtno rn.A5 Obvto para resolver e1 problema ee ca1cu1ar 
caaa t•rmtno y aa1ctonar10 a la euma ae loe otros previamente 
ca1cu1aaoe <por meato ae1 reca1cu10 ae iae potenctae de x> como 
lo rea11za el etgu1ente a1gorttmo: 

PROCEOURE EVALUA_POLl'.NOfltIO <p:ARRAV e o .. n-1.:i 
INTEOER>; 

VAR 
1,potencta: INTEGER; 

SEO IN 
va1or p i;OJ 
potencia :• 1; 
FOA J : • t TO n- 1 DO 
BEGIN 

END; 
END; 

potencia P<>tencta * x; 
valor :• va1or + p el~ •potencia¡ 

OF RE"AL; >< 1 

El cua1 realiza ecn-tt mu1t1p11cac1onee · v n-t aumae; sin 
ernt>argo, existe un m•toao Simple que reduce la cantidad de 
ca1cu1os rea11zado8 a B6lo n-t multtpltcacaonee y n sumas; ••t• 
metooo se conoce con e1 nomt>re de REOLA DE HOANER 1 11a1 ternanao 
ia mu1t1p11cacton y 1aa operaoaonee de suma aproptadamente, un 
polinomio de graao n puede ser eva1uaao uaancto so10 n•t 
multlpl&cactones v n e:IJnWl,15 11 ¡ en otras palabras la reaia de Horner 
ee la ractorazación ael po1tmonao de la siguiente forma: 

pcx> • c ••• ccanx•a ... 1 >x+al\•:a.uc+ .•• +a1>x•a0 
cuyo ca1cu10 esta aaao por el c1c10 
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FOR i : • n- 1 OOWNTO O DO 

y:• x•y + pci:l 

donde se asume que el po11nom10 esta representado por un arreglo. 

otro proolema es evaluar un polinomio aae10 en varios puntos, 
para reso1ver10 existen mucnos a1gor1tmos diferentes cuya 
etlciencla depende del nómero de eva1uac1ones que se van a 
rea1Lzar y sl se van a dar o no slmult&neemente. Sl ee va a 
realizar un gran número de evaluaciones e& recomendable realizar 
preca1cu1oe q~e puedan reducir e1 costo de lae eva1uac1onee 
posteriores dado que Si por @jemplo, ~e emplea el motodo ae 
Horner se requertr&n cerca de n multlpltcaclonee para evaluar un 
po11nom10 de grado n en n puntos. 

st el polinomio dado solo tiene un t•rm1no, entonces ei proolema 
oe la evaluación de un poltnomto se reduce a ca1cu1ar xn, sl se 
emplea la regla de Horner e1 algor i trno deoenerar la a un proceso 
trlvlal que requ1ere n-• mu1t1p11cec1ones. Para comprender como 
evaluar ese polinomio ae otra forma veamos el s1gu1ente 
Ejemplo: 

Para ca1cu1ar x 32 con51aeremos la s1Qu1enté ~ecuencia: 

x,x2 ,x4 ,x8 ,x'8 ,x32 

cada t•rmino se ot>t iene elevando al cuadrado el. t•rm1no prev lo y 
sólo se requieren 5 mu1t1p11cac1ones. Este m•todo ee conoce con 
el nomore ae ... &000 oe cuaoraao• que pueae eer expanatdo a una n 
9enera1 Si se salvan loe valores ca1cu1aaoe. 

Pii ,¡,~¡o x55 pue~e eer ca1cu1aao empieando 1os valores 
x55•x x x x x, st ooservamo• con aetenlmlento esta secuencia 
podrtemos percatarnos que la representec1an Dlnaria del exponente 
nos ayuda a seleccionar loe valores que vamos a emplear 

::~!:~~!~'~¡:a. e~~= ,~:~:m:~ta~~:~e:~c1iº~:s !::e ::~~~:"~:s i: 
s1gu1ente: 

1 > acumu1a : • 1 ; 

2> Buscar en la representación Dlnaria de izquierda a derecna Dit 
a Dlt.; 

3> ca1cu1ar e1 cuaarado ae acumu1a; el el Dit ee uno mu1t1p11car 
acumula por x. 

Si eete alQorltmo ee aplica a n•55 se genera la SiQUiente 
secuencia oe val.oras: 

,,,,x.xZ•xª,x•,x•2,x•3,xee,x•?,xs•.xss 

otro m4toao para eva1uar 
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p<x> • x"+ah-.A K""-' + ••• +a x+a en el cua1 n • 2 a.o. - , para alguna 
k)•t, es decir, p tiene ~M. e6rminOe algUnoe de l.08 cua1ee eon 

~~~ºe.~n!.nv•! 1 e~~~n~=~~ e! 1~~~~ ~C:>;x~=S~sye~~o~~=!~ªpª~u~~:11::~ 
eecrlta·como etgue1 

p<x> • uc.i +b>qoo + roe> 

~~:~~c~~~:eyae~':~a~!e~:~ p~~~n~~:8:eca~~c~e~~~t~~ª:ra~92~~1~~~ 
Entonces, pcx> puede eer ave1uaao por medio de 1oe etgutentee 
pasos: 

1> Eva1uar q<x> y r<x> 

a> ca1cu1ar ><~ 

a> Multtpltcar cxj +b> por qcx> y eumar1e roe>. 

oaao que q y r eatistacen 1ae. mismas conatctones que p pueaen eer 

~~\!Y~~~a.en•t~~m:.~:c~~:'v~,e:º~~= :o;e~~~!°'~! ;,g~~a:~:~:••;~; 
ca1cu1e.ao r&p.taamente. st dlV1dlmos poc> entre xl + b obtenemos 
qcx> en el coct•nte y a rcx> en e1 res1auo. 

'!{_X) 
~.-.-.. ---- ···'.. . . ...... . . ...••.. , 
a•·' ••. e 

JI ....... &.. 
···~ ........ . . ....... . 

o 

..... 
• .. ·•a•·•• • .. ·••,•••o 
+ ••• b .•··: ••• ••tx•Dte ...... 1 

, ....... -o>• v + ••• •<•o-... •-s. > 

roo 

para garantazar que •1 coertctenta ae1 t•rmtno x•·
4
aa rcx> sea 

:St~'á~ -a:r ~a i t por 10 tanto b••a"""' - t. E1 a1gor t tmo para •ate 

p<x,•cx••·t. •<•e•·\.t -t,>qcx> +roo. 

El cual es un procad1mtento recureivo que termina cuando q y r 
son oe graao 1 . 

•s-10 
p«x>•x7 +ax8 +s115 +4x4 +axª••xªx•t .... , ....... •4 b••a•·!,. ,- t•aa- t•a :) xl +tt•x4•e 

• S4 -



11 

~ 
M +61C +:SIC +4 

)( 7+61C6+:SM5+41C4 +2JC3+12M2+101Cf8 

·- 1 J•2 •2 

·•,-1•4 

IC +6 

,¡s +6.J! : +slC+41C 

' ac3+6X2 : +4>1+24 ·---x-n 

•:S+1DM2 - 9111-7 -__.. r(IC) 

ka2 J•2M.· 1.2 

1 ·•,-1•-10 

)( -10 

.J!-10' ""-10.J! ! - 91<- 7 

,i'-10.! ! -101<+100 

IC-107 

••to •• qt•¡•tJC2+4~C•+61Cx-aol y r<•>•1•2 -101+CK-1071 paf"' lo 
t•nto pCIC)•(IC +••••· +41C• ... l+t•-20)).((IC -10)(•~10>+<•-107)). 

El •mpleo d• ••t• fór1Rula para •Valuar phc) r•q1..Ai•t"• cinco 
W1ultiplieacion••, tr•.i que apar1e•n 4 •Hplieit•••nt• en ·la 
faetorizaelón y do• para ealGular • y • • ad•••• de 10 •Ufft••i •i 
•• aplica el M6todo de Horner- •• r-•alirar-ia con •i•t• 
...ultiplieacionea y ai•t• e...-aa. Por lo ~uat. ••necesario que la 
peraona que d•••• aeleeeionar ~ m•todo co...,,r4nda que ·l• 
aplicac;i6n de criterio• proploa •• d•ter.,.inante para pod•r decir 
porqu6 •• inelin• por un ••todo d•t•rminadu. 

24•4~ tto..r .. •1-lerl•• c..-.>~ 

L•• •ecuenci•• d• nó .. ro• al•atorio• •• •.Pl•an en infinidad 
d• aitua~ion•• dentro del campo d9 la pragra•ación, de•d• la 
•i1nUlact6n que •• lo •A• co.On, hasta lo• Juego• y otro tipo d• 
software recreativo. La for .. d9 obtener ••t•• ""••ro• •• -..y 
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va~1ada: la& ruletas, da1Jos y b~raJa~ const1tuy~n lo~ m~todos 

h1~w1uales de gl..!n•l'raciót"ll de nümerns al"i'11torio:1o. Eata:s tt~Ct"llical!o 

li~nil!'n "-CllYIO dt:.:..venldJ..i. S.•n· n1u:: lEH'•tas., ~.:.lo ~s µosiblo!.o obt~:ne1 

mue~lras urandes de~pu~~ de un trnbajo laborioso¡ ad~mA~, 

hnposible volver a gPn0r·a,- la nlisnla !lecuet"llGill. d• nüm~t"os, lo cual 
pu .. ~de ~~r úti 1 "'"-in1111r1to dl"termtnndo para comprobar algún 
resultado. 

Recientemente,.s• han desat·rollad~ alguna$ técnicas pat'a 
ol>t•~r-.•Jor t"llüm1H"O!» a.l .... atorios, ~t-.tre los qu• de:litai:.ar"ll las tAblas, 
las computadoras anal6yicas y la$ computadoras digitdl~s. En las 
t."l>las, 10'5 números que 11e tii>nff't"ll han !lido g~n•t"adns por alyún 
ott"o h1~dio. E~ta t•cnica ti•ne la ventaja de podel" r@p~tir la 
hl i :-;oma , .. ,.P.CU'!f"llC la ch~ t"l1~n1uro.;;, p~ro aúr-. .a i llill' n1ar"l~ j d ._,.,,a computadora 
1.u¡ una to'!cr-.ica lenta y puedll!' quedar linlitada si s• req1-1ier·4 de 
1~na n\Uf!'>Stra grande, ade-1'!'1.t~ do." que lo.a núm•ro,,; qu~ cont 1..-nf!' 
coru1tan'les para cualquier problema. 

L.,i.s c.umputador.ur; at"lalógicas g•n•rar·1 núlll•rn,s • tr•"lil• d.. l\lgUn 
f.•r·oc.e~~ .... f.iLicri, Jo cual p••r"mite obt~n~r· r1•:.1111i:11·us qu• son 
•••H·dndP.rrU'O•!nt•:f' alf!>atot"io:s con 1..u'\a alta fr~cuenc1a 1 -,su d'.!'5V•n"lta.ja. 
pr·t1-.cipal es el no poder repetir la Misni<t. s~eu<Pncia. 

F.n las computa.dora~ rlig".._:i.:o·~ 11>'5 nún)•H º"" .... v p ...... •d'!'n g•n1.trar 
por n\P.tHo de tablas, cor' algUn adltarno"to analógi.-~o q•.Ht 
r~.¡;tabl•.'!-zca un proce~o ftaico, o bi@n, por 9en•ración intl1'rna 
flli!'l\1p1•."ndr_, •...ina t"elación de recur·1•et"lcia Cr1~ñlet"O"lo ps;eudi:ialeator·ioso> 
(),sbirlu " la-s c.arActP.-rL'5ticaa innatas d~l funcionaw.ier"lto d• lA"!; 
cr.;11•putarJ•·1ra.s digitales, •• puede decir q•...ie •l m•n•jo d• tablas y 
~l u~o d~ algQn aditamento•• artificial, por lo cual, en •l cA~o 
<!e las t.ablas, la generación de los n1!1n\ero• •s l•nta, adem•fi de 
que ne upa gran 41!1pacio de 1'nem1>ria y 4n el ca•o d• adi ta1net"lltus 
analóQicas no•• posible r•pe-tlr la tnisrna ••c;;u•ncia. 

En muchos cotnpiladorea, la calidad d• los g•n•rador~• d• 
n•!lmer·os aleatorioa no e-s .11ufici•nt• para •1 probl•Ma •n cu•stión, 
.-1."llL quito p~l•d• :s@r nececa.rio dispon•r d• algt~n tipo d~ control 
sob•·e la forMa en la cual •• producen lo• n..:.mero• aleatorios con 
l• íir-.alidad d• m•jorar o impl•1nentar d•tall'l's o alQoritmos 
r•f•r•nt•• • este punto qu• pt•oduzcan resultados "'•• 
:osati5factorios. 

DEFINICll»t DE OEJERAIXM DE~ ALEATmllOS. 

B~r-..era.r nll1nero:s aleatorios, significa infarmaln1•nte 
aecl1encia ·d• n..:.meros que aparentan estar en ur"t orden ale11.tario, 
*S deocir, nllm•ros qu• no sa •ncuentren r9laeionado5 en llbsoluto 1 
lo cual i"'plica qu• cualquier secuencia pu•d• y na ser aleatoria, 
~llo d•p•nde de la forma en la cual ~u• ganarada y no d• cual aea 
la A~~uencia ~si. 

Un generador d• nllmero• al•atorio• es b•aicam•nte un conjunto 
de instrucciones qu• asocian o combinan los dlgitos por medio de 
op•racion•• computables simpl••• producl•ndo un nuevo entero. 
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El generaaor aebe producir númeroe aleatorios uniformemente 
di3trtbutdoe <cada número postoie es igualmente probable>, ser 
r•pido, no aebe emplear deme.elado espacio de memoria, debe tener 
un periodo grande antes de repetir su cJclo, es dectr debe 
transcurrir un tiempo con3iderable antes de que obtenga ia miema 
3ecuenc1a de valoree. 

oespuee de que se introdujeron las computadoras, la gente 
inicia ia Dosqueaa de caminos erictentee para generar números 
a1eator1oe por meato ae programas, y aún cuando muchos 
generadores de números a1eatortos usados hoy en dla son muy 
buenos, existe la tenaencta de la gente a evitar aprender 
cuestiones sobre ios generadores de números aleatorios, y por 
e110 m•todos viejos que son comparattvamente insat1stactortos han 
pasado de programa.dores a programadores sin que •etoe se 
preocupen realmente de sus limitaciones. 

una de las ra11as m&e comunes encontradas en el empleo ae los 
generadores de números ateatortoe es ta taea ae que st se tiene 
un buen generador y 8e modifica 3U orden, se producir• una 
secuencia ~3 a1eator1a; esto no ee siempre cierto y hay que 
tendrlo presente para no aecrementar la ettctencia del m•todo. 

ALOUNOS JillETCDOS PARA OENERAR Nl.llillEAOS ALEATOA%08. 

cuando se emp1ea una computadora para generar secuencias de 
n~mero& ateatortos, hay que tener presente que 80n secuencia~ 

determinlettcas, ee dectr cada n~mero, excepto el primero, 
aepende ae1 n~ro que 1e precede. T•cntcamente eeto elgntftca 
que en una computadora so10 se pueden crear eecuanctas ae n~meros 
"cuaet-a1eatortoa 1•. stn embargo, eeto es eurtciente para la 
me.yoria ae pron1emas. Los "'4ttocsoe rn&e comunes para generar 
n~meroe a1eatorto~ empleando la computadora aon1 

A .... tOdO e1e cuadractos centr•1••· 

~s un metodo particularmente interesante aesarro11ado por von 
Neume.nn <Padre ae 1aa computaaoras moaerna•>, conatste en eievar 
a1 cuadraao el n~mero •leator10 antertor v extraer 1os dlg&tos 
centrales. Por ejemplo si se generan n""'8roe ae tres dlgltoa v e1 
número aleatorio anterior es 513, entone•• se e1eva este número 
a1 cuadrado para obtener 257169 v se extrae 571 corno ni:.mero 
central y el siguiente e1emento ae 1a secuencia. Las principales 
desventajas ae este ... toao aon: que ttenae a aegenerar con 
rap1aez es decir, ttende raplao nacla una eecuencia repetitiva 
denomine.a. cic1o o perloCIO, eapec1a1ment• •• encuentra el cero 
como n.:.mero central; por ello este ,,,.toao no se emp1ea en forma 
CO""-n. 

ALOORITMO. 

t. oen•rar un nQmero ae M dlgitoa <sem111a>. 

2. Elevar atcho número a1 cuaaraoo. 
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3. Tomar un numero central oe N dlQ\tos. 

~. Repetir 2-3 tanta~ vece3 como se desee. 

e. ~todo 1inea1 Congruente. 

Los métodos mas conociaos para generar numeros aleatorio~ 

fueron introducidos por o. Lenmer en 1951 y se denominan mot.od0.'5 
1~nea1es conoruentes. Para generar e1 l-•simo se casa en la 
siguiente fórmula: 

Xi+t • (DKi + C) MOd m 

cuando D•1 ~l método reciDe e1 nomore ae métoao lineal 
aditivo; si c•O se denomina multiplicativo y en otro caso miKto. 

Si por e;templo X t. t1 contiene a1g.:.n numero arbitrario, 
entonces la siguiente lnstrucc16n genera un arreglo con n numeros 
aleotorioe usando este m•tooo: 

FOA t.•2 TO n 00 

X e i:l : • < x e i - , ;t. *º + e> moo m. 

esto. es se oenera el nuevo numero a1eator10, tomanoo el n~mero 
anterior multiplicaoo por una constante D, sumandole e y tomanao 
el residuo cuando 5e diVide por una S~Qunaa constante m. El 
resultado es siempre un entero entre o y m-t. como se pueae 
ocservar este m•todo es de uso atractivo para las computadoras 
porque la función '...a es usua1me:nte trivial ae imp1ementar, 
ade~s e1 emp1eo de eeta ecuacion para la generacton de n~meros 
a1eatorios puede parecer a1go muy eencillo, sin embargo, io Dlen 
que funcione depende fuertemente ae los va1ores de a, e y m LA 
eleccion ae esos valores na siao oDjeto de intensos, detallados y 
Giflclles an•liSiS mate,,,.t1cos, vemftos algunas reo1as eenc111as 
que Knutn propQne: 

1
• :~og~~';!r~e ~& ap~~:~ut:~r v:~~~:id~ec:~º!~r~~~::e~~:ie:; =~ 

a1timo va1or ae X de la ejecución precedente, si no se puede 
dar un valor inicial a X <preferentemente un número primo 
distinto a 5>. 

2. Para una adecuada eleccion de m se recomtenda un n~mero grande 
po·r ejemplo, el tama,,o de la palaDra de la computadora, o un 
número grande que sea Potencia de 2 o to <existen computadoras 
con lonQltua de palaDra varleDle, en este caso la e1eccio.n de 
M se deja a criterio del prograrnaaor>. dado que esto nace que 
e1 c&.1cu10 de tbK+c> ..,d "' sea muy ef ictente. 

3. Si• es una potencia de ee escoge b de tal manera que 
cumpla: D mod e • S; Si m es una potencia de 10 se escoge ur.a 
D tal que o NOd 200 • 2t. 

- :58 -



~. El multiplicador b pueae ser mas arana• que t'1lí, 
preter-iblemente mayor a rwl'tOOJ pero M6t1 pequerto que .- lfi , 
una e1ecc1on adecuaaa de ~ ee un ni:.tnero con un dlQltO menor 
que M. 

Al ee1ecc1onar e1 valor de las constantes no noH podemos 
permitir ignorar el overt1ow ya que esto puede conducir • 
resultados impredecibles. supontenao que tenemos una computadora 
con una palabra ae 11 bits, y escogemos a .. toooooooo, ~-at4tl••t 
e iniciamos x

8
•tal4Se7. Todo• ••o• valor•• son menor•• al •ntero 

~~s=r~~ª~v.~t~o:~•::. r~:r::·~:r·~~l•~=~~.1~ª =~=r=~~:n .:,:::! 
intereeados en 1os ~ltimo• ocho dlQito•, para4e1udtr10 se 4pued• 
~=~1~;~~u~~0m~!~!:~1cac1on en partes, nea p•tO P,•Po y q•tO q,+q0 

pq • c1o•p1 + p0 1c1o•q, + q 0 1 • 1o•p1q 1 • 104 cp1q0 • p0 q 1 1 • p0 q 0 

Ahora como ao10 se est& tnt•r•saoo en 1oa e pr1meros at;ttoa 
se pueoe tgnorar el primer t•rm•no v los primeros cuatro alQllO~ 

del ee;unao t•rmtno. Lo cua1 oenera dl SJ~u1ente pro~rama1 

P"OOAAM RANOCIM <lNPUT,OUTPUT)¡ 
CONST 

VAA 

m • 1000000001 
mt• 100001 
b • 31~15821 ¡ 

t, a, n 1 lNTaoa"1 

FUNCTION MU~TCp,q> INT9:0EA>• INTEOEA¡ 
VAA 

p1,po,q1,qo 1 XNTEOlt"' 
HOZN 

•ND¡ 

p 1 1 • p DIV mt J 
q1 1• Q OJ:V mtJ 
mu1t1•CC<pO*q1 • 

HOZN 
"•Aocn,x>, 
FOPI i1•1 TO n 00 
BIOIN 

p01•pMCX>m11 
qO I • q MOO nt1' 

pt•qo> MOD rw1>•m1 • pO•QO moa m; 

M.1 1• Cmu1tCb 1 JC)+t) MOD 111; 
WAZT9:Cl<tl ¡ 
M. 1• M.t 1 

•ND¡ 
END¡ 

La función MUlt •n ••te pr09r.,,. ca1cu1a c..-q•t• ..., • aln 
ov•rt1ow. 
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Loe númeroe proaucidos por este programu para una entrada n•10 
y x•i234S67 son 

35884508 

80001069 

63:512650 

436356.51 

01034472 

87181513 

06917174 

0020985:5 

671159.56 

59939877 

Si observamos bien esos numero& poaemos aarno~ cuenta que S•J 
untdad tiene un comportamiento determinado: ctrcu1a entre cero y 
nueve, lo cual es un problem~ común entre e5t.I! tipo ae m~todos y 
puede tener solución con el siguiente pro:.r:eso 

FUNCTION AANQOMCR:INTEGER>:INTEGER, 
BEG:IN 

E.NO; 

X:mCMULT<b,x> MOD m; 
A •. NOOM : • X OIV r; 

otra t•cnica común es generar numeros a1eatortos entre cero y 
uno E5to pueae ser 1mp1ementaao s1mp1emente regresanao un número 
real X/m por r y truncar al entero m4s cercano. 

c. lllMtoao. por corrt•aent.o de registros. 

Este ~toao se basa en una regeneract6n de corrimientos 
lineales de registros y se emplea prtnctpalmente en máquinas ae 
encrlptactón. 

El m•toao inicia con un registro fijo carbltrarlo>, para 
generar el siguiente ni:..tnero se realiza un corrimtento a la 
aerecha y se coloca un Dit en la posición vacante proaucto de una 
operación con los Dtts tnlciaies. Por ejemplo el s¡gutente 
diagrama muestra un registro simple ae cuatro Dits, en e1 cual e1 
nuevo Dtt es un "Or excl.usivo" ae los dos Dits mas a 1a aerecl'1a: 
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í1 w 
FlQ 2.2 

La elgu1ente 1 usta muestre el contentao de1 regiestro pore 1oe 
pr imeroe 16 paeoe de1 proceso: 

o e 3 4 s 6 7 

1011 0101 1010 1101 1110 11t1 o 111 0011 

a .. 10 ,, te 'ª 14 IS 

0001 1000 0100 0100 0010 1001 0110 1011 

se pueae ooservar que toaoe loe moaeloe excepto e1 0000 
ocurren y el va1or in1cta1 !59 reptte deepu•a de U5 pasQs¡ l!e nan 
realtzaao extensos eetuatos para ee1ecc1onar e1 valor tntotal y 
e1 tama"o de los reotstros; por e'emplo, et ap1to•mo• el or 
excluetvo a doe pale.ora.s tot t ©otot se oottene 1110 10 cua1 
aparece tres lugares aeuspu•s en la lleta. Esto nos aa la taea ars 
Qenerar numero e aleator tos en forma f&C 11 emplee.nao une 
retroaltmentacton de reg1stros1 

a Ck'l • ce C.k-Dl •• CK-C~) MIX)"' 

lo cual guarda una corresponc:lencta con el moae10 de oorrimtento 
ae registros, e1 "+" •n eate recureton pocs,.,a eer un 11 or 
exc1ue1vo••, stn emr:iargo •• na aemoetracso qu• ••ta torrnu1a ai•nera 
buenos ni:ameros a1eator toa ª"" con una •urna norNl ¡ pero su 
desventaja pr1nc1pa1 ea que es necesarto conservar una tao1a qua 
contenga 1os ni:.meroe a1eator toe m•• rectentee. La ta1:>1a puede 
tntctaltzaree con ni:.meros · nt tan peC(ue,.os nt tan grana11e, parai 
ee1ecctonar los valores de las ·conatant•• tcnuth recomtenaa 
escoger b•at y c•SS con 1os cua1ee se pueaen realtzar t>uenD.tt 
apl tcactonea. 

4~ BE PUEDE DE"TEAMINAR LA CALIDAD - UN •NERAOOR? 

se pueaen emplear atat int.aa prueDae para aetermtnar el grado 
ae e1eator teaaa ae una eecuenc la de n.:.meroe, • t n emDar;io, n t nguna 
ae· e11aa cur• Si 1a secuencia •• al•at.orta •610 al no 10 ••· Y• 
que estas prue1>at1 ao10 IMA••t ran •1 or•CIO ae cont tanz• que •• 
pueae tener en el generador ae n~meroe a1eatortos que produce la 
secuencia. 

La teorla ae la estaalettca propone a1gunaa t'McUaa9 
cuantttattvas para 1a a1eatorteaad. Lttera1mente no e>e&ate un 
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número aeterminado ae pruebas que se le deban aplicar a una 
seCuencta para aetermtnar su comportamiento aleatorio; ya que st 
una secuencia se comporta aleatoriamente con respecto a las 

i;u~~~:o!1~~5~~~~~~-~·q:~ 5~aa~u:~~e~:e~~r~~m~~= ~en~~º~~~~~on:~ 
so10 un mayor grado ae confianza. En la practica se aplican cerca 
ae media aocena ae prueods estadlsticas diferentes a una 
secuencia y si ~sta las pasa sattsractoriamente pueae ser 
considerada aleatoria. se recomienda que sJ una secuencia se va a 
utilizar frecuentemente se pruebe cuiaaaosamente. 

Knutn propone diferentes pruebas, stn embarqo en este apartaao 
solo estudiaremos una de ellas con la rina11aaa ae analizar como 
se realizan éstas; ya que el ª"*lisis ae las diferentes pruebas 
no es el Objetivo ae la tests. 

PRUEBA CHX-C\MDRADO. 

La prueba Ctli-CuadradO <prueba "- 2 > 8!5 una de la.s mefores 
pruebas de toaa la estaa1stica y es un métoao.OáSiCO usaao en 
otras pruebas. aae"'6.s·ae ser r•ci1 de implementar· ya que se basa 
en ia aiferencta del n~mero esperaao ae ocurrencias de todos ios 
posibles resu1tactos. la fórmula es: 

V • t:" COi -Et ) 2 1'Ei 

Donde 01 ea el nwnero ae ocurrencias observadas. Ei es el 
n~mero de ocurrencias esperaaas y N el número ae elementos 
discretos. una vez que se tiene el valor ae V se proceae a buscar 
este nQmero en la tabla ae valores de aesvtacJones cua~rattcas 

para ae~ermtnar ia a1eatorieaaa ae la secuencia. 

A manera ae ejentp1o, veamos como probar cu•nto se aproxUM la 
aistrlbucton ae 1os l'tt.Meros ae una secuencia a lo que se espera 
sea una atstrtouctón a1eatorta, supóngase que se aesean generar 
secuenclas aleatorias ae a1gttos entre cero y nueve. La 
probaDi1iClad ae que se ae caaa a1gtto es 1/tO. ya que existen 
diez posibles ~(deros en la secuencia, toaos igualmente prooables 

supongamos que se aeaea generar la siguiente secuenc1a 
91824637SB2904247B62 Si se contabtltza e1 número ae veces que se 
aa caaa dlgito se obtiene: 

DlQtto o 2 3 .. " 6 7 e 

ocurrencia .. 3 2 2 3 2 

Para determ•nar la a1eatorJeaad ae la secuencia se aetermJna 
el va1or de v aonae n-to cnümero ae posibles elementos> Y el 
nómero ae observaciones es iguai a 20, por lo que Ei•2 
t•t ,2 •... , to. 

V • Ct-2>2 ,2 + C1-2) 2 /2 + C4-2)e,2 + Cf-2> 2
1'2 + C3-2) 2 /2 + 
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Poster1ormente ae busca en la tabla da deavlac1ones 
cusdrat1cas a1 grado do conr\anza tan el reng1on 1oua1 e1 namero 
de obsorvac1onee <20> y la columna con el n~mero mayor o tgual a 
VI 

PR09AU:tL:tDAD 

99'1. 95'1. 7,, ... "º"' ª""' ,, ... 
n•S o. :5:5''-3 1 1q:S:5 2.67:50 q,3:5,0 6 6260 11 .0700 

n•iO 2.MS00 3.9400 " 7370 9.3420 12. l5:500 18.3100 

n•15 5.2290 7.2610 11 .oiioo 1Q..3Q.OO 18.2:500 25.0000 

n•20 8.2600 10. asoo 15. q.~oo 1Q.3Q.OO 23.8300 31.4100 

Lo cual eignifica que ex1ete un 99% de probabilidad de que una 
mueetra de 20 e1emontos tenoa un valor v mayor a s.eo, por lo que 
eó10 eKiete el 1% oe prooaDllidad de que la secuencia sea 
aleatoria. Para que paee esta prueua la proDablltdad de v debe 
estar ontre et 25% y el 7:5%¡ ain emuaroo ea importante 
cueetlonaree ¿Cómo ee poaiole que e~t.a eecuencta et.lo tenoa el 1•1. 
de probabilidad de ser a1eatorta Si todae 1as seoueno1ae son 
postblee? La reepueeta ae que ee trata eolo de una probaDL1Ldad y 
que 1a prueba de oasv1ao1on cuadr•t1oa eo10 da un grado de 
conr1anza, de hecno ei se empleft esta prueca, ae debe ap11car e 
dtferentea secuenctaa y obtener la medta de loe reaultaaos, para 
impedir que ae deeeche un buen generador de nameros a1eator1oe. 

Por otro lado puede qua una secuencia pasa ia prueba y no ser 
aleatoria, por ejemp101 135702468 ea una secuencia que pasarla la 
prueoa a peaar de no parecer muy aleatoria. 

Otra caracter1et1ca que nay que comprocar ee la longitud de1 
periodo <cu•ntos n~meroe ee pueden oenerar ante• de que se 
empiece a repetir la eecuenc1a. o peor, antes de que degenere en 
un ciclo corto>, a mayor periodo mayor ee 1a ca11oad del 
generador¡ oeneralmente un pertoao de vartoa m11es de numeros es 
eur1ciente para 1a mayorta de ap11cec1onee. 

APLXCACJ:OHE9 DE Loa N~- ALEATOftJ:oa. 

Los nameroe a1eator1oe se emplean en una ;ran variedad da 
apllcaclonee, por ajemp101 

A. e1-.a1aclón 

una eimu1ac1on es un modelo de una e1tuac1on rea1. cua1qu1•~ 
coea puede ser s1mu1ada, y e1 6Kl~o de e110 dependa de 10 ~l•n 
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que comprenaa e1 pro~ramaaor la situación a ser simulada. o~~iao 

a que los modelos reales a menuao tienen miles de variables. 
siempre es dlflcll rea11zar una s1mu1aclón totalmente efectiva. 
Las s1mu1ac1ones son muy importantes porque no sólo permiten 
alterar 1os parAmetros ae la situación y comprooar ios posibles 
resu1tado5 (en la vida roal esta situación podria resultar muy 
costosa o muy peligrosa>, sino que tamoién permite crear 
5ituactones que no se dan en el mundo real <por ejemplo aumentar 
~raaualmente la inteligencia de un ratón para ver en que punto 
resuel"e un laberinto dado; lo cual pueae permitir comparar la 
naturaleza de la inteligencia con el 1nst1nto> 

r::1emp1os 

- SimtJlOc&on de coioa do oopero: En la slmu1aci6n ae colas de 
espera, a medida que ae ejecuta la simu10.c1on, un Qenerador de 
números crea clientes, otro oenerador determina cuanto se tardn 
~n atender un Cliente y un tercer generador a qu• cola de espera 
\1a C<1.0a cliente. Lo que se pretende con esta 5tmulnc16n as ayudar 
•3 <:3dmin1strar un número óptimo de colas que hay que tener 
•jisponto1es en un ttpico t1la de compras, limitando el numero de 
personas en la cola a atez o menos y sin dejar ninguna caja 
abierta sin clientes esperando. 

La clave de este tipo de Btmu1aclones eet¿ en crear procesos 
mült1ples, se puede simular e1 multiproceeamiento teniendo cada 
función dentro de un bucl.e de prog;rama principal. naciendo a19.:.i.n 
trabajo y volviendo a repartir ei tiempo entre las funclones. Hay 
~ue tener en cuenta que la simulación no tiene en cuenta 
sttuac1one5 acctaentates que pueden nacer que ia cola se detenga 
temporalmente. 

-AS:Jl!UDiS\COCIOD c8t uno corcara qw Cllpnt••: El aamtnletrar una 
cartera de acciones, se Dasa en dtstintas teorias y suposiciones 
de mucnos ractores, que no se pueden conocer f•ctlmente a no ser 
que se pertenezca a ese mundo. Existen estrat•otas ae venta y 
compra que se basan en el ·an•11s1s estadletico soore los prectos 
de las acciones y diferentes factores: tal como la correiaci6n 
con el precio del petróleo y nosta con los ciclos de ia tuna. Por 
lo que se puede penear que la boiea es airlcll ae simular, stn 
embargo, el problema en sl constituye la solucion; debido a que 
la bolsa es tan compleja, se puede ver como la composición de 
sucesos ocurren aleatoriamente. Esto s1on1r1ca que se puede 
s1mu1ar la Dolsa como una eerle de sucesos aleatorios inconexos. 
A este ttpo de s1mu1acion se 1e denomina "m•todo ae paseo 
aleatorio", cuyo t•rmtno viene ae1 c1&eico experimento del 
oorracno deambulando por la calle pasando a1eator1amente de 
farola en farola. 

Las operaciones de comprar, vender y mantener las acciones son 
obvias. cuando se venae al descubierto, se venaen acciones que no 
se tienen, con 1.a esperanza de poaer comprar1ae en poco tiempo 
m•e baratas. Lo venta ai aeecubierto ee una manera de hacer 
aanero cuando el mercado va hacia aDajo. 
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cuando se compra·a cr•alto, se usa, por un pequeno inter•s, el 
dinero ae la agencia ae cambio y bolsa. para financiar parte ae1 
costo ae las acciones que se compran. La taea que se esconde tra5 
la compre a cr•dtto ee que et las acciones suben mucho, se saca 
mas atnero del que se podría tlaber sacado comprando menos 
acctones con el dinero realmente diSpontble. con esto se saca 
atnero solo cuando la bolsa eube. 

e. Muestreo. 

cuando se ana11za una cantidad muy grande de datos, puede 
resultar tmpractico exemtnarloe todos; una cantiaaa pequena de 
datos seleccionados ae acuerdo con un m•todo a1eatorto puede 
servir como re~u1taao valido. 

c. cr1ptOQ1rafla. 

En esta &rea lo princtpal es codificar un mensaje ae tal forma 
que •ete no pueda leerlo nadie, excepto la persona tnatceaa. un 
camino para escribir el meneaJe de esta forma es la utilización 
ae una secuencia pseuao-random a1 coatrtcar e1 mensaje. 

E>:tsten lngentosas t•cntcas para reso1ver complicaaos 
problemas num•ricos usando nomeros aleatorios. varios libros han 
sido escrttos con este objettv~. 

E. Prograi.a.s. 

Los valores aleatorios son ouen origen de los aatos para 
pruebas de eficiencia ae los programas 1mp1ementados en las 
computaaorae. 

F. TOfNl de destctones. 

La habilidad de tomor dectslones fuera ae prejuicio es útil.en 
programa.e implementados en computaaores por ejemplo, en 
situaciones en ia cual una decisión ftja 1mp11ca una ejecución 
lenta. La aleatoriedad es una parte esenctal en las estrategias 
ae optimización en la teorta ae juegos. 
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CAPXTIILO XXX 

ALODR~ llM~TXCOB 

Los a190r1tmoe ,..t ... t1co. -tanml•n 1181Nldoa ,....rlCO•- a• Daean 
en el uso de.1as cuatro operaciones arltm•tlcas; se consideran 
loa algoritmos "'6a lWtportantes aentro de la clencla de la 
computaolOn, tanto que. una raMB eepaclal ae las mate!'nlltlcaa, EL 
ANAL.IBIS NUMERXCO, se •ncarga ae ana1,lzar este tlpo de algorltrnoa 
dlse~anao tambl6n "'6tod0s pera aproxune.r ae una manera erlc1ente, 
laa eo1uctones de 1os proD1ernea expresaaos me.tem&tlcamente. 

El Objetivo prlflft0rdla1 ae1 an•11s1s num•rtco ea aesarro11ar 
m•toaoa que reauzcan o las cuatro operaclonea arltm•tlcae, 
operactones ~s CotftP1lcacias tales como 1a lnteQracton, 1a 
atrerenclaclon v 1a reao1uc1on ae ~arios tipos ae ecuactone•. 
Esta reduccton comt.n1M1nte no oa la re~pueata exacta, pero al la 
aa con cierto graao a• preclelon. 

En resumen a esta Dreve tntroauccton, podemos dectr que los 
elgorttmos matemattcoa constaten de un~ secuencia de operaciones 
a1geor•tcas y 1og1caa que proaucen una aproxunacton al proo1ema 
con. una·to1eranc1a o precteton preae~ermlnacsa, 10 cual, aunaao a1 
~rado de· aiflCU1taa de l111Plantac1on ae1 algoritmo aar•n la mea•csa 
ae etlciencla ae dtcno ,..toao. 
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t.t OEFINICION V CARACTERISTICAS DE LOS ALOORJ:TMOS MATEMATICOS. 

En el caP1tu10 anterior definimos a un algoritmo seminum•r1co 
como un algoritmo que trata con oDjetos num•ricos <la entrada y 
la salida son nt:&meros>¡ Si adem•s este algoritmo procesa esos 
ooietos matem•ttcamente recibe el nombre de algoritmo numérico o 
matemAtico, por lo que se pueae decir que todo a1gorit.mo namert.co 
es seminum•rtco y no Viceversa. Este ttpo de algoritmos se basan 
en e1 empleo de las cuatro operactones aritméticas y normalmente 
se dan en forma de instrucciones verbales o diversas clases de 
f'6rmu1as o eequemas. 

Dado que ia mayor¡a de procesos matemA.ticos pueden reductrse a 
las cuatro operaciones aritméticas. loG algoritmos numertcos se 
empl~an ampliamente, ya que aún cuando esta reducción no 
proporciona la re~puesta exacta, la aa hasta con cualquier Qrado 
ae ei.act t tua deseado. Por ello, cuando se emplean los algoritmos 
1-¡umér1cos es necesario introducir una conaici6n que imponga un 
número maxtrno de iteraciones para eliminar ia poaiOilidOO de caer 
en un ciclo infinito, posibilidad que puede surgir cUd.llUo el 
m4todo no es apropiado para la función daoa c1a suce3i6n 
o i verge >. 

Una de las mas importantes aplicaciones de las computaooras es 
precisamente la solución de proo1emas maternAttcos por medio de 
algoritmos nu,,...rtcos. El estudio oe esos proDlemas y· de las 
t•cntcas para su so1ucion es un importante campo de las 
matemAticas y de la computacton oenomlnaao ANALISIS NUMEAICo, 
cuyo ooietivo principal flS alse~ar y mejorar m•tooos para 
aproximar oe una manera eficiente la solución ae problemas 
expresados matema.ticamente <m•toaos complicados ta1~s como la 
1nte~raci6n, la Oiferenciacton y la resolución de varios tipos de 
ecuaciones>. Las ideas o•s1cas soore las cuales se apoyan la 
mayorta ae las t•cn1cas nu""6rtcas actuales se conocen ya desde 
hace algon tiempo, al igual que los metodos usados para predecir 
las cotas ae error m6ximo que se pueda suscitar a1 aplicar el 
m•tooo. 

La eficiencia de los algoritmos numer1cos aepenae tanto ae la 
precisión que se requiera como ae la facilidad con que pueoa 
implementarse, por lo que la elección del metooo apropiado para 
aproximar la solución ae un problema se encuentra tnfluenclaao 
por los cambios tecnológicos en las computadoras y calculadoras. 
vn factor 1imitante respecto a la eficiencia de un algoritmo 
poor1a ser la capacidad de almacenamlento en la comput.aaora <sin 
embargo en la actualidad ya no lo es tanto>, a pesar de que el 
costo asociado con ios tlempoa de cómputo es desde lueoo un 
factor importante. 
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Por Ultimo, e~ importante tener presente que en el erea de lee 
"'8te~ticas una clase ae problemas ae considera resuelto cuando 
se encuentr-a un a1gorltmo que la r-aeue1ve y el deecub'rir eeos 
algoritmos es la meta natural de lae matemattcae. Sl no existe un 
algoritmo para resolver todos loe proo1eme.e ae un tipo dado, 
siempre ee posible descuortr un procedimiento que reeue1va 
ctertoe problema.e de eee ttpo, aon cuando dicho a1gorttmo no eea 
aplicable a otros caeos, 

3.2 ERRORES. 

Los errore~ no 80n inherentes al algoritmo por el mismo, más 
º'"" son una función de la naturaleza y estructura del 
dt~posttivo ee1ecc1onado para ejecutar el algoritmo. La 
computadora es naturalmente, un diepoetttvo finito cuya 
organtzac1ón convencional de su memorta impone ciertos contrastes 
en la representación de loe nomeros, la longitua fisica de la 
palabra indica no sólo el máximo va1or que eea medid~ pueaa 
contener stno tamQi•n la ocurrencia de la representacton. Dado 
que el n~mero de decimales que pueaen eer acarreaaos ea rtntto, 
no es postble obtener una representación exacta ae mucnoa nameros 
reales. La representación en una computadora de 1/3 por ejemplo, 
termina despu•s de cierto nümero de dtgitos decimales por 10 que 
en ese momento ya se esta introduciendo un error. 

como ya ae ejempliticO 1a trans1actón de un nümero de un 
sistema real num•rico a una repreaentact6n ae computadora puede 
introducir un error intc1a1 muv granae en 10• aatoa d• loa cuales 
depende el reeu1tado tina1. Este error pueae ••r propag•ao por el 
aesarrollo ae las operaciones arttm•ttcae 1nvo1ucradas, lo cual 
implica que el resultado tina1 no sera el correcto y10 al 
esperaao. Por 10 tanto 1a se1ecc1on ae un algoritmo erlctent• 
aepende no Sólo de un cuidadoso anAllste sino tamct•n de Ui.• 
caracterlsticas tlatcas ae la computador•. 

un ca1cu10 que 1nvo1ucra nomeros rea1es en una computaaora 
esta sujeto a atrerentes tipos ae error, ae los cual•• alguno• 
et empre ea tan presentes. · 

3. 2. 1 Tipos dlt error. 

en loa ca1cu1os n~rlcos existen tres tipos ae error comunea1 
error tnherente, error por truncamiento y error ae reaonaeo. 

A. ERROR INHERENTE. 

La rnayorla ae valores nu,.,.rtcos obtentdos experimentalmente 
contienen este tipo de error, el cua1 surge por ia tncer-tldumbre 
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del instrumento de medtCiOn. Generalmente es conveniente expresar 
explícitamente el error 1im1te de un resultado experimental; por 

:~~~~~t~~= ~~d!~ªm!~~~ Q~~o;2~~=g~syce~~1~;a~;or l~~~ca2iu:qo~~ 
Este tipo de error tamoien est• presente en aproximaciones 
aecimales tnflnltas tales como: 'iT' ,e.~ y 113 ya que no tienen 
representación finita exacta. algunos nümeros de hecho tienen una 
representación finita en un sistema numérico pero no en otro; por 
ejemplo 1/10 tiene una representaciOn decimal finita pero no una 
representación Dinarta finita, por lO que una computadora binaria 
no da exactamente 1.0 como respuesta a o. t + 0.1 + 0.1 + 0.1 
0.1 + 0.1 + 0.1 + 0.1 + 0.1+ 0.1 

O. ERROR POR TRUNCAMIENTO. 

Este tipo ao error ocurre cuanao 

2. cuando un proceso finito e'5 aproximado por L.., .1..:.mero menor ae 
iteraciones que ias que requtere. 

Por ejemplo una sumatoria de un n~mero orande de términos, 
mucnos de los cua1ee son muy pequenos: 
1000 ooa 
~ t/nl. t + t/2 + t/e + 1/24 + t/t20 + ••. + 1/tOOOOOOI ... 
como se puede oDservar 1os números decrecen muy raptdamente y 
ta1 suma podrla luego. ser truncada. 

3. El error que ocurre cuando se e1iminan dlQitos a ia aerecha 
despu•e del punto aecuna1 de un n~ro etn reaonaeo tamDi•n se 
denomina error por truncamiento; por ejemplo 9.23~477S podrla 
ser truncado a 9.2344 introduciendo en ~~~~ ültimo nümero 
dicho error 

C. ERROR DE REDONDEO. 

son ios errores re3u1tantes de redonaear un numero aecuna1 a n 
iuoares decimales sumanao s a el Cn•l>-•slnM> digito a la derecha 
ael punto decima1 y entonces eliminar todos los dtgitos a ia 
aerecna ae1 n-•al.., atgito. 

Ejemplo 

Redondear 3. 14159 a 3 lugares dec1ma1es 

3.14159 + 0.0005. 3.14209 Resultado 3 i q.2 

El error resultante es C3.14200 - 3.1419> •o 00041. 
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cuando un n~mero ea redonaeado a n 1ugares deepu~• ae1 punto 
dec1ma1, ei error elempre es menor o lQU•l a&•'º**'"_,,. ~· 
error de redondeo puede ser resultaao ae1 corrimiento de valor•• 
prevto a1 c•1cu101 suponga por eiemp10 que se desea eumer do• 
nameroe rea1ee dlgarnos 999.0 v •.•a9S4, al aaum1mo• 1a 

~:~~·~=~~~~~0"a:8a~~~~:n~~ot6~;: ~.~9;~~~~~~09ec~ma~~~~a9:~~~~~,~ 
antes de que ee realice la suma, ee debe recorrer la v•rte 
tracc1ona1 del namero

3 
maa peque~o, esto ea o.\129S40x\O •• 

camDta a o.0011e9sx10 , por lo que en tal operac1on cterte 
prec&eton se pierde. 

a.•.• Pro~ot6n de1 •rror. 

un error puede eer expresado en term1noe de aneoluto, re1attvo 
v porcenta,e. El error aoao1uto es a1mp1emente 1a dtt•r•ncta 
entre •1 valor exacto de un namero v au aproxunacton. El •rror 
re1at1vo ea el valor abeoluto dlVidido por 1111 valor exacto, por 
lo tanto ae encuentra en re1acton a la dlstancta y la meOtda, 
Entre m•s peque~e sea le dtetancla, mayor eere el error y entre 
m&a pequ•~• e•a la meotda menor eere el error. El error de 
porcenta'e eg el err.:.-1' rela~ t"C\ rnu1tlpltcnd.:. ¡. .., •no'4 ::.:.·· 
eiemplo el X ee una aproxtmac1on del velor e~ect~ de K. El •rror 
~eeoluto de Mea IK-K/1 el error re1et1vo ee <K-R>IK y el error 
porcentaje •• CCM-R>IM>•100,. 

oaao que el valor de M no ee conoce, es conveniente definir el 
error re1at1vo como CM-i>lx y e1 error porcenteJe como C<M
R>'R'••Oll'lo. 

cuando 1ae operactonea arttm•tlcas tnvo1ucran do• n~mero• 
aproxtmadoe, •1 reeultaoo, ea por lo tanto una aproKtmacton, cuyo 
error puede ••r muv granda v ee dtce que al •'•ctuar ••t• tipo d• 
oper•cton•• e1 error se ACUMULA o se PAOPAOA, •i ae oonoea el 
error oDllQado de ioa operanooe, entonces el ~rror del reeultaao 
pueae eet imarse, 

Ahora 

donde 

••••• 

i •• una apro•t-ct.on H • 

v ••una .,.ro••-••n de v 
•- •• •1 error aDmoiuto ele R 
•v •• •1 •rror .. ..,iuco ... 9 

considerando 1aa operacton•• arttm•ttca9 D6stcae dn adtcton, 
euDetracct&n, mu1t1p11caci6n v dlVl8l&n: 
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1. Ac:Hclón. 

Para la euma de X y v tenernOe 

x + v • <X + e) + <Y + ~ • <X + Y> + <e~+ e.) 

por lO que el error aosoluto de la suma ee 

e,. .. ., • e;c + e., 

y el error relativo 

r,,. .. y • <e.c, .. , 1<X +Y>> • <e~•811<X +Y> 

Note que el error relativo ae la suma ee un va1or intermedio 
de 1oe errores relativoe de loe doe operadoree. 

2. Substracc16n. 

La diferencia entre x y V es 

x - v • <i + e} - <V + ~ • <X - V> + ce,,- e.¡ 
entonces 

y 

r ... ., • <•,.. 1 /ti -Y>>• te,..-e¡1tji -Y> 

cuando X y V eon aproximadamente 1oua1ee el denominador ee muy 
pequefto y entonces e1 error relativo pueae eer extremadamente 
orande. 

3. MU1tip11cac16n. 

-:.ra 1a· multiplicact.on de >< y V 

xv • <fC + e;o<Y +e.¡ • 'icV • Ke..,+ Ye"+ • .. e, 

Aeum1endo que •~ y e 1 eon mucho m.tt.s peque~os que X y y, ee 
espere que los t•rmtnos que t.nvo1ucran i y y dominen. Esto es que 
e1 t•rmlno •~e,contrlt>uya muy poco al tema~o de e., . Entonces e1 
valor absoluto del proaucto ee e,,. .. : Xe., + ye.,. ; aonde el suricolo 5 
se lee como "aproximadamente 1oua1 a". El error re1at 1vo del 
producto es 

r ... 1 • e,.1 1ic.¡ • <Ke'f+ Ye)l'K'i • a.-1X + e, IV 

aproxlma.a&nente igual a la suma de loe erroree relativos de los 
operandos. 
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4. DiVl!Utan, 

Para 1a a1v1s1on de M y V 

x.1v • <X + e)l<Y + 91 
racionando e1 denomlnaaor <mu1t1p11c•ndo10 por 
tenemos 

MIV • <~Y + V·~- ¡•,- e,e,>1<92 -e2v> 
Dado que esperamos que •• y e~ eean muy pequenae nos podemos 

01Vldar de 1os t•rmlnos que 1nvo1ucran potencias de proauctoe de 
e,. y •1 . 

KIV :. cxii + ve,. - "ªI /Ve 

10 cual pueae escribirse como 

donde el error absoluto es 

•"1" • i:1Y<11 11 1K - e1 1V> 

y el error relativo del cociente 

r•'1 • <e11 /y>1cX1Y> • e"/ii - e.,1V 

es aproxunadamente igual a la dlterancla entr• los errorea 
relatlvoe del numerador v del aenom1nador. 

Note que e1 elgno a• un error puede eer positivo o n•gatlvo, 
coneecuentemente, 10• errores que incurren en la multlp11cac1on y 
dlvlelón no aon neceeartamente ~e grandes que e1 de 1a 
5UOetraccl6n y dlvlalon. 

Ahora c1en, supongamos que En repreDenta el crectmtento d~l 

error aeepu•s ae n operac1one• euoeecuentee al 1•~1~ cnll;,donda e 
es una constante lndepend1ante de n •• a1ce que al creclmlanto 
del error es lineal. 91 /En / • te." E pera elQuna ll>t, el 
crecimiento del error es eKponenctal. 

El crectmtento 11nee1 de1 error g•nera1men~• as ln•v&taDle y 
cuanao e y E son peque~os, los resultados son gen•ra1ment• 
acept&Dle•. El creclml•nto eKponenctal del error d•b• ••r 
ev l taao, v• que el t•rnuno k" ser& Qrande a\)n para valor•• 
re1et1v.,...nte pequellO• d• n. Eeto llava a 1mprea1c1on•• 
tnaceptaD1••· no Uftl)ortanoo •1 t..,.,ftO da •, por 10 tant.o un 
a1gor1tmo que eKhlD• un crec1m1anto da error 11nea1 •• aatao1e, 
mtentrae qua un a1gor1tmo cuyo creclml•nto da error •• 
eKponenc1a1 se alca que es 1nestao1e. 
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crecimiento exPonencia1 
En • K" E 

FiO 3. 1 crecimiento del error. 

3.2.3 Mlttoaos lteretlvoa. 

E1 error nunca puede ser eliminado totalmente; pero en mucnoe 
casos a trav•s de t•cnicas cuidadosamente consideradas es posible 
tener el error en 1lmltes aceptables. 

E1 estudio de c•1cu1os nl.Jm6rlcos se centran principalmente en 
Ntoaos aenomlnados .. toCIDll 1t.erat.ivo11; este tipo Cle m.-todos 
inlctan con una aproxlMSClón 1n1c1a1 a ia solución dei prooiema 

:s~e:~v::!~t:~1~~~:"pr~:e:!r!~:r~~~vo"':~:~e8~~~~!~~~~6: ~~e~•~ª~! 
~:~r~a :~ec'::!~~,:~~: ~:::c~~:!:~se9~=f~8~Íeri~·pu~~. 9~~ 
persona lnteresaaa en 1e so1uc1on puede espec1t1car qu• 
considere como error aceptable, esum1ene10 por cuestlone5 oe 
slmpllcldaCI que e1 error aDso1uto E na sido e1ec1erae10 aceptable. 
Nuestro proceso iterativo termina cuanao dos so1uc1ones sucesivas 
consienten este error de tolerancia. esto ea, cuencJO 

En este punto 
resuitedo SI. 

'ª' - BJ-,, <•E 

se dice que le t•cn1ca na convergido al 

E1 estudio de convergencia es muy uwportente en los ca1cu1os 
~rtcoa. Existen atattntas razones por las· cuales una t•cnl~a 
ae ao1uCl6n pu.ea• ra11ar a1 converger, por ejemplo, la to1erenc1a 
aeaeada por 111 uauario puede ser ..,y pequena, o la t•cnica ae 
so1uci6n por Sl MltllllB. pueae ser inapropiada para circunstancias 
pe.rttcu1area del problema en cuestión. una ouena pr&ctlca ae 
programación es imponer un crlterto de paro eaiclona1: terminar 
el proceeo despu•s de un n~mero dado ae iteraciones. 
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Las t•cnicaa de so1uat6n nu,,..rto• se empiean por Vftrtae 
razones. por ejernp10, cuando ia eo1ucl6n no pued• eer ~vten1ua 

por otros mee11os, te1 COlftO 1• t•cntoa anallttoa, Para a1;unae 
cate;orta& del proD1ema, 1aa tecntcaa de eolucton analltlca 
stmplamento no existen. En otros caao• a~n cuando lao t•cntcaa 
ana1tttcae extatan, 1a ao1uct6n puede eer muy dtflctl oe aertvar 
mtontras que 1aa t•cntcaa nu""'rtca• ofrecen m•todos directos para 
ca1cu1ar eo1uctonea sattafactortaa. 

3.3 ANALXBXS DIE ALOORXTillDll Ml'l'n\M"TXooe. 

OeacrtDtremoa a contlnuact&n a1gunoa e1gorttmoe rnatem•ttcoa 
relactonadoe con Prooiemaa l'Nt.tem&tlcoa muy conocidos y de gran 
tmportancta. 

a.3.i a~squeaa de rateas de func1on•• no 1lnaa1••· 

La ratz de una functon de ur~. -::~!~ \1~rtaD1e se deftne corno el 
va1or de 1a vartaDle que da como resu1tae10 cero para la funct6n1 
por lo tanto la relz ea e1 punto o puntos en loa cua1es una 
funct6n cruza e1 eje de 1aa M. 

Para 1aa functonea 11nea1ea. 1aa rateas eon f•otl•• ae 
encontrar¡ por ejlllftP10, 1• ralz d• ~· funct6n f<K>••-• ee 
encuentra &aual•ndo 1a acuaca6n •-•con c•ro v de•pe;anao x1 

-> .... 
Para 'unclon•• no 1lneal•• <~uncton•• con potencia d• M 

rMyorea a 1 > 1aa t•cn&caa ae ao1uc1on no aon t.•11 da.mp1••1 para 
po11nomloa de ••QUndo gradO t•n91'fta• runcton•• d• la •&;utente 
forma.1 

tC•) • ... • DM • O 

cuya• ratee• aon aaoaa por 1a rormuia a&Qut•nt• 

lC • t-D!. D1-w,,•a 
La ao1uc1on para poilnoMloa oa tercer v cuarto 1•aao aon ,..a 

C0111p11caaaa v ~or111U1aa para po11noo111oa a• 9raao m&a 1ranaa no 
ex laten. 

AMr• aupong.,.,. que oaeAllOa conaldarar tuncton•• no 
poitnomtcaa de • ca1 ca.o 
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dado que no existe una fórmula genera1 para 1ae rasces de este 
tipo de ecuaciones, se aeaea un metodo ae so1uctón por ejemp1o: 
la ecuación anterior se pueae eecriDir como: 

stn<x> • x-t 

si graricamos estas aos ecuaciones: 

p(~ '-.._./ 

• sin x 

ra¡z Cle stn<x>-x+t 

FlO 3.2 

La grAfica muestra la intersección de y • ein<x> v v•x-t; la 
so1uc1on es entonces el punto ae intersección ae las aos curvas. 
Este motoao no es aceptaao porque su aproximación es muy poore. 

En general las funciones trtgono~trtcas o logaritmicae, eon 
func1ones traecendentales v no existen fórmulas generales para 
encontrar sus ratees. 

En e.eta eeccton analizaremos algunos m•toaos para encontrar 
las ratees de una runclon; ee Claclr para encontrar los valores ae 
a que satls~aQan f<x> • o. 

A. METOOO DE .ITERACJ:otlEB DE PUNTO FIJO. 

se desean encontrar todas las so1uc1ones ae ia ecuación t<K>•O 
para una f<x> aaaa; esto es, se aesea encontrar toaos loe valores 
de x los cua1es hacen f<x>•O. un m•toao para realizar esto es 
llamado _.coao .Oll 1cerac16n dll punto •tjo y est6 aaao como sigue: 

La Iteración de punto fijo ea un proceso que realiza 
aproxunaciones sucesivas las cuales progresivamente encierran a 
la ralz. un punto inicial x es ueaao como ei punto ae partida de 
la iteración, despu•s cada ~ueva aproximación xn+~ se obtiene por 

'::ª!~rd!s 1~n=c~:~!6~ex~;~,.; :~:~~~e~ªg:~~~~~nl~ c~a15~;=~~~~n:~: 
51 en una aprox1tnac1on se llega exactamente al valor ae la ratz, 
este valor pernwsnecer6 a trav•s de Iteraciones sucesivas. 
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La runcton g es obtentaa por man1pu1aciQn 01gebratca de ia 
ecuación r<x>•O en la forma g<x>•x. 

Existen mucnos camtnos para encontrar g para una función dada 
f. Algunos de esos camtnos pueden arrojar una func1on g que ioore 
que la tteracton de punto fijo converoa; otros caminos sin 
embaroo, pueden dar una función g que ocasione que la iteración 
de punto fijo no converja. La conatcion suficiente para 
garantizar la convergencia de ges /Q"lx>1<1; para toda x en la 
región que contiene la ralz r y todas las aproxtmactones 
x

0
,x,,x

2
, ... donde g'C:x> es la derivada ae gen x. 

considerando la función t<x> • <x+t>l<x-t> se ae5ea encontrar 
la ralz de la ecuacton, o sea <x+t>1cx-t>•O esta ecuación se 
puede reescribir como: 

(X+t)/(X-t)+t .. 
<x+t>ICX-t> + cx-t>lcx-t> • 1 

(X+t+X+1)/(X-1) . . 
2X/CX-t > .. 
2>< • x-t 

zx+t • >< 

ecuact6n quoJ ttcne la fvrma requerida g<x>•x. Ahora e1:am1..,aremos 
ld dertvada de g para determtnar si las lt~ractones de punto 1 tjo 
pueaen o no converger: 

guo • ex+ t 

Note que /ii;tcx>/<t para cua1qu1er x; por 10 tanto no se puede 
garanttzar que la iteración de punto fijo pueda converger. 

las 

•o •o 

"• • 9c1101 • ••o • 
"e • CJ<•,> • 211, • 

•:. • oc•2 1 • e•• • 
Clararwente esta Iteración no co.nverge a le. ra¡z <la cual es 

r•-t>. Ahora. si se rea11za otra formulecton g<x>•x podemos 
encontrar una lteraclon en 1a cual converia:' 
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-2,oc-t > - t 

-2 • x-t 

-" 
" - -t 

Esta ecuacl6n es ae la forma QICJC>•JC con Ql<x>•-t, ia derlvc!lda 
Qll'<x>•O; obvlamente 'dtx)/(t para toda x; por io que se oarantiza 
la convergencia. %nic1anao el m•toao con x0 • o tenemos una 
convergencta muy rapida 

><o • o 

x
1 

• Ql(XO) • -t 

x2 •cu•,, • -• 

xn • g<xn-,, • -t 

En genera1 1a convergencia por el Ntoao c:se iteración a<:i 1-1ur1 .. u 
fijo es l'RUV 1enta v requiere necesariamente de derivadas para 
determinar 1e convergencia, por 10 cual el metoao no funciona 
cuanao 1a aertvacsa es aesconoclaa o no existe. 

8, flETQDO DE B%8ECCl.ON <llETCOO DE BUSQUEDA 81.NAAl.A > • 

cons1aeranoo la fu11cion 'fCX), ae desea· encontrar un valor x 
que satisfaga 'fCXl•O. E1 ,,..toao ae blseccton lnlcta selecclonando 
aos valores ae x: x v • en los cuales la runcion evaluada tenga 
diferentes SiQnos, lsto Is un 'fcx,, posltlvo y un f(X•) negativo, 
por 10 que rcx >rcx 1<0. Si se asume que 'tX) es contTnua en ex , 
·~• entonces, ¡Mlstl una ra1z entre esos puntos; sl la runc1An 
nunca CantDta ae stgno este "'41t.oao no pueae ser ap11cad0 ya que 
dlCNI fUncton nunca cruza el eje ae las x y por io tanto no tiene 
ralees. 
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El procea1m1ento de este ~toao ee et s1gu1ente: 

2> Sl f<r> • o entonces la ralz ee r. Termlnar. 

Si l'x, - x
2

1' ee alglan eetado de tolerancia entonces la nuz e& 
x, o M2 . Terminar. 

3> =~t:~r!2t~e~~ =~t~~~=~ ~!~~~ 1 ~u: 1 r~~J~e~7~~~~~~ ~0~u::=r~etar 
4> Si r<r> tiene el mismo eigno que fCK 2 > entonces repetir el 

procedimiento con x 2 • r. 

cont~~~e ~:t~a~~oa~l ~~t!~~=~~al~ie~:r~ª:~u~~~id~xt~~,,16
51~~~~: 

nasta que el valor de la func16n en el punto medio del intervalo 
sea suftctentemente cercano a cero o hasta que x 1 y x2 se 
encuentren demasiado iuntoa. 

ALOOA11lC> DEL lllETODO DE BISECCION • 

apro~~~c~Anyae:l~a~~5E~~!º~~~or~~!:5e~~~e~~~!>~~x,!,~: ~ny ~al~~ 
ae x para el cual rcx>•O. Aeumtendo que todos loe valores son 
reales. 

FOR i:•1 TO 30 00 
JRealtzar a lo nucno 30 iteraciones\ 
BEGXN 

ratz:•<x2+xt>l'2; 
XF FUNCIONCra1z>•O or ABSCK2-K1) < E THEN 
BEOIN 

END; 

END; 

WRXTEC~AJ:Z' : , FUNCIONCRAIZ) > ¡ 
EX%T; 

IF FUNCIOHcratz>•FUNCIONCXt> < o THEN 
>ee ra1z 

ELSE 
>et : • ratz; 

WRITE c'RAIZ no encontrada en 30 1 terac iones'>; 
El<XT. 
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orartcamente e~to serta: 

Flg 3.-3 M•todo de Dtseccton. 

xteracJ6n J:nterva10 Punt.o ..a10 

oc 1 .x 2 > X3 

2 0<3,X2) x., 
3 (X3,X4) XS R8lZ 

E1 m•todo de D1eecc1on aún cuando conceptua1mente es un 
proceso c1aro, ttene e1 tnconventente de que converge muy 
lentamente <ya que e1 intervalo puede ser muy grande antes de que 
/Ki-xtl sea euftctentemente peque"º y mae a~n, una ouena 
aproxtmacton intermedia puede eer desechada stn darnos cuenta cst 
extete mas ae una ralz>. s1n emoargo, e1 m•todo tiene una 
propiedad importante: stempre converge a la eo1ucton. 

C. fllETCDO DE LA llECANft 

El m•todo de la secante converge m&e r•Ptdemente que e1 m•todo 
de bisección. Este m•todo requtere de dos puntos intcta1es x, y 

~'~e~ªs:~~~~e~ª1!ªc~~~º!:"e~~r:~~~:~:ª~ª1~~r~~~a~!ne~d~:~~:1e~~~ 
de loe stgnoe de 1oe valoree ae la runcion> a un tercer punto. 

La aproximactón a las ralees· ee 
ca1cu1ada cruza e1 eje de lae K. 
siempre loa ooa ~lttmoa puntoe 
etguiente aproxtmacion, hasta que 
to1erancta deaeacsa. 

- ªº -

el punto en el cual la ltnea 
El proceso ae repite ueanao 
ca1cu1aaoa para obtener la 
ee oDtiene un .valor con ia 



Por ejemplo encontrar 1a relz de f<K>•O por el m•todo de la 
~dcor-.t1; .jonde 

Fig 3.S 

De este dlDUjo poaelftOS ver que: 

y entonces 

y entonces 

x3 • •e - ccx2-•,>,crcx2 >-rcx1>>>rcx2 > 

x3 • •e - ccx2-w1t,crcx2 >-rcK,>>>rcK2 > 
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F"lg 3.e 

como podemos obeervar exlaten dos tr1angu1oa semejantes y 
tenemos ctue 1 

cx.-x3 >,cx 1-x2 > • rcx2 >1crcx
1

>-rcx2 >> 

10 cual puede expresarse como: 

x •• x. - ((X.-x,>ICf(Xe)-f(X,)))f(Xe> 

en amcoa caeos resulta la mierna fórmula, por lo que esto pueae 
aer genera11zaao como1 

xn+
1 

• xn - ccxn - xn- 1 >1crcxn>-rcxn-
1

>>>t<Xn> 

Los a1gu1ente• diagramas muestran como ap11cando el m•todo ae 
la secante podemos encontrar f<x>•O 

AproxlmAndoae a la ratz por un 1aao 

I~ 
I~ 

Aproxunanaoae a la ra1z por amnoe 1aaos 

F"lg 3.7 
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ALGORITMO DEL llETODO DE LA SECANTE 

1. Llmtte_lnfertor :• xt: 
LtmJte_superJ.or :• K2; 

2. FOA t:•t TO 30 00 
\Desarro11ar a io mucho 30 1teractonesl 

BEGIN 

< graao de 
de >e para 

ralz :• LimJte_superJor - C<Ltmtte_supertor -
Limtte_lnfertor)/CPUNCICNCLlmtte_eupertor> -
PUNCION(Ltmlte_tnferlor>>>•FUNC%ONCLimtte_~uperJor>1 

IF ABS<FUNCION(ratz)) <E THEN 
BEOIN 

WAITE <'RAIZ', FUNCION ( RAIZ > >; 
EX.LT; 

ENO¡ 
Ltmtte_1nrer1or 1• Limite_euper1or; 
Ltmlte_3uperlor :• ratz; 

ENO¡ 
3 WRITE (No se encontro la ratz en 30 ttereciones•>; 

'L EXCT. 

El m•toao ae la secante puede fallar en a1gunoe caeos donae el 
metoao ae Disección tiene •xtto; oe hecho et loe va1oree 
tntctales no eon cutdadoeamente ee1ecc1onaaos, el m•toao ae la 
secante puede ser cero con un mlnlmo re1atiVO en lugar de una 
nuz. 

D. METOOO DE NEWTON. 

El metodo ae Newton rue aesarro11aao por e1 ee~or reacc 
Newton. en dicho m•todo la curva ae la functon ee aproximada por 
la tangente a la curva en el punto ael valor previo. 

es ~:~:1q~ª1!ª,~~~!~:~~0~9a!ª1~u~~~:~ ~~ ~1 t;~:~~~:ª:np~:.~~t~; 
figura (C) se pueae observar que 

aespeje.nao x• 

mas generalmente 
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;o) 
fb) fC.•) 

fn=. L 

Figura 'ª' Fioura <D> 

fO) f(.a\ 
HA) f<•l 

Figura <c> Figura <d> 

rto 3 a 

Las figurae anteriores muestran aproxima.cione5 sucesivas a las 
ratce3 por el m•todo de Newton. 

ALOOR:rDllO DE NEWTON. 

es 
El 

oaaa una x lnlcia1 supue3tamente 1a ratz de t<x> y el va1or ae 
aprox1mac1on aaseada E, es~e algoritmo encuentra la ra¡z ae f<K>. 

t . FOR 1 : • 1 TO 30 00 
BEGIN 

ralz :• X - FUNCION(X)/DERXVAOA(X) 
If" ABS< f'UNCION( raiz)) ( E THEN 
BEOXN 

WRXTE c"ralz',FUNCION<ralZ))¡ 
EXXT; 

ENO¡ 
x :. ratz; 

ENO; 
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2 'lllAITE(La ratz no e:e encontro en 30 lterac1onee'> ¡ 
3. E><:IT. 

El m•tooo de NEWTON ee rn&e eficiente que 1os m•todoe 
anteriores pero tiene ciertas desventajas requiere ae la dertvade 
ae la tuncton <y frecuentemente ocurre que r'oc> ee mucrio mas 
comp11cada y para ca1cu1ar1a requiere de un mayor numero de 
operaciones arttm•ttcae que fCx>>, tamDlen es pr0Dao1e que el 
c•1cu10 ae una 11nea falle como lo muestra la stoutente ftgura1 

Flg 3,9 

El m•toao de NEWTON requiere ae algunos preliminares del 
proo1ema para una mejor eo1uc1on. 

queE~~!~:n::,.ee~~,~~!:~: ::~:"'°:n~~~~~!~ª~au~:,!or~~!:r::~a09xn~~ 
~~~r:•"·~ .~e~a!~vo, por e;templo X• 'Ñ lo cua1 puede ser" escrito 

Ahora tcx> • x2 - M 

La ra1z de f CX>•O puede ser la ralz cuadrada de N para a1ouna 
n, rcx>•2Xn por 10 tanto 

xn•,. •"'-ex"•• M>.t2x..,,• ''acxft+ N~JC.I 
es la formula a ser usada¡ Esta es ae necno, la fórmula empleada 
por muchas ca1cu1aaoras e1ectron1cae que eu•tituye 1a formula ae 
la ralz cuaarada. De una forma similar se pueaen encontrar 
tormulas para ralees c~b&cae, cuartas, etc. 

CQMPARAC%Oll DE LOS llETOIXl9. 

El m•toao oe NEWTON converge m&s rapldom9nte que el m•toao ae 
1a secante v el m•s lento es el ae 1a biseccion y e1 de lteracion 
ae punto tijo. 

El metodo m6S seguro v f&cil ae ca1cu1ar es el de Diaecc1on. 

cuanoo se tiene una ouena apro~unacton v se pueae calcular la 
derivada de 1a runcion el "'6tod0 de NEWTON es el mejor. 
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El m6todo de 18 eecante ee deDe emplear cuando ee •sta 
ramtltarizado con la runctón pero no se conoce su derivada; En el 
caso en el cual no se eat• seguro del comportamiento de la 
runctón e1 Rl46toao preferible es.el de Oieeccton. 

a.a.e ... toaos de integración n ..... rtca. 

La integración es una t•cntca estandar matemática para 
ca1cu1ar el •aree• de una figura aproximada: 

V• fOC) 

F"tCJ 3. to 

La integral est• dada por la expre~5lon J: roc>ax donde la 
runctón rcx> c1a cual es continua> produce ia curva moetraaa y, a 
v D son dos puntos en el eje de lae x. 

Existen varios aspectos par loe cuales la integración nu~rtca 
<tamt>t•n conocida como cuadratura numertca> aeoe ser emp1eaaa en 
lugar de las t•cntcas cl6Sicas anallttcas: 

1> cuanao sólo se conocen ciertos valores runc1ona1es. pero no la 
función Por sl mtsms. 

2> cuanao la runción es aiflctl o imposible ae integrar 
ana11t1camente. 

3> cuanao se emplea una computadora para evaluar la 1ntegra1. 

En este apartado examinaremos algunas t•cntcas que han siao 
desarrolladas para calcular aproximadamente el valor ae las 
integrales reales. 

A. MOLA DEL RECTANOULO. 

La regle del rect6ngulo para la in~egractón numer1ca •ata 
basado en le suposict6n ae que el •rea bajo la curva pueae ser 
aprOKlme.ao sumando ias •reae de un n~mero finito de rect&ngu1oe. 
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rlg 3.11 Regia del Rectangu10. 

Esta supostcton da iugar a la sJgutente aproxtmacl6n1 

1: rcx>ax=-!::rcx1>n • ncf<><0 >+rcx0 +n>+ ... +fcx0+cn-1>h>> 

aonde n • <D-a>l'n V 

Claramente la precus1on ae la aproximacton esta en functon d. n 
<a menor tarna"o de1 rectAngu10 mayor prec1s1on>; ae ~ecno el 
ltmlte cuando n -> "'° conet1tuye la aeflntclOn formal de 10 
lntegra1. La regia del rect•ngulo generalmente se emplea en 
procedlmlentos iterativos 11evaaos a ce.Do con a1;una preclaton 
provista, digamos E. La integral es eva1uaaa repetidamente por 
valorea progresivamente mAs grandes ae n <o e~u1va1entemente 1 
valores "'69 pequeftOa den>. 

Existen cioa crlter1oa para determinar cuanao la prectalon 
requerta8 ae na a1canzaao: 

t> crtter10 aD901u~o. 

Ahora Xn es 1a ~1tima aproKlmaclón realizada y %n-, la 
pen~1tima. El criterio a~soluto ea realiza cuando 

Z> criterio r•latlvo. 

Es una tna1caci6n rnAS forma1: 

C/Xn - %n-,/>/%n < E 

ALOOfU1M> DE LA REOLA DEL llECTANOULO 

Dados a y b, los puntos extremos de1 intervalo de tnteoraclón 
y E e1 orad<> de precietón¡ este algoritmo C\1cu1a AREA que es la 
aproxi"'9ci6n de la regia del rect6ngu1o aeJ.:~cxtax aonae •cxt es 
ya conocioa por e1 algoritmo. 

1. t J:nicta1izar f 
AREA:•O; 
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t'I : • b-a; 
2. \Desarrollar m&>cimo 20 i ter.eictones \ 

FOA i : • 1 TO 20 00 
BEGIN 

3. aproximacion_pasada :• AREA; 
q, n :• ct>-a>th; 
s. isum o; 

FOA j : • O TO . n- 1 DO 
sum :• sum + t<a+j•h>; 

6. AAEA : • n•eum; 
7 IF /(CAREA - aproxtmacion_paeada)/AREA)/ <E THEN 

BEGIN 
\llRXTE <AREA, 'Tolerancia encontrada':, i, lteractone:s> ¡ 
EXIT¡ 

END; 
s. h :• h/2; 'partictona el ta.mallo de los intervalos\ 

ENO; 
9. WRITE<'No ee encontró la tolerancia despu•s d" 20 

i te rae iones'> ; 
EXIT 

Este proceso puede ~er muy costoso ya que la evaluación de la 
functon 'puede requerir c~1cu1os extensivos, por 10 tanto puede 
valer la pena guaraar 1os valores de la función en un arreglo 
cuando son calculados y si van a ser empleados ma.s tarde. 

oaao que hi y ni denotan la longitud y n~mero ae suDtntervalos 
empleados en la l-Mlllllll iteración respectivamente, auntt denota la 
suma die loe valores de la función obtenida durante la 1-•sU'ftB 
itere.cion y aaao que n& • n1-,,e y"' • 'e•n1-,; note que1 

euntl • r<a>•r<a•ht>+rca•2•ht>• •.• +rca+cnt- 1 >nl> 

• rca>+rca+nt>+rca+nt>• ..• +rca+cn1-
1
-t>n1-,>+rca+nt-

1
n> 

• sLnl- 1 +rca+hl>+fca+3ftl>+- .• •,Ca+cnt- 1 lftl> 

se pueae optimizar ca1cu10 si se emp1ea el va1or ya calculado 
ae sU1111-,. A1 incorporar esta MOdificación al a1goritmo anterior 
sólo loe pasos 1 y 5 sufren cambios: 

t. AAEA ,. O; 
n ,. 

" - a; 
sum ,. tUU; 

"· FOR ¡ ,., TO n-1 .DO 
sum ,. sum . rca•j•n> 

Encontrar 1a aproximación de la integral die e• socre el 
intervalo et.e. 3.2> con h•O.e y solo una tteraciOn 

r·~(X)dX ill 0.2 (4.95~ +e.OSO+ 7.3119 + 9.025 + tt.Oea + 
'·' t3.484 + te.44S • eo.o .. , • t?.ea? 
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E1 valor real de ia integral ee e 3 • 2 - e 1 • 6 19.580 que 
comparado con el valor que arroja el m•toao Ct7.6&7> denota un 
error muy granae; pero conforme n crece <y h decrece> se logra 
una mejor aproximación. 

una variación adicional ae la regla podrla ser emplear el 
valor de la función en el punto m.le a1to ae la runción 
comprendido en e1 intervalo, o el punto medio ael interva10: 

~~~K~•J,;t~~~~=>;P!~:o~:~ae~O:~~~~~~eu~:r ~= ~~~!ªc~~~e~:~i~~gu~~ 
longitud vartaole>. 

B. REOLA DEL TRAPEZ0%0E. 

La regla del trapezoide proporciona una aproximación m•e 
exacta a la integral que la regla ael rect•nou10; a~n cuanao son 
m•toaos muy slmllaree: en lugar de usar rect•ngu1oe para 
aprox1mar el &rea, se emplean trapezoiaee formaaoe por la secante 
ae la curva en cada eUbinterva10, esto es la linea formada por 
unir loe aoe puntos functonalee ae la curva en el 5UDintervalo . 

.. ,º •• )l""tll 
Fig 3.12 Regia del Trapezoide. 

Aprox1mac1on por la regla ael trapezo1ae de J:rcK>dx 

Este ~toao pretende se~w¡r ~a curvatura ae 1• función mas 
aproxtmaaamente. El •rea ae un trapezoide cuna ti~ura de cuatro 
ladOa con aoe ae e11os pera1e1os> est• aaaa por la longitud 
promeaio ae 1os 1aaoa para1e1oe multlpllcaaoa por la a1atanc1a 
entre e11os1 esto ·e•, e1 •rea ae un trapezloae entre xt y Xl•t 
est6 aaaa por 1a f~rmule: 

CfCMi> • f'Cx1+,>>1ecx1•t -Xi) - h/2CfCXl)+~Cxt•,> 

por io que e1 •rea total ae la integral eetA aaaa por1 

1: fCXUIX -~·¡.,.,,,,., )+~cxt• t)) 
•rtlecrcx0 >+ru.:t >+rcx, >+rcx2 >+ ... •rcxn- t >+f'ucn> > 

•n1acrcx0 >+2rcx,>+2rcx2 >+ ... 2f'Cxn-,>•rcxn>> 
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por ejemplo 

(;rcx>dx • 0.2/2 C4.9~3+ ec&.o~o> + 2c7.3D9> + 2C9.025> • 
2(1t.023> + 2Ct3.464> + 2(16.445) + 2C20.086) + 

24.553) - t9.645 

Lo cual es mucho mas cercana que la aproxunacion de t9.5BO del 
ejemplo de la regla ae1 rect•ngulo; pero, presenta agn un error 

!~ni;°:~~ ~=p1~~:1:u:e~on~~~~z~i~: !~~~:in!eah:~":1 ~~r~~r:~ n!: 
peque"º· 

Esta regla dar• el resultado exacto cuando se aplique a 
cualquier runc1on cuya segunda derivaaa sea cero o en cualquier 
poliniomio de graao 1 o ~enor. 

ALODft:l1'MO DE LA REGLA DEL TRAPEZOIDE. 

1. AREA : • O¡ 
11 D-a¡ 

2. FOA 1:•1 TO 20 DO 
BE O IN 

3. Ultlma_aproximaclon :• AREA; 
4, h :• CD-8)/h; 
5. sum :• O; 

FOR j1•0 TO n-1 De;> 
sum :• sum +. t<a+j*h> + f(a+<j+1>•n>; 

e. AREA : • hl2•sum; 
7. IF ABSCCAREA - Ultlme._aproxunaclon>IAREA> < E THEN 

BEGIN 

ENO; 

WRITE c'La. '1ntegra1 es', AREA,' Tolere.ne la 
encontraaa en, l, l terac iones'>; 

E>CIT; 

B. n :• h/2¡ 
,END; 

9. WRXTE <'La tolerancia no se encontr6 en 20 1terac1oneer>; 
EJ<XT. 

Al igual que en 1a r~gla Clel rectangu10 es posible optimizar 
la regla ael trapezoaae usandO 1os resu1taaos ae los ca1ou1os 
previos en iteraciones suosecuentea; es tambi•n poslDl• e11m1na~ 

operaciones ae multiplicaciones y a1vislones empleando una 
f6rmu1a reacomoaaaa para la aprox1macion ae la integral; 

J:rcx>ux • ft/ecrcx0 >+ercx,,+ercx2 >+ ••• +2rcxn-,>•f<xn>> 

• ft((f(Xol/R•fCX,>+f(Xe)•fCX.>• ... •fCXn-,>•fCXft)/2) 

Finalmente esta regla tamt>i•n ee puede emplear para Intervalos 
de longitud variaDle. 
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C. REOLA DE BDP&OM. 

En ia regla a. 8111P9C* loo po1inonuoe ae aegunao grcao son 
aproxunaaos a la curva; se emplea un polinomio para cada par ae 
euDtntervalos ca1cu1ancso v aatctonanao su &rea a 1a aproxtmac1on 
de la integral al mismo tiempo, como se muestra en la stgu1ente 
t tgura: 

Fh) 

..... a. •• ª" ............. , •11•b 

Flg 3.13 Regla de Simpson. 

En la regla aei rect&ngu10 se asume qu• el valor de la tunct6n 

~~a:!z~~~:r~!1 ~u~~!6~ 1 :A \el ~~t:~:!~o Y es'~~~~~:~~~ !~ l~e~!~ea ª~! 
la secante. Por 1a regla de SI'4180N 1a tuncton en e1' 1nterva10 es 
apro>Ctme.da por un polinof'ftlo ae segunao QrdOO, que delDe ae 
colncldlr con ios valoree ae la functon en tres puntos 
consecutivos. 

Al aproxtfllWl.r ia integral I: .-ucldJC e1 intervalo ca,D> ea 
~!~~:1~o~~r~as:::"~~r~~0•~:~e:~~i'JCt>~cJC,,xe>, ... cxn-,,xnl 

Ja~•-;(JC)CIJC • r.•1. •t••GK + 1•• •CXICIX • ~"• •UUdJC • .•• r•"' f(JC)CIJC ... .. .. "'"' ...... 
primero consÚMr...OS la r4191a de aproxlme.Ct6n de s::f(K,dJC en la 
cual se aesea ~ncontrar una runct6n cuaar•ttca de 1a forme gcxa • 
c0 • e,• •Ca•' t•1 que 

•1 •0~ • "º'o' 
euc,1 • •••,• 

•«•., • "º'•ª 
ee poar1a entonces user 1a tunct6n gcxa para aproKlmar fCx> en e1 
tnterva10 «•o••a• 

Reso1vt•nd01a pare c 0 .c,.c. en 1as ecuaciones 

•«•o• • co • c,•o • ca•oª 
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f(Xt) • CO + CtJCt + C2JCt2 

rcx2 > • c0 + c 1xa + ce•eª 

se podrla obtener la función de aproximación 

g<x> • c0 + c
1
x + c

2
x2 

haciendo n • xi - xa- 1 s~ encuentra 

c
0 

• f'<x
0

> 

e, • t1nc-312rcx
0

> + 2f'<x 1 > - t1ercx2» 

c2 • t1n2 ctl2f'Cx0 > - r<x,> + 11er<xe>> 

Ahora 

y 

r&f(X)dX ... • r& gUc>c:lx •f .. Cxc0+x•1ec, .. .. 
• cx2-x0 >c0 + cx.-x0 >21ec1 
• 2ftC0 + 2n2c 1 + a1aft3c2 

suostituyenao 1os valoree oot~"J~o~ para 1os coeficientes c
0

, 
e,, y c 2 

ettc0 • 2n2c 1 + e1aft3c2 • 2nr<x0 1 + enc-a/•rcx0 >••rcx,>-t/ercx•>J 

• a1•nct/2f(X0 >+rcx 1 >+t1arcxe>> 

• hCRfCX0 )-3f'CX0 >+4fCXt)-f'CXa>> 

•• ,.,,.º,_.,.,,.,, •• ,.,, •• ,, 
• n1accrcx0 >+•rcx 1>+rcxe>> 

genera1izando a toao el intervalo ca,b> 

1: f(X)c:IX • '"ª' 'º'o>•4f'Cx, ,.,, •• , >•111'3( ,, •• , •• ,,.a>•f'CX4)) 

• ... +n1acrcxn-.>+4rcxn-,>+rcxnJ1 

• ft/3(#(Xo>•4f(X,>•2f'CXa>•4f'Cx.>• ... +Rf'Cxn-.• 

• 4fCxn-,>•f<Xn>> 

Esta fórmula constituye la definición ae la regia de SIMP&ON. 
RecoraandO que n puea• ser si9"1Pre un n~ro par. La regl• ae 
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srMPSON es muy popu1ar porque 1a rormula pueae gtrar sobre e1 
valor exacto para toaos los poltnomtos ae tercer graao. 

Regla ae aproxunact6n ae BilllPSON 

f'Oc> ct.at>tca 

F"tg 3. 14 

empleo ae esta regla ee eu 

Ejemplo 

Encontrar la tntegra1 ae1 etgutente poltnomto x 3 +2x 2+4 en el 
intervalo C0,4> con ft•O.S. 

r: f'(X)dX • O.~,~ '~ + 4C4.6Z5> + 2(7)+ 4Ctt.875) + 2C20) + 
4C32.t23> + 2(49> + 4(71.375> + 100> • t2e.eeee ..• 

resultaao que es exactamente igual a la reepueeta ana11ttca. 

r:x3+ex2+4•X4~4 + ex3 /3 + 4X • 4 4 /4 + 2(4).~3 + 4(4)•t22.888 .•. 

ALOOAnMO DI! S~. 

oaao a,b y E, este a1!orttmo ca1cu1a AASA, la aproxunacton ae 
la regla ae SIM,PSON ae f. rcxJdJC con una aproxtrnac10n ae E. 

1. AREA : • O; 
h <b-a>l'2; 

2. FOR t : • 1 TO CO DO 
BECJl'N 

3. aproxtmacton_peeaoa :• AREA; 
4. ., :• <b-a>l'2; 
~. sum : • t<a>•4•rca+ru+r<D>; 
6. FOR j : •2 TO n-2 00 

sum :• sum+2arca+j•h>•4•rca+Cj+1>*h>; 
7. AREA : • h.1'3•sUlft; 
e. IF" ABSC<AREA - aproxtmacton_pasaCl4Ul'AREA> < E THEN 

SEOIN 

END; 

WRITEC'La respuesta es:',AREA,' tolerancia encontraaa 
en~ 1, • t terac tone•> ; 

EXIT. 
END; 

9. WR%TE c~a tolerancia no rue encontraaS>; 
EXl'T; 
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OCM>ARAC%0N DE L08 METOD08. 

ce 1oe m•todoe vlstoe en eete capltu10 poaemoe aec1r que la 
regia ae1 rect•ngulo se aproxima al •rea empleando una serte de 
rect&ngu1oe, es una regia simple ae ep11car, pero 1nvo1ucra un 
error muy oranae1 1a regia ae1 trapezoide emplea trapezoides y es 
una mejor aproxlmaclón oe la integral espec1a1mente cuando se 
emplean 1nterva1oe muy pequeftoe. Empleando par&Dolas la regla de 
Blmpaon se aproxima a 1a curvatura tanto como es pos1c1e y 
presenta un error relativamente pequefto pero involucra mayor 
c•1cu10. Por 10 que la eflclencla del m•toao ee1ecc1onaao esta en 
re1aclori a la comp1e31aaa y prec1e1on que se pretenaa tener en el 
problemA que ee ve a reeo1ver. 

cuando se eecoge un ~toao para una ap11cac1on aaaa el tiempo 
de c•1cu10 y la preclalón de1 reeu1tado son factores que juegan 
un papel muy importante. Para eo1uc1onar el proo1erna oa 
lntegrac1on existe una gran varleaad de m•todos que minimizan e1 
error pero su ca1cu10 es mas comp11caao <emplean mayor tiempo ae 
computo>, e~ re~omend~ble el conocerlos para poaer tener un 
panorama m&a amplio a1 ana11zar loe ~todos V poder se1ecc1onar 
el m•toao Optimo para el problema en cuestión. 

como un tercer ejemplo de algoritmos matem&ticos, 
mencionaremos algunos m•todoa conoc&aos para resolver conjuntos 
de ecuac&onee llnea1ea s1mu1taneas. Esta tema fue ee1ecc1onaao 
porque a1 1gua1 que lo• proo1emae anteriores caoaqueaa de ralees 
e integraci6n> ea un problema frecuenta en mucnae areaa v por 10 
genera1 1nvo1ucra una conaideraD1• cantiaaa aa oetoa. 

La ao1uc1on de un eietema de ecuaclonee, as uno de loa 
problemas maa ant tguoa de ias matem&t leas que 1!59 presenta cor, 
trecuenc1a en la eo1uc1on ae una gran variedad de problemas 
real••· •• ha e1esar'ro11ado una amplla co1ecc1.6n ae a1gor1tmoe 
para 11evar a cabo 1a eo1uc16n de los •is~emas 11nea1ea, 10 que 
tnd&ca que ee engaftoso el aparente caracter e1ernenta1 del 
prob1ema. 

DSP':rll:rC%ONE•. 

ECU&Cl6n a1gebratca 11nea11 Ee aque11a en donae en cada ttrmino 
ae 1a ecuacton aperec• Qntcarnente una variable o tnca;ntta 
e1ev8aa a la prtmera potencta¡ por ejemplo 

811•1 • ª1•"a • •1a•a • · · · • •·1,.•n • º• 
es una ecuac1on a1Qebratca 1tnea1. con vartaolee •t•"a••a•···•""i 
en 1a cual 1oa coeflclentee a •• ,a , ... ,a" v el t•rmino 
1ndepena1ente D,, eon conatantee'1ea1le !~ueaen ~ar comp1ejee>. 
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un a1at ... de aauaa1onaa1 •• un caniunto de •cuaclon•• qua d•b•n 
raao1vor•• oimu1t•n•ament•1 

•,,•• • ª••"• + •,a•a • .. ,., ............ . • •, •n • º• 
+ •a Mn • "a 

a1 •IQulant• •aqua!NI muaatra la a1aa1f 1caa16n ganaral •• un 
•l•tetNl d• •cUAClOn•• , •••• ,, 

¡ { DS1'11NUMl•TICO 1 Tl•na una 110lua1•n Clnlae 

•.•. ~ATI•~·· 111Dm1m ... IMZ•TICD• lnflnlllACI .. 110lUCI0"9a. 

1-ATH~•· 

al •• ap11aa 1a aat1n1a1•n ae proaucto entre metr1aea un 
a1et9llla •• n eauaa1onaa a1oeora1aa• 1ln••l•• con n 1na•on1taa 
puaaa ••ar101ra• •n for111a 11111tr1a1a11 ... .. , ••• ... ... 

••• 

a,,n 

., ... 

•" 

• • 
•• 

... 
io cual H aaun• a1111Douci-nt• ci- •••1 en aonae A •• ia 
lll9tr1a aa1 elatat!lll v a •1 vacitor ae t•r•lno• ,,,..._.,,•1•nt .. 1 
auanao a la 1N1tr1a A •• l• aorao• el vector aa t•r•lno. 
1naepena1enta• CIOlllO ~1tlma ao1Ulllfta raalD• al noMDra •• 1N1tr1• 
••pana1ae o aU111ent••• v •• repraeent• aOlllO cA,DI• 
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ª11 ª•2 ª•3 ª•" .. , 
ªe1 ª2e "23 "e" "e 

' .. 
' 

ªnt ªn2 8n3 "n" ' "" ' Solución ae un ststerNt de ecuaciones: La !SOlUCión ª" un eistema 
ae ecuaciones ... un conjunto de valores de las tncógnt ta.e que 
sattefaCen simultanea.mente .. toaae y caaa una de lae ecueictones 
del sieteme.. 

Comt>lnact6n 11nea1 de 1as ecuaciones: una combinación lineal ae 
las ecuaciones ae un ststema es una ecuación obtentaa al sumar 
miembro a miembro algunas ae las ecuaciones ael sistema 
multiPltcan~o prevtamente caaa una ae ellas por alguna.constante. 

Ecuación consecuencta ae un ststema: una ecuación consecuencta ae 
un si5tema ee aque11a ecuación que se verifica para el mismo 
~istema ae valores ae las incógnitas que constituyen la eo1uctón 
•'.1el ststema; toda combinactón lineal ae las ecueictones ae un 
Sistema es una consecuencia ael mismo 

SiStellWIS equivalentes: Oos s1sterneis son equivalentes st amoos 
aamiten como solución e! m1smo conjunto ae valores ae las 
l ncógn itas. 

Teor._ Fu~nta1 a. Equ1v81encta: Si en un sistema ae 
ecuaciones, ·una ecuación es suDstttu1aa por una combinación 
lineal de ecuaciones ae1 sistema, se obtiene un nuevo sistema que 
es equivalente al anterior. 

Operactonea pen.lttCIAa en un alet8MB ae ecuactonea; Existen tres 
operaciones que pueaen ser aesarro11aaas en un sistema de 
ecuaciones sin alterar su so1uc1on: 

t. La ecuación Et se pueae multiplicar por cua1quler constante~ 
a1rerente ae cero y se pueae usar la ecuac1on resultante en lugar 
de Ei. Esta operación se aenota como: · 

IAEU -> IEj > ). <> o 

2. La ecuación EJ pueae multiplicarse por cualquier constante~. 
sumaria a 1a ecuación El y emplear la ecuación resultante en 
lugar ae El. Esta operación se aenotar6 como: 

CEi +')..Ej> -> <Et> ).<> º· 
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3. Las ecuaciones El y Ej se pueden intercambiar. Eeta operac1on 
se denota como: 

CEl> <-> CEj > 

Por meato de una secuencia ae las operactonee anteriores, un 
sistema 11nea1 tse puede trane:rormar en un sistema 11.neal 
equ1va1ente m&s fACtl de reso1ver. 

A. tiETOOOS DXRECTOS DE SOLUCXON DE ECUACXONES LINEALES. 

considere el tstQuiente sistema ae· dos ecuaciones con doe 
variables: 

2JC + 3Y • 7 

21X + :SV • 1 t 

Esas ecuaciones pueden ser resueltas para x y para y de 1a 
siquiente manera: 

Eliminar una variable: Para eliminar x de la seQunda ecuacton 
se divide primero la primer ecuación por 2, y se substrae 
aespu•s 3 vecee 1a prtmer ecuaclon de 1a segunda 

X + 3/2y • 7/2 1/2y - 1/2 y - ' 

suot1.tuyenao el valor ae y en la primer ecuac1.6n se Obtiene X•2. 

Este sistema ha sido resuelto por un m•t~?n conocido como 
ELDllJ:NACXON OAUSSXANA, el cua1 emp1ea la matriz aumentaaa y 
c~nsta~e ae loe s1gu1entea pasos: 

1) EL%MZMACJ:ON ADELANTADA 

Intclanao en el primer renQlón, ee diVide e1 reng1on por el 
elemento de la diagonal <llamado pivote> para tener 1 en ia 
d1agona1 y ae~pu•s, se manipula la l'ftatrlz para tener ceros bajo 
la diagonal; ·ee procede 1gua1 con los renglones restantes. 

21 8'MSTXTUCIOIO HACIA ATIUIS 

se manipula 1a matriz para tener ceros en toda la matriz 
e~cepto en la 01aoona1. 

cuando el algoritmo termina la so1uclón ael sistema s• 
encuentra en la última columna ae la matriz solUcion. 

x1ustranao esto: 
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3 

7 J 
11 " 

1) Eltmtnactón aae1antaaa 

[~ 7/2] 
,, 

3/2 

" 
7/2] 
1/2 

3/2 

f/2 

[~ 

o :] 
Oonae Rt denota el renglón l y loe ptvotes son encerraaos en 

clrcu1oa 

Laa tres pruneraa matrices muestran los pasos ae 1a 
e11m1nac16n aae1antacsa y e1 ~1tlmo ae la suetltuc1ón hacia atras, 
1a so1uc1on se encuentra en la tercer columna ae 1• matriz. 

DeCIO n, ..... , y una matriz a..,,.n~aaa, •ete a1oorttmo encuentra 
la matraz ao1ucl6n aonae AX•• son vartab1es e •·t v k son usaaoe 
como 1no1ces ae 1a rnatrtz . 

. 1. Eltmtnaci6n aae1antaaa. 
BE O IN 

FOR t:•t TO n DO 
BEOIN 

.2. 101v1a1r ce.esa elemento por e1 renglón ptvote. I 

3. 

ENO; 

FOA j:•1 TO m DO 
ac1, j:l :• ac:l ,J;,/act, il; 

tsubstraer un mu1t1p11caaor ae el renglón ae caaa 
reng16n ft'Mls DaJo.I 
FOR k:•t+t TOº n 00 

FOA j:•i TO m DO 
ack, j>: •ack, Jl •act, :1.l; 
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4. tsubetttuCton ha.eta atr•a.f 

S. END; 

FOR l : •n OOWNTO 2 DO 
FOR kt•1 TO 1-1 DO 
BEO:Z:N 

END; 

ack,•3 - ac.k,n•acl ,mJ; 
ack,l)t• o: 

EKlsten diferentes vartactonea a1 esquema. de OAUSBi loe 
reng1one• pueden ser a1v1a1aos por su e1emento a1agona1 de&pu•e o 
•1 •lllMO tteMPO que se esta ~aa11zand0 e1 paso·ae ei1mlnac1on 
aae1antaaa. o aan deapu•s ae la suostitucion necia atr•s; otra 
vertacton ea la lmp19fft8ntact6n ae1 p1voteo <D~squeaa ae1 namero 
,... grana. en l"IBQnttua para ser emp1eaao como ptvote v mlntmlzar 
con e11o 1oe errores ae reoonaeo>; cuanoo se lntercamDlan renglón 
y C01Ullft& •• alce que se enip1ea e11m1nac1on por plvoteo o p1voteo 
CQllp1eto; cuanao ao10 se tntercamntan renglones se emplea la 
a1l•tnact6n por ptvoteo parcial <un 1ntercarnD10 ae reng1one• 
corresponde a un s1mp1e camDlo en e1 oraen ae ecuaciones v un 
1nterca111Dto ae columnas es equ1va1ente a moalftcar el orden ae 

.1aa vartaDles>. 

Para 11uatrar ••ta• t•cn1cas ~•so1verarnos el slgu1ente sistema 
ae ecuactones ....,1-noo •LDIDIACEON CIAUSSZANA stn p1voteo, con 
ptvoteo pe.retal v con p&vo~eo comp1eto1 

% • HN P%110TEO 

-· 
·31 

31 

•t + ••• ••• • '7 

.... , - •a • a•a • 'º 

., 
10 

7 [: -13 

-·: 7 
1 

',: -18 
1 

-7: 42 ,., l 
31 

,., 
-· 1 

1 
1 -o.•••• • 1 
1 
1 

: ..... ¡ ... 
",··-· [ 1 

"···-· o o o 

o ! 11. 9991 
o : ~.499 

: 2 •••• 

---



[: 

o 

o 

II> CON PIVOTEO PAACXAL 

3 -2 7 

-1 3 10 

3 7 

R
1
1-5 [ : -.'I -. " 

-1 3 

3 -2 

-1 ,q. 

10 

7 

-.'I 

3." 

0.6 

.,,. . [ : -.'I 

o 

o 

o 

III> CON PIVOTEO COMPLETO 

- 100 -

1 ....... l 
3,q.99 

2 ....... 

o 

o 

e 

-1 

-. " 
.6 

3.'I 

- . 'J 

.e 

-.'I 

o 

' 1 -~ºº l 
3.~00 

e.~oo 

3 : 7 

3 ¡ 10 

' ' -a 1 7 

-.6 ~-1 ... 
' 5 ,q. 115 .6 

' -1.q. 1 ª·" 

l 
l 

-.e :-t.q. l 
- . "11 ¡ 2. "7 

S.4 : 15 .e 

o 

o 

: o. 100 
1 
: 3. 500 
1 

: e. soo l 



[_: 
-2 

-· 
2 

[: 
-.4 

[: 
-.6 

-· 
3 -2 

[: ~-4 

: -• .4] R3/:s.sss [ ' 
. e 

1 
1S. 6 x

3 
O 

e." x2 o 

-.e -.4 

_, ... 3.4 

2 

-· 
-.4 

.6 

3 : 7 
1 

3 1 10 
1 

-2 1 7 

-.6 :-t.4 

' s ·" : 15.6 
1 

-1, 'lo 1 B. 4 

l 
l 

R1+t.4•"e[: 
. o 

R
3

/3.SS - .6 :-1.4 l 
! e.aes 

: 12.444 

-.4 

.111 

o [: 
-.6 

o 

-·" : 
1 

.1111 
1 . ; -· ... J 

2.9811 

3.SOO 

-.6 

' o l e.soo 

3,500 

o 

o 

o 

R,+ .M. [: 
o 

o 

o ¡ .. 500 l .. 
o : e .soo ·~ 

l. 
• 3.soo •a 

x -~~5r;•~•=:~.~xa;~• .~~0~st:~:!:t:::0::t:cu:~'º~:s :~,m~~=~.:~ 
glussiana sfn plvotao, con plvoteo parcial v con plvot•o completo 
es o.0004, o.ooot v o.ooot r•spectlvwnente; como •• puea• 
oDaervar p1voteancto se reauc• el e~ror. 

AL-~ OS ELDUMllC- DE ---JON>llle. 
cona1ate en a1vta1r •1 reng16n por el el.,..nto ae 1a a1agona1 

para tener t en ... ooatc&6n y oaapu•• ..antpular la matriz para 
tener ceros soDr• v DaSO la a1qona1 aa la co1umna 
corrasponatenta. Esto se repite para toooe 10• renglones ae la 
lftAtrtz. 
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1. "º" 1 ••1 
BEQ%N 

l"OR 
e. 
l. "º"' "· 

IEND¡ 

TO n 00 

'l•I TO m DO 
ec1,1.:> '1• oc1,,:Ji / o~J,t:>1 
Kt•1 TO n DO 
F'OPlll jr•t TO m 00 

acK,,_, 1• atK,i:a - ac.K,U•e.r.l,ill 

E• r•aomendaD1• t•ner pre••nt• qu• si uno ae 1oe elementos ae 
la a1agona1 pr1na&pa1 •• cero, 1oa oo• a1oor1tmos fallan ya que 
•1 pJvot• 1e emplea como alvleor1 una poelble eo1uclón para ••to 
•• Incorporar en el paso ctoa un f t ltro que oon1U'dere esta 
po•IDI uaaa, 

Ejemplo 

"• . llC. - RICa • 
., 

""t - "• . .ll\ ... to 

-11C, • .,.. + :llCa • 
., 

I ) OAUBB-JORDAN IUN PIVOTED 

[_: l [: 

1 1 -· ., ":1•11•1111 -11 .., 
1 

-t to "•-"ª"t -13 11: -ta 
1 .., t7 -7: "ª l 

1181-ta 

[: -· '' l 11,-u"• 

[: 

o O. SH , .. '"] -o. a4e ¡ t . 1a11 "a-'"'ª"• -.846 : 1.18" 
1 

t7 _.., 1 ... o 7.JH 11•·"•1 

"al"f.IA [: 
o .... ,. "''] 11,-.111••":1 

¡: 
o o 1 '.499 l 1 

-o ' •4• 1 l. ªª" "•··-•"a o !ª ••• 
1 1 o t 1 l ...... o ....... 
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II> CON PXVOTEO PARCIAL 

¡_: 
3 -2 7 Rt <-> ·r 2 3 1 7 

J 

1 
1 

-1 3 10 -1 3 1 to 
1 

2 3 7 3 -2 1 
7 1 

R,/-:S 

[: 
- ... -.e 1 -1.4 

l R 2 -4•Rt 

[: -·" -.e :-1. q. 

l 1 

3 
1 ' -1 1 10 R 3 -taRt ... 5.4 11s. 6 
1 1 

' 3 -2 . 7 3.4 -1. q. B.4 

Re<->R3 

[: 
-.4 -.e 1 -1.Q. 

l 
R

2
/3.4 

¡: 
- .4 -... 1 

··· 1 1 1 

3.4 -1.Q. 1 9.4 - . q.11; 2.47 1 

1 

º·" 5.4 1 15.6 .6 ~.4 1 15.6 

·······¡' o ..... ' ..... l R 3
,S,647 

[: 
o -.764 1 

. "''] 1 

"a-·•ª"e o 
1 

: 2.470 -.411. 2.470 -.411 

o o 5.647:14.11? o ! 2.500 

.. , •. ., ...... ª 

[: 
o o : ' 'ºº] o 1 3.SOO 

o : 2.SOO 

Observe nuevamente ei decremento de error cuando ee emplea 
ptvoteo parcta1. 

.. llET0009 x-.-n- DE llCILUC:llOll DE ECUAC%~8 L%NEALE8 • 

Loa m.ttodOa iterativos ttenen ciertas ventajas aoDre los 
~todos directos dtacuttdOs. se rec01Wienaa usarlos cuanoo mucnoa 
de 1os coer1c1entea de 1a matriz son cero; en gen8ra1 su 
1MP181'Mtntaci6n es ,..y rac11. 
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t!ETCDO DE JACOSI 

El primer paso ee reso1ver el sistema para una variable en 
ceda ecuacion ese recomienda la variable cuyo coeficiente sea el 
mas grande> . 

Por ejemplo, el conjunto ae ecuaciones: 

sx, + x2 + 3x" - 10 

x, + X2 + sx,. - 8 

2x1 + 4X2 + x,. - ,, 
puede ser transformada en 

x, - 2.00 - 0.20><2 - 0.60><3 111 

x2 - 2.7:5 - O.SOJC
1 - o.esx

3 
(21 

x,. - 1.60 - 0.20JC1 - 0.20><2 '"' 
se inicia e1 proceso aando va1ores tntctales a las var1ao1e~ 

tpueaen ser cero, sino se conocen mejores va1ores), •stas 
aproximacione~ se colocan a la derecha ae las ecuaciones, y se 
r~sue1ven para obtener una mejor estlmaclon ae las vllriaDles; 
entonces se repite el procedimiento, sl~mpre empleando la 
solución m•s reciente para oDtener una mejor apro>:lmacion. cuanao 
aos conjuntos de estlmd.clones son muy cercana~ el procea1m1ento 
aeoe parar y e1 Qltimo conjunto se toma como so1uc16n; otro 
criterio ae paraaa podrla ser cuanao la suma ae 1os cuaaraaos ae 
ias dtferencias es menor que la tolerancia prescrtte; esto es, st 
><°1 es la 1-•auaa estimación de la vartao1e Kj. y ext.sten n 
var tables a ser encontradas, e!".t@nces lC~, x~ •...• xn i~~:~an~~~ 
~~~=~~f~~=a~oluclon si ~t1<Xj -><.:~ <E ao ae E es la 

ALOORITIIO DE JACOBJ: 

oaaa una n <n~mero ae variables), un arreo10 ae valores 
iniciales y 't·',·'.,;.···'" las ecuaciones a ser ueaaas para 
=~~:S~~~:~:respec iV ente; este algoritmo resuelve el sistema ae 

x
1 

- r
1
cx

2
,JC

3
, •.. ,xn> 

Me• 'e'x1•><3•·· .,xn> 

xn • rncx 1 ,M
2

, ..• ,xn- 1 > 

por el _.tooo om JAC09X, 1as apro>eime\clonee ee almacenen en el 
vector ,...vax v el proceso para cuando la sume de 1os cuaaraaos 
ae las diferencias es menor que E. 
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BEOIN 

ENO; 

FOR 1 ; • 1 TO 30 DO 
BEOIN 

\ca1cu1ar el nuevo conjunto ae aproxtmactones\ 
FOR j:•1 TO n DO 

nuevaxcj) :• fj<xcu.xi::2J, ... ,xcj-U,xcj+1.l, ... xcn.»; 
!Prueba ae ocurrencia( 
sum:•O¡ 
FOR j:•1 TO n 00 

~um :• sum + <nuevaxcj) - xcjJ>**2• 
IF sum < E THEN 
BEOIN 

WRITE(SOlUClOn: >; 

ENO¡ 

FOR j:•1 TO n 00 
WAITE<xc ,,, j 

(Emp1ear el nuevo conjunto de valores en la 
slgUtente aproxlmactont 
FOA j : • 1 TO n 00 

END; 
WRITEC'toierancla 

x c. j :J : • nuevax t.i'J 

no encontrada. en 30 l te rae lone!f> ¡ 

Si aplicamos este "'4ttodo a los ejemplos previos obtenemos la 
8i~utente eecuencta ae va1ores en 21 iteraciones: 

x, xz x:I 
o.oo o.oo º·ºº 
2.00 2.70 1 .60 

0.49 1 .3S o.es 

1. 34 2. 3q2:s , . 232 

0.7923 1 .7720 0.8635 

1. 1275 2. 1379 t.0871 

0.9201 1.9144 0.9469 

, .0490 2.0532 '.0331 

0.9695 1.9672 0.9796 

, ·º'ªª 2.0203 t .otee 

0.9883 1.9874 0.992t 

1.0072 2.0078 t .0048 

0.9955 1.99:52 0.9970 
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1 0027 2 00:!0 1. 0019 

0.9903 1.9902 0.9988 

1.0010 2. 0011 , .0007 

0,9993 , ,9993 0.999:5 

1.oooq. 2.oooq. , . 0002 

0.9998 , .9997 0.99QB 

1.0001 2.0001 1.0001 

0.9999 1.9999 0.9999 

1.0000 2.0000 , ·ºººº 
Como pare > t, >C", )( ... , ... xl- ya nan e ldo ca1cu1odoe y 

eupuea~amente es una m1;oF aproKlrnaclon e ia so1uc1on real 
K .x •..•• >U- que )( l .... ) ,x l••i.\ ••. ,JU- , ... ~) resulta mas 
rAzoRaD1e ca1!u1ar x~1 ueando foe va16ree m•¡ reclentee, a esta 
mejora del m•~oao se le conoce con el nomore de GAUSS-SEIDEL. 

Dado n, x e1 arreglo que contiene ia ~1t1ma eprox1mac1on, 
ft,f2 •... fn y E como en el algoritmo anterior, este proceso 
aplica el ... tooo dll OAUS& SED>EL pare ce1cu1ar la so1uc1on de un 
&un.ttmi.s oe ecua.c1one~ (übser"e que en este mote.de r"A no e:s 
necesario e1 arreglo nu•vax>. 

SEOJ:N 
FOR i : • t TO JO DO 
BEOJ:M 

END; 

Sl."4 :• O; 
FOR :):•i TO n 00 
BEOXN 

ENO; 

va1or_ant.ertor :• xcj:S; 
xc:)3 :•f:) <xc.n,xc.2J, ... ,xcj-n, 

Xcj+n,, .. ,x1:nu ¡ 
sum1•&um+<Xtj3- va1or_antertor>••2; 

PrueDa de ocurrencia 
J:f" etn < E THEN 
BEOl:N 

ENO; 

FOA K:•t TO n DO 
WRl:TE <Xcl")); 

EXXT. 

WRl:TE(EL llETOOO NO CONVERGid> ¡ 
END; 
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Sl ee eplJca este m•toao al siguiente ~lstema de ecuactones: 

Mt • -1.4000 + 0.4000X2 • 0.6000M3 

M2 • 2.3333 - 0.3333Mt + 0.6666k3 

x
3 

• 3.3333 - 1.333ax, + o.333ax
2 

se oDtlenen loe siguientes resultaao 

><, 

o 

2.0 

1., ... 
1 .019q. 

1.0026 

t .0003 

1.0000 

o 

1 .75 

1.967!S 

1.99!S6 

1 .9999 

2.0000 

O.B!S 

0.97B!S 

0,9970 

0.999& 

0.9999 

1 .0000 

cuanao se comparan 1as t•cntCas para reso1ver stetemea 
11nea1ea, •• necesario conataerar otras cuestione• aaern6s ae 1• 
canttdaa ae memoria requertaa. uno de 1os principales aspectos es 
el etecto ae1 error ae reaonaeo y otro es la canttdaa ae ttempo 
requer1ao para rea1tzar 1as operaciones arit.,..ttcee b6s1caa; como 
poaemo• oc•ervar vartoa aspectos aepenaen ae1 n~mero ae 
operactonea que el .,..toao requiere, en general, e1 tiempo 
requertao para rea11zar una mu1tipltcaci6n o una diViStón en una 
computadora •• aproxunaaamente el mtsmo v es consiaerablemente 
Mayor que el requertao para realizar una euntia o una resta. La• 
at~erenctas real•• en el tiempo ae ·~•cucton dependen ae1 sistema 
ae c61npUto particular que se eat6 emp1eanao. 

Loa rn6toao• mae emp1eaao• para reso1ver alstemae lineales son 
•1 l'ftlltOCIO ae Eliminación oe.usstana con o stn pivotao v el m6todo 
a• oauaa-se•ae1. 

Los e'emp1os que •• ilUBtraron en eate cap•tulo son solo una 
muestra de la gran var1eaaa ae a1gor1tmoa matllr'ft6ttcoa que 
exiaten. 
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CAPXTULO J:V 

ALOORJ:TMOS DE OROENACI:ON V BUSQU!DA 

En el mundo ae 1a 1nform6tlca, no hay qu1za, tareas tan 
1mpo~tantes, ni tan extensamente ana1izaaae como 1a ordenación y 
1a bQequeaa; estas doe operaciones son rundamentales en la 
computac1on, y ee emplean virtualmente en tooos 1os programas oe 
bases ae datoe, compilaaoree, lnt•rpretes, y sistemas operatlvoe. 

La ORDENACI:ON, se refiere a la operación ae organizar aatoe 
con un criterio aeterminaao, y la 8UllQUEDA al proceso ae 
iocatlzar un ~a~o El aprender los diversos ~toaoe que eHtsten 
para resolver estas operaciones es de gran utilidad en el m~nejo 

de la información, y ea necesario sobre toao para aquellas 
personas aedicadae al me.nejo de grandes vo1~menes de datos que 
tengan que 5er consultados ae manera eficiente y r•pida. 

Entre toe matoaos de oraenación y büsquecsa eMiate una relación 
estrecha, Por lo que la primer pregunta que resulta en cualquier 
ap11cac1on que requiera consulta de datos es, el vale la pena 
realizar un oraenamtento antes ae proceasr a buscar la 
tnrormaci6n requertaa. Algunas veces ea mejor traDajar en Duacar 

,' algi:&n elemento en particular, sin importar •1 oraen Cle 1oa aatoa, 
pero en otra• ocaelon•• y sobre toao, ai e• frecuente el ueo ae1 
arcnivo para 1a Daaqueaa ae alQunos •1.,,.nto• eepecltacoa, pueCle 
eer mas erlcienta el ord•nar pru,..ro •1 arcntvo, Prectsament• por 
estas razones no se puea• aeclr exactamente al •• mejor el 
oraenar o no un archivo antes ae erectuar una bQSqueaa; ello 
depender• del problema en cuestión. 

Los proQrameaores deben tomar conciencia ae la tmportancla de 
ias t•cntcas ~· oraenacl6n y baaquecaa que exiaten, ev1tanC10 tomar 
la vta maa r•ca1 v coaittcar a1gorltrnoa que emp1aen .,..toaoe poco 
eficientes para atstemss, en los cua1ea. eatas ao• operaciones 
son componentes c1avea. 
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4.1 ALGORTTM:>S DE OROENACYON. 

En 1a mayorle ae 1os centros de computo, el proD1ema ae in 
ordenaclón ocupa un lugar preaomtnante, ya que un porcenta1e 
considerable ae 1os procesos que ee re~lizan ttenen como runcton 
ordenar dlversos tipos de conjuntos. 

Para nab1ar de la er1c1encia ae un algori~mo ae ordenecion, se 
aeoen considerar ios medioe con 1os que se cuenta para su 
ap11cación y el es~uerzo o costo necesario para realizar ias 
diversas tereae de comparacton e tntercamoio. 

En el preseñte eubcapstulo ee tiene la ttneltdaa de presentar 
aiounoe ae ios aioo~ttmos de ordenación mAs conocidos, y hecer un 
an61ists genera1 ae sus diferente~ propteaaaes y caracter1&ticaa, 
que permita ootener elementos ae julcio para poder escoger el 
nM~odo aproptado para cada proo1ema particular de ordenecton. 

4.~.f Deflnlclon ae ordenacton. 

oraenar una estructura de aatos significa establecer un oraen 
ae precedencta entre 1os elementos de la estructura 
especiftcamente. dada una liete l oraenaa4 en forma creciente de 

:..:!:::~t:!~a1~ra!~a~2 10~- ~i~~~to!"c~m~~me~~:P~e~~oe 1 ~~or~:~~~~ 
ae 11ave. 

un conjunto ae elemento& 8e oraena oenera1mente para 
stmp1iftcar la recuperactón de la información manualmente ccomo 
en un aarectorto te1eron1co o la c1aelftcactón ae llbroe,, o para 
'aci1ttar el acceso por medio ae una maquina a 1os·datos en una 
forrNim.&e erscten~e <por cueetaonea de conau1ta o actua11zacton>, 
v a~n, cuando esto parece eer una operacl6n trivia1, en rea1Jdad 
ea un proceso coatoso que aebe rea1t2arae 8ólo cuanoo sea 
neceaar10 v co~ e1 ,,...tooo aproptoao. 

4.t.2 eonstaeractonea pera aeiec~tonar un ,..tOCIO de oraenamten~o. 

Desafortunaaamente un aiaorttmo de oraanación no e5 el me~or 

para cua1quter aituact6n, aebt<IO a esto. extaten otvereoe m•toaos 
que rea1t2an ea~e proceso y Por e110 e1 proQramaaor aeDe estar 
conciente ue 1as dtreren~ee eon&lderactonea oe ertctencia1 para 
escoger el ~toao apropiado oe oraenanuento para el problema en 
particular que eet& ena11zanao. Alguno~ ae ios puntos que se 
deben tomar en cuenta son: 

-TlallPO requeriao por e1 progralllador para coa1r1car un a1gorttn.o: 

Si se tiene un archivo pequeft0,.185 t•cntcae de ordenamiento 
soriattcadaa para minimizar espacio y ttempo son generalmen~e 

menos eficientes que ios m6todos simples. xoualmente, Si el 
proQrama ae oraenactón se va a ejecutar una sola vez, y existe 
surtctente capactaea ne espacio y ttempo de ~quina. serla 
116glco para e1 prouramad0r1 gastar recursos tnve&tlganao el 
me1or mttooo para obtener un poco m&a ae e~tctencJa. 
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-Tipo de rnan.orta en 1a cua1 se 1oca1tzan loa csatoa1 

Loe dAtoa se pueden 1oca11zar en1 

a> Memorta de acceeo directo y alta velocidad. 

b> Memorta de acceso directo y mediana ve1oo&dad. 

a> Memorta oe aoceeo eecuonotal. 

cuando ee ordena un conjunto de datoe es neceear10 tener 
presente, que cualquier mejora en cuanto a 1a eficiencia de un 
m•todo repreeenta un oran anorro computao1ona1, por 10 que al 
consld•rar un archivo d• tame.~o n v el tiempo requerido para 
ordenar10, noe tnt•r••• conocer el comportamiento del metodo al 
modificar la cantidad de datos. Esto se puede llevar a cabo d• 
ao• manerae1 

•> ftea11zar un an61tels matornat1co cuyo reeu1taao eea uno funoton 
del tammfto del arcntvo cgenera1mente es el tiempo promedio 
requerido para a1g~n oraenamtento en parttcu1ar>. 

•t correr en tt..npo r••l e1 progranw para Medir su etlciancia con 
raepacto a una cantidad determtnaaa de aato•. 

&In efftl:)argo •• muy dtf&ct1 aacta&r que a1gorttmo •• el mejor 
para·una attuaoton aaoa, va que ex&aten, otra gran var1eaaa ae 
r4ctoree que Influyan en 1a afacttvtaaa aa un algoritmo aa 
oranacton1 

-c:anu ..... upo y •1etr111UC11.., 1n101a1 .. 10• ato• • 

-c.ract•rl•tlca8 de1 •••t ... os-rat1vo ccon reapeato •1 ,..nejo aa 
arcnlvo• v ele 1a -r&at. 

-TI- a -- a :&oe •1....,.u111oe • a1Ma0a.-1onco ...,..,,...rlo 
o auM111ar y, 

-c:anu_. • eopea10 r-rlCIO IJl!Or 01 a1gor1&-'. 

••t• tipo ae reatrtccion hoy en dla •• meno• Importante que laa 
conetaerecloft•• ae ,,....,, v• qua •• •• requiera "'*ª ••pao10, ••t• •• puaae •ncontrar ut&1tzanao a11119cananuanto aacunaar101 
poro llay qwo tanor prooonto qwo ooco nacno 1nf1wyo notor1 .... nco 
on •l llOllPO .. OjOCWOI .... 

4.t,a Aft611•1• .. 10e •ILllOrltmoe .. o~Cl9flACll..,, 

un oraenarn&anto a menuda conata aa trae partaa1 

•> una comparacton que aetarm&na ei orden aa cua1qu1ar par aa 
e1amentoe, 
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b> un intercamolo que invierte el oraen, y 

e> un a1goritmo de oraenac1on que rea11za comparac1ones e 
intercamoioe naeta que los oojetos est•n oraenaaos. 

En el &rea ae la computacton ee han aesarro11aao una oran 
cantidad de algoritmos cuya complejidad estima el tiempo ae 
ejecuc1on como una funciOn del número de elementos a ser 
ordenados, y las principales operaciones empleadas a1 realizar 
este proceso son intercambios, comparactonee e iteraciones; sin 
emoargo, la runcton de complejidad normalmente computa solo el 
n~mero de comparaciones, ya que loe Intercambios e lteractonee 
son en la mayorla de loe caeos un ractor constante ae1 número ae 
comparaciones. 

Ahora bien, ios crlter1os para juzgar un algoritmo ae 
oraonaciOn se t>aean en las siguientes preguntas 

4 Qu4 rapidez tiene el algoritmo en el caso medio ? 

¿ ou• rapidez tiene en el mejor y peor caso ? 

¿ Qu~ tipo de comportamiento eKhlbe el m•todo? 

El tiempo requerido para un ordenamiento depende como ya se ha 
mencionado de la canttaad de datos, pero tamDtén puede aepenaer 
de la secuencia original oe estos. Para a1ounos metoaos Si los 
datos ae entrada estan casi oraenados, su proceso se puede 

~~~~~e~~ro~~e~"c!!~m~~v~~:~: ~!e~~~~~e~~eu~ 1 t~~~P~a~~~2~~ ~~!~~:~ 
existen procesos cuyo tiempo requer100 es ocn1og > 
independientemente de1 oroen inicial ae los datos. El medir R1 
tiempo de ejecución ae un alQoritmo con respecto a una secuencia 
ae datos es importante solo si se espera encontrar situaciones 
semejantes frecuentemente. 

un m•todo de oraenaciOn exhibe un comportamiento natural, si 
su trabajo se encuentra en función a la secuencia inicial ae los 
•::1atos •a tMyor aeaoraen. mayor trabajo•; en caso contrario se 
dice que el m•tooo tiene un comportamiento antinatural. 

Por último y a manera ae recomendación, cuando se selecciona 
un·m•toao ae ordenación se aeoe intentar tener cierta visibilidad 
futura, porque aún cuando las ordenaciones eenc111as, necesitan 
relativamente poco tiempc de proQramaciOn para escriDirlas y 
mantenerlas, conforme ee le a~aaen car6cterlsticas para 
mejorarias, tamDl•n se le está 1ncrementanoo la complejidad a ese 
algoritmo, ya que no sólo ee esta incrementando e1 tiempo 
requertao por las rutinas, stno tamot•n el tiempo emp1ead0 por ei 
programador para mantener10, lo cual implica un mayor costo. 
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4.f.4. c1aaiticación ae los ,.,.tooos aa oraenanuento. 

Los m•toaos ae oraenamiento se clasifican por el tipo ae 
memoria en la cual se encuentran a1macenaaos los datoe a ser 
oraenaaos: 

{ 
Po1itaee 

EKTERN08 cascada 

<Memoria secundaria> oec11ante 

Di•tr~bUCidn 

OADENAMl:ENTOS 

{ 
SeltlCCldn 

%NTERN08 Int•rcamDio 

<MmRorta Prtnctpa1> ot•tr UH.1cl6n 

1nt•rca1ac1dn 

OROENMUENTOB EKTERN08. 

cuanao se presenta el problema en el cual el con,unto a• 
elementos por oraenar, emp1ea mayor memoria a la capacaaaa a• 
a1macenanuento a• 1a memoria prunar1a, se a•D• recurrir a un 
metocso ae oraenanuento •xt•rno, va que loe aatoa •• encuentran en 
atspositivoe de a1macenam1ento eecuncsario. 

El esquema general ae los ,,,.toaoa ae oraenanuento externo e•t• 
compuesto ae aos tasea1 

FASE x : construcción ae arreglos con aatos oraenaaoa. 

FASE 11 : Interca1actón ae loe arreglos ae 1a rea• I, haeta •610 
tener un arreglo totalmente oraenaao. 

Los ,,,.toaos ae ordenamiento que ea utilizan para un conjunto 
ae aatos a1macenaaoa en una nMlllOria ae acceao directo ae alta 
ve1octaaa <memoria principa1t aon 11amaao• .... coao• ae 
oraenamiento interno. Da acuerCIO a1 principio en que •• ba•an al 
rea1tzar eu proceso, este tlpo ae ,,,.tocaoa ae c1aett1can en 
"'4ttoaos ae .. 1.cc1an,tnt•r~10.dt•trt.DUc1on • ant•rcalaat6n. 
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A. flilETOOOS POR SELECCXON. 

En ·este tipo de m•toao se se1ecc1ona del conjunto de datoe, el 
mayor o menor elemento ceegun e1 criterio> y se excluye; 
posteriormente, ee proceae de 1gua1 rorma eoore loe n-1 e1ementos 
restantes. 

t > SELECCION DIRECTA. 

E1 proceso consiste en localizar e1 elemento menor de 1a lista 
e tntercm11Dtar10, con e1 elemento que se encuentra en 1a pr tmer 
poelciOn; oespu•s 1oca1 iza e1 Beflundo elemento menor y 10 
intercM"lt>ia con el que se encuentra en ... se9unoa casilla y <>Si 
suces i-vamente. 

Ejemplo 

ITERACXON: LJ:STA; 

o 10 9 7 e 6 5 8 

.. 9 7 e 6 " 10 e 

2 .. " 7 e 6 9 'º e 

3 " 5 6 e 7 .. 10 e 

.. " 5 6 7 8 9 10 " 
" " 5 6 7 e 9 10 e 

.. .. " .. 7 B 8 10 9 

7 .. " .. 7 B e 9 'º 
CXJDJ:FXCACJ:C* 

La codtflcacton de este Ntocso es e;enc111a, eu empleo no ee 
reconuenoa para arcnlvos muy granaee, ya que no pre5enta ventaja 
a1guna en cuan~o a que el arcntvo ae entraaa est• completamente 
ordenaao; deDldo a que el procedimiento se rea11za n-t veces, 
lnaepena1entemente ae1· estado or1g1na1 del archivo. 

PROCEDURE se1eccton-01recta ca: Arreglo; n: XNTEGER>; 
l, i ,k : J:NTEOER; 
SEOXN 

1 > FOR l : • t TO n- 1 00 
BEOJ:N 

21 

'" 41 
61 

END¡ 
EMD; 

k:•l; 
FOR j:• l+t TO n DO 

·xF ac;~ < ack3 THEN k:• ;; 
~n~ercanmtacac:)l. aciUI; 
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COMPLEJl'.DAD DEL METOOO 

El ciclo FOR interno ee ejecuta en un tiempo otn-t), puesto 
que j va aesde 1+1 naeta n, asl que el tiempo que requiere el 
e1ooritmo es ct"'cn-t> para a1;una coninonte e cutt.1qutera. oe eeta 
sume que es 10U11 Cn<n-1)/e se obeerva que el tiempo total de 
ejecucton es o<n >. 

COM>ARAC%0NE8. 

E1 n~mero ae comparaciones ae este m•todo es tndependtente del 
oraen inicial de loe datos y e~t• aeao por el número de veces que 
se ejecuta la llnea cuatro: 

"i:'-i. c1> • cn-1> + cn-2> + + e + 1 
••t. hua. 

• n<n-1)1'2 

lo cual nace que ~ea un a1oorttmo aema~teao lento p~ra un oran 
n~mero ae elementos. 

%NTE~%Oll, 

LA tnetruccton tntercamttt• co> se ejecuta exactamente n-1 
veces por io que la ve1oc1aaa de crecimiento con respecto el 
namero ae intercamt>&oe en este m•toao es ocn>. 

En eete m•toao caaa 1ntercambJo requ1ere tres movimientos 

PAOCEOUAE intercambia CVAR M1V 1 elemen~o,, 
. a•O%N 

aux K 1 
>< y I 
y 8UXJ 

END1 

v el n6mero total ae ello• pueae eer minim1zaao a1 solo se lnvoca 
a tntercamota cuanao e1 elemento est• realmente ruara de la 
poalci6n que 1e corresponae, va que no tlene caso tntercamo1ar 
aoa elementos que s• encuentran en 1a poatcton correcta. 

U AL•CC%0N __,.%T%VA CHL•CC%0N CUA°"ATZCAI. 

El ,,._toao a1v1ae el conjunto ae n aatos en • ~rupos ae N 
aatoa, csonae • e• 1a r•lz cuaaraaa ae n. oe caaa grupo e• 
ae1ecc1ona e1 dato r1111nor v •• coloca en un arreglo temporal 1T• 
ae longitud •, ae eate arreglo se ae1ecc1ona el ,,.nor1 eate asto 
•• elimina G•l arreglo T v ae1 grupo ae aonae provtno, v •• 
suetituve por un va1or muy granae . Poatertorl'!Mlnta •• aelecctona 
al menor ae ••t• grupo, •• lleva a1 arreglo temporal T v •• 
contin~a el proceatmiento. 
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Ejemplo 

LXSTA ORJ:OJ:NAL .. e 7 .. 7 e .. 
n • 9 111 ·<ñ •> m •·3 

por lo que se realizan tres grupos con tres elementos ca.a a uno ae 
ellos: 

ORUPOS ARREGLO TEMPORAL <TI ELEMENTO lllE:NOR 

"' .. SI (7 .. '51 (7 B 91 " " 71 

,. .. SI <7 6 '51 <7 e 91 (8 " 71 " ,. 9 SI <7 6 • 1 (7 e 91 <B e 71 e 

,. ., 01 <7 • ., <7 e 91 es 7 71 7 

,. ~ 81 ,. . . , (7 e 91 'ª • 71 7 

,. 9 BI ,. • • 1 ,. e .,, 
'ª • 81 e 

,. ~ • 1 ,. . . , ,. 
8 "' 

,., • 8) e 

,. 9 . ) ,. • ., , . • 91 ,., . 91 ., 
,. • •I ,. . • 1 , . • 91 ,. • "' 

., 
oonae el stmbolo * representa un valor muy granae 

CODIFXCACI:ON. 

PROCEDURE seieccton_cuaarattcaca: arreglo; n: INTEGER>; 
PROCEDURE eusca_menor CVAR t,d. vector; tnaice, 

ltm_tnf,ltm-sup: INTEGER; VAR aux: INTEGER>; 
VAR 

t : INTEGER; 
BEGIN 

ENO¡ 
BE GIN 

menor :• ac11m_tnf.J; 
aux : • lim_inf; 
F"OR i : • ltm inf + 1 to 1tm_eup 00 

IF" ar11<meñor THEN 
SECJI'N 

aux :• t; 
menor :• ac13; 

END; 
tnftntto; 

tctnatce~ :• menor; 

grupo : • ZNT( SQRTC n)); 
IF SQR(grupo> < n THEN 
BEGIN 
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END. 

grupo 1 • grupo + 1; 
FOR j1• n+1 TO SQAtgrupo> DO 

aci) :• jnfinito; 
END; 
FOR K :• o TO grupo-1 DO 

busca_menor<t,a,k+1,k*grupo + t,Ck+t>•orupo,aux>; 
FOR K 1• 1 TO n 00 
eEGIN 

busca_menor<t1,t,k,1 1 grupo,eux> 
bUsca_menorct,a,aux,<aux-1>•orupo+1,aux•grupo,sux>J 

END¡ 
WRITEfiLlsta oraenada:i,tf>; 

COIFLEJJ:OAD DEL METtXJO. 

Si la ralz de n es un nomero entero m el número de 
comparaciones es M-t para cada grupo; en 1a primer pasada, el 
número ae comparaciones tote.1e~ ,..~ tg1.1~1 al número de grupoe 11+1 
ese considera tambt•n el uector T> por el número de comparaciones 
para cada grupo: nt-t; pero para las s1gu1entes pasaaae, solo se 
examina el grupo de aonae provino el menor y T, siendo el nomero 
de comparactonea igua1 a ec11t-t> por lo que el total de 
comparaciones realtzaaas eon1 

cm+t)(fR-t>+cn-t>C2Cnt-t» con n1 •irri e o 

a•:-nde 

,,..,,, .... ,,.,,.._, 
•n-t 

pontenao Ct> en tunctón d• n 

ten> • n-t + cn-t>C2C'ft-t>> CQ11Parac1on•• 

este tipo ae m•toaos se puede generalizar a metoao• ae selección 
cúbica, etc.; pero se ae~e estar conctente que el n~mero ae 
Jteraciones y comparac10nes aumenta. 

31 ~O O MDNTECULO. 

El conjunto ae n datos se estructura como un •r~o1 Dinarto ae 
N n1ve1ee, en e1 cua1 sue hojas aon 1oe aato• originales. El 
nivel ,...., se ttonen los menores ae cada par1 esto •• r•Pite para 
toaoa los n1ve1ea naste tener en la r•&z •1 menor ae toaos. En 

•este mon.ento aebe auDstltutrae el contentao ae 1a hoja que poa•• 
al elemento menor por un va1or muy grana• y repetir el proceso n
t veces. 

Ejemplo 

LEBTA 6 :s 2 • ? • 
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Lleta: 1 

Llsta1 t ,2,3 

,~·--.......__, /" /"-, 
/ \ A. A. . /\ - .!.~.!'\ ... 

------·----.. /ª"" /"" ~ . /'\. 1\. !\.. i\ 
Lista: 1,2,3,4,6,7,a 

--·---r"''"-... / ................ 
!\ /'\. /\ /\ 

Lleta1 1,2 

Lista: t,2,3,4 

---·--- /' ./~ . '>\ /\. ./\. i\ e , 
Lleta· 1,2,3,4,6,7 

F'IG 4. 1 Torneo 
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COMPLEJIDAD DE~ METOOO. 

El t"IÚl'IH~ro de comparaciOt"\eS pard el método puede calcularse dl.' 
la lliiguiot"lte n1an~ra: ~t"\ Ql t"liVt.~l •• eJ núrne1·0 de comµ.u·a.c1ones 
n.1'2, en el •-1 es n/4, y a.si SUG".tsivan11w1te ha!tta el nivel 2, 
dllr1dli!- ..so requierQ d_. una comparación l)~ t.ª'Ata forma ·~l t"lómero dt.• 
comparaciones para. la. pasada 

n.1'2 + nl'4 + n/B + ... + 4 + 2 + 1 - n-1 

Pat"a las sig1..dontes pnliada9, al 
·~omparncion~~. $ólo ~e c1Jn$id•ran lo~ 

:sutJ/l.t-blll dor"lde se enCU.<}lt"ltr·a el n1enut· 
lanla~ cumpar~cion~~ como niv•l~~ t~ng~ 

et"I la r&tz no hay comparaci6r'\. 

obl@rior el nYmero de 
nCJd<loJi af1l'ct.1dos. po..- t.'l 

po~ lo quo su 1·~t,u1erun 

.,\ :.....-bol n1•.,nos 1 ya qtHl' 

Como f!l t"lt'.1muro d~ nivP.l•-"~ d~ Ut'\ llrbol binario c;on.¡>l•l'lo t.•s t.Je 

'
lo,.g .• 2 ,,•,",,+•-.t>.:~ el núrr1f!rO de comparaci<:>n•.t'ii et"l L:i~ n-1 µasada~ 

.T ,~ ....... (n-1>Clog
2 

n>. El toti1l d•~ compa.ri\G\1J1"\~<C ~·;;entonce-:& 

Cn-1> + (n-1)(1og
2 

n) 

le> cual l!'t'I f1>rma apro1<imada nos da un 1~0lf1portal'l1l.ento l>r"OporcJ.•H"l.t.l 
a O(n log

2 
n1. 

El e::spaL:.io de •nemoria utilizaclo put· este lf•étodo q:; nn.ry gr·~r1d•.-, 

yri. cp.u• :l.l!' e--1!-quit.~r•J d., ur1a car"lt.id~'ld 1;a-;,i inua'I .\l r11'HJ11•r·u d•" dAl•)'".,, 
dq:sea t.H'I v"2'c.lor ordP-nado, l.l'-1 total d•;t nu.1n1u1·i:l c1o:J1.c:1.anal 

U!?> ad a :J.•.tr" í n dlJ! 2n. 

E$ n1uy difi.cil cr~qf• que e:stu- método do or·d~r-.ac.ii:.r·, pueda 
•!'(ici-.ant•~, ya qu~ i:!'S t"\lilC.~:sario mo•1er el valor" n'llJ!l'\Dr para vari1>-s 
:s1tio,. ha:5ta 11(!-gar a la raí.z, ar-.tes di> pot'lfl!-r"lo ~r-. su lug.ar 
f 1.r'lal 1 y dl!' h~c.ho para cantidadP.:s de datos paqu~Pí"s no 1115 •nálodo 
r•.:c.-Jmar-.dable, lo cual nu :suced•~ p.nr·a c.&1.t'llidaclus grlu"\dus; ya que 
.;,,·,,-. C~Hu-.ch> cadtt el1;m~t"\lo íu•Jra ur.,.n h1>ja d1~l úl t im1> ni•Jt.~l y \.PnrJ<\ 

q1,.10 pas.ar por todo el At·bol, s1,,..1 tiempo dr: •.tjec.uc.ión ~$ O(n log
2 n), lo cual implica que n'1a.yor c.ar1lidacJ d•~ datoos;, m.&yor 

•1>f iei~tic.ia. 

4> HEAP SOAT. 

E:&te método SI!' b.asa en el empleo do una •structur.a l lan1•d4l 
HEAP y un t"i&Gorr ido d~tiomit"lado BORRAIX> DEL HEAP. 

El t-EAP es Ut'I .irbol binaria completo, al GYAl le pu•dvn falta..
algunas hojas JJ;ituadas n1.ts a la deru-cha •n et último nivel, En 
c;1.-1Alquier" nodo vl dato es mayor o menot" (,s14g..:&t"I •i crito:!..-io) a los 
d11.to:S que s• encuentrat" •n !llUS subArbolUos.-~:· 

El BCWfRADO DEL HEAP GOn:5iste- i&!l"l renrover- al dato dd la. ralz e 
int~rcambiarlo cc>n otro nodo¡ ~~t~ d~to dQb• ~er ac~modado dentro 
dol .t...-bol m•nt•niondo la estructura dq.l HEAP con los nodos. 
activos, se proc•d• con los nodo-s nivel por t'li,.1e-l, dlJo abajo hacia 
ar·,- iba y derecha a izqYi•rd&. 
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ALGOR tTI10S. 

- COMSTUUCC ION DEL HEAP. 

FOR l : • al t1,..1ra-1 DOlrJNTO 1 00 
SEGlN 

\PARA cada nodo p qug. no s¡ea hoja en el nivll'l n \ 
MIENTAAS p no sea hoja 

END1 

Ej@mplo 

:l 

~ .. ~"-. 
/"'-. > .• 

BEGlN 

EN0 1 

m =• hijo de p Gon mayor valar 1 
IF valar(pl < valorCm) THEN 
ogGIN 

HHERCAMBIAR nudo!.5.¡ 
p i. m1 

F-ND 
l!:LSE 

p :• hoja¡ 

LISTA 2 

..... 
a 

/'\. . .. . 
/"\_ 

a ~ 

4 5 3 7 

·~ 

...... /\'. 
/\ ... .. 

FIG 4.2 Constr1,..1cción d•l tEAP. 

- BORRADO OEL HEAP. 

MIENTRAS el n~Mero d• nodos del HEAP > 1 
OEOIN 

k =• hoja MAa a la derecha d•l ~ltlmo niv•l1 
p :• r•la: 1 

/'""-
/~ . , ª: 

INTERCAttBIAR •l nodo(k) eon el nodo(p > y •l hninar· k 1 
MIENTRAS p no aea hoja 
SEGtN 

• :• apuntador •1 hijo ••Yor d• p 1 
IF valorCp> < v•lorC•> THEH 
BEBIN 

INTERCAf1BlALD81 
p =- •• 

ErtD 
ELSE 
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p =• noja; 
ENO; 

ENO; 

Ejemplo 

~ ~. t-.. 
/'\,, 

./ "' • • / ·-~ /\- .. ~ El 
HEAP INICIAL LISTA 7 

'/"-.._ a 

" ... / "-.._ • • . .. 
,._/ G GJ GJ 

NUEVO HEAP LISTA 7,5 

...... 
"~,/'""-.. /"-.---

GJ Gl l!J G 
NVE:VO HEAP LISTA 7,5,4 

....... a...-"- [!] 

Q G1 [!! El 
l!J EJ [!J G 

NUEVO HEAP LISTA •1,s,~,3,2 

FIO 4.3 eorraao cse1 HmAP 
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CXlOXFXCACXON 

PROCEOURE HEAP<a:arreglO; j,m1INTEOER>J 
BEOIN 

END¡ 

IMHXLE <e•j+1 <• m> ANO (ca t j"J.<a C2*jl) OR 
<ar Jl <•a.-c e•J+U>'> oo 

BEOIN 
lF a ceaj.l 
BEOIN 

) ac2•j+1.::J THEN 

temp .. ,, 
ace•J:> 
j 

END 
ELeE 
BEOXN 

ENO,¡ 

temp 
a el l 
ece•J+ 1J1 • 
j 

a e jl ~ 
a e 2*j::t; 
temp; 
2•j; 

a e ll • 
ace•J+1:>; 
temp; 
eaj+1; 

IF" ( 'ª*') • m> ANO Ul e j) < a e 2*J»THEN 
BEOIN 

temp •e ll 
a c2•Jl1• 

ENO; 
END; 

acJ> 1 
ace•Jl: 
temp; 

PlltOCECUAE H~ARSó~T <• 1 arreglOJ n 
eEOXN 

%NTEGER> ¡ 

END¡ 

' lp "' 
'" i • n J 
WHZLR & >• t 00 
HOIN 

END¡ 

HEAPCa, i ,m> ¡ ' ,_,; 
WHILE 111 > t DO 
eEOIN 

END¡ 

ltltftf' ·~''' ac:t, 1• acm1; 
ac.m~ 1 • temp; 
m 1• m-t; 
Hli:AP<a,t,m,, 

An•1tzar el peor caso es mas taca1 que realizar el ana1aeta 
aei caso promeaao1 para e110 se suPondra que se emplea un ArDol 
Oiila~iO COftOPlato. 
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... 

sea d•1og n la al.tura ae1 HEAP con n nodos. E1 numero de 
comparaciones rea1iZadas de 1a ralz a un noao p es d-<nive1 ae 
p>, entonces e1 numero de comparaciones totales en la 
construcCi6n del. HEAP es a1 menoG: 

"i"2ca-1> <noctoe del. nivei 1> • 2i.\.<a-1>2L 
.l:.o L:.o 

• 2a~12 -2'i"121 
bo bO 

ª 2d C2"-,)-4~1 12L·L ... 
• 2csc2"-1>-4Cdl2 ... "-~+1> 

En términos ae n, ei número ae comparaciones realtzaaas en 1a 
construcc1on del HEAP es d1 meno!S cn-2<1oon> aonae 2<•C<4. 

E1 numero ae comparaciones rea11zaaas a1 oorrar un noao del HEAP 
con l noaos requiere a lo mucho 2ClOQ l>, lo cual 1mp1~~~ que el 
número total para todo el oorrado en e1 peor caso es 2~~<1<>0 i> . ... 

Para poaer evaluar la suma~ < 100 l >, se empleara e1 caso p~ra 
n-10. i•\. 

••1'"''•'•1:1&t ';.":~ 'l•'o~ ic. 
"1•,•1• 1 

1 • 1 • 

"---',--' ....... ~'--'''--''-!·--'''-",--~~~~~~~~~~~ .... ~ 

-.......;-----' --.,,,-

--"'---_A_ 
i: ,."}.:: ... ¡:~;·;:; +. '~"<..1'•1."°~") 

"' FIG tl.tl 

.. , 
En el.la se puede observar que "E ClOQ l > ~s igual. a la suma ae 

las •reas ae los rect•nouioe; esdJLes ~· .. 'i2 1 + lOQ n cn-2...,">donae 
la suma · dlel pr 1mer t•rmi no i nc1uye ':iA.~ areee de todos lo~ 
rect•nouios completoe ca1~ura) y ancno ~>. y el seounao t•rmlno 
ee el •rea ae1 ~ltlmo rec~•nou10 tncompleto con ~ltura 10Qi n y 
ancno n-e 1·~ " 
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Por lo que e1 arca total es 

!:~ 1001 - 2((lOQCn>2~"·>:..2~''+1>+ClOQCn>>cn-2 1c:t"> ... 
• nc1ogcn>-ei°'"• 1 +2 

Por lo que la construcc1on del HEAP requiere a lo mucno 2'°~ 11 ''2._ 
2<10Q n>-4 comparacione5 y en eu oorra.ao a lo ma:s 2cnc100 n>-2 1º!1,,,..1 
+2>; siendo e1 número total de comparaciones 2n<loQ n> en e1 peor 
caso El caso promeaio es mas complicado de ana11zar, pero se 
puede demoetrar que su tiempo de ejecución ee ocn100

2 
n>. 

tle~e ~~::~.~el~~el~~~~~~ oc~~~º~e~'e~n p~~m~~º:1~~~~~moH~~~-s~:! 
tiempo de ejecucl6n que se ha estudiado Es de oran Utilidad su 
pract1ca, cuando no ee aesean ordenar los n elementos, sino ~ólO 

los K mayore5 <menores> de ellos, con K mucno menor que n. 

B. PIETOOOB POR INTERCAllle:IO. 

Este tipo da m•toaos intercambian pares de aa~oe que se 
encuentran ruera de orden hasta tener el conjunto oraenaao. 

t > BURBUJA. 

Este método tamo1én se conoce con el nomore ae 1ntercamo10 por 
selección o propagación, el nombre de ourouja 5e deoe a su formo 
de man1pu1ar los datos <seme;ante a ourbu)as suolendo a una 
superr1c1e>. 

El proceso se inicia comparanao ios e1ementoe n y n-1 e 
rntercamt>t•ndolos so10 en e1 caso en e1 que elemento n sea menor 
al elemento n-t; aespu•e repite el proceso compsranao a n-t y n-2 
hasta comparar los datos t y 2, loorando con ello tener a1 dato 
menor en la posición t; se eitmtna esta poe:lcl6n y se vue1ve 'a 
aplicar el m•todo n-2 veces. Ejemplo: 

sea 1a 1111ta a ordenar 'º 12 e " 'º .. 
pruner iteración: 

'º 10 'º 10 'º 'º 
12 12 12 12 "j 

,.! 
'º 

a 8 8 ªj 
, 12 12 

') 
, B B 8 

" .. , .. .. .. .. .. 
10 .. " " " 6 " .. -' 'º ... 10 10 10 'º 
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iteracton: o " 3 " " 
to 

te to " 
e 12 10 .. 

e '" 10 e 

.. " e '" 10 'º ... 6 6 e '" '" 12 

" ... ... 19 ,., , .. 1Q 

CCIDI.FJ:CACICIN. 

PROCECURE BURBUJA; 
BEGI:N 

1 > FOR K : • 1 TO n-• 00 
2> FOR j :• n OOW'NTO ... 00 
3) 1F acjJ < a e :)-1::> THC.N 

BEGI:N 'Intercamoio 
"> aux : • a ~ }3; 
!5> ac)'l ac:j-1],; 
6> a cj-1.) :•e; 

ENO; 
EHC; 

~LEJJ:OllD DEL _,-ano. 

La ordenaclon de burDu:)a en un tntercamcio 11eva un tiem~o 

constante~ sea el unl<Sadee da tiempo para a1guna constante e,; 
~~~u~"~~n:~a~:~ ~ ~x!:~~º~1~:~58c~~=~~~~e 8~sc¡~~~'!a~~~0:uepaca 
para justificar 101 decrementos y prueoas de j. En consecuenct.A 
e1 pro~rama comp1eto r8qutere 

cuenta 1os incrementos y prueoas 

Factortzando el reeu1tado: 

11ec2n2 + <c3 - t/2C2 >n • t1ec2n2 
+ c~n - 1'2C2n 

• t1ec.cn
2 

• n> + e•" 

como este resu1tad0 excede a ce 'ª + e >n2 para n>•t, ee 
observa que 1a comp1ejldad de tiempo Se este t.;tooo es de ocn2 >. 
por 10 que tamt>l•n rectDe e1 nofll>re de ,...tooo oe la n-~ .... 
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CCMPAAACXONEB. 

El n~mero de comparactonee es e1 mismo para cua1qu1er ca80 ya 
que los dos c1c1oe FOR ea repiten el n~mero de veces 
eepeclficado, aunque la lleta eetuv1ese 1n1c1a1mente ordenada. 

comparactones • cn-•><n/2) • •/2cn2-n> 

ya que el Ciclo eMterno se ejecuta n-t veces y el interno n/R 
veces. 

:tNT1'~:t08. 

cuando la 1leta se encuentra ordenada, e1 m•todo no ree11za 
lntercamDlo a1guno, en el peor caeo ccuanao la liste se encuentra 
invertida> realiza tantos 1ntercamD1os como comparaciones 
requiera es aecir <ncn-t>>,2. 

En el caso promedio aaao que e~isten ni permutaciones 
distintas para n datos, aonoe las llaves no oraenaa~s en el 

=~~=,~~-~<=~~ :1r:ti~3 ·~~·~:·P::!~!:nu~:r~=~~~tª~!º:i~1~~a~:~ q~~ 
archivo eet• ordenado. 

Bln peraer le generalidad se pueae asumir que 1ae llaves aon 
enteros'·••••···" v se pueae auostitulr • por la ll~ve m•s 
peque~a o primera en orden, 2 por la segunda v as1 sucesivamente 
xaentlftquese entonces a 1a permutación alfa con. el archivo 
a::a.ract1, a1taca1, a1taca1. a1racn>. entoncea e1 nómero 
pr0"'9Glo d• comparaciones para un algoritmo de oraenacton, ee 
encuentra ca1cu1ando cuantas comparacton•• rea11za el a1gor1tmo 
para caaa perMUtaci6n. 

una , t.nv•r•l6n ae una permutacian aira e• un par 
ca1t'ac11,alf•Cill ta1 que l<i y a11.a11>>a1t'actL BI 
ca1rac11,a1rac11J e• una lnv•r•l6n .el •-•••mo v t-•a11RO elemento 
en el archivo eat6 ruara de un oraen r•lat1vo con respecto al 
otro. Por •iemplo 1a permutac&6n •••• t .s,.a c. aane cuatro 
invera&onea ca.tJ.C4,tl,C4,•1.cs,•J. 

cuancto •• oa una CQfl'IPAraci6n en el m•toao de ia ourDuja, puede 
suscitara• un tntarcamttto a• dos llaves. con e110 exactamente una 
1nveral6n ser• e11m1naaa ae la lleta; sin emcarQo no toaas las 
comparec&on•• 1mp11can un 1ntercamc10 F\ namero ae comparaclonea 
aeaarro11aaad por el m6tocso de DurDUi• en 1a entraaa •1•act1, 
a::a.tacaJ, .•.• alfaCnl ••al menos el namero de ·1nvera1onea de 
a1fa. por 10 que e1 n .... ro promedto de tnverslonea ae 1as 
parrnutacione• en n e1emantoa ea aproMlmsao a1 n~rnero promeato ae 
cornparac i one• . 

. .. ~·~:,u:!taP:::"t~~:.!ª~~1=~· ::.ª::u!~º~:.!::1::·.~....!~l~=··:a~ 
ee encuan~ran a au aeraclha, 10• cual•• aon menor•• a l. Pera 1• 
perl'RUt•c16n ••·••'•ª••\ •,·•a•O. •a•D•' y D4•BJ OCJ••rve que Dl es 

- ... -



el. namero de invtJrs1ones de al.fa cuyo primer componente ns t., por 
10 que el número total. ae invenuonee ee F..a. bt. Tllmblitn para 

~~=•<;~~b~~=~~~-t-~r:' e~<~~<~~~ e:~uen~:,:~!bt':~~~~~;:~> ~~! 
corresponaencta ~ntre ta1es secuenctas v permutactone:s, por lo 
que se puede conclut.r que para caaa entero k no negativo, el 
número de permutaciones con exactamente k tnversione5, ~es ei 
~';":~ºa~~o~=c~=~~t~~m:~;,º~; ·s;:~. con O<•t>1<•i-1 tal que r;1 tu 

oaaa una permutacion con n componentes tiene a1 menos cn<n
t> >/2 inversiones, entonces el namero promeato ae 1nvere1onee es1 

n'"·•1/1. 
t/nlt:. K-S<K> 

UBanao t•cntcas combtnatorlas, el valor ae sck> y e1 ae la 
suma pueae ser calcuiaao, st.enao e1 resu1taao <n<n-1>>1'4 Por lo 
~anto el número ae intercambtoe promeato rea11zaaos por el método 
ae burbuja es n<n-t>I'•. 

De tooos ios m•todoe, este os pronabl.emente el menoe 
e'lciente, su única ventaja es que requiere poco espacio 
aa&c&onal <una posiciOn ae memoria para retener el valor temporal 
a1 rea1tzar un tntercamcto>; por lo que se recomienda so10 para 
un n<Amero peque~o ae elementos ya que su tiempo ae ejecucton est• 
airectarnente re1actonado con el n~mero ae comparactonea e 
&ntercamotos. 

aa~::°a9~o~::!: ~~::r~9~é !:c~!~ª~~~~ª~!~~ ~~eD~~D~~~e;~!:~~~º!: 
11eva a cat>o Sólo si dos elementos aoyacentes se encuentran fuera 
::c~º~:.a~•:•n•::~rar que ia cantidad real ae JntercamD1os sea 

De hecho. este rn.toao en el caso promedio intercamo1a elementos 
exactamente 1a mitad ae veces, asl que el nomero ae intercambios 

:~=-~:~&oe.:' .~~~85ap~~:1ma~~~~Ja~•/!~ic~:~:e a!~~~~ar 1 :~~~ 
conalO•rese ooa listas iniciales ae n elementos mutuamente 

!~~=~~~A e: l!•¿~f~!3;~;~•=n Yqu~2k&•y :~·pu:~;~·cr~~~~~~ ~7 
eat6n Inicialmente 'uera de orden, pero Kl y·kj pertenecen a so10 
una de 1•• listas L y L ; ASl el n~mero total oe 1ntercamo1os 
ejecutaaos cuando se'ap115a 1a c1astf1cacton ae burbuja a L1 y L2 es 1gua1 al ~ro ae per•s ae elementos, eeto es <~> o n<n-t ,,e, 
~~-!~/=u~a::o~~:.~~~.'~i~~~~~:sq~~om:~~:s ~:;a ~1a~n~~lon:! 
pos101ea pueaen compararse con su inversa, ·como sucea10 con L¡ e~ 

~!.~o:!':.•:uC::~~!u:: =~~o:!..:~~t=r~:~o d• intercamblO 
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2) MEJORAS AL METCX>O DE BURBUJA. 

El an6li5ls de complejidad de eetoe m•todoe no ee 1nc1uye dado 
que ee muy similar al rea11zado en el metoao de burbuja v en e1 
peor caso exhiben pr6Cticamente el mtemo comportamiento. 

- una mejora inicial al metodo de burbuja, ee parar el proceso 
cuando no existan tntercambloe en una determinada Iteración; con 
esto ee logra minimizar el nomero de comparaclonee e tntercambtoe 
rea11zadoe. 

COO'IF'ICAC'ION. 

PAOCEDURE BURBUJA; 
BEGIN 

K : • O¡: 
sigue :• TRUE¡: 
WH'ILE etgue DO 
BEGIN 

K : • K+1 ¡: 
etc;¡iue :• FALSE; 
F'OR j : •n OOWNTO K DO 

IF 8C:j:> < acj-1,J, THEN 
BEGIH 

stgue 
"UK 

TRUE; 
a e jJ; 

a e j:s 
a cj-1) 

a e 1-1); 
aux; 

END; 
END; 

ENO; 

Ejemplo 

'ITERACJ:ON o 

3 2 

.. 3 

4 

2 

6 6 

7 7 

2 

2 

3 

4 

6 

7 

como en la segunda tteracl6n ho extstló tntercamt>lo el mttoao 
para. 

-SHAkE o EMBt.OD xntctalmente aenomtnaao <X>CKTA'IL SHAKE; 
emplea e1 "'46tod0 de la burbuja. alternadO las pasadas. es aectr, 
en la prtmer 1terac1on se coloca al elemento menor, en la segunda 
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5o coloca al mayor, logrando con e~to minimizar e1 número ae 
comparactones. 

J:1'ERACION 

COOIFICACION. 

PRo<:EOURE SHAKE; 
BE GIN 

K :• O; 
stoue :•TRUE; 
WHILE sloue 00 
BEO'tN 

o 

6 

3 

.. 
7 

10 

3 

2 

.. 
e 

K • • K+ 1; 

6 

3 

.. 
7 

10 

2 

3 

.. 
e 

sigue :• FALSE; 

2 

t 

3 

6 3 

7 6 6 

.. 7 7 

2 .. 3 

3 " .. e 

e e .. 
10 

FOA i: • n-K• 1 OOWNTO K DO 
lF a e i~ < a t.i-1.J THEN 
BEOXN 

3 

6 6 

7 .. 
.. 7 

e e 

INTERCAMBXA <a e )l1A C1-U); 
etoue 1• TRUE; 

END; 
END; 

ENO; 
FOA J:• K+1 TO n-K•1 00 

IF ac i:> ) a ci+1.:> THEN 
BEOIN 

ENO¡ 

INTERCAMBIA ( ac p. a e'+ 1)) ; 
SlQU8 :• TRUE; 
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-TRAN&POSICION DE PARES V NONES : Este métoao consta de aoe 
etapae: 

Prtr1111ra: compara aatoe que ocupan 1oca11aaaes nones con la 
1oca11aaa siguumte y loe intercambia et es 
necesario. 

segunOa: ~ompara aatos que se encuentran en loca1taaaee 
Paree, Con los· aatos 'que se encuentran en la 
1oca11aaa etgutente, tntercambt6nao1oe et est~n en 
aesoraen. 

E~te proceso contin6a nasta que en amoas etapas no ee realice 
ntng~n lntercamt>to. 

Ejemplo 

J:NTERCAlll8I06 

o 10 12 e " 19 • 

{ 
10 12 e 1 " 19 • 
\_/· \_/ "--.../ 

10·· 12 1 e " 19 • 
\_/ \...._./ \_/ 

{ 'º 
1 12 " e 4 19 

~ \.J \..J 
I! 

10 " 12 4 e 19 

'--" \J '--" 

3 

2 

{ 
1 " 10 4 f2 e 19 

\......./ '--" \.._,,) 
a 

" 4 10 a 1uQ 
'--" \.._,,) 

2 

{ 
1 4 " a 'º f2 19 
\.._,,) \.._,,) \.._,,) 

• 
4 " e 10 12 19 

\_/ '--" ....__; 

o 

o 
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CODJ:F'%C"C:XON CVERSIC* UNO>. 

PAOCEDUAE PARES_NONES; 
BEOXH 

sigue : • TRUE; 
auK :• n DXV 2; 
WHJ:LE eigue oo 
BEO:IN 

eigue :• FALSE; 

' :• 1; 
FOR ':•1 TO aux DO 
BEO:XN 

EHO; 

:IF' a e ll ) a t: l + 1.) THEN 
BEOIN 

etoue :• TRUE; 
XNTEACAMBIA (a~ U,a et+ 1.>; 

END; 
' : • 1+2; 

j I• 2; 
FOR ':•t TO AUX DO 
BEOXH 

%F a e i.l ) a e' .. 1,:) THEN 
BEOXN 

sigue :• TRUE; 
XNTERCAMBJ:A (a t u. a c. i + 1,)); 

EHD; 
END; 

ENO; 

~lll":ICM:- , __ 009). 

PROCEDUllttE ORDENA CVAA 1: INTECJEft; VAR CamDio 
BECl:nl 

ENO; 

C :• O; 
REPEAT 

UNT:IL 

XF • el:> ) • e l+t;J THEN 
•01:11 

k : • a e 13; 
a el, :•a cl+1:>; 
a Cl+t> :• k; 
e :• c+t; 

EHD; 
:IF e • O THEN 

CalllDIO FALSE 
ELSE 

CarnDIO :• TRUE; 
1+2; 

>• n; 

•EOl:N 
REPEAT 

1 :• t; 
OllDENAC 1 ,aAN>; 
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l : • 2; 
ORDENA< i ,BAN>; 

UNTXL BAN • FALSE; 
END. 

3 > QUXCtc SORT. 

El m•todo QUICKSOAT fue deearro11aao por e.A.A. Hoare; e3 el 
proceso m•e eficiente que se conoce para ordenar un conjunto de 
datoe, ya que emplea parttcionee e intercambioe; e1n embargo, 
tiene la absurda proptedea ae que tr~Daja mejor entre m•e 
desordenado eet• el archivo. 

El m4t~do consiste esencialmente en seleccionar un elemento 
llamado pivote del conjunto de datos, v reacomodar •ete de tol 
forma que a la derecha de •l ee encuentren los elementos menores 
y a su izquierda 1os mayores. El proceso ee repite hasta que 1oe 
part1c1onee generadas tengan un sólo elemento. 

a> se1occtonar al pivote o comparando <x> del conjunto, lo 
cual ee puede realizar de oo: rormae1 

- Escogerlo a1eator1amente. 

- seleccionar ~l elemento centre1 

b> Revisar e1 con;unto deeae el extremo 1zqu1erao hac1a ~, 

elemento pivote hasta encontrar un elemento >• x. sea al 
donde l ee la poelclon. 

e> Revisar e1 conjunto aeoae ei extremo derecho nacta el 
extrem~ pivote, ~aeta encontrer un elemento <• x, sea este 
aj donde j ee su poetclón. 

a) IntercemDlar lQS elemento~ al y aj para continuar con lns 
Dósquedae e 1ntercambtar1os ae1 lado tzqut•rao y aerecho, 
hasta que t y j ee crucen en alguna parte del conjunto. 

e> Guardar i.:i:s lndtces de los extremos del suDcon;unto con 
mayor longitud. 

f) Analizar el ~ubcon;unto menor <re;resar al paso e> ne.eta 
que no e~tetan euntablaa por ordenar. 

Ejemplo 

ª" 78 99 24 
1 

93 

•••• 

- 1:ae -

1 
!50 

1 ... "º 



( 40 78 61 24 "º 32 ) ( 9r;;:--;)3 9$ $4 ) 

..... 1 

...---., 
( 40 32 "º 24 )( 61 78 )( 83 )( 96 9e 04 ) 

x.61 

,---, 
( 24 ) ( 32 ~ú 40 )( 61 )( 78 )( 83 )( 84 )( 98 96 ) 

--so 

( 24 ) ( 32 ~o > e 40 > e 61 > < ?e > e e3 > e e4 > e 98 > e 96 > 

... -
(24) (32) (50) (40) (61 > (78) (93) (84> (98) (96) 

COOIFlc:-=IOH. 

PROCEDURE QSORT Cdatoe : vector, n: INTEGEA>1 
PROCEDURE QUICKSORTCdato•: v•etor,n; lNTEGER>, 
VAR 

i,j,x : INTEGER 1 
llEOIN 

i =• 1:1. .. _tnf, 
j 1. ttm_sup 1 
JC I• Ci+jJ DJU 2, 

1postetón eentrall 
x :. dato•t'XJ¡ 

\dato c;entral 1 
REPEAT 

1 4tt'leuentr• un •1.,.ento > )( 1 
WHILE datos t' 13 < x 00 

t =- 1+11 
1 •ncuent,-a un •l•"'•nto < x 1 

WHILE H ( da toa e J J 00 
J '. J-1, 

IF i <• J THEN 
BEGIN 

IF da toa e i> < > da toa e J'l THEN 
BEGIN 

INTERCNIBIA <dato• c. i'J, da toa c.J)) 1 
i t+t, 
J '. J-1, 
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ENO, 
BEGIN 

END1 
END1 

UNTJL. i > j 1 
JF 11tn_1n1 < j THEN QUJCKSORT<lim_hif, j), 
JF 1 i•-•up ) i THEN QUJCKSORT( i 1 1 i,._•up> 1 

QSORT( 1,n) i 
EHO. 

con:~:·~~d~i=:p:r~;~~::.ó~>r~p!~ª.~ ~!~K:'::! ~;ni~ ::~: p~~~=~!~ 
n eleMenta•, El partic.ionar un c;unjunto <•l•M•ntoa ni•ngt"•to al 
pivote• la izquierda y elemento• mayor•• o igual•• • la d•r•cha> 
ti•n• ~ tletnpo de •J•c.uc.ión prop'orc.ion•l al ni:.mttro d• el•m•tt'\to• 
qu• d•b•ra ••parar•• deeir OCJ-i+1>. 

Con e..ccepeiOn 1.ht l ..... ! :~11,,..;.' ¡,, t •.u.;urai11•• 4'-lllt h.;1c• QU1CKSORT 1 
c.ada llamada indiuidt.1al •J•c.uta 11tn un ti1i1111µl> tnJ.Ki"'º 
proparc.ional .al ni:.1t1ero d• •l•m•1ita• qi.~• •• p1.der'\ orden•r 1 •n 
otra• palabra• el ti•MPO total conautnido por GUICIC.m:JlllT •• la •uma 
•n todo& loa •1•1'1•ntos, de laa v•w11t11 que el •l•nHn1tt, tcu""'ª parl•• 
del aubconjunto con el cual •• hizo la llamada a 8UICK9DRT, E• 
•vld•nt• qu• ntng~n •l•tn•nto puede incluir•• •n do• llamad•• •l 
1niaW10 niv•l, aal qu• el tiempo c.on•ulfl'tido por• ••t• Matado pu•d• 
eMpr••ar•• colfl'to la au1na de la profundidad t> tn&>th1a ni11•l du 1: .. tda 
uno de loa elelftento• . 

..-.1••·----· 
El p9or eaao •• pr•••nta c.uendo en cada llaMada • CIUICK8DRT »a 

••l•cc.tona •1 p•or pivote poaible, par •J•Mplo •1 valor mayor del 
aubconj ..... to que ••'••tfi ot"dena,..do1 ya que el conjunto •• dividlt•A 
en doa aubconjuntoa, uno eon un aólo ~l..n•nto <•l ,,.:~u1.11t1 y 
otro con loa •l•M•nta• rea tantea, Eata a•couenc.ia d• part .t. clan.,• 
farMa el aigutente 6rbol1 
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La profundidad ae rl ee n-i+1 para 2<•l<•n y 13 orofundldad de 
r 1 ee n-1; ae1 1a euma de 1ae profundidades ee 

n+t +Í: cn-l+t> • n
2

12 + n/2 + t 

Por 10 que el tiempo ae ejecución en el peor caso es ocn2 >. 

ANALXSXS DEL CASO PRClllEOXO. 

suponiendo que a1 11amar 8 QU%CK80RTC1,s> todas lae 
permutaciones a t. i'l ... ,a r. j 'l son igua1mente prot>e.t>lee < 1a 
juetiflcaclon ee que arytee ae 1a 11..e.maaa no ~at>la pivote con loe 
cual.es a t n, ... ,a t i'l ee pudieran comparar para dietinQulrlo!I 
entre et, ee decir, pare que todos fueran menores que e1 pivote 
v, o para que todos fueran mayores que •1>. 

Ahora TCn> ee e1 tiempo promedio coneum1ao por este m•todo 
para ordenar n elementos. Es ev1aente ~ue TCt> ee alguna 

~~~~~!ªr;~~re~~a:uedl~=~~a~~ c~!~~~nt~>~~teco:~t~~o ~~po~:a1~~= 
toaoe 1os e1ementos son aiet1ntoe 1 este m•todo tomara un p1vote y 

~~~~~!~~ee~ ,º~nj~~!~u•~º~~~~~d:t ~~to~~em~~racS~ae~:~ª10:1Q~~: 
euoconjuntol; serle Dueno poaer pealr ~~e el pivote tuviera .1a 
mlerna probabilidad ae aer e1 primero, segundo o n-•nesllllO 
elemento ae1 conjunto que esta ordenando, ein embarQo, para 
garantizar que el m•toao encuentre por 10 menos un elemento menor 
que caaa pivote y al menos uno igual o mayor que éete, !Siempre se 
escoQe el mayor de loe aos prtmero• encontraaos. 

Resulta que esta aelecciOn no afecta • ia dl•tribuciOn ae 
tama~os de los subconjuntos, pero tienae a hacer ios Qrupoe 
1zqu1erdoe "'6• granaea que. 1o• grupos derecnos. 

se nar• ei aeaarro110 de la ·formula p~ra 1~ orot>aDi1tdad de 
que e1 grupo izqutercso tenga i ae los n e1ementos, en el supuesto 
ae que tooos 108 dato• son dlattntoe. Para que e1 grupo izqulerao 
tenga 1 eiementoa, •1 pívot• aaD• ser e1 C&•t>-••I_, e1emento. El 
pivota por e1 nwtocao ae ee1eccion Podrta naDer estado en 1a 
primer poslclon, con alguno ae 10• 1 menores como primero c1a 
proDaDilldad de qua cua1quter elemento en parttcu1ar tal como el 
<l•t)-••IMD aparezca prt .... ro en una eecuencta a1eator1a •• tln>. 
Dado qua apareclo primero, la proDADi1taad da qua el segundo 
elemento ••• uno de loa 1 elementos ~a peque~oe ae 109 n-t 
elementos reatantea •• l'ncn-t); aat la proDaDt11aaa de que el 
pivota &pi9rezca en la pruner postcion v sea el n~ro i+t ae loa 
n an e1 oraan aproptaao •• 11ncn-t•. En rorma • .,..,an~• 1a 
pr0Dao111aaa de qua al pivota ... e1 aa la seaunaa pos1c1on v al 
n""9ro ••• CM 1oa n an el oraan •• ''ncn-t)¡ ael qua la 
proDaDilldad d• qua a1 grupo izqu1arcso saa ae tamaftO 1 •• •t,ncn
tl para t<•l<n. 

Anora ee puade escribir una ecuacton de recurrenc1a para Ten>• 



... 
TCn> <• ~"' 211ncn-1>eT<1 > + Tcn-t >l + c 2n <Al 

seoún esta ecuac1on el tiempo promedio requerido por el m•todo 
QUICKSORT es c 2n inaepenatentemente de las 11amndüe recursivas, 
m&s el tiempo promedio ut111zaao en las mismas Este último 
tiempo 3e expresa como 1a euma ae todae iae pos101ee l, de in 
probabtlidad ae que el orupo 1zqu1erao tenga tama"o l cy por 10 
tdnto el grupo aerecno tamano n-t> multtpltcaao por el costo ae 
las llamadas recursivas T<I> y T<n-1> respectivamente. 

Simpltrtcanao la eum~torta pare que tome la rorma que tenarta 
st se nuciera e1eo1ao un pivote verdaderamente aleatorio, se 
tenar&. que realizar una tren:Sformacton, obs•rve:!!.e que para una 
tuncton f(t) cua1qutera, sucetttuyenao l por n-1 se pueae prooar 

1:' f( l) - ~ .. f<n-l> 
••L 

~u1tlp11canao ambas por #Cl> y aeepejanao ee tiene 

r·L f ( l) • 1 /2 .z:·-, ( f ( l) + # ( n- l)) ... ... 
(81 

<c1 

Aplicando <C> a CA> con #(l) iQUal a la expree1on interna de 
la suma.Lvr 1a de CA> S'! ...... : : ·~ ... 

T<n> <• 112~ ... • l!lln<n-1> CTCi) + TCn-l>::> + 

2cn-1>1ncn-1>c T<n-l> + TClJ:J \+ce" ... 
<• t/Cn-t> ~l. CTCI) + T<n-lJJ +ce" <DI 

se aplica <C> a <D> con #Cl> • T<l> ... 
TCnJ <• 2/Cn-·l, ~l. TC') + Ce<n> <El 

La ~01uc1on ~ropuesta es que TCn><•Cn10Qn p~ra alouna 
constante e y toaa n>•2. 

Para demostrar que esta supoelclOn es correcta se efectaa una 
inoucc1on soore n. Si n•e. so10 se ooeerva que para a10Una 
con5tante e, TC2> <• 2c1og2 • ec. Para probar la inducc1on, se 
supone que T<l> <• c11og1 para l<n y se sustituye esta fórmu1a 
por TCl> en el lado derecno ae CE> con 10 cual se pueae demostrar 
que la cant laaa re.su1t.ante no es mayor que cn10CJn. ASl <E> es ... 

T<n> <• ec~cn-t > ~1 11091 + c 2 (f 1 

Como es necesario a1v1a1r 1a sumatoria anterior en t•rm1nos 
menores, aonae l<•n/2 v por 10 tanto, 1091 no es rnayor que 
1ogcn12> que es c1ogn>-•· v en t•rmlnoe mayorea, aonae l>nla v 
10Ql pueae ser tan grande corno 1oa:n 1 F se transforma en: 

T<n> "''" lhl. <• 2c1cn-t, c. 'f;., 11001 + '~"ft+~1og1 1 + c 2n 

<• ec.1cn-•>ci!'" t.1ogcn-1> +i:" 11oanJ + c 2n 
'•L i•11t1.•L 
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<• 2C/<n-1> c.n14tn/2+1>1ogn - n/4CM/2+1> • 

a/4n<n/2+1>1ogn:i + c
2

n 

<• eccn-1>C: cn2/a - nJ'aJ1ogn - cn2 /a + n/4>::¡ + c2n 

<• cn1ogn - cn/4 + cn1acn-1> • c 2n CO> 

UNA F~ ...,_S SENCXLLA DE ANALIZAR QUXCK80RT. 

El an•11s1s ae1 tiempo ae ejecución'ae1 QUICK8CRT eata aaao 
por 

TCn> • PCn> + T<J-LB> + TCU8-J) 

donde PCn>, TCJ-La> y TCU8-J> representan e1 tiempo emp1eaao para 
partlclonar el cv11Junto de datos. oraenar e1 euDcontunto 
izquierdo y oraenar e1 auoconjunto derecho reepectlvamente. El 
tiempo empleado para pe.rtlcionar un contunto ee ocn>. 

El peor caso ocurre cuando en caaa i1amaaa a1 procea1m1ento 1 

a1 part1c1onar el contunto en aoa euocontuntos, uno ae'e11oe esta 
vac10 cesto ea, J•L• o J•ue>; s1tuac1on que ••presenta cuanao e1 
e1emento ae1 contunto ••1•cc&onaao se encuentra v• oraenaao. 

E1 ana11a1a ae1 peor caao asum1enao J•L• ••: 

TCn> • P<n> + T(O) + TCn-t> 

• can + T<n-t> 

• can + cen-t > + Ten-a> 

• can + c<n-t> • ccn-e> + Ten-•> 

u 
• 1!. «* + TCO> ... 
• ce cn•t >n1•> 

• ocn2 >4 

El metor caso ocurre cuando ei contunto es partlctoneao en OO• 
aubconsuntoa ae1 mt:smo u1ma.t10, esto es J • e CL••um>1a> entonce• 
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T<n> • P<n> + 2T(n/2) 

• c•n + BT<n/2> 

• C•n + ec<n/2> + 4T<n/4) 

• c•n + 2CCn/2> + 4CCn/4) + BT<n/B) 

• 3C*n + BT(n/B> 

• 1og2nc•n + 2••1ognTC1> 

• ocn1og2 n> 

llOEJORAB AL QU%CK80RT. 

Ei·m•toao QUICK~T es el proceso ae oraenac16n mas. r•p1ao que 
se conoce en la actual i aaa, ya que eu t 'empo promea 1 o •le 
ejecución ee ocn1ogn>; e1n embargo, es posible melorar aan m&s el 
factor constante al tomar pivotes que divtaan caaa subconjunto en 
partea similares. 

Ejemplo 

se pueden tomar k elementos al azar ae un conjunto, oraenar10~ 
por una llame.da recursiva a QUICKtlORT, o por un aioorltmo simple 
y elegir a1 elemento mecuo, es aec1r, a1 e1emer-:c. Ck+t)/2 como 
pivote; pero nay que tener presente que Si k es muy peque~o ee 
malgasta el tiempo porque en promealo, el pivote dlvtair& los 
elementos en forma detugua1; y si k es muy oranae t.:.rd:- :-4 
demasiado tiempo, el encontrar e1 elemento meato ae los k
e1-n.to•. As l , ce.De esperar un 1 ncremento en la veloc l aaa ae1 
m•tor.to rte ordenación raptaa si y sólo el se ..,.,.,,.,..l"".nn.-.n in•. 
pivotes con cutdaao. 

otra posible mejor"a es aplicar un mfttoao :.c..-.ci.1,,..,:. ae 

~~a:~~~!~n;~ ~~!"ª~o:em!i~~~~ =~~:~~~un6~~-~0~o~"m~~~~~~ ~~~uci~~ 
procesos ocn1oan> para una n peque~a. El tam~~o adecuaao ae n 
aepenae ae muchos tactoree tales como el tiempo emp1eaao en una 
11amaaa recursiva -lo cua1 es una propteaaa ae la arquitectura ae 
la maquina- y la estrategia utilizaaa por el comp11aaor ael 
lenguaje en el que ee escrtDlO el m•toao ae ordenacton para 
realizar la llamada a procedimientos CKNUTH sugiere el nueve como 
el tema"º ae1 subconjunto en que QUrCK&ORT aece llamar a un 
algoritmo ae oraenaci~n mas simple>. 

Por ~ltimo nay que tener presente que e1 nw.toao QUICKeoRT 
recursivo es elegante pero no pr&cttco ya que emplea aemasiaaa 
mentor la 1oca1. 
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C. >ETOOOS POR XNBERCXON. 

Eete tipo de m•todoe euponen que el con;unto ae datos ee 
encuentra oraenaao y se desea introauctr un elemento nuevo, para 
e110 ee determina el 1ugar que aeoe ocupar y ae desplazan ioe 
datoe una poelclOn ae tal forma que el nuevo aeto pueda eer 
colocado en el lugar correcto. 

1 ) %MSERC%.0N OJ:AECTA. 

E~ m•toao eupone que el conjunto 1n1c1a1 eólo ttene un 
elemento y a partir de •1 ee van ordenando 1oe aem•s. 

Ejempio 

ORDCNAft1 

Lleta 1n1c1a11 s 

COD:WICACSON. 

PllOCEOURE 1N8ERCION¡ 
BEOXN 

1> a o 1• menoe_tnftnt.to; 
2> FOA l 1 • 2 TO n DO 

BEOUll 
:S> s 1• i 1 

7 

s 7 

7 

.. , WHlL.E acj) (a Ci .. 1:> 00 
BEOXN 

s 1 XNTERC ... MBX"'ª e ''·" e j- IJ) 1 

END; 
ENO; 

ENDJ 

7 

E1 c1c10 WHlLE no puede 11evar rn6a d• OCI) paaoa ya que l toma 
e1 va1or 1n1c1a1 de 1 •n 1a tnetrucct6n • v aecrece en ceaa 
c1c10, ••t• termina cuanoo J•t, v• que aco• •• ..._._lnfln&to 10 
que provoca que 1a conotc16n 4 ... fa1••· o.eso que •1 cta10 ~°" 
•• aiacuta n•t vecea, •1 ~todo da 1nsarct6n directa con•Uf'ft9 
naata ce~ ... t paaoe para a1guna conet.anta c. Slanoo a1 va1or día 
~:~t,~untei ncn+t•'• - t. 10 cua1 l1'ftP1ica un tiwnpo da a3ecucu1n 
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COMPARACIONES. . 
El ciclo WHXLE se ejecuta f;~ c1 + aj> veces; donae aj es el 

número de elementos mayores a e jJ que se encuentran a su 
izquierda y ca

1 
.. a

2
,a

3 
•••• ,an> es la inversión del vector a c. 1J, a 

t.2), ...• a e: n1 1 por 10 que número total de comparaciones es n-1 + 
dj. 

Si O<•dj<•J-t y las a1'e son tnaepenaientee entonces el max1mo 
y mlnuno valor para n-1 + -,~ .. dJ es 112cn-1>cn-2> y n-1. 

El promedio de c~Laj sobre todas las permutaciones es 1/2rj;~ J 
• 1/4n<n-1> por lo que el número ae comparactones para el caso 
promedio estA dado por: 

n-1 + t/2c;;:a1 • n-1 + 1/4n<n-1> 

• <4<n-1> + n<n-1>>14 

• <<n-1>cn+4))/4 

INTERCAMBIOS. 

En b~te algoritmo caaa intercambio implica tres movtmientos 
<aux:•ac.JJ,ac: JJ1•ac j+1l1 a-c:. J+tl:•aU>c>, por lo que el número 
total ae e11os est• aaao por lae comparacJones rea11zadas en cada 
caso multipltcaaas por la constante 3. 

Und leve mejora a este a1gor1tmo, con el objeto oe simplificar 
el número de Intercambios es la siguiente: 

PROCEOURE INSEACION; 
BEGtN 

t> a~Ol :• menos_infinito; 
2) FOR i: •2 TO n 00 

BEOIN 
3) j:. i-1 ¡ 
!J) ><:•a e tJ • 
5) \llH.ILE )(<a e j) 00 

7) 

8) 
9) 

END; 
ENO; 

SEG.IN 
A t j + 1 J : •a e j J; 
j <"j-' ¡ 

END; 
IF' i < > ~ THE'N 

a. e il: •x; 

oaao que el ciclo WHILE se eJecuta r..fndj veces, el número de 
movlmtentos de los datos es cn-t> + cn-1> + E;'11.,dj esto es en-2 
movimientos en el mejor caso 1/2Cn-t><n+4> en el peor caeo y 
1'4Cn-1>cn+B> en el caso promedio: 
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Peor caso 

caso prOMeat.o 

• cn-1 > cn-1 > 

• en + e 

• cn-1> + t/2Cn-1>Cn+2> 

• cecn-t> + cn-t>Cn+2>>12 

• cn-t>Cn+4)/2 

• en-u + cn+t > + rj\, dj 
----v---' 
COftll)aract.one• 

• cn-1> + ccn-t>Cn•4>>14 

• C4Cn-t> + cn-t>Cn•4>>14 

• cn-t>cn+4+4>'• 

• t/4Cn-t>Cn+a> 

Tamt>l6n ea poelo1e al. activar 1a 1netrucclOn a de1 a1gorltmo 
minlmlzar m•e ~l. namero ae intercamDlos, pero tamDi•n lmpltca un 
oran incremento en e1 nomero de comparac1onee cn+t > en cada caso. 

21 %NSEAC%0N a%NAR%A. 

EÍ proceso ae lnaerclon Dlnar1a conslate en comparftr 
tnlc1a1mente e1 primer dato con e1 e1ttmento centra1 ae1 con,unto 
y aetermt.nar al 1as comparaciones contin~an sobre 1os datos que 
se encuen~ran a la lzquteraa o derecha oe1 elemento central.. 

E;templo 

LiS~a: '503 87 512 61 170 897 27!5 
i= :r 
-'e !512 61 170 

:r 
501 897 17!5 

!512 61 87 ~ SOi 897 27!5 
-e: 
61 97 170 !501 S11 1197 w 
61 87 170 275 SOi !512 897 
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COMPLEJrOAO DEL METODO. 

El métoao tte tnsercton btnarta, resuelve eo10 la mttaa del 
problema. ya que aespucls ae que se determina aonde debe ser 
insertado un e1etM1nto. se aeoen mover cerca ae ''2j registros que 
han sido oraenaaos para tener libre el lugar en e1 que se 
instalar• •CJ.1; por io tanto el tiempo ere ejecuctón es: . 

t.f2 e t • ''2c t + 2 + .•• + n> 
i:L 

• ''ecncn+t, >;e 

• tJ'4n<n+1 > 

o sea proparctona1 a ocn2 >. 

INSERCION DE DOeLE ENTRADA. 

Este ~toao rue propuesto con ei ''" ª" reauctr el número de 
tnterc&mt>tos, y cons1:ste en colocar e1 prtmer e1emento 
centro de1 a rea ae saltaa. y posteriormente 
aerecna o tzquteraa seg~n corresponda. Ejemplo 

ORDENAR: "º3 87 S12 61 

Sl!l.ltda 

"º3 503 

87 87 503 

"'2 87 503 

'" ... 87 503 

70 "' 70 87 "º3 

8117 "' 70 87 503 

275 ... 70 87 503 

COD:rF:rCACIOll. 

PROCEOURE ORDENA; 
PROCEOURE INSERTA_DZNARIOCVAR sup,tnf,cen,elem 

8EOIN 
IF 8l8M > a c. n) THEN 

ac n+tJ':•elem 
ELSE 

BEOIN 
SUp!•n; 
inf:•t; 

- 142 -

.. los aem.t.s 

70 897 

""' 
"'2 

"'ª 
s1< 0Yr/ 

512 897 

INTEGER); 

en el 
a su 

275 

275 



ENO; 
BEOIN 

END; 

cen.acsup + in,, orv 2; 
AEPEAT 

:tF a c. cen :l < e1em THEN 
BEO'IN 

ENO 
ELSE 

lnf:•cen; 
cen:•csup + inf> orv 2; 

BEO'IN 
sup:•cen; 
cen:•<inf + eup> DIV 2; 

END; 
UNTIL cen - '"' • o j 

:IF a e cen.'.) >• elem THEN 
FOA l: •n 00\llNTO cen DO 

ac.i+1.J:•acll; 
a ccen+1J :• eiem; 

FOR 1:•1 TO n 00 
INSERTA_Bl:NARIOCsup, lnf ,cen,elem t: i)); 

ENO; 

3) SHELL. 

Este metooo es una genera11zacion oe1 ordenamiento ae curt>uja 
v deoe su nomore a su inventor O.L. SHELL; e1 proceso consiste en 
CQfllPerar tocsae 1as parejas de e.lement.oe que se encuentran· a una 
distancia razonaD1e, e 1ntercamD.tar aquellas que no se encuentran 
en orden. 

Las distancias oe comparación no deben ser mOltiplos enteros 
para evttar comparar m•s de una ~ez 1os mi~mos eiementos, y deoen 
ser decrementadas en cada iteración, hasta que se vuelva 
unttaria. E1 metooo parar&, cuancso la distancia sea unttarta y no 
extstan tntercamt>toe. 

una se1ecc16n razonab1e de la distancia es1 

dl • Cdl-t + t>'2 1 • t,2,a, •.• n v a 0 •· n 
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Ll:5ta lnlcla1: 04 70 90 63 96 

"• . (10+1>/2 "2 • (~+1)/2 

• 5 ! • 3 

~· ~: 
70 32 

8 50 o 

" 24 
3 "º o .. 96 
2 78 8 
o 98 90 
1 1 

. "º 83 03 

" ... 12+ 1) /2 "s • e 1+1>12 

. , 

r 
32 

"º "' 50 
50 '" 70 
03 
0'1 
9(1 
913 

CCDIFICACION. 

PAOCEDURE SHELL; 
VAR 

aietancla : INTEOER; 
Dandera 1 BOOLEAN; 

BEGIN 
oanaera :• f"AL.SE; 
alstancla :• O; 
WHILE NOT Dandera DO 
BEOXN 

• 1 

1: o 

~ 
0 
3 

04 .. 
90 

24 

04 

61 
04 

96 
04 

32 

?8 

83 

dlstancla :• TRUNCCCals~ancta+1>12>1 
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50 "' "º 

"3 • e 3+ 1 > t?. 

• 2 L 

~: o "º 8 '" o 50 

"' 78 
3 
0 04 

" 04 "ª 



Et<O; 
END¡ 

I.F distancia a 1 THEN 
oandera :•TRUE; 

FOR i:•n OOWNTO 2 00 
XF (l-dlstanc1a> >• 1 THEN 
BEGXN 

ENO; 

IF datos e i:l < datos c. 1-dtstanciB.J THEN 
BEOXN 

INTERCAMBIA< datos l ,datol5C.l-CHStanc1en ¡ 
IF Pandera • TRUE THEN 

Pandera ; • FALSE¡ 
Et<O; 

CCM>LEJIDAO DEL JETCIDO. 

El. no.mero de comparaciones reellzacsas por e1 proceso SHELL es 
llt11'1 n1nct6n rj~ ,~secuencia de incrementos usados. su an&li~i3 e~ 
extremadamente diflcil. y requiere respuestas a a1gunos proolemDs 
matemAticos que aon no han sido resuel.tos. 

La mejor secue-.-: '"" oe incrementos no se ha determina.do aon, 
pero se han estudiado a1;unos ca3os especlflcos, como por e3emp10 
cuando el. no.mero de incrementos es 1gua1 a dos <~•2), emp1eando 
como distancias ah y t; demoet.ranao que el. me3or val.or paran es 

~~r~;!~~~~:~n~: ~~!::.~~~~~~~· 
8 
c~g1¡~yo va1or el. t lempo promeoto 

Si e1 nómero de incrementos es mayor a dos ct>2> ia secuencia 
de valores est• clefln"10 como me. • 2aa1 -t para 1<•k<•1ogn; 
3 lei9~ ei na.moro de comparac1ones ree.lUadas en 01 peor ca3o 
ocn > ¡ sin emoarQo estudios empLricos <con ve.lores de " tan 
el.tos como 2~0.oool, hO.n demostrado que existen otro~ con3untos 
de tncrement.vs que aun.untan la rapidez del programa, deftnienao 
hi•C3••1-t>'2 pera t<•l<•t, donde t es el entero m&s pequeno tal 
¡~:r~~:ga~~ n <Eetoe incrementos ~an sido ca1cu1aaos en forma 

Al inicio ae1 oraenamtent.o se pueae ca1cu1ar nt empleando la 
re1ac1011 ras• t • &ns• t y comparando los resu1tacsos con n; en cada 
iteraci6n ms puede ser recalculada empleando hs • Ch••,-t>/3. se 
11a determinado la forma 2••l3••i < n cempleando un oroen 
g~~~~~~~~~~ entonces el naimero ae comparaciones real.izadas es 

SHELL es un proceso ef le lente ya que en cada t t.erac i6n del. 
m• todo se involucra re1at l vamen te a pocos elementos, o a 
eiemen~os que se encuentran ü una dietancia razonab~e. 1ooranao 
t ncrementar cons i derat>lemente el. orden de ios dat.os en cada 
lterac16n. 
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D. MET0D0S POR OJ:STRIBUCION. 

Los m•todos por distribución constan ae una co1eccton de 
casa11eros, marcados o etiquetados, donde se aepos1tan 1os 
elementos que coinciden con su marca. 

• ) llllETOOO RADIX 80RT, 

cada iteración ae1 m•toao RADIX SORT; conocido tam~l•n con el 
nomDre ae BUCKET SORT o CUBETAS; consta de dos fases. una fa&e de 
DIBTAIBUCION en ia cual los datos son co1ocaaos en iae cubetas o 
urnas de acuerdo a un aetermtnedo criterio y, una fase ae 
RECOLECC%ON donae los elementos contentaos en les cubetas son 
colocaaos en una lleta con un aeterminaao oraen. 

oraonar el siguiente con;unto ae datos: 

209 107 106 12 .. 221 103 20B 

F ... % <dletrlbucl6n ae acuerav a 1a un1aaaJ 

CUBO 

o 
1 221 
2 
3 103 .. 124 20 .. 
s 13S 
6 106 
7 107 
8 208 
9 209 

F ... xx creco1ecc16n> 

103 'ª" 20 .. IJS 106 107 208 209 
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,. ... :i: Cdletr1buct6n da mcuerelo a 1a decena> 

CUllO 

o 103 ªº" 106 107 208 209 
1 
8 Rll 114 
3 IU 

" s 
6 
7 

• 9 

.. _ 
lCI creco1eccl6n) 

101 11~4 10(1 107 20 .. tl(;t. ~21 12'1 1111 

.. _ 
lC <clletr1Duc1on el• acuercso a 1a CHnt•n•> 

cueo 
o 
• 101 10• 107 1:J"' us 
1 104 108 109 ea1 l 
4 

• • 7 
a 
• 

.. _ 
11 1reco1ecc1on1 

101 108 107 1U 1811 'º" 10• 109 111 

ClllDlf'lCCACIOfl llllL --LUDO •MIL •J-LO. 

flflOCaDUlll CUlll7Aa1 
HGIM 

•• ,. •• •• ,. 101 '°' ••... TO nU111.,C1191&oe 00 
HGIM .. ,. 11 

f'CM S ••O TO • DO 
f'Oft '1 •1 TO " DO 

J:f' 10.toa ~ I> MOO .. , DlCV •I THIM 
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ENO; 
ENO; 

BEGrN 
recolecc ton e K.J : • datos e i.J; 

k : • k + 1; 
ENO; 

FOA i ; • 1 TO n DO 
IF datos e i:S <> recoleccion e i.l THEN 

datos c. t:i 
at a1 * 10; 
a2 : • a2 * 10; 

recolec ton e t.:>; 

COftilPLEJIDAD DEL METODO. 

La cantiaad de traoajo rca1tzaao en la primer fase ee 
proµorciona1 al número de elementos en>, 5upontenao que en caa~ 

fa~~ las cubetas acoen ser ordenadas empleando para e110 un 
~l•Jor 1 tmo que ordena por comparación de aatos, entoncee, ee 
reul1..:i!n s<m> comparaci<lfles pera una cubeta con rn elemento~. 

Ahora st ni es el. ní.lmero de elementos que conttene la t-•elma 
cubPJt<"l, e1 a1oor i tmo realiza z.~1Le:cnt, com¡"' ... ",..IC"I"'""" nurante le. 
primer rase. La segunda fase pueae requerir que tou~~ lv~ 

elementos eean copiados de una cubeta e un arcntvo, stenao la 
canttadd ae traDajo ocn>. Lo cual implica que se realiza mas 
trabajo mtP.ntras se oraenan lae cubetas. supontenao que a<nl> es 
ocm1oonu. entonces si los elementos eon uniformemente 
distribu1aos en las cubetas, el algoritmo realiza aproximadamente 
CKCnlk>1og<nlk) • Cn1ogCn/k) comparaciones de elementos en la 
primer fase, aonae e depende del algoritmo ae oraenacton 
emp1eaao. Al incrementar M <n{Amero ae cuoetae> se decrementa el 
número ae comparaciones realtzaaas; Si K•n/tO entonces n10Q10 
comparactones podrian ser realtzaaae y el tiempo ae ejecución ae 
la. ·)r·aenac ton ae cubetas podr la ser 1 t nea1, ae:umtendo que los 
aatos s~n uniformemente atstrioutaos y el tiempo de la primer 
fas~ no depende ae k. 

Sln embargo, en el peor caso, toaos ios elementos pueden ser 
introducidos en 11n""' cubeta y e1 archivo entero pueae ser ordenado 
en la segunaa fase, naclenoo todo el trabajo de la primer rase 
totalmente tnnecesario. 

Si en la SP~unaa rase no se empleo ning~n a1oorttmo ae 
oraenacton como se muestra en el eJ;~rin entonces, el número de 
comparaciones realizadas por el m•todo es cero y dado que extsten 
n elementos a ordenar y m valores distintos ae llavee <pcr lo 
tanto• cubetas distintas>, el m•todo consume ocn••> si la 
estructura ae aatos empleada para las cubetas es la adecuada ese 
recomienaa una lista enlazaaa>. 

En part1cu1ar Si m<•n la oraenaclón por cubetas se ejecuta en 
un tiempo ocnJ. 
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oe todo esto hay que tener presente que el m•toao AAOIX BORT 
es eficiente para un número no muy peque"º ae elementos con una 
11ave de longitud no muy 1arga, 'V at:.1n, cuando varios m•toao• de 
ordenación se baean esencialmente en la comparación de llaves 14 
contabiliaaa de esta operación no es el ~nico camino para medir 
la eficiencia ae este tJpo de procesos. 

E. ME:.IOOOS POA J:NTERCALACJ:ON. 

Los m•todos por intercalación mezclan dos o mae conjuntos de 
datos oraenadoe para formar un nuevo conjunto ord•nado de dato•. 

1) MEZCLA. 

El mlnlmo número de conjuntos oraenaaoa requer1aoe para 
aplicar este m•todo son aos; realizando para ello el elgutente 
proceso1 

~' r~mp~r~r lo~ aos primeros eiementos del conjunto A y •· 

o> Mover el elemento menor a un conjunto llamado c. 

c1 Tomar el aato siguiente al menor e1egiao y compararlo con el 
perdedor. 

O> Repetir D y e naeta que uno oe loe conjuntos se agote. 

e> Introducir los datos faltantes ae1 conjunto no agotado a e 

ejemplo 

A• 7 • 9 . ' 2 

C011111P9racton e 

3 ) 1 

3 ) 2 2 

3 
( " 2 3 

.. ( 5 e a • 
5 < e e 3 " 11 

e < 7 1 a .. 11 • 
conta·va se agotb •••copian loa •1em9nto• r••tant•• d• A• c . 

• .. 11 • ., 
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COOIFICACXON. 

PAOCEDUAE INTERCALACION; 
BEGXN 

END; 

t;.,; 
l '"1 ¡ 
K: •1 i 
WHILE (i<•n> ANO c,<•M) DO 
BEOIN 

ENO; 

IF ac: i:l<D Ci,:J, THEN 
SEOXN 

END 
ELSE 
BEOIN 

END; 

e e kJ: •a c. iJ ; 
i : • l+,; 

e c.kl:•DC: j,;]; 
1 : •j+ 1 j 

K:•K+1, 

IF l <n THEN 
FOA 1:•j TO m 00 
SEG IN 

END 
ELSE 

K :•K+1; 
e e K, : •D e 1.J; 

FOR 1:•i TO n 00 
BEOIN 

te.: •K+1; 
e t: K:> 1 •a e 1); 

ENO; 

C(M)LEJXDAD DEL tllETODO. 

Sl n y ne~ el n~mero ae elementos ae ios conjuntos ordenados 
A y a, a1 apl i caries el m6toao ae mezc1a ··para l nterca1ar1os 
ontener un conjunto oraenaao, es t•cil comprooar que e1 número 
m.t.xlmo ae comparaciones realtzaaas por el proceso en el peor caso 
es ... n-t, por lo tanto un algoritmo que mezc1a aos conjuntos ae 
tama~o n realiza a lo 11\65 2n-1 comparaciones. 

Los aatos at v bt pueden ser comparaaos para t<•i<•n y ai con 

~~:~ara~~~~ e!~~'!;:~:~a :~e ~~s t~~4:"':~~:; ~ 1 styi>=~. :~~~~. 5~~ 
!::ie:!~~"!::s ~~nOi~~:~~t::roc~~alQ:~~:~b~~=~= s~~-cap~~n<:: 
no terminar en un oraen correcto, sinU1armente si para a1Quna t 
nunca se compara at con Dj• ; los datos se comportan como 
bt<•!<D2 <•R< ...• <Dn<an donae el resu1tad0 pueae ser conststente 
con oa resultados ae las comparaciones, pero nuevamente el 
proceao puede no ~erminar en el orden esperado. 
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como ee puede observar, cuanao n ee semejante a m el m•todo ae 
mezcla es Daetante Dueno,ein embargo cuanao el tama"o ae uno ae 
loe aoe conjuntos ee peque"º ccercano a uno>; ee puede Duecar una 
forma m.ilB eficiente <empleando oaequeda Dinarla por ejemplo> para 
determinar el lugar en que eeos elementoe deDen ser tneertaaoe 

4. t • S c:x»IBXDERACJ:ONES ADXCXONALES REsPECTO A LOS llETIXX>S DE 
CRDENAM:IENTO. 

Algunas de las coneiaeractonee que un usuario aeDe tener 
presente para maximizar la eficiencia ae un a1gor1tmo de 
ordenación eon: 

- cuanao loe reotetroe sean muy oranaes y los tntercemDtoe 
coetosoe, una estrategia muy attl para m1n1m1zar el traDajo 
y e1 costo del proceso, es mantener una matriz de 
apuntadores a registros por meato de cualquier a1gor1tmo, 
para modificar lB7 ~trer.r.tnn~~ ~n lugar ae 1ntercamo1ar l~s 

regtetro.s. 

- Al.gunoa a1gor1tmoe lntercamotan a e i:> y a e j) con i•;t, o eea 
tntercamctan valoree que se encuentran en la mtema posición; 
l.oe ueuartos ae han ae preguntar e1 porque de e110 dnao que 
no tiene caso realizar esta operacion, pero hay que tener 
presente que el activar una lnstrucclón condicional. que 
considere esto, implica incrementar el. namero de 
comparaciones rea1tzaaaa y solo eer1a va11ao en el caso en 
el cual l.oe tntercamctos sean una o~eract6n coeto~a. 

- Si 1a rapidez, es detenninante en la tarea ae oraenar un 
conjunto ae datoe, se pueaen evitar l.ae llamadas a 
procedimientos y funciones, ya que·eetoe requieren un tiempo 
eKtra; similarmente, oaao que e1 proceaimiento ae oraenacion 
r&ptaa recursiva neceatta un tiempo extrn para la 
1mp1ementactón de l.ae 11amaaas recurst~~~, pueaa evitarse 
este tiempo codificanao el. procedlmtento en formn no 
recursiva. 

4. t , 8 TABLA CXMl'AAATXVA DE ALCAMOS fllETOOOB DE OROENACION, 

ALOOAJ:TillO 

INSE~CION DIRECTA 
SELECCION DIRECTA 
HEAP SORT 
llUfl•UJA 
QUICK SORT 
RADJIC SORT 

oc.FARACIONEB 

CABO PRCMED:ro 

cn-1 > cn-2>/2 
ncn-t>l2 
nc1ogn> 
ntn-1'/2 
nc1ogn> 
m + n 

PECA CABO 

cn-1 >en+">'" 
ncn-012 
2nc1ogn> 
ncn-1>12 
ncn-1>/2 
m + n 
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ADICIONAL 

NO 
NO 
NO 
NO 
SI 
SI 



4 2 ALGORITMOS De BUSQUEOA. 

Lo~ algoritrños ae búsqueaa ap1icaaos a una estructura ae aatos 
perm1ten localizar un nodo en particu1ar s1 es que este existe, 
la ericiencia ae este tipo ae procesos se basa principalmente en 
el numero ae comparaciones que el métoao realiza a.1 ejecutar su 
tarea. · 

La bl:.tsqueaa es una operación importante, ya que ee el proceso 
que consume m&s tiempo en un programa. la elección o eubetitucion ª" un buen métoao por un proceso malo repercute en un incremento 
suostancial en la rapiaez ael programa; por e110 es importante 
conocer la5 car&ctertsttces ae ios diferentes m•toaoe que existen 
para realizar esca actividad y. obtener criterios que nos 
perm1 ta.n seleccionar el método m4.s apropia.do para. un problema en 
particular. 

4.2. 1 Derin1ct6n ele 1os algorttmos ese bt..squeaa. 

Un a1gor i tmo de bQsqueaa, es un proce:so que acepta un 
-3.r"'Jumentv a v trata de encontrar un registro cuye. llave sea e. El 
a¡goritnio puede retornar el reqlstro completo o simplemente un 
apu11taaor a ese registro. Ee posible que la bl:.tequeda de algún 
ürgumento en particular sobre una estructure no tenga éXito; es 
decir, que no existe ntngün regiatro en la estructure con ese 
argumento como lleve. En ese caso el algorttmo debe retornar un 
rt.s')tstro v apuntaaor nulo. En algunos algoritmos 3i la búsqueaa 
no taene 4Hlto. se adiciona un nuevo registro a. la estructura con 
el argumento como llave. un proceeo que hace esto 39 aenomtna 
algortmo ae búsqueda e inserción. 

4.2.2 c1asirtcact6n de 1os M6t0d0a ae th:lsquecsa. 

Por la rorrna de manipular el campo llave e.1 realizar su 
nroceso 10~ m•todos ae bl:.tsqueda ese agrupan bajo la siguiente 
c1as1f1cacJón: 

c::c:::.s>RARACXON DE LLAVES { 
BINARIA 

LINEAL 

TRANSF"OfMll'.CI'ON DE LLAVES-----. FUMCIONES HABH 

La elección de cualquiera de estos metoaos aepenae ae1 tiempo 
empleado en la ejecución ae eu proceso, y ae la forme. en la cual 
se encuentran a1macenadoe los aatos coraenados, aesordenaaos o 
a1macenaaos con un criterio determtnaao>. 
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A. llETCOOS DE BUBQUEDA POR COM>ARACXOH DE LLAVES. 

La caracter¡et,ca coman da 10~ mótodo~ aorupaaos oa10 e~t~ 

nomore, ee le de realizar la comparación directa ae la llave 
ouecada con las llaves de los nodos que . pertenecen a la 
estructura de datos. 

1 ) B(Al!lqUtlda 11 nN.1 • 

Le DOsqueda lineal es el m•toao m•e eenc1110 que ee conoce, 
cons1ete en el recorrido eecuencta1 aeede el inicio naeta el 
final ae los elementos de una estructura ae datoe. 

El m•todo es aplicaole a estructuras de aatoe ordenaoas y stn 
ordenar y se recomienda emplearlo cuenao estas eon pequenae y ee 
encuentran a1rnacenadae en memoria principal, ya que Si no cumple 
estas car•cterletlcee ee neceearto considerar en eu procesamiento 
el tiempo ae acceso a loe diepoeitivoe de almacenamiento 
secunaario y e1 tiempo de recorrido ae la estructura. 

Ejempl~ 

sea A una estructura de datos que contiene loe eigutente 
elementos: 

A • " 7 •S o 23 22 'º 
dl Para saoer et extete el nomero 23 se requieren de 7 

comparac ione&. 

01 Para aetermtnar si un elemento no pertenece a 1a e&tructura 
son neceeartae 12 comparaciones. 

•7 

el El nomero promedio de comparaciones para Duscar un eiemento ee 
e (n/2>. 

COOIF"ICAC:tON. 

PROCEDUAE SUSQUEDA_L:tNEAL¡ 
BEGIN 

ENO; 

el<itO :• F'ALSE; 
i : • 1 ¡ 

WHILE NOT el< i to ANO i <n DO 
BEOIN 

IF' aatoe e l :::> • >< THF.:N 
e>eitO :• TRUE; 

i : • i+1; 
ENO¡ 
:tF' B)(itO THEN 

WA:tTE (E1 noc:to:' ,x, 'pertenece a 1a 1ist.•> 
ELSE 

WRITE <h~squeaa Sin •><it.d>; 
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CX»S>LEJXDAD. 

El tiempo ae ejecución del métoao lineal de búsqueda esta en 
runción al número ae comparaciones realizaaae, 10 cual es 
relativamente fAcil de ca1cu1ar. 

El mejor caso se presenta cuando el primer elemento ae la 
estructura es el elemento bu5caao, por lo que el m~todo rea11za 
solo una comparación. 

El número de comparac1ones promedio que realiza el m•toao son 
<n+1)/2, lo cual est& daao por la siguiente sumatoria: 

1/n..;, i/n • 1/1'<1'<n+1>/2> ". • cn•1>/l! 

aonae i/n es la probabilidad de que el elemento ouecaao s~ 

encuentre en la t-•atnm posición, siendo la et1c1encia del método 
en el caso promedio O<n>. 

En el peor ca3o se realizan n comparaclon~s puesto que ~e 

aeben comparar toaos los regJstros, ya que el elemento aeseaao 
puede encontrarse en el 01t1mo noao ae ia lista o no e~tar 
contenido en ella. 

2> B6squeoa blnarus. 

Tambi6n llama.da bl'.1squeaa por bisección, aeotao a que el método 
e=st.a.. basado en la Dt.part1ci6n repetida ae1 intervc:llO oe t.i:..:squeo•J.. 

E8 un m•todo de gran utlliaaa aectao a su senc111ez y 
ve1oc1aaa; se aplica Sólo a datos ordenados, ios cua1es se 
encuentran aimecenaaoe en rorma contigua. Al rea11zar su proceso 
desarrolla los stguientes pasos: 

a> MIENTRAS EL INTERVALO DE BUSQUEOA NO ESTE VACIO 

- Determinar el elemento central ael intervalo. 

- comparar este e1emen~o con el elemento buscaao. 

- Si son iguales e1 proceso termina 

Sino 

Si el elemento ouscaao es mayor 

aesechar la primera mttaa del intervalo y considerar 
1a segunaa como el nuevo intervalo ae D~equeda. 

Si e1 elemento buscaao es menor 
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desecnar ia aeguncsa mitad ae1 intervalo y considerar 
la primer mitad como el nuevo intervalo. 

b) Imprimir "BUSQ\,IEDA SIN EXITO". 

Ejemplo 

oaaa 1a s1gutente 1tsta de datos ordenada. 

o 3 4 6 7 .. 'º 11 15 t7 22 

Determinar ~i e1 n.:.mero 5 pertenece a 1a 11sta. 

Xteracion: 

(0 3 4 6 7) .2- ( 10 " 15 17 22 

2 <O 3) 4 (6 7) 

3 ..!. (7) 

de donde 38 conciuye que el dato 5 no pertenece a lA lista. 

PROCEDURE BUSQUEOA_BINARXA (datos;arreg10); 
OEOXN 

END¡ 

tnf :• t; 
tsup :• n; 
extto :• F"ALSE; 
WHJLE inf <• sup ANO NOT eKito 00 
BEOIN 

rMtd :• XNT<Cinf+SUP)/2J¡ 
J:.- X < Gat.OIS C MBCI .:S THEN 

aup :• mecs-t 
ELSE 

IF X > datos e mea :J THEN 
lnf' :• llM!ld+t 

extto :• TRUE; 
END; 
XF NOT ex' to TlEN 

WRITE (E1a.ento no encontraaó> 
ELSE 

WRXTE (E1ement0 encontrado">. 

CC:.tLEJ:IDM> DEL 9ETDDO. 

23 

23) 

En e1 nmtor caso e1 n~ro oe Cotllpl!lraclones rea11zaaas es 
1gua1 a t, ya que e1 e1e1M1nto centra1 obtentao en la primer 
tteracton ea e1 noao ouscacso. 
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oaao que ceda tterac1on de este ~todo a1vtde e1 intervalo ae 
Dúsqueda a la mitoa, reduce e1 número posible de canataatos en un 
factor ae 2 1 grar1cemente esto ser1a: 

~ ean\ra\ O Jo. ... 
co, .. poc-ac..ó.., 

a 

F'XO '4. ::S 

donde l~s aos suD&rooles representan ias particiones rea11zaaas 
en ~ada iteración. 

El ... .a.J.l..Ulo del 1·1umc.. • .., ..,. vmea10 de comparaciones es algo 
complicado de rea11zar, ya que cada elemento es igualmente 
prooable de ocurrir. 

A~ora el numero de comparaciones rea1,zaaas para encontrar el 
i-•simo c1emdnto esta daao por su nivel en el &rbo1 m&s uno. Por 
lo tanto 01 promeaio ae1 numero ae comparaciones esta aaao por 

· C • 1/n'E.., NCC»FCi) ... 
donde Ncc.ll'Cl> es el nomero ae comparactones realizada~ para 
encontrar el eiemento l. 

Asumtenao que el &rbo1 binario esta 1leno y n•2**k-1. hay 
2••<k.-1> noaos con altura k-1. Si ALFA aenota 1a sumaz::.r~<t>, 
entonces ALFA es 1a suma ae ios primeros n t•rminos ae 1as 
series 

ALFA• 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + ••. 

- ' • 2(2). 2 2 ca> •... + 2 - 1 ,,, + + 2 - 1 <k> 

una forma cerraaa para e1 valor de ALFA pueae ser ootentaa 
usanao una t•cnica ae c61cu10. Si se aenota ias k sumas 
parcJa1es ue tas series Qeom•tricas, entonces 

SkCy) • t +V+ Ye+ .•• y•- 1 • y"- 1 ''Y-ti y<>t 

ahora, st y • 2z entonces 

SkC2Z)• t + 2Z + <2zl 2 •... +C2Z>
14

-
1 • c2"'zl(-1>(2Z-1) 
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por lo que 

d/dzt\8k(2Z)-t \ Z)•2(2Z>+22 C3z2 )+ .•• +2t<.- t (l<.Zl'(- 1 ) 

ae aonae ee tiene que aiterenclar la5 sertes \ a1<.c2z>-1 1 z 
t•rmino por t•rmtno. Si evaluamos la aertvacton, constaeramo5 z•1 
y sumamos 1, se ttene que ALFA es: 

ALF'A • 1 + d/dZ t:. \ Sk(2Z)-1 \ Z J y Z•1 

usando l~ forma cerrada para la suma parcial ae la serte 
geometrica Obtenemoa 

• 1 + 2 (1(-1) 

y e • '" • ( .¡ + 2 "e k- 1 ) ) /'n 

C • <1 + <n+1> C log2 cn+1)-1 .:J >In 

e - <n+t)/nlogecn+t>-t 

de ,jonae se aeauce que la complej iaaa ae la bOsqueaa binar ta es 
0Clog

2 
n>. 

Por io tanto, el namero de comparac1ones para e1 ca50 promedio 
y para el peor caeo tiende nacta log2 n a medida qua n aumenta. 

La búsqueda binaria no est• garantizada que sea m•s rapida que 
otros m•todos en listas muy peque~as, ya que Qeneralmente realiza 
pocas comparaciones, cada compa.racton requtere ma.s ca1cu10. 

CCMIARACI:OM DEL lllETCDO L~NEAL OC* EL ~ BI:NARXO DE 8USQUEDA: 

or&ficamente e1 comportamiento de estos m•toaos es: 

TlelftPO de boaqueaa 

11nea1 t • An 

etnarta t. • e1og2n 

FXO ~.6 

lo cual muestra que extste un punto óptimo de uso para caaa uno 
ae estos nwtooos. El punto de cruce ae las curvas aepende de 10 
computadora emp1eaaa, ya que ea~o aetermtna el va1or ae ies 
constantes A v a. 
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3> Arb01 Dlnarlo de D6aqueoa. 

un •rDol binario de u~equeda es aque1 en el cual el valor que 
contiene un nodo, ee mayor que cua1qu1er valor oe su suoaroo1 
lzqu1erdo y menor o iUUa1 <si permite duplicaciones> que 
cualquier valor de su euu•roo1 derecho; lo cual nos garantiza que 
e1 recorrido •enorden• del •roo1 da una 11sta ordenada. 

Ejemplo 

REOOAftXDO EMDRDEN: 14,52,53,54,63,64,S5,B6,90 ye que se visita 
primero e1 eub&rl:>Ol derecno en enorden, la ralz y despu•s el 
suo•rDol izquierdo en enoraen. 

queA:~ra~on:~eª~'::!t~!~:r'~e ª:s::e~~~~: 3~~~~c~A~x~~~-·~~"·or~=~ 
natural. Donde cada uno ae los n•' nodos externc: ~orreeponde a 
un espacio c9ap> en la ~aD1a. 

Tres rormas dlstlnte.s de aroo1es binarios de t:>1'1~~0UPr1~ 

soore 1ae llaves A,e,c,o 

FI.0 4.B 

Anora, ouscanao 1a 11ave z en un arool otnarlo de D~squeda se 
1n1c1a c0MP5rand0 z con 1a 11avo que contien• la ralz, de anl 
sucede que. 

- 1sa -



1 > Si el aroo1 es va.e lo, z no pertenece a la tabla y la búequeaa 
termina sin éxito. 

2> Si z es 1oua1 a la llave de la ralz, la büaqueaa termtna con 
éxito. 

3) Si z preceae a la 11ave ae la ratz, la búsqueda continúa con 
el subárDol izquierdo ae la raiz. 

q) Si z sucede al valor de la ralz. la búsqueda continúa con el 
sUD4rbol derecho de la ralz. 

Los Arboles binarios con muchas hojas tienen caminos laroos. ~a 

longitud de un camino deaae la ra¡z nasta una hO)a proporciona el 
número de comparaciones hechas cuando la di6posicion representada 
por esa hoja es el orden c1as1f1caao para cierta lista ae entrada 
L. Asl, la longitud del camino m.A.s largo aesae la ralz hasta una 
hoja es una cota inferior en el numero de pasos erectuaaos por el 
algoritmo en el peor caso. En especial Si L es la lista ae 
entrada, el .algoritmo ·erectuar• al menos tantas comparaciones 
como la longitud del camino, probablemente en accJon a otros 
pasos que no son comparaciones de claves. 

Por lo tanto es necesario preguntarse lo cortos que pueaen ser 
todos 1os caminos en un •rbol binario con k hojas. Un Arbol 
binario en e1 que toaos sus caminos son ae longitud p o menor, 
pueaen tener una ratz, dos noaos en e1 nivel 1, cuatro en el 
nivel 2 v en general e••• nodos en el n1ve1 t, aat e1 nGtmero 
mayor ae hojas de un aroo1 sin noaos en los nive1es mas altos que 
pea eaap. Ea aecir, un arco1 binario con k hojas aece tener un 
camino ae 1ongitua no Menor que 1og k. Si k•nl, entonces 
cualquier algoritmo ae oraenación que sólo utilice comparaciones 
para aeterminar el oraen, en el peor caso aebe requerir un tiempo 
or1og ni>. 

una aproxtmac1on cercana a nt es cn,c> aonae e•2.7tB3 es ia 
Dase ae los logaritlWOS naturales. 

oaao que 1ogcn,e> • n1ogn - n1oge se observa que 1ogrnt> es ae 
orden n1ogn. Ea posible tomar una cota inferior exacta, 
observanao que nrn-t>cn-2> ... ce>Ct> es el proaucto de por lo 
menos "'e factores, que a su vez son caaa uno al menos n,2. Asl 
nt >• cn,e>••n'e ae aqu1 que: 

1ogcn1 > >• cn,2>1ogcn,2> • cn,en.ogn - n,e, 

Por lo que la ordenación por CQlllP!lraclones requiere un tiempo 
ocn1ogn> en el peor caso. 

- tS9 -



CCX>IFICACION. 

PAOCEDUAE BUSQUEDA(l:INTEGEA; ratz:apuntador>; 
BEGIN 

r:•FALSE; 
IF ra1z • NIL THEN 
BEOXN 

noao : • nil; 
padre:• nil; 

END; 
IF 1•ra1z•.e1emento.e1 THEN 
BEOIN 

nodo :• ra1z; 
padre:•NIL; 
r :• TRUE; 

END; 
IF" 1<ralz,.,e1emento.e1 THEN 
BEOJ:N 

noao :• rasz; 
padre.• NIL; 
r TRUE; 

END; 
:IF i<reuz '".e1emento.e1 THEN 
SEO IN 

noaoaux raLz•.11; 
padreaux :• raLz; 

END 
Et.SE 
SEO IN 

noaoaux raLz .1d; 
paareaux rasz; 

F-ND; 
WHILE <nocaoaux <> NXL> ANO <NOT r> 00 
SEOIN 

tF t•noaoaux•.e1emanto.e1 THEN 
BE O IN 

noao noaoaux; 
padre =• padreaux; 
r TRUE; 

END 
ELBE 
BEOXN 

IF 1<noaoaux•.e1emento.e1 THEN 
BEOIN 

padreaux noaoaux; 
noaoauK : • noaoauK ,.. . 11 ; 

ENO 
ELSE 
BEOJ:N 

paareaux noaoaux; 
noaoaux noaoauK•.ld; 

END; 
END; 
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END¡ 

END; 
:IF NOT r THEN 
BEGIN 

padre padreaux; 
nodo :• NIL; 

END; 

4> Bósqueda secuenc1a1 lndexaoa. 

Existe otra t•cnica para mejorar la eficiencia de búequeda en 
un archivo oraenaao, pero que requiere una gran cantidad de 
espac10 este método es denominado búsqueda secuenc1a1 indexada. 

En este caso, se requiere una tabla auxiliar denominada 
índice, adicional al archivo ordenado; cada elemento en la tabla 
ina1ce consta ae una llave Kindex y un apuntador al registro en 
e1 archivo el cual corresponde al Kindex. LOS elementos en l~ 

tabia indice deben estar ordenados en base a la llave. 

La ventaja de este método es que los elementos del ar ch i ''C• 
pueden ser examinados en forma secuencial si todos los registros 
deben ser accesaaos; sin emoargo, sl s6lo ee oueca algún elemento 
en particular la búsqueda secuencial se rea11za en la tabla ae 
Lndices <en lugar del archivo> mlnimtzanao con e110 el factor 
ttempo, ya que la tao1a de indices es proporciona1mente mas 
peque,,a que el archivo, por ejemplo, si la table lndice es 1/0 
aet tama,,o del archivo, entonces cada a registros ae1 arcnivo 
instan representados por uno de la tabla indice. 

F.l empleo de una taD1a de indices puede ser ap1icaD1e a una 
lista ordenada almacenada va sea en forma ligada o en forma 
contigua. La ut111zact6n de una lista ligada implica mayor 
e~pac10 para campos tipo apuntaaor pero las inserciones y 
5Uprestones se realizan en forma. m&s eficaz. 

en la imp1ementacion contigua, las eliminaciones de una taD1a 
secuencial indexada se pueden realizar f&c11men~e mediante la 
asignación de banderas a las entradas que son eliminadas. ourante 
la D~equeda secuencial a trav•s de la taDla se ignoran las 
entradas que han aiao elimtnadas, es aecir, Si un e1emento fue 
Dorrado, aún cuando su llave permanezca en la tabla indice, en la 
tabla original la entraaa estar& marcada por una Danaera que 
indique que ese elemento ya no aeoe tomarse en cuenta. 

La lnserct6n en una tabla aecuencta1 indexada ea un poco m.6.s 
a1r1c11 deDie20 a que puede que no exlata'eapacto entre dos 
entracias de 1a taDla, a1enao necesario mov•r un gran n~mero de 
elementos en la tabla. Sin e..nargo, al extate a1g~n e1emento que 
tenga una bandera a• e11mtnacto, se requiere mov•r S61o a19unoa 
elementos y emp1ear el espacio oe1 elenMtnto DorraCIO para el nuevo 
elemento. 
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Si el archivo que contiene la informac1on ee tan grande que 
incluso el empleo ae un inatce no genera la suf1c1ente ef1c1enc10 
cya sea por que la tabla indice es muy granae para reauctr la 
bOaqueaa secuencla1 en la tabla, o porque la tab1a indice es muy 
pequena tal que las llaves aayacentes en los indices estan muy 
lejos en el archivo> entonces se pueae reducir a un indice 
eecunaarto. El indice eecunaario actaa como un 1na1ce primarto, 
que va a apuntar a las entradae en la tabla secuenctal. 

COOJ:FJ:CACJ:ON. 

PROCEOURE BUSQUEDA_INDEXAOA; 
BEOIN 

END; 

found : • FALSE; 

' t• 1;: 
WHILE ·< l<•tnaexze> ANO NOT founa oo 
IF ktnaexcl> > key THEN 

fauna :• true 
ELSE 

1 •••• 1. 

IF l• 1 THEN 
laWlirft : • 1; 

ELSE 
low11m :• p1naex<1-1>1 

IF found THEN 
hlllm :• ptnaex<l>-1 

ELSE 
n11tm :• n; 

\busca en el archtvo loa registros comprenataoa\ 
entre 1ow11m v hlllm 
J ¡. 10W1int; 
founCI :• f'a1ae; 
WHILE <J<•hi1lm> AND <HOT fauno> 00 

IF K<j> • k8V THEN 
founa : • TRUE 

ELSE 
j :• J+1; 

XF founa THEN 
posa e ton 

ELSE 
postcton :• o; 

11. 9ETQDCJe DE •19QCIEDA POR TRAN8F'OIWCZON DE LLAVES. 

Laa tM:ntcas ae b~squeaa por transronnact&n ae 11aves (ftA8H>, 
estan Dasaoaa en e1 ca1cu10 oe 1a atr•ccton •n ror ... atrecta, a 
partir a. 1a 11av•·a• un nodO. Este se ll!!llnPl•a median~• una 
runct6n de ,_peo H, ae1 conjunto k ce1011un10 de esta runc1on 
ron.clO por e1 conjunto de 11eve11 qU• puaden ser trans#o~a> 
sobre a1 conjunto L <rango ae la runca&n ror,..aa por nGll9ros 
enteros) que representan las atrecclones ae memoria. Tal runc&&n: 

H : 1t -> L 
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ee llama tunclón HASH o función de dlrecctonamtento HABH 

con eet111 m•to<So e:e tiene una D"815queaa tndependlente dal ni:.m1~rr, 

de nodos ae la ee~ructura y eu eftctencta es proporcional al 
tiempo utilizado para rea11zar la traneformación. 

Eeta t•cntca no eólo se utiliza en 1a recuperación de ia 
1ntormactón eino tamot•n en su almacenamiento. 

FUMCIONEB HABH. 

Existen muchas tunctonee ae traneforrnaclón que ea pueden 
apltcar, pero ee necesario tener en cuenta que, la e1ecclón de 1a 
función adecuada al problema repercute en 10 etlctencta ae loe 
algoritmos de almacenamiento y recuperación ae ia tnrormactón. 

Loa esos critertoa princ1p"a1ee a tomar en cuenta a1 eelecctonar 
una runctón HABH H r K->L eon1 

- La función H aeoe eer fACil y rapida ae calcular. 

- La función H deDe, en la medida poe101e, dietrlDUJr 
uniformemente 1a15 dtreccton.ee HASH sobre e1 conjunto L, de 
tal forma que exteta el menor n.:amero ae 0011e1onee poeiDles 
cea aectr, ae claves dl15ttntae que produzcan atrecctonee 
tgua1ee>. 

A cont1nuacton ee mueatran algunas functones HASH, f•c11ea y 
rap1csas ae evaluar en una computadora. Estas pueaen ser ap11caaas 
tanto a 11aves n~rtcas, a1fab•ttcas, o a1tan~r1cas . 

.. ,:~.ª:!:pu::t:~a!ª !!ª~!.,!":e :!~'~:s~~t~:~'ª:e~~~~ ,,,kt¿~f~ 
co,1t o dlgttoe aectma1ea con loa que se pueden formar 2**"' o 
10•.,. a1recctones reepecttvamente. 

HCKJ • K 1 +.•a + Ka; + •Kr 

A vece• se 1nv1erte e1 orden ae 1os dlQltos ae ias partes 
peres ante•. ae sumarlas, con ei objeto ae atinar mAs las 
dlrecc1on••· 

1.- ElllPl•ancJO e1 llllltOCIO aa e....a, oDtener 1• func1on ae rnapeo para 
la• ••eutente• 11aves: 

ª• • aot ••• s.. 

HCltt) • HCHtl • e • O • t • :31 

H«•a• • HCto••• • t •o• a••• 7 
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HCK 3 > • Ht584) • 5 + e + 4 • 15 

usando rw-2 dtgitos decimales, se tomaran 1oe dlgltoe menos 
s1gni,icat1vos <o eea, los de la extrema d~recha de la sume>. 

Aet, 1a a~reccion m•xlma que se puede tormar ee 
10 -1-100-1•9• <1a unidaa que se le resta ee por 1a direccion 
o). 

2.- Empleando e1 m•todo ae euma de la siguiente manera 

a> Particlonar la clave en dos partee y eumarlas, 

b> Partictonar la clave en dos partee, invertir la segunda y 
sumarias 

en ambas, considerar que eo10 ee tienen 99 a1reccionea. 
Obtener la runcion HASH ae las siguientes 01avee1 

3205 7148 

a> H<3205> • 3e • os • a? o> Htaeos> • aa + so • ae 

HC7t4B> • 7t + 48 • t• HC7148) • 71 + 84 • 55 

H<234S> • 23 • 45 • ea Htel4S> • aa + 54 • 77 

2> Mrttoao Por .... 1t1p1tcact6n. 

F.ste m~~oao se Daea en mu1t1p11car la llave por cierta 
constante, que pueae ser la m1ama llave, ae1 reeultaao ae ••• 
proaucto se toman • blts o a1g1toe, para a1recc1onar n ca• .. o 
to•._> 1oca11aaaea. 

En-.p1eanao el m•todo ae mu1t1p11cac1ón, oDtener ia 'uno1on HA9H 
constaeranao ios aos dlQltoa centrales para l•• i1avea1 ...... ka: • SS 

tomando como la constante en caaa caso e.&. m1.:Jn1..:i vulor ae la 
llave. 

HcK,> • H<3a) • <32)(32) • t0R4 • 02 

HCke) • HC41) • C4t>C4t) • t .. 1 • 68 

HC•a> - HCSS> • C5SIC55) • ªºªª - o• 

tgu;~:':,ª~op~~:·,~:~~~v:~.1:: !!::•:r:3o~a~lop~~u~~~,:!~~~c&onea 
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3> Mlttoao ese 1a mttaa ae1 cuadraoo. 

Eete metodo es un caso eepectal dCl m•todo por multipllcacl6n, 
en e1 cual ee calcula el cuadrado de la llave K, y la runcton 
HASH se define como: 

HUO • 1 

~¡~de 1 se obtiene ellmlnando alQUnoe dlQttoe de loe extremos 

Ee tmp~rtante emplea~ 1~s m1smas poetctonee de K2 para todae iaa 
llaves. 

Ejemplo 

Obtener iae s1ou1entes funciones HASH mediante el matodo de la 
mitad dCl cuaarado, tomar para ello loe dlQltoe cuarto y quinto 
por la Clerecha. 

1e, • 320:S "2 • 7148 

H<K 1> • H<3205) • K • t027202:S • 72 

H<K2 > • HC?14•> • K • 5t09~904 • 93 

Ht1C3 > • HC234S) • IC • 5499025 • 90 

4> ,...toao de atvtsl6n. 

El metodo constate en tomar la llave K y a1v1a1r1a por un 
namero •enumero cercano o. mayor a1 n.:.mero ae i1ave5 <K>. ea 
recomenaaole e1eo1r un n.:.nMlro prl'*> o con pocos a1v1sorea. ya que 
asl ee m1n.1nuza el· nOIMro ae co11e1onea>. El rea&duo de eeta 
atvist&n es 1a atrecct6n oe~ e1emento. 

~a runclon HASH da este ~todo ee aer1ne como1 

H(IC) • K MICO• eón rango co,t,2, n-t, 

HCIU • • ncX> •> + t con rango et ,e,a:, ... , n > 

Ejemp10 

ca1cu1ar por el "'46~oa0 de dlViSlón 1as sigulentea direcctonea: 

"t • aeos .... ?t49 

con ranQo <O, t ,2, 98): 

HCKt, - Hcaeoa• • ªªºª MDD •T • 4 

H<Ke, • HC?t48> • ?t.. 9llX> .., • e? 
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H<Ka> • HC234~) • e14s .MOD 97 • t? 

con ranoo e 1 , a, 3 , , , • 99 > 1 

HCIC 1 > • HCl20S) • <IROS MOD 97> + t • S 

H<ICa> • HC7t48> • C7t48 1i1111:X> 97> + t • ea 

H<Ka> • Hcaa4s> • caa•s,.,., •7> • t • ta 

S> ,....todO d• conv•r•i•n d• De••· 
••t• m•todo con•laera que loa elementos que forman la i1av• 

representan un nQmero en Dase P, entoncee el m•toao convl~rte 

••t• nQmero a~••• Q CP>Q>, oe aonae ee toman M elementos para 
'ormar la dlrecclón en un ran;o co,t,a, ..• ,to•--•>. 

l!l•mp10 

Empleando el m•todo de conversión ce baee, obtener ia función 
HA8H para 1ae i1ave•1 

••••• •1 • a. 
Loe nQmero• •• encuentran en Dese to, convertirlos a la base e 

y tomar loe dos diQltoe d•clmalea del eMtremo 1zquieroo . 

HeK
1

1 • HC911) . •••• • •• 
HeKal • HCte> . • ••• •• 
HCKal • MCO•> • • •• 

•• 1mportent• tener preeent• Qu• con 10• ""'toao• ant•• 
moetraaoa, •• po•iDl• invant•r unei gran ·cantlaaa ae runa&on•• 
HAeM Que pueaen aer emp1eaaaa con •xlto. 

ClOl.HIOMlle. 

Laa co1lalonea aurgen cuanao 1a alrecclon oDtenlaa pera un 
nodo o e1.,...~to v• .,. a&dO ••&gnado • otro noao1 ••t• proDlerna ea 
cea& &mpoeiDl• de.avltar, por 10 qu• ae "ª" a1aa~eao var1oa 
,..toaoe para Duecarie un eepac10 a1epon1D1• ai nuevo noao, • 
••to•, •• 1•• a•nomlna .~toaoe aa ~••01uc•on d• colte•on••, 
•&•ndO loe "'6a unportant•• 1oa ae DAr.ac1onm11&•nto ADA•rto y loe 
ae •naallenel9&ento. 

t 1 D&roao&orwHento aD&orto. 

••t• tipo oo ""'tooo aone1aora que el arcn1vo o taD1a ••ta 
agrupadO •n torn. c&rcul•r, v conaiate en r•v& .. r la ••truetura, "••t• encontrar·e1 •1..,..nto Duacaoo o un eapac&o l&Dre, lo cual 
1na1ca1 
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- En e1 caeo de querer lnsartar un elemento, el luoar 
dteponible para hacerlo y, 

- En e1 caeo de querer rca11zar una DQequeda, que e1 e1emento 
se encuentra en el archivo o ta~la. 

La gran desventa'ª del c1recc1onam1ento abierto se preaenta 
cuando ee e1imtnan noaoe ae la estructura, esto ee, un registro R 
ee eltmtna de 1a postcion r, ahora el ae requiere buscar un 
e1emento qu• se encuentra en una poetctón poeter1or a r, al 
realizar ei recorrtao de la estructura y encontrar la posición r 
vaole, se concluira que se llego al final ae la estructura, y 
eeto etgnifica que la b~squeda no na tenido •xlto, 10 cual es 
FALSO, por 10 que surge la necee1aaa de ettquetar la postcion r 
para tnatcar qua anteriormente contenia un registro y ee pueda 
continuar con la Dl!lll!!lqueaa. Esto ea 1a prtnctpa·l causa par-a que al 
a1recc1onamiento abierto no se recomiende para archtvoa que aeran 
modtftcados poster-lormente. 

FONlotl8 DIE AEVIBAR LA EBTAUCT\A'tA UTILZZANDO DIRECCIQNAMZENTO 
AHERTO. 

•> Prueba y MDdlftcact6n 1tnea1. 

se revisa la tao1a en forma aecuencta1 a partir de1 punto 
aonde ocurrto 1a co1ts1on hasta •ncontrar ei nodo aeeeaao o una 
po•tci6n vac,a. 

La d••v•nta,a funaamental de este tipo a• a1recc1onamlento 
dlr-ecto •• qu• lo• nodos tienden a agruparse, o sea, apar•cen 
uno• ,unto a otro• CCLU8,..RZMO>, ••t• f•nomeno ocurr• cuanCIO la 
••truotura •• va 11•nanao y provoca ei aumento en •1 n~mero ae 
COllSlon••· . 

a:¡emp10 

~ xns•rtar e1 nomero 31 en 1• etgutente tabla, empleanao el 
~CIU10 10. 

Hcat> • at..., to• t 

TA•LA :S:N:S:CIAL 

o eo o eo 
t 59 <- po•tcl6n ocupada t 59 
1 •• proc•d• • 2 lt <- ei•mento 
3 ea Du•car una 3 a tnaer~adO 

4 4 po91ol6n vaala 4 4 
5 s 
• 5B • s• ., •• 7 • • • t9 • •• 
9 19 9 19 
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b) Pruebe y 1110dJftcac16n cuaar6ttca. 

Eete metoao en lugar de Duscar 

~; 1 ~·~;.~·~; •. ·::~.h~!;e~u~~~ l~~ 
medio de D~squeaa para un 
agrupamiento>. 

las poetcione• con dtrecctones 
postctones con darecctones h, 

que se logra reaucir e1 tiempo 
registro <al reauc1rse el 

Si el n~mero ae posiciones en ia tabla es un n~mero prtmo el 
empleo ae este tipo ae a1recctonam1ento recorre en el peor caso 
la matad ae la tabla. 

Ejemplo 

Insertar e1 n~mero 61 en la siguiente tabla, empleando el 
móau10 10. 

Hc•t> •et llClO to • t 

por lo que la secuencia a seguir e:s: 1,2,s,10 

TABLA :IN:tCXAL TABLA RESULTANTE 

o "º <- ocupada o "º 1 '59 <- ocupaaa 1 '59 
2 31 2. 31 
3 23 3 23 
4 4 4 " " <- vac&a " 61 <- elemento .. "" 6 '56 
7 66 7 66 
a 18 11 18 
9 29 9 29 

C) DoD1e dtreccao,,..aento HA8H. 

En eeta tecn1ca se emplea una segunda runctón HA8H H, caaa 
llave tiene aos direcciones: HCKl•h V H CKJ•ft <>•. La forma ae 
buscar la posactón ae la• atrecciones •• 1a stgu1ente1 n. ft+h, 
n•2n, n•an, ...• h+&h san embargo, si••• un n~mero primo, la 
secuencia anterior acce~ara toda ta r~ble ~~•mDlo 

TA8LA :rN:rC:rAL TA•LA lllE9ULTANTE 

o "º <- PoStcton ocupaaa o eo 
1 '59 1 '59 
2 31 I! 31 
3 23 <- PoSiCtón ocupaaa 3 1!3 
4 4 4 4 

" <- posición vacia " 61 <- el.,.nto 
e "" e :se 1ns•r-taao 
7 66 7 ee 
B 18 B 1• 
9 29 <- poaicion ocupada 9 1!9 
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e> Encadenanu.ento. 

Esta t•cnica forma. una lleta 1igaaa para caaa clase ae 
equivalencia crunclonea HABH repetidas>, por· lO que deDe eer 
revieada Decuencta1mente para poder insertar, eliminar y 
consultar noaos. Para lograr eeto ee requiere ae un compo 
adtc1ona1 conoc1ao como ENLACE, que contenga la atreccton del 
SlOUiente registro de la lista, el a1t1mo nodo indica el fln ae 
esta. 

Esta t•cnica ee mas flexible y aumenta la rap1a~z ae lO 
cosqueaa. 

Ejemplo 

Aea1tzar la bOsqueaa del namero 69 en la siguiente tabla, 
empleando moa 10. 

HC69) . 9 

POSI'CXON I'NF'~CJ:ON ENLACE 

o "º .. <- indica que ee el ~ltimo 
1 !19 " <- tr a e 
2 31 A 
3 23 A .. .. A 

" .... .. <- e1 narnero e~ pertenece 

" "" 7 " la tao1a. F"IN 
7 e1> .. 
a 'ª .. 

inicio 9 1!9 1 <- l~ • 1 

EFJ:CJ:EMC:rA DE L08 llETIXI09 DE ~ - TRANlll"ONMCION DE 
LLAVES. 

La eftclencia de este tipo ae metoaoa aepenae ae 1a ,unct6n de 
Ma.peo HAllH y ia t•cntca ae Re1101uct6n ae co1&•.tonee. Para 
aumentar 1• ertc1enc1a ea recomenaable ••tgnar un n~ro mayor a• 
ioca11aaaa• ae a1macen8111tento a1 nomero de nodos a tnaertar, ya 
que esto raca11ta la ae1anac16n ae 1oca11aaa•• vac1aa. A mayor 
factor carga f'l'liayor er1c18nc1a: 

Anora, conalaeranao Ha •->L, el factor d• carga •• la r•1act6n 
entre el nQmero n d• llaves de • y • el """"9ro da a&reccion•• de 
L, o sea nM. 

C. -- Da - - LLAV118 -l.A8. 
Algunaa vec•• ee necesario realizar una DQ•Queoa Da .. aa •n 10a 

va1or•e de un campo que no ee la 11av• pr1marta en un registro, a 
ese CAIRPO •• le conoce con e1 nombre ae ·11ave eecunaarla o 
atrtDuto del regt•tro. 
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En general ae asume que cada reglatro contiene var1oe 
atributos que con ctertoa va1orea. La eapectftcacil\n de .100 
registros que eon requertaos ee llame. QUERY, Loa QUERZEB se 
encuentran reetr1ngtaoe a 1oa trea·a1guientea tJpos1 

a> ~RY 8DIPLE1 en e11a se da un valor eepeclftco que ee ae~ea 
tenga e1 campo de1 registro. 

b) UN llANOO DE QUERYi ee da un rango espectflco ae valorea para 
un atributo eapectt1Co, e1emp10 coeto < •te,ooo. 

e> aumw 900LSAMA: conalste de 1os aoe t1~vs onter1orou 
comt>tnaCIOa con 1ae operacsones ANO, OR y NOT, ejemplo 
cree1aencta • ~x1co> ANO <costo< •1e,ooo>. 

El problema de aeecuortr coequeaae ettctentes para e~to~ tres 
ttpoe de QUm:RZ•• es dlftcil. El m•s conoctdo es aenomtnado 
snver•t6n de arcntvom. 

El archivo se co1oca en un oraan dletlnto al ori~1na1, esto 
atgnlttca que 10• regt•troa y atrtbutoe son combtnaaoe, y en 
lugar de 1l•tar 10• atributos ae un d•t•rmtnaao regletro, ea 
ltatan lo• reet•tro• oaoo un aetermtnacso atributo. 

En genera1, •• neceear&o uear un arcnavo tnverttao 1unto con 
•1 arcnavo ortQ&na1, ••to lmp1tca aup1tctdad v reaunaancia ae le 
1nrormactdn pero, •• compen•aaa con 1• gran ve1ociaaa pera 
1oca11zar 1a 11av• secunaaraa. 

LO• componente• de un arcntvo tnverttao aon la• lleta• 
1nverttoa• d9 toCIO• 10• re~tetroe que tten•n un va1or oaao en 
a1g.:.n atrlDuto. 

Para 1•• ~..- D001••n•• •• nece•tta tn••rtar 
m&n&ntiament• ao•. ll•t•• tnverttaaa, esto .•• puede nacer da 
rorme•, por •19111p10, •& no.otro• oraenamoa las lletas, ee 
••lecctonar 1a "'6• pequafta v revtaar •u• registro• para 
eus atrlDutoe v ltetar la• que curnp1an con 1a conalcton1 

CEDAD e t•I ANO cc:oaTO ) a ,0001 

- t70 -

o untr 
vartaa 

pueae 
cnecar 



REOIBTAO 

2 
;s 
4 

L.IBTA s 1 , 2, 3 , , .. 

" 7 

" 10 

REGISTRO 

1 
2 
3 
4 

COSTO 

• 1:500 
t2000 
t1300 

• ~ºº 

Eete tipo de 1>.:.equeda ee muy lmportcnte y 1oe m•todo~ 

emp1eecios son perfeccionados ª'ª con dla Cejemp101 e1 uio o 
Lenguaje de Manipulación de Datos empleado en el manejo de Dase 
de datoe>. 
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CAPXTULO V 

ALOORX'TMOB PAftA MANXPULAR CADENAS DE CAA8CTERE8. 

Si se observan los archivos conteniaoe en alg~n meaio ae 
almacenamiento desde un punto de vista oenera1; encontramos en 
ellos so10 cadenas de car•cteree con una funclOn espec1a11 
realizar alguna tarea, ordenar realizarla CProgr ... a ele etat ...... a 
v Progr ... • de Ap1tcac1onea>, o contener informaoion CArchtvos esa 
Datos>. oe ehl, la necesidad 1ne1ua101e ael mane'º ae lae caaenas 
de car•cteres en el •rea · ae la computac1on, que implica un 
~~~u~io constante ae los algorltmoe 1nvo1ucraaoe en eete tema. No 
solo es importante tener algoritmos eficientes que man1pu1en este 
tipo ae cadenas, sino tamDl•n entender como rea11zan eu func1on. 

Ast mismo, ee Importante e1 estudio ae a1;or1tmoe que 
proporcionen seguridad en e1 manejo ae la lnformaclOn contenida 
~n los arcn1voe CCftXPTOLOOXA> y de aque11oe algoritmos qua 
minimicen el •rea de a1macenam1ento empleado por loe archivos 
CCOMPACTACZC»t OE DAT'Oe). 



S • t ALOORX'TM09 DE -NIPULACXON DE CADENAS DE CARaCTEREB. 

Las caaenas ae caracteres son e1 pr1nctpal centro de lo~ 

sistemas procesaaoree de te~tos, ee aetlnen como Hecuenc1es ae 
letras, n~meros y cer•cterea espec1a1es. Estos objetos pueden aer 
muy grandes v los algorttmoa erJc1entee 'ueoan un papel muy 
tmportant• en su me.n1pu1acJ.óh, que se lleva 4Ctt.t>O en todos 
aquellos m•toaoa que re1ac1onan las caaenas ae carActeres. 

DEFINICION DE SECUENCIA. 

Ten9lft0s que una auceelOn ee una ltata de 0D1etos, uno aespu•e 
ae1 otro, 1a cual esta numeraaa en el oraen natural creciente ae 
los nomeros poe1t1voa •t • t. •••e, 

En la computacJ.On, la aucee1on ea un concepto aenomtnaao 
arreglo lln-1 o lista 11nea1, aonae un 4rre:i . .¡"""" ~e ve como una 
sucealon ae poetctonea, representadas como caJonee . 

Arregao • • act1 .,., •c:ll . , .. , 
1 .. 

Por otra parte. dado un conJunto • •• puede construir un 
conjunto... integrado por todae las suces1onee finitas de 
elerrt9ntoe de a, frecuentemente, el conjunto • no ••un conJUnto 
da nt.Mro• stno ae atneoioa, tm este caso • • •• 1• 11ama 
Alf .... to v • la• aucaaton•• ftnttaa ae •• •• 1•• 11arna pa1a~raa 
o aacuanotaa <oaaenaa d• caractar•• o atrlng» ae •· Tambl•n se 
aupona qua .. t'•"• como •1emanto a 1• eucee&dn vac1a o A 
eecUencta vac&a que no contiene eun1>01os y se 1ncuca como A o E. 

EjemplOt 

... 'º·t .•.•.....•.... ) ALP"AKTO 

a • a. f4fS, •• secuencia o cadena formada con 
caracteres tomados da ••· 

una secuencta r1ntta 

•t• •••••• 
•• a•''"• torM11lmant• como una runclon cuvo domlnto •• un 
conjunto aa entaroa poa&tlvoe 

re a, • •• 1 >• '. 
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REPREBENTACIOH DEL A~CllNAMIENTO DE LA• CADENAS. 

OeDldo a que una caaena ea una eeauenc&a ae caracteree, 1a 
forma. m•a aproptada para repreeentar1a ea empleando una eecuoncta 
de 1ocoltdodea conttguae de 01macenamlento en memoria. 

D.t.1 A1goritmo d• *""ov. 

El a1gorttmo de ~•ov llamado eel por e1 mat'"'6ttco rueo A. 
A. Morkov, ea un atetema rorma1 para la manipu1acton ae caaenae. 
Ortgtna1mente ee desarro110 como aoporte a 1a teorta de 1a 
comput .. clón. 

La eetratagta genera1 de un algoritmo ae 9MftKOV ea tomar una 
cadena M v por meato da un cierto nomero de paeoa o producctonee 
en el algorttmo, transformar M a una eo11aa o cadena v. Eeta 
proce5o de tran•tormactón se aeearrolla comgnmenta en •reas ae 
ap11cacton computectona1 t",""" como, .1a edlcton de tf'IKto o 
comptlacion ae progranwus. En particular, ia cttm..,1.1.0..;aon pueae ser 
a trav•s de 1• traneformiaciOn ae caaenae a••de un·1enouaje origen 
a cadenas de un coaigo ooi•to ctal como 1enguaje enaamo1aaor,, 

Una producc&on eunp1• Cltl MarKov •• una eentenoia ae la forma 
u -> w donae u v • r•pr•••nt•n cadena• •n va, aona• v no contiene 
•1 slMIJ01o •->• v • • •n 1a proauccion, u •• d•nomina 
antecea•nt• v • con•ecu•nte, ••t• proaucclón se aplica a cGa•n•• 
ae car6ctere• 1 • VII, •l •"l•t• por 10 menoa una ocurrencia ae u 
• IJ ae otra fOrffta ••t• prooucc&on no •• ap11cao1a. 

at 1• producc&6n .. ap1&ca, entone•• 1a primera ocurrencia aa 
u •n 1 •• r•9111Pl•Z•Cla por w, por •t..,,..10, •t un• prooucct•n 
Da -> a •••plica• ,g cllCI•,,. a HUM - •n•onc•• u 
r••u1tado •• 1• aaa.na ..,...., •ln·..,.rgo 1a proaucc&on '*- -> 
a no •• •Pltc•Dle • ....... 

un a1gor&tnt0 da MiUaDOtt con•l•t• a• un conjunto ordeneao ae 

~~o::;¡~"::.:~á."1; 'i~; ~~ .... :!,:~~!º.~~¡~:~~~:~ ~~!c1:1~~~lt~ 
proauccton ' v tarnt&n. da .,.1 .. r1a "••t• que no •aa •p1&cab1a 
eent&nuandO con I•• producc&one• •&gu&ant••· •1 proce•o flna1&za 
cuancto •• cumple una de 1ae e19u&•nt•• condtc1one•1 

,, La ~1tUftA proauccl6n no•• ap1lcaD1e, 

•l-10• 
CO ... loare que •1 •l.g<>rlt!WO ff •rKov tiene 1.. eloutente• 

prooucc1on•e 
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-> b 
-> e 
-> a 

en el alfabeto V• a, b. c,¡como ee obeerva eete algoritmo 
borra todas las ocurrencias a en una cadena a excepcton ae una 
a siempre y cuando esta aparezca como el ~1tlmo caracter. 

sea la cadena de salida 1>acaa1>aa, el eunoo10 --> ee emplea 
para indicar el resultado de una transrormaclon y una suocadena 
de car•cteree es reemp1azaaa, 

bacaal>aa 
bacal>aa 
baCl>aa 
bCbaa 

--> 
--> 
--> 
--> 

bacabaa 
bact>aa 
bclNla 
beba 

por Pt 
por Pt 
por Pe 
por P31 

como la producc1on 3 no es aplicable el algoritmo finaliza. 

SECUENCIA DE UN ALOORI,.,., DE MARKOV. 

El siguiente a1gor1tmo tiene una secuencia finita de 
producciones P 1 , P2 , •.. , Pn iae cua111e ee aplican a una caae~~ 

~=s~~~!~~ ~ie~u~:· ~:5a~~~~!~10~a1 ~-!•~~ :~:~~::r~~!o~ª":~ª ia 
cadena de sa11aa z0 . 

1. Intc1a11zar l, el 1ntermea1ar10 de la caaena lnaexaaa 
1 : • O; 

2. 1n1c1a11zar j, 1a proaucclon 1naexaaa 
l '" '¡ 

3. Estab1ecer conaicionea para 1a ejecuci6n. 
Repeat paso 4 wn11e j <• n 

4. Checar 1a proaucct6n ap11cab1e y proaucc1on termtna1, 
If Pj es aplicable Then 

ap11car la proouccton Pj 
t :• i • 1 para obtener una nueva cadena Zi 
It Pi es una proaucct6n terminal Then 

El se 

wr1te zt 
Exit. 

EUSa 
l ,. t 

j : • j + 1; 
s. El algoritmo finaliza 

Write CZl>; 
Extt, 

F1MCICINE8 PRIMITIVAS. 

un ana1isl• esencial cerraao ae caaenas .requeridas para 
s1atema5 ae creecion y eatcion poarta requerir ae la siguiente 
lista ae funciones prlmltivas1 
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1) creación ae una cadena ae texto. 

2> concatenac1on d• do• cadenae formando una eo1a. 

3> euecar y reemplazar <si se aeeea> una euocadena dada por 
otra. 

4) Prooar la identidad de una cadena. 

S> Calcular la longitud de una cadens. 

La creación de una cadena tmp11ca no sólo la nao111aaa para 
con:5truir una .. representac1on para una cadenp, sino tamt>i•n la de 
conservar el va1or de la caacna en une vcrlcDle co caldo de 
memorta>. Eete necho es lnnerente al modelo del Algoritmo de 
Markov, donde una cadena <la cadena 8U9CJET> ee creada y 
transformada eventualmente a u·i~ cadena det sal ida. 

Por otra parte, la operacton considerada como la m•e importante 
sobre una c~dena ~s 1a concatenacton. la cual se deftne ae la 
si~uiente manera: 

La concatenacton de aoe car&cterae a1tat>•t1cos 
la secuencia ab, tamDt•n se puede ap11car 
caracteres, por ejemplo, eD concetensaa con 
resultado alMlD • 

Por 10 tanto, una cadena eobre un alfabeto e~i 

1> una letra o un car•cter del alfabeto, o 

a y b torme.n 
e cadenaa de 

ab da como 

2> una secuencia ae 1etras o car•ctere• aerlvaaa 
concatenación ae car•ctere~ ~~l a1raoeto. 

ae la 

Por ~ltlmo, la lonQitua ae 1a caa•na. ea el n~mero aa 
car•ctere'$ T.llJ •sta co~ttf!nl!!I, que es r:te ;ran importancia en el 
formato de salida para cadenas ae car•cteres. 

s.t.e Or8116tlca. 

El slstem~ formal para la man1pulac1on. de caracteres ea la 
gram•ttca 

En este momento existe m9noa 1nter•s en aesarro11ar 
mantpu1ac1ones en caaenas y cot>ra mayor importancia generar o 
reconocer un ~u~~~njunto eepec1ftco de cadenas generaaaa desde un 
a1taDeto. 

DEFXMXCSON: un •lfabeto es un conjunto aa a&n1D010•. una caaena 
sobre un a1rat>eto 'C ; •• una eecuencla ae au1mo1oa ae , en ctonae 
1a caaena vac&a ccaaena que·no contt~n• sll'Mt010•) •• aenotac:aa por 
E. 

Ejemplo1 
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A, ••• , Z ee el alf'abeto 

•CA&A• ee una caaena. 

Aho,.a,· et xvz ee una cadena, •x• ee llamaCla p,.ertjo, -v• ee una 
8Ubcaaena y •z• ee e1 11amaao eutijo ae xvz. 

Ejemp10: 

SUBOftD%NADO 
......... --...---..., 

p,.ertJo 1 BUf'tJO 

sub ca.nena 

BU88I0.IO ........--v-v 
Pref' j :IO 1 su,, j JO 

subcaaene 

La longitud ao una cadena X ee aenotaaa 
de eimoo1oe que componen x. 

X y ee e1 ni:.me ro total 

Ejemp10: 

Si X • CASA entonces 11 ... 

un 1enguaJe eoDre un a.Lraceto es un conjur.!c. de caaenae de 
'E., St Lt y L2 son aoe ienguaje8, entonces LfL2 se aenote como\ HV/ 
11 E Lt y V E L2 I . 

EJemp;o: 

Lt •'A, 
La •\O, 

z, E\ 
9, E 1 

V • VAft 
y ••. PGr l.O t.ento XY • VA .. , 
X •VA .. 
Y • a por 10 tanto XV • VAfU! 

C.F'ZNZCIOMr st L ee un 1encauaje entonces se aet' tne L 0 • CE) y 
L••• • t.L ••ct-f> par"a toa& t >• t. .. 

"'" ~ m •L•-: •• oenota &.• y ea el 1enguaJ• L• • 
Laaa con f • O ,_.,. int'tnato. 

Ejemplo: 

• • JC • A• •ntonc•• xa • AMa ••• A• 

Por mupu•eto, •• •• un alf'•D•to eetara oeranaaa l• operact6n 
DO\•rta et• concateMat•n para 1oa e1.,..nto• 091 a1t'aoeto, 

Po,. ot.,.a parte, una ClflMIMTZCA conste te ds un conJUnto ~ tntto 
ae r11g1aa ae reenip1azanuento• a p,.oaucctonea. una prooucc&6n 
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gramAtica y una producción ael A1Qor1tmo de MARKOV, son muv 
Similares en eu func1on de reemplazamaentos especlfico~. pero 
tienen propos1tos diferentes. una proaueeton ae Qram•tlce se 
emplea para generar caaenae desde un 1enauaje, mientras que una 
~roducclón de MARKOV se usa en 1a man1pu1ac1on de una c~dena 

sujeto <SUBJECT> aada. 

Un ~ALENOUAJE ee un lenguaje empleado para aescrlblr otros 
lenguajes, aer1n1enao eu grama.ttca. En el •rea de le computacl6n 
ee nan aesarro11aao mtnunamente u metalenguajes para representar 
la BlntaKlS (QramltlC&) de lOB lenguajes de programación. El ~S 

conocido y empleado ee el BNF ceaeKus ~~ur Form o eackue Normal 
Form> que se hl%o popular cuanoo 5e empleó para descr1~tr la 
sintaxis del lenguaje de prooramac1on ALOOL. 

La BHF', emplea cuatro elmboloe eapeclalee t<, >, :•, /); donde 
una gr&n6.tlca ee escribe como un conjunto de producciones, en la 
cual la parte 1zqu1erda eeta segulaa por el elmbolo :•, eegUldo a 
su vez por la lleta ae sus partes. La parte lzqu1eraa ee un 
Blmbo1o no terminal <por e)cmplo1 <dl1;pto> > encerrados entre 1015 

slrnt>olos < v >. La parte derecha es separada por loe slmbo1os 1 
el es una cadena terminal y I si no lo es. un sun&:>o10 terminal e~ 
un caracter o una cadena de caracteres desde un alfabeto. 

Existen aoe importantes cuestiones en lo que concierne a la 
;enerac1an oe cadenas ae una orama.t1ca. Primero, se tiene ei 
descu1ao Cpor motivos de l&Qlbilldad> ae poner en ioe s1moo1os 
terminales ae 1a grematica caracteres blancos, que aparecen 
normalmente entre 1as palaDras ae las sentencias. seounao 1 se 
JMA•cte notar que no toase t&e caaenas compue~tas rye stmboloe 
ten1una1e~ rorrnan ••ntenc1aa, lo que nace necesario un ~toao 

para ana11%ar la• diferentes partas ae una cadena y aetermlnar 
cuanoo 1a cadena ea una sentencia en el 1enguaie. Tal proceso 
eK1ste v •• conoctdo cOfftO PAldEN. 

MIETIX>09 PAllA AMALZZAl'I UM L•-.oAJE. 

Para realizar e1 ana11s1e de1 1enguaie eKleten dos m•todoe 
eaenctalea, denomtnadoa an•1ta1s de 11arr1Da-abajo" o TOP-OOWN y 
an&lisls de "abajo-arrtD&" o 90TTC811-UP. 

,.,~. 

El m6toao parte dBl n1ve1 mA• Alto y procura encontrar una v1a 
hacia aba,o de tal rnoao que, termtne por anallzar ceaa slmbolo 
ae1 conjunto de ••ntencl••· 

une prueoa tantatlva ae este ~CoCIO se oa al construir un 
•rD01 atnt&ct1co que in1cta el an61l•l• comenzanao en 1a ralz y 
procedtenao con los hito•. El efecto cHI cal•• proceso••• gen.rar 
1•• ••ntenc&aa •lat91ft&tlc..,...nte deade •1 lenguaje na•ta csar con 
la cadena en cue•t&6n. at ia cadena no •• encuentra, .. concluya 
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que •eta no es un~ sentencJa ae1 lenguaje. E~ta generacJ6n ae 
sentenctae pueae eer creeae con 1a avuaa de una re1ac1an aspec1a1 
•> e1one1e x .•> y es interpreta.eso como 11 1a aac1ena x produce y• <o 
ffy reauce a x• > durant.e un paso del PARSEN. 

Ejemplo: 

Loe, pe.eoe en 1.a ·Qeneracton ae la eent~nct.a "L.:tNIJS HOl.d!S 
tne SlanKet" dadas iae reg1es oratnet1ca1eo para cu, :son 

<sentencJa> •> <su2eto> <preaicado> por produce ion l. 
•) <nombre> <prea i cado> por produceidn 2. ., LINUS <preatcado> por prodtJCCLOn !S • 
•) l-INUS <verco> <oD)eto> por proauccion 3. 

LINUS MOld5 <objeto> por procu.cco 1 on "· •> L.INUS Ho1dts <.art. i.CUlO) <nomt>re> por proe1uc:c1on 7, 
•> L.l:NUS H01CfS tl'le <nombre> por produce ton ~. 
•> L.IHUS HOld!S tne e1an1<.et por proaucclon !S. 

Ma.peo: 

El árcoi sintáctico es: 

1. <st!ntencia> 

<eu1eto> 2~ ~3 <pred1codo> 

<nomore> 5~ e <veroo> ~? <oojeto> 

1 1 <articulo>. j ........... ¡ <nomora> 

t..INUS HolOa tne 8Utnk•t 

ctonde 

Vn • <sentenc Ut>, <sujeto>, <prea1ce.do>, <e.r't lCUJ.O), 
<nombre>, <veroo>, cocjeto> \ 

Vt • a, ttte, Ltnue, Cttar11e. snoopy, DlanKet.. dOQI, aong. 
notas, peta, sings l 

s • <sentencie.>. 
P • 1 <senten' '~º <auteto> <precucaClo> 

2 <sujeto> <art,cu10> <nom~re> / <nomor•> 
3 <precucado> :·· cverCJo> <objeto> 
4 <art.,culo> a I th• 
~ <nomore> Ltnu• ' cnar11e / sno~~1 01an~•t 

dOG 1 song 
6 <veroo> notas 1 pets i stnge 
7 <oDi•to> <art&cu10> <rtOftll:)r•> l CnomDr•> \ 

B > llOTTCJ'l-UP 

EJ. mrttoaO parte del n1ve1 "'68 DaJo v enaave aucaetv.,,,.n~• •J. 
sgrupemtento ae sunoo1oa pera ootener conceptos ~• nave1 ""*ª 
elevaao. 
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En este caeo, la rea11zac1on del •rbol ~tnt•ctico ee lnlc1a en 
los n1ve1ea mas bajos <en loe hljoe> y va mov1•ndoee hacia arriba 
<•lacia lo raJ.z>. La rele.c1on eepec.1.a.1 •> ueaaa aonae x •> y 
SiQniflcara " y reduce a x•, ya que e~ta es la lnterpretac1on 
empleada en el BOTT'QM-UP Parsen. 

Ejemplo: 

Las sigulentee eertee de der1vac1on son le.e que re~u1tan en un 
Pareen BOTTCM-UP de la sentencie "LINUS Holae the e1anKet", 

<nomor~> Holds the BlanKet •> LINUS HOldB tne BlanKet 
por proaucc1on ~. 

<sujeto> Holds the BlanKet •> por produce ton 2. 
<sujeto> <verco> the e1anKet •> por produce ton e. 
<sujeto> <verbo> <articulo> e1anKet •> por proCIUCOión ... 
<sujeto> <verbo> <art lCUlO) <nomDre> •> por proaucclón ~. 
<sujeto> <verbo> <oD;teto> •> por producc1on 7, 
<sujeto> <predicado> •> por proaucc1on 3. 

<sentencie> •> por produce ton 1. 

En la practica ee ut111zen amboe "°""toClos, el mas apropiado 
puede variar ae acuerdo con las circunstancias. 

En una Qram&tica pueaen preeentaree proaucotonee recur~ivae, 

por lo que es necesario tener en cuenta 10 siguiente. 

La rocursion es un proceeo en el que un oDjeto ee aetlne en 
t•rmlnos ae •1 mismo. 

Ejemplo: 

Tenemos oe • <vn, vt, s, P> 
oonde vn • 1 (diQi to> <no.> <namero> 

Vt • l O, 1, 2, 3, 4, S, 6, 7, 9, 9 1 
s • 1 <n.:.rnero> 1 
P t <nQl'llero> <no.> 

2 <no.> <dlQito> 1 <no.> <cJiQito> 
s <~•gt<o> o l t l e l 3 l 4 l s i & 1 

7L8l9I 

Las proaucciones CISfiniaaa recurslvam9nte •• emp1ean en 
instancias, en las que ciertas suDcacaenaa pueaen llamarse 
repetidamente en una sentencia ae u1-, lenguaje. 

El poaer ae 1aa proaucciones recuraivaa en una gram&tica 
aepenae ae que estas no sean mal entP1eaCIA•, por lo que iae 
sigui9ntes oos aec1arac1ones pueaen ••r propuesta• como teorernaei 

1> una gram&ttca que contiene proaucctones aeflnldae en forma 
recursiva aeacrlDe un lenguaje Infinito, •• aeclr, un 
1eneuaj• con un ni:.mero inflnlto ae aent•nctas. 
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2> una gr&matica que no contiene producciones recursivas descriD• 
un 1enguaje finito. 

El PARBEN eo10 ea responeaD1e ae identificar sentencias 
etntactlcamente correctas, que son constdereaaa el inicio ae 
pa1eDras compuestas ae un lenguaje. El vc1or exacto ae una 
pa1eDra ligaaa o el etgntflcaao real ae una secuenc1a no son 
coneecuencla del Pareen, eeoe val~re~ son 1aent1ftcaaos por un 
p~oceso conocido como SCANNER. 

En sume., 1oe Algoritmos ae MARKOV y las oramat1cas ae traees 
estructuraaae son equ1va1entee con respecto al poaer 
computac1ona11 sin embargo, amDos eon moae1oe rormclee dlee"aaoe 
para atferentea propoe1tos. El mod•lo ae MAAKOV exhibe 
propiedad•• D&eicae que son aeterm1nante• en e1·maneso ae cadenas 
y rua1mentar1as caaenae patrón o pattern>, y la oram&tlca, es un 
moae10 ae reconocimiento y generac1on ae caaenae. 

RECCINOCIMHMTO DIE \.ENOUAJE 

En esta ocae1on nos ocuparemos ae le forma de reconoc1m1ento 
de lenguase. que es generado por una gramatlca c1rerente, 
oonoclda como expresion regu1•r. 

Anteriormente definimos un lenguaje L eoDr• un a1rabeto ~como 
un conjunto ue caaenaa de caracter"es pertenecientes a e . En 
seguaaa pre••ntamo• e1;unaa def&n1caon•• re1ac&onaaas con un 
1•n11uaja L. 

a..rZNZCZON• at L es un lenguaje entonces ee define Lo • CE> y 
L••• • LLil•c •-• > para to• t >• t.. 

LA ~ • KLUN •• denota L• v ee el lengua'• L• • t; .L••t 
con a • o .... ta infinito. 

•• JC • A• entoncee M• • AM•. . A• 

om:~INICZONa La operactan D&nari• de concatenacton para e1..,,entos 
ue1 a1raDeto, •• denotaoa como L•. 

sa def&nu110• una expreeten reouia,. aoDr• un a1raoeto• 

~·\A, .. ,,:r,o, ... ,e,•, ... , 
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e:erla 

xoenttficaclón • 1etra 

/ 
cerradura 

PO!SltiVts. 

( ietra ~ diQli to >• 
--V-

OR 
con e1 asterisco <*> zse tna1ca 
a 1a cerradura de K1een. 

En este caso, con 1a cerradura positiva ee garantiza que un 
identificador no tenga o sea el vaclo. 

Ejemplo: 

Xdentificador1 • X 
Xdenttr_1caoor2 ,;. Xt 

Asl un identificador e5 una cadena de carActeres cuyo car•cter 
tntcta1 ea una ietra. 

DEFXNXCXON: una expre5tón reouiar aertntda soore un a~raoeto es 
una expresión construida bajo una oe las siguientes re1ac1one5 o 
reg1ae:: .. 
2) 

3) 

E, 1a cadena va.eta .... define como expresión regular <E R.> 

Para ca a e slmbo10 a E a,.., dice que .... una expreti.ion 
regu1ar. 

Si R y. son "º" expresiones regulares denotadas en ios 
1enguajes LR y L•, entonces: 

a > R + 8 ee una expresión regu1ar denotada en el ienQuaJe 
Lll U L8. 

ti> R8 es una expresión regu1ar en el lengua1e LR•L~ 

ti&> R* es una expresión regu1ar. 

AdemAs, la construcción oe expresiones regu1ares es recursiva. 

Ejemp1o: 

O, t Y E.R. • <O•t>• 00 

J pa~e final ae la expresión 
empieza con ei Dlanco o vaclo. 

aceptada• 
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1..1na expresión regular compue!!Sta puede dlVldtrse en componentes 
eiementalee o prlmlttvoe, aonae caaa componente ee una expreet6n 
regu1ar simple. 

Ejemplo: 

a- •\a, I> \ V R. - (a+D>• abD 

descomponer la expreeton regular en sus componentes elementales o 
priml ttvos. 

R - <a + D> • a D D <a+D>•eibb 

E1 E2 » 
~ _...._______ 
E11 + E12 E21 E22 E23 

/'-.... 
(a+D>• aDD 

• 
//\ 

( + , 

» 
/11 ...... 

'" a D 

PASOS PARA OENERAA UN LENGUAJE. 

Para generar un lenguaje por meato ae una expresión regular 
es necesario segutr los siguientes paeoe: 

t> Encontrar la Expreeton Regular que define el lenguaje. 

2> construir un Autómata Finito No oetermlnlettco que reconozca 
el lenguaje. 

3) construir el Autómata Finito Determtnlettco que reconozca el 
Lengua.je 

4> Mtntmtzar el Automa.ta Finito oetermtnlsttco. 

5) La Generacton del coa1go. 

E~' 

oenerar l 
Lenguaje ( 

ENpraa1... AUldlllal• 
Regular •) F"ini to No 

oet.e,..tnt•ttco 

•1nt•IZ..:i6ft 
•> Clll Eat..ooa •> a.neracaon 

C1A C6Cllgo. en e1 AFD 

Aut-ta 
•> Fintto 

Det.•n1ttn1•t.tco 

un Autttrnata ea e1 199can1amo para reconocer lenguajes en 
termtnos ae una Exprest6n Regu1ar, y se atce ~ue el AwtóMata es 
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No oetermtnlstíco si contiene s1gnos •+•, ya que ante esto 
sabe que secuencia seguir. 

AUTOMATA FINITO NO DETERMINIBTICO: 

DEFINICXON: un Aut~mata ~lnlto No Oetermini5tiCO <AFND o AFN> es 
una quintupla definida por cs •• d, s 0 , F> oonae: 

1. B e5 el conjunto finito de los estados de control 

2. es el alfabeto de slmbolo3 de entrada. 

3. d es una runcton de transtciOn de estados, la cual mapea 
SKCU> a un conjunto ae suoconjuntos de s. 

4. s 0 es el estado inicial ae control finito. 

~. F S es el conjunto de estados aceptantes o finales. 

Tamoien, un AFN es u1.J gráfica considerada como inte11oente, 
formada por un conjunto \ s, a\ donde s es el conjunto de estados 
y a son los arcos que proaucen transictones de un estado i a un 
e'Stado 1. 

CONSTRUCCJ:ON DE UN AFN. 

ENTRADA: una expresión regular sobre un alfabeto ~ 

SALIDA un AFN el cua1 es ei reconocedor o aceptador ael 
lengua)e denotaao por R. 

~ Prtmero - Descomponer ra expreeton reouiar en sus 
companentes primitivos o elementales. 

Ejemplo: E.A. • al>C entonces E.R.t •a. E.R.2 • b. 
E.R.3 • c. 

segunoo - Para cada componente construir un AFN de 
fOrMa inductiva, como sioue: 

construye un AF'll seg6n los puntos 1 y 2 que forman la base, 
y el punto 3 es la forma 1noucttva para la formación del AFM. 

Punt" '' AUt6mstas Finitos No oetermtnlsttcos que aceptan 
expresiones regulares ae longitud 1. 

1 El Tr.,.ICl6R •apont.anea. Y• .. 

tten. una transacción vacla. 
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Punto 2 > Para todl!i E t: entoncee ee ti ene 

PUn~o 3> oaaoe ios AFN que se construyen del punto 2> segan 
ia eKpreei6n regular, entonces inductivamente se 
tiene io etgutente: 

;-- ........ .; ...... - ... ""! 

E : e 1 ,,.... ar• : 

.....::-<-º---------~ ªo : D 1 Sf 

~~~---~----~~f 
sea .c. una E.A. t con AFN J.A.1 y eee ,. otra E .... e con AFN M.1• 

entonces la E.11. • d..+ p def lne lnduct tvamente a1 AFN ~ <a>. 

E 

:"" .- .. ~ .. -."; -;. ... ;.;;.._...~.:-; .. ·;;·.--~.;· .... , 
: o o o: :o • : "'--·--------·-' • .... _ .. ____ ........... 

CDI 

sea .c.. ~ f\ con AFN JA.1 
\. -... ee un E. R. con AFN A < D > . 

sea o s. 1\ con AF'N .M'' ( 

E E E E 

-· CCI 

r 
sea ,!..,un E.R. con AFN 1t1.1 entoncea la E.R. •_,_•con AFN JJ. <e>. 

Ei-10' 

&ea r • \a. 11 \y ia &.11. • ca+D)-. construir 91 AUtbmata 
Ftnlto No oetarmtnlstico oe la E.R. oaoa1 
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1) a.+D <a 6 t>> " b E 

" ªo ªo'ª 
/ª1---.82'-. ªo ª2 

a, 'ª3 
ª1 s ªº.......,,, /ª ª2 
83 s,. 

s 83-----.84 :4 ª•ªo s ªo s s 
s s 
s ESTADO FINAL 

3) <a+b> aD a 

__.,. 81-8 2--.. 
s~s0 s---.s--.s

0
--.s,_...s 

1 ---B~S..- r 

Lo siguiente ee construir el Autómata ~1n1to oeterminist1co a 
partir del AFN ae la Expreetón Regular aaaa 

Tenemos que dada una grAftca denominada AFND, que esta 
constftu1aa por noaos y arco$ etlquetaaos por s1m~o1os ae un 
alfaoeto t. su transposición a un AFD equivale a encontrar las 
claees ae equivalencia e sea R una re1acion ae equivalencia eoDre 
e1 conjunto A. st •E A •> a • K E R I XRll , ee llama clase de 
equivalencia ae a y nunca es vacla, porque A ee reflexiva> ae 
eetaaoa que son apuntado~ por arcos ael m1smo slmDolo, esto se 
consigue ap11canao el elgutente algoritmo 

CONSTAUCCl'ON DE UN Af'D: 

un AFN. 

BAL:ro.tl El AFO correeponaiente, 

METQDO Encontrar las c1aeee ae equ1va1encta de loe eetaaos. 
que e15t&n conectaooe por tranetctonee vacaas. Al m•tou~ 3e le 
denomina ,.,.toao ae la E-cerraoura. La cl~~e ae equ1va1enc1a eeta 
aeterminaaa par la cerraaura y tiene como representante ae c:J,ase 
a1 nuevo estado ael AFD. 
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CERRADURA VACXA: La E-cerradura de <S> es el conjunto ~~ 
estaaos que construye a partir ae las siqutentes regia~: 

a> se a~ade ei estados a la E-cerradura <s>. 

b> Si t pertenece a la E-cerradura <S> y existe una tran~1c16n E 
de t a1 estado u entonces.se anaae u a la E-cerradura <s>. 

E----•B ~T----.U e-cerradura <S> • lS,T,Ul 

Ejemplo: 

Tenemos que ei AFN ae la expres1on reguiar <a+o>•aDD es: 

ca+D> ao ·a ___.2-3...._ a D D 
o---. 1---,.

4 
---.:1 __.,.6 .___,. 7 __., a----.. 9-. 1 o 

D 

Donde 

R a Ca + D>a aDD 

a) <a•D>• cumple con la cerradura de Kleen donae a y D $On 
E.A. 

ii) abD es una concatenac1on. 

se quiere de obtener el AF'O. por 10 que ee deben encontrar la~ 
clases de equ1va1encta: 

A • E-c•rraaura <O> •\o, 1, e, "· 7 \ 
con a vamos a \ 3, a l 
con. D vamos a l s l 

a. :~c~~~~~~~ !~c~n~~~t~· 6, 1, 

con a vamos a \ 3, a 1 
con b vomos a \ s , 9 ' 

e • E-cerra.aura Q50 • 1 , , 2, 
con a vamos a 1 3 , e 1 
con D VGmOl!I a 1 S 1 

son loe eetaaos a loe 
que se puede lr con la 
transicibn E partt~ndo 
ae1 eetedo o. 

"· 2. 7 I 

como se repite ya no 
se tome en cuenta. 

D • E-cerractura Cl5. 9U • \ 1 , 
con a vamos a 1 3 , e l 
con D vamos al s •. 1ol 

2, ... s. 6, 7, 9' 
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E • E-c•rradur• <5, tD> ... \ 1, 2, 4, 5, 6, "/, to\ 
a vamos a 3, e 
b vamos a !5 

Fi1-.almer-.te tenemos: 

d b ~ 
A B e 

·~~-
B B D 
e B e 
D B E 

~.~ E B e o b 
b AFD 

Una voz obt~nido 'fl AFO se pr·ocede con la minimizaG i6r-. de este 
lr·~Uuc.ci.ón de estados>, lo cval 9'.'f log..-11. rr1•tdidnt.., 11.-l alguritmu 
sigi..dent•: 

ENTRADA : Un AFO "con un conj1..1nto de estada• S, <Untt·ad¡,t,s 
lra1-.~icione-s d .. finidas par• todas las qntrada~ y ttstadus, 1,,tJlilo1Jo 
inicial, un conjunto de estados finales F. 

SALIDA Un AFD " "aceptando •l mismo l~u-.~ua.ju quo n y tf}f"'ti.,1uJo 
~1 menor número d• ••tados posibles. 

Co1""1strui1nos una particlOn TT d• •stados. 

11-.1cial1n1i1nte TT cot"lsist• de dos grupos, lo• ostadr.Jfi f lnales F, 
y los e11t.ados no finales S-F. Entone.es •• Gonstriy• una nu•va 
partición TT nueva, qu• aerli •ienipr• un. "r•flna•i.nto• d1i1 TT, 
sigt"lif icando que TT nu•va consta d• loa grupas d• TT. 

Si TT nueva <> TT r••mplazamo• TT por TT t"IU~V• y r•p•t imoll •l 
proceditniento •EnGu.ntra TT ..--v••. Si TT nueva • TT, entorices f'\U 
pueden ocur-rir mA.s ca"'bios, y ter1nina ••ta parte del •lgurit1no. 
Not• qu• cada TT nueva ti•n• •l menos tanta• grupos e.amo la 
arittn· ior. 

FOR cada gr-upo G de TT: 
BEGJN 

Par-ticionar 8 •n subgr-upas, tal qu• do• ••tado• a y t d• 
8 •st6n .,.,, el mismo •ubgrupo •i y 1•6lq •i para todo• las 
sL"'bolo• d• entrada a, loa ••tado• y t ti•n•n 
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tran!liGion•s de q.st"dos P.n e-1 "'ismo :!lubqrupo d~ TT /* a 
lo n1és un estado G-st•rA. •n un subgr-upo por- al. misiMo *" 
Poner· tC1dos loa aubgrupoa formados er1 TT nt.1•va. 

END. 

Ejemplo1 

Sea •. •• b. R • <a+b>Sabb y el AFD f'I •1 stgui•nte: 

·~~ d b 

A B e 

~-~ B B D 
e B e 

e b D 11 E 

GJ E B e 

obtener el AFD " minimlz&do. 

TT • \A, B, c. D 1,1 El F • ... y S-F • \ "' e, e, DI 

TT ...-va• 
Est•do fina. l , 

A. a. e\,' Dl,IEI 

1 A, B, C, D 1 
A V4ftt0S Al 8 \ 

Provoca que nos salg~mo• d• 1• 
clase de ~qui\1a htnc ia, 

b vamos a \·e, o, El y salitnos, porque O nos 11_.va a E 
con •b• y E na ••t• ., .. la par t le lón 

TT • TT .....va 4 •• ac.tuallaa. 

TT • 1 '°'• a, Cl,I Dl,IEI 
"· •· e 

con a vamos • l •t 
b Val'ftO• a \c. D 1 y aalimoa. por-qu• 8 no• l l•v• a D 

•b• y O ·••t• en la parttclOn. 

TT • TT nweva 1 ••actualiza. 

TT - (A, c1.1111,lo\,\EI 
"'· e eon • va1noa a 1 •I 

eon b va1no• a \ C l CoMa ya •• l l•g6 a un •atado terMinal. 

TT • I"'• cl,\81,\Dl,\EI ............... ~ .... 
"' 8 C D 
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d • b V •l AFD M .. 
Inicio A a A 8~r. abb aceptada 

B a e - aceptada 
e a D (©• - ac•t•d• 

Fin D .. A -- r•cha•ada 
D -b aceptada 

5.2 ~ITICJll DE 11~ DE C--8. 

En la manipulac.J.ón d• cad•n•• la aperac.1iOf1 rn•• c.orra1.:.11 •• la 
bO•queda d• una cad•n• o subcaduna dada d•ntt"o 'd• un t•Mtu 
conjunto de cadena•. 

5.2.1 O.finicidn del probl .... 

La opet"ac.ión fund•"'•nt•l en laa cadetiaa •• cc111cu;.11J"' c.on1a 
PATTERN fMTCHI,. Cernpar•J•mi•,'lto de patt·o11eaJ l• cual •• d•fit'• 
como: dada una cad•na teKto (S• uaara •1 t•r~ino teMto P•t"• 
r"•f•t" t rnoa tanto a una aecuenc.ia e.Jo O y t a o a ott"o tipo 
••pec:.ial d• eadena) de longitud N e llal'l'lac:lo --J~CT> y una cadena 
patr"ón o 1nodelo de longi tl..4d " el la1nado PlllTTERN>, •• d•b• detectat• 
la ocurrencia del pattern en •l •ubj•ot. 

El pt"obl••• de PATT'lllN ""TCHI .. pued• ••r caraotet"izado como 
un probl•ma de b~•qu•da c.on •1 patt•rn e.amo la llav• 1 p•ro lu• 
algortt•o• de ba:.•quede qu• •• ••tudiaron •n el coapitulo ar1~+dr'lor 1 
no pueden ••r dlrect•••nte apllcedo• pU••to que el pattern •ued• 
••r grand• y ad .. ae porque no •• aab• eo~o •• encuentran 
alineado• lo• car•ater•• en el tewtu. 

Eat• ••un probl•~•·lnt•r•••nt• para ••ludiar d9blda a que 
e>cl:11t1•r-. una gran varl•dad d• algorlt1no• pr'op1.<'1l•l.\JJ1 r'•c.lent•1n•t-.t•1 
que no aólo pr'ov••n un ••pectro de •U• M•todo• d• uao pr'Actlco 1 

•tno ta•bt•n tluatran alguna• t6anlcaa funda•ental•• d• di•-"•· 

Hucho• algorlt•o• para ••t• probl•~• pued•n ••r fAcll•ente 
eMtendtdo• a enc.antrar tod•• l•• aa...,.renc.ta• del pattern.,, •1 
tetcto, ya que eatoe eMplean la b~aqi...eda eeeueneial y puedef" ••r 
retntatadoe en un pwnta·po•t•rlor al d•l Jnlc.lo de una pareja 1 

para &nt•ntar encontrar otra pareja al •xi.ate. 

En 1970. e.A. Cook da a conocer wn re•wltada t.Orlco acerca de 
wn t&p• part,cular de •Aqw&na ab•trac.ta, in•tnY&nd• q.,.. -•••• W\ 
algor&t .. que re•uelv• el probl•- ~ATlWllH SAIWil• en .,,.. tt
praporotonal a R + N •n •I peor ca•o. O.K, Knwth y.V... Pr•tt 
••awte:ron ean jnter•• la c.onatrwceldrt que Cook -.al•• en ., 
t•or ... , generando wn •lgor•t•o• que tyuleron la ha-&lid•d -. 
refjnar obt•niendo ~ •lgarlt.a relattva..nt• pr6ctiao ~ •i ... le. 
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Est• pt•oeeao •• consideró un raro y soflstic.<&do 11J~mpJc1 de 
r-••ultado t•órico qu• in"'ediata .. nte tu110 aplicación pr.ietica. 

Este algoritmo quedo ,.fu•r• pqr·qu6 J,H. t1orriala d••cubri~ 
t.ambi4n eo1no una 11;011.Acidn ·-d• tnol••toa probl•rr••• pr-.6.ctico• a lo• 
qu• •• •nfr•ntan al intentar la im~l•m•ntacl6n de un •ditor d• 
t~wto. El hecho d• q .... el 1""•~o algoritmo sir-vi•r• par• dna 
aproxirriaeione• dif•r•ntea. auMentó la aonflabi'lidad la 
s1>l1.Aci6n fund•m•ntal d•l proble111a. 

K.t'IUth, Mot'"rls, y Pr-att publicaron su algoritmo ha•ta t976, y 
rnientra• tanto R.S, Boyar y J.8. Moor• (• ind•p•ndi•ntein•nt• R.W. 
Gospet'") desc.ubrian un algor-ltn10 1 mue.ha m•ff r•pldo y efiei•nte 
mucha• aplicacion•• 1 ya qu• adlo •xamina una fracción d~ loa 
ear•cter-•• de la cadena •n •l teHto. Mucho• •ditor•• de teHto 
u-san e:1te- 6lgori :.nuJ pat"a ejecutar un d•u~rJJm•nto notable en •l 
t ten1po empl.,&do •n la bt:.aqueda de car.6.cteres. 

1.., hi.·'=t ... r-t.11. iltJJ1trn qv• la bó1H11,,.rfll d•I' un m•Jor algoritmo nt!.ln 
no ha sido bietn juatif .1.i:. .... u.1, pero •xi ate la so•p•cha d• qu• 
-..x1~t..,.,'I aón m6:1 de:1•rl"'ollo• •n •1 hori.cont• del probl•ma 
PATTERH-ftATCHIN9. 

5.Z.3 Alg..-.• algert~ ..... 

Par·a l"'P.solver- el pl"'obl••• de PATTE191-...-.TCHI,_ •• d••at"l"'Ol lat•óri 
""··ius y cJif•r•ntQs algot"'itwnos qu• •on uaado• •n la pl"'•ctic.a, a 
eorot lnuación pr•••nt•r••o• d••cripc.idn de· lo• m•• 
tmportant~•. 

Un m.ttodo obvia para el probl ... • d• Pattern Hatc;hing, •• el 
c.h'!'qu•o para cada po•ible po•ición •n •l te1eto •n la cual 111 
pa t t•rn pt.A•d• S•I"' •neont rado . 

..,j••.,.,plo: 

p ' 1 
..... ~~ccc ,.:il11!cc . ' 

N ......... 1ta ... 

El siguient• prograMa bu•c• por ••t• c•mino la prim•r 
ocurr•ncta d• un patt•rn pc.1 •• N:r en la cad•~ t•1e••· act •• N.> 1 

FUNCION Or·ut•••arch: INTECll!R1 
VAR 

i, J : INTEEltr 
BEGIN 

i =- , ' 
J : •. , ' 
REPEAT 
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IF ac.1.:1 • pcj:I THEN 
BEO'IN 

l l + , ; 
j l. j + , ; 

END 
ELSE 
BEGIN 

l ... l - ' + 2; 
j 1. 1; 

ENO; 
UNT'IL <j>M> OR <t>N>: 
IF" j > M THEN 

erutesearch i - M 
ELSE 

erutesearcn l; 
END; 

El programa me.neja un apuntador 1 en e1 texto y un apuntador j 
en e1 pattern. Si a1 final el pattern se encuentra <j>M> entonces 
se dice que una pareja na Sido detectada. Si el pattern no ocurre 
en e1 texto, entoncee ee reoresa al valor N+1; 

En una aplicaciOn ae edición ae texto, el ciclo Interno ae 
este programa, ea rara vez ejecutaao y el tiempo de ejecuc1on ee 
aproxlmeaamente proporcional al número de car•cteree del texto 
examinado. Por ejemplo. euponemos que se quiere buscar el pattern 
STXNO en la cadena: 

A STR'INO BEARCHDIG EMAMPLE COMB'IST'INO OF' S'IICJLE TEXT. u J J 
donde la sentencia j :• i + t se ejecuta eolo cuatro veces cuna 
por cada 8, pero dos veces por la primera ST>, antes ae compro~ar 
que no se encuentra ninguna pareja. En otras palabras este 
proorama puede ser muy lento para a1ounos patterns. 

Por ejemplo, si el pattern ea oooooot y e1 teKto 

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooot 

52 

en este caso, j se incrementa ? * 45 • 31S antes de que la pareja 
sea encontrada. 

una versiOn dlierente del Aiooritmo de BRUTE F"ORCE es 
presentado a continuación. 

ALGORITMO: 
1 i 1• o 
2 WH%LE 1 < n DO 
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BEGIN 
3 i : • i + 1; 

" j ' - ¡ ¡ 
:s k :• 1; 
6 WHILE Sj • Pk 00 

BEOI.N 
7 
a 

9 

'º 

" 

I.F k • m THEN AETUAN 'EXITO' 
ELSE 
BEOIN 

j + 1 i 
k k + f; 

ENO; 
END; 
WRITE 1 NO SE ENCONTAO' ; 

END; 

Para este algoritmo, se conociera la 1ongttua ae l& caaen& 
pattern, la prueba en la linea 2 poarta ser WHXLE t<n-..... t para 
terminar 1a operación cuanao la 1ongttua ae la subcaaena que 
falte por analizar ::n.o~ r.-• ..:...:. pe.:¡uen.ot que el. pat. t.ern CP>. 

ALOORITMD KNUTH - MORRIS - PAATT 

La taea D.&stca ae e&te algoritmo es que l"'IJ-"'"'ºº se aetecte un 
error en ei emparejamiento centi•naase por emparejamiento a la 
ocurrencia ae1 pa~tern en el texto>, se observen toaos los 
car.a.cteres que se conocieron auranter su aesarrollo cya que el.J.os 
est.a.n en el pattern> y ae aJ.gan moao tener la nao111aaa ae tomar 
ventaja ae esta Jnf'orme.c&ón, en lugar ae retroceaer el apunt..:-.... _ 
1 soDre todos lo& car•cteres conoctaos, ee recorra hasta aonae 
nos sea conven&ente. 

Por ejenp1o: 

cuandO se t>usca e1 pattern 10100111 en el. texto 1010100111, e1 
primer error que es aetectaao est.a. en el quinto car•cter, por ~o 

tanto el apuntador aeoe retroceaer, pero s610 nasta el tercer 
caracter y continuar la t>ósquecsa, puesto que no··suceae otro error 
ae encuentra 1a caaena. No ee pueae aecir con e~actitud ei tiempo 
que consume este proceso, puesto que, depenae Sólo ae1 pattern, 
COlllO se muestra en 1a siguiente taDia perteneciente a nuestro 
ei-10, 

1 pc.t .. J-t:I nextcj.J 
2 t • ;¡ 'º t 

• 'º • 2 
5 'º 'º 3 

• 'º 'ºº • ., 'º 'ºº • 2 
a 'º 'ºº • • 2 

dOnde e1 arr .. 10 nextc.t .. Ml pueae eer empleaao para aeterminar 
qu• tan 1ejoa se deDe o puede regre38.r cuanao un error es 
cMtectaao. 
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A conttnuacl6n presentamos el programa que lleva a cabo e1 
m•todo mencionado: 

FUNCION Kmpeearcn: INTEGER; 
VAR 

l, j : INTEGEA; 
BEOIN 

i : • 1; 

l ' - 1; 
AEPEAT 

IF" <j•O) OA <a.~ll •PCjJ) THEN 
BEGIN 

i : • i + 1; 
j l + 1; 

ENO 
ELSE 

j nextcj:I; 
UNTXL CJ>MJ OR < i>N>; 
XF" 1 >M THEN 

Kmpsearcn 1 - M 
ELSE 

Kmpsearcri l; 
Enct; 

Funcionalmente, este programa ea igual al proceso erute Force, 
pero es prooable que sea mucno ~s r&pido para Patterns, que 
sean altamente repetitivos. 

El siguiente programa es D&sicamente el mismo que el anterior, 
excepto que se emplea para emparejar ~1 pattern en contra de si 
mismo. 

PROCEDURE Xnitnext; 
VAR 

1, j XNTEOER; 
BEOIN 

l : • 1; 

j '" º' neKt C1.) : - O; 
REPEAT 

IF (j•9> OR CpCl')•pcjJ> THEN 
BEOXN 

i :• l + 1; 
j : • j + 1 i 
next t.i) : • ji 

END 
ELSE 

1 : • nextc.U 1 
UNTI.L l >M; 

END; 

Por otra parte, e1 siguiente programa es exactamente 
equ1va1ente a1 programa anterior, pero para ei Pfl,ttern 10100111 
ae1 ejemplo que nemos conslderaao, es me.e eficiente: 
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BEOIN 
l '" O¡ 

º' '" ¡ + ,, ,, IF ac.1' < > • t' THEN GOTO o '" l + 1 
2' IF ac.1' <>•o• THEN GOTO , l + , 
3' IF acD<>'t' THEN GOTO 1 l + 
4, IF ac.il <>'O' THEN GOTO 2 l + 

"' IF ac1:1 <>'O' THEN GOTO 3 l + 
6, IF ar.U<>' 1' THEN GOTO 1 l + 
7, IF a c.l:S < > • 1 • THEN GOTO 2 l + 

ª' IF a Cil < > ' 1 ' THEN GOTO 2 l + 
SEAACH '. l - B¡ 

Este programa emplea una mlnima variedad ae operaciones 
b&s1cas para reso1ver el problema de la búsqueda de cadenas. Esto 
s1ontfica que puede ser ractlmente descrita en t•rminos ae un 
modelo de mAqutna simple llamddo Estado ae Maquina Finita 
<Autómata Finito>.* 

)le Nota El conocimiento oe la T~vr .a do Autómatas se nace 
111:..::e:!-ar 10 en e:> te método. 

La r~prcsentación ae ~quina finita para el ejemplo es: ¡:.::::: .... -............ :.: .. -.. -.. -.. ::: .. · ... •¡4 .......... , 

C•~:-:::-:'.7:7l'--o--•--1--1 
~:::::: :: : : : :::: :· ... -.. -.. -.::::· ...... ---· 

La maquina consta de estados <indicados como clrcuio5 
et1quetaaos> y tran3tctones (indicadas por lineas>. Cada estado 
tiene dos transiciones: i....·.~ translctón esperada coDteniendo una 
pareja> marcada con la 11nea sólida, y una transtcton no eeperaaa 
<no ~e obtiene una pareja> mercaaa con la linea punteada. 

La transición no esperada en el primer estado cmarcaao con una 
linea doble> tambt•n requiere que la maquina bueque en el próximo 
c.ar"'-cter. 

Por ejemplo, euponoa que encontramos la suDcaaena 1011 en el 
texto cuanao buscamos el pattern 10100111 1 despu•s ae empare~ar 
101, se encuentra ur ~~roren el cuarto caracter, la maquina 
indica que hay que checar el segundo caracter puesto a que ya 
encontramos el 1 en el tercer caracter, y sin emDargo, no se 
tiene una pareja, debido a que el próximo caracter no es cero 
como &e requt~r~ por el pattern. 

E1 algoritmo ~nuth-Morrts-Pratt pr0Dab1emente no es 
stgnlftcattvamente mas r&pido que el m•todo erute-Force en muchas 
de las ap11cactones actuales, porque pocas ap1tcaciones 
involu~ran oüequecsa de pattern altamente auto~~r.~tltlvoe en texto 
altamente repetitivo. Sin embaroo, el ~todO tiene una v&rtua 
principal- aesde un punto de vista practico, esto ea, el m•toao ea 
muy conveniente para usar un arcntvo grande leido desde alg~n 

disposi t 1vo eJCterno. 
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ALOORITMO OOVER - MOORE. 

eoyer y Moore sugirieron com~lnar los doe m•todoe vistos 
anteriormente para realizar la cusqueda ae derecha a 1zqu1erda 
del pattern, escogiendo el m•8 grande de 1os doe ealtoe. 

Noe presentan e1 siguiente algoritmo de car•cteres mal 
emparejadoe 1 que oov1~mente no repreeenta mucha ayuaa para las 
cadenas binarias, debido a que eo10 exieten aos poe1Dlltdaaee 
para que se presenten caracteres que causen el mal emparejam1ento 
cemparejemlento del pattern con e1 texto>, y ambos tienen la 

misma prooeoilidad de estar en el pattern. Sin embargo, ios bits 
pueaen ser agrupados a un mismo tiempo, creando caracteres que 
pueden ser usados exactamente como un todo. Por lo que, s1 se 
toman D bits en un tiempo, entonces se necesitar& una taDla oe 
saltos con 2••b entradas. 

PUNCTION Mismarsearcn: INTEOEA; 
VAR 

i, j : INTEOER; 
8EOIN 

1 '• M; j '" M; 
REPEAT 

IF ~CiJ•ptjJ THEN 
BEOIN 

l t - 1; 

l '. l - '' 
ENO 
ELSE 
BEGIN 

i :• l + M - i + 1; 

j '" M; 
SKXP ( inde>C(aCiJ) - <M-j+1) > ¡ 

ENO; 
UNTXL C j > 1 > OR ( t >N >; 
Mt smarsearcn : • i + 1; 

E:NO; 

ALOOAXTIC> AA8XN KARP 

Rabtn Karp encontraron un cemino factl para reeo1ver este 
proo1ema por meato ae la tuncton HA&H Htk) • K MOd q, aonae q cel 
tama~o de la tabla> es un n~mero primo granae. su ~todo esta 
oaeaao en el ca1cu10 ae 1a tuncton HA8H para la poslc1on i en e1 
te~to aanao este va1or para la posición 1-t <Este m•toao vlene 
directamente ae 1a forrnu1ac1on matema.ttca; ver RoDert seagewlcK, 
"Algorlthntll", strtng searcn1n9>. oeapu•s -aswnlmo• que 
translaCUMno• los M caractere• a nGameros empaquetado• en una 
palabra, que poaemoa tratar como un entero. A esta 
corre&ponaencta ae escrlDlr 1os caracteres corno n""'8ros ae 
aenomtna statenw ..... -d, aonae.a ee e1 n~mero ae caracteres 
posibles, el n~mero corresponatente a~t .. 1 • M-t> es entonces 

IC • •~ll .,._...t + at.l•tl ae--e + .•• + ac1•111t-t.J 
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y PoGemos asumtr que se conoce el valor de H<K> • k MOd q. ?ero 
camotar a una poeición a la aerecna en el texto, Simplemente 
corresponde a reemplazar x por 

una propiedad funaamental ae la operacton, ee que pueae ser 
aesarro11aaa en un tiempo, y ootener la mteme respuesta. Otro 
camino serla, et tomamos el restauo resultante cuando atvidtmoe 
por q caespu•e ae caaa operación arttm•tica>, entonces, tenaremoe 
1a mtsma respuesta, si desarrollemos todas lee operaciones 
erttm•ttcas tome.nao el reetduo cuando divtaimos por q. 

A continuación se pr.esenta el a1ooritmo, que aplica el m•todo 
ae Rabin tcarp: 

FUNCTION Rkeearch :INTEOER; 
CONST 

q • 33S:S4393; a • 32; • 
VAfi 

n1' h2, dM, t .INTEOER; 
BEOIN 

aM :• 1; 
FOR i :• 1 TO M-1 DO 

aM :• Cd*OM> moa q; 
nt i• O¡ · 
FOR i :• 1 TO M DO 

n1 :• Cht*a + inaex<pcU> > moa q; 
h2 :• O; 
FOA i :• 1 lvMOO 

h2 : • e ne* a + i naex e a e i:D > moa q 1 
t : • '¡ 

WHXLE Ch1<>h2) ana (i<•M-N> 00 
SEO.IN 

END; 

n1 : • cnt + a•q - tnaexcacu •c:MO > moa q; 
n2 :• cn2•a + tnaexcact+Ml)moa q; 
' : • ' + 1; 

Rksearcn : • t ; 
END; 

La tuncton. primero calcula un valor HASH ftt para el pattern. 
aespu•s un va1or HASH para los primeros M car•cteres ae1 texto. 
ca1cu1a te.mbt•n, e1 valor ae da..-t MOd q y lo aepostta·en 1~ 

VAri•D1e ... 

En el ca•o. ae que se encuentre una poetcton en el texto que 
tenga el mismo valor HABH que el pattern, se pueae realizar una 
c0111P9rac16n atrecta ae1 texto con el pattern. 

En cuanto al n""'8ro ae pesos que realiza este algoritmo se 
dice que: tedricalftente pueae realizar ... pasos en el peor caso, 
pero en 1a practica se na ooservaao que rea11za un poco mas ae 
.... pamoa. 
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OUSQUEDAS MULTIPLES. 

Los aigoritmos que se presentaron en este capltulo, e5t•n 
orientad05 a la Dúsqueda de cadenas espec1f1cas en un texto, pero 
en el caso. de que en un mismo texto se desee ia bUsqueda oe 
varios pa~terns, entonces va1dr1a la pena el empleo de algún 
proceso de búsqueda ce caaenas suosecuente que eea eficiente. El 
necho de que exista un gran número de Dúsquedas en el problema de 
búsqueda de cadenas, se considera un caso especial de proo1emas 
generales de ousqueda de cadenas. 

5.3 CRIPTOLOOIA. 

En tos tiempos actuales aonde mucnas personas tienen acceso n 
la compu~aci6n, el pirateo y el uso lndeDido de ciertos 
programas, han necho que l.c~ enpertos :--e..3.li.:.e:-i :i~31.11"'1.v·· .:~a1gos 

sólo descifrables por ciertos métodos, que nan tomado en loz 
0.1 timos· ª"ºs un oran auQe. 

El &rea que tiene como 1 ••. P,'.tlT:J1"' o disminuir J..V.:. ~úll30S y 
delitos referentes a1 manejo de la informcsci6n princtpa1mente en 
el •rea de c6mpu~o. que son mas fAc11es de descr101r que de 
prevenir. es la CRXPTOLOOXA. 

La pues~a en clave de los datos o encr1ptac1on de ios mismos es 
una so1ur'"'" a prool.ema.s como robos de paquetes ae ai.sc·:i:5 o el 
plrataje en la graoación mientras los datos son enviados por 
l'MIGlo de l.lneas ae comunicación; ya que la fina11daa de los 
IMtocios consiste en escrtDir en el.ave secreta o de mvdo o,_,,.,To 1a 
información para que •eta pueaa ser mane)ada por e1 personal 
autor i zaao con un mayor grae10 de seguridad v con 1os f 1 nes 
planeados ae antemano. 

Es tembl•n unportant.e tener presente que e1 coa1 ficar 
información es una forma ae eliminar parte ae la reaundancta del 
~e~to oriQina1, y que est.e proceso puede ser aesae muy s1mp1e 
hasta ft'W.IV complejo. resui~a.ndo oov10 que entre m•s Simple -sea el 
esquema rM.s f&Cil. ser& para ur. íntruso aescuorir y descifrar loe 
uatos. 

s.:s.t oer1n1cl6n. 

La CftXPTOLOOXA es el estud lo d-:! 1os stst.emas pare. 1a 
comunicación secreta, comprenae dos granaes campos; LA 
Cll:IPTIJORAF'IA y EL CRIP1'DlllUIALI8I9 <CR:XPTOORAPHV: A PRIMER; Alan G. 
Kornetm>. 
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A> CRIPTOORA~iA: Esta palabra provi~n~ del ~rtego Kryptos 
cocuito> y orapnein <escrJtura>; comprenae el. dtsetto de 
sistemas ae comuntcación secreta, es decir, es la ctencia que 
a1tera o encrtpta un mensaje ae una forma or1g1na1 a una 
que no sea entenatDle por cualquier tnatvtduo, con e1 fin de 
incrementar la seguridad en la transmisión y a1macenam1ento ae 
la tnf'ormacton. 

Las prtnctpa1_es caracterlsttcas ae la. Criptograf.i.Cl son. 

- La transf'ormación ae un texto a una forma no entendiDle a 
travé~ de un procedtm1ento algoritmtco empleanao una llave o 
parámetro secreto y, 

~su~ p1 in~1pales u~os son la pr1vacaaaa dB 1os datos, la 
autenticiaa~ del mensaje y 1a va11aac1on ae los usuarios 
autor1z.:i.aos. 

e> CRIPTOANALISIS: Es el estua10 do todos los posibles caminos 
para descifrar los sistemas ae comunicación secreta; rue 
cons1aerado un arte nasta el siglo xx. cuenao la importancia 
de la inte1igenc1a militar y diplom&tJce nacia. la conducta 
ae la po11cta extranjera fue evidente. El concepto b6stco ae 
criptoana11sls rue desarrollado como una rama ae 1as 
matem6tlcas aplicadas, ya que emplea nerramlentas ae la 
teorla de proDaDtlidaa y estaalstica, del algeDra lJnaal, 
ael algeDra abstracta y de la teorta de la complejidad para 
•lesarroltar su runc1on pr1mora1a1 <descifrar el mensaje>. 

La cripto1og1a mantiene eetrecnas relaciones con 1a cJencta de 
la comun1cac1on y los a190r1t..aa, espec1a1men~e con los 
ar1tm•t1cos y con los ae mantpulactón aa caaenas ae car•cteres; 
a.sl mismo, tiene estr'eicnas relaciones c.:..n las ciencias 
computactonales, ya que emplea a las computaaoras como 
herramientas. 

Actualmente la crtptologla es una ae las &reas m&s af'ectadas 
por las computaaor~s ya que aún cuanao nan permitido a los 
criptografos aesarro11ar "'6.qulnas de encrJptaciOn mas poderosas, 
nan aaao lugar a mas errores, ya que tamc>t•n les ha proporc ionaao 
a los c~totoana11stas nerrarntentas mucho mas poderosas para 
desctrrar el coa1i;¡¡o, suscttanao con ell.o una Jncreible 
explotación de lOS recursos computacionales. 

s.3.2 areve ftt•torta. 

Los Códigos y las cifras eon tan antiguos como la historia ae 
la escritura, sin embargo, naate sabe con e~actitua cuando 
comenzó la escritura secreta; uno de loe· primeros ejemp1oa de 
este tipo ae escritura ea una taDla cunetforme que data ae 
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d.lr'!dedor del af'lo 1:500 A.C. que contiene una fórmula. codtftcada 
para hacer cer•mtca de vidrio. Lo~ ortegos y los espartanos 
usaoan los Códigos all• por el a~o 475 A.~. y ld$ clase~ alta~ de 
Roma durante el retnado de Julio cesar. En el periodo de la Edad 
Media decrece el interés por este tipo de escritura. con el 
Renacimiento italiano vuelve a florecer este arte y durante el 
r~tnado de Luis XIV de Francia se emplea un código oasaao en 387 
~laves beleccionaaas en forma. aleatoria para cifrar los mensa1es 
del gobierno. 

En el siglo XIX se dan do:s fac:..tv; ·~S que inr.rement.an el tnter•s 
por esta Area. El primero fue la publicación del relato de Edgar 
Allan Poe "E1 escarabajo de oro", cuento cuya trama emplea 
mensd1es cifrados, que logran excttar la imag1nac16n de mucnos 
lacto res. El segundo, y mas importante, fue la i nvenc ton del 
telégrafo y del Código Morse, Código que constituye la primera 
representación binaria <puntos y rayas> ce1 alfaDoto. 

ourante la Primera ouerr~ Munctal much~s naciones construyeron 
maquinas codificadoras meca.n1ca~ que perm1ti.ar1 un.3 rac11 
coc1ficdcion y aecodtficacion emp1eanoo cldves complejas y 
sofisticadas. Antes de emplear mecanismos para aecodlrtcar y 
codificar mensajes, las claves comp1e1as se empleaban con poca 
frecuencia deo1ao al costo <principalmente tiempo y i;i...,1uerzo> 
requerido para codificar y decoa1ficar el mensa1e. Por lo que la 
rrvl.yoria de los textos codificaaos podta11 ser desc1frad05 en 
rt-~idt avamente poco tiempo. Al emplear las m~qu1nas meca.ntcas, el 
•n·te Oe C1P.St:1frar un mensaje se n1zo mucho mas diflcll Aún asl, 
Qt..1nquP. las modernas computadords habrlan desctfrado ractlmente 
e-:.os coaigüs, ni siquiera ellas pueden eludir el increible 
tdolento de HerDert Vardley, considerado noy en ata como el 
maestro mayor en el arte ae descifrar códigos, ya que no solo 
:!-:;.._, .. <j eJ. c6dtgo dlp1omAtico de loe EstdClos Uniao:s en 1915, 
5ino que incluso aesclfró el código diplom&tico japon•e en 19?.2 
P.mpleando t~Dlas ae frecuencia del lenguaje nipon. 

ourante la segunda Guerra Munaial, se opta por robar las 
maquinas coair1caaoras al enemioo para evitar con tu ........ "".1 tedioso 
proceso ae aescifrar el código. oe hecho, se considera que la 
poseslon par parte de 1os a11aaos de una ,,,.quina codificadora 
al~mana, contribuye en gran medida a la culminación de la guerra. 

posteriormente, el uso de m•tod05 cr1ptogr&ficos para una 
comunicación segura estuvo en su mayor parte or1entaua a la 
jur1satcc1on ael gobierno <seguridaa militar y diplomatica> 
celosamente guaraados y dirigidos por los servidores nactonales 
de criptología. 

con la llegada ae las computaaoras la seguridad y existencia 
de códigos indescifrabies ha coDraao un alto grado de 
importancia, ya no sólo es frecuente ia necesidad de mantener 
:.ecretos ciertos archivos, sino que el mismo acceso a la 
computadora debe ser controlado y regulado. Para ello se nan 
desarrollado numerosos m•toaos de cifrado de archivos y el 
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algoritmo DES cencriptac1on Estandar ae catos> aceptado por la 
Oficina Nacional de Estandares de Estados untdoe ya que dUn 
cuanao es un a1oor1tmo aitic11 de implementa~ y puede no sor 
adecuado en todas las ocastones, se considera seguro contra ios 
intentos de descifrar el mensaje. 

s.3.3 crtptosistema. 

ENCRIPTAR es el proceso ae transformar el texto oriQinal 
<TEXTO CLARO) en un texto encriptaao que es un texto rormaao por 
slmboloe que pertenecen a un alfabeto. 

El alfabeto tipico consiste de letras mayúsculas y letras 
m1noscu1ae: 

... b, e, o, ... f, g, n, .. j, k, ]., m, n, "· o, p, q, r, ... t, 
u, ., . x, y, z 

"· e, e, D, E, ... a, H, %, J, '" L, ... N, ... o, p, Q, R, s, T, 
U, v. w. X, v. z. 

aroumento:s num•rtcos: 

º• " 2, 3, ... '" "· 7, e, 9 

puntuacton, espacios "" Dlanco: 

'• ¡, ?, 1, •• 

y sunoo1os especiales: 

+,-,•,/,-, 

Anora Dlen un crlptoststema es una familia T de 
transformaciones soore un texto. Los miemt>ros ae la familia 3on 
tnaexaaos por un parametro K llamado 11ave o clave. El espacio ae 
la llave K ea el conjunto ae valores pos1~1es para 1~ llave ~ue 

ee es una secuencia ae letras del alfabeto y la transformación ne. 
es un algoritmo aeterminaao por k. La erectivldaa de la eegurldad 
del encriptado depende ae mantener 1a c1ave en secreto, ya que 
cua1qu1er ueuario puede tener acceeo a 1oe arcn1vos coa1r1caaos 
pero sólo el ueuar10 autorlzaao conoce la rorma ae aeco~ificar 3U 
contentao. 

La estructura canón,cG ae un criptoslstema tiplco se muestra 
en el siguiente ataorama: 
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K~~~~~~~~~~~~~~~~ 

(~'-l~r-~t-~~~~~~~~-r_:.--i 
L.-ª=-~1--~~~,..~ll'TQ~-=;m.:'rz~·~~~MI0==~~-1.~.:.;..._J 

oonaa1 

• TI< .. 
naa-t ... 

" 

• • TMCM> •> M • ne.ea- t CM> 

Men••'• encrtpte.do 
Trenetormac1on eoore el mensa'e emp1aonao el 
par•ratro IC 
Menea'• orlQlna1 <Texto Clero> 
Traneformacton 1nver•• eoore el menee)• 
empleando •1 peram•tro • 
Meneajes proauctdos por el crtptoanellete . 

El transmisor ca> dee•a envtar un menaa)a tllam~ao texto 
c1aro1 a el receptor uu. Pare 11110 traneforma el texto cu.ira o. 
una rorma secreta empleanao un algoritmo crtptoQrartco CT> y 
algQn param.tro CK>. Al l••r al men••)• el receptor aeoe tener el 
algoritmo aecoait&oador e-re•-•> v 10• mammoe par6m•tro• cK>, que 
•mpl•• para poaer tr•n•tormar a1 te•to encrtptaoo en e1 taKto 
claro. ueuaim.nte •• aeu"'9 que e1 texto encrtptado •• enviado en 
una 1¡nea ae comunicac&6n &nee;ura v se encuentra atapontb1• a1 
cr&ptoana1teta CAi quien tamDi•n conoce 101 m•todos de 
encrtptact6n y aeeancriptact6n v •• propon• reouperar e1 texto 
claro ae•conocianao loa parametroa CK>. 

aa •• oD••rva con aet1nim&ento 11 ••quema anterior, nos 
poaemoe a.ar cuanta qua para qua aM&ata un crtptoeiatema, a1 
tranamt•or v •1 receptor a1Dan poner•• aa acuerao en 1oa 
per6metroa aa 11ava, como una regia, entra mayor n~mero aa 
par6matro• ax&•t•n como 11ava, mayor aa;urtaaa eMtat&raJ pero 
••to t.,..t•n rapraaanta un tncramanto an la compla~iaaa aa au 
•"'Pl•o v• qua •• naceaario racoraar 1a comDtnac&6n aa 1oa 
par61ftetro•; aa9"Rltia, un •••temei criptoar•''ºº •• ao10 tan a1;uro 
como digno• a. con,&anza a .. n loa.qua conocen la llave c~oDart 

8eCIWICK. ALCIOl'llT ... I, 

L•• cue•c1on•• econoinlc•• 1uev•n un ~P•l centr•1 •n cu•1qu1•r 
ar .. y st an 10• oriptoatatemaa axtat• una rnotavact6n acon6mica 
para conatrutr aiapoattivoa auftplaa, paro aracttvoa aa 
ancrtptect6n v aaaancrtptacl6n, tamot•n puaae •Mlat&r un. 
aatarminaaa cantidad qua c&artaa par•on•• ••t•r,an at•puaataa a 
pagar •1 crlptoanal&•t• •t d•ectrr• •1 menaaja. 
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S.3.4 Regla8 b6sicas. 

uno ae ios problemas que elempre aece ser exam1naao es 1a 
etlcie~cta ael m6toao ae encriptac1on ; en, otras palabras, el 
evaluar sl ei texto encrtptaao realmente oculta 1a informeclón 
y, s1 ex1ste a1g~n proceso meatante e1 cual el teXto claro pueda 
ser recuperaao sln el conoctmlento de la llave¡ •sto nos permite 
cuantificar el esfuerzo, el tiempo computacional y el cozto 
requert'e10 por el crlptoana11sta para descifrar el manss;)e. La 
crtptologta es pues, como se ha observado un conflicto constante 
entre dos adversarios; 

1> El dtse"aaor ae un Sistema especifico que conoce la familia de 
transformación y los parametros; y 

2> El oponente o crtptoanalista que se dedica a intentar 
recuperar e1 texto y10 la llave, pretendtenao con e110 
derrotar los efectos ae1 encrlptamiento. 

Las reglas entre estos e1os aaversar1oe fueron formuladas en el 
5 iglo XIX por KerckhOf fs en su lloro: CRIPTOORAFXA Ml'.Ll'.TAR; ella:5 
son: 

K1 El sistema serA sino teóricamente tndecurao1e. 1naecifra.01e 
en la pr•ctica. 

E5ta regla lmp1lca que el método ae encr1ptac1on emplea~o 
deDe representar un alto grado de seguridad. 

Algunos sistemas encriptados son 1naec1frables, 
signirtcanao esto que no existe ningun método criptoana1ista 
para recuperar e1 texto original '>"= , .... llave del. texto 
\!ncrip:aao 

un sistema crtptoor•flco en un espacio finito ae llave~ 
sera efectivamente tndectfraDle st el tiempo y cAlculo 
requerido para proDar llaves es tmpr&cttco, ast como si la 
o~squeaa de llavt:tt b.,;o ~r.rH!usta. 

K2 la n~-~n¡~1rAr 1 •- ;~1 ststema no presentaré 1nconven1entes 
para 105 correspondientes. 

Los sistemas d~ encrlptaclón consisten de aos tipos de 
información : Información PUDllca <regias ael algoritmo 
mediante el cual la informactón es encrtptada> y l.a 
Información Privada cc1ave emp1eaaa para encriptar e1 texto>, 
por 10 que ios errores presentados por e1 sistema no se aecen 
derivar de la ignorancia de alguna persona autorizada Y 
aae~s deben poder ser menos preciados o inexistentes; es 
decir, a~n con posibles errores durante la transmieión del 
mensaje •ste debe ser descencriptaao y entendido por la 
persona adecuada. 
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K3 La llave del metoao del sistema encrlptogr•tlco •er• t6Cll de 
memorizar. 

K4 Las operaciones de encraptaclón ae~en ••r ••ncilla•. 

Idealmente solo se debe requerir d• un 1•piz y un pap•l 
para aplicar e1 metoao ya eea al teKto claro o al •ncrlptaao 
y obtener e1 resultado aee~aao; 10 costoso o compllcaao d•D• 
ser evitaao. 

KS El texto cltraao aeDe ser factl de tranamitlr y almacenar. 

Ke El empleo d91 sistema no requerir• una li•ta grande de reglas 
o esfuerzo menta1 Cminimtzactón ae1 tiempo>. 

Es importante Considerar el factor t lempo •n el empleo ae 
los ~todos de encriptacaon y aeeencriptacion ae datos ya que 
mucnos usuarios tienen verdadera necesidad ae encrtptar aua 
archivos y si esta regla no se cumple optGn por no ~acer10. 

K7 El texto encrlptaao no debe ser ma.~ oranae que el mensaje. 

La eMpans1on del mensa'e incrementa e1 tiempo de 
transmLston y costo, y ademas, entre maa corto eet• el 
menea'e encript.aao ser• m&s ditlcil de .aecoditlcar. 

E~ de suma import.ancta una valortzaoton esa 1oe aiatamas 
cr1ptogr&r1cos tomanao en cuenta e~to~ reolae u onjettvos; ya que 
e110 nos permitir• evaluar la ettctencla ae 1os alQorttmoH o 
m•tor.to~ emp1eaaos para encr i ptar un te,. to. 

5.3.S Ap11caclon-. 

Actualmente, 1oa etatamae de procesamiento de tnrormación 
juegan vartos papeies en las operaciones ae negoolos tales como1 

• El Ana11e1s de datos: compute.nao ecrvtctos. racturanao, 
rea11zando pronost.lcoe, etc. 

- La Act.ua11zac1on ae archivoe1 tal como el atse"o ae aatoa, 
bancos ae lnformacton, l.ietas ae c11entea, •n orQan1zacionee ae 
cr•alto a coneumldores y en 1aa agencia• de ••t.•aoa teaera1ee. 

- El Me.nejo ae Transacciones: tales como las reservaciones de 
vta,ee y ahorro ae traneacc1ones Dance.ria•. 

- como un componente en la comuntcacton de 11atema•. 

- como un surttdO autom6t.&co · c:J.• necaoctactone•, lazo a V 
comunacaciones. 

- como un component.e ael corr"eo 'e1ectr6nico y '•c•imi1•. 
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Las ep1icaci~nes antes mencionadas son solo a1ounos ejemplos 
de transacciones que manejan datos electrOnicamente, aanao lugar 
a que e1 lntercamDio de serv1c1oe pueaa ser ejecutaao stn 
requerir voz o contacto flsico de los participantes. La 
Información procesada ae esta forma da lugar a1 romento ae un 
problema ya existente con un amp110 rango económico y de 
ap11cac1on social: el proDlema de mantener segura la información. 

Les comunlcac1onee eon una de las •reas mas vu1nerab1es ya que 
las interferencias de conversación telefónica y la transmisión 
digital de aatoe por mlcroond.:;.z;, ¡:.ueae ser llevaae acaoo eln 
necesidad que las personas 1nvo1ucraaas 1nter.r1eran rtsicamente; 
los sistemas de negocios que identifican a sus usuarios con una 
tarjeta de credito y un passwora favorecen tamDien las 
actividades criminales, y en general, cualquier sistema de 
procesamiento de información 36 encuentra propenso a diferentes 
ataques, por lo que loe componentee de un sistema computac1ona1 
deben encontrarse dispersos, monitoreando y otorganao protección 
contra una clase limitada de amenazas: La Amenaza Pasiva tla 
información es copiaaa ·.¡ liDeraaa> y Ld. Amenaza Activa Cla 
información es borraaa o alterada>. 

La cr1ptograt1a ee e1 •rea encargada de m1n1m1zar 105 
problem3·- '1e ataque a la informaclon, puesto que proporClOna 
m•toaos enrocados a protegerla. Mientras no se ~arantice la 
absoluta eeguriaad oe la información, esta debe ser celo~amente 

guardada y ya durante su transmisión se debe crear el sistema de 
seguridad, es decir, el texto claro debe ser tranerormaao a un 
texto o formato clave, ae tal forma que no pueaa ser entendido 
po.- cualquiera. 

La criptografla se ha aplicaao ampliamente a la transmisión ae 
datos, en la que "xiste _,, r1ujo continuo oe cara.ctPJres a trav~s 

de una linea. La longitud efectiva del mensaje pueae ser 
sumamente grande y el ,.,.tocto ae encrlptamiento ap11caao en forma 
conti"ua a la secuencia, sujeta solamente a una resincronizacion 
a fin ae manejar los errores ae transmisión. 

Por ~ltimo siempre hay que tener presente que las tecn1cas 
criptogr•~icas proporcionan s610 un aspecto de proteccion contra 
la destruccl6n intencional o accidental, •sta no se obtiene 
mediante la puesta de 1a información en clave, ya que en realidad 
los datos se peraerlan si el texto encriptaao se destruye o si la 
llave o parAmetro de encriptactón se pierde. 

5.3.6 ventajas e1e 1a cr1ptograr1a. 

El encriptar textos involucra diversas ventajas; la mas 
unportan~e y 1a cual ea el prop6e1to ae la criptoQrafla es la de 
proteger la información, ya que no cualquier persona conoce la 
llave o clave para decodificar e1 texto encr1ptaao, 
proporcionanao ast, Si los n»todos son se?uroe, no S6lo un alto 
n1ve1 ae seguriaaa, SlllO aaem.it.s herramientas para el control. ae1 
acceso a datos crtticos. 
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oaoo que eMieten diverso• .... todos d• encriptaci6n, el usuario 
pueae eleQlr •1 maa aproptaao a su• n•c•etdaaes, y aque1 ~ue crea 
ee ei ~• aeguro1 pu•a• ªª' mlemo, ut111zar 1a 11av• que 
cons1a1re apropiada, y, lograr con toao ello la protecc1on 
aaecuaaa ae 1• lnformactan. 

En genara1 la crlptografla pueae 11egar a proporcionar un etn 
n"'"8iro ae ventajas, siempre v cuanao ee emplee aaecuaaament• y se 
consiaeren todas 1as contramealaaa necesarias para proteger la 
1nformac1an. 

s.a.7 Desven~•!•• ae 1• crtp~ograrla. 

La crtptografla no es una garantla de abeo1uta ee~ur1ana, 

aaemas es una actlviaaa costosa, que lmpllca codificar Y 
aecoalflcar archlvoe, por 10 que eolo las personas que cuenten 
con 1oe meatos aproplaaos podr•n emplearla. 

La llave emp1eaaa al encrtptar un texto, es un elemento 
sumamente importante y el no ea segura, ser• f~Cll para loe 
cr1ptoana11etae aecodiflcar 10 encrtptaao, aaemas es un elemento 
que ee debe manejar con cuidado para evitar que 58& Interceptada 
o robada. Asl, la pereona encargada ae encrtptar la lnformaolOn 
juega un papel arr1esQado que puede repercuttr en la pérdida ae 
una gran cantidad de dinero si la 1nrormac1on es desctrr~aa por 
los oponentes. 

5.3.e car&ctertettcaa aeaeables en un algoritmo ae ancrlptactan. 

Lo expuesto nast• esta parte del presente subcapitu1o no~ 

permite deducir los requerlmlentoe o caracterlettcas qua un buen 
a1Qor1tmo ae encrtptact6n debe tener1 

- Debe permitir a loa ueuarloe autorizados accesar aatos con un 
mlnlmo costo o Impacto operac1ona1. 

- oeoe prevenir el acceso de personas no autor1zaaae, a la 
1ectura, reemplazo y/o moalficac16n de datos. 

- Debe ofrecer un alto nivel de segurtaaa. 

- Debe ser entena1b1e y etn arnt>iQUeaad, y 

- Debe requerir ~nlcamente mantener la lleve en secreto. 

s.a.• M6t0d0• D6alco• e1m encrtptacl$n. 

Loa ,,..toao• d• encrtptacl6n •• •ncuentran siempre 1nr1uenc1aao• 
por 1• tecno1091a. Kntr• loa ~toao• "'6• traa1c1ona1ea •• 
encuentren ao• tipo• Daa1co•1 •1 .. tOdO por ..-.tttuct.,. y •1 
... tOCIO por tran.pc>aic&6ft. un encrlptenuento por suDat1tucl6n 
reemplaza un car•cter por otro, aejanao el mensaje en e1 mismo 
ora•n. un encrtptamien~o por tr•n•po•lc&an modifica el orden ae 
lo• componentes del mensaje aa acuercto a cierta reoia. Estos 
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tipos de m•toaos se pueden emplear con cualquier nivel de 
comp1ejidaa • inc1uso pueden ear mezclada•. La computadora 
introduce un tercer ,,..todo de encrtptacton: El ,..toCIO por 
11e.n1p11ac1an cae bits, que altera la representacton interna de los 
aatos en la computaaora mediante a1gan algorttmo. · 

Estos tres m•toaos emplean una llave o clave constituida por 
una caaena de car•cteres necesaria pera aecoatftcer el meneaje; 
es neceearto tener presente que la llave por si eola no basta 
para aecodtftcar un texto encriptaao, es neceearto conocer 
tamoi•n el algoritmo Od encriptacton. La 11ave persona11za un 
•nensaJe codtficaao·, de forma tal que solo aquellas personas que 
le conocen, pueaen aecodiftcarlo. 

A> MET0D0S POR SUBSTXTUCJ:ON. 

El m•todo por substttucton m&s simple lleva acabo un 
aesp1azamiento del alfabeto en un cierto n~mero ae poe1c1ones; es 
ne~lr, st una l~tra del texto claro es la n-astfMl letra dGl 
alfabeto, esta es suostltutaa por l~ letra que se encuentra en la 
<n+K>-•sUNI posición ae1 alfabeto, aonde k es un entero fijo, 
conoctda con el nombre de cJfra caeaar <En nonor a caeear que 
empleaba k•3>. Por ejemplo, st cada letra se aeep1aza 3 
pos1ctonee Ck•3>, entonces 

ALFABETO 

ALFABETO DESPLAZADO 

a D e d e f g n t j K l m n " o p q r ~ t 
uvwxyz 

aefOh f ~k imnt'lopqretuvw 
X y Z e. t> C 

observe que iae letras desplazadas del principio ae ia ltnea, se 
han anexado al fina1. 

Si se desea codificar un mensaje emp1eanao eete m•toao 
SlMplemente se sustituye el alfaDeto real por el dlfaDeto 
aesp1azaao. 

sea el texto claro: 

ATAQUE AL AMANECER 

El texto encriptado quedarta como: 

DWOSXH 00 OPOQHF"HU 

Este m•todo en realidad es muy f•ctl ya que el crtptoana1ista 
solo ttene que aaiv1nar ei ve1or de kl aeapu•s ae todo ao10 
eKtsten 26 deeplazemtentoa, v es r•c11 pr0Dar1oa todos en una 
cant&aaa r.e1ativamente pequeflA ae tiempo. 
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un segundo rallo de este m•toao simple ae euDetttucton es que 
reepeta ioa eapac1oe en 01anco, una 11oera meiora e•rla 
coa1r1car1os <En rea11aaa se aeoerlan coa1r1car toaoe lo• a1onoa 
de puntuac lón >. 

ALOOR1,_, CIDD1F1CAOO. 

• 1nc1uae "CLype.h" 
• 1nc1uae "etudio.h'' 
main <arg,argv> I* Cifrado por deep1azam1ento *' 
tnt arQC; 
char' •argv cJ; 
1 
'' caroct•~S> 
1 
pr1ntfC"uso1 entrada salid~ coa1r1ca1aecocHflca 

desplaza'"">; 

1 
exttc >; 

1r c113a1pna. '*arov 4>> 

prtntfC"la letra 1n1c1a1 debe ser un car•cter alf~U>•tlco 
n">; 

el\ ltt >, 

l r toupper< •argvc!J •• • c?codl r lee.< argv cu.arovc27.•argvc4XI 1 
el se 

decod t f 1cacarov e.U, argvc2.1, •argvc.lU>; 

boa1r1ca centraoa,ea11oa 1 1n1c10> 
cnar •entrada, •salida; 
ene .. ~"~~fo. 

lnt car; 
FILE •pf1, •pf2; 
lf <<Pf1•fopen <entrada,"r">>••O> 
\ 

t 

printf <"no se pueae aDrlr el. arcn1vo ae entraaa' n 11
) 1 

ex1t.< >; 

,, <<Pf2•fopen C!HU.id8,"W'")Iª"º) 

\pr1ntf <"no se pueae at>rtr e1 arctuvo ae sa11aa,n 11 >; 
extt< >; 

llntcto• to1ower e lniclo>; 
lntcio• 1ntc10- 1 a 1

; 

"º 1 
car • to1owercgetc<pf1>>; 
., ccar••EOF> or-k; 
'' <isa1pnaccar>> 

' car+•lftlCIO.; 
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lfccar,'z~ car••!eJ 
1 putc<car ,pfa> 1 

\ Whll• (ti 1 
fclo••<pf111 fc1o••IPf2>1 
1 
decodlflca centrada,aallda,1n1cto> 
c~ar •entrada, •salldaJ 
cnar lnlcioJ 
1 

1nt car; 
~%LE *Pft, *Pf2J 
lf CCpf2•fopen cantraaa,••w 11 >>••0> 
1 
pr intf e 11 no sa puede aor 1r al archivo de entrada' n 11 > 1 
eXltC) J 

fniclo• to1ower Cinicio); 
t.nlct.o• 1n1cto- 'a' J 
do 

1 
car• to1owercgetc<pf1>>; 
if ccar••EOF> oreaK; 
lf ctealphaccar>> 
1 

car-•1ntc101 
tfccar>'~> car~•26J 

putee car, pf2 > 1 
\ Wl1119 (ti¡ 

fc1o•e<pf1>J fclosecprA>; 
1 

Un mejor método de auo&t1tuc1on ••aquel que emplea una ta~la 
Q•n•r•l que define la suostt.tuc1on que va a ser realtzaaa, es 
decir, para l'"l'llli?\ tetra ae1 texto clero, 1a te.t1ü ... .:11·~1.1i 1:1ue letra 
se coloca en e1 texto clava. Por ejemplo, st la tao1a tiene 1a 
etou1ante corr••ponaenc1a1 

A•CD•~OHIJKLMNOPQR•TUVWICYZ 
T H lt: Q U J C K • ft O W N ~ X J M P D V R A Z Y O L. 

Entonce• el texto claro 

ATA Q U lt: A L 

Queaarla encrtptado como 

TOTJYQLTQLTWTNQlt:QM 

- •10 -



oe l•e 1•tra• en un lenguaje, v el ariptoa"al&ata pueae ten•r un 
bu•n &n&o&o en •u tarea ae d••a&trar el ,,.n .. J• •t centra au 
atano1on an 1•• 1atra• m•• tracuent•• aa1 t••tO encr1ptaao V 
aaume que ••t•• pueaan ••r reemp1azaaaa por 1ae 1etr•• ""ª 
treauent•• ae1 lenguas• con •1 cual ••t• tratanoo, por ejamp10, 
•& •e cuenta con una tabla ae rrecuencaaa ae1 ianguasa aepafto1 en 
la qua •• ragtatra ia tnformac•ón ••t•a••t&ca aa1 empleo ae caaa 
letra ae1 alfabeto, •• puede aeauo&r '•c&1manta qu• l• •o• 
representa ia letra •a• que ea ia letra MA• ootrM:ln aa1 lenguas• 
eepa"o1. D• ••t• rorma •• pu•a• •eguar aaao&tranao el reato aa1 
rnen••J•, mA• a~n, cuanto mayor ••• e1 t•~to coaif&caao, m•• t•ctl 
••r• aeac1,rar10, emp1eanao 1as tablas ae rrecueno1a. 

• tncluae 11 ctype.h 11 

• tnOlUde 11 BtUGtO,h 1
' 

char eut> 28 • 11 qazwaxeacrrvtgbyrtnujmlko1p 11 1 
cttar alfabeto ae • 11 abcaergJ"ti jklmnopqrestuvwxyz 11 1 
maan <arg,4rgv> I* metodo por Qvotatucaon *I 
lnt argc1 
char •argv e~, 
1 
ar <argcl•.14-> 
1 prtntrc 11 ueso1 entraaa sa11aa coa1r1ca1aacoa&r&ca 

desp1aza\n 11 > J 
ex&tc > ¡ 

1 
tr ctoupper C•crgvc:t .. ~'""' r.:oa1r1ca<a,.gvc1~a,.gvc.i?»1 

•1•• decoe1tr1c• car111vctJ,argvca:J)1 
1 
0001,aca c•ntraaa,••11aa, 
cher ••ntr•a•, ••a1taa1 

int c•r1 
FrL• •pr1, •PflJ 
tr ccpf'1•ropen (entraa•, 11 r 11 J>••O) 
1 prtntr c11 no •• pueae abrir e1 archtvo ae entraae' n11 >1 
•l<ltl,' 

1 
tr ccpfl•fopen C••l&aa, 11 w11 >>••0> 
1 

1 

pr&nt' c11 no •• pueaa a1>rtr •1 archivo ae 11a11ca,n 11 »; 
eM&CC) 1 

ao 
1 
c•r • to1owercgetccp,1J>1 
'' coar•••Ofl'> orea1e1 
'' c&aa1pnacc•r>> car•••,, 

1 
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1 

car•sUDCbuscar<a1raDeto,ca~>~; 

1 . . 
put.cccar,pf2>; 

l While ( 1); 
tc1ose<ptt>; fc1ose<pt2>1 
1 
decodifica <entrada,salida> 
char *entrada, •salida; 
cnar in!cJo; 

\ int. car; 
FXLE *Pf1, *Pf2¡ 
if <<pf1•fopen <entrada,••r''>>••O> 
1 
printr <"no se puede aorlr el archivo de entrada'-n">; 
e):t t ! ) : 

1 
if <<pt2•fopen <sa11aa,•1w''>>••O> 
1 

1 

printf <"no se puede aor1r el arcntvo ac sa1ida'n">; 
e>'i t< >: 

do 
1 
car• to1owercgetccpt1>>; 
if ccar••EOF> breaK; 
if· Ci:ialphaCcar> n car••''> 
1 

caraouscar<sub,car> 
1 
putc<car ,pf2>; 

1 While ( 1); 
fclose<pf1>; fclosetf.Jtc:1; 

buscar es, car> 
cnar •s; 
cnar car; 
1 

regieter int t; 
for Ct•O>; t<2B; t++> if car••sttl> return t; 

un cam1no para comp1icar1e a1 ana1ista la tarea ae descifrar el 
mensaje es realizando una extensión de k conocida con el nomore 
ae cifra vigenere, que es una llave peque~a repetida que 3e 
emplea para determinar e1 Valor de k para cada 1etra. En cada 
paso del proceso de encriptacion. ta tetra clave indexada se ~uma 
a 1a letra indexada ae1 texto claro para determinar la letra 
indexac:sa del texto Cifraao. Por ejemplo, sea ia cifra vigenere o 
llave: Aac, entonces 

Llave ABCABCA8CA8CABCA8C 

Texto c1aro ATAQUE AL AMANECER 
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Text.o •ncrtptedO CVORWHACOACP•PHDOU 

oonae por •jemp10, la primer letra ae1 t•xto ancr&ptaao aa la 
segunda letra ae1 a1taDeto aaa1ao a que 1a l•tra oorr••ponatent• 
dal teMto claro· es A <le primer letra del alfaDeto> y eu 
correspondiente letra ae 1a llave es A ttamD1•n 1a primer letra>. 

Este rrMttoao de suDstttuct6n emp1eanao la cifra v1genere es 
obviamente mucno mas comp11caaa ya que u6a tabl•e general•• para 
cada letra del texto claro, tarnc1•n es obvio que entre rnae 1arga 
sea 1a c1ave, el texto encr1ptado sera m•• dif&Cll ae a•actfrar. 
oe hecho, st la llave es tan 1arga como el t•Mto claro ~3t~mos 
ante un matoao de suDst1tuc1on conoctao como MSTCDO o.: VSlllNAM mas 
comunmente llame.do "ft•11ano en un ll9fllPO"· Este ea proDaDlemente 
el sistema de crtptoana11s1a 1'1'16a conoctao v •• ernpl••do an 
ap11cac1onee v1ta1ea. oaao que caaa 1etra es emp1•ada •Olo una 
vez, el crlptoana11sta no tiene otro camtno que probar todas las 
postDles claves para e1 men~a~e y obviamente con muy poca 
e~peranza de •xtto; pero por lo mt~mo que la letra clave se 
emp1ea eolo una vez, este m•todo ee ueado para meneajee 
relativamente cortos, que no sean enviadae muy frecuentemente. 

Para aumentar aQn m6s la complejtaoa a la tarea d• aeacttrar 
men~ajes se pueden emplear los METCOOB POfll au••TXTUCION fllJLTlPLE 
en 1os cuales la misma letra del texto claro no ttene 
necesariamente que tener la mtema letra en el texto codificado, 
•~to puede ser llevado acaoo 1nc1uyenao un segundo alfabeto 
aleatorio camDiando ae un AlfaDeto a otro cada vez que ea reptta 
una letra. 

Por ejemplo, 

sean los a1tabetoe1 

ALF"AllETC\ A e e o E F o H I J K L M N o p Q R B T u 
V \11 X V Z 

ALFABETO ALEATOftlO t Q A z .., s X E C C R F" V T Q a V H N U 
I K O L p 

ALrttd~TO ALEATORIO a p O I U V T A E W Q A a e F" 
N B V C X Z 

Texto c1aro A T A Q U E A L A M A N E 
T•xt.o encr&p~- . Q J Q H M U Z p A z Q. p o u 

El proceso.para encrtptar e1 texto es •1 stgutente1 

•>se ernp1ea el a1faDeto a1eator10 1. 

2> se toma un car•cter del texto claro. 

CJ H J K L 

e 11 A 
z 9 N 

a> &• aubatttuye por el ·car•cter correspondiente ae1 alfabeto 
e1 .. torio conalderaoo. 
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•• Be incrementa en 1 el contAoor de1 car6cter encontraao. 

S> SI el contador es 1gua1 a 2 se cambia ae a1fabeto a1eator10 y 
ei contador ee 1n1c1a11za <va1or cero>. 

•> Bi existe ""6.S caracteres a encriptar en el texto claro ir a 2. 

71 F'XN. 

ALOORITIIG ccmIFICMX>. 

• include 11 ctype.h" 
• includ& "studtO.h" 
char sut>c2eJ • "QAZWSXEOCRFVTGBVHNUJM :Il<OLP"; 
char SUD2 C2B:J • 11 POI UVTREWQASDF'OHJKLMNBVCXZ"; 
char alfabetoc.28:J • "ABCOEFOHIJKLMNOPQRSTUvwxvz "; 
matn carg,argv> /* metoao por sustitución multtp1e */ 
int argc; 
cnar •argv e:>; 

1 

1 
reg ister int t.; 
tor <t•O; t.<27; ++t> cont t •O; 
if <argel•,,.> 
1 
pr1ntf<"uso: entradla salida coattica/decodiflca 

desp1aza,n 11 >; 
exit< >; 

! ' e toupper < *<>rgvClOl •••E'> coa¡ flCa<argvc u,argvt2)); 
else 

c::U!ICOd i fica cargvc.n,argvc~>; 

codifica ccntraaa,sa11aa> 
cnar •entraaa, asa11aa; 
1 

tnt car, cambio, t; 
FILE *Pf t, *Pf2; 
tf <<Pf1•fopen <entraaa,"r">>••O> 
\ 

1 

prtntf <"no se pueae at>rtr e.l archivo 
extt< >; 

if ( (pf2•f'Open U5Alida,"W") >••O> 
1 

ae entraaa' n" >; 

prtntf c 0 no se puede aortr el archivo ae sa11aa,n••>; 
ext.t< >; 
1 

CamDiO • 1; 
do 

1 
car • to1owercgetc<pf1>>; 
if <car••EOF'> break; 
t • indtc• <car>; 
cont t ++; 
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'' <iaa1phaccar>> •,•.car••''> 

\ 1f (C.....,10) 

1 

car•euDcbuescar <alfabeto, car >J , 
e1se 

car•l5UD2cbuecar<a1raoeto,car>); 

putc <car,pf2); 
lf ccont t ••2> 

' cambio •I cambio; 
cont t • 01 

\ While ( 1) i 
fcloee<pf1>; fcloee<pf2>; 
t 
decodifica centrada,ea11da> 
criar •entrada, •eallda; ,. 

int car,camoio; 
FILE *Pf1, *Pf2; 
if <<pf1•fopen <entrada,"r''>>••O> 
1 

1 

prlntf <"no ee pueae aDrtr el archivo de entrad~'n">; 
e>< l t < >; 

lf <<pf2•topen cea11aa 1 • 1w''>>••O> 
1 
prlntf <"no ee puede aDrir el. archivo de ea11da,n 1•>; 
extt< >; 

~amDio • 1; 
do 

l 
car• to1owercgetc<pft>>; 
if <car••EOF> break; 
lf < laa1pnaccar> \~ car•••'> 

' lf (Cambio> 
1 

car•a1rat>etoct>uscar<euD,car>); 
cont tndlceccar> ++; 

putcccar,pre>; 
lf cont~indice<car>J••e> 
\ 
Ceml>lO •I CamDlO; 
contc.indlceccar >J •O; 

1 
\ WhiU!I <1>¡ 

fclos•<Pf1); tc1oaecpr2>; 
1 
Duecar es, car> 



char ••1 
c:har car; 
1 

regu1ter int t1 
tor <t•O>s t<2e1 t++> lt car••esc.u> return t, 

1 
lndtce ccar> 
criar car¡ 

'car • to1ower<car>1 
u· e 1ea1pnaccar» return car- 1 a1 1 
e lee 

return 261 

En general el uso del cLtrado por sustltuc1on moltlple nace 
mAe dificil deaoritrar el código mediante taDlas de trecuencl~, 

ya que 01 m4todO pre~entado en Bsta eec~lOn puede ~~r 

oonera11zado e un metoao ~ue emplee varto~ ulreoet~~ 01eator103 y 
ruttn~~ m•~ complejae de cemD10 entre loe elfaoetoe, que puedon 
~acer pos101e que toaae lee letras del alfaoeto pre3enten la 
mlema frecuencia; en eete caeo el empleo de taDlae de frecuencie 
no eer1a ut11. 

B 1 tllETOOOB POR TAAN8P09J:CJ:ON. 

La eeenc1a ae los metodoe ae encr1ptac1on p~r tran&poeio16n es 
1ntercamDiar el orden de loe cnractaree que c~mponen el ttlxto 
claro de acuerao a une regia. 

uno de los prlmeroe coat~os ae tranepoeac10~ conocido rue 
atSe~eao ~or los espartacos eobre el a~o 475 a.c. loe cuales 
empleaban un aparato 11amaao Mcuento ae cte10M compuesto 
c•sicamente da una ctnta que ee enrollaba &lrededor de un 
c111naro y e.obre la cual ee encripta.ca el mene~~e 
tranevernalmente, para poatertormente deeenro11ar1a y envtar1a ól 
receptor qut•n tAmbl•n ateponLa ae un 0111naro o• lQua1 tamc~o 
Teóricamente resulte tmpoe•c1e leer las cintas ~1n el c111naro, 
ya que. 1ae letrae se encuentran en aeeorden1 s1n embar;o en 1e 
pr•ctlca este m•todo ha ae,ado ae emplearse, ye que se puede 
proDar con distintos cillnQros, hasta dar con el mensa,e. 

se puede crear una versión ftCtUal ae ••cuento ae c1e10•• 
situando el mensaje en un arreglo Dtdlmenslonal y escr101•ndolo 
en una dlreccton distinta; por e'emplo 

ATAQUE AL --CER 

ATA Q U• 
A L A M 

A NE CE R 

8i se ••cribe e1 arreglo por columna• 



" " ,TAN., .A&.•., .Q C 

aona• indica •1 camDlo ae columna. 

COD:t .. :tCAC:tOM OSI. ..-rooc> . 

• lnC1Ud• 11 ctype.n 11 

•. 1nc1uae 11 atu<110.11 11 

un1on mensaje 
1 

cnar s c.1oo'l1 
cnar a2c1oo)c~J1 
e lelo¡ 

.. u" •...• "'" 

maln targ,argv> I* ejemplo ae1 m•toao por transpoa1c1on *' 
1nt argc¡ 
cna.r •argv c::a¡ 
\ 

1 

reglster lnt t; 
for (t•O; t<100¡ ++t) Cl910.8C.t,•O¡ 
if <argel•~> 

lprlntr<"uso• entrada sa11da codlflcatdecodlflca 
ae::splaza'n" >; 

9Xlt( >; 

l f < toupper e 111argv t.3J •• E> coa l f 1ca<argvt1,,argv c..2'l); 
el.se 

aecodlflca cargv 1,argv 2>1 

codtflca centraaa,sa11aa> 
cnar •entrada, ••a11aa1 
\. 

tnt car, camD&o, t1 
tILE *Pf1, *Pf2; 
tf CCpf1•fopen <entrada, 11 r 11 >>••0> 

\prtntf c 11 no se pueae at>rlr e1 arcn1vo ae entraaa'n">1 
8KltC) 1 

1 
lf CCpf2•fopen csa11aa, 11 w">>••O> 
1 
prtntf <"no se.puede aDrlr e1 e.rcruvo ae aa1:1.e1a,n 11 >; 
eJCtt< >, 
1 
for Ct•01 t<•OOJ++t) 

1 
ct•10.•~t1•getccprt>1 
&f cc1•10.aet:J••EOP"> 
1 

,' 
cte10.actl • 01 
Dr-kJ 
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for ct.•O; t<5;++t> 
tor Cl.2•0; t2<20; ++te> 

putee cielo. s2c.t2J~ o, pf2 >; 
tc1ose<pt1 > ¡ fc1osecpt2> ¡ 

~ecooitica centrada,salida> 
char •ent.raaa, •salida; 
1 

1nt t, te: 
FILE *Pf1, *Pf2¡ 
if <<pf1•ropen centraaa,''r''>>••O> 

\print.f <"no se puede abrir el archivo de entrad11 n">; 
extt<>; 

.t 
ir < <pf2•f'open csalida,"w" >>••O> 

' prlntf <"no se puede abrtr el arc~lvt:"> t1e ~,-i111,..- ••"\ 
exit< >; 

l 
tor <t•O, t<~;++t> 

tor <t2•0; t2<20; ++t2> 
if <c1e10.s2c.t23c.t'J • c;¡ietc<pf1>> •• EOF> break¡ 

tor <t•O; t<,OO;++t) 
putc <clelo.sttJ.pf2>; 

tcloee<pt t >, te lose< pf2 J; 

! 
Por supuesto, existen otroe m•toaoe de obtener men3a3ee 

transpuestos, tantoe como la tmaQtnación del a1senador eea capaz 
de crear; siempre y cuando e1 intercamDio de loe car•cteres se 
rea11ce en base a cierta re;la. Los m•toaoe que se a,uetan a iee 
computaooras, son oDvtamente aque11oe que intercambian las ~etras 
del texto claro de acuerdo a un a1;:or1tmo que puede eer 
COdtflCadO. 

Por sl musmos, 1os m•tooos por tranepoe1c1on pueden crear 
accidentalmente pistas para e1 crtptoanalista en su proceGo; ya 
que en e1 mensaje encrtptado pueaen aparecer palabraa muy 
sugesttvae que pueden ser f&Cilmente captadas por crJptoana11stas 
muy n&blles o astutos. 

c. METODOS - -NJ:PULACJ:ON DE ans. 

oado que 1a mayorta ae las computadoras emplean el coa1go 
Dlnarto para a1rne.cenar 1oe arcn1vos, se na generaao un nuevo 
m•toao ae encriptacion: el m•toao de man1pu1ac1on ae bitSJ este 
m•toao es constaeraao por muchas personas COMO una vartacion ae 
1os m•~oaos por suei.1tuc1on, pero rea1mente 1os concepto• que 
envuelven un m•tooo por me.n1pu1ac1on de Dtts att1eren 
a1on1r1cat1vamente de 10 que se pueae cons1aerar un m•toao ae 
encr1ptact6n. 
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Los 1"1'16todoa de man1pu1ecl6n de Dita est&n exc1ustvamente 
pensados para ser ejecutaaos por una computadora, ya qua las 
funciones requeridas por e1 m•todo son r.a.ci1mente eje~llfArtl"~ por 
e1 sistema. 

Adem&s, ei texto encrtptaao emp1eando un m•toao por 
manipu1actón de bite tiende a parecer completamente 11eg101e, 10 
que incrementa e1 grado ae seguridad, ya que aparentemente el 
conjunto ae datos parecen archivos no empleados o aesecnaaos, 
confundiendo asl, a cua1qu1er persona que desee acceear el 
archivo. 

En general, 1os m•todos por menipu1aci6n de Dlts se aplican 
s6lo a 1os archivo~ manejados por una computadora; aaem&s es 
importante tener presente que no pueden ser impresos, ya que el 
proceso de encriptaci6n tienae a crear car.a.cteres no tmpr1m101es; 
por lo que se debe asumir que cualquier archivo codlflcaao por 
manipu1aci6n de Dits ha de permanecer en la computadora. 

La encriptaci6n ¡: . .:ir manipulaci6n de 01ts convt~r!:~ti el te>:to 
claro a texto cifraao, a1ternanao los patrones reales de bits de 
cada car•cter mediante el empleo ae un~ o mas de los operaaoree 
10glC05. 

El cifrado por rnen1pu1aci6n de bits m•s simple y menos seguro 
emp1ea s61o el operacsor coperador de complemento a uno> el 
cual, tnvierte caaa bit. del byte, es decir, si un t>lt tiene el 
valor , 10 convierte en o y si tiene el va1or o 10 convierte en 
1; por lo tanto un oyte complementado dos veces es el miemo. 

Existen aos prob1eme.s inherentes a este esquema tan ~encillo. 
El primero es que el programa de encriptación no emplea una c1ave 
para decoa1r1car, por 10 que cualquier persona con acceso al 
programa puede decodificar e1 archivo. E1 segundo y qu1za el mas 
Importante, es que el m•todo puede ser f•c11mente descu~ierto por 
cua1qu1er programador con expe!iriencia. 

OCO:[f"l:CACION DEL fllE'TCDO. 

• include "stua10.hº 
maln <arg,argv> I• ejemplo 
int arQc¡ 

del m•todo por complemento a 1*/ 

Char •argvcJ; 
1 
if cargc!•4> 

1 prlntf<"uso: entrada salida coOlflca1oecoa1r1ca 
aesp1aza'n" >; 

extt< >; 

lr <toupper <•argvt3D•• 1 E'> coaiflca<argvc.f),argvic.2,\¡ 
ele.e 

decodifica <argvic.n,argvc:2>); 
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coaitica <entraaa,sa1ida> 
char •entraaa, •aa1ida; 
1 

tnt car; 
FXLE •pf1, •pre; 
ir < cprt•ropen centrada, 11 r 11 >>••O> 
1 

' 
printr <"no :5e puede abrir e1 archivo ae entrada 'n 11 >1 
eMtt( )¡ 

1~ <cpr2•ropen csa11aa,"w">>••O> 
1 

1 

pr1ntr <"no ee pueae abrir el arcntvo ae saltaa 'n">; 
extt<>; 

ªº 
\car • get.ccprt > t 

1~ <car •• EOF> Dreak; 
car ·-car; 
if <car••EOF> car ++; 
putc ccar,pt2>; 

l While ( t) j 

f"closecprt>; tc1ose <pt21, 

aecoatrtca centraaa.saltda> 
cha.r •entrada, •ea11aa; 

\ ant car; 
FILE *Pft, •pt2; 
ir (Cprt•topen centraaa, 11 r">>••O> 

\,rintr <"no se pueae abrir el archivo ae entraaa '"">¡ 
f.t)(itC ); 

1 
lf ccpt2•topen <sa11aa,"w">>••O> 
1 
pr1ntt C"no se pueae abrir e1 arctitvo ae sa11aa-....n">; 
extt< >; 

1 
ªº 
tCar • oetc(pf1>; 

<car •• EOFJ Dreak; 
car •-car; 
ir Ccara•EOF> car --; 
r:>utc <car ,pr2>; 

1 wnue e"; 
tc1osecprt >; rc1osecpr2>; 
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un mejor m•todo de manlpu1ac1on de Dtts emp1ea el operador 
XOR, cuya taoia de verdad es la siguiente: 

llOR 
o 

o 
o 
1 

1 
1 
o 

La tabla nos indica que la operacion XOR e5 verdadera Bl y 
so10 si uno de los operandos es verdaaero y e1 Otro falso. Esto 
da al operador una propiedad úntca : si se ap11ca la operacton 
XOR a un oyte de texto claro y a otro denominado 11ave y 1ueoo se 
aplica nuevamente la operación MOR al resultado antertor y a la 
misma llave, se obtiene el oyte ortgtnal, tal y como se muestra 
en el stgutente ejemplo: 

XOR 

XóR 

11011001 
01010011 

10001010 
01010011 

11011001 

'carActer del ~-,·~o clero> 
<llave> 

<car•cter encrtptado> 
<llave> 

ccaracter del texto claro> 

cuando se codiftca un archtvo, empleando este m•todo se 
resuelven los dos problemas que 1mp11ca e1 m•todo de complemento 
a 1. En primer lugar, dado que se emplea una clave, ei proorama 
de codtftcacton por st mtemo no puede decortcar un archivo; en 
segundo lugar, cada c1ave nace que el arcriivo sea único, lo cuól 
ya no resulta tan evidente para el crlptoan&l.lsta. 

1.a el.a.ve no ttene necesariamente que ser de un byte, se puede 
emplear una clave ae varloe car•cteres que pueaen ser alternados 
a 10 largo del. arcntvo. 

COOIFI.CACI.OH DEL liiETOOO. 

• !~elude "studto.n" 
matn <aro,argv> I• 
1nt a.roe; 
char •argv 
1 
if <arQcl•5> , 

ejemplo ele¡_ m.irtodo empleando XOR *' 

prtntt<"uso: 
exitC >; 

entra.aa sa11aa codifice.1aecoe11t1ca c1a.ve,n">; 

1 
lf <toupper <•argv 3>•• E> codttlca<argvt.,J.argvc.21.•arQv 

t•rJ); 
el.se 

decoellf 1ca cargv c11.argvc2:.•arQvC4l); 

!v~1fica <entrae1a,sa11oa,c1ave> 
cnar •entrada. •aa1ida; 
cno.r •el.ave; 
\ 
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int. carJ 
F%LE •prt, •pr2; 
'' < cprt•topen <entraaa, 11 r 11 >>••O> 

'prtntr <11 no se pueae at>rtr e1 archt.vo de entraaa '"" J; 
extt<,; 

J, <<pr2•fopen caa1taa,"W''> >••O> 

tprlntr <"no se pueae aDrt.r e1 archivo de sa11aa,n">J 
ext.t<>; 
1 

do 

\car• get.ccprt>; 
if ccar •• EOF> DreaK; 

·car • car111t.c1ave; 
if ccar••EOF> car ++; 
putc t~~ ... pf,,:,, 

f While ( f); 
rc1oeecpr1>; rc1oae cpr2>; 

Jecoatttca centraoa,sa11aa,c1ave> 
char •entrada, •sa11oa; 
cnar clave; 
1 

1 

tnt. car; 
FZLE •pff, *Pf2; 
'' <<pff•topen cent.raaa,"r">>••O> 
1 

1 

prtntr <"no se puecre aDrtr e1 archivo ae entrada'n">' 
ext.tc >; 

tr <<Pf2•fopen cea11aa, 11 w">>••OJ 
1 
printf c 11 no ee puede abrir el archivo ae :5a11aa,n 11 >; 
exit.< >; 

1 
do 

1 
car • get.ccprt>; 

ar ccar •• EOF'> break; 
car • car-.c1ave; 
t r Cca.r ... •EOF"+ f > car -- ; 
putc e car ,pf2>; 

f wnt1a <t>; 
rc1oaacpft>; rc1osecpr2>; 

xn1cJa1mente estos ,.,.toaos resultaron sorprena•ntea pero 
actuain.nta rNAChOe a1etemae cr1pt.09r6ticoa que 10• 8"1P1•an 
tienen la proptecsacr aa que el crtptoana11st.a pueda aaecuortr la 
11av• at conoce o tiene 1a taea ae a1guna ee1ecc1on O•l taNto 
c1aro. 
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:1.a.10. ¿QU• es 111 DES? 

E1 DES, es e1 est•ndar de crlptogratla ae aatos <O encr1pryton 
standar>. rue puo11cae20 por la oficina nacional de est&ndares de 
ios Eetaaos Untaos, como un est&ndar ae procesam1ento ese 
intormac1on federal, en Enero de 1977; tue aprobadointclalmento 
para e1 uso exc1ue1vo ae la Agencia Federal en Ap11cac1ones de 
computo no Clas l f icadas; sin emoargo actua1mente esta :5 ienao 
imp1ementacso en chip s pcr varios fabricantee. 

El DES 65 un sletel'Nti el~trlco ae encrlptación, que eepeclflca 
un algoritmo que se tmp1anta y se emplea en di:sposltlvos de 
hardware e1ectrOnico para la protecclon crtptogr&t lea de 10~ 

datos de la computaaora. 

Los aatos almacenados por la computadora <en torrna 01nar1a> se 
protegen cr lptogrAr 1camente si se empl.ea el a1gor 1 tmo DES 
conjuntamente con una el.ave; esta clave con:sta de eq. digttos 
Dlnartos, de los cuales S6 son se1ecc1onados en torma aleatoria, 
se emplean por el. algor l tmo para desarrol.ldr el lle 
encriptac1on y los e bits restantes son utilizados para detectar 
posibles errores aurante e1 proceso de tronsmi3l6n de aat03. 

La se1ecc1on de ia c1ave en forma a1ea~or1a provoca que ésta 
sea un tanto exc1us1va de cada proceso, lo que otorga seourtdaa 
criptogr•ftca en 1os datos. 

~.3.11. criptoan.a.11s1a <e>ecodlficac1on>. 

El crlptoan&l.lsle ee e1 &rea encargaaa ae transformar un 
mensaje encrtptaao a un mensaje c1aro sin conocimiento de la 
c1ave, para e110 se oasa princtpa1mente en ios métodos de prueba 
y error. Actua1raente co~ n1 uso ae la computadora, los m•todos ae 
encr1ptac1on re1at1vamente eenc111oe se pueden aesclfrar 
f&c11mente mediante un proceso exhaustivo de prueba y error; stn 
embargo, los textos que emplean métoa~s y c1aves comp1e1as o 
bien no pueden ser aesclfrados, o requ1eren recursos de los que 
no ee dispone normalmente. 

La ractlidad con la cua1 es poslblei aecoalftcar un mensa.je 
aepen~e de cierto n~mero de factores: 

t. conocer el ~todo empleado de encr1ptac1~n. 
2. conocer parte ae1 texto claro. 
3. Saber st se a1apone ae textos encriptaaos, que se suponen 

emp1ean la mlema llave o c1ave. 
4. conocer et se dispone ae textos claros que cotnclaan en cierto 

graao con el texto que se est• estudtanao. 

una nerrenuent.a 1>&slca que se emplea en la aecoa1tlcac1on ae 
un teMto encrlptaao consiste en oenerar una tabla. Sl el m•todO 
es conocido y el n~mero ae lle.ves 11mltaao, una table. pueae ser 
una li3ta que contenga toaas las posible formas ae aesencr1ptar10 
y probab1emente mediante su rev1e1on resal.te el mensaje en forme 
clara. 
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Zi se considera que el mensaje pre~enta un número grande de 
postDllidades para que pueda aer decodlflcado, ·pero a~n el aa 
trata de un n~mero ftnlto razonable, una eelecclón heurlsttca de 
texto decoatftcaao, puede reducir el volumen ae la table que ee 
va a listar, eliminando aque11ae que no muestren un patrón 
re.zonao1e. 

Si se conoce parte del lenguaje fuente, loe m•toaos de 
suostitucton pueden atacarse empleando eetadleticae de frecuencia 
de letras conocidas. En general una subet1tuctón simple aar• 
a1rectamente el texto claro. Si la letra m•e frecuente del texto 
claro es reemplazada por la letra de mayor rrecueneia en l~ taDla 
y ael eucnstvamente. 

un texto en lenguaje de progrcmactón tamot•n eer• 
relativamente ~~Cil ae aesctfrar para un criptólo~o diestro. ya 
que le sintaxte es limitada y no es necesario reconstruir loe 
nomore3 orto1na1ee de lae vartao1es o constantee empleada:s. 

Para decodificar los teKtos encriptaoo~ por alQün m•toao oe 
tr.1n-sposJc16n o man1pu1ac1on de Dits, se emplean :5ecuenc1as de 
(1í.1)1tos a1ea.tortos obtenidos a partir de un oenerador de nl.'1meroe 
alc<:ltorios ; sin embargo estos m•todos 3on m•s dlflcllee ae 
d"~c i frar. Las llaves largas proporc ionun mayor protecc lón que 
1..:15 llaves corta.e, pero estas ülttmas no pueden emplearse con 
ef~ctlvtuao en la recuparaclón ae texto cloro, ya que para ceda 
tHoque •.> regt:stro almacenado en un archtvo, la lleve aoioe volver 
a co1or;a.rs1! en su punto inlcio.l para permitir la eincron1zac1on 
de la 11.-:we en la recuperación a1eator1a. OeDtdo a e:5to, la llave 
siempre eet~ limitada a la longitud del reQiStro. 

<:uando le 11eve camota, oe necesario volver a empezar el 
pr·JCeso ae crlptoan•liele. pero el r..::imbtar uu1 llaves con 
frecuencia implica ta t~ansmts1on constante de llaves entre el 
encarg~do ae coaific~~ ~1 teKtO y la pereona tndlCada para 
~ecodlflcarlo, aumentanoo con ello la poslDllldaO de que las 
lldvos sean tntercepte.Oae o rooadas. 

Ld determtnacion de la longitud de la llave ee importante para 
el crlptógraro que necesite reouctr el espacio de baequeda. Si &e 
dispone de suficiente texto encrtptado en ro1ac1on con la 
longituu de llave, las pruebas eetadletlcas con dlferentee 
J\<~n1pam1ento15 del teKtO encrlptaoo pueaen proporcionar la llave 
empleada al realizar el proce~o de encriptactón, 

oaoo que 5e requiere un constderaio1e esfuerzo para aecoatftcar 
teKto no trlvlal. ex1ete siempre un gran esfuerzo po~ obtener 
información auxiliar extra y el el criptoanalista logra obtener 
un seQmento coincidente de texto encrlptaoo v texto claro. la 
tarea es muct10 Ns eencilla. eobre todo si e!lte segmento es ae 
lonQitud mayor al de la llave empleaaa. 
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~.3.12. contramedtdlls de protecct6n. 

En la sección anterior menc1onamos a1ounas ae ~a~ tierramiantas 
que un crtptoanalista bien equipado debe conocer para facilitar 
su tarea <decodificar e1 texto>; por lo que ee necesario analizar 
algunas contramediaas de protección que se pueden tomar en cuenta 
para defenderse de los ataques en los puntos vu1nerab1es del 
método empleado para encript~r 

Para minimizar la efectiviaaa del empleo de las tablas, es 
necesario asegurarse de que el número de posibles llaves sea muy 
alto. El empleo de la combinacion de los métoaos b65lcos puede 
drlr como resultado el proaucto o la 3uma ae las postDiltdades 
tndtviduales. 

El reducir la redunaancia del texto ayuda a diafrazar el 
men$aje. En general, si se omitieran los espacios en 01anco. 
signos ae puntuacton y so10 se emplearan letras m~yúsculas el 
~n4lt515 d~1 r~xro ~ncrtptado aumentarla en complejtaaa. 

A fin ae hacer aún mas dltlCil la aetermtnaclon de la llave 
puode utilizarse mas de una llave, la selección entre un número 
determtnaao de llaves puede ae~111rnr ~, ~n•tt~t~ ~~tadtetlco 

ap11caao a oranaes cantidades del texto encrlptaao; tamoton el 
11ar1ar la longttua de la llave provocarla grandes a1t1cu1tades a 
ios algoritmos que un intruso pueaa utilizar en sus intentos 
1nicta1es ae conocer el texto encriptado 

Para evitar la itoeración ae texto claro y texto codificado 
coinclaente, se deben cons1aerar 1os pl'vo1emas de acceso a1 
sistema por parte ae intrusos que deseen ootener texto que 
coincida, manejando los métodos existentes de 1aentlficac1on y 
btt•coras de acceso; ya que aaao que la identificación toma 
tiempo, existen ciertas poslbllidaaee de eorprenaer a1 intruso 
cuanao se haya detectado un r~~r6n 5uspenaiao o no u3aao de 
acceso aurante una revisión periódica ae la Ditacora de acceso. 

~.3.13, crtptoststemae de 11avee J>(AD1tcas. 

r.~ ~pltcactones comerc1a1ee, tales como la transferencia de 
fondos electróntcos y correo computartzado, e1 prob1ema de ia 
aistribucion ae llaves es mucno m&s complicaao que las 
ap11cactones traa1c1ona1es de la crtpto~ratta. El prospecto de 
provee~ un nümero Qrande de 11avee 1 por ejemplo a C8d8 ciudadano, 
mantentenao o garantizando seaurldad y costo efectivo, reprime el 
desarro110 de tales etstemae. Los metoaos que nan sido 
aesarro11aaos recientemente, prometen eitmtnar el problema de 1a 
dletribUCión de llaves completamente. Tales slstemas denominaaos 
sistemas de llaves paD1icas ser&n probaD1emente emp1eaaoa en 
forma genera1 en el futuro. La idea de una 11ave p~Dlica es 
emplear un •atrectorto te1eron1co ae c1avee encrtptllCla9•. caae 
una de esas c1aves caenotadaa por p> ea conocida públicamen~e y 
podrla aparecer cerca aei namero telefónico; asl mtsmo, cada 
persona posee también una 11ave secreta con 1a cua1 aecodiftca e1 
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mensaJe1 •sta llave secreta taenotaaa Por s, ea conoctas eOlo por 
•1 auellO. Al transmitir un mensaje M, el tranem1aor emple8 la 
11eve pubJ..aca Clel r•ceptor, y la utllJza para enor1ptnr·· 01 
mensaje. iuego ae realizar esto, transmite el mensaje aenot&dO 
Por e • PCM> ctexto encraptaao>, El receptor emplea su 11av• 
privaoa ae aeaencriptectón para poaer leer el mensaje. 

E~te s1stema debe cump11r al menos las s1gu1entea proptedades1 

t. ac CPCM), • N para caoe 1MnaaJ• M. 
a. TOCIO par ca.p> •• a1•t&n,o. 
3. oertv•r a cM P .. tan di1'1ci1 como leer c. 
•· l&lllDO• • v P son ~•ct1es de ca1cu1ar. 

La primera es una proptedad funaamenta1 ae la cr1ptogroria1 
las dos slQulentea proveen seguridad y la cuarta permite que el 
sistema tenga un uso factible. 

Un esquema lntc1a1 de este Slstema fue acao a conocer por w. 
Diff au v MI. HelJ.rnan en 1 ....... t- <r.: =.u m•todo no :sat1ereo1a ltl:Jo 
prop1eaaaea antes cltaaas. M4s torae R. Rlveet, A. snamtr y L 
Aa1eman propusieron un esquema conootao con el nombre de 
crtpto•••t.... cs. 11ava p6D1lca1 ~' que e~t• coeeao ~n 
a1gora tlftOs ar J t,,,_t Jcoa que aesarroJ...Lan ante ros muy ~nu1des, ;,.J 
11ave en encrJptación es el par entero (N,P> v 1a llave da 
aesencrtptacaón a e1 par entero CN,B> aonae a ~· manten1ao ~n 

secreto. 

Esos n~ros deben ser muv gr~naee <tlPlOemente, N podrlo ser 
ae aproxlnwuaamente 20ú atgt·~~ y P y a pou1 tün tener 100 
cugatos>. 

Loa rMt.oaos ae encr1ptac1on y ae•encrJptac1on ..:. ... · - 1mp1os1 
pruwaro el rnensaie ea parttcaonaao en n.:.m.ro• menores·que H <Por 
•Jemplo tome.nao 109 N bJts en un paeo aesae 1a cadena 01nerta 
correspanatente a el caracter coattlcaao ae1 mon~aje¡ entonce3 
esos n~ros son restaaos en forma indepena1ente e un moau10 N 
p0aeroso. el cu•l enorapta a1 peaazo ael mensaje M, calCUldndo 
C-PtM»•C .. •P>..., M y aesencrlpta el peaazo ae texto encrJptaao 
c. ca1cu1ancso • • acc) • Cll•• l«lD M. Este ca1cu10 se aeearro110 
r6ci1 v rAp&Clal'Nlnte CNo maa ae a1ogti1 operactones eon r~quertaes 

pe.ra caaa secc&on aa1 mensaje. p0r lo qu• el n~mero total ae 
operacton•• c1oot na.i.ro de acgatoa> requertaos ee lineal con 
reapt1cto a1 n~ro ae bits en ese meneaje. 

La prop&edad cuatro t81'1bi•n se cumple aaao que N y e son f&cll 
de ca.1cu1ar y la propiedad dO• puea• ser eattsfecna st 1as 
craptovari&Dl•• •• P v • •• aeieccJonan ae tal torma que 
sataaraean 1•• propaaoaaea uno v tres. P•ra ello •• n•c•sarJo 
generar tre• nll!Maroa prunoa muy granaee en forma aleatoria 
taproxuRedaMltnte CM tr•• dlQttos>1 el ma• grana• pueaa aar •y 3e 
puede 11 ... r • loe otros aos X y Y. •ntoncea N •• eacog• ae1 
prooo.cto .... V y, V p •• ••cog• t•l qua P• ..... C•-tlCy-tl•t. E• 
poetD1• art,...r que con N. • v • aac0g&aea por e•t• canuno. •• 
tt•n• - tmD • • • per• toaoa loa ntenaa2•• M. 
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•es c!lflCll de ca1cu1ar s& ••conoce PCY,N>. l• que encontrar 
• partiendo de P requt•r• ae1 conoctmlento ae K v V, cuyo 
producto •• 1gua1 a N1 10 cua1 1mp11ca 1e neceetdaa ae un factor 
N; pero factorlzar Nea muv dlt1c11, el mejor a1gor1tmo ae 
factorlzac&ón conoctao actualmente puede tardarse millones de 
ª"ºª el factorlzar un n~mero ae 200 dtQltos <Rocert SedQewlcK. 
An&l.tsls aa Algor&tmoa>. 

un hecno atractivo del sistema ABA es qu• lOS ca1cu1oe 
aesarro11aaos para cada usuario que se encuentra suDscrtto al 
Sistema al encrlptar o deaencrlptar mensajes 1nvo1ucran solo un 
procedimiento elmple de exponenc1ac1on. Ademas este sistema de 
11avee p~Dlicas es muy atractivo para una comunlcación ee~ura, 

especialmente en etstemeie computactonalee y redes ioca1ee. 

El m•toao RBA presenta las SlQUlentea ltmttantee1 el 
procedlmtento de exponenciaclón es un proceso f&Cll pero costoso 
para la crlptoorarla eatanaar, y lo peor, extste una a1ta 
posiDllldad de demora al leer el menea3e encrtptaao; pero es un 
motoao que podrla reeletlr cr1ptoana11stns muy competentes. 

Diversos m•todoe nan s1ao sugeridos para tmplementar 
cr1ptostatemaa de llaves púDllcaa. A1ounoe ae loa mas 
intereeantee ee encuentran relactonac:tos con prol:)lemas muy 
importantes y d1f'lctlee ae resolver; preeentan propiedades muy 
1ntere3antes y el •xtto ae ataque podrla implicar persp1cac1a 
para intentar so1uc1onar a1ounos problemas no resueltos <tal como 
1a ractorizacl6n para el m•todo RSA>. 

L~ crtptografla re1actonada con los temas fundamentales de las 
c1enc1aa computacionales y el empleo potencial expana1ao de los 
cr1ptoa1sternas de 11avea PúDllcas, eon actualmente un &rea actlva 
en la D~aqu•c:Ja actual ae nuevos avances tecno16Qlcos y 
c1entlflcos. 

S. 4 ~ACTAC%0N OC DATI>a. 

La neces1aaa pr1mordta1 en un mundo tnoustrtalizaao es la 
tn,ormaclón. En 1& actua11aaa, la implementactón del manejo de 
información a trav•a oe Sistemas de Cómputo en casi todas las 
&reas de 1• Vida, ha creaao 1a necesidad ae mantpu1ar orandes 
cantidades de tnformación que requteren oranaee cantidades de 
espacio d• a1macenamtento <memoria prlnctpal y aux111ar>, esta 
conaecuencta tlene vartaa aesventaj••• ya que •l necno ae que 
cterta lnforl'lllaclón ••t• all'RAcenacsa en un eapacto 9r•nd• d• 
memort• 1mp11ca dl~&cu1tad al qu•r•r acc••ar1a v un incr•mento •n 
e1 tlempo ae acceso requer100, 10 cual •• bastante costoso; por 
otra parte, •1 emp1ao a• grano•• espacio• oe a1maoenam1ento nos 
11eva • uaar memorta aux111ar catspoaitlvoa oa a1mi11.cenamlanto 
secundario>, que aparte ae ••~ coatoeo ocaetona tamr>ten, que el 
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acceso a la información sea lenta. Aaem•s ae todo lo anterlor, 
tamt>i•n proporciona cierta inaegur1aaa en el maneio v 
almacenamiento ae la información, puesto que una falla en el 
3lstema o un error humano puede aa."ar ia· información. 

Por consiguiente ee nan desarrollado algunas t•cn1cas que 
hacen posible almacenar la 1nrormación en un espacio menor al que 
es requerido realmente, estas t•cnicas son conocidas como 
T•cnicaa de compectacJ6n o c0191Prest6n ae datos. 

El concepto de compactacton o compresión de datos os muy 
cercano al de la crtptografla. La compactación de datos 3e 
refiere a almacenar la informa.ción en un •rea menor a la que 
requiere realmente. 

La compactación ae datos se usa normalmente en slstem~s 

inform•ttcos para aumentar la capacidad de almacenamiento de los 
distintos tipos de dispositivos <reduciendo las necesidades de 
almacenamiento ae los usuarios>. La compactacion temot•n se 
aplica para la transmisión de datos, con el fin de aup11car y 
>1asta triplicar muchas veces, la ve1oc1dact efectiva ae la 
tranam1s1on; a~orrar tiempo de transferencia cpor ejemplo, como 
suceae en las lineas te1eron1cas>, y proporcionar cierto oredo cte 
scgurtcsaa a la informacion. 

Por otra parte, la compactación de aatos permite lograr 
grandes economlas, cteo1ao a que la moyorta de los arc~iV03 pueaen 
reducirse por lO menos a la mltaa de su volumen orlgln~t y se 
conocen casos aonae la reaucclon ael tamaf"o tla 3tdo entre e1 so% 
y el 90%. 

Actem4e las t•cntcas de compactac1on tienen aplicac1on en todos 
los archtvoe ae aatoe, pero su valor se aestaca especialmente en 
los grandes archiV05 ae escasos movimientos. 

Existen vartoe métodos de compactación de datos, cuyo~ 

e~q•..1e:mas son distintos, pero tienen como pr1nc1pa1 ODiet1vo 
reducir el ~rea ae memoria err.~ieaaa en el almacenamiento de la 
1nrorme.c1on 10 cual repercute principalmente en el costo y en la 
eficiencia ae los algoritmos que manipulan la información 
contenida en los arcntvos. 

5.4.t c1astt•cact6n ae los 11116tooos de COfllPl!Ctactón ae datos. 

Los metodos ae compactac16n de datos ee c1as1r1can en ctos 
categor1as1 

- La primera es aonae se encuentran loe me-todos dependientes ae 
la estructura ae loa reg•atros o del contenido aa 1oa aatos, 
por 10 qua aeben ser ataenaaos para caaa apllcaclón part1cu1ar. 

- La segunaa ee donde est•n los metodoe de uso m•s general, por 
lo que pueaan ser 1nc1uido11 en paquetes de software de· ueo 
general, en el naraware o en microprogramas. 
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un proyecto para reaucir e1 tama~o ae un arcnivo puede 1n101ar 
por la ap1icacion de los metoaos aepena••ntes del conteniao aa 
los aatos para luego continuar con los m•toaos independientes ae 
la apl icacion. 

A. -TD008 DEPEN0%ENTE8 DEL CONTENXDO DE LOS DATOll. 

1 > E1 t•1nac16n ae 1oa 1 t._ a. datos redUnoante•. 

Es uno ae los m•todos mas importantes para reauctr el espacio 
de almacenamiento de una oese ae aatos; se Dasa en la elimtnacJon 
ae la reaundancia inherente al a1macenanuento múltlp1e ae iteme 
de datos ta•nticos en a1stintos arcn1vos; que es uno de los 
Objetivos principales en los sistemas ae aam1ntstrac1on ae bases 
de datos. 

2> convers1on de la notación humana en notación compacca. 

cuando se almacenan los datos ae la forma en que los 3eres 
humanos prefieren para leerlos, a menudo emplean rn.t.s c~racteres 

de los necesarios. Las recnas por ejemplo, pueaen escriDtrse como 
30 SEP 91, o ae manera mas compacta 30.09.91, ae moao que ellas 
se almacenan a menuao con seis bits en los archtvos. Sin embargo, 
en la ~quina el mes y ei ala no necesitan mas ae ~ btts, lo que 
hace un total de 16 bite <2 bytes>, La converetón de l.a forma de 
2 bytes a la forme. legible para el hom~re exige eo10 algunas 
11 neas de codJgo. 

Este t·lpo ae compactaclon ~e aplica a muctios otroe items, por 
ejemplo e1 numero de pieza y laa direcciones postales. 

3) supreeion de car•c~erea repa~tooa. 

Los campos num•ricos de a1gunos archivos contienen a menuao 
muchos ceros a 1a izquleraa y a la aerecna. cuando ne.y mas ae aoe 
ceros, la coatttcacton requiere en rigor Sólo aos car•cteres 
<aectmaies compactados>, uno para indicar la repetición y el otro 
para inaicar cuantas veces se repite el cero. 

Algunoe arcn1vos de supresión ae caracteres estan b~saaos en 
el empleo ae un grupo ae caracteres e~clusivos para 1naacar que 
el caracter que sigue a este caracter especial es repetitivo. Por 
ejemp10, cuando se emplea la coaiftcactón convenc1ona1 EBa>%C ae 
e Dits, ia mayorla ae las combinaciones que se aan con a bits no 
se u..:.un por lo general para repreeentar caracteree de datos. Las 
combinaciones que tienen un o en la segunda postción cpoetciOn de 
1 bit), poarlan utilizarse por cone1gu1ente, pe.ra 1na1car la 
repettcion ae car•cteres. 

Indica que ei caracter que sigue se repite 
1 
>COXXJUCJC --.,,..-

NGtmerO de veces en que se rep!te el cer6cter 

- 229 -



E>< l sten algunos t lpos ae aren l VOl5, en elonae Ul supree l _.1¡,- ae 
1os car•cteres repetidos reporten un oran beneflclOJ ven o'-?S, 
el efecto es apenes CllQno d• constderaciOn. 

En algunos arcn1vos 1 1os registros y los ltems de 1os aatoe 
son ae 1ong1tua muy vartab1e. Por lo que 1a organ1zac1on ae un 
arcn1vo para ltems variables es mas comp1eja que la de un arcn1vo 
para lteme e1e longltua flja. 

Un p1anteam1ento slml1ar es e1 concerniente a registros que 
contienen un conjunto variable de ltems ae datos en lugar de un 
conjunto fijo, o en otros t•rminos, e1 de los registros que 
con~1enen un conj~nto ele ltet'l\8 ae datos de los cuales algunos 
sue1en faltar. En Ciertos casos es •ste un problema muy 5erlo: ya 
que en ocastones la mayorta ae 1os ltems de aatos cuyo eepaclo 
est• previsto en los registros no tienen valor alguno. Es posible 
idear un nMtoao de compactación, tal que los ltems ae actos que 
no tienen valor no ocupen espacio. La s1gu1ente f1gurd 1~ustrd un 
formato de re~istro para este ~todo. En donde los ttems de datos 
est•n preceelldos por un mapa ae Dlts que indica si esos ltems se 
na11an o no presentes. 

teEncaDtlzaMlento••·•lc ............... - .. - .. -- - --- Datos·-- ... - - - • - .. - - - - .. - - •1 

Xtent ese i:t.em de 
datos 1 datos 2 

xtem de 
datos 9 

ltem de 
datos n 

liMpa de Dltes qu• Indica que &teme <o ~are~~dos ae 
oatoa se tta11an presentes 

CatllPO cM cont.ro1 -1 •.o. 
•ne1tca~r cte longitud CM1 registro. 

:U &USTITIJCXC* DE LOS :XTEMES DE CATOS CE USO HABITUl'L. 

cuanCIO eMiste un conjunto limitado ae valores de atrt~utoa, no 
es necesario escribir e1 ltem de dato en forma completa. con 
ciertos tipos ele itema ae datos, por ejemplo, <<clase de 
1tcencta>> se Utlllzarla normaimente un códlQOi v con otros corno 
<<nombre>> que a menuCIO se deletrean ae manera completa. 

Por consiQuiente, a1 elecldlrse por el ueo ae una taDla ae 
sustitución, nay que llegar a una adecuada concertac16n entre el 
aumento ael tiempo de procesamtento y el benefiClo de la 
compactación. El uso de una tabla de sustitucion ae aos bytes 
para 65, S36 poalbl1ldades parece irrazonable para la mayorla ele 
los casos. A~n une tabla de sustitución ae 8 bits requerirla 
cerca de s,ooo bytes ae memoria, lo que tarnt>l•n pueae 
considerarse aemasiaao.oneroso. Por 10 que ser¡a m4s conveniente 
limitar a 6 bits la tab1a de aust1tuctón, con lo que e1 byte ae 
coatf1cac1ón podrla tarrwt>t•n tn~ormar sobre et estado civil ae la 
persona o dar otre lntormacl6n de lnter•e. 
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cuando el texto escrito constituye una porción consid~rac1e de 
un arcnivo, parece una DUena ldea la de sustituir palabras y aQn 
rrases completas con caracter•• ae cocu90. supongamos que un 
arcnivo almacena bytes de e Dlts, cada byte permite combinaciones 
sufici'9ntes para representar mios o menos 200 pa1at>ras cie ueo 
c<>m&:1n, supongamos aae~s que se reservan 32 ae las 2ee pos101es 
concinacionee para indicar que ese car•cter no aa por si solo la 
palabra en cuestión sino que es necesario 1eer tambi•n el 
eiguiente car•cter. se tiene ael la postrHlldad de codlficar 
32(2~&)•8192 palaDraa adicionales. 

Por otra parte, ia ~qutna que recibB e&ta sucesión de dntos 
la convertir• en texto escrito mediante la operac16r'I de lectura 
ae la taD1a de equivalencias, ademAe e1 voca1:>u1ar10 neceearlo 
para mucnas aplicaciones espectricas es muy oreve, y puede no ser 
necesario almacenar m6.S de, digamos, eeo palabras. Como 
alternativa, este ~todo podrla repreeentar no palabrae, eino 
menea;es o frases. 

7) COMPACTACION DE DATOS ORDENIU>OS. 

Al clasificar un con;unto de items de datoe, los primeros 
caracteres tienden a repetirse. Estos iteme de aatoe pueden 
abreviarse reemplazando los car&cteres repetldoe con un algtto y 
e~n mas, si se codifican lOB nombres de pila m•s comune~. 

Temot•n pueden reemplazarse algunas palabras deecriptivas ae 
uso corriente con car&ctere~ ~~r~c1a1e~. nor ejemplo= 

t • sra. 

* • S.A. 

Ocasionalmente e&ta tecn1ca da 11 .. 11..ieu a. dUpllCü .... 1v11-=~, por lo 
que es necesario lr a una ta.ola oe desoorde en la que se almacena 
de manera untvoca el nombre or1g1na1. 

El empleo de tat>1as ae aest>orae de valor pr&ct i co a m.JChos 
l'ft6todos ae compo.ctacittn muy poaeroeos. Esto!5 m•todos eon 
particu1armente valiosos en el caso de ias guias y tat>las que son 
parte esencial de muchas oroanizac1ones ae archlvoe. 

Las tablas utilizadas eet&n a menudo ordenadas en :!-~,-···neta 

ascendente, con poco cambio al pasar de un ltem a otro. 

Es necesario tener presente que la efic1enc1a de las t•cnlcas 
consideradas en este apartedo dependen de la nature1eza de los 
datos con que eon empleadas. Algunas de e11as aepena8n 
completamente ae la ap11caclOn y no podrtan ser lnc1Ul(1as en un 
algoritmo de compactaclon de uso general. otrasf en camh10, como 
la t•cnlca ese eupreetttn de car•cteres repetidos, pocir1an 
1nc1uirse en un aiooritlftiO de uso general. 
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8. flETOOOB DE USO GENERAL DE c::x:MIACTAC%0N DE OATOll. 

un algoritmo ae campactacton, atse"ªªº para 3er usado en 
ststemae diferentes puede implementarse de tres menerae1 como 
software, como microprogramas o como hardware especial. 

Aaem•s varias rirmas ofrecen paquetee de eortware en loe que 
se combinan la coaificacton ae longitud varteDle con la supresión 
ae caracteres repettaoe, aos operaciones que pueaen eer 
ejecutadas por el mismo algoritmo. 

La mayoria ae los m•toaos de compactación dAn origen a 
registros ae long1tud vartaDle, por lo que 3610 se recomienda 3u 
uso en las organtzec1ones que aamtten este ttpo ae regtetro. 

Es acseao1e estimar con anttctpacton el oenertcto que poarta 
reportar el uso de la compactecton en un erc~tvo existente. 
Hecurriendo para ello a la stmu1acton, proce5anao los archtvos en 
cuestión, o parte de ellos, con el algoritmo propuesto y 
acoplant.lo los valores estacust tcos ASi p ....... H tln 1,;1,;m1parorse 
Qlvertias técnicas y diferentes formas ae codlflcactón de 1onottud 
vdrloole 

t > COOJ:FICACION DE CARacTEREB. 

una forma ae obtener una compactación de datos que ahorre 
e~p~c10 de memoria y proporcione seguridad a ioe datoe es el 
empleo ae le coatf1cac16n de car4cteres, lo cual es muy ut1112~do 
en la transmts1on ae informacion. 

Tenemos que los caracteres num•rtcos :se almacenan a menudo con 
4 bit~; pero la forma ae almacen~mfento mas economtca. de la 
1nrormac1on num•rica es binaria y los datos a1fab•ttcos y la 
muyor¡a ae los :stgnos podrtan traemtttrse como caracteres de ~ 

bits. 

COOJ:GO BAUT DE :J BITS. 

E5te coalgo utiliza caracteres de <<camDio de letras>> y 
<<camota ae ctfras>> con el fin de eprovecnar las mt:sma:s 
comDtnaclonea prtnctpalee 01t:s, tnaietintamente, f"t"lra 
representar letras o cifras cmas caracteres especiales>, a1go asl 
como la,<<tecla de mayúsculas>> ae una maquina ae escribir. Es 
interesante ob:servar qu,. •m código de s Dtts con tres carActere:s 
es sufiClentf! para transportar todos los aatob '1~•~ la mayorta ae 
los usuartoe necesitan transmitir. 

El cOdiQo BAUT es e1 código telegr&ttco mas utilizado tuera de 
los Estaaoe uniaos. 

COOJ:F:ICACZON DE CAReCTERE8 DE LOMO%TI..0 VARXA8LE. 

Pueae obtenerse una mejor compactación d• los aatos 
recurrienao a un código Daeado an e1 emp1eo da un ni:..rnero variable 
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ae Dits por car&cter. con este cOdiQo, los caracteres ae 
ocurrencia m6S 'recuente resu1tar1an cortos y, loe de ueo menos 
frecuente 1argos, ya que e1 car&cter mas corto <el que ocurre ma.s 
frecuentemente> tendrla un solo bit. 

son mucnos los códigos de 1ono1tua variable que se han ideado. 
La regia para determinar el namero de bits por car&cter es, en 
este ca50,· la stqutente: 

•et e1 prtn111r bit ea cero, e1 car&cter tiene un bit ae 
longitud, al ioa dos pri,..roa dlgltos son to, e1 car6cter tiene 
tres bl~a. En ioa deftlA• casos, la longitud de1 car6cter ea igual 
al número de unos a la 1zqu1eroa """ª crea•. 

En algunos archivos esta dist1nc1on corresponde a aoa o m•s 
caracteres, Si hay aos c~rActeres mucno mas populares que ios 
dem&s, ellos se representan con dos bits cada uno. 

DE OCHO A SIETE. 

Es una técnica ae compactacton ae aatoa cuyo esquema ea 1& 
comprensión ae Dits, en donde en caaa byte se guarda m4e ae un 
car&cter. 

La mavor1a ae las computadoras ~ctuales usan long1tuaes de 
oyte que slln potencie5 pares ae dos, esto se debe a la 
representación binaria de ios dat.oe en Hl mts.qu1na. La~ 

mayüscu1as, las m1noscu1as y los signos de puntuac1ón ~olo 

requtcren unos 63 codigos diferentes, por lo q1J~ oastan 6 01ts 
para representar un byte <un byte de 6 bits poarta tener va1ores 
entre o y 63>. stn embargo, la mayorla de las computaaoraa uean 
oytes de e Dits, por lo tanto, en los arcnivos de teMto norma.les 
se desperdicia el 23% del espacio de almacenarruento. Lo que nos 
sugiere que podrlamos compactar rea1mente ~ car•cteres en 3 
oytes, st se p11rtteran usar loa dos Galtimos bite de cada oyte, la 
üntca limitante lo constituye la forma en que est•n organtzaaos 
los coaioos ASCXX. hay m•s ae 63 coatgos ABCXX para loe 
caracteres, y las letras mayosculaa y min~scu1as 3Cn 
aproximadamente la mttaa, •sto significa que algunos de 1os 
caracteres requieren al menos 7 btts. Por lo que una r~cil 

so1uc1on es la de compactar e car4cteres en 7 nytes, aprovechando 
el hecho de que ninguna letra, ni signo de puntuacion usa el 
octavo Dtt del Dyte. Asl, se puede ocupar el octavo Dit de ceda 
oyte ~Ara guardar el octavo car&cter. Sin emoaroo, nay que tener 
en cuenta que algunas computadorae usan loe caracteres de e bits 
para representar car6cteres especiales y car•cteres gr6ficos. 

Adem4s, existen algunos procesadores de texto que u~an el 
octavo bit para indicar instrucciones de procesamiento de texto. 
Por consiguiente, el empleo de este ~lpo ae compactecl6n ae aatos 
solo funcionar• con archivos ASCXX que •senc111antente• no usen el 
octavo Di t. 
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Ejemp10 

consld•reee 1oa slgulentee ocho caracteres representados como 
bytes de e Dlts1 

byte • Ottt otot 
o y te 2 . 0111 ttot 
byte 3 0010 001t 
byte .. otot OttO 
DYt• 5 ººº' 0000 
byte e otto t tOt 
Dyte 7 ooto t010 
Dyte 8 Ottt t001 

Corno se puede ver, e1 octavo blt siempre es cero, este e1empre 
es e1 caso a no ser que ee use para 1a comproDaclón ae par1asa. 

La forma mae e1mp1e ae comprimir ios ocho car4cteres en 7 
Dytes es dletr1oulr ios 7 Dlts s1gnlflcat1vos aei Dyte t en loa 
octavos bits que no :s~ usan d•J .Loe otros 7 Dvre'!I <d~l r- F'll. B>. 
Ast, ios 7 Dlte restantes ap.arecer•n como: 

byte • <1eer nac la aca~o > 
byte 2 1111 1101 
byte 3 t010 ºº'' byte .. 1101 0110 
byte 5 0001 0000 
t>yte .. 11 to 1101 
byte 7 0010 1010 
Dyte e 1111 1001 

Para reconatru1r e1 Dyte 1, sunp1emente se saca caaa octavo 
bit de cada uno de los 7 nytee. 

esta t•cn1ca de compactación reduce e1 erc~lvo t/9, esto ee, 
ei 12.5~ 10 cual es ya un ahorro suostanclal. 

AL-~ DE - A BXCTE. 

• tnc1ude "stucuo. h 11 

rwaln cargc,arav> I• cornparac1an ae Dlts *' 
lnt. argc; 
cnar •argvc.:1; 

\ H 1argc1•4> f 

1 

1 

pr1nt.fc 11 uso: entraaa ea11oa compactar1aeecompactar,n" ); 
9Klt. C )¡ 

lf ctoupperc•arav a •• 1 C'> 
cOflll)r lm& r <ar9vcn.arcaccQ1 

•1•• 
deacompr 1m1 rcarav c.o,argcc.2llf; 

compr1m1rcentraaa,sa1taa> 
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1 

cnar car,cn2,t,necno; 
f"ILE *Pf1 ,pf2; 
lf <<pf1•fopententraaa,"r\•>>••O>\ 

l 

printfc••no ese puede at>rlr e1 arcnt.vo de entradaV"I">; 
exit.< >; 

lf <<pf2•fopentealida,••w"> >••O> 

\ 

printf<"no ee pueae abrir el archivo de eallda'n" >; 
B>Cit()¡ 

necho • O¡ 

"º' car• getc<pf1>; 
lf ccar••EOF) break; 
car• car<<1; 
tor <t•01t<7;++t> 

1 

ene • getc<pr1>1 
if (Ct12••EUt-l' 

ch2 • O; 
necno • 1; 

~h2 • ch2 a 127; I• e1untna.r 
cn2 •ene <<car<<t.>&120>; 
putc<cne,pr2>; 

1 wnt.1e < lhecno> • 
fc1oae<pf1>; fc1osetpf2>; 

d•sconiprt.m1rcent.raaa.sa11da> 
cnar •entrada, •aa11e1a; 

1 unsigned cnar car,cne,t.necno; 
f"ILE *Pf 1 , •pf2 ¡ 
lf <<pf1•fopencentraaa, 0 r">>••O> \ 

printr e "no se pueae e.brlr el arcnivo 
B><lt(); 

lf <<pf2•ropencea1.1csa,"w">>••o> \ 

1 

printft"no ~e pueae at:>rt.r el archivo de sa1ida"1" >; 
8>tltC >; 

necno • o; 
c:IO \ 

car • o; 
ror <t•O;t<7;++t> 

temp • oet.cCpf1); 
lf <temp••EOF> t>reatc.; 

ene • t.eftlP; I* conv•rslón c:1e tipo •1 
sc.t)• ene a t27; 1• e1u1unar el primer Dlt •1 
ene • ene &128; 1• e11mlnar todos lo~ Dlts 

1Mnoa e1 pru•ro•/ 
ene• eh2>>t•t; 
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car • car ', Ch2; 

1 
putc<car,pf2>; 
for Ct•O; t<7;++t) put e <sct1Pf2>; 

l Wt'llle <templ•EOF>; 
fclose<pf1>; fclose<pf2>; 

EL LENGUAJE DE t6 CARACTERES. 

El esquema de esta t•cntca de compactación de datos es la 
eliminación de caracteres, en donde ee eliminan realmente ciertos 
caracteres del arcnivo. 

Aún cuando muchas veces no es recomendable, eete método 
elimina las letras innecesarias de las palabrds, convirtiendo 
e:senctalmente estas abreviaturas. Por lo que la compact.aclón de 
datos consiste en almacenar so10 los caracteres que se usan. As1 
que el empleo ae las abreviatur~~ para ahorrar espacio es muy 
r:omún. Sin embargo, el métoao que aqul se explica, en vez de 
t!mp1'Jar las abreviaturas comunes, lo que hace es eliminar ciertas 
letras de los mensajes. Para nacer esto, se necesita un alfabeto 
m'nimo Un alfabeto mlntmn P.5 aquel ~n el que se han eliminado 
105 caré.cter-"s que son usaaos r-arQ01ente, deianao Sólo los que 3on 
necesarios para formar- la mayorta de las palabras o para evitar 
la amotgüeaad. Por lo tanto, cualquier car-&cter que no aparezca 
en el lllfabeto mínimo ser-a eliminado ac las palabras en que 
aparezca. La forma en la que se cac1aen los caracterBs que 
aparecen en el alfat::leto mínimo es un tanto subjetiva. Para 
ejemplificar el método se usarAn las 1~ letras más comunes, 
aa~mas del espacio y los saltos de ltnea como al~abeto mlntmo. 
Por lo que la automatización del proceso de abreviación requiere 
que se conozcan las letras aet al~abeto que ee usan mAs 
frecuentemente para poder formar el. alfabeto minlmo. En teor(a, 
se podrian contar las letras ae cada palabra del diccionario, 
pero, sin embargo, ciertos escrttorcs usan diferentes frecuencias 
que otros, ae ta.l forma que una t.abla ae frecuenctas debe estar 
oasaaa sólo en la:s palabras que conforman un lenguaje. comu una 
alternattva, se puede contabilizar la frecuencia ae las letras 
del texto a ser comprimido y usarlas como base para el alfabeto 
mlnimo. 

Para contabilizar la frecuencia de las letras en un texto 
podemos utilizar el Siguiente programa, que se salta todos los 
st~nob ue puntuación excepto los puntos. las comas y tos 
espacios. 

#tncluae ••stato.n•• 
•tnclude "ctype.h'1 

matncargc,argv> I* programa de frecuencia de caracteres *' 
int argc; 
cnar •argvc'; 

\ F'ILE *Pf 1; 
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int altac.261,t; 
tnt ~spacto • o, punto • o, coma• o; 
char car; 
lf <argcl•2>\ 

printf<"favor de espectrtcar el arcntvo de te><to'n" >; 
exi te>; 

if ccpf1•ropencargv 1,"r">>••O>\ 

1 

printfC"no se puede abrir el archtvo de entraaa\n">; 
e><it< >; 

for Ct•O;t<26;t++> aira t •O; 

ªº 

1 

car• getc<pr1>; 
if <isalpha<car>> 

e.1 fettoupper e car>-• A 1.)++; 
else swttch<car>' 

case • • espacio++; 

case 

case 

oreaK; 
punto++; 
t>reaK; 
coma++; 
oreaK; 

' While Ccart•EOF>; 
rvr <tao; t<26 ¡ ++t > 

printfC''%c:%a n••,punto>; 
printfC"punto :%a n",punto>; 
prtntf<"espacto:,.d n",espacto>; 
printr<"coma : .. a n",corna.>; 
rc1ose<pf 1 >; 

Por lo visto. para obtener una compactación de datos 
suostanctal, es necesario recortar el alfabeto de forma 
s19nificativa, eliminando las letras U5~das con menor frecuencia. 
Aunque hay muchos puntos ae vista sobre como debe de estar 
formado el alfabeto mlnimo pera ser operativo. la.e 14 letras mas 
usad~s y el espacio constituyen la mayor parte de los carActeres 
usados en un texto, adem•s como el car.&cter de fin ae li.nl:o. eb 
ne~esarto para evttar la ruptura ae les pala.oras aeoe 1nc1u1r3e 
tamot•n. 

Ejemplo 

El alfabeto que ae emplear• para ejemp1iflcar el m&todo, 
consta de 1~ car•cteres, un espacio y un salto de 11nea: 

A e D E H X L • N o R s T u <eapeclO) (ISll1l0 de 1lnea> 

En seQIUjda, presentamos un proQrama, el cual elimjna todos 1os 
car•cteres excepto 1os antertores. 
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ALOORr11111> P"RA UN LENGUAJE DE t6 ~RACTEREB. 

• 1nc1ucJe "st.aio.h" 
ma.in <aroc,arov> I* proorama de e11m1nac1on por compactac10 .. 

ae caracteres •I 
tnt •aroc; 
char •arov C); 

1 ., carocl•3>\ 
pr lntf e "uso: entraaa sal lda'n" >; 
exit.C >; 

Jomp2 cargv c11, arovc 2,) 
comp2<entraaa,sa11aa>; 
char •entrada, •salida; 
char car; 
FI'LE *Pf 1, *Pf2; 
lf C<pf1•f"opencentrada,"r">>••O>l 

printf<"no se pueae abrir el archlVO de entraaa'n">; 
exi!.' •. 

1 
if <Cpf2mfopen<salida,''W''))••O) 

1 
ªº 1 

printt<"no se pueae abrir el. archivo de 3a11aa...., n">• 
exlt< >; 

car "" getc<pf1 >; 
if <car~•EOF'> brcaK; 
1 f e eeta_en< toupper< ca.r >, "Ar-ni=-.tILMNOASTu•,n•" > > 
1 

1 

lf ccar••''n'> putcc•,r•,pf2J; 
putee car ,pf2>; 

Whlle ( 1); 
tcl.oeecpf1>; 
fclosecpr2>; 
l 
esta_en ccar,s> 
cnar car,*s; 

\ WhiUI C•s> 

I 

if ccar••*s> return 1; 
S++; 

return o; 

Si al BiQutent.e mensaje se le aplicara e1 proorama anterior: 

" Atención A1ta comanciancla 
A~aque con •x1to. Por favor env1en mas v1veres v t.ropas de 

relevo. Es esencial para mantener nuestra sltuac1on. 
General f"raehter .. 
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El mensaje compactaao serta1 

" Atencton A1ta comandancia 

Ataue con eato Por aor enten mas aeree troas ae re1eo Es 
esencial ara mantener nuestra satuacton 

eneral roshter" 

como se pueae observar el mensaje es bastante 1eg101e, aunque 
r~~~enta caerte amD1gueaaa. La amblQüeaaa es el prtnc1pa1 
inconveniente ae este ~toao ae compactacton ae aatos. s1n 
embargo, Sl se eet& fama11ar1zado con e1 vocabulario empleado en 
el texto, se pueae seleccionar un me;or alfabeto m1namo que 
resuelva cierto grado ae amo1gueaad. 

~n el e;ernp10 se ahorro un 1~ ... ae espacio, ya que el mensaje 
or1g1ne1 tenia 1~e bytes y e1 menea;e compactaao 137. et tambi•n 
se nubiera ap11caao e1 ~todo de compactactan de bits, se nabrla 
ciriorraao un 28% de espacio lo que ya es ur ahorro J.mr.iortonte. 

Tanto la compactaoton de Dtts como la elimtnactón ae 
caract•rea •• usan en 1a encrtptactan ae mensajes. Por otra 
parte. la compactacton de Dtts es un p~·~ mas en ia coa11 icacton 
ae informe.c&6n v hace al mensa;e mas a1ttc11 ae aecoatficar. Al 
usar la eltmtne.cton ae bits antes a• la encrtptac1an ee produce 
un erecto curtoso : ee trastoca ie rrecuencia ae caracteres ae1 
1engua;e ruente. 

s.•.e comp-.ct.ct6n o. arcftlvoe. 

Laa a1gutentea t•cntcas que presentaremos pera optimizar 
espacio aon M6toCIOa ae coa1rtcac1on ae 1nrormacion teórica que 
fueron a1ae"9i&1Ga para mtnimlzar la cantaaaa ae intormac1on 
necesaria en ataternas ae comuntcactones y ortglna1mente fue un 
tntento para optimizar tiempo, n.., espaclo. 

Las t•cntcas ae compactaci~n ae Arc~lvos ~on u~aaas mucnas 
veces 1>9ira ercn&voa ae texto, archtvos pera aecoatftcar ptntura3 
<laa cua1ea tienen granaes •reas nomog•neas> y archivos para la 
representacaon atgit&l ae sonido y otras ~•~alea analogacas <con 
granaes MOae1oa repettaoa). 

Es intpOrtante notar que un propaatto general ae ios m•todos ae 
compactact6n •• nacer loa archivos m.t.s ~~que"º~ La canttdaa ae 
espe.cto .. ivaCIO por eaoa 1116toCIO• aepenae ae las car•ctertsttcas 
ae1 arc~tvo. aftOrrandO ae1 ªº' •1 so' ae eapac10 en loa arcnivos 
tlpacos ae texto v ae1 so' a1 90' en 1oe arcnavoa Dtnarioa. 

Sin tlfftbargo en la ectua1&dad estas t•cntcae ae compactactan ae 
arcnivoa son "'8noa importantes que en otros tternsioa, aeDtao a que 
el costo d• alme.cenamtento en atapoaattvoa na aeacenatao 
n~arn.t.ttcarnente v e1 t'ptco usuario pueae aispcner ae mucho. ,,..s 
e&pacto ae •1"'8cenamtento que en el pa~~ao. Pero, a pese.r ae 
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esto, 5e pueae argumentar que les tácn1ces de comprenetón ae 
aa.tos aun son tmportantes, porque :.Si se emplea mucho 
almacenamiento ser• neceear to recurrir a Qr·anaes t tempos ae 
acceso y naturalmente esto es relativamente costoso. 

METOOO RUN-LENGTH. 

Se tiene que el tlpo mas btmple ae redundancia en un arcnlvo 
es lo e)ecuc1on de caracteres repetidos Por ejemplo, la 
Siguiente Ctldena, AAAABBBAABBBBSCCCCCCCCOABCBAAABBBBCCCO, pueae 
ser co~aficaaa mas compactamente reemplazando cada repettcion ae 
caracteres por una sola instancia ac1 carácter repet,ao al lado 
del número ae veces que se repite. Asi se puede decir que esta 
cadena consiste ae 4A's, segutao 3B's, 2A;s.~e·s,etc A la 
i::ompactacion de una cadena por e3ta forma es llamada RUN-LENGTH. 
~i\tSten varias formd.s para proceoer con e!:3ta 1oea, ld~ cuale:s 
•J~~·er.J".!n 4je lcis carácterísticas de la ap11cai:1on 1(.01.1é •1ace quti. 
ld t!jCCuCt.)n tienda a ser relattvamente larga?, ¿Cuantoz Dtts son 
empleado5 para co~ificar 103 caracteres?> Por ejemplo s1 saoemos 
que nuestra cadena contiene letras, entonces se pueden codificar 
gr.:itiae";;: cant tdades con :solo intercal.ar los d •g i t.:rs con l.Js 
let'n~ y la cadena puede ser codificada como sigue: 
4A38AA58BCOABCB3A483CO; DONDE "4A" Signif lCa "AAAA" y ClS( 
SL•C"!-:::..1ariente A~emas se nota que no vale l~ pend coa1r1c..;\r 
5lJtJ.~a.:Jenas de iongttu<J t o 2, ya que oos carácte,...e~. son lV; que 
5e necesitan para la coair1cac1on 

Para los arcnlvos 01nar1os se emplea una vers1on refinada ae 
este m•to~v. en donae la idea es simplemente almacenar la cadena 
tornando como ventaja el hecho de que la cadena alterna entre O y 
1, evitando a1macenar los ceros y los unos por ellos mi3mos <Esto 
no5 5Ligtere que e1 método trabaja más eficientemente con cadenas 
grdti•:ies >. 

Ejemplo 

Ld. s1gu1ente figura es una representación ae la iotra "q" 
en9ar"losa en $U tama,,o, que es representativa acl tipo ae 
int" . . :.ación que tendrla que ser procesada por un 31stemCJ ae 
formato ae texto, tal como el emp1eacio para imprimir este 
trat>a)O; a ia derecha "" la mtsma hay una l.tsta ae numeros que 
pueden ser usados para almacenar una letra en forma compacta. 
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000000000000000000000000000011111111111111000000000 
oooooooooooooooooooooooooottttttttttttttttttooooooo 
ooooooooooooooooooooooottttttttttttttttttttttttoooo 
0000000000000000000000111111111111111111ttttt111000 
00000000000000000000111111111111111111t1ttttt111110 
000000000000000000011111110000000000000000001111111 
000000000000000000011111000000000000000000000011111 
000000000000000000011100000000000000000000000000111 
oooooooooooooooooootttoooooooooooooooooooooooooottt 
oooooooooooooooooootttoooooooooooooooooooooooooottt 
ºººººººººººººººººººº''''ººººººººººººººººººººººº'''º 000000000000000000000011100000000000000000000111000 
011111t1ttt111tttt111tttt111tttt1111111111111tt1111 
0111111111111tt1tt111tttttt111tt1tttttt1t11tt1ttttt 
Ot11tttt1t111111ttt1111ttttt1t1tttttttltt11111111tt 
01111t1tttt111tt1ttt1tt1t1ttt1ttt111tt11tttt11111 t t 
011111ttttttttttttt1tt1t11t111111t1ttttt1111tt11ttt 
011000000000000000000000000000000000000000000000011 

28,14,09 
2e,1e,0T 
23,211,011 
22,2e,oa 
20,30,01 

19,07, 18,07 
19,os,ee,os 
19,03,28,03 
19,03,28,03 
19,03,28,0:I 

eo.o•,21,0•. 1 
22,021,20,03,3 

01.so 
01,so 
01.so 
01 ,so 
01,so 

01,02,46,02 

contaaores 

Esto Significa que la prtmer linea consta de 28 o•s zeoutdos 
por 14 1•e, 9 o•e, etc. Los 63 contadores mae el nomero de Dite 
por 11nea <s1 Dits> contienen suftciente intormaciOn para 
reconstruir los Dlts de1 arreo10 <En particu1ar, se nota que el 
1ndtcador de fin de linea no es necesario>. Si se e~plean e bits 
para representar cada contador, entonces el archivo entero sa 
representa con 39q bits, una optimizactón suztancial de loe 97~ 

bits necesarios para a1macenar10 expllCitamente. 

La codificacion Aun-Length requtere una reprezentacton 
separada para el archivo que va ser coaiflcaao y le verslon 
codificada del archivo, pero esto no se puede hacer c~n todos los 
arcnivos por resultar inconveniente. Por ejemplo, este tne>tocso 
3UQiere no traDajar con cadenas de car•cteres que contienen 
dlgitos ya que estos car•cteree ee emplean para codificar una 
cadena desae un alfaDeto fijo ae caracteres usanao so10 
car•cteres de ese alfabeto. 

~como se puede nacer para que algunas letras representen 
diQitos y que otras representen parte de la cadena que se va a 
codtftcar ? una so1uc1on es usar algQn caracter que sea poco 
probable que aparezca <a este caracter se le 11ama caracter de 
~sea~~, v cada que aparece dicho caracter indtca que 1as 
proximas dos letras <contaao1, car•cter> forman un par, con 
contadores representados por 1a l-•stma letra del alfabeto que 
representa el n~rnero i. 

Ejemplo 

en este ejemplo la caaena anterior poar1a ser representada 
utilizando ia letra Q como caracter ae escape, asl: 
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La combinación nec~a del car•cter de escape, con el contador Y 
con una copta del car•cter repetido es llmnada eecuenc1a de 
escape, Es de notar que no vale la pena coa1r1car euocadenas ae 
menos de cuatro car•cteres de longitud puesto que para . coatrtcar 
por este m•todo se requieren 3 car•cteres. 

Pero, ¿que sucede el el mlsmo car&cter de escape ocurre en la 
cadena ae entraaa? No podemos ignorar simplemente esa 
postbllidaa, pueeto .gue es muy dlflCll asegurar que un caracter 
determinado no ocurrir• <Por ejemplo alguien podrta probar 
coa1r1car una cadena que ya na sido codificada>. una eo1uc1on a 
este problema es usar una secuencia de caracteres ae escape con 
un contador de cero para representar el car&cter de escape. Ast 
en nuestro ejemplo, el car•cter da espacio poar¡a repre3entar el 
cero, y la ~ecuencta de escape •Q<espac10>" podria ser usaaa para 
representar una ocurrencia de Q en la cadena ae entrada F.~ 

interesante notar que lo~ arcn1vos que contlane.n Q 1 s son e610 
aquellos que en lugar de a1sm1nuir su tama~o lo tncrementdn por 
os te método ae comprJctac t 6n Puesto que si un •'J.rcn t \JO que ya ho 
stao ,_...,mp"''~-- .. Jo es compactd.ao nuovam~nte. este 1-:;reo:e ¡..,ur l•:. menos 
un número de carActere5 igualc!S al nomero ae secuen•:: ié\5 01:: '~5~·:lr1e 

U:l8rjOS 

MUCt'las ~ecuenc iilS larga.~ ht:i.11 ..,; ; ....,,... <:odt f tcaaa~ con ~ecuenc t.;is 
de eacape mú.1ttple. Por ejemplo, una caaana ae 51A's poaria 3er 
r:::oatficada. como QZAQVA usando la convencton anter-tor P~-,r lo qur., 
s1 5e esp .. ,....,., mucha'3 cadenas largas esto potlr .a 1jar r~:JUltados 

sa.t is factor ios a reserva de que m.\'5 ae un cerA•::ter cor..11 f tque 
contador 

e:n la practica 11!5 recomenaoole realtzor programus r.i•;:, 
comprensión y expansión de errores sen~ttlvos, lo que ~e puede 
aar tnc1uyenao una cantidad ae reaunaancta en 105 arcnivo~ 

compacta~os para que los programas de expansión puedon tolerar un 
mínimo camota acctaental en los arc~tvos da compactacton y 
e~panston. Por ejemplo, prooao1emente va1ga la pena poner 
caracteres de f 1n de l lnea. "en la versión compactada de la letra 
Q" para que el programa ae expanslon se pueda re~ir.:-:.ntzar po~ 

~· mismo en caso ae error. 

Por otra parte, la codiftcacton ae ceoe~~« ,~~~a$ no e~ 

partiCulannente efectiva para archivos de texto, aeo1e10 a qi..e el 
caracter que se reptte ccn mayor procaDtltd~d e~ el blanco En 
1os 31stemas modernos, no se repiten la~ ~ad~ne~ ae ntanco~ yd 
que éstas jamas son cadenas ae entrada y por cons19u1ent.e nunca 
se almacenan, las cadenas de 01ancos repetidas al tntcto ae la3 
l ineae son cC•d l f 1caaas como •us.os• y "tat>ulaoores" y los ov1ncos 
a.l l"tnal de la linea son aDrev1aaos por .,¡ u5o oe 1nc::ucad•)r-e~ ae 
"fin ae 1lnea". una imp1ementact6n ae cvatficac16n ae cadenas 
largas semejante3 30lo 6pt imtza cerca del 11·1. ae espac10, 
porcentaje nada sat1stactor10, por tal mottvo no se recomtena~ 

e5te tipo de codiftcaclon para arcntvoe de teKto 
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CXIDll"ICACIQll OS LOllGITU) VAllllA•L• CCGDI- --1. 
•1 ooa1ao a• HUff1'119n optlmlz• un• oantlaaa auD•tanolal a• 

••paa10 •n lo• aron1vo• a• t•Mto. la 1a•• a• ••t• c•alao •• 
•D•naon•r •l 01••100 al1'119o•naml•nto •n •l oU•l lo• aron1vo• a• 
teMto eon a1mac•naao•, aonae ueuaim.nt• caaa car&otar emp1•• 7 aa 
lo• • Dlt• r•••rvaao• par• •l. •1 matoCIO a. Hurrman u•• ••lo 
poco• bit• para aqua110• car&ctar•• qu• eon u•aao• ~· 
fracuanta"'9nta y ~· Dita para aqua11oa qua aon uaaaoe rara vez. 

•• convantanta aMam&nar corno •• uaa al código Hurtman para 
poaar antanaarlo. 

auponamoa qua aaaaamoa coa1racar 1a caaana •A eD191La e,,.ING TO 
K •- UCllNO A llllNIMAL N-" Of' •zn•, n•o1•nao10 •n nu••tro 
coatao binario atanaara compacto con s Dita Dinar&oa, aonaa i 
repreaanta la ·••Una letra Gal alfaceto co para 01anco>, aa 1a 
siguiente sacuencta aa DitS1 

000010000010011010010110110000011000010100000 
100111010010010010010111000111000001010001111 
000000001000101000000010101110000110111100100 
001010010000000101011001101001011100011100000 
00001-1101010010111001001011010000101100 
000000111010101011010001000101100100000001111 
00110000000001ootoo1101001oott 

Al aacoa&ficar ••ta manaaja =tmpl.,,,.nt• •• 1aan s Dita an un 
tiempo v •• conv1•rt• a• acu•rao al coa1ao Dlnar10 a•flnlao 
anteriormente. •n ••ta c6aago atanaara 1a •e•, qua aparece aól~ 
una vez, requi•re el M&8MO nt.rnero d• b&t• qu• 1a 1etra •s• que 
aparece •••• vece•. · 

11 coa1go Hurrman ioar• eoonom1zar eapao10 por ooellflo&r· 
car&cter•• uaaooa tracuentet'ft9nte con poco• bit• como ••• po•ible, 
po~ consigutante e1 nomero total de bit• •mpleeao~ para el 
m9n••I• •• m1n1m1z•CIO. 

•1 06a1ao a• HUff1'119n •IGU• lo• •IGUl•nt•• PAllO• para lograr au 
Obj8t.f.VOI 

•1 prlm9r pa•o •• oonteo111zar l• rraouenola a• caaa car&ot•r 
en el mena•'• que va ••r codtf Acaao. Kl sigui.ente paao •• llenar 
el coaigo en un arreglo countco .• ael con la rracuancia contaoa de 
un mensa'• •n un ~rr~a10 d• caracteres a t •. M . 

"°" &1•0 TO•• oo countctl 1• º' 
P'Qlllt ti•• TO M DO 

countc1naaMCllUJJl •• oontClnaaMCAcl>)l• 11 

••t• proaral'll9 utiliza •l proo•almlanto 1naeM 1ae~cr1to •n la 
part• 1n101a1 ae ••t• cap1tu101 que oonteo111za la r-~cu•ncla aa 
la 1-••11119 letr• Cl•l alfaD•to •n countcl.) con oountr:.•.• 1 uaaao para 
Dlanoo•. 



Para nuestra cedena· por ejemp10, 1a taDla contaaora proaucida 
es: 

LETI<A o 1 2 3 .. " " 7 e .. 10 11 12 13 14 

" 3 3 1 ·2 " 1 2 o " o o 2 .. " 
LETI<A "' 111 17. 18 19 eo 21 22 23 2• 25 2<1 

3 ' o 2 .. 3 2 o o o o o 

lo cua1 indica que hay 11 t>lancoe, 3 A's, 3 e•s, etc. 

El próximo paso es construir un •rDOl de c6a1go t>ottom-up '"" abajo hacia arriba y "" derecna a izquierda> "º acuerdo a la!I 
frecuencias. Primero, ... crea un •roo1 con un no a o para cada 
frecuencia diet.int.a de cero1 

11 3 3 1 2 " 1 2 e 2 " " 3 2 q 3 2 
A e e o E .. o I L M N o p A e T u 

Ahora se escogen loa aoe nodos con frecuencia mas peque"ª y se 
crea un nuevo nodo con esos dos noaos como hijos, con valor igual 
a la suma de los dos valores ae loe hijoei 

11 3 2 2 2 6 2 3 2 

A 
1 ' 

El bosque de los art>olee aeepu•s ae que todos los nodos con 
frecuencia dos son tomados, es: 

11 3 2 3 .. " .. .. 
/'\. 

' 2 
/'-

2 2 
/'-. 

2 2 

Anora se escogen los noaos con frecuencia 3, creando nuevos 
nodos, et.e. Cont1nuando Por este camino se construyen sut>•rboles 
cada vez ~s grandes, al final todos los nodos se combinan en un 
s6lo •rbo1. 

Note que los nodos con menor rrecuencia se encuentran mas 
1e3os de la ra1z, que los nodos con mayor frecuencia. Las 
etiquetas ae los noaos externos en el •rt>ol son lOS contadore~ de 
frecuencia mientras que las etiquetas de cada.noao interno es la 
suma ae 1as etiquetas de los hijos. El namero pequefto cerca ae 
cada nocso en este &rbol <siguiente figura> es e1 inClice del 
arreg1o count aonae la etiqueta es a1macenaaa 1 por referencia 
cuando eKamlnemos el programa que construye •1 &rt>o1 anterior 
c1as et.iquetas para los nocsos internos poarsan ser almacenadas en 
count 27 .. St en un oraen aeterm&naoo por lo din&rn&co de la 
construcc&on>. Esto ea, por ejemplo. ei 5 en e1 nodo "'6.s externo 
a la &zquteroa c1a rrecuenc1a contaos para N> ea a1rnacenada en 
count t4. e1 seis en e1 próximo nooo externo c1a frecuencia 
contacsa pera %> ea a1macenaoa en count 33, etc. 



e P 

~, observamo• la d••crlpción de la• ••truotura• d• 1aa 
frecuanc&aa en forma de un ArDol •• eh~ctamenta 10 que •• 
necesita pera crear una eficiente codificación. Antes de ver esta 
codlflcacl6n veamo• e1 c6dlgo para conatrulr el 6rD01. Cl 
propósito general 1nvo1ucra remover el el~mento m•a peque"º dB9da 
un conjunto de e1emt1nto• no ordenados, por 10 cua1 noaotroa 
podemos emp1ear e1 a1gorltmo HRAll para crear v mantener un "••P 
inatrecto en 10• valorea de fracuanc1a. Dado que prhftllrament• 
eetamoo lntereeadoB.an loe valorea paqua~o• ~a uearA •1 ,,..toCIO 
HEAP en rorma tnvertlda. una aaaventasa de uaar la tna1recc1on ea 
que es rac11 tgnorer al contaaor de tracuancta cero. 

La siguiente taola muestra al neap construido para •1 ajemp101 

K • • • • • ., • • to tt t• t• t• t• t• t? t• 

HllU • 7 te U ta UJ e ao 9 • •• •• • • t• t• o 

coun~ H k • ••• • 6 ••1111••••tt 
especlflcamente, este neap ea con5tru1do, primare lntc1a11zando 
el arreglo Heap lndlcanoo 1as frecuencias o~•tlntam d• cero, v 
posteriormente emp1eancso e1 procedtmtento .-AP como e1aue1 

n 1• O; 
FOR t : •O TO 26 DO 

IF countCi,<>O THEN 
BEGIN 

n 1• n+1; 
HCn) = • i; l H es ei Heap \ 

END; 
FOR Ki•n OOWNTO 1 DO PQOOWNHEAP(k)Í 

como •• tn9nc1on6 ante•, •• aaume qua e1 ••ntldO d• 1aa lgua1cae.oea 
en e1 naap nan atao 1nv•rt1csaa. 

Ahora, e1 uso da aeta procadtmlan~o •1 conetru&r •1 &rDo1 •• 
en torrna a1recta1 se toman 10• ooe e1am9ntoe "'6• P9QUa~oa d•1 
heap, •• aurne,n y a• colo~ el raaultaCIO dentro del haap. •n caa. 
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paeo se crea un nuevo contador y ee decrementa e1 tAmefto de1 neap 
en uno. Eete proceso crea N-1 nuevos contaaores, uno para caaa 
uno ae 1oe noaoe internos de1 •rbo1 creado, como en e1 siguiente 
procecum1ento: 

REPEAT 
t:•HC1:>; HC.1;:t:•Hcn); n:•n-1; 
PQOOWNHEAP< 1); 
countc26+n~: •count"CHc1JJ +countct::i 
de.act:i.:•2Ci+n; daacHc1:J)1•-2Ci-n; 
H 

0

1 : •26+n ;. PQOO\llNHEAP e,, I 
UNT.IL n• 1; 
dad c2ei+n.l: •O; 

en las aos primeras llneas ae eete ctclo el tamafto del neap se 
decrementa en t. y un nuevo interno es creado con indice 26+n y 
se 1e aa un valor igual a 1a suma del valor en la ra1z. 

oespu•s este noao se coloca en la ralz. que altera eeta 
priortaaa hac1enao necesario otra llamaaa a PQOOWNHEAP para 
restaD1ecer e1 oraen en e1 neap. El arbol por Si mismo e3 
representado con un arreglo ae "pa.aree" ltgaaoe: dad e tJ ee el 
¡no1ce ael paare del noao cuyo peso aeta en countcr;>, la sen.si de. 
aaan~ tncuca si el nodo que eet• a la aerec1~-=. o t:::quteraa. ee 
hijo de ese padre. Por ejemplo, en el •rbol anterior se tiene csaa 

C0):•-30, countC30J:•e1, dlldC.30) •-ea, y countc2B::J •37 c10 que 
indic~ que el noao ae peso 21 tiene 1naexaao JO y este padre 
tiene inaexaao 2e y 37>. 

El coaigo ae Huttman es derivado de codificar ul uroo1, 
simplemente reemplezanao 1ae frecuenciae ae los nodos bajos con 
las letras asoctadae y et vemos el •rbol como una büsqueda radtx 
queaa: 

Anora el Código pueae ser 1e1do directamente de este •roo1. El 
cóaigo pare. N es ooo, e1 coa1go para % ee 001, el Código para e 
es 110100, etc. 
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El siguiente programa reconstruye io~ fr~gmentos ae e~ta 

in~ormacl6n para representar el coa100 ae1 Aroo1 ca1cu1aao 
auro.nte e1 proceso. El codtgo ea repres9nt.5ao por·· aos arreo10S 
coe111 k que oa. J.a representaclon t>lnarl~ cie la k-•~urna 1e·tra y 
J.en k .que contiene el número de Dits ae coae k ueaao en' ei 
cóGlgo. Por ejemplo, X e3 la novena letra y ttene cO.diQO 001. por 
lo tanto coae 9 •1 y 1en 9 •3. 

FOR k:.•O TO 26 DO 
IF countCk.3 -o THEN 
BEG:CN 

codeCKJ : •O; 
1enCK'l : ... O; 

END 
ELSE 
BEOIN 

END; 

i:•O; 

j '., ¡ 
t:•daatk.); 
)(:•O; 

REPEAT 
XF t<O THEN 
BEGIN 

END; 

X ; • X+j; 
t : .. -t; 

t dilll[tJ• 
j : - j+ 1; 
j : "" i + 1; 

UNTIL t • O; 
COdeCk:l : •X; 
len oc..):• i; 

Final.mente, podernos usar esa representación calculada del 
Código para codificar el mensaje. 

FOR j;•1 TO m DO 
FOR ':•lenc.indeKCacj:JJ) DOWNTO , ºº 

WRITE CDi tsccoaec1naexcacj::J".l, 1-1, 1 >; 1 >; 

Asi nuestro mensaje es codtficaao en solo 236 bits ae ios 300 
bits usactos por J.a codiftcacton atrecta. optimizando con esto el 
21'1.: 

011011t1001001 to1ot to1ot 1000111001tt100111011 
10t1100tOOOOt1ttt11110ttOt00tttOt01t100t111tO 
00001tOt000tOOtOttOt100101tOtt110000tOOt00100 
OOtt1ttttOtt01ttt0t000100000t10100tt01000t111 
00010000t010010ttt00t0tt1ttt01000ttt0t1101010 
Ottt0t1t001 

un interesante hecno aei coa¡go ae Hutfman que sin auac ye fue 
notaao, es que los aelimitaaores entre los caracteres no nan ~ido 
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almacenados, aun diferentes car•cteres pueden ~er codtficaao5 con 
diferentes n.:.meros ae Oits. ¿Cómo podemos determinar donae un 
car&cter termina y el_próKimo 1ntcta en la aecodiftcactón del 
mensaje? La respuesta es utlltzar la ousqueda radlx de 
representación ae cOdlQO. Tal oasqueda tiene tnlclo en la ratz 
proceatendo nacla aoajo·ael &rool ae acuerdo a los btts en el 
mensaje, cada vez que un nodo externo es encontrado se z~ca el 
car•cter y se relnicta en la ratz. Pero el •rool se construye al 
mismo tiempo que se codifica el mensaje: esto stgntrica que es 
necesario salvar el 6rbol junto con el mensaje en el oraen en qua 
se aecodiftca •ste. Afortunaaamente es necesario s610 almacenar 
e1 arrec;,10 code, porque ia ousqueda radix ael a.rbol e's la 
resultante de insertar laG entradas de~ae el arreQlo en una 
intctalizacton vacta del Aroo1. 

El almacenamiento optimlzaao citado antertormente no ocurre en 
forma integra, porque el mensaje no puede 3er aecodlflcaao Sln el 
arno1 y por lo tanto tenemos que contabilizar q1 costo ae 
almacenar el arbol junto al mensaje. 

El coa1go Huffman es solo efectivo para archivos granaes donae 
la optimización del mensaje es bien compensaao por el costo, o en 
Gituaciones aonde el arool codificado pueae ser preca1cu1aao y 
usaao para un gran número ae mensajes. Por ejemplo, un árbol 
basado en las frecuencias ae letras del iengua1e Inglés puede ser 
us~do por ao~umentos escritos en este Idioma. Asl ml~mo, un árD~l 
oasado en la frecuencia de caracteres de programas e~cr1tos on 
lenguaje PASCAL pueae ser usado pare. codificar proorama.s. 

Como antes se vio, para archivos aleatorios verdaderos, aón 
este h6bil e3quema de codiftcact6n no funciona en forma optima. 
porque caaa caracter podrla ocurrtr aproxtmaaamente el mismo 
nt.:1mero ae veces, lo que ocas1onar1.a un a.rt>ol codificado 
completamente De.lanceado y un número IQUal de bits por letra en 
el código 

EFICIENCIA DE ESTA TECNICA DE ~ACTACION. 

En la mayor1a ae los archtvos comerciales, el uso de un codtgo 
ae Hutfman, cuidadosamente elegido de acuerdo con la d1strtbucton 
ae los car•cteres en el e.rcnivo, conduce a una reduccton del so•¡. 
ael tama~o del archivo, o a mas. Le. supresiOn de lo3 c~r•cteres 

repetidos a1v1de tamct•n por dos el tamano del archivo. La 
eltmtnacton de datos no ut111zados ttene un importante efecto en 
algunos archivos. 

vartos estudios del uso del cOdlgo ae HUffman p~ra la 
compactacton de pro~ramas arroja como resultado economias ae1 
oraen ael 35 al 4S~ para e1 códtgo objeto y del ss al 7S% par~ el 
coatgo fuente. 
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CAPXTULO V:l 

ALOORrflllDB ESPECXFICOS C ALGUNOS EJEMPLOS> 

Dada 1a amp1itud ae1 campo de ae~arro110 y ap1icac1on ae los 
a1gor1tnK>s, no es faCtiDle enQloDar toao e110 en ei presente 
trabajo. por 10 que ee opt.o por 1nc1u1r· est.e cap,tu10 .• 
presentanao en •1 a1oor1t.mos de interés com~n n la LICENCIATURA 
DE MATElllll'TICAS APLICAOA.S V Cc.IPUTACION, no tratados en Co!lpS.tulos 
dnteriores. Los algoritmos se1ecc1onaoos fueron: ALGORXTMOS PARA 
TE:ORIA DE ORAFICAS Y ALOORITMOS PARA ESTADISTICA V PROBABILIDAD; 
que son algortt.mos que pertenecen a materias consideraaas de 
car~cter 0011gatorlo en el plan ae est.udtos ae esta carrera. 
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6. t ALODfl:l11C>S PARA TEOAIA DE ORAFICAS. 

Le importancia de la teorta ae grAficas radica en su utilidad 
como modelo rne.tem&tico para repreeentar cua1quter s1stema que 
contenQa o involucre una re1ac1on entre sus elementos. Permtte un 
enfoque intuitivo y est•tico del proD1ema que se pretenae 
reso1ver y, son probablemente la e3tructura matem•ttca m•s 
emp1eeaa en la ciencia computacional ya que son uttltzaoas en el 
estuato de estructurae ae datos, compiladores, lenguajes de 
programac1on, sistemas operativos, teorla de ia computación, 
oraenacton, bOsqueaa, 1ngenterta ei•ctrtca, tnte1lgenc1.a 
artifictal, econom,a, matemAttcas, flstca, qutmtc~. 

comunicdctones. teoría de juefJOG y otras .\r>!d'S 

La ef te tenc la de un a1gor t tmo para teor ta de iJrAf ica~ e~tá en 
func1on a1 a.aoer se1ecctonar la forma mas apropiada para. 
representar ias gr&ftcas involucradas en el proo1ema a reso1v~r 

por computa.dorA. 

6.1.1 CONCEPTOS XNTROOUCTORIOS. 

En tOCIO estuC110 Cle g:rAf iCa:5 es necesar lo tener pre:sent.e lo~ 

slQutentes conceptos: 

- LXNEAS PARALELAS: La reiacton entre un par oe vértices no es 
necesariamente ontca, st se tienen vartas llneas que a,$OCtan un 
par ae v•rt1cee ee a1ce que ~e tienen 1tneas para1e1as 

Ejemplo 

a v e son 1tneas para1e1as: 

a 

Vi Vj 

e 

~IO 6 1 Ltneas paralelas 

- LOOP o BUCLE: Ea un arco que une un v•rt1ce consiQO mismo, su 
a1reccton no tiene s1ontftcado y puee1e ser considerado dirlQtdo o 
no atrigtao. 
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Ejemplo 

D •• un OUc1•~ 

b o 
FIO e.2 euc1e o c1c10 

- VERT%CES EXTffEllC>8 o '1'EfWllllXNALES: Son 105 v•rttce8 que ee 
encuentran untaos por un arco, tembt•n son i1emoaos noaos 
aayacentes o vectnos. 

Ejemplo 

ek 

Vi Vj 

FIO 6.3 v•rtices terminales 

- DICrOENC:rA: se atce que una ltnea ea tnctaente al v•rttce vt y 
vj, si atchos v•rttces son terrntna1es ae la llnea ek. 

Ejemplo 

Vi Vj 

Fro 6.4 Ltnea 1nc1aente 

- ClllADO DE t.M VERT:rCE: Es e1 nQmer-o ae arcos que cont tene un 
noao, los loops que pueaa contener un v•rttce se cuentan por aos, 
at el graao ae ·un noao es cero se atce que es un noao nulo o 
a1s1aao; si es uno se trata ae un v•rttce colgante o ttnal. El 
graao ae un v•rtice se representa como gfvt> y se llan.8 tamt:>t•n 
va1enc1a ae1 v•rt1ce. 
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Ejemplo 

v/12 
v3 v4 

FIO 6.S orado de un vértice 

El grado ae cada vértice ae la gratica anterior es: 

gcv
1

> .. 1 vartice colgante o rtna1. 
gcv

2
> a 3 

gcv 3 > • 2 
gcvq.> .. 2 
gcv 3 > • o vértice aislaao. 

~=~.,;~~n-~~ T~~r~!~~nov~ p::eoª~~ª~:~!ecr~!arv~!i~: u~!+Jezp~~: 
ltnoa, es aectr, todas las 11neas son distintas; sus vértices 
pueden ser cruzados m.6.s de una vez. 

- PASEO CERRADO: Es aque1 paseo donde el v•rtice inicial y el 
vértice final son iguales cv0 • vn>. 

- PASEO ABXERTO: Es aquel paseo en el cuai e1 v•rttce inicial y 
el v•rtice r1na1 son distintos (V0 <> vn>. 

- TRAYECTORIA o CAMINO SXMPLE: Es un paseo abierto en el cual 
todos los v•rttces son distintos. 

- CIRCUITO: Paseo cerrado con n vértices distintos, es decir, 
cada vertice aparece una vez. excepto el v•rtice inicial que es 
igual al v•rtice r1na1. 

Ejemplo 

oe la siguiente gr&ftca oDtenoa cuatro paseos distintos e 
indique de que tipo de paseo se trata y cual es su longttua: 
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FIO 6.6 or•rtca 

PASEO: 

1,c,4,g,a 
1,a,2,~,,.r,4,c,1 

1,a,2,a.~.e.3,D,1,c,4 

10,n.e, t ,7,j,6,h,s,m, 10 

N<»imRE: 

Trayectoria 
Circuito 
Paseo Abierto 
Pa~eo cerraao 

LONO%T\.DI 

e .. 
s 
s 

-GRAF2CA CONECTADA 
para toao par ae 
trayectoria que 
aesconectacia. 

<CONEXA>: una gr•r1ca o eeta conectaaa, ~I 

v•rttces que pertenecen a ella, existe una 
los une, de lo contrario ee una grartca 

una gr•rlca aesconectaaa o esta compueeta por aoa o m&b 
subgr&ftcas conectaaae, a las cua1ee se les llama componentes, 

sea la or•r lea o ¿Ee un.a gr&f tea conectada? 

óSoº ~ 
Fl:O e.7 

No, ya que no siempre existe una trayectoria que una cua1qu1er 
par de v•rttces que pertenezcan a la gr&ftca. La gr•flca O es 
aesconectaaa y consta ae tres componentes. 

6. 1.2 REPREBENTACXON DE LAS ORAFXCAS EN LA CQ1191UTADORA. 

como ~e na visto, una gr&rtca es una co1ecc1on ae v•rttces y 
arcos; los v•rttces son Objetos slmpiee que pueaen tener nomoree 
y c1ertae propteaaaes, y un arco es una re1ac1on entre aoa 
v•rttces. una gr&ftca pueae ser.aibujaaa por meato ae puntos 
cv•rt1ces> y llneas <arcos>; pero se aeoe tener presente que una 
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gr&fica se deftne independientemente de su representación. 
Existen aos formas estandar de representar una orAflce en la 
memoria de le computadora: 

-Representacion contigua <Representación a1gebratca>. 

-Repreeentact6n 1igada. 

al REPRESENTACION OC»ITIOUA <REPRESENTA.CION A.LOEBRA.ICA>. 

La representaciOn contigua o a1gebratca se basa en el empleo 
de me.trices y vectores. Las representaciones contiguas más usadas 
son: 

1 • MATR~Z DE M>VACENCIA.. 

La matrtz de adyacencia A. cie una grarica o, den v•rttces 
<etiquetados> y sin lineas para.lelas es la matriz de nxn A<G>; 
donde: 

a ~ o 

si vi es adyacente a Vj 

otra -col5ll 

La matriz AlOI es una ma.trtz Dlnarta que requiere /n/ 2 bits, 
donde n es el n.:.mero de vért tces ae la gr.t.r tea. 

OBSERVACIONES A LA MATRIZ DE 14.DVACENCXA: 

- o es cuaaraaa. 
- un uno en la diagonal pr1nc1pa1 corresponae a un Duele. 
- La defintclón de matriz de aayacencta no constaera lineas 

para1e1as <por eer una nws.triz binaria>. Si no fuera binaria y 
existiera un elemento alj > 1 se dice que 01 valor de alj es el 
n.:.mero ae llnaas paralelas entre 1oe v•rtices i y j. 

- Si la gr.6ftca es simple cno contiene 1oops, ni 1 tnP~~ 
parale1as>, la sumatoria por reng1on o columna es el grado del 
v•rtice. 

- En una gr.t.rtca sim¡jle el n.:.mero ae lineas es iQUal a ia 
sumatoria ae toaos los e1ementos alj entre dos. 

- st una gr.t.fica es completa <sin loop5 y una línea entre todo 
par ae v•rtices>,. imp1ica que tiene ceros en ia diagonal 
prlnc1pa1 y unos en toaos loe dem&s e1ementoe. 

- Las permutaciones ae renglones y sus correspondtentes columnas 
lntplican reordenar los v•rttcee. 

- una gr4ftca aesconectaaa con aos componentes ot y o 2 , 5e puede 
represent.sr COMO 
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- Dada una matriz 01nar1a, cuadrada y 51m•traca A do orden n, 
51empre ee poar• conetruir la oraflca o correspondiente. 
Ejemplo 

sea 1a matriz A: 

, 
2 
3 

" 

, , 
o 

2 
o 
o , 
o 

3 , , 
o 
o 

.. , 
o 
o , 

La gr•ftca correspondiente a esa matriz es: 

Q1.-----3----
~. 2 . o 

F"IO 6.8 

La princ1pa1 desventaja de emplear una matriz de adyacencia 

~:~:c~~pr~~¡~~ª~~nun: 1o~:f~~:,i~!r~~!~:· ::no~uees~2 ~~~~!~re60~~ 
leer O eKamtnar la matriz Consume Un tiempo OCns>, 10 CU~l anula 
ia ertctencta ae los a1gorttmos que me.ntpulan la or&ftca en un 
tiempo ocn>. 

2. ,.._,TAl.Z POTENC:lA. 

Al multiplicar la matriz ae aayacencta constoo mtsmn o 
elevarla a una potencia, el resultado de esa mu1ttp1tcac1on es 
una matriz cuadrada de orden n stm6trtca pero no ~tnarta. El 
v91or de ait, corresponde al oraao ae1 v•rtlce t. Para la matriz 
A ca> sus e1ementoe tarnDt•n representan: 

- El número ae v•rttcee que son adyacentes tanto a1 v•rt1ce 
como a1 v•rtice j. 

- Los elementos de la diagonal representan el oraao del v•rttco 
corresponaten¡e. 

- El elemento a lj con l<>t representa el número de camtnos o 
paseos distintos de lonottua dos que existen del v•rttce l ai 
vértice j; y en oenerai dada una matriz de adyacencia ACO> de n 
v•rtices, entonces loe elementos aij de A**"' • >• 1, es e1 
numero de caminos o paseos diferentes de iongitUd m del v•rtlce 
t a1 v•rttce j. 

3. -TAU DE J:NCJ:OENCJ:A. 

La matriz de tncidencia de una gr•flca o de n v•rtlces y e 
lineas, sin loops esta dada por la matrtz B<O) • Dll de nxe 
elementos, aonae 
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si 1a 1lnea j es lncidente a Vl 
b 

otra cosa 

OBSERVACJ:ONEB A LA "'TRJ:Z DE INCIDENCIA. 

- Es una matriz de lncldencla v•rtlce-11nea. 
- La matriz oto> es una matriz Dinaria. 
- En cada columna hay exactamente dos unos, excepto si se trata 

de un bucle; en tal caso aparece sólo un uno. 
- La sumatoria por renglón <ad1c1onando uno por cada oucle> es 

iouai ai oraao ael v•rttce correspondiente. 
- Si la sumator la de un renglón es cero, ei vert lee 

correspondiente es aislado. 
- cuando se tienen oos o mas columnas 1oua1es en B<O>, las llneas 

correspona1entes son 11neae para1e1ae. 
- Sl se intercamotan reno1ones o columna& y se reetlQuetan los 

vertices y lineas 5e oottene 1a mi3ma graf1ca. 
- Sl una grar1ca o es desconectada y consta ae aos o mas 

componentes, o, y o
2

• 1a matriz e<O> pueae ser representada 
como; 

8(0) -[-~~ .... ~_: ___ º __ J 
o : 0(02) J 

- oaaa una matriz ae 1nc1aenc1a es posible generar el diagrama 
or•tlco correspondiente. 

Ejemplo .. D e " 1 [ 1 o o 
8(0) • 2 o 1 o 

J 1 o 1 1 .. o o o ~ ] 
La grartca correspcndlente a esa matriz de tnctaencia es: 

F'IO 6.9 
RELACX<»I ENTRE LA flM'TRJ:Z DE ADYACENCIA AtO> V LA MATRIZ DE 
%NClllENC:lA BCG>. 

Si una gr6fica no 
adyacencia ACO> tiene 
gr6fica o. pero por 

tiene lineas para1e1ae, la motriz ae 
toda la información correspondiente a 1a 

e1 contrario, &i 1a QrAflca tiene llneas 
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para1e1aa v no tiene 1oops, entonce• 1• matriz die inoidencla •CO) 
con~iene toda la 1nformac1on de a, ei ee tiene una gr&''ºª eLmp1e 
ce1n loop• o i1n••• para1e1ae1 tanto ACOI como •ca> contienen 
toda la 1nror~cA6n de la gra,&ca G por 10 qua a partir a• 1• 
matriz de adyacencia •• pued• conatru1r la matriz de incldenol• v 
Viceveraa. 

C>ada una gr•t.ica o con l'nea• v c1rcu1toe atlquetaaoa. La 
matriz c1rcu1to CCO) • clt, tiene un renQ16n por caoa clrculto y 
una columna por cada linea ae 1a gr•t&ca o oonaa1 

Cij 
el a1 clrculto l contiene la 11nea j 

ai e1 carculto l no contlane la 1ln .. 

-llVACU1N1t:• DI! LA -·nn:z CZllCOITO. 

- La eum.tor1a ae 1oe e1ementoe de un renQ16n ee 1a 1ong1tud ae1 
circuito correepondAenta. 

- cuando una columna est& conetttuttt111 l!tn "u totaltdad por 
e1emt1ntoe 1gualee a cero 1na1ca que la linea no pertenece a 
ningún c1rcu1to. 

- Sl se rea11za una permutación de reng1onee o columnas ee deben 
reetiquatar 10• c1rcu1toe v l'neae coreepona1entes para obtener 
1a mltll'fta grar1ca. 

De la gr•tAca e1gu1ente obtener la rneitrtz c1rculto1 

• 

e 

• D e el • • circulto1 , 
(~ 

o o , , n e, • 1,e,:a,, 
e • 2 , o , º• . 2,~.l,1! • , o º• . 1, 1,4, :a,, 

FIO e. 10 

11. IMTWSZ TMV~SA. 

La ntatriz tr•v•ctorta TCVM,Vi> •• convent•nte para dtferent•• 
proDl ... • tal•• COMO, el proDI..,.. del tranaporte, oe comun1cac1on 
v de rea11zac16n de proyecto•1 a1 igual que 1ae matrtcea 
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anterloree es una matrlz Dlnarla,· y ee torna en cuenta para un par 
de v•rtices de la gr•rtca, ee decir, la matriz ee oenera sólo de 
lae trayectortas poelb1ee entre un par de v•rttcee, aonde 1oe 
reno1onee de T<Vk.V1> son 1ae diferentes trayectorias de Vk a V1, 
y las co1umnaa eon todas lae llneae de la orarica. 

La matriz trayectoria para loe v•rtlcee VK y Vl ee define 
como TCVk,VL> • ~lj donde: 

et le trayectoria i contiene 1a ttnea j 

el la trayectoria l no contiene 1a ltnea 

OBSERVACIONES DE LA f!MTRXZ TRAYECTORIA. 

- La euma ae caaa reng1on es la longitud de la trayectoria. 
- cuando una columna esta constituida por toaoe eue elementos 

iguales a uno la itnea correspondiente ea una llnee. de corte 
<linea que al ser eliminada aeeconecta la orar1ca>. 

- La sumatoria da caaa columna representa e1 nümero de 
trdyectoriae a las que pertenece la linea. 

- Si la sumatoria de una columna ee 1oua1 e. cero, entonces eea 
linea no pertenece a ninguna ti av~ .... t .... 'ª entr~ leo .. ~rt1ct!I~ vk. 
V Vl. 

- La longitud ~s corta entre VK y Vl es el renglon cuya 
sumatoria es la menor. 

Ejemplo: 
De 1a s1ou1ente grAftca obtener la matriz trayectoria del 

v•rttce uno a1 v•rtlce aos; 

.. 
·x¡d 
3 .. 

e 

FIO 6.11 

... D e d 

1) 
trayector&a: 

T., u o o o T • ',2 
TC1,2> • TI! o o 1 TI • 1,~, 2 

T3 1 1 o T: • 1,~,3,2 
e. VECTORES ADJlMTOa. 

El 1-•s1..o renc¡lón contiene un vector con todoe loe v•rtlces 
ad)untos Vi; e1 orden ae los elementos de este reng1on eeta 
aeterminaao por e1 orden en el cual loe estados de o son dados. 
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Ej-10 

~ 
4 2 5 o 

e 4 ' 5 3 
3 5 2 o o 
4 2 o o 
5 3 2 o 

FIO 6. 12 

E1 nomero ae columnas ee el maxlmo graao ae un v•rlce. 

?. LISTAS DE ESTADOll. 

Para or.&flcas eeparc·tdi!!Us puede ser mas etlclent.e lletar los 
arcoa representados en la or&tlca como paree ae v•rttcee. Esta 
representación pueae ~er lmplementada con ao~ arregtos 

:;~:a :.ª@~d~ · ~~~~~~ªve:·~~ t ~=' ~ i ~~~:~~~~e~~~~~ e~ ~~.: !~~=~~~ ~~ 
la gr.&flca va_ae1 v•rtlce gt a1 vertice nt. Por ejemp101 

o• c1,2,2,2,2,3,3,4,~.5,s,7,7> 
h • (6,1,3,4,6,4,S,S,3,6,7,1 1 6) 

FIO 6. 13 

"ª" cuanao 1as matrtcea sirven como entraaa para 111 
procellWl'l&ento por computadora; una matriz aeetruye el aspecto 
gr.&r1co <vtsua1> y ciertas prop1eaaaes ae 1as grar1cas no pueaen 
ser rapr•••ntaaa.a en cua1quter matriz¡ adem&e en la 
representact6n contigua es attlci1 insertar v eliminar noaos v si 
el n""'9ro de v•rttcea •• grande en COfftPllración al n<A'Mlro de 
arcos, la "'9trlz contendr& un gran ni:.mero de ceros cmatriz 
eaparclaa> lo cua1 ocaa1ona un gran deaperaicio ae memoria. 

La repreaentact6n l&gacsa. es una a1terna~lva para representar 
or•rtcaa en 1a CQllPUtaoora. 
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1. un posible formato para representarlas de esta manera es el 
siguiente: 

nodos caDeza 
de 11eta 

F'IO e. 1f.I. 

nodoe con loe que est• 
reiaclonadoe 

en · or&fica&. no dirigidas y con esta representación' ee 
requieren 2m-r nodos y n cabezas de lista, donde m es el número 
de arcos, r el nómero ae ioops o buc1es y n el nomero de nodos. 

Ejemplo 

En la gráfica anterior 

m " " 
r • 
n • por lo tanto 2m-r • 2<4>-1 

• 7 nodos y 3 cabezas de lista. 

2. LXSTA DE ADVACENCXA. 

La lista ae adyacencia para un v•rtlce l es una estructura, en 
aloón oraeñ, de todos loe v•rtices adyacentes a i. La or&flca o 
se representa por medio de un vector caoeza, donae caoeza~l~ es 
un apuntador a la lista de aayacenc1a del v•rt1ce i. esta 
representación requiere. un espacio• ~roporclonal a la suma ael 
número de vértices m•s el nomero de arcos <si son no diriOida& se 

~~~~~ª~sp:~c~~s~~no~ear~i~m!~~ª:mo:~~!e~~1~e~~=g~:jaª~o~~~~~:1 ~= 
la representacion con lletas de aayacencla es que puede consumir 
un tiempo O<n> el determinar ei existe un arco del v6rt1ce l el 
v•rtice j. ya que pueaen existir n v•rtices en la lleta de 
adyacencia para e1 v•rtice i. 

Si ven a exiettr inserciones y supresiones en la manipu1acl6n 
ae la grattca, eerla preferiDle que ia matriz cabeza de le lleta 
de aayacencla apunte e celaes de encabezado que no contengan 
v•rttces adyacentes <FlQ e.15>. Por otra parte el se espera que 
la gr&fica permanezca fija, sin carno1os co muy pocoe> en la 11ete 
de adyacencia serla prereriDle que CAll9zacl~ tuera un apuntador a 
un vector MlV, donde ADYCcaDezacll) , ADVccaDezac.i +1))1... y a~l 

sucee1vamente, contuvieran los v•rtlces adyacentes al v•rtlce t, 
~asta el punto en ADV donde se encuentra por primera vez un cero, 
el cua1 marca el fin de 1a lista de v•rttcee adyacentes a 1 CFlg 
e.uu. 
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RepreeentaCtón de o por medio oe listas de aayacencia: 

vector ca1>eza ce1aas de encabezaao 

FI06.15. 

2 3 .. " ,1¿ 1 7 ;g;r¡. r \ 7 
1 2 1 3 1 o 1 o l 2 •l o 

FIO 6. 16. 

En conc1us1on, para represeñtar una gr•ftca, ae pueden emplear 
a1versas estructuras de datos, la se1eccjón apropiada de una de 
ellas depende de 1as operaciones que se ap1lcar&n a los Vértices 
y a los arcos ae la gr•flca. 

e. 1 • 3 ARBOLES. 

un &rDol ea un tipo especial de gr&fica, cuya relación entre 
los elementos es ae Uno a varios ae ellos; .esta estructura se 
emplea principalmente para representar aatoa con una relación 
jer&rqutca determinada <re1ac1onea de aepenaencla>. En un &rDol 
se alstlngue un noao eepecial llame.do ralz del &rDol, 1oa aem&a 
noaos pueaen ser partlctonaaos en conjuntos diferentes 
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y 

Para que una grAftca reciba el nomore de aroo1 aeoe cumplir 
la3 siguientes características ·eegon Kurt : ~~UNTAMENTALS OF THE 
COMPUTINO SCIENCES>. 

t> El nQmero de nodos ee igual a1 nomero ae arcoe m•s uno. 
2> Todos los noaos ~on de graao interno <nOmero ae ltneas que 

llegan a él) 1Qua1 a uno, ex'cepto el noao· re1z que es ae graao 
cero. 

3> NO tiene ciclo~ nt~loope, , \ 
4> cua1qu1er trayectoria es simple <No se repiten vértices>. 
~> Entre cua1qu1er par ae nodos sólo existe una trayectoria. 
6> cua1quter arco, es una linea ae corte csl se e11m1na 

dicha linea, la grartca que.a~ aee.conectad~>. 

TERMINOLOCUA EMPLEADA EN EL MANEJO DE ARBOLES. 

Frecuentemente en el manejo de Arboles se requiere ael 
conoctmtento ae las stgutentes aeflnictones: 

- oraao o grado externo ae un noao: Es el nomero ae subarbole~ 

que posee un noao. 
- Hoja o noao terminai: Nodos de grado cero. 
- Noao pe.are: Nodo antecesor directo. 
- NoGo hijo: Noao suceeor directo. 
- N1ve1 ae un art>o1: A menudo tambl•n se le denomina generacion y 

es e1 nivel ae1 nodo antecesor directo <padre> m~3 uno. E1 
n1ve1 de la ralz ee uno. 

- NoCIOa henllllnoa: Nodos con e1 mismo nivel jer&rqu1co y un padre 
comun. 

- A1tura cMI un art>o1: La altura o prorundlaaa de un aroo1 es el 
n~mero ae noaos·que constituyen el camino mas largo desae la 
ra¡z a una hoja;. l.a altura ae encuentra aaaa por e1 nodo que 
posee e1 nivel mas oranae. 

- Bosque: C.Onjunto de aroo1es. Si la ratz ae un arool ~e corra se 
genera un bosque y Si al contr8rto lae ratees ae un cosque ' se 
unen ee genera un só1o •rao1. 

El stoutente esquema muestra a1gunos ae estos conceptos: 

sub.l.rl>o1 

FXO 6. 17 

e es un noao padre ae e y j; e es un noao hijo ae a, y, e y j son 
nodos hermanos. 
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Existen a1stinta8 formas de representar un •rco1, pero no 
toesas muestran con c1ar1aaa la re1actón que existe entre 1os 
nodos y •ato es 1a princtpa1 consecuencia ae su poco emp1eo. 
Algunas ae las representaciones son: 

- orAftca: Clrcu1os o puntos untaos por llneas. ___. . ..........._ 

D l --........a 
,,/ ""'., 

Barras: Barras o segmentos ae atstinta 
reprune11tar 1os a1sttntos niveles. 

- conjuntos: 

a 
D 
e 
• , 
a 

• 

1 tJ 
ca cb.c ce,f>. a>> 

e 

iongltua para 

tercer n1ve1 

segunao n1ve1 

La• tormaw emp1eacsas en la computaoora para representar un 
6rt>Ol aon t....,1•n atveraaa; 1• •e1ecc1on ae una ae e11as para la 
ao1uc1on ~ae iari problema eapectftco aepenae ae1 .ttpo ae 
operactonea que se desean rea11zar con la eetructura. Algunas ae 
e11aa son· 
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1> Por meato ae una matriz ae aayacencta, empleanao 1os elementos 
ae la a1aoona1 principal para representar la ratz. 

Ejemplo 

ralz 

/<ª'---e 
a " e .. " .. 

u 
1 1 o o 

l t>. o o 1 1 e o o o o 
a " a o o o o 

" o o o o 

2) Por meato ae un arreglo uniaimenstonal donde cada localidad 
del arreglo representa cada nodos ae arool y su contentao a su 
antecesor directo. 

/i'-..... 
t> e a 

/"'-, 
" e a " 

l'·.·1~1 .. 
3> Para representar un &rbol en forma dtn~mlca o ligada se deben 

tener nooos con e1 número ae campos liga igual a1 nómero 
m4ximo de arcos que tenga un noao que pertenezca al Arbol: 

/1.K 
t 2 3 n 

Ejemplo 

/i~ ., I .. 

FIG 6.tS 

FXG e. t9 
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Este ~ipo de representación tlene muchos inconvenientes ya que 
contiene muchos enlaces N%L (\) y adem&e eu recorrido necesita 
una pila, lo que consume tiempo y eepeclo en memoria¡ Sin emt>argo 
esta forma es la m6S adecuada de representar a lo~ arboles ·para 
determinadas apllcaclones . 

RECOAA%00 CE LOS AABOLEá, 

Recorrer un &rbol es realizar Vleltae a loe nodos para 
recuperar la información a1macenada en e11oe. 

Las formas m&s s1mp1ee de realizar •etas eon: 

1J TOP-OOWN <Recorrer el &rbol de arrlDa nacia at>ajoJ: 

conelete en Visitar 1a ralz y continuar con los n1ve1e~ 

consecutivos recorr1endo loe nodos de izquierda a derecha. 

2J BOTTOM-UP <Recorrer ei &rt>ol de abajo nacia arrloa> 1 

consiste en recorrer el &rDol ael n-•all'l'O al primer ntvel, 
caaa nivel de derecha a 1zqu1eraa. 

Ejemplo 

T%P08 DE Aft90LE8. 

REOOARIDO 

TOP-DOWN 1,2,3,~,S 

BOTTOM-UP 1 S,4,3,2,1 

F'IO &.20 

La c1as1t1cac1on de &rt>oles que se muestre a contlnuac1on se 
t>aea en el hecho de conslaerar o no la direccion y orden de los 
eut>6r1>01ea1 

- AR80L ORDENADO: El oraen de los suD6rbo1ea es importante, 1oe 
v•rtices o nodos se encuentran a11neaaos ae izquteraa a aerecna. 

- AA80L ORIENTADO: No se coneidera un oroen pera los auD&rbolea. 

- AR90L Ll8RE: La a1reccton ae 1oa arcos que pertenecen al &rbo1 
se ignora. 

Ejemp10 

ee:s -



ti 

/ 
.. 21 

/"\, 
31 .. 

""'-e 1 
b /e'-.. /\ /\ a " a .. 

'-..,, 
Si los arboles son ordenados ' 1 () 2 () 3 
Si 10S .t.rDoles son orientados: 1 . 2 <> 3 
Si lOS &rDoles son libres 1 . 2 • 3 

FIG &.21 

AROOL B::CNARIO O AR BOL DE KNlJTI-1. 

un árbol binario es un aroo1 cuyos nodos poseen cero. uno o 
dos subárboles; cuando caaa nodo oel Arool tiene exactamente cero 
o aos suo•roo1es se trata de un aroo1 extr1ctamente binario. 

un arbol binario tiene tres car~ctertsttcas princtpa1es: 

t> caaa nodo pueoe tener a lo ~s oos euo&roo1es. 
2> cada euD&rDol se toenttftca como hijo derecho o hijo 

tzquterdo. 
3> puede ser vacto caenominaao .t.rDol nulo o vac¡o). 

Dos &rboles osnarlos T y T son SXMIL~RES si tienen ia mtsma 
estructura; forrnaimente esto stgntftca que ambos eon vactos y sus 
suD&roo1ea izquierdo y aerecno son stmtlares respectivamente. 
Similar significa lnforma1mente que 1os diagramas de T y T son 
iguales. 

oos •rboles binarios T y T se dice que son EQUIVALENTES si 
son s1m11ares y 1os noaos correspona1entes contienen la misma 
1nformac1 on. 

TRAN8FONIMCION DE ARBOLES A AfHIOLES BINARJ:OS. 

E1 convertir un ooaque a un 6rbo1 binario es una operación 
extremaaamente importante y se llama correspondencia natural 
entre los bosques y los 6rboles binarios. Para convertir un 
bosque a un &rDo1 de Knuth se aplica el siguiente a~gorttrno: 

PA80 1) Ligar las ra,ces de loa 6rDoles que pertenecen a1 bosque. 
PA90 2) Le ralz del nuevo •roo1 ser& la ra'z del &rD01 ae la 

1zquieroa. 
PA80 •• Ligar toaoe 1oa noaoa henmnoa. 
PA80 •> Retirar toaaa 1aa ligas ae un paare a sus hijos. excepto 

1a ael hijo que se encuentra m&s a la izquieroa. 
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convertir el siguiente bOsque· a un •rDoi~·ae Knut.,, emp1eanélo 
e1 Algoritmo antar1ors 

PAtlOll t V R 1 

ra&z 

PASO 3: 

ralz 

PAeO 41 

ra'z 

P"%o •· ae 



ARBOL 8%NAR%0 EXPAHO:tDO O ARBOL-R. 

un •rD01 binario es un •rno1-e o &rDol expanatdo st cada nodo 
tiene o o 2 hijos denominando nodos internos y nodos externos a 
los que no tienen hijos Para mayor claridad en la 
repreeentacton gr•ftca loe nodos internos se representan con 
ccrcu1oe y loa noaoe externos se representan con cuaaroe. s1 en 
un Arbol binarto expandido existen n nodos ctrcu1aree y • noaos 
cuadrados se tienen n+e-t arcos donde s•n+t, por lo que el nomero 
de noaos externos es uno mas que el numero de nodos internos. 

La LONOXTUD DE TRAVECTORXA EXTERNA de un •rbol E se dSflne 
como la suma <tomando todos ioe nodos externos> de las ionottuaee 
de tocos loe caminos desde la ratz a caaa noao externo. 

La LONOXTI.O DE ,TRAYECTOAXA XNTERNA I, es la suma ae loe 
longttuaee de todos 1oe caminos de~de la ralz a cada nodo 
interno. 

Para conetrulr un ArDol Dlnarto expandido ee reemplaza cada 
sub&rbol vac!o por uno o doe nuevos nodoe eeQOn corresponda, de 
tal forma que loe nodos ortgtna1ee del Arbol eon loe nodos 
lnternoe del &rDol expandido y los nuevos nodos son loe nodos 
externos. 

Ejemplo 

Obtener el.Arbol expandido del siguiente ArDol y ca1cu1ar su 
longitud de trayectoria interna v externa. 

n • 7 

E1 arDol expanatao correspondiente es: 
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Longitud ae trayectorias 

E • 3+3+2+3+~+4+3+3 

• 25 
en donde E • x + en 

% • 2+1+0+2+3+2•1 
• '1 

ei concepto de longitud ae treyectorta de un arbol en el 
an•11sis de algoritmos, es de gran importancia, ya que •eta 
cantldea est• directamente relacionada con el tiempo de ejecución 
de un proceso. 

REPREGENTACION DE LOS ARBOLES BINARIOS EN OOMPUTADORA. 

Es importante tener presente que las formas de implementar un 
•rbol general en una computadora, no permiten distinguir si un 
nodo es hijo izquierdo o hijo derecho, en el caso de estar 
tratando un &rbol binario; por 10 que no pueden eer empleadas 
para representar este tipo de árDol. 

Los Arboles binarios tambl•n pueden ser tmplemont~aos ~n forma 
contigua y en forma ligaae. 

ORGAN%ZACION CONTIGUA: se emplean arreglos un1a1meneiona1e~. en 
los c1'""1 ,.~ lo':'t h l joe ae cualqu 1 er noao k ;..u encuent r~n en la 
localidad 2k Ctitjo 1zqu1erao> y 2k•1 Chljo derecho>; lo que 
implica que la longitud ael arreo10 es 2••n-1; donde n es el 
número de niveles del •rbol. 

Ejemplo 

/"~ 
2 " 4 5 .. ., D e 

/ '1. f/ 'li ¡ .. D e d 1 .. 1 f g 

Cado que n • 3, la longltua del arreglo ee 2••n-1 • 7 

FIG 6.2ii 

OROANXZAC%0N L%GACA: se emplean noaoe que contienen tree campos 
m1n1mamente; uno o m&s ae ellos para almacenar 1a informactón, y 
loe otros aos pare loe hijos aerecno e izquierdo. 

INFORMl\C%0N UOA DERECHA 

se requiere tamt>t•n ae dos apuntadores b6sicos 
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RA%Z: Apuntador eet&tico ya que apunte e1mpre a1 primer elemento. 

ACTUAL1 Apuntador atn&mlco dado que cambia eu posicl6n de acuerdo 
a la ~ltlma oparac16n rea11zaaa ctna1ca el a1t1mo elemento que se 
1neert6, consultó o el antecesor ael Oltlmo nodo que ee Dorro>. 

RECORRlOO DE UH ARBOL 81NARIO. 

Existen tree formae b6etcae de recuperar la 1nrormac1on ae loe 
noaoe de un &rbol binario denominadas: PREOfllDEN. ENOftDCN V 
P08TORDEN; eetoe nombres denotan la poe1c1on ae la vletta 
rea11zaaa a la ralz respecto a eue euo•rD01ea. caao qua 1a 
mayorta de lee tunc1onee que utilizan •rbolee son recurs1vae, ya 
que el &rDol por et mlemo ee una estructura recure1va ccaaa 
aubArbol ea un •roo1>, lae rutinas que ee aeearro11an en eeta 
aeoc1on para recorrer el &rbol eon recurs1vae y pueaen ser 
1mp1ementl'lr1A~ ~n f.: .. ..,,.. 1"'11'.' rei:•..1r'5tva poro. el c61'11go Qenerado, 
pueae eer m4e dlf1Cl1 ae comprender. 

- PREOROEN1 Recupera 1a 1ntor1N1cl6n antea de vlslter aua 
au1»&r1>01•a. 

PA90 t > Procesa la ra1z. 
PA90 R) Recorre e1 euD6rhol izquierdo en preorden 
PA90 a> Recorre e1 auoarco1 derecno en preoraen. 

cao:roo. 

PROCEOURE PREOROEN Cp : apuntador>; 
BEOZN 

ENDJ 

U" P <> N%L THEN 
BEOlN 

END¡ 

PROCEBAIH p 1 ¡ 
PREOll!>aNCp•.HII¡ 
PREOllDSN C p •. HO 1 1 

- c..mmm:Ni La tnror ... cU6n •• r•cupmrada cM•pu•• de vt•lt.ar a1guno 
de ... aUD&rtt01••. 

PA90 t> R•corra el auD6rDo1 1zqu&erao en enoraen. 
PA90 a> Proc••• 1a ra&z. 
PA80 a> ~•corre el euD•rDo1 derecho en enoraen. 

PROC•DUR• ENOfi':DSN cp1apunt.edor)J 
B•OXN 

I~ p <> NJ:L TH•N 
HOlN 

•-N Cp•.HXI¡ 
PROC•BARCPI 1 
•-N cp•.HDI¡ 
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END; 
END; 

POSTOADEN : La Información se recupera daapu•s de vlettar 10& 
d011 SUD6rD01e11. 

PASO t> Recorre ei euD4rDo1 izquierdo en poatorden. 
PASO 2> Recorre e1 suD•roo1 derecno en poetorden. 
PASO 3> Proce~a ia ralz. 

CQOI.00. 

PROCEDURE POSTORDEN <p:apuntaaor>; 
BEGIN 

END; 

Ejemplo 

IF p <> NIL THEN 
BEGIN 

POSTOAOEN<p~.Hil; 

POSTOROEN<p".HD); 
PROCESAR C p > ; 

END; 

Recorrer ios siguientes 4rbo1ee en PAEORDEN, ENCADEN y 
POSTORDEN. 

Preoraen : ABDCEGFHI 
Enoraen DBAEOCHFX 
POS~Orden: DBOEHIFCA 

FIG 6.25 

AL8'M08 EJEWL.09 DE AR80LE8 BI.MARl:08. 

Preoraen : 12~35687 

enoraen 24186573 
Po.s~oraen: ii2s&7:531 

un •rt>oi Dlnar10 ae noaqueda es aque1 en e1 que ei valor que 
contiene un noclO ea mayor que cua1qu1er va1or de au auD&rb01 
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izquierdo y menor <o lQUa1 si permite aupl.icaciones) que 
cua1qu1er vaior ae su subarDol. aerecho; io cual garanttza que e1 
recorrido enorden de un •rooi Dinarlo de D~equeda genera una 
lista ordenada. 

E}empl.o 

Recorrido en enorden: 

FIG 6.26 

Si se desea una lista en orden doscenaente, e1 recorrido 
serla: 

PASO 1> Visitar suoaroo1 derecho en enoraen. 
PASO 2> Procesar la ralz. 
PASO 3> Vieitar suoaroo1 izquierdo en enorden. 

Este tipo ae .arool nos permite minimizar ios tiempos de 
búsqueda, ya que ee puede determinar Si un e1emento pertenece o 
no a la estructura en forma mas ertciente <sin tener que recorrer 
todo el &rco1 > • 

- ARBC>l. B. 

En este tipo de &roo1 eiempre se considera un orden para 1os 
euo.arooies c1nc1uso cuando Só1o existe uno de e11oe>; cada arco 
tiene aeoctaao un peso cuyo valor es cero si el arco est& 
orientado a la izquierda y uno cuanao se encuentra ortentado a la 
derecha <dos arcos de un mismo nodo no pueden tener lA misma 
or tentación>. 

E:)empio 

F:IO 6. 27 
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- ARBOLES BALANCEADOS. 

' un •rDol oa1anceaao es aquel donde existe une. dlrerencla oe 
altura Igual a cero entre el subArbol 1zqu1erao v aerecno. 

Ejemplo 

FIO 6.28 

- ARBOL AVL. 

Un &rbol AVL es un •rbol en el cual la diferencia ae 81tura 
ma.xima en los suo•rDoles izquierdo y derecno es uno. Por 10 que 
toao arbol oalanceaao es un aroo1 AVL. 

un •rool que no es AVL puede ser convertiao a este tipo de 
árbol realizando una rotación de sus nodos, 10 cual se realiza 
•~or el propósito de estanaart7Ar ~-~ tiPmrn5 ae D~squeaa. 

Ejemplo 

No - un Aroo1 AVL. 

FIO e.29 

rea11zanao una rotacton para convertirlo en AVL. tenemos: 
........ 

/t,ralz 
t:S 20"-

'º/ ""•7 25 
F"IO e. 30 

- ARllOL 8-TREE. 

En este 6rt>01 cada nodO contiene un rango de va1ore11 que CleDlt 
ser r-inlto. es aec1r. es necesario establecer un 11•lt.e ..-XlftD cHt 
element.os en caaa nodO. 
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- ARBOL DEGENERADO. 

~ralz 

IB-20'---

HS¿ 2t-27 

F.IO 6.31 

cuanao un árbol se comporta como una lista, recibe el nombre 
ae &rbol aegeneraao. 

Ejemplo 

/ 
10 

/ 
"' 

rratz 

1B 

FIG 6, 32 

APLZCACIONES DE LOS ARBOLES. 

- Las estructuras ae arbol se emp1ean princlpalmente para 
repreeentar cualquier atverstftcacton de las re1ac1ones entre 
los aatoe tales corno la representación jerArqutca; por ejemplo, 
el diagrama ae organtzacton ae una empresa o de un conjunto que 
tnc1uye conjuntos que en su momento pueden 1nc1u1r sus propios 
conjuntos. 

- El an4llsis ae aectstones es el &rea prtmoratal do aplicacton 
ae la estructura •rDol aeotao·a que caaa nodo tiene un valor 
determtnaao, que permtte ia ag111zac1on ae ia tntormacton. 

- cuanao se emplean programas de aamtntstraci6n ae base de aatos, 
los •rboles ofrecen potencia: tlexlbiliaao y eficiencia ya que 
1a información que contiene la base ae aatos, reside en di3co y 
e1 tiempo ae acceso es unportante. Si ee emplea un •rDol 
binario equtltbradO se realizan, en el peor caso 10Q n 
comparaciones en una bósqueoa, Si se Utiliza una lista 
enlazaaa, la bósqueaa tiene que ·ser eecuenc1a1; sienao esta 
~ltima menos eticiente. 

- Loa art>o1es tamoi•n se erwp1ean para obtener ta notacion aeseaaa 
ae una expresion arit~tica. Si el arbo1 se recorre en preoraen 
ae Obtiene la notación polaca prefija; si se recorre en enoraen 
se oDtlene la notación inf&Ja v sa se recorre en Postoraen se 
obtiene 1a notación polaca postfija. 

- En organtzacton ae archivos <por ejemplo loe archivos ae1 MS
OOB> 
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- En reaes ae computaaoras <caaa computadora tiene diferente 
ntve1>, y 

- En 1a organización ae una RED OESCENTRALXZAOA aonde caaa 
nodo es una recs. 

6,t.4 ORAF~CAS PESADAS. 

una graf1ca pesaaa es una tripleta <V.E.W> donde cv,E> es una 
graftca y w es una función ae E en 105 enteros positivos. Si • 
pertenece a E entonces W<e> es 11amaao peso de1 arco e. 

Ejempl.o 

Peeo ese 1os arcos: 

wte
1 

> .. 6 
wce

2
> .. 7 

W<e
3

> .. B 

FJ:G 6,33 

Los pesos de l.os arcos en algunas ap11cac1ones poar ian 
corresponaer a cooLv~ o aspecLos deseados ~~ 

Las formas ae representar este tipo de grAficas en computaaora 
es semejante a1 ae representar una 9r&tica oenera1; pero ahora es 
nece~~rio considerar el peso ae lo~ ~rc0s. 

a> FORMA CONTXOUA. 

Por meato ae la matriz ae aayacencla A<O> aonde: 

51 e es la l.lnea tnctaente a Vi y Vj .. 
51 Vl no es adyacente a Vj 

D > FORMA LUJADA. 

En esta representación se anexa un nuevo campo, que contenara 
e1 peso del arco. 

Ejemplo .. 

FJ:G 6.34 
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e.t.~ GRAFICAS NO DIRIGZOAS. 

una grAflca no dlrlglda o-cv,E> consta de un conjunto finito 
de v4rt1ces V y de un conjunto de arcos E, en la cual cada arco 
que pertenece a E ee un par no ordenado de vertlces, e~ decir 51 
<v,w> es un arco no dlrioido entonces cv,w>•Cw,v>. 

ARBOL EXPANDIDO oE COSTO MINIMO. 

Ahora ocv.E> ee una orAflCa conectada y no dlrlgidQ de 10 cual 
es necesario obtener un árbol expandido de costo mtnimo <arbol 
que contenga todos los vertlces de la graf1ca cuyo peso en 1os 
arcos sea mtntmo>. Una aplicación tlpica de esto es el diseno de 
redes de comuntcactón: los v~rtlces de la grafica representan 
ciudades, y los arcos representan el costo de seleccionar e3e 
canal de comunlcaclón. El Arbol expandido de coeto mtnimo ae esa 
gráf tea representa la rea que comu111..:a. todas la.'5 e tud¿oitj~-; de 
costo m¡n1mo. 

Í::)CffiplO 

El arbol expandido de costo mlnimo de G es: 

FIO 6.3S 

Existen diversas formas de construir un arool expandido de 
costo mlnimo, 1a rnayorla ae ei1ae emplean la propiedad denominada 
_, 

sea O<V.E> una Qr&flca conectada con una función de costo 
definida en tos arcos: ·sea ·U .un aut>conju11to propio del conjunto 

~=r~:~!~:e: ~·Y :'~~f=~ec:5 ~"v~~~0ex~=t~0~~º.~~~~m~e ~:!t:~:lo~ 
de costo mlmlno que inc1uye <u.v> entre sus arcos. 

AL<OUTima PARA OOMSTitUJ:R UN AR90L EKPANDJ:DO DE COSTO IOJ:NDIO. 
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Los algoritmos mas populares, oasados en la propiedad ACM son 
oos; uno de ellos se conoce con el nomore ae PRIM y el otro con 
el nombre de KRUSKAL. 

a> ALOORITllllD PRIM. 

supongase que V• \ 1.2.3 •...• n \; e1 a1gor1tmo PRIM inicia. 
asignando a un conjunto u el va1or 1. Posteriormente toca11za et 
arco con menor peso cu.v> que conecte u y v-u, agrego el vérttce 
v que pertenece a v-u a u y repite este paso nasta que u sea 
19ua1 a v. 

Para encontrar el arco de menor costo entre U y v-u en cada 
paso. el a1gor i tmo emplea dos vectores llamados: mas_cercano e 1)

1 
~l cual contiene el v•rtice que pertenece a U que est& unido por 
el arco ae menor pe~o ac11que pertenece a v-u. y ntenor_coeto que 
cont a ene e1 peso del arco et ,rnas_cercanot.O>. 

En cada paso se rev 1sa menor _costo para encontrar algún 
.. ertice K e11 v-u que se encuentre un1ao por el arco de menor 
cvsto a U; se imprime e1 arco <K. mas_cercano K>. Entonces se 
'3:tua11zan los vectores menor_costo y mas_cercano; tenier•dO en 
c~enta que k deDe ser agregaao a u. 

En este algoritmo se supone que e es una matriz de nxn tal que 
CCi.j~ es el costo del arco <l.j>, si este arco no ex1ete CCi,)3 
=cntieno un valor muy grande. 

Si se encuentra un vértice K para el Arool expandido, 
rnenor_costo~k~ debe actualizarse, con un valor muy grande, un 
valor mayor que el costo de cualquier arco o que el costo 
~saetado a un arco no existente, de modo que es~e v•rtlce ya no 
se considere en los recorridos siguientes. 

CODJ:F:ICACIOH DEL ALOORrnE PRIM. 

PROCEOURE PRIM <Ci ARAAV .n OF REAL>; 
\imprime tos arcos de un aroo1 expandido de costo mintmo para 

una ·or&fica de n v•rtices y una matriz .de cost.os c 1 
VAR 

menor_costo 
mas_ cercano 
1,j ,K,mln 
\ l y l 

I< 

m1n 
BEOIN 

ARRAV e 1 •• n) OF REAL; 
ARRAV C1 .. nJ OF INTEGER; 
INTEGER; 
son los indices, 
es el indice del vertice encontrado hasta 
ese punt.o cuyo cost.o es minimo, y 
es e1 valor del cost.o menor_coeto K 

t> FOR i:•2 TO n DO 
BEOIN 

2, 
3) 

END; 

Asigna el vert.lce 1 a1 conjunto u 
menor _costoci) cc.1, t.J; 
mas_cercano :• 1; 
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4) FOR 1:•2 TO n 00 
BEGIN 

\ Encuent.ra. ei v6rt:tce K en v-u unido por un costo 
minimo a. u \ 

.5> mtn :a menor_costoc2J; 
6) K :• 2; 
7) 
B> 

9) 
10) 

'" 12> 
13) 

"" "" 
ENO; 

ENO; 

FOR j:•3 To n 00 
IF menor_cost.ocj~ < mtn THEN 
BEOIN 

min :• menor_costo~j~; 
" ' - j; 

ENO; 
\alRITELN <K,mas_cercano K>; 'imprime arco \ 
menor _costoC.k:> : • tnf lnt to; \ se anexa k a u 
FOR j:•2 TO n 00 

1 ajusta los costos de U l 
IF CCCK, jJ ~ m,,. ... ,..,r _cost"'c.j» ANf) 

<menor_costotjJ ( INFINITO) THEN 
BEO:IN 

ENO; 

menor _costocj) : .. ct.k, )J; 
mas_cercanoc:;:i :., K; 

La comp1ejldad de este algoritmo es ocn2 >, ya que se etectüan 
n-t iteraciones del ciclo comprendido en las llneas q-16 y caaa 
iteracion del ciclo lleva un tiempo ocn>, debido a los ciclos mas 
internos \lineas 7-10 y 13-6>. conforme n crece el a19or1tmo 
puede dejar de ser satisfactorio. 

b) ALOORXTMO DE kRUSKAL. 

este algoritmo supone que se tiene uns or&fica conexa ocv.E> 
con V• l 1,2.a •... 1 y una tune ion de co:sto e definida en los 
arcos E. Para construir el Arbol expandido de costo mtnimo para 
o. el algoritmo inicia con una orAfica T<V.o> constituida por los 
v•rtlces de o pero sin los -arcos. Por tanto, cada vértice e& un 
componente conectado por si mismo; conforme el algoritmo 3e 
ejecuta., siempre existe una co1ecc1on de componentes conectados y 
para caaa componente se deben seleccionar los arcos que van 
formando el arbo1 expandido. Para·construir componente3 cada vez 
mas grandes, se examinan tos arcos a partir de E en orden 
creciente de acuerdo con el costo. si el arco conecta dos 
v•rtices que se encuentran en dos componentes conectado~ 

distintos. entonces se agrega el arco a T. El arco se aescartara 
Si conecta oos v•rttces contenidos en e1 mismo componente ya que 
puede provocar un ciclo si se anexa al •rDol expandido. cuando 
todos los v•rtaces estAn en un solo componente, T es un arool 
expandido de costo m1nuno pera o. 

OODJ:FXCACION DEL ALOOR:nm> DE KRUBKAL. 

PROCEDURE KRUSKAL cv : conjunto_de_v•rttces; a : conjunt.o de 
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VAll 
oomp_n 1 INTEOBA 1 \ ngmero actua1 ese componente e' 
arcoe 1 coie_c:1e_pr1or1c:1ac:11 \ conjunto c:1e •reo• 1 
compon•nt•• 1 coniunto_ca \coniunto v agrupacso en un 

conJunto esa componant•• comt>lna_ancuantra 
u,v 1 v•rticeJ 
• 1 arco1 
comp_elgul•nt• 1 INTEOEll 

comp_u, comp_v 1 INTEGRA 

\ nombra para el nuavo 
eompon•nt• 1 

\ nomor•• CI• 10• compon•nt•• 
••OIN 

ANULACT) 1 
ANULA C ARCOS) 1 
comp_a1gutenta 
comp_n º' n~maro da miemt>roa da V1 
"ºA V en V CJ~ 

\ ~:~~~~g~"u~·~~~t~~!º!:1va )"componente pera que 
UEOIN 

END¡ 

comp_eiguient• 1• comp_et;utente + 1¡ 
INICIAL ccomp_e1gu1enta,v,compon~nte>¡ 

F"Or. " en A DO 
\ AIStQna un valor lntct.a1 a 10. cola de pr1or1crce1 dCD arcoe l 

IN8EATACa,arco5)¡ 
WHILE comp_n > • DO 

Conaidera el etgutante arco 
DEO IN 

•ND¡ 
END¡ 

• SUPAIMK_MJNCarcos>¡ 
89A a 1• (U,V)I 
comp_u •• ENCUKNTAAcu,componentaa>1 
comp_v 1• BNCUINT"A<v,componentee>¡ 
rr comp_u <> eomp_v THKN 

conecta Oo• componente• 01,er•ntes 
o&o¡N 

END¡ 

C~DINAtcomp_u, comp_v,componantel¡ 
comp_n 1• oomp_n -11 
IN8EATA ca,T> 1 

El rena1m1ento m.tiKimo d• este algoritmo •• oca109a) aonae • •• 
•1 ng11Mtro ae arce• c:1• 1a grar1ca c:1aaa, B• ¡•coml•nc:la •1 •mp1ao a• 
~·~·.:i~:~!t::t~~-~~ :1•:1;"::~~~mc""'~=~~ n 1 p•ro el•• cercano a ---· •n 1a mavorl• c:1e 10• proD1ema• 1nvo1ucraaoe con·9rar1caa •• 
nece .. rlo v1e1tar •l•t.,,..t&camenta •u• v•rt1cee1 1a ~ .. 
-~- " :i.a ~ •• _u,,.,, aon ao• t•en1aaa 
l111POrtant•• para t1acer10, amoa• puaaan amp1ear•• para a•t•rmlnar 
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cuales son los v•rtlces que se encuentran conectados a un v•rtice 
dado. 

Para efectuar la oasqueda en profundidad, se debe tener 
presente primero, que caaa •rbol ae un bosque es un componente 
conectado de la or•fica y que si la gr&flca es conectada tlene un 
sólo Arbol en su bosque; segundo, que en una gr6flca no dirlQlda 
sólo existen dos clases de arcos: arcos de &rbol y arcos de 
retroceso ccomprenaen los arcos de avance y los arcos de 
retroceso por no existir dlsttnct6n de ellos en las or•flcae no 
dirigidas>; As( mismo en una grAflca no dirigida no existen arcos 
cruzaaos, esto es,. arcos <v,w> donde v no es antecesor ni 
antecedente de w en el arool ae extensión; et los nubter~, 

entonces, si v es un v•rttce a1canzaao antes que w en la 
basquea~. la ll~mada a DPf<v> no pueae terminar naste nao~r 

ouscaao w; esl que w se lntroauce en e1 aroo1 como descendiente 
de v. De modo semejante, sl bpf<w> se llama antes que bpf<v>, v 
se convierte en aescendiente ae w Por lo tanto aurante una 
o~squeaa en profundidad de una grAfica no dirigida o, lo~ arcos 
solo pueden ser : 

1> arcos de 6rlK>1 : arcos (v,w> teles que bpf<v> llama 
.::~rectamente a DPf<w> v vi.sevtirsa, o cien 

2> arcos de retrocelSo: arcos (v,w> tales que ni Dprcv>, ni 
bpf<w> ee llaman directamente, pero uno llama indirectamente a 
a otro ces decir, Dpf<w> llama. bpf<x>, quien a su vez llama 
a bpfcv>, ae moao que w es antecesor de v. 

Ejemplo 

Visitar la siguiente gr6flca por el m•toao ae bOequeaa en 
profuna1aaa, inlcianao la v1e1ta en el v•rt1ce a: ___ .. ____ 

I>............._ /' 
!~ •• ~ 

F'IO 6.36 

- El procealmiento Dprce> llama a Dpf<D> y anexa el arco <a,b> 
a T, ya que b no na eldo Vf.S.l_tado. 

- En D; Dpf llama a Dpf<d> y anexa el arco Cd,e> a T. 

- En e, los varttcea a,D y d ya eetan marcados como v1sttaaoa, de 
moao que Dprce> regresa sin l~corporer nlngon arco a T. 

- En d Dpr encuentra los v6rtlces e y D marcados como v1s1taooa, 
ast que nprca> reg~esa tamD!6n'stn anexar mas arcos a~. 
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- En D, DP• encuentra 1os vertlcee adyacente• reetentaa a v • 
marcaooa como v1e1taaos, ae1 que DpfCD> r•greaa. La D~equeaa 
conttn~e despu•s con e, ~ y g, 

····a :" /,''-. 
1 rf':.. / º'• 
: 1 ~ I " ···a,'.· r : 

¡ .,: 1 .' 
e~ G" 

FIO 6,37 

otra rorma de visitar ios vertices en forma stetem&ttce oe 
conoctaa como Dosqueoa en amplitud, denomtnada aat porque deeae 
caaa. v•rt1ce v que se Vl:!ilta ee bwsca en rorma tan an1plta come. 
sea poetDle, vtsJtando todoe los verttcee aayacentee a v. 

Al rea1tzar una bOequeaa en amplitud ea puaaa construir un 
t>OSqUe de 9Xl.10111~tOn; en eete CI'."'".' • .,. .. rrin~tdera 14\ arieta OC,y) 
como el arco ae1 ArDol, et e1 vertlce y es el que oa vtettó 
prtmaro partiendo del verttce x. 

i::1 procedimiento para eete m•toao e~ el "Stgu1ente. 

PROCEOURE Dea<v>; 
\ Proceatmiento que v1etta todos 1oe v•rtlcee coneotaaoa a v 

empleanc:Jo la baequeda en protunataaa \ 
VAA 

e : co1a_ae_v•rttcee; 
x,y :v•rttcee; 

BEGIN 
marca<v> :• vtsitado; 
PONE_EN_COLA (V,C)¡ 
WHILE NOT VACIACC) 00 
BEOIN 

END1 
END; 

X t • FAENTE(C); 
QUITA_DE_COLA< e) ¡-
F'OA cada vert tea y adyacente a x oo 

XF marca<y> no_vtsitaao THEN 
BEGIN 

END¡ 

rnarca<v> 1 • vtsttaao; 
PONE_EN_COLA (V,C)I 
INSERTA< OC ,y) ,T>; 

Reauita que para este ttpo de bQaqueaa, toda arco que no •• un 
arco aroo1, es un arco cruzaoo; esto ea, co"9cta aoa ·v•rttc•• 
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ninguno de 1os cuaies ea antecesor de otro. Sl 1a gr6f1C6 no ea 
conectada, este procedimiento det>e 11amarse oesde un verttce ae 
cada componente. ooaer~e que en e1 algoritmo ae aosqueda en 
amp11tud ae aet>e marcar cada v•rtlce como.vtaitaao, antes ae que 
ae introduzca a 1a cola, para evitar con e110 que el V6rt1ce se 
coloque en la cola mAa ae una vez. 

Ejemplo 

Recorrer l.e. 1!HQUiente 4;1r•f1ca, in.Lcurnao en e1 v•rtice a, por 
el motoao de t>üequeaa en amplitud. 

/i~ 
b .. - .... d ---e e ·· ........ ·· / '-... 

•·- •••• g 

FIG 6.38 

La -comp1ejidaa de tiempo de J.a t>Osqueda en ampllt.Ud ea la 
misma que para la Dúsqueda en profundidad. caae v•rtlce Visitado 
se coloca en la cole sólo una vez, aal el ciclo WHILE se ejecute 
Sólo una vez para cada v•rtlce. r~rt~ arco ex.y> ee examina doe 
veces, deaoe x y aesae v. Si la gr&flca tiene n v•rticee v a 
arcos, e1 tiempo oe ejecución de este procea1m1ento ea 
OllllA>C<n.a>> el ee emplea una lleta de adyacencia pare loe arcos. 

Pl.M'TOS DE ARTJ:CULACJ:ON V CXM»OllENTEll 9ICONEM08. 

una gr6flca a1n puntoe de articu1actón <v•rt1cee que a1 ser 
e1imtnacsoa aeeconectan 1a gr&tlca> se.denomina gr&fica blconeMa; 
una gr&flca o tiene conectivtoaa K, al 1a e11minac1on de K-• 
v•rttces cualesquiera no la aeeconecta. La oosqueoa en 
protundldad, es una t•cn1ca muy ot11 para encOntrar loa 
cornponentea Dtconexoe de una gr&tlca. 

ALOORJ:'l'W> DE llU8QtlEDA EN .._._..,J:OAD PARA ENCONTRAR TOD08 LO& 
PtJNTDe DE AllTJ:CULACJ:ON Dll ~ -J:CA V -..11 - .-OJ:O DE BU 
A~NCJ:A, BJ: LA -J:CA ES 8J:COMEllA. 

t) Rea11zar una büequeaa en profuna1aad de 1a grAflca calculando 
~ro_DP v para todo v•rtice v. En eeencta ftOlllero_DP ordena loe 
u•rtlces como en un recorrlCIO en orden prev10 del •rbol de 
extensión en profundidad. 

e• Para caaa v•rttce v. obtener D9Sotvl que es e1 número mas 
pequerto ae v o cua1qu1er otro v•rttce w accesible aeede v, 
a1gulenoo cero o mAs arcos ae 6rl>01 nasta un descendiente • ae v 
ex puede ser v>, y aeap.1•s SeQUir un arco d• retroceso cx.w•. ae 
ca1cu1a ttatocv') para toooa ios v•rtlcea v, v1sltanoo1oá en un 
recorrtcso posterior. cuanoo se procesa v. se na ca1cu1acso Mtocvl 
para todo hijo y de v; se toma D9iO v como e1 m1nlmo de: 
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a> ntllmro_Dpc.v:a 
b) nQIMlro_bptz~ para cua1qu1er vertice z, para el cual existo 

un arco de retroceso cv.z>, y 
e> tNt.jocy~ para cua1qu1er n1jo y ae v. 

3> Encontrar 108 puntos de art1cu1ac16n como sigue: 

a> La ralz es un punto de art1cu1ac16n ei y s61o el tiene doe 
o m&e n1joe. Puesto que no existen arcos cruzaaos, 1a 
elimlneclon ae la ralz deDe desconectar los euoaroo1ee 
cuya8 ra1cee se encuentran en sus hljoe. 

b> un v•rtlce v distinto ae 1a ralz ee un punto de 
arttculaci6n st y Sólo si, hay un htjo w ae v tal que Dajo 

c.w.:> >• .bpcv~. En este ceso, v aesconecta a w y eus 
aeecenatentee de1 resto ae la graflca. 

El tiempo que ~onsume ~oLe algoritmo en una gráfica de a arcos 
y n <• a v•rttcee es oca>; ya que el tiempo empleado en cada una 
ae las tres fases puede atrtDuirse al v•rtice vlsitaao o a un 
arco que parte ae ese v•rt1ce, y sólo se 1e puede atriDuir una 
canttdad constante ae tiempo a cualquier arco o vérttce en 
cualquier paso. Asl, el tiempo total es O<n+ca>>, e1 cual es oca> 
Sl V 5610 8i n<•8. 

BIS'AREJMUENTO ~ OllAFICAB. 

ei prot>1ema aei emparejamiento se pueae rormular en t4rminos 
generales como s1gue: dada una Qr6fica G•CV,E>, el subconjunto ae 
arcoa de A, en el cual ningan par de arcos es incidente sobre un 
mismo v•rtice de v se conoce como emperejam1entv. La tarea de 
formar auoconjuntos rnAxlmos de tales arcos se aenomina proo1ama 
ae emparejamiento maxima1; un ejemplo ae e110 son 1os arcos 
punteaaos de la siguiente gr.\f tea: 

F.IG 6.39 

un ernparejanuento comp1eto es aquel en el cual todo vertice •a 
un punto final de alg~n arco que pertenece al conjunto ae 
emparejmntento; c1aramente tocto emparejanuento completo es 
f'INUCilNl1. 

Un mooo directo ae encontrar emparejaÍnlentoa mexima1ea, es 
generar en forma slstern6tica todos 1os emparejamientos V lu~go 

mercar aqu•1 que tenga e1 mayor número ae arcos. La aifte&.11~aa ae 
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eete m•todo radica en eu tiempo de ejecucton, que ee una tuncton 
exponencHu ael numero ae a.r1stas. 

Exleten a1gorltmoe mas eficientes para ootener emparejamientos 
max1ma1ee, casados en una t6cn1ca conocida como "T•cntca de 
caminos aurnentaoos•. see e un emparejamiento en une Qr•r1ce o; un 
vertice v esta emparejado el es adyacente a un arco de c. un 
camino que desconecte dos vértices no empare;aaos cuyas ar1eta3 
alternas eet•n en e, ee conoce como camino aumentado relativo a 
c. 

un camino aumentado <A> deDe tener longitud Impar, empezar y 
terminar con arcos que no pertenecen a e; a partir de eete tipo 
de caminos siempre ee posible encontrar un emparejamiento mas 
amplio, el se suprimen de e aque11oe arcoe que eet•n en A y ee 
anexen aeepu•e a e loe arcos de A que no estaban Inicialmente en 
c. eete emparejam1entv nuevo e:; e 0 A, aonde 0 aenota un 11 nr 
exclusivo" en conjuntos, esto es, un nuevo emparejamtento que 
consta ae todoe loe arcoe que eet•n en e o en A, pero no en 
ambos. Por lo tanto e ee un emparejamiento max1ma1, el y eOlo el, 
no existe un camtno aumentado relativo a c. 

supongaee que e y o eon emparejamtentoe con ICI < IDI CICI 
repreeenta el n~mero de arcos en e>. Para demostrar que eC!:> o 
contiene un camino aumentado relativo a c, coneidereee la gratlca 
o • <V, c<i>o>, dado que e y o eon emparejamientos, caaa v•rtlce 
de V e5 un punto flna1 ae eo10 un arco de e y tamDten ee un 
punto flna1· de so10 un arco ae o. Asl, caü3 componente de o 
forma un camino elmple <tal vez un ciclo> con arcos alternando 
entre e y o. Cada camino que no eea un ciclo pueae eer un camino 
aumentaao relativo a e o un camino aumentado relativo a D, eag~n 

qui •n tenga menos arcos. va que 1c1 < 1011 e Ci) o posee "'611 arcos 
~e o que de e, por 1~ ~ue tiene por lo menos un camino aumentaao 
relativo a c. 

oe todo eeto ee puede plantear el procea1m1ento para encontrar 
un emparejamiento max1ma1 e para. la gr&tlca O-<V.A>: 

t> Iniciar con C•O; 
2> Encontrar un camino aumentado A relativo a e y remplazar e 

por cm11. . 
3> Repetir el paeo 2 nasta que ya no existan l'ft611 cam1noe 

aumentaaos dado que e es ya un emparejamiento mex1ma1. 

Sólo falta demostrar como encontrar un camino aumentado 
relativo a un emparejamiento C; esto ee nara para el caso m6e 
s1mp1e, en ei que o ea una gr•flca bipartita < or6flca en 1a cual 
el conjunto de v•rttces v, se pueae partlctonar en aoe conjuntos 
V', v•1 ae tal rorma que a caaa llnea de la Qr6fica le correeponaa 
un v•rtice termtna1 de v• y e1 otro v•rttce t.11rm1na1 oe V'f • 
oonae V' y vtt son conjuntos disjuntos no vactoe> ae conetru1r• 
una gr6fica ae cemtnos aumentados para o en 1oe n1vs1ea 
1-0.1.e •..• por meato O• un proceso similar el aa la D~squeaa en 
amplitud. El n1ve1 l•O se inlcla en a1gan v•rttce eln 
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empare,amtento. En un n1ve1 impar 1, se anexan v•rticee nuevo& 
aayacente• a un v•rttce en un nivel i-t, oractae a un arco ae1 
empare,anttento e, 'unto con ese arco. 

se continua construyendo la gr&fica de caminos aumentado5 
nivel a ntvel nasta que se anexe un v•rt1ce eln emparejamiento en 
el n1ve1 impar, o hasta que no se pueaan anexar m&e v•rttces, Si 
un v•rttce sin empare,emtento v se anexa a un nivel impar, e1 
camino eKtetente entre v y el v•rttce lntctal ael nivel cero, 
ser4 un camino aumentado empezanao en un v•rttce inicial sin 
emparejamiento. Sl no existen rn&e vorttcee nuevoe &in 
emparejamiento, entonces no ex1ettr& camino aumentado relativo a 
c. Si hay un camino aumentado, tarde o temprano se construir& una 
grar1ca ae caminos aumentados que term1ne en un v•rt1ce ~in 

emparejamiento en el n1ve1 impar. 

supóngase que o tiene n v•rticee y a arcos. La construccian de 
las gr•f1cas de caminos aumentados para un emparejamiento dado, 
consume un tiempo oca> et se representan 1oe arcos por medio de 
una lista ae aayacencta. Ast, encontrar caaa nuevo camino 
aumentaao lleva un tiempo oca>. Para encontrar un emparejanHento 
maxtma1 se construyen hasta n12 caminos aumentados. ya que caaa 
uno incrementa por lo menee con un arco el emparejamiento actual. 
Por tanto. pueae encontrarse un emparejamiento max1ma1 en un 
tiempo cena> para una gráfica btparttda o. 

6.f.6 GRAFIC~S orRIOIOAS. 

una gr4fica dirigida <digr•tica> o consiste de un conjunto ae 
v•rttces V y un conjunto arcos atrigtdoe E. un arco dirigido es, 
un par oraenaao de v•rticee cv,w>; v ee el v•rttce inicial y w e1 
v•rtice final. El arco atrigiao cv,w> se expresa comanmente como 
v - > w y ee representa como: 

v-w 

se dice que el arco v -> w va ae va w y que w es adyacente a v. 

OPERACIC»IES CON ORAFICAS DIRIOD>AB. 

Las operaciones mas comunes en gr•ricas dirigidas incluyen 
aesae la lectura ae1 peso ae un arco, la ineercJón y supresión ae 
v•rttces y arcos, y el recorrlao de los arcos aeede un v•rtice 
inicial a un v•rtiCe final. 

SI se emplea una matriz ae aayacencla para representar una 
gr•ttca, un lndtce es un entero que representa un v•rttce 
adyacente y se requertran ae las tres operaciones elOUientes pera 
manipular 1a or•ttca: ; 

t> PRJlllEROCv> oevUe1ve 91 indice del prlmer v•rtlce 
aayacente a v; el devuelve un verttce nulo, significa que 
no eKtete ntnQ~n v•rtice aayacente a v. 

I!> sxouZD1W:cv.1 > : oevue1ve el lncuce poeter1or a1 indice a 
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do los vert1ces adyacentes a v, un vRrttce nulo e1onirlca 
que t es e1 01ttmo de 103 vértices adyoccntes a v. 

3> VERTICE <v,t> Devuelve el vértice i; e1 cua1 es un 
v•rtlce adyacente a v. 

PROSLEJllA DE LOS CAMXNOS MAS COffTOS COH UN SOLO ORIOE.N. 

sup6ngase que o es una ar•tlca pesada dirigida O<V.E,W> y sea 
Vi un vert1ce considerado como origen. El problema es determinar 
01 costo ae1 camino m&e corto del or1oen a todos ios dem&s 
v•rt.ices ae V donde la long1tua de un camino es la suma de los 
costos ae loe arcos ae un camino. 

Para reso1ver este problema se manejara un proceso conocido 
como algoritmo de DXJKSTRA, que opera a partir ae un conjunto s 
de v•rt1ces, cuya distancia m•s corta desde el origen ya ee 
conocida Al ~~t~i~r ei proceso s contiene sólo el vértice 
origen; en cada paso se anexa a1gun v•rtice restante v a s, cuya 
distancia aesae el orioen es la mae corta posiOle. 

En caaa paso del a19or1tmo se registra ia longitud ae1 camino 
en una matriz O; una vez que s inciuye todos ios vértlce5 de o, o 
contendr& 1a distancia mas corta ae1 or1gen a caaa vértice. 

ALODRri.::t DE O.I.JKSTRA. 

PROCEOURE OXJKSTAA; 

\Este procedimiento ca1cu1a el. costo de 1os caminos m.t.s 
cortos entre el v•rt1ce 1 y todos los aem&s·vertices ae 
una.ur•tica dirigida l 

BEGIN 
1) t5 : • 1 ; 
2> t90R i:•2 TO n DO 
3> dtl) : • ccl dJi \-'.signa ei va1or inicial. a o J 
4) FOR i : • 1 TO n- 1 DO 

SEO IN 

'" '" 7) 
B> 

END; 

EjemP10 

ENO; 

E1eglr un v•rt1ce w en v-s to1 que a w sea mlnlmo; 
Agregar w a s; 
FOR cada v•rtice v en v-s 00 

Ot.V) :• minCdtV), ac.w)+cc,w,v'),; 

2,,_;-- o 5 ----~·. -
~3...:__.A:::" •o 
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c•1ou10• 0Dun1ao• Por u a111or1tmo O:l:JKaTllA1 

ZftMC:l:Oll • • a 1 

1n1010 ' 1 'º ' 1 ' •• l 1 10 
1 ' '···" . 11 'º 1 ' ' ..... ,. ' 1 'º 11 ' 1 ,1,at ,1,e s 'º 

~%0 •. 110 

ANAL%1:1:1 OllL ALOOl'l:l:'IMO OIJKl'n'A 

a a a o 

1nr1n1to 10 
ea 10 
so 10 
so 10 
so 10 

• • 
'ºº 'ºº 'º 'º ea 

ll •• •mPl•• un• matriz d• ady•c•nola para repreaentar 1a 
11r•r1oa P•••d• a1r1;1aa, a1 c1010 ae 1•• 11n••• 7 v a •• o¡ecut• 
~:t~~ ~~-~~~·~~n>, V an e~aeuta n-t VCH"'11 ... , r.:oneuml•n1'o un ti~"'"º 

CI .::1 n\~m11 .. ,... '·º' "'"""""~ ,." murH'lr.> m1•u•v1,. rttJ"' n•, "" nnnv~nt,.nt• 
ftmp1eor una rapr•11ntac16n oon 11ata de ftdyscenc10 y una 001• ae 
priorla•d•• aplioaaa a man1ra d• •roo1 paro1c1manta oraanaao pora 
or;en1zar 10• v•rt1oa• a• V•I, u 01010 ae 10• 11n .. • 7 v • •• 
n11111r:t" ftiPll~Mr rtite1orr11nc:10 la llata de aay11cenota para w v 
aotua1&zancto l•• cumtanot•• •n lA ool• aa prlor1aaa, ... sa 11ur•n un 
total ae • cn~m•ro ~· arco•> actua1izao1on••, oeaa une con un 
oo•to a• tiempo 0009 ni, por 10 qua a1 t lempo tot•1 oon•um1ao •n 
1•• 11n••• 7 v •• •••~ora oca109 ni. 

La• 11n••• l•I con•umen un tiempo 01n1, 10 mllll!IO que 1•• 
11n••• 11•1, Al rnau•l•r 1A cola o• pr1or111aa par• repra•ant•r V•I, 
1•• 11n••• s v e c1a oparac1on llUllRDim·MIN v caaa un• aa 1•• n•t 
lt•rac1on•• 11• •••• 11n•••1 r•qul•ran un tiempo 01109 n1, como 

~~:~;~~~· •• ·~c.i!;~~ .• :º~y!1 ::"·~~~~ m:~~r =~!ªoc~•¡·~~"• 11:! 
muv peque~• oomparaa• con n , 

P-L- Oll LOI c:Mlll- 1111111 QOllT09 •NTll• TOOOa L09 PAll•• Oll 
VllRTIClll, 

•upon11••• qu• •• tl•n• una 11r•r1c• P•••d• a1r1;1aa cuyo P••o 
r•pr•••nta •1 tl•lllPO 11• vuuo para c1art•• ruta• entra c1uaao••• v •• o•••• con•trulr una taD1• au• cont•no• a1 1119nor tl•mpo 
r•auer1ao para volar entra ao• c1uaaa••' cua1••qu1•r•. ••to •• 
•010 un •IAlllP1o 11•1 proD1•ma O• 10• camino• m•• corto• entra 
toao• 10• par•• a• v•rtlc•• aa un• or•f 1ca. 

P•r.• p1ant••r •1 proD1.,,,. con pr•cl•1on, •• r•au1•r• a• una 
or•f1ca e11r1g1aa g.cv,u •n 1• qu• caoa arco v ·> w t1•n• un 
cono no nqat lvo o c. v ,w.>1 •1 proD1- con.i•t• •n •noontrar •l. 
camino aa 1on111tull 11111>• corta antr• v v w par• caaa par ora•naoo 
c:J• v•rt tcee cv ,w). 
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~nicia1mente e5te pro~1ema poarla reso1verse por meaLo ael 
algoritmo ae OIJKSTRA, tomando por turno cada vértice origen; 
pero existe un ""'todo ,,.._e directo creado por A.W r1oya aenominaao 
algoritmo ae F'LOVD; que supone que los vértices en V se 
encuentran numerados 1,2, ... ,n y emplea una matriz A ae nxn en la 
que calcula las longitudes de los caminos m•s cortos. 
Inlctalmente se nace Aci,j) • ctt,J;s para toaa i<>j. SL no exlste 
un.arco aeiv•rttce lal v•rtlceJ, 5esupone quecci,J:l, 
infinito. cada elemento de la atagona1 es 1gua1 a cero aespu•s, 
se realizan n iteraciones de tal forma que al final ae la k-•stma 
iteración ACl,j~ contendr4 el valor ae la longitud mas pequena ae 
cua1qu1er camino que vaya aesae el v•rtice i hasta el v•rtice 1 y 
que no pase por un v•rttce etiqueteao con un n~mero mayor que k ; 
esto es t y j son los vertices extremos ae1 camino y pueaen ser 
cua1qu1er v•rttce; pero todo v•rtice intermedio debe 3er menor o 
igual a k. 

Para calcular A, en la k-•elma tteracL6n se aplica ia 
siguiente fórmula: 

a iPa~~nº:.!=~~r ::;1~j3~e~u!~:~~~ A:t~~·~!?t~~! c~~~o ~~m!~a~~ó~ 
mayor>, con Ak- t el ,k:¡ + Ak- tc.k, i:i <costo de ir pr lmero a k y 
despues de k a j, sin pasar a través de un v•rtice con n~mero 
mayor a k>. Si el paso por ei Vértice K produce un cam1no m•s 
~~:~~~!::n:~~ el de Ak-, ci,jJ se elige ese costo para AkCi.:tJ 

Ale.- tc:.i ,ICJ Ak-
1
Ck, j:J 

Inclusión de k entre tos v•rcices que van de t a j. 

oaao que 
entrada con 
iteración. 

PROCEDURE FLOYO CVAR a: ARAAV c1 .. n,1 .. n, OF REAL; 
e: ARRA.V c.1 •• n.1 .. nJ OF REAL); 

ninguna 
k-•silNl 

FLOYD ca1cu1a 1a matriz A oe camtno~ m.t.a cortos dada 1a 
l'Nltriz ae costos de arcos e 

VAR 
i,j,k : XNTEOEA; 

BEOXN 
FOR i:•1 TO n DO 

FOA j:~1 TO n DO 
a &,) :•Cicl,j.J; 
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ENO¡ 

Eiemplo 

F'OA l:•f TO n 00 
ac.1, iJ:•O 

F'OR k1•f TO n 00 
FOR j:•f TO n 00 

IF' ar.l,k) + ac.K,j) ( ac.t,j:¡ THEN 
acl,1) :• aei,K) + ac.K,j,:l; 

e 2 e/ .... ~ "" \' 
2 3 

/ ) 3 

" 
Valores de 1a matriz A en cada l terac1on1 

l~ 
e 

~1 [~ 
e 

~] [~ 
e 

~] o o o 
2 2 2 

A
0
t.l,j') ",c1 ,jJ 11

2
cl .j :i 

F'IG e.lJ1 

c::QrlSJARACION DE LOS AL~ITMOS DE FLOVO Y OIJKSTl\A. 

[~ 
7 

~] o 
2 

A1 cl, j;) 

Dado que el algoritmo de DIJKSTRA y el de FLOVD pueden 
enc~ntrar ljS camtnos m.6.s cortos aesde un v•rtsce, con un tiempo 
º'" , yº'" > respectlvamer.te, la eMper1mentac1on y mea1c1on del 
compilador, la rM.quina y loe detalles de ap11cac1on <Factor 
constante>. es la manera m•s t•c11 de determinar cual ee el mejor 
algoritmo para la ap11cacl6n en cuestiOn. 

Si el nómero ae arcos ta> ee mucho menor que n 2 aon con un 
factor constante relativamente peque~o en e1 tiempo de ejecucion 
de FLOVC', la version de DIJKSTRA con tiempo O<naiogn> ser• 
superior, a1 menos para gr•tlcos grandes y poco densos. 

En algunas ap11cac1ones se desea conocer el canuno ae costo 
mtnimo entre aoe v•rt1cee. un modo de lograrlo es empleancso una 
matriz P, donde Pc.l,j~ tiene e1 v•rtice k que permttiO por medio 
ae1 algoritmo de FLOYD. encontrar el valor m•e pequefto ACl,j3. Sl 
PC.1.t) • o, e1 camino de.costo mlnimo de l a i e!I dtr•ct.o, 
stgulendO el arco entre amDos. 
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PROCEDURE CAMJ:NO_MAS_CORTO( VAR a: ARRAVt.1 ' . n. 1 .. n .J OF' REAL; 
c:ARRAVC1 .n, 1 ·".J OF" rNTEOER> ¡ 

\Proceaimiento que dada una matriz de costos e de nKn; produce 
una matriz A de nxn ae longitudc5 de caminos mas cortoe minlmos y 
una matriz P de nxn que contiene un vért1ce intermedio aei camino 
de costo mlnlmo entre un par ae vert l ces \ 

VAR 
i • j ,k : J:NTEOER; 

BEGZN 
F'OA 1:•1 TO n 00 

FOR j:•1 TO n 00 
BEOJ:N 

ENO; 

ac.1, j J . • cc.1,j:¡; 
PCI, j :> '• O; 

F'OR 1:•1 TO n DO 
ac.t. l;J :• o; 

FOR K:•1 TO n 00 
FOR i ; • 1 TO n 00 

FOR , ...... T,., nn 
IF a.el, I<.'), + acK. j_) 
BEG:IN 

< aCi, J.) THEN 

aci d:> acl ,KJ + ac.K, l_J; 
pe•• lJ :• K; 

ENO; 
END; 

Ejemplo 

q • e ( e a p • 

a r 
s 

o 3 !] o o 
2 o 

P. 1,2 • 3 Incuca que 7 11!5 e1 coa to mlntmo del cti.mt ni:'I del v•rt lee 
1 a 2 y que 3 es un v•rtJ.ce intermeaio en ese camtno. 

F"J:O 11.42 

PROCEDURE CAMINO< l • j : XNTEOEA > ; 
\ Zmprtrne los v•rtices tntermeatos ae1 camino ae costo mtnimo 

VA:•1 v•rtlce 1 •1 v•rtlce j l 
k: J:NTEGER; 

BEOXN 
k,•pU,)Jl 
ZF' k:•O THEM 

ftETURN; 
CNIINOC l ,IC.>; 
-J:TIELNCk>; 
CAMINOC IC. • j ) ; 
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C:IElllE TIIAM8%TJ:VO. 

En algunos proD1emae podrta resu1tar tnteresante aaDer el 
extste un camtno de longttud lQUal o mayor que e1 camtno de costo 
m1nimo <longitud mlnlrna>, que va de1 v•rtlce 1 a1 v•rttce j. este 
proceso se conoce como a1gorttmo de waraha11 v rue dlseftaao en e1 
afio de 19e2. 

supóngase que 1a matriz de costo e ea sólo la matrtz de 
aayacencta para ia gr•ftca otrlg1oa aaaa. Esto es cc1 1 jJ•t, Si 
extate un arco de i a j, y o el no 10 existe. se desea ootener 
una matriz A tal que a e; l.j.J•f si ex tete un camino ae 1ongltUd 
igual o mayor que e1 camino de longttua menor oe ta j, y o en 
otro caso. A se conoce a menuao como CIERRE 'TltAN8XTXVO de la 
matriz de adyacencia. 

El cierre ti~r.stt •• ~ ~uooe o~·~ncrse por medio del 
procea1m1ento FLOYD Si se aplica la siguiente rormula en el K•s•..., paso: 

AkC.i,j) • CA k-tc.i,:J)) OR (Ak-,ct,k.J ANO Ak-tCk,f:J) 

Esta rormula establece que existe un camino de 1 a i ~ue no 
pasa por un v•rt:lce en .... .,.., ""'""" .. "' ...,~v"r que k st 

a> va existe un camtno de l a j que no pa~a por un v•rttce con 
ni:..mero mayor que k-t, o Si 

D> Existe un c.=.:i.1no de t a k que no pasa por un v•rt.tce con 
ne.imero mayor que k-t, y un camino de K a ! que no paea por 
un v•rtice con n.:.mero mayor que k-t. 

PROCEDURE WARSHALL C VAR a: A .. RRAVc.1 n, 1 . Oo "J vr 600LEAN; 
c: J)ARAV C.1 •. n. 1 .. n :> OF" BOOLEAN) ; 

\Este procealmlento convierte a A en el cierre transitivo de e\ 
VAR 

l, i ,k : J:NTEGER; 
BEOIN 

END; 

TO n DO f'OR i:•t 
f"OR j:•1 TO n DO 

acldl :•e Li ; 
f"OR k:•'I TO n DO 

FOR J:•t TO n DO 
J:F act,j,. FALSE THEN 

<>Cl.i:> •• <>Cl,K.) ANO aCK,j.); 

sea v un v•rttce de una gr6fica dirigida O-CV,E>; se define 1a 
eMcentrlclaad ae v como: 
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m&x \ 1ongi~ud NlnUna cte un camtno de w a v ( pare w • 1 -> n 

w en v 

El centro de o ee e1 v•rtlce de mtnlma excentrlcldadJ Ael, e1 
centro de una gr•r1ca dlrlglaa ee ei v•rt1ce m•e cercano a1 
v•rtlce mas distante. 

Para encontrar el centro de una gr•ftca a1rlg1aa, eupon1enao 
que e ee 1a matriz de costoe de o, ee aplica el &lQUl~nte 

proce!So: 

a> Aplicar el a1gor1tmo FLOVD a e para oDtener la matriz A de 
los caminos mas cortos entre toaoe lo!S p4ree. 

D> Encontrar el costo ma.x1mo en caaa columna l, es decir 
determtnar 1a excentrlclaaa aa 1os v•rtlcea. 

c> Determinar el centro de o, es aec1r el v<.! ... ~t,..'? -=~!",':'l. 

excentricidad sea mlnlma. 

Los tiempos ae ejecuc1on ge cada paso ae e&te2proceeo ~an t~s 

stgu1entee 1 primer paso O(n >; eegunao paso ocn > y tercer paeo 
~:~i,~or 10 que el a1gor1tmo consume un tiempo proporolonal a 

Ejemplo 

oetermtnar el centro ae la s1ou1ente or•flca1 

FXO e.u 

ª' a " e el ¡¡ H 
o • :s s 

o 2 4 
:s o • • a o 
• • s 

Matriz ae loa camtnoa 11• coa to• m&ntmoa para todo par ele 
v•rttcea ae o. 
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D> La excentrlcld&O de los v•rticee ee1 

VERTXCEB 

a 

" e 
CI .. 

c> E1 v•rtlce centro de la or&flca ee d. 

RECORRIDO DE LAS GRAFXCAS DXRXOIDAS. 

EXCENTR:l:CIDAD 

" B 

" 7 

Para resolver con eflclencla a1ounoe proolemas re1ac1onados 
con gr.6flcas dlrlgtdas. se requtere muchas veces de visitar loe 
v•rtlcee y los arcos ae forma sletem&tlca, con el oD,eto de 
recuperar o procesar la 1nformac1on que contienen; una técnica 
importante para loorar10 es la o~equeda en prorundidad, que es 
una oeneralizacion del recorrido en orden previo ae un arl:)ol, y 
puede servir como l:)ase para construir algoritmos m•s eficiente&. 

supongase que ee tiene una gr&flca dirigida a en la que todos 
los v•rtices est•n marcaaos inicUs.imente como no vteltaaos. t..., 
DO~queaa en profundidad se1ecclona un vertlce v ae o como v•rtice 
ae partida; 10 marca como viettado y, despuas recorre cada 
vortice adyacente a v no visitado, emplea en forma recuretva l~ 

oasqueaa en profundidad. una vez que se nan visitado todos lÓs 
v•rtices· que se pueaen alcanzar aesde v, la búsqueda de v est• 
comp1eta. Si a1gunos v•rt1ces quedan sin visitar se selecciona 
a1guno de e11os como un nuevo v•rtice ae partida y ee repite este 
proceso hasta que todos los v•rtices de o se hayan v1e1tado. 

El m•todo deoe su norm>re a la forma en que rea1iza su proceso 
ya que Dusca los noaos en direccion hacia adelante <tan profunao 
como sea posible>. ' 

Para implementar est" algor l tmc ;· ... .,.., Ú~l!l.rse una liste de 
adyacencia L v para representar los v•rtices aayacentes al 
v•rtlce v, y una matriz marca cuyos elementos sean del tipo 
visitado o no visitado para determinar si un v•rt!~~ ya fue 
visitado antes. 

Para poder invocar al procedimiento recurs1vo BPF es necesario 
iniciar marca con e1 valor no vl!Utado; posteriormente iniciar ei 
m•todo de búsqueda en profundidad para cada v•rtice. 

FOR v:•1 TO n Do 
Mlt.rcacv> 1• no_visttado; 

FOA V:•1 TO n DO 
XF marcacv~ • no_visitaao THEN 

BPF <V>¡ 

PROCEDUAE BPF(VI v•rtice>; 
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VAR 
w 1 v•rt lee: 

BEOIN 
t> marco.C.v') 1• vlaltado¡ 
a> F"OR cada vert lee w en 1 v DO 
3> IF" marcac.Wl• no_vlst.tado THEN 
4) BPF(W)¡ 

ENDI 

Todae las llamadas rea11zaaas a1 procea1mtento aPP' en una 
QrAr1ca con a arcos y n<•• v•rt1ces coneume un tiempo oca> ya que 
ntn;an v•rttce 11ama a 8PP' rMs ae une. vez aedo que ae e.ctua11za 
marca v con •l valor vtst.taao, y nunca un v•rttce que tiene au 
marca lQUal a v1s1taao llama 8PP'. Asl el tiempo total que ae 
emplea en e y l recorrt.enao le.a listas ae aayacencJa es 
proporcional a 1a sume ae 1as longltuaea ae tales 11atae, esto •• 
oca>. Su'Qol"'ltl'lndo 1'1111!1 n<••· el tiempo total t'll! e1ecuc1on del 
m•toao aa t>-:.iequeaa en profuncuaaa ae una gra.r tea completa as 
oca>, lo cual ea, e1mp1ement• el tiempo necesar10 para recorrer 
c1.1iaa arco. 

-- EMPAMD%DO EN PllCIFUND%DAD. 

ourant.e el recorr1ao en pror1.1na1aad ae una gr&r lea 
cl•rto• etuu• ll•V•n a v•rtlcea •ln v1e1tar1 ••tos 
conocen como ARCIOe o. ""90L y junt.o• forman un bo11que 
en prorunataaa para la gr•r1ca en cueatton. 

dlf.rlQlldA, 
arcoa •• 
e>epancslao 

Aaern&a de loa arcos ae &rD01. eKtet•n otros tr•• tipo• ae 
arcoa aer1n1aoa por una D~aquecsa en proruna1aaa aa un• gr•rtca 
a1r1111aa• - a. MTftOCEme>, - as AV- y - CllU-1 
lo• cual•• ae~ln&ralftO• con 1a avucsa d•l a1gu1ente ••quama1 

/h,, ___ -_____ ,,./.~ 
// ~ . --------el----- o,.. ... -

... _ ••pana1ao •n profuna11111a 

l'IO e."" 
un arco·como e-> A ae aanomtna arco ae retroceao, porque va 

aa un v•rtic• aaacendlente a un v•rtlc• anteoeaor aa1 Dosque 
ewpana1aio cpo•lD1.,.nt• ••l mi.-o> 1 • ·> e •• un arco aa avance 
v• qua al arco va aa un antacaaor a un aaacenatant• propto, paro 
no•• arco aa &rb01. 

Loa arco• COMO o -> e o • -> D qua van aa un v•rtt.o• a otro 
qua no •• antecaaor n1 aaaoanaitenta •• conocen como arcoa 
cruzaooa. 
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La b~equeaa en profunaidaa debe asignar a todos los 
descendientes de un v•rt1ce v, n~meroe mayores o lguoles al 
n~mero astonado a v. oe necno w sera aescenatente~d• v, el y solo 
et, nc..ero pcv> <• l'IOl99rocv, + e1 nQMero ca. aa.c•naiente• oe v. 
Asl las areas de avance ir•n de loe vertices de baja numeracton 
e. 1oe de alta numeracion;' los arcos. ae retroceso tr6n ae los 
v•rtlces ae alta numeración a loe ae baja n1.Mneraa1on. 

Toaos los arcos cruzados tr•n ·de 1os vertices ae alta 
numeración a los ae baja numeracton. Para ejemplificar eeto, 
8Upongase que x ->y es un arco y na.ero pCx) <• nc..ro pcy>. Asi 
x se visito antes que a y. Todo v•rtice visitado entre la 
invocación por primera vez a BPFCx) y e1 momento en que 8PFCX) 
termina, se convierte en aescenatente de x en el bosque 
expandtdo. Si V permonece sin Visitar cuando se exp1ora el arco 
x -> y, se vue1ve un arco de •rbol; de otra forma, x -> y no 
,.... ... '"' ...... ser un .::..rcc cr....:=~7':: con nOmor~ ,:.':---' ~"" n.:..&ro pCy>. 

GRAFICAS DIRIGIDAS ACICLICAB. 

una gr6fica dirigida eclc11ca o ODA e$ una gr•fica dirigida 
sin ciclos; son gr.t.ficas m.t.s ·generales que los Arboles, pero 
menos que las gr.t.ficas Qirigldas aroitrariae; es decir todo •rDOl 
es un ODA y todo c.:>A es una grAfica. pero no toae or&ftca ee un 

-ODA, ni toao ODA es un &rDol. 

oraftca dtr1a1oa 
AC1C1ica CGOA> 

orafica airtglda 

Los ODA son ~ttles para la representac1on ae ordenes 
parciales. un .orden parcial A en un conjunto s es una re1ac1·6n 
binaria, tal que : 

t> Para toda• que pertenezca a a, llRa es falso <irrer1ex1va>, v 
2> Para toa. a.D.c en a, et aRD y Dltc entonces aRc <R es 

transitiva> 

ooa eJemp1o• naturales oe ordenes parct•1•• aon 1a re1ac1on 
•...,.r qua• <<> en enteros, y 1a re1ac16n ae tnctueton en 
conjuntos ce•. 
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Fro e.qe ODA para inclusiones propias. 

PRUEBA DE ACICLICIDAO. 

Para aetermlnar sl una gr&rica es actclica, esto es, si o no 
contiene ciclos puede emplearse !:. ::.:::-'>:;''"'rt<'1 er;i pro,,.,.,,..,,.., ... "'f ya 
que sl se encuentra un arco de retroceso aurante l.a t>l'.Asqueaa en 
profundiaaa, la gr6rica o tiene un c1cl.o. 

supóngase que o es ac1c11ca, si se efectúa l.a t>l'.lsqueaa en 
profundidad se debe encontrar un verttce v que tenga el n~mero de 
ousqueda en prorundidad menor que un vertlce u en el ciclo; es 
decir, sea el arco u ->v en a1oun ctc10 que contenga a v, ya que 
u est• en el c1c10, debe ser descenC:Slente ae v en Bl oosque 
expanaiao en_prorunataaa. Ast u->v no pueae ser un arco cruzaao, 
puesto que e1 numero en profunataaa ae u es may9r que e1 ae v. 
por to mismo u->v tampoco pueae ser un arco ae &rDol ni un arco 
ae avance; Asl que u->v aebe ser un are~ ac retroceso . 

. ~ 
i 

(j 
' ORDEN TOPOLOOICO. 

Toao ciclo tiene un arco de retroceso. 

FIG 6.47 

una operación funaamental en las gr&f leas es procesar sus 
v•rt1ces en un oraen ta1 q~e algunos ae ellos, no pueaan ser 
procesaaoa al antes no fueron proceeaaos otros; por ejentpio, Si 
se tiene un proyecto grande •Ste sue1e dlVidlrse en un conjunto 
de tareas pequeftas, algunas ae las cuales ee C:Seben rea11zar en 
cierto oraen espec1r1co, die raoao que se pueda culminar el 
proyecto total. Los ODA ea 1a estructura que suele emp1earae para 
representar de forma natural esas sttuactones. 
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Asl el orden topo16gtco es un proceso ae asignación de un 
orden 1inea1 a 1os v•rtices ae un ODA, ta1 que si existe un arco 
del v•rtice a al v•rtice j, ! aparece antes que J en el 
·oraenanuento lineal. 

El siguiente procedimiento genera ei oraen topológico ae un 
ODA en oraen inverso: 

PROCEOURE ClASIFICACCON_TOPOLOGXCA (V: v•rtlce>• 
Imprime los v•rttces accesibles desde v en orden topológico 
invertido 

VAR 
w : verttce; 

BEGIN 

ENO; 

marca v visitado; 
FOR cada v•rttce w en 1 v DO 

If marca w • no_vtsitado TH~N 
CLASIFXCACION_TOPOLOOICACW); 

\llRITELN(V); 

El tiempo de ejecuc1on del algoritmo es oca> donde a es el 
número de arcos, si y solo si a>•n. 

COK>ONENTES FUERTEllllENTE CONECTADOS EN UNA GRAFXCA DXRl:Ol:DA. 

un componente ruertemente conectado ae una grAfica alriQlda es 
un conjunto maximal de v•rticea en el cual existe un conjunto que 
va aesae cua1qu1er v•rttce ael conjunto ~asta cua1qu1er otro 
vertice tambi•n del conjunto. La oasqueaa en profundidad pueae 
emplearse para determinar con eficiencia los componentes 
fuertemente conexos ae una graflca cUr·igtaa. 

sea O-CV,E> una gr•fica dirigida; v se pueae ·diVldlr en clases 
de equiva1encia Vl, 1<•l<•r, tai que 1os v•rt&ces u y w son 
equivalentes, si y solo ei, exl~te un cemfno ae u a w y otro de w 
a u. sea Ai, l<Ot<•r, e1 conjunto ae arcos u->• tal que u y w 
pertenecen a. Vi. Las or•r leas CV& .Al> se denonunen componentes 
fuertemente conectaaoe co sólo componentes fuertes> ae o. una 
or•r1ca constituida por so10 un componente fuerte se a1ce que es 
una or•ftca fuertemente conectada. 

Ejemplo 

d .--¡ 
----e 

FIO 6. qe 

Todos los componentes ae una gr6f&ca atriglcsa o, pertenecen a 
alg~n componente fuertemente conectaao ae ia Qr6ftca, pero 
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ciertos arcos. 1lemados arcos de cruce de componentes, no 
pertenecen a n1ngón componente, ya que son arcos que van de un 
v•rtice que pertenece a un componente a otro v•rtice ae un 
componente atstJnto. Para repre&entar las interconex1ones entre 
los componentes ruertemente conectados de una grafJca ee puede 
construir una or~fica dirigida de o, cuyos v•rtices cct> son los 
componentes fuertemente conectados ae o. En e5te tipo de gr6fiCa 
existe un arco ct->CJ, si existe un arco en o que vaya ae algón 
v•rtice del componente CI a alg~n otro del componente Cj. 

La grAfica reducida siempre es un ODA, porque si existiera un 
ciclo, todos los componentes del ciclo ser•n en realidad un solo 
componente fuerte. lo cual significar• que no se ca1cu1aron en 
rorma correcta ios componentes fuertemente conectados. 

La grAftca reaucida a81 ejemplo anterior es: 

FIO e.Q9 

un Posible proceso pa~a encontrar los compcnentes ruertemente 
conectados ae una gr•rtca a1r1g1aa es: 

t> Erectuar una t>ltsqueae en proruna1aaa ae o y numerar tos 
v•rtlces en e1 oraen de termtnacl6n ae las ll4maaas 
recursivas: esto es, astonese un n~mero a1 v~rtlce v de~pues 
de la 1lnea 4 ae1 procedtmiento BPF. 

2> constr(tvase una grAfica dirigida nueva or, invirtienao ias 
a1recctones ae toaoe los arcos de o. 

3> Rea1lcese una t>ltsque<Sa en prorundldaa en or, partiendo ae1 
v•rttce con numeración m6S alta ae acuerao a la numeración 
asiQnaaa en el paso t. si 1a Dósqueaa en prorundldaa no llega 
a ioCIOs los v•rticee, in1c1ese la s1guten.f:e 0~1-:.queoe. a partir 
ael v•rtace restante con 1a n1..W1teraci6n mas alta. 

4t ca~ &rbo1 del bosque ~e extenci6n reeu1tante es un. componente 
ruerteraente conectada ae o. 
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FIG 6.50 

FLUJO DE REDES. 

• " ¿ 
o • ¿ 
e a 

f. 
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Las gratlcae pesadas atrlgidae eon ueaaaa como modelo• ae 
diff!ren't,.• f'tpn• t1.- .111.p11ce.cton,. ... u""" r1e ..... ,."!IS lllpltcactonee son 
1ae-•. 

se aeftne una rea como una or•tlca pesaaa atr101aa ocv,•> con 
esos v•rtlces especiales: uno llamado v•rt1ce origen y otro 
aenomtnaoo v•rt&ce aestlno. El peso ae 1oa arcos es postttvo y ea 
11ame.cto capactciaa del arco. 

oaoa 1a rea •, se aettn• e1 flujo en N como e1 conjunto ae 
pesos en 1os arcos tal que: 

t> El flujo en cacaa arco aebe ser mayor o 1gua1 a o. 

2> El flujo que entra a cada v•rttce ea tgua1 al flujo que sale 
ae ese v•rtlce <propteaaa conservat1va>. 

3) El flujo ae caaa arco aebe ser menor o 1gua1 a la capac1aaa 
ae1 arco. 

El v•rttce origen cv> ae la rea N es aquel v•rt1ce que no 
tiene 1,n .. • tncidentes hacia adentro y e1 v•rtice destino cu1 e• 
e1 v•rttce que no tiene 1,n .. • tnctaente~ nac1a afuera, para 
••to• v•rticea el flujo que .. 1• de v deDa ser tgua1 a1 flujo que 
11aoa a u, ••decir, 1a •UMa del flujo da 1oa arco• que ea1en cae 
v •• taua1 a 1a ...... oe1 flujo de 1oa arcos que 1199an a·u1 a 
esta •LlllllA .. 1• denoMina valor del flujo. 



CAPACIDAD DE LOS . J'ROOS: 

vortice orioen V V -> p . 3 q -> t . 3 
v•rtice deetino u V -> q . 6 r -> u . 5 

p -> r . " " -> u . 5 
p -> " . .. t -> u . • va.lur del flujo ' " .:¡ -> " . 2 

FIG 6,51 

El problema del flujo consiste en encontrar un flujo con va1or 
maximo para una red dada y se encuentra relacionado con e1 
concepto de OORTE, el cual ee un conjunto de llneas A que 
pertenecen a E con 1a propiedad de que cada trayectoria del 
vortice origen a1 v•rtice destino incluye una linea del conjunto 
A; en otra.e pala.oras un corte es un conjunto desconectador en la 
or&rica correspondiente. 

La capacidad de1 corte se define como la 5ume. de las 
capacidades de cada linea que pertenece al corte¡ y por ei 
teorema del FLUJO MA>CXMO-CORTE MIMDll>, se tiene que e1 vaior de1 
flujo mA.ximo es lgua1 a la capacidad del corte mlnimo. 

En el ejemplo anterior 

OORTES 

cv->p,v->q> 
•P->r,p->s,q->s,q->t> 
cr->w,s->w.t->w, 
(V-)p,q-)s,t-)W) 

CAPACIDAD DEL CXRTE 

9 
1'I 

" 6 

Por lo tanto el flujo rn&xlmo ae la rea es 6. 

El aesarro110 C16sico del problema del flujo de reaes fue 
propuesto por L. R,. Ford y o. R. FulKerson en 1962. su Mtooo 
lnlcia con un 11ujo cero, y se aplica repetlCMmente tantas veces 
como pueoa ser ap1icaoo, proauc1encso un incremento de 11uio en 
cada iteracl611; el ya no se pued• incrementar •ste, e1 flujo 
rn&Kimo na a100 •ncontradO. 

En e1 manejo de redes encontrarnos aos tipos de arcos: ARC.08 
ADELANTADOa : que son arcos con flujo del v•r~ice origen, a1 
v•rttc• cMlatlno a 10 larQo ae un camino particuiar y A"1DDa DE 
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RETAOCE90 que son arcos con r1uso aeade e1 v•rttce·aeattno e1 
v•rtlc• ortgen. E1 ft'Mttoao Fora-FUlkeraon se be.. en 1a 
man1pu1act6n ae ••toa arcoe, •• decir, 1ntcta con un r1uso cero e 
incrementa el f1ujo a lo largo de un camino ael origen al 
destino, con arcoe adelantaaoe no llenos o arcos vac1os ae 
retroceso, se contln~a aplicando este cr1ter10 nasta que no 
existan caminos en la RED, pero esto no ea un a1gor1tmo en el 
sentido ae que e1 Ñtodo para encontrar los caminos no est• 
deecrtto. 

~dmonde y Karp emplearon 1a b~equeda en protunaldad para 
encontrar lOS caminos, entonces, el n~mero ae caminos encontraaos 
antes de obtener el rlujo rn.iKimo en una rea con v v•rtices y e 
arcos pueae ser menor que v. 

El probleme. de fluio de reaes puede ser extendido a varios 
tópicos y mucriae variacionee oe este problema nan sielo estudiaaas 
porque son importantes en eplicacionse actuales. 

6.2 ALOORrJMOS PARA ESTADl.STXCA V PROBABXLXDAD. 

6.2. t ALOORl.TM>B PARA E81".AD%8TXCA. 

La eetad1Stlca es una mina de oro, desde el punto de vista ae 
la complejldaa computacional ya que proporciona una rica y 
eKtenea fuente ae algoritmoe y procedimientos computac1ona1es aan 
no anallZados. Sin emoargo, para los E~taatettcoe la D~equeda de 
a1gorttmoe etlcientes no ria Sido ae principal lnter•s de~ldo a 
varias razones: 

to. El a1sefto ae a1gorttmos r•pldos es un arte nuevo el cual ee 
esta aeearro11anao. 

20. Hasta recientemente, el costo ae la obtención de loe dato& ria 
s1ao mucrio mayor que el costo ae ana1lzar estos, no obstante, 
qua el procee:anuento riablaao v de Imagen proporc lona 
lnformactón a progre.mas de an&liSiS estaalstlco en una forma 
r•ptda v barata. 

3o. Los eetadisttcos est•n propiamente 1nteresaaoa en 1a 
s1gnittcancta v la efectivtdaa de laa prueoas que rea11zan, 
antes que con su costo. 

Por todo 10 anterior, el reeu1tado es qua el an•1uus ese 
a1gor1tmos astaalst1cos permanece en su mayor par~e 1gnoraao. 

en esta sección se presenta un estua10 s1at""6t1co ae a1gunos 
a1gor1tmos a• estadtettca ~•alca comGlnrnente aenomtnaoos "recetas 
estadssttcaa". 
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NOCXCINE8 ELEMENTALES DE PROBABXBLlX>AD ~ ESTADX8TXCA. 

PRDllA8%LXDADt Es 1• propteaaa que tJene toao aque110 en lo que 
nay buenas razonas pera creer.qua ae efectuar• o suceara. 

exp:~~me~to: s!ª·~~··q;,;.911! ~~n~~:::c•:n ~.:!:~~ª1 , 1 ~~to u~ 
tnrtnitamente conta111e de e1eMentos. vn evento es a1gan 
&uDcon3unto ae1 eepacto ,..e•tra1. usual.mente es expre~ado en 
forma. verbal y transiacsaoo entonces a un subconjunto ae s. 

Vna ejecucton senct11a esa un experirM1nto es conociaa como una 
prueDa -E, que es un evento aettnldO an e1 e&paclo muestral s. 61 
ei resu1tado ae una prueDa o ensayo ae1 experimento est& en E, 
entonces se a1ce que e1 evento E na ocurrtao. solamente un 
resu1taao .a en a pueoe ocurrtr en alguna prueba; pero toao evento 
que est• tnc1u1ao en 9 ocurrir&. 

Teles evóntos pueaen estar formados ae otro~ eventoe, que 
fueron tormaoos al emp1ear e1 coniunto estancsar ae operactones de 
un1on, lnterseccion y CONP1etnentacton. 

verDalmente. ia unt6n u se lee como •AfM>•, la lntereecc1on 
como •CJA• 1 y la c0ftlp1..entac t6n ConM> •MOT• . 

A.nora b 1 en tratelllOS aa f'OnNJ1ar e1 concept..., .1. ntu i t l vo eetanaer 
ae proDaDlltaaa con ,..nctonaao antertorMente: se esta interesado 
en 1a probabt1taaa de que un evento csaao auceoa como un reeu1todo 
ae un experimen~o l . E1 e•per1 ... nto es repettao N vocee, aonde 
N es un ni:.mero granae. caaa prueDa proouce un reeu1tado en a. El 
reeultaao est& en E. en cuvo caso este evento na ocurrlao en n ae 
las N prueoas. Entonces deftntremoe 1a proDaD111aad ae1 evento E 
como PtEt•n"•· 

Este nomero puede aer lnterpretadO COlllO 1a fracción ae veces 
en que el evento E ocurrtra cuanao e1 experimento ee ejecutado, 
Emta es la esencia de la Jnterpretacion ae rrecuencta ae 
pr0Dabt11csaa. 

La teorla ax&onwl.tlca aef&na toaaa 1aa reglas computacionales 
emp1eaaas para ca1cu1ar 1a prOINl.l>tllelea. para 10 cual, • sera un 
espacio mueatra1 P9r• un experlMltnt.O t. . P sera una rM!lataa ae 
proDaD111oaa asocl ... con•· 1a cua1 asigna a ctertoe eventos E 
• un n.:.n.ro rea1 ~·••• e1 cua1 ea 11 ... ao 1a prooaDiltaad del 
evento •· Eat.. proe.e11te1Ade8 oeoen .. ttaf'acer trae regias 
D6alcaa caxto.a••= 

:r. PCEl >• O para e1guna EC. •. 
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I::t. PtS) • t 
XXX. P<Et u Ee> • P<E,> + P<Ee>· 51 E, y E2 son mutuarr.ent•..; 

exc1us1vos, o sea, si E
1 

f'I E
2

•o. 

una vez que a estos "Ciertos" eventos se les asignan 
proDabllldades consistentes con estos axiomas, entonces es 
posible ca1cu1ar la prooabilidad de a1gun otro evento deftntao en 
B en base a las as1gna.c1ones real lzaaas y con ia ayuaa ae los 
tres axiomas. 

Probablemente, el aspecto mas atflCll ae la construcc1on de 
modelos probaDillstlcos es asignar prooat>llidades a los eventos. 
Debido a que la Teor1a oenera1 no nos alce cómo mtrar un proo1ema 
especifico y aectalr que eventos usar y qué probaDtltaaa 
as1gnar1es, estas elecciones se dejan por completo al ana11sta. 

En retstanen. 

t. raentlf'lcar el espacio muestra! s, s a menuoo conumara un 
nümero f l n l to de elementos. Eleg 1 r s ae mc.ao que ter.sos sus 
elementos sean mutua.mente exr::luztuos y exhaustivos 
colectivamente, esto es, dos elementos no pueden ocurrir 
simUltAneamente y sólo un elemento ocurrirá en cualquier 

~~u:ba~eF~~~~!~:~~=·e~~l~~~~~n~oe~~a~~~~~~j~~~~~t~J~:5~~~·=~ 
AinAi •o para alguna i<>j, y u,:i Ai•S. 

2. Asignacton ae probabilidades a los elemento5 en s. Esta 
a.signacion debe ser consistente con los ax1omas I,II y III. 
cumpliendo con el apartado 1, las proDab i l ldaaes deber&n ser 
asignadas a los elementos en s tal que la suma ae todas ias 
asignaciones sumen 1. 

3. Identificar los elementos solución. Transíaaar o traductr la 
solución deseada en eventos en s. 

4. Calcular las probabilidades deseaaas, empleanao los reglas 
computac1ona1es <axiomas :r, II, y III> 

Por otre parte, dentro ae las formulas prooabil1Sttcas, existe 
una que es muy importante, conocioa como ia rormula ae 
probao111aaa condicional: sean E y F dos eventos ae~tnid05 en un 
espacio muestra! s, y P<E> y PCF> las probabiltaaaes asoc1aaas 
con estos eventos. P<E,f') denotar.a la probabilidad del evento E 
dado que e1 evento F na ocurrido. 

usualmente, P<E><>P(E\ FJ, una vez que F na 
c•1cu10 de la probabilidad de E no es tan grande, 
necesario considerar los elemento~ de s que 
ocurrencia de F. Para eato se emplea la fórmula 
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P(E\F>•P<EnF>IPCF> definiaa e61o si P<Fl <> o 

Pero, ~Qu• sucede sJ la ocurrencia de F no tiene ninQuna re1act6n 
o referencta con la probaD111aad de E? Entonces se tiene que 

por lo te.nto, PCE> • P<EnF>IP(F) o P<EnF>•P(E)P(F) 

si lo~ eventos E y F !Ion tales qui! la procao i l ldaa cte 
ocurrencia ae ameos ee tQUal a1 producto de sus propabiliaaaes ae 
ocurrencia por separaao, se atce que estos· eventos son 
1naepenatentes. Esta f6rmu1e e5 extenae dl caso de tres·o mas 
eventos mutuamente 1naepena1entes; esto es, s1 los conjuntos A

1
• 

A~, •.• , An eon tales que PCAtnAi>•PCAl>PCAj> pare a1gune t<>J, 
e toncf!3 P<A, n "2 n "3 n ... "An> • P<A, >P<A2>P<A3> ... PCAn>. 

En muchos proDlemae ~s po~tble taenttftcer una o m•s 
cantidades valoradas reales que proveen información mA$ 
conveniente que las aescrtpctones e>:pllctta5 ae eventos 
CL1a1quter func1on del eepacio mueetra1 <y ~u medida ae 
probabilidad as1onaaa> ae un problema a un conjunto ae nomero3 
reales es llamada var1ao1e ALEATORIA. Todoa los cA1cu1os 
probaDtlistico5 sertos son hecnos en t•rminos de vartables 
aleator tas 

una n.'5iQn~ctón de prt:1t1l'l.bil1daa al ranoo de una vartai:ne 
cHea.torh~ se llame. O.!.:JtribYcion. uno. V4'ri()ble e.leatoru'll cuyc• 
ran90 comstste ae un nomero contaDle de posible& valoree. se 
den.,m1na Otscre~ca. 31 una variaDle aled.torta v asume uno de los 
valores v,.v

2
.v3 •• •• yn entonces 

P<V·v~> >o por 10 tanto t•t,2, .. n 

P<V•y> • O para tod05 los valores de y.· 

A las 01strtouctones a1scretas ae eete tipo se les llama 
funciones ele ntesa de proDalHlidad¡ ya que V poe1r la tomar uno de 
los valores vt en el experimento, la función masa poarta 
satisfacer la relacton 

t: PCV•VI 1 • 1 

Es aectr, la probabiltdaa ae ~ue V touale a uno ae sus valores 
permitidos es 1 <note que v no pueae 1oua1ar ma.s que uno 
s1mu1taneamente>. 

Anora, el valor eeperaoo, o va1or promedio, o mea10, de una 
vartaDle Aleatoria V ea Oeflntaa como: 

EC.Vl• i_ ViP<V•yt) e,, 
• ~ l 

En t•rmtnoe e1e la 1nterpretac1on ae frecuencias ae 
probaDilidaa, 1a media es el valor promea10 ae la var1ao1e 
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a1eator1a observada 8obre un gran n~mero de prueoas, cuya meala 
no se encuen~ra necesariamente en el ran~o ae la varieDle 
a1eatoria. 

La utl1laaa del va1or esperaao ae incrementa cuanao e1 valor 
actual tomado por la variaDle aleatoria es improoao1e, o 3ea, 3e 
aeav1a mucho ae la mea1a. 

una meaiaa ae eata aesviación ea conociaa como 1a varianza ae 
la variable aleatoria. Si V es una variable aleatoria con media 
A• ECVJ. Entonces la varianza do!I Y, denotada varr.V';J, ise aerine 
como 

varcv:> - Eccv-11 2
3- i:. Cyi-it 2 P<V•Yl) C2> ... 

en la cual se na usaao la formula para e1 va1or esperado de la 
runcton ae una variable aleatoria_ La aesviacton est&naar ae una 
vari~Dle a1eetoria se define como: 

Cíc.V..l • cvarc.v .. ••112 

Por otra parte, los proo1ema5 estaa1sttcosen su mayorta 3on 
problemas "reso!lrvaaos 11 de prooao i l idad. oonr.re pr tmaro se eetud 1a 
el comportaml~nto o funcionamiento del sistema y posteriormente, 
se trata de Dosquejar inferencias <supostciones> acerca de las 
distrlDuciones ae las vartaoles aleatorias que aescrtben la 
actividad del sistema. 

Por ejemplo. si tomamos el algoritmo a~ oraenamtento por 
inserción directa. podemos aeflntr una vár1ao1e ~leatorta V la 
cua1 touala, para alguna secuenc1a <ileatoria de N enteros, el 
número ae comparaciones requeridas por este a1ooritmo para 
ordenar la secuencia. Toda ap11cnci6n del algoritmo de 
ordenamiento por 1nsercion directa es una secuencia a1eator1a de 
enteros por tanto proauce una muestra ae v. Aunque no se sabe o 
no ~o conoce la distr1Duc1on ae Y, se poarta tomar un n~mero de 
muestras, ca1cu1ar el promeato V ae esos números experimentales, 
y utilizar v como un estune.aor de la media ae V ces dectr, 
utilizar Y para aproximar E~V~>. Asl, los valores ooservaaos son 
usados para nacer una aeclaracton acerca de la variable 
a1aator1a. 

El procedimiento general para estimar Uha propieOad Q de la 
distriDucion es e1 Siguiente. Tomar un número ae oDservactones 

~~¡·~g~~f~~--;~! ~: ~: .~~~~:~1~u~~ea~~~!~1~ ~= !~te~~~3un~~rm~~ 
observaciones y ~uy5 ringo es e1 conjunto ae posiDles valores de 
propiedad G) . Tal tunc1on se llama estimador de el Y es una 
variable a1eatorla. 

en este momento, la pregunta e~: ¿Como eliQlr una funct6n 
especifica para usarla como estimador? Puesto que eMiSten mucnas 
posibles elecciones, a1gon criterio aeoe permitirse para gular la 
e1ecc1on ae un Duen est1maaor. El criterio mas ODVlo 
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intuitivamente, ee elegir una runcion e~timaaor F crecuaraeee que 
Fe~ una funcion a1eator1a) cuya prop1~ a1~Lr1~uc1on o~ta 

altamente concen~raaa alreaeoor oe1 valor veraaaero ae ca> 
coneiaeraremoe eres caracterleticae eepeclficae ae ouenoe 
eetimaooree, los cuales rer1e;an este requer1mtento intuitivo. 

una variable aleatoria F" es un eest 1maaor imparcial ae Q zsl 
ECF"l •E). Existen mucnos eetime.aoree senCillOe imparculles para 
la media v ia varianza de alguna vartaDle aleatoria. El e3ttmaoor 

>e<x 1 ,x2 ,K3 , .•. Kn>•1/n~!'i 

es un escim~dor imparcial de la medí~ E>< 

Ec.i'l• ECt/n r. Kj) ... 
• 1/ni ECXiJ ... 
• e 1/n>ncEc><') 

• ECKJ 

E~to s 1gue de 

Puesto que \lar cx)eeta definida en t4!rm1nos ae EC:.XJ, el 
est11ndoor elegido para varc>CJdepenaera ae que sJ EC.)(]es conoctao 
~ m .'5er~ esttmaao. Si Ec)C)ee cono~tao, entoncee el eettmaaor 

ocx 1,x2 ,x 3 •... xn>•t/n~fxi-E >0 2 

sugiere e s1 mismo aeo1ao a la aeftntcton ae var >e, y el decir 
que o ee imparc1ai se eetao1ece fACilmente~ 

ECO)• E[.t/n~:xJ-EtJOf 

• 1/n-2 EtlXt-EtX>f' ... 
• 11n2 IEC:Xl 2J-2E~Xi)ECXJ+<E0<.) 2 1 ... 
• C1/n>nEcx2~-n<Ec>nf 

• varcx.:i 

Si EC>C~ no es conoc1aa, como ee el caso u~ua1mente, entonce& 
el estimador 

s 2 <x
1
,x

2
,x3 , .•• ><n> • 

es un estimador imparcial de varC.XJ. 

t/Cn-t>Í: CXi->C> 2 ... 
es ~~0es~~~~aorv~~~~Js!:~!e a~~il;:,;:~~~~~>en>c~~r~~~ :ro~e~:~ 
prooao111aaa acercanaoee a 1 como n -> - M&e formalmente, 
ocx 1 ,x2 ,>e3, ... xn> ee un eet1maoor consistente para <.:)si 

- 306 -



Lt•P\J'ocx,,x2 ,>e:5, ••• xn>-0J'<E I• t para t.ooae >o 
n ->-

La caractertetica oe consistencia refleja la sensación 
intuitiva ae que muestras m.t.s granaes oeoen ser mas confiables. 
Eeta sensación es matem•ttcamente justiftcaoa por uno de los mas 
importantes resultaoos oe la teoria de probabilidad. 

TEOREMA <Ley debCl ae los granae5 números>: >e ,X ,x , ... Xn ser•n 
var1abies aleatorias tnaepenatentes con <a> E~Xl~•3m, y Cb> var 

CXI)• q para 1 • t,2,3, ...• n. 

Si X eet• aetintaa como 

>C(X
1
,x

2
,x

3
, .•. xn> -

entonces para alguna E>O, 

Lllll P\"X-111/<E \ • t 
n-> .-

. 
t/n 'E.>U 

i:.l, 

una versión firme ae este teorema permtte que la condiCtón de 
varianza finita termine. una consecuencia inmeatata ae la ley ae 
lO:s t:;r: ... ·,.1es Nl"•m"'rl"I<;\ "!5 que X 1Jn e5t im.;it.Oor consl<:\tf'!nte ae la 
meaia ae alguna variable aleatoria. 

Un estimador imparcial varianza-mtl"'l1rr . .s es aquél cuya v.:irtanza 
es la mas peque"ª entre todos los e~~1maaores tmparctales, o 
quizá entre todos los estimadores imparciales oe cierto tipo. La 
varjanza pueae ser muchas veces constaeraaa como una meata ae la 
precisión ae un estimador. El valor m~~ peque"º ae ia varianza 
tiene mejores oportunidades de que el valor oe1 esttmaaor se 
aproxime a la propiedad que tU5te estima Ast, la vartanza más 
peque~a es una caracteristica aeseao1e ae un estímaaor. 

ESTADISTICA DESCRIPTIVA. 

Existen, ciases muy importantes ae alQoritmos cuyo único 
propósito es la descripción de los aatos actuales y la reaucción 
de las granaes cantidades ae aa~os. En estos algoritmos se 
e1 ....... entran la mayor parte ae los proceatmientos y métoao3 ae 
Estadistica. 

La estadlstica descriptiva se emplea para analizar un gran 
n~mero de datos por meato ae algunos par&metrt:•!5 cutaaaosamente 
eelecctonaaos, dichos par•metros aeben captar a~pectos Vitales ae 
los aatos Las aos estadtGttcas m"s usaaas para analizar un 
conjunto ae datos son la media y la aesvtactón estanoar. La 
primera tamot•n se llama media arit~ttca y es un va1or num•r1co 
en el cua1 tos valores de experimento 5e acercan <Tenaencta 
central>, y la segunda es una medjQa ae a1spers16n ~e los aatos 
a1reoeaor ae la meaia que toman como pun~o oe agrupación 
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La medio se define formalmente como 

A• <ixt>/n ... e u 

es decir. la sumatorio de toaos los elementos de la muestra 
d1Vidida entre el nómero de elementos¡ v l& desviacion es~•ndar 

como 

cr- i ()(l-J0 2 Jn (2) 
i:.l 

donde las Xt son los aatos y n es el número de datos. 

L~ medtana M es e1 valor menor que la mitad de ios pun~os de 
datos y mayor que la otra mitaa; es dectr, es un valor medio 
oasaao en e1 orden de magnitud. También existe la moda que es el 
valor oel elemento que aparece mas frecuentemente. 

Una forma de representar Qráftcamente el conjunto ae datos 
junto con su estaaistica aescripttva es trazando un ni3tograma, 
que 5e oo~tene particionando el rango de 105 datos en suDrangos 
de igual tamat'\o y trazando el n..:.mero de parl10ts~ o~ u..,.~ _ _.~·· .... uvu 
5ubrango Si en el experimento se tiene una gran mue:stra, se 
pL1eoe normalizar el nistograma dividiendo el nomero ae puntos en 
cacta sucrango para un tamano de mue5tra_ 

El Cálculo de la estddlstica descripti''ª 1ueqa un papel muy 
importante en el procesamiento de dato5, y el aesarro110 de 
,3lgor1tmos erictentes estable~ < in:ie115i':1.JC.S err.">rc!:> ve 
reovncseo) para su ca1cu10 es Vital 

Gi los datos son dados o representados tooos a 1a vez como una 
n-dup1a. las definiciones C1> y <2> se pueaen ver como algoritmos 
"naturales" <note que éstos son ejecutados en forma secuenc1a1>. 

St fijamos c. para el anAlisis de costo a cero y dejamos np 
ser el número de sumas <restas> de datos y nrn el número dP 
mult.1p11cac1ones <d1v1s1ones>, la compleJ ídad del algoritmo es: 

C<n> • w1< c.n-1 'cp•cm+<n .. <n-1 >+1 >Cp+<n+1 >Gm>+w2 nca 

• w1 c<3n-1>Cp•<n•2>CJn>+w2 ncs 

mas la complejidad de la operación de la raiz cuaarada. 

Por otra parte podemos reouc1.r ia comp1e]ídad ae este 
algoritmo notando que <2> pueae ser formulado Cjmv. 

2 
cr <~<>Cl-.-.f>JCn-1 > 

•":.1 

• <Cx1 2 - 2~~><• +i>4 2 >1cn-1> 
; : J. • :1 ~-:. .. '"' 

usando la formulación <3> podemos escribir un algoritmo, que 
ca1cu1a Q'"' y ..Ll concurrentemente. si se ocserva 10 anter lor e1 
t•rmino que domina el llmlte es: 
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,. r "9t/ .. ~ 
que ir1dica qu• •1 1 S..ni t• •• pl"'opot"cional • la auma dc.t l•• 
par-ci.ales. 

En ilmbo• •lgo,.itmos los t4',.minos. oen ,las sumas par"c:;iales. de la 
de•via•ión aat.t.ndar 11on po111d t ivos, pal"' o on el sugundo eaas 
t•t·minos s•r4t"'I mucho mAs grandes. La raz6n es obvia, dada que en 
Ql algoritmo •natural• la media S<ff sub~tt•ae primero de los datos, 

6.2.2 ALGORITl'l:JS PARA PROBABILIDAD 

En la actualidad •><ist• un gran número d• problemAs 
il'npot"tantes que envu•lven a.lg~n gr..,rlo d~ tn·~~rt idurnbr•, donde la-s 
cant idades de mayor inte,-4's no son p,-ed•~ibles de anttinla.no, · poro 
e-i<hiban una inhorat"'lt• aleatoriedad quq. cot"'l:Sidura alyún 
modelo útil. A los modelos que pertenecen a esta esp~cie se las 
lleot,Omina modelos de probabi 1 idad. 

04!'ntro del &rea del pt•ocesaniie1,to de datas y en el iarea de 
juegos, los mod•los d• probabilidad tienliin L1t"'la amplia aplicación 

.. u lución de dive1·so-s problemas, Nun1era:. ... - ¡..1r·ubler.1:-1.; 
requturen una mu••lr'a imparcial dflo •xac.tam~ntv " alemi.!lnlos 
$al&cc1onadoa de un conjunto da N elementos 1 par ejetllplo, si 
dt."l!.@>a ~!mular al tu..-no dot un jUlJ~\do..- ~n ur111 p11u"'tida d& pok.dr 
ton•ar una muostt"'a limitada de un conjunto de registros. 

La primer'• pt"'opoaición algo ingenua, para la cunatt"'ucción de" 
un proeedhni•nto de muestr"ea e• seleGcionat• cada t"egistro con 
1>rnbabilidad tl/'N. Est• m•todo tiene la carácteri•lica de que c:;ada 
el.a-m'<!nlt.· :.•> 1·•.!1:l1aza o ac&pta, é•t• pallóo deb• renlizaraa a traváa 
de todo •l ar-chivo de •l•••ntaa. Oesafortun&damente 1 este m4\todo 
t"ID yarant iza que! exactamente M elenu.tnto:1 ser•n s.,.lec~ionados. 

Para ver egto, det"ln11rt la:!. Vd.r"iables al"'atorld,.. par·a 
i-1.2.3 ••.• n 1 

>Ci ~ o 

Si el •1.-.nto i ••elegido. 

Si el el...-nto i no •• elegido. 

001,dG la función de probabilidad Cel nownbre completo de esta 
función•• el de: Función m••• de pr"obabilidad de una var·iabl• 
aleator"ia> para cada X, 

PCXl-0) • 1-NN 

PCXi•1 > • tll'N 
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ta~ Mt ~an ''~~jables at~atorias tnrlependjvnt~~ di&trlb1,ldA•, 
urlifonn41mente. Cad• una tititn• media"'" y varianza Ctt/N)(l
CfUN)). La variabl• al••to~i• 

denota los n.:un•ros de elelftentos oalegtdos d• alguna prueba. 

EntoncQs, 

Et>O • EOU> + ... + Et:Xn:J • HC""") • " 

y 

VarC>CJ; • Vart:X
1
') + ... + UarC><n~ 

• N("""') C 1-"/N) 

- "(1-PVN> 

Asl ul n~mero pr•>~edio dQ. el~mentu~ eleyido$ ·~~ "· y la gran 
di1er'3nG.ia o variación implica quo el númo.!ro o.!l.l.cnyirJo ·~n 

cualqui•r pr1..1eba puede ••r considerablement• 1nayor o menor que "· 

La :!legut1da proposición intuitiva para SQleccionar "enteros de 
una mueg;;tra de H elernentos es get"'IQ.rar repet1dar.1l:'nto núrnoros 
ent~ro_.. nleñlurios ha~ta que H diferentot> númerc,s que perl~neco:,.r, 

~· la muestra hayan aparecido .. 

Eate procedimiento puede s•r planteado algoritmtcamente como: 

ALtlDRJTftD TRVABAIN. 

Seleccionar una muestra imparcial d• nGimeros l(•H<•N del 
cor1junto d& enteros 1.2,3 •..• ,H. Los nGimeros e:,..,.,,..,..~ ~ ...... i .• - ~n 

i\rr~yln a& a ln1acer1arAt"'I <!n el arrti'glo SELECT. 

1) JNlG.l.HLlZA 
L :. O l La vari<'lble l es usada par·a grabar el n•:unero de 

el•1nentos seleccionados ha-sta ro!se mowie>t"'llo. \ 
Etiquetar todos los N enteros corno ·no seleccionadas". 

2) Mientras L < M 
BEGtN 

G~nerar un n.:.rne.-o al•atorio unifarmetnente dls.trib•,,Aido K 
Si K esta etiqu<e-tado cotno .. no 1utleccion•do .. 
BEOIN 

L ::. L + 1 
SELECT<L) : • K 
Etiqu•tar K como •sel•ccionado• 

ENO 
ENO 
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Aunque el algoritmo de TWVAOAXN •• lntuitivem•n~• atrayente v 
simple, ••t• puede ser rN.IV lento • in•,icieni•, deo1ao a que •• 
pu.da g•narar una gran catiaao ue n.:..mero~ a1•ator1oe entes d• que 
ocurra el lllQUiente entero 11 no ae1ecCionado 11 ., Rato se exp11oa 
an al a1gu1ente en•llala1 · 

sea P CN-L>IM la prooactlldad de Q•naraoion de un entero •no 
••1eccao,..CID• t,a, ••. ,N1 suponiendo que L enteros ya han Sldo 
rse1eco ionaaos. siendo q ._ t•p L. • &..IN la proDaD l 1 i dad da 
generac1•n·de uno de los L enteros prev1ament• aa1eoc1onndos. 

s1 M .ee 1a variable eleatorta lQua1 al namero de enteroa 
oeneradoa antes de que ocurra un entero •no s•1ecc1onado•, v ~1 

se supone que n enteros va nan e1ao ae1ecc1onaaoe 1 entonces 

PO<L • k) - "111.•1'"' 

' ' Asl obeervamoe que x~ t1ene una dl~tr1Duc1on oeom•trtca con ..., 
6()(~ -~ .. kq~·l. pi. • tlp&. 

At'lora, e.1 T ee una var1a1:>1e a1aator1e., 1oua1 al n.:.imaro c:Hl 
enteros generados, BI se1ecc1onomos M de ~ enteros, entonce~ ... , 
ECTI •1: EOCJ 

'"' ECT> • t • Nl'CN-t) • Nl<N-2) + Nl'<N-3) + , , , + Nl<N-CM-t)> 

aonda 

.. 
• Mr tl'k ... .,.,., 
• NCH w - H .... ~ 

.. 
• t: ''K ces e1 nóm~~~ d~ nM•~tmn ~~m6ntco>. 

·-· Por otra parte, se desea un elQOrltmo que oarantsce escoger 
ul\o.ctamente M elementos en toaa lo. prue1..1u., ·~LIP'l cuente tamoi•n con 
la car•cterlatica ae aceptaclónlrecnazo como en el paso 1 ael 
prun•r proc•a1m1ento aeacrlto. 

suponiendo que tratamos ae 1nepeccionar el elemento Ck•t>, y 
que q e1ementos va nan •ido ae1ecc1onadoe, la preounta ee ¿Qu• 
probabllldaa ser• USdda para aceptar a ... elemento? ooserve que 
1uc&aten C:~J r1'14nerais ae aecoger M-CI elementos ae los re!t&ntaa N• 
K. caaa manara ee con•,aere 'gua1mante procaDla, v áaoe ocurrir 
una s1 aatamo• ae1acclonancto aventua1mente M alamantoe. 
aimu.armente, al al ei.,,..nto CK•t• •• a1ea1ao, eMletan c::::i> 
manaras aa ••coger 91-4-t elemento• de loa M•l-t qua reatan. La• 
'ºrMA• para el•Qlr M aa N a11Mftentoa, tal qua q son alaglCIO• entre 
loa k pri~eroa sonr 
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( N-k-1 ) .-q 
-q-• 

( 
-¡;¡:¡--

) N-k 
M-q 

de esoe ellgl_r.emos a el elemento CIC+1>. 

• 
ALOORX1'M> SS C SELECCJ:ON DE UNA fllaJESTRA Dll>ARCXAL > • 

se1ecc1onar una muestra tmparctal de t <• • <• N elementos ae 
un conjunto de N elementos. 

1. K :•O; l 1natca que elemento ser• tnspecctonado 
q :•O¡ \denota el numero de elementos se1ecc1onaaos 

actue1mente t 
2. MIENTRAS q <m 

a)\Oenerar v un namero e1eator10 entre o y t 1 
e>¡ Prueba de aceptación o rechazo 

SI <n-K>V < <M-q> ENTONCES 
seiecctona K+t; 
q : • q + 1 i 

C) k :• k+1; 

A primera vista, no es del todo Cl6ro que el algoritmo SS 
stempre selecciona exactamente M elementos y que la muestra es 
imparcial, esto es, la procabtllded de aceptación usada en el 
paso 3 da a cada elemento una oportunidad tguai de adaptación. 

se presenten aos teoremas relacionados con este algoritmo. 

TEOREMA t. El aiooritmo ss seleccJona •elementos. 

PRUEBA: Claramente se ve que no mas de M elementos se e1egen, 
puesto que el algoritmo termina tan pronto como el M-6Sil'llO 
elemento se se1ecc101ia. 

en el paso b, se observa que si q elementos han sido 
seleccionados y q~c 3olamente ios M-q elementos restantes ser6n 
tnspecctonados, entonces todos los elementos restantes ser•n 
elegla.os. Asl, al menos M elementoe son selecctonaaoa. 

TEOREMJt. 2. El a1gorttmo SS se1ecctona caaa elemento ae una manera 
imparcus1. 

considere el elemento Ck-t>-•eU*> .. En cua1qu1er prueba la 
proDabtlldaa ae que aceptemos este elemento es 119-q),Cn-k>. aonae 
q ea el n~ro ae elementos ya se1ecctonaaos. El valor ae q ea 
una variable aleatoria que aepenae ae las selecctones ~ecrtas 
aurante las primeras~ inspecciones. 

Dado que, para alguna k,M y n, el valor promedio de CM-q>/Cn-
k) ee exactamente M/N, el algoritmo as es imparcial. 
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Otro m6todo par• s•l•eeiona~ " ént-ros d• M •$ el ~u• a 
eot"ltinuaeión •• prea•nta1 

AL80RJTftD SELECT 

Para a•l•cc.ionar \.ma mu••tra imparcial d• 1 <• M <• N •t,tero• 
del conjunto de •nt•ro• t • z .... • H. La• •nt••ºo• ••le-=;elanado11 
~•r&n almacenado• •n arr•glo SEl.RCT. 

1 , PARA i : • 1 HASTA n HACER 
ITEMCl) 1• 11 

2. ultiMo =• n 1 
1 :. 11 

3. MIENTRAS 1 <• f1 
a) G•n•r••· k 1 un nt:.im•ro •l•atol"'io •ntr• 1 y óltimol 
b> SELECTClJ :• lTEM<k>1 

1 : • l + 11 
c.) ITEM<k> :a JTEM <ultimo) 1 

ultimo 1. ultimo - 1 1 

Es í.Aeil probar qu• 411'1 &l§loritnH> SELECT •:a inipar•c.ial. Si piCk) 
de>t'HJta l• probabi'lidad de que •1 •nt1•.-.•• t-••l.a •• ••l8C.c.ioni111.dCJ 
on la :itu-rac.iót, k-6•t .. d•l algot"itmo SELECT. La pr•ob•bllidad pi 
de :s.•lec.cionar •1 ent•ro l ea1 

As1, 

.. 
pl•'(pl(k) .. , 

plCk) • CCH-1>/tOCCH-2>.l'CH-t>>CCH-:U.l'CH-2>> •• , 
( CN-CK-t> )/(H-l .. -2:),, e f;'CN-Or.-t,,, -"'" 

p&. - I: '"'" • ...,,.. ... 
Not• qua solamel"lte un t"lómeu·o fijo d• "•l"lt•t"o• al•atorlow 

g~nera a r if"I dtt sel•c.c.lot"lar M enteitro& d111t intaa obtqnidcu. d• N 
u•ando el •lgoritmo 9ELECT. D• h•Gho, la c.&n1.1dad de tr•l:J•!o 
requerido •s OCMttn 1 ••ta ea, el algat·ittn ... SEl..ECT •jll!fc.ut•t'4 1 

N+2 d•cl•r·acian•• d• áaignae16n d•l paaa 1 y 2. 
4" d•c.lat"acione• d• aa1gnac16n del paao 3. 
" g•t,•t"acio,,tt• d• n..:tin•f"o• •l•ato,-1os en •1 paao 3-l:J 

comparación con •l algoritmo SS •l c.ual •Je~utai 

2 d•claracion•• d• aaignac.ión en •1 paao t. 
N g~neracion•• d• nóm•t"o• aleatorio• •n el paao 2•A. 
H pru•b•• en el paao 2-b. 
3" d•clarac;ion•a d• aaignación . ..-. el paaa 3-b. 

incremento• •n el paso 3•c. 

Not• tambi4'n que el algor""itmo 9ELECT p..-oduc• una pet'tnUt•<fi6tt 
d• loa ent•roa 1.e.:1.4 •••• N cuando " • H, d• tal modo qY• •utt,enta 

total utilidad. 
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Loa O•n•r•dor-•• d• N..:.mot·o ... Aleato..-la .. acn• · ·.,!"', 1.-.-.J.c.iór. d•· 
l'l'IOdelos p..-1>b•bil lst icos muy hnportant• di.-ntro del f\raa U• Ju•go11, 
po,.. otl""o lado, para •ntender e•to nw~asari~ ••b•r lo 
aigut•nte: 

Las var·iablea aleatorias discretas. sot'l v.--.rtabl,¡¡_ &le&tori•• 
c.uyos r-angos son finitos o Gonjur'ltos cot'ltabl•Ps 1nfinitos. Poi"' lo 
tanto, las variables aleatol"'iaa cuyos rat"lgos son infinito• no 
contabl•• sien ll•madas v11.,..iAbl'!'s aleato..-ia:S c:.ot'llit"l1H\!I. ~unqu• 

muchMs aplicaciones el""'wr,\.•lt1a ll!itn la Ciencia d& la Ca1np•.flaci6n 
do Probabilidad, y Estadlstica U?JoUt'l 111olat1,~1"1l4' '"ariabl~• 

aleatorlas discretas, eHisten funcioniP.& de va•·iabl•s. aleatoriafl 
continuas muy important••: La fta'lCidn de densidad y 1• funeldn 
contt,...••~ 

Una v11.riable •lctatoria ><es contlnua si e>1lnte UnB func1•:."1 na 
n•ga\iV.fl, f(M)o defirdda la lit'l@& t"P.:\l q>l"ltPt"l\1 teniendrJ 1& 
propi~dad de que iai S algl'.1n cnnjunlo dr,. r·~.;s lo,r~, 

entonce'!>: 

PUC 8) • fhc)c:bc 

Er"I pñt t icular si S e;& la. l.lnea entera reAl, entone.•~, d••«;~U.Aé!. 

)( pueode tomar algún valor, 

1 • POC <--.->> •J.:'fhc>dM. 

Tambi6n, si Ses alyún intervalo ca. b) 

La Contrapart• de una 'l&riabl• aleatoria discr•l• con una 
dlstrib1..Acio.:u1 pr·obabl•"'9nt• igual es la Var·lable Al•ator1• 
Un1for.ne, Si )( es una va..-labl• al••toria, es probable que tome
algt:.in valor •n •l rango ca. 1lr y •u función der·~:idad debe ser· 

f'(M) • 
) .. 
1 o. 

•i o <• >e <• 1 

cl9 '! tra .arwra . 

Entone•s• por •j•mplo 

" 
P< 1.1'4 <• >C <• 3'4J • ('._1dJI • 3;'4 - 1/4 • ·~ 

'• 
p()( - t/2) - ly' 1dac - 1;2 - 1.1'2 - o 

'• 
En donde, el .:.iltlmo resultado 
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La probabilidad de que una variable al••toria Gontinu• 
igual a alg-:.n valor particular d• X en su rangci c.011l111u~ 

•iewipre O, no #C•>. Sin emba..-go, pod•Mo• ••lgna..
probabilidades finita• a una infinidad continua de valor••, ya 
qu. la-.._.- de toda• ••tas probabilid.ad•• deberla ser lnftnlta 
lno la unidad>. Ea nee•a•rio pen•ar cuidado••ment• acerca d• 
•sto. La diatribución uniforme en el intervalo co. 1> O (0• tl1 
<-•• 111,portante? Sl, ya qu,. ést& •• esuncialm1anta- la di•tr1bución 
simulada por los generadores de n~m•ro• aleatorio• 
computadora. Esto as, nOmero &lf!oatorio generado por '"'"'ª 
coll'lputa.dora es b.t.•icament• una mue~tra de una variable al••toria 
uniform~. 

El valor esperado y la va1·ianza de una var-iabl• ale.-toria 
continua es similar al de ut-.a variabl4' alf!'aloria discr•ta, Gor1 la 
excepción de que laG sumatorias 11on re"!-"1plazadas por integrales. 
---~l. 

E C)(") . • t: Mfhc)d>C. 

VAR C)(J • s.::.(x-E C')(J'J
2 

f(x)dK. 

Para u1-.a variablu aleatoria uniforme U •M"I "C.0, 1J, t~1-.an1oa 

E CU) • J-MfCx>dx • ['" xdM • x
2
/2 I~ • 1/Z. 

UARC:U}•5~=<><-EC><:J> 20fl><)d>C • r: <>< - 1.12>
2 

d>e a 1/12 

Otra distt"ibución Gor"lt it•ua de gr ar-. importancia e:& l• 
Di atribución Normal. L.a func:.iót"t den&ida.d par"<& una variable 
•l•atori~ ~ distribución norm-'11 cvr·· parAm•troa JA. y 

cr• •• t.a. dada por 

Esta e5 la famo~a 

Probabi l ldad- • 

FlG 6.52 

La cu•·va simétt·ica r•sp .... cto al valo..- , la cr• .. t• 
pronuncia.da par• valores pequ•.,P\os d• , y má:s ..,.Kti.:ar-.dida para 
valores grandes de . Unil distribuc.t•!>n 1•or_.1 can par•••tro·• 

lty .-1. •• d•notad& por HC~ r1 ... >. La di•tr·lbuclOr"I MCO, t> •:a ll•••d• 
Nor~al EstAndar. 
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Un nóm•ro aorprendent•M•nt• gt"and• de vat·iabl•• •leatorlaa 
tienen diatr-ibucian Normal y cer-ca de la Normal, Ad•WIA•r mucha• 
de esta• variables al•atori•• tienden a •xhiblr la propi•dad 
acumulativa, o aditiva, que son efectos d• otr-a• variable• 
aleatorias. T•óriG•m•nt•r ••t• •igue •un nómera d• imp~rtante• 

t@oreo"'ªs, colect tvament• conocido• Te-croma• de Llmi te 
Central. 

Extricta.mente hablando, •etas teoren1as afir·man que- una 
v•ric1ble all"!-atoria o m•jor dicho que la suma dQo mucha• variables 
aleatorias tienden a t•n•r una distribución normal. 

Ahora los 1;!11t iwiador~s )( y s
2 

puedet'\ ser' pr(<:1Sentad~s corr.o el 
estimador imparcial y el •stimaior cot'\sist@nte r11$pecti11a"1e-1;tl! do 
va1·ianza minima para P. y <r par·a alg•~n• variable ale<ttor-ia 
distribuida normalmente. En casos donda una 1J&riable al9atoria 
está pensada para reflejar 109 efectog aditivos ~e otras 
variable,;; aleatorias, una distribución normal cot'\ X y S Cbasndo 

ob,;;P-rvaciones estadtsticas) pulJ"de ,¡er un bven '!-&timador para 
la distrib1...ici6n entet'a no conocida de la vat"iablo oiJ-..-..lvt ld, 

Por c1>nsiyuiente, los glltn•~rll.dort?=s di!' '''~'"*ros aleatorio,.; .,.n Ut"ta 
c.on1putadora tratan d• funcionar como genorador•li de valor•s 
muestra.les do- una variable aleatori"' ..,.¡ 
intQ1·valo d• O 1. Por lo tanto, otras distribuciones de 
'lariables aleatorias pueden ser f.é.cilmente JSimuladaa. U$ando l!Sta 
distrib1...1Gi6n básica. As1 un algoritmo de genet·ar.:i•!tt'• de nó1MH·~s 

al•l'ator11J'5 u;lo.!t'\ta 1Jlegir un nl'.Amll'rO entre O y 1, lo!.l qu11>, la 
probdbilidad de que el t'\ú"1ero e!lté situado 4n .algú1-. :Subint.•!'rvalo 
particular del inten.•alo unidad igual a ln longitud del 
:Subinteorvalo particular. 

Unv de 10:11 1nedi~ ... "'"'canteas obv1: , tizar esto, usar 
ur'\a ruedl\ pa-rfectamente ba.lancvoada con circunfer_,ncil\ igual a la 
unidad, La 1·ueda hila bajo un"' fina aguja, y la lec.ture bajo la 
dguja SI!' con~id~ra ql ~iguiente número gener~do al~ator1am~nt~ 

E~;to da pie a i.ina pregunta ¿Por qué r10 constr'uit· tal dispositivo 
par-a el HARDWARE de 1a Cr:'!rrop•.ltadora7 l• razón por la cual la rueda 
de sortl!-o 1;0 "'°s usada &.ts que los nómGros alGatorios pu•d•n BGt" 
g~nerados m.1~ rápidan,ente, en forma e><acta y ba1·ata y ca:st tan 
'·'"''' J.dl.J.1.~, usat'\do ciertos algori tr11o:a si"1p.l.o.":5. 

Act1...1aln,et'\te estos algoritmos no generan r.•:.tn1P.ra9 aleatorios cot'\ 
la mi,¡¡ma incertibumbr• co"'º la rueda girat"ldo. Qq. h'l!cho, o-llo!-1 
usan oper.t.cior'\es aritméticas si"1ples para producir 
detet"minlsticamEH'\te una gecuet'\cia de ti\l1flero,¡ qv•.!' solaft"lent• 
parecen al~atorios, ya que pueden ser pt•edecidos ante• dH> ••r 
geti~rados. Sin embargo las gecuenci&s d• nómero:s alea.torios 
generados por estos algoritmos satisfacen pruebas estadlsticas 
sofisticadas dando ~stos la licencia d1i1 razonablt!'s (V•r 
Capitulo 11>. 

ALGUNAS APLJCACIDHES. 
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Como ya se nabla observado este subcap1tu10 est• enrocaao a 
temas pertenecientes a la Teorta de Prvoabilidad y Estadistlca. 
por consiguiente se deecribtr•n a cont1nuac1on y en forma oreve, 
algunas de las ap11cac1ones enrocadas al dlse~o y an•11s1s ae 
algoritmos de estas •reas; 

t. An&ll&la del functol'Mlllltento promedio oe un algoritmo. 

supóngase que se tiene un algoritmo optimo <algoritmo S> para 
tareas ae carácter sencillo dentro de la computación. sabemos que 
los factores importantes que aetermlnan el tiempo de ejecución 
del a1oorttmo son el número N <numero de tareas> y los tipos de 
tareas que esperan ser rea1izaaas. Si toaas la3 tareas son ae un 
tipo simple, el algoritmo s puede construir un proyecto en un 
tiempo O<N>. Sln embargo, si toaas las tareas son de un tipo 
~~:i~~cado, entonces el a1ooritmo s requiere un tiempo digamos 

Si por ejemplo, existen 12 diferentes tipos de tareas entre 
estos aos extremos, y existe tamoten un número grande ae tarea~ 

que contienen una mezcla ae vartos tipos. surge la siguiente 
pregunta ~Qu• tan bueno es el algoritmo? a fin ae responder esta 
preounta, se necesita saber qu• conjunto ae tareas amenazan, para 
que se aectaa qu• tan bien funciona el algoritmo en el caso 

~~~~~~~ºdeTo~;r0::~~0tm~l~~n!~ n~~~~!ªª~1 ª=e~~o~::o a~:~a!c':~ 
inaceptab1emente lento para ei s1stema operativo; por ejemplo, e1 
sistema completo podrla ;ncontrarse naciendo nada pero, ~5perando 

a que la subrutina OCN > se presente con un proyecto. si e1 
comportamiento ael peor caso no ocurre frecuentemente y e1 
comportamiento promedio de a1gor1tmo es digamos ocN >, pueae ser 
poslDle usar e1 a1gorttmo sen el ststema

4 
operativo. De otra 

manera, si el comportamiento promeaio es OCN >, se podrla Ob1ioar 
a usar un rápido y coalcioso aloorltmo neur1sttco, ~ue no pueoe 
garanttzar proyectos optimas. 

Este ejemplo, es representattvo ae un número ae importantes 
preguntas, que aparecen en el ana11sts de a1gorltmos. 

2. s1mu1ac1on. 

uno de ios usos mas importantes ae una computadora es proveer 
un vehtculo para la conducción de experimentos controlados en 
compltcaaos sistemas reales ae costo relativamente Dajo y sobre 
intervalos ae tiempo Dreves. Esto es hecho usanoo un algoritmo 
que moaeia y simula el sistema real. 

Esta es una t•cnica ae dise~o y an&lists ae último recurso ya 
que los moae1os ae simulac1on son oenera1mente usados para 
proDlenwss que est•n ma.s a11a ae nuestro poder analltico, porque 
comDlnan un gran tama~o e 1nsert1aumDre. Adem&s, Virtua1mente 
todos los modelos sertos ae simu1aci6n son proDabtllsticos. 

3. Eataa1s~1ca C0111PU~actona1. 
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La computadora es a menuc:ao u54aa para proce~ar y ana1izar la 
información eataa1stica. Los algoritmos aeDen eer dise~aaos y 
analizaaos para ejecutar c&1cu1oa estaaistico~ exacta y 
eficientemente. 

4. Algorltl90s para la tOflll!l cae deaicionea. 

La computadora se esta h8ctendo caaa vez mas popular en el 
mundo de los neQocios y en el gobierno como una ayuda en la toma 
de decisiones. easlcamente todos los probleme.s en esta •rea ae 
aplicaciones envuelven la toma de aeclstones bajo ineertidUmbre. 

uno ae los mAs prometedores m•toaos cuantitativos pera tratar 
con ta1e3 problema5 65 conoc1ao como la Teorla de deci~ton 

estadlstica eayeslana. oesarortunadamente, esta teorta esta en 
necesidad grave de un buen algoritmo computactonal, de hecho zu 
utilidad actualmente esta restringida sólo para problemas 
relativamente simples o sern.;111os. 

~. Generación ae n~ros aieatortos. 

Muchas de las aplicaciones precedentes ae probaDtliaaa y 
estadlsttca requieren de un modo ae tntroauc1r incertibumbre en 
1os datos. Si es pos101e, se quiere hacer esto por meato ae algún 
mecanismo interno en la computadora miema, evitando ast consumir 
tiempo y actiVidaa externa. El Oise~o y an~1is1s de buenos 
algoritmos para la generación ae números aieatorioe es un 
problema stgnirtcante. 
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CAPXTULO VXX 

EFICIENCIA DE LO& ALOQRITMOll. 

A~~ cuando lo mae importante ee que loe programae eean correctos, 
en la pr•ctica no queremos algan aioorttmo, de3eamoe ouenoe 
algorttmoe, pero ¿Qu• entendemos por bueno? ¿Cómo podemos 
comparar aoe a1goritmoe que realizan la misma tarea? El anAli3iS 
de a1gor1tmoe ee un area importante ae la Teórla de computactón 
que ee encarga de hacer tal comparación, definiendo para ello un 
conjunto de medtdae objetivas que pueden ap11caree a un 
a1oor1 tmo. 

Es lrr,,.. .............. ~ aeterm1nar CUilll de dos .~1goritmos requiere menoe 
trabajo para rea11zar una tarea part1cu1ar1 una primera 301uc16n 
es eenc111amente codificar loe a1goritmoe y luego comparar eus 
tiempo~ ~~ ejecución. El que tenqa e1 me3or tl~mpo ser• 
evidentemente el mejor a1gor1tmo ¿o no lo ee? S6lo ~e puede decir 
con ello que un programa. es mas eficiente que otro, pero eeto e~ 

en una computadora en particular. Por supuesto, podemos probar 
ios algoritmos sobre toda& la~ computadoras posibles, pero lo que 
ee desea ee una 111ti.J tda m.t.e general. 

Una segunda poelDllidad ee contar el namero ae 1netrucc1onee o 
sentenctae ejecutadas, sin embarQo. esta meal'aa varla con el 
lenguaje de programa.ci6n empleado. Para estandarizar de alguna 
forma esta medida. podr,amoe contar el namero ae paeoe de un 
oucle critico ae1 algoritmo. Si cada lteracl6n conlleva una 
cantidad con8tan~e de trabajo. eeta medida nos dar• un criterio 
con sentido de eficiencia. 

La eficiencia ee simplemente una cuest16n de pract.ICabl.lldad, 
sin emtl>orQo, es uno ae los aspectos m•e lmportantee,· ya i:t•.Je se 
refiere a la velocidad ae ejecución del programa, a su uso de loe 
recursos a~i sistema o a amoas coeas. tos recursos del etstema 
incluyen la Memoria RAM. e1 espacio en disco, e1 papel oe 
tmpresora v D•stcamente cualquier cosa que se pueda emplear y se 
pueaa dletrlbUir 

Hay que tener presente que la ettctenc1a de un programa, es 
a100 subjettvo que depende de cada Situación. 

otra consideracl.On en 10 que concierne a la eficiencia ee que 
generalmente a1 optimizar un aspecto del proorema se oegraaa el 
otro. Por ejemplo, el nacer que un proarama se eiecute mas 
r&p1ao. puede implicar ei uso de mayor codlgo, o e1 hacer un uso 
m•e etlctente ae un disco compactanao 1oa aatoe, puede implicar 
el dlsm1nu1r la Velocidad ae acceso a este dtspostttvo. 
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Los disef"laaores y planeadores ae sistemas para mextmtzar su 
propia eftctencJa, deben conocer un buen número ae t•cntcas de 
an•li3ts y disef"lo de algoritmos, y reco11ocer la~ ventajas y 
desventajas de caaa una ae ella·e, ae tal manera, que cuonao se 
presente la necesidad ae eu emp1eo, pueaan eumtn1~trar aque11a 
que sea la m•s apropiada para una situacion. en particular. 

7. 1 CCM1LEJIDAD DE UN ALOORJ:TMO. 

Tan pronto como se tiene un a1gor1tmo es necesario realizar un 
análisis ae •ste, con la tntencton de mejorerlo si ee posible, o 
para determinar st es el optimo entre los a:-~-~1n1es p~ra 

resolver un problema daao. 

Algunos de los crtterto!S em1:nee.dos para analtza.r un algoritmo 
son: 

1 > F'UNCIOHAMIENTO CORRECTO. 

El saber ~J un algoritmo es correcto o no, e'"'I ~1 pr•-···· tipo de 
en&lis'ts que podemos realizar; antes de determinar cuando un 
a.1gorttmo es correcto, se aet>e tener claro qué s1griHlca c:sa 
palabra; 5e dice que un algoritmo cumple 'eta cona1c1on si cuonao 
se da una entraaa v•11aa, e!Sta se procese en una cantaaaa finita 
ae tiempo y proaUce una respuesta. En e5te proceso exl~ten doe 
aspectos impartantes: 

a> Mi6todo de soiución ael. problena. 

Establecer que el m•toao y10 ias formulas empleadas sean 
cvrrectos requtere una secuencia grande de lemas y teoremas 
acerca ae los elementos con los que trabaja el aloorttmo 
e por ejemplo: gr&f'tcas, permutaciones, matrices>. 

b> secuencia ae instrucciones para oDtener una sa1tcsa. 

Si un algoritmo es pequef"lo e informal, o~nera1mente se 
emplean signiftcaaos ae autoconvencimiento tlas parte!S ael 
programa hacen lo que nosotros aeseamos que hagan>. En este 
caso basta con checar algunos aetalles cu1aaaosemente y 
probar el algoritmo con peq1..aei'1·:s ~ j 1'mplo:s, teniendo 
presente que nada de esto prueba que el algoritmo es 
correcto, en forma. v•ltd4. Estas t•cnicas tnforma1es 
pueaen ser suficientes para determtnaaos procesoo, no aat 
para programas grandes y comp1ejos. 

El probar que un programa grande sea correcto puede 
factlltarse si •ste se atvtae en segmentos, y se aemuestra 
que cada segmento realiza su trabajo en forma correcta. 
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Una de las tecnacas mao empie~~d6 pdrd µruauu~ 1 ,~u1v~g~ 
funcionamiento correcto, es ia inducción matem•ttca, que se 
emplea para demostrar que tos ctclos en un a1oor1tmo rea11zan lo 
que intentan hacer; para cada Ciclo se establecen condiciones y 
relactonee que se cree, son satisfec~4s por la& variables y 
estructuras de datos empleadas, entonces ee verifica que esas 
condtctones son V&11dae en el nómero ae pasos a traves del ciclo. 
Los aetallea de la prueba requieren seguir con culdaao las 
instrucciones en el a1gor1tmo. 

En ;eneral, el saber si un a1oor1tmo es correcto o no, es 
dado por e1 propio algoritmo y se lleve a cabo verificando si la 
lógica, la implementación y lee tttcntcas metem&tica·s que emplea 
son las adecuadas. 

2> SXMPLICJ:DAD. 

otro l1p.:.. ae ana11s1s es la simp11c1da.11 del a1gorttni~. -,¡n 
emoargo, •s~e no es mejor camino ya que puede implicar muc~o 

tiempo y espacio computable, pero es una caractertsttca deseable. 

3) CANTIDAD DE TRABAJO EMPLEADO. 

La cantidad de tiempo usado por la computaaora no se encuentra 
en función del trabajo empleado, éste es la ertr.tencta del mtttodo 
usado por un algoritmv l11•.h:1f.Jendlente, no eo10 ae la compuLcaoora, 
el lenguaje ae programación o el programador; sino tambittn de 
muchos deta11es de 1mp1ementac1on, o de la contabilidad de 
operaciones tales como tnGrementos ae los lno1ces, calculo de los 
arreo1os indexados o co1ocacion de lüS ccntaaores en los 
estructuras de catos. 

La canttaaa de trabajo no puede ser descrita por un sólo 
nómero, porque el número de operaciones D&sicas, no es el mismo 
psra todas las entradas. Es importante rea11zar la observacJón 
que aan si nosotros consideramos sólo entraaas ae un tama~o, el 
nom,,ro de operact.ones desarrol l-3das por un a1oor t tmo puede 
depenaer ae una entraoa. en particular. 

Dada ia lmplementac i6n ae1 algor 1 tmo en un lenguaje, es 
posiDle identificar toaos los operandos defintaos como variables 
o conq~D-·~· stm11armente 1 es tamblttn posible taentlflcar todos 
los operaaores aeflntaos como slmboloe o combinaciones de 
slmboloe que afecta e1 valor u orden ae una operación. 

una vez tdentiftcaaoe loe operandos y operadores ~e puede 
definir un namero contacie de elementos que se presentan en una 
versión de un algoritmo. 

Las propiedades de cada expresión de un algoritmo que es capaz 
oe eer contablllzadE o meaido incluye lo siguiente: 

"t nómero de operadore8 ai&tintos que aparecen en 
ia tmp1ementac1ón. 
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"2 ni:.mero ae opere.naos diferentes que aparecen en 
la 1mp1emente.ct.on. 

"• lJ91óf\ total de los operaaoree que tiparai:l!n en 
la imp1ementac1on. 

Ne uso total de los opere.nao is que aparecen en 
la 1mp1ementac1on. f,,, namero de ocurrencia ae1 j-éslmo operador. 

f"' m~mero de ocurrencia Clel j-ésimo operando. 

Por lo tanto, e1 vocabulario n ~ueaa definido como n • n
1 

+ n 2 Y 
la longitud ae la 1mp1antac1on N • N1 + N2 . 

Donde 

--> N -i.-C 1
.tij 

u.1 j,1. 

ll > MEMOAI" USM>A. 

un programa, requiere espacto de memoria para las 
tnetrucctones, las constantes usadas y ios datos ae entrada¡ 
te.moten usa eispacto para manipular ios datos que pueaen ser 
rcprc~entaao~ en atsttntas formas, algunas ae ellas requieren mas 
espacio que otras, por io que su e1ecct6n y mantpu1ac1on adecuada 
pueae marcar ia diferencia entre a1gor1tmo3 que realizan la misma 
función. 

Eetos son solo algunos de los cr1ter1os que en un momento oado 
son v4lldos para analizar un algoritmo; pero el criterio 
primordial y ae mayor tmpor~. ~1a es el aei an•11s1s del tiempo y 
espacio requerido por un programa conocido con el nombre ae 
COMPLEJXDAD COMPUTACXONAL. 

7. 1.l Definición del t6rmino COMPLEJIDAD. 

N. Klaus Wirth en el liDro ALODAXTt..a DATA STRUCTURES 
PAOORAMS, define la complejidad o costo de un algoritmo como una 
función FCn>, que pueae indicer el tiempo o 1a cantidad de 
memor i_a requerida al ejecutarse el algvr J. tmo corresponcuente a un 
problema de tama"o n; en otras palabras ee un t•rmtno emp1eaao 
para estimar el poaer computacional requertao para resolver un 
problema. Les axiomas empleados para ~~1cu1ar1a se basan ya sea 
en el número ae instrucciones ejecutadas <operaciones arltm•ttcas 
o lOgtcas>, o en la canttaaa ae bits empleados en el 
a1macen4mtento del programa; por ejemplo, 

- El número de comparaciones en un algoritmo ae ordenamiento, 

- El número de multlpllcactones y sumas requeridas para 
evaluar • m pol t nom t r. 
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De ahi que la obtención de 1a comp1e3ldad &mp1ique •1 conocer 
1oe 1lmitea eKtremos ae 1•• entraaae para un alQorttmo1 al para 
un tama"o aaao oe considera a 1a compleSidad m&Kima soore toda~ 
1aa entrad•• de ••• tamario, •• denomina COlllP1•j &daCI d•1 peor 
aa.o, pero at ee toma a la compl.1~ ldadl promea10, entoncaa ee 
11amaoa ~1•llCS84 ••perac111. 

La complejidad eaperaaa de un algoritmo es m•s dificil de 
ca1cu1ar, ya que.e• aabe realizar una auposlción proDaDlllst1ca 
respecto a la dietribUcion de 1as entradas. 

7,t.e Efic&•nc&a da1 t&8ftlPO de esecuc1on de 10• a1gor&tlft0a, 

una forma ae ca1cu1ar la eficiencia del tiempo oe e1ecuc16n de 
un algoritmo es programarlo y meolr el ttempo que tarda eea 
versión en partJou1ar, en una computadora e:spaclfloa para un 
con,unto ee1ecc1onaao ae entradas. Aunque este enroque ea popu1ar 
y atil, presenta eiounos proDlemas ya que ioz ttempo~ ~~ 

e'ecucton no eo10 dependen del alQOrltmo ba&e, eino tamcl•n a~l 
con,unto de Lnetruccionee de la computadora, de la callada ael 
compilador y la aeetreza del programador. 

Pari5 auperar estos l nconven 1entee, los expertos en computac 1611 
han adoptado la complejidad de tiempo asintótica como una medida 
fundamental dl'!l rendimiento de un a1gor1tmo, ªª' ei t6rm1no 
etlcienola se referir& a eesta medida, y en eepec1a1, a la 
comp1ej ldad del t¡empo en el peor caso 

Le. eflclencla o comple,ldad en el peor caso de un algoritmo e!I 
O(f<n>> eren, para at>revlar> que ee la func1on de n que aa el 
~J(imo, en todas las entraaas ae longttua n dl!l nl!tmero ae pasoe 
aedos por e1 a1gor&tmo en eeae entraaaa. En otras palabras, 
existe a1guna constante e ta1 que para una n eu,1c1entemente 
grande, aren> e• una cota euperior ae1 n~mero ae p~soe aaaoa por 
el al.gorttmo con cua1quuH 0111.rd.da de longitud n. 

Si se afirma que 1a eftclencla de un aloorttmo dado es t<n>, 
eK&Ste la tmpllcacton ae que l.a eficiencia tamot•n e!I OMEOA<f<n» 
de tal. forma que. f<n> ee la runcton de crecimiento m•s ienta de n 
que acota el tiempo de ejecución en e1 peor caso por arriba. Sin 
emDargo, este altlmo requisito no ee parte ae ia definicton ae 
OCf'<n> >, y a1guna11 veces no es poetDUI asegurar que ee tenga la 
cota da oree imll~nto super tor m•e lenta. 

La· aertnlctón daaa de eftcLencta ignora factores constantes en 
el tlempo.ae ejecucton y 8Kietan varias razones para e1101 

t> cado que la mayorla ae los a1gorttmoe eet•n eecrltos en 
1enQU•l•• de a1to nivel, ee deben aescriDlr en runcton ae 
pasoe que emplean una cant tdad constante ae t lempo cuando 
se traducen a1 l•nQua,• a• maquina d• cualquier 
computaaora, stn embargo, •1 tiempo eKacto qua requiere un 
paso aepend• no ao10 del paso mismo, sino .a1 proceso ae 
traduccton y· del conjunto ae instrucctonee de le 
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~quina .. Asl intentar tener mlt.e precisión al decir que el 
tiempo ae· ejecUción de un a1gorttmo e-s ae1 orden r<n> 
poaria s1gnJftcar inducir al usudrto en detalles ae 
m&qutnas especificas y s61o seria aplicab1e a esas 
m.tiquinae. 

2> Hay que tener presente que mAs que los factores constantes,. 
la complejidad asintótica determina para qu• tdmano ae 
entradas puede usarse el algoritmo para producir soluciones 
en una computadora. 

Sin embargo, es conveniente desvtarse de esta noción de 
eficiencia en el peor caso, cuando se conoce la distribución 
esperada ae las entradas ae un algoritmo. En esta sttuact6n, el 
-'! ... --.~ists del caso promedio puede ser mas significatt\10 que el 

·análisis del peor caso, por ejemplo, cuanao toaas las 
permutaciones de un conjunto ae datos a ordenar tienen la misma 
probaOtlidad de presentarse como entradas, conveniente 
._,1.al1.:or ld .:.Jo::..: ... ción ael dl901·1trn~·· t.r. t::l ·~üso promedio 

7.1.3 Notación asintótica co oranae y OMEGA oranae>. 

Para hacer referencia a la velocidad de crecimiento ios 
vaiores de una runclon ee usara 1a notación conocida como 
nota~ton astntótioa (0 Grande>. Por ejempl~, decir que ei tiempo 
.:ie t:Jecucton T<n> de un pn>gramu e~ O<n > <O Gnindc a-a n a.l. 
cuadrado o a61o o ae n cuadrada>, 5¡gniflca que existen 
constantes enteras po5it1vas e y ~o taiee que para n mayor o 
1gua1 a n0 • 5e tiene que T<n> <• en . 

Dado que toaae las funciones ael tiempo ae ejeoución eetan 
definidas en loe eñteros no negativos, su3 valores son siempre no 
negativos, pero no ne cesar tamente enteros, entonces se dice que 
T<n> es O<f<n>> ei existen constantes positivas e y n 0 tales que 

~~~~r~;a c:~n> O<~~~~~~ ne~- d~18~ 6 ~u: 1 ~ !~~~v p~~g~~~~uc ~~~n~e una 
velocidad de crecimiento ae f<n>. 

cuanao se otee que T<n> es O<fCn>>, f<n> es una cota superior 
para 1a ve1octaaa de crecimiento de TCn>. Para especificar su 
cota supertor se emplea la notación OflllEOAcgCn>> <Cla!EOA Granda de 
gen> u CWEGA de gen>>. lo cua1 significa que existe una constante 
e tal que T<n> >• egcn> para un número tnftnlto ae va1ores de n. 

En estas aos notactones empleadas existe una asimetrla que es 
útil, ya que muchas veces.un a1~oritmo ea r•p1ao para muchas 
entraaas pero no con toaas .. Por ejemplo, existen algoritmos 
rapidos para entraaae de longitud prima, no aal para .entradas ae 
longitud par. ae moao que no es posible ootener una ouena cota 
inferior que sea vélida para toda n >• o. 
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? . t .4 ¿Cdlm ,...cur •1 ttl!llllPO da ejecución ae un prOQrama? 

oesatortunaaamente no es ráctl medir el tiempo de ejeeucJón de 
un programa va que •ste depende ae diferentes factoree1 · 

1> oatos de entraaa a1 programa. 

2> calidad del código generado por el compilador empleaao para 
crear el programa objeto. 

3> Naturaleza y rapldez de las 1nstrucc1onee de maquina empleadas 
en la ejecución del programe, 

4> complejidad de tiempo ael algoritmo baee del programa. 

El hecho de que el tiempo de ejecución dependa de loe datos de 
entre.da, 1na1ca que debe detinlree como une. runclOn ae lo 
entrada. Pero con frecuencia el tiempo 1~ ejccu~i6n no depende de 
la entrada exacta, sino eo10 de t5U tama,,o por 10 que f5f\ 
acostumDra aenom1nar T(n> ai tiempo ae ejecución de un programa 
con una enrr~aa de tama"o n. 

Para muchos programas, el tiempo ae ejecución, ee en realidad 
una runcton ae la entrada especifica. y no Bólo del tama~o de 
ella; en este e.-ia:n T(n> ese aet1ne como e1 tiempo ae ejecuct6n 
ae1 peor caeo, es aectr, ei maxlmo valor ael tiempo de ejecución 
para entradas de tame.,,o n. Tamtaen suele consideraree Tpronun>, 
que es el va1or meato del tiempo ae e3ecucton ae todnl5 las 
entradas de tamafllo n, al!ln cuanao esta mea1aa parece mas 
razonaDle, es ~nga~oso suponer que toaae 1as entradas son 
igualmente probables. En l~ pr6cttca 1 cesi 3lempre es mas diflcll 
determinar el tiempo de ejecucJdn promea10 que el ae1 peor caso, 
ya que la noción ae entre.da "pro11111uuo• pueae carecer de un 
ssgnlí!cado claro. 

st se mide el tiempo en runcJ.on a eu tmp1ementact6n y se 
especifica el lenguaje y 1a maquina a emplear, es neceearto 
conocer las instrucciones exactas ejecutadas por el nardware y el 
tiempo requeriao para caaa 1nstrucc1on, adema~. no ee posible 
expresar T<n> en unidades estándar ae tiempo y lae ooservactonee 
rea11zaaas se limitaran a expreatonee como ••1 ti91RPO a. 
ejecuc1on de ta1 a1gor1tno ••y•, sin especificar le constante ae 
proporcionalidad. 

7.,.s Regias genera1es de an&llaJs en re1ac&6n a1 tiempo a. 
e:1ecuc1on. 

El tiempo ae ejecución ae una propoetc1on o un grupo de e11as 
puecie tener como parametroa e1 tamaf"lo de la entraaa, una o mas 
variables, o amc>aa cosaa, pero el ~nico parMnetro permia101e para 
ca1cu1ar e1 titlfftPO da 9jecuci6n ·ael pr09rema cornp1eto •• •1 
tamafto ae 1a entrada n. En base a es to loe t l empoa cie e j ecuo l on 
ae una propoeición son: 
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- PAOPOSICJ:OH DE ASXONACJ:ON • DE LECTURA O E&CltITURA: 

Por lo com~n el tiempo de ejecución empleado por estas 
proposiciones puede tomarse como 0(1>, pero hay que tener 
presente que existen lenguajes como PL/r. aonde una asignación 
puede implicar matrices aroitrarJamente grandes o lenguajes como 
PASCAL que permiten llame.das a functones en las proposiciones ae 
astgnactón. 

- SECUENCIA DE PROPOSICJ:Of4E&: 

se determina por la regla ae la suma. El tiempo ae ejecución 
ae una secuencia de proposJctones, dentro de un factor constante, 
es el ma.x1mo tiempo ae la ejecución ae una proposición de la 
secuencia. 

- PROPOSICION CONDICiONAL: 

El tiempo de ejecución de una proposición condicional <IF> es 
el costo ae las prcpostctone~ ~··n ~" n•~rl1r~n ~ona·rj~n~l~onte, 

más el tiempo para evaluar la conaictón que por lo general es 
O(f), 

El tiempo para ur1a ._unstrucctón \..CF-THEN-ELSE> es la suma del 
tiempo requertao para evaluar la condición mas el mayor entre los 
tiempos necesarios para ejecutar las proposiciones cuanao la 
condtcJón e~ verdadera y el tiempo de ejecución ae las 
propos1c1ones cuando la ejecución e3 ra13a 

- CJ:CLO: 

El tiempo para ejecutar un ctc10 e3 la sume, sobre todas las 
Jteractones del cJclo, del tiempo ae ejecución ae1 cuerpo y del 
tiempo emp1eado para evaluar la conatcJón de termtnact6n <e3te 
Gi1 t tmo sue1e ser O< 1 > >. A menudo este t 1empo <desprec tando 
fdctorcs con~~antes> es el producto ae1 numero de tteractones ae1 
c1c10 y el mayor tiempo posible para una ejecución del cuerpo, 
pero por sei;:..·· i.ddd, oebe constaerarse cada 1 teraclón pcr 
separado. Por lo común ese conoce con certeza el namero de 
iteraciones, pero en ocastones no es postble determtnarlo con 
prectston. rncluso puede ocurrir que un programa rio sea un 
a1gorttmo y no exista un límite a1 ni:.imero de Jteractones ae 
ciertos ciclos. 

- PROCEDJ:MJ:ENTOS: 

se evalúan como un programa tnaepenatente, Si realiza 
llame.das, primero aeb8 evaluarse el tiempo de ejecución ae los 
proceatmtentos que llama. 

Si hay proceaimientoe recurs1vos, no ee posible ordenar 
evaluaciones ae modo que caaa uno utilice solo eetimaciones ya 
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realizaaas. Lo que se hace es asociar una funcion oe tiempo 
aeaconociao Ten>, donae n m1ae •1 tamafto ae 1oa ar.QUMentoe ae1 
proce~imiento. Luego se puedo obtener una recurrenc1a pare T<n>, 
es aectr, una ecuac1on·para T(n> en ,unciOn ae T<k> para vario• 
va1orea ae k. 

E~emp101 

sea e1 programa recursivo para ca1cu1ar n1 

,, 
e> 

ll> 

FUNCTION FACTORIAL Cn1 INTEOER>1 INTEOER; 
BEOIN 

ENDJ 

IF' .n <• 1 THEN 
FACT : • 1 

El.SE 
FACT :• n * FACTORIAL<n-1> 

una medida de tama~o apropiado para eeta tuncl6n 8S 01 valor 
den. Sea T<n> el tiempo de ejecución pe.re FACTORIALCn>. El 
tiempo d~ ~~~euct6n pere ie~ propostcton~~ 1 v 2 ee 0(11 y para 
la 3 es OC1> + T<n-1>; por tanto para ciertas conetan~u~ e y a1 

1 e+ T<n-11 
T<n> • 

d 

Si n > 

at n <• 1 

suponiendo que n > e, se puede aeearro11ar TCn-1>, ootentenao1 

T<n> •e+ T<n-t> 

T<n-1> •e+ TCn-2> 

por lo ten to: 

TCn> • 2c + T<n-2> al n > 2. 

Asl pues, es ~slble reemplazar T<n-1> con e+ TCn-2> en la 
ecuac1on T<n> • e+ Tcn-1>. oe8pues se puede aesArro11ar T<n-e> 
con lo que se obtiene T<n> • ac Tcn-3> s1 n > 3 y as1 
suces1vamente. 

En oenera11 

T4n> • 1ac + T<n-1> al n > 1 

por Q1tlmo cuando l • n-1 se oDttene 

Ten> • ccn-1> • ~C1> • ccn-1> • d. 

Po.r 10 que se conc1uve. que Ten> ea ocn>. 
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Es. importante obeervar que ee ha eupue:sto que la mu1tip11cacton 
de dos enteroe ee una opereci6n de tiempo oc1>. 

- PROPOBICIOH DE TRANBFEAENCIA INCONDICIONAL DE CONTROL COO 10> a 

Las propoeic&onee oo To nacen mae complejo el egrupanuento 
lógico de las eenteciae de un programa¡ por lo que se recomtenaa 
e1 no empleariae; eln embargo, exleten lenguaje& de programación 
<PASCAL> que carecen ae propoe&clones para ea11r de un ciclo o 
terminarlo en forma anormal C8AEAK o COHTINUE>, por lo que con 
frecuencia se utiliza 00 TO para eetos flnee. 

SI el 00 TO treneftere el control a una propoe1c1on que se 
Ojecutar• deepu•e de terminado el ciclo podemos euponer que nunca 
ee efectuara y preeuponer_que el c1c10 ee ejecutara por completo; 
pero el ee preeenter• un oc TO que tranefl~~~ ~, control a código 
ejecutado con anterioridad, no eerta posiole ignorarlo, ya que 
eae oo TO podrla crear un ciclo que consumiera la m~yor porte de1 
tiempo de ejecución. 

- SEl.cc>PROORAMA : 

Si ee conoce la velocidad de crecimiento del t ... ,· ·-l!"JCe8ario 
pard ejecutar proposiciones lnforma1ee en espat'lol,. ee poetble 
ona11zar eeudoprogramas, como el fueran programa• roa1ee. Sin 
emodrgo, muchas veces no se conoce el tiempo que demoraran las 
partes no completamente termlnadas de un ~eudoprogroma. Por io 
que para poder analizar eeuaoprogramae que contienen 
proposiciones en algOn lengua'e de programacl6n y llamadas a 
proceaimlentoe a~n no aplicado~. se ca1cu1a e1 tiempo a8 
ejecución como una func1on de los tiempos de e'ecucton no 
especiftcadoe de ·eeoe proceqlmientoe. Hay que tener presente que, 
el tiempo de ejecuc1u .. Cie un procea1m1énto obtiene eue par&metro~ 
mediante e1 tamat'lo ae su argumento co argumentos>, y asl como 
sucede con el tamat'lo ae la entrada, la medida apropiada para el 
tdma~o de un aroumento es decisión de ~uten nace et an4lt~l~ del 
problema. 

7.1.6 ca1cu10 de1 tienpo ae ejecuci&n ae un proarame.. 

El calcular e1. ~1empo de ejecución ae un programa arbitrario 
co una aproxunactón a un factor conetante) pueae eer un problema 
matemAtico comp1ejo, pero en la practica suele ser sencillo st se 
ap11can algunoe principios b•stcoe, para lo cual ee necesario 
eaoer sumar y multiplicar en notac1on oeintoti:"." 

REOLA DE LA Sl.MA. 

supóngase que T <n> v ~ <n> son ioe tiempos de ejecución ae 
dos rragmentos de loa progrl,;,;;s P,\ y P2 , y que T¡<n> es OCfln>> y 

!,!~~c~:n ~~gc~>>~eg~~~~nc~: PT!' ~ e:·aT•~~:..X,:cn)~~cn!~~~poPa~: 
eaoer porqu•, o3e•rveee que pa'a algunas conetantee et• c

1
. n1 v 

n 2 , si n >• n 1 , entonces ~,en> <• c 1rcn>. y si n >• "• ntoncea 
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T2 cn1 <• e gen>. sea "a• n1AK<n 1 , n2 >. s1 n >• n 0 entoncee 
T,cn1•T2cn12c. c,,cn1+cf en>. D• eeto ~e conciuye que el n >• n0 , 
entonces Tt<n> + Tf<n> • cc1+c•> "'6X <ten>, gen>>. por 10 tan~o 
T 1 cn> +.T

2
cn> es o MAXCf'<n>,9cn1>. 

En general, e1 tiempo de eiecuc1ón de una secuencia fija de 
pasos, aentro ae un tactor constante, es 1gua1 a1 tiempo ae 
e1ecucl6n ae1 paso con mayor tiempo ae .e1ecuc1on. En raras 
ocasiones dos pasos pueden tener ttempoa ae ejecución 
1nconmenaurab1ea cn1nouno es mayor que el otro, n1 son tgua1es> 
por ejemplo: 

· 1 n• 
SI n ea par -~ 

n• SI n es par 
fCO) gen> 

ne SI n ea u11par n"" SI n es '""""r 

En t"3.lee casos, 1a regla ae la suma se ap11ca directamente: 

OC ..... KCfCn> ,gin)) 1 ~ 
1 

REGLA CEL PROOUCTO. 

Ejemploi 

Si tenemos e1 siguiente programa: 

::.1 n es par 

si nea impar 

PROCEOURE BURBUJA C VAR A: ARRA Y t N .::lF Tp.¡TFnER) ¡ 

'Procealmlento que oraena ei vector ae menor a mayor\ 
VAR x. J, Temp: XNTEGER; 
BEGXN 

FOfl 

END; 

X:•1TOn-100 
FOR J1•n DOWNTO X+1 DO 

XF AC.J-1l > AC.J:S THEN 
BEGTN 

ENO; 

Temp 
ACJ-1:1 
ACJ::J 

ACJ-1;J; 
Ac.J:J; 
Temp; 

E1 n~mero n de e1ernentos que se van oraenar ea 1a medida 
aproptaaa ae1 tamn~o de entraaa. xndepena1entemente dD1 tamaftO ae 
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1a entrada cada propos i e i ón toma el er t• 
t&empo, sea un tiempo OCt)J por regla a• 
ejecución comaunado ae f9et• grupo 
OCM&XCt,t,t)) • OCt). 

cantidad con•tante 
la auma, al tiampo 

de proposiciones 

<19 

"" •• 
En cuanto • la proporución IP", la prueba d• la condici4n 

requiere un tiempo oct>, no ee sabe el eeta propoa1cl6n •• 
e)ecutara, pero aaao que ee busca el tiempo ae1 peor caeo, eeto 
es. que ee e'ecute. Este orupo de tnetrucciones requiere un 
tiempo oc 'I >. 

El tlempo de e'eouct.on total de un c1c10 re~Ulta de eumar, en 
caaa tteractón, los tiempos empleados en e~ecutar &1 cuerpo dol 
ctc10 en esa lterac&on. En caaa lteracton ee acumula al menod 
O<•> ya que el tnatce eufre un incremento o aecremento para 
ver i f Jcar aospu6s sJ se alcanzo el 1 ¡mJ te o se cont 1 ni:.a 
eiecutanao el clclo. 

Para el ciclo Interno el cuerpo tarda un t1~mpo OC1) en cada 
lteracttlin, como,.., ''." 1•.o;:-a.ctr\",,,.~ "5 n-l 1'1'r rei;110. ":!el 
producto el totAl de tJcmpo tnverttdo en e:;stl:! ctclo ee 
occn-l>•1>, o sea ocn-iJ, 

Cado q~~ d1 •:lelo e~~"~~~ ~u ejecute n-1 vece&. el ~l~mpo ~a 

e'ecuclón del programa tiene como cota super1or una con~tante 
mu1 t l pl tcaaa por 1 

;:"cn-t> • ncn-t>/2 • n2 /2 -n1e 
it.L 

que es o<nª>. por tanto para ejecutar ese programa se requiere un 
tiempo proporctona1 a1 cuadrado del namero de elementos quo ee 
aesean ordenar. 

7.t.T ve1ocidad as crecimiento oe1 tiempo de ejecuoi~n de un 
prOQr81M.. 

supongase que es posible evalu~r programas comparando eus 
·funciones ae tlempo de e~ecución sin considerar lda constantes ae 

~~~g~r~!º~=~~~a:~eª~~~nc~~nu~n ~~~~~~m~c~i~. !!~m:~b:~go~je~~~,!!~ 
de 1oe factores constantes aeb1~~· ~, compile~~~ v a la maquina, 
eKlste un factor con•tente debido a 1a naturaleza ae1 programa 
mismo. Ee posible, por e'emplo, que con una oorn1:>1naolón 

~:;:¡m1~~~s::un;~~11a:~~n~r.:-qu~~=· =~ p;!~~a~rog~:;':. ta~~I 
m111aegunooe. En este CA&O ¿No ee preferible ei segundo programe. 
u primero? 

La respuesta a ••to aepenae del tama~o d• la• entrada• que se 
eapera procesen 1oa programas. Para entradas ae tamafto n < ao el 
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programa con tiempo de ljecuci6n ~n3 eera m•s r•piao que el ae 
tiempo de e1ecucion 1oon . 

pre~:r ~:~: a~~~~ cu~~ ~!·em~ºQ~:"': je~~~~:~ :~t ~~~I~. ::qu::::an:: 
coitormean crece, la rezon ae ioe tiempos de e1ecucl6n. que ea 
sn 11oon • n/20 •e nace eroitrariamente granae.aAst. a IMtdtaa 

~~=m~~-~~o~!,~~~~~a::n~: ::~~~ªª~u: 1eir~~~:;!rn:'"o:n¡~~u~:~: ~~ 
muestra en la Figura 7. 1. 

Si existen a1gunee entraaas granaes en lOS problemas para cuya 
eo1uci6n ee hayan diee"ado estos programas, ser• me'or optar por 
el programa cuyo tiempo de ejecución tiene la menor VELOCll>rAD DE 
CREC'IM'IENTO. 

La ve1oc1aaa ae crecimiento de un programa es quien determine 
el tama"o ae1 proo1ema que se puede resolver en una computadora, 
teniendo presente que conforme la~ computadoras se nacen mas 
ve1ocee; tamc1•n aumenta el aeeeo ae los usuarios de resolver 
proolemae mas grandes. 

FIO 7.1 Tiempo ae e'ecuct6n de un programa. 

7.1.B Algunas funciones contUnea del tl..,O ae eiecucl6n ae un 
proar..,... 

Lea funciones respecto al tiempo ae ejecuct6n ae un proce&o, 
que se presentan ~s frecuentemente son1 

- LOG N cuanoo el tiempo ae1 programa es lOQarttmico 
com~nmente los procesos resuelven prob1emas granaes, 
transrorm6ndo1os en proD1emas mAs peque~os, reauclenao 
para ello su tama"o a una fracción constante. 

- M aeneraimente un programa tiene una functtan ae tiempo 
lineal cuando una peque"ª cantiaaa ae1·proc•so es oeaa 
por caaa elemento ae entrada. 

- N LOQ N El ttempo se eleva en loa programas que resuelven un 
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proDlema por m(!ato ce pequef"los sut-pr-~.r..1"m~~ resolvtent'lt:' 
estos independientemente y comt>inancio· la eoluct6n. 

El tiemPo ae un algoritmo es cuadr&ttco cuanao 
generalmente se emplean c1c1os doDlemente antdaaos. 

Los procesos que emplean ciclos trtplemente 
aniaaaos comúnmente emplean un tiempo CQbico en su 
ejecuc1on. 

- 2••n Existen muy pocos a1gor1tmos con tiempo exponencial 
que son apropiados para ser empleacios. 

- t se presenta cuanao el tiempo ae ca1cu10 e~ constante. 

Por ejemplo: 

Si se tiene la siguiente func16n 

FCn> • N 4 + 100N2 + 10N + :SO 

El tiempo ae la runcion F<n> 
exPonente domina la runción. 

es del 

7.2 TECMICAS DE AllAL:ISJ:S DE ALGOft%TIC>S. 

ya que e~ae 

Es relativamente f6Cil inventar algoritmos, ~in emoargo, no 
soio se aesean algoritmos, sino t>uenos a1gorttmos que den 
so1uct6n en rorrna erictente al prot>lema dado. 

Por consigutente, para realizar un ouen algoritmo es preciso 
estudiar ios n-..toc:los ae an•1ts1s que nos conaucen a una o ma3 
soiuciones ae un problema. 

En el SuDcapltUlO 7., ccomplejJ.dad de un Alooritmo>, se 
aDorcsaron las t•cnicas b&sicas para establecer y ana1Jzar el 
tienpo ae ejecución ae proaramas etmp1es, es decJ.r, de programas 
no recursivos <procesos que no se llaman a ~1 mi~mos>; sin 
emnargo, cuanao ios programas son recurstvos, ee requiere de 
t•cntcas nuevas para llevar a cabo su ana11s1s. 

7. e. t Algar t tmDa "9c:Ura a vos. 

un onjeto es recursivo, Si esta aer1ntdo parcialmente en 
t•nwtnos ae si ~tsmo. 

En COl'lpUtoct6n. ia nerramienta necesaria y suf1c1ente mediante 
la cual poaent0s expresar los progrAmas en forma recursiva e~ el 
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procedimiento o la auorutlna, que permtten dar a una proposición 
un nomt>re por rneidlo del cual pueae s~r llama.do. 

Ahora. al un procedimiento P contlene una referencia expllClta 
a Sl mi5fft0, entonces, se a1ra que P es directamente recursivo; s1 
P contiene una referencia a otro procedtmtento Q que contiene una 
referencia (directa o indirecta> a P, entonces se dlra que P es 
indirectamente recursivo. Por lo que se ve que e1 uso de la 
recurslón puede no ser inmediatamente ViSiDle en e1 texto to 
coa1go> ae1 programa. 

Por 10 tanto, un procea1m1ento que se 11ama. a si mismo directa 
o indirectamente, es llamaa~ recurstvo. 

un procedimiento recurstvo Dien deftniao debe cump11r con las 
stguientes carácterlsttcas: 

1.- oeoe existtr un crtterio <aenomtnado criterio nasa> por el 
cual el procedimtento no se 11~me a st mismo 

2.- cada vez que el procedimiento se llame a st mismo <directa 
o indtrect~mente>, deDe estar mAs cerca del crlterto base. 

A ~u vez, una función recursiva bien definida cumple con; 

1.- Tener c1ertos argumentos tva1ores naae> para los ~ue la 
función no se refiera a sl misma. 

2.- cada vez que la función se ~eftera a si misma el argumento de 
la función debe acercaree m•s a1 valor Dase. 

E1emp10 I: Procedimiento para.ca1cu1ar e1 Factoria1 de un Nómero. 

PROCEOURE FACTOAIA~ <Fact, N>; 
Este procedimiento ca1cu1a NI y devueive el va1or en la variable 

Fact 
BEOIN 

END; 

J:F N - o THEN Fact :• 1 
E~SE 

BEGIN 

END¡ 

FACTORIAL<Fact,N-1); 
Fact :• N * Fact; 
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Es importante saoer que· cuando cada procedlmtento se activa de 
un moQo recunuvo a.e crea un nuevo ,conjunto ele var1atJ1e11 1oca1e& 
acotadas con va1oree espect,icos, esto es atrtcil de comprender. 
pero es exp1lcab1e ei con9ider~e que1 

En e1 corazón de 1a implementación ae procedlmlentoa 
recura t vos se encuentra una p l 1a e etacK > en donde se a1rnacenan 
los datos usados.por cada llamada de un procedimiento que todavla 
no na terminado. Esto es, todos los datos no globales c1oca1ea> 
estan en una pila. La ptla es CliVldtda en marcos <atack trames>, 
loa cuales eon D1oquee de localldadee <registros> coneecutlvoe. 

cae1a llamada de un procedtmtento uee. un marco de pi ia cuya 
longitud depende de la 11ame.de. al procedimiento en particular. 

suponiendo que el procedimiento A •~t~ ~ctualmente en 
ejecucton. La pila aparecer¡a como 

Marco de PI ia para ei programa principal 

Marco <111 p11a para e1 procedl•&ento que 11amo a A 

-reo de pila para esta 118IWlll<Sa a A 

FXO 7 2 Ptla para 11amadae a procealmlento~ recur&ivos, 

Si A llama ai proceaimlento a. se nace lo e1~u1ente: 

t. se coloca un marco de pl la del tema."º adecuaao en e1 
tope, en un orden conoc t do para e: 

a> Los apuntadores a loa par~etros actuales para esta 
llatnada a •· 

IU Espacio vaclo para las varlat>lea 1oca1es usaaas por •· 
e> La dirección d• 1a siguiente instrucción en 1a rutsl1A 

A que aene ser ejecutaaa aespu•s ae que la llamada a • 
termtne <la atrecctón ae reoreao>. Si • es una 
'uncton que regresa un valor, tam1>t•n se coloca en 
e1 r'l'larco para • un apuntaaor a 1a local ldael en el 



merco ese A en la cual ae encontrara el valor ae lA 
función c1a a1recc1on del va1or>. 

e. Pasa control a la prtmera tnstrucct6n de •· La dirección 
del valor de algún par&metro o tdent1r1cador local 
pertenecientes a • ae encuentran por meato ae Indices 
en e1 marcó de p11a para e. 

a. cuando a termina, ee regresa el control a A meatante la 
siguiente secuencia ae paaoa1 

a> La atrecctdn ae regreso ae oDttene ael tope de la ptla. 
D> Si • ea una tunctdn, el valor denotado por la 

porción ae la eKpreatón de la tnatrucctón RET'UltN 
<regreso> ea almacenada en la 1ocaltdad prescrita por la 
dirección ae1 valor en la pila. 

e> El marco ae pila para el procedimiento e se borra de 
:.:. ¡::11a, que aoja. ~l marco para el pro\,,.•_...:;;..~.::.11to A 
attuaao en el tope ae la pila. 

d) La ejecución ae A ae reenuaa en 10 1oce1ldad 
dada l:'l""lr 1A t::1tr,.rr1An ,.,,. l"P.()r~~,.. .. 

Por a1tuno, el tiempo requerido por una llamada a un 
procea1m1ento ea proporcional al tiempo requerid<> para evaluar 
1os parametroa actuales y almacenar loa apuntadores a aua valores 
en la pila. el tiempo para un regreso no mas grande que •ste. 

En la contabilidad para e1 tiempo gastado por una co1ecc1on de 
procedtmlentoe recurolvos, es mao f4Cl1 cer;ar el costo de una 
11amaaa a1 procedimiento naciendo 1~ 11~maaa, entonces ee puede 
limitar, como una función de1 tamafto ae entrada, el tiempo 
gaetaao por una llama.da ae caaa procedimiento, con exc1uelón del 
tiempo gaetaao por loa procedimientos que •ate llamt>. sume.nao 
este llmtte total ae 11amacsaa ae procedimientos aa un llmlte 
superior en e1 tiempo total gastado. 

Para ca1cu1ar la complejidad "~1 • 1 ~-~j ae un alQ~l"ttmo 

recursivo, nacemos uso de ecuactonea de recurrenc1a. una runcion 
Tl<n> e8 asociada con el t-•a&MO procea1m1ento y denota el tiempo 
de ejecución del t-••t.., proceso como una función ae algOn 
par•metro n ae la entrada. usualmente uno pueae eKpresar una 
ecuación ae recurrencla para TICnJ en t•rm1nos ae los tiempos ae 
ejecuct6n ae loe procesos llanMldOB por •1 procea1m1ento l. El 
con)unto resultante ae ecuaciones aa reeurrencla a1rwu1taneaa aeae 
resolverse y con ello ae oDtlene la comp1ejldad del tiempo total. 
MUcnaa veces Sólo uno de loa procedimientos esta envuelto, y TCnJ 
depende ae 1oe valores ae TCm> para un conjunto finito ae •menor 
que n. 

Hay que tener en cuenta que aqu&, y en otro 1aao, toaoa loe 

~:·:~~~~6:• a~ºª!:.::~~.;:t!~~~·0"i:~ s!f.:::u~"~l·ºr~ · P~~a u~CS: 
para 1mp1ementar procedtm1entos recura1vos pueae afectar •1 
ena11s1a de la COftlPlejtdad de t&eftlPO. 
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Ftna1mi,nte, el uso ae ia· recurstón noe: presenta vartas 
ventajas. Primero, permite descripciones m•s claras y concisas de 
los algoritmos que ias que pudieran ser ~osibles sin recurstón, 
adem&s de que es muchas veces m.6.s f&cil entender programas 
recursivos. 

Pero, ¿eu&ndo usar 1a recuretón? 

Los algoritmos recursivos son particularmente apropiados 
cuanao ei problema o los datoe: a ser tratadoe: son definidos en 
términos recursivos. Sin embargo, esto no significa que ta1 
deflntcton recursiva garantice que un algoritmo recursivo es la 
mejor manera para resolver el proo1ema. 

Las malas exp1icaciones .del concepto de recursiVldad, mediante 
ejemplos inapropiados, son la causa· principal ae una mRla 
aplicación de dicho concepto, creanao incomprensión y anttpatta 
t1acia el uso de la recursión en la programación y en algunas 
ocasiones el hecho de que se consioere equiva1ente la recurstón 
con la ineficiencia. 

Hay también esquemas de composlclon recursiva muy complicaaos, 
que pueoen y debertan ser traducidos en una r~rma iterativa; el 
r.echo de que la tmplemente.ción de procedimientos recursivos 
maquinas esencialmente no-recursivas se pueaa aar, prevee que 
para propósitos pr4cticoe todo programa recursivo pueae ser 
tran~formaao en uno puramente iterativo Este, sin emoargo, 
envuelve e1 manejo expllclto de una pila de recursión, y estas 
operaciones a menudo ooeCurecc.·.:.P la. esencia ae un programa, de 
tal forma que llega a ser ~s dificil de comprender. 

En conc1uslón los algoritmos, quo por su naturaleza son 
recursivos antes que iterativos, deben ser rvrmulados como 
procedimientos recursivos. 

Anteriormente se dio un ejemplo de un procedimiento recursivo. 
a cont1nuac1on se presenta el mismo Rroceatmiento, pero en forma 
1terat1~Q. Gvmú un ejemplo ae que todo programa recuróivo pueae 
ser tradUCidO a un programa iterativo: 

PAOCEOURE FACTORIAL <Fact, N>; 
t Este procedimiento calcula NI y aevuelve el va1or en la variable\ 
Fact 
SE GIN 

END; 

Fact : • 1; 
FOR I :• 1 TON DO 

Fact :• Fact • I; 

?.2.2 An611s1a de progr ..... recurelvoa. 

El an61isis ae un programa recursivo sue1e implicar la 
so1uc1on de una ecuación ae diferencias <o recurrenc1a>. Las 
t•cntcas pera 1a so1uci6n ae ecuaciones ae diferencia8 a1gunas 
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veces son euti1ee, y tienen una conetaeraDle semejanza con io~ 

m•tooos de so1ución de ecuaciones Cllferenc1a1ee. 

Para 8j8fl'IP1lficar e1 anAliata de programas recurs1voa, noe 
Dasaremoa en el procedimiento MERGESORT, cuyo algoritmo es e1 
elgutent..e1 

FUNCTION MEROESORT (L;LlSta; n:Entero>; Lista; 
\ L ee una 1tata de longitud n. se devue1ve una vereiOn ordenada 
de L. \ 
l se eupone que n es una potenc la de 2. l 
VAR 

L1, L2 : Ll15t8; 
BEOIN 

IF n • 1 THEN 
AETURN <L> 

ELSE 
BEGI:N 

END; 

1 Partlctonar L em dOl5 Listas, L1 y L2, cada una de 
1ong1 tud n12 l 

AETURN <COMBINA CMEROESORT<L1,n/2), 
MERGESORT<L2,n/2>>¡ 

END; \ MERGESDRT 1 

Procedt•tent.o Aecura1vo lERGEtilORT. 

El procedimiento CC::..XN~ <L1,L2> toma COMO entraaa 1.as listas 
oroenaaae Lt y L2. y recorre cada una, elemento por elemento, 
desCle. e1 inicio. En cada paso, el mayor r.1e los aos elementos 
ae1ant.eros se borra ae esta lista y se emite como salida. El 
resultado es una so1a lista claslficaaa con 1os elementos Lt y 
L2. Loe detalles de C'OMBI:NA no son importantes en este momento, 
10 importante es que e1 tiempo empleado por CXJlilimXNA en 11etas ae 
lonoitud n12 ea ocn>. 

sea TCn) ei tiempo ae ejecucton en el peor caso del 
procedimiento 9EAOE80RT. se escrtDe una ecuaclon ae recurrencla 
<o diferencias> que acote T<n> por arrtDa, como sigue 

CIOnde e~ representa ei n'4ftero 
tiene 1~ngttud t. 

Si TI • t ,., 
Si ft > t 

constante de pasos aaaos cuanoo L 

En el caso ae que n > 1. el ti8fnpo requerido por lllEltOEeaflT 
puede a1via1r~e en aos partea. Las 11amaaas recursivas a 
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llEROEBORT con lletas de 1ono1tud "'2 con un tiempo TCnle>. de 
aqul e1 t•rmlno eTcn,2>. La segunaa parte constate en la prueoa 
para aeeéuDrtr qu~ n <> 1. la Cllvtslón de la lista Len doe 
partes 1gua1es y el procedimtento 001191XNA. Esas tres operactonea 
requteren un tiempo que puede ser una constante, en el caso de la 
prueba, o ser proporctone1 a n a1 e11v1a1r v combinar. Asl, la 

~~~=t=~~=r~grP~:~9 t~:~~~e~:~u~~ia'::°~rq~~S::~mi~~r~8~a~:~ t~~~ 
excepto las llamadas recursivas <a>. 

se observa que ca> sólo se aplica cuando n es par, por lo que 
generara una cota superior en forma cerrada cesto es, como un4 
fórmula para Ten> que no implica ningon TCm> para m < n sólo 
cuando n es una potencia ae e. stn emoargo, aunque a61o se 
conozca TCn> cuanao n es una _potencia de 2, se ttene una Duena 
idea de TCn> para toda n. En particular, para casi todos los 
al.gor i tmos, se puede suponer que TCn> esta. entr~ T<2 •• i > y T<2 
•• 1+1> sl n est• entre 2 •• t y 2 •• 1+1. V con un poco mas de 
esfuerzo para encontrar la soluc1on, se puede reemplazar el 
término 2T<nl2> de ca> po, r<<n+11.1~> + Tttn-1>.12> pa1·0 n > 1 
impar. Después, se puede resolver la nueva ecuación de 
dtferencias para obtener una so1uc1on cerrada para toaa n. 

7.2.3 Rel50l.Uclón de ecuactone& ae recurrencta. 

Existen dos enroques distintos para ,.·e~s"olver una ecuación de 
recurrenci.a. 

1. Conjeturar una solución r<n> y usar la recurrenc1a para 
mostrar qu~ Ten> <• rcn>. Alguna& v_:es so10 se conjetura ia 
forma de r<.n>. dejanoo a1ounoe iarAmetroe e;.n especificar 
<por ejemplo, supóngase rcn• • an J?Ara __ a.1guna a y dec1<.1zcase 
valores adecuados para lv~ parámetros al intentar 
demostrar que T<n> <• r<n> para toaa n. 

2. U~ilizar la recurrencia mi5ma para sustituir m < n por 
cualquier T<M> para m > 1 se hayan reemplazado por fórmulas 
"1'·u•· impliquen so10 TC1L como TCt> siempre <Js constante, 
se tiene una fórmula para T<n> en función de n y ae 
a1gunas constantes. A esta formula se le ha aenomtnado 
<<rorrna cerrada>> para T<n>. 

CC»IJET\JRA DE UNA SOLUCJ:ON. 

Ejemplo I: 
constd•rese el metocso 1 aplicado a la ecuación ca> 

Supóngase que para alguna a, se ooserva que 
funcionar•. Porque .. n Log n tiene vaior o. 
e1e1 valor de a. Asl, se Intenta a cont1nuac1on 
Anor~ •. ~ .• t requiere que D >• e,.. 

Para emplear la lnducc1on. se supane aue 
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e~~g conjetura no 
1n~epena1entemente 

T<n>•aD LOQ n + D. 



TOO <• aK Log k + D <D> 

para toda K<n y se intenta eStaoiecer que ~<p><• an LOQ n + o. 

Para rea11zar la demostración, ee supone que n >• 2. 

sustituyendo en <•» tenemos: 

. Ten> <• eTcn12> + c 2n 

sustituyendo en <D>. con k • n12. se tlene 

T<n> <• 2 a • nle a Log n12 + D 

<• anLOQn - an + c 2 n + 2D 

<• an LOQ n + D 

siempre que a >• c 2 + D. 

(C) 

Ast, T<n> <• aan Log n + D stempre v cuan0~ 5~ setl~fa~an dos 

~~=t~!c~!º~~=~e~ ~=rc1 ~ :u~-e~~i:r:~e~0~m:~:r~=~t~~~~~:~e~~lo~~~ 
:!e~~~~~u~! :~=g~~r: ;0~ ~ >~ ~-c 1 + c 2 , por Inducción soore n, 

T<n> <• cct + c•>n Log n + et 

Es decir. T<n> es ocn LOCJ n>. 

Cdl 

Son atiles dos observaciones soore el ejemplo I. Si se supone que 
Ttn> es OC*Cn>>. v sl el intento de prooar que TCn> <• Cf<n> por 
induccton ra11a, se sigue que TCn> no sea O<f<n>>. 

En seQUndo lugar, a~n no 
crec1m1ento aeifltótlca para 
es peor que ocn Log n>. Si 
como f<n> • a•n, o ftn> • 
validez de TCn> <• ftn). 

se na determinado la tasa exacta de 
fCn>, aunque se na detnoetraao que no 
se conjetura una so1uc~on m.6~ lenta, 
a•n Log n. no se pueae ~emos~rar ia 

E1 e1emp10 I expone una t•cnlca genera1 pare demoet~ar que 
a1guna función es una cota superior en el tiempo de ejecución de 
un algor t tmo. 

suponoase 1a ecuación de recurrencla 

T< t> • C 

T<n> <• gcT<n,eJ,n). para n>t Ce> 
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tener va1ores para T<t>, Tt21, ..• ,T<M>, y la recurranc&a solo 
serta a~liCable para n > k. 

''ªt' 
r<a

1
• 

•:I. t• >• e 

aj, n> >• gtrta1 , ... ,aj, n.12>, n> 

Cfl 

Esto es, por la hipOtesJs inductJva, se puede sustituir f por 
T en el iaao derecho de la recurrencta. Ce> r 1""''mi 1'btener 

T<n> <• Q<fttt 1 •... , a,·n.te>, n> Cg> 

cuanao se cumple la segunaa linea de et>, se cqm~lna con Cg> p~ra 

aemostrar que TCn> <• "'ªt' ... ,an, n>, que ee lo qua ee aeseeibe 
demostrar por tnducctón en n. . 

En el ejemplo r, gtx,y> • ex + c 2y y rca 1,ae,n> • a 1n Log n + 
a 2 . Aqu1 se intenta eatteracer ''ªt'ªe•º ••a>• et, rca,,e1,n1 
• a 1n Log n + ·~ >• ete1cn12> + aJ;? + c 2n. como ee t!Melltzo, e • 
c

1 
y a 1 • c

1 
+ c

2 
eon und. eldCC.ló11 sat1sl'e.ctor1a. 

EXPANSZOM DE AEClMRENCXA8. 

Si no se pueae conjeturar una solucton, o no existe le 
eegurtaaa ae útner la mejor cota en T<n>, ee uee un metoao que, 
en princtpto, eternpre ea aaecuaa~ ~a•d la eoiucton ex~~.N ~~ 
Ttn>, aunque en la practica muchas veces surgen prot>lemaa ~l 
sumar sertes y nay que recurrir a1 c41cu10 ae una cota aupertor 
en la sume. Le taee general e~ tomar una recurrencta como Ca>, 

~~= ~~~!º:nq~~n~~~,su:;,~~~~~~~ ~/Re~~; ~-ª~:~~a~;~ pare obt•n•r 

1111 

A1 eustttutr el le.ao aerecno ae ch> por T<n4'e> en <•), ea 
ot>ttene 

T<n> <• e ceTcn.t•> + can.te> • cen • 4TCnl4> + ec•n e & > 

oe1 mtsmo moao, se austttUY• n/4 por nen ca> .V •• emp1ea para 
obtener una cota supertor en Tcn,4>. Esa cota, ·aTcni•> • c•n4'4, 
se austjtuv• en el lado aerec~ ae Ct> pera oD~•n•r 

Ten• <• aTcn,•• • ac•n Cj> 

Ahora es neceserto establecer un patrón. Por tnauccton en ci1 
ae obtjene le relacton 
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TCn> <• 2 TCn/C2••t)) + lC2.n "" 
para cua1quter l. Sl sei 
2••k, eate proc~so d• 
alcance TC1> en el lado 
quedando Ck> como . 

supone que 'n ee una -potencia 
0

de 2, como 
expansión termlna tan pronto como se 

derecno de CK>, lo que ocurre cuando l•K, 

Enton·ces, como 2•*K 
T<1><•c8 c1> ee 

Ten> <• c
1
n + c

2
n Log n 

n. se sabe que k 

111 

LCMJ n. Como 

tm> 

La ecuac1ón <m> ee en rea1idad la mejor cota que se pudo 
alcanzar en Ten>. y demueetra que T<n> es O<n LOG n>. 

7.2.4 SOlUclón ge11e1al. ~drd una clase g:rancie de recu11cncias . 

. coneidltrese la recurrencia que surge al dividir un problema de 
tamano n '!n a ~uoprooiemas de tamano n/D. Por co.nveri1P1ncia, se 
supone que un problema de tamano 1 requiere una unidea de tiempo 
y que e~ tiempo para reunir las so1uc1ones de 105 proo1emas y 
oDtener una so1uc1on del proolema de te™'"º n es ocn>, en los 
mlsma5 untdades ae tiempo. 

entonces, si T<n> es el tiempo para resolver un problema ae 
tamano n, se tiene 

TC1> • t 

T<n> • aTCnlD> + d<n> tn> 

~ülo se aplica Cn> a 1ae n que sean una potencia de b, pero si 
se presume que T<n> es continua, tomar una cota superior· soore 
TCn> para aque11os va1ore5 de n, nos 1na1ca como crece T<n> en 
general. 

oos•rveee tamot•n que se utiltza la 1oua1dad en <n>, mientras 
que en Ca> nay deSiQUaldadee. La razón es que aqul dCn> puede ser 
arDitraria y, par 10 tanto, exacta, mientras que en Ca> la 

~~~s~~º~o~:t~~:e c!n f~e t~~ap~~r ,~:so e:~o t ~~=P~o~: e~~=~ !~~~i·º:~ 
peor caso real de1 t'empo de ejecución con entradas de tama"o n 
pudo haber sido menor que 2T<nl2> + c 2n. 

En realidad, nav muy poca dlferencta entre utilizar • o <• en 
la recurrencia, ya que de cualquier moao se obtiene una cota 
superior para el peor caso de1 tiempo de ejecución. 

Para resolver en• se ap11ca la t•cn1ca de eus~1tuc1ones 

repettciaa para T en. el 1ado derecno, 1gua1 que se n1zo para ·un 
e;emp10.especlflco en la exposición anterior de la expansión cie 
recurrenclas. Esto es, la sustltuc1on n/CD••lt por n en 1a 
seguncsa 11nea de <n• da 
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"" 
A•&, •1 •mpez•r con cnt y ~umtituir Cftt para,.,, e, ~e 

tiene 

TCn) • aTCn/D) • dCnt • • c. •TCn/b•••> • acn/D) :J • CICn> 

.... TCnlb•••> • adCn/D) • CICn> 

.... CeTcn1D••11 • acn/D .. U:I 
• aacn/DI + acn1 

... a TCnlD••a> •<••••><dCnlD•••>> 
+ aacnlD> + acn> 

e•at TCM/b*•1> 

Ahora, :;upon J cndo qua n • D••tc., ea pLmae ut t 11 :z:or u ... ,,,4 ... ""' ua 
que TCnlD••k> • TCf) • t, p5ra t•nar de 10 antar1or, con ' • k, 
le r6rmu1e .. , 

Ten> • •••k • f..0•••t dCD••c"'-J > > 'º' 
8i a• •Pli~• •1 ~•c~o d• que te. • Log cs. be•• D Cltl n, el prtm•r 

t~rmtno ae Co) puad• ancrtotrse com~ •*•Log Dane D a• no, d" 
rorma equiua1ont•, n••L09 de Da .. D oe • c~o toman 1ogar1tmo• d~ 
DaH b oa amD•• e>tpre1:Hon•• para ver qu• eon lo minmo> l:l!)tfti 
aHpreet~n •• n • una potanci• constante. Por o;emp10, an •1 caao 
Cla1 ,..,...9QRT, e1onaa ••D••, el primer t•rmino e~ n. En general, 
cu•nto mayor•••• ccuanto• mA• auoprpoiemae nava que r••olvar>, 
tanto mavOr cser4' •1 eNponent•1 l"''.'·'nto mayor sea b ccueinto menor 
1ed cada muDproDlerna,, tanto menor e•r• 11 e>cporiente. 

LO• ot .,,..,.,..,,,11!"." pe.pel•• que d•••mp•fll•n los ao• tl}rm~11Qa cu1 co>, 
'º", 

Pr&-ro• P•k d n••L09 de ..__ D ae a, a11 conor:~ ~·~mo •olucictn 
"omoo•ne•, en •n•1oOI• con 1a term1no1001e ce 1ee ecueclonee 
dlferenc&al••· LA ao1ucidn homog•n•a •• la ao1ucion •~•eta cuanoo 
acn,, conocloa como runci6n motriz, •• o para tona n. •n otra• 
pa1abraa, la wo1ucidn hOmoQ1•n1• r~o~~s~nta al costo ae raso1var 
toao• 10• aubpr"ODI.,..•, aunque ~""'º'"'ª'' com11inaraa 1sn co•to. 

-r otra pert•• el ••gundo t•rrnino el• co,· comprf"?'l"'l"e e:. coato 
ce cre•cl•n a• 1oe •uaproDI..,,.• y 1e comD1nac1on ce •u• 
re•ult•CIO•. ••t• tar•lno •• O•llOlllln• eo1uc16n 119rt1cu1••• y e•t• 
erect•IMI t•nto por 1• runcl6n motriz como por ei n~mero y ei 

~::::::n:: !:· ... ~~~P~~:l~~~n~ :;,:~~~z.º~~·~=~~c~!n 1' ... ~~~~~::~ 
tenor• I• m1111119 t• .. ae crecimiento que 1e eo1uo1on n01110o•n•e. 11 
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ia tuncton "'°trtZ crece mas r•puso que 1a eo1uc1on rlOmOil•nttci en 
.... s que naas: para a1gune E>O. 1• so1uc16n part1cu1ar tenar• le 
Misma tasa de crec1m1ento que la funclon motriz. Sl la runclon 
motriz tiene la m&.,,. tasa de crec1m1ento que ia eo1uclon 
nomoo•nea. o crece "'6.S r•p&do que LOQ ••K Ge n como mucho para 
alguna k, entonces la so1uc1on particular crecer• Log n vecee la 
func&on mot.rtz. 

Es importante reconocer que cuanao ee buscan me;oras en un 
a1gor1 tmo es neceear10 aaoer si 1a eo1uctón nomog•nea ee mayor 
que la funct6n MOtriz. Por e;emp10, Sl la so1uct6n nomog•nea ee 
nMt.yor, pr•cttcamente no tenara erecto encontrar una forma m•s 
r•pida de coml>tnar loa au1>proo1emae, en la eflclencta de todo el 
algorttmo . Lo mejor, en este caso, es encontrar una forma de 
dividir ei proo1ema en menos o menores suoproblemas. Eeo afectar• 
a la so1uc1on nomogenea y reduclr• el ~lempo total de e;ecuc1on. 

Sl la fun~tón m=trl= excede a la so1uc1on nomog•nea, entonces 
es nec~sarto tratar de reducir la función rnotrtz. Por ejemplo, en 
el caso del flEROESORT, donde a • b • 2, y acn> • en, la eo1uc1on 
pe.rtlcu1ar es ocn Log nl. Sin emtlarQo, reducir acn> a una funclon 
ligeramente suo11nea1, por e3emp10, n••o.9, har• que la ao1ucl6n 
partlcuiar sea tamo1en menos que lineal y que se reduzca el 
tlempc ae e;ecuclon total a Oln>, que es la eo~uc1on nomoo•nea. 

F-....CIONEB 1119.JLTJ:PLXCATIVAS. 

La so1uc1on particular de <o> es dlflcll ae eva1uar, aón 
:sao1endo lo que es dCn>. Sin emoargo para ciertas funciones cl<n> 
comunes, se puede resolver Co> con exactitud, y nay otras para 
lae cua1es se puede conseguir una buena cota superior. se dice 
que una func1on f en enteroe ee mu1ttp11cat1va Si r<xy>•roor<.v> 
para toooa los enteros poaltlvos X E y. 

Ejemplo J:J:: 
Las funciones multlpllcatlvas de mayor lnter•e eon de la forma 

n••a para cua1qu&er a poelttva. Para aemostrar que fCn> • n••a es 
multiplicativa, Sólo hay que oDservar que cxy>••a•x••a y••a. 

Anora, si a<n> ae co> ee m1..ilt1p11cat1va, entonces 
acoaauc.-;p> · • Cd<t>>>••Uc.-)), 

y la ao1uc16n perttcu1ar de <o> es 

i:4 
al CdCIU)._~;_ dCDl"i:-1 cald(b)) 

i~o Ja O 
- dCD>~CCa/d(D))~-t)ICald(b)-t) 

- ca•-e1«D>•,,,.,dCD>-t > <pi 

se consideran 3 casos, e1ePena1ene1o de si a es mayor, menor o 
1c¡ua1 que ac•>. 

t. s1 a > d«D>. 1a f6nftUl.a Cp> ·ea oc-•K>, que como se recuerde 
es naaLog ae na.. D ae a. ya que 11. • 10Q.,... D de n. En 
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eete caso, 1as sol.uciones part iCular ,Y h~mog•nea' son igua1ee, 
V so10 dependen de •. y D, y no e1e la función motriz d. A.et, 
las me,oras en e1. tiempo e1e -'e,eCuci6n det>en proceder die 
disminuir a o aumentar D¡ la a1.sm1.nucion de dCn) no es muy 
Utl1. 

2. Sl a < d<D>, <p> es o<a<D>••K> o, en forme equ1.va1ente, ocn>. 
La solución particular en este caso, excede a la nomog•nea, y 
se puede a1.rlg1r la atención te.mDl•n nac1.a la función motriz 
dCn>, adem•e die• y D, para obtener meiorae. oos•rveae e1 
importante caso especial en que d<D> • n••a. Entonces, 
d<D>•D•*• y 1og CD••a> • a. Asl la so1uci6n particular ea 
ocn••a> o Di en ocacn> >. 

3. Si a • d<D>, se reconsideren loe ca1cu1os lmpllcadoe en 
Cp>, pue!S la ror-111a para 1~ -.qm."!. ae una serle geom•trlCP\ 
es apropiada. 

En este caeo, 

.;:·~)(CIU>> >•·l • CICD>"' i:"1 
(8/d(b) )J 

lOO u.o 
• CICD>" ~~J: • dct» M.K • n'09 '-

4 'i..bÓoi.,n lq> 

como a • d<D>, la so1uc1on part1cu1ar dada por <q> es Log n 
veces la solución homog•nea, y oe nuevo la so1uc16n partlcu1ar 
excede a ia homogonea. En el caso e~pP~lal den> • n••a, tq> 3e 
reduce ocnaaa Loe;¡ n>, por oDservaclones 3lml1aree a la~ oe1 caso 
( 2>. 

Ejemplo III. 
consld•rense 1as stQulentes recurrenc1ae;, con T<1>•t. .. Ttn> • 4TCn.12) + n 

2. TCn> • 4TCnl2> + ne 

3. Ttn> . Q.TCn.12> + n3 

En cada caso, a•4, b•2, y l.a so1uc16n homog•nea en n 2 . En 1a 
ecuacton et>, con acn>•n, se t1¡rie d<D,•2. co~ a•4 > d<D>, l.a 
eo1uc1.on particular tamo1•n es n, y T<n> es otn >en<~>. 

En 1a ecuacion C3>, dCn> • _f)
3 ' dCIH • e. y a < d<D>. A:sl, la 

ao1!4Ci6n part 1.cular es ocnt''lf'"t~:un3 >, y Ttn> de la ecuación <3> es 

~~~e~.q~: P~~~~ d:du~·: :~~1C!~d:o1~~!6"o~~~~~~¡~~e:s :~~er~~~:': 
ecerca de 105 dtn> ae la rorme .,. .. y ana11zanoo el caso a <dCD> 
de tp>. En la ecuac1on ta>, se tiene dcb> • 4 •a, CQ~ 10 que se 
ap11ca cq>. como acn> ea di la forma n••a, 1a eo1ucl6n partlcu1ar 
y, por tanto, Ten>, ee oc.n L09 n>. 
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O'T1Ul8 FUNC%0EB OIJTIOXCEB. 

Existen o~rae runc1ones motrices no multlpltcatJvas. por madlo 
ae 1aa cua1es se obtienen so1uciones para co» e lncluso.pera <P>~ 
se cona1derar•h dos ejemplos: El primero Qenera11za cua1qu1er 
runc1on que sea e1 prooucto ~e una runc1on mu1t1p11cattve y una 
constante mayor o lQUa1 que uno. El segun~o es t'plco de un caeo 
conde es preciso examinar co> con aeta11e v obtener una cota 
superior ajustaaa a 1a ~01uc1ón particular. 

Ejemp10 'IV: 
constd•rose 

TCU • f 

T<nJ • 3TCnt2J + an'.5 

Al'lora, 2n'•5 no es multip1LCAC.lv.u, 1--cro n 1.S :,¡ lo e:::: 9..,ll T<n) 
• T<nJ/2 pare toda n. Entonce~. 

UC 1 > • t/2 

U<nJ • 3U<nt2> + n 1~ 

La soiucton homoQ•nea, 31 U<t> ruera 1. eserta. n'.,.,• ,.t:S•, como 

~~ 1 ~\;9~~~-Y~:sª~~~1Ji~~ ~:~a'~~'!~~~~i~~ep!~t~~~~;~4~e ~~~~~:":~ 
~~e:: ~=d~~~r~(1ia <~o~~c~:~~P~~~i~~1!~cre~~~~ª~-V(1) D=:g~r:rgnt: 
2.e2 < a, la ao1uc1an particular tamo1•n ee O<n~~9 ,, que es 1a 
~~~f;si~ ~r~~!~·~;to ae ucn>. como Tln> • 2U<n>. T<n> tamoten es 

Ejemplo \J; 
constd•rese 

T< t> • 1 

TCn> - ZT(n/2) + " L04 n 

es rac11 ver que 1a so1uc16n nomoo•nea ee n, pues a•D•2. s1n 
emcargo, 
acn> • n ~og n no es mu1t1p11cat1va, y se ae~e sumar 1a rormu1a 

de 1a so1uc1on particular de <o> por meatoe epropiadoa. Esto es. 
se aesea eva1uar 

i:_1
2' 2 ... ; LOGI 2 

J-:.o 
2" .;:~ Ck-j) 

.ho 
• e""'1 kCk+111 

como k • Log n. la so1uc16n part1cu1ar es ocn Log2nl. v esta 
so1uct6n, al ser mayor que la no~Q•nea, tamDt•n es e1 valor' que 
se obtiene ue Titn>. 
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'7.a TECN:rCll• DE D:rBEllO DE ALOQR~. 

E1 t•rmino a1gor1tmo es untveraairnente emp1eaao en la 
computact6n para aescr1b1r m•toaoa para tesolver proDlemas# que 
••r•n U•plem.ntaaoa como programa• ejecutaclea en una 
computaaora. Por lo que, el ateenaaor ae un algorttmo aebe tener 
mucho cutaaao en aescrtbtr con prectaton el proceso que aesea se 
realtca·y tomar en cuenta todas las poslDiltaaaes, y toaae las 
posibles ctrcunstanctas. Stn embargo, un dieenaaor tiene pocas 
postD11Jaaaee de •Hito a menos que aaopte un enfoque 
rigurosamente metoa1co. 

Ahora cuanao nosotros 
analizamos una serle ae 
resultados, se1ecc1onamoe 
aaao ae c1rcunetanctas. 

queremos resolver un problema aaao, 
a1gorttmoe y aepenatenao ae los 

el que mejor traoa1a en un con1unto 

A travos de los anoe los c1entlflcos de la computac1on han 
aesarrollaao diversas tecnlcas, ias que Bon apltcaoles en ciertas 
el rcun"'7 ~ .:;..ic i<ls n \ ~n ae fin 1 ci.:. ... , y con r recuenc ui producen 
a1oor1tmos er1ctentes para la resolucton de muchos tipos ae 
problema.e. A~¡ que, existe un nomero ae t•cnlcas D&elcas e 1a~as 

que deben ser parte ael conocimiento ael trabajo ae cua1qutera 
que dleene algoritmos. 

El objetivo de eete eubcapltulo ee presentar algunas ae les 
t~cnlcas de ~ise~o ~e algoritmos conocidas, en rorma general 

El concepto ae 1naucc1on matematica poar1a ser aistJnguiao de 
lo que usualmente conocemos como razonamiento 1nauctlvo en la 
Ciencia. o aea, un clentlftco tome observaciones y por 
•1naucct6n" crea una teorta general o hipOtee1e que tunctona para 
eeoe hechos. La •1nauccton• no es m&e que une supostc1on acerca 
ae una el tuacl on. · 

J:naucct6n como un t41rmtno n .... :..:ma.tiCo se refiere a una t~ ... •••'-t. 
ae pruebe: para teoremeis a.cerca ·de enteros. Por ejemplo, si T<n> 
es un teo·rema acerca ese loe enteros 

~ 

TCn>:~ l • n<n•t>'e 
itt 

Entones, una prueDa por lnducclon consiste de loe dos 
slQUtentee pasos: 

t. Probar que T< t > ee ver.aaaera. 

e. Probar que al TCt>. T<n-t>. T<n> 5on veraaaeras. 
entonce• 

Tcn•t> tamDi•n es veraadera. 

Ahora, ea poSID1e usar la inducción matemAtlca par• preveer 
coaaa acerca da a1ooritmos. 
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Si se desea ootener un a1gor1tmo A que reeue1va un pr .... oJ.omc:i 
con entrada x de tmnaftO n. y se postula que la entraaa puede ser 

~~~~e=~~~ad:n~~~e: ~=e~~~~~c!nd~~i~~~~~~;o~s c~~~!~iex ~e c~d~ 
s1ou1entee pasos: 

1. Encontrar un a1gorltmo e el cual resuelva el problema para 
n•t. 

2. Encontrar un algoritmo e el cual toma como entrada ~1. la 
solución para x

1 
•• , •• X¡ y X 01 y producir la eo1ucion Ku.l· 

oaaos eeos aos e.1oorltmos A y e, la so1uc1on Xn' del problema 
or101na1 es encontrada por 

Algor l tm.:> A 
BEGIN 

~1 :: ~~X,>; 

END 
\llHILE <l<n>C><, ... =- c~ ..... ,.Ai.L'' 1.• i+1J 

A .~.:>nttnuac1on se da una breve descrtpcion c:se tres tecntcos o 
m•todos básicos que han stao encontrados ótiles en e1 dlse~o de 
algort tmos. 

I. fllETOOO DE BU9ETAB. 

Este primer ~todo involucra la reauccton ae un problema 
diflctl en una secuencia de prooiemas simples, esperanao que los 
problemas mA.s simples sean m.&s tratables que e1 problema 
•)rig:1na1, y que las soluciones a ins prot\., """"as :simpinor flll~dan :ser 
organlzaoos en una solución para el problema inicial. 

Este ~toao suena rdzonaDle, pe,.., muchas veces la e1eccion 
juiciosa ae los subproo1emas, es una tarea aiflCi1 de rea1tzar, 
sin embargo. las respuestas a 1as siguientes preountas nos pueaen 
ayudar en e~~~ ~1ecci6n: 

1. LPodemos reso1ver parte del problema? ¿Es posiDle ignorar 
a1guna·s conaiciones y re15olver el resto del proo1ema? 

casos especiales? 
que proauzca una 

conatc1ones ae1 
~estrtngiaas a un 

2. ¿Podemos reso1ver el problema para 
LES posib1e dtaenar un algoritmo 
so1uci6n que satisfaga toesas tas 
prob1 ... , pero cu~as entrac:sae sean 
subconjunto ae todas iaa entradas? 
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3. ¿Exiete a1gon aepecto ae1 prob1ema, que no ee entendió 
completamente? ¿Si no• e11torzamo• para en,tenc:ter mejor 
algunas car•cter111ttcae c:tel proc1ema, es posiD1• eprender 
a1go que nos ayude a acercarnos a la so1uc16n? 

4. ¿Existe alg~n problema similar cuya ao1uc1~n se conoc•? 
¿Poar1a esta eo1uc1on ser modtttcada para resolver e1 
problema? ¿Ee posible que el problema sea equivalente a un 
problema tnsoluDle conocido? 

XX. ~TODO HXLL - CLDmlNO CE11ca1and0 1• COlina). 

Un a1gorttmo hlll-cltmctng realiza una suposición lnlctal o 
calculo inicial Clel probleme., Procediendo a moverse 11 cueeta 
arrsoa" e1eeae eeta eo1uct6n he.eta mejores so1uc1onee tan r•ptdo 
come sea pc'.3 !Ole. cuanao el aloor t tmo alcanza un punto en el que 
ya no puede moverse ascendentemente, el a1oorttmo se detiene. 

Oesetortunaaamente, no siempre se puede Qarantlzar que la 
so1uc1on fínal proaucJda, aplicando el m•toao n111-c11m~1no sea 
la Optima 

E~c~lanao la colina, toma eu nomcre en parte d~ los a1goritmoe 
empleados pa.ra enc..:..r~trar el m&xJmo de functonee ae vartas 
vartaoles. 

oeneralm'3nte, los métodoe híll-c11mo1no eon "arnbtctoeoe .. ya 
que aun cuando tienen una cierta meta en mente, tratan de hacer 
cua1qu1er ~vsa, ei ee posible, pera obtener una meta mejor. 

IJ:X. lliETOOO WORKINO BACKWARD (TrabajanCIO hacia atr•11:. 

Eete m•toao inicia en 1a meta o so1uc1on r1na1 y camina hacta 
atr•s en busca de 1a proposición Jnicia1 ael problema. Entonces, 
el estos pasos son reversibles, ee puede ir ae la propoeicton ae1 
proo1ema a la so1uc1on. Muchos ce nosotros hemoe ~echo esto 
mientras reeolvemoe el entgma del laberinto que aparece en la 
sección de tiras cómicas en e1 periódico ae1 domingo. 

7.3.3 T•cntca ae c1aa1t1cac16n par resu1tad0 por atvl•ton. 

Tal vez la t•cnica ma.e tmportante y aplicada para e1 dlse~o ae 
a1gor1tmoe etictentee sea la estrategia llamada ae c1asittcacton 
por resu1taao por atvtsion, que constate en la aeecompos1c1on ae 
un prot>lema de tama~o n en proDlemas ~s peque~os, de modo que a 
partir ae la eo1ucton ae dichos proo1emas sea postD1• conatrutr 
con facilidad una eo1ucidn al problema comp1eto1 ·1a 01ae1r1cacton 
por interca1acton a loa arD01ea binarto• d• D~aqu•aa~ ·e1 ac•rtljo 
de las Torres- ae Hanot, •1 proD1.-na a• 1a rnultipJ.tcac&on ae 
enteros granaes y la programact6n ae Torneos ae T•nte •on a1guna• 
ae lae ap11cactones mAa conocidas ae esta t•cntca. 

Alwunoa m•toao~ para e1 aiseno ae algoritmos tienen corno 
prlnclpio runaamental la ap1lcacton ae esta t•cn1ca, los mtta 
-:onoc 1 ooa eon: 
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A. oxviDE V VENCERAS. 

El ~toao oe aav1a1r y vencer es lo vena principal de ia 
metodologla de programa.e ton estructuraaa, nos tntereso 
principa1mente como un m•todo para dtvtdtr una torea en subtareas 
oraenaoes para obtener un flujo lineal de control, pero ahora. 
queremos dlVidtr ei prob1ema en térmtnos de tamano ae le entrada. 
Esta estrategia est& basada en 1a observación de que dos veces 1a 
mitad no ee siempre el toao o el todo algunas veces es mayor que 
la suma ae 1as partes. 

La tnterpretacton de esta observacton nos conauce a 1a 
siguiente proposicion AGumtr que tenemos ya un algoritmo A, para 
e1 problema T y aaem.t.s suponemos que podemos parttcionar 1a 

=~~r~a~ ~: ~=1· •. :::.x"~n>~na~~~c~~~~e: !0u: 1::rayo~t!~~; v:··y 
ap1,cariao A a z para obtener l. aonde V y Z es la salida de 1a 
compu~actón anterior respectivamente. 

oesarortunaaamcnte, en muchos casos teniendo V y Z no implica 
necesariamente que tenemos X la salida '1,.. A. y se requtere un 
proceso ae fUSionamiento Unerging> aatctonal para producir la 
salida ae1 problema origtnal. 

Formalmente planteado, obtenemos el algoritmo e ae aplicar a1 
algorJtmo A el m•todo dlvide-y-venceras como sigue: 

END. 

En general, esto no es f&cll y muchas veces requtere ae 
esfuerzo constaerab1e para estructurar un prooiema ae tal manera 
que la eo1uc1on de dos proo1emas ld•nticos ae tamafto n/2 
implique una solución para el problema original. 

B. REFINAMIENTO DE PA90S ( TOP-D:<>WN) • 

Es una vari~ctón reciente del m•todo 01v1de y venceras. El 
método consiste en parttcionar el proceso que va a realizarse en 
un cierto numero ae pasos, cada uno de los cua1es pueda 
describirse por me~io de un algoritmo que sea m6S pequefto y m.t.s 
simple que el cOrrespondiente al proceso completo. 

Debido a que cada aeDe ser mas simple que e1 todo, por lo 
general el dise11aaor tiene una Aaea rna.s ciara de como 
construirlo, por lo que puede bosquejarlo con m6S detalle que s1 
intentara manejar toao el algoritmo de Ul')A sola vez. Los 
subalgorttmos pueden a su vez descomponerse en porciones M&a 
pequeftas. que a causa de su mayor stmpliciClad pueden expresarse 
con m6S detalle y precisión. El refinamiento del algoritmo 
cont1noa ae esta forma hasta que ceaa uno ae sus pesos sea 10 
~Uficientemente aeta11aao y preciso para permi~lr que lo ejecute 
el proceaaoor que se ~1ee. 
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c.--. 
&n nw.t•m&.ticaa y programac16n die computaaorae •recur•t6n• •• 

el noMtDr• aaao o.1 ~toao die aet tntcton o e;:~ro:uon ae una 
tunot6n. proceatmt•nto. con•tructor ae 1angua,e, o la so1ucton ae 
un prob1.,... en termtnoa·ae •I mtamo. 

La r•cura&on •• una eMt•n•lOn ae1 ,.,.toao otvtdle-v-vencer••, 
mas aepacttlcamente, es una manera ae rep,.eaentacton • ae la 
apltcactón repattaa aa Dlvtae-y-vencer&s. 

La recurston como una t•cnaca ae aapeotftcacton die a1gor1tmos 
nos permite aeacrtbir al proceso bastante tntrlncadlo ae a1v1e1on 
de la antraaa v ae racomDlnacton ae las so1uc1onee parc1a1es muy 
conctaas. No obstante, a1 conjunto suboratnaao ae convanctonea 
deba hacerse axp11otto para aettntr la e~ecucton ae un algorttmo 
recursivo. 

L6 t•cntca ganera1 de recureion no consiste en una a1via1ón 
Dalanceaaa de la entraaa1 frecuentemente la atvlsión ee rea11za 
con per tes de te.mallo n- t y t re.i>ect i ve.mente. Los paeoe a aegu ir 
para emplear asta t•cnica eon1 

t, Especificar e1 proDlema y aar un nombra al prccea1~1~~~~ el 
cual resolver& el problema. 

2. Iaent1r1car el par•metro ae la entraaa a ser a1v1a1ao 

3. Proveer una so1uc16n a1 problema con entr~~~ ~~ tama~o t y 
una prueba para aat•ctar que ocurre en tal s1tuac1on. 

4. •ncontrar una ra1aclon entre ao1uc1ones pare 1oe problemas 
ae t~ma~o pequefto v •1 proc1erna. or&gina1, y expresar esta 
re1ac ton a1gor e tmtcamente. 

7, ~, 4 TECHICAB CON AL TO ORADO DI! ELA-ACION, 

Les slgutentea t•cnicas se conataeren m.t.a aofiatacaaas que 1a~ 
vt•t•• ant•rtormente, y por 10 general conoucen e a1gorttmoa 
elegantes y natural••· 

". PROGR-ICIN DJ:-CA. 

A m.nuao euceae qua no hay l"l'Mlnera ae atvtalr un problema en un 
pequetso n""'8ro ae •uDproblerne.• cuya •olucton pueda comclnarse 
~ra r•ao1ver •1 .P,roD19INI ortolnal. an tale• caaoa. se pueae 
intentar alvl~lr .•l proD1.,.. en tantos •UDproDl.,,..• como a•• 
nec ... rao. atvlatr e~ •uoprobl~ en euoproD1emaa "'6• pequeftos, 
y _.., au.a•••u ... nce¡ 10 cual •a ~e• qulz6 qu• •• proauzca un 
a1gor1t __ ªª u- exponencial. 

NO OO•t•nte. con frecu•ncsa, aa10 he.V un n~mero po1inomta1 ae 
auDproDlmmA•. oe aqu1 que •• aaba re•olv•r elQ~n eucpro~le~• 
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mucnas veces. Sí, en camo10, se conserva ld so1u~1 ... •• 
suoproo1ema resuelto, y tan s6lO se toma la respue5ta cuando se 
requiere, s-e obtiene un algoritm'> oe t1empc. pvl1nr.•m1o:111. E:ti ~ .... 'tP 

caso de una técnica taDular llamada pr0Qramac1on dln&m1ca mucnas 
veces resulta un algoritmo mas eficiente. 

En esencia, la programación din&mtca calcula la solución de 
~ooos lo5 suoproDlemas. El calculo procede ae lo5 peque"os 
subproblemas a los suoproDlemas mas grandes, a1mocenando las 
respuestas en una taDla. La ventaja del método esta casado en el 
necno de quecuando se resuelve un suoproo1ema • la respuesta se 
a1macenada y nunca se reca1cu1a. 

La forma de un algoritmo de programación dinAmtca puede 
\1ar iar. pero hay un esquema común: una tato la para valores y un 
orden en el que se hacen 1as entradas. 

Un problema frecuente usado para ilustrar esta técnica, es 
encontrar la ruta más barata de A a e <2 ciudaaes1 con varios 
puntos de paraaa selecctonaaos de varios conjuntos de ciudades 

B. PREPROCESIUltllIENTO. 

La técnica ae preprocesamtento se aplica a proo1emas que ya se 
han resuelto para varias entradas En part1cu1ar, s1 una parte de 
los valores de entrada permanece igual sobre un numero de 
corridas, tal vez nos permitamos preprocesar esta parte constante 
y oDtener un algoritmo de menor complejidad 

C. ALGORXTlllDS EXHAUSTIVOS. 

En cualquier etapa tnatvtaual, un algoritmo exhaustivo es 
aquel que selecciona la lo que lo nace lO cual es localmente 
optimo en alg~n sentido particular; es necesario suorayar e1 
hecho ae que no todos los enfoques exhaustivos llegan a dar e1 
mejor resultado. como sucede en la vida real, una estrategia 
exnausttva puede dar un ouen resultado durante un tiempo, pero el 
resultado general puede ser poore 

Para algunos problemas, no extsten algoritmos exnausttvos 
conocidos que produzcan soluciones optimas. En otros casos, un 
algoritmo exhaustivo con frecuencia brinda la rorma mas rápida 
para llegar a una ouena so1uci6n . oe hecho, existen problemas en 
ios cua1es la antca forma de alcanzar una 30lUC1ón Optima es 
mediante e1 uso de una técntca de oasqued~ exhaustiva 

En seguida se descrioen brevemente algunas técntcas de 
oosqueaa exhaustivas. 

- BACKTRACKINO , .... t.Odo ele Ret.roceso>. 

La ~•cntca de diseno de aioorttmos conocida como eacktracKlng 
pueae ser descrtta como una o~squeda exneust1va organiz.><Sa, que 
mucnas veces evtta la b~squeda ae todas las postDiltaaaes. Esta 
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té~nlca genera1mente es-apropiada para reeoiver prooiemae donde 
un número de so1uciones potencialmente Qrande, pero finito, nan 
sido inspecclonadas. 

La t•cnica de eacKtracKing eet• re1ac1onada con la t•cn1ca de 
inducción a1 menos con respecto a 1a naturaieza iterativa de la 
5o1uci6n. La t•cn1ca 11ega a ser apllcab1e siempre que la 
so1uc16n a un proo1ema requiera de encontrar uno o mas elementos 
entre mucnos "e1ementos" que satisfacen un número de condiciones 
y en los cua1es el elemento mismo consiste de varios subelementos 
que pueden ser calculados separadamente. Si e1 elemento solución 
X tienen componentes, entonces construimos los componentes X<1>, 
X<2>, ... , ><<l-1> iterativamente. Esos componentes forman una 
so1uci6n parcial s1 cumplen 1as condiciones dadas del problema. 
La suposición bASica de eacKtracKin~ es que existen mucnas 
pOSiDilidades entre ias cuales se puede seleccionar X<l> pero no 
se deoe violar nin~una condición. Este proceso se repite t1asta 
determinar que no exlste 1a manera de selecclonar X<i>, por lo 
que no puede ser parte de la solución: en este caso, regresamos 
al paso anterior y seleccionamos otra pos10111dad para X<l-1> <si 
esta existe> y una vez mas tratamos para X<l>. Si no existe la 
poslDilidad para X<L-t>. y repetimos e1 paso de retroceso para 
xc i-2>, etc. 

Esta técnica de retroceso ha sido llamada a menudo "f4jttoao ese 
61tUno recur50"; sin emoargo, es una norram1enta importante que 
todo programador y todo disenador de algoritmos debe saoer como 
utilizar. 

·- RAMY.FICACY.ON V ACOTAM::tENTO. 

La técnica conocida como Ramlflcacton y Acotamiento ee s1m11ar 
a la de eacKtracKtno ya que ou&ca un modelo de •roo1 de1 espacio 
de so1uc1ones y es apllcaD1e a una oran variedad de problemas 
como1natoriales discretos. Los algoritmos DacKtraclt,.ino tratan de 
encontrar una o todas ias soiuciones representadas como N-tup1as, 
que satisfaQan ciertas propiedades. Los aigoritmos ramificar y 
acotar est•n orientados m•s nacia la optlmizact6n. El proolema 

a ser resueito especifica una tunci6n costo va1or-rea1 para cada 
uno de los v•rtlces <elementos de soiuctones parciales> ~ue 

aparecen en ei arDol de bUsqueda. V la meta es encontrar una 
so1uc1on para ia cua1 la función costo es maximizada o 
minimizaaa. E1 problema ae1 agente Viajero es una uuena 
aplicación ese e&t.a t.•cnlca. 

7.3.4 T•cntcas neurl&~icas V de al,..1act6n. 

Dos de 1ae t•cnicas de dl&e~o ·de a1oorit.mos cotñ&:.nmente usaaae 
en la •v1e1a-rea1• son: la t•cnlca neurtatlca y la t•cnlca de 
Sif1Ulaei6n. 
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A. TECNJ:CA HEUR.lST 1<.:A -

1;n algoritmo h'!urtsttc..,, es 
siguientes propieaades: 

un proce"Oo que t 1 ~ni;" 

1. usualmente encuentra ouena3 so1uc1ones, aunque no 
necesariamente soluciones Optimds. 

2. es mas rápido y f&Cil de implementar que un algoritmo 
exacto conocido cuno que garanttce una so1uc1on optlma> 

una proposición general para e1 cJiseiio ae un algar i tmo 
heurtstico es listar todos los requertmtentos ae una solución 
exacta y dividirlos en do5 clases, por ejemplo, 

,_ Aquellos que se det:>en satisfacer <ooligatortos> 

2. Aquellos que deseamos satisfacer <voluntartos) 

El ODJettvo ael diseno, es entonces construir un algoritmo que 
garant tce los requer imtentos en la clase 1 pero n.:.o necesa.r lamente 
e.qi..lel los de la clase 2. LV cu¿,¡ ni:• implica. que no se hi:\gr:l n 1 ngún 
esfuerzo para satisfacer tos r~q1Jer1mtentos ae la clase 2 

B. TECNJ:CA OE SXMULACZON. 

Los proDlemas Simples son fActles de estaDlecer y modelar 
med1onte 1a stmulacion, ya que no 1nva1uo:ran muertos par~metros, 

usualmente pueden ser resueltos analiticamente, y ademas, io~ 

alQ<:·r 1 tmos resultantes son razonablemente cortos. 

La simulac1on en computadora es el proceso de conducción de 
experimentos de un modelo en computadora por medio de un 3istema 
ain4mico El propósito Inmediato ae esos experimento~ es Observar 
el comportamiento de un sistema bajo un conjunto dado de 
suposiciones, condlctones, y valores de parámetros. El Oltimo 
propostto podria ser <1> formular pvUticas de maneJO, <2> 
aeterm1nar optimo o configurac1on factit:>le del sts'tema, <3> 
estaclecer catálogos <programas> de producción reali3ta, ó <4> 
dectatr soore estrategias economtcas optimas. 

Las ventajas de s1mu1ac1ones en computadora son numerosas: 

- se facilita el es'tudtar 'todas 1as partes de un sis'tema 
completam~nte Integrado, tan detalladamente como se desee. 

- Las partes individuales de un sistema pueoen 3er estudiadas 
ana11ticamente. 

- Todas las variaD1es pueden ser controlaoas y medidas. 
facilitanao oDtener informacl6n acercd ae un ~•3tema 
real cuanao ia experimentación directa en el sistema es 
tmpract l~caDle. 
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- La simu1ac1on nace pos101e probar un s1stema despues ae 
que ee 1e haya invertido tiempo y dinero al eletema real 
correspondiente. 

7.~.s T'<:nlca ae an61leie ascendente. 

Por ~ltimo, presentamos una tecnlca diferente ae a1se"o de 
algoritmos, llamada •An61tets Ascendente". 

El anAllsie aescenaente es una forma de r~flexton ortentaaa a 
construir 1os algoritmos partiendo ae un nivel muy oeneral y 
deta11ando prooresivamente cada tratamiento, hasta llegar al 
nivel de aescr1pc1on exigiao por la maquina <o e1 usuario>. 

Las tecntcae ae anAlisis descendente procuran ofrecer un 
método que permita abordar un problema, reconocer su eetructura 
y, en consecuencia, los tratamientos que h·aDrA de aplicar para 
reeo1ver10. Los elementos principales de esta t•cntca eon: 

- Utilización del esquema de tratamiento, que permita ap11car 
con seguridad algoritmos que responden a especificaciones 
precisas. 

- El intento de reconocer en un proo1ema ciertos rasooe que 
permitan reducirlo a un problema conoctao. Ello extge, por 
lo tanto, que sea capaz de hacer ~Detracción de ciertos 
niveles ae detalle, con el fin ae juzgar globalmente sus 
car•ctertsticas principales. 

- Ap1icactón reiterada de loe m•toaos empleados a cada nivel 
de descrtpclón, de moao que conduzcan a un anAlisls, desde 
el nivel M&s alto hasta el n1ve1 mae bajo. 

la construcción de un a1oorttmo por un m•todo de an•li&ls 
,d~scendente -:onsiste en definir m&qu1nas aostractas cuyo 
funcionamtento ee descrito por algoritmos adaptados a cada nivel 
de maquina, e:e parte ae una maquina que permtta tratar 
información de muy a1to nivel. una vez explicito y verificado el 
tratamiento, se toma cada una de 1as partes y se aescriDen de 
nuevo en función de mAquinas abstractas de n1ve1 m•s bajo <esto 
ee, que sus postDllldadee de tratamiento son mas a•bilee, o que 
tratan elementos de informacton menos complejos>. cuando una 
m6.quina abstracta coincide con la maquina real, el ana11s1s ha 
concluido. 

Ciertamente, 1as t•cnicas de disefto de algoritmos presentaaae 
en este suocap1tu10, no son 1as ünicas herramientas VÁltaas, pero 
se encuentran entre 1as m&s importantes, y por enae entre 1as m&e 
emp1eadas. 

Ta1 vez e1 principio mas importante para el dlae~aaor ae 
ouenos a1goritmos, es el no conformarse con lo realizado y 
continuar exarrunanao e1 prooiema aesae diferentes puntoe de vista 
hasta estar convencido de que se tiene e1 algoritmo mas aproptaao 
para sus necesidades. 
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7.4 RECOIENDAC:l.C*ES AL SELECCJ:ONAR V PROORAMAR UN ALOORXTMC>. 

La programación ea tanto una Ciencia como un arte; ea ciencia 
porque ae debe conocer la lógica y saber como y porque funcionan 
los algoritmos, y es un arte porque se crea la entidad total que 
ea el programa, teniendo presente que e1 arte trente a la ciencia 
es un conocimiento verificable, racional y practico, a trav•s de 
una tecntca, el arte constituye un oraen que busca la a1stracc1on 
y goce est•tlco. 

Un programa ae computadora ee un conjunto de tnetruccione& 
para dirigir la operación de un sistema computacional. Debido a 
que ee un conjunto de tnstrucctones, engendra una 5emejanza con 
otros tipos de instrucciones empleadas en organtzaclones, sin 
emDargo, au diferencia mas importante es la precteión y e1 graao 
de detalle requerido en un programa de computaaora <Cuando se 
escribe un grupo de lnstrucctones para dirigir e una aetermtneda 
persona, se asume que &eta tiene un cierto antecedente 
cogno~lttvo, y por lo tanto no es necesarto espectficar loe pasos 
con demasiado detalle>. 

Para poder obtener un buen rendimiento ae las computodoras, es 
indispensable tener una progr,ama.,ciOn eftciente y aaecuaaa, que 
reduzca 1os tiempos de proceso y operación, pare lo que es 
necesario conocer los m•todos que re3ue1ven los prtncipale~ 

problemas que se presentan y nunca olvidar que una computadora 
so1amante puede resolver un problema, despues de que ee le ha 
indic-1ao como hacerlo, 103 errores que 3e proauzcan en e1 
proceso. ser&n errores humanos, no de la maquina. 

Hay un buen n~mero de ideas que ee deben tener presentes para 
lograr una programacion eficiente y adecuada: 

- PROBLEMA. 

La eo1uc16n del problema no surge en forma espontAnea, •eta se 
complementa en cada deta11e, aesae la concepcton del problema 
mismo. 

- SELECC%0N DE UN ALOORJ:"TMO. 

Dos o mas algoritmos pueden ser correctos, pero puede existir 
entre e11os una diferencia tremenda en cuestiones de efectividad, 
por lo que un programador debe estar al tanto de las atferentes 
t•cnicas que existen para ana11zar1os; y poder escoger el 
algoritmo mas eficiente; ASl mismo, debe saDer cuando aplicar 
estas t•cnicas y cuanao ignorarlas. 

Si se requiere escoger entre a1macenamiento aecuencia1 y 
ltgacio para una aplicación en particu1ar, es necesario ex&ratn&r 
~as operaciones que van a ser oesarro11aaas en 1& estructura para 
POcter rea1Jzar una aecisión int·e1igent,. · 
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"':" LENOUAJE. 

Si se tiene ia opción de eecoger un lenguaje de programación 
se recomienda aqu•i que ~nipule ae manera mas eficiente y 
transparente 1os tipos de datos inherentes al problema. 

- ENTRADAS. 

Las entrade5 de un a1goritmo se encuentran restringidas por 
1as condiciones de1 problema y la naturaleza de la computadora~ 

se recomienda que parte del programe determine si 1a entrada es 
aceptable; ademas para determinados datos de entrada se puede 
requerir de una cantidad enormemente orande de pasos; para e110 
se puede prever una condición de paro. 

- SALI:OAS. 

DeClo que un a1gorltmo produce mlnimamente una ~alida, 

aesarrollar un programa sin ellas, puede Significar una actividad 
sin sentido. 

- PLANI:FI:CACJ:ON DEL DJ:SEM> DEL PROORAMA. 

Para dise~ar un buen programa se deoe partir de un escozo 
informal ae1 algoritmo, con el diseno de un pseudoprograma y 
luego con su refinamiento gradual, ~a5ta convertirlo en 
ejecutable. Esta estrategia ae esbozar y después detallar. tiende 
a la proaucci6n de un programa mA3 organizado. 

- ORGANIZ"CXON DEL CODI:OO. 

se debe tratar ae que el código asociado a cada operación 
importante y a cada tipo de datos quede colocado en un solo luQar 
del programa, lo cual implica facilidad para 1ocai1zar 
determinado código sujeto a revisión o modificación. 

- EJC>LEO DE SUBRUTINAS. 

cuando cterta tarea se desarro11a en diferentes partes de un 
programa, no e3 recomendable repetir el Código; para solucionar 
esta sttuacton se puede recurrir al empleo de subrutinas, en las 
cua1es el códlQO en cuestión se escribe una sola vez; y·se invoca 

. en la parte del programa que se requiera con sólo escrlDlr e1 
nombre de 1a subrutina. 

Las subrutinas tienen varias ventajas, ya que con su empleo es 
m•s f•c11 visualizar la estructura de programas grandes y 
complejos; y ractlitan t-ambt•n, ia depuración de los programas. 
Fueron inventadas runaamenta1mente para hacer un uso mas 
ertctente de la memoria cya que so10 existen cuando eon llamadas 
por la rutina principal,, sin embargo, hay que considerar el 

~!=e 9:1ª~:,,,~: 9!sp~~~·~f':a~~r~~~a~~ª 1 ·p~~:r~1ª e ~le~~:! 
suorutinas>, su tiempo de ejecucton se agranda; por lo que hay 
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que tener presente que sólo tiene sentido emplear codiQo directo, 
en lugar oa i1ama.aas a suorutlna~ cuando la veloc,auo del prvce~o 
tiene abso1uta prioridad. 

- USAR Y ICIDIF%CAR UN PROORAMA VA E>C:XSTENTE. 

una de las pr1ncipa1es causas ae tnef1c1encia en el proceso de 
prooramac1on es que muchas veces un proyecto se aborda como el 
fuera e1 primer programa que se nuoiera escrito. se recomienda 
Duecar primero un programa ya elaooraao que rea11ce la tarea 
completa o parte de ei1a; a ia inversa, cuando se escribe un 
programa, se deoe pensar en ponerlo a la a1epos1c1ón ae otras 
personas. 

- COHF"ECCXOHAA HERRAMXENTAS. 

cuanao se escrlDe un programa. aeoe ponscrse en la posibilidad 
de escr101r10 ae un modo mas general, stn moyor esfuerzo 
adicional; es aecir, pensar en crear una herramienta cprograma 
con oran variedad de ueos >. 

- PROGRAMAS A NXVEL MANDATOS. 

En ocasiones, es lmpos101e encontrar en una Dlblioteca el 
programa que se requiere para rea1izar cierto trabajo, ni adoptar 
una herramienta para tal erecto, pero si ee cuenta con un sistema 
operativo Dien dise"ado que permita conectar entre el una red de 
programas diepontDl.es sin que sod n~cesdrlo u:.sc1·tbir un programa 
nuevo, stno so10 una lista de mandatos ccomandoe> del sistema 
operativo, se aeoe emplear eeta facilidad, tenlenao preeente que 
1os l'Mndatos ser&n pertinentes ei se comportan como un filtro 
<archtvo de entrada, archivo de eelida>. Siempre ee posible 
companer un número arbitrarlo de filtros, y &i el. sistema 
operativo est6 dleeftado de forma inte11gente, una simple lista de 
mandatos <dispuestos como han de ejecutarse> ser& suficiente como 
proorama. 

La programación a nivel mandatos requiere a1acip11na por parte 
de loe programadores, ya que deDen escrtDir prOQr~mae Como 
fil.tros, y eecriDtr herramientas en iuoar de programas ae 
propósito especial siempre que les ~ea poelDle. La recompensa de 
esto, es eucetanclal. y ee encuentra en función de la razon g1ooa1 
entre trabajo y resultados. 

PROGRAMA SPELL 
spell : trans1ate e A-Z) - e a-z"') / espac lo • nueva_linea 

aort 
untque 
dlff dlccionorto 

Este programa fue escrito por s.. c. Johneon a pa,rtir de 
mancsatoa de UllXX, toma como entrada un aréhlvo a, qu~ con~tene un 
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texto en HtlJl.•s. y proauce como saliaa toae.e aque11as palabra& en 
a, que no se encuentren en un peque~o dtccionarJo. Spell taenae a 
lJs~ar 1os nombres propios y las palabras que no figuren en el 
aJccl.onarto como falta ae ortogratta; los comanaos empleaaos son: 

TRANBLATE : Reempiaza las letras rm!lyósculas por minuscu1as y los 
espacios por saitos ae linea. 

SORT : Clasifica las lineas auplicaaas y proauce un archtvo que 
contiene las po,1aoras ael archivo original, sin may~scu1as nJ 
auplicacione5, en oraen altab•ttco. 

DIFF : Proauce un archivo que contiene todas las palabras que 
no se encuentran en e1 cucctonar10. 

La capacidad ae escribir programas que usen los recursos ael 
sistema erJctentemente, libres ae errores y ractlmente 
transportables a otras computaaoras, es ia aspt rae ión de 
cualquier programesaor profea1ona1. 

Es normal. que un programa escrito en una maquina requiera ae 
ser transportado a otra con un procesaaor distinto, u otro 
sistema operativo o ambas cosas, e~te proceso pueae 3er desde muy 
sencillo hastd extremadamente dif(Ci1; ello depende de cómo se 
haya escrito originalmente el programa. 

un proarama no es t&ci1 de transportar si contiene muchas 
aepenaencias con ia maquina <rragmentoe de código que eoio 
funcionan en ur:i proceMaor o sJstema operativo determinado>, es 
por e110 que cuane1<> haya que usar 11amaaas a1 snstema operativo, 
4stas se realicen si.empre mediante una función maestra ae forma 
tal que sólo haya que cambiar la misma, para ajustar1a a un nuevo 
sistema operuttvo dejando el resto del coatgo 1ntacr.o. 

- ..-c:rOllt. 

Los ouenos programadores norfl'l8¡1mente son buenos aepuraaores. 
Aón cuanao· existen· varios m•toaos ae depuractón, la prueba 
incremental. se consiaera como el 'm4'toao ae menor costo y ae mayor 
efecttui«Sad en tJempo, incluso aunque parezca que retrasa ei 
proceso de oesarrol.1o. 

La prueba incremental consiste en tener un código que 
funcione, a meaiaa que se vaya anexando código al programe, hay 
que continuar probando 1ae nuevas seccJones, ast como 1a relación 
que guaraan con el. código original. De este moao, se pueae estar 
s~uro que cual.quier error que aparezca pertenece a la nueva zona 
081 CódiQO. 
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una rutina interpretativa es un programa que aesarro11a las 
J.nstrucc1ones de otro programa que se encuentra e~cri to en un 
1enouaje de maquina. Este tipo de programas se recomienda cuando 
se desea velocidad en el proceso, representar una secuencia de 
acciones y decislonee ae forma compacta y eficiente, o para 
comunicar las acctones de un programa de pasos mQ1t1p1es. 

- •NEJO DE RUTINAS DE SEllAL. 

En un programa siempre es recomendable el empleo de rutinas de 
se~al, que nos indiquen el porqu• de un aeterm1naao error en el 
proceso. 
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CONC~UBXONEB Y RECXJlllENDACXONEB 

El ~aoer de5arro11ado este tema. fue una tarea determinante en 
nuestra &rea de conocimiento, ya que nos permltio estudiar 
diversos a5pectoe teóricos que nos ayuaaron a reafirmar 
conoclmlentoe que son D6sJcos en nuestra carrera. Pensamos que es 
un oocumento tntere3ante para cu~1qu1er a1umno de Matema.tica5 
Aplicadas y computación y en oeneral para toda persona que tenga 
alguna relación con el area de la computactón. Alounas de las 
recomenaac1one3 que nos permitimos hacer eon: 

1. Se debe tener presente que el oojettvo ae la tests es resaltar 
la importancia que tiene el ANALXSZS DE ALGORZTM'.>S para lograr 
.... 110. 1110.y..:. ... üfi.:.¡cr.~1a ~.-, :;.~:;¡:.:-:.:'?;?'!que :::;e realicen, y no ei 
exponer los a1gor1tmos mas eftcientes de un tema en 
par.t tcular, ya que esto en reci11aaa depende ae las necesidades 
y recureos con 1os que cuente el usuario. 

Si el lector considera un tema muy amblgüo, debe recurrir a la 
referencia bib1iogr6fica, a~ao que por ser temas muy 
amplios no nos rue posible tr~t~r1o~ con mAe d~ta11~. pero los 
cons1deramos en oeneral tema~ muy intt..!r6!!:.d.lltes cuyo 
conoctmtento es importante. 

Siempre que se analice un algorttmo ee debe tener presente que 
su eficiencia esta dada en Daee a diferentes factores y es 
medtb1e sólo en función a los beneficios que reporte a1 
problema en cuest1on v no a la ~fictencia del algoritmo en 
comparacion con otros m•todoe, lo cual puede implicar en un 
momento dado que el peor aigoritmo para un problema 
determlnaao pueae ser el que me:1or resuelva e1 nuestro. 

4. tJn ana.11sizs del pl'"oDlema en cuestión repercute directamente en 
el dise~o y selección correcta de1 algoritmo; por lo que 
debemos tener presente las diferentes t•cnicae que existen 
para eo1uctonar un prob1ema y que ·1a eo1uc1on de •ste, 
no eurgtr• en forma eepont•nea sino ser• complementada con 
caaa aeta11e que se tenga en cuenta. 

5. No se debe 01v1aar nunca que la computadora realiza 
estrictamente lo que nosotros le pedimos que ejecute: 
resultados erróneos implican procedimientos rne.l formulados. 
Para poder obtener un Duen renatm1ento de ei1os. es 
indlspeneable tener una programación eficiente, que se 
logra prorundizanao en la escritura y en la preparación 
de los programas, en otras pa1aDra5, se aeDe programar con 
"esti1o" que es la combinacton de los siguientes tre5 
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principios: CLARIDAD DE EXPREBXON, cataX8TENC%A y una ouena 
PLANEACION que implique 1a ractlldad para entenaer10 y 
darle mantenimiento; es recomendable eecr101r en pocas 
lineas e1 nombre y e1 objetivo de1 programa ast como el 
nomDre del programaaor, y de la computadora para la cua1 
rue hecho y otros comentarios que ayuaen m6S tarde al 
usuario. 

6. Por ú1ttmo y con reepecto a los algoritmos que se tratan.en 
este aocumento, su •xito ae imp1ementac1on no depenae de la 
copia ia•ntlca ae ellos, sino de el saberlos adaptar al equipo 
y versión del lenguaje empleado ast como de la comprensión 
adecuaaa de eu proceso para poder evaluar los resultados que 
dichos a1gorttmos arrojen. 
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APENDJ:CE A 

LA ESTADISTJ:CA V ORAFJ:CACIOM C<lMO HEARAMJ:ENTAS AUKILXARES EN EL 
E&T\.0%0 DE j\LOORrn.Da. 

La estaatsttca es una nerremlenta muy poaeroea que en un 
momento aaao nos ayuda a se1eccionar con crttertoa mas va1toeoe 
un algoritmo dado, par eJemp10 st contamos con varios m•todo8 o 
procesos que resuelven un problema daao ¿Por qu• no reaitzer una 
serta de corrtáas ae e11os con diferentes entradae v por meato ae 
un ana11s1s estaa1st1eo evaluar su comp.ortamtento y, rea11zar un 
estimado ae cu•i ee el me;or alQOrttmo para las entradae deOae1 
y, 1c1ero1 ¿Cu&l ee la prooabtlJdaa de que dichas entreaas ~e 

presenten en el problema en cuesttOn?. Pera un ana11a1s mas 
aote11aao poaemos graficer estos comportamtentoe para tener bases 
m&s so11aas ae argumentec1on al por qu• nos 1nc11namoe por un 
alQorltmo daao, logrando con eilo ei au~t1to de aoe herramientas 
poderosas: la ESTADXSTXCA V 1a OAA~XCAC~OM. 

El propósito oe &8te ap•n~tce no es m•s que rea4tzer una 
reflexton respecto a 1a gran cent1aao óe recureoe que existen y 
que nos pueaen ayuaa.r o tactl.itar 1ei tarea ae .se1ecct.onar un 
a1gor1trno, pero hay que tener preeente tam~i•n ei coe~o ao1c1ona1 
que esto pueae tmpiicar. 
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APENDICE B 

DEBCR:lPCION DEL EQUIPO V LENQUAJE DIPLEADO. 

En oenera.1 1015 programas o procedimientos pueden ser 
1mp1ementaoos en cualquier PC, que puede tener las eiQUlent.es 
car&cterleticas: 

- Proceeador sosa o ma,yor. 

- Monitor monocrom&tlco o co1or. 

- Bietema operativo Ms-oos versión 3.30 

- Mlnlmo de memoria RAM para ejecutar1oe 3 K 

- Compilador ae1 lenguaje PASCAL. 

- compilador del lenguaje c. 

TamDt•n pueaen ser tmp1ementaaos en dtattntoe equipos que 
manejen dtc11os lenguajes real lzcSnao tan Sólo las moa i f tcactones 
requer 1aae <adaptando 1os pro~ramas al equipo que ae va a 
emplear>. 

CARacTEAJ:&TICAS DEL LENGUAJE C. 

El lenguaje e tue tnventaao por oenn1s AJ.tente qul•n 10 
implemento en un DEC PDP-11, utilizando el sistema operat.tvo 

UNIX; e es el reeu1tado de un proceso de desarrollo que comenzó 
con e1 lenguaje SCPL, que aun se emplea en Europa. E1 SCPL fue 
desarrollado por MArtin Richard y tuvo una marcada inf1uencla en 
el lenguaje e <inventado por Ken Thompeon>, 1enguaje que llev6 al 
deearro110 de c. 

Alounas de las prlnc1pa1es car•cterlsticae de eete lenguaje son: 

- Posee siete tipos ae datos incorporados, permite casi tooas 
las conversiones de tipOs y, los tipos car•cter y entero pueden 
ser mezc1aaos liDrement~ en la mayorla ae 1ae expresiones. 

- No realiza ningon tipo de cnequeo de errores en tiempo ae 
ejecución, por ejemplo cnecar loa limites de un arreg10. 

- El ienguaje e permite 1a. mantpu1acion directa ae bit.a. Dyt.••· 
pa1aDrea y apuntadores, esto 10 hace IMAY apropiad<> para 1• 
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programación ae eletemae en 10 cual estas operaciones son muy 
comunes. 

- so10 posee 2s palabras clave que eon las que conforman el 
lenguaje; por lo que ee dice que es un lenguaje pequefto que 
puede aprenaeree ·r•ptdo .. 

- e tiene un poderoeo conjunto de operadores, cuyo empleo 
correcto aumentan la expresión y eficiencia del lenguaje, pero 
el se emplean equivocadamente conducen a expresiones difScllee 
de leer y a resultados erróneos. 

- Aunque inicialmente tue desarrollado para correr bajo el 
sistema operativo UNIX, e1 lenguaje e se ha hecho tan popular 
que los compiladores eet•n disponibles para todas las 
computadoras y sistemas operativos, lo que lo hace un lenguaje 
portattl, haciendo posible poder utilizar el mismo programa en 
cua1qu1er equipo con eo10 unas peque~as modlficaclonee. 

- e es un lenguaje de programador que impone muy pocas 
restricciones en lo que se pueda t1acer con él. Si e1 
programador emplea este lenguaje puede evitar el ueo de Código 
ensamblador en la moyorla de 1ae situaciones en que lo 
requiera. De hecho uno de los motivos para su diee"o fue e1 
proporcionar una alternativa a la programación en el lenguaje 
ensamblador. 

- Inicialmente e1 1enguaje e se uttltzaoa para la programación ae 
sistemas tun programa ae sistemas es parte de 1os programas 
que conformen el sistema operativo ae una computadora o de sus 
uttler1as de soporte> por ejemplo: sistemas operativos, 
1nt•rpretes, editores, compiladores, aamtn1straaores ae Bases 
ae Datos; pero, cuando el lenguaje e creció en popularidad 
muchos programaaores 10 empezaron a ut111zar para programar 
todas sus tareas debido a su transportabilidad y eficiencia, 
lo que repercute en un ahorro de tiempo y dinero. 

- El componente estructural de e es la función; en e las 
runclonee son Oloques constitutivos en loe que se desarro11a 
toda la actiVldad de 1oe programas, esto hace de e un lenguaje 
moau1ar. 

- Posee la velociaaa del ensamblador. 

A1gunaa oe 1ae dt111vent•'i- ae e son: 

e a1 igual que todos los lenguajes presenta ciertas aeeventajas, 
algunas ae e11as son: 

- e no contiene sentencias <operaciones> para trabajar 
directamente con objetos compuestos tales como cadenas, 
conjuntos, llstas de arreglos o vectores. 
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- No cuenta con operaciones ae ENTRAOA/SALIDA, nl existen m•todos 
propi~s para e1 acceso a archivos. Todo~ e~tos mecnnismos ae 
a1t.o n1ve1 c .. eben ser aportados Por funciones llamada.a 
expl 5.Ci t.arnente. 

- Sólo ofrece proposiclones <sentencias> ae control de f1Ujo 
senci11as, secuencta1es, de seleccion, de iterac1on; pero no 
multiprogr4maci6n, para1ellsmo, slncronizac1on o corrutinas. 

- No es un lenguaje fuertemente estructurado, lo cual permite a1 
usuario rea11zar pensan~o el programa, llevando e~to muchas 
veces a un ma,1 h•D l to a1 programar 

CARACTERISTXCAS DEL LENOUAJE PASCAL 

PASCAL es un lenouaje desarrollado en 197t, rue dlse~ado por el 
protesor Nlklaus Wlrth; es un lenguaje ststem&ttco y lógtcamente 
consistente. sus objetivos principales son· 

ser efictente al tmp1ementar10 y correrlo. 

Permitir desarrollar programas orgentza~os y estructurados 

servir corno veh1culo para la ense~anza de 1os mas importantes 
concept.os de programac1on. 

PASCAL presenta varias características que 10 distinguen de 
sus predecesores ya que no sólo ofrece un fuerte repertorio de 
estructuras de contro1 y un rico con;unto de mecanismos para 
c1c1os de control y e;ecuc1onee condicionadas, s1no tamDl•n 
fac11 l ta la eser l tura Cle programas al ofrecer un amp110 conjunto 
e1e tipos de datos definidos por e1 lenguaje y predefinidos por el 
programador, ast mismo ee un lenguaje que da un enfoque ordenado 
y dlsc1p1inado de la programación, lo que conduce a programas 
claros. 

Este lenguaje no so10 ha sido emp1eaoo en forma extensiva en 
la comunidad acad•mtca, donde es muy común ver los a1gor1tmos de 
ensayos tecnicoe e5critos en lengua;e PASCAL, sino tambi•n se 
empiea para experimentos en lengua;es ae extensión y para 
sistemas de ap1icaclon ~enera1 tal como ap1icaclones comerc1a1es 
implementadas en microcomputadoras. 

A1 ser PASCAL un lenguaje de propósito general no est• 
restrlnQido a aesarro11ar una so1a actividad, aaemas .permite 
realizar programas generales ya que mane;a par4metros en 1ugar de 
valores fijos, lo que tmp1ica ei manejo de la misma funcion y 
procedimiento con distintos resultadoe. 
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A1QUn.• ae 1ae de•vencataa ese PASCAL aon: 

- No lnJcializa vartebles y tamoi•n no permite crear con~tantee 
ae tipo eetructuraao haciendo diflCll escr101r ciertos tipos ae 
programas eficientes. 

- Permite aec1arar var1ao1es locales y globales con el mtemo 
nombre lo cual muchas veces se presta a contusiones. 

- El lenguaje PASCAL no permite la compilacton por separaao ee 
aectr, los proceatmlentos y funciones no pueaen ser comp11aaos 
en forma indepenatente del programa prtnctpal. 

- Existen vartos factores a cona1aerar cuanao se decide emplear 
PASCAL para una epltcactón particular. El prtmero, ee vertfl~~r 
5f el lenguaJe soporta esa aplicación y et esta requiere 
soporte especifico tal como la arttm•tlca aectmel o al manejo 
11e Base de oatos 

COflll:IAAACXON ENTRE PASCAL V C 

PASCAL y e tienen muchas semejanzas, especialmente en sus 
estructuras de control y en el uso de suoruttnas 1ndependtente3 
con V4rlables locales. Esto hace posible hacer muchos 
L• Cll.l..i..:ciones ¡n.::.Lrucctón por instrucc1on; a menUd() '!e pueae 
simplemente sustt.tutr las runctones o palabras claves por eu 
equivalente en c. 

A~n cuando PASCAL y e eon s1m11ares, existen tree diferencies 
prtnctpales entre e11oe: 

1.- PASCAL es m.t.s reetrict1vo y en cierto sentido mae 1im1tado 
que e; por eJemplo, el PASCAL eet&ndar no eolo nace dificil 
el escribir programas ae sistemas cya que no puede cargar 
directamente las direcciones de memoria>, e1no que aaemas no 
reauza conversión ae tipos. 

2.- PASCAL esta formalmente estructuraao en bloques mientras que 
e no. El termtno estructurado ee refiere a la capacidad ae un 
lenguaje de crear unidades ae código lógicamente 
Interconectadas que se pueaen referenctar juntas; el termino 
tam1:>1•n stgniftca que los procealmtentos pueden tener 
procedlmtentos conoctaos sólo por e1 proceaimlento que los 
engloba. A e normalmente se le aeflne corno lenguaje 
estructurado porque permite fACi1mente crear bloquea oe 
cóatoo pero no permite definir funciones dentro de otras. 

3.- En PASCAL toaae las vartablee, funciones 
deben ser aec1araaas antes ae emplearlas¡ 
que no ee permiten referencias anticipadas 
FORWARD. En e toaas las var1ao1ea aobon eor 
ae ser usadas; pero no hay restricciones en 
1as tune iones. 
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~ OCM>A.RATXVO ENTRE PA.SCAL V C <RESLllllEN): 

LENOUA.JE C 

VENTAJAS 

- C6dlgo portaD1e. 
- Manejo de D1oques estructurados 
- Acceso directo a1 nardware. 
- Funciones únicas ya definidas 
- Manipu1aci6n ertciente de 

tipos ... 
- Lenguaje portaDle. 
- Código compacto. 
- Manipu1ac16n directa de Dits. 
- Velocidad del ensamDlador 
- Permtte la conversión de tipos. 

LENGUAJE 

VENTAJAS 

- COdigo mas entendlDle. 
- No es un lenguaje muy stmD61tco 
- Permite antdamtento de funcio-

nes. 
- Permite declarar distintos 

tipos. 
- Es una eMcelente nerramtenta 

ae ense~anza y sus programe.e 
son r•ci1es de entender. 

DESVENTAJAS 

- NO e5 féCil ae entender. 
- solo ofrece proposiciones de 

control de flujo sencillas, 
secuenciales, ae iterdCl6n, 
01oques y suoprogramas; pero 
no ~ultiprogramacton, pAr~-
1e11smo,sincrontzacton o co-

rruttnas. 
- Los mecanismos de alto nivel 

<oo~ractones r10 y acceso a 
archivos> deoen ser aporta
dos por runctones 11amaaas 
en forma explicita. 

- No contiene operac iOIH!S 

tsentenctas> pora trabajar 
directamente con Objetos 
compue3tos e conjuntos, 
arreglos, listas> conside
rado& como un todo. 

PASCAL 

DESVENTAJAS 

- Código ruente extenso. 
- Aequier.e m•s recursos. 
- No tiene acceso Directo al 

sistema operativo. 
- No inicializa variaDles. 
- POCO portable. 
- No permite compilación por 

sep&rado. 
- No realiza conversión de 

tipos. 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Introducción a los Algoritmos
	Capítulo II. Algoritmos Seminuméricos
	Capítulo III. Algoritmos Matemáticos
	Capítulo IV. Algoritmos de Ordenación y Búsqueda
	Capítulo V. Algoritmos para Manipular Cadenas de Caracteres
	Capítulo VI. Algoritmos Específicos (Algunos Ejemplos)
	Capítulo VII. Eficiencia de los Algoritmos
	Conclusiones y Recomendaciones
	Referencias Bibliográficas
	Apéndice



