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1 N T Ro o u e e 1 O.N 

En el mundo real, la bdsqueda de la mejor soluc16n, la máxima. 

la minlma o en general la 6ptlma, para un amplio rango de 

problemas, ha intrigado al hombre a través de las épocas. Euclides, 

por ejemplo, descr1bl6 m~todos para encontrar las lineas rectas más 

largas· y mé.s cortas desde un punto, a la clrcunferencla de un 

circulo y cómo determinar el paralelogramo de área máxima con un 

perimetro dado. Los grandes matemáticos de los siglos XVI ':/ XVIII 

desarrollaron nuevos procedimientos de opt1mlzac16n para resolver 

problemas geométricos, dlnámlcos y flslcos, tales como encontrar 

las curvas de revolución mlnlma o la curva de descenso más rápido. 

Recientemente se ha originado una nueva clase de problemas de 

optlmlzac16n, debido a las complejas estructuras organlzaclonales 

que rigen la ~ocledad moderna. Un problema relacionado con esto es, 

que a medida que se incrementa la compleJldad y especial 1zac16n de 

una organlzac16n, se vuelve cada vez má.s dlfi.cll asignar los 

recursos dlsponlbles a sus diversas acllvldades, de manera que sea 



lo más efect l vo para la organlzacl6n. Y son problemas que t lenen 

que ver desde el cómo admlnlstrar una economla o una fábrica, hasta 

el cómo dlstrlbulr de manera 6ptlma el presupuesto, el personal y 

las actividades dentro de una organización. 

La bUsqueda de cómo formular y resol ver éstos y muchos otros 

problemas que surgen en los campos de la agricultura, petroqu1mica, 

transporte, programación de producción, control de inventarios, 

ingenlerla y economia entre otros, ha conducido al desarrollo de 

nuevas e importantes técnicas de optimización, dentro de las que 

está incluida la optimización discreta -tema de estudio de este 

trabajo- y que forma parte de una rama clentiflca mayor, que es la 

lnvestlgaclón de operaciones. Esta se define como el procedimiento 

para tomar decisiones que llenen que ver con las operaciones de 

sistemas de organización. Sln embargo, esta descrlpclón es tan 

grande que puede apl loarse, con igual propiedad, a muchos otros 

campos. Por lo tanto, tal vez la meJor manera de captar la 

naturaleza única de la investigación de operaciones es examinar sus 

caracterlst leas sobresal lentes. 

Asl la investlgacl6n de operaciones se aplica a problemas que 

tienen que ver con la forma de conducir y coordinar las operaciones 

o actividades dentro de una organlzacl6n. En particular, el proceso 

se inicia observando y formulando cuidadosamente el problema y a 

contlnuaci6n, se construye un modelo Ctlpicamente matemático) que 

intenta abstraer la parte esencial del problema real. Entonces se 

establece la hipótesis de que este modelo es una representación lo 

suf lclentemente precisa de las caracterlst leas más sobresal lentes 

del proble111ia, de modo que las conclusiones (soluciones) que se 

obtengan a partir del modelo son, asl mlsmo, válidas para el 

problema real. Por tanto, en cierto sentido, la lnvestlgaclón de 

o pe rae 1 enes comprende una investigacl6n de las propiedades 

funda.mento.les de las operaciones. 

u. 



En resumen, la· contribución del procedimiento de Investigación 

de Operaciones se basa principalmente en: 

1.- La estructuración de la situación de la vida real en un 

modelo matemático, abstrayendo los elementos esenciales de modo 

que pueda descubrirse la solución pertinente para los objetivos de 

quienes toman las decisiones. 

2. - La exploración de la estructura de tales soluciones y el 

desarrollo de los procedimientos sistemáticos para obtenerlas. 

3. - La determinación de una solución, incluyendo la tcorla 

matemática, sl es necesario, que proporciona un valor óptimo de la 

medida de dcseab111dad de un sistema (o posiblemente la comparación 

de cursos de acción alternativos, evaluando su medida de 

deseabl lldad). 

4. - Implantación de medidas de control, para regular los 

posibles cambios que más adelante puedan surgir en la estructura 

del problema mismo y evl tar su completa reformulación. 

Debido a esto, los procedimientos sistemáticos con que cuenta la 

lnvestlgación de operaciones para encontrar la solución a problemas 

reales, son muchos y muy variados. lo que ha dado lugar al 

desarrollo de varias ramas de esta ciencia. de la cuales podemos 

citar a la programación lineal, programación entera, programación 

dlnámlca, redes, procesos estocásticos, etc .. 

En el presente trabajo se hace el estudio de una de las ramas de 

la investigación de operaciones, esto es, la optimización discreta 

(básicamente la programación cero-uno). Y es aqui donde 

presentaremos los tipos de problemas que pueden ser modelados por 

esta técnica y la forma de obtener la solución al mismo vin la 

UI. 



técnica de Ra.mlficacl6n y Acotamlento (técnlca más comúnmente usada 

en esta área). 

En este contexto, loa propósitos de esta tesis son: 

1°. - Ser útll y comprensible para aquéllos que tengan 

necesidades de plantear y resolver problemas que pueden ser 

modelados matemáticamente, en donde es necesario maximizar o 

minimizar una función objetivo sobre un conjunto finito de 

posibles alternativas. 

2°.- Que el lector logre valorar la capacidad con la que los 

modelos de programación discreta tienden a reflejar la 

si tuaci6n real de este tipo de problemas. 

3°.- Buscar la tan acostumbrada eficiencia en la utilización 

de estos modelos, proporcionando algunos elementos ( anál isls 

de postoptlmalldad y algoritmos especializados) que ayuden a 

obtener raplda.mente una solución, al reducir el tiempo de 

proceso de los algoritmos, cada vez que se plantea un problema 

de optimización discreta. 

Para el lo el trabajo es desarrollado como sigue: En el primer 

capitulo -Problemas de Optimización Discreta- damos paso a la 

presentación del modelado matemático, mostrando las herramientas y 

artificios más comúnmente utilizados, cada vez que necesitamos 

modelar matemáticamente un problema discreto, tratando siempre de 

no perder el reflejo de todas las sl tuaclones reales del problema; 

adicional al capitulo, enunciamos las técnicas de solución más 

comúnmente utl l lzadas para este modelo. En el segundo capitulo -La 

técnica de Ramificación y Acotamiento- se especifican las ideas 

generales, en cuanto nl funcionamiento de dicha técnica. cada vez 

que es resuet to un problema discreto, mostrando con el lo las reglas 



más comunes de ramificación (enumeración de · las posibles 

soluciones) 1 asi como algunas reglas de acotamiento al valor de la 

función obJetivo solución enumerada. En el tercer capitulo 

-Algori lmos Especlficoe- ya se presentan de manera formal los 

algoritmos de ramificación y acotamiento, utilizados en la solución 

de una clase particular de problemas de optlmlzaclón discreta 

(Problemas de programación cero-uno) y con el propósito de 

eficientar dichos algorl tmos, se anexa una parte de análisis de 

postoptimalidad, asl como los algoritmos para problemas más 

particulares (asignación y secuenciaclón). Y finalmente, en el 

cuarto capitulo -Modelos Clásicos- simplemente se enuncian una 

variedad de problemas, que se formulan y resuelven mediante la 

técnica ya mostrada, los cuales involucran un conJunto de 

situaciones que muy a menudo son las que se presentan en la 

práctica profesional. 

u 



1. EL PROBLEMA DE OPTIMIZACION DISCRETA 

1.1. INTRODUCCION 

En la práctica, existen muchos problemas en los que es muy común 

encontrar que la solución óptima a éstos. llene sentido sólo para 

valores enteros. Por ejemplo es necesario con frecuencia, asignar 

hombres, máquinas y vehlculos a las di versas act l vldadcs en 

cantidades enteras. Más aún, existen problemas, en que el conjunto 

de todos los posibles candidatos a la solución óptima, són tales 

que presentan al ternat 1 vas de dcclslón "si-no". Por ejemplo, en un 

problema de contratación de personal, se pretende seleccionar de 

un conjunto de aspirantes a aquel los que sal lsfagan las necesidades 

de la empresa, pero cumpliendo también con ciertas condlclones como 

mlnlmlzar costos, tiempo, etc. y decldlr para cada aspirante, si 

éste será o no contratado. Equivalentemente, un problema 

restringido a los valores enteros O y 1 donde O=no se contrata y 

l=se contrata. 



Este tipo de restricciones a los problemas es diflci 1 de 

manejarse en forma matemática. Sin embargo se han hecho algunos 

logros en cuanto al desarrollo de los modelos para representar el 

problema y con los procedimientos para obtener su solución. En este 

capitulo pretendemos describir los logros en cuanto a la 

representación de esta clase de problemas. Para ello presentaremos 

dos problemas que a menudo surgen en la práctica 

1) Un Problema de proyectos de inversión que permite ver los 

diferentes tipos de restricción que se presentan en cuanto a su 

planteamiento e interpretación se refiere . 

2) El Problema del vendedor viajero que debe visitnr n-ciudades 

(exactamente una vez cada una). y en donde podemos apreciar que no 

siempre existe una manera única de def'lnlr las variables de 

decisión, logrando en este caso el planteamiento del mismo problema 

en dos modelos matemáticos distintos. Tratando de obtener sie.mpre 

un modelo que involucre un número pequef'lo de variables y 

restrlcciónes. 

Adicionalmente presentamos el modelo matemát leo general 

cero-uno. sus propiedades básicas y algunas de las formas que 

existen para encontrar la solución óptima, señalando en algunos 

casos, aquel las que resultan ser adecuadas, debido a que logran una 

buena eficiencia ya sea de manera general o para ciertos casos 

pnrt lculares. 

2 



1.2. MODELACION MATEMATICA DE PROBLEMAS 

EJEMPLO 1.2, t. <Un Problema de Proyectos de lnvor•ldnJ 

Supóngase que tenemos un conjunto de siete proyectos u 

oportunidades de inversión y cada uno de ellos tiene cierta 

utllldad estimada a largo plazo asl como un costo o cantidad de 

capl tal requerido, según se muestra en la tabla . 

Ulllldad Estimada 

Capital Requerido 

lml l lones de peaoa) 

Oport.unldad de lnvaraldn 

2 3 

9 16 18 15 

25 40 45 35 

5 6 7 

6 12 11 

15 30 25 

Suponga que la cantidad total dlsponlble para estas inversiones 

es de S 100,000.000.00. Se desea determinar qué proyectos elegir 

para invertir. a fin de obtener la máxima utilidad total posible. 

SOLUCIOH 

Obsérvese que para resolver este problema, necesitamos saber qué 

proyectos elegir para invertir. es decir para cada proyecto decidir 

si éste debe o no estar dentro de los que serán elegidos. a fin de 

opt lmlzar ganancias. 

Este tipo de situaciones. en las que sólo se tienen dos 

elecciones (si-no), es representada por variables cuyos valores son 

O y l. Asi la l-éslma ( l=I, ... 7) variable de declsl6n es 

representada por: 

SI ae Invierte en el 

proyecto 1 

s\ 'no ae decide lnvertlr en el 

proyecto 1 

3 



El obJet l vo es: 

M~ Z =.'t.ot.al de ut.llldedem.obt.enldH 

o b\en 

25X1 "+ 

25X1 + 40::C2 + 45X3 + 35X• + is::cs + 30X• + 25X7 "' 100 

:r, = º· 1 l = 1,2, ••• ,7 

EJEMPLO 1.2.2. lExl11n11ldn Prob1C114 de Proyecloa de lnvoraldn) 

Una extensión al problema de proyectos de lnvers16n es 

presentada a contlnuac16n y refleja algo que en la práctica es muy 

común encontrar, a saber las reglas que rlgcn de alguna manera las 

formas de cómo puede proceder el tnverslonlsta. Para poder apreciar 

esto, veamos una extensión al problema anterior y supongamos que se 

P.resentan cuatro tipos de sl tuaclónes adicionales: 

a. - Se tiene que los proyectos 1 y 2 se desarrollan en dos etapas, 

teniendo la misma fecha de terminación para su primera etapa. 

4 



lera. 
E 

. T Ull l ldAd Eiit.l•ada 

A c.~Plt•-~. ro~uerldo 
I' 
A 

2a;·-
E,: Ut.l l ldad ·E•tlmada 

T: 
~·A·-: ~--~·~~~r~:~;·.~~~~;·~º 
::p'.:· 
.. A .. 

· · Tañto - 1•8 · · ut.11 ldado• 

9 
25 

12 

100 

Opa rtunldad do lnvor•ldn 

2 3 4 s 6 7 

16 18 15 6 12 11 
40 45 35 15 30 25 

15 

160 

_ !equorldo ... 

b. - Para los proyectos 1 y 2. en lo que corresponde a su primera 

etapa, sólo podrá elegirse uno de los dos. 

c.- Se podrá invertir en la 2a. etapa de los proyectos 1 y 2 sólo 

sl se opt6 por invertir en la primera etapa del respectivo 

proyecto. 

d.- La fecha de termlnaci6n del 3er.y 4o. proyectos, ocurre antes 

de la fecha de termlnaclón de la primera etapa de los proyectos l y 

2. Con lo que podrá disponerse del capital resultante de dichas 

inversiones (esto en caso que se haya optado por invertir en dichos 

proyectos) para poder ser ocupado en la segunda etapa de inversión. 

SOLUCION 

Para el replanteamiento del problema baJo estas extensiones, 

primeramente necesitamos adicionar 2 variables que indicarán las 

decisiones tomadas sobre la segunda etapa de los proyectos 1 y 2 . 

5 



X al ! 

1-:.2 o 

SI •e decide invertir en el proyecto 

para su s09unda et.apa 

en olro caso 

Las variables originales :rs son las mismas, excepto, :r1 y· X2 (que 

son las decisiones tomadas, sobre los proyectos 1 y 2, en- _su 

primera etapa). 

El obJet 1 va es obtener 

Maa:i.ntú;ati 

Z = 971 + 12Xt' + 1672 + 15X2' + 

pero respetando las rest.rlcctdnest 

a.- sobre el capital disponible a lnlcio de la primera etapa. 

2571 + 4072 + 4573 + 357• + !57s + 307• + 2571 s 100 

b.- Debido a que al momento de inicio de la primera etapa tendrá 

que optarse por elegir uno y sólo uno de los proyectos 1 y 2, debe 

entonces suceder que 

71 ... :r2 = 1 

Ya que de esta forma, las únicas posibles soluciones son (:It=O, 

X2=1l o (:l't=l, :r:r-O), asi qué cuando se elige uno de los dos, el 

otro queda automá.tlcamente descartado.' 

En 9enetal, e•le lipa de realrlcctones. les deno111lna 

ALTERNATIVAS HUTUAKtNTE EXCLUSIVAS, las cual e• º' 9enorol 

se pl•nlean como •l9ue: 

6 



6 

E :::C
1 

• 1 (•l axa~taine~t.e ~ ·d.;~l•ldn en a'1 QrUpo es a() 

l 

r :::r::. :s ·1 (d cuando mucho una decl•ldn en el 9rupo e• •() 

l 

c. - Dado que se puede invertir en la s.egunda etapa de ~os proyectos 

1 y 2 sólo cuando se decidió hacerlo en su primera etapa entonces 

debe suceder que 

:r1· = :r1 
y 

X2' = X2 

Ya que de esta forma, Xt' y Xt toman siempre los mismos valores, 

asi cuando el proyecto 1 se elige en lo que corresponde a su prmera 

etapa, también lo será en lo correspondiente n su segunda etnpa, de 

otro modo no pueden elegirse ninguno de los dos. Lo mismo sucede 

con :r2· y :r2. 

E:n qeneral, eat.e tipo da reatrlcclone11 les 

DE:CJSIOHI:S COHTINCENTES, plante4llllenlo et modelo inalam4t.lco 

es de la •lqulenta ror-1 

:r. " :r ) l El proyecto k serll eleqldo sdlo •l ol 

proyecto ) tambll!n ao el 190 ) 

x. . :r) l El proyecto k debo aar eleqldo sl y •dlo 

al taabll!n lo ea el proyecto J 1 

En el prl•er caao, .. decidimos oleqlr el J-l!alao eJement.o, 

entonces X •I 
) 

lo que permite eleqlr l lbrementa x •. tnlentraa que 

X •O 
J 

ruarza :r k =O, decir, •l el J-éslmo elemento ruo 

eleqldo, entonces tampoco ªª"" ole9ldo el k-l!almo. Normalmente 

eataa restricciones se e11crlben comof· 

7 



y 

X-X•o 
• J 

d.- Necesitamos también respetar las restrlcclones sobre el 

capital necesario para poder invertir, al momento de dar lnlclo la 

segunda etapa. Para esto, se observa que el capital disponible al 

lnlclo de esta etapa puede provenir bc\slcamente de 3 formas: 

Una de éstas proviene de los proyectos tres y cuatro, los cuales 

finalizan su ejecuc16n antes de lnlclar la segunda etapa de los 

proyectos 1 y 2. Con lo que en caso de invertir en los proyectos 3 

y 4, obtendriamos ciertas utllldades producto de dichas 

inversiones, las que en total son 18 y 15 millones respectivamente, 

ocupando para ello 45 y 35 millones de capital. Asl pues al 

finalizar estos proyectos, se est1lf'la liberando, según esto, un 

total de 

(18 + 45)X3 + (15 +35):I4 •lllonc• do posos 

La segunda fuente proviene del capital que se obtengo. producto de 

haber 1nvert1do en cualesquiera de los proyectos 1 y 2, en su, 

primera etapa. 

es + 2s1:r1 ( 16 +40J:Cz 

esto dependiendo sl se optó por invertir en el proyecto 1 o en el 

proyecto 2. 

V la tercer fuente proviene del capital sobrante, producto de no 

haber invertido completamente los 100 millones al inicio de ln 

primera etapa. Es decir, dado que 

2s:r1 + 40Xz + 45:C3 + 35X• • 1s:rs + 30Xo + 25X7 ~ 100 

8 



entonces existe cierto capital que le llamaremos h. con el que 

2sx1 + 40X2 + 45X3 + 35X• + 15Xs + 30X6 + 25X7 + h =100 

Sumando todo el de capital disponible al momento de dar inicio la 

segunda etapa, deberá cumplirse una pero no necesariamente las dos 

restricciones siguientes. 

h + ( 18 + 45)X3 + ( 15 +35)X• + (9 + 25)X1 " 100 

o blen 

h + (IB + 45)X3 + (15 +35)X.+ (16 +40)X2 " 160 

Sin embargo este tipo de restricciones excluyentes, tal cual, no 

pueden ser planteadas en nuestro modelo¡ para esto se requiere un 

replanteamiento, de manera que todas las restricciones 

especif'icadas deben cumpl1rse, dicho replanteamiento se hace de la 

siguiente forma! 

.... cumpllr•o 

{ h • ( 18 • 45)X3 + (15 • 35)X• + (9 • 25JX1 " 100 

h + ( 18 + 45)XJ + (15 • 35)X• + (IB + 40)X2 + H " i6o 

o bien deberi!I cumpllr•o 

{ h + (18 + 45)XJ + (IS + 35lX• + (9 + 25)X1 + H " 100 

h + ( 18 + 45)X3 + (15 + 35lX• + (16 + 40)X2 " 160 

Ya que sumar H (cualquier número extremadamente grande) al primer 

miembro de estas restricciones, tiene el efecto de eliminarlas, 

puesto que automáticamente son satisfechas por cualquier solución 

que respeta las otras restrlcclones. H es un valor constante, lo 

sUflclentemente grande como para exceder los valores fijos 100 y 

9 



160. De hecho K puede ser encontrada fácll.ente al considerar 

H • 111!.xlmo {100, 160} • 160 

asi··que deben cumpllrse las dos slgulentes restrlcciones 

{

. h + ·ºª + 

h + (18 + 

45)73 + (15 + 35)7• + (9 + 25):1'.t + Hºll 

45)73 + (15 + 35):1'.• + (16 + 40):1'.2 + Hº(1-ll) 

" 100 

" 160 

ll - o 6 1 

Y como la nueva variable ~ debe ser O 6 1, el pl0J1teamlento 

garantiza que una de las dos restricciones orlglnales debe 

cumplirse, mientras que la otra, en efecto queda ellmlnada. 

Eate enfoque estd relacionado dlroct-onte nuestro aMI lata 

do laa doclalonoa "•l-no" l) Tiene que solacclonarae la prl11era 

reatrlccldn?. 2) Debe aelecclonarso la 1109\Dlda restrlcctdn?. .... 
adn, datas al lernatt vaa •Utuaaento oxc 1 ua I Yat1, lo 

asequra en roru autoadllca el hecho de que ~ • (1-~) SI por 

ol contrario se han uaodo variable• binarias aeparadaa, 

para repreaentor data• declalonoa aí no, nccoalta la 

restrtccldn adlclonal 'Y'1+~2=l, para hacerlo.a mutuamente exchn1tvaa. 

Ea to lo •ene 1 ona90a, porque el •IUIO tipo de ldeaa puedo 

t;1eneral lzado para al en que do un conjunto de H roatrlcctone11 

poalblea, deban cmpllrae adlo de ellaa (aal, el que 

acabaaoa do considerar, el N•2 y lt.=1 > y au 9oneral lzacldn 

Conatdere Jaa H reatrlcclonoa: 

fteX1,X2, ••. ,:In> :s dt 

f"2c:r1,:r2, ... ,:Inl ~ d2 

rx1X1,x2; ••• ,:rn, ~ dn 
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Ent.onc•• ut.lllundo 

plante.lento para 

re•t.rlcclon•• •• 1 

dando so •upan• 

c;irande. As1, al lmponer la re•t.rlccldn para la• qarant.lzo. 

que J;. de est.a• varlables •ordn l9ualo• a cero y laa' rost.ant.es sarán 

lquolos uno, equlvalent.o-nt.e, do la• re•t.rl~clonO• orl9lnole• 

quedarán Intactas y el resto, ari erecto •e al hdnardn, 

Resumiendo los tres tipos básicos de restricciones que deben 

agregarse n.l problema de los proyectos de inversión, obtenemos el 

slgulentc modelo de prograrnaci6n cero-uno que es casi definitivo: 

.Ma.a: Z = 9X1 +12X1' +1672 +15X2' +187:1 +15X4 +6Xs +12X6 +11X7 

•UJat.o a 

2S:l'.t + 40:1'.2 + 4S:l'.3 + 3S:l'.• + 1S:l'.s + 30:1'.• + 2S:l'.7 + h =100 

:l'.t + :l'.2 = 

:l'.t' = :l'.t 

X21 = X2 

h + {18 + 4S):l'.3 + {IS + 3Sl:l'.• + {9 + 2S):l'.t + Hº!I " !00 

h + { 18 + 4S):l'.3 + {IS + 35):1'.4 + {16 + 40)'.1:2 + Hº { 1-!I) " 160 

:l'.1, :l'.1'= o 6 para toda l, y h l; O entero 
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Y es casi def"initlvo, porque se escapa un último detalle para 

asegilra.r que el modelo es estrictamente uno de programación 

cero-uno, ya que la restricción h ~ O y entero, no es una 

restricción del tlpo cero-uno. No obstante. esta misma condición 

tiene un planteamiento equivalente y adecuada al formato de la 

programación cero-uno, para lo cual es necesario encontrar un 

valor, digamos U tal que 

con 

y entonces, h puede ser expreáa:do como 

lll =o 6 1 l = 1,2, ..• ,n 

Con lo que al sust l tu ir h por las n variables cuyos valores son 

cero o uno el modelo anterior es ya propiamente uno de programación 

cero-uno. Esto resulta simplemente de poder expresar cualquier 

número finito especificado en la base usual (base 10) a base 2. 

En nuestro caso. dado que es seguro que debe invertirse en los 

proyectos l 6 2 (pero sólo en uno de ellos) y ee dispone de 100 

millones, entonces el capital sobrante en la primera etapa es a lo 

más 

h = { 100 - m!n{25, 40} } = 75 

y como 

2
6 = 64 y 2 

7 
128 ) 

se tiene que 
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ademAs todo número menor de 75 se expresa en este f"ormato, sólo que 

puede tener dif"erentes combinaciones de ceros y unos, de esta foÍ"ma 

la variable h que es menor a 75 es expresada como: 

·:::··,·:,·· 
h = 2º•'!10 +2 1•'!11 +22•!12 +23•'!/3 +24•!/4 +2~~_'!/s .. +2~.·~~~-~~::~-V7 

10 que se traduce e~ agresar: 7 ~1ab1esA ~m~;, para 
a üno de_ pr·ofi~~C1:'.~~:~·ce'~ó::_~~~--:··-~-:-· - · -- · ... --, ---.~~"~~-'.-

l/1 .. o 6 1 

l=l, .•• 7 

J,--·, 

a:~us~.arlc:> 

En realidad, esta mlsma idea puede hacerse más eflclente, siempre 

que se encuentre una cota U lo más cercana al valor h. En nuestro 

caso part lcular, se pudo haber encontrado un valor que acote mejor 

al capl tal sobrante del primer periodo y con el lo expresar la 

variable h en este formato, pero utl 1 lzando un menor número de 

variables auxlllares. Sln embargo, esto ya no es realizado, pero lo 

que sl qulsleramos remarcar es que, de una u otra fort!\a, el 

problema de selección de proyectos de inversión ha podido ser 

planteado en un modelo de programacl6n binaria y asi mismo, nos ha 

permitido mostrar todos los tipos de restricciones y situaciones 

que pueden ser planteadas en este modelo, sin que con ello perdamos 

el reflejo de lo que en la práct lea realmente sucede. 

No obstante, lo que aún falta anal izar, es qué tan conveniente 

resulta el plantear los problemas en este tipo de modelo. Ya que si 

mediante esta forma no es posible encontrar una solución de manera 

ágll y segura. nos interesarla buscar otras alternativas de 

solución mucho más eficientes. El problema que se presenta a 

cont1nuacl6n, pretende hacernos reflexionar un poco sobre éste 

aspecto¡ aunque en realidad todo esto será anal izado posteriormente 

y a lo largo de todo el presente trabajo. 
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EJEMPLO 1.2.3, (El Problema del Agont.e Viajero) 

Supóngase que un vendedor necesl ta viajar pu-e. '1'1sl tar n 

ciudades, exactamente una vez cada una. La dlstancla entre cada par 

de ciudades iJ, denotado por d
1

J (l~J), es conocida, pero ella 

puede depender de la dirección del viaje (es decir, d
1

J no 

necesariamente es Igual a d Jl ) • 

El problema es encontrar un recorrido que comience y termine en la 

ciudad donde se encuentra la casa del vendedor y mlnlmice el total 

de distancia recorrida . 

SOLUCJOH 

Supóngase que etiquetamos la ciudad de partida como ciudad O y 

como ciudad n+l. También introducimos la variable cero-uno :r 
1 

J 

(1•0,1, ...• n, j;;l, ... ,n+l ), donde X
11

a1 sl el vendedor viaja de 

la ciudad l a la ciudad J y :r
1 

J = O en otro caso. 

De principio el modelo debe reflejar la consistencia que se tlcne 

cada vez que se hace un recorrido, esto es, garantlznr que para 

llegar a una ciudad intermedia J (J=l, ... ,n+l), debemos partir de 

una única ciudad i (l=O, ... ,n; i1lJ claro está). Excluimos el caso 

J=O porque al crear el nodo n+l (punto f'lnal del recorrido) 

conlleva la lmplicaclón de que ninguna ciudad 1 llegará a la ciudad 

origen O, lo mismo ocurre con el caso l=n+l. Lo anterior se asegura 

con la restricción: 

n 
I: :r • 1 

1=0 1 J 
C J•t. ... ,n+I , !"J) 
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8 o ... 8 
~/"¡ 

(;'\ Ciudad 
j '# o \...:_) entrante 

FIGURA 1 

Ciudad 
saliente 

Slml larmente el modelo debe asegurar que al sal lr de cualquier 

cludad. (l=O, •.. ,n+l) podemos llegar a una únlca ciudad 

(J•l, .•. ,n+l: J~l). Lo que es planteado como: 

j~.i 

n+I 

E :r1 ª i 
J•l J 

( 1=0,1,. .. ,n , l"J l 

Á'Í'O+lQ 

~~ 
(."':\ ~ ~ Posibles ciudades 
Ü ~ ' ' V entrantes 

FIGURA 2 

Estas restrlcclones, sin embargo, no el lmlnan la poslbl l ldad de 

clclos como lo lndlca la figura 3. 
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~I 
n=5 8 

FIGURA 3 

Donde lS: soluc16n con n :ci: 5 es 

l 
:ro1 = :r12 = :r20 = 

!(34 = !(45 = !(53 = 

XlJ = O en otro caso 

Una forma de eliminar la posibilidad de ciclos es agregando las 

restricciones 

a 1 - °'¡ + (n+l)X 1 J "n 

( 1=0, 1, ••• ;n 

( J=l, ... ,n+l 

l~J 

donde a es un número real asociado con la ciudad 1 . 
1 

Esto demuestra que una solucl6n conteniendo ciclos no puede 

satisfacer esta restrlcclón, excepto aquel ciclo que contiene a la 

ciudad de partida. Porque sl nosotros sumamos las desigualdades 

correspondientes para 7
1 

J = 1 que está dentro de un ciclo, un 

elemento del término a
1 

- cx.J cancela un elemento correspondiente 

del siguiente término y tendriamos que 
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donde N es el número de arcos en el ciclo, lo cual es una 

contradicción. Relacionando esto con el ejemplo de la figura 3 

mostrada anteriormente y el ciclo 3->4->5, l~s· restricciones son: 

aJ-a.4+6::s's 

at-a.s+6::s5 

as-a.J+6:::5'~5 

- · __ .>:· 
Y sumando las tres desigualdEÍde_s~C?.Í:?_~~ñ~mO.!? _que·cJS :~_,15, _lo- c_ual· es una 

contradlcc16n. 1 

Por otro lado, para verU"icar 'que eStas restricciones son 

satisfechas cuando no hay cfclos, ·mosi.rarñO-s que existen a
1

• • tales 

que hacen ciertas dichas restricciones. Definamos para el lo a
0 

= O, 

a.n+i= n+l Y sea a.
1 

= k si la ciudad i es la k-ésima visitada en 

el recorrido. Entonces, cuando 7
1

J = 1, obtenemos la siguiente 

relación: 

cx
1 

- ªJ + {n+l) = k - {k+l) + n+l = n 

También porque definidas asi las a.
1

, • tenemos que 1 :s a
1 

:5 n+l 

(i=l, ... ,n+l) y ademá.s cx
1

- a:J :s n, con lo que las restricciones son 

satisfechas cuando l'.
1 

J = O. 

Para complementar el modelo, debemos mlnimlzar el total de 

distancia recorrida, es decir: 

Por tanto, debemos encontrar los valores de las varla~les X
1 
f y 

números reales arbl trarios et
1 

, tales que: 
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:r,J = 0, 1 (1=0,1, .• -.,n, J=1, .. ;,n+1, l:itJ). 

donde Xo, n+l = O 

Observese que el modelo tal como se presenta, no es propiamente de 

prograrnaclón cero-uno, pero si lo es de programación entera mixta. 

ya que la variables 7 1 J sin mayor problema son relaJadas a valores 

enteros, pues no puede haber valores enteros, distintos de O y 1, 

que cumplan con: 

l: :r = l 
1) 

Además las variables a.
1

, • son variables continuas, lo cual lmpl lea 

que el modelo es de programación entera-mixta, modelo que incluso 

puede ser resuelto por la técnica de ramlflcaclón y acotamiento en 

conJunclón con el algorl tmo slmplex. pero que no es tratado aqui. 

Una forma alternativa de resolver el problema del viajero es 

presentada a contlnuacl6n y en este caso el problema es planteado 

en un modelo de programación cero-uno. Con ello podremos apreciar 

como a menudo el modelo de programación cero-uno es muy grande en 

comparac16n con otros modelo~ asociados con el mismo problema. o.ún 

que en realidad la eficiencia ·no radica únicamente en el tamallo del 

modelo s1 no también en el al&Ort.tmo ml.smo. 
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Para esto redefiÍliremos .r.iuestras 0 variables ·como sigue: 

¡: 
' ; __ ,_·<."->,,~',,--'"'',•?:'-'.. ' ' 

•l,:el- recorrido do la ciudad 1 a la 

ciudad J •e ~ce en la l-ilf•I .. etapa 

del vlaje--. 

en otro caso • 

Es decir ahora a cada recorrido de i a J le asociamos n-variables, 

que están asociadas con el número de vlaJe hecho de una ciudad a 

otra, a lo largo del recorrido. 

Definidas asl las variables, las restricciones del problema son 

planteadas y clasificadas baJo 4 tipos : 

a.- Dado que para cada etapa habrá sólo una ciudad 1 de partida y 

otra J de llegada, entonces debe suceder que 

k=l, ••. , n 

b. - Debe suceder también que para cada ciudad de llegada J hay una 

sola etapa k del viaje que principia en i 

r r x = 1 
k ljk 

J=I. ... • n 

c.- Análogamente, debe ocurrir que para cada cludad de partida 1 

hay sólo una etapa k del vJajc que llega a J 

r r x,J. = 1 
J k 

l=l, ••• , n 

d.- Para eliminar la poslbllldad de viajes Inconexos, cuando en la 

k-éslma etapa el viaje es realizado de la ciudad 1 a la ciudad J, 
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partir de cualquier ciudad y llegar a la ciudad J, entonces la 

(k+l )-ésima etapa del vlaJe se realiza comenzando única y 

exclusivamente de la ciudad J. De este modo, se obtlne la ecuación: 

E X1 Jk = E XJr( k+t) 
1 

t•J r:if:J 

para todo J y k 

El modelo se complementa con la función objetivo: 

.Al~ z ~E E l:d•J :r1i• 
J k t•J 

Obséf.veSe que este nuevo modelo se aplica independientemente de 

cual sea ·1a ciudad de partida. Pues al asegurar que sólo se cruza 

una única vez cada ciudad, se estará obteniendo con seguridad un 

circuito de ciudades (entendiendo por esto, que cada ciudad llene 

exactamente un arco de sal \da y un arco de llegada y ademas todas 

las ciudades están conectadas), por lo que si partirnos de una 

ciudad cualquiera del circuito, el recorrido nos llevará a esa 

misma ciudad de partida, concluyendo por tanto que cualquier ciudad 

puede ser considerada como ciudad origen. 

Además, el modelo es apl \cable cuando se trate tanto de un vendedor 

viajero que ya llene pedidos o entregas fijadas previamente en cada 

ciudad, como para aquel los casos en que se trate de un vendedor que 

va a ofrecer y que por ende esté sujeto a la alentorledad de las 

ventas efectuadas, pues en este último caso bastará hacer ciertos 

estudios de tipo estadistico para saber hasta qué cantidades pueden 

ser vendidas en cada ciudad y en base a esto y a los costos de 

trasportación, analizar qué recorridos conviene eliminar de la red 

debido a que existe pérdida en las ventas para dicha ciudad (puede 

suceder que se el lminen todas las posibles rutas de acceso a una 

ci-.;dad, cosa que eliminará toda poslblltdad de v\sltar dicha 

ciudad}. Con lo que a final de cuentas tendríamos que resolver el 

mismo problema del agente viaJ~ro, pero restringido a sólo un grupo 
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de recorridos o en su caso un grupo de ciudades que vale la pena 

visitar debido a que prometen dejar buena ganancia de las ventas 

efectuadas. Incluso si se trata de un vendedor que se dedique sólo 

a eso, deberla analizar a detalle para cada unidad de tiempo (dias, 

semanas, meses) cuál es el grupo de ciudades que periódicamente 

conviene visitar más y en base a ello y a las posibles vias de 

acceso a las mismas, :formarse un itinerario de las ciudades a 

visitar en cada lapso de tiempo, aplicando en cada caso el mismo 

modelo, sólo que para la sub-red restringida. 

La modelación del problema del agente viaJero, es real izada en 

este caso, en los modelos de programación entera mixta y de 

programación cero uno; sl analizamos cual de los modelos en este 

caso es meJor, veamos que al considerar el modelo de programación 

entera mixta, para el problema del agente viajero con 5 ciudades, 

tendriamos un total de 36 variables y 30 restricciones y para 10 

tendriamos 121 variables y 110 restricciones. Mientras que con el 

modelo cero-uno, se llenen un total de 125 variables y 40 

restricciones para el caso de 5 ciudades y un total de 1000 

variables y 130 restricciones para el ca.so de 10 ciudades. 

HODELO 

DE 
Húmero do Húmero do 

PROCRAHACIOH varlab les reslr 1 e e Iones 

ENTERA n•5 36 30 

HIXTA 
nalQ 121 110 

CERO n•5 125 40 

UNO 
n=IO 1000 130 

Lo anterior sugiere resolver el problema del agente viajero vla 

programación entera mixta; sin embargo, la eficiencia no sólo 
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radica en la simplicidad del modelo sino también en la rapidez de 

la técnica para resolverlo. Pues como veremos más adelante, este 

problema puede también ser visto como un problema de asignación 

bi-dimenslonal. Para estos problemas existen algoritmos que 

explotando su estructura, obtienen más rápidamente la solución 

óptima que los de programación entera y cero-uno, algunos de los 

cuales también están fundados en las mismas ideas que surgen de la 

técnica de Ramif"icación y Acotamiento . 

1.3. PROPIEDADES 8ASICAS 

En general decimos que un problema es de programación cero-uno, 

si éste se ajusta al modelo referido para seleccionar los valores 

:rt 1 :r2 ....• xn. con el prop6slto de: 

aujeto a 

:r
1 

e { O, 1 } 

J = 1, .•• ,m 
l ZI 1,, •• ,n 

Z será la función objetivo y 7
1 

las variables de decisión. Ahora 

bien, veamos algunas caracteristlcas que deben satlsfacer los 

problemas que son planteados en este modelo: 
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a. - La aslgnac16n de cada recurso debe ser_ hecha de manera 

completa o bien no debe hacerse. 

b.- La medida de efectividad de cada recurso es independiente de 

las demiis actividades. 

Para ello sup6nga que sólo se emprende una de las n actividades, 

llamémosla la actividad k, de modo que 

X
1 

=O para todo J = 1,2, ... ,n excepto J = K 

entonces, la suposición, en este caso es: 

La medida de efectividad Z es igual a ck:rk Y 

El uso de cada recurso 1 en la actividad k es igual a A
1

k7k . 

c.- En cuanto a la función objetivo y las funciones de 

restricción, éstas no deben contemplar términos de actividades 

"cruzados" (que significarla tener interacciones entre algunas de 

las actividades, que cambiarian la medida de efectividad o el uso 

total de algún recurso). Por lo cual se requiere que, dados los 

niveles cualesquiera de actividad (71, 72, ..• , 7n). el uso de cada 

recurso y la medida total resultante de efectividad sea igual a la 

suma de las cantidades correspondientes generadas por cada 

actividad conducidas por si mismas. 

Existe, sin embargo, una alternativa para representar aquellas 

situaciones en las que los términos "cruzados" deben ser 

1nvo1 ucrados: 

Suponga que el problema blnarlo no-lineal es el slgulente: 

.Alaa:únqa'l z = :x/ - :x:,:x:. + :x:: 
•ujalo a 

x,. x. = o 6 l. 
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por ser 7
1 

variable cero-uno, el término 7
1
2 equivale a tener 

simplemente :r1• Y si reescribimos el producto no-lineal 7
1
7 2 como 

7'
3
= 7'

1
7

2
, entonces el mismo problema es planteado como un problema 

de programación cero-uno, solo que con 2 restricciones adicionales . 

.Alcut:l.irWJ<vi z = :r 1 - :r 3 + :r 2 

•uJelo a 

:r+:r-:r .. 1 
1 2 3 

- :r, - x. + 2:r, " o 
!l'1, :r2,X3= o 6 1. 

ya que de esta forma 

(1) Si X1 = X
2 

= O e~tonces de las Í"es~r1~·~·ló~~s~;.~e~~mOs' que 

- 1 :S 'I
3

$ O y por tanto :r
3 

= o. 

(2) Si 7
2 

= 1 y 7'
1 

= O o vlc~versa,- e:l!t.onces· de· _las restricciones 

se tiene que X
3 

il: O y 2X
3 

:S 1, por -10 que 7
3 

= O. 

(3) Por (zltimo, si 7
1 

= X
2 

• 1, se tiene X3~ y :r,:< 1, y 

entonces X
3 

= 1. 

En el caso general, siempre que se transforme un término de la 

forma X
1 
n, •x

2 
n 2 • • •••:r

3 
n• debemos hacer la substitución 

'Y. = 
n 

.• ··:r • 
3 

y agregar las restricciones 

¿ x - 'Y. :S m-1 
l=t 

1 
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A.si por ejemplo el problema. 

.11~ z = :r, - 2:r2 + s:r,:r.:r3 + :r2:r3 + :r,:r3. 
aujelo a 

es transformado a 

:r, + 2:r. " 2 
x. + 2:r3 " 3 

.11~ z~:r, -
aujet.o a 

:r + :r 2 3 - 'll 2 " 1 

-:r - :r 2 3 - 211 2 " o 

:r, + :r 3 - '!13 " .. 

-:r - :r l 3 -2113 " o 
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1.4. Me:rooos DE SOLUCION 

En cuanto a los métodos de soluc16n se refiere, la restrlcclón 

de que cada variable deba tomar sólo valores O 6 1, es dlficl 1 de 

manejar. No obstante se han hecho algunos progresos en el 

desarrollo de los métodos, aún cuando no se ha obtenido un método 

que sea tan eficiente como el método slmplex en progMUDaC16n 

l lneal. 

En realidad, \ll\a forma de atacar los problemas de programación 

cero-uno, es el utilizar el método slmplex para lo cual es 

necesario agregar restricciones de que cada variable sea menor o 

igual a uno, lo que garantizará que la solución óptima resultante 

será tal que cada variable X
1 

cumple can 

o " :r " 1 l 

y posteriormente lo que se puede hacer es redondear al valor cero o 

al valor uno aquellas variables 7
1 

que hayan resultado tener un 

valor fraccionario en la solución óptima. 

Sin embargo, aUn cuando esto facl 11 tase el trabajo para algunos 

problemas sencl llos, existen riesgos con este enfoque. Uno de los 

cuales es que esta solución no necesariamente es factible, ya que 

con frecuencia, es dlf1.cll ver en qué sentido deben redondearse las 

variables para mantener la factibilidad. Puede incluso ser 

necesario alterar los valores de otras variables después de haber 

hecho el redondeo. Además, no obstante que la soluc16n óptima de 

programac16n lineal se redondease de manera satlsfactor1a, existe 

todavia otro riesgo ya que no existe garant la de que esta soluc16n 

sea la óptima para el problema cero-uno. 

Por otra parte, ex1sten problemas especiflcos para. los cuales no es 
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del todo erró~t!c::> est.~_,erlrori~~-,:~ por~_eJem~lo para problemas que son 

del tipo 

1, ••• ,,·m .... 

l = l •.. , ,m 

7
11 

a O Ó 1 

los cuales en realidad son problemas de aslgnac16n. Problemas que 

se presentan, por eJemplo, cuando se necesl ta asignar hombres y 

máquinas de manera única, pero optimizando los costos Ce asignación 

H A Q U I H A 5 

2 

cu e,. e,ª e •• 
c., c22 c23 e 

2• 

e e e e 
ni n2 n3 na 

C
1 

J = Costo de asignar el hombre i a la máquina J. 

problemas que, resolviéndolos por el método simplex de programación 

lineal, se asegura que siempre se obtendrán soluciones con valores 

O 6 1 (para esto, agregando la restricción de que cada variable sea 

menor 6 igual a uno). 
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Lo anterior se Justlf"ica por un resultado de programación lineal, 

que vale la pena enunciar aún cuando no se incluya su demostración. 

Resultado. 

Dado el proble1114 (en rorea matrlclal J 

sujeto 

.Alaa: Z=CX 

AX= B 

x" o 

SI B e• un vector en enteroa y A ea tal que ol 

doton1lnante de cual quier subtu.trlz cuadra.da 

es ±t, cnt.oncos, en caso de qua exl ata una 

solucldn bd.slca opt.11114 5<9, dicha solucldn soroil 

en entero&. 

Ndtc11e que Una condlcldn necesaria para que el 

d11ter111lnanto da cualquier sut.atrlz de A 

±1, es que A conste adlo de valora• -1,0 d t. 

En nuestro caso particular, no es dU"icil ver que se satisfacen las 

condiciones del resultado y sin mayor diflcul tad podemos af'irmar 

que el problema de asignación puede ser resuelto via programación 

lineal, cosa que en realidad es una forma eficiente de resol ver 

este tipo de problemas (incluso este tlpo de solución ha sido 

mejorada, pues se ha desarrollado un algoritmo especial izado para 

estos casos, que slgue la metodologla del algoritmo simplex, pero 

sin la necesidad de acarrear cada tabla slmplex). 

En el capitulo 3, veremos otra forma también bastante eficiente, 

para resolver este tipo especifico de problemas, que se basa en los 

algoritmos que surgen de las técnicas de ramlf'lcaclón y 

acotamiento. Técnicas que, explotando la estructura de este t 1 po de 

problemas especlflcos, logran obtener algorl tmos eficientes. 
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Sin embargo, cuando el problema no es referido a un caso 

especifico, una alternativa de solución es utilizar los métodos de 

la programación entera (problemas que se restringen sólo a tomar 

valores enteros en sus variables solución), entre los que podemos 

citar: 

(1). HETODOS DE PLANO Y CORTE. 

(2). HETODOS DE TEORIA DE GRUPOS. 

(3). HETODOS DE PROGRAMAC!ON DINAHICA. 

(4). HETODOS HEURISTICOS. 

(5). HETODOS DE RAH!FICACION Y ACOTAMIENTO. 

Siendo la técnica de ramificación y acotamiento la que 

interactuando con el método simplex de programación lineal, logra 

una forma buena y eflclente de resolver problemas con valores 

enteros, pues los demás métodos resultan muchas veces in~ficlentes 

y en pocas ocasiones logran ser eficientes, pero sólo parn un grupo 

pcqucno de problemas especificos. 

Mas aún, para el caso de querer resolver en general un problema de 

programación cero-uno, existe otro método propiamente ideado para 

esta clase de problemas, se trata del método de ENUMERACION 

IHPLICITA, el que resulta a menudo ser más eficiente para muchos 

problemas de este tlpo y que surge también de las ideas 

relacionadas con la técnica de ramificación y acotami'!nto . 

Es a.qui donde centraremos nuestra atención y donde presentaremos la 

variedad de algorl tmos con los que cuenta la Técnica de 

Ramlflcaclón y Acotamiento, haciendo especial énfasis en aquel los 

propios para la programación cero-uno y que pueden ser algoritmos 

que en general permitan resolver cualquier problema de programación 

cero-uno o que 1 explotando la estructura especifica de ciertos 

problemas, logran una mayor eflclencla. 
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f.5. DISCUSION 

Hemos presentado el modelo general de programación cero-uno Y 

sus propiedades básicas. Sln embargo no hay que perder de vista, 

que al desarrollar un modelo de programación cero-uno, se pretende 

predecir cuál serla la solución óptima, dadas las condiciones 

lnlclales del problema. Al hacer esta aflriaa..c16n, se supone se ha 

podido captar la situación real (esto es, el problema real que 

queremos resol ver) por una def'lniclón apropiada de variables y 

restrlcclones que conformarán nuestro modelo matemático. En muchos 

casos, de hecho, nuestra habl l ldad de retratar la real ldad, lo 

genuino, está expuesto a discusión. Asi como en todas las áreas de 

de la actividad humana, encontraremos que arreglos e ingeniosidades 

ayudan a obtener una mejor comprensión de los procesos en cuestión 

y que pretendemos conduzcan a un modelo matemático qua produzca una 

solución que pueda ponerse en práctica. 

Al desarrollar la formulación de un modelo de programación cero-uno 

debemos cuidarnos de que no se nos acuse de tener una herramienta 

para hacer el trabajo y, sl la herramienta no se ajusta, cambiar el 

trabajo para que éste se ajuste a la herramienta. Esta advertencia 

no regula, nl debe hacerlo, nuestra l lbertad de hacer las 

suposiciónes de slmpl lflcaclón apropiadas en vista del deseo de 

desa.rrol lar modelos que capten los aspectos esenciales del 

problema. Asl nuestros modelos matemáticos deben producir 

respuestas que sean comprensibles a las personas responsables del 

proceso que se está estudiando, o en algunos casos ser simplemente 

útiles para los tomadores de decisiones. 
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2. LA TECNICA DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO 

2.1. INTROOUCCION 

Debido a que cualquier problema de programación cero-uno acotado 

tiene sólo un número finito de soluciones factibles, es natural 

pensar en usar algún tipo de procedimiento de enumeración para 

encontrar una solución óptima. Sln embargo, cada vez que anal leemos 

problemas con declslón múltiple, la enumeración de todas estas 

posibles alternativas puede a menudo ser tediosa y larga. Por 

ejemplo, sl se Llenen 10 variables cada una pudiendo asumir los 

valores O 6 1, entonces habra 2 = 1024 soluciones factibles y 

aún cuando hoy en dla algunas computadoras pueden real izar varios 

millones de operaciones aritméticas por segundo, la enumeración 

exhaustiva slgnlflcará un enorme consumo en tiempo. Es imperativo 

por lo tanto, que cualquier procedimiento de enumeración se 

estructure en forma há.b1 l para que s6lo una peque.ria parte de las 

soluciones factibles tengan que examinarse. 
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Este enfoque es parecido al proporcionado por la Técnica de la 

Ramlf"icac16n y el Acotamiento (RyA). la que se caracteriza por 

Jerarquizar las distintas alternativas de decisión, considerando 

sólo una parte del total posible, pues muchas de ellas son 

eliminadas por criterios que establecerán que tales alternativas no 

pueden ser óptimas. 

Asi la técnica de RyA consiste en la aplicación recursiva de dos 

operaciones : 

l.) Operación de Ramlf"lcaclón. Consistente en dividir un conjunto 

de alternativas de declsl6n en subconjuntos ajenos y cuya unión 

es el conjunto original. 

2.) Operación de Acotamiento. Consistente en asignar una cota a la 

función objetivo en un conjunto de alternativas de decisión 

especificadas. 

El proceso es repetitivo y se utilizan ambas operaciónes de manera 

alternada para ir eliminando aquel los conjuntos de decisiones que 

no contienen la solución óptima, continuando asl hasta determinar 

el que la contiene, si es que existe dicha solución. 

La técnica proporciona en general una variedad de estrategias 

para la ramificación y el acotamiento de cada subconjunto de 

soluciones factibles, de las cuales se han desprendido algoritmos 

bastante eficientes como los que se presentan en el capitulo 3. Sin 

embargo antes de mostrar estos algoritmos especificos, es necesario 

entender el funclonamlento general de la técnica y para el lo en el 

presente capitulo presentamos algunos problemas scncl l los que 

pueden resolverse siguiendo las ideas básicas del método (sección 

2. 2.), lo que sirve de motivación para ver cómo es que surge esta 

tecnlca y posteriormente son presentadas las reglas más o menos 

generales utilizadas por la mlsrr.a (scccl6n 2.3.), con el prop6slto 

de dar un panorama sobre las diferentes estrategias. a f'in ~e 

adecuar alguna para el problema especifico de que se trate. 
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2.2. ASPECTOS BASICOS 

En esta sección veremos tres problemas sencillos· .C~el t~po. 

discreto) y que son resueltos mediante ideas muy sencil.l!ls, id~as 

que después se general lzan para ser utl l lzadas ~n la m~Yº.~.1~ .. d~" _l_os 

procesos seguidos en la técnica de RyA. 

&JEMPLO 2, 2.1. 

Se busca el má.xlmo de f(x) -372 + n:r tal· que :r sea entero. 

SOLUCION 

La ecuación no es del tipo DIOFAHTINA, por lo que no es posible 

utlllzar herramienta algebraica de este tipo para obtener el óptimo 

entero de esta función. Pero lo que si sabemos, es utilizar 

herramienta del cá.lculo para optimizar funciones cuyos valores se 

encuentren en algún intervalo continuo de los reales. Asi que 

relajando los valores de :rez por Xe:R, obtenemos fácl lmcnte el valor 

óptimo de f, a saber :ro=~ . 

Pero debemos preguntarnos ¿COHO UTILIZAR LA IHf"ORMACION DlSPONlDLE 

PARA ENCONTRAR EL OPTIHO VALOR ENTERO?, 

Con la relajación hecha se deduce que el problema P fue relajado 

al problema P 
0 

Po Maa: n:r - 3X
2 

X E IR 

P : Maa: n:r - J:r2 

X E l 
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por lo que el máximo de P
0 

es una cota superior para el máximo de 

P, pero además el punto donde se alcanza el máximo de P debe estar 

alrededor del valor x:=rr/6 " 0.52. Esto sugiere raalficar el 

conJunto Z en dos conJuntos s
1 
= Z íl i X'50} y s

2 
~ Z íl i :r;o¡} (esto es 

particularizar cada vez más el conJunto de soluciones) y analizar 

cual de estos dos subconjuntos tiene el valor mayor, pero por otro 

lado si advertimos que la función E es cóncava podemos asegurar que 

S y S alcanzan su máximo valor precisamente en el punto frontera 
1 2 • 

más cercano a :r
0 

y como E( 1 )szfi-3>0=E(O) concluimos que X = 1 es el 

máximo para el problema original P. 

El proceso de optimización para P, lo podemos seguir en el árbol 

s.lgulente~ 

* X0 =1T/6 S.rii! 

@ 
X~°/ ~X~l 

G5 G) 
X~=0€ 1 x;=1E:S 2 

donde S 1 = S ºn { X :!: O } S 2 = So 
0 

{ X =: } 
FIGURA 4 

Antes de proseguir con el siguiente ejemplo es Importante hacer 

notar dos hechos en el problema anterior: 

a. - Al conjunto relajado se le impusieron dos restricciones: :r ~ O 

Y X ~ 1 (en forma separada), lo cual sin eliminar soluciones 

enteras, redujo a encontrar el óptlmo en los valores frontera (pues 

la función es concava). Este hecho es muy útl 1 ya que se general Iza 

para funciones lineales n-dimensionales, las cuales se comportan 

monótonamente. 
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b.- La solución al problema planteado se pudo representar mediante 

el concepto de "árbol de ramificación" el que permite hacer la 

enumeración sistematica de un número finito de posibles conjuntos 

solución. 

EJEMPLO 2.2,2 

¿ De cuantas formas se puede seleccionar enteros positivos para 

que su suma sea un cierto número entero I ?. 

SOLUCION 

Es obvio que los enteros positivos que formarán parte de la 

suma, deben ser menores al valor I. Es decir, deben ser elementos 

del conjunto {1,2, ... , I}. Entonces, el problema ahora se traduce 

primeramente a decidir para cada uno de los números del conJunto 

anterior, sl dicho elemento debe o no estar dentro de los que 

conformarán la suma. Es decir, estaremos definiendo variables X J 

que tomarán los valores O ó 1, como sigue: 

Si se selecciona el entero J 

en otro caso 

1 :s J :s I 

Entonces el problema se traduce en encontrar las soluciones de la 

ecuación: 

utl 1 lzando un árbol de enumeración, podemos ir examinando las 
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diferentes alternativas y para que el análisis se reallze 

sistemáticamente. lo haremos e•pezando por el valor de :r1 y 

continuando de manera ascendente hasta llegar al valor de l. 

Para el caso 1 = 5, las soluciones vienen dadas por los caminos 

únicos del vértice Vo a cada v6rlice term.lnal, marcado con un 

asterisco en el árbol de la enumeración y los vértices sub~os 

indican qué enumeración posterior es imltil. ya que ninguna 

variable posterior puesta a nivel de uno. podrá dar una solución a 

la ecuación {ver f'igura S). 

FIGURA 5 

En general. dado un conJu~~o r1 nl to S, si se desea encontrru· cada 

l"E S, entonces, cada vértice VJ del árbol que enumera los elementos 
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de 5, restringe :r a estar en un conjunto SJ s; S. SJ es la 

intersección de 5 con el conjunto de aquellas :r que satisf'acen las 

restricciones marcadas por los arcos del camino que unen a Va con 

Vi. 

EJEKPLO 2. 2. :J, 

Las preferencias expresadas en un experimento de comparación 

apareada sobre el conjunto {a,b,c,d) son dadas en la siguiente 

matriz. El problema es encontrar un ordenamiento de los elementos 

del conjunto, que minimice el número de discrepancias, esto es, el 

número de preferencias "violadas" (el elemento a: es ordenado arriba 

de tJ, siendo que tJ es preferente a a:). 

a b 

a 

b 

e 

d o 

SOLUCION 1 

e 

o 

o 

d 

o 
Puntuación Total 

2 

1 

2 

El ordenamiento se lrá construyendo conforme se desarrollan 

las decisiones. 

Partiendo de que 'a' y 'e' tienen una mejor puntuación sobre los el 

resto de los elementos y que ademá.s 'a' es preferldo sobre 'e', 

entonces la primera decisión es hecha al responder la pr"egu1ila: 

¿ podria 'a' ser ordenada arriba de 'e' o no ?. Esta es una 
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pregunta razonable 

cons1derac16n. 

FIGURA6 

parecer, un 

Le ellQUela que aparece a un 
leda d• cada nada. repreaent• 
el nllmero da ¡jJefetenclas vio· 

- ladas, para aquellos otdenamlon­
los que esUn lmpllcltoa on ol 
nodo. 

De los dos nodos del primer nivel del árbol, el primero con 'a>b' 

(esto es 'a' ordenada arriba de 'b') es el mfls prometedor, donde 

'a>b' no impl tea -inmediatamente- discrepancias. De la mn.tr1z de 

preferencias se observa que 'e' también ~ notablemente mejor que 

'b', y la segunda ramificacl6n corresponde de este modo a 'c>b', 

Oespuis de tres ramificaciones, el árbol de búsqueda desarrollado 

como se muestra en la figura 6, donde el ordenamiento 'a>c>b>d', 

•involucra sólo una discrepancia 'i una solución correspondiente al 

subconjunto de soluciones. Cualquier otro nodo lmpl1ca al menos una 

discrepancia, por lo que 'a>c>b>d' debe ser un ordenamiento 6pt1mo. 

Por supuesto, no se ha demostrado en esta etapa que dicha soluc16n 

es única, ya que para establecer esto o encontrar otras soluclones 

óptimas, es necesario desarrollar todos los nodos que impl lean sólo 

una dlscrepanc1a. 
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El mlttodo apl lcado para el ejemplo anterior, resulta ser bastante 

ef"lclente, ya que de manera Agll encuentra una solucl6n al problema 

propuesto, sln embargo en otros casos y debldo a la manera Juiclosa 

de escoger la rainlflcaci6n, esto no hublera sldo posible, pues en 

general nlnguna (al menos como estrategia) tiende a ser favorable. 

SOLUCIOll 2 

Sea :r1>:rv:rv:rc un ordenamlento, donde X1 E ia, b,c,d~, entonces 

exlsten 44 - 256 dlferentes cuartetas c:r1,:r2,:r:1,:rc) de las que sólo 

4•3•2 • 24 corresponden a ordenamientos VAiidos, es declr, de los 

256 candldatos a solucl6n, 232 no son factibles y deben ser 

ellmlnados. 

La regla de ramlf'icación que- adoptaremos ahora es: La primera 

ramlf'lcac16n corresponde a la selecclón de Xt (el ele1nento de la 

ordenacl6n más alto) la segunda y tercera ramlflcnclonos 

ºcorresponden a la selección de :ra y :r3 respectivamente (si :r1, :rz y 

!r:J son especificados, entonces :re queda automá.tlcamente 

determinada). 

El árbol de búsqueda se desarrolla en forma sl11llar que el primer 

11.étodo, co1na se muestra en la f'lgura 7. 

© L•• col•• Plf• 101 nodo1 Zlll d• e orlm•r nlv••· •• obll•nen 11 1umu 

-----e/ 
"'

:------____ 101 v1lor•1 luno1J que 1p1reo1n en 
1 1 / ' ~ ------- 1 11 OOIUl!'lnl 11ool1d1 1 Zlll 1n 11 ¿ t.:::-:\ ~ C\ m•ltl.t d• pr111rencl11. 

~ ~ O L•• col•• para 101 nodo• Zlll d• 

/ ~ 
nh•I 1nru1or •• obtlln•n •I 1um1t: 

lfll 11 ·••••1111• :tfll •• 
1 1 ertl•ii••• 1111 •' 1111u I va1ore1 que •Perecen en 
~ ~ cotu la column1 a1oc11d1 1 ZllJ 
~ Ó d• 101 nodol + d• une 1ubmelrlz d• pr1l1• 

/ \ 
Pr•d•ouorH ~~":,•r:,¡"11•, ~~;·,~.~.º~''e•;.• 

1 1 lumnn11 uocladu 1 101 no• 
Q Q do1 pr•O•c1101a1, •n I• rn•· 
~ ~ lrl.rorlglnal. 

1 
~ FIGURA 1 
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El segundo método aplicado proporciona nuevamente la ordenación 

a>c>b>d como una solución óptima. Mientras un nodo a(2) es sucesor 

potencial del nodo a(t ), éste no se incluye en el árbol, ya que 

sólo contiene soluciones no Factibles y en general conJuntos como 

éste son también rechazados. 

En el eJemplo, ambos métodos de solución nos conducen directamente 

a un ordenamiento óptimo, pero en general éste no es el caso y a 

menudo cierto proceso de "retroceso" es necesario. 

Además es Justo mencionar que cada vez que es resuelto un problema 

discreto mediante la técnica de RyA, a menudo es conveniente 

relaJar el conJunto de soluciones factibles a uno en el que es más 

fácil encont.rar una solución, que si bien no será una solución para 

el problema original, si nos dará un buen lndlclo de dónde se 

encuentra la solución buscada. Esta idea es muy utilizada en 

combinación con la técnica de RyA para resol ver problemas de 

programación entera y en particular la utilizamos para resolver el 

ejemplo 2. l. 1.. As i que, dada la importancia de este concepto, es 

conveniente f'ormalizar dicho término de la manera siguiente. 

0EFIHICIOH: 

Sean Pt y P2 los problemas : 

P1 Hln f(X) sujeto a :r e 51 

P2 Hln f(X) sujeto a :r e 52 

s2s;s1 llamaremos a Pt relajamiento de P2 

(Análogamente P2 es una restricción de Pt) 

RESULTADO 2, 2. 1 

Sea Xo la solución óptima de Pt, el cual es un relajamiento de P2, 

entonces tenemos que: 
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a.- f(!ro),,f(!r) para todo :re 52 

b.- 5i :roe52 ;,~toll~és :io-es la solución ópÚma de P2 

DEHOSTRACJDN 

a.- Como :ro es óptimo .de P1 .. f(!ro)'5f(!r) para todo .:re51,. pero 

además como XeS2 .. XeSt, por ser PI relaJamlento de P2, por. tanto 

f(!ro)'5f(!r) para todo :res2. 

b. - El inciso (a) impllca que f(!ro)i:f(!r) para todo !re52, por lo que 

si XoES2 tenemos que Xo es el 6ptlmo de S2. 

El rcsul tado anterior es fácl l de apl lcar a problemas como los de 

programación entera (las 1nc6gnl tas en este caso son vectores X con 

valores enteros). Para el lo primero pedimos que rCX) sea Jlneal, 

posteriormente relajamos el conjunto de soluciones factibles a St y 

paulatinamente se restringe el conjunto 51 a tomar valores enteros, 

como lo demuestra el conjunto 52. 

51 = i x e IR" Ax = b, x..ai Y 

S2 = <X E IR" AX = b, x~. :r J entero para algún J}. 

En estas condlclones, el inciso (a) Implica que la solución al 

problema l lneal cont lnuo es una cota superior al problema en 

enteros (o mixto). El inciso (b) garantiza que sl la solución del 

problema continuo es entera, entonces es una solución óptima al 

problema original. 

En el caso que la solución óptima al problema relajado es tal que 

Xot!S2, es necesario definir un proceso que encuentre la solución 

óptima al problema original (o bien, que Indique que ésta no 

existe}. Una ldea es "Reducir" S1 hacia 52, o más precisamente 

determinar conjuntos SJ tales que S1:>(St(}SJ)2S2 y aprovechar la 

lnformac16n obtenida del problema relajado para obtener 

eficientemente la solución óp~~ma de St íl SJ. 
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2.3. METODOS DE RAMIF"ICACION Y ACOTAMIENTO 

El procedlmlento general que slgue la técnica de RyA es 

caracterizado por un proceso que comienza partlclonando el conjunto 

X de soluciones factibles en conjuntos ajenos X1, ... , Xn (proceso de 

Ramlflcaclón), posteriormente debemos asignar a cada nodo una cota 

lrú'erlor a su función objetivo (caso de mlnlmlzar) e ldentlf'lcar el 

Xk que llene la menor cota inferior, la que será una cota superior 

para el valor óptimo minlmo (proceso de nunlflcaclón). La 

Ramlflcaclón continua al desarrollar :I'k, esto es, partlclonandolo 

en subconjuntos Xkt,.,. X°k• y nuevamente debemos determinar un nodo 

:r1r:1 que prometa contener una mejor solución (puede incluso 

considerarse un nodo anteriormente creado}, sl tal nodo existe 

entonces el problema nuevamente ha sido reducido a optimizar sobre 

711:1 y asi sucesivamente. Esta es la idea que se encuentra detrás de 

las técnicas de Ramificación y Acotamiento. esto es particionar un 

conjunto mayor en subconjuntos cada vez más pequefios y mediante un 

proceso de acotamiento ir descartando algunos de estos 

subconJuntos, conservando los subconJuntos más prometedores y 

continuando este procesa hasta analizar todas las pasibilidades. 

2. J. 1. Reglas de Ramificación. 

Para presentar las reglas de RamU"lcaclón más comúrunente usadas 

es necesario expl !carlas mediante un problema 11uy particular, "el 

problema del ordenamiento", el cual consiste en ordenar un conjunto 

dado A=ia1, •.. ,an~ tal que dicho ordenamiento cumpla con alguna 

propiedad Jerárquica. 

El problema de ordenamlento puede resolverse asignando un orden ra 

a cada uno de los elementos .del conjunto A. Asi el conjunto de 

42 



soluciones factibles Puede tomarse como el conjunto, -.de _v~c_t~~~s_ 

n_d1tnens1onales: 

F =jii:¡a:1EA y "''""'l si •"J} 
donde a:l es e 1 elemento con orden 1. 

tas posibles formas de ramificar el conJunto F -~~y-Obtener un 

ordenamiento deseado. se presentan a. cont1n~16ñ~·-, 

1. RA.HlFlCAClOK ORDENADA. 

Sea R =~r1, ... ,rp~ un subconjunto de ji;2; .. ;,nf'que contiene p 

elementos dl.stintos. Un nodo del árbol de búsqueda se determina al 

imponer las restricciones: 

a:.-1°ªJ1' a: ... 2=ªJ2''''• a:,.p""ªJp 

As1. el nodo actual especifica al conJunto: 

El cual puede ser particionado en n-p subconJuntos ajenos Fk, al 

"fijar el elemento que tenga orden r(a:) para algUn r(a:)ltR, es decir: 

Fk =jii:¡ii:eF' y a:ria:i=ª•' k"J1, ... ,jp~ 

Esta regla de ramificaci6n recibe el nombre de RAHlf'lCACtOH 

ORDENADA y en general la forma dada requiere de reglas expl 1c\tas 

de selección, para determinar r(a:) cuando a: es conoc1da. 

Asl en la prflct1ca r(a:) se toma como una func16n que depende sólo 

del nlvel de a: (esto es p). Por ejemplo r(a:):::p+l fue usada en la 

solución 2 del probleJna 2. 2. 3. de la sccc16n anterior y r(a:)=n-p a 

veces es usada. 
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~ figura 8 muestra un árbol de enumeración completa para n=4 Y 

~=~a,b,c,d~ generado por ramlf1cac16n ordenada. 

FIGURA 

Un subconjunto de soluciones correspondientes a un nodo particular 

es ubicado en el árbol, dependiendo de la regla de selección Usada. 

Por ejemplo considérese los nodos marcados U, V, V y Y por los 

niveles 0, 1,2 y 3 respectivamente, entonces Y corresponde a la 

solución: 

(b,a,d,c) sl r(U)=2 r(V)=l y r(\1)=4. 

(a,b,c,d) sl r(a:)= (nivel de a:) + para toda a:. 

(d,c,b,a) sl r(a:)= n-(nivel de a:) para toda a: • 

.z. RAHIFICJ.CIOH INHD>U.TA DEL SUCESOR. 

Un Conjunto F' es especlflcado por p relaciones de la forma 

r J=r 1 +l (que puede interpretarse como el ele11ento a J es ordenado 

lnmcdlatamente después del elemento a
1
). F' entonces puede 

pa.rticlonarse en dos conjuntos: 
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V como podemos ver, se requiere una regla de selecc16n para eleglr: 

el par de 1ndlces k y 1. La figura 9 da un eJeraplo de un árbol de 

enumeracl6n completa para no::4 y A"'~ª· b,c, d~, la ramlflcacl6n 

comienza al conslderar sl el cleinento a es ordenado lnmedlatamente 

encima del elemento b o no, esto es ab o ib. 

FIGURA 9 

J, RAMIFJCACION DEL SUCESOR. 

Un conjunt.a F' se deflnc como un conjunto de p relaclonee r 
1
>r 

1 
, (que se lnt.erpreta como un elemento a

1 
es ordenado posteriormente a 

un elemento n 1). F' puede entonces partlclonarse en dos conjuntos: 

F'(kll={ii:iieF' y a: 1 >a:,~ 

F' ( lkl= F' -F' (kl l = {iEIO:eF' y "'»"'• f 
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Nueva.mente se requiere de una regla de selección para escoger la 

pa.reJa (k, l), kittl. La regla de ramificación del sucesor se us6 en 

la solución del problema 2. 2. 3., la figura 10 da un eJemplo del 

árbol de la enumeración completa, en este caso se comlenza por 

considerar que el elemento a se encuentre en un orden mayor que el 

elemento b (nodo ab) o no se encuentre en un orden mayor que b 

(nodo ba), si no a no está ordenado encima de b entonces se prueba 

con el elemento ordenado encima del elemento a y asl 

sucesivamente hasta descartar todas las combinaciones y encontrar 

un ordenamiento único. 

FIGURA 1 O 

2. 3. 2. Reglas de Acotamiento. 

Siempre que se quiera resolver un problema discreto mediante la 

técnica de RyA, es necesario desarrol Ja.r un árbol de búsqueda. Sin 

embargo para desarrollar un "buen" Arbol (en el sentido de que 

proporcione una solución óptima de manera ágil y eflctcntc) se 

nccesi ta adlclonalmente escoger una regla adecuada de acotamiento, 

dicha regla a menudo es más fácil elegirla cuando en lugar de 
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trabajar con el conjunto F de soluciones factibles. se trabaja con 

un conjunto C que es una relajación de F (por ejemplo en 

programación entera, en lugar de trabajar con el conjunto Z se 

trabaJa con el conjunto relajado R, lo que facilita el cálculo de 

las cotas ya que es más fácil encontrar óptimos de funciones 

reales, que de funciones con valores enteros). 

Una f'unc16n de Acotamiento es una función 

g: 2c ---> R C•ConJunt.o roloJodo do 
soluciono• focllbh11. 

2C=ConJunt.o do lodos los 

po11 l blo• 11ubconJunlo11 

do c. 

tal que asigna un número real g(X) a cada X!:C, cumpl lendose que 

g(!I")'5f(a:) para todo a:e!I"f1F 

F=conJunt.o do lodaa la• 
soluclonea focllblaa. 

(nótese que todas son cotas inferiores, ya que estamos trabajando 

con un problema de mlnimtzacl6n). Además esta función de 

acotamiento debe satlsf'accr que 

g({a:f) = f(a:) para toda a:eF .•. (2.2.1) 

EJEMPLO (Alqunos forma.a de acot.ar lo funcldn objottvo 

problo- do a11l9nacldn) 

Cuatro hombres están dlsponlbles para realizar cuatro tareas. 

Supongamos que el hombre 1 tiene una clasificación UtJ hacia la 

tndeseabllldad de realizar la tarea J. Se requiere encontrar una 

asignación que mtnlmlze las caltficactones totales. 
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HOMBRES TAREAS Hlnlmo por renglón 

2 3 4 

15 5 9 5 5 

2 17 14 4 7 4 

3 9 13 13 7 7 

4 13 10 B 15 B 

SOLIJCION. 

Sea F=~;c¡;c =(l,J,k,ll l,J,k,!e{l,2,3,4)~ el conJunto de todas las 

posibles comblnaclones de ta.reas asignadas a los hombres (l,2,3,4) 

respectivamente. El problema de aslgnnclón lineal es: 

JUnl.m.UJ.att. U = U11 + U2J + U3k -+- U.u 

donde (1,J,k, l) son las permutaciones de (l,2,3,4) 

Un problema relajado C es aquél en las que las restrlcclones son 

relajadas a l,J,k,le{l,2,3,4). Claramente F=C, en este caso. 

Ejemplos de cotas son: 

=5+4+7+6=22 

=9+4+7+6=26 
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= 9 -. 14 + 7 + 6 = 36 

donde C[ i=3] denota el subconjunto de C con i fiJa en 3. 

Pueden obtenerse mejores cotas para las asignaciones cuyo primer 

elemento es 3 e la tercera tarea es asignada al pri·mer trabajador). 

ya que si i=3 entonces podemos insistir en que {J, r, O;e3. De este 

modo se obtienen los valores: 

g' (C) = g(C) = 22 

g' (C[ 1=3)) = U
13 

+ min U2fl + m~n U37 + min U 46 
{J=t,2 1 4 IC.•1 1 2,, 8•1 1 2,4 

= 9 + min {17,14,7}, + mln {9;13,7) 

+ mln { 13, 10, 15) 

- 9 + 7 l + 7 + ·10 = 33 

g' (C[1=3J. [J=2)) = U
13 

+ U22 + mln U
37 

+ mln U46 
7•1, 4 

= 9 + 14 + mln {9, 7) + mln {13, 15) 

= 43 

obsérvese que g' satisface la ,ecuación 2.2.1. y además g' (7)~g(7) 

para todo l'cC (se dirá. entonces que g' es más fuerte que g). 

El proceso es continuado, al ramlrtcar el nodo que tenga l&. menor 

cota (esta es la forma de desarrollar el árbol, pero no es la 

\lnica) y cada vez que se encuentre una meJor solución (la solución 

actual), debemos checar para cada nodo :r (esto es XcC) si 

g(~):sg(7), en cuyo caso el nodo :r se declara explorado por no 

merecer mayor consideración ya que g(~):sg(X):s:f(a:} para toda a:e:rnc. 
Sin embargo, la solución completa del ejemplo no es presentada, 
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ya que en este capitulo, únicamente se presentan algunas t6cnlcas 

generales para ramificar y acotar los nodos de un árbol, sin 

mostrar el detalle del proceso coapleto. SI el lector está. 

Interesado en verificar dicho proceso, se le sugiere revisar la 

sección 3. 4. (algar! tmo de aslgnacl6n). 

2.2.3. Reglas de Desarrollo (f'or--.s de ol99lr ol nodo a r .. lf'lcarJ. 

1, BUS()U'EDA POR PRIMERA PRORJMDIDA.D. 

Una regla común de desarrollo es la estrategia de ramificación 

de primera profundidad. del nodo activo recientemente creado (un 

nodo Y se dice que es activo si g(~) ~ g(~) donde fi' es la solución 

actual al problema de minimización). Esta regla fuerza al árbol a 

un nodo terminal de manera rápida, aunque esto podria requerir más 

cálculos computacionales, sin embargo, reducirla el ta.maf'io de 

memoria sUficlente para acumular problemas correspondientes a cada 

nodo en una ruta de la ralz al nodo terminal del árbol. 

2. PAIH!:R A.LCAHCE. 

Es la regla de desarrollo apl !cada en la programación dinámica y 

es la opuesta a la de primera profundidad. La estrategia consiste 

en la ramificación del mlnimo nodo activo y que más recientemente 

fue creado. 

3. COSTO UNIFORME. 

Esta regla consiste en escoger un nodo Y del árbol parcialmente 

expandido, para el cual 

g(ll) " g(:X:) para todo :r nodo del arbo!. 

Y los empates se resuelven por alguna regla subordinarla. 
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La estrategia de costo uniforme, en ocasiones llamada ramlflcac16n 

de la menor cota, es la més ·eficiente, en el sentido de que en 

general requiere un m1nimo número de nodos a ser desarrollados. 

Aunque a menudo produce árboles pequer\os y requiere de poco tiempo 

de cómputo, sufre el defecto de producir una solución fáctlble 

cerca del fin de los cálculos. 

Las 3 estrategias se describen en los Arboles de büsqueda de la 

figura 11, desarrollados para encontrar la ruta miis corta de L a R. 

a b se 1 d 
~----,-,3 e/ .?i1 ~/( 1';{ ,). h 

y 1'Y~-/~~ ~ 
1 "Lº)..Y<f::vl".i"··v q 

S t U V 

RUTAS 

V lnramlflcabl• por damlnacla 

( lma ruta corta al nodo ya 

luí encontrada 1 

Y lnramlflcable por acotamiento 

PRIMER ALCANCE 

FIGURA 11 
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DON.tNACION 

En algunas apl lcaciones de Ramlflcaclón y Acotamiento puede 

presentarse el caso en que aprovechando la estructura del problema 

particular se permita comparar un par de conjuntos X, '!ICC y decir 

que la mejor solución en :r es al menos tan buena como la mejor 

solución en '!I (ver algorl tmo de secuenciación, sección 3. 5.). En 

tal caso se dice que :r domina a '!I y entonces el nddo Y en el árbol 

no necesita desarrollarse (si :r domina a '!I y '!I domina a X, uno de 

ellos puede ser inactivo -caso de empates-). 

Finalmente es necesario hacer notar que, aún cuando las técnicas de 

ramificación y acotamiento son exactas en el sentido que garantizan 

soluciónes óptimas, tienen sin embargc:> la desventaja de involucrar 

una cantidad considerable de cálculos. Pero siempre que se tenga la 

f"lexibllidad suficiente para aceptar una solución subóptima, es 

mejor usar ramlficnci6n y acotamiento "heuristlcamentc", ya que con 

este tipo de algoritmos se logra reducir el tiempo de proceso, sólo 

que obteniendo en algunos casos soluciones infactlblcs o soluciones 

factibles pero no óptimas (cuando la estratégla es aceptar la mejor 

solución fáctible, generada en un tiempo dado). 

2.4. DJSCUSION 

En el presente capitulo se rnostro de manera general, el 

funcionamiento de la técnica de RyA, asi como las reglas de 

ram.iflcaclón y acota.miento más comúnmente ut 11 lzadas cada vez que 

se requiere resolver un problema del tipo discreto. Y aunque no 

existe un proceso bien especifico de cómo resol ver un problema 

discreto mediante la técnica de RyA, p0demos decir que los pasos 

siguientes engloban su funcionamiento general. 
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1. - Siempre que sea conveniente, debemos tratar de relajar el 

conjunto de soluciones factibles a uno donde sea más fácil 

identificar una solución y de esta forma sondear el lugar donde se 

encuentra una solución al problema original. 

2.- Separar (ramificar) el conjunto de soluciones en dos o más 

conjuntos ajenos (con el propósito de eliminar subconjuntos en los 

que aseguraremos que no pueden contener una solución óptima) 

mediante alguna regla que permita llegar de manera más rápida a la 

especificación de una posible solución. aunque esto es realmente 

subjetivo, puesto que la rápidez con que encontremos una solución 

óptima no radicará sólo en la regla de ramificación sl no también 

en saber sobre qué nodo hacer la separación y ádemas en el obtener 

una buena regla de acotación para cada nodo explorado. 

3. - Acotar in:feriormente (superiormente) cada nodo ramificado si el 

problema es del tipo minimizar (maximizar) con la finalidad de 

eliminar aquellos nodos que no pueden contener una solución óptima, 

ya sea debido a que es infnctlble o bien porque no tiene una mejor 

cota que la actual solución f'áctible (si es que ya se encontró). 

Entre más nodos declaremos inactivos, más pronto obtendremos una 

solución óptima. 

4.- Escoger el nodo sobre el cual se realizará la siguiente 

ramif'icaclón y aunque se sugiere considerar aquel nodo que llene la 

menor cota inf'erior, a menudo conviene considerar otras formas de 

elección como la de "búsqueda por primera prof'undidad" la que 

permite cada vez declarar mayor número de nodos inactivos o bien 

utilizar "primer alcance" o "costo uniforme". Aún cuando en 

realidad ninguna (al menos como estrategia) tiende a ser favorable. 

S.- Repetir pasos dos a cuatro, hasta terminar el análisis con 

todos los nodos creados. 
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3. ALGORITMOS ESPECIFICOS 

3.1. INTROOUCCION 

En el presente capitulo veremos tres algorl tmos basados en ln 

técnica de RyA y que permiten resolver problemas de optlmlzaclón en 

los qué el conjunto de soluciones factibles es del tipo discreto. 

Uno de estos algoritmos es el algoritmo de la enumeración 

impllclta, el cual permite resolver el problema de programación 

lineal binaria (cero-uno) que en su rorma general viene dadu por: 

Minimizar z=[ CJ :r 
J 

•ujolo . J• l 

¿ ª• J:rl " b 1 
1=1,2, ... ,m 

J•l 

:r = 
J 

o ó J=l,2, ... ,n. 
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Entre los problemas de optimización que se aJustan a este modelo se 

encuentran: El problema de la mochl la, el problema de la selección 

de proyectos de inversión, el problema de nivelar una l 1nea de 

ensamblado, el problema del cubrimiento y el de balance de lineas 

de producción, entre otros. Y aún cuando es eficiente resolver un 

problema binario general, mediante la enumeración lmplic1ta, esto 

no es comparable con la ef"iciencla que se logra obtener, cuando 

algunos problemas especificas son resueltos con algoritmos 

especiflcos, como son los algoritaoa de asignación y de 

secuenclac16n. Algoritmos basados, todos, en la técnica de RyA y 

que a contlnuaclón veremos, claro, anal Izando también la ef"lclencla 

de los mismos (ver sección 3. 6. -complejidad computacional-). 

Adlclonalmente se incluye una parte de nnállsls de postoptlmalldad 

para el algorl tmo de enumeración lmpl ici ta, que es muy útil siempre 

que se necesite resolver un mismo problema, salvo por pequef\os 

cambios en los valores de algunos parámetros y sln la necesidad de 

reformular y resolver todo el problema desde el prlnclplo. 

3.2. ALGORITMO DE ENUMERACION IMPLICIT A 

IDEAS BASICAS: 

Considere el problema lineal cero-uno en su rorma general: 

.llln z = c-x 
•ujelo a 

Es conveniente suponer que el vector de costos e es no-negativo. 

pues en caso que asuma valores no-negativos. bastara substltutr a 

XJ por 1-XJ', cada vez que CJ<O, ya que en estas condiciones, si XJ 

toma los valores O 6 1, entonces :l'J' toma los valores 1 6 O y la 

55 



función obJetlvo .queda expresada por: 

z - t' e :r • t' e :r + t' e• :r 
l. J J l. J J l. J J 

= l C~(l-:X:~) + l e; :X:J 

-r e~ X~ + l e; X J + Le~ 
L___J 

oo•t.o• il: O con•t.•nte C~<O y e;~ 

en donde, la constante E C~ puede ser ellmlnada de la f'unc16n 

objetivo, ya que no influye en ol proceso de optlmizacl6n. 

Una vez hecha esta transf'ormac16n, e~ proceso de optlm1zaci6n se 

basa en un método de búsqueda., el cual trabaja con la enumeración 

lmplicita de los 2" posibles vectores X, con entradas cero-uno. El 

procedimiento enumerativo es representado por un árbol de büsqueda, 

compuesto de nodos y ramas. Un nodo corresponde a una solución 

candldo.to cero o uno y dos nodos conectados por una. rama. difieren 

en el estado de una variable. Cada variable puede tener uno do los 

tres esto.dos siguientes: f'lJa en 1, flJa en O 6 libre. Un nuevo 

nodo es definido, cuando una variable es flJado. en 1 (forw..rd} y un 

nodo es revisado si una variable es fijada en O (backward). 

0 Xs=l 

/6\ 
FIGURA 12 
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Asi el problema en un nodo intermedio, es de la foraa 

.MlnlmhJ.Cvr. z L cJ:rJ + ~el 
JeJ JEJ 

•UJolo a 

donde Y1 = b 1 - Í ªlJ 

JeJ' 

J=jJ ¡:rJ es Ubre respecto al nodo actual~ 

J
1=jJIXJ es fijada en 1 hasta el nodo actual~ 

Nótese que no hubo necesidad de invertir matrices o almo.cenar 

coeficientes. Tanto las a
1
J como las b

1 
son los coeficientes 

originales. Esto por si sólo reduce el tiempo de cAlculo ':I evita 

errores númericos, además de almacenar menor cantidad de 

1nformac16n. 

Cada nodo entonces será ramificado cuando se flJe una variable en 

1, tratando de hacer que los términos Y1 tiendan a ser positivos 

(pues sl todos fueran positivos, la enumeración hasta el nodo 

actual 1 serla fáctlble y cualquier enumeración posterior a ésta. 

arroja un mayor valor de la función obJetlvo. siendo inúti 1 

cualquier enumeración posterior) se continúa este proceso de 

ramlflcac16n hasta encontrar un nodo en el que la enumeración sea 

factible (cuando Y1?; O para t=l,2, ... ,m) o blén cuando sea 

infactiblc (debido a que ninguna enumeración posterior podrá hacer 

que el término Yl sea positivo)¡ en tal caso es necesario regresar 

a un nodo anterior (aquél que .fue creado más recientemente). 
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CRITERIOS DE LA RAllIFICACION Y ACOTAMIENTO 

1. Sobre la función Objetivo 

El propósito de esta prueba, es poder ldentlflcar y desechar 

aquellos nodos, que al tratar de hacerlos factibles (Yt<O en el 

actual nodo) y siendo necesaria una enumeración posterior con 

aquellas variables en las que a
1

J<O (con el propós'lto de reducir la 

lnfactlbllldad), no podamos llegar a una solucl6n en la cual 

obtengamos un mejor valor para la función objetivo. Para est.0 1 

creamos el conjunto T de variables tales que: 

T = {J 1 X¡ es libre, Z+C¡á , a 1 /º• Y1<0 ~ 
donde: 

J
1 ={JI X¡ es fijada en 1 en la solución actual~ .. · 

Z=E C¡ 
JEJl 

Z = mejor valor de la función objetivo hasta ahora encontrada. 

Cua.ndo T=0 entonces ninguna enumeración posterior, que reduzca la 

lnfacllbll1dad, podrá mejorar el actual valor de la función 

objetivo Z y por lo tanto es necesario regresar a un nodo anterior 

(que será el más recientemente creado). 

2. Prueba de lnfactl bi l!dad 

a.- Si T•0, es posible identificar cuando ninguna enumeración 

posterior, al nodo actual, conducirá a una. solución factible, pues 

en el caso que exista un indice 1 tal que: 

Yl < O '/ Yl -[ m1n (O,a
11

J <O 

JET 
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indudablemente, en el nodo actual se tendria que, la l-ésima 

restricción permanecerla infactible, aún cuando todas las variables 

de T tuvieran valor 1. Asi que, cuando el nodo satisface la prueba 

de infactibilldad, debe declararse como inactivo y la búsqueda debe 

ser continuada sobre el nodo más recientemente creado (real lzar el 

backwardl. 

b, - Verificar si 

[ mln (o,a1J) + ia1PI > Y1 

JEJ 

si es el caso, continuar la búsqueda en el nodo actual. con la rama 

!rp=O CXP=t) si a
1
P>O (a

1
P<O). Ya que, si la prueba es cumplida en 

el nodo actual (llamémosle S) y a
1

P>O, la nueva rama asignada con 

!(P=l, seria infactible, ya que: 

[mln co,a 1Jl = [mln Co,a 1Jl > Y1- a'• y~uc:r.=tl 
JEJaU{ :rp =1 I JEJª 

donde 

J 8 u1:r.=il ~:r.1:r,=o 6 !, según el trayecto hasta S~ 
U ~XP que en el momento se le asigna el valor 1 ~ 

s nodo actual. 

Por lo que el nodo XP=l. a partir de S, 'no puede dar una solucl6n 

factible y por lo tanto, es necesario considerar XP=O en cualquier 

sucesor de S (lo mlsmo ocurre cuando la prueba a
1
P <O y la prueba 

de lnfactl bl lldad es satisfecha). 

3. Prueba de Ramlflcaclón de Balas 

El seleccionar las variables llbres que serán fijadas en 1, puede 
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lnflulr slgnlficatlvamente en la eflclencla de algoritmo. Esto 

particularmente es cierto en el principio, donde una selección 

"pobre" de alguna variable libre, puede resultar en la enumeración 

innecesaria de un gran número de nodos y ramas que al final del 

proceso, diferirán en mucho de la solución óptima. Una buena regla, 

disef\ada para ir en la búsqueda directa de una solución, ha sido 

propuesta por Balas. 

A cada variable libre XJ se le asocia el conjunto M
1 

y calculamos 

Y entonces determinamos aquella variable libre, que al asignarle el 

valor 1, reduce en "total" les lnfactlbl 1 ldades. Por "total" se 

entiende como la suma de todas las cantidades por las que cada una 

de las restricciones son violadas. Entonces debe seleccionarse 

aquel la variable X J que maximiza V J (es decir la que más reduce en 

"total" las lnfactlbllldadcs). 

En caso de que Mt" para todo J, entonces ninguna enumeración 

posterior es necesaria, ya que la mejor de el las se obt lene cuando 

a todas las variables libres se les asigna el valor cero (solución 

que además resulta ser factible); por lo que debemos regresar a un 

nodo anterior y continuar el proceso. 

ALGORITMO ADITIVO CERO-UNO DE BALAS 

Para registrar la trayectoria de la enumeración progresiva 

utilizaremos los vectores Ü =Cu
1
,u

2
, ...• un) Y X =(:r

1
,7

2
, ... ,:r

0
}. 
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As1 cuando las variables XJ
1

, _X Ja' ...• XJ• son asignadas en ese 

orden, las componentes de X correspondiente a las variables 

asignadas son O 6 1 y las restantes variables llb~s tendrén valor 

-1. Las componentes de Ü son: 

\-
J. si X Jk = 1 y su complemento aún no ha sido considerado. 

u. Jk si X =1 
Jk 

6 O y su complemento ya fue considerado. 

o si i:: > s. 

y i será el mejor valor de la función objetivo hasta el 

momento encontrado. 

PASO 1. Verificar si b'2:0. Si es el caso, entonces la solución 

óptima es X =(0,0, ..• ,O). En otro 

Ü=<o.o,. . .,oi, x =C-1,-1 ..... -1> y 
suficientemente grande). 

~ Iterativos. 

Paso 2. Calcular 

Yt = bt-[ a 
JeJl IJ 

Zo=[ CJ 

JeJ' 

t=1,2, •.. ,m 

caso, 

Z=m 

Inicializar 

(un número 

Donde J'= ~ J 1 :r l es fijada en 1 hasta el nodo actual~ 

Paso 3. Si Y~ y Zo<Z entonces, asignar Z=Zo y X=X. De este tnodo, 
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el vector X es la nueva solución encontrada. Ir al paso 7 

( 6ac1'uoand) • 

SI Z >Z Ir al paso 7. 

En otro caso continuar. 

Paso 4. Crear el conJunto T de variables libres :rJ definido como 

sigue: 

T • ~J IZ+C¡<Z, a 1J<o, Yt<O~ 

Si T=0 entonces ir al paso 7. 

En otro caso continuar. 

Paso s. PRUEBA DE: IHFACTIDILIDAD. 

(a). Prueba sl hay un indice i tal que Y1<0 

Y Yt~kmln (O,a 1 J) <O 

si es el caso, ir al paso 7. En otro caso continuar. 

(b). Prueba sl hay un indice 1 tal que 

[ mln (O,a1Jl + lalJI >Y1, 

JEJ 

51 es el 

c:r,=1i si 

de S con 

Modificar 

caso. declarar 

ªi/º (a11>o) y 

el nodo 7 =O 
l 

el vector ü. 

1 nf'act! ble e 1 nodo X ,=o 
continuar la ramlflcación 

(XJ=ll si ª•/º Ca11<o). 

asignando Uk= -Jk a la 

componente O que está más a la derecha. 

Paso 6. PRUEBA DE RAHIFICACION-B.U.AS. 

Para cada variable l lbre 7 J crear el conjunto HJ como: 

SI MJ•0 para todo JeJ; Ir al paso 7. 
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Paso 7. 

E.JDIPLO 1 

En otro caso, calcular el valor V J para cada variable X J 

Donde VJ=O sl HJ•21. Ramificar el nodo actual, adicionando 

la variable :r
1 

que maximiza VJ a la solución parcial 

actual. Regresar al paso 3. 

BACl.WARD, 

(a). Regresar al nodo más recientemente creado. 

(b). Hodlf"icar el vector U. Cambiarle el signo a la 

componente positiva, que está más a la derecha. 

Asignar en cero todos los elementos a la derecha de 

dicha componente. Esta es la nueva enumeración 

parcial. Regresar al paso 3. 

(c). Si no hay elementos positivos en Ü, la enumeración 

lmpllclta está completada. La solución 6ptlma es el 

actual vector X y el correspondiente valor de la 

f'uncl6n es Z. 51 Z•m, entonces no hay solución 

f"actlble. 

JlllWrW¡ali z = 3:X:1+2:X:2+:fa+:X:• 

•uJelo a 

-:X:1 + :X:z+6:X:3+:X:4s 5 

-:X:1-2:X:2+3:X::i-:X:•s -3 

2:X:1+2:X:2-:X::i-B:X:<s -6 

X1,:r2,X3,X4 • 1 6 O. 
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Inlclal-nte U-co,o,o,o> X•(-1,-1,. .. ,-1)_, Z•999 

Iteracl6n 1 

La Prueba de lni"actlblltdi..d (b) es satisfecha para la 

restrlcc16n 2 y 3. 

es decir: 

es decir: 

E 111n co,a.J) + 1a •• 1 >Y• 

JEJ 

-4 + 1 21 > -3 

E 111n co,a,J) + la,.I >Y3 

JEJ 

-9 + 1-BI > -6 

por lo que deben considerarse solamente las ramas 72=1 y 7'=1 a 

partir del nodo actual. 

Iterac16n 2 

¡¡.(-2,-4,0,0) 

Z•3 

S = Nodo actual 

lnfoctible 

FIGURA 13 
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El problema. en el nodo S es 

8UjllltO a 

-!l'.i+B!l'.3'5 3 

-:r1+3!l'.3'5 o 
2:r1- !l'.3'5 o 

71, :;(3 = t 6 o. 

Debido a que ninguna enumeración posterior a S puede arroJnr una 

meJor soluc16n, es necesario hac:er el .&a.c.kt.Dattd a un nodo anterior. 

Y como todos los nodos anteriores arroJan una. soluc16n infactlble~ 

se concluye que la soluc16n óptima es: 

!l'.t=O, X;r-1, X3"0, X•=I y Z=3. 

EJEMPLO 2 lSolucidn aJ problema dei la• proyecto• de lnv111r•tdn) 

Para el problema del capitulo 1 ref'erente a la selección de 7 

proyectos u oportunldades de inversión, se npl 1c6 el a.lgorl tmo de 

Balas, pero debido a la cantidad enorme de posibles nodos a 

ramificar (217=131,072 posibles combinaciones) no se presenta el 

desarrollo detallado del árbol de búsqueda y en lugar de ello se 

muestra la solución obtenida en un programa computacional basa.do en 

el algoritmo de Balas y que consume aproxlmadamente 20 minutos de 

proceso para una computadora Acer/PC con procesador 80286. 

Los resultados de la apllcac16n del programa se presentan en la 

hoja siguiente y de el los se observa que la solución óptima es: 

X=( l, O, 1, O, O, O, 1. !, O, 1, O, 1, O, O, O, O, O), Z=SO 

Xl xz X3 X'4 xs X6 X7 xe )(9 )00 X\1 X1.Z X13 xu. XIS X16 Xl7 

Por lo cual se decide lnvertl.r en los proyectos 1, 3 y 7 para la 
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primera etapa y en el proyecto l para su segunda etapa, gastando en 

la primera etapa 25+45+25=95 millones de pesos y sobrando 5 

millones sin invertir (h = i•:r10 + 4•:r12, ya que Xto=Xtr-1). Para 

la segunda etapa se dispone de 25+9=i34 millones que se liberan del 

proyecto l en su primera etapa, mé.s 18+45=63 millones que se 

liberan del proyecto 3, má.s 5 mi llenes que sobraron de los 100 

mil lenes disponibles para la primera etapa; asi que al inicio de la 

segunda etapa se dispone de 34+63+5=102 millones:· cantidad que si 

permite invertir en el proyecto 1 para su segunda etapa (se 

necesitan 100 millones para invertir en este proyecto), pero no 

para la segunda etapa del proyecto 2, ya que para el lo se 

necesitarian 160 millones. 
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PROSRAlh Zero One Proqra11inq 

11111 INPUT DATA ENTEREO 11111 - ' - . 

"ilC l : ~ lC 1 + 16 X 2 + 18 X_ J _ + 1~ X 4 :f:, 6 .~ 5 '.+.1·~' ~·' 6 ~-ú X ] .• +· 12 X ·:8 + 
15 • 9 - - - - -

Sub¡ett tia 

e 1 25 .i + 40 1 2 +45 1 3 • 35 • 4 _, 15 1 
1 11 • 4 ' 12 • 8 1 13 • 16 ' 11 ·• 32 1 15 • 
C2 l1ltl12= 1 
C3 ·J1ltl18= O 
C4 ·J12tl19= O 
e 5 34 , 1 + u , 3 • 5o , 4 • 1 , 10 • 2 • 
2 ' u • 64 ' 16 • 200 • 17 )• 100 
C b ~6 X Z ·+ 63 X J • 50 X 4 + 1 1 10 f 2 1 

2 ' 15 • 64 1 16 - 200 • J) )• -10 

Ulll PROSRA" OUTPUT - 11111 

Jtl!rthon : 44296 
Assigned Variables: 1 -1 1 -1 1 -1 -1 
The value of thu co1bination is 45 

JteratJon : •7415 
Asugned Variables: 1 -1 J -1 -1 -1 
The .,.alue of this co1bination is 50 

ltmtJOn 1 48473 
Amq"d '/<'Jablm 1 -1 I -1 -1 -1 ·I 1 -1 -1 r- 1 _1 O O O 
The nltie cf th1s co1b1nation .is 39 

lhration 1 52530 
Amqnod Vari•blm 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 -i 1 1 _O O O 
Tr.e value of this co1binahon is 42 

lterat1cn : 56753 
Am¡"d Vori•blrn 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 o o 
The ~alue c;f this co1bination is lb 

1teration : 647~5 
.;;s~~r:i~ 1.'~rubles: 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1 O 
Tl"-e •alue o~ this cc1binat1on 1s 21 

He ootaai :;;:>Jution H 50 

ne sol11h.:;n 'illues of decisii;n vuiabhs are as follolfSI 

l : o o o 

67 



3.3. ANALISIS DE POSTOPTIMALIDAD 

Para poder hacer más fAcl l el análisis de postoptlmalldad, para un 

problema de programac16n binaria, dos modlflcaclones básicas al 

algoritmo de enumeración lmpliclta son necesarias 

(al Ellmlnacl6n del paso 4. 

(b) Para la prueba de lnf'actlbllldad (Inciso 5°.) cambiar el 

término: 

Por: 

Y1-¿ mln (O,a
1
J) <O 

JET 

Y1-¿ mln (O, ª•i' <O 

JEJ 

De este modo, la lnactlvldad de un nodo, es única y exclusivamente 

por vlolac16n a una restrlcclón o bien porque Z>Z, pero no ambas. 

Esto por un lado :faclllta el nnállsls de Postoptlmalldad, pero por 

otro. hace menos eficiente el algoritmo de enwneraclón lmpllclta, 

en el sentido que tarda más tiempo en encontrar la solución óptima 

al problema blnar1o (aunque esto puede no ser tan importante, sl 

deseamos analizar de manera rápida el cambio de la solución óptima, 

bajo diversas alteraciones en el valor de los parámetros, sin 

necesidad de replantear completamente el problema). 

IDEAS BASICAS 

La simplicidad de las pruebas para declarar un nodo inactivo (paso 

3 y 4) hace posible que, cada vez que un nodo es inf'actible, n. 

éste se le asocie el número de alguna restrlccl6n1 la cual no es 

satisfecha en el nodo anal izado. 
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Asi por ejemplo. si al sondear una solución parcial s. exlste 

lnf"actlbl!ldad causada por la restricción K (debido a que Y•-E 

min(O, akJ)<O) 1 entonces la solución parcial se declara inf"actible 

Inactiva y se le atribuye la restricción K (la cual origina la 

lnfactibllidad del nodo). En el caso que la solución parcial S se 

declara inactiva. debido a la prueba del paso 3, esta inactividad 

es causada por la :función objetivo, ya que el valor de la función 

objetivo de la mejor complementación de Ses mayor que z. 

Sea r el conjunto de soluciones sondeadas al resolver el problema 

cero-uno. Tan grande como pueda ser la enumeración, ésta es 

exahustiva y no redundante, asl cada solución al problema será la 

complementación de algún miembro preciso de r. Esto se sigue de que 

cualquier partición de r induce una partición de las 2n soluciones. 

En este marco, el proceso de Postoptlmal ldad hace uso de este 

hecho. procediendo en dos fases. En la primera, una partición de 

las 2n soluciones es conseguida cuando se genera r, al resolver un 

problema cero-uno especialmente construido (el de mayor "interés"). 

En la segunda fase, la partlcl6n r es utlllzada para realizar el 

an;ll lsls de postoptlmal !dad. 

AHAl.ISIS DE POSTOPTIHALIDAD 

I. FASE: DE: SOLUCION 

a). - For•ular y resolver (usando el algoritmo de enumeración 

lmpl !cita modlrlcado) el problema: 

Sujeto a 
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donde e; y a 1; son los mayores CJ y a 1J de interéS respectivamente 

y b; es el más pequef\o de los b
1 

de interés, 

De esta forma. el reducir valores de e; y al; o lricrementar los de 

b: producirán restricciones relaJadas o reducción de costos. 

implicando potencialmente mejores soluciones. 

b).- Cada vez que una solución parcial es sondeada, debe guardarse 

la solución parcial y atribuirla a la restricción apropiada. Al 

final de la fase de solución, las soluciones parciales sondeadas de 

( I+) han sido particionadas en m+l conjuntos disjuntos. Denotemos 

por rk al cojunto de soluciones parciales atribuidas a la 

restricción K, K=0, 1. ... , m CK=O es asignada a la función objetivo) . 

. 
u 

1=0 
r = r 

1 r 1 n rk = " 1•k 

.~ .•. - En caso de que el lado derecho de la restricción K (bk) sea 

incrementado (involucrando una relajación en la restricción) y los 

demás parámetros no cambian entonces: 

La solución óptima es factible (pero no necesariamente 

óptima) en el problema revisado. 

Una mejor solución que la óptima previa (sl ésta 

existe) puede ser una completaclón de algún Serk. Ya 

que en la complementación de cualquier otro nodo 

terminal S, tal que Sttrk seguirá permaneciendo 

infactible debido que no satisface alguna otra 

restricción o tendrá una cota Z mayor al actual 

óptimo¡ por lo que sólo aquellos nodos en rk pueden 

arrojar una mejor solución. 
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I I ANALISIS DE' RANGO (AR) 

(a) Sobre bk 

Como se mencionó en el punto (c) de la fase de solución, es fá.cll 

comprender que si el parámetro bk fuese incrementad.o y los demás 

parámetros no cambian; entonces la solución óptima es factible, 

pero posiblemente no sea el nuevo óptimo. Sin embargo en caso de 

que exista una mejor solución, ésta puede ser una complementación 

de SEf k' No obstante, aún cuando se altere el valor de bk, existe 

un rango de valores alrededor de los cuales la solución óptima 

permanece inalterable. esto puede verse mediante la siguiente 

proposlclón. 

PROPOSlCION 

La solución óptima s• al problema C I+) permanece óptima para 

valores de bk en el intervalo 

Donde: . 
Sk=la holgura de la restricción K en el actual óptimo S . 

U= mln ~ p:- y:~ • serk 

ps= 
k E mln (0,a1J) según s 

JEJ 

seglln S 
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DEKOSTRACIOH 

La ldea básica de la demostración es tratar de probar que todos los 

nodos terminales ser, salvo s•, permanecen infactlbles para cambios 

de bk en el intervalo ya. mencionado. 

Asl por un lado es claro que todos los nodos Ser
1

, 1=0, J,2, ... ,K-1, 

k+l, •••• m (salvo rk) pemanecen infactibles, ya ciue, sólo hicimos 

modificaciones en la restricción K, lo que nos lleva a analizar 

sólo aquellos Ser k" 

Sea S un nodo térmlnal y Serk, Sabemos que al cambiar b: en la 

restricción K sucede que 

v: '= bk - l akJ < b; + (p:-v:J --[ a:J: 
JeJ' . J"J' 

(bk es el valor i:-evisado de b;) 

= b; - E ªkJ + p: - v:. 
J"J' 

y por tanto el nodo stgue siendo lnfactlble. 

Adicionalmente, para asegurar que todo Serk permanece lnf'actlblc, 

bajo estas condiciones; debe considerarse como cota única, aquel la 

que resulta ser la minlma cantidad que hace lnf'actlble todos y cada 

uno de los nodos serk. Asi que considerando: 
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es seguro que todos los nodo: Seft siguen siendo infactibles. Por 

otro lado para asegurar que S siga siendo óptima, es necesario qu; 

continúe satisfaclendose la restrlccclón K de la actual solución S 

cuando se presentan cambios en el parámetro b:. 
Asi po.; un lado, si b: es incrementado (es decir la restrlcci6n K 
en S es relajada) entonces la restrlcc16n K continúa 

satlsfaclendose, además ningún sero podrá lograr que z .:5 z· y s· 
permanece óptima en este caso. Por otro lado, también es fácil ver 

que b: no puede ser decrementado en más• de una cantidad igual a la 

holgura Sk en la restricción K (según S ) , donde: 

de otra manera, dicha rcstr1cclón no serla satisfecha. 

(b) Sobre Cr. 

Es claro que sl la variable Xr=O (según s•) y su coeficiente Cr• 

fuese incrementado, entonces el actual óptimo permanece óptimo, 

puesto que nlngun ser
0 

puede dar una mejor solución y además todas 

las cotas zs (para cada serº) se incrementaran al incrementar e; y 
como Z

5 
excedia a i:- cota Z

5 
•: entonces seguirá cumpllendose que 

Z
5

>Z
5 

• y por tanto S permanece óptima. 

Por otro lado sl la variable Xr=-0 (en el actual 6ptlmo) y su 

coeficiente Cr• es reducido, siendo que todos los demás parámetros 

no ca.rr.bian, entonces: 
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1. - La solución óptima puede no ser óptima para el 

problema revisado, pero 

2.- Una mejor soluc.ión, sl ésta existe, se obtiene de la 

complementación para algún 5Er
0 

para el que x: es 

11 bre o x;=1, pues de esta forma todos los nodos 

SEr , en donde Xª=O, seguirán teniendo una cota 
O r 0 

mayor que la asignada a S ). 

Sln embargo, existe un intervalo en el cual el coeficiente e; 
puede ser decrementado sin que cambie la actual solución óptima, y 

esto podemos analizarlo con la siguiente proposición. 

PROPOSICIOH 

. . 
SI :rr. O en el actual dpll•o S ; entonce• S permanece dptlma 

para nuevos valorea de e en el intervalo 
r 

donde 

DEHOSTRACIOH 

e• - w < e < m 
r r r 

Wr= min { 91• ~ 

{ z - z: +e• 
11·= r 

z - z 
•• :rr .. llb.re en S 

.. :r = an.S 
r 

Basta probar que para decreirientos de e; por arriba del valor c;-ur 
sigue cumpl !endose que 

z. z: z.. para toda SErk 

1.- Si :r,.=O en Ser0, se llene que la cota Z no se altera al 

cambiar e;. Y por tanto sigue cumpliendose que: 
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Z-'= Z >·.z . . .' .. 
2. - Sl :rr= 1 en ser

0
• __ Y,_ sl el nuevo Cr satisface que Cr>c;-wr 

entonces: 

z;= z. ·;..· 

> ·z ·._ .. -.". 

= z" 

y entonces 5 no puede arrojar W'la. mejor solución que s• 

3. - Si X es libre en Ser. La solución S tampoco puede arrojar una 
r • O 

mejor solución que S . Ya que al ramificar S, considerando la rama 

:rr=O" el nuevo nodo seguirá teniendo una cola 

z • ¡:r 1 • z > z" 
sU r =O s 

y por tanto el nodo S es desechado. En caso de quo Xr=l. a partir 

de s. tenemos que: 

z· = z; +e 
su{7r"'t} r 

= z + e pues :r, es libre según S . r 

> z + e• -
"'· s r 

= z + e• - . 
+e' s z - z r s r . = z 
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z · a: z.' 
sU{Xr •1} 

con lo que las ramas {Xr=O} y {:l'r=U, desde el nodo .S, .~o·· p~-~~-en 

arroJar una meJor solución óptima. 

Por tanto nlng~ ser0 proporciona una meJor. solución ·_que s• para 

decrementos de Cr que cumplan con: 

(e) Sobre a 
kr 

El procedimiento para anal Izar los coeflclentes de las 

restricciones es muy parecido al proceso seguido para los 

coef'lclentes de costo. Con respecto al anállsls de rango, nosotros 

podemos definirlo de la siguiente forma: 

PROPOSICIOH 

La solucldn dpt.lma 

valore• de a en el lnlervalo 
kr 

problema (I+) permanece 6plltM para 

a• - V < a < a• + S 
kr kr kr kr k 

lo• 

donde sk • La cantidad de hol9ura en la reatrlcctón 

[ 1 en el actual dptlmo, 

v.,= mln {\6"~ 

{ 

p"- y• + "'ª = k k 
pª- y• 

k k 

. 
a 

kr 
al :r es l lbre y a ii!!: O 

r kr 

en o t.ro ca•o 

y el •Cnlmo ea tomado sobre todo serk en loa que Xr ea libre o :t~=l 
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DEHOSTRACIDN 

Basta probar que para cambios de ª11:r en el intervalo 

a• - V < a < a• + S 
krkr kr kr k 

todas las soluciones Fetales SEr
11 

permanecen lnfactlbles y además 

la restrlcc16n K de S 1 contln(Ja siendo satisfecha. 

1. - 51 Xr=O en Ser
11 

, tenemos que cuando se modifica a:r 

y 

2.- SI 

y 

p: '= p: (pues :rr es flJo según S) 

v: '= bk - [ 1 ª1t.J = v: (Ji según S) 

¡E.I 

por lo que 

y entonces S sigue siendo 1nfactlble. 

Xr•l en serk 

. ·- . 
p. p. 

y• ·- bk - L ªkJ - ª k kr 
JEJ'-{r} 

y• + a• - a 
k kr kr 

77 



por lo que 

y entonces S slgue siendo lnfactlble. 

3. - En el caso que xr sea libre según serk entonces: 

(1).- Si ªkr< 0 1 se llene: 

= L m1n!o,a• l 
. . 

+a + a - a 
1 

kr kr kr kr 
JEJ -{r) 

. L m1n (o,a:Jl + a -a 
kr kr 

JEJ 

y• 
k 

(ya que Xr es libre pero akr<O) 
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esto es 

ESTA 
SALIR 

pero como' :r~:- es libre seglln S, entonces 

v: ~: ;; -_v: 

y por 1 o t.all't: 

TESIS 
CE LA 

y S sigue siendo infactible 

se tiene: 

. '= . p. p. 

Y. como :r es llbre según S¡ se tiene que 
r 

y• '= y• 
• • 

por lo que en este caso se concluye que 

NO DEBE 
BIBUOTECA 

y S sigue siendo lnfactible 

En cualquier caso, si a~,. es decrementado en a lo más la cantidad 

,¡,•, esto es a:r- ~· < ª•r , entonces la restricción K en Serk sigue 

siendo lnfactible. y para asegurar que toda serk permanece 

lnfactlble, basta tornar el mlnlmo de los decrementos, esto es Vkr"' 

mlnimo ~~· ~ • ya que de esta forma toda solución serk permanece 

1nfactlble para cambios del valor de ªkr arriba del valor a:r-Vkr , 

es d~c 1 r a > a• - V 
k r kr kr 
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Finalmente debemos tener claro que sl incrementamos el valor a:r 

siempre tendremos que para toda Ser 1 S permanece inf'actl ble. Sin 
k • 

embargo para asegurar que la solución S permanezca lnvarlante, es 

necesari~ pedir que la restricción K continúe satisfaclendose, 

según S . Asi que ::uando a:r es decrementado; entonces dicha 

condición no cambia, ya que p: • < p: < v: = v:· y lo mismo 

sucedera sl a:r es incrementado, en una cantidad de a lo más Sk 

unidades, donde: 

Sii: = v: - L a (La cantidad de holgura de la restricción K en s•) 
JEJl kj 

Por tanto la solución 5 permanece óptima para cambios de a:r en el 

intervalo 

IIJ. CAMBIOS SIKPU:S DE PARAKETROS (CSP) 

+ s 
k 

Con cualquier solución parcial S, nosotros podemos asociar un 

problema parcial ( 18
) de la forma 

( 1
5

) Minimizar z - L e; :r:J + z• 
JEJ 

sujeto a 

donde 

Í 
1 

a;JxJ :s b; 
JEJ - -

y 
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J = { j 1 :r J es 11 bre respecto al nodo actual } 

J
1 = {J 1 :rt1 hasta el nodo actual s}. 

Cada solución para ( t•), Junto con el mismo S, forman una 

complementación de S para (1*). La mejor solución para 0•1 

producirá la mejor complementación de S para ( 1•1 y al mlsmo tiempo 

cualquier solución factible ( lnfactiblel de ( 1°) producirá una 

complementación factible (lnfactlble) de s en o•i. 

Para localizar un nuevo óptimo donde un sólo parámetro es cambiado, 

se neces 1 ta simplemente encontrar una secuencia apropiada de 

problelnaS parciales. 

(a} Ravlaldn de bk 

Cada vez que modlflquemos el parámetro b: y el nuevo valor sea una 

cantidad mayor que cualquier valor del intervalo 

entonces no es posible asegurar que la solucl6n s• permanezca 

óptima. Por lo que es necesario formular el problema. (1 11
) para cada 

serk usando el valor revisado de bk y un valor lnlclal de Z 

determinado por la mejor soluc16n hasta el momento encontrada (ya 

sea en la fase de solucl6n o en cualquier problema parcial 

prev lamente resuelto). Posteriormente es necesario resol ver 

complet&Jl)enle este problema usando el algoritmo de enwnerac16n 

ltnpllclta. Sl cada (I•). SErlt • ha sldo examinado, una nueva 

solución 6ptlma 1 si ésta exlste, habrá sido encontrada. 

(e} Revisión de e r 

Suponiendo que 7r=O en.el actual 6ptlmo s• , sl el parámetro e; es 
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decrementado abajo del intervalo tc;-wr 1 m) entonces no es posible 

asegurar que la soluc16n s• permanezca 6ptlma. Sin embargo para 

encantar una meJor solución (sl ésta existe) es necesario formular 

el problema (1ª) para cada ser
0 

en el que ::Cr no está fljadn. en 

cero, usando para el lo el valor revisado de Cr y un valor lnlclal 

de Z determinado por la mejor solucl6n hasta el momento encontrada. 

Resolver este problema completamente usando el algoritmo aditivo y 

cuando cada ( 19
) ha sido examinado, una nueva solución óptima, si 

ésta existe, habrá sido encontrada. 

(e) Revhldn de e .. 
Suponiendo que X .. =O en el actual óptlmo s•, si el parámetro a es 

• • • kr 
decrementado abaJo del intervalo (a -V • a +5 ) entonces la 

• kr kr kr k 
actual solución S • puede no permanecer óptima, sin embargo para 

encontrar una mejor solución óptima, en ca.so de que ésta exista, es 

necesario formular ;:1 resolver el problema ( Iª) Ser k , usando el 

valor revisado de akr y un valor iniclal de Z, que esta determina~o 

por la mejor solución hasta el momento encontrada. Cuando cada ( 1 ) 

ha sido examlnado, un nuevo óptimo {si éste éxiste) habrá sido 

encontrado. 

IV CAKBtOS KULTlPLES DE PARAHETROS (Cl<P) 

Para el caso en que se trate de hacer cambios en un conjunto de 

parámetros a la vez, el análisis en algunos casos, pueden ser 

reducido al análisis CSP (cambios slmples de parámetros}, sln 

embargo una mayor general lzacl6n de esto, se verá en la parte 

referida a Cambios Permanentes de Parámetros (CPP). 

Cada vez que se alteren conjuntamente los valores de b:,b:, ... ,b; y 

cada nuevo valor sea mayor que cualquier cantidad que esta en el 
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intervalo (b;-s 1 , b;+ U1 l. (b:-sk , b:+ Uk), ..• , [b;-s1 , b;+u1) 
respectivamente. es necesario ~ue para cada SEr

1
LJrkU ••• Ur1 Cor11ular 

~1•) usando el valor revisado de b
1
,blr., .•• ,b

1 
y un valor lnlclal de 

Z determinado por la mejor solución f"actlble ya encontrada. Cuando 

cada o•>, Se r
1
UrkU •.. Ur

1 
ha sido examinado~ un nuevo óptimo (si 

éste existe) habrá sido encontrado. 

Sin embargo es necesario aclarar que para las restricciones del 

tipo igualdad no son anal izadas en este proceso, debido a que 

este tipo de restricciones, que son de la forma 

¿ ª :r = b 
)•I J J 

necesitan ser tratadas como 2 restricciones 

b :S[ax :Sb 
1 Ja1 J j 2 

donde b =b =b 
1 2 

y entonces cuando se quiera "relajar" la restricción, c'ecrementando 

para ello b
1 

o incrementando b
2 

, no es posible hacer su análisis 

de postopl 1mal 1dad, debido a que b1=bz=b y un decremento de bi 

impl lea forzosamente un incremento de b2, caso que no contempla el 

proceso ya presentado, pues sólo se anal izan incrementos conjuntos 

de las b• . ... 
(b) Ravl•ldn da C 

q 

Cada vez que requiera anal izarse conjuntamente cambios en los 

parámetros c;.c;. ... yC: siempre es necesario revisar cada Ser
0 

en 

los que :rq, rr' ... y/o r. no esta fijado en cero y reformular el 

problema (1 9
), usando el valor revisado de e .e , ... yC y un valor 

.. q r • 
inicial de Z determlnado por la mejor solución hasta el momento 

cncor.trada. Cuando cada ( 111
) ha sido examinada, un nuevo óptimo (si 

es que existe) habrá sido encontrado. 
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Para el caso del ané.llsls conjunto de los coeficientes de 

restricción es necesario mencionar que si los coeficientes 

a,q.akr' ... y a 19 todos pertenecen a restricciones distintas y 

además cada uno de el los cae en el intervalo dado en el Análisis de . 
Rango (AR) entonces la solución S no cambia. Si éste no fuera el 

caso, entonces es necesario que para cada Ser1ur1c.U' .•. Ur1 en que 

:r , :r , ... y/o :r no están fijados en cero, formular ( 1•1 usando los 
q r • ,., 

valores revisados de ªiq'ª1c.r' ••. ya19 y un valor inicial de Z 

determinado por la mejor solución hasta el momento encontrada. 

Cuando cada ( 1•1 ha sido examinado, un nuevo 6ptlmo (si existe) 

habrá sido encontrado. 

Y ELlHIHACIOH OC RESTRICCIONES 

El análisis correspondiente para cuando se eliminen las 

restricciones i, k, ... y l. es realizado mediante el procedimiento 

CHP(a), para el lo basta asignar arbitrariamente valores grandes 

para cada b
1
.bk, ... y b

1
, ya que esto equivale a borrar las 

restricciones i,k, ... yl para cada c1•1 como está formulado. 

Vl ADICIOH DE VARIABLES 

La adición de variables q, r, ... y s es más fáci lmcnte tratada al 

incluir en el problema ( I •1 cada variable de interés, pero 

inicialmente asignando arbitrariamente valores grandes para 

c;.c;, ... y e:. Posteriormente para contemplar estas variables, 

reducimos los valores de Cq,Cr''"·Y c. y usamos el procedimiento 

Cl!P( b). 

Alternativamente, si no deseamos lnclulr estas varia.bles, es 

necesario examinar todo Serk para los que akq<O y/o akr <O ... y/o 

ªk•<O, pues para aquellas restricclones K (de las soluciones Serk) 
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en las que akq>O y/o ªk/O •.• y/o ªk•>O, los valores de p: y v: no 

se alteran al lnclulr las varlables q,r, .. . ':/ s, por lo que la 

solucl6n S segulrá slendo lnfactlble debldo a la restrlcci6n K. 

VII CAMBIOS PERHAH&HTES DE PARAHEJ'ROS 

Los parámetros de (I•). Junto con el algoritrno de enumeración 

impl ici ta, determlnan la partlcl6n de soluciones detersninada en la 

fase de solución. En la fase de postoptlmal idad, cambios en estos 

parámetros pueden ser hechos permanente o temporalmente, 

dependiendo sobre si la partición inicial es o no apropiada para 

reflejar esto. Para el caso en que se qui.era cambiar de manera 

permanente algún parámetro (con el propósito de buscar una nueva 

solucl6n para el caso en que se qulera analizar stmultáneamcnte 

cambios en los párarnetros C~'s. b:'s, a; 
1
•s, elimim1ción de 

restricciones ':I acHci6n de variables, pues esto aún no pueden ser 

anál izados con el proceso anteriormente presentado), es necesario 

que mientras resolvemos la secuencia requerida de problemas 

parciales, simultaneamente llevemos a cabo dos operaciones básicas: 

( l). El lmlnar del conjunto original r, aquel las 

soluciones parciales que neccsl tan ser revisadas, 

debido a los respectivos cambios realizados en 

los parámetros de ( 1 •1. 

(li}. Resolver los problemas parciales asociados, con 

el algoritmo aditivo como se modificó en la fase 

de solución ':I agregar al conjunto r los nuevos 

nodos terminales, obtenidos de esta revlsi6n. 

51 esto no es hecho, entonces cada cambio nuevo de algún parámetro 

es, en efect .... r.echo en el mismo problema ( 1·1 ':I ésto significa que 

el camblo es temporal. 
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Vllt COKEHTAR10S FlHALES 

Una vez que el problema (l+) es resuelto y una solución óptima 

inicial es encontrada. podemos usar los diversos elementos del 

análisis de postoptimalldad en una variedad de formas. Ast por 

eJemplo, podemos seguir la solución óptima sobre una secuencia de 

cwnblos permanentes en los parámetros y probar la sensibilidad de 

cada uno de el los, usando para el lo el Anál 1sis de Rango. 

Alternativamente, se puede simplemente querer comparar el óptimo 

generado sobre un conjunto de cambios tempo1ales o real izar cambios 

de manera conjunta, en cualquiera de los parámetros, mediante los 

cambios permanentes de parámetros. 

Finalmente es necesario mencionar, que al apl lea& el anál is1s de 

postoptimalidad, los experimentos realizados en muchos problemas de 

prueba para crunblos muy drásticos en los valores de los parámetros, 

nos indica que los resultados no son tan malos como aquellos 

problemas que han sido reformulados y resueltos desde el principio. 

Claro que esta expcr1enc la t 1endc a ser o.cumulada, 

E.JEKPLO 

Considere el problema 

auJot.o a 

-2:r 
1 + 2:r, - s:rk :r¡¡ ·<:J:1-t 2:r. -
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La solución de este problema es dada para mostrar los 

procedimientos previamente presentados. La solución parcial S, es 

mantenida como un vector en que "J" ("-J") que es un elemento de la 

secuencia, si la variable :r
1 

es fijada en 1 (o fijada en O). Los 

elementos "J" de la solución parcial, indican que la variable X
1 

ha 

sido fijada en 1, debido a que su complemento c:rto ) arroja una 

solución infactible, asi mismo, los elementos "-J" indican que la 

variable l'J es fijada en O, debido a la lnt'actlbllidad de la 

combinación con X
1
=t, en el nodo actual. 

1 . - FASE DE SOLUC ION 

La secuencia de soluciones parciales examinadas en el problema 

resuelto aparecen en la primera columna de la Tabla I. En la 

segunda columna aparece el vector asociado p9 = (p; , p; , p;) y el 

vector de términos independientes para cada s, a saber Yª=cv; , v; 
. v;i. 

Cada vez que una solución parcial es enumerada y anal izada, ésta es 

asignada al número que aparece en la última columna de la Tabla I y 

en la Tabla 11 siguiente. Inicialmente p =(-9, -27, -3) y Y =(-5, 

-6, O). La ramificación es hecha usando la propuesta por Balas, 

esto es, ramlflcar sobre aquel la variable que maximiza 

donde 

la solución óptima al problema es !r
3
= X

5
= 1 y todas las otras 

variables iguales a cero, z• = 9. 
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TABLA 

SOLUCION 

PARC 1 AL 

VECTORES DE 

PRUEBA 

iS~ p=(-3, -27. -2) 

Y=Cl,-10, 1) 

iS,3~ P"l-3,-16,-2) 

Y=(l, 1,0) 

~s.~:i~ ¡;ii(-3i,'-16;-2¡ 

y.;¡1;-10, 1) 

·;o-· 

iS,~3,-2,4~ p=(-3,-9,-2) 

Y=(-1,-3,0) 

b. - FASE DE POSTOPTIMALIDAD 

Z=4 

Z=9 

Z•4 

Z=4 

Z=10 

COHEHTARlOS 

Variable 5 fijada en 1 

debido a la restrlcc16n 

Mejor solución encontrada 

hasta el momento 

Backtrack 

Variable 2 f'ljada en O 

debido a la restricción 2 

Var la ble 4 fl jada en 1 

debido a la restrlcc16n 2 

lnfactlble debido a 

la f"uncl6n objetivo 

En la tabla II cada solucl6n parcial ha sido atribuida a la 

restrlcclón apropiada ublcandola en una de las 4 celdas. A 

contlnuaclón de la solución parcial en la celda 1 (l=l,2,3) están 

las cantidades (p;-v;> y Z, la primera de éstas es la cantidad por 

la que aún la mejor complementación de S (con el propósito de que 

la restrlcc l ón 1 sea satisfecha, según S, lo más que se podr ia 

hacer es complementar S al asignar X
1 
J=l sl o.

1 
J .::s 0) no sal lsfacc 
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la restrlcci6n i, la segunda es el valor de la función objetivo 

asociado a la mejor complementación de S. Solamente la segunda de 

estas cantidades aparece en la celda de la función objetivo. 

TABLA II 

Función objetivo Restricción 1 

i5, 3} [9] i-5} [2,0] 

i5,-3,-2,4} [ 10] 

Restricción 2 Restricción 3 

' {5,-3,2} [5,9) 

{5, -3, -2, -4} [ 1, 41 

El AmU is is de Rango sobre los coeficientes de costo requiere la 

examinaclón de lo registrado en la celda de la función objetivo. 

Porque 7 1 , 7 2 , X4 , 7
6 

, X
7 

y X
8 

están fijados en O en el :ctua~ 

ópt:mo, .se tl~ne qu: para alteraciones en los coeficientes el . c2 
1 e,. c6 1 c7 y ce que estén en los siguientes intervalos, la 

solución óptima no cambia. 

c•-w < e < .. 
1 1 1 

e• -\.l' 
2 2 

< e < .. 
2 

c•-w < • • e < .. • 
c•-w • • < e < m • 
c•-w 

7 7 
< e 

7 
< .. 

c•-u < e < .. 
B B B 

e;= 2, 111= m!n {C9-9+2J, (10-9+21} =2 

e;= 5, 11; m!n { (9-9+51} = 5 

c:•B, 114m1n{(9-9+6), (10-9)}= 

e:= 1, 11
6
= m!n {<9-9+1), (I0-9+6)} =1 

e;= 8, 11
7
= m!n {C9-9+8), (10-9+8)} =8 

e:= 1,-118= m!n {C9-9+1l, C10-9+1l} =1 
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Por que :r
3 

y X
5 

son fijados en 1 en el actual óptimo, es claro que 

sl e· y e· se incrementan; entonces el actual óptimo cambia. sin 
3 s • • 

embargo, cuando c
3 

y c
5 

son decrement~os, el óptimo permanece 

invariante, salvo por modificaciones de Z . Por tanto el rango para 

e• es: 
5 

-m < 

-m < 

e, < e• 
3 

y 

c. < e• 
5 

Para búscar una cota para el lado derecho de la segunda 

restricción, nosotros examinamos las soluciones parciales en la . 
celda correspondiente a la restricción 2, una cota Z $ Z . Asi 

pues, el rango de valores sobre los que puede alterarse el 

parámetro b; sin que la solución óptima cambie es : 

donde b; = -6, u.= mln ~5,1~ = 1, s.= 1 

Análogamente 

y por que ninguna solución parcial es atribuida a la restricción 3, 

nosotros podemos tomar U
3

=m , por lo que el anál lsls de rango para 

Para el caso del aná.llsis de rango para los coeficientes de 

restricción a:r• éste es muy slmllar al hecho para los coeflclcntcs 

de costo e;. sln embargo esto no representa mayor dificultad, que 

el hacer simples cálculos y por ello no es presentado. 
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Adicionalmente es posible reallzar cambios, conJuntamente en varios 

parámetros (dentro de los rangos establecidos). sin que la solución 

óptima cambie, para lo que es necesario cuidar de no alterar dos o 

más parámetros de una misma restrlcc16n, ni alterar a la vez dos o 

más coef'lclentes de costo. 

Para ello, suponga que C
2 

y e, son ambos reducidos a 2. Las 

entradas de la celda cero puede ser otra vez consideradas. Y la 

Wllca solucl6n .parcial que no tiene f'iJada a X
2 

y/o X
4 

y cuyo valor 

Z es menor a Z , es la solución ~5,-3,-2,4}; por lo que en caso de 

existir una meJor soluc16n, es necesario resolver el problema 

parcial: 

Mlnlml'f'll' z = 2x
1 

•ujet.o o 

-2X 
1 

-4X 
1 

+ X • 
+ 3X • 
- 2X • 

+ X + ax + X + 6 • 7 e 

- X + 
7 

2x
8 

:s -5 

- sx + X :s -6 
7 e 

+ !( :5 o • 

Realizando una iteración del algoritmo de enumeración impliclta, 

encontramos que al instanciar X
1
= 1, el problema es factible y por 

tanto una mejor solución es: 

X aX =X =X =X =O 
2 3 6 1 e 

En cambio, si b
1 

fuera incrementado a -2, el problema parcial ~-5} 

requiere formulación y solución, es decir, el siguiente problema 

debe ser resuelto: 
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M~ z = 2:r1 + s:r2 + s:r3-_ + _e:r4 + X
6 

+ s
1
:r7 + x. 

•ujet.o a 

-2:r 
1 

., '~ 

X + X + X - 2X 
2 3 4 6 

:S, -5 

+ X :s: O 
8 

Sln embargo uno puede verlflcar que este problema no proporciona 

una solución factible menor que el óptimo original. 

Finalmente, supongase que la restrlcclón 2 fuera eliminada de el 

problema. Las soluciones parciales js, -3, 2 f y js, -3, -2, -4 f 
requerirán consldcraclón. Asl con la modlflcacl6n hecha, el primer 

problema es factible y arroja una Z=9, sin embargo el segundo de 

éstos es también factible y la cola es Z=4. Por tanto la mejor 

solución al problema revisado es :r
1 

... :r2•:C
3
•X4•X6•X7

11X8=0, :r5a1 ';/ 

Z=4. 

3.4. EL PROBLEMA DE ASIGNACION 

El problema de aslgnaclón puede ser planteado en un modelo de 

programación cero-uno y resuelto vla el algoritmo de enumeración 

lmpl icl ta. Lo cual es una buena forma de resol ver el problema, pero 

que no es comparable con el slgulentc algoritmo espccif1cos de RyA, 

que resuelven esta clase particular de problemas. 
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3.4.1. ASICNACION DE PERSONAL 

El problema es definido por la matriz C(l,J) de. preferencias: 

E•pleo F.apleo E:.pleo 

1 2 

Aaplr•n<o 1 [e e,. 
A•plranta 2 ::: : 22 

A•plranta n C C 
nl n2 

[ C(l,J) ] 

matriz que es construida con la callflcación C
1 

J de cada uno de los 

aspirantes, en cada uno de los empleos ofrecidos. Deberán 

calificarse todos los aspirantes en todos los empleos. V deben 

existir tantos aspirantes como empleos, pues en caso que existan 

más aspirantes que empleos, basta agregar un número necesario de 

empleos f'icticlos con un costo de asignación todos iguales al menor 

(mayor) de los valores de la matriz de preferencias, en caso de 

tratarse de un problema del tipo maximizar (minimizar). de otro 

modo, si hubiese más empleos que aspirantes, basta considerar a los 

empleos como aspirantes y viceversa. 

3. 4, 2. ALCORITHO DE LITTLE 

Suponga que necesitamos asignar, minimizando el problema, dado por 

la siguiente matriz: 

e 

r 4 6 4 

e 7 4 9 B 
[C(l, J)) 

e 9 4 7 10 

D 4 5 4 6 Tabla 1 
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Solucldn 

Empezaremos por observar que sl T es el costo total de cualquier 

asignación f'actible, entonces, el costo total de esa misma 

asignación con la matriz que resulta de restar un escalar a. al 

renglón i es dado por T-o:. Lo mismo sucede si restamos un escalar a. 

de la columna J CJ=A,B,C,O). Una cota lnferlor a la asignación 

óptima es sencilla de obtener, sl restamos de cada renglón de la 

matriz de costos el minimo elemento correspondiente y 

posteriormente. a la matriz resultan te, efectuarle la misma 

operación sólo que hacerlo ahora por columnas: En la tabla 1 

restamos el escalar 4 del primer renglón y los escalares 4, 4 y 4 

de los respectivos renglones restantes, asi obtenemos una. nueva 

matriz de costos: 

·¡ 1 e 3 

e 5 

D 0 

o 
o 
o 

2 o 
5 

3 6 

o 2 Tabla 2 (costos modlf'.) 

como no es posible reducirla por columnas, entonces. una asignación 

de costo total T asociada a la tabla 1, tiene un costo T-16 cuando 

el costo es calculado en base a la tabla 2. 

Un aspecto importante de la discusión anterior. es que cualquier 

asignación asociada a la tabla 2 tiene un costo no-negativo y que 

dlflere del costo de nslgnaclón original en 16 unidades. 

Equivalentemente una cota inferior de la aslgnacl6n óptima es 16. 

Método de Ramlílcacldn y Acola111lenlo 

El proceso para llegar a la ldentiflcaclón de una aslgnnclón 

óptima, es comenzado al partlclonar el conjunto de todas la~ 

asignaciones posibles, como sigue: 
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(al,) Asignaciones que Incluyen Ja opción XY (X, Y•A,B,C,D) 

(a2.) Asignaciones que no Incluyen la opción XY 

Para ldentlf'lcar la opción XY sobre la qué es hecha. la 

ramlf'icaclón, debemos anal !zar para cada opción que tiene costo de 

aslgnac16n igual a cero en la tabla 3, la correspondiente 

penal lzactón por no usarla en la aslgnac16n (sU&a del minlao en su 

renglón, más el minlmo en su columna) y selecctonar 1 entonces, la 

opción de J18YOr penalización. 

Tabla 4 

la penallzaelón se especif"tca en el extremo superior derecho de 

cada entrada con valor igual a cero. 

La ram1f'1cac16n es hecha al realtzar la asignación BB o no 

real 1 zar la. 

FIGURA 14 

En el primer caso, la matriz de costos entre local ldades se reduce 

a una matriz en donde se ellmlna el renglón 2 y la columna 2, 

95 



obteniendose asi ·,la -tabla· 4: 

e 
•·.·2 
.. 

3 

o 

.. 
º]·.·. 
6 

2 Tabla 4 

Una cota hú"erlor al costo de las asignaciones asociadas con la 

Tabla 4, se obtienen al reducir por renglones y columnas los costos 

de dlcha tabla y agregarle el costo acumulado hasta la tabla 3. que 

en este caso es: 16 unidades obtenidas hasta la tabla 3, más 3 

unidades obtenidas al reducir la tabla 4. Equivalentemente, 19 

unidades es una cota lnferlor al costo de las asignaciones que usan 

la opción BB. 

·¡ 1 B • 

e 2 

D 0 

2 

o 
o Tabla 5 

Una cola inferior al costo de asignaciones que no usan la opción 88 

es sencilla de obtener, si asignamos el valor M (cantidad que 

excede cualquier cota superior) al costo de la opción BB, que 

equivale a no ut111zar dicha opción, de este modo se obtiene la 

tabla 6: 

e 

r o 2 o 
B 3 H 5 4 

e 5 o 3 6 

D 0 o 2 Tabla 6 

a la cual pueden reducirsele los costos, obteniendo asi la tabla 7: 
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.[ 1 • o 
e 5 

D 0 

B D 

o 
H 

o 

2 

2 

:¡ 

o ¡ l Tabla 7 

Al evl tar usar la opcl6n BB es necesario pegar un costo adlclonal 

de :¡ unidades. Esto significa que 19 unidades es una cota lnferlor 

de aquellas asignaciones que no usan la opción BB. 

~19 

16 ---------- \'.::V 

8 --------- ~19 
~ 

FIGURA 15 

Como siguiente paso y aún cuando hay empale en los nodos 

terminales, ramificaremos el nodo 88 (el de mlnlma cota lnf'erlor). 

Para el lo partimos de la tabla 7 y calculamos, para cada opc16n, la 

correspondiente penal1zac16n por no utlllzar la astgnacl6n BB. 

Tabla B 
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se ellge la opción CS para ramificar como sigue: 

(al.) Asignaciones que usan la opción CS. 

(a2.) Asignaciones que no usan la opción CS. 

En el primer caso partimos de la tabla 7 y ellmlnamos el renglón 3 

y columna 2. 

·¡ 1 • o 
e • 

D 0 

2 

2 

o : l Tabla 9 

tabla a la cual ya no pueden reducirsele los costos y entonces una 

cota inferior para las aslgnaclones que usan la opción -es en ~l 

nodo BB es 19 unidades. 

Una cota inferior del costo de las asignaciones que no usan la 

opción CB es obtenida al considerar la tabla 7 con un costo igual a 

M en la opción CB. 

r o 2 ¡ l e o M 2 

e 5 M 3 

D 0 o Tabla 10 

La cual es reducida en 3 unidades del tercer renglón: 

r o 2 o 
e O M 2 

e 2 M o 
D 0 o 2 Tabla 11 
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por lo que el valor de 22 unldades es una cota lnferlor para las 

aslgnaclones del actual nodo y que no usan la opcl6n ce 

19 

16 _____ e 
0 ____ ~19 t::""::\19 

~ ~ 
~~22 

0 

FIGURA 16 

Ramlflcamos ahora la rama ce. la matrlz asociada es: 

·¡ 1, • o 
e • o 
D 0 Tabla .12 

la ramlflcac16n es hecha sobre la aslgnacl6n AD. 

Sl asignamos AD la matriz asociada es: 

• 

·¡ . • o 
e • 

D 0 

2 

o 
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tabla a la cual )"B. no pueden reduclrsele los costos y entonces 19 

unldades es una cota inferior para las asignaciones en el actual 

nodo y que usan la opcl6n AD. 

Si no asignamos AD la JDatrlz asociada es: 

·¡ 1 B 0 

e • 

D 0 

e 

2 

2 

o :1 Tabla 14 

la cual se reduce al restar una unidad del primer renglón y después 

WJa unidad de la cuarta columna. 

·¡o B 0 

e • 

D 0 

e 

2 

o !] Tabla 15 

asi que, 19+1+1•21 unidades es una cota inferior para el nodo AD. 

19 

1~@ 
0_____ 19 19 19 @ @ g 

~rS:\2~8\22 
~ ~ 

'FIGURA 17 
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Ramlflcamos ahora el nodo terminal AD. La matriz asociada es: 

·¡ . 2 8 o 
e • o 
D 0 

2 ·. o Tabla 16 

escogemos la rama BA para la ramlflcaclón. Asignado BA, se obt lene 

la matriz: 

:¡ . 
e • 

D • o Tabla 17 

tabla a la cual no pueden reduclrsele los costos y por lo tanto 19 

unidades es una cota lnferlor para la rama BA. 

Sl no asignamos la opción BA, la matriz asociada es: 

·¡ . e H 
e • 

D 0 

2 

o Tabla 18 

a la cual se le pueden reducir dos unidades del segundo renglón. 

Por lo que 19+2=21 unidades es una cota lnferlor para dicho nodo. 
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19 

16 __,...@ 
8 ~ 19 19 19 19 

@)-@--@-@ 
"' 22"' 22"" 21 @ @ @ 

FIGURA 18 

Para ramlflcar ahora la rama BA, partimos de la tabla 17 y vemos 

que In aslgnaclón OC es obl lgada, ya que sl no asignamos OC, 

tenemos una soluc16n lnfact.lble. Además como el costo de la opción 

OC, en la tabla 17, es cero; entonces 19 es el costo de las 

asignaciones que se completan con la opcl6n BA. 

r;:;;..,19 
16_.../"" '-:J 

8-.._@19 C':\ 19 (.'";:\ 19 019 o 19 
B,B -0-~-~~~* 

~~~~M 
0 ~ ~ ~ 

FIGURA 19 
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Hemos encontrado una solución 6ptlaa factible y que es: asignar ca·, 
AD, BA y oc. Sln embargo sl contlnun.90s el proceso de raalflcac16n 

y acotB.11lento obtenemos el slgulente árbol de búsqueda, donde la 

eslgnacl6n de BB, AD, DA y CC es otra solución 6pth1a factible. 

Tres observaciones son hechas para un mejor aprovechamiento de este 

algorl t1DO: 

(a). 51 durante el procesos de ramlflcaclón ocurre que en un nodo 

intermedio existe un único cero en cada renglón y cada columna, 

entonces no hay duda de que la mejor completac16n del nodo es 

aquella en la que se asignan las opciones con costo igual a cero. 

51 éste es el caso, entonces re.mlflcar con aquel las aslgnaclones 

cuyo costo es cero y continuar el proceso en la forma acostumbrada, 

ramlflcando para el lo el nodo de menor cota lnferlor. 

(b). El algoritmo de Llttle es empleado en problemas de asignación 

con función objetivo mlnlma y los problemas de función obJct.lvo 

mUlma son resueltos al minimizar los complementos respecto a una 

constante K (método "húngaro"). Por ejemplo el mayor elemento de 

la matriz es 12. 

103 



r 3 6 ¡ l A• 8 6 9 3 

e O 6 12 

D 3 o 3 asignar maxlmlzando 

restandole a todos los valores el valor 12, el problema equivale a: 

r -9 -6 -9 

l-·--···-
A1 = 8 -6 -3 -9 -12 

e -12 -6 o -12 

D -9 -12 -9 -6 

s6lo que Máxlmo(A) = Máxlmo(A1) - 4(12). Y camblandole el signo 11 

todas las entradas de Al tenemos que: 

e. 

~[ 
9 6 9 

l-.. ~ ~·~·-· A>= 6 3 9 12 

12 6 o 12 

9 12 9 6 

De este modo, las asignaciones en el óptimo para(A). son las mismas 

que la realizadas en el óptimo para(A2), pero difieren en valor, 

ya que: 

-mlnlmo(A>l = máx!mo(A1) = máxlmo(A) + 4( 12) 

(e). El algoritmo de Llttle es twnblén utlllzado para resolver el 

problema del agente viajero, sólo que con el fin de evl lar ut 11 lzar 

los bucles (nodos AA, 88, CC, ... ), es necesario asignarles costos 

igual a H en dichas opciones y también con el propósito de evitar 

un posible regreso a una ciudad de partida en alguna etapa 

intermedia, esto es, sl por ejemplo se llevan asignados los pares 

de ciudades (2,3), (3,5) y (5,4) 
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0 0 / -----0 
~ 0-----' 

n 5 

FIGURA 21 

deberán haberse hecho iguales a M, de manera paulatina, los costos 

(3,2), (5,2) y (4,2). 

3.5. El PROBLEMA DE SECUENCIACION OPTIMA 

El problema general es presentado cuando se cuentan con m 

máquinas y n trabajos. As 1. cada trabajo debe ser procesado en todas 

las máquinas, pero respetando las slgulentes sltuaclones. 

(a) Una máquina no puede elaborar dos trabajos sl111ul táneamente. 

( b) Un trabajo no puede pasar a la máquina. j, si no ha sido 

terminado ya en la máquina J-1. 
(e) Los trabajos son elaborados en la mlsma secuencia, en cada 

má.qulna. 

A.derntls se conocen las duraciones d(l,j), que es el tiempo de 

proceso del trabajo 1 en la máquina J. 
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Por ejemplo. supóngase que se tienen 4 trabajos y 3 máquinas, con 

la siguiente malriz de duraciones: 

Háqul nas 

Trabajos H1 H2 H3 

TI 3 5 B 

T2 7 6 4 

T3 6 3 2 

T• B 9 9 

Es fáci 1 ver que el tiempo total desde que el primer trabajo 

comienza en la primera máquina hasta que el último trabajo sale de 

la última, varia según sea el orden en que los trabajos son 

procesados en cada una de las máquinas. Asl el problema es 

encontrar la secuencia de trabajos que mlnlmlze el tiempo total de 

proceso. 

Si la secuencia de trabajos fijada pnra cada una de las tres 

máquinas es: \.1 = (\.11, \.12, WJ. \.14) = (3. 2, 1, 4). el proceso puede 

representarse gráficamente por: 

TI Te 

T3 ~~ T2 T1 Te 

TJ T2 Tt T4 

o 2 4 6 8 10 20 30 40 50 

FIGURA 22 

De la figura 22 se ve que el t lempo total es de 42 unidades. 

Este mismo resul lado puede obtenerse, sabiendo que: 
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f(wl;JJ' = __ max [f(lll-1, Jl, f(\11, ¡-1)] + d1J 

donde 

. (•) 

f(\11,Jl = Instante medido desde el 1nlc1o del proceso hasta que 

el traba.jo l es acabado en la máquina J. 
f(W1-10J) = Instante en que la máquina J queda en condlclones de 

poder efectuar el trabajo 1. 

f(Wt, J-1) = Tiempo medido desde el lnlclo del proceso hasta que 

el trabajo l es terminado en la máquina J-1 o sea 

instante en que el trabajo podria empezar a 

efectuarse en la máquina J. 

Para el ejemplo particular, sl aplicamos la ecuación (•) en forma 

recursiva para calcular los valores f(wl, j) 

rc11
1

, 1i 

f(w
1
,2l 

f(wl,3) 

rcw •• 1) 

rcw •• 2) 

= f(3 1 1) = d 3, 1)•6 no hay trabajo, ni Mqulna ant.orlor 

f(3,2). f 3,1) + d(3,2) = 6 + 3 .. 9 

.. f(3,3) = f 3,2) + d(3,3) = 9 + 2 = 11 

m f(2, 1) " f 3, 1) + d(2, 1) = 6 + 7 a 13 

= f(2,2) • mllx jf(3,2), f(2, ll f + d(2,2l 

a mllx js, 13 f + 6 = 19 

rcw
2
,3l = rc2,3J = 11111>< jrC3,3l, rc2,2Jf + d(2,3l 

" mllx j 11, 19 f + 4 = 23 

rcw,.1) • f(l,1). f 2,1) + d 1,1) = 13 + 3 .. 16 

rCw
3
,2l • rc1,21=11111>< jrc2,21, rc1.llf + d(l,21 

= mllx j 1s, 16 f + 5 = 24 

f(w
3
,3l = f(l,3) = mllx jfC2,3), fC1,2lf + d(l,31 

= mllx j23, 24 f + 8 = 32 

rcw,.11=f(4,1)=f1,11+d(4,ll=16 + 8 = 24 

__ fCw
4
,2l • f(4,2l = mllx jrc1,2J, f(4, llf + d(4,2l 

= mé.x j24,24f + 9 = 33 

rcw,,3l = fC4,3l = mllx jrct,3), rC4,2lf + d(4,3l 

= mllx j32,33f + 9 = 42 

rcw
2
,2l = rc2,2l = mllx jfC3,2l, f(2,llf + d(2,2l 

= mll.x js, 13 f + 6 = 19 
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As1 obtenemos la matriz de tiempos en que es terminado cada 

trabajo, en cada máquina: 

Tt 

[ 
16 

[f(W1,Jl) = T2 13 

T3 e:~ 

. T< 24-: 

~1 La •l•ma aat.rlz calculando 

recursivamente rtwl, J), "decir·· calcutar:~~~ .. :-,; __ r(W_t,t),· _ r<w2,t>,. 

rtWJ,1), rtW&,1) 1 rCW1 1 2) 1 ot.c., en.ose_ordon, 

Con la sucesión elegida W=(W1 1 'rl~, WJ, W4)=(3,2, 1, 41. el último 

trabajo que pasa por MJ es el 4, esto indica que el total de tiempo 

de proceso para real izar todos los trabajos en todas las má.quinas 

es f(4,3) = 42. 

En general cuando se tienen n trabajos, el número total de 

secuencias diferentes que pueden pasar en todas las máquinas es n. 

En caso que se permita que la secuenciaci6n sea diferente en cada 

má.quina (suponiendo que se tienen m máquinas), es decir que 

cualquier trabajo puede ser empezado en cualquier má.qulna, entonces 

el número de alternativas diferentes es (n) 111 
y en este caso, el 

tiempo total de proceso, varia dependiendo de la secuencia que se 

asigne como inicial para cada máquina. 

Sln embargo, este último caso no será tratado y nuestra atención 

sólo estará. centrada en el caso de una secuenciacl6n donde el orden 

de proceso de los trabajos para cada máquina es el mismo. 
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ALGORITMO DE LOHNICKI 

El algoritmo es aplicable al problema. de encontrar el orden en que 

los n trabajos deberán ser procesados en cada una de las máquinas 

(se analizará el caso de 3 máquinas, pero la generallzaclón para m 

máquinas se intuye directamente), respetando la restrlccl6n en 

cuanto al orden de procesamiento de los traba.Jos, el cual debe ser 

el mismo para todas las máquinas. 

El problema, es un problema de declsl6n sl-no (debe o no asignarse 

el trabajo \h en la poslclón de la secuencia) e 

lndcpcndlcntemcnte de que el problema pueda plantearse en un modelo 

de programación binaria, resulta que el utilizar un proceso de 

ram1f1cacl6n y acotamiento, es la mejor forma de resolverlo. Y es 

aqui, donde recurriendo al método de Lomnlcki, se logra obtener un 

algoritmo que resuelve de manera eficiente el problema de la 

secuenc1aci6n óptima, el que a continuación se muestra. 

El proceso de ramificación comienza dividiendo a todns las n 

secuencias posibles en n clases, según sea el elemento inicial de 

la secuencia. Cada una de estas n clases se dividirán a su vez en 

n-1 clases según sea el segundo elemento de lo. secuencia y asl 

sucesivamente. Al final del árbol se tendrán las secuencias 

perfectamente definidas. 

El proceso de acotación para un nodo intermedio, es efectuado al 

calcular las duraciones de 3 t \pos de trayectorias que completan la 

secuencia dada en dicho nodo y de acuerdo a esto, la cota para el 

nodo referido, es la mayor de estas 3 duraciones. 

Supóngase que estamos anal izando un nodo intermedio, donde ya se 

llene fija la secuencia \h,\.l2, ... ,\lit y falta definir quienes son 

\.11t+1, ... , \.In. En estas condlclones, el valor de cada trayectoria 

asociada a dicho nodo es: 

109 



Primera Trayoclorla 

Cuando definimos particularmente los k primeros trabajos a realizar 

en la secuencia de n trabajos, el tiempo total requerido para 

realizar todos los n trabajos, será al menos el tiempo que consume 

el real izar los primeros k trabajos en las 3 máquinas (es decir 

fk(Wk,3)), mfls lo que duraria realizar los trabajos k+l,. ..• nen la 

máquina 3. Ya que independientemente del orden en que sean 

procesados los n-k trabajos restantes, en el mejor de los casos, la 

máquina 3 no presentarla tiempos muertos. 

Equivalentemente una cota inferior para el conjunto de todas las 

posibles secuencias de n trabajos, cuando se definen los k primeros 

trabajos es: 

g' = fk (llk,3) + d(llk+t,3) + ..• + d(lln,3) 

Gráficamente: 

\.11+1 , ••• , \ln 

¿ d(ll•,3> 

FIGURA 23 l•k• 1 

Soc¡unda Trayoct.orla 

Para este caso se supondrá que en la máquina 2 no hay t tempos 

muertos al momento de ser procesados los trabajos \.lk•t, ... , h'n y que 

en el mejor de los casos, el último trabajo que es procesado en la 

máquina 2 ( h'n ) puede lnmedlatamentc ser comenzado en lo. máquina 

3. De tal suerte que la máquina 3 termlnaria todo el proceso en un 
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tiempo casi igual al de la máquina 2, salvo por un tiempo igual a 

la duración mlnlma de los traba.Jos W11:+1, ••• 1 \In (se adopta la de 

mlnima duración, por que se trata de un probleaa de 11.lniaización Y 

conviene conservar aquellas soluciones con mlniaa duración). 

Asl que el tiempo total de proceso está acotado inferiormente por: 

g'' = i'k(Wk,2) + d(Wk+l,2) + ••• + d(Wn,2) + m1n {d(W1,3)} 

W1 0 Wz ~ Wk 

W1 Wz Wk 

FIG.JRA 24 

Tercera Trayectoria 

t=k•t, ••• , n 

W1t.+1 , • • • , \In 

E d(W1,3) 

l•lc•l 

Wn 

i 
1 ! 
1~! 

m1nj d(WI, 3) ~ 

l•k•l, ••• , n 

En la tercera trayectoria supóngase que el último de entre los 

trabaJos k+1, •.• , n, que están por real izarse, puede pasar sln 

demora por las tres máquinas. De esta forma el tiempo de 

terminación más próximo del proceso completo es igual al tiempo que 

se lleva invertido en los trabaJos \.11, ••• , W1c para la máquina 1, más 

lo mlnlmo que se necesitarla para completar el trabaJo Wn, cuando 

éste pudiera ser procesado ininterrumpidamente en las máquinas dos 

y tres. 

De esta forrna se obtiene otra cota para el tiempo total de proceso, 

a saber~ 

g"' =E d(\11, li + m1n (d(Wl,2) + d(W1,3)} 
1•1 l "' 1c+1,, •• , n 
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Gré.f'lcamente: 

H3 

112 

"' \.h W2, •••• Wk W1c+1, •••• Wn 

¿ d(lll,!) 
mln { d(\11,2) + d(\11,3)~ 

l•lc•1 1 ••• , n 

FIGURA 25 

Cuando han sido calculados los valores de g', g'' y g'' ', una cota 

inf'erior asociada al nodo cuya secuencia es \.11, ••• , W1c, habrá sido 

encontrada. Ya que una vez fijada la trayectoria \h, ... , Wk, no 

importa cuales sean los trabajos \.Jk+l, ••• , Wn que complementan dicha 

trayectoria, el tiempo total de proceso en el mejor de los casos es 

igual a Gk, donde: 

G• = máx (g', g'', g''') 

Se considera el máximo por que en caso de tomar el mlnlmo, el nodo 

asociado no proporciona un menor tiempo para complementar todos los 

trabajos, ya que existe una trayectoria con una duracl6n mayor y 

cuyo valor ya no puede ser reducido aún por la mejor 

complementaci6n de la secuencia \.h, ... , \.Jk, cuando se han fijado los 

k primeros trabajos. 

Con el propósito de checar simplemente que las cotas g•, g'' y 

g• •', no dependen unas de otras, se exponen a contlnuac16n dos 

casos particulares. 
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Supóngase un proceso en el que necesitan ser Secuenciados 4 

trabajos a lo largo de 3 máquinas. Adeaás ~uponga que el desarrollo 

de la soluc16n es lnlclado lf que se ha optado pp_r flJar al trabajo 

e como el prlaer elemento de la secuencia. 

FIGURA 26 
CASO 1 

Suponga que los tiempos de realización de los trabajos A,B,C Y D 

para cada máquina, son iguales a los que se muestran en la figura 

27, ocasionando por lo tanto que los trabajos sean secuenciados en 

acorde con esta gráfica: 

C A D B 

t----t--C-~-A~_D_._B_,~ El trabajo Wn-tCHA0.3) e• 
l111r•l nado de•pucfa que el Wn 
ea ler•lnado en la )UQ.2 

10 15 20 50 

el lrab•jo C •• el llnlco lrab•Jo fijo, an el nodo actual del ollrbol 
de •otucldn, 

FIGJRA 27 
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As1 en este ca.so, dado que no hay tiempos muertos en las máquinas 2 

y 3, cuando son procesados los trabajos A, D y B, se obtienen las 

slgulentes cotas para el nodo en donde el trabaJo C es f"1Jo: 

g~ = ft(c,3) + (d(A, 3) + d(0,3) + d(B,3)) 

s 11 + 3 +2 + (3 + 3 + 2) 

• 17 

= ·16 - · .. 
·'. ; __ .--·-·- -.----

'··· -.,; : ",·· .·.' 
As1 que'. en este··-caso·; l&.· .. réi'~16n' obtenida es: 

CASO 2 

El caso g~ < g~· puede ser obtenido al considerar alternativamente 

otros tiempos de real1zacl6n para cada trabajo, de acuerdo con la 

figura 28: 

et trabajo e es flJo 

FIGUM 28 
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Al presentarse un tiempo muerto, después de que los trabajós c,·A y 

O son procesados en la máquina 3, el valor· de le.S cOtas g~ y g~' -Se 

altera considerablemente, obteniendo en este caso: 

g~ fl(c,3) + [ d(A,2) + d(D,3) + d(B,3)] = 4 + 3 + 2 +. (3+3+2] 

= 17 

g~' = ft(c,2) + (d(A,2), + dCD,2) + d(B,2)] + mln {d(l,3)} 

• 4 + 3 + ( 2 + 3 + 4 ·] + 2 l•A,D,B 

D 18 

por lo que en este caso: 

De la misma forma existen casos en los que la cota g''' puede estar 

por arriba o por abajo de las cotas g' y g•'. Asi que podemos 

concluir que no existe dependencia de orden entre estas cotas. 

REGLA DE ACOTAMIENTO 

Para cada secuencia (asociada a cada nodo del árbol de solución) 

W1, ••• , Wk, deben calcularse los valores de g', g'' y g''', como ya 

fue indicado anteriormente. Oc este modo, no importando cuál sen el 

orden en que los trabajos Wk+1, ••• , \.In serán procesados, tenemos que 

el tiempo total del proceso L(W), una vez que son fijados los 

primeros k-trabajos, siempre es mayor o igual a g', g'' y g'' '. Por 

lo que: 

si G = máx {g', g", g" '} 

-> L(ll) ~ G 
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OOKINACION 

Siempre que en dos nodos f'lguren exactamente los mls11<>s traba.Jos 

(aWlque en dlf'erente secuencia ) debe declarase lnactlvo uno de los 

dos, aquel de mayor cota. Ya que la secuencia de duración mlnlma 

que los complementa, será. la misma para ambos y por lo tanto no 

podrá obtenerse una mejor solución en el nodo de mayor cota. 

REGLA DE RAKIFICACION 

El árbol de busqueda de la solución es ramlflcado al ldentlflcar 

aquellos nodos activos que tengan la menor cota G y generando en 

dicho nodo todas las posibles combinaciones en que puede ser 

complementada la trayectoria W1,\"2, .•. ,W1c, representada por el nodo 

en cuestión. Posteriormente debemos acotar cada uno de los nodos 

recientemente creados, de acuerdo a la regla de acotamiento ya 

mencionada. Cuando se tenga perfectamente definida una secuencia 

W1 1 •••• Wk. \Jk+t ••••• \In y su cota sea menor o igual que las demás en 

el árbol, se considera resuelto el problema. 

SECllENCIACION DE n TRABA.JOS EN m MAQUINAS (caso más general) 

El algoritmo anteriormente presentado. resuelve el problema de 

secuenc1ac16n para el caso en que se cuenta con tan sólo 3 máquinas 

de proceso, sin embargo el mismo algoritmo puede generalizarse para 

el caso de m máquinas con n trabajos. apl '.!.cando, en este caso, las 

mismas reglas para el desarrollo del árbol de búsqueda solución, 

excepto por que la regla de acotwnlcnto debe general izarse a este 

caso. Ya que cuando se cuentan con m máquinas de proceso. en cada 

nodo del árbol de soluciones debe calcularse m distintas cotas. de 

acuerdo a la siguiente formula: 
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= r•Cll•,Jl + E dC111, Jl + mln E dCll1,hl 
l•k+t l•k•t, ••. , n h•J+t 

J•t •••••• 

La f'lgura 29 nos muestra la manera de obtener cada cota g<J> al 

considerar que la secuencia \.h, ... ,Wk consumirá como mlnlmo un 

tiempo de proceso igual a lo que se lleva acumulado hasta la 

máquina HJ, esto es f'k(Wt,J), más el minlmo tiempo que se llevarla 

al procesar todos los demás trabajos en las demás máquinas cuando 

cada uno de estos trabajos es procesado inlnterrwnpldamente en el 

resto de las máquinas. 

HJ+I 

HJ 

H1 

111, 1/2, .... llk 

fk(llk, Jl 

Wk•t •... ,Wn 

n 

E dC111,Jl mln E dCll1,hJ 
l•k•t 1•1r:+1, ... ,n h•J•t 

FIGURA 29 

A contlnunclón se muestra el algoritmo de ramlflcaclón y 

acotamiento que resuelve el problema de secuenciaclón para el caso 

que se tienen n trabajos a procesar en m máquinas. 
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L 
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Consideremos la siguiente matriz D, que muestra el tiempo en que el 

trabajo 1 es reallzado por la máquina J. 

H1 H• HJ H• Hs 

A 3 5 8 4 2 

o= 8 7 3 6 9 

e 5 4 3 8 4 

o 9 3 4 7 3 

Se desea encontrar el orden en que los trabajos deben ser 

ejecutados, de manera que cada máquina reallze los trabaJos en el 

mismo orden y que además se minimice el tiempo total, cuando se 

llevan a cabo todos los 4 trabaJos, en las 5 máquinas. 

El proceso de solución comienza con la ramificación del nodo raiz 

(conjunto de todas las secuencia.clones posibles de 4 trabajos), del 

cual surgen cuatro nuevas ramas, según sea fijado el primer 

elemento en la secuencia. De este modo, para cada una de las nuevas 

ramas, debe calcularse las cotas inferiores, de acuerdo a la 

función de acotamiento general izada. Los resultados se muestran en 

la siguiente tabla: 

,,, 
/Í g(SJ (4) (3) (2) 8(1) e 1 2 3 4 5 

g g g 

A f
1
(A,Jl 3 8 16 20 22 30 45 39 32 41 45 

B r
1
cs,JJ 7 10 16 25 26 35 46 37 36 41 46 

e r
1
cc.JJ 5 9 12 20 24 30 41 36 34 41 41 

o r,co.JJ 9 12 16 23 26 33 45 39 38 43 45 

asi que las cotas inferiores para cada nodo son: 
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FIGURA 30 

El proceso es continuado al ramlflcar el nodo que llene la menor 

cota y calcular les cotas para los nuevos nodos. Estos resul lados 

se muestran a contlnuaclón: 

J 1 2 3 • 5 
c g(S) g(4) g (3) (2) glt) g 

r,cc,J> g 
5 9 12 20 24 

CA r
2
c11,J> 3 14 22 26 28 32 43 42 34 41 43 

CB f .(B. J) 12 15 21 30 31 36 43 39 37 41 43 

CD f 2(0,J) 14 17 21 28 31 34 42 41 39 43 43 

8 
0~ B'---0" 
~~~c\3 
~ ~ Q 

FIGURA 31 
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Del \Utbto árbol de búsqueda de la solución, se observa que existen 

3 nodos terminales con cota in1"erior igual a 43 y que es el menor 

de loa valores que aparecen en el Arbol. De este 11<>do, optamos por 

ramificar el nodo CA. Los resultados se muestran en la tabla y en 

la griflca siguiente: 

J 1 2 3 • 5 
8(5) s'º 8(3) g(2J e" CA f

2
(A,J) g g 

B 14 22 20 24 

CAB f
3
(B,J) 15 18 28 37 38 41 47 42 35 41 47 

CAD f ,co. J) 17 20 26 33 36 37 43 42 39 43 43 

.. 

FIGURA 32 

Puesto que no existe ninguna cota lnferlor a 43, CADB es una 

soluc16n 6ptlma. V el tiempo total de proceso es: 

CAD 1" ,<o. J> 17 20 26 33 36 

CADB 1" ,CB,J) 24 27 33 42 ~ 
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Gráficamente, se observa: 

50 

FIGURA 33 

3.6. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 

3. 6 .. 1. Conceptos báolcos 

El concepto de complejidad computacional surge a raiz de la 

búsqueda de alguna herramienta para medir la eficiencia de los 

algoritmos. El problema de medir esta eficiencia no se habla 

estudiado hasta antes de 1970, ya que desde el surgimiento de la 

investigación de operaciones, el interés se centraba en la búsqueda 

de algoritmos que resolvieran los problemas, más que en la forma de 

como lo resolvieran. Sin embargo, fue en 1971 Cook y en 1972 Karp, 

quienes introdujeron a la literatura este concepto, el cual busca 

clasificar los algoritmos en términos del nivel de requerimientos 

computo.clone.les de los algoritmos (orden matemá.tlco del tiempo que 

necesita el algoritmo para resolver un proble~ dado). 
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El orden computacional es el concepto más utilizado cada vez que se 

quiere medir la eficiencia de un algoritmo y se define como la 

expresión matemática de la cantidad de cálculos requeridos, en 

función del tamano de Wl8. instancia del problema (valores 

particulares de un problema). Por eJemplo, sl un algoritmo requiere 

un número de cálculos que puede ser expresado como un polinomio de 

cuarto grado, entonces decimos que el orden es n
4 

o simplemente 

O(n4
). otros algoritmos pueden ser O(n

2
). O(nlogn)·, 0(2n), etc .. 

Con frecuencia, el orden de un algoritmo puede decirnos cuando 

conviene ser utilizado. Para ello supongamos que se cuenta con 3 

algoritmos con los siguientes grados de cbmpleJldad: 

1º. - O(log n) • 4 log(n) HCVUU> 

2º. - O(n5 ) = 10-• n 
5 mltw.tao. 

Jº.- 0(2") = 10-• 2" o.equndoo 

Si comparamos el tiempo que consumen cada uno, para un problema de 

n=lO y para otro de n=lOO, obtenemos que: 

Orden O(log n) 

Función 4 lag n 

~nlaaaeo nattao 

n = 10 4 halla o 

' 
n = 50 i 6.9 hOIUlO 

-·----+ 
n = 100 ! 8 hall.ao 

O(n 5 ) 0(2") 

1 o- 5 
n 

5 10-• 2" 

mlnutoo o.equnaoo 

o. 001 oeq. 
1 mlnuta = 1 mlleo.l. de oe9. 

:J 125 -·mi.ri~¡--i; i2s·~· e 99"-.--9-o7--~~-·-
= 52 ho'1.ao. ; = 35. 7 aiioo 
100, ººº mlñ"t----va-1-or-----

: extremadamente 
= 2. 3 meoeo j grande 

Asi que para n sUficientemente grande, el algoritmo logaritmlco es 

preferido sobre el pol lnomial y éste a su vez sobre el exponencial. 
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Además, el tiempo de proceso para el algoritmo pollnom.ial es 

razonable, aún para n grande (un problema de tamaf\o n-100 es 

bastante grande y dificil que se nos presente). De este modo se 

dlrá que un algoritmo es eficiente sl su complejidad computaclonal 

es del orden a lo más pol lnomial. 

3. 6. 2. Ventajas y liml taclonee de loa métodos 

de ramlf"lcaclón y acotamiento 

De los métodos más populares para resol ver problemas de 

optimización discreta se encuentran los métodos de ramificación y 

acotamiento. En muchas apllcaclones prácticas de programación 

entera y optimización comblnatorla, estos métodos han proporcionado 

resultados sat isfactorlos. Sin embargo estos métodos en muchos de 

los casos no son eficientes (su complejidad computacional es del 

orden exponencial), pero podemos decir que de los algoritmos 

existentes para la optimización discreta, los métodos de 

ra.mlf'lcación y acotamiento son de los más aceptables que existen (o 

son, de todos los malos, los menos malos; según se prefiera). 

La ventaja. de utt U zar los métodos de ramif'tcaclón y acotamiento, 

radica en lo flexible que son estos algoritmos, ya que al utilizar 

la técnica enumerativa de soluciones, es poslb,e resolver cualquier 

problema de optimización discreta. Además la tócntca puede 

interactuar con algunas otras técnicas de optlmizac16n, 

produciéndose algorltrnos bastante aceptables; como el caso de la 

solución de problemas de progr8lllaC16n entera, los cuales pueden ser 

resueltos mediante la técnica de ramiflcac16n y acota.miento 

conjuntamente con la utlllzactón de una estrategia basada en la 

relajación a problemas de programación l lneal y slmul táneamente con 

el empleo de los métodos de planos de corte. 

También es importante sefialar .que debldo a la técnica enumerativa 
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de soluciones, los métodos de ramificación y acotamiento pueden ser 

programados en má.quinas de proceso compartido {máquinas que pueden 

realizar varias tareas a la vez) o bien, resolver un mismo 

problema, al generar varias soluciones parciales del problema 

original {claro, de manera exahust1va) y optimizar cada solución en 

una máquina por separado; de este modo estarlamos reduciendo el 

tlem1>9 que nos llevarla resol ver todo el problema en una sola 

máquina. 

3. 6. 3. Complejidad y experiencia computacional 

del Algoritmo de Balas 

Lo conceptos bá.sicos de complejidad computacional nos llevan a 

concluir que un algoritmo es cf'iclente sl para cada instancia dada 

{problema con valores particulares), el tiempo de proceso para 

resolverlo es a lo más de orden pollnomlal. En el caso del 

algoritmo del Balas, es f'ácl 1 verificar que el tiempo de proceso 

para resolver un problema con n-varlables es del orden 0(2n) (en el 

"peor" de los casos, para resolver el problema, es necesario 

anallzar todas y cada una de las posibles soluciones), esto 

signlf'ica que el algoritmo de Balas es tneflclcnte. Por otro lado, 

en caso que f'uera posible ldentlf'lcar la trayectoria que conduce a 

la solución óptima (serle de nodos que conducen a la solución 

óptima). el problema binario scrin resuelto en tiempo polinomial. 

Esta caracterlstlca, en teorla de la complejidad computacional, se 

conoce como: el problema es NP (pollnomlal no-determinista). Más 

aún dentro de la clase NP existen otra clase de problemas que son 

dif'iclles de resolver y que son nquellos problemas NP que pueden 

ser transf'ormados, en tiempo polinomial, a otro problema NP; a esta 

clase se le conoce como NP-completa (ejemplo: el problema de 

programación binaria, el problema de satisfacibl l ldad, el problema 

del máximo ciclo, el problema del agente vlaJero, el problema del 

má.ximo conjunto independiente, el problema de la machi la ajustado 
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al modelo 0-1, el problema de la mochila ajustado el modelo de 

programación entera, el problema del cubrimiento con conjuntos de 

cardinalidad 3, etc. ; revisar (7) y (8)). Los problemas 

NP-completos son problemas para los que no se conoce y 

probablemente no existan algoritmos polinomiales para resolverlos; 

cuando se halle un algoritmo polinomial, la teoria de la 

complejidad se habrá terminado. 

Por otro lado, cuando el algoritmo de Balas es comparado con los 

algoritmos existentes pal"a programación lineal, concluimos que el 

de Balas es un buen algoritmo, pero no tan bueno como el algoritmo 

que se obtiene de combinar la técnica de ramificación y acotamiento 

con una estrategia basada en el óptimo del problema de programación 

lineal relajo.do o con el método de planos de corte [4]. Sin embargo 

cuando el algoritmo de Balas es comparado con todos los algorl tmos 

de enumeración impl icita, Balas es considerado uno de los mfls 

importantes. Para conf'irmar esto, veamos el estudio reportado por 

Narula y Klndorf en 1979 (13). 

En el estudio real izo.do por No.rula y Kindorf el los comparan el 

algoritmo de Balas con Hwruner y Rudeanu (1968), Peterson (1967), 

Zlont (1972), Geoffrlon (1969) y Zlonts (1974) (todos ellos basados 

en la enumeración lmplicita de la.s soluciones). considerando 

problemas donde el número de variables es de 30 a 100 y cuya matriz 

A llene una densidad igual a O. 2, 0.4, 0.6 y 0.8 

(densldad(A)=Pr[a
1
?0l), asi problemas como el de selección de 

proyectos de inversión de multi-periodos tiene una densidad cerrada 

de uno, mientras que el problema del cubrimiento puede tener 

densidades tan pequef\as como de 0.02 a 0.11). En estas condiciones, 

ellos concluyen que de los 6 algoritmos comparados, el algoritmo de 

Balas y el Algoritmo de Zionts son de los mejores, más aún, se 

recomienda usar el método de Balas para problemas en los que la 

densidad d!SO. 6 y n~O y usar el método de Zlonts para probleinas con 

dzO. 8 y/o n"30. 
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Todo lo anterior nos lleva a concluir que el algoritmo de Balas es 

ineficiente si consideramos el tiempo que se lleva para resolver 

cualquier problema binario. Sin embargo, de los algoritmos que 

existen para programación binaria, Balas es uno de los mejores. 

3. 6. 4. Co.mpleJldad y experiencia computacional del algori lmo 

de Liltle (El problema del agente viajero) 

Comparando el algoritmo de Llttle (de ramificación y acotamiento) 

con los algoritmos existentes para asignación en general, 

concluimos que el de Little es ineficiente, ya que existen 

algoritmos que lo superan en eficiencia (asignación mediante al 

algoritmo slmplex y el método hungaro). Sin embargo cuando Llttle 

es referido al problema del agente viajero, Little es de los más 

eficientes (o el menos malo de los algoritmos exactos; según se 

prefiera). 

El problema del agente viajero por si mismo es un problema dificil 

de resolver, ya que cuando el problema es referido a n nodos o 

ciudades, éste se traduce o. encontrar de un total de Cn-1)1 

posibles recorridos hamlltonianos (permutando n nodos obtenemos n! 

posibilidades, de las cuales fijando uno de estos nodos obtenemos 

(n-1) 1 posibles recorridos hamlltonlanos) aquel que optimice el 

recorrido total sobre los arcos. 

Teóricamente el problema puede ser resuelto sl generamos todos los 

(n-1) 1 recorridos y comparamos sus pesos totales. Sln embargo ésta 

no es una buena ldea, ya que para un problema de 20 nodos se tiene 

un total 191• 1. t6•to17 posibles recorridos y nos llevarla años de 

trabajo el desarrollar cada uno de estos recorridos. 

Por otra parte, para resolver de manera mfls "inteligente .. el mismo 

problema, utl l lzamos algunos de los algort tmos existentes para 
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problemas de optlmizaclón comblnatorla. Sln embargo aUn no 

existe algoritmo que resuelva el problema de manera eficiente (con 

t lempo de convergencia pol lnomlal) y la moyoria de los que se 

conocen requieren un tiempo de proceso que es exponencial respecto 

al número de nodos. En particular el algoritmo de ramlflcaci6n y 

acotamiento aqui presentado. reduce drásticamente los efectos de la 

enumeración exahustlva de todas las posibles soluciones y por la 

técnica enumerativa que emplea. en el peor de los casos puede 

requerir un número exponeclal de los cálculos y en algunos casos 

esto llega a ser aUn mayor. 

No obstante, la eflciencla de este algoritmo de ram.lflcación y 

acotamiento sólo es superada por ciertos algorl tmos de aproximación 

de soluciones (ejemplo: Algoritmo de Inserción [5]), los cuales 

tienen un tiempo de convergencia polinomial y aunque puede no 

producir una solución óptima, en algunos casos particulares puede 

proporcionar soluciones aceptables (muy próxima de la óptima). De 

este modo, si consideramos que para un problema de n~O se comienza 

a demandar un tiempo de proceso bastante grande (meses de trabajo), 

se sugiere utilizar Little para n:s20 y cuando n~O es mejor 

utilizar algún heuristlco (algoritmo de inserción). 

3.7. ÜISCUSION 

Con lo ya presentado en este capitulo, apreciamos qué la técnica 

de ramiflcaclón y acotamiento es flexible en el sentido que puede 

ser utilizada para crear algoritmos para problemas más generales 

(Problemas de tlpo blnarlo) o bien algoritmos que resuelvan 

problemas má.s particulares, obteniendo, en estos últimos, mayor 

eficlencla, en cuanto n que reducen el consumo en el tlempo de 

proceso (algoritmos de aslgnacl6n y secuenclaclón). 
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La contr1buc16n básica del capitulo 3 es la parte de Análisis de 

Sensibilidad para el algoritmo de enumeración implicita, la cual 

nos permite resolver un mismo problema, baJo ciertos cambios en los 

paré.metros .Y aún cuando estas variaciones sean muy drásticas, los 

resultados en cuanto a tiempo de proceso se refiere, no han sido 

tan malos como para aquellos problemas que han sido reformulados y 

resueltos desde el principio. Para darse una mejor idea de esto, Y 

a\ln cuando el ejemplo no es incluido [14). al haber experimentado 

con un problema de proyectos de inversión, involucrando 20 

proyectos (variables) sobre 10 periodos (restricciones); un total 

de 1,091 soluciones parciales fueron examinadas en la fase solución 

y adicionalmente 1, 143 soluciones parciales fueron examinadas en 

otros 5 estudios sobre proyectos de inversión (mod1f1caciones en 

los parámetros del mismo problema}. Lo cual contrasta mucho con el 

tremendo trabajo que se lleva resolver, desde un principio, las 

6,515 soluciones parciales que se requieren analizar, para resolver 

los mismos 5 problemas separadamente, pero usando el óptimo 

original y una solución inicial en cada caso. 

Analizando la eficiencia de los métodos de ramificación y 

acotamiento, concluimos que son ineficientes {su complejidad 

computacional en la mayor la de los en.sos es de t lpo exponencial), 

pero de todos los algoritmos que exl sten para optlmlzación 

combinatoria, los de ramlflcaclón y acotamiento son de los menos 

"malos" que existen. Asi por ejemplo, el algoritmo de Balas es de 

los algoritmos más aceptables de todos los algorl tmos de 

enumeración lmpl 1cl ta y sólo es superado por algorl tmos que 

utilizan la raml!'icaclón y acotamiento simultáneamente con el 

método simplex y los métodos de planos de corte. Asi mismo, 

al comparar la eficiencia del algoritmo de Llttle con los demás 

algoritmos existentes para el problema general de asignación. 

concluimos que es ineficiente, ya que su cficlencla se ve 

claramente supcrarda por l:l. del método húngaro y el alg~rl tmo 

simplex especlallzado para asignación; sin embargo, el mismo 
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algoritmo de Llttle aplicado al problema del agente vla,Jero, 

resulta ser de los meJores (o de los menos malos; seg(ln se 

pref"lera), ya que en este caso su ef"lclencla sólo es superada por 

algoritmos heuristlcos (algoritmo de Inserción). 

Sin embargo, aún cuando los algoritmos de ramlf"lcac16n y 

acota.miento resultan ser lnef'lclentes, la ventaja de utilizar la 

técnica de ramlf"lcac16n y acotamiento radica en que es una técnica 

enumerativa de soluciones, lo cual hace posible que un mlsiao 

problema que es resuelto con un algoritmo cuya compleJldad es 

0(2n), pueda ser resuelto al anallznr m subproblemas pero en 

diferentes máquinas. De este modo, cuando para la soluc16n de un 

mlsmo problema son utl ! Izadas m máquinas (anal Izando un subproblema 

en cada máquina); el tiempo que consume el proceso de solución 

seria del orden 0(2n-•), reduciéndose drásticamente el orden, ya 

que sl antes nos llevaba 10-6•250 
4-eq. = 35. 7 aii04 resolver un 

problema con n=SO (esto es en el peor de los casos), ahora 

utlllzando m=20 máquinas, el tiempo se reduce a 10-6 •230 o,eq. = 18 

mln. o Incluso a tan sólo un segundo cuando son utillzadas 1P30 

máquinas; ésta es la ventaJa de utilizar los métodos de 

ra.mlflcaci6n y acotamiento. 
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4. MODELOS CLASICOS 

4.1. EL PROBLEMA DE PROYECTOS DE INVERSION 

En el caso simple, el problema consiste en escoger de un total 

de n poslbll ldades de 1nversl6n ( lndependlentes), aquellos que 

maxlmlzan el beneflclo total de las lnverslones, pero respetando la 

restrlcclón sobre el capital disponible. 

Para modelar el problema, sea B
1 

el beneficio redituado del 

proyecto J, AJ el costo de lnverslón en el proyecto J y C el total 

de capital dlsponlble. Entonces, XJ es O (6 t) cuando el proyecto J 
es rechazado (6 elegido) para invertir. Asi. el modelo bé.slco est 

Hax!mlzar 

aujelo a 
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2:: Bi X J 
J=l 
n 

Í:AJXJ"C 
J=l 

Xi=061 CJ=t,2, ... ,n> 



Un caso má.s generalizado se obtiene, al considerar la misma 

situación para varios periodos, presentandose diversos 

requerimientos de inversión y capl tal disponible, para cada 

periodo. En esta situación, los costos no-negativos del proyecto J 
en el periodo tes denotado por AtJ (J=l, ...• n , t=l, ... ,T) y el 

capital disponible en el periodo t es et (t=l, ... ,T). Asl, el 

problema de proyectos de inversión de mul ti-periodos es: 

Maximizar 

•ujelo a 

n 

L BJ X J 
J•l 
n 

LAqXJ"Ct Ct=!, ... ,Tl 
J=l 
XJ=061 CJ=!,2, ... ,nl 

Existen muchas otras extensiones al modelo, una de el las ocurre 

cuando los n proyectos posibles son particlonados en subconjuntos 

ajenos n
1 

nP (p:sn) y solamente un proyecto de cada 

subconjunto puede ser seleccionado. Esta condición es tlpica en un 

problema de la construcción de una carretera entre dos ciudades, 

cuando se tienen varias rutas u opciones de construcción, debiendo 

construirse una única ruta entre ambas ciudades. La anexión de este 

requerimiento está. representada por: 

Ct=l, ... ,p~nl 

4.2. EL PROBLEMA DEL CUBRIMIENTO 

Considere un conjunto I•~1, ••. ,m~ y una clase• Pm~P 1 , ... ,Pn~' 

donde P J S: I, J e J = ~ 1,. . ., n ~ . Un subconjunto J S: J dcfl ne un 

cubrimiento de I sl: 
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u p = 1 
JEJ j 

Supongamos un costo CJ > O , asociado a cada JEJ; entonces el costo 

total del cubrimiento J es: 

El problema del cubrlmlento consiste en la búsqueda de un 

cubrimiento de costo mlnlmo y su modelo es: 

M1n1m1zar 

•ujelo a 

n 

¿el X J 

J=l 
n 

L A1J Xi " 1 O 
Jml 

· xi = o 6 1 tJ 

donde 

= {: 
si J esta en el 

Xi 
en otro caso 

A,J • {: s1 1 E PJ 

en otro caso. 

1,2, ..• ,n) 

1,2, ... ,nl 

cubrimiento 

Algunas general lzaclones del modelo son planteadas, cuando las 

restrlcclones principales, son consideradas como: 

lo que se traduce en cubrir el elemento l de 1, b veces. 
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Por otro lado, la restrlccl6n c
1 

>O J=l, .•. ,n, no representa mayor 

problema, pues en caso de tener algunas variables con un costo 

negativo, como el problema es de mlnlmlzar y las restrlcclónes del 

tlpo mayor o lgual. ·dlchas variables tomarlan (en el óptimo) el 

valor uno, por lo que bastarla ellmlnar las restricciones en las 

que dichas variables aparecen y optimizar el problema en el que 

todos los costos son no-negativos. 

EJEMPLO 

Suponga que se llenen m tareas a reallzar y para la reallzaclón de 

las mismas es posible contratar personal cal lflcado. Hay n 

candidatos, a contratación , cada uno de los cuales puede real izar 

algunas de las tareas en función de sus capacidades. Para cada 

candidato se conocen las tareas que puede realizar y el costo por 

prestar sus servicios. La naturaleza de las tareas perml te el 

abordar las mismas entre un grupo cualquiera de lndlvlduos. 

El problema es determinar que candidatos deben ser contratados a un 

costo mlnlmo, de modo que se cubran todas las tareas. 

!={Tarea 1, Tarea 2, .•. , Tarea mf 

P={Candldato l. Candidato 2, ... , Candidato nf 

y cada Candidato puede real izar algUn conjunto de tareas de I. 

EJEMPLO 2 

Se quiere hacer un reconocimiento superficial, sobre el nivel de 

producción de determinados sectores de producción (Azucarero, 

siderúrgico. de servlcto, etc. J. Las unidades correspondientes a 

cada sector, se encut!ntran dl strl buldas en los dl fercntes 
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munlclplos de la población. Cada mll!licipio tiene asociado un costo, 

necesario para el levantamiento de la información. Y se quiere 

determinar que municipios incluir en la muestra, para lograr 

obtener información, de por lo menos cada sector de producción. 

!=~Azucarero, Siderúrgico, de Servicios, etc.~ 

P•jHunlclplo 1, Hunlclplo 2, .•• , Hunlclplo n~ 

y en cada Municipio se encuentran local1zados uno o varios sectores 

de la producción. 

4.3. EL PROBLEMA DE LA MOCHILA 

Un explorador tiene que realizar una larga travesia y para el lo, 

necesita llevar consigo, una serle de articulas que le son 

necesarios en su vlaJe. Sln embargo, para llevar su equipo, el sólo 

cuenta con una mochl la que tiene una capacidad total de K unidades 

de volumen. 

Suponiendo que el articulo i tiene un volumen K
1 

y un valor de 

utilidad igual a V
1 

, el explorador necesita saber que articulas 

llevar consigo, de modo que obtenga la máxlma ut1l idad posible. 

Asl, el modelo matemático para el problema de la mochila es: 

Mlnlmizar 

sujeto a 
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LV, X 1 

J•l 
n 

L K, x, ~ K 
l=l 

X1 = O 6 1 (1 • 1,2,. .. ,n) 



donde 
' -- ' 

x, =J~ 
91,el. :~r~Íc~l.o -.l.·.·~ l_naluye 

· •l el· art.tcu10· l no •• incluyo 

V l • Volor_ de_ utl lldad del art.CCulo l. 

K
1 

• Voh•en del art.tculo l. 

4.4. EL PROBLEMA DE ASIGNACION 

Supongase que tenemos n tareas por real izar y m empleados que 

pueden real izar cada tarea. Cada empleado i real iza la tarea J con 

un costo C
11 

TAREAS 
E 

cu e,. e" e M tn 
p e 

21 c •• c., c •• 
L 
E e" e,. e,, c,n 
A 
D 
o e e e e s •• .. •3 .. 

El problema es asignarle un empleado a cada tarea, de modo que se 

reallzen todas las tareas, pero minimizando costos. Asi el modelo 

matemático para el problema de asignación es: 

n n 

Maximizar ¿ ¿ c,J x,J 
J•I J=I 

•ujoto o 
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donde 

EJEMPLO 

n 

¿x,J 
l=l 

en otro caso 

(l = 1,2, .... m) 

le aslgn6 al empleado l 

En una competencia de relevos de 400 metros incluye a 4 

diferentes nadadores, quienes nadan sucesivamente 100 metros de 

dorso, de pecho, de mariposa y libre. 

Un entrenador llene 6 nadadores muy veloces. cuyos tiempos 

esperados (en segundos) de manera lndlvldual son 

EVENTO l EVENTO 2 EVENTO 3 EVENTO 4 
(dorso) (Nado de Pecho) (Mariposa) (libre) 

Nadador 1 6S 73 63 S7 

Nadador 2 67 70 6S S8 

Nadador 3 68 72 69 SS 

Nadador 4 67 7S 70 S9 

Nadador 5 71 69 7S S7 

Nadador 6 69 71 66 S9 

¿ Como deberá el entrenador programar sus relevos, de modo que el 

equipo reallze su mejor tiempo en la competencia ?. 
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Un bufete de abogados ha aceptado 5 nuevos casos, cada uno de los 

cuales puede ser llevado adecuadamente por cualquiera de los 5 

asociados más recientes. Debido a la diferencia en experiencia y 

prá.ctica. el tiempo que demora el llevar un mismo caso. varia 

dependiendo del abogado al que se le asigne el caso. 

Uno de los asociados más experimentados, ha estimado las 

necesidades de tiempo (en horas) como sigue: 

CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASO 4 CASO 5 

Abogado 1 145 122 130 95 115 

Abogado 2 80 63 85 48 78 

Abogado 3 121 107 93 69 95 

Abogado 4 118 83 116 80 105 

Abogado 5 97 75 120 80 111 

Determinar la forma 6pt ima de asignar los casos a los abogados, de 

manera que cada uno de el los se dedique a un caso diferente y que 

el tiempo total de horas empleadas sea mlnimo. 

4.5. lJN PROBLEMA DE SECUENCIACION 

Suponga, en el caso simple, un taller puede efectuar un sólo 

tlpo de trabajo a la vez y un conjunto de n ordenes diferentes de 

trabajo, son contratados a la vez en una fecha base. Y suponiendo 

que cada traba.Jo i, es contratado para ser entregado en g
1 

dias a 
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partir de la fecha base. Ademá.s cada trabaJo llene una duración de 

trabajo d
1 

y en caso de retraso a la fecha de entrega, se tiene una 

multa de p
1 

pesos por dia de retraso despues de los g 1 dias 

est 1 pul ados. 

¿ Cuál debe ser el orden en que los trabajos deben ser realizados, 

de modo que el taller incurra en la mlnlma multa total, ocasionada 

por la entrega retrasada de todos y cada uno de los trabajos ?. 

EJEHPLO 

Considere el caso en que 6 trabajos son contratados por el taller 

en una misma fecha base. 

TRABAJO D!A DE ENTREGA DURACION MULTA POR DIA 

1 g, d, DE RETRASO P 
1 

1 2 5 $ 5 

2 4 4 $ 4 

3 8 3 $ 2 

4 12 5 $ 1 

5 13 2 $ 7 

6 17 7 $ 1 

Asl por ejemplo, sl la secuencia de trabajos es: hacer primero el 

trabajo 1, después el trabajo 2 y asl sucesivamente hasta la 

conclusión con la orden 6; entonces se Incurre en una multa de 

$99-, como lo muestra la figura 34. 
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FECHA DE ENTREGA 

ITI 1 T21 T3 H 1~ 1 T6 

FECHA DE TERMINACION EN EL TALLER 

Tl T2 T3 T4 ITS 1 
TO 

11 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 1 
O 5 W IB m ~ 

~ RETRASO DE Tl .. 3 UNIDADES 

lf @I RTSO. DE T2"' 5 

~RTSD.DE T3=' 

I: WWjnTSO.DE Tea s 

RTSO, DE TS• 6 

por la que la •ulla lalal por relraao ea l9ual a 
s•J + s•' + 2•c + s•1 + 6•1 + 9•1 • s 99, 

FIGJRA 34 

RTSO.DE T6"s9 

El problema es entonces, determinar el orden en que deben ser 

realizados los trabajos, de modo que se mlnlmlze la multa total 

ocasionada por los dias que se retrasa la entrega de cada trabajo. 

La forD1ulaci6n de este problema (sin mucho detalle) en el modelo de 

programac16n cero-uno es: 

Minimizar Z = 

suJela a 

1 = 1,2, .. .,6 
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6 t•d,-1 

¿ ¿ Y,. t = 1,2, ••• , T 

l•I q=t 

y" 

" det·períod;-_t,·L~'f.l•t·;;·'••6"<- t.•110'.-.,T-

!
-__ -. __ }_.~ •1 .•l. tr.~~J~'~~~·~:.~·~·~pl~t•·.•I' rtnal 

-;º;-º{~-~-
= '~ ace-f triib.iljo~I:-~~~~ie~~~iiú~~t~ -~. 

Cl~l ~za~·--~.----~~~(~~~-'~ 

4.6. BALANCE DE LINEAS DE PRODUCCION 

Suponga que se llenen n actividades a realizar en una linea. de 

producción, en donde existen relaciones de precedencia entre 

algunas actlvldo.des. Suponiendo que se cuenta con un grupo de 

trabajadores que pueden ser contratados para realizar cualquier 

actividad, entonces el problema consiste en contratar el mlnlmo 

número de traba.Ja.dores (en base a la tasa de producción que se 

desea obtener} a f'ln de que cada actlvldo.d, a realizar en turno, 

tenga asignado un trabajador. 
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TRABAJO DURACION TRABAJOS DE 

1 
(en •lnulo•) PRECEDENCIA 

o, 

1 3 

2 5 

3 2 2 

4 6 1,3 

5 9 2 

6 3 4,5 

7 4 

9 1 7 ···. 
9 3 8 

10 5 6,9 

Se supone que la tasa de producción es de 4 unidades por hora o más 

(entcndlendose por una unidad, aquel la que se logra con la 

reallzaclón de todas las 10 acttvldades). 
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Oef"lnamos las variables 

.¡: 
•l 111 11ct.lvld&d l e• reallzada 

por el t.rabajador 

x .. 
•I 1• act.lvldad 1 •• realizada 

por el t.rabajador 

.¡, wl el t.rabajador J fue ocupado 

en la l fnea de producctdn 

T¡ 
al el t.rabaJador J no fue ocupado 

en la l (nea de produccldn 

El obJetlvo es minlmlzar el número de trabaJadores a ocupar en la 

l lnea de producción. Pero es claro que contrataremos como máximo 10 

trabajadores (ocupando un trabajador para cada actividad), 

satlsfaclendose automáticamente las actl vldades en la 1 lnea de 

producción. Oc este modo, la función obJetivo es: 

Hlnlmlzar Z = 

aujet.o a 

( 1) Cada act 1 vldad debe efectuarse 

1=1,2, ••• , !O 
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(2). Debido a que neces1 tan obtenerse al menos 4 unidades por hora 

(reallzar 4 veces todas las tareas en una hora) o 

equivalentemente obtener al menos una unidad cada 15 minutos. 

Debemos entonces restrlnglr a que cada trabajador no debe ser 

ocupado en má.s de 15 minutos, cuando se está. produciendo una 

unidad. Esto es: 

10 

L D, X,¡ s 15 

J=l,2, .•. ,10 

(3) Cada vez que, un trabajo K debe hacerse antes qué el traba.jo m 

(k1lm), es necesario agregar el conjunto de restricciones: 

x., "' x... 
x., + x •• "' X... 

x., + x •• + x., "' X,., 

X., + x •• + 

De esta forma, la actividad m es asignada al trabajador 

(1•1, ... , 10) s6lo cuo.ndo la actividad k ya fue asignada a 

alguno de los trabajadores 1, 2, ... , i-1 . 

(4) Por último, con las restricciones ya escritas, es posible que: 

10 

(puede asumir algún valor entre 1 y 10) 
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y sin embargo, ninguna actividad es asignada al trabajador J. 
Por el lo es necesario pedir que: 

J=l,2,. .. ,n 

Asl cuando el trabajador J no realiza ninguna actividad (SJ = O) 

se tlene que: 
10 

E X =o 
1•1 lJ 

de otro modo, dicho término tomarla algún valor entre 1 y 10, 

dependiendo del número de actlvidadeB que se le asignaron al 

trabajador J. 

4.7. UN PROBLEMA COMBINATORIO 

Dado un cubo de 3x3x3 conteniendo 27 celdas, el problema es colocar 

en cada celda una bola blanca o una bola negra de tal forma que se 

minimize el número de "lineas rectas" en el cubo, que contengan 

bolas del mismo color. Entendiendo por "linea recta" un renglón de 

3 celdas contiguas incluyendo todas las posibles diagonales (En 

total, el cubo contiene 49 lineas rectas). Y suponga que no existe 

restricción sobre el número de bolas blancas y bolas negras 

dlspcnlbles. 

x,. ¡: •l le Calda l es ocupada 

por una bola blanca 

sl la celda 1 e• ocupada 

por una bol a ne9ra 
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Si numeramos cada celda del cubo, entonces para cada una de las 49 

lineas en el cubo (por ejemplo las celdas 1,2 y 3), es necesario 

agregar dos restricciones del siguiente tlpo: 

X, + X2 + X, - Y " 2 

X, + X2 + X, + Y ~ 1 

donde Y es una variable asociada a cada linea recta del cubo (en 

este caso la linea compuesta por las celdas 1, 2 y 3 del cubo) y 

cuyos valores son cero o uno, dependiendo de los valores de las 

variables asociadas a las celdas que comi>Onen dicha linea. En este 

caso: 

X,=X2=X,=1 6 X,=X2=X,=O -> Y=1. de otro modo Y=Q. 

De esta forma, como la función objetivo es minimizar la suma de 

todas las variables v •. Al tratar de hacer ceros en la mayoria de 

las variables v. , se tendrá que las restricciones serian reducidas 

, en su mayor parte a: 

X1 + X2 + X, " 2 

X1 + X2 + X, ~ 1 

lo que impl lea que en las celdas 1, 2 y 3 existen al menos 1 6 2 

bolas blancas y entonces dicha l lnea recta puede tener todas las 

bolas del mismo color. 

Por otro lado, en caso que Yml, las restricciones son reducidas a 

X, + X2 + X, " 3 

X, + X2 + X, ~ O 
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lo que no restringe el tlpo de bolas a colocar en las celdas l. 2 y 

3 (puede ser que todas sean del mlsmo color o en el mejor de los 

casos, que sean de distinto color). Pero al minimizar la función 

objetivo, pocas lineas (tanto como fuese posible) tend.ran celdas 

con bolas del mismo color. 

Nótese que un valor de 4 en la función objetivo, slgnlflca que a lo 

más 4 lineas presentarán bolas del mismo color. 

Por lo tanto, el modelo en este caso es: 

Hlnlmizar Z • 

wujeto a 

X, + X2 + X, - Y, " 2 

X1 + X2 + X, + Y, " 1 

x, + x. + x, - y •• :5 2 

X1 + X2 + X, + Y 49 " 1 

X, , Yi O 6 1 
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4.8. UN PROBLEMA DE EXTRACCION MINERA 

El problema consiste en excavar, dentro de un área y en cierto 

orden permlslble, con el prop6sl to de obtener mineral preciado. Por 

cuestiones prácticas, tanto el mineral como la corteza que están 

encima de la mina, son divididas en bloques (normalmente de 50 ples 

cúbicos). Cada bloque tiene un cierto ingreso neto, obtenido de 

restar el costo de extracción, a la cantidad obtenida después del 

refinamiento y venta del mineral. Para bloques que están cerca de 

la superficie (corteza que está encima de la mina) el ingreso neto 

es frecuentemente negativo, pero normalmente es positivo conforme 

los bloques están más profundos y más cercanos a la parte medular 

de la mina. 

En estas condiciones, el problema es saber que bloques extraer, de 

modo que se obtenga el mayor ingreso pos1blc, pero cuidando que la 

excavación de un bloque es post ble solamente sl son removidos los 

bloques que están sobre éste. La figura 36 muestra un eJemplo 

particular, en donde el bloque 1 puede ser extraldo, previo a la 

extracción de los bloques 2 y 3. 

FIGURA 36 
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x, 
•1 el bloqu'! 1 •er' excavado 

en otro ca•o 

Y supongamos que R
1 

es el ingreso neto estimado para el ~-ésimo 

bloque (en algunos casos es negativo). 

La función objetivo es entonces: 

n 

Haxlmlzar \ R X 
L '·' J=I 

pero respetando la restrlcclón de que cada bloque (excepto los que 

están sobre la superf'lcle) puede ser extraldo sola.mente sl los que 

están arriba de éste son también extraldos. Asl suponiendo, el caso 

que los bloques 2, 3, 4 y 5 se sobreponen al bloque 1, entonces debe 

agregarse la restrlcclón: 

X2 + X3 + X4 - X5 - 4 X, ~ O 

4 .9. UN PROBLEMA DE DISEÑO LOGICO 

El problema consiste en construir un sistema lógico, que responda 

a una operación lógica preestablecida, dadas ciertas entradas 

posibles. Asi, un sistema tiene una salida y un número de entradas 

posibles, cada una de la cuales puede asumir los va.lores O 6 t. 

Dada una función lógica que el sistema debe realizar, el problema 

es ref'erido a construir un slstema de sal lda a base de compuertas 

NOR (funcl6n !6glca AVB 

preestablecida. 

para ejecutar la función lóg\ca 
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Una compuerta NOR tiene 2 entradas (A y 8) y una salida, de acuerdo 

a la siguiente tabla de verdad: 

TABLA 1 

ENTRADAS SALIDA 

A B 

o o 1 

o 1 o 
1 o o 
1 1 o 

Un "circuito" está compuesto por la conex16n de varias compuertas 

NOR, de acuerdo al siguiente diagrama: 

NOR 1 

ENTRADAS ENTRADAS 

FIGJRA 37 

Una entrada externa (A o 8) puede ser conectada a cualquiera de las 

entradas del clrcul to, incluso para más de una compuerta NOR. 
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Además. la sal ida de algún NOR puede ser guiada por más de una 

entrad.a. pero más de una sal lda de los NOR no puede ser guiada por 

la misma entrada. 

Asl el problema consiste en disef\ar un circuito que pueda realizar 

una función lógica preestablecida, utilizando el minimo número de 

compuertas NOR. 

Considere, por eJemplo, el problema de construir un circuito de 

compuertas NOR con 2 entradas para poder real izar la función lógica 

de la tabla 2. 

TABLA 2 

ENTRADAS SALIDA 

A B 

o· o o 
o 1 1 

1 o 1 

1 1 o 

Para simplificar el modelo, es necesario asumir que, el circuito 

óptimo a lo más contendrá tantos NOR' • como lo indica la figura 37. 

En estas condiciones, definimos las siguientes variables de 

decisión: 

e• ullllzada, 1•1, ••• ,7 

en otro caso 

151 



T,,• t: •l la entrada euct.orna J. •• conectada a 

la coapuerta del HOR l ~ 

en otro ca•o 

T.,• \: 

•l la entrada externa B •• conect.ada a 

la coapuarta del NOR l. 

an otro caao 

eapecltlcada - por la X
1 

J= La aallda para la ca.puerta 

coablnacldn de entrada• dada• el· J-cf•l•o ·.· l"Of'llJldn - de 

la tabla 2. 

La func16n obJetlvo es: 

7 

Hlnlmlze.r Z • 2:: S1 
1•1 

Las restrlccl6nes impuestas son: 

( 1). Las entradas externas A y B son conectadas en el NOR 1, sólo 

cuando la compuerta l rorma parte del clrculto. 

1=1, ..• 7 

(11). Para las compuertas 1, 2 y 3 de la figura 37, sl la compuerta 

tiene una (o dos) entradas externas. entonces solamente una 

(o ninguna) compuerta NOR al !mentará a dicha compuerta. 
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S2 + S, + T 11 + T 12 ~ 2 

S0 + S7 + T 31 + T 32 ~ 2 

( 111). La salida para la 1-éslma compuerta HOR debe ser la funcl6n 

16glca correcta (NOR) 1 para cualquier comblnaclón de entradas 

a la compuerta l. 

Para ello definamos los paré.metros: 

ct
1

j = El valor de la entrada externa A ae9W\ 

el J-é11lmo renqldn de la labia 2. 

tt
21 

= El valor de la entrada extorna B •e9dn 

el J-dalrno ronqldn de la tabla 2. 

Entonces la salida X
11

, para la compuerta l, dada la comblnaclón de 

entradas especificadas en el 1-éslmo renglón de la tabla 2, es 

correcta (según la función lógica NOR) sl satisface: 

l=l, .. .,7 1=1,2,3,4 

donde J y k son los números de las compuertas cuya sal \da está 

concctadn a la compuerta 1. 
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De este modo, Xu= l sólo cuando XJ
1
= X" 11Z ct11 • T11= a 21 • T 12= O es 

decir, cuando las entradas a la compuerta i son ambas cero 

(pudiendose conectar, en este caso, las entradas A y B a la 

compuerta i, siempre que «
11

= O Y «
21

= O). 

En una compuerta particular existe una sefia.l de salida igual a 1, 

para cualquier combinación de entradas A y B; siempre que dicha 

compuerta es contemplada para formar parte del circuito. 

Esto es representado en el modelo, al imponer las siguientes 

restricciones: 

4S, - XII + x,. + X13 - x .. " o 
i•l, ..• '7 

( iv) Adicionalmente, para pedir que el circuito "establecido efectue 

la función lógica correcta, de acuerdo a la tabla 2: es 

necesario instanciar las variables X
1

J de la siguiente manera: 

X
11

= O , x,2 1. X13= 1 , X,.= O 

ya que de esta forma, no importa donde conectemos las entradas 

externas A y B, la sal lda por la compuerta 1 (sal lda final) 

será el valor correcto según la función 16glca mostrada en la 

tabla 2. 

Asi, el modelo completo para el problema de dlsefío lógico, 

involucra 73 restricclónes y 45 variables, todas del tlpo cero-uno. 

Y la solución óptima, que se obtiene de aplicar la técnica de 

ramlflcaclón y acotamiento, es la mostrada en la figura 38. 
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NOR 1 

NOR 3 

NOR 5 

FIGURA 38 
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CONCLUSIONES 

La Técnica de Rrunlflcaclón y Acotamiento es útil cada vez que 

necesitamos resolver problemas de optlmlzacl6n discreta, donde una 

función va a ser maxlmlzada o mlnlmlzada sobre un conjunto finito 

de altcrnn.tlvas. de tal forma. que el proceso de solución puede ser 

realizado con la enumeración de cada alternativa, pero de m3.nera 

"lntel \gente". 

La Técnica es flexible en el sentido de que puede ser utilizada 

para crear algoritmos generales (algoritmos de enumeración 

lmpl leila) o bien algoritmos que resuelven problemas más 

particulares, logrando mayor eflclencla en cuanto a que reducen el 

consumo en el tiempo de proceso (algoritmos de asignación y 

sccuenclaclón). 

La técnica es eflclentc, sl la comparamos con todos los algoritmos 

que existen para programación discreta, má.s aún en el caso del 

algoritmo de enumeración impl1c1ta, la eficiencia se ve 
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incrementada al ser implementada la parte de aná.l lsls de 

senslbl lldad lo que perml te resol ver un mismo problema, bajo 

ciertas varlaclones en el valor de los parámetros 'i aún cuando 

estas variaciones sean muy drásticas, los resultados en cuanto a 

tiempo de proceso se refiere, no son tan malos como para aquellos 

problemas que han sido reformulados y resueltos desde el prlnclplo. 

Es justo mencionar, además, que los algoritmos de ramificación y 

acotamiento pueden ser programados en máquinas de proceso 

compartido, esto es, el análisis de las alternativas de solución, 

es real lzada en procesos separados pero efectuados de manera 

simultánea ':/ coordinada, reduciendo asl, el tiempo desde que es 

iniciado el proceso hasta que es encontrada la solución óptima. 

No obstante, después de todo, hay que tomar muy en cuenta que el 

objetivo bá.slco al desarrollar un modelo de programacl6n discreta 

de un problema operacional, es poder predecir cual seria la 

solución 6ptlma, dadas las condiciones lnlclales del problema 

modelado. Pero teniendo mucho cuidado de no abusar de la 

herramienta matemática, ya que en muchas ocasiones, cuando un 

problema es dificil de modelar, inmediatamente se pretenda hacer 

suposiciones tales que, permitan ajustar (en cualquier modo) 

nuestro problema al modelo metamá.tico. Es por el lo que debemos 

refrenar nuestra libertad para asumir suposlclones, ya que sólo 

deben permanecer aquel las apropiadas y que permitan desarrollar 

modelos que capten los aspectos esenciales del problema y sobre 

todo que nos produzca un modelo en el cual las soluciones puedan 

ponerse en práct lea. 

Por último. suponiendo que la modelac16n es realizada bajo todas 

las suposiciones pertinentes y que posteriormente el modelo es 

resuelto de manera extraordinariamente rápida; no debemos perder de 

vista, que dichas soluciones deben ser comprensibles a las personas 

responsables del proceso que se está. estudiando y que 
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frecuentemente, estas soluciones no determinan de manera 

definitiva, las acciones a realizar para la solución del problema y 

más bien sólo se utilizan como indicadores para el tomador de 

decisiones, quien al estudiar otros factores que no pudieron ser 

contemplados en los modelo (eventos fortuitos, pollticas a nivel 

empresarial. politlcas a nivel estatal. reglamentos de tipo 

laboral, reglamentos de tipo produtivo o capacidad de recursos, 

entre otros que son muy dificiles de modelar) sea el que finalmente 

decida las acciones a realizar para la solución del problema en 

cuest.16n. Y es en este punto donde puede ser extendido el presente 

trabajo, aunque si se prefiere seguir buscando una mejora en cuanto 

a la eflclencla de los algoritmos aqul mostrados, es necesario 

seguir desarrollando alguna parte de a.ná.llsls de senslbllldad para 

los algoritmos de asignación y secuenclacl6n, asi como los 

programas computacionales respectivos. 
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