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INTRODUCCION

En el pundo real, la bidsqueda de la mejor solucién, la maxima,
la minima © en general la 6ptima, para un amplio rangc de
preblemas, ha intrigado al hombre a través de las épocas. Euclldes,
por ejemplo, describlb métodos para encontrar las lineas rectas mis
largas 'y mds cortas desde un punto, a la circunferencla de un
circulo y cémo determinar el paralelogramo de Area maxima con un
perimetro dado. Los grandes matemidtlcos de los slglos XVI y XVIII
desarrollaron nuevos procedimlentos de optimizacién para resolver
problemas geométricos, dinamicos y fislcos, tales como encontrar

las curvas de revolucién minima o la curva de descenso mas rapldoe.

Reclentemente se ha originado una nueva clase de problemas de
optimizacion, debido a las complejas estructuras organizaclonales
que rigen la socledad moderna. Un problema relaclonado con esto es,
que a medida que se incrementa ia complejidad y especializacién de
una organizacién, se wvuelve cada vez mas dificil aslgnar los

recursos disponibles a sus diversas actividades, de manera gque sea



lo mas efectivo para la organizacién. Y son problemas que tienen
que ver desde el cémo administrar una economia o una fabrica, hasta
el como distribulr de manera é6ptima el presupuesto, el personal y
las actividades dentro de una organizacién.

La busqueda de cémo formular y resolver éstos y muchos otros
problemas que surgen en los campos de la agricultura, petroquimica,
transporte, programacién de produccién, control de inventarios,
ingenieria y economia entre otros, ha conducido al desarrollo de
nuevas e importantes técnicas de optimizacién, dentro de las que
esta incluida la optimlizacién discreta —tema de estudio de este
trabajo- y que forma parte de una rama clentifica mayor, que es la
investigacién de operaclones. Esta se define como el procedimienta
para tomar decisiones que tlenen que ver con las operaclones de
sistemas de organizaclén. Sin embargo, esta descripclén es tan
grande que puede aplicarse, con jgual propiedad, a muchos otros
campos. Por lo tanto, tal vez la meJor manera de captar la
naturaleza unica de la investigacion de operaciones es examinar sus
caracteristicas sobresalientes,

Asi la investigaclén de operaclones se aplica a problemas que
tienen que ver con la forma de conducir y coordinar las operaclones
o actividades dentro de una organizacién. En particular, el proceso
se inicla observande y formulando cuidadosamente el problema y a
continuacién, se construye un modelo (tipicamente matematico) que
intenta abstraer la parte esencial del problema real. Entonces se
establece la hipéteslis de que este modelo es una representacién lo
suficientemente precisa de 1las caracteristicas mas sobresalientes
del problema, de modo que las conclusiones (soluciones) que se
obtengan a partir del modele son, asi mlsmo, vilidas para el
problema real. Por tanto, en clerto sentido, la investigacién de
operaciones comprende una investigacién de las propledades
fundamentales de las operaclones.



En resumen, la- contribucién del procedlmlenl’.o de’ Investlgaclén,

de Operaciones se basa prlnclpalmente en:

1.~ La estructuracién de la situacién de la vida real- en. un
modelo matemitico, abstrayendo los elementos esenclales de modo
que pueda descubrirse la solucién pertinente para los objetivos de

quienes toman las decislones.

2.~ La exploracién de la estructura de tales scluclones y el

desarrollo de los procedimientos sistematicos para obtenerlas.

3.~ La determinaclén de una soluclién, incluyende la teoria
natematica, sl es necesario, que proporclona un valor ¢ptime de la
medida de deseabllidad de un sistema (o posiblemente la comparacién
de cursos de acclén alternativos, evaluando su medida de
deseabilldad}.

4.- Implantacién de medidas de control, para regular los
posibles cambios que mds adelante puedan surgir en la estructura
del problema mismo y evitar su completa reformulacién.

Debldo a esto, los procedimlentos sistematicos con que cuenta la
investigacion de operaciones para encontrar la solucién a problemas
reales, son muchos y muy varladeos, lo que ha dado lugar al
desarreollo de varias ramas de esta clencia, de la cuales podemos
citar a la programacién lineal, programaclén entera, programacién
dinamlca, redes, procesos estocasticos, etc..

En el presente trabaJo se hace el estudio de una de las ramas de
la investigacién de operaclones, esto es, la optimizaclién discreta
{basi{camente ‘la programacién cero-uno). Y es aqui donde
presentaremos los tipos de problemas que pueden ser modelados por

esta técnica ¥y la forma de obtener la solucién al mismo via la



técnica de Ramificacién y Acotamiento (técnica mas cominmente usada
en esta drea).

En este contexto, los propésitos de esta tesis son:
1°.- Ser util y comprensible para aquéllos que tengan
necesidades de plantear y resolver problemas que pueden ser
modelados mateméticamente, en donde es necesario maximizar o
minimizar upa funcién objetivo sobre un conjunto finito de
posibles alternativas.

2°.- Que el lector logre valorar la capacidad con la que los
modelos de programaclién discreta tienden a reflejar la
situacién real de este tipo de problemas.

3°.- Buscar la tan acostumbrada eficlencia en la utllizacién
de estos modelos, proporcionande alguncs elementos ( anilisls
de postoptimalidad y algoritmos especializados) que ayuden a
obtener rapidamente una soluclién, al reducir el tlempo de
proceso de los amlgoritmos, cada vez que se plantea un problema

de optimizacién dlscreta.

Para ello el trabaJo es desarrollado como sigue: En el primer
capitulo -Problemas de Optimizacién Discreta- damos paso a la
presentaclén del modelado matemitico, mostrando las herramlentas y
artificlos mas comuinmente utilizados, cada vez gque necesitamos
modelar matemiticamente un problema dlscreto, tratando siempre de
no perder el reflejo de todas las sltuaciones reales del problema;
adicional al capitulo, enunclamos las técnicas de soluclén mas
cominmente utllizadas para este modelo. En el segundo capitulo -La
técnica de Ramificacién y Acotamiento- se especifican las ideas
generales, en cuanto al funclonamiento de dicha técnica, cada vez

que es resuelto un problema dlscreto, mostrando con ello las reglas



mas comunes de ramificacién (enumeracién de ' las poslbles
soluciones), asi como algunas reglas de acotamlento al valor de la
funcién obJjetive solucién enumerada. En el tercer capitulo
-Algoritmos Especificos- ya se presentan de manera formal los
algeritmos de ramificacién y acotamiento, utilizados en la solucién
de una clase particular de problemas de optimizacién discreta
(Prob}emas de programacién cero-uno) y con el propésito de
eficientar dichos algoritmos, se anexa una parte de analisis de
postoptimalidad, asi como los algoritmes para problemas mis
particulares {asignacién y secuenciacién). Y flnalmente, en el
cuarto capitule -Hodelos Clasicos- simplemente se enunclan una
variedad de problemas, que se formulan y resuelven mediante la
técnica ya mostrada, los cuales involucran un conjunto de
situaciones que muy a menudo son las que se presentan en la
practica profesional.



1. EL PROBLEMA DE OPTIMIZACION DISCRETA

1.1. INTRODUCCION

En la practlica, existen muchos problemas en los que es muy comin
encontrar que la solucién Optima a éstos, tiene sentldo sélo para
valores enteros. Por eJemplo es necesario con frecuencia, aslignar
hombres, miaquinas y vehiculos a las diversas actividades en
cantidades enteras. Mas aun, existen problemas, en que el conjunto
de todos los posibles candidatos a la solucién éptima, son tales
que presentan alternativas de declsién "si-no". Por ejemplo, en un
problema de contratacién de perseonal, se pretende selecclonar de
un conjunto de aspirantes a aquellos que satisfagan las necesidades
de la empresa, pero cumpliendo también con ciertas condicliones como
minlmizar costos, tilempo, etc. y decldlr para cada aspirante, si
éste serd o no contratado. Equivalentemente, un  problema
restringido a los valores enteros 0 y 1 donde O=no se contrata y

1=se contrata.



Este tipo de restricclones a los problemas es dificil de
mane jarse en forma matemitlca. Sin embargo se han hecho algunos
logros en cuanto al desarrollo de los modelos para representar el
problema y con los procedimientos para obtener su solucion. En este
capitule pretendemos describir los logros en cuanto a la
representacién de esta clase de problemas. Para ello presentaremos

dos problemas que a menudo surgen en la practica

1) Un Problema de proyectos de inversién que permite ver los
diferentes tlpos de restricclén que se presentan en cuanto a su
planteamiento e interpretac!én se reflere .

2) El Problema del vendedor viajero que debe visitar n-cludades
(exactamente una vez cada una), y en donde podemos apreciar que no
siempre existe una manera Unica de definir las variables de
decisién, logrando en este caso el planteamiento del mismo problema
en dos modelos matemdticos distintos. Tratande de cbtener siempre
un modelo que invelucre un ntmero pequefio de varlables y
restriccidnes.

Adicionalmente presentamos el modelo matematico general
cero~uno, Ssus propledades basicas y algunas de las formas que
existen para encontrar la solucién éptima, seflalando en algunos
casos, aquellas que resultan ser adecuadas, debido a que logran una
buena eficlencla ya sea de manera general o para clertos casos
particulares.



1.2. MODELACION MATEMATICA DE PROBLEMAS

EJENPLO 1.2.1. (Un Problema de Proyectos de Inversidn)

Supéngase que tenemos un conjunto de slete ' proyectos u
oportunidades de inversién y cada uno de ellos tiene clerta
utilidad estimada a largo plazo asi como un costo o cantldad de

capital requerido, sSeguan se muestra en la tabla .

Oportunidad de lnve’rllﬁn
1 2 3 & 5 6 7

Utiiidad Estimada 9 16 i8 15 4] 12 11
Caplital Requerido 25 40 45 35 15 30 28

(nlllones de pexos)

Suponga que la cantidad total disponible para estas inverslones
es de $ 100,000,000.00. Se desea determinar qué proyectos eleglr
para invertir, =a fin de obtener la maxima utilidad total posible.

SOLUCION

Obsérvese que para resolver este problema, necesitamos saber qué
proyectos elegir para inverilr, es decir para cada proyecto decldir
si éste debe o no estar dentro de los que seran elegidos, a fin de

optimizar ganancias.

Este tipo de situaciones, en las que sélo se tilenen dos
elecciones (si-no), es representada por varlables cuyos valores son
0O y 1. Asi la i-ésima (i=1,...7) variable de decisién es
representada por:

1 51 se invierta en al
Xy = proyecto |
0 St no ms decide invertir en el

proyscto 1



El objetivo es:

Max "2 =01 + 16X 15X + 6Xs + 1296+ 11%7

sujeto a
2571 + 40X2 + 45Ta + 354 + 1STs + I0Ys + 25%7 =100

Xy=0, 1 i=1,2,...,7

EJEMPLO 1.2.2. (Extensidn Problema de Proyectos de Inversién)

Una extensién al problema de proyectos de Iinversién es
presentada a continuacién y refleja algo que en la prictica es muy
comin encontrar, a saber las reglas que rigen de alguna manera las
formas de cémo puede proceder el inversionista. Para poder apreclar
esto, veamos una extensién al problema anterior y supongamos que se

presentan cuatro tipos de situaciénes adicleonales:

a.— Se tiene que los proyectos 1 y 2 se desarrollan en dos etapas,
teniendo la misma fecha de terminacién para su primera etapa.



Oportunidad de Inversidn

1 2 3 4 5 6 7

g 16 18 15 6 12 11
25 40 45 35 15 30 25

12 1§

100 1680 -

111dades " como el ' eapital _ requerido. :.para . lam

al . momento actual.

b.‘- Para ios proyectos 1 ¥y 2, en lo que corresponde a su primera
etapa.‘sélo podra elegirse uno de los dos.

c.~  Se podrd invertir en la 2a. etapa de los proyectos 1 y 2 sélo
si 'se opté por lnvertir en 1la primera etapa del respectivo

proyecto.

d.= La fecha de terminaclén del 3er.y 4o. proyectos, ocurre antes
de la fecha de terminacién de la primera etapa de los proyectos ! y
2. Con lo que podréd disponerse del capital resultante de dichas
inversiones (esto en caso que se haya optade por invertir en dichos
proyectos) para poder ser ocupado en la segunda etapa de inversion.

SOLUCION
Para el replanteamiento del problema bajo estas extenslones,

primeramente necesitamos adiclienar 2 variables que indlcaran las
decisiones tomadas sobre la segunda etapa de los proyectos 1y 2 .



1 Si se decide invertir  en el proyecto "1

9;, - _ para su segunda etapa

1=1,2| O en otro caso

Las varlables originales X3 son las mismas, excepto, Xi .y X2 (que
son las decislones tomadas, Ssobre los proyectos 1 'y 2, énf'_su
primera etapa). : : :

Maximizan - - .
Z = 9X: + 12X:' + 16Xz + 15X2' + 18X3 + 1

pera respetande las ro:n.rlccldnu'.
a.- sobre el capital disponible a Inicio de la ‘primera:etapa.
2571 + 40Tz + 453 + 35X¢ + 155 + 30%s + 257 = 100
b.- Dbebido a que al momento de inicic de la primera etapa tendrd
que optarse por eleglr uno y s6lo uno de los proyectos 1 y 2, debe
entonces suceder que
X1+ Aa=1
Ya que de esta forma, las Unicas posibles soluciones son (X1=0,
Xz=1) o {X1=1, X2=0), asi qué cuando se ellge uno de los dos, el
otro queda automaiticamente descartado.’
En general, a este tipo de restricciones, se les denomina

ALTERNATIVAS MUTUANENTE EXCLUSIVAS, las cualen en ol caso general

se plantean como slgue:




T, = 1. /(81 axactanente

hé‘i-lah‘en,e]fgrhpn es BI)

T I‘ =1 “tal cuando mucho una decisién en el grupo es s1)
AT Pt )

.~ Dadd que ‘se buede invertir eﬁ la segunda etapa de los proyectos

1y2 s6lo cuando se decldié hacerlo en su primera etapa entonces
debe suceder que

Ya que de esta forma, Y1' y X1 toman siempre los mismos valores,

as} cuando el proyecto 1 se elige en lo que corresponde a su prmera
etapa, también lo serad en lo correspondiente a su segunda etapa, de
otro modo no pueden elegirse ninguno de los dos.

Lo mismo sucede
con Xz' y Xa

En general, a este tipe de restricclones s¢ les  conoce como
DECISIONES  CONTINGENTES, y su planteamlento en el modeleo

matemdtlco
es de la siguliente forma:
Ik = Ij { El1 proyecto k soré clegido undlo st el
proyécto § tamblén mao elige }
Ik a I] ( El proyecto k debe smer elegido si y sélo
s} también lo es el proyecto § )
En el primer cano, L 1 decidimos elegir el Juésimo elementa,
entonces X =1 lo que parmitec eleglr llbremente a :Ik' mientras que
11-0 fucrza a 'Ik=0, es  decir, sl el J-éslmo elemento  no fue
elegido, entonces tampoce sord elegido el k-ésima, Normalments

cstas restricclones se escriben comos™



’Ik-:rlso
I‘-I’-o

d.- Necesitamos también respetar las restricciones sobre el
capital necesario para poder invertir, al momento de dar inlclo la
segunda etapa. Para esto, se observa que el caplital disponible al
inicio de esta etapa puede provenir bisicamente de 2 formas:

Una de ¢stas proviene de los proyectos tres y cuatro, los cuales
finalizan su ejecucidon antes de iniclar la segunda ctapa de los
proyectos 1 y 2. Con lo que en case de invertir en los proyectos 3
y 4, obtendriamos clertas utilidades producto de dichas
inversiones, las que en total son 18 y 15 millones respectivamente,
ocupando para ello 45 y 35 millones de capital., Asi pues al

finalizar estos proyectos, se estaria liberando, segin esto, un
total de

(18 + 45)X3 + (15 +35)X4  millones do pesos

La segunda fuente proviene del capital que se obtenga producto de
haber invertido en cualesquiera de los proyectos 1 y 2, en su.
primera etapa.

(8 +25)X1 & (16-+40)X2

esto dependiendo si se optdé por invertir en el proyecto 1 o en
proyecto 2.

¥ la tercer fuente proviene del capital sobrante, producto de no
haber invertido completamente los 100 millones al {niclo de 1a
primera etapa. Es decir, dado que

25X1 + 40Xz + 45X3 + 35X4 + 15%s + 30%s + 25A7 s 100

el



entonces existe clerto capit&i que le llamaremos &, con el que
2571 + 40Xz + 45T3 + 35X + 15Ys + 30Xe + 257 + A =100

Sumande todo el de capital disponible al momento de dar inicio la
segunda etapa, deberi cumplirse una pero ho necesariamente las dos

restricclones siguientes.

A+ (18 + 45)%3 + (15 +35)Xe + (9 + 25})X1 = 100
o blen

A+ (18 + 45)X3 + (15 +35)%4+ (16 +40)X2 = 160

Sin embargo este tipo de restricclones excluyentes, tal cual, no
pueden ser planteadas en nuestro modelo; para esto se requiere un
replanteamtento, de manera que todas las restricclones
especificadas deben cumplirse, dicho replanteamiento se hace de la

siguiente forma:

debe ctmplirse

fo+ (18 + 45)X3 + (15 + 35)A¢ + (9 + 25)0 = 100

A+ (18 + 45)X3 + (15 + 35)T4 + (16 + 40)%z2 + K = 180
o blen deberd cumplirse

A+ (18 + 45)X3 + (15 + 35)Xe + (9 + 25)X1 + H = 100

h+ (1B + 45)X3 + (15 + 35)%a + (16 + 40)X2 = 160
Ya que sumar M (cualquier nimero extremadamente grande) al primer
miembro de estas restricclones, tlene el efecto de eliminarlas,
puesto que automiticamente son satisfechas por cualquler solucién

que respeta las otras restricciones. M es un valor constante, lo

suflcientemente grande como para exceder los valores fijos 100 y



160.‘ De hecpp M bugde ser encontrada ficilmente al considerar
H = méximo {100, 160} = 160
a‘s’if-"qu‘e. del@n v;:umpllrse las dos sigulentes restricciones :
: Jyﬁ';:_(xg +45)T3 + (16 + 35)%a + (9 + 25)T1 + MY o= 100

R+ (18% 45)T3 + (15 + 35)%e + (16 + 40)XA2 + M*(1-¥) = 180
: Y=061

Y c‘ormor 1; nueva ‘variable ¥ debe ser 0 & 1, el planteamiento
garantiza que una de las dos restricciones originales debe

cumplirse, mlentras que la otra, en efecto queda eliminada.

Este enfoque estd relaclionade directaasente con nuestro anslisis

de las decisiones “si-no” 1 1) Tiene que smolecclonarsa la primera
restriccién?, 2) Deba saleccionarse la segunda restriccidn?. Nim
atn, dstas son alternativas autuamente excluslivas, coma lo
ascgura cn f{orma automsdtica ¢l hacho de que Y ¢+ -4 = 1 . s1 por
el contraric se han wusado variables binarias separsdas, Y1 oy Y2,
para representar éutas dacislones L 11 o no, sa necefita la
restricclén  adicional YieYaay, para  hacerlas mutuasente  exclusivas.
Este 1o menclonamos, porque al alemo tipo do ideas pucde sor

Qeneralizade para ol caso en que de un cepjunte da N restricclones
posibles, deban cumplirse sdlo K de cllas tasi, o1 caso que
acabamcs de consliderar, es el cags WN=2 y K=1) ¥y su generalizacidn

e
Conmidere las N restriccionos:

f1(X1,X2,...,.dn0 = da1
fa1,X2,...,dn) s de

£R0%1,%2,..., % = dn

10



Entonces - uullu\"rdc': 5
plantesnients  para . el

cestriccionen es 3

donde sme supone que K ¢ N
grande. asi, al lmponer ia restricclén para ﬁu;ehuﬁ o
que K de estas varlables sordn iguales a cero. y- Tas' rcsl.u’\t_al serdn

lquales & uno, equivalentemente, K do las - restricciones ~ originales

quedardn intactas y el reste, en ofecto se eliminardn,

Resumiendo los tres tipos bisicos de restricclones que deben
agregarse al problema de los proyectos de inversién, obtenemos el

sigulente modelo de programaclién cero-uno que es casi definitivo:

MHax Z = 81 +12X1° +16Xz +15X2' +18¥3 +15X4 +6Xs +12%s +11U7

stjeto &

25X1 + 40X2 + 45X3 + 35Xs + 15As + 30Xe + 2577 + h =100

Ay + A2 = 1

1 At = A

X2’ = Az

h+ (18 + 45)23 + (15 + 35)%a + (9 + 25)A1 + M*Y = 100
h+ (18 + 45)%3 + (15 + 35)%s + (16 + 40)%z + H*(1-Y) = 160

L i, L'= 061 para toda i, y A =20 entero

1

xtremadamente



Y es casi definitivo, porque se escapa un ultimo detalle para
asegurar que el modelo es estrictamente uno de programacién
cero~uno, ya gque la restrlcéién h = 0 y entero, no es una
restricclén del tlpo cero-uno. No obstante, esta mlsma condtcién
tiene un planteamiento equivalente y adecuada al formato de la
programacién cero-uno, para lo cual es necesario encontrar un

valor, digamos U tal que

y entonces, & puede ser expresado como
o . .
h=Y2% ) Yi =061 1=1,2,....n
=0 - R : - i

Con lo que al sustituir & por las n variables cuyes valores son
cero o uno el modelo anterjor es ya propiamente uno de programacién
cero-uno. Esto resulta slmplemente de poder expresar cualquier

numero finito especificado en la base usual {base 10) a base 2.

En nuestro caso, dado que es seguro que debe invertirse en los
proyectos 1 6 2 (pero sélo en uno de ellos) y se dispone de 100
millones, entonces el capital sobrante en la primera etapa es a lo
mas

h = { 100 - min{25, 40} } = 75

Yy como

2 <75 527 ( 2°=65 y 2" =128)

se tlene que

75 = 2%1 + 2'%1 + 2700 +.2%1 « 2%0 i 2550 4 2% 1 ¢ 2700

12



ademis todo ntmero menor de 75 se expresa en este forma;_o. 45610 qué .
puede tener diferentes combilnacicnes de ceros y unos, der 'gstg'fu’i“maﬁ' B

la variable A que es menor a 75 es expresada como:

" En realldad, esta misma ldea puede hacerse nas eficiente, slempre
que se encuentre una cota U lo mids cercana al! valor A. En nuestro
caso particular, se pudo haber encontrado un valor que acote mejor
al capltal sobrante de! primer periode y con ello expresar la
variable h en este formato, pero utlllizando un menor numerc de
variables auxillares. Sin embargo, esto ya no es realizado, pero lo
que sl quisieramos remarcar es que, de una u otra forma, el
problema de seleccién de proyectos de inversién ha podido ser
planteado en un modelo de programacién binaria y asi mismo, nos ha
permltido mostrar todos los tipos de restricclones y situaclones
que pueden ser planteadas en este modelo, sin que con ello perdamos

el reflejo de lo que en la practica realmente sucede.

No obstante, lo que aun falta analizar, es qué tan conveniente
resulta el plantear los problemas en este tipo de modelo, Ya que si
mediante esta forma nc es postble encontrar una solucién de manera
4g1l y segura, nos interesaria buscar otras alternativas de
golucldén mucho mis eficientes. El problema que se presenta a
continuaclon, pretende hacernos reflexlonar un poco sobre éste
aspecto; aunque en realidad todo esto sera analizado posterjormente

y a 1o largo de todo el presente trabajo.
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EJENPLO £.2.3.  (El Problema del Agente Viajero)

Supéngase que un vendedor necesita viajar pere wisitar n
cludades, exactamente una vez cada una, La distancia entre cada par
de ciudades 1J, denotado por d” (t=J), es conocida, pero ella
puede depender de la direcclién del viaje (es decir, d” no-

necesariamente es jgual a d“ )

El problema es encontrar un recorrido que comience y termine en la ]

cludad donde se encuentra la casa del vendedor y minimice el-total:'"

de distancia recorrida .

SOLUCION

Supéngase que etiquetamos la ciudad de partida como ciudad O y
como cludad n+l. Tamblén introducimos la variable cero-uno Iu
(1=0,1,...,n, J=1,...,n+1 ), donde !1‘” = | 5| el vendedor viaja de
la ciudad | a la ciudad J§ ¥ I” = 0 en otro caso.

De principio el modelo debe reflejar la consistencia que se tlene
cada vez que se hace un recorrido, esto es, garantizar que para
llegar a una cliudad intermedia j (j=1,...,n+1), debemos partir de
una Unica ciudad 1 (1=0,...,n; 12j claro esti). Excluimos el caso
J=0 porque al crear el nodo n#1 (punto final del recorrldo)
conlleva la Implicacién de que ninguna cludad i llegara a la cludad
origen 0, lo mismo ocurre con el caso i=n+1. Lo anterior se asegura

con ja restriccién:

T =1 (Jd=1,...,n¢1 , 129)
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i N Cludad
sallente
i#j
Ciudad
J#0 entrante

FIGURA 1

Similarmente el modelo debe asegurar que al salir de cualquler
ciudad 1 (1=0,...,n+1) podemos llegar a una unica ciudad J

(J=1,...,n¢1; J#1). Lo que es planteado como:

nel

L =1 ( 1=0,1,...,n , 1=z )

13
=1
i¥EDRE]
e .. Posibles ciudades
' entrantes
FIGURA 2

Estas restrlcclones, sin embargo, no eliminan la posibilidad de
clclog como lo indica la figura 3.
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FIGURA 3
VD?nd>e_ la.soluclbncon n = S es
:ro{ = Y12 = X26 =1
X3 = Aas = X53 = 1
X1y = 0O en otro caso

Una.  forma de’ellmingr 1a - posibilidad de ciclos es agregando las
: resfricﬁiones ' '
' LA @ + (nﬂ):ru =n
( 1=0,1,...,n )
( J=1,...,n+1 )
i)
donde a, es un nimero real asoclado con la ciludad { .

Esto demuestra que una soluclén conteniendo ciclos no puede
satlisfacer esta restricclén, excepto aquel ciclo que contiene a la
ciudad de partida. Porque si nosotros sumamos las desigualdades
correspondientes para Elu = 1 que estiA dentro de un ciclo, un
elemento del término & - “_| cancela un elemento cerrespondiente
del sigulente término y tendriamos que

(n+11°N = n*N

16



donde N es el namero de arcos en el cicle, :lo: cual es una
contradiccién, Relacionando esto  con''el ‘ejemplo de "la figura 3
mostrada anteriormente y el ciclo 3->4°>§, "las restricclones son:

@3 = @4.+.6:%.5

a4 - as + 6%

contradiccion. ||

Por otro lado, para ver'l‘!'ica':"' 'qﬁé- ‘estas . restricciones’ son

satisfechas cuande no hay clcloes, ‘mostramos que existen @, tales
que hacen clertas dichas restricciones. Definamos para ello «, = 0,
L n+l y sea a = k s1 la'ciudad i es la k-ésima visitada en
el recorrido. Entonces, cuando !l'l = 1, obtenemos la sigulente

]
relacién:

@ -oa + (n#1) = k - (k+1) + n+l = n

Tamblén porque definidas asi las a‘.' tenemos que 1 s uls n+1
(i=1,...,n+1) y ademas al- r"_‘ s n, con lo que las restricciones son
satisfechas cuando IlJ = 0. ’

Para complementar el modelo, debemos .minlmizar el total de

distancla recorrida, es decir:

R n+l
Hin Z = d x .
Eo _1)-:1 o
Ity

Por tanto, debemos encontrar los valores de las variaﬁles I”r Yy

nimeros reales arbitrarlos LA tales que:



i : R reiy”
SE T 75 FEURs W S WIS T WS C X I M
. donde- Ao, n+1 = 0

i %

\

Observese que el modele tal como se presenta, no es propiamente de
programaci6n cero-uno, pero si lo es de preogramacién entera mixta,
ya que la variables !!” sin mayor problema son relajadas a valores
enteros, pues no puede haber valores enteros, distintos de 0 y 1,
que cumplan con:

L1, =1

Ademas las varlables @, son variables continuas, lo cual implica
que el modelo es de programacién entera-mixta,modelo que incluso
puede ser resuelto por la técnica de ramificacion y acotamiento en

conjuncion con el algoritmo simplex, pero que no es tratado agqui.

Una forma alternatlva de resolver el problema del viajero es
presentada a contlnuacién y en este caso el problema es planteado
en un modelo de programacién cero-uno. Con ello podremos apreciar
como a menudo el modelo de programacién cero-uno es muy grahde cn
comparacién con otros modelos msociados con el misme problema, atn
que en realidad la eficlenclia no radica Unicamente en el tamafio del

modelo si no también en el alébrltmo mismo,
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cludid 3 lé;i\;{:ﬂ en-la k~ésima otapa

“del vlaje

0- en otro caso .
Es decir ahora a cada recorrido de | a J le asociamos n-variables,
que estin asocimdas con el nimero de viaje hecho de una ciudad a

otra, a lo largo del recorrido.

Definidas as{ las variables, las restricclones del problema son
planteadas y clasificadas bajo 4 tipos @

a.—~ Dado que para cada etapa habri sélo una cludad 1 de partida y

otra J de llegada, entonces debe suceder que

)1: E:rljk:l k=l,...,n

b.~ Debe suceder tamblién que para cada cludad de llegada J hay una
sola etapa k del viaje que principia en | )

DI SR J=l.....n
1 k

©.~ Andlogamente, debe ocurrir que para cada cludad de partida }§
hay sélo una etapa k del viaje que llega a J

£ rx =1 t=1,...,n
P 1)k

d.=- Para ellminar la posiblillidad de viajes i{nconexos, cuando en la
k-ésima etapa el viaje es realizado de la cludad | a la cludad J,

19



partir de cualquier ciudad y llegar a la cludad J, entonces la
(k+1}-ésima etapa del viaje se reallza comenzando tnica vy

exclusivamente de la ciudad J. De este modo, se obtine la ecuacién:

T X1k = F Ayrluer) para todo J y k
1 r
1) r#)

Rl modelo se complementa con la funcién objetive:
U Minkmigan Z= ): T L dry Xage
’ R R Y

Obsérvese que este .nueve modelo se aplica lndependientemente de
cual seé"lu ciudad de partida. Pues al asegurar que so6lo se cruza
una unica vez cada cliudad, se estara obteniendo con seguridad un
clircuito de cludades (entendiende por esto, que cada ciudad tiene
exactamente un arco de salida y un arco de llegada y ademas todas
las ciudades estdn conectadas), por lo que si partimos de una
ciudad cualquiera del clrcuito, el recorrido nos llevara a esa
misma ciudad de partida, concluyendo por tanto que cualquier cjiudad
puede ser considerada como cludad origen.

Ademas, el modelo es aplicable cuando se trate tanto de un vendedor
viajero que ya tiene pedidos o entregas f1ijadas previamente en cada
ciudad, como para aquellos casos en que se trate de un vendedor que
va a ofrecer y que por ende esté sujeto a la aleatoriedad de las
ventas efectuadas, pues en este Gltimo caso bastara hacer clertos
estudios de tlpo estadistico para saber hasta qué cantidades pueden
ser vendidas en cada ciudad y en base a esto y a los costos de

trasportacién, analizar qué recorridos conviene eliminar de la red
debido a que existe pérdlda en las ventas para dicha cludad (puede
suceder que se ellminen todas las posibles rutas de acceso a una
cludad, cosa que eliminard toda posibilidad de visitar dicha
cludad}. Con lo que a final de cuentas tendriamos que resolver el

mismo problema del agente vtaJEro, perc restringido a sélo un grupo
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de recorridos o en su caso un grupo de ciudades que vale la pena
.vlslt.a.r debido a que prometen dejar buena ganancia de las ventas
- efectuadas. Incluso si se trata de un vendedor que se dedlique sélo
a eso, deberia analizar a detalle para cada unidad de tiempo (dias,
semanas, meses) cudl es el grupo de cludades que periddicamente
conviene visitar mds y en base a ello y a las posibles vias de
acceso a las mismas, formarse un itinerario de las ciudades a
visitar en cada lapso de tiempo, aplicando en cada caso el mismo
modelo, s6lo que para la sub-red restringlda.

La modelaclén del! problema del agente viajero, es realizada en
este caso, en los modelos de programacién entera mixta y de
programacién cero uno; s! analizamos cual de los modelos en este
caso es mejor, veamos que al conslderar el modelo de programacién
entera mixta, para el problema del agente viajero con § cludades,
tendriamos un tetal de 36 varlables y 30 restricciones y para 10
tendriames 121 varliables y 110 restriccliones. Mientras que con el
modelo cero-uno, se tlenen un total de 125 variables y 40
restricciones para el caso de 5 ciudades y un total de 1000
variables y 130 restricciones para el caso de 10 ciudades.

HODELO Nimero de Numera de
DE
PROGRAHACION variables restricclones
ENTERA n=s 38 30
HIXTA
T =10 121 110
CERO n=5 128 40
uko ne10 1000 130

Lo anterlor suglere resolver el problema del agente viajero via

programacion entera mixta; sin embargo, la eficiencia no sélo
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radica en la simpliclidad del modelo sino también en la rapldez de
la técnica para resolverlo. Pues como veremos mis adelante, este
problema puede tamblén ser visto como un problema de aslgnaclén
bi-dimensional. Para estos problemas existen algoritmos que
explotando su estructura, obtienen mas réipidamente la soluclén
optima que los de programaclén entera y cero-uno, algunos de los
cuales tamblén estan fundados en las mismas ideas que surgen de la
técnica de Ramificaclén y Acotamiento .

1.3. PROPIEDADES BASICAS

En general decimos que un problema es de programacién cero=-uno,
si éste se ajusta al modelo referido para selecclonar los valores

Xy Xooeins :rn. con el propésito de:

Mazimigan
Z=CIIl+CzIZ+... +CX
Minimigan e
sujeto a
=
A“‘.11+Ajzirz*r... +Ajn1'nr z B‘|

J=1,...,n
'.r‘e(o, 1) i=1,....,n

Z serd la funcién objetive y Il las variables de decisidn. Ahora
bien, veamos algunas caracteristicas que deben satisfacer los
problemas que son planteados en este modelo:



a.- fa asignacién de cada recurso debe ser. hecha de nanera
completa o blen no debe hacerse. ’

b.- La medida de efectividad de cada recurso es independiente éile
las demas actividades.

Para ello supénga que s6lo se emprende una de las n actividades,
llamémosla la actlvidad k, de modo que

Ij = 0 para todo J=12,....n excepto*J=K"’," -

entonces, la suposicién, en este caso es:

* La medida de efectividad 2Z es jgual a thrk y

= El uso de cada recurso i en la actlividad k es igual a Alk‘.’lk .

c.- En cuanto a la funcién obletivo y 1las funciones de
restriccién, éstas no deben contemplar términos de actividades
"cruzados" (que significaria tener interacciones entre algunas de
las actividades, que camblarian la medida de efectividad o el uso
total de algun recurso). Por lo cual se requiere que, dados los
niveles cualesquiera de actividad (X1, X2, ..., %n), el usc de cada
recurso ¥ la medida total resultante de efectividad sea igual a la
suma de las cantidades correspondientes generadas por cada
actividad conducidas por si mismas.

Existe, sin embarge, una alternativa para representar aquellas
situaciones en las que 1los términos ‘“cruzades" deben ser
involucrados:

Suponga que el problema binarlo no-lineal es el sigulente:

. - 2 2
Maximigan Z = '.'L'l 'IlIZ + :Iz

sujoto a



por serr X. variable cero-uno, el término Ilz equivale a tener
simplemente Il' Y 81 reescribimos el producto no-lineal I]Iz como
9.’3= X Ia‘ entonces el mismo problema es planteado como un problema
de programacién cero~uno, solo que con 2 restricciones adicionales.

Maximizan ZﬂI‘-Ia*Ia
sujeto a
I‘+'Iz—:rasl
-I‘—'xz+z:raso
Il. Iz.'.tf 061,

ya que de esta forma

(1) s1x =X =0 entonces de lés'bestﬁidélbnés tenemos’ que’ ‘

—1s£_t:soyportnnto:r:|=f0.

(2) SXI =1yI =Oovlcevers 1N
set.ieneque!t =0 y 23: sl porloque:l‘ “=.0:

(3) Por ultime, st X = 3.'2 = 1, se tlene Xz 1 y Xs=1,

entonces IJ = 1.

En el cago genﬁral. slempx':e que se transforme un término de
forma I‘ b 'Iz 2. --0'13 " debemos hacer la substitucién
Y = xtexr Fe ceg'®
2 3
y agregar las restricciones
n

11- Y = m-1
1= .

Z:n my 50

I=l

24
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Asi por eJeﬁ\plo el problema

Mamimlgen Z =X - 2%, +'8X XX+ 'xa‘:r; :t,;t‘xs,’._

sujeto a |

:rl + z:rz s"z .

X+ 20 =37
2 3 7T

es transformado a

Mawimigan -i=£1:'1

sujeto s ..

::_subsutucibn

R . .

1 =0 SI‘ :rl-'.rz I:
;‘de la
substitucioén
yz’Iz.Ia
de la

substitucién
-
'y__‘s'_rl IJ

Il,iz.‘yl.‘.lz,'!!: =006 1.
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1.4. METODOS DE SOLUCION

En cuanto a los métodos de solucién se reflere, la restriccién
de que cada variable deba tomar s6lo valores 0 6 1, es dificll de
manejar. No obstante se han hecho algunos progresos en el
desarrollo de los métodos, aun cuando no se ha obtenido un método
que sea tan eficlente como el método simplex en programacién
lineal.

En realidad, una forma de atacar los problemas de programacién
cero-uno, es el utilizar el método simplex para lo cual es
necesarlo agregar restriccliones de que cada variable sea menor o
igual a uno, lo que garantizara que la selucién éptima resultante
seréd tal que cada variable 1" cumple con

Osi‘sl

Yy posteriormente 1o que se puede hacer es redondear al valor cero o
al valor uno agquellas variables 'I‘ que hayan resultado tener un
valor fracclonario en la solucién Sptima.

Sin embargo, ain cuando esto facllitase el trabajo para algunos
problemas sencillos, existen riesgos con este enfoque. Uno de los
cuales es que esta scoluclén no necesariamente es factible, ya que
con frecuencia, es difficil ver en qué sentido deben redondearse las
variables para mantener 1a factibilidad. Puede incluso ser
necesario alterar los valores de otras variables después de haber
hecho el redondeo. Ademas, no obstante que la soluclén éptima de
programacién lineal se redondease de manera satlsfactorlia, existe
todavia otro riesgo ya que no existe garantia de que esta solucién
sea la éptima para el problema cero-uno.

Por otra parte, existen problemas especificos para los cuales no es
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los cuales en realidad son problemas de asignacién., Problemas que

se presentan, por eJjemplo, cuando se necesita asignar hombres y

maquinas de manera unlca, pero optimizando los costos de asignaclén

HAQUTINAS
1 2 3. .

2 ! €1 %2C%5 - G
: 2 21 cga c.2:| oo Lo
R . .

ls: " cnl n2 nd cn-

C” = Costo de asignar el hombre i1 a la miquina J.

problemas que, resolviéndolos por el método simplex de programacién
lineal, se asegura que siempre se obtendrdn soluciones con valores
0 6 1 (para esto, agregando la restriccién de que cada variable sea

menor &6 igual a uno).
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Lo anterior se Justifica por un resultado de programacién lineal,

que vale la pepa enunclar alin cuando no se incluya su demostracién.

Resultado.

Dads el problema (en forma matrictal)

" Mox  Z=CX
sujeto

= §l
n
o mw

S1 B es un vector en enterozs y A es tal gue ol
determinante de cualquier submatriz cuadrada
es *1, entonces, en came de que exista una
soluclén bdsica optima X, dicha solucién serd
en enteros.

Nétese que Una condlcldn necesmaria para que el
dstermipanta de cualquier submatriz de A sea

%1, es que A conste sSlo de valores -1,0 ¢ 1.

En nuestro caso particular, no es dificlil ver que se satlisfacen las
condiciones del resultado y sin mayor dificultad podemos afirmar
que el problema de asignacién puede ser resuelto via programacién
lineal, cosa que en realidad es una forma eficiente de resolver
este tipo de problemas (incluso este tipo de solucién ha sido
mejorada, pues se ha desarrollado un algeritmo especializade para
estos cases, que slgue la metodologia del algoritme simplex, pero
sin la necesidad de acarrear cada tabla simplex).

En el capitulo 3, veremos otra forma también bastante efictiente,
para resolver este tipo especifico de problemas, que se basa en los
algoritmos que surgen de las técnicas de ramificacién y
acotamiento. Técnicas que, explotando la estructura de este tipo de

problemas especificos, logran obtener algoritmos eficlientes.
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Sin embargo, cuando el problema no es referido a un caso
especifico, una alternatlva de soluclén es utllizar los métodos de
la programacién entera (problemas que se restringen sélo a tomar
valores enteros en sus variables solucién), entre los que podemos
citar:

(1). METODOS DE PLAND Y CORTE.
" (2). METODOS DE TEORIA DE GRUPOS.
(3). METODOS DE PROGRAMACION DINAMICA.
(4). METODOS HEURISTICOS.
(5). METODOS DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO.

Slendo la técnica de ramificacién y acotamiento la que
interactuando con el método simplex de programaciéon lineal, logra
una forma buena y eficiente de resolver problemas con valcres
enteros, pues los demas métodos resultan muchas veces ineficlentes
y en pocas ocaslones logran ser eflcientes, pero sélo para un grupo

pequefio de problemas especiflicos.

Mas aun, para el caso de querer resolver en general un problema de
programacién cero-uno, exlste otro método proplamente Ideado para
esta clase de problemas, se trata del método de ENUMERACION
IMPLICITA, el que resulta a menudo ser mas eficiente para muchos
problemas de este tipo y que surge también de las Iideas

relactonadas con la técnica de ramificacién y acotamiznto .

Es aqui donde centraremos nuestra atencién y donde presentaremos la
variedad de algoritmos con los que cuenta la Técnlca de
Ramificacién y Acotamiento, haclendo especial énfasis en aquellos
propios para la programacién cero-uno y que pueden ser algoritmos
que enh general permitan resolver cualquler problema de programacién
cero-uno o que, explotando la estructura especifica de clertos

problemas, logran una mayor eficlencia.
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1.5. DiscusioN

Hemos presentado el modelo general de programacién cero-uno y
sus propiedades baslcas. Sin embargo no hay que perder de vista,
que al desarrollar un modeleo de programaclén cero-uno, se pretende
predecir cuil serfa la soluclén éptima, dadas las condiciones
iniciales del problema. Al hacer esta afirmacién, se supone se ha
podide captar la situacién real (esto es, el problema real que
queremos resolver) por una definicién aproplada de varlables y
restricclones que conformarin nuestro modelo matemitico. En muchos
casos, de hecho, nuestra habllidad de retratar la realidad, lo
genuino, estd expuesto a discusién. Asi como en todas las dreas de
de la actividad humana, encontraremos que arreglos e ingentosidades
ayudan a obtener una mejor comprensién de los procescs en cuestién
¥ que pretendemos conduzcan a un modelo matematico qua produzca una

soluci6n que pueda ponerse en practica.

Al desarrollar la formulacién de un modelo de programacién cero-uno
debemos cuidarnos de que no se nos acuse de tener una herramlienta
para hacer el trabaJo y, s! la herramienta no se ajusta, cambiar el
trabajJo para que éste se ajuste a la herramlenta. Esta advertencla
no regula, ni! debe hacerlo, nuestra libertad de hacer las
suposicidnes de simplificaclén apropladas en vista del degseo de
desarrollar modelos que capten los aspectos esenciales del
problema. Asi nuestros modelos matemaAticos deben producir
respuestas que sean comprensibles a las personas responsables deI'
proceso que se estd estudlando, o en algunos casos ser simplemente
Gtiles para los tomadores de declsiones.
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- 2-LA TECNICA DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

2.1. INTRODUCCION

Debido a que cualquier problema de programaclén cero-uno acotado
tiene sélo un nimero finito de soluciones factibles, es natural
pensar en usar algun tipo de procedimientc de enumeracién para
encontrar una soluclién 6ptima. Sin embargo, cada vez que anallcemos
problemas con decision multiple, la enumeraciédn de todas estas
posibles alternativas puede a menudo ser tedlosa y larga. FPor
eJemplo, si se tlenen 10 variables cada una pudiendo asumir los
valores O 6 1, entonces habra 2 = {1024 solucliones factibles y
atn cuando hoy en dia algunas computadoras pueden realizar varios
millones de operaciones aritméticas por segundo, la enumeracién
exhaustiva significara un enorme consumo en tiempo. Es imperativo
por lo tanto, que cualquler procedimiento de enumeraclén se
estructure en forma habl} para que sélo una pequefia parte de las
soluclones factibles tengan que examlnarse.
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Este enfoque es parecido al proporcionado per la Técnica de la
Ramificacién y el Acotamiento (RyA), la que se caracteriza por
Jerarquizar las distintas alternativas de decisién, considerando
sé6lo una parte del total posible, pues muchas de ellas son
eliminadas por criterios que establecerdn que tales alternativas no

pueden ser Optlimas.

Asi la técnica de RyA consiste en la aplicacién recursiva de dos
operaciones :

1.) Operacién de Ramificacién. Consistente en dividir un conjunto-
de alternativas de decisién en subconjuntos ajenos y cuya unién

es el conjunto original.

2.) Operacién de Acotamiento. Consistente en asignar una cota a la
funcisén objetivoe en un conjunto de alternativas de decisidn
especificadas.

El proceso es repetitivo y se utilizan ambas operaciénes de manera
alternada para ir eliminando aquellos conjuntos de decisiones que
no contienen la solucién éptima, continuande asi hasta determinar

el que la contlene, sl es que exlste dicha solucidn,

La técnica proporciona en general una variedad de estrategias
para la ramificacién y el acotamiento de cada subconjunte de
soluciones factibles, de las cuales se han desprendido algoritmos
bastante eficientes como los que se presentan en el capitule 3. Sin
embargo antes de mostrar estos algoritmos especificos, es necesario
entender el funcionamiento general de la técnica y para ello en el
presente capitulo presentamos algunos problemas sencilles que
pueden resolverse sigulendo las ideas basicas del método (seccién
2.2.), lo que sirve de motivaclén para ver cémo es que surge esta
técnica y posterlormente son presentadas las reglas mas o menos
generales utilizadas por la misma (secclén 2.3.), con el proposito
de dar un panorama sobre las diferentes estrategias, a fin de

adecuar alguna para el problema especifico de que se trate.
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2.2. - ASPECTOS BASICOS

En esta secclon .veremos tres problemas sencillos ',1(wdélf t’_ipo“ ;
discreto) y due son resueltos mediante ideas muy sténcil:lgs.’ny_lde_tras
bt‘;ue' después se generalizan para ser utilizadas en:la mvayo‘r"ia aé'_l‘o's X
prbcesos seguldos en la técnica de RyA: i o g

EJENPLO 2,2.1.
Se busca el miximo de f(x) = -3Y° + N% tai'due X sea entero.
SOLUCION

La ecuaclén no es del tipo DIOFANTINA, por lo que no es posible
utilizar herramienta algebraica de este tipo para obtener el éptimo
entero de esta funcién., Pero lo que si sabemos, es utllizar
herramienta del calculo para optimizar funciones cuyos valores se
.encuentren en algin intervalo continuo de los reales. Asi que
relajando los valores de XeZ por XeR, obtenemos féacilmente el valor
6ptimo de £, a saber L‘(o=g .

Pero debemos preguntarnos JCOMO UTILIZAR LA  INFORMACION DISPONIDLE
PARA ENCONTRAR EL OPTINO VALGR ENTERO?.

Con la relajacién hecha se deduce que el problema P fue relajado
al problema Po

Po : Maz MY - 3%°
XeR

P: Max NX - 3x?
XYeil
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por lo que el maximo de Po es una cota superior para el miximo de
P, pero ademis el punto donde se alcanza el miximo de P debe estar
alrededor del wvalor I;="/6 « 0,52, Esto suglere ramificar el
conjunto Z en dos conjuntos S’= Zn{xs0}y Sz= Z n {Xz1} (esto es
particularizar cada vez mis el conjunto de soluclones) y analizar
cual de estos dos subconjuntos tiene el valor mayor, pere por otro
lado si advertimos que la funcldén £ es cédncava podemos asegurar que
Sl y S2 alcanzan su miximo valor precisamente en el punt(: frontera
més cercano a Xy como £(1)=N-3>0=£(0) concluimos que X = 1 es el
miximo para el problema original P.

El proceso de optimizacién para P, lo pedemos seguir en el 4rbol
s'lgulente:

*
Xo 77 /6 S Z

x<o// \le
* *_
xT:=0¢, X,:=1€8,
donde S1=So{X =0 } s2= 8o, {x=z1}

FIGURA 4

Antes de proseguir con el slgulente ejempla es importante hacer
notar dos hechos en el problema anterior:

a.~ Al conjunto relajado se le impusieron dos restricciones: X = 0
y X 2 1 (en forma separada), lo cual sin eliminar soluclones
enteras, redujo a encontrar el éptimo en los valores frontera ( pues
la funcién es concava). Este hecho es muy utll ya que se generaliza

para funclones lineales n~-dimensionales, las cuales se comportan
mondtonamente. ’
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b.- La solucidén al problema planteado se pudo representar mediante
el concepto de "&rbol de ramiflicacién” el que permite hacer la
enumeracién sistematica de un numero finlto de posibles cenjuntes
solucién.

EJENPLO 2.2,2

2 De cuantas formas se puede seleccleonar enteros positivoes para

que su suma sea un clerto numero entero I 7.

‘SOLUCION

Es obvic que los enteros positivos que formardn parte de la
suma, deben ser menores al valor I. Es declr, deben ser elementos
del conjunte {1,2,...,I}. Entonces, el problema ahora se traduce
primeramente a decldir para cada uno de los numeros del conjunto
anterior, sl dicho elemento debe o no estar dentro de los que
conformaran la suma. Es decir, estaremos defliniendo variables IJ

que tomaridn los valores O & 1, como sigue:

I =
]

1 Si se selecciona el entero J§
O en otro caso

1 s5)=1

Entonces el problema se traduce en encontrar las soluciones de la
ecuyacioén:

utilizando un 4rbol de enumeracién, podemos Ir examinando las
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diferentes alternativas y para que el =anilisis se reallze
sistemiticamente, lo haremos empezando por el valor de I1 y
continuande de manera ascendente hasta llegar al valor de I,

Para el caso I = S, las soluciones vienen dadas por los caminos
unicos del vértice Vo a cada vértice terminal, marcade con un
asterisco en el 4rbol de la enumeracién y los vértices subrayudos
indfcan qué enumeracién posterior es 1nitil, ya que ninguna

variable posterlor puesta a nivel de uno, podrd dar una soluclién a
la ecuaclén {ver figura 5).

X410

(%)

%

En general, dado un conJur;g.a flnlto S, s! se desea encontrar cada
Ye 5, entonces, cada vértice V) del 4rbol que enumera los elementos

FIGURA §
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de S, restringe X a estar en un conjunto Sy € S. Sj es 1a’

intersecclén de S con el conjunto de aquellas X que satisfacen las. :

restricciones marcadas por los arcos del camino que unen a Yo con

A2

EJENPLO 2.2.3,

Las preferencias expresadas en un experimento de comparacién
apareada sobre el conjunto {a,b,c,d} son dadas en la sigulente
matriz. El problema es encontrar un ordenamiento de los elementos
del conjunto, que minimice el .numero de discrepancias, esto es, el
nimero de preferencias "violadas" (el elemento & es ordenado arriba

de ¢, slendo que ¢ es preferente a «).

a b [ d Puntuacion Total
a = 1 1 0 a2
b ) = 0 1 k 1k
¢ o 1 ,s. . - ' 2
4 1 = 0 = 1

SOLUCION 't

El ordenamiento se ira construyendo conforme se desarrollan
las decisiones.

Partiendo de que "a' y "¢’ tienen una mejor puntuaclén sobre los el

resto de los eclementos y que ademds 'a' es preferido sobre ‘c’,

entonces la primera decisloéon es hecha al responder la pregunta:

¢ podria ‘'a’ ser ordenada arriba de '¢' o no ?. Esta es una
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pregunta razopél;jl
ordenamiento : donde
consideracion..

ko‘nlun\o de tcdos loa
atdenamientos poaibles

La eliguets que sparoge 8 un
ada ds cada nodo, fepresenia

| nomeso de preferencias vio~
ladas, pars aqusilos ardenamien~
-, 108 Que esian lmpiicitos an el
nogo.

; :-larrbid l

FIGURA B

De los dos nodos del primer nivel del arbol, el primero con ‘'a>b’
(esto es ‘a’ ordenada arriba de 'b')
Vasb?

es el mas prometedor, donde
no implica -inmediatamente- discrepancias. De la matriz de

preferencias se observa que 'c' tamblén es notablemente mejor que

'b', y la segunda ramificaclén corresponde de este modo a 'c>b’,

Después de tres ramlflcaclones, el arboi de busqueda desarrolladoe

como se muestrn en la figura 6, donde el ordenamiente 'a>c>b>d',
+involucra sélo una discrepancia y una solucién correspondlente al
subconjunto de solucliones. Cualquier otro nodo implica al menos upa
discrepancia, por lo que ‘a>c>b>d’ debe ser un ordenamiento 6pitimo.
Por supuesto, no se ha demostradoc en esta etapa que dicha solucién
es unica, ya que para establecer esto o encontrar otras Soluclones

¢ptimas, es necesario desarrollar todos los nodos que Implican sélo
una discrepancia.
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El método aplicado para el eJemplo anterlor, resulta ser bastante
eficiente, ya que de manera Agll encuentra una soluclén al problema
propuesto, sin embargo en otros casos y debldo a la manera julciosa
de escoger la ramificaclén, esto no hublera sido posible, pues en
general ninguna {(al menos como estrategia) tiende a ser favorable.

sSoLUCIoN 2

Sea Y1>X2>X3>Y+¢ un ordenamlento, donde Xi € «{a,b.c.d}. entonces
existen 4° = 256 diferentes cuartetas (X1,X2,X3,%4) de las que sblo

4+3+2 = 24 corr d a ord fentos vAlidos, es decir, de los
256 candldatos a solucién, 232 ho son factibles y deben ser
eliminados.

La regla de ramificaclén que adoptaremos ahora es: La primera
ramificacién corresponde a la selecclén de Xi (el elemento de la
ordenacién mis alto) la segundn y tercera ramificaciones
‘corresponden a la seleccidén de Xz y X3 respectivamente (51 T1, Xz y
X3 son especificados, entonces Y& queda automit lcamente
determinada).

El &4rbol de bisqueda se desarrolla en forma simllar que el primer

método, como se muestra en la flgura 7.

Lan Golss

loa nodos 2{i) ds

primer ® gbtlen mar

108 valor Nod} Qus eperecen en
) e

\\ I8 columns asocisas n e
metriz de preterencies,
' . Las cotas pare loa nodos Z(I) de

nivel Infarior se oblisnen al aumar:

valores que a
ia ¢olumna
de ,g‘:':‘:’u" ¢ 9@ Uns gubmatriz dl prefa-
Dreasosscres ~ [AnGles: I8 aual ee obilens
al

irlz orig

FIGURA 7
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El segundo método aplicado proporciona nuevamente la ordenacién
a>c>b>d como una solucién éptima. Mientras un node a{2) es sucesor
potencial del nodo a(1), éste no se fncluye en el arbol, ya que
sblo contiene soluclones no factibles y en general conjuntos como
éste son tamblén rechazados.

En el ejemplo, ambos métodos de soluclén nes conducen directamente
a un ordenamjento éptimo, pero en general éste no es el caso y a

menudo clerto proceso de “retroceso” es necesario.

Ademas es Justo mencionar que cada vez que es resuelto un problema
discreto mediante la técnica de RyA, a menudo es convenlente
relajar el conjunto de soluclones factibles a uno en el que es mis
facil encontrar una solucién, que s! bten no sera una soluclién para
el problema orlginal, s{ nos dard un buen lndiclo de dénde se
encuentra la solucidén buscada. Esta idea es muy utillzada en
combinacién con !a técnica de RyA para resolver problemas de
programacién entera y en particular la utilizamos para resolver el
ejemplo 2.1.1.. Asi que, dada la Importancia de este concepto, es

conveniente formalizar dicho término de la manera siguiente.
DEFINICION:
Sean P1 y P2 los problemas :

P1 : Min (X} sujetoa X € S
Pz : Min f{X) sujetoa X € S2

52851 llamaremos a P1 relajamiento de P2
(Analogamente P2 es una restriccién de Pi} .

RESULTADO 2,2.1
Sea Yo la solucién 6ptima de Pi, el cual es un relajamiento de Pz,

entonces tenemos que:
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d. - !‘(In)Si‘(I pa.ra todo ¥.€ Sa. .
b.- St ZIoeSz sila soluclén éptlma de P2

DENOSTRACXOH

~-Como o' es ‘éptimo’ de P1 = £(X0)=r(X) para todo IeSx,
{adémas:'como' YeSz » XeS1, por ser Pi1 relajamiento de P2, por tanto:
f{Xo)sP(X) para todo YeSz.

b.=- El inciso (a) implica que f{Xo)zf(X) para todo XeSe, por 1o que‘ @
si XoeSa tenemos que Xo es el éptimo de Sa.

El resultado anterlor es ficil de apllcar a problemas como los de .- ¢

programacién entera (las incégnitas en este caso son vectores X con
valores enteros}. Para ello primero pedimos que f(X) sea lineal,
posteriormente relajamos el conjunto de soluciones factibles a St y
paulatinamente se restringe el conjunto S1 a tomar valores enteros,

como lo demuestra el conjunto Sa.

St = {XeR” | AX = b, =200 y

sz = {X e ®" | AX = b, Xz0, X, entero para algin Ji.

En estas condiciones, el inciso {(a) implica que la solucidén al
problema 1llneal continuo es una cota superior al problema en
enteros (o mixto). El lneciso (b) garantiza que si la soluclén del
problema contlnuc es entera, entonces es una solucién éptima al

problema original.

En el caso que la solucidn éptima al problema relajado es tal que
JYoeS2, es necesario definir un proceso que encuentre la soluclién
éptima al problema original {o bien, que indique que ésta no
existe). Una ldea es "Reducir" Si hacla Sz, o mas precisamente
determinar conjuntos Sj tales que S15(S1NS))2S2 y aprovechar la
tnformacién obtenida del problema rela jado para abtener

eficientemente la solucién éptima de Si1 ) S).
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2.3. METODOS DE RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

El procedimiento general que sigue Ia técnica de RyA es
caracterizado por un proceso que comienza particionando el conjunto
X de soluclones factibles en conjuntos ajenos X1,...,Xn (procesc de
Ramificacién), posteriormente debemos asignar a cada nodo una cota
inferior a su funcién objetive (caso de minimizar) e identificar el
Xx que tiene 1a menor cota inferior, la que seri una cota superior
para el valor Optimo minimo (proceso de ramlficacién}. La
Ramificacién continua al desarrollar Xk, esto es, partlclonandolo
en subconJuntos Xki,...¥Xks y nuevamente debemos determlnar un nodo
dut  que prometa contener una meJor solucién {puede incluso
considerarse un nodo anteriormente creado}, si tal nodo exlste
entonces el problema nuevamente ha sido reducido a optimizar sobre
Xxl y asi sucesivamente. Esta es la ldea que se encuentra detris de
las técnlicas de Ramificaclén y Acotamiente, esto es particionar un
conjunto mayor en subconjuntos cada vez mis pequefios y mediante un
proceso de acotamiento Ir descartando algunos de estos
subconjuntos, conservando los subconjuntos més prometedores y

continuando este proceso hasta analizar todas las posibilidades.

2.3.1. Reglas de Ramificacidén.

Para presentar las reglas de Ramificacién mis cominmente usadas
es necesario explicarlas mediante un problema muy particular, "el
problema del ordenamiento®, el cual conslste en ordepar un conjunto
dado A={a1,....,an} tal que dicho ordenamlento cumpla con alguna
propiedad Jerarquica.

El problema de ordenamlento puede resclverse asignando un orden ri
a cada uno de los elementos .del conjunte A. Asi el cohjunto de
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solucionés factibles puede tomarse  como . el coannto‘;de vec resr,v‘, ’
n_dimensionales: . - :

F ={z|cieA y ci#ay si ¥y}
donde i es el elemento con orden i.

Las posibles formas de ramificar el conJunlt.oli‘f'

oblte‘ne'r"' un
ordenamiento deseado, se presentan a contlnup;ciGh :

1. RANIFICACION ORDENADA.

Sea R ={ri,....rp} un subconjunto de 7]1}'2 “in}que:contiene p
elementos distintos. Un nodo del Arbol de busqueda se determina al
imponer las restricclones:

@ =a & = e =
r1 )t ez ajz’ N a:rp a'Jp

Asi el nodo actual especifica al conjunto:

F'={c|acF y € Fa, ., & =a ..., & =2

11 2 )2 rp e

El cual puede ser particionade en n-p subconjuntos ajenos Fk, al

fijar el elemento que tenga orden r(x) para algun r(x)}¢R, es decir:
Fx ={z|xeF' y LR k2J1, ..., Jp}

Estn regla de ramiflicacién recibe el nombre de RAHIFICAGION
ORDEKADA Yy en general la forma dada requiere de reglas explicitas

de seleccion, para determinar r{(a) cuando @ es conoclida.

Asi en la practica r{«) se toma como una funcién que depende sélo
del nivel de &« (esto es p). Por elemplo r(a)=p+! fue usada en la
soluclén 2 del problema 2.2.3. de la secclén anterlor y ric)zn-p a
veces es usada.
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;.a figura 8 muestra un irbol de enumeracién completa para n=4 y
p={a.b.c.d} generado por ramificaclén ordenada.

U

FIGURA &

Un subconjunto de soluclones correspondientes a un nodo particular
es8 ublcado en el &rbol, dependlendo de la regla de selecclén usada.
Por eJemplo consldérese los nodos marcados U,V,W y Y por los
niveles 0,1,2 y 3 respectivamente, entonces Y corresponde a la

solucidn:

{b,a,d,c) st r{U)=2 r(V)=1 y r(H)=4.
(a,b,c,d) si r(a)= (nivel de ) + 1 para toda a.
(d,c,b,a) sl r(a)= n-(nivel de @) para toda «.

2. RAMIFICACION INMEDIATA DEL SUCESOR.

Un ConJunto F' es especificado por p relaciones de la forma
r]=rl+1 (que puede interpretarse como ¢! elemento aJ es ordenado
inmediatamente después del elemento al). F' entonces puede

particlonarse en dos conjuntos:



F (k1)={Z|ZeF’. y r =r +1}
FlkD)= F'-F' (k1) = {&|ZeF y rper o1}

Y como podemds ver, Se requlere una regla de selecclén para elegir
el par de indlces x y 1. La figura 9 da un ejemplo de un arbol de
enumeraci 6n completa para n=4 y AHQB. b.c.d}, la ramificacién

comienza al consliderar si el elemento a es ordenado Inmpediatamente

encima del elemento b o no, ¢sto es ab o ab.

FIGURA ¢

3. RANIFICACION DEL SUCESOR.

Un conjunto F' se define como un conjunto de p relaciones rJ>r‘
(que se Interpreta como un eclemento a’ es ordenado posterliormente a

un elemento a‘). F' puede entonces particlionarse en dos conjuntos:

F'(kl)={Z|TeF" y ca b

F'(lk}= F'-F' (k1) = {Z|TeF" v z >a }
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,‘Nuevn.me'nta se requlere de una regla de selecclén para escoger la
pai"eJa fk.l). k#l., La regla de ramificacién del sucesor se usd en
la solucién del problema 2.2.3., la flgura 10 da un ejemplo del
arbol de la enumeracién completa, en este caso sec comlenza por
considerar que el elements a Se encuentre en un orden mayor que el
elemento b (nodo ab) o no se encuentre en un orden mayor que b
{nodo ba), s! no a no estd ordenado encima de b entonces Se prueba

coh el elemento c ordenado enclma del elemento a y asi

suceslvamente hasta descartar todas las comblnaclones y encontrar
un ordenamiento (nico.

FIGURA 10

2.3.2. Reglas de Acotamiento.

Slempre que se qulera resolver un problema discreto medlante la
técnica de RyA, es necesario desarrollar un &rbol de busqueda. Sin
embargo para desarrollar un “buen” &rbol (en e! sentido de que
proporcione una soiuci6n 6ptima de manera 4agil y eficiente) se
necesita adiclonalmente escoger una regla adecuada de acotamiento,

dicha regla a menudo es mids facil elegirla cuando en lugar de
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trabajar con el conjunto F de soluciones factibles, se trabaja con
un conjunto € que es una relajacléon de F (por ejemplo en
programacién entera, en luger de trabajar con el conjunto Z se
trabaja con el conjunto relajado R, 1o que facilita el calculo de
las cotas ya que es mads féacll encontrar &ptimos de funcliones

reales, que de funcliones con valores enteros).
Una funclén de Acotamlento es una funclén

g: 2 — >R CaConjunto relajado de
soluclones Factibles.

2c=c°njmm de todos log
posibles subconjuntos
de C.

tal que asigna un namero real g(X) a cada XSC, cumpliendose que

g{X)=f(x) para todo xeXnF

F=conjunto de todas law
moluclones factibles.

(nétese que todas son cotas Inferlores, ya que estamos trabajande
con un problema de minimizacién). Ademas esta funcién de

acotamiento debe satisfacer que

gl{z}) = f(«) para toda axeF eof2.2,1)

EJEMPLO  (Alqunas formas de acotar la funcidn objetivo en un

problema de asignacidn)

Cuatro hombres estian disponlbles para realizar cuatro tareas.
Supongamos que el hombre i tiene una clasificaciétn Uiy hacia la
indeseabilidad de realizar la tarea J. Se requlere encontrar una
asignacion que minimize las calificaciones totales.
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HOMBRES TAREAS Minimo por renglén

15 ] 9 5
70 e T
T T AT T R

13 10 8 15

AW N e
©

@ ~N s

SOLUCION.

Sea F={z|z =(1,J,k,1) 1,J,k,1€{1,2,3,4}} el conjunto de todas las
posibles combinaclones de tareas asignadas a los hombres (1,2,3,4)

respectivamente. El problema de asignaclén llneal es:

MHinbmlgan U = Ui + Uzs + Uak + Ua
donde (1, j,k,1) son las permutaciones de (1,2,3,4)

Un problema relajado C es aquél en las que las restricclones son
relajadas a 1i,J,k,1€{1,2,3,4}. Claramente F=C, en este caso.

Ejemplos de cotas son:

g(C) = min Um +minU__ +min U__ +mln U

1S4 1285t P ymyma T ysgsg O

=5 + 4 + 7 + B=22

g(Cl1=3])) = U + min U, + min U + min U

1584 2B 157s4 ¥ 158=4 5

=89 + 4 + 7T + B=28
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g(cli=3]),[J=2]) = U . + U +'min U + min U

1syse 7 1s3s

29+ 14 + 7 + 6 =36
donde C[1=3] denota el subconjunto de C con i fijJa en 3.

Pueden obtenerse mejores cotas para las asignaclones cuyo primer
elemento es 3 (la tercera tarea es asignada al primer trabajador),
ya que sl i1=3 entonces podemos Insistir en que B,7,8*3. De este

modo se obtlienen los valores:
g'(C) = g(€) = 22

g' (¢c(1=3])) = U+ minU

' + min U" + min U“,s

28 ‘
B=1,2,4:: K=1,2,4.0 . 8=1,2,4
= 8+ nin {17,14,7} -+ min {8,13,7}
+ min {13,10,15} -
=8 % 7%y 4 10°= 33

g'(Cli=3],[J=2]) = U + U +.min Uy, .t min Us
D ym1,4 .0 O=1,8
=9 + 14 + min {9,7} + min {13,315}
= 43 i

obsérvese que g' satlsface la ecuaclén 2.2.1. y ademss g'{X)zg(X)
para todo XcC (se dira entonces gue g° es mis fuerte que g).

El procesoc es continuado, al ramificar el nodo que tenga la menor
cota {esta es la forma de desarrollar el 4rbol, pero no es la
unica) y cada vez que se encuentre una mejor soluclén (la solucién
actual), debemos checar para cada hodo I (esto es JcC) si
g(€)sg(X), en cuyo caso el nodo X se declara explorado por no
merecer mayor consideracién ya que g(£)sg(X)=f(x} para toda aeXpC.

Sin embargo, la soluclén completa del eJemplo no es presentada,
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ya que en este capitulo, uUnicamente se presentan algunas técnicas
generales para ramificar y acotar los nodos de un &rbel, sin
mostrar el detalle del proceso completo. S1 el lector esta
interesado en verificar dicho proceso, se le sugiere revisar la

seccién 3.4. (algoritmo de aslignacién).

2.2.3. Reglas de Desarrollo (formas ds slegir sl nodo & ramificar).
1. BUSQUEDA POR PRIMERA PROFUNDIDAD.

Una regla comin de desarrollo es la estrategia de ramificacién
de primera profundidad del nodo activo recientemente creado (un
nodo ¥ se dice que es actlvo si g(§) = g(V¥) donde £ es la solucién
actual al problema de minimizacién). Esta regla fuerza al &rbol a
un nodo terminal de manera raplida, aunque esto podria requerir mas
cadlculos computacionales, sin embargo, reduciria el tamafio de
memoria suficlente para acumular problemas correspondientes a cada
nodo en una ruta de la raiz al nodo terminal del 4arbol.

2. PAIMER ALCANCE.

Es la regla de desarrollo aplicada en la programacién dindmica y
es la opuesta a la de primera profundidad. La estrategia consiste
en la ramiflcacién del minime nedo actlvo y que mads reclentemente
fue creado.

3. COSTO UNIFORME.

Esta regle consiste en escoger un nodo Y del arbol parcialmente
expandido, para el cual

gl¥) = g(X) para todo X nodo del 4arbol.

Y los empates se resuelven por alguna regla subordinarla.
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La estrategla de costo uniforme, en ocasjones llamada ramificaclén
de la menor cota, es la mis eficlente, en el sentldo de que en
general requiere un minimo numero de nodos a ser desarrollados.
Aunque a menudo produce arboles pequefios y requiere de poco tiempo
de coémputo, sufre el defecto de producir una solucidén féactible
cerca del fin de los cilculos.

Las 3 estrategias se describen en los Arboles de busqueda de la
figura 11, desarrcliados para encontrar la ruta m4s corta de L a R.

,/o\@r 3\/\3 °
NS NI NN
\/zf‘;i(/\/'“

RUTAS

\_/ Inromificeble por dominacio
{ Una ruto corta of nodo ya
fud encontrada )

A Inramiticable por acotomiento

PRIMER ALCANCE COSTO UNIFORME

FIGURA 11
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DOMINACION

En algunas aplicaclones de Ramificacién y Acotamlento puede
presentarse el caso en que aprovechando la estructura del problema
particular se permita comparar un par de conjuntos X,Yc<C y decir
que la mejJor solucién en X es al menos tan buena como la mejor
soluclén en ¥ (ver algoritmo de secuenclaclén, seccldén 3.5.). En
tal caso se dice que X domina a ¥ y entonces el nddo ¥ en el arbol
no necesita desarrollarse (s] X domina a ¥ y ¥ domina a X, uno de

ellos puede ser ilnactlivo ~caso de empates-).

Finalmente es necesario hacer notar que, aun cuande las técnlcas de
ramificaclén y acotamiento son exactas en el sentido que garantizan
solucliénes dptimas, tienen sin embargo la desventaja de invelucrar
una cantldad considerable de célculos. Pero siempre que se tenga la
flexibllidad suficiente para aceptar una solucién subdptima, es
mejor usar ramificacién y acotamtento "heuristicamente”, ya que con
este t1po de algoritmos se logra reduclr el tlempo de proceso, sélo
que obtenlendo en algunos casos soluclones Infactibles o soluclones
factibles pero no éptimas (cuando la estratégia es aceptar la mejor

soluclén factible, generada en un tiempo dado).

2.4, DiscusioN

En el presente capitulo se mostro de manera general, el
funcionamiento de la técnica de RyA, asi como las reglas de
ramificacién y acotamiente mis comunmente utlllzadas cada vez que
se requiere resolver un problema del tipo discreto. Y aunque no
exlste un proceso blen especifico de cémo resolver un problema
discreto mediante la técnlca de RyA, podemos decir que los pasos
sigulentes engloban su funcionamiento general.
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1.- Slempre que sea convenlente, debemos tratar de relajar el
conjunto de soluciones factibles a uno donde sea mds facil
identificar una Solucién y de esta forma sondear el lugar donde se
encuentra una solucién al problema original.

2.=- Separar (ramificar) el conjuntoc de soluciones en dos o mas
conjuntos aJjenos (con el propésito de eliminar subconjuntos en los
que aseguraremos que no pueden contener una solucién éptima)
mediante alguna regla que permita llegar de manera mis rdpida a la
especificacién de una posible solucién. aunque esto es realmente
subjetivo, puesto que la rapidez con que encontremes una soluclén
éptima no radlcari sélo en la regla de ramificacién sl no tanblén
en saber sobre qué nodo hacer la separaclén y Ademas en el obtener

una buena regla de acotacidén para cada nodo explorado.

3.~ Acotar inferiormente (superiormente} cada node ramiflcado sl el
problema es del tipo minimtzar {maximizar) con la flnalidad de
ellminar aquellos nodos gque no pueden contener una soluclén oSptima,
ya sea debido a que es infactible o bien porque no tiene una mejor
cota que la actual solucién factible (sl es que ya se encontré).
Entre mas nodos declaremos {nactlvos, mas pronto obtendremos una

solucién o6ptima.

4.- Escoger el nodo sobre el cual se realizarid la siguiente
ramificacién y aunque se suglere considerar aquel nodo que tlene la
menor cota inferior, a menudo conviene constderar otras formas de
elecclén como la de “"busqueda por primera profundidad” la que
permite cada vez declarar mayor numero de nedos Inactives o blen
utllizar ‘“primer alcance” o ‘“costo uniforme". Ain cuando en

realidad ninguna (al menos como estrategia) tiende a ser favorable.

5.~ Repetir pasos dos a cuatro, hasta terminar el analisis con
todos ltos nodos creados.
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3. ALGORITMOS ESPECIFICOS

3.1, INTRODUCCION

En el presente capitulo veremos tres algoritmes basados en la
técnlica de RyA y que permiten resolver problemas de optimizacién en
los qué el conjunto de soluclones factibles es del tipo dlscreto.
Uno de estos algoritmos es el algoritmo de la
implicita,

enumeracién
el cual permite resolver el problema de programacién
1ineal binaria (cero-uno) que en su forma general viene dada por:

n

Minimlzar 2 = c, X,

sujeto a =1
n
) a, X s b 1=1,2,...,n
=1
X =061 1=1,2,....n.

)
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Entre los problemas de optimizacién que se ajustan a este modelo se
encuentran: El problema de la mochila, el problema de la seleccién
de proyectos de inversién, el problema de nivelar una linea de
ensamblado, el problema del cubrimiento y el de balance de lineas
de produccién, entre otros. Y aun cuendo es eficlente resolver un
problema binario general, mediante la enumeraclén implicita, esto
no es comparable con la eficlencla que se logra obtener, cuando
algunos problemas especificos son resueltos con algoritmos
especificos, como son Jlos algoritmos de asignacién y de
secuenciacién. Algoritmos basados, todos, en la técnica de RyA y
que a continuacién veremos, claro, analizando también la eficlencia

de los mismos (ver seccién 3,.B6. -complejldad computacional-).

Adicionalmente se incluye una parte de anilisis de postoptimalidad
para el algoritmo de enumeracién implicita, que es muy utll slempre
que se neceslte resclver un mismo problema, salvo por pequefios
camblos en los valores de algunos parametros y sin la necesidad de

reformular y resolver todo el problema desde el princlipio.

3.2. ALGORITMO DE ENUMERACION IMPLICITA

IDEAS BASICAS:
Considere el problema lineal cero-uno en su forma general:

MHin Z = C*X
sy jete a

A*X s b

X =0,1.

Es conveniente suponer que el vector de costos C es no-negativo,
pues en caso que asumd valores no-negatlvos, bastard substituir a
¥y por 1-X)', cada vez que Cj)<0, ya que en estas condiclones, sl X}
toma los valores O 6 1, entondes T;' toma los valores 16 0 y la



funcién obJetlvo queda ey)gpresada por:

): C)?J = reja, Zc; I_J

~ 4= z c'l(i-".r'Jk) +¥ ¢l

Z:

Jox et . '[c;
1 S| { |

costos 2 0O constante

"¢0 y C*20
cove

en .donde, la constante ¥ C: puede ser eliminada de la funcién
objetivo, ya que no Influye en ¢l proceso de optimizacién,

Una vez hecha esta transformacién, el proceso de optimizacion se
basa en un método de busqueda, el cual trabaja2 con la enumeracién
implicita de los 2" posibles vectores X, con entradas cero-uno. El
procedimiento enumeratlivo es representado por un arbel de busqueda,
compuesto de nodos y ramas. Un nodo corresponde a una soluclién
candidato cero o uno y dos nodos conectados por una rama, difieren
en el estado de una variable. Cada variable puede tener uno de los
tres estados sigulentes: fija en 1, flja en 0 & llbre. Un nuevo
nodo es definldo, cuando una varisble es fijada en 1 (forward) y un

nodo es revisade si una variable es flJadn en O (backward).

XS=]

Bockwoard

S ferd

FIGURA 12
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Asi el problema en un nodo intermedio, es de la forma :

Minlmlgon 2 ch:w:J 4»[\cJ

jed jel
sujeto a X
Z al]xj = Y:
et

X, e {0.1} el

donde Y‘ = bl - Zlnu
el
J={J|$J'és libre respecto al nodo actual}

J‘:{J]IJ es fijada en 1 hasta el nodo actual}

Nétese que no hubo necesidad de Invertir matrices o almacenar
coeficlentes. Tanto las a, como las bl son los coeficlentes
originales. Esto por si sdélo reduce el tiempo de calculo y evita
errores numericos, ademas de almacenar menor cantidad de
informacién.

Cada nodo entonces serd ramificado cuando se flJe una varlable en
1, tratando de hacer que los términos Y: tiendan a ser positivos
(pues sl todos fueran positivos, 1a enumeracién hasta el nodo
actual, seria factible y cualquier enumeracién posterior a ésta,
arroja un mayor valor de la funcién obJetivo, siendo 1inutil
cualquier enumeracién posterior) se continia este proceso de
ramificacién hasta encontrar un nodo en el que la enumeraclén sea
factible (cuando Yiz 0 para 1=1,2,...,m) o bién cuando sea
infactible {debido a que ninguna enumeracién posterlor podra hacer
que el término Yi sea positive); en tal caso es necesarlie regresar
a un nodo anterior (aquél que fue creado mis reclentemente).



CRITERIOS DE LA RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

1. Sobre la funcién Objetivo

El prop6sito de esta prueba, es poder identificar y desechar
aquellos nodos, que al tratar de hacerlos factibles {(Yi1<0 en el
actual node)} y siendo necesaria una enumeraclén posterior con
aquellas variables en las que a”<0 (con el propésito de reducir la
infactibilldad), no podamos 1llegar a una selucién en la cual
obtengamos un mejor valor para la funclén objetivo. Para esto,

creamos el conjunto T de variables tales que:

T ={J 1 Z1 es libre, Z+Cj<Z , 8,0 Y140} i
donde: Rt
= {J] X3 es f1jada en 1 en la solucién actual b
Z=Z ¢ -
Jedt

Z = mejor valor de la funcién objetivo hasta ahora'encoi)tréda. -

Cuando T=p entonces ninguna enumeraclédn posterier, que ‘reduzca la
infactibllidad, podra mejorar el actual valor de la funcién
objetivo i y por lo tanto es necesario regresar a un nodo anterior
(que sera el mas reclentemente creado).

2. Prueba de Infactibilidad

a,~ SI Teos, es posible identificar cuande ninguna enumeraciédn
posterior, al nodo actual, conduciria a una solucién factible, pues

en el caso que exista un indice 1 tal que:

1<0o y Wi —[ min (O.a ) <0
)eT
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indudablemente, en el ncdo actual se tendria que, la ti-ésima
restriccién permaneceria infactible, adn cuando todas las variables
de T tuvieran valor 1. Asi que, cuando el ncdo satisface la prueba
de infactibllidad, debe declararse como inactivo y la bisqueda debe
ser contlinuada sobre el nodo mis recientemente creado (reallzar el

backward).
b,~ Verificar si

Zmin (o.au) + lalpl L 41
1ed

si es el caso, continuar la bisqueda en el nodo actual, con la rama
X =0.{X =1) si a
[ p 1

el nodo actual {(llamémosle S} y a

p>0 (a‘p<0). Ya que, si la prueba es cumplida en
‘p>0. la nueva rama asignada con
IP=1, seria infactible, ya que:

- I Y
Zmin (0.5”) = Zmin (O,a”] > Yl a oo Yl P

]EJ'U(xp.—;” yea®

donde

J'U(I:H = {Ik|1k=0 6 1, segun el trayecto hasta S}

U {Ip que en el momento se le asigna el valor 1}

s = nodo actual.
Por lo que el nodo urp=1. a partir de S, ‘ne puede dar una soluclén
factible y por lo tanto, es necesario considerar IP=0 en cualquier

sucesor de S (1o mismo ocurre cuandc la prueba a.m <0 y la prueba
de I!nfactibllidad es satisfecha),

3. Prueba de Ramiflcacién de Balas

El selecclonar las variables libres que seran fljadas en 1, puede
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influir slgnificativamente en la eflciencla de algoritmo. Esto
particularmente es cierto en el principio, donde una selecclén
“pobre' de alguna variable libre, puede resultar en la enumeracién
innecesaria de un gran numero de nodos y ramas que al final del
proceso, diferirdn en mucho de la soluclén éptima. Una buena regla,
disefiada para ir en la busqueda directa de una solucién, ha sido
propuesta por Balas.

A cada variable 1libre IJ se le asocla el conjunto Mj
M= {1} Yx-a”<0}
y calculamos
vi=7 (Yi-a, )
1eM
J

Ss1 MJ= o, se defline V}=D

Y entonces determlnamos aquella variable libre, que al asignarle el
valor 1, reduce en ‘“total" las Infactibilidades. Por "total" se
entiende come la suma de todas las cantidades por las que cada una
de las restricciones son violadas. Entonces debe seleccionarse
aquella varjable 5!) que maximiza \"J (es decir la que mis reduce en
“total" las infactibilidades).

En caso de que MJ=n para todo Jj, entonces ninguna enhumeracién
posterior es necesaria, ya que la mejor de ellas se obtlene cuando
a todas las varlables llbres se les asligna el valor cero (soluclién
que ademds resulta ser factible); por lo que debemos regresar a un

nodo anterior y continuar el proceso.
ALGORITMO ADITIVO CERO-UNO DE BALAS

Para registrar la trayectoria de la enumeracién progresiva

utilizaremos los vectores U =(u,u_,....u) ¥ X =(X R S g
12 n 1 2 n

60



Asi cuando las variables I“. '.I’z, PN .IJ‘
orden, las componentes de X correspondiente a las varisebles
asignadas son 0 6 1 y las restantes varlasbles 1llbres tendrin valor

-1. Las componentes de U son:

son asignadas en ese

Jk si I’k = 1 y su complemento ain no ha sido considerado.
u =4 - Ju sl ZI“ =1 6 0 y su complemento ya fue considerado.
0st K>S,

¥ z serd el mejor valor de la” funcién queHyp hasta = el
momento encontrado. ’

Paso Inicial.

PASC 1. Veriflcar si bz). Sl es el caso, entonces 1la soluclién
optima es ;( =(0,0,...,0). En otro caso, iniciallzar
_U=(0,0,...,0), X =(-1,-1,...,-1) N i=m (un  ndmero
suficientemente grande).

Pasos lterativos.
Paso 2. Calcular
Y1 =b|-z au 1=1,2,...,m )

Jedt

:l= min Yl

Za=) Cj
JEJ‘

Donde J'= {J1Z es rljada en 1 hasta el nodo actual}

Pase 3. Sl Y20 y Zo<Z entonces, asignar i=20 Yy )‘(=')E. De este mecdo,
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el vector X es la nueva soluclién encontrnda.' Ir:al pga'so 7
(8ackwand) .,

« St Z>Z ir al paso 7.

+ En otro caso continuar,

Paso 4. Crear el conjunto T de variables libres Il'J.def‘lﬁ!.dti. ébmo :
slgue: ' ! B
T = {J |Z+Cy<Z, au<°' Yi1<0}

+ St T=o0 entonces ir al paso 7.

* En otro caso contlnuar.
Pago 5. PRUEBA DE INFACTIBILIDAD.

(a). Prueba s! hay un indice 1 tal que Yi<O

y Yn-zrmln (O.aU) <0
3

sl es el caso, ir al paso 7. En otro caso continuar.
(b). Prueba sl hay un indice 1 tal que

§ min ©0,a, ) + fa | >Yy,

Jed

Si es el caso, declarar infactible el node X =0

(If” si a, <0 {a >0} y continuar la ramificacién

1] 3]

de S con el nado IJ=O (IJ=1) s} a”>0 (al’<0).

Modificar el vector U, asignando Uk= -Jk a la

componente 0 que esta mis a la derecha.
Paso 6., PRUEBA DE RANIFICACION-BALAS.
Para cada variable libre I’ crear el conjunto M) como:
Hy={11¥i~a <0}

S1 Mi=e para taodo J€J; ir al paso 7.
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Paso 7.

EJEMPLO 1

En otro caso, calcular el valor V, para cada variable I’

A/ =z (Yl—au)
uaM‘|

Donde V3=0 s1 Mj=o. Ramificar el nodo actual, adiclonando
la variable IJ que maximiza V) a la solucién parcial
actual. Regresar al paso 3.

BACKWARD.

(a).

(b).

(e).

Regresar al nodo més recientemente creado.

Modificar el vector U, Camblarle el signo a la
componente positiva, que estd mis a la derecha.
Asignar en cero todos los elementos a la derecha de
dicha componente. Esta es la nueva enumeraclén

parcial. Regresar al paso 3.

Si no hay elementos positivos en U, la enumeracién
implicita estd completada. La soluclén dptima es el
actual vector ;( y el correspondlente valor de la
funcién es i’ St ;'!-w, entonces no hay solucién
factible.

Minlmlgan  Z = 3X1+2X2+¢XAa+ X4

sujoto a

=X1+ YA246X3+Au< 5§

~X1-2X2+3X3-Ass -3

2X142X2-X3-BXas -6
1,%2,X3,X4a =1 6 0.
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Inicialmente U=(0,0,0,0) Kn(-1,-1,...,=1), Z=899
Iteractsn 1

La Prueba de ln!‘u.ctlbilld'ad (b) es satisfecha para la
restricecién 2 y 3.

ann (0.8, + la,,| >¥z

J€J
es decir: -4 + | 2] >-3
y ] win (0.3,)) + la I >¥a
yed
es decir: -9 + |-B|> -6

por lo que deben considerarse solamente las ramas Xe=1 y J4=1 a
partir del nodo actual. s

Iteracion 2

Ua(~2, -4,0,0)
Z=3

®

~N
/ Infactible
@ Infoctible

S = Nodo actual

FIGURA 13
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El problemA en el nodo S es

Hintmlgan #=3X1+Y3+3
wujete a 7
-X1+6%3s 3
-~T1+3%a= O
2X1~ A3s 0
Y1, Az =160,

Debido a que ninguna enuwneracidén posterior a § puede arrojar una
méJor golucién, es necesurio hacer el Sackisand = un nodo anterior.
Y 'como todas los nodos anteriores arrojan una solucién infactible,
se concluye que la solucién Sptima es:

T1=0, Xa=1, ¥=0, Yasl y Z=3.

EJEMPLO 2 (Solucién al problema do  los proysctos de invaraisén)

Para el problema del capitulo 1 referente a la seleccién de 7
proyectes u oportunidades de lnversién, se aplicéd el algoritmo de
Balas, perc debldo a la cantidad enorme de posibles nodos a
ramificar (2”=131.072 posibles combinaclones) no se presenta el
desarrollo detallado del 4rbol de busqueda y en lugar de ello se
muestra 1la soiuctén obtenida en un programa computacional basado en
el algoritmo de Balas y que consume aproximadamente 20 minutos de
proceso para una computadors Acer/PC con procesador B0O288.

Los resultados de la aplleacién del programa se presentan en la
hoja sligulente y de ellos se observa que la solucioén 4ptlma es:

*={1.0 1t 00 0, 1,10 1, 0 1, O, 0, O, 0, 0), Z=50
%3 X2 X3 X4 XS X6 XT X6 X9 XI0 X1i X12 X213 Xi4 X15 X16 X17

Per lo cual se decide invertir en los proyectos t, 3 y 7 para 1la
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primera etapa y en el proyecto 1 para su segunda etapa, gastando en
la -primera etapa 25+45+25=95 millones de pesos y sobrando §
millones sin invertir (h = 1'T10 + 4%°X12, ya que X10=X12=1). Para
la segunda etapa se dispone de 25+9=34 millones que se lliberan del
proyecto 1 en su primera etapa, mis 18+46=63 millones que se
liberan del proyecto 3, mds 5 millones que sobraron de los 100
millones dispenibles para la primera etapa; as{ que al inlclo de la
segunda etapa se dispone de 34+653+5=102 millones; - cantidad que si
permite Invertir en el proyecto 1 para su segunda ectapa (se
necesitan 100 mlllones para invertir en este proyecto), pero no
para la segunda etapa del proyecto 2, ya que para ello se
necesitarian 160 millones.



PROGRAN: Zero On2 Prograsaing

$3381 INPUT DATA ENTERED 34%it

Max 1= 9x1ubxzolsxsnsxus'
15«9

Subject tor

ci 25:1040:2#4513*1514015!5030
:]10411298}(13015114032!15'641
C2 1x1+41x2=1 .

C3 -ixl#lx 8 0
C4d -122411x 0
C3
2x
cs
2x

Mxl063130501‘1’!:1002:1]0
15¢68 x 164 200 x 17 )= 100 - :
56::'063:3»50:401”042:11,4,4':’:12
154 64 x 16 = 200 x 17 3= =40 o

L3181 PROGRAK OUTPUT © tasis

Iteration : 44296
Assigned Variabless 1 -1 1-1 1-t- |
The value of this tosbination is 45 :

Tteration 3 47415
Assigned Variables: 1-1 t-1-1-1 11
The value of this coabination is 30

Tteration 1 48473 SR s
Assigred Yertablest 1<l D -F <l -1 -1 f <l-=pof™10d].
The value ¢t this comsbination is 39 o

Iteration 3 32530 T . S
Assigned Variablest J =1 -1 1 L=l=f. 1.=0' f=1=0:1°0:0:-0.0-
The value of this casbination is 42 SR :

Tteration ¢ 55753 et
Assigaed Variablest 1 -1 -1 1 ~1-1=1 | =1 -y=l=1 110700
The value of this cosbination is 3& '

1teration 1 64755 T
A35igned Veraabless 1 -1 -1-t-1-1-1 11 1 f~f 2-p-11 O
Tre value of this cosbination is 21 :

The optieei salution 15 50

Tre solutich values of decisich variables are as follows:
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3.3. ANALISIS DE POSTOPTIMALIDAD

Para poder hacer mas facll el analisis de postoptimalidad, para un
problema de programacién binaria, dos modificaciones basicas al

algoritmo de enumeracién implicita son necesarias

(a) Eliminacién del paso 4.
(b) Para la prueba de infactibllidad (inclso 5°.) camblar el
término:

¥i-§ min (0,a,)) <0
JeT
Por:
YI-Z min (0.5”) <0
JeJ

De este modo, la inactividad de un nodo, es Gnica y exclusivamente

por violaclién a una restriccién o blen porque Z>Z, pero no ambas.

Esto por un lado facllita el analislis de Postoptimalidad, pero por
otro, hace menos eficlente el algoritmo de enumeracién implicita,
en el sentido que tarda mas tiempo en encontrar la solucién éptima
al problema binarle (aunque esto puede no ser tan importante, si
deseamos analizar de manera ripida el camblo de la solucién optima,
bajo diversas alteraciones en el valor de los parémetros, sin

necesidad de replantear completamente el problema).

IDEAS BASICAS

La simplicidad de las pruebas para declarar un nodo inactive (paso
3 y 4) hace posible que, cada vez que un nodo cs. infactible, a
éste se le asocle el nimero de alguna restricclén, la cual no es
satisfecha en el nodo analizado.

68



Asi por eJemplo, si al sondear una solucién parclal S, existe
infactibilidad causada por la restriccién K (debido a que Yx-T
min(o.a”)<0). entonces la sclﬁclén parcial se declara infactible
inactiva y se le atribuye la restriceién K (la cual origina la
infactibllidad del nodo). En el caso que la solucién parcial S se
declara inactiva, debido a la prueba del paso 3, esta lnactividad
es causada por la funclén objetivo, ya que el valor de Ia funcién
cbjetivo de la mejor complementacién de S es mayor que :'!

Sea ' el conjunto de soluclones sondeadas al resolver el problema
cero-uno. Tan grande como pueda ser la enumeracién, ésta es
exahustiva y no redundante, asi cada scolucién al problema serd la
complementacién de algin mlembro preciso de I'. Esto se sigue de que
cualquier particién de I' induce una particién de las 2" soluciones.
En este marco, el proceso de Postoptimalidad hace uso de este
hecho, procediendo en dos fases. En la primera, una particién de
las 2" soluclones es consegulda cuando se genera [N, al resolver un
prablema cero-uno especlialmente construido (el de mayor "interés").
En ia segunda fase, la particién I" es utilizada para realizar el
andlisis de postoptimalidad.

ANALISIS DE POSTOPTIMALIDAD

1. FASE DE SOLUCION

a).~ Formular y resolver (usando el algoritmo de enumeracién
implicita modificado) el problema:

Hntmigan 2 = C'K

Sujeto a
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donde C: y al: son los mayores C y a, de interés: respect ivamente
y b: es el mas pequefio de los b, de interés, i : '

+

5]
b: producirin restricclones relajadas o reducclén de costos,

De esta forma, el reducir valores de C;' y a. . o Incrementar los de

implicando potencialmente mejores soluclones.

b).~- Cada vez que una solucién parcial es sondeada, debe guardarse
la soluclén parcial y atribuirla a la restriceclén aproplada. Al
flnal de la fase de solucién, las soluclones parciales sondeadas de
(I*) han sido partliclonadas en m+l conjuntos disjuntos. Denotemos
por l‘k al coJjunte de soluciones parciales atribuidas a lIa
restricclén K, K=0,1,...,m {(K=0 es asignada a la funcién objetivo).

m
U r=r F . pr, =e 1#k
1=0

€).- En caso de que el lado derecho de la restriccion K (bk) sea
incrementado (involucrande una relajacién en la restriccién) y los

demis pardmetros no cambian entonces:

+ La soluclén éptima es factible {pero no necesarlamente
éptima) en el problema revisado.

* Una mejor solucién que la éptima previa (sl ésta
exliste) puede ser una completacién de algtn Ssrk. Ya
que en la complementacién de cualquier otro nodo
terminal S, tal que Sﬁrk seguird permaneciendo
infactible debldo que no satisface alguna otra
restrlc;lbn o tendrd una cota Z mayor al actual
éptimo; por lo que sélo aquellos nodes en rk pueden
arrejar una mejor soluclién.
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I1 ANALISIS DE RANGO (AR}

(a)  Scbre bk

Como se mencloné en el punto (¢) de la fase de solucién, es fécll
comprender que si el parametro bk fuese incrementado y los demis
pardmetros no cambien; entonces la solucldn optima es factible,
pero posiblemente no sea el nuevo 6ptimo. Sin embargo en caso de
que exista una melor solucién, ésta puede ser una complementaclén
de Ss[‘k. Ne obstante, aun cuando se altere el valor de bk, existe
un rango de valores alrededor de los cuales la solucién optima
permanece Inalterable, esto puede verse mediante la sigulente

proposiclén.

PROPUSICION

La solucitn optima S. al problema (l*) permanece 6ptima para
valores de bk en el intervalo

<t sy

+
b =S = b < b+ U

Donde:

-
Sk=la. holgura de la restricelén K en el actual optimo S .

U= min { p™- ¥Y'
X ger k k}
X
tJ 3
e Z min (0.&‘)) segun S
1ed
a

Yk= Yk segin S
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DENCOSTRACION

La ldea basica de la demostracién es tratar de probar que todos los
nodos terminales Sel', salvo S'. permanecen infactibles para cambios

de !:'k en el intervalo ya mencionado.

As{ por un lado es claro que todos los nodos Sel‘l. 1=0,1,2,...,K~1,
k+1, ..., m {(salvo I‘k) pemanecen infactibles, ya que, sdlo hicimos
modiflicaciones en la restriccién K, lo que nos lleva a analizar
sé6lo aquellios Ssl"k.

Sea S un nodo términal 'y Selk, Sabemos que al  cambiar b; en  la
restricclén K sucede que

s , - - 8 _ LN - .
Y, = b ZI“.‘, < bt (poY) Z ,au'
yed i ded

S (bkb és.‘.lé.-l:'v‘a.lar revisado de b;‘)

[}

Y« p: * 'y por tanto el nodo sigue siendo Infacttble.

Adicionalmente, para asegurar que todo Sel'’k permanece infactible,
bajo estas condiciones; debe considerarse como cota Unica, aquella
que resulta ser la minima cantidad que hace infactible todos y cada
uno de los nodos Selk. Asi que considerando:
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U= min {p. - Y°}
A Ser, % x

es seguro que todos los nodos Se&lk siguen siendo infactibles. Por
-

otro lado para asegurar que S siga siendo Sptima, es necesario que

-

continle satisfaclendose la restricccién K de la actual solucién S

cuando se presentan cambios en el parametro b:.

Asi po'r un lado, si b; es incrementado (es declr 1la restriccién K
en S es relajada) entonces la restriccién K continta
satisfaciendose, ademas ningin Selo podra lograr que Z = Z. y S-
permanece optima en este caso. Por otro lade, también es féacll ver
que b no puede ser decrementado en mas de una cantidad igual a la
holgura S en la restriccién X (segin S ), donde:

Zn

.
jEJ Jt segun S

de otra manera, dicha restriccién no seria satisfecha.

{b} Sobre Cr.

Es claro que si la variable Xr=0 (segun S.) y su coeficlente Cro
fuese Iincrementado, entonces el actual o6ptimo permanece 6ptimo,
puesto que ningun Ser, puede dar una mejor soluclén y ademds todas
las cotas Z {para cada SeI‘ )} se incrementaran al incrementar C; y
come Z excedla a la cota Z *; entonces seguira cumpliendose que
Z >Z * y por tanto S permanece Optima.

Por otro lado s! la variable Xr=0 (en el actual optime) y su

coeficiente Cr& es reducldo, slendo que todos los demis pardmetros
no cambian, entonces:

73



1.- La solucién 6ptima puede no ser 6§t1mA- para el
problema revisado, pero ‘

2.~ Una mejor soluc.lén. si ésta exlste, se obtiene de la
complementacién para algun Sel"J para el que Il’: es
libre o I:=1. pues de esta forma todos los nodos
Sel‘o , en donde ZI:=0. s:agulrén teniendo una cota
mayor que la asignada a S ).

Sin embargo, existe un intervalo en el cual el coeficiente C;
puede ser decrementado sin que camble la actual solucién éptima, ¥

esto podemos analizarlo con la sigulente proposlcién.

PROPOSICION

Ll . -
§1 X = O en el .actual dptino S : entonces S . perminece - dptima

para nuavos valores de C'_ on el intervale
+
C -W <C <w
T r r

donde W = min { ¢°}

{ z - 2' +C 1 X 5-’ l“lh‘r‘e Q.-."S )
LI r T Ly

L] - B L R -
z-1z ST =1.enS
DEMOSTRACION

Basta probar que para decrementos de C: por arriba del valor C:—Hr
sigue cumpllendose que : T o

Z.z Z_ para toda Sel‘k

1.- &1 Ir=0 en SEI'D, se tlene que la cota Z‘ no se altera al
cambiar C;. Y por tanto slgue cumpliendose que:
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AT JRS I
e - u®

2,- st fl‘r= 1-en Sel’ ;. y:sil:el- nuevyo",Cr satisface que cr>c:-wr
- entonces:- S T

TR
Z_"> z

pues Ir= 1 en Sel‘o

-
y entonces S no puede arrojar una mejor scluclidn que S

3.- si 'Ir es libre en Se[‘o. La solucldn S tampoco puede arrojar una
.
me jor soluclidén que S . Ya que al ramificar S, considerando la rama

II_=0. el nuevo nodo seguira teniendo una cota

L]
z.u(:rr=o) =z >z

y por tanto el nodo S es desechado. En caso de que :t’_sl. a partir

de S,

tenemos que:

ZII.J(I =1}
r

=Z' +C
L} r

= Z' + C'_ pues I.- es libre segin S

.
>Z G- 8

+ . .
Zs+Cr-(Zs—2 +Cr)

-

=z
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n Z.L(:rr-x) =

arrojar una mejor soluclén optima.

Por tanto ningun Ssl‘ proporciona una mejor: solucibn que S pa.ra.

decrementos de C que cumplan con:

+
> -
CP Cl' "r

Sob
{c) ro a

El precedimlento para anallzar los coefliclientes de las’
restricclones es muy parecido al proceso seguldo para  los
coeficlentes de costo. Coh respecto al ani&lisis de rango, nosotros
podemos definirlo de la sigulente forma:

PROPOSICION

o + S :
La solucién optima S al problema (1) pormansca &ptima  para lom .
valores do B" en ol Intervalo :
* A
a - -¥ <a < +
kr kp xkr akr sk
donda Sk = La cantidad de holgura en la restricciOn
K, on el actual dptimo,

: L]
V.= min {¢ }

= ] [ ]
[= Nl { on otro caso

L] : ) *

-Y +a H]
. {pk " e =t T _eslibraya =0

kK

y ol nfnimo es tomade sabre tode Serk en los que Ir es libre o I:=1
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DENOSTRACION

Bast:.a prebar que para cambios de L en el intervalo

- .
- < < +
aI:r vkr B'In- akr Sk

todas las soluclones parclales Sel" permanecen infactibles y ademas
la restriccién K de S , continGa siendo satisfecha,

1.- S Ir=0 en sal’k , tenemos que cuando se modifica a:r

5. . 5
P =Ry (pues :‘tr es f1jo segin S)

l N e 1 .
= b Z 2 =Yk (J* segin S)
por lo que
Pe A Yy
¥ entonces S gigue siendo infactible.
2.- S1 X =1 en SeT
r k
] (. L]
Py Py
y
Y e b Z n -a,
jeJ -(r)

+ +
Zﬂ -5 +a —-a

kr ke
1eJ -(r)
. .
= Yx +a -8

kr ke

< Y: + a;r- a;r+ @ (debido a que a > a;r- ¢ en 9)
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k
s s
=Y.+ oY
=p'
3
p‘oriloqne'
.., 8 .
P =AY,

y entonces S sigue siendo infactible.
- 3.-'En el caso que !I'_ sea libre segin SEl‘k entonces:
{1).- Si a < 0, se tiene:
kr

8 5 _ *
P '= z nin(0,a; ) + a

kr
JEJI‘(P)
o z min(O.a;r) T n:r' - a:r *a
JéJl-(_r) )

: N 0 R
[min (Oia ) =a s Ay

JeJ
e # mem e o)
=g -9
= p: - (p; ~ Y:) (ya que Ir es llbre pero akr<u)
= Y:
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ESTA TESIS NO DEBE

esto es’ .

y como !I'r es libre segun S; se tlene que

., .
Ylt = Yk
por lo que en este caso se concluye que

p; f= p: > Y: = y: ' y S sigue stendo infactible

En cualquier caso, si a;r es decrementado en a lo mis la cantidad
¢, esto es a:r— #* < a, . entonces la restriccién K en Sef slgue
siendo infactible. Y para asegurar que toda Sel‘k permanece
infactible, basta tomar el minimo de los decrementos, esto es vkr’
minimo {4"} » ¥ya que de esta forma toda solucién Sel| permanece
infactible para camblos del valor de a;r arriba del valor a;r-v

. kr !
es decira_ >a -V .
kr kr kr
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Finalmente debemos tener c¢laro que s! incrementamos el valor a.:r
siempre tendremos que para toda Ssl‘

'
. S permanece infactible. Sin
embargo para asegurar que la soluclbn S permanezca invariante, es
necesario pedir que la restriccién K continte satisfaciendose,
segun S.. Asi que cuando a;r es decrementado; entonces dicha
condicién no cambiam, ya que p: re p; < Y: = Y* y lo mismo
sucedera sl a:r es incrementado, en una cantidad de a lo mis Sk
unidades, donde:

-
S, = Y: - 1By (La cantidad de holgura de la restricclén K en S )
1€eJ

Por tanto la solucién S permanece 6ptima para cambios de a;r.en el .
intervalo

I11. CAMBIOS SINPLES DE PARAMETROS (CSP)

Con cualquler solucién parclal S, nosotros podemos asoclar un
problema parcial (I°®) de la forma

( F) Minimizar z=7 c; x o+ 2

sel
sujeto a
Z a I :b:
Jyedt B -
=061 Cyea
donde o
. el .
=Z ST b =5 Zau

je.!l o jeJ
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J=45 | X, es libre respecto al nodo actual}
Ly S )
J =g %=1 hasta el nodo actual S}.

Cada solucién para (I"), Junto con el mismo S, forman una
complementacién de S para (I'). La mejor soluclén para (I%)
producira la mejor complementacitn de S para (1") y al mismo tlempo
cualquier solucién factible {infactible) de (1) producira una
complementacién factible (infactible) de S en (I7).

Para locallizar un nuevo &ptimo donde un sélo parametro es camblado,
se necesita simplemente encontrar una secuencia aproplada de
problemas parciales.

{a) Rovisidén de bh
Cada vez que modifiquemos el parametro b; ¥ el nuevo valor sea una
cantidad mayor que cualquier valor del intervalo

B
b elb-5S . b + Uhl

entonces no es posible asegurar que la solucién S- permanezca
6ptima. Por lo que es necesario formular el problemn (I*) para cada
Serk usando el valor revisado de bk ¥y un valor inicial de 2
determinado por la mejor solucién hasta el momento encontrada (ya
sea en la fase de solucién o en cualquier problema parcial
previamente resuelto). Posterlormente es necesario resolver
completamente este problema usando el algoritmo de enumeracién
implicita. Si cada (I'). Serk , ha sldo exazinado, una nueva

soluclén éptima, s! ésta existe, habra sido encontrada.

(c) Revislén do C
r

. -
Suponiendo que fl'r=0 en el actual &ptimo S , sl el parametro C;‘ es
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decrementado abajo del lnLervalo (C -\J , =) entonces no es posible
asegurar que la soluclién S permanezca 6ptima. Sin embargo para
encontar une mejor solucién (sl ésta existe) es necesarlo formular
el problema " para cada Sel‘o en el que Ir no estd fijada en
cero, usando para ello el valor revisado de Cr ¥ un valor inicial
de Z determinado por la mejor solucién hasta el momento encontrada.
Resolver este problema completamente usando el algoritmo aditive y
cuando cada {1°) ha sido examinado, una nueva soluclén optima, si
ésta existe, habra sido encontrada.

(c) Revisién do a

Suponiendo que Ir=0 en el actual optimo S-, si el paréametro a;r es
decrementado aba.)e del intervalo (a'r—v N a;rﬁsk) entonces la
actual solucién S, puede no permanecer Optima, sin embargo para
encontrar una mejor solucién Sptima, en caso de que ésta exista, es
necesario formular y resolver el problema (1%) SEI‘k . usando el
valor revisado de a:r y un valor iniclal de Z, que esta determinado
por la mejor solucién hasta el momento encontrada. Cuando cada (1*)
ha sido examinado, unm nuevo optimo (si éste éxiste) habra sido
encontrado.

IV CAMBIOS MNULTIPLES DE PARANETROS (CWP)

Para el caso en que se trate de hacer camblios en un conjunto de
pardmetros a la vez, el =anallsis en algunos casos, pueden ser
reducido al anflisis CSP (camblos slimples de parametros), sin
embarge una mayor generalizacién de esto, se ver4d en la parte
referida a Cambios Permanentes de Parimetros (CPP).

(s) Revisidén de b ,b ,.,. ¥ b

1k

Cada vez que se alteren conjuntamente los valores de b’ b',,...b: y

cada nuevo valor sea mayor que cualquier cantidad que esta en el
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intervale [b~S , bi+ U, Ib-S . b+ U ... Ibs , blsU)
respectivamente, es necesario que para ceda SEFUF U...Ul‘ foraular
(I ) usando el valor revisado de b by ....b Yy un valor inlcSal de
Z determinado por la mejor soluclén factlble ya encontrada. Cuando
cada (I®), Se l‘lUI‘kU ...U!'l ha sido examinado, un nuevo éptimo (st
éste existe) habra sido encontrado.

Sin embargo es necesario aclarar que para las restricclones del
tipo 1igualdad no son analizadas en este proceso, debldo a que
este tipo de restricclones, que son de la forma

n

aX="b
J”JJ

necesitan ser tratadas como 2 restricclones
n

b, s[u:r sb, donde b=bsb
15 12

y entonces cuando se quiera “relajar" la restriccién, decrementando
para ello b‘ o incrementando b2 , ho es pesible hacer su analisis
de postoptimalidad, debido a que bi=be=b y un decremento de bi
implica forzosamente un incremento de b2, caso que no contempla el

proceso ya presentado, pues sélo se analizan incrementos conjuntos
de las b:,

(b) Revisidn de € ,C ,... y C
q 'r L]

Cada vez que requliera analizarse conjuntamente cambles en los
parametros C;.C:....yc; slempre es necesario revisar cada Sel | en
los que X ,flr,... y/o Il no esta fljado en cero y reformular el
problema (I'). usande el valor revisado de Cq.Cr....yC' y un valor
inictal de Z determinado por la mejor solucién hasta el momento
encortrada. Cuando cada (I°) ha sido examinada, un nuevo éptimo (si
es que existe) habra side encontrado.
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{c) Revizidn de .lq'.kr""y nl-

Para el case del anallsis conjunte de los coeficlentes de
restriccién es necesaric menclonar que si  los coeflclentes
n‘q,akr....y a. todos pertenecen a restricclones distintas vy
ademss cada uno de ellos cae en el intervalc dado en el Analisis de

Ll
Rango (AR) entonces la soluclén S no cambla. Si éste no fuera el

caso, entonces es necesarlo que para cada Sel‘|U¥'kU,.,.UI“ en que
Iq.:rl_....y/., I_ no est#n fljados en cero, formular (I") usando los
valores revisados de alq.akr,...yah y un valor inicial de Z

determinado por la melJor solucién hasta el momento encontrada.
Cuando cada (I®) ha sido examinado, un nuevo éptimo (si existe)
habra sido encontrado,

V ELIHIKACION DE RESTRICCIONES

El analisis correspondiente para cuando se eliminen las
restricciones {,k,...y 1, es realizado mediante el procedimiento
CHMP(a), para ello basta asignar arbitrariamente valores grandes
para cada b‘,bk....y bl. ya que esto equivale a borrar las
restricciones i,k,...yl para cada (1") como esta formulado.

¥1 ADICION DE VARIABLES

La adicién de variables q,r,...y s es mis fAcilmente tratada al
inclulr en el problema (I') cada variable de Interés, pero
inicialmente asignando arbitrariamente valores grandes para

C;.C;....y C:. Posteriormente para contemplar estas wvariables,
reducimos los valores de Cq.Cr....y C‘ y usamos el procedimiento
CHP(b).

Alternativamente, si no deseamos Inclulr estas varlables, es
necesario examinar todo Ssl"k para los que a, <0 y/o a, <0 ... y/o
a r

ah<0. pues para aquellas restricciones K (de las soluclones Sel‘k)
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L] : ]
en las que a“>0 y/o a">0 veo ¥o ah>0. los valores de pk y Yk no
se alteran al incluir las variables q,r,...y s, por lo que 1a

solucién S seguira siendo infactible debido a la restriccién K.

YII CANBIOS PERNANENTES DE PARAMETROS

Los parametros de (I'). Junto con el algoritmo de enumeracién
implicita, determinan la particién de solucliones determinada en la
fase de solucién. En la fase de postoptimalidad, camblos en estos
parametros pueden ser hechos permanente o temporalmente,
dependiendo sobre si la particién inicial es o no aproplada para
reflejar esto. Para el caso en que se qulera camblar de manera
permanente algun parametro (con el propésite de buscar una nueva
solucién para el caso en que se qulera anallizar slmultineamente
cambios en los péirametros C;'s. b;'s, a:]'s. eliminacién de
restricclones y adicién de variables, pues esto aun no pueden ser
andlizados con el proceso anterlormente presentado), es necesario
que mlentras resolvemos la secuencia requerida de problemas

parclales, simultaneamente llevemos a cabo dos operaciones bisicas:

(1). Eliminar del conjunte original [, aquellas
soluciones parciales que necesitan ser revisadas,
debido a los respectivos cambios reallizados en
los parametros de (I°).

(11}. Resolver los problemas parciales asoclados, con
el algoritmo aditivo como se modificéd en la fase
de soluclén y agregar al conjunto [I' los nueves
nodos terminales, obtenidos de esta revisién.

S! esto no es hecho, entonces cada camblo nuevo de algun parametro

es, en efect~, hecho en el mismo problema (I°) y ésto significa que
el camblo es temporal.
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VIIl CONENTARIOS FINALES

Una vez que el problema (1") es resuelto y una solucién éptima
inicial es encontrada. podemos usar los dlversos elementos del
andlisis de postoptimalidad en una varledad de formas. Asi por
ejemplo, podemos seguir la solucién éptima sobre una secuencia de
camblos permanentes en los parametros y probar la sensiblilidad de
cada uno de ellos, wusando para ello el Anailisis de Rango.
Alternativamente, se puede simplemente querer comparar el Optimo
generado sobre un conJunto de camblos temporales o realizar cambios
de manera conjunta, en cualquiera de los paréametros, mediante los

cambios permanentes de parametros.

Finalmente es necesario menclonar, que al aplicar el anallisls de
postoptimalidad, los experimentos realizados en muchos problemas de
prueba para comblos muy drésticos en los valores de los parametros,
nos indica que los resultados no son tan malos como aquellos
problemas que han sido reformulados y resuecltos desde el principlo.
Claro que esta experiencia tlende a ser acumulada,

EJEXPLO
Consldere el problema

Mlnimigan 2 = 21‘ + 512 + 513 A SI‘ * 415 * :5 f,8?7‘f.q

sujoto a

-211

':r’[s 061 s, e
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La solucién de este problema es dada para mostrar los
procedimientos previamente presentados. La soluclién parcial S, es
mantenlida como un vector en que “"J* (“-3") que es un elemento de 1a
secuencia, si la variable ZJ es fijada en 1 (o fijada en 0). Los
elementos "J)" de la solucién parclal, indican que la variable EIJ ha
sldo fijada en 1, debldo a que su compiemento (IJ-—-O ) arrojJa una
solucién infactible, asi mismo, los elementos "-j" indican que la
variable ) es fljada en 0O, debido a la infactibilidad de Ila

conbinacién con fl'j=1, en el nodo actual.

1.- FASE DE SOLUCION

La secuencia de soluciones parciales examinadas en 21 problema

resuelto aparecen en la primera columna de la Tabla I. En 1la
B

> P vy el
vector de térmlnos independientes para cada S, a saber Y'=(Y; . Y;
AW E

3

segunda columna aparece el vector asociade p°= (p: , P

Cada vez que una soluclén parclal es enumerada y anallzada, ésta es
asignada al nimero que aparece en la Gltima columna de la Tabla I y
en la Tabla Il siguiente. Iniclalmente p =(-9, -27, -3} y Y =(-5,
-6, 0). La ramiffcaclén es hecha usando la propuesta por Balas,
esto es, ramificar sobre aquella varlable que maximiza

vi=F (Y1-a )

1eM
J

donde
Mi={i1Yi-a ’<0}

la solucién éptima al problema es I:|= Is= 1 y todas las otras

varlables iguales a cero, Z.= g.
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TABLA 1

SOLUCION VECTORES DE COMENTARIOS

PARCIAL PRUEBA

{5} p=(~3,-27,-2) 2=4 vVariable 5§ fljada en 1
¥=(1,-10,1) debido a la restriceién 1

15.3}‘ p=(~3,-16,-2) 4 o MejJor solucién encontrada

¥=(1,1,0) hasta el momento

Backtrack

Yariable 2 fijada en O

debido a la restricclén 2

Variable 4 fijada en 1
debide a la restriccién 2

Infactible debido a

. Z=10
¥=(-1,-3,0) 1a funclén obJetivo

:{5,43;—2,74}' p=t-3,-8,-2)

b.= FASE DE POSTOPTIMALIDAD

En la tabla [I cada soluclén parcial ha sido atribuida a la
restricelén aproplada ubicandola en una de las 4 celdas. A
continuaclén de la solucién parcial en la celda 1 (1=1,2,3) estéan
las cantidades (p:-Y:) y Z, la primera de éstas es la cantidad por
la que alin la mejor complementaclén de S (con el propésito de que
la restriccién i sea satlsfecha, segun S, lo mas que se podria

hacer es complementar S al asignar IU=1 sl au % 0) no satisface
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la restriccién 1, la segunda es el valor de la funcién objetivo
asociado a la mejor complementaclén de S. Solamente la segunda de
estas cantidades aparece en la celda de la funclén objetivo.

TABLA II
Funcién objetivo Restriceién 1
{s.3} (9] {-5} [2,0]
{5,-3,-2,4} [10}
Restricelén 2 Restriccién 3
‘15,3, 2} £5,9]
{5,-3,-2,-4} 11,41

El Andlisls de Rango sobre los coeficlentes de costo requiere la
examinacién de lo registrado en la celda de la funcién obJetivo.

Porque It , Iz R 1‘ . Is ' (I7 % IB estan {1 jados en 0 en el actual
éptimo, se tiene que para alteracicnes en los coeficientes C: . C;
B C:. C; f C; ¥ C; que estén en los slgulentes intervalos, la

solucién 6ptima no cambia.

ClW <C <m Ci= 2, W= min {(9-9+2), (10-8+2)} =2

W, <C, <m C= 5. W= nin {(9-9+6)} = 5

Clu <c <m Ci= B, U= min {(9-946), (10-9)} = 1 R
CoM, <Co<m Ci= 1, M= min {(9-8+1), (10-9+8)} =1

CiW, <C ¢w C;= 8, W= nin {(8-8+8), (10-8+8)} =3

CH, < C <m C= 1,-¥,= min {(9-8+1), {10-8+1)} =1
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Por que 11’3 Yy Is son fljados en 1 en el actual ¢ptimo, es clarc que
st C; v C; se incrementan; entonces el actual éptimo cambia, sin
embargo, cuando C; y C; son decrementados, el Optimo permanece
L]

invariante, salvo por modificaclones de Z . Por tanto el rango para
+ +
CJ y C5 es: .

- < C:, < C:l

y
= <€, < c;

Para buscar una cota para el lado derecho de la. segunda
restricclén, nosotros examinamos las soluclones parciales en 1la
celda correspondiente a la restrteciédn 2, una cota Z = Z.. Asi
pues, €l rango de valores sobre los que puede alterarse el
pardmetro b; sin que la solucién éptima camble es :

+ +
b -5 % b b+l
donde b, = -6, U= min {S,1}'= 1, S= 1
Andlogamente

+ +
b‘-S‘S b‘< b’."'Ul
*
con b, = -5, U= min {2} = 2, 5= 1

¥ por que ninguna soclucién parclal es atribuida a la restriccién 3,
nosotros podemos tomar U3=a , por lo que el andlisis de rango para
b; es:

+ + +

b:'sas b:< b3+U3 b:’—o, 53—0

Para el caso del anallsls de rango para los coeficlentes de
restriccién a:r. éste es muy similar al hecho para los coefliclientes
de costo C:. sin embargo esto no representa mayor dificultad, que

el hacer simples cdlculos y por ello no es presentado.
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Adlicionalmente es posible realizar camblos, conjuntamente en varios
parametros (dentro de los rangos establecidos), sin que la solucién
6ptima cambie, para lo que es necesario cuidar de no alterar dos o
mas pardmetros de una misma restriccién, nil alterar a la vez dos o

mas coef'iclentes de costo.

Para ello, suponga que Cz vy C‘ son ambos reducidos a 2. Las
entradas de la celda cero puede ser otra vez conslideradas. Y la
nica soluclbn.par‘clai que no tlene fljada a Iz y/0 I‘ y cuyo valor
Z es menor a Z , es la solucién {5,-3,-2,4}; por lo que en caso de
existir una mejor solucién, es necesario resolver el problema
parcial:

Hinimigan Z = 2:):1 + IE + 85[7 + !Ia + 8
sujeto a

—211 + :rs -,:t’ + 218 s -5

-411 + 3!1‘s - 51'_, + .'Is = -6

Realizando una iteracién del algoritmo de enumeracién implicita,
encontramos que al Instanciar Ix'_' 1, el problema es factible y por
tanto una mejor solucién es:

xX ‘=9f‘=15= 1 12=TJ=IG=I_,=7.'&=O Z =8

En camblo, si bl fuera incrementado a -2, el problema parcial {—5}
requiere formulacién y solucién, es decir, el sigulente problema

debe ser resuelto:
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sujeto a

-21’1

Xoex WX eAx

Sin embargo uno puede verificar que este problema:no proporclbnn
una solucién factible menor que el éptime original. '

Finalmente, supongase que la restriccién 2 fuera eliminada de el
problema. Las soluciones parciales {5,-3,2} y {5.-3,-2,-4}
requeriran consideraclén. Asi con la modificaclén hecha, el primer
problema es factible y arroja una Z=8, sin embargo el segundo de
éstos es también factible y la cota es Z=4. Por tanto la mejor
solucién al problema revisado es I‘=IZ-IS-I‘=IG=I_,—IB=O. Isni y
2=4.

3.4. EL PROBLEMA DE ASIGNACION

El problema de asignaclén puede ser planteado en un modelo de
preogramacién cero-uno y resuelto via el algoritmo de enumeracién
Implicita. Lo cual es una buena forma de resolver el problema, pero
que no es comparable con el sigulente algoritmo especificos de RyA,

que resuelven esta clase partlcular de problemas.
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3.4.1. ASIGNACION DE PERSONAL

El problema es definldo por la matriz ‘d(l.J) de; px;ef_erenclas:

Empleo Empleo . % " Empleo

1 2. : n
Aspirante 1 C“ C‘z, PRI cln
o e e
[c(l’J) ] - Atpl:antn 2 (::21 (::22 (::2"
.
A-pl;-lntn n énl (‘:nz .« o . cm

matriz gue es construida con la callficacién C” de cada uno de los
aspirantes, en cada uno de los empleos ofrecldos. Deberan
callficarse todos los asplirantes en todes los empleos. Y deben
exlstir tantos aspirantes como empleos, pues en caso que existan
mas aspirantes que empleos, basta agregar un numere necesaric de
empleos ficticios con un costo de asignacién todos lguanles al menor
(mayor) de los valores de la matriz de preferencias, en caso de
tratarse de un problema del tipo maximizar (minimizar), de otro
modo, st hublese mas empleos que aspirantes, basta considerar a los
empleos come aspirantes y viceversa.

3.4.2, ALCORITNO DE LITTLE
Ejemplo

Suponga que necesitamos asignar, minimizande el problema, dado por
la sigulente matriz:

A B c D
A5 4 6 a
ef7 a4 9
el =lg 4 7 10
n} 4 5 4 6 Tabla 1
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Soluckén

Empezaremos por observar que sl T es el costo total de cualquier
asignacién factible, entonces, el costo total de esa misma
asignacién con la matriz que resulta de restar un escalar « al
renglén 1 es dado por T-a, Lo misme sucede si restamos un escalar a
de la columna J (J=A,B,C,D). Una cota Inferior a la asignacién
Sptima es sencilla de obtener. si restamos de cada renglén de la
matriz de costos el minimo  elemento correspondiente y
posteriormente, a la matriz resultante, efectuarle la misma
operaclén sdélo que hacerlo ahora por celumnas: En la tabla 1
restamos el escalar 4 del primer renglén y los escalares 4, 4 y 4
de los respectiveos renglones restantes, asi obtenemos una nucva

matriz de costos:

0 0 oo >
QO mow =
- 0 QO O w
CcC Wwu N
N ® s 0o

Tabla 2 (costos modif.)

como no es posible reducirla por columnas, entonces, una asignacién
de costo total T asociada a la tabla 1, tiene un costo T-16 cuando
el costo es calculado en base a la tabla 2.

Un aspecto importante de la discuslén anterlor, es que cualquler
asignaclén asoclada a la tabla 2 tiene un costo no-negativo y que
difiere del costo de asignacién orlginal en 16 unldades.
Equivalentemente una cota inferior de la asignaclén optima es 16.

Hétoda de Ramificaclidn y Acotamlento
El proceso para llegar a la ldentiflcacién de una asignaclién

éptima, es comenzado al particionar el conjunto de todas las

asignaclones poslbles, como sigue:
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(al.,) Asignaclones que incluyen la opcién XY (X,Y=A,B,C,D)
(a2.) Asignaclones que no incluyen la opcién XY

Para ldentificar la opclén XY sobre la qué es hecha la
ramificacién, debemos analizar para cada opclén que tiene costo de
asfgnacién 1gual & cero en la tabla 3, la correspondiente
penalizactén por no usarla en la asignacién (suma del minimo en Bu
renglén, mis el minimo en su columna) y seleccionar, entonces, la

opcién de mayor penallzacién.

[XX X}

-
o W ;N

(=S B A

Tabla 4

- O o o
-]

la penallzacién se especifica en el extremo superior derecho de

cada entrada con valor fgual a cero,

La ramificacién es hecha al realizar 1a asignacién BB o no

realizarla.

FIGURA 14

En el primer caso, la matriz de costos entre localidades se reduce
a una matriz en donde se ellmina el renglén 2 y la columna 2,
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obtenlendose as

- Tabla 4

Una cota 'Inferlor al costo de las asignaclones asocliadas con la
Tabla 4, se obtlenen al reducir por renglones y columnas los costos
de dicha tabla y agregarle el costo acumulade hasta 1a tabla 3, que
en este caso es: 16 unidades obtenidas hasta la tabla 3, mas 3
unidades obten!das al reducir la tabla 4. Equlvalentemente, 19

untdades e5 una cota Iinferlor al costo de las asignaciones que usan

la opcidén BB.
A B c
Al 1 - 0
| -« . . .
cl|l 2 . o 3
ol O . o] 2 Tabla 5

Una cota inferior al costo de aslgnaclones que no usan la opcién BB
es sencllla de obtener, st asignamos el valor M (cantidad que
excede cualqulier cota superior) al costo de la opcién BB, que
equivale a no utilizar dlcha opclén, de este modo se obtlene la
tabla 6:

O 0 @ =
O U W = >
~ 0 X O ®
O w MmN o
N O s O o

Tabla 6

a la cual pueden reducirsele los costos, obtenlendo asi la tabla 7:
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-

o N O = »
- 0 X O w
o WwwN N‘ﬂ
N~ 0o

Tabla 7

Al evitar usar la opcién BB es necesario pager un costo adicional
de 3 unidades. Esto significa que 19 unidades es una cota inferior
de agquellas asignaciones que no usan le opcién BB.

FIGURA 15

Como sigulente paso y aun cuando hay empate en los nodos
terminales, ramificaremos el nodo BB (el de minima cota inferior).
Para ello partimos de la tabla 7 y calculameos, para cada opclén, la
correspondiente penalizacién por no utilizar la asignacién BB,

-

o v O -

- O X O
Y

N O - O

Tabla 8

[ IR AT S I V)
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se elige la opclén CB para ramificar como sigue:

(al.) Asignaciones que usan la opcién CB.
(a2.) Asignaclones que no usan la opclén CB.

En el primer caso partimos de la tabla 7 y eliminamos’ el 'Ireng'lénl:i
y columna 2, ’ . L

A B €. D
Al l - 2 0
s|.0 « 2 1
el e o0
oo =+ 0 2 Tabla Q

tabla a la cual ya no pueden reducirsele. los costos y entoncés una
cota inferior para las aslgnaciones que usan la opcién CB'en él
nodo' BB es 19 unidades. o :

Una cota inferlor del costo de las asignaciones que no usan la
opcién CB es obtenida al considerar la tabla 7 con un costo igual a
M en la opcidn CB,

o 0 w >
Q 1 O = »
X x Ow
Q W MnN Nn
N - O o

Tabla 10

La cual es reducida en 3 unidades del tercer renglén:

g N m >

(= =
- X X 0O w
c QO N N0
N W = O v

Tabla 11
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por 1o gue el valor de 22 unidades es una cota inferlor para las
asignaciones del actunl nodo y que no usan 1la opclén CB

19

FIGURA 16

Ramiflcamos ahora la rama CB, la matriz asoclada es:

»
@
a
o

2
Al 1 . " 2 [¢]
s} O » 2 1
el g 0 e,
o} O « 0 2 Tabla .12

1a ramificacién es hecha sobre la asignaclén AD.

Si aslgnamos AD la matriz asoclada es:

Al - . . .
8] O . 2 -
cl - . . B
o} O « 0 . Tabla 13
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tabla & la cual yan no pueden reducirsgele los costos y entonces 19
unidades es una cota inferior para las ssignaclones en el actual
nodo y que usan la opclén AD.

Si no asignamos AD la matriz asoclada es:

A B € 0
Al 1 . 2 0
B| O - 2 1
el » . .
pjO - 0 2 Tabla 14

la cual se reduce al restar una unidad del primer renglén y después

una unidad de la cuarta columna.

A B C D
Al O . 1 M
8| O . 2 0
cl - . .
pjO - 0O 1 Tabla 15

asi que, 19+1+1=21 unidades es una cota inferior para el nodo AD.

19
w
/

\0\"\ o)

FIGURA 17
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Ramificamos ahora el nodo

g 0 W >
o

escogemes la rama BA para

la matriz:

o 0 & »
.

tabla a la cual no pueden

terminal AD. La mé_trlz asoclada es:

e [4 D
. 2 .
ooy
- 0 . Tabla 16

la ramificacién.: Asignade BA, se obtlene

. o] . Tabla 17

reducirsele los costos y por lo tanto 19

unidades es una cota inferior para la rama BA.

S! no astignamos la opcién

-
.

BA, la matriz asociada es:

B ¢ D
. 2 .
. [¢] . Tabla 18

a la cual se le pueden reducir dos unidades del segundo renglén.
Por lo que 18+2=21 unidades es una cota Iinferior para dicho nodo.
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FIGURA 18

Para ramificar ahora la rama BA, partimos de la tabla 17 y vemos
que la asignaclén DC es obligada, ya que s1 no asignamos DC,
tenemos una solucién infactible. Ademis como el costo de la opcién
DC, en la tabla 17, es cero; entonces 19 es el costo de las

asignaciones que se completan con la opclén BA.

—@ -,
\.\.\.\.

FIGURA 19
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Hemos encontrado una solucién éptima factible y que es: asignar CB,
AD, BA y DC. Sin embargo s!1 continuanmos el proceso de ramificecién
y acotamiento obtenemos el sigulente &4rbol de bisqueda, donde la
asignacion de BB, AD, DA y CC es otra soluctén é6ptima factible.

R
S TG A G G

Tres observaciones son hechas para un mejor aprovechamlento de este

algoritmo:

(a). Si! durante el procesos de ramificacién ocurre que en un nodo
intermedio exliste un unlco cero en cada renglén y cada colunmna,
entonces no hay duda de que 1la mejor completaci6on del nodo es
aquella en la que se asignan las opclones con costo igual a cero.
Sl éste es ¢l caso, entonces ramificar con aquellas asignaciones
cuyo costo es cero y continuar el proceso en la forma acestumbrada,

ramificando para elle el nodo de menor cota inferlor.

(b). El algoritmo de Little es empleado en problemas de asignaclén
con funcién objJetivo minima y los problemas de funclén objetivo
maxima son resueltos al minimizar los complementos respecto a una
constante K (método "hungaro"). Por ejemplo el mayor elemento de
la matriz es 12.
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12

o 0 ® »

[~ =T R ~
o O WwWwo
M 0O O W.o

asignar maximlzando

restandole a todos los valores el valor 12, el problema equivale a:

A B € D
-9 -8 -6 -8
-6 -3 -8 -12
-12 -6 0 -12
-g -2 -3 -6 asignar maximizando

Ay =

o n @ »

sélo que Maximo(A) = Maximo(A1) -~ 4(12), Y cambliandole el sligno a
todas las entradas de A1 tenemos que:

A B8 C
A 9 9 6 8
A2 = B 6 3 9 12
cfl 12 68 0 12

D 9 12 9 6 asignar minimizando

De este modo, las asignaclones en el 6ptimo para(A), son las mismas
que la realizadas en el 6ptimo para(Az), pero difieren en valor,
ya que:

-mintmo{Az) = maximo(A1) = maximo(A) + 4(12}

(c). El algoritmo de Little es tamblén utilizado para resclver el
problema del agente viajero, sélo que con el fin de evitar utilizar
los bucles (nodos AA, BB, CC, ...}, es necesario asignarles costos
igual a M en dichas opciones y tamblén con el propésito de evitar
un posible regreso a una ciudad de partida en alguna ectapa
intermedia, esto es, si por ejemplo se llevan aslgnados los pares
de ciudades (2,3), (3,5) y (5,4) ‘
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O O
& O

FIGURA 21

deberan haberse hecho iguales a M, de manera paulatina, los costos
(3,2), (5,2) y (&,2). :

3.5. EL PROBLEMA DE SECUENCIACION OPTIMA

El problema general es presentado cuando se cuentan con m
mdquinas ¥y n trabajos. Asi cada trabajo debe ser procesado en todas

las miquinas, pero respetando las sigulentes situaciones.

(a) Una miquina no puede elaborar dos trabajos simultaneamente.

(b) Un trabajo no puede pasar a la miquina J, sl no ha sido
terminado ya en la m&quina J-1.

(c) los trabajos son elaborados en la misma secuencia, en cada
maquina.

Adem&s se conocen las duraciones d{1,J), que es el tlempo de
proceso del trabajo I en la miquina J.
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Por ejemplo, supéngase que se tienen 4 trabajos y 3 miquinas, con
la siguiente matriz de duraciones:

’ I Méqul nas

Trabajos M1 Mz - M3

T 3 5 8
T2 7 6 q
T2 ] 3 2
Ta 8 9 =]

Es féacil ver gue el tlempo total desde que el primer trabajo
comlenza en la primera maqulna hasta que el Gltimo trabajo sale de
la Gltima, varims segun sea el orden en que los trabajos son
procesados en cada una de las maquinas, Asi el problema es
encontrar la secuencia de trabajos que minimtze el tiempo total de

proceso,

Si 1la secuencia de trabajos fiJada para cada una de las tres
maquinas es: W = (Wi, Wz, Wa, W4) = (3, 2, 1, 4), el proceso puede

representarse graflcamente por:

T:IW Tz Tt I Ts I
T3 % T2 T1 Ta I
T3 T2 Tll Ta

FIGURA 22

De la figura 22 se ve que el tiempo total es de 42 unidades.
Este mismo resultado puede obtenerse, sabiendo que:
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AL )]
donde :
f(m J)

= mek [£(Mim, §), £(M, #1)] +diy .. . (2)

"= Instante medido desde el inicio del proceso hasta que
‘el trabajo | es acabado en la maquina j.

t‘[Hl-l J) = Instante en que la maquina J queda en condiclones de

poder efectuar el trabajo i.

i‘(m J 1) = Tiempo medido desde el inicio del proceso hasta que

_Para el

recursiva

f(wl.l)
f(wl.z)
f(ul.a)
f(wz.l)
!‘(uz.z)

f(vz.a)

SElwg 1)
f(v 2)

: !‘(wJ.S)

!‘(w‘. 1)
£, 2)

: f(.w‘.a)

£lw,.2)

el trabajJo I es terminado en la méquina J=-1 o sea
instante en que el trabajo 1 podria empezar a

efectuarse en la miquina .

eJemplo particular, s! aplicamos la ecuacién {®) en forma

para calcular los valores f(wi,])

= £{3,1) = d 3,1)=6 no hay trabajo, nl méquina anterior
= £(3,2) = £ 3,1) +d(3,2) =6+ 3 =9
= £(3,3) = £ 3,2) +d(3,3) =9 + 2 =11
= £(2,1} = £ 3,1) +d(2,1) =6 + 7 = 13
= £(2,2) = méx {£(3,2), £(2,1)} + a(2,2)
= mix {9,13} + 6 = 19

/= £(2,3) = nx {£(3,3), £(2,2)} + d(2,3)

= méx {11,198} + 4 = 23

= £{1,1) = £ 2,1) +d 1,1) =13 +3 = 16
= £(1,2) = max {£(2,2), £(1,1)} + d(1,2)

= mix {19,16} + § = 24
= £(1,3) = max {£(2,3), £(1,2}} + d(1,3)
= méx {23,24} + 8 = 32

= f{4,1) = £ 1,1) +d (4,1) = 16 + 8 = 24
= 104,2) = max {£(1,2), £(a.1)} + d(4,2)

= max {24.24} + 9 = 33
= £(4,3) = max {£(1,3), £(4.2)} + d(4,3)
= max {32,33} + 9 = 42
= £(2,2) = max {£(3,2), £(2,1)} + d(2,2)
mix {9,13} + 6 = 19

3
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As§{ obtenemos la matriz de tiempos en 'qué,es' ‘terminado cada
trabajo, en cade miquina:

Ty

(W1, )} = T2
i

Ta

.Opservacidn: La  misma . matriz.. puede calculando
recursivamente LIPS DRy T e .:d’vq - l‘(’Hz,l),”
£(H3,1), £{W4,1), f(H1,2), otc., en asa orden.’ ‘

Con 1la sucesién eleglida W=(Wi1, Wz, W3, We4)=(3,2,1,4), el ultimo
trabajo que pasa por Mi es el 4, esto indica que el total de tiempo
de proceso para reallzar todos los trabajos en todas las maquinas
es £(4,3) = 42,

En general cuando se tlenen n trabajos, el namero total de
secuenclas diferentes que pueden pasar en todas las maqulnas es n.
En caso que se permita que la secuenclacién sea diferente en cada
maquina (suponiendo que se tlenen m maquinas), es decir que
cualquier trabajo puede ser empezado en cualquier maquina, entonces
el numero de alternativas dlferentes es (n)" y en este caso, el
tiempo total de proceso, varia dependiendo de la secuencia que se

aslgne como inlcial para cada maquina.
Sln embargo, este ultimo caso no serd tratade y nuestra atenclién

sélo estara centrada en el caso de una secuenciacloén donde el orden

de proceso de los trabajos para cada maquina es el mismo.
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ALGORITMO DE LOMNICKI

El algoritmo es aplicable al problema de encontrar el orden en que
los n trabajos deberin ser procesados en cada una de las maquinas
(se analizara el caso de 3 maquinas, pero la generalizacién para m
maquinas Se lntuye directamente), respetando 1a restriccién en
cusnto al orden de procesamiento de los trabajos, el cual debe ser

el mismo para todas las maquinas.

El problema, es un problema de decisién si-no (debe o no aslgnarse
el trabajo Wi en la posicién § de la secuencia) e
independientemente de que el problema pueda plantearse en un modeio
de programacién blnaria, resulta que el utllizar un procesoc de
ramificacién y acotamiento, es la mejor forma de resolverlo. Y es
aqui, donde recurriendo al método de Lomnicki, se logra obtener un
algoritmo que resuelve de manera eficiente el problema de 1a

secuenclacién éptima, el que a continuacién se muestra.

El proceso de ramificacién comlenza dividiendo a todas las n
secuenclias posibles en n clases, segin sea el elemento iniclal de
la secuencia. Cada una de estas n clases se dividiran a su vez en
n-1 clases segun Sea el segundo elementoc de la secuencia y asi
sucesivamente. Al final del 4&arbel se tendrin las secuencias
perfectamente definidas.

El proceso de acotacién para un nodo intermedioc, es efectuado al
calcular las duractones de 3 tipos de trayectorlas que completan la
secuencia dada en dicho nodo y de acuerdo a esto, la cota para el

node referido, es la mayor de estas 3 duraciones.

Supébngase que estamos analizando un nodo intermedio, donde ya se
tlene fija la secuencla Wi, W2,...,Wx y falta definir quienes son
Wkel,..., Wn. En estas condiclones, el valor de cada trayectoria
ascociada a dicho nodo es:
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Primera Trayectorla

Cuando definimos particularmente los k primeros trabaJjos a realizar
en la secuencia de n trabajos, el tiempo total requerido para
realizar todos los n trabajos, serd al menos el tiempo que consume
el reallzar los primeros k trabajos en las 3 maquinas (es decir
fe(Wx,3)), mis lo que duraria reallizar los trabajos k+1,...,.n en la
miquina 3. Ya que independientemente de! orden en que sean
procesados los n-k trabajos restantes, en el mejor de los casos, la

miquina 3 no presentaria tiempos muertos.

Equivalentemente una cota inferior para el conjunto de todas las
posibles secuencias de n trabajJos, cuando se deflnen los k primereos
traba jos es:

g = fk (Wx,3) + d(Wke1,3}) + . . . + d(Wn,3)

Graficamente:

Ma w2722 e WEet . . . ., Hn

M2 Wi | 7AWz 2] W

M1 Hi HWa | Wk
£ (4x,3) -
* 1 dtv,3)
FIGURA 23 takey

Sequnda Trayactoria

Para este caso se supondrd que en la madqulna 2 no hay tiempos
muertos al momento de ser procesados los trabajJos Wkel,...,Wn y que
en el mejor de los casos, el Ultlmo trabajo que es procesado en la
miquina 2 ( Wn ) puede lnmediatamentc ser comenzado en la maquina

3. De tal suerte que la maquina 3 terminaria todo el procesc en un
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tlempo casi igual al de la maquina 2, salvo por un tiempo lgual a
la duracién minima de los trabajos Wke1l,...,Wn {se adopta ia de
minima duracién, por que se trata de un problema de minimizacién y
conviene conservar aquellas soluciones con minima duracién).

Asi que el tlempo tota]l de proceso estd acotado inferiormente por:

g8 ' = fx(Wk,2) + d(Wke1,2) + ... + d(Wn, 2} + min {d(W1,3)}
1=kel, s s .4
Ma - Wn
M2 Hljj// ﬂ; NkJ l WEes , . . . . Hn I
M| W Wz | Wk o i
P |
H i i
¢ NI R N
£, (W, 3) n
1 d(w,3) min{ d{Wi.3)}
FIGURA 24 1akel [C1°23 s :

Tercera Traysctoria

En 1a tercera trayectoria supéngase que el Gltimo de entre los
trabajos k+1,....n, que estan por reallzarse, puede pasar sin
demora por las tres miquinas. De esta forma el tlempo de
terainaclén mas préximo del proceso completo es igual al tiempo que
se lleva Ilnvertido en los trabajos Wi,...,Wk para la méquina 1, mas
lo minimo que se necesltaria para completar el trabajo Wn, cuando
éste pudlera ser procesado ininterrumpldamente en las miquinas dos

y tres.

De esta forma se obtlene otra cota para el tlempo total de proceso,

a saber:

n
g "' = L di¥Wi, 1) + min {d(W,2) + d(Wi,3)}
L3 1 aktl,...,n
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Graficamente:

M2 Wn

| Hn

M1 Wi W2, ...,Wk I Wket, ..., Ho

min { d{Wi,2) + d(¥Wi,3)}
Zd(wl.l) Iskel,...,n

12ket

FIGURA 25

Cuando han sido calculados los valores de g', g'' y g''', una cota
inferlior ascclada al nodo cuya secuencia es Wi,...,Wk, habri sido
encontrada. Ya que una vez flJada la trayectorta Wi, ...,Wx, no
importa cuales sean los trabajos Wk+1,...,Wn que complementan dicha
trayectorlia, el tiempo total de proceso en el mejor de los casos es
igual a Gk, donde:

Gk = max (g', g'°, g'*")

Se considera el miximo por que en caso de tomar el minimo, el nodo
asociado no proporclona un menor tiempo para complementar todos los
trabajos, ya que existe una trayectoria con una duracién mayor y
cuyo valor ya no puede ser reducido adan por la mejor
complementaclén de la secuencia Wi,...,Wk, cuando se han f!jado los
k primeros trabajos.

Con el proposito de checar simplemente que las cotas g*, g'’" y

g . no dependen unas de otras, se exponen a contlnuacién dos
casos particulares.
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Supéhgase un procesc en el que necesitan ser secuenciedos 4
trabajos & lo largo de 3 maquinas. Ademis suponga que el desarrollo
de la solucién es inlclado y que se ha optado per f1jar al trabajo
C como el primer elemento de la gsecuencia.

A

FIGURA 26

Suponga que los tiempos de realizaclién de los trabajos A,B,C Y D
para c¢ada midquinm, son liguales a los que se muestran en la flgura
27, ocasionando por lo tante que los trabajos sean secuenclados en

acorde con esta grafica:

-~

cl A DlB!
C A D éA]\\N El trabajo Wn-1(¥AQ.3) es

c terminado dempués que el Wn
ex torminado en la NAQ.2

12234 l I

0 5 10 15 20 S0

) trabajo C es ©] unico trabajo f)Jo, onh el node actusl del &rbol
de wolucliéa,

FIGURA 27
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Asi en este caso, dado que no hay tlempos muertos en las maquinas 2
y 3, cuands son procesados los trabajos A,D y B, se obtlenen las
sigulentes cotas para el nodo en donde el trabgjo C es fijo:

g, = £1(c,3) + [d(A,3) + d(D,3) + 'd(B,3))
=4+ 342+ [3+3+2]. '

gy = file,2) » LA, 2) + d(B,2):) + min {d(1,3)}

: S 1%A,D,8
=4+ 3o+

18 relacién obtenida es:

vy ogrt
Bc > Bg

CASO 2

El caso g;: < g::' puede ser obtenido al considerar alternativamente
otros tiempos de realizaclén para cada trabajo, de acuerdo con la
figura 28:

Existe un tlempo muerto

p 7
cl a1 o el
c Iafl D B
c
pt2isg 10 15 20 50

el trabajo C es 1o
FIGURA 28
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Al presentarse un tiempo muerto, después de que los trabaJos

D son procesados en la miquina 3, el valor de las cotas g y g

altera considerablemente, obteniendo en este ca.so- CE

= f1(c,3) + [ d(A,2) + d(D,3) + d(B,3}] =4+3+24 Ia+8+2]
=17
y . : : :
g’ = filc,2) + [d(A 2), + d(D,2) +d(B 2)1: +m1n {d(l 3)}
.4+3¢(z¢3~4]+2‘ :

= 18

por lo qﬁe en este caso:”

8 <&

De la misma forma existen casos en los que la cota g’’’ puede estar
por arriba o por abajo de las cotas g' y g'’. Asi que podemos

concluir que no existe dependencia de orden entre estas cotas.

REGLA DE ACOTAMIENTO

Para cada secuencia {ascclada a cada nodo del 4arbel de solucldn)
Wi,...,Wx, deben calcularse los valores de g', g'' y g''', como ya
fue indicado anterlormente. De este modo, no importando cual sea el
orden en que los trabajos Wkel,...,Wn serdn procesados, tenemos que
el tiempo total del process L(W), una vez que son fljades los
primeros k-trabajos, slempre es mayor o igual a g', g'' y g8 ''. Por
lo que:

st G = max {g’, g'"', g'""'}

—> L(W) 2 G
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DOMINACION

Slempre que en dos nodos fliguren exactamente los mismos trabajos
(aunque en diferente secuencia ) debe declarase lnactivo uno de los
dos, aquel de mayor cota. Ya que la secuencla de duraclén minima
que los complementa, serd la misma para ambos y por lo tanto no
podrd obtenerse una mejor solucién en el nodo de mayor cota.

REGLA DE RAMIFICACION

El 4rbol de busqueda de la soluclén es ramificado al identificar
aquellos nodos activos que tengan la menor cota G y generando en
dicho nodo todas las posibles combinaclones en que puede ser
complementada la trayectoria Wi, MWz, ...,Wx, representada por el nodo
en cuestién. Posteriormente debemos acotar cada uno de los nodos
recientemente creados, de acuerdo a la regla de acotamiento ya
menclionada. Cuando se tenga perfectamente definida una secuencia
Wi, ....Wk, Wiet,....Wn ¥ su cota sea menor o igual que las demias en

el arbol, se considera resuelto el problema.

SECUENCIACION DE n TRABAJOS EN m MAQUINAS (caso mas general)

El algoritmo anterlormente presentade, resuelve ¢l problema de
secuenciacién para el caso en que se cuenta con tan sélo 3 maquinas
de proceso, sin embargo el mismo algoritmo puede generalizarse para
el caso de m miquinas con n trabajos, aplicando, en este caso, las
mismas reglas para el desarrollo del 4rbol de blsqueda solucién,
excepto por que la regla de acotamiento debe generallzarse a este
caso. Ya que cuando se cuentan con m miquinas de proceso., en cada
nodo del arbol de soluciones debe calcularse m dlstintas cotas, de
acuerdo a la siguiente formula:
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- i et L] B
g =t gl i+ Td(WL, )+ min { Cdtw,h) }

‘ tuket i=k+1,...,N hz)+1
sl o m

La figura 29 nos muestra la manera de obtener cada cota g‘”. al
considerar que la secuencia Wi,...,Wk consumird come minimo un
tiempo de proceso f{gual a lo que se lleva acumulado hasta la
méquina Mj, esto es fk(Wk,J), mis el minimo tlempo que se llevaria
al procesar todos los demas trabajos en las demas miaquinas cuando
cada uno de estos tradbajos es procesado Ininterrumpldamente en el
resto de las miquinas.

Mu I Wn
{4]‘1 m

M3 Wi Wz, ... He Wieta...,Wn | |
: i
i
M1 i
H
- v N n ” ¢ L] M .
fr(Wi, J) L dlw, ) min { Ld(v,h) }. -
1mkel imkel,..., N h=j+1
FIGURA 29

A continuacién se muestra el algorttmeo de ramificacién y
acotamiento que resuelve el problema de secuenclacién para el caso

que se tlenen n trabajos a procesar en m mAqulnas.
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Elemplo

Consideremos la sigulente matriz D, que muestra el tiempo en que el
trabajo 1 es reallzado por la miquina J.

H: Mz M3 M4 Ms

A3 5 8 4 2
D= B{7 3 6 9 1
c|js 4 3 8 4
D}js 3 4 7 3

Se desea encontrar el orden en que los trabajos deben ser
eJecutados, de manera que cada maquina reallze los trabajos en el
mismo orden y que ademds se minimice el tiempo total, cuando se
llevan a cabo todos los 4 trabajos, en las 5 maquinas.

LUCIO|

El proceso de solucién comlenza con la ramificacién del nodo raiz
(conjunto de todas les secuenciaclones posibles de 4 trabajos), del
cual surgen cuatro nuevas ramas, segin sea fljadoe el primer
elemento en la secuencla. De este modo, para cada una de las nuevas
ramas, debe calcularse las cotas inferiores, de acuerdo a ia
funclén de acotamliento generalizada. Los resultados se muestran en

la siguiente tabla:

W1 5 4 (3} 2) 1)
Al 23 4 55 6
alrap |a 8162022 {30 |as|as |3z |a1]as
B|r(BJ) |710162526 {35 [ a6 | a7 [ a5 | a1 |48
cfr(cy |s s12202a [30 a1 {36 |3a]a|a
p|r(py) | 912182026 |33 )as a0 [38|a3|ss

asi que las cotas Infertores para cada nodo son:
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45 4 / 46

FIGURA 3¢

El proceso es continuado al ramificar el nodo que tiene la menor
cota y calcular las cotas para los nuevos nodos. Estos resultados

se muestran a continuacién:

J 1 2 3 4 5

is) (4) {3) 2 (1)
g Ogt g g

FCID | 5 512 20 24

CA fz(A.J) 3 14 22 25 28 32 43|42 3241 43
B fz(B.J) 12 1621 3031 | 36 | 43| 39| 37 | 41 | 43
cb fz(D.J) 141721 28 31 | 34 | 42 | 41 | 39 | 43 | 43

®
Ourc GO O)

& \o“

FIGURA 31
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Del ultimo érbcl de bisqueda de la solucién, se observe que exlisten
3 nodos terminales coh cota inferlor igual & 43 y que es el menor
de los valores que aparecen en el Arbol, De este modo, optamos por
ramificar el nodo CA. lLos resultados se muestran en la tabla y en
la gréafica siguiente:

J
1 2 3 4 5
CA {5} g(l) () t2y] (1}

g g "] &
T A0 | g 14 22 20 24

CAB | £ (B,J) [ 1518283738 | 41 |47 | 42] 35| 41| 47
CAD | £ (D,J) | 172026 33 36 | 37 | 43 | 42 | 39 | 43 | 43

45

FIGURA 32

Puesto que no existe ninguna cota inferior a 43, CADB es una
solucién éptima, Y el tlempo total de proceso es:

CAD f:(D.J) 17 20 26 33 36

CADB f‘(B.J) 24 27 33 42 43
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Graficamente, se observa:

1d

] AR Z IR

c
c {zlal o B

clZl A D B

cla |Zp|#~]s
c [a] o B
IIII[lIIIl'I!IIIIIIllIII'l
Ill]tllll il]llllll‘llll‘l’
0%*%®%gg 20 30 10 50

FIGURA 33

3.6. COMPLEUIDAD COMPUTACIONAL

3.6.1. Conceptor basicos

El concepto de comple)idad computacional surge a raiz de la
busqueda de alguna herramienta para medir la eflciencia de los
algoritmos. El1 problema de medir esta eficlencla no se habia
estudiado hasta antes de 1870, ya que desde el surgimiento de la
investigacién de operaciones, el interés se centraba en la busqueda
de algoritmos que resolvieran los problemas, mis que en la forma de
como lo resolvlieran. Sin embargo, fue en 1971 Cook y en 1972 Karp,
quienes introdujeron a la literatura este concepto, el cual busca
clasificar los algoritmos en términos del nivel de requerimientos
computacionales de los algoritmos (orden matemitico del tiempo que

necesita el algoritmo para resolver un problema dado).
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El orden computaclonal es el concepto mas utillzado cada vez que se
quiere medir la eficiencla de un algoritmo y se define como la
expresién matemitica de la cantidad de céalculos requerldos, en
funcién del tamafic de una instancia del problema (valores
part iculares de un problema). Por eJemplo, sl un algoritmo requlere
un numero de cédlculos que puede ser expresado como un polinomio de
cuarto grado, entonces decimos que el orden es nt o simplemente

O(n‘). otros algoritmos pueden ser D(nzl. O(nlogn), o(2™), etc..

Con frecuencla, el orden de un algorltmo puede decirnes cuando
conviene ser utilizado. Para ello supongamos que se cuenta con 3
algorltmos con los sigulentes grados de complejidad:

19 - O{log n)} = 4 log(n) Hanaa
2°. - otn®) = 107° n° minutas
3%- 02" = 10™° 2" aequndas

S1 comparamos el tlempe que consumen cada unc, para un problema de
n=10 y para otro de n=100, obtenemos que:

Orden a(1og n) o(n®) o(z")
Funcién 4 log n 107% n® 107¢ 2°
m\untdades Ranaa minulae aeqgundaa

0.001 aegq.

n = 10 4 honas 1 minuta = 1 miteai. de aeg.
3125 min. 1,125, 899,907 aeg. |

n = 50 8.8 honas | . 55 hanae = 35.7 afaa
100,000 min “valor

n = 100 8 hanaa extremadamente

= 2.3 measeo

grande

Asi que para n suficlentemente grande, el algoritmo logaritmico es
preferido sobre el pollnomlal y éste a su vez sobre el exponencial.
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Ademis, el tlempe de proceso para el algoritmo polinomial es
razonable, aun para n grande {(un problema de tamafioc -n=100 es
bastante grande y dificll que>su nos presente). De este modo se
dird que un algoritmo es eflclente si su complejidad computacjonal
es del orden a lo mads polinomlal.

3.6.2. Ventajas y limitaciones de los métodos
de ramificacién y acotamiento

De los métodos mas populares para resolver problemas de
optimizacién discreta se encuentran los métodos de ramificaclén y
acotamiento. En muchas aplicaclones practicas de programacién
entera y optimizaclén comblnatoria, estos métodes han proporcionado
resultados satlisfactoriocs. Sln embargo estos métodos en muchos de
los casos no son eficientes (su complejidad computacicnal es del
orden exponencial}, pero podemos decir que de los algoritmos
existentes para la optimlizacién discreta, los métodos de
ramificaclén y acotamlento son de los mids aceptables que extsten (o

son, de todes los malos, los mehos malos; segun se preflera).

La ventaja de utilizar los métodos de ramiflcacién y acotamiento,
radica en lo flexlble que son estos algoritmos, ya que al utilizar
la técnica enumerativa de soluclones, es posib.e resolver cualquier
problema de optimizacién discreta. Ademas Ia técnica puede
interactuar con algunas otras técnicas de optimizacién,
produciéndose algoritmos bastunte aceptables; como el caso de la
solucién de problemas de programacién entera, los cuales pueden ser
resueltos medlante la técnica de ramificacién y acotamliento
conjuntamente con la utllizacién de una estrategia basada en la
relajacién a problemas de programacién lineal y simulténeamente con
el empleo de los métodos de planos de corte.

También es importante sefialar que debido a la técnica ehumerativa
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de soluciones, los métodos de ramificacién y acotamiento pueden ser
programados en miquinas de proceso compartlde {maquinas que pueden
realizar varias tareas a la vez) o blen, resolver un mismo
problema, &l generar varlas soluciones parciales del problema
original (claro, de manera exahustiva) y optimizar cada soluclén en
una mAqulna por separado; de este modo estariamos reduciendo el
tiempp que nos llevaria resolver todo el problema en una sola

maquina.

3.6.3. Complejidad y experiencia computacional
del Algoritimo de Balas

Lo conceptos basicos de cémpleJldad computaclonal nos llevan a
concluir que un algoritmo es eficiente si para cada instancia dada
(problema con valores particulares), el tlempo de proceso para
resolverlo es a lo mas de orden polinomtal. En el caso del
algoritmo del Balas, es facil veriflcar que el tlempo de proceso
para resolver un problema con n-varlables es del orden 0(2") (en el
"peor” de 1los casos, para resolver el problema, es necesarto
anallzar todas y cada una de las poslbles soluciones), esto
slgnifica que el algoritmo de Balas es inefliclente. Por otro lado,
en caso que fuera posible identificar la trayectoria que conduce a
la solucién éptima (serie de nodos que conducen a la seclueién
6ptima), el problema binario seria resuelto en tlempo polinomlal.
Esta caracteristica, enh teoria de la complelldad computacional, se
conoce como: el problema es NP (pollnomial no-determinista). Mas
aun dentro de la clase NP existen otra clase de problemas que son
dificliles de resolver y que son aquellos problemas NP que pueden
ser transformades, en tlempo polinomial, a otro problema NP; a esta
clase se le conoce como NP-completa (ejemplo: el problema de
programacién binarla, el problema de satlisfacibilidad, el problema
del maximo cliclo, el problema del]l agente viajero, el problema del

méximo conjunto independiente, el problema de la mochila ajustado
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al modelo O-1, el problema de la mochila ajustado el modelo de
programacién entera, el problema del cubrimiento con conjuntos de
cardinalidad 3, etc.; revigar ([T7] y [8]). Los problemas
NP-completos son problemas para los que no se conoce Yy
probablemente no existan algoeritmos polinomiales para resoclverlos:;
cuando se halle un algoritmo polinomial, la teoria de la
complejidad se habré terminado.

Por otro lado, cuando el algoritmo de Balas es comparado con los
algoritmos existentes para programacién lineal, concluilmos que el
de Balas es un buen algoritme, pero no tan bueno comec el algoritmo
que se obtiene de combinar la técnica de ramiflcaclén y acotamlento
con una estrategia basada en el 6ptimo del problema de programacién
lineal relajado o con el método de plancs de corte [4]. Sin embarge
cuande el algoritmo de Balas es comparado con todos los algoritmos
de enumeracidén implicita, Balas es considerado uno de los mas
importantes. Para conflirmar esto, veamos el estudlic reportade por
Narula y Kindorf en 1979 [13].

En el estudioc realizado por Narula y Kindorf ellos comparan el
algoritmo de Balas con Hummer y Rudeanu (1968), Peterson (1967),
Ziont {1972), Geof'frion (1969) y Zionts (1974) (todos ellos basados
en la enumeracién implicita de las solucleones), conslderando
problemas donde el numero de variables es de 30 a 100 y cuya matriz
A tiene una densidad igual a 0.2, 0.4, 0.6 y 6.8
(densidad(A)=Pr[a”>0]), asi problemas como el de seleccliédn de
proyectos de inversién de multi-periodos tiene una densidad cerrada
de uno, mientras que el problema del cubrimlento puede tener
densidades tan pequefias como de 0.02 a 0.11). En estas condiclones,
ellos concluyen que de los B algoritmos comparados, el algoritmo de
Balas y el Algoritmo de Zionts son de los mejores, mas aun, se
recomienda usar el método de Balas para problemas en los que la

densidnd d=0.6 y n250 y usar el método de Zionts para problemas con
d=0,8 y/0 n=30.
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Todo lo anterior nos lleva a conclulr que el algoritmo de Balas es
ineficlente si consideramos el tiempo que se lleva para resolver
cualquier problema blnario. Sin embargo, de los algoritmos que

existen para programaclén binarla, Balas es uno de los mejores.

3.6.4. Complejidad y experiencia computacional del algoritmo
de Little (El problema del agente viajaro)

Comparando el algorlimo de Little (de ramificacién y acotamlento)
con los algoritmos exlstentes para aslignacidén en general,
concluimos que el de Little es ineficlente, ya que existen
algoritmos que lo superan en eficlencia (asignacién mediante al
algoritmo simplex y el método hungaro). Sin embargo cuando Little
es referido al problema del agente viaJero, Little es de los mas
eficlentes (o el menos malo de los algoritmos exactos; segin se
preflera).

El problema del agente viajero por st mismo es un problema dificil
de resolver, ya que cuando el problema es referido a n nodos o
cludades, éste se traduce o encontrar de un total de (n-1)!
posibles recorridos hamlltonianes (permutando n nodos obtenemos n!
posibllidades, de las cuales fljando unc de estos nodos obtenemos
(n-1)! posibles recorridos hamiltonianos) aquel que optimice el

recorrido total sobre los arcos.

Tedricamente el problema puede ser resuelto s! generamos todoes los
(n-1)! recorrldos y comparamos sus pesos totales. Sin embargo ésta
no es una buena ldea, ya que para un problema de 20 nodos se tiene
un total 19!x 1,16°10%7 posibles recorridos y nos llevaria afies de

trabajo el desarrollar cada uno de estos recorridos.

Por otra parte, para resolver de manera mas “intellgente- el mlsmo

problema, utllizemos algunos de los algoritmos existentes para
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problemas de optimizacién combinatoria, Sin embarge ain no
existe algoritmo que resuelva el problema de manera eflciente {con
tiempo de convergencia polinomial) y la moyoria de los que se
conocen requieren un tiempo de proceso que es exponencial respecto
al nuamero de nodos. En particular el algoritmo de ramificaclén y
acotamiento aqui presentade, reduce driasticemente los efectos de la
enumeracién exahustiva de todas las posibles soluciones y por la
técnica enumerativa que emplea, en el peor de los casos puede
requerir un nimero exponecial de los célculos y en algunos casos
esto llega a ser aun mayor.

No obstante, la eficiencla de este algoritmo de ramiflicacién y
acotamlento s6lo es superada por clertos algoritmos de aproximaclén
de soluclones (ejemplo: Algoritme de Insercién [5]), los cuales
tienen un tlempo de convergencia polinomial y aunque puede no
productr una soluclén 6ptima, en algunos casos particulares puede
proporcionar soluciones aceptables (muy préxima de la éptima). De
este mode, sl consideramos que para un problema de nz20 se comienza
a demandar un tiempo de proceso bastante grande (meses de trabajo),
se suglere utllizar Little para ns20 y cuando n20 es mejor
utilizar algin heuristico (algoritmo de insercida).

3.7. DiscusioN

Con lo ya presentado en este capitulo, apreciamos qué la técnica
de ramificacién y acotamiento es flexlble en el sentido que puede
ser utlilizada para crear algoritmos para problemas mis generales
(Problemas de tilpo blnario) o bien algoritmos que resuelvan
problemas mas particulares, obteniendo, en estos ultimos, mayor
eficlencia, en cuanto a que reducen el consumo en el tlempo de
proceso {(algoritmos de asignacién y secuenciacién).
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La contribucién basica del capitulo 3 es la parte de Andlisis de
Sensibilidad para el algoritmo de enumeracién implicita, la cual
nos permite resolver un mismo problema, bajo ciertos camblos en los
parametros y aun cuando estas variaciones sean muy drasticas, los
resultados en cuanto a tiempo de proceso se reflere, no han sldo
tan malos come para aquellos problemas que han sldo reformulados y
resueltos desde el principlo. Para darse una mejor ldea de esto, y
aun cuando el ejemplo no es lnclulde [14], al haber experimentado
con un problema de proyectos de inversidén, invelucrando 20
proyectos (variables) sobre 10 periodos (restricciones); un total
de 1,091 soluclones parciales fueron examinadas en la fase scoluclén
y adlclonalmente 1,143 soluclones parclales fueron examinadas en
otros S5 estudlos sobre proyectos de inversién (modiflcaciones en
los pardmetros del mismo problema). Lo cual contrasta mucho con el
tremendo trabajo que se lleva resoclver, desde un principls, las
8,515 soluclones parciales que se requleren anallizar, para resclver
los mismos 5 problemas separadomente, pero usando el déptlmo

original y una soluclén Iniclal en cada caso.

Analizando la eficiencia de los métodos de ramificacién y
acotamiento, concluimos que son ineficientes (su complejidad
computacional en la mayoria de los cases es de tlpo exponencial),
pero de todos los algoritmos que existen para optimlzacién
combinatoria, los de ramificacién y acotamlento son de los menos
"males" que existen. As{ por ejemplo, el algoritmo de Balas es de
los algoritmos mAs aceptables de todos los algoritmos de
enumeracién Impliclita y sélo es superado por algoritmos que
utilizan la ramif'lcacién y acotamiento slimultdneamente con el
método slimplex y los métodos de planos de corte, Asi mismo,
al comparar la eficlencia del algoritmo de Little con los demdas
algoritmos existentes para el problema general de asignaclén,
concluimos que es fineflciente, ya que su eficlencla se ve
claramente superarda por 1a del método hungare y el algoritmo

simplex especiallzado para asignacién; sin embargoe, el mismo

129



algoritme de Little aplicado al problema del agente viajero,
resulta ser de los mejores (o de los menos malos; segin se
prefiera), ya que en este caso su eficlencla s6lo es superada por
algoritmos heuristicos (algoritmo de insercién).

Sin embargo, aun cuando los algoritmos de ramificacién y
acotamiento resultan ser ineficlentes, la venta)a de utilizar la
técnica de ramificacién y acotamiento radica en que es una técnica
enumerativa de soluclones, lo cual hace posible que un mismo
problema que es resuelto con un algoritmo cuya complejidad es
0(2"), pueda ser resuelto al analizar m subproblemas pero en
diferentes magquinas. De este modo, cuando para la solucién de un
misme problema sen utlllizadas o miaquinas (analizando un subproblema
en cada miquina); el tlempo que consume el proceso de soluclén
seria del orden 0(2™ ™), reduciéndose drasticamente el orden, ya
que 5! antes hos llevaba 107°*2%" 4eg3. = 35.7 anas resolver un
problema con n=50 (esto es en el peor de los cases), wnhora
utilizando m=20 miquinas, el tlempo se reduce a 107%2% seqg. = 18
min. o incluso a tan sélo un segunde cuando son utllizadss w=30
miquinag; ésta es la ventaja de utlilizar los métedos de
ramificacién y acotamiento.
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4, MODELOS CLASICOS

4.1, EL. PROBLEMA DE PROYECTOS DE INVERSION

En el caso simple, el problema consiste en escoger de un total
de n posibllidades de inversién (independientes), aquellos que
maximizan el beneficlo total de las Inversiones, pero respetando la
restricclén sobre el capital disponlble.

Para modelar el problema, sea Bl el beneficio redituado del
proyecto ], Aj el costo de inversién en el proyecte §J y C el total
de capital disponible. Entonces, xj es 0 (& 1) cuando el proyecto J§

es rechazado (6 elegido) para invertir. Asi, el modelo basico es:

n
Maximizar Z B, X s
1

h
Y AX,=C
J=1

X, =061 (J=12,...,n

sujleto a
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Un caso m&s generalizado se obtiene, al considerar la misma
situacién para varios periodos, presentandose diversos
requerimientos de inversién y capital disponible, para cada
periodo. En esta situacién, los costos no-negativos del proyecto J
en el perifodo t es denotado por A'_, (3=1,...,n , t=1,....T) y el
capital disponible en el pericdo t es Ct (e=1,...,T). Asi, el
problema de proyectos de inversién de multli-periodos es:

Maximlzar B

1

X

3 3

sujeto a

Ay X sC (t=1..mT

™17 §M1s

=1
, =061 (J=1,2....n)

>

Existen muchas otras extensiones al modelo, una de ellas ocurre
cuando los n proyectos posibles son particionados en subconjuntos
ajenos N A (psn) y solamente un proyecto de cada
subconjunto puede ser seleccionado. Esta condicién es tipica en un
problema de la construccién de una carretera entre dos cludades,
cuando se tienen varias rutas u opclones de construccién, deblendo
construirse una Gnica ruta entre ambas cludades. La anexién de este

requerimiento esti representada por:
):xj= 1 (1=1,...,psn)
jen,
4.2, EL PROBLEMA DEL CUBRIMIENTO
Considere un conjunto I={i,...,m} y una clase P={Pl. vas .Pn}.

L]
donde Py S 1, yeJ = {1,....n} . Un subconjunto J & J define un
cubrimiento de I si:
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UPJ?

Jed

Supongamos un costo C’ >0, asociado a cé&a' jedi entonces ‘el costo

total del cubrimiento J es;
Le,
el
El problema del cubrimiento consiste en 1la hisqueda . de

cubrimiento de costo minlme y su modeleo es;

n
Minimizar Z C] X s

J=1
sujeto a n .

Z A“ )(J 21 (1 =1,2,...,n)

J=1 ’

')(l=061 (J = 1,2...,n)
donde 1 84 J esta enel cubrimiento

X, =
! 0 en otro caso

1 slleP
A=

0 en otro caso,

Algunas generalizaclones del modelo son planteadas, cuando
restricclones principales, son consideradas como:

n
):AU X, &b, i=1,...,m donde be Z,
3=t

lo que se traduce en cubrir el elemento i de I, b veces.
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Por otro lado, la restriccién CJ 50 J=1,...,n, no representa mayor
problema, pues en caso de tener algunas variables con un costo
negativo, como el problema es de minimlzar y las restricclénes del
tipo mayor o igual, dichas varisbles tomarian (en el éptimo) el
valor uno, por lec que bastaria eliminar las restricciones en las
que dichas variables aparecen y optimlzar el problema en el que

todos los costos son no-negatives.
EJEMPLO 1

Suponga que se tlenen m tareas a reallzar y para la reallzaclién de
las mismas es posible contratar personal callfjcado. Hay n
candidatos, a contratacién , cada uno de los cuales puede reallzar
algunas de las tareas en funcién de sus capacidades. Para cada
candidato se conccen las tareas que puede realizar y el costo por
prestar sus serviclos. La naturaleza de las tareas permnite el

abordar las mismas entre un grupo cualqulera de indlviduos,

El problema es determinar que candidatos deben ser contratados a un

costo minimo, de modo que se cubran todas las tareas.

1={Tarea 1, Tarea 2, ..., Tarea m}

P={Candidate 1, Candldato 2, ..., Candidato n}

y cada Candldato puede realizar algin conjunto de tareas de I.
EJEMPLO 2
Se quiere hacer un reconocimiento superficial, sobre e] nlvel de
produccién de determinades sectores de produccidén (Azucarero,

siderargico, de servicio, etc.). Las unidades correspondlentes a

cada sector, se encuentran distribuidas en los diferentes
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municiplos de la poblacioén, Cada municliplo tiene asoclado un costo,
necesario para el levantamlento de la informaclén. Y se quiere
determinar que municipios inclulr en la muestra, para lograr

obtener informacién, de por lo menos cada sector de produccion,
I={Azuca.rero. Siderurgico, de Servicios, etc.}»
Pa{Municiplo 1, Municipio 2, ..., Municlpio n}’

y en cada Municipic se encuentran localizados uno. o varlos sectores
.de la preduccién.

4.3. EL PROBLEMA DE LA MOCHILA

Un explorador tlene que realizar una larga travesia y para ello,
necesita llevar consigo, una serie de articulos que le son
necesarlios en su viaje. Sin embargo, para llevar su equipo, el sélo
cuenta con una mochlla que tiene una capaclidad total de K unldades
de volumen.

Suponlende que el articule | tiene un volumen Kl ¥y un valor de
utilidad igual a vl . el explorador necesita saber que articulos
llevar consigo, de modo que obtenga la maxlma utilidad posible.

Asi, el modelo matematico para el problema de la mochlla es:

n
Minimizar Z Vl X .
J=1

sujeto a n
Y K X =K
i=1
X1=061 (1 =1,2,...,n)
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.[ A

= vaior de’utilidad del’ artfeuto s

K‘ = Volumen del artfculo 1.

4.4, EL PROBLEMA DE ASIGNACION

Supongase que tenemos n tareas por realizar y m empleados que
pueden realizar cada tarea, Cada empleado ! realiza la tarea J con

un costo C”

TAREAS

E

M Cu C12 cx: cln
t 21 %22 Caz oo Can
E 2 cnz c:‘l:l c:ln
A . .
b : . :
4]

S (1) w2 2l Cll\

El problema es asignarle un empleado a cada tarea, de modo que se
realizen todas las tareas, pero minimizando costos. Asi el modelo
matemitico para el problema de asignacién es:

n n
Maximizar Z ZC“ )(lJ
F1 =

sujeto a n

qu =1 (=1i2z..,mn
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EJEMPLO 1

En una competencia de relevos de 400 metros‘ incluye a 4
diferentes nadadores, quienes nadan sucesivamente 100 metros de
dorso, de pecho, de mariposa y libre.

Un entrenador tiene & nadaderes muy veloces, cuyos tlempos

esperados (en segundos) de manera lndividual son

EVENTO 1 EVENTO 2 EVENTO 3 EVENTO 4

(dorso) {Nado de Pecho)| {Mariposa) (l1ibre)
Nadador 1 65 73 63 57
Nadador 2 67 70 65 58
Nadador 3 68 72 69 55
Nadador 4 67 75 70 59
Nadador S 71 69 75 57
Nadador 6 B89 71 66 59

¢ Como deberda el entrenador programar sus relevos, de modo que el
equipo reallze su mejor tlempo en la competencia ?.
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EJEMPLO 2

Un bufete de abogados ha aceptado 5 nueves c¢asos, cada uno de los
cuales puede ser llevado adecuadamente por cualquiera de los §
asociados mds reclentes. Debido a 1a diferencia en experiencla y
practica, el tlempo que demora el llevar un mismo caso, varia
dependiendo del abogado al que se le asigne el caso.

Uno de 1los asocliados mis experimentados, ha estimado Ilas
necesidades de tlempo (en horas) como slgue:

CASO 1 | CASO 2 CASO 3 CASO 4 CASO 5
Abogado 1 145 122 130 85 118§
Abogado 2 80 63 85 48 78
Abogado 3 121 107 93 69 S5
Abogado 4 118 83 116 80 1085
Abogado 5 a7 78 120 80 111

Determinar la forma 6ptima de aslgnar los casos a los abogados, de
manera que cada uno de ellos se dedique a un casc diferente y que
el tiempo total de horas empleadas sea minlmo,

4.5. UN PROBLEMA DE SECUENCIACION

Suponga, en el caso simple, un taller puede efectuar un soélo
tipo de trabajo a la vez y un conjunto de n ordenes diferentes de
trabajo, son contratados a la vez en una fecha base. Y suponlendo
que cada trabajo 1, ¢s contratado para ser entregado en 8, dlas a
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partir de la fecha base. Ademis cada trabajo tiene una duracién de
trabajo dl v en caso de retraso a la fecha de entrega, se tlene una
multa de P, pesos por dia de retraso despues de los xl dias
est)pulados.

¢ Cuil debe ser el orden en que los trabajos deben ser reallizados,
de modo que el taller incurra en la minima multa total, ocasionada
por la entrega retrasada de todos y cada uno de log trabajos ?.

EJEMPLO

Consldere el caso en que 6 trabajos son contratados por el tzaller
en una misma fecha base.

TRABAJO | DIA DE ENTREGA | DURACION MULTA POR DIA
i g, d, DE RETRASO P,
1 5 $5
2 4 4 $4
3 a8 3 $2
4 12 5 $1
5 13 2 $7
6 17 7 $1

As{ por eJemplo, s! la secuencia de trabajos es: hacer primero el
trabajo 1, después el trabajo 2 y asi suceslvamente hasta la
conclusién con la orden 6; entonces se Ilncurre en una multa de
$997, como lo muestra la figura 34.
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FECHA DE ENTRECGA

|1‘1 I Tzl T3 | T4 |T| Té I

5

FECHA DE TERMNINACION EN EL TALLER

o = =] = =] = |
B e e

¢} s 10 15 20 25

{(77//}] RETRASO DE Ti= 3 UNIDADES
777 niso.vE T2= 5
[/} r150.0E Ta= a
nho DE Td= §
n'rso DE T5= &
() wrso- re o

por lo que la multa total por retrasoc es lgual a
G983 4+ 5% 4+ 2%4 + §%1 3 6%7 + Q%1 = § 99,
FIGURA 34
El problema es entonces, determinar el orden en que deben ser
realizados los trabajos, de modo que se minimize la multa total

ocasionada por los dias que se retrasa la entrega de cada trabajo.

La formulacién de este problema (sin mucho detalle) en el modelo de
programacién cero-uno es:

.Mlnlmlzar 2= Z Pl Z Z qu
!

sujeto a
ZY“_ = 1 1i=12,....8
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finalizar el perfodo t

4.6. BALANCE DE LINEAS DE PRODUCCION

Suponga que se tlenen n actividades a realizar en una linea de
produccién, en donde existen relaciones de precedencia entre
algunas actividades. Suponlendo que se cuenta con un grupc de
trabajadores que pueden ser contratados para reallzar cualquier
actividad, entonces el problema consiste en contratar el minimo
nimerc de trabajadores (en base a la tasa de produccién que se
desea obtener) a fin de que cada actlvidad, a reallzar en turno,

tenga asignado un traba jador.
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EJEXPLO

TRABAJO DURACION TRABAJOS DE
1 (en minutos) PRECEDENCIA
Dl

1 3

2 S

3 2 2

4 B8 1,3

5 9 2

] 3 ‘4,8

7 - .

8 A

9" ;3%

10 §
&

8| 1 [ : Ell

a E

Se supone que la tasa de produccién es de 4 unldades por hora o mis
(entendlendose por una untdad, aquella que se logra con la
reallzacién de todas las 10 actividades).
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Definamos las variables

1 sl la actividad |- es reallzada

por ol trabajador j§

X!t = .
0 =i la actividad |. no es realizada
por ol Lrabujndor ]
1 =i &1 trabsjador ) fue ocupado
en 1a lfnoa de produccidn
T, -

o
2
2

trabajader § no fue ccupado

en la 1fnea do produccldn

El objetivo es minimizar el numero de trabajadores a ocupar en la
linea de produccién. Pero es clare que contrataremes come maximo 10
trabajadores (ocupando un trabajador para cada actividad),
satisfaciendose automiticamente las actividades en la linea de
producctén. De este modo, la funclién objetivo es:

10
Minimizar 2 = Z TJ
)=

sujeto a

(1) Cada actividad debe efectuarse

qu = 1 1=1,2,...,10
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(2).

Debido a que necesitan obtenerse al menos 4 unldades por hora
(realizar 4 veces todas las tareas en una hora) o
equivalentemente obtener al menos una unidad cada 15 minutos.
Debemos entonces restringir a que cada trabajador no debe ser
ocupado en mas de 15 minutos, cuando se esta produciendo una

unidad. Esto es:

10
Y 0,X, =15

1=1
J=1,2,...,10

(3) Cada vez que, un trabajo K debe hacerse antes qué el trabajo m

(kem), es necesario agregar el conjunto de restricclones:
Xn = xn
Xux + sz = XIZ
Xkl + xkz + Xk: ® X-a

Xﬁi * xkz et XklO = XIIO

De esta forma, la actividad m es asignada al trabajador i
(i=1, ..., 10) sélo cuando la actividad k ya fue asignada a
alguno de los trabajedores 1, 2, ..., 1-1 .

{4) Por ultimo, con las restrlccliones ya escritas, es posible que:

10
ZX” =0 (puede asumir algin valor entre 1 y 10)

ye3
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¥ sin embargo, ninguna actividad es asignada al trabajador J.
Por ello es necesario pedir que:

10
.).:;X'J s 108§ J=1,2,...,n

Asi cuando el trabajador J no realiza nlnguna actividad. (SJ =.0)
se tiene que: 10 :
Pt

de otro modo, dicho término tomaria algin valor entre 1 'y 10,
dependiendo del numero de actividades que se le asignaron al

trabajador J.

4.7. UN PROBLEMA COMEBINATORIO

Dado un cubo de 3x3x3 conteniendo 27 celdas, el problema es colocar
en cada celda una bola blanca o una bola negra de tal forma que se
minimize el namero de "lineas rectas" en el cubo, que contengan
bolas del mismo color, Entendiendo por "linea recta" un renglén de
3 celdas contiguas incluyendo todas las posibles diagonales (En
total, el cubo contiene 49 lineas rectas). Y suponga que no existe
restricclén sobre el numero de bolas blancas y bolas negras

disponibles.

1 el 1a celda 1 es ocupada

por una bola blanca

O =1 1a celda | es ocupada

por una bola negra
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Si numeramos cada celda del cubo, entonces para cada una de las 49
lineas en el cubo (por elemplo las celdas 1,2 y 3), es necesarlo
agregar dos restricclones del sligulente tipo:

X, +X, +X,-Y =2
X, +X, +X, vY =1
donde Y es una variable asociada a cada linea recta del cubo (en
este caso la linea compuesta por las celdas 1, 2 y 3 del cubo) y
cuyos valores son cero o uno, dependiende de los valores de las

variables asocladas a las celdas que compénen dicha linea. En este

caso:

xl=)(2=)(3=1 [-) XI=X2=)(3=0 ——> Y={, de otro modo Y=().

De esta forma, como la funcién obJetive es minimizar la suma de
todas las variables Y‘ . Al tratar de hacer ceros en la mayoria de
lag variables Y_ . sSe tendrad que las restricclones serian reductdas

, eh 5u mayor parte a:
X, +X, +X, 52
X, +X, +X, 21
lo que implica que en las celdas 1,2 y 3 existen al menos 1 & 2
bolas blancas y entonces dicha linea recta puede tener todas las
bolas del mismo color.
Por otro lado, en c¢aso que Y=1, las restricclones son reducidas a
X, +X, +X,%3

X +X, +X =0
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1o que no restringe el tipo de bolas a coleocar en las celdas 1, 2 y
3 (puede ser que todas sean del mismo color o en el mejor de los
casos, que sean de distinto color). Pere al minimizar la funclén
objetivo, pocas lineas (tanto como fuese posible) tendran celdas

con bolas del mismo color,

Nétese que un valor de 4 en la funcién objJetivo, significa que a lo

mds 4 lineas presentaridn bolas del mismo color,

Por lo tanto, el modelo en este caso es:

49
Minimlzar 2 = Z Y’
=

sujeto a
X, + X, +X,*Y, =1

X v X, +X-Y,=2
X X, #X3+ Y, 21

X, .Y, =061

1=1,2,...,27
J=1,2,...,40,
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4.8. UN PROBLEMA DE EXTRACCION MINERA

El problema consiste en excavar, dentro de un drea y en clerto
orden permisible, con el propésito de obtener mineral preciado. Por
cuestliones practicas, tanto el mineral como la corteza que estén
encima de la mina, son divididas en bloques (normalmente de S0 ples
cublcos). Cada bloque tlene un clerto ingreso neto, obtenido de
restar el costo de extraccién, a la cantlidad obtenida después del
refinaniento y venta del mineral. Para bloques que estin cerca de
la superficle (corteza que esti encima de la mlna) el Ilngreso neto
es frecuentemente negative, perc normalmente es positivo conforme
los bloques estan mas profundos y mds cercanos a la parte medular
de la nina.

En estas condicliones, el problema es saber que bloques extraer, de
modo que se obtenga el mayor 1ngreso posible, pero cuidando que 1la
excavacidén de un bloque es posible solamente sl son removidos los
bloques que estin sobre éste. La figura 36 nmuestra un elemplo
particular, en donde el bloque 1 puede ser extraldo, previo a la
extraccién de los bloques 2 y 3.

v

1

2 3 =
t

a

1 v

L]

r

t

1

<

a

1

FIGURA 36
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1 el ol blaque 1 soré. excavado .

X, = Rl
. o en- atro caso

Y supongamos que R‘ es el ingreso neto estxﬁado:par'a el; ‘i—ésimo_
bloque (en algunos casos es negatlivo). AP : ’

La funclén objetivo es entonces:

n
Maximizar Z Rl ?(‘
J=1

pero respetando la restrlccién de que cada bloque (excepto los que
estan sobre la superficle) puede ser extraldo solamente sl los que
estén arriba de éste son tamblén extraldes. Asi suponiende, el caso
que los bloques 2,3,4 y 5 se sobreponen al bloque 1, entonces debe
agregarse la restricclén:

X, +X; *X -Xs-4X =0

4.9. UN PROBLEMA DE DISENO LOGICO

El problema consiste en construtr un sistema légico, que responda
a una operaclén 16gica preestablecida, dadas clertas entradas
posibles. Asi, un sistema tlene una salida y un nimero de entradas
posibles, cada una de la cuales puede asumir los valores 0 & 1.

Dada una funclén légica que el sistema debe realizar, el problema
es referido a construlr un slstema de salida a base de compuertas
NOR (funcién 1légica AVB ) para eJecutar la funcién légica
preestablecida.
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Una compuerta NOR tiene 2 entradas {A y B) y una salida, de acuerdo
a la slguiente tabla de verdad:

TABLA 1

ENTRADAS SALIDA

- - 0 O
- 0 = O
o o O =

Un “circuito” esta compuesto por la conexién de varias compuertas
NOR, de acuerdo al siguiente diagrama:

Iﬁ“ 4J [NOR sl BORGI [NOR'I'
[ [ i [

ENTRADAS ENTRADAS
FIGURA 37

Una entrada externa (A o B} puede ser conectada a cualquiera de las

entradas del circulto, lIncluso para mas de una compuerta NOR.

160



Ademés, la salida de algin NOR puede ser guiada por mas de una
entrada, pero mis de una salida de los NOR no puede ser guiada por
la misma entrada.

Asi el problema consiste en disefiar un circuito que pueda realizar
una funclén légica preestablecida, utlilizando el minlmo numero de
compuertas NOR.

Congidere, por ejemplo, el problema de construir un circuito de
compuertas NOR con 2 entradas para poder realizar la funclén légica
de la tabla 2.

TABLA 2
ENTRADAS SALIDA
A B
0 o [¢]
0 1 1
1 0 1
1 1 o}

Para simplificar el modelo, es necesarlo asumir que, el circuito
éptimo B lo mis contendrd tantos NOR's como lo indica la figura 37.
En estas condiclones, definimos las sigulentes varlables de
decisién:

1 =1 la compuerta del NOR 1

es utillzada, 1=1,...,7

O  en otro caso
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1 sii1a eﬁgr;dg ’ar:gt.alr-r; A es consctada &
. i la colpﬁéf&ﬂidul mn l. ot
Ty= v
L‘ Ov . ‘eﬁ otro caso’
17 st 1a entrada extorna B os consctada &
“".1a compuerta del NOR 1,
Tys® : »
‘ 0 : en otro caso
E X “La " saltds pars  1a c‘o’l’pu;r-'.;”

combinacién ds  entradas’  dadas  en

la tabla 2.

La funcién objetivo es:

7
Minimizar 27 = Z S’

=1
Las restricclénes impuestas son:

(1). Las entradas externas A y B son conectadas en el KOR {, sélo
cuando la compuerta 1 forma parte del circuito.

T, *+T,s 2§, 1=1,..,7
(11). Para las compuertas 1, 2 y 3 de la figura 37, sl la compuerta

tiene una (o dos) entradas externas, entonces solamente una

(o ninguna) compuerta NOR alimentara a dicha compuerta.
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Sz"S:\*'Tn'sz's 2
S+ S+ T+ Top = 2
Se‘sv*Tas+T:z s 2
(111). La salida para la i-ésima compuerta NOR debe ser la funcién
tégica correcta (NOR), para cualquier combinaclén de entradas
a la compuerta {.

Para ello definamos los parametros:

a« = El valor da la entrada externa A megun

1)
el )-émimo renglén de la tabla 2.

uz.‘ = El valor de la entrada externa B segun

el j-émimo renglén ds ia tabla 2.

Entonces la sallda X, para la compuerta 1, dada la combinacién de

I
entradas especificadas en el 1l-ésimo renglén de la tabla 2, es

correcta (segin la funclon légica NOR) sl satisface:

@y Tyt %y T, v Xyt X v X, =2

_ - .
S e Tyt %yt v X, v X, v X, 20
i=1,...,7 , 1=1,2,3.4

donde J y k son los numeros de las compuertas cuya salida esta

conectada a la compuerta i.
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13 11 1n a2
decir, cuando las entradas a la compuerta i son ambas cero

De este modo, X”= 1 sblo cuando X“= X = o *T =a * T|z= 0 es

(pudiendose conectar, en este caso, las entradas A y B a la

compuerta 1, siempre que ®,= Oy ©,.= o).

En una compuerta particular exlste una sefial de sallda igual a 1,
para cualquier comblnacién de entradas A y B; siempre que dicha

compuerta es contemplada para formar parte del clrcuito.

Esto es representado en el modelo, al imponer las siguijentes

restricciones:

45, - Xy * Xp * Xp = X =0
t=1,...,7

(iv) Adicionalmente, para pedlr que el circuito ‘establecido efectue
la funclén 1légica correcta, de acuerdo a la tabla 2; es

necesario instanciar las variables le de la slguiente mancra:
xn= 0. xta- 1. Xm“ 1. Xu= Y

ya que de esta forma, no importa donde conectemos las entradas
externas A y B, la salida por la compuerta 1 (salida final)
sera el valor correcto segin la funclén légica mostrada en la
tabla 2.

Asi, el modelo completo para el problema de disefio légico,
involucra 73 restricciénes y 4S variables, todas del tipo cero-uno.
Y la soluclén éptima, que se obtiene de aplicar la técnica de

ramificacién y acotamiento, es la mostrada en la figura 38.
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FIGURA 38
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CONCLUSIONES

La Técnica de Ramiflcaclién y Acotamiento es Gtil cada vez que
necesitamos resolver problemas de optimlzacién discreta, donde una
funcién va a ser maximizada o minimlzada sobre un conjunto finito
de alternativas, de tal forma, que el proceso de solucidn puede ser
realizado con la enumeracién de cada alternativa, pero de manera
"inteligente”.

La Técnica es flexible en el sentido de que puede ser utilizada
para crear algoritmos generales (algoritmos de enumeracién
implicita) o blen algoritmos que resuelven problemas mas
particulares, logrando mayor eficiencla en cuanto a que reducen el

consumo en el tiempo de proceso (algoritmos de asignacién y
secuenciacion).

La técnica es efliclente, s1 la comparamos con todos los algoritmos
que existen para programacién discreta, més aun en el caso del

algoritmo de enumeracién implicita, la eficienclia se ve
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incrementada al ser implementada la parte de andlisis de
sensibilidad , lo que permite resolver un mismo problema, bajo
clertas variacliones en el valor de los parametros y ain cuando
estas variacliones sean muy drasticas, los resultados en cuanto a
tiempo de proceso se refiere, no son tan males como para aquellos

problemas que han sido reformulados y resueltos desde el principio.

Es Jjusto menclonar, ademés, que los algoritmos de ramificaclén y
acotamiento pueden ser programados en maquinas de proceso
compartido, esto es, el anilisis de las alternativas de soluclén,
es realizada en procesos separados pero efectuados de manera
simultanea y coordinada, reduclendeo asi, el tlempo desde que es

iniciado el proceso hasta que es encontrada la soluclédn dptima.

No obstante, después de todo, hay que tomar muy en cuenta que el
obletivo bésico al desarrollar un modelo de programacién discreta
de un problema operacional, es poder predecir cual seria la
soluclén oOptima, dadas las condiciones iniclales del problenma
modelado. Pero teniendo mucho culdado de no abusar de la
herramlenta matematica, ya que en muchas ocasiones, cuando un
problema es dificll de modelar, inmediatamente se pretenda hacer
suposiciones tales que, permitan ajustar (en cualquler mode)
nuestro problema al modelo metamatico. Es por ello que debemos
refrenar nuestra libertad para asumir suposiclones, ya que sélo
deben permanecer aquellas apropiadas y que permitan desarrollar
modelos que capten los aspectos esenclales del problema y sobre
todo que nos produzca un modelo en el cual las soluclones puedan
ponerse en practica.

Por Gltimo, suponiendo que la modelacidn es reallzada bajo todas
ias suposiciones pertinentes y que posteriormente el modelo es
resuelte de manera extraordinariamente raplda; no debemos perder de
vista, que dichas soluciones deben ser comprensibles a las personas
responsables del process que se estd estudiando y que
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frecuentemente, estas soluclones no determinan de manera
definitiva, las acclones a reallzar para la solucién del problema y
mas blen sélo se utilizan como indicadores para el tomador de
decisliones, quien al estudiar otros factores gque no pudieron ser
contemplados en los modelo (eventos fortultoes, politicas a nivel
empresarial, politlcas a nlvel estatal, reglamentos de tipo
laboral, reglamentos de tipe produtivo o capacidad de recursos,
entre otros que son muy dificiles de modelar) sea el que {lnalmente
declda las acclones a realizar para 1a soluclén del problema en
cuestién. Y es en este punto donde puede ser extendldo el presente
trabajo, aunque s! se prefiere segulr buscando una mejora en cuanto
a la eficlencia de los algoritmos aqui mostrados, es necesario
seguir desarrollando alguna parte de analisis de sensibllidad para
los algoritmes de asignacién y secuenclacién, asi como los

programas computaclonales respectivos,
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