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I. . INTRODUCCION.

‘La‘codificaclén de sefiales tiene,y tendrd en el futuro inmediato, un
rango de aplicaciones cada vez mis importante y amplio. Si atendemos
solamente a la codificacién vista como un proceso de compresién de datos,
una multitud de situaciones nos viene a la mente : el problema de la
televisién de alta definicién realizada por medios digitales; la gestién
de bases de datos que incorporan imigenes; el uso eficiente de recursos
de transmisién de datos y, en general, el emplec a fondo de las
capacidades de canales de comunicacién y de medios de almacenamiento
masivo, ademids de ofrecer la posibilidad de proporcionar el sustrato para
simplificar los algoritmos de procesamiento gque se apliquen a tales

datos.

Es en este contexto gque la técnica conocida como cuantizacidn
vectorial (VQ) se presenta como una alternativa poderosa a métodos
convencionales de compresién de datos. Sin embargo, junto con su
inherente ventaja sobre otras técnicas, la cuantizacién vectorial
conlleva a diversos problemas en su implementacidn, relacionados
principalmente con la complejidad tanto del proceso de puesta a punto del
cuantizador como de la etapa de compresién. Un procedimiento de
compresién de datos por cuantizacién vectorial exige un gran poder de
cémputo en ambas etapas. Ademds, si se usan variaciones de la técnica
béasica de VQ para reducir la complejidad en la etapa de compresién, se
paga un precio en la calidad de los resultados. Si ahora en adicién a lo
‘anterior se desean explotar algunas caracteristicas interesantes de estas

variaciones, se deberid disponer del doble de memoria de trabajo que la



requerida en la técnica bédsica para lograr.la compresién/decompresién.

El propésito de esta tesis es proponer una solucién al problema de
complejidad de compresién, sin perjudicar la calidad del proceso y sin
doblar la memoria requerida para hacer uso de una muy interesante
caracteristica posible en un esquema de VQ : la reconstruccidn progresiva
de sefales. Para ello, procedamos a revisar la teoria de construccidén
de cuantizadores vectoriales junto con un resultado del campo de
reconocimiento de patrones que nos fué dtil en la construccién del
cuantizador vectorial propuesto : el teorema de convergencia del
perceptrén, usado aqui como un medio de minimizacién de funciones. Los
algoritmos propuestos se ejemplifican con la compresién y reconstruccién

progresiva de imdgenes.



II. Compresién de datos y Cuantizacién Vectorial.

Podemos representar a cualquier conjunto finito de entidades por
medioc de un conjunto también finito de bits, 6 unidades basicas de
informacién. Cada bit representa dos eventos. Si decimos que un conjunto
de entidades I requiere originalmente N bits para representarse, y
disponemos de algin medio para usar M < N bits para cbtener un conjunto
I’' equivalente en algin sentido a I, entonces hemos realizado una
compresién de la infomacién original. El resultado es que si disponemos
de un nGmero de bits limitado ~y ese es el caso por lo general- para
usarse en la representacién de entidades, podemos usarlos de una mejor
manera. Pensemos en sistemas de memoria. Si para almacenar cierta
informacién uso 100 kilobytes y tengo un algoritmo de compresiésn de
informacién aplicable que obtiene un ahorro del 50 %, entonces sélo

necesitaré 50 kilobytes. O bién, que t un medio de

pong
comunicacién que nos permite envier datos a tasas de 10 megabits por
segundo. Con un algoritmo equivalente al anterior podriamos enviar
informacién mediante el mismo canal a tasas de 20 megabits por segundo.
La compresién de datos es obviamente una necesidad en ambientes de
procesamiento de informacién que empleen volimenes masivos de ella, por

ejemplo, en aplicaciones que usen imdgenes 6 voz.

Usualmente, las técnicas de compresién se componen de dos etapas :
la de compresién propiamente dicha,y la de decompresién, 6 de
codificacién y decodificacién, respectivamente. La informacién comprimida
se usa para fines de almacenamiento & transmisién, y la decomprimida para

las aplicaciones que vengan al caso, segin el uso. Por ejemplo, podemos



comprimir una imigen de -satélite, ‘almacenarla-as{ y. decomprimirla‘ para

desplegarla en una pantalla.

Podemos dividir los métodos  de - cémpres'ién': de ‘datos .-en dos
categorias: algoritmos de compresién . sin pérdidaé Yy algoritmoe de .
compresién con pérdidas. En el primer caso, el método de compresidén y
decompresién conserva exactamente la misma informacidén original. Nada se
pierde en el proceso. En el segunde caso, la técnica = de
compresién/decompresién origina un error en la informacién decomprimida.
Esta Gltima es semejante a la original no comprimida, pero no igual. La
técnica que discutiremos a continuacidén, la cuantizacién vectorial,
pertenece a esta categoria. Aunque se pierde algo de la informacién al
comprimirla, la aproximacién cobtenida al decodificar es estadisticamente
semejante, lo que es aceptable en muchas aplicaciones. Aclaremos ahora

el concepto de cuantizacién y extendamoslo a cuantizacién vectorial.

"En el proceso de digitalizacidén de una sefial encontramos una fase en
la que esta es comparada contra los elementos de un conjunto discreto de
entidades y aproximada a alguno de ellos; estc se conoce como
cuantizacién. La compresién en esta etapa de cuantizacién es obtenida por
el hecho de que si bién la sefial de entrada -por lo general analégica-
requiere un nimero potencialmente infinito de bits para ser representada,
los valores discretos usados para cuantizar requeriran un nimero finito
de ellos. En el caso que nos interesa aqui -el de compresién de
imAgenes- por lo general se trabaja con seiiales que han sido ya
cuantizadas durante su etapa de captacién. Asi cada pixel (elemento de

imigen) se representa con un niimero de bits determinado: 8, 24 o en el



caso de imagenes obtenidas porvlos'séti:é’l £ L : 1 I X o '.S,e

logrard entonces una compresién en ‘estos
requiere menos bits por pixel para ser’rep

la imdgen original.

Volviendo al caso general, si el conjunto de entidades contra los
cuales se compara una muestra de la sefial de entrada para su
cuantizacidén se compone solamente de escalares (v.gr. nimeros enteros)
entonces el proceso se conoce como cuantizacién escalar. En el caso de
que estas entidades sean vectores y la ‘compax:aci:‘m se realice vector de
cuantizacién vs. vector de muestras de la sefial de entrada se hablard
entonces de cuantizacién vectorial { en inglés Vector Quantization, o de

modo abreviade VQ).

De acuerdo a [1] examinemos ahora algo de notacidn y teorfa de VQ
conservando algunas palabras en inglés que consideramos mds adecuadas
para el caso.

II.1 Cuantizacién Vectorial.
Un cuantizador vectorial Q de dimensién k y tamafio N es un mapeo del

espacio euclidiano k dimensional R* en un conjunto finito C conteniendo N

vectores de salida llamados codevectors o codewords. Asi :

Donde C = ( ¥,,¥,r «~+s¥,)} ¥ y, € R* para cada i ¢ J = 1,2, 00,0}



El conjunto C es llamado code book y tiene tamafio N, significando esto
que tiene N elementos distintos, siendo cada uno un vector en R. La
resolucién de un cuantizador vectorial es r= (logaN)/k {1], lo cual mide
el nimero de bits por componente usados para representar el vector de
entrada. Si se necesitan M bits para representar la informacién
original, entonces la tasa de compresién T obtenida con un cuantizador

vectorial de resolucién r se calcula como
T = M/r
Asociada con cada cuantizador de N puntos tenemos una particién de
R* en N regiones o células, R para i e J. La i-ésima regidén es dexrinida
por
K
Rl={xeR:Q(x)=yk} (1)

algunas veces llamada la imigen inversa o pre-imdgen de y, bajo el mapeo
) P

Q y puede ser denotado mis concisamente por R = Q"(yl) -

Un cuantizador vectorial puede ser diferenciade en dos componentes,
a saber : el codificador y el decodificador vectoriales. El codificador
(encoder) es el mapeo de R* al conjunto de indices J, y el decodificador

(decoder) mapea J al conjunto de reproducciones C. De este modo :

E:R' 23T y D:J~C (2)



La operacidn  total de VQ puede describirse como™.1a’ composicién de. dos

operaciones  :

LQUxi"=D « EB(x) = D(E(R)) w0 LT (3)

Para problemas de almacenamiento o txansmis;én de infozmacion, podemos
ver que es. necesario trabajar solamente con los indlces del conjunto J.

El decodificador toma estos indices y ptcduce el vector decodificado.

II.2  MEDICION DEL COMPORTAMIENTO DE UN CUANTIZADOR VECTORIAL.

Una medida de distorsidén d es una asignacién de un costo no negativo
d(x,i) resultante de reproducir a un vector x mediante su aproximacién X
Podemos medir el desempefioc de un sistema mediante una distorsién promedioc
D= E(d(x,ﬁ)) entre la entrada y la reproduccién final. Generalmente, el
comportamiente de un sistema de compresidén serd bueno si la distorsidén
promedioc es pequefia.

En la pré&ctica, la medida general de comportamiento es la media

muestral a largo plazo

- n -
d=1lim*§ d(x, k) (4)
na i=1

Donde {X } es una secuencia de vectores a ser codificados. Si el
proceso vectorial es estacionario y ergédico, entonces con probabilidad 1
este limite existe y es igual al valor esperadc, esto es, d = D.

La medida de distorsidén puede ser escogida de muchas maneras. Puede

1o



o no de[;énde: ‘del’ vector de entrada, ¢ puede o no tener en. cuenta a
ciertos componentes de este  vector. Debido a que la medida de
distorsién define la geometria de la particién k dimensional, hemos usado

en egte estudio a la distancia euclidiana al cuadrado

a k - .
d(X,X) = L (x,-%)% (s)
Imy

como ' nuestra funcién de distorsién. Esta medida define una
particién cuyas fronteras consisten de hiperplanos en el espacio k
dimensional. Es importante esta eleccién, porque como se verd después,
se usardn discriminantes lineales (perceptrones) como elementos de disefio
del codificador vectorial. Un perceptrén representa precisamente un

hiperplano k dimensional.

II.3 CUANTIZADORES DE VECINO MAS CERCANO

Definimos un cuantizador vectorial de vecino mds cercano (nearest

neighbor, NN) o Voronoi como aquel cuyas células estidn dadas por
R = { x: d(x,y’) = d(x,yj) vVied} {6)

dada la medida de distorsién d(-:,+)} . En este cuantizador la
.codificacién se realiza mediante una bisqueda exhaustiva en los vectores

de C escogiendo aquel que origine la menor distorsién dado el vector de

entrada. Esta clase de cuantizadores es muy importante, y veremos a

11



continuacién’ sus. caracterfsticas en cuanto a . minimizar. distorsién. de

acuerdo’ a ciertas’ condiciones:

12



1IX. DISENO DE CUANTIZADORES ' VECTORIALES
III.1 OPTIMALIDAD Y DISERO DE CUANTIZADORES VECTORIALES.

El objetivo principal en el disefioc de cuantizadores vectoriales es
encontrar un code book, especificando el decodificador, y una particidén 6
regla de codificacién para definir el codificador, que maximice una
medida total de comportamiento considerando la secuencia entera de
vectores a ser codificados durante el tiempo de vida del cuantizadox.
Esta medida pnede ser realizada mediante un promedio estadistico de una

medida de distorsién o por medio del peor caso de esta distorsién.

Considerando aquf el primer criterio , el promedio estadistico de la

distorsién para un cuantizador vectorial Q es
D = Ed(X,Q(X}) = F d(x,Q(x}) £y(x) dx (7)

donde fy(x) es la distribucién conjunta del vector X y la integracién
se entiende como una integral miltiple sobre el espacio k dimensional.
Asumimos que el tamafio N del code book estd dado, que el vector aleatorio
k dimensional X estd estadisticamente especificado y que una medicién de
distorsién d ha sido escogida. Indiquemos ahora las consideraciones de

optimalidad para un cuantizador con estas premisas.

13



IIL.2 OPTIMIZACION DE UN CODIFICADOR DADO UN DECODIFICADOR.

CONDICION DE VECINO MAS CERCANO. Para un con]unto dado de nlveles de

salida Y las células de particién que aatlsfece
R < { x :d(x,y).s.d(xy,)

Esto es

Q(x) =y, ' sole airgd(g;y‘

Y entonces

a(x,Q(x)) = min. d(x,y,) R ey
ne ¥ 2 : Y
Proposicién : Para un code book dado, una particién &ptima es una que
satisfaga la condicidén de vecino mias cercano.

Prueba. Dado un codebook Y, la distorsién promedio de acuerdo a (7) tiene

una cota inferior definida
D = J d{x,Q(x})f(x} dx = min d(x,y,) fy(x) dx (10)
e J

y esta cota se obtiene si Q asigna el vector de reproduccién con menor

distorsién dado el vector de entrada.

14



III.3 OPTIMIZACION DE UN DECODIFICADOR DADO UN CODIFICADOR

Ahora consideremos la optimalidad del code book para una particién dada.
Esto conduce a la condicién de centroide para especificar el code vector
asociado con cada regién de la particién. Definimos el centroide cent (R}
de cualquier conjunto R e R* con probabilidad distinta de cero como el
vector y' { si existe ) que minimiza la distorsién entre un punto x en R
promediada sobre la distribucién de probabi}idad de X dado que X cae en
R. Asi

y" = cent(R) si E{ &(X,y') | X e R} = E{d(X,y) I .X € R}

pPara todo y € R* . De modo equivalente, - podemos escribiy.rri esto como” el
minimo inverso : v : e

cent (R} = min~!

B{ d(X,y) ‘| X e R'} : 11y
y N

Asfi, el centroide es un vector representativo en sentido estadistico

de la regién R. Para el caso de la distorsién cuadritica usada se tiene

que E{ I X -y [ } se minimiza si y es la media de X. De esta manera

cent(R) =EB{ X | XeR } (22)

15



Si asumimos que.cada fmht:o ‘en : prob&bilidad, el ceni:oide, se

calcula como
;?eﬁti};) =
' cdﬁb:‘éi& DE ;'E::Errvrrfz‘érzné. 7
code- Ye;:téf ép"t:'imosf s;ﬁisfg;en :
Y, = cent(R‘)
Pi‘uéba. La distorsién’ proqeéib" e%s@& 'q)ac‘labypor i

¥ :
b=TFT/[ d(x,y‘) fx(x) dx
1=1

dado que la particién es fija, cada término puede minimizarse por
separado hallando Y, que minimize la distorsién esperada. Por definicidn,

¥, = cent(R) minimizard D.

Diremos que un cuantizador vectorial es localmente éptimo si cada
pequefia perturbacién de sus code words no incrementa la distorsiénm D.
Notemos que el hecho de que las dos condiciones de optimalidad mis arriba
indicadas se cumplan no implica que el cuantizador sea globalmente

Sptimo.

16



_III.4  DISENO DE' CUANTIZADORES VECTORIALES.

Las condiciones de optimalidad descritas permiten plantear un método
iterativo de disefio de cuantizadores vectoriales &ptimos. Todos los
métodos de disefic parten de un code book inicial que iterativamente es
- mejorado. El trabajo de Lloyd (3} permite disefiar un cuantizader
escalar ©optimo para sefiales con estadistica conocida. Partiendo del
algoritmo I en este estudio, es posible generalizarle para el caso
multidimensional que aqui nos interesa : cémo mejorar un code bock. ILa

versién generalizada segin [1] es ¢

IIT.4.1 ITERACION DE LLOYD PARA MEJORAMIENTO DE CODE BOOKS DADA UNA

ESTADISTICA CONOCIDA.

a) Dbado un code book Y, = { ¥, } . encontrar la particién éptima en
_células de cuantizacién, esto es, usar la condicién de vecino mis cercano
para formar las células de vecino mids cercano.:

Rl={x:d(x,yl)sd(x,y1);vj*i},

b) Usando la condicién de centroide, hallar Y" + el codebook &ptimo

1

para las células encontradas.

Para aplicar esto necesitamos conocer la funcién de probabilidad de
los vectores k dimensionales, y ademids efectuar integraciones en k
dimensiones sobre regiones por lo general complejas. Estos factores son

desventajas. Por ello es necesario obtener una versién de esta iteracién

17



para datos empiricos. Si contamos con un nimero muy grande de muestras
es Eosible demostrar que bajo ciertas condiciones se puede garantizar que
si el cuantizador vectorial es 6ptimo para este conjunto de muestras lo
serd también para la funcién de probabilidad real, asi como el tamafio del

conjunto tienda a infinito [4]. De acuerdo a esto, se tiene la
III.4.2 ITERACION DE LLOYD PARA DATOS EMPfRICOS.
a) Dado un code book Y= { y, },v un conjunto empirico de datos o

secuencia de entrenamiento T = ‘| v, ,vz,..._;v“ t particiénese el conjunto

de entrenamiento en conjuntos S, u?andp la Condicién” de Vecino més

Cercano:

S‘n{xe'.l‘:d(x,yl)sd(x,yj)v;[aei}

b} Usando la Condicién de Centroides, calcular los centroides de los
conjuntos Sl encontrados para obtener el nuevo code book Yo
Esta iteracién sélo puede disminuir &6 dejar igual a la distorsién
promedio, dado que el paso a) soloc puede mejorar o dejar sin cambio al
codificador dado el decodificador y b) también, para el decodificador
dado el codificador, de acuerdo a las condiciones de optimalidad

mencionadas.

El algoritmo de disefio aplicando esta definicién es :

.18



III.4.3 ALGORITMO DE LLOYD GENERALIZADO .

1. Principiar con un cede book inicial Y. Inicializar m=1 .

2. Dado el code book Y, realizar la iteracién de Lloyd para generar el
code book mejorado Y.+l‘

3. Calcular la distorsién promedio para Yo Si ha cambiado ligeramente
desde la dltima iteracién, parar. Si no, entonces actualizar m+l - m y

regresar al paso 2.

Este algoritmo converge en un nimero finito de pasos produciendo code
books mejores o al menos igualmente buenos siempre, dada una secuencia de

entrenamiento finita {1].

IIT.4.4 CODE BOOKS INICIALES.

Hay un nimero de técnicas para obtener code books iniciales {1]. La
eleccién de un codebook inicial es muy importante, pues esto puede llevar
a la obtencién final de un code book localmente 6ptimo mejor & peor.
Describiremos solamente la técnica de divisién (splitting ([2]). Esta
consiste en obtener code books de tamafic cada vez mds grande con una
dimensién fija. Se inicia con el centroide de 1la secuencia de
entrenamiento completa, Y,r que puede ser dividido en dos palabras (code
words), Y, Y Yote o donde £ es un vector de pequefia norma euclidiana.
Este nuevo code book tiene dos palabras y no puede ser peor gque el
anterior, ‘porgque lo contiene. El algoritmo de Lloyd se puede aplicar a

este code book de tamafio 2 para producir un cédigo de resolucién 1. Al

19



término de esto, cada una de las nuevas code words puede ser dividida a
su vez, y el algoritmo de Lloyd se aplica de nuevo. Se continda con este
procedimiento hasta que se alcance el codebook de resolucién deseada.
Esta técnica es la base de la transmisién progresiva mediante VQ y de la
construccién de cuantizadores vectoriales estructurados en &rbol (tree

structured vector quantizers, TSVQ [1]).

20



IV. VENTAJAS Y DESVENTAJAS DE LA CUANT’IZA’CION_VEC;EORIAL COMO - TECNICA DE

COMPRESION. . i

IV.1l VENTAJAS.

Los métodos de compresién sin pérdidas permiten alcanzar tasas no
mayores por lo general de 4 a 1. Ademas, esta tasa depende de la
redundancia de la sefial a comprimir. Se pueden obtener tasas muy altas
para sefiales muy redundantes, pero si la sefial no lo es mucho entonces la
ganancia no es muy considerable. La cuantizacién vectorial permite
lograr tasas mayores que las obtenidas por los métodos sin pérdidas, con
un bajo error, y con el detalle importante de que el método de disefio
de VQ descrito permite sacar provecho de las dependencias estadisticas
presentes en la sefial de entrada, cosa que no se puede lograr de modo
general usando solamente cuantizadores escalares, y que implica gque en
sentido estadistico se comprime de la mejor manera posible, y que los
bits usados para guardar las codificaciones vectoriales se usan de manera

éptima, dado el codificador vectorial.

v.2 PROBLEMAS RELACIONADOS CON LA REALIZACION FISICA DE CUANTIZADORES
VECTORIALES, Y SOLUCION A ELLOS.

Como hemos visto, dado un code book, el modo optimo de usarlo para

minimizar error cuando codificamos consiste en buscar la codeword que

arroje la minima distorsién, dado un vector de entrada. Esto lleva al

21



siguiente problema : se debe encontrar esta codeword por medio de una
bisqueda exhaustiva en el codebook. Pero si el tamafio de, este tiende a
crecer, entonces el tiempo de bisqueda (o de codificacién) aumenta. Si
trabajamos en espacios de dimensiones grandes el problema se complica mis
atin, porque cada evaluacién de la funcién de distorsién se vuelve mis
compleja. Esto es un grave problema de VQ. Si decimos que el code boock
es de tamafio N, entonces hay que buscar N veces para encontrar a la
codeword Sptima. Se han propuesto soluciones para este problema de Full
Search VQ, VQ de bisqueda completa, pero se paga un precio en optimalidad
de codificacién a cambio de rapidez, 6 se opta por usar una modalidad de
codificacién que use cédigos de longitud variable, lo que complica la
gestién del sistema de compresidn de datos.

Un método que resuelve drasticamente el problema de tiempo de
codificacién es la TSVQ (tree structured vector gquantization, VQ
estructurada en &arbol) [1}. Esta técnica consiste en usar el algoritmo
de splitting mencionado anteriormente, conservando cada code book
intermedio. La estructura de 4rbol se obtiene partiendo del hecho de
que de cada codeword en un codebook de resolucién k obtenido por
splitting se obtienen m codewords del codebook de resolucién k+l usando
el mismo método. En otras palabras, cada codeword en un codebook de
resolucién k es hija de una codeword en el codebook de resolucién k-1.
Nosotros por simplicidad discutiremos la TSVQ en el caso binarioc (dos
codewords hijas).

En TSVQ se usa este &rbol de codewords para codificar, del siguiente
modo: partiendo de un codebook de resolucién 1, para cada vector de
entrada X, se halla la codeword de minima distorsién y luego se compara

solamente con las codewords hijas de esta codeword. El proceso continda
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hasta llegar a las hojas del &rbol de TSVQ, c\iya Gltima seleccién
corresponde a la codebook usada como aproximacién para X. Este método de
codificacién encontrard un cdédige en un nimero logaritmico de bdsquedas.
Si el tamafio maximo de codebook usado en el TSVQ es N, entonces para el
caso binario se codifica en logZ(N) pasos. Los problemas son dos; por un
lade la codificacién es subdptima, porque no se hace una bisqueda
completa, y se puede dar el caso de que la codeword hallada no sea la de
minima distorsién. Por otro lado, atn en el supuesto de que se tomara el
codebook de tamafio N y se usara para realizar una VQ de full search, en
general el comportamiento de este cuantizador puede ser ahin mejorado
mediante el uso del algoritmo de Lloyd generalizado indicado mads arriba,
pues si se recuerda, el método de splitting servia como un generador de

codebooks iniciales para el algoritme de Lloyd.

Iv.3 TRANSMISION PROGRESIVA.

No obstante, la TSVQ tiene una capacidad interesante : cada etapa de
bisqueda en el &rbol corresponde a una aproximacién de la reproduccidén
final que va mejorando conforme se desciende en el &rbol. Ademds, en el
caso binario, cuando codificamos tomamos una de dos rutas para proseguir
con la siguiente etapa de codificacién. Entonces cada eleccién de ruta
puede indicarse con un bit, 1 & 0 seqin el caso. Es claro gque cada
codeword en las hojas estard relacionada con un patrén tnico de unos y
ceros producto de las rutas que llevan a ellas desde la raiz. Este
patrén de bits puede usarse como un cddigoe binario que identifica a cada

codeword. La idea es la siquiente : usando un TSVQ, codificar. Si ahora
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usamos un decodificador con la misma estructura de datos se puede
reconstruir la ruta de aproximacién progresiva a la codeword final.
Entonces es posible obtener una reproduccién progresiva de un vector
codificade X. Cada bit decodificado entonces servird para mejorar una
reproduccidén anterior. Podemos pensar en la utilidad practica de esto si
lo asociamos con el procesamiento de imigenes. Supongamos due estamos
haciendo uso de un sistema de base de datos gque incluye consulta a
imagenes. La transmisién de una imdgen requiere un ancho de banda muy
grande si se quiere realizar de manera rdapida. Pero si este ancho de
banda es pequefio en comparacifén con el adecuado para un manejo &gil de
esta informacién, el tiempo de acceso a ésta es muy grande. Usando la
reconstruccién progresiva es posible tener una reproduccién aceptable de
manera rapida aiin con anchos de banda pequefios. Si se estuviera buscando
en la base de datos un imidgen y esto requiriera discriminar

secuencialmente cada una de ellas, es probable que una aproximacidn

intermedia nos permitiera hacer esa discriminacién. El proceso se
agiliza. No es posible hacer trasmisién 6 reproduccién progresiva de
seflales codificadas por full search. 8in embargo, para realizar la

transmisién progresiva es necesario tener presente la estructura de arbol
del TSVQ tanto en el codificador como en el decodificador. Esto implica
que la cantidad de memoria requerida para hacer factible la transmisién
progresiva se ve doblada respecto a la usada en un decodificador
vectorial simple, debido precisamente a la estructura de é&rbol.
Resumiendo, la TSVQ proporciona un esquema rdpido de codificacién, pero a
cambio sufre una degradacién en la calidad de la misma. No obstante,
permite realizar variaciones de la técnica basica de VQ que pueden usarse

en un range mds amplio de aplicaciones ingenieriles, esto con un costo
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extra también : mds memoria. Como mostraremos mds adelante, es posible
disefiar codificadores y decodificadores vectoriales de tal modo que se
obtenga un comportamiento Sptimo en codificacién manteniéndose al mismo
tiempo una complejidad de ésta en el orden de logz del tamafio  del
decodificador de mayor resolucién en el TSVQ, y que ademids sea capaz de
soportar reconstruccién progresiva sin requerir el doble de memoria.
Pero antes de discutir cémo, pasemos revista a un resultado importante
que se usard como parte de la técnica de disefio de codificadores VQ

éptimos.
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V. EL TEOREMA DE CONVERGENCIA DEL PERCEPTRON.

Este teorema se refiere a la demostracién de que un conjunto de
vectores k dimensionales S puede ser dividido en los conjuntos S, vy S,
tal que S n 5, = e por medio de un hiperplano en el espacio k
dimensional, y da las indicaciones basicas de un algoritmo que siempre
converge en un ndmero finito de pasos para conjuntos linealmente
separables, esto es, conjunto que pueden ser clasificados siempre en dos
categorias mutuamente excluyentes por medio de un hiperplano k
dimensional. Se trata de un resultado en el campo de reconocimiento de

patrones. La discusién que aqui presentamos estd tomada de [S].

Con cada predicado ¢, mediante el cual se asegura que un patrén x
posee una propiedad si es verdadero o no si es falso, asociamos la

funcién binaria

1 si ¢(x) es verdadero,

r¢(x)1={

si ¢(x) es falso.

Para dos vectores x=(X, X ,...:X) ¥ W = (W, v,

% - W para denotar el producto escalar usual con resultado R W AR A e

ceny wN) usamos

+x "W“ -

Definamos ahora los vectores y = (x‘,xz,...,x ,1)'y wn(w‘,wa,
n T2t

Ahora estamos en posibilidad de definir la funcién 'de ‘decisién .

r=[w-yzo0]
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Lo que hemos hecho hasta ahora es indicar como calcular si el punto n
dimensional y estd “"por debajo" o "por arriba" del " hiperplano con
coeficientes w. Ahora, consideremos el conjunto finito Y, de vectoeres
correspondientes a la categorfa 1, y un conjunto finito de vectores Y,
perteneciendo a la categorfa 2. Especificaremos una regla de correccidén
de error y mostraremos que si hay un vector w que permita discriminar
entre estas categorfias, entonces después de un nGmero adecuadc de
iteraciones sera posible obtenerlo con esta regla.

Iniciando con un vector w arbitrario, empleamos la siguiente regla de
correccidén : si w clasifica al vector actual y correctamente, dejamos a w

sin cambio. §i la clasificacién es incorrecta, cambiamos w por w’ donde

{ wty si y pertenecia a la categoria 1,
w'o=

w-y si y pertenecia a la categorfa 2.

La idea es como sigue : si y es de la categoria 1 pero fué mal
clasificado entonces obtuvimos que w : y < 0 cuando deberiamos haber
tenido w - y 2 0 . Debido a que y + y > 0 para cualquier vector no nulc,

tenemos que
(w+y ) -y=sw- -y+ty y>w-.y

asi, podemos decir que w’ clasifica a y de mejor manera que w.
Desafortunadamente, si clasificamos a y mejor corremos el riesgo de
clasificar incorrectamente a otros vectores. Sin embargo, mostraremos
que si existe un vector w que realice todas las clasificaciones de manera

correcta, es alcanzable en un nimero finito de pasos.
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Para simplelcar la prueba,' reemplazamos Y, con Yé = ( Y'e Y ).

Em:onces deci.x: que Y y Yiisol lx.nealment:e se

vector w. tal” ‘que

El proceso de entrenanu.ento se basara ahora en’Y : sea Sy nuestra
secuencia de entrenam:.ento, una secuencx.a :.nf:.m.t:a de -patrones que
contiene sélo elementos de la clagé Y;Aca(&a, dhq de los cuales se presenta
infinitamente a menudo. Entonces podemos genex.;ax: la secuencia de vectores
4 W, W, oo WS, .. }. como sigue, donde w' es arbitrario, y y" es el

k—-ésimo patrén en la secuencia de entrenamiento Sy. H

{wk siw“~yk>0,
kel
W oe

whry* si no.

Deseamos probar que eventualmente alcanzaremos un vector w* tal que

w"'y > 0 para todo y € ¥ de modo que wt = w: para todo k > ka .

Sea k kz, k:', ... la secuencia de intentos en los cuales el vector

w! es cambiado, y denotemos wkj por ':1’ y yk’ por ;’ +« Entonces tenemos

v

)

N “ - N
syl so0 oy wl =Wl o+ y!
para toda j, a menos de que w!

w

sea el vector final deseado. Tomando

w'=0 tenemos

i T (1)

Para. probar que el procedimiento termina debemos demostrar que j no
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puede ser. arb;trarlamente grande

uepara’cualquier par de

ali‘eszel ~médulo de a. En

el.caso presente EE

de aquf :

Jd.- 2 dtat F g (3

De modo que el médulo al cuadrado del vector w'*!-debe crecer al

menos cuadrdticamente con el nimero de pasos.

Debemos mostrar ahora que este crecimiento no puede continuar

indefinidamente. Debido a que w''! = w o+ y'y w . y' s 0 tenemos que

s H6 TEEE
ST JE U BBLOTES!



para cada j

Ry ‘ .
“crececuando

-ad

7§ tenemos

j2u2

w1

-
< |w I+l

124 31 manera que

Asi, el procedimientc de correccién de error debe terminar después
de =-cuando mas- B pasos, donde g es el entero mayor que no exceda a
lelz/uz, para cualquier vector solucién w. Debido a que cada patrén
ocurre un nimero infinito de veces, la terminacién puede ocurrir

solamente si un vector solucidn es hallado, probando el teorema.

Comentarios. Como se verid en el capitulo siguiente, el uso de este

teorema no es precisamente para clasificar vectores, sino para minimizar

la diferencia | n;nzl, donde n, es el nlmero de vectores. en un
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subeconjunto s, de una secuencia de entrenamiento S de n vectores para
los cuales, dado un vector solucién w, wy>0 6 w-y<0 V y € S‘ Yy n=n-n.
Esta minimizacién se puede ajustar a las premisas del teorema eligiendo
el predicado ¢ de modo que la funcién de decisién r indicara este hecho
precisamente. Este teorema es asi valido para probar la convergencia

del algoritmo que presentaremos.
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vI. DISENi0C DE CUANTIZADORES VECTORIALES ESTRUCTURADOS EN ARBOL CON
CODIFICACION OPTIMA Y DECODIFICACION PARA RECONSTRUCCION PROGRESIVA DE

MEMORIA REDUCIDA.

Este capitulo describe la técnica de disefio que proponemos para
resolver el problema de optimalidad y de memoria para reconstruccién
progresiva y complejidad de codificacién reducidas. Lo que presentamos a
continuacién es la transcripcién completa de un articulo remitido para su

posible publicacién.

VI.1 PROGRESSIVE TRANSMISSION OF IMAGES USING VECTOR QUANTIZATION WITH
FAST OPTIMUM FIXED LENGTH CODING AND REDUCED MEMORY DECODING.

Indexing terms : vector quantization,progressive

transmission,encoding algorithms for vector quantization.

Abstract H fixed lengtl, coding for progressive
transmission using vector (quantization is usually
suboptimal. In addition, the memory needed to decode is
doubled when compared with the amount required for lookup
decoding. This paper presents a solution to both
problems, describing a general design technique for

vector quantizers and a fast encoding algorithm.

Introduction: Progressive transmission of images is a technique in which
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an image is transmitted and reconstructed with increased detail as more
bits arrive'. Progressive transmission using vector quantization requires
a particular tree structure on both encoder and decoder stages'.‘:{'his
structure doubles the memory requirements of the decoder :it is necessary
to keep the intermediate approximations. Also, the codes obtained are
suboptimal because the encoder do not perform a full search for the
nearest neighbor. Here we fixed both problems for the mean squared

distortion and image coding.

Let ¢ = {c,C,,..C } be a set of k-dimensional vectors, with n=2%
elements , x € l+—{0} and C: is the centroid of the i‘th partition P‘l'
of C at the j’th stage of design. We denote the number of vectors
contained in the partition P: with card(Pf). Let C° be the centroid of

the entire set C calculated as follows :

1

c I=t:arﬂ(l’:) z cl

v C‘e [
Now we take one partition of € in two sets, P:,'P; with card(P:),
card(P;) respectively and P:u P; =.C.-p P:ni?:s,b . .'I'hg centroids of these

sets are

5 1
cnrd(Pz)»v

veer,

If we take now the centroid o ;these two centroids we obtain
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follows Vt\:hat' Cl

to see’ tl’iaﬁ :

Sﬁ, we: c‘;ln ‘oilr:!train‘ t:v;lo céhtfo‘ids 'usirjé rt:he difference of two vectors
multirplied‘ be a constant and summing this to the original centroid. The
same is true for the centroids of any successive partitions of C that
satisfy the stated conditions. Iterating in this way logz(n) - 1 times we
can obtain all the original k-dimensional vectors only performing
successive sums of vector differences to the centroid of C. It is clear
that we need only n-1 difference vectors and C° to achieve this. So, we
need n k-dimensional vectors to do a kind of progressive approximation

of the points on C. The relation to VQ is as follows : we can take an
optimum code book designed with the LBG algorithm® with n=2*
k-dimensional code words for some x and by means of the described
procedure to construct a tree-structured code book using the centroids
obtained. Then, we can use this new code book to encode, and we store the
vector differences between its code words on each stage to decode and
reconstruct.The gain is that, usually, TSVQ uses approximately 2n code
words to decode. Using this result is possible to construct a decoder

with n vectors. We achieved the required partitions using a result known
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like Perceptron Convergence Theorem”. This theorem ensures that if one
partition, with certain characteristics, of a given set exists, it is
obtainable in a finite amount of time by means of a perceptron and a
learning algorithm. Here the characteristics of the partition are only
related to the equal number of elements into each of the two disjoint

sets resulting of that partition. The algorithm is as follows :

Algorithm I.Encoder design.
1. Starting with an optimum code book C-'= { c’;cz}.}c;} with'n
label:

some x>0 and x integral, calculate the qentroid‘of € .an

Store this centroid.
2. Using the Perceptron Convergence Theorem proceed torpartitionic'ih'P:

1

1 1 1
and Pz so that P‘ v P,

=c, P

n P; = g and card(P:) = catd(P;) =
card(C)/2 . )
3, Calculate the centroids of P:and P;, C:, C;. Store these centroids to
use on the decoder design.?hese are the code words of the resolution 1
code book.

4. Continue with steps 2 and 3 with each of these P: sets used like
initial set C to obtain the next Pf sets and so with each of their
successive partition sets P: j=3,4,...,lo%(n)—2 i=1,2,...2). The set
of centroids obtained for each j are the resolution j code books of the
tree-structured encoder.

5. At stage j=1og2(n)-1 we have sets with two elements. The centroids of
these elements are calculated directly and stored.

6. The resolution loggn) code book consists of the elements of C .

To construct the decoder proceed as follows :
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Algorithm II. Decoder design.
1. Start with the tree-structured code book obtained with algorithm I. We
assume it is organized in a data structure with nodes containing two
fields for two code words -code_wordl and code_word2- and a field for
the difference of these ~-vector_difference- each, and pointers to child
nodes, labeled left and right, and an special pointer named root, that
points to the root of the tree-structured encoder.
2. Execute construct_decoder(root) using.the recursive definition :
construct_decoder(node)
begin

if node <> NULL then

node->vector_difference=0. 5*(code wozdl-code wordZ)

construct_decoder(node->left ¢ child)
construct_decoderx (node->right_child)
endif

end

By definition, if a given input vector V to be coded is closest in stage
i to code_wordl then the next node to be visited will be the right child,
and the bit produced is 1. To decode simply begin with the root node.
Initialize the reproduction R with c®. In stage i with bit b‘ as input,
we do R=Rtvector_difference, and go to right child if b= 1, and
RHR-vector_difference‘and walk to left child if b‘ is 0. The goal of
optimality was achieved as follows : by hypothesis, the lower stage code
bock on the tree has optimal code words if we perform a full search on
it, because it was designed using the LBG algorithm. With this encoder we

run the following algorithm :
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Algorit:hm iiI. Fast Nearest Neighbor Encoder Design.'
1. Start with an optimum code book':C deslgned with the LBG algorithm and
bu.l.ld a tree-structured (TS) encoder and decoder using algorithms I and

: IT.:

- 2. Generate - a test vector U and encode it with the TS encoder, obtaining
a code word C, . Store the distortion dn.qu obtained in this encoding..
3, Perform a full search on C for the nearest neighbor C, of U, If the
distortion obtained d,. is below d“mz then put CJ in a list of neighbor
code words L, associated with the region of the c, found before.

4. Repeat steps 2 and 3 a sufficient number of times.
5. Keep the tree-structured encoder and the lists of near code words.

This is the new encoder.

To encode use the TS code book to find a first approximation. Then
perform a full search within the adequate list to find the global
optimum code word.We can see that this algorithm will always find the
nearest neighbor as follows : with the TS encoder we are mapped to
certain k-dimensional regions. If we now perform the full search for all
the points that lie in this region we will always find the best code
words for all these points. As we take more points in this region we
tend more and more to find the complete list of near code words that will

contain the optimum code word that we desire.

SIMULATIONS . We used the image "baboon" with 512 x 512 pixels to
construct our test vector quantizer with block of 4 x 4 pixels . Each
pixel used one byte. To design the nearest neighbor encoder we generate

16-dimensional vectors with each compcnent uniformly distributed in the
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Imdgen “"baboon" original. 8 bits por pixel
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Imdgen

"baboon”

reconstruida usando

0.0625 bits por pixel

.Primera
etapa del proceso de reconstruccién progresiva del original.
compresién

Tasa_de
1 128 a 1.
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Reconstruccién con 0.125 bits por pixel. Segunda etapa .Tasa de

compresién : 64 a 1.

40



Tercera etapa : imdgen obtenida usando 0.1875 bits por pixel. Tasa de

compresién : 42.66 a 1.

a1



: 32al.

Tasa de compresidén

Cuarta etapa. 0.25 bits por pixel
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Quinta etapa. 0.3125 bits por pixel. Tasa de compresién : 25.6 a 1.
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Sexta y dltima etapa de reconstruccidén. Se usan 0.375 bits por pixel, lo

que implica una tasa de compresién final de 21.333 a 1.
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range 0 to 255. The original image ‘and. the progressive reconstructions

using 0.0625, 0.125, 0.1875, 0.25, 0.3125 and 0.375 bpp are shown.

CONCLUSION. We presented a new approach to progressive transmission with
reduced memory decoding, and a fast optimum encoding algorithm for VQ
using mean squared distortion. This algorithm promises a substantial
reduction in complexity encoding and, because it uses a partial full
search, all previous improvements to the brute force full search® can be
incorporated to it providing with progressive transmission capability
useful also with improvements to the basic TSVQ technique? With an
adequate implementation only a small amount of extra memory is required,
specially on the encoder.
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VII. CONCLUSIONES.

La técnica de disefio de cuantizadores . vectoriales de baja
complejidad de codificacién &ptima descrita efectivamente ofrece una
solucién tanto al problema de tiempo de codificacién come a la cuestién
de cémo realizar la reconstruccién progresiva de una sefial mediante TSVQ
usando solamente la mitad de la memoria requerida en el caso usual. La
tasa de compresién lograda en el ejemplo mostrado es relevante, y mis ain
con el hecho de que el cuantizador vectorial empleado es extremadamente
simple y su codebook pequefio. Esto promete mucho, dado que el valor de
la sefial a ruido entre la imdgen original y la reconstruccién final es

alta, de alrededor de 18 decibeles.

En las simulaciones que se realizaron para disefiar el codificador éptimo
de memoria reducida en esta tesis se usé el método de Montecarlo para
generar vectores con componentes uniformemente distribuidas, dentro del
dominio de todas las imigenes representables con 8 bits; esto es,
vectores con componentes en el rango de 0 a 255. Como se muestrea por
Montecarlo de manera uniforme, se desprecia la informacién de 1la
distribucién empirica que se conoce ya en este momento del disefio, y que
reside en los centroides obtenidos. Es posible acelerar dramAticamente
el tiempo de obtencién del codificador &ptime si ahora se generan
vectores por Montecarlo en las cercanfas de estos centroides y se usan en
el diseiio. Asi, cada vector aleatorio sera mis fitil en general para el

proceso de disefo.
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El problema mayor a nuestro juicio es la formacién de codebooks lo
suficientemente representativos estadisticamente como para ofrecer un
comportamiento de calidad ante una muestra amplia de sefiales a codificar
fuera del conjunto de entrenamiento. Las condiciones especificadas para
los procesos estocdsticos usados para meodelar las seflales empleadas en la
justificacién de la validez del algoritmo de LLoyd deben tomarse como una
guia solamente. En un caso de aplicacién real, mas que disponerse a
probar si una sefial dada cumple con las caracteristicas estadisticas
adecuadas tedricamente deberd adecuarse el disefio del sistema de VQ de

tal modo que se logre un comportamiento aceptable segin el uso.
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