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INTRODUCCION

Las necesidades de consumo de nuestra socliedad, requieren de
actividades comerciales, donde la funcién de costo presenta economia
de escala, es decir, la funcldén crece con la cantidad de articulos
comprados, disminuyendo el costo unitario por articulo, esto es, se
dan preclos de descuento, en la compra de grandes cantidades. Un gran
nimero de broblemas, en distintos campos, por ejemplo: inventarios,
planeacién de la produccién, localizacién de servicios, transporte,
asignacién, sistemas de comunicacién, entre otros, presentan
estructura de economia de escala. Estos problemas, pueden ser
modelados en términos de redes sin ganancia con costos céncavos, cuya

formulacién es la siguiente:

min h(f)
(P) s.a. Af=b
c=f=C

donde h(f) es céncava aditiva.
Algunas caracteristicas del problema (P), son las siguientes:

a) Es un problema de optimizacidn.

b) El teorema de Welierstrass establece: “Si h es continua y el
conjunto factible es no vacio y compacto, entonces, (P} tiene
solucién”.

c) Es frecuente que en ceconomia de escala, h sea lineal por
pedazos, por consiguiente, no es de clace c'. Incluso si h incluye
costo fijo, ni siquiera es continua.

d) La matriz A es muy rala, esto puede provocar ineficiencia en los
métodos para problemas de gran tamafio, aun cuando se empleen técnicas
de matrices ralas. <

e) Existe un resultado que dice: "Todo minimo i%cal de una funcion
convexa, es un minimo global", lo anterior, no sucede cuando la
funcién es coéncava. Un método de solucidn consiste en: encontrar todos
los minimos locales, para luego, obtener el minimo global, sin
embargo, resulta computacionalmente improcedente cuando h tiene muchos

minimos locales.



f) Los métodos tradicionales de optimizacién no lineal para
funciones suaves, no son aplicables, pues, requieren que h sea de
clase Cz, y h frecuentemente es lineal por pedazos y no continua.

g) El problema (P) para redes sin ganancia con costos céncavos, es
combinatorio, clasificado como NP-completo. La clasificacién
NP-completo se refiere a la complejidad computacional, la cual, se
cuantifica de la siguiente manera: al codificar los datos de entrada
del problema, se forma una cadena de caracteres binarios de longitud
n, entonces, el tiempo ‘(6 el numero de pasos elementales) que requiere
un algoritmo para su ejecucién, es una funcién f(n). Se dice que el
algoritmo es de orden g(n), si f(n) estd acotado por un mualtiplo de
g(n), asi, se tienen algoritmos de orden polinomial y algoritmos de
orden exponencial. En la clase NP-completa estédn los problemas para
los que no se conocen y quizds, no existan algoritmos polinomiales
para resolverlos, problemas pequefios de esta clase pueden ser
resueltos por algoritmos exponenciales, que resultan impracticos para
problemas grandes, ya que, el tiempo de solucién crece de manera
alarmante, en este caso, sélo se aspira a encontrar una buena
solucién, aunque no sea la dptima.

En este trabajo, se desarrolla un método que resuelve (P) para
redes sin ganancia, con h céncava lineal por pedazos, ¢ bien,
encuentra una aproximacién lineal por pedazos de (P) cuando h es
céncava no lineal por pedazos y la red asociada sin ganancia. El
método, mediante enumeracién implicita reduce el problema, a uno de
programacién 0-1 mixto, el cual, es relajado a un problema de redes
sin ganancia con costos lineales. Iterativamente se resuelve el
problema de redes sin ganancla con costos 1lineales, mediante el
algoritmo de las desviaciones (Out-of-kilter), el cual, es altamente
eficiente por ser polinomial, resultado del aprovechamiento de 1la
estructura algebralica de la red, con una baseu tedérica sumamente
elegante asociada a la teoria de graficas. El método tiene un costo
computacional de 0(2'"CJ,. donde, mc es el numero de arcos, con costo
fijo distinto de <cero, los cuales, resultan "del proceso de
linealizacién. Trabaja eficientemente si mc=50, con dificultades si

mc>50, y no se garantiza que la solucién sea encontrada si me>100.



Las técnicas de optimizacién de redes ofrecen las sigulentes
ventajas:

‘ a) Se requiere menos habilidad para construir modelos de redes, que
modelos de programacién lineal u otros métodos de optimizacién.

b) La naturaleza grafica de un modelo de redes permite su facil
asimlilacién por el usuario.

c) Su simple estructura de datos facilita su implantacién.

d) La estructura de la red facilita la validacion y busqueda de
errores.

e) La memoria requerida es mucho menor que la usada en programacién
lineal. Por eJjemplo para h lineal, se han resuelto problemas con 63
millones de variables.

f) La velocidad de solucién es entre B0 y 80 veces mayor que el
mejor de 1los cdédigos de programacién lineal, comparandolos en la
soluclién del mismo problema con estructura de red.

El presente trabajo tiene como propésito, el andlisis de los
fundamentos tedricos y descripcién de un método de solucidn, del
problema de redes sin ganancia, con costos céncavos. Con énfasis
especial, en la implementacién de dicho método en PC, para su
utilizacidén en la soluclén de problemas de aplicacién a casos
practicos.

El contenido de este trabajo estd constituido por lo siguiente:
En el capitulo 1 se presentan los conceptos y resultados bdsicos de
redes, condiciones de optimalidad, teoria de matrices unimodulares que
garantizan que el optimo es entero. Asimismo se discute brevemente el
concepto de complejidad computacional de un algoritmo.

En el capitulo 2 se presenta el problema de flujo maximo, que
consiste en "encontrar el flujo de valor méximo que en una red con
restricciones de capacidad en sus arcos, puede c‘irculax‘ desde un nodo
fuente a un nodo sumidero"”. Se desarrolla el algoritmo de solucién
denominado "trayectoria aumentante”, el cual, serda utilizado como
subrutina en el algoritmo de las desviaciones (Out-of-kilter).

En el capitulo 3 se desarrolla el algoritmo de las desviaciones
(Out-of-kilter), especialiazado para resolver el problema de redes sin

ganancia con costos 1lineales. Dicho algoritmo, es utilizado



iterativamente en el método de solucidn, del problema de redes sin
ganancia con costos céncavos.

En el capitulo 4, se analiza el método de solucién del problema
de redes sin ganancia, con costos céncavos lineales por pedazos, cuya
implantacién es el propdésito general de esta tesis. El método de
solucién es mediante enumeracién implicita, que consiste basicamente
en tres técnicas: de acotamiento, de ramificacidén y de busqueda. Al
relajar resulta un problema de redes sin ganancia con costo lineales,
resuelto por el algoritmo de las desviaciones.

En el capitule 5, con el objeto de Jjustificar la utilidad del
método, se plantean los siguientes problemas de aplicacién:

a) Localizacién de pozos para satifacer la demanda de varios
sectores agricolas.

b) Nivelaclén de terrenos.

c) Plan de contratacién de personal que balancea costos de
contratacién y despido, considerando costos de empleo ocioso,
cuando la preduccidn no es uniforme.

d) Politica de compra, produccién y distribucién de una compafiia
harinera con 2 molinos, alternativa de compra de trigo en 3
almacenes y distribuye en 5 centros de consumo.

e) Planeacién de la produccién en tiempo normal, tiempc extra y por
subcontratacion,

£) Plan de produccién de un producto que consiste en 3 etapas en
serie, en un horizonte de 4 periodos.

g) Plan de produccién para una planta ensambladora de 3 tipos de
automoviles, con 6 procesos de produccién en paralelo y en lote.

Estos problemas son modelados en términos de redes sin ganancia
con costos céncavos, y resueltos por el método de solucién, el cual
fué programado en FORTRAN e implementado para PC."Se anexa una tabla
que especifica la Instancia y tlempo de ejecucién Se cada problema.

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones y extensiones de
este trabajo.

Finalmente en los apéndices, se precisan los aspectos
computacionales de la implementacién; estructura de datos, diagrama de

bloques, descripcién de subrutinas, entrada y salida de datos,



CAPITULO |

CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

En el este capitulo se dan los conceptos y pardmetros basicos de
una- red, las transformaciones equivalentes que son necesarias para
adaptar el problema a un modelo algebraico. Se define el principio de
conservacloén de flujo, en el cual, se basa la relaciéon existente entre
el problema de programacién de redes de flujo y programacién lineal,
se establece el problema dual para llegar a las condicicnes de
optimalidad de Kuhn-Tucker especializadas para redes. Se demuestra
también que el éptimo de una funcién céncava es un punto extremo y
mediante la teoria de matrices unimodulares se garantiza que este
éptimo es entero para redes sin ganancia y con parédmetros enteros,
ademds se obtiene el importantisimo resultado de que toda solucién
bdsica factible en redes sin ganancia, tiene asociado un arbol de
expansién, este resultado hace posible deducir algoritmos eficientes
en redes. Asimismo se discute brevemente el concepto de complejidad

computacional de un algoritmo.



1.1 CONCEPTOS BASICOS EN REDES

RED.- Una red denotada G(N,M) es una terna que consiste en N
conjunto no vacio y finito de n nodos, M conjunto de m arcos y una
funcién g:M-—NxN que asocia a cada keM un (i, jleNxN tal que i#j. La
asoclacién se denota k_(1,J), 1 es el nodo inicial, J el nodo terminal
del arco k. Los arcos unen nodos en una cilerta direccién, no se
permiten (rizos) arcos que unen un nodo consigo mismo, tampoco arcos

(paralelos) que unen el mismo par de nodos.

Figura [1]

* TRAYECTORIA.- Una trayectoria P en una red G es una sucesién
finita de arcos, tales que, cualquier par consecutivo tiene un nodo en
comin, la trayectoria tiene una direccién la cual no necesariamente
coincide con la direccién de los arcos.

Ejemplo: La trayectoria 11,k2,13,k3,1i2,k4,i4 en 1la figura [1]
denotada P:ii——id4, cuande no hay ambigliedad en los arcos puede
denotarse P:iit—i3¢—Ii2—s14.

CIRCUITO.- Un circuito, es una trayecctoria tal que su node
Iniclal y su nodo terminal coinciden, P:i——i. jPor‘ ejemplo, en la
figura [1] P:it——i2——i3z——11 es un circuito. *

TRAYECTORIA ELEMENTAL.- Es una trayectoria qug si utiliza un arce
o un nodo lo hace una sola vez. Dada una trayectoria P se denota
P+(P~) al conjunto de arcos que son recorridos en su sentido (en

sentldo contrario), entonces si P es elemental se define su vector de
incidencia como:



1 s1 keP*
[1] ep(k)={ -1 si keP~
0 en otro case
por ejemplo en la red de la figura [1] P:li—i3¢—1iz2—i4 es
elemental, con ep=(0,1,-1,1,0).
RED CONECTADA.- Una red G se dice conectada si para cualquier par
de nodos diferentes i#i’' existe una trayectoria P:i——i’, si ademas P
es positiva (P=P+) entonces se dice que G es fuertemente conectada.

CORTE DE UNA RED.~- Sea ScN con S'=N-S se llama conjunto de corte

[2] Q=[s,s’ I={ keAlk_(1,J) 6 k_(J,1) con ieS, jeS'}
tiene la propiedad de que cualquier trayectoria P:i——J con 1€S, jeS’
contiene un arco del corte, de tal manera que si los arces del corte
son removidos de la red, la trayectoria P:i——J con 1ieS y JjeS'  no
existe. Se defline el vector de incidencia del corte como:
1 sik_(1,J), 1eS, jes’
[3] eq(k)= ~1 si k_(J,1), ieS, Jes’
0 en otro caso
Por ejemplo: Si en la figura [1] se consideran S={ii1,1i3}, S’'={iz, i4)}
se tiene que Q={k1,k3, ks} con eo= (1,0,-1,0,1).

ARBOL. ~ Una red es llamada &arbol, si es conectada, no contiene
circuitos y tiene al menos un arco.

BOSQUE.- Una red sin circuitos con al menos un arco es llamada
bosque.

SUB-RED.- Una red Gi es una sub-red de G, sl ambos, el conjunto
de nodos y el conjunto de arcos, son subconjuntos del conjunto de
nodos y el conjunto de arcos de G, respectivamente.

ARBOL DE EXPANSION.- Un arbol que es una su‘b—red de G y ademas

contiene a todos los nodos de G, se le llama arbol de expansidén de G.

Figura [2]




TEOREMA {1].- En un arbol para cada par de nodos distintos. -~ i=1’
existe una trayectoria elemental uUnica P:i——i’.

Demostraclién.~ Sea T un arbol 1,i’eT tal que i#i’, si se supone
que existen dos trayectorias elementales distintas Piii——i’ y
P2:1——1’ entonces, considerar P3:1’——i la trayectoria elemental en
sentido contrario de Pi1i (es decir ep3=—ep1). Por lo tanto, en la unién
de Pz con P3 se forma un circuito el cual contiene un circuite
elemental, lo cual contradice al hecho de que T es un 4&rbol, por lo
tanto el supuesto es falso, quedando demostrado el teorema.

TEOREMA [2].- Si el 4rbol T tiene n nodos el nimero de arcos es
n-1.

Demostracién.~ Se escoge un nodo se€T y se obtiene las
trayectorias elementales P:s—->1 para todo ie€T tal que i#s, a cada
nodo i#s se le asocla su arco predecesor en la trayectoria, esta
asociacidén cubre todos los nodos excepto el nodo s, de aqui que el
nimero de arcos es n-1.

CAPACIDADES. - En muchas situaciones fisicas, se consideran
limites inferiores Cx y superiores Ck de capacidad para cada arco
keR™, se denotan, c, CeR™ vectores capacidad inferior y capacidad
superior respectivamente.

FLUJO EN ARCOS.- El flujo en una red es una funcidn £: A—R", que
para los fines de esta tesis se considera el vector de flujo feR"
donde fx representa la cantidad de flujo en el arcec k. Para el caso de
una red sin ganancia fx permanece constante a través del arco k.

FLUJO EXTERNO EN NODOS.- Los flujos externos son los que entran o
salen de los nodos. Existe dos tipos de flujo externo: El1 flujo
externo fijo y el flujo externo de holgura. El f‘quo externo fijo en
el nodo i, denotado por bi, entra a la red si bl>b_? y sale de la red
sl bi1<0. E1 valor del {lujo externo de holgura ;'n el nodo 1, es
denotado por fs!, la direccién de este flujo y el limite superior de
su valor es especificado por el parédmetro bsi, llamada capacidad del
flujo externo de holgura., Si bsi es positivo fsi entra a 1la red, si
bs1 es negativo, sale de la red, en ambos casos es acotado por

O=fsi1s|bsi|.



COSTO EN LOS ARCOS.- Un costo es asociado con el flujo :de :cada
arco, mediante la funcién de costo hx(fx) exclusiva del arco k e
_Independiente del flujo de los otros arcos. El1 costo de ‘la red es la

suma de los costos de los arcos, expresado de la siguiente manera:

[4] h(f)=E hk(fk)
k=1
Los problemas de costo minimo tlenen a h(f) como funcién objetivo. Se
identifican tres clases de funciones hx(fk): lineales, convexas y
céncavas, en este trabajo se desarrollan el caso lineal y el céncavo.
COSTO DEL FLUJO EXTERNO.~ El flujo externo de holgura tiene
también asociado un costo unitario hsi. El flujo externo de holgura
puede ser ellminado mediante una transformacién de la red, por lo cual
siempre consideraremos [4] como la funcién objetivo de la red.
CAPACIDAD DE CORTE.- Sea el corte Q=[Ss,s"1] se denota
Q+=(keAlk~(1,J) ies, jesS') vy Q—=(keAIk~(J,1), ieS, JjeS’) entonces
0=Q0"U Q. Se define la capacidad del corte Q como:
[5] c(Ql=¢ . Ck -~ ¥ _ Ck
xeQ keQ
Por ejemplo: Si en la figura [1] S={i1,1i3} » S'={i2,14} = Q={k1,k3,ks}
con Q¥={k1,ks}, Q ={ka}.
€(Q)=C1+Cs5-C3
Se puede decir que la capacidad de un corte Q "es lo mas que puede
pasar menos lo minimo que se puede regresar a través del corte."
MATRIZ DE INCIDENCIA.- La estructura de la red sin ganancia puede
ser descrita mediante una matriz nodos-arcos Anxm llamada matriz de
incidencia definida como
1 si i es el nodo inicial del arco k
[8] [Atk]= { -1 si 1 es el nodo terminal 'del arco k
0 en otro caso *
por ejemplo la matriz de incidencia para la red de la figura [1]
1 1 0 0 0]
-1 0 1 1 0
g -1 -1 0 1
o o 0 -1 -1



Observe que si k~(l;J) entonces la columna correspondiente al rarcd ki’
es e1-e), donde ei, ej son los vectores unitarios con compdhenté lijeh
la I-esima y Jj-esima posicién respectivamente. ’
[7] ak= el-e), V k_(1,])
Para una red con ganacia, la matriz de incidencia queda definida:
1 st es el node inicial del arco k
[8] Al = -ax Sl es el nodo terminal del arco k
0 en otro caso
donde ak es el factor ganacia para todo arco keM.
Observe que los 1(-ak) en el renglon 1 determinan Moi1(MT1) el
conjunto de arcos que salen {(entran) del nodo i. Por ejemplo del
renglon 2 tenemos: Moz2={k3,ka}, Mre={ki1} lo cual puede corroborarse en

la figura [1].

1.2 TRANSFORMACIONES DE UNA RED.

RED CON NODO DE HOLGURA.- Cuando la red considera flujo externo
de holgura con capacidad bsi#0 y costo unitario hsi en algun nodo i,
estos pueden ser eliminados afladiendo a la red un nodo de holgura y
arcos del nodo de holgura (del nodo i} al nodo 1 (al nodo de holgura)
si bsi>0 (bsi<0), estos arcos tienen capacidad inferior cero y
capacidad superior |bsi| con costo hsi. Por ejemplo, denotando [flujo
externo f1ijo=bi, capacidad superior del flujo externo de holgura=bsi,
costo del flujo externo=hsi], (capacidad inferior=Ck, capaclidad
superior=Ck, costo del flujo=hx}.

Figura [3]

[0,-2,1]
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se transforma en

(0,2,-1)
(0,1,2) [-5]

ks

(0,3,1)
ks, (0,2,1)

Figura {4] tol

donde [flujo externo fijo=bil, (capacidad inferior=Cx, capacidad
superio=Cx, costo=hk). Este modelo es utilizado en el problema de
flujo maximo.

RED CON CONSERVACION DE FLUJO EN TODOS LOS NODOS Y bi=0
1=1,...,n.— Se crean el nodo fuente n+l y el nodo sumidero n+2, el
arco de retorno del sumidero a la fuente con capacidad inferior cero,
capacidad superior suficientemente grande y costo igual a cero. Ademds
todoe flujo externo positivo (fijo 6 de holgura) en el nodo i, genera
un arco del nodo fuente al nodo 1, de igual forma todo flujo externo
negativo (fijo ¢ de holgura) en el nodo i, genera un arco del nodo i
al nodo sumidero. Los arcos generados por un flujo externo fijo tienen
capacidad inferior y capacidad superior igual al flujo fijo y costo
cero, mientras que los arcos generados por el flujo externc de holgura
tienen capacidad inferior cero, capacidad superior el maximo flujo de
holgura y costo igual al costo del flujo de holgura. Por ejemplo la

red de la figura [3] se transforma en:

(0,2,1)
(0,3,1

Figura {5}
(0,2,1)

(0,4,0)
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Este modelo es utilizado en el algoritmo de las - desviaciones
(Out-of-kilter). L
RED CON CAPACIDAD INFERIOR CERO.- Una red que tiene arcos con

capacidad inferior distinta de cero, se puede transformar a una red
equivalente con capacidad inferior cero en sus arcos, haclendo lo
siguiente para cada arco k_(i,j) con capacidad inferior distinta de
cero:

a) hacer (_3;¢=0.

b) reemplazar Cx por C;(=Ck—g_k

c) reemplazar fx por f;¢=fk—g_k

d) reemplazar bi por b,1=bx—g_k

e) reemplazar bj por b3=bj+§k )
Por ejemplo denotands {flujo externo flJjo=bi], ‘(flujo=fk, capacidad
inferior=Cx, capacidad superior=Ck) ! : P

[0] [0] [-1] [1]
( ) (3,1,5) ( ) ( ) (2,0,4) ( )
se transforma

Figura [6] Figura [7]
Esta transformacidén es muy recomendable ya que permite un considerable
ahorro de memoria, es utilizada por el problema de flujo maximo y el

problema con costos céncavos.

1.3 PRINCIPIO DE CONSERVACION DE FLUJO Y MODELO ALGEBRAICO

El principio de conservacién de flujo en un nodo establece que
"el flujo total que sale del nodo menos el flujo total que entra al
nodo es igual al flujo externo fijo en el nodo". Ademas "la suma de
los flujos externos fijos de todos los nodos es cero". En redes sin
ganancla se tiene:
[9] Y fx =¥ fk=bt , V ieN
kEMol KEHTI
En redes con ganancia se tiene:

Y fx- Y akfk =bi ,V 1eN, akeR (factor ganancia)
k€EMol  KEMT!
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Donde, en ambos casos:

[10] E: by =0
1=1

Entonces la conservacién de flujo en una red puede ser expresada con
un sistema de ecuaciones lineales

[11] Af=0b
donde A de tamafio nxm es la matriz de incldencia de la red, feR™ es el
vector de flujo, y beR” es el vector de flujo externo fijo (vector de
requerimientos).

En redes sin ganancia el sistema Af=b es linealmente dependiente,
ya que si sumamos todas las ecuaciones obtenemos O0f=0 debido a que las
columnas de A tienen por entradas distintas de cero 1 y -1, y ademas
se cumple [10]. Una manera de evitar esta dependencia es transformar
la red a una con nodo de holgura, donde el nodo de holgura no esta
sujeto al principio de conservacién de flujo.

Por ejemplo dada la red de la figura [3] esta se transforma a la
red de la figura [4] con matriz de incidencia en la cual no se
considera el nodo de holgura (renglén is).

11 00 0 0Cc-1 0
-1 011 0-1 0O
0-1-1 0 1 0 O 1
0O 0 0-1-1 0 0 O

De esta manera el sistema de conservacién de flujo en una red Af=b es

A=

un sistema linealmente independiente, con rango(A)=n, pero observe que
el numero de arcos ha sido incrementado. Los arcos agregados se les
llama arcos de holgura. Explicitamente para la red de la figura [4] el

sistema es:

f1 + fa + -f7 =3
-f1 + £3 + f4 + - fe =0
- fz - f3 + fs + +f8 =0

- fa - fs =-5

De lo anterior tenemos que el problema de flujo a costo minimo de un
solo producto y sin ganancia puede ser expresado como un problema de

‘programacién de la sigulente manera:
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n .
[12} Min ¥ hk(fk)

k=1
sia. ¥ fk - F fk =b1y 1=1,2,...,n°

kEHo ! KEXTL ‘ g ’

Ck s fx = Ck k=1.2,..:,m

Donde n es el nodo de holgura, ¥y se han considerado los arcos de

holgura. En notacién matricial queda:

[13] Min h(f}
s.a. Af=b
C=f=C

En este trabajo se anallzan casos particualres de este problema:

I.4 PUNTOS EXTREMOS Y OPTIMALIDAD DE FUNCIONES CONCAVAS

CONJUNTO CONVEXO.- Se dice que un conjunto ScR" es convexo si
dados x,y € S se tiene que; i
Ax+(1-A)y € S v Ae [0,1]

COMBINACION CONVEXA.~- Sean X1eR" 1=1,2....,g un conjunto finito
de puntos y AteR 1=1,2,...,p tal que Q120 ¥V 1 y ¥ A1=1 entonces
i=1
P
X =¥ MmXy

i=1

se le llama combinacién convexa de los puntos {Xi}.

PUNTOS EXTREMOS.- Un punto X en un conjunto convexo S es llamado

punto extremo de S, si no existen X1,X2eS; Xi1s#X2 tales que

X = AX1 + (1-A)X2 para algin A € (0,1)
es decir, X no puede ser expresado como una combinacién convexa
estricta.

POLIEDRO.~- El conJjunto de todas las comblnaclones convexas de un
nimero finito de puntos X1,X2,...Xn se le llama poliedro, y a los
puntos que lo generan se le llaman vértices del poliedro los cuales
ademads son puntos extremos del poliedro.

TEOREMA [3].~ El poliedro S es un conjunto convexo.

Demostracién .-Sean X1,X2,...,Xn los vértices del poliedro S

entonces:
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S in a
{XIX'= L A1X1, A1z0,.F A1 =1}

S =
S T T 1=1
L n. -] : s on 5
sean z,y € S = z =53 Xy, @)20, Tiay =1
T ST Pt
n ; o
¥y = F BIXS . BI=0, LBy =10
J=1 j=1+
sea A € [0.1] = n R
Az + (1=A)y = A( L «yXy) + (1=2)C.L-BuXy)= 0
i=1 G EmlOR e
N Gy
= [Aay + (1-2)B3]X)y
J=1

donde Accy + {1-A)Bj 2 0 yaque A € [0,1], «),B1 20 'y

n n n
T (et + (1-2)83) = A( X ay) + (1= ( L B3) = A + (1-2) = 1
J=1 J=1 J=1

~ S es un conjunto convexo.

Un eJjemplo de poliedro es F={f]Af=b, C={=C} cuando las
componentes de C y C son finitas, entonces cualquier feF puede ser

expresado como:
£ =

n
A3X) con TAay=1
J =

1 ]

[k

donde los Xi1,X2,...,%¥n. son los vértices de F, que son puntos

extremos.

FUNCION CONCAVA.- Sea h:F——R una funcién definida sobre el
convexo F. Entonces se dice que h es céncava si para toda x,y € F se
tiene que:

h(Ax + (1-A}y) = Ah(x) + (1-A)h(y) , A e [0,1].
Observe que una funcién lineal es cobncava ya que siempre cumple con

igualdad.
TEOREMA {4]).- El minimo de la funcién céncava h:S—R en el

poliedro S, es un punto extremo de S.
Demostracién.~ Sea X € S con puntos extremos Xi1,X2,...,Xn. tal

que
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X)) =
por:la defini;léﬁfdeysféé t

lnf(h(XxiliéiQZ.;-;.n)—

o

- ;htxiﬁi h( ErXiXL j?‘ ‘ aplicando reiteradamente la
S D e 1 r Y

;1~¢; : definicién de funcidén céncava
= ¥ a1th(X1)
et
n
‘= h(X1) ¥ A por la definicién de h(X1)
1=1
= h(X1)
> h(X1) = h(X) VXeS con Xt unvpunto extremo.
COROLARIO [5].~ El1 problema ’
Min h(f)
s.a. Af=b
C=f=C
con h céncava o lineal, en red con o sin ganancia, tlene por solucién
un punto extremo de {f}Af=b, C=f=C}.
SOLUCION BASICA. - Una solucién £ del sistema {Af=b,C=f=C ,con

Anxm de rango completo} es basica si f=(f1,f2,...,fn) puede
particionarse en dos conjuntos fs=(fB1,fB2,...,fBN) y
fN=(fN1,fN2,...,fNn-n) y ademis:

i) las columnas de A asociadas a las variables fB1 son linealmente
independientes . estas columnas forman la matriz B llamada matriz
basica.

ii1) las variables no badsicas fuj toman el valor de su cota inferior o

el valor de su cota superior, es decir fNj=Cny & fu)=Cny , V
J=1,2,...,m-n.
Entonces arreglando las columnas de A esta se puede escribir

como A={B,N] y f= [g:] entonces el sistema queda

b
b

fs
(B,NI[g,]
BfB +NfN
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8 =B b - B 'N £
fNi = CNt OCN1I V fNL € N
y si ademds Cp=fp=CB (donde CB y Cb son los limites de las capacidades
asociadas a las variables bdslcas) se dice que f es solucién basica
factible.
' TEOREMA [6].- Un punto del polledro acotado F = {f|Af =b,0=f=C}
es una solucién basica, si y solo si es un punto extremo.
Demostracién(«).-Coslderemos que Anxm es de rango completo
rango(A)=n, y sea XeF un punto extremo de F, arreglando las columnas
de A de tal manera que las correspondientes variables Xi1,X2,...,Xp
tengan valores entre sus cotas y el resto Xp+1,Xp+2,...,Xm tengan de
valor alguna de sus cotas, se demostrara que las columnas
al,a2,...,ap son linealmente independientes.
Supongamos que ai1,az,...,ap son linealmente dependientes tales

que

y sean X’ y X" definidos de la siguiente manera:

Xy=4 X +t2v J=L2,....p
Xy para J=p+1,p+2,...,m
x$={%- Ay Js1,2,...,p
X3 para j=p+1,p+2,...,m
como X3>0 V j=1,2,...,p se escoge A>0 tal que 0<X),X)<Cjy V j=1,2,...,p

y como los 7) no todos son ceros resulta que X'#X” y ademas

P ’ m ’ P m
AX’ =Y aiX) + ¥ ajXy = L aj(Xs +2Ays)+ L aiX
1=1 J=p+1 J=1 J=p+1
P p m
= AX’ =FYajXj+AaYyyaj+YaijXy=AX=»>b
J=1 =1 J=p+1
Analogamente AX'' = b » X',X" € F los cuales X' # X". Pero ademas

X es combinacién convexa de X'y X" ya que X = 1/2 X' + 1/2 X" 1o cual
contradice el hecho de que X es un punto extremo y . se tiene que si

XeF es punto extremo, entonces las variables 0<Xi<Ci tienen asocladas
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columnas linealmente independientes en A, y como el rango(A)=n
entonces existen n-p columnas de A asociadas a variables con valor en
alguna de sus cotas, que Junto con las p columnas son linealmente
independientes. De esta manera se ha completado las variables basicas
fe, y la matriz basica B, el resto son las variables no béasicas las
éuales tienen valor en alguna de sus cotas. . todo punto extremo de F
es solucién bdasica factible de F.
Demostracién(=).-Sea XeF basica con B la base correspondiente,
entonces
[XN] tal que XNt =0 6 Cnt V¥V i=n+l1,...,m
supongamos que existe X’ ,X"eF tales que
X = AX" + (1-A)X" con 2e(0,1)
, "
sea X' = [X2 1, x* = [X?] con OsXusCN y O=XN<Cx
, "
o1 =2 21+ (-0
~S1 XNt = O como XN1,XNi = O y A&(0,1) = XNi = XNi = O
-Si XN!—CNI como 0<XN1<CN1, OSX'PIHSCNI y Ae(0,1) » X;IH=X;¢=CN1 cumple en
CN:-AXN1+(1 ;\)Xrn por lo tanto
XN XN XN =0 6Cn
¥ Xe=B 'b-B”INXw, xl;:B"b-B NXn » Xa=Xs=Xs » X=X'=X". Por lo tamto X
es un punto extremo de F, lo cual demuestra el teorema.
COROLARIO [7]1.- Un punto de F={f|Af=b,f20} es solucién basica si
y solo si es punto extremo de F.
Demostracién.— Del teorema [6] considerando Xn=0 es decir las

variables no basicas son estrictamente cero.

1.5 DUALIDAD Y CONDICIONES DE KUHN-TUCKER EN REDES

Debido a que el problema [13] con costos céncavos sera resuelto
mediante soluciénes iterativas del problema con costos lineales,
entonces se determinara el problema dual y las condicicnes de

optimalidad del programa lineal.
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El pﬁoblema primal es:

Min hf
{14] s.a Af=b
Csf=C
se supone C20 para propésitos algebraicos. Es equlvélenﬁe a:
- Max ~hf “
[15] s.a. Af=b —'
£=C —_—>'3
-fs-C —_— W

entonces el problema dual asociado es:
~ Min wb + 8C ~ wC
[161] s.a, mA + &I - wl = -h
w no restringida
3,w =0
Las tres condiciones necesarias y suficientes dé Kuhn-Tuker para
que una solucién del problema [14]) sea déptima quedan enunciados en el
siguente teorema.
TEOREMA ({8].- Dada una solucién f al problema primal y una
solucioén =m,8,w al problema dual estas son oOptimas de sus respectivos
problemas si y s0lo sl se satisfacen las tres condiciones siguientes:

i) £ es factible al problema primal, es decir, cumple que

[17] Af=b y C=f=C.
ii) w,8,w son factibles del problema dual, es decir,
f18] A +38-wz-h, S,wz0

1i1) las condiciones de holgura complementaria
a) f.(mA + 8 ~w + h) =20
[19] b) (C-f)8 =0
c) (f-Clw =0
TECREMA [9]).- Si n,8,0 son una solucién éptima del problema

dual, haciendo d=nA+h (es decir, dik=mi-akmj+hk, ak factor de ganancia)
entonces Sk=max{0,~dx] y wk=max{0,dk].

Demostracién. - De [18] tenemos que 8kz0, supongamos que &x>0, =
de [19.b] fk=Ck#0 = de [19.c] y suponiendo que Cxk*Ck = wk=0 ademas de
[19.2a] tenemos wi-akmj+Sk+hk=0 = Sk=-mi+akmj-hk V k tal que Jk>0 =

Sk=max{0,-dx].
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En forma analoga de [16] tenemos que wk2z0. Supongamos que wk>0 =
de {19.c] f=C#*0 ya que de lo contrario w no hubiera sido considerada
como variable dual y suponiendo Cx#Ck » de [19.b] &x=0, ademas de
[19.a] tenemos mi-~-akm)-wk+hk=0 = wk=ni—akn]+hk vV x tal que wk>0 =
wk=dk V¥V k tal que wk>0 = wk=max[0,dk]. Con lo <cual se concluye la
demostracién.

Considerando los resultados de los tecrema [8] y [8] obtenemos
las condiciones .de éptimalidad de Kuhn-Tucker especializadas para
redes con costos lineales.

COROLARIO [10].- Dada una solucién f al problema primal, y una
solucién n,8,w 21 problema dual, estas son dptimas de sus respectivos
problemas si y solo si se satisfacen las 3 condiciones siguientes:

1) sea f primal factlble.
ii) sea =, 8,w dual factible, lo cual es equivalente a que

Sx=max[0,-dx] y wk=max[0,dx].

iii) se satisfagan las condiciones de holgura complementaria:
a)dk=0 para Ck=fik=Ck.
[20] b)}fk=Cx para dx>0.
c)}fk=Ck para dk<O.
donde dk=mi-akmj+hk para k_(1i,Jj), ak factor de ganancia.
Demostracién. - i)idéntica teorema [8]
ii)por el toerema [8]
iii)a)sil dk=0 por teorema [9] S=w=0 = Ck=fk=Ck.
iii)b)si fk=Cx por {19.b] = &=0 por ii} = dx>0.
11i)c)si fx=Ck por [18.c] » w=0 por ii) = dx<O.

1.6 SOLUCION BASICA Y ARBOL DE EXPANSION EN REDES SIN GANANCIA

Dada una red con matriz de incidencia Anxm, anteriormente se hizo
notar que el sistema Af=b es linealmente dependiente, entonces el
rango(A)=n-1, con el fin de caracterizar las soluciones basicas se
recurre a los siguientes resultados.

TEOREMA [11].- La matriz de incidencia AT de tamafio nx(n-1)
asociada con nodos y arcos de cualquier &rbol de expancién, tiene

rangoe (AT)=n~1.
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Demostracién.— Como T es un &rbol tiene al menos un arco, entonces
nz2 por lo cual T tiene al menos un nodo terminal, es decir un nodo J
que tiene unicamente un nodo adyacente con el. En tal caso el j-esimo
renglén de ATt tiene un solo elemento distinto de cero, por tanteo
permutando renglones y columnas de AT de tal manera que el elemento
distinto de cero del renglon J quede en el primer renglon y primera

columna de AT. Entonces la AT resultante es:

Eliminando el primer renglon y primera columna de AT y considerando la
submatriz A'T de tamafio {n-1)x(n-2) que equivale a eliminar el nodo j ¥
su arco adyacente en el arbol T quedando el subarbol T’ con n-1 nodos
y n-2 arcos.

Debido a que siempre queda un subarbol este procedimiento puede
ser repetido n-1 veces después de que las n-1 columnas de At (arcos en
T) se han agotado, eliminando el Ultimo renglén de la matriz final del
proceso, se obtiene una submatriz de AT de tamafio (n~1)x(n-1)
triangular inferior cuyos elementos en su diagonal principal son
distintos de cero, per lo tanto no singular lo cual significa que
rango (AT)=n-1.

COROLARIO [12].- La matriz de 1incidencia Anxm de una red
conectada G con n nodos y m arcos tiene rango(A)=n-1.

Demostracién. -~ Como G es una red conectada entonces existe un
arbol de expansién T de G cuya matriz de incidencia por el teorema
[11] tiene rango n—1 la cual es una submatriz de A y como rango{A)=n-1
entonces rango(A)=n-1.

ARCO RAIZ.- Si a la red se le afiade un arco que 1inicie en
cualquier punto en el espacio distinto de cualquier nodo {no
considerado en las restricciones) y termine en cualquier nodo r, al
nodo r y al arco afladidc se 1le denomina nodo raiz y arco rali
respectivamente. la matriz de 1incidencia de la nueva red es

A'=[-er,Al, con er vector unitario con 1 en la r-esima entrada.
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Ejemplo.- La fed de ia‘flgura [1] queda:

arco raiz

Figura (8]

Su matriz de incidencia es;
-1 1.1
0-1 0
0O 0-1-1 0
0 0O 0 0-~-1-1
ARBOL. ENRAIZADO.- Es un arbol que se le ha afiadido un nodoe y un

= O
» O

A=

arco ralz.
COROLARIO [13].- El rango(A’)=n.
Demostracién. - Consideremos la red G° asociada a A’', la cual

tiene un nodo y un arco raiz, aplicando el teorema [11] a A; matriz de
incidencia nxn del arbol de expansién T’ que incluye el nodo y arco
raiz, tenemos que rango(A;)=n y como A; es una submatriz de A' =
rango (A’ )=n.

COROLARIO [14].- La submatriz A;‘asoclada con cualquier arbol de
expancion T’ de una red sin ganancia G' es una matriz bisica de A’.

Demostracion.~ Inmediato del corolario [13]

Observe que cualquier submatriz basica de A’ contiene la columna
~er asociada al arco raiz, es decir B=[-er,Blnxn donde B es 1la
submatriz de A formada por n-1 columnas linealmente Independientes.

LEMA[15).~ Dada una colecclién S#2 de columnas de la matriz basica
B entonces existe al menos [S]+1 renglones de B (|.| cardinalidad de
.} los cuales tienen elementos distintos de cero en estas columnas.

Demostracién. -~ Sea Sc{1,2,...,n-1} coleccién de columnas de B vy

sea R(S)={ilie{1,2,...,n} tal que existe a1j#0,jeS} el conjunto de
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renglones que tlenen al menos un elemento distinto de cero en la
coleccién de columnas S. Supongamos que {R(S){=|{S|, debido a que si
sumamos estos |R(S)| renglones obtenemos cero, entonces el rango de la
matriz formada por la coleccién de columnas S es menor que |R(S)| 1lo
cual implica que la coleccién de columnas S es linealmente dependiente
lo cual contradice al hecho de que B es una base.

TEOREMA [16].- Una base B=[-er,B] de A' de una red sin ganancia
tiene asociado un arbol de expansién de la red.

Demostracién.- Supongase que la sub-red asociada con B contiene
ciclos. Denotemos por S las columnas de B que se asocian con los arcos
del ciclo entonces R(S) correspondiente al conjunto de nodos que son
adyacentes a estos arcos en el ciclo. En un ciclo el nimero de nodos
es igual al nimero de arcos entonces |R(S)I|=|S] lo cual es una
contradiccién al lema [15]. . la sub-red asociada a B no contiene
ciclos y tiene n nodos con n-1 arcos, entonces es un éarbol de
expansién de G.

COROLARIO [17].- En una red sin ganancia, un flujo basico tiene
asociado un arbol de expancién tal que el flujo en todo arco no en el
4rbol es igual a alguna de sus capacidades. En el caso degenerado,
tiene asociado un bosque.

COROLARIO {[18].~ En una red sin ganancia un flujo basico esta
caracterizado por no tener circuitos de arcos cuyos flujos estan
estrictamente entre sus capacidades 0<fk<Ck.

Por ejemplo siendo (fx,Ck,Ck)

(3,0,3) (2,0,2)

Figura [9]

es flujo basico de valor 6 con variables basicas f2,f3,fs y no basicas
f1,fa.
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(3,0,4)

Figura [10]

es un flujo no bésico.

.7 MATRICES UNIMODULARES Y SOLUCION ENTERA EN REDES SIN GANANCIA

En problemas practicos es comin que los paﬁémetros de los
vectores b,C y C del problema [13] sean enteros y se requieran tambien
solucién f entera. En esta seccidén se demuestra que el problema [13]
con parametros enteros tiene solucién entera en redes sin ganancia con
costos lineales 6 coéncavos.

MATRIZ UNIMODULAR.- La matriz de restriccliones A se dice
unimodular si toda matriz basica B de A tiene determinante * 1,
det (B)=x1.

MATRIZ TOTALMENTE UNIMODULAR.- La matriz A es totalmente
unimodular si toda submatriz cuadrada B de A tiene determinante O, 1,
es decir, det(B)=0, #1.

TEOREMA [19].- Si A=[aij] es totalmente unimodular entonces
a1y=0,*1 V i, j.

Demostracién.— Como A es totalmente unimodular, entonces el
determinante de toda submatriz cuadrada de tamafio 1, que es el valor
del elemento es O, *1.

TEOREMA [20].- Sea A totalmente unimodular, si se agrega *er como
renglén o como columna en cualquier posicién, entonces la nueva matriz
A'=[*er,A] & A.=[i2r] sigue siendo totalmente unimodular.

Demostracién.— Sea B una submatriz cuadrada de A’ entonces
suceden dos casos:

i) B no contiene elementos de er entonces det(B)=0,%1 ya que B es
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submatriz de A totalmente unimodular.
i1) B contiene elementos de er. Si los elementos de er contenidos en B
son puros ceros estos forman una columna de B de puros
ceros, entonces det(B)}=0. Si el *1 de er esta contenido en B,
se desarrolla el determinate de B por el quedando una
submatriz cuadrada B' de A entonces det(B)=x(det(B’))=0,+1.
Por tanto, en todos los casos det(B)=0, *1 lo que demuestra que
A’ es totalmente unimodular.

COROLARIO ({21].- Sea A totalmente unimodular entonces las
matrices [A,I].[?] son totalmente unimodular.

Demostracién.— Aplicando el toerema [20] cada vez que se agrega
e hasta completar I.

TEOREMA [22].- Una matriz A con aij=0, 1 es totalmente unimodular
si, no mas de dos entradas por columna son diferentes de cero y si los
renglones de A pueden particionarse en dos conjuntes I1, Iz
posiblemente alguno vacio, tales que:

i) Si una columna tiene entradas diferente de cero del mismo signo,
los renglones estan en diferente conjunto.

ii) Si una columna tiene dos entradas diferentes de cero de diferente
signo, los renglones correspondientes estan en el mismo conjunto.

Demostracién.- Por induccién sobre el tamafio de la submatriz B de
A.
~Tamafioc k=1, toda submatriz cuadrada B de tamafio 1 es [0] & [#1]

entonces det(B)=0, 1. .
-Suponiendo que toda submatriz cuadrada B' de tamafio k-1 tiene
det(B')=0,*1, sea B submatriz cuadrada de tamafio k entonces se tienen
los siguientes casos:

a) Si tiene columna o renglén de puros ceros, entonces det(B)=0.

b) Si tiene alguna columna con un solo elemento diferente de cero,
desarrollando el determinante por ese elemento queda una
submatriz cuadrada B' de tamafio k~1 que por hipétesis de
induccién det (B’ )=0, %1, entonces det(B)=idet(B’)=0, 1.

¢) Si tiene todas sus columnas con dos elementos diferentes de cero,

y como por hipétesis del teorema existen conjuntos I1, I2 que por
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sus caracteristicasise tiene ;

L biy=T by v

Syelrs oiele
> ¥ by -y biypr=0 V¥V j§
1ell telz

lo cual significa que el' total de renglones es linealmente
dependiente, =» det(B)=0.

De todo lo anterior se deduce que A es totalmente unimodular.
COROLARIO {23].- La matriz de incidencia A asociada a una red sin

ganancia es totalmente unimodular.

Demostracién.- Con Ii=conjunto de todos los renglones, Iz=@, A
cumple con todas las condiciones del teorema {22] » A es totalmente
unimodular.

TEOREMA {24].- Sea A una matriz totalmente unimodular entonces

los vértices de F={f |Af=b,0=f=C} son enteros cuando b y C tienen
componentes enteras.
Demostracioén,~ Particionando A=[B,NJ con B matriz basica, siendo
f=[£:] solucién basica tenemos
£8=B~ 'b-B™ Ny
fr1=0 6 CN1 'para toda variable no basica fNi
donde CNi es su correspondiente
cota superior.
- fN sus variables son enteras ya que CHi,06Z (Z conjunto de 1los
enteros).
- N es una submatriz entera de A, ya que A por ser totalmente

unimodular es entera.

b por hipétesis tiene todas sus componentes enteras,
~ B por ser submatriz A es entera y det(B)=#1. Entonces existe B™! tal
que AdJ(B) Matriz entera
= = = Matriz entera.
Det(B) *1

de lo anterior se tiene que las variables de fs son enteras.
. Toda solucién basica es entera, y como las componentes de C son
enteras entonces F es un poliedro, por el tecrema [6] se concluye que

los vértices de F son enteros.
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COROLARIQ [25].- El problema [13]
Min h(f)
s.a. Af=b
0=f=C
con b,C vectores enteros, h céncava o lineal para redes sin ganacia
tiene solucion 6ptima entera.
Demostracién. - Del corolario [5], el problema tiene por solucién
optima, un punto extremc de la regién de factibilidad, y del teorema

[24] se sabe que esta es entera.

1.8 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

El problema de redes sin ganancia con costos céncavos, es . un
problema considerado dificil en términos computacionales. Este
concepto y otros que seran utillizados posteriormente son
analizados brevemente en esta seccién.

PROBLEMA. - Un problema es una pregunta general. Usualmente posee
varios parametros, cuyos valores al ser especificados, constituyen una
INSTANCIA del problema. Un problema se define dando:

1) Una descripcién general de sus pardmetros.
1i) Estableciendo las propledades que se requieren en la solucién.

ALGORITMO.- Un algoritmo es en general un procediemiento paso a
paso, para resolver un problema. Se dice que un algoritmo resuelve un
problema si para toda instancia produce solucién.

EFICIENCIA.- La eficlencia de un algoritmo puede ser medida en
términos del espacio de memoria utilizada durante su ejecucién, & bien
en términos del tiempo de ejecucién. Aqui se analizarda la eficiencia
en terminos del tiempo de ejecucién el cual es directamente
proporcional al numero de operaciones basicas elementales que el
ordenador debe realizar, por esta razén suele llamarse tiempo de
ejecucién no al tiempo fisico, sino al nimero de operaciones
realizadas.

TIEMPO DE EJECUCION.~ El tiempo de ejecucién es una funcién f(n)
donde n es el numero de datos de entrada que describen la instancia

del problema.
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Debido a que un algoritmo puede presentar serias dificultades
cuando el tamafio de la entrada (la instancia del problema) aumenta
considerablemente y debido a que en ocasiones el calculo exacto del
numero de operaciones elementales es complicado basta con conocer el
comportamiento asintético de f(n) cuando n es suficientemente grande.

ORDEN DE UNA FUNCION. - Una funcién f(n) se dice de orden g(n)
denotada O(g(n)) si existe una constante ¢ tal que |[f(n)l=clg(n)| V
nzi.

ORDEN DE UN ALGORITMO.- Se dice que un algoritmo es de orden
polinomial si es O(P(n)) donde P(n) es un polinomio en n, si no es de
orden polinomial se dird que es de orden exponencial.

A manera de ilustracién, un algoritmo O(ns) necesita 0.1
segundos para n=10 y 13 minutos para n=60, mientras que un algoritmo
0(2") necesita 0.001 segundos para n=10 y 36 600 afios para n=60.

De acuerdo a lo anterior los problemas pueden clasificarse de la
siguiente manera:

PROBLEMAS IRRESOLUBLES.- Un problema se dice irresoluble si no
existe ni existira un algoritmo que lo resuelva.

PROBLEMAS POLINOMIALES.- Un problema pertenece a la clase P si
exlste un algoritmo polinomial, conocido o no, que lo resuelva.

PROBLEMAS INTRATABLES.- Un problema es Intratable si no existe ni
existird un algoritmo polinomial que lo resuelva, es el complemento de
la clase P.

PROBLEMAS NO DETERMINISTA POLINOMIAL (NP).- Son problemas de
decision (su solucidn es si 6 no} que pueden ser resueltos en tiempo
polinomial por algoritmos no deterministas, los cuales constan de dos
estados separados: el estado de predecir y el estado de concordar.
Estos algoritmos tienen la capacidad de adivinar la ruta correcta en
un arbol de decisidén. Por definicién PcNP.

RELACION DE REDUCCION.- Se dice que un problema Li se reduce al
problema L2, denotado Li o« L2, si existe una transformacién que toma
un tiempo polinomial en convertir Li en L2, La relaclén reduccién es:

‘1) Reflexiva L1 o« L1
11) Transitiva. Si L1 o« L2 y L2 « L3 » L1 « L3.

111) No necesariamente simétrica. Si L1 « L2 no siempre L2 « L1
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Si la reduccién resulta simétrica entonces es una clase de
equivalencia y se dice que Li y L2 son polinomialmente
equivalentes.

Los problemas polinomiales son polinomialmente equivalentes y
constituyen la clase P que son los problemas "faclles" en la clase NP.
La clase NP-completo en NP esta constituida por los problemas
"dificiles" que son polinomialmente equivalentes pero no se han
encontrado algoritimos polinomiales que los resuelvan, a esta clase
pertenece el problema de redes con costos céncavos tema de esta tesis.

Una pregunta ain abierta es si P=NP, si un solo problema en la
clase NP-completo puede ser resuelto en tiempo polinomial, entonces,
P=NP y si cualquier problema en la clase NP-completo es intratable
entonces P#NP. Ademas se ha demostrado que suponiendo P#NP existen
problemas en NP que no estan ni en P ni en NP-completo.

En conclusién, los problemas pequefios de la clase NP-completo
‘pueden ser resueltos con algoritmos exponenciales, pero estos resultan
impracticos para instancias grandes ya que el tiempo de solucién crece
de manera alarmante, en estos casos hay que conformarse con dar una
buena solucidén aunque no sea la éptima, tal es el caso del problema

central de este trabajo de tesis.
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CAPITULO I

PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

En este capitulo se presenta el problema de flujo maximo, que
consiste en "encontrar el flujo de valor maximo, que puede circular en
una red con restricclones de capacidad en sus arcos, desde un nodo
fuente a un nodo sumidero”. Tiene numerosas aplicaciones especialmente
en transporte, asignacidén, redes de comunicacién, etc. Ford y
Fulkerson (1856) fueron los primeros en estudiar este problema desde
el punto de vista computacional, establecleron el teorema fundamental
de "flujo miximo -corte minimo" y desarrollaron el algoritmo de
solucidén "trayectoria aumentante". Este algoritmo sera utilizado como

subrutina en el algoritmo de las desviaciones (Out-of-kilter).
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1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea G(N,M) una red con N=conJjunto de n nodos, M=conjunto de m
arcos, CeR" tal que Ck es el limite superior de capacidad del arco k,
Mot (Mri) conjuntec de arcos que se originan (terminan) en el nodo 1.
El node fuente s con flujo externo cero, flujo externo de holgura
denotado por la variable v, capacidad del flujo externo de holgura
infinita y costo del flujo externo de holgura 1. El nodo sumidero t
con flujo externo fijo cero, flujo externo de holgura (-v), capacidad
del flujo extérno de holgura -w, costo del flujo externo de holgura 1.
El resto de los nodos con ambos flujos externos cero.

Utilizando la transformacién a una red con nodo de holgura, donde
s es el nodo de holgura, que para evitar la redundancia no se incluye

en las restricciones, entonces el problema de flujo maximo se expresa:

Max. v

[21] s.a. Tfk-FLfk=0 V iz{s, t}
keMoi xeMT:

Yfk-Yfk+v=0
keMot keMrti

0=fx=Ck Vv keM

Por eJjemplo, considerando [bi,bsi,hst] y  (Ck,Ck) en las figura

siguiente:

Figura [11]

[0,0,0]



Se’ transforma en:

Figura [12]
donde [bi], (Ck,Cx)

En términos de programacién queda:

ke < (0, ®)

. Max v )
[22] s.a. -f1 + + 3+ fa 0. — e
-f2 - £3 +F 10— 3
- fa = f5>+>V'=0 T e——> T4
o osfi=1 — sl
0sfa2 =3 —_— 32
0=f3 =1 — 33
0 sfa =2 —_— &4
0=sfs =1 —> &5

II.2 DUALIDAD Y OPTIMALIDAD

Si mt es la variable dual asociada a las restricciones de
conservacién de flujo, en el nodo i#s (mws=0 ya que el nodo de holgura
s no es considerado en las restricciones del primal) y &k la
‘correspondiente restriccion de la capacidad superior de los arcos,
entonces el problema dual asociado al problema de flujo maximo queda:

m
Min ¥ Ck 8x
k=1
[23] s.a. m —- 7y + Sk =0 V k_(1,J)eM
me = 1
w1 no restringida.
Sk = 0, V¥V keM.
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Por ejemplo ‘el dual de [22] es:
Min O3 % Ow3 +:0ma

F.81.+ 352+ 83+ 2847+ 85

s =0

+:83 0

+ 84 =0

w3 - me + &8s =z 0
ma =1

ni no restringida 1=2,3,4
8k = 0 k=1,2,3,4,5.
La interpretacién del problema  dual es la siguiente:
consideremos un corte cualquiera Q =[S,S'} y definase
= { 0 si ieS
1 si ieS’
1si k_(1,))eQ"
Bk = { 0 en otro caseo
Esta seleccidn particular de w, 8 es solucién factible del problema
dual, cuya funcién objetivo es igual a la capacidad del corte Q. Por
lo tanto "el éptimo del problema dual es el corte de capacidad
minima”.
Por el teorema de dualidad débil se tiene:
Lema.~- El1 valor de cualquier flujo factible es menor o igual que
la capacidad de cualquier corte que separe la fuente y el sumidero.
Por el teorema fundamental de dualidad y suponiendo ambos
problemas factibles, se tiene el teorema de flujo maximo corte minimo.
Teorema.—- El valor del flujo maximo es igual a la capacidad del
corte minimo.
Estos resultados se demostran constructivamente en la siguiente
seccién para obtener el algoritmo de solucién.
COROLARIO [26].~- Dada una solucién fatible f al problema [21] y
1, & factibles al problema [23], estas son 6ptimas a sus respectivos
problemas si V k_(1i, j)leM se satisface:
a) m1-mj=0 para 0=fk=Ck.
[25] b) fk=0 para mi-m)>0. R

c) fx=Ck para mi-uj;<0.
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Demostraclén. - Considerando que dk=mi-aknj+bk en el problema de
flujo maximo. se reduce a dk=wi-nj, sustituyendo en [20] del corolario
[10] se llega a este resultado.

1.3 FUNDAMENTOS TEORICOS

En esta seccién se dan los resultados necesarlos para demostrar
en formanconstructiva, el teorema de flujo maximo-corte minimo, del
cual, se deducira el algoritmo de solucidn.

TRAYECTORIA AUMENTANTE.- En la red del problema de flujo maximo
con nodo fuente s y sumidero t, a la trayectoria elemental P:s—ot se
le llama aumentante si

1) fx<Ck ¥V keP’ (k arco no saturado).
i1) fx0 V keP™ (al arco k se le puede regresar flujo).

LEMA [27]).- Dada una red G para el problema [21] con flujo
factible f de valor v, si existe P:s——t trayectoria aumentante
entonces existe el flujo factible f’' con valor v+c donde

fr+e si rep”
,

fr =4 fr-e si reP”
fr si reP
f' = £ + gep
donde
{261 =minl1l, m]
tal que

1=min{Cr=fr|reP’}
m=min{fr|reP”}.
Demostracién.— Primero se demuestra que f’' es factible respecto a
las capacidades:
i) si reP =» f;=fr con f factible.
i1) si reP’ o por la definicién de e tenemos;
e<Cr-fr v rep*
fr+e=Cr como £20 y frz0
0=fr+e=Cr
Osf;SCr
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111)s1 'x"er,»Avpor la definicién de € se tiene;
e esfe ¥ reP” L
» Osfr-¢ como €20 y erCr
% Osfr-e=<fr=Cr
@ Osf:-SCr
» de 1)]11) y 1i1) se tiene que O=fr=Cr V reM.

B Ahora se demostra la factibilidad respecto a los nodos:
i) Si el nodo 1 no estid en P entonces f';c=fk V k € Mot v Mti =
Tfk-Tfk=Ffk -F fx=0

keMor  keMri keMoi1 keMoi
1i1) El nodo i#s,t pertenece a P y considerando los arcos consecutlvos
r,r+1 en P que tienen a 1 como nodo comiin;

a) si r,r+1epP’

Figura [13]

» fe=fr+te y fre1=frs1 + ¢
N
s fx =fx V keMoirt uMrt y kgP

, N
> Y fx L fk = fre1t + e - fr - € + ¥ fx -} fx
keMoi  keMri keMos keMry

k#r+1 k#r

=Y fk -} fx

keMor  keMry

= 0 ya que f es factible
b) si reP’ y r+1eP”

Figura [14]



S fr'='fr+8 Yy fr+1 = fr+1 = €
» fk=fk 'V keP
s T fk-Yfk=Yfk -7 fx - (Fr+e) = (fre1 =€)
keMoy - keMr1 keMoi . keMri - . R
k#*r, r+1

=YF fx - F fk
keMo1 keMri
=0

c) reP”, r+1eP’

)

Figura [15] r T+l

»fr =fr - , fr+1 = Frs1 ;0-'2:
frx = fk vV keP
2L fk -~y fk=fr -+ fre1 + €+ F Ffk - F fk

keMo1 keMTt) . keMot keMrt
k#r,r+1
=Y fk - ¥ fx
keMoi keMri
=0

d) si r,r+leP”

/_\P
Figura [16] r r+l

g )
=» fr=fr-e y fr+1=fr+1 - €
»
» fx =fx VvV k&P
, ’
2 Y fk =Y fk = fr - € + ¥ fk = ¥ fk —= (fr+1 ~ €)

keMo1  keMrt keMoi keMT!
k=r k#r+1
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=Y fx - ¥ fx
keMoi  keMti
=0 ya que f es factible

Por lo .tanto de lo anterior se tiene

s fk =T fk =0 V lss,t
keMoir  keMTi
= ' es factible.

Ahora se obtiene el valor del flujo f' considerando el hecho de
que el sumidero t, es el nodo terminal de 1la trayectoria aumentante
P:s——t entonces

a) sir_(1,£)eP* »fr=fr+e , fk="fk keP

5Yfk - L fk =) fk = L fx - (fr + €)
keMot keMre keMot keMrt
k#r

=Y fk -~ Y fx - € de la restriccédn
keMoe  keMre del nodo t del
=-v -~ g problema [21]

» YTk - L fk + (v +g)
keMot keMrt

ii
o

»

b) sir_(t,1)eP” = fr=fr-¢€ , fk = £k VY keP

> YT fk - N fxk=)fk+ fr-e-} fx
keMot keMrt keMot keMrt
k#r

=Y fk - Y fk - €
keMot keMtt
= -y - g
’ ,
>N fk -V fe+(v+e)=0
keMot keMrt
s £’ es factible de valor v+e, con >0 el maximo aumento del valor del
flujo a través de la trayectoria P.
TRAYECTORIA AUMENTANTE ILIMITADA.- Si el maximo aumento del valor
del flujo €>0 en una trayectoria aumentante es infinito entonces se

dice de capacidad ilimitada y el problema es no acotado.
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LEMA [28].- El valor v de cualquier flujo factlblé f 'es menor
igual que la capacidad de cualquier corte Q que separa s .y t.
Demostracién.- Sea Q=[S,S’] tal que seS y teS’ ‘éumando las
ecuaciones de conservacién de flujo sobre todos los nodos en S', los
flujos en los arcos con nodo inicial y final en S’ ' se cancelan
quedando:
[27] v=Ffk-Ffk
keQ keQ
pero como Ck=fk=Ckx V keM
2 v=7Ck~-YCk
keQ keQ

v s C(Q).

La interpretacién de este resultado es obvia debido a que "por
un corte no puede pasar mas flujo del que su capacidad permita”, lo
que no es tan inmediato es que la igualdad se alcance, lo cual
significa que se esta en el o6ptimo. Este resultado es conocido como el
teorema de flujo méximo =-corte minimo el cual fue demostrado
constructivamente por Ford y Fulkerson en 1956.

TEOREMA. [29] (FLUJCG MAXIMO-CORTE MINIMO).- En una red conectada
con flujo factible "el valor del flujo méximo es igual a la capacidad
del corte minimo ".

Demostracién.- Sea f el flujo de valor maximo v, se define S¥(1|3
P:s—1, P es trayectoria aumentante} teP ya que de 1lo contrario
existe una trayectoria aumentante de s a t lo cual contradice a que f
es de valor maximo. = teS’'=N-S = Q=[S,S’] es un corte, por el lema

[2B] se tiene que

v = C(Q) de [27] y como Ck=0
= Lfk =Y fk =} Cx
keQ® keQ~  keQ

pero por la definiclién de Q se tiene que
fk=Cx V feQ* y fx=0 V keQ~
s v = C(Q)
y por el lema [28] Q es el corte de capacidad minima.
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Il.4 ALGORITMO TRAYECTORIA AUMENTANTE

FUNCION ADMISIBLE.- Para obtener la trayectoria aumentante se
define la funcién de admisibilidad AD:M——{0,1}, M conjunto de arcos.
Si AD(k)=1 el arco k se admite como posible en la trayectoria
aumentante y si AD(k)=0 no se admite.

FUNCION ADMISIBLE PARA EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.~ De acuerdo
a la definicién de trayectoria aumentante para el problema de flujo
maximo tenemos que su funcién de admisibilidad es:
(28] AD(K)= { 1 si k>0 y fk<Ck 6 bien si k<O y f(-k)>0
0 si k>0 y fx=Ck 6 bien si k<O y f(-x)=0
con el arco k en su sentido si k>0, y en sentido contrarieo si k<O0.

FUNCION DE ENRUTAMIENTO. ~ Dado un conjunto S se define la funcién
de enrutamiento ¢:5/{s}——M (donde S/{s}=S-{s}), la cual, asocia a un
nodo aun no alcanzado desde el nodo fuente por el proceso de

enrutamiento, el arco admisible que permitird alcanzarlo.

ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

PROPOSITO.- Dada una red conectada y una funcién de
admisibilidad, encuentra una trayectoria aumentante de un nodo s a un

node t o bien encuentra un corte que separa s y t.

PASO 1.- Inicialmente S={s}, entonces, la ruta @ es vacia.
PASO 2.- Si teS terminar, se ha obtenido la trayectoria

aumentante P:s——t.

PASO 3.- En caso contrario determinar si existe un arco admisible
en el corte Q=[S,N/S]:

- 51 no existe , el algoritmo termina obteniendo el
corte Q=[S,N/S] por lo cual no existe trayectoria
aumentante.

- Si existe tal arco k que alcanza al nodo i, se define

¢(k)=k y S como SuU{i} y se repite el paso 2.

38



ALGORITMO TRAYECTORIA AUMENTANTE

PROPOSITO. - Dado una red conectada y un flujo inicial factible,
resuelve el problema de flujo maximo en la red, sin importar mantener

soluciones basicas en cada iteracién.

PASO 1.~ Medlante el algoritmo de enrutamiento, encontrar Ila
trayectoria aumentante: Si no existe, terminar, el fluje
actual es el de valor optimo y el corte obtenido el de
capacidad minima. Si existe continuar al paso 2.

PASO 2.- Determinar mediante [26] el valor maximo de flujo € que
se puede aumentar a través de la trayectoria aumentante.

PASO 3.~ Aumentar el flujo en la cantidad € obtenida en el paso 2
y repetir paso 1.

1l.5 CONVERGENCIA

Se analiza la convergencia del algoritmo trayectoria aumentante,
después de definir los siguientes conceptos:

NUMEROS CONMENSURABLES.~ Una coleccién de nimeros se dicen
conmensurables entre si, si cada uno de ‘ellos puede expresarse como
miltiplo de 8>0 comin a todos. Por ejemplo cualquier subconjunto de
racionales es conmensurable peroc no lo es cualquier subconjunte de
irracionales.

REGLA DE DISCRIMINACION DE ARCOS.- En la busqueda de trayectorla
aumentante se debe' preferir los arcos admisibles con flujo
gstrictamente entre sus cotas O<fk<Ck, antes que los arcos con flujo
en alguna de sus cotas k=0 6 fx=Ck.

Si la coleccién formada por las componentes del vector de
capacidad C y las componentes del flujo iniclial f son conmensurables,
entonces en cada iteracidén del algoritmo el flujo se incrementa >0
cantidad conmensurable con las componentes de C y f, y no existiendo
la trayectoria aumentante ilimitada entonces el algoritmo .teminard en

un nimero finito de iteraciones.
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Aun sin la condicidén de conmensurabilidad, si en cada iteracién
se utiliza la regla de discriminacidn de arcos el algoritme terminara
en un nimero finito de iteraclones, esto se debe a lo siguiente:

- En cada iteracién al aumentar el {lujo un valor £>0 al menos un arco
en la trayectoria toma el valor de alguna de sus cotas en la
siguiente iteracién.

~ Después de un nUmero finito de iteraciones los arcos con flujo
estrictamente entre sus cotas se terminaran, llegando a un corte de
separacidén Q con arcos posiblemente admisibles tales que fx=Ckx &
k=0, que por [27] se tiene:

v=Yfk -} fx es clerta suma de nimeros Ck.

keQ keQ

- Hay solo un ntimero finito de estas sumas de forma especial, ya que
s6lo hay un numero finito de arcos, entonces hay sdélo un numero
finito de valores diferentes que puede asumir el flujo en tal estado
critico. Ninguna puede repetirse, ya que el flujo es incrementado en
cada iteracidn, consecuentemente las iteraciones terminaran tarde o
temprano.

El costo computacional del algoritmo de enrutamiento es O(nz) y
el numero de veces que este algoritmo es llamado es 0(n®) entonces el

costo computacional del algoritmo no basico es o(n®).
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CAPITULO Il

PROBLEMA DE REDES SIN GANANCIA CON COSTOS LINEALES

En este capitulo se presenta el algoritmo de las desviaciones
(Out-of-kilter), especialiazado para resolver el problema de redes sin
ganancia con costos lineales, el cual fué desarrollado por Fulkersen
en 1961. Este algoritmo es similar al algoritmo primal-dual en el
sentido de que se itera entre problemas primales y duales hasta
alcqnzar optimalidad. Sin embargo, difiere del algoritmo primal-dual
(interpretado estrictamente) en que el algoritmo de las desviaciones
puede empezar con una solucién que no es ni primal ni dual factible y
no siempre mantiene la holgura complementaria. Por lo tanto, se puede
ver coéomo una generalizacién del algoritmo primal-dual para problemas
de flujo en redes.

El algoritmo de las desviaciones, es utilizado en forma iterativa
para resolver el problema de redes sin ganancia con costos cdncavos,
debido a que posee las sigulentes caracteristicas:

a) No requiere mucha memoria para representar la estructura de la
red, porque los parametros de los arcos son almacenados en
forma arbitraria.

b

—~

No utiliza parametros para representar el flujo externo, tal
informacién es descrita por pardmetros en los arcos mediante
la transformacidn a una red con conservacion de flujo en todos
los nodos y b=0.

c) Se tiene la flexibilidad de comenzar con una solucién que no es
necesariamente primal factible, so6lo requiere satisfacer la
conservacién de flujo en cada nodo.

d

~—

Muy util para andlisis de sensibilidad, se presta al estudio de
los efectos de afiadir 6 quitar arcos y cambio de parametros. Una
véz que una solucién de una red particular ha sido encontrada,
puede ser utilizada como soclucidén inicial para la red
modificada, si un arco esta desviado (out-of-kilter) entonces el

algoritmo corrige y encontra la solucién éptima mas rapidamente
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(en la mayoria de los casos) que cuando se usan Vlos parametros
de la red original, '
Algunas desventajas:

a) Al hacer la transformacién a uné red con conservacién de flujo
en todos los nodos y b=0, pueden resultar muchos arcos 1lo cual
requiere mucha memoria.

b) Las soluciones no son necesariamente béasicas, 1lo cual puede
hacer lenta la convergencia al 6ptimo. No es computacionalmente
eficlente para problemas grandes.

El algoritmo de las desviaciones mediante ligeras modificaciones
puede resolver problemas de asignacién, transporte, flujo
maximo, trayectoria minima, transbordo, inventarios, distribucién,

etc.
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1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Dada una red conectada y sin ganacia, 1la cual después de
transforla a una red G(N,M) con conservacién de flujo en todos los
nodos y b=0 [seccién I.2], tiene N=conJjunto de n nodos, M=conjunto de
m arcos, C y C € R" tal que Ck y Ck son los limites inferior y
superior de capacidad respectivamente del arco k y hk el costo por
llevar una unidad de flujo a través del arco k. El problema de redes
sin ganancia con costos lineales queda expresado:

m

Min ¥} hx fx

k=1
[29] s.a. ¥ fk - Y fx =0, V i=1,2,...n

keMt1 keMo i :

Ck = fx s Ck Y k= 1',‘2,7...’,m,

con el fin de obtener el dual se transforma a:’

m

- Max. ¥ (~hk fx)

k=1

s.a. pfx - Y fk=0, ¥Vi=1,2,...n —M1
keMrs keMoy

fx s Cxk , YVk=1,2,...,m —>3k

-fk s-Ck , Vk=1,2,...,m ——wk

Observe que son casos particulares de [14] y [15] con b=0. Ademas
una de las de las restricciones de conservacién de flujo es redundante

y para propdsitos tedéricos se supone que 0=Ck=Ck.

111.2 DUALIDAD Y OPTIMALIDAD

Si M es la variable dual asociada a la restriccién de
conservacién de flujo en el nodo 1, &8x y wx las variables duales
asociadas a las restricciones de los limites superior e inferior de
capacidad, respectivamente del arco k. Entonces el problema dual de

[29] es:

44



m m
Min ¥ &8k Ck -~ ¥ wk Ck
k=1 k=1
[30] s.a. M - My + 3k - wk = -hk , V k_(1,J)eM
M no restringida V¥V ieN
8k 20, wk 20, VYV keM
observe que es un caso particular de [16]) con b=0, por 1lo tanto, un
corolario del teorema [8] es el siguiente:
COROLARIO [30].- Dada una solucién f al problema primal [29] y
una solucién parcial T al problema dual [30] y haciendo dk=il1-Tj+hkx V
k (1, j)eM entonces estas soluciones son o¢ptimas de sus respectivos
problemas si se satisfacen las sliguientes condiciones:
1.~ Factibilidad Primal.
a) Conservacidén de flujos en cada nodo (Af=0).
[31] b) fx =z Cx V keM.
c) fk = Cx V¥ keM.
2.- Factibilidad dual restringida
{321 a) 6k = max [ O, -dk!
b) wk = max [ 0, dk]
3.~ Holgura complemetaria.
a) dk = 0 para Ck =< fx = Ck
[33] b) fx = Cx para dx > 0O
c) fx = Ck para dk < O
Demostracién.- Como el problema [29] y [30] son casos
particulares de [14] y [16]) entonces por el corolario [10] se deduce

este corolario.

11.3 FUNDAMENTOS TEORICOS

El algoritmo de las desviaciones requiere un flujo inicial f, que
satisface la conservacién de flujo [31.a] pero no necesariamente
satisface las capacidades [31.b] y [31.¢] ¥y una T inicial entera
cualquiera. Del corolario {30] se tiene que la optimalidad es
alcanzada si f satisface [31] y W satisface [33] considerando que & y

w son dadas por [32].
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CURVA DE OPTIMALIDAD.~- Las. ‘condiciones 'de optlrﬁal idad son
representadas graficamente en . la slguiénté curva - llamada de
optimalidad.

T fx

Figura [17]

dk

Un arco si pertenece a la curva de optimalidad se dice que esta
en estado éptimo (in-kilter) y si no estad se dice que tliene desviacién
(out-of-kilter). Si todos los arcos estan en estado optimo entonces se
estd en el éptimo del problema {29] y problema (30].

El algoritmo de las desviaciones en su face llamada primal,
trabaja con flujos f que siempre cumplen con la conservacién de flujo
en todos los nodos [3l.al y en su segunda face llamada dual trabaja
con valores de TII. En ambas faces trata de llevar a un arco con

desviacidén a estado dptimo.

FASE PRIMAL

En esta fase se trata de disminuir la desviacién de algin arco k
desviado (Out-of-kilter), manteniendo fijas las variables duales T y
cambiando el flujo f en la red, de tal manera que no aumente la
desviacién de los otros arcos y ademas se mantenga la conservacién de
flujo en cada nodo.

TEOREMA [31].- Sea P:1———j una trayectoria elemental en una red
conectada con matriz de incidenca A, entonces Aep=ei-e) donde ep es el
vector de incidencia de P, e1 y ej vectores unitarios canénicos.

Demostracién. - Sea P= {i,kt,i+1,kt+1,...,1,k1,1+1,...,J~1,k1-1,J}

P
1
= Aep = ¥ epl( l)al donde a’ es la columna de A corres-—

1=t pondiente al arco 1.
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= suma de columnas cuyos arcos estan en P con
signo positivo si es recorrido en su sentido y
con signo negativo si es recorrido en sentido
contrario.

= el - ei+l + @1+2 - e+l + ...+ €]-1 - e}
va que de {[7] al=e1—ej v o1 (1,J3). Si por
eJemblo el arco k1€P es recorrido en sentido
contrario, esto significa que ki_(1+1,1) =»

1
a = el+1 - el pero en la suma telescédpica

aparecerara como -al=e1 - el+1.
=ei1 - e) ya que la anterior es una suma
telescoépica.

COROLARIO [32].- Sea a P:i——i un circuito elemental en una red
conectada, con matriz de incidencla A entonces Aep=0 con ep vector de
incidencia de P.

Demostracién. - Inmediata de teorema [31] ya que Aep=ei-ei=0.

COROLARIO {33].~ Dado un fluje f que satisface la conservacién de
flujo en cada nodo, entonces el flujo f+aeep con «>0 y P circuito
elemental tambien satisface la conservacién de flujo en cada nodo.

Demostracién.- Como f satisface la conservaciodon de flujo

= Af=0

> A(f+aep)=Af+ahAep
> =0 + o(0)
= =0

Del corolario anterior, se tlene que los flujos se deben
modificar en los arcos de un circuito elemental que contenga al arco k
con desviacién, para asi mantener la conservacién de flujo en todos
los nodos.

Si £ y T estan definidos, entonces dk puede ser calculado para
cada arco k. Cada arco k estd en uno y solo uno de los estados

identificados en la slguiente tabla (se omite el subindice k).
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Figura [18]

ESTADO d : épt I‘mlo porque

d>0 sl satisface [33.b}
d=0 i= si satisface [33.a]

p d <0 ol si satisface [33.c]

at d>0 cregy no viola [31.b],[33.b]

B1 d=0 “F<cC no viola [31.b]

p1 d<o f'<C no viola [33.c]

a2 d>0 f>C no viola [33.b}

B2 d=20 £f>C no viola [31l.cl

p2 d<a0 £f>cC no viola [31.¢],[33.cl

los arcos en estado optimo estédn en «, B, p, los que tienen desviacién
(Out-of-kilter) estan en a1, 81, p1, «2, B2, p2.

En la siguiente tabla se indica el estado de la regién y la
desviacidén que un arco puede tener, dependiendo de su posicién en la

tabla.

d<o0 d=20 d>0
T T
£f<C | p2 f-C | B2 f£-C ;a2
f=C | p 0 g x2 f-C
Figura [19] cer<c | pr -B_ - -0— T =2 T T T T
£f=C | pr C-f B l 0
_______ !
£<C | p1 ' g1 Cc-f I «r C-f
| {

Observe que en estado B2 la desviacidén es f-C, atn sin embargo se
puede seguir disminuyendo hasta f-C y el arco seguird en estado optimo
B, esto es necesario hacerlo para ayudar a los otros arcos a alcanzar
su estado dptimo, lo mismo sucede con el B1. Asimismo, en el estado B
con C<f<C el flujo se puede aumentar C-f & disminuir f-C y seguira en
estado éptimo. En la sigulente tabla se indica el cambio maximo de

flujo permitido en un arco k (tambien se ha omitido el subindice k}.
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0 d=10
£<C L £-C :¢ £-c :
£=C 0 1 pag o T - l;'_(“_:" 1
Figura [20] cer<c 1 ;-é - —C:f; _______
f=C - ; E—; e 8 o —C:f;: o
rc| : C—f"‘: * c-f
FUNCION ADMISIBLE PARA EL ALGORITMO DE LAS DESVIACIONES

(QUT-OF-KILTER).- De la figura [20] se deduce que:

- Un arco k es admisible si el flujo puede aumentar en el arco. Es
decir
[34.a] AD(K) = 1 si (fx<Ck) 6 (dk=0 y fk<Ck)
0 en otro caso
- Un arco k en sentido contrario (-k) es admisible, si el flujo

puede ser disminuido en el arco k. Es decir
[34.b] AD(=k) = 1 s1 (fx>Cxk) 6 (dxz0 y fx>Ck)
0 en otro caso
FUNCION DE CAMBIO DE FLUJO,- También de la figura [20
1k si el arco k es admisible

(k puede aumentar flujo}

[351 FC(K) = { sk si el arco -k es admisible
(k puede disminuir flujo)
0 si k es no admisible
donde
[35.al 1k = Ck—fk si dk=0 y fx<Ck
Ck—-fx si dx>0 y fk<Ck
[35.b] sx fx—-Cx si dkz=0 y fx>Cx

{ fk-Ck si dk<0 y fx>Ck
TEOREMA [34].- Dada una red para el problema [29]

que satisface la conservacién de flujo en todos los nodos

co

arco k_(1,J) con desviacién Ak>0 en exceso (en déficit), s

trayectoria P1:1———}j (P1: jJ——1) formada por arcos admisibles

distintos del arco k_(i,J)}, entonces existe el flujo f’
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fr+e si rep’
fr-¢ si repP”
[36]) fr = { fr+e si r=k y Ax es en déficit
fr-€ si r=k y Ak es en exceso.
) fr en otro caso
 donde:P es el circuito elemental P1 U {k}
1371 - e = min {4k, 1,s}
o 1 = min {1k|kePi}
s = min {sk|keP1}
tal. que:
a) £’ cumple con la conservacién de flujo en cada nodo.
b) los arcos que estédn en estado 6ptimo (in-kilter) siguen estando
después del cambio de flujo a f'.
c) la desviacién de un arco no aumenta con el cambio de flujo a f’.
d) si la funclién de cambio de flujo es finita, 1la desviaciéon de
algin arco disminuye.

Demostracién.- a) La unién del arco k a la trayectoria Pi1 forma
el circuito P = f'=f+egep y por el corolario [33] f’ tambien satisface
la conservacién de flujo en cada nodo.

b) Los arcos en los estados ¢ y p no son admisibles = no
pertenecen al circuito P y por lo tanto no cambian su flujo y siguen
en estado éptimo.

~ los arcos en estado B con Ck<f<Ck son admisibles por lo que

pueden estar en P pero por [37] se tiene que eslk,sk

= esCk-fx y e=sfx-Ck
= fu+exCk y fk-e2Cx
> Cxsfx+e=Ck

= Qka;SCk

~» los arcos en B siguen estando en 8 después del cambio del flujo.
c) Si un arce k es admisible entonces keP' = de [36]
f;=fk+c tal que O<eslk.
- 51 dx=0 y fk<Ckx se tiene de [35.a] que 1kx=Ck-fx = £=Ck~fkx =
f;=fk+cSCk el flujo aumenta a lo mas hasta Ck:

- para dk<0 (en p1) la desviacién disminuye a cero 6 a
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Ck—f';t=Ck-f'k—C.
- para dk=0 (en 81 6 en B con Cksfk<Ck) la desviacién disminuye a
cero 6 bien a Q_k—f‘;=§k—fk-c. )
~ si dk>0 y fk<Ck se tiene de [35.a] que 1k=Ck-fx = e=<Ck-fx =
f‘;c=f'k+cSQk el flujo a lo mas aumenta hasta Cx. La desviacién Cx~-fx
disminuye a cero 6 a Qk-f;<=gk-fk-c. .
En forma analoga, si el arco -k es admisible = keP =
de [38B] fl,t=f‘k-c tal que O<ess k.
- 51 dk20 y fx>Ck de {35.b)] sk=fk~Ck » £3fk-Ck = f;(=fk-€2_c_k el flujo
disminuye a lo mas hasta Ck.
- para d«>0 (en w2) la desviacidén fx~Ck disminuye a cero 6 a
f;-§k=fk-_C_k-8
- para d=0 {(en B2 6 B con Ck<fksCk) la desviacién disminuye a cero &
bien f;c—Ck=fk—Ck—C
- 51 dk<0 y fx>Ck de [35.b] sk=fkx-Ck =» e=fk-Ck = f;c=f'k-€2Ck el flujo
disminuye a lo mas hasta Ck. La desviacién fx-Cx disminuye a cero o6
bien a f'l’(-Ck=fk—€—Ck.
d) como la funcién de cambio de flujo es finita entonces
existe >0 »
- si Ak es en exceso =
Ax = {fk—Ck si dk=0
fx-Ck si dk>0
s keP™ y de [386]) f;(=fk-8 ~ la desviacién disminuye a Ak-e.
- si Ak es déficit =
Ax = {Ck—‘fk si dk=s0
Cx~-fx si dk>0

> keP* y de [38] fx=fk+e .~ la desviacién disminuye a Ak-e.

ALGORITMO DE LA FASE PRIMAL

PASO 1.- Se inicia con un arco k_(i,Jj) cuya desviacién es A«x>0.
PASO 2.- Se resuelve el problema de flujo maximo, con cota
superior del valor del flujo Ak, funcién admisible [34) con k no

admisible, cambio maximo del valor del flujo € [37], sl Ax es en
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déficit el nodo fuente es J y el sumidero es i, pero si Ak es en

exceso el nodo fuente es 1 y el sumidero es Jj.

FASE DUAL

Cuando en la fase primal se ha obtenido un flujo que no fué
suficlente para llevar al arco k =al estado o6ptimo, se procede a
cambiar las variables duales T manteniendo los flujos f fijos de tal
manera que el arco k pueda ser llevado a estado optime 6 bien al menos
uno de los otros arcos se lleva al estado 6ptimo 6 se convierta en
admisible, sin que aumenten las desviaclones de los arcos que no estan
en estado éptimo.

De la fase primal se obtiene un conjunto de corte Q=[S,N/S], los

cuales son no admisibles.

d <O d=20 d >0
£<C | p2 y B2 p a2
____________ o e m = -
=C o B Q oz
U P,
Figura [21] Cer<C o1 I 8 «z
L = = = = = = e - e = o | = = = 2 - =
f=¢ | p1 [} [:3
——————— e - — —
£<C [ p1 ! B1 ' a
] 1
{38.a] s Q"= {kI(fx=zCk) 6 (dx>0 y fr2Ck))}
d<o0 d=0 d >0
T T
f<C p2 | B2 | o2
f=C | p B I a2
____________ VI
Figura {22] cer<c | pa 8 | oz
_____ - 1
£=C | p1 B I«
_____ Q'_._..__._J.__...._..
£<C | p1 I g1 I
[38.b] 2 Q= {kl(fx=Ck) 6 (dx<0 y fk=Ck)
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TEOREMA [35].~ Dada una red conectada G con conservacién de flujo
en todos los nodos y Q=[S,N/S] un corte cualquiera entonces
Lk - Y fk=0
xeQ keQ
Demostracién. - Como satisface la conservacién de flujo en todos’
los nodos.
> L fx - Y fx =0, VieN
keEMT 1 keMot

para facilitar la notacién considérese k_(1i,J) y fx=f1}

m m
Yfiy- T fi1=0, Vien
=1

bl =1

Lfiy + L f1y ~Yfy1-FL i1 =0, VieN
Jjes JeN/S Jes JeNss

sumande para toda 1eS

Tfiy + Tfiy -Yfyn -Y £31 =0, V ieN
jes 1eN/S Jjes JjeNss
ieS ieS ieS ies

cambiando etiquetas de 1los subindices 1¢«—»j de 1los dos Gltimos

términos
TFfiy + ¥ fiy =-FLfy1 -F £y1 =0, VieN
ieS ieS ieS ieN/S
JesS Jel/s Jes Jjes

cancelando los términos semejantes

Yf1y -~ YL f1y3=0
ieS 1eN/s
JeN/s Jes

B3 }:gk-— fk = 0

z
xeQ keQ

TEOREMA [36].- Sea Q=[S,N/S] el conjunto de corte resultado de la
fase primal, al cual se le ha afiadido el arco con desviacién, es
decir, el arco cuyos nodos fuerén fuente y sumidero de la fase primal.

Sea
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: Tx={k|keQ+ con'dk>0 y fksCx}
Ta={k|keQ con dk<0 y fx=Ck}
figura (23] y (24). Si Ti1=T2=@ entonces el problema [29] es infactible,.

[39]

d <0 d=o0 d>o0
£<C | p2 | B2 | a2
£=C | + az
P B Q I,
Figura [23] C<f<C | p1 ] a2 T1
L - m = - = - [P, -] - = = -~ -
£=C | p1 1' B a
£<C | pt I B1 I a1
1 1
d <0 d =0 d >0
T T
f<C | p2 | B2 | a2
N :
f=C | p B [
______ N
Figura [24] ces<c | pr T 8 | an
-2 _ _ . L
f=C | p1 B '«
- - Q' O -
£<C | p1 I g1 U

Demostracioén.- Como Ti=@ = V keQ* se tiene fx2Ck, anadlogamente
como T2=@ = V keQ_ se tiene fxsCx. En especial el arco k con
desviacién, por no estar en T1 ni en Tz, cumple que fx<Ck & fx>Ck
(desigualdad estricta) entonces

Yfk-Yfx > ¥ Ck-Y% Ck=0
jeQ° yeQ” Jeot  jeQ”
por ser £ un flujo que satisface la conservacidén de flujo en todos los
nodos por el teorema [35] se tilene
T Lk =¥ Ck<o
J€Q JeQ
Ahora supongamos que existe un flujo en f' factible al problema

[29]. Es decir f’ cumple la conservacién de flujo en todos los nodos y
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Ck=sfk=Cx VYkeM.

T gx'g -Tfx s ¥ Cx-T Crk<o
JjeQ J€Q JeQ JeQ
ya que f’ cumple con la conservacién de flujo en todos los nodos por
el teorema [35] se tiene
0= Tfk -Lfk <0
1€Q JeQ
lo cual es una contradiccién al hecho de que existe un flujo factible.
~ El teorema queda demostrado.

TEOREMA [37].- Sea Q=[S,N/S] el conjunto de corte resultado de la
fase primal, al cual se le ha afiadido el arce 1 con desviacidn,
generador del nodo fuente y nodo sumidero. Si TilUT2z#es y 1la variable
dual T finita V¥V ieN es cambiada de la siguiente manera

1401 m =4 M Vi
M+e, V ieN/S

donde
fa11 @ = min. {e1, o2}
@1 = min, {dx|keT1}
@2 = min. {dx [keT2}
entonces:

a} las desviaciones no aumentan
b) al menos un arco es llevado a estado dptimo perc no admisible 6
es hecho admisible.
Demostracién a).- Para los arcos en Q* considerando H; se tiene
dL=ﬂ;—H}+hk=nx-ﬂj+dk—e=dk—e como >0 = dx disminuye.

- Como el flujo permanece fijo = para los arcos en los estados
P, B, p2,B2 su desviacidén no cambia.

- Como O<e=dx, V keT1 = szo para todos los arcos k que estan en
los estados o, a2 . estos arcos cambiardan a lo mas a 8 6 a 82 con
lo cual disminuyen sus desviacliones fx-Ck a cero 6 a Ck-fk

Anadlogamente, para los arcos en Q  se tiene d;=dk+e aumenta.

- Los arcos en f3,81,«,a1 no cambian su desviacion.

- Como O<e=-dx, V keSz = para los arcos que estaban en p y p1

tienen dk=0 . estos a lo mas cambiardn a 8 6 a B1 por lo cual su
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desviacién Ck—-fx disminuye a cero 6 a fk-Ck.

Demostracién b).- Como Mi<w V ieN y TillT2#e = 3 @ finito y el
arco k al que corresponde, pertenece a TilUT2 . no es admisible ni esta
en estado 6ptimo pero dk#0 camblara a d;=0, esto lo hara admisible 6
bien sera llevado a estado dptimo si estd en a2 con fx=Ck é en p1 con
fk=Ck. Por lo tanto existe al menos un arco que se hace admisible &

bien sélo es llevado a estado 6ptimo.

ALGORITMO FASE DUAL

PASO 1.- Determinar los conjuntos Ti1 y Tz [39]. Si TiUTz=s
terminar el problema primal [29] es infactible, en otro - caso
continuar.

PASO 2.- Determinar o [41] el méximo cambio permitido de 1la
variable dual M V¥V ieN/S.

PASO 3.- Hacer el cambio de acuerdo a [40].

1.4 ALGORITMO DE LAS DESVIACIONES (OUT-OF-KILTER).

PROPOSITO. - Resuelve el problema de redes sin ganancia con costos
lineales, cuya capacidad inferior, capacidad superior y costo unitario

de flujo son enteros para cada arco k.

PASO 1.~ Comenzar con un flujo entero que satisfaga la
conservacién de flujo en cada nodo [31.a]’ valor de 1las variables
duales M1 enteras puede ser cualquiera. Puede ser f=0 y T=0.

PASO 2.~ Determinar un arco 1 con desviacién A1, Si no existe
terminar f es el o6ptimo.

PASO 3.~ Ejecutar el algoritmo fase primal con arco 1. Si el
valor de flujo maximo es A1 entonces el arco 1 se ha llevado a estado
éptimo, en este caso repetir paso 2, en caso contrario continuar.

PASO 4,- Ejecutar el algoritmo fase dual con el corte que resultd
del paso 3. Si el arco 1 sigue teniendo desviacion ir al paso 3, de

otra manera ir al paso 2.
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111.5 CONVERGENCIA

Suponiendo h,C y C de componentes entefas, asi como también el
flujo inicial f y la varlable dual T

- En la fase primal cada véz que se cambia el flujo [38] 1la
desviacién de ningun arco aumenta y disminuye la desviacién del arco 1
generador del nodo fuente y sumidero teorema [34] en €>0 [37] el cual
es un entero ya que C,C y f tienen componentes enteras. Puede
construirse sdélo un nimero finito de circuitos P que contienen arcos
con desviacién, antes de obtener una solucién éptima.

- En la fase dual, después del cambio de cada variable dual [40] el
estado de los arcos con ambos extremos en S no cambia, si el arco 1 no
fué llevado al estado 6ptimo cada nodo en S seguirda en S después del
cambio. Existen dos posibilidades teorema {37]:

- Un nuevo arco se hace admisible =2 un nodo se afiade a S, cada vez
que esto suceda S crece en al menos un nodo y esto puede suceder
un numero finito de veces antes de que se forme el circuito P
que contiene el arco 1.

~ Un arco k es llevado a estado éptimo pero no admisible = S no
crece, permanece lgual, al pasar a la siguiente fase dual, se
téma el mismo arco 1 con el mismo corte Q=[S,N/S]. Después del
cambio en la variable dual, al menos el arco del que se obtuvo ©
ha sido eliminado de TiUrz. Ahora bien T1UTz puede decrecer a lo
mds un nimero finito de veces antes de que TilUT2=@, en cuyo caso

el algoritmo termina por infactibilidad teorema [36].
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CAPITULO 1Y
PROBLEMA DE REDES SIN GANANCIA CON COSTOS CONCAVOS

En este capitulo se analiza el método que resuelve el problema de
r‘eaes sin ganancia con costos céncavos lineales por pedazos o bien
resuelve una aproximacién lineal por pedazos del problema de redes sin
ganancia con costos céncavos. El método mediante enumeracién implicita
reduce el problema, a uno de programacién 0-1 mixto el cual es
relajado a un problema de redes con costos lineales, cuya solucién es
obtenida por el algoritmo de las desviaciones (Qut-of-kilter). EI
método tiene un costo computacional de 0(2"™°) donde mc es el numero de
arcos con costo fijo distinto de cero, los cuales resultan del proceso
de linealizacién por pedazos, trabaja eficientemente si mc=50, con
dificultades si mec>50, y no se garantiza que la solucién sea

encontrada si me>100,
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IV.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sea G(N,M) una red, N=conjunto de n nodos, M=conjunto de m arcos
con parametros de beR" tal que bi es el flujo externo fijo en el nodeo
i, g,Ce[Rm tal que Cx, Ck capacidad inferior y superior del arco k,
hk(fx) funcién de costo céncavo del arco k. El problema de redes sin

gananclia con costos céncavos, queda formulado

m
Min ¥ hk(fk)

k=1

[42)] s.a. Y fk = ¥ fk = bt ; i=1,2,...,n
keMo1  keMri

Ck = fk = Cxk H k=1,2,...,m

V.2 APROXIMACION LINEAL POR PEDAZOS

Con el fin de ahorrar capacidad de memoria, la red es
transformada, a una red con limite inferior de capacidad igual a cero

[seccién I.2].

hx{fi) . se transforma T hk(fx)

|
|
I
|
|
Il

' ’
X Ck ~ fx L t £«

!
I
|
i
1
}
[of
Figura (251 - Figura [26]

donde hk(fk)=hk(fk) V Cksfx=Ck
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Para ilustrar:el proceso de linealizacién por pedazos considerese las

éigulentes figuras:

P hk(fx) S
l S e oyl ~
| . ft gl ‘o
1 hva I 1 ~cap. Sup. Cx J :
i ! TR
i i S o
\ | - Figura [28]
hra v1 i o
1
I t
Ciz2 Cx=C2k
Figura [27]
El arco k se transforma en:
(0,hv1,C1x)
,:(C}O,Ck) (by]
—— J .

(hFz, hva, C2k)

Figura [29]
donde se usé la notacidén (costo fijo, costo 1lineal, limite de

capacidad superior) y [flujo externo fijol

OBSERVACIONES

i1).- Cada arco de la red original se transforma en p+l arcos (p
nimero de partes lineales) de los cuales al menos p-1 tienen costo
fiJo hri distinto de cero.

ii).~- El arco (0,0,Ck) solamante regula la factibilidad del flujo
O=fx=Ck y su costo cero no influye en la funcién objetivo.

i11).- Se logran mejores aproximaciones de hk(fk) para valores
grandes de p, pero se tiene la desventaja de que crece el costo
computacional.

iv).- La nueva red tiene arcos con capacidad inferior cero.

v).~- La nueva red tiene costos lineales y sus arcos se clasifican
en los que tienen costo fijo igual a cero y los que tienen costo fijo

distinto de cero.
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Thic(£k) hic(£1) -

hk
hrk
. ] Cx fx L —,ka_ fx
Figura {30] Figura [31]

[43] hk(fk)=hkfk ;¥ k con costo fijo cero
0 si fx=0

[44] hk(fk) = - : YV k con costo fijo
hrk+hvkfk si 0<fr=Cx distinto de cero

IV.3 ENUMERACION IMPLICITA

El método de enumeracloén implicita fué desarrollado
principalmente para resolver problemas de tipo binario. Basicamente
consiste en particionar un problema P(s), en subproblemas P(si),...,
P(sq), los cuales son almacenados en una lista de candidatos. Mediante
alguna técnica de ramificacién se selecciona un subconjunto de
problemas candidatos y con alguna técnica de acotamiento se decide si
el éptimo de P(s) se busca en el subconjunto seleccionado (de nuevo se
particiona el subconjunto), & bien el éptimo no estd en dicho
subconjunto de problemas (se declara insondeable), cancelando todos
los elementos de este subconjunto de la lista de candidatos. El
proceso termina cuando se ha analizado toda la lista.

Se usard una nueva notacién para la red linealizada por pedazos
con limite de capacidad inferior cero, ya que a ésta se le aplicari el
método.

Sea G(N,M) una red con N=conjunto de n nodos, M=conjunto de m
arcos, Ke subconjunto de M, Ke conjunto de mc arcos con costo fijo
distinto de cero los cuales para fines practicos son reetiquetados
1,2,...,me; donde Ke(i) devuelve la etiqueta original, es decir
Ke={Ke(1),Ke(2),...,Ke(me)}.
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Se asoclan la variable entera (0-1) Xi, al i-ésimo arco con costo
fijo, entonces el problema que aproxima [42) puede ser planteado como
un problema de programacién entero-mixta.

mc m
Min )} hr(i) X1 + ] hx fx

1=1 k=1
[45] s.a. Af=b

0=fk=Ck, ¥ keM

frsXiCk, V¥ i=1,2,...,mc y k=ke(i)

X1=0,1, Vv 1=1,2,...,mc
Donde hk=hv(i), V k=kc(i) arco con costo fijo. La restriccién fk=XiCxk
para k=Kc¢(i) arcos con costo fijo, forza a fx a ser cero cuando Xi=0,

y restablece su capacidad Cx original si Xi=1.

El &rbol binario del proceso de enumeracién tiene niveles

i=1,2,...,mec y cada vértice representa el conjunto de realizaciones
del vector X=(X1,X2,...,Xmc), (una realizacién del vector tiene todas
sus componentes fljas en algin numero). Donde w+=(i|Xi=1),

W ={i|Xi=0}, H°=(1]X1=0,1), se dice que el arco i y la variable Xi son
libres si 1eW?. Observe que el nodo raiz es el de todas 1las posibles
realizaciones del vector X. En la sigulente figura se muestra la

estructura de un arbol binario.

Figura [32]

En cada estado intermedio del proceso de enumeracién (un vértice del

arbol) hay que resolver:
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: : n
Min T hr(1) + L hr(1)Xi + F hefx
- teW

) . 1eW k=1

[4B] s, a. Af=b (a)
0=fk=Ck ¥ keM (b)
Fk=XiCk V 1eW’ y k=kc(1) (e)
Fk=0 V 1eW y ke=ko(i) (@)
X1 =0,1 Vv ied® (e)

Donde hk=hv(i} V k=kec(i).

V.4 RELAJACION Y TECNICA DE ACOTAMIENTO

Una cota inferior para el problema entero (0-1) [46] es obtenida
resolviéndolo pero con la condicién (e) relajada a 0=sXj=1 para Jewo.
Ademds se puede observar que para el conjunto de arcos libres W se

tiene graficamente:

hk(fx)

hv(J)

EAP(J)

Figura [33] 'he(J)

Ci )

+ hv(

t
i
|
|
!
t

hr(J) J

|

1

I

fx Cxk

hF(y) + hv(y)fk = [hr(J)/Ck + hv(j)]fk  Osfx=Ck; V jeW°

Por lo que se puede cambiar la condicién (c) por O=fk=Ck con el
correspondiente cambio en los costos de la funcién objetivo. La
restriccién (d) es equivalente a dar un costo 'muy grande hk=R con
0=fk=Ck y esto forzara a que fk=0 para ieW , k=ke¢(1). Por lo tanto la
cota inferior para el problema [46] se obtiene de:
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m . .
Min. ¥ hr{1) 4. T Thefik
: 1eW B "ES PR
[47] s.a.” Af=b

O0=fk=Ck V keM
donde R muy grande V ieW y k=ke(1)
(48] hk = { hv(1) V teW'y k=ko(1)

hF(1)/Ck + hv(1) V 1eW® y k=ke(i).
El problema relajado [47] es un problema de redes sin ganancia
con costos lineales, el cual, serd resuelto por el algoritme de las

desviaciones (out-of-kilter)

IV.5 SOLUCION FACTIBLE Y MEJOR SOLUCION

El candidato a mejor solucién 28, se obtiene al redondear a una

solucién factlble, la solucién Z de [47] de la sigulente manera.

Xi=1 si £k>0, X1=0 si fx=0 esto V 1eW’ y k=k (1).
m m
Donde Zr = ¥ hr(i)X1 + ¥ hkfk (481
1=1 k=1
La cual es usada para competir con la mejor scolucioéon, es decir 2Zs

recibe (almacena) Zr si Zr < Z28. El Método comienza con ZB muy grande.

V.6 RAMIFICACION Y BUSQUEDA

Para determinar que variable libre X (1eW®) se ramifica Yy en que
valor {0,1} se fija, se determina del conjunto de arcos libres W, el
arco j que tiene el maximo error de aproximacién EAP (ver figura [33])

[50] EAP(J)=max {hr(1)+hv(1)fk—hkfx |k=kc (1), 1eW’}
Si Xi<0.5 se ramifica primero con X)=0, de otra manera se ramifica
primero con Xj=1.
1V.7 CONDICION DE INSONDIABILIDAD
Un nedo en el 4rbol de enumeracidén es declarado insondeable

cuando ZB<Z, es decir, la meJor soiucién es menor que la cota
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inferior, 6 la solucién del problema relajado [47] es -factible 2=2Zr
por lo tanto éptima de [45], sin necesidad de subdividirlo.

Se puede considerar un. cierto porcentaje de desviacién PER,
(0sPER=100) del éptimo y en este caso un nodo es declarado insondeable

si 2>Zs-PER|28|/100.

V.8 ALGORITMO DE SOLUCION

PROPOSITO. - Resolver el problema de redes sin ganancia con costos

lineales considerando costos fijos.

PASO 1 (INICIALIZACION).- Variable de nivel L=0, mejor solucidén
Zs = nimero  muy grande, t odas las variables son 1llbres
w°=(xili=1,...,mc).

PASO 2 (RELAJACION Y ACOTAMI ENTO). - Resolver el problema relajado
{47] mediante el algoritmo de 1las desviaciones (OUT-OF-KILTER). Si
2=-o terminar, el problema es no acotado, esto no sucede ya que las
redes asociados a los problemas [45] y [47] carecen de circuitos con
costo negativo y capacidad infinita, es decir, carecen de circuitos no
balanceados. Si 222 ir al paso 6 de otra manera ir al paso 3.

PASO 3 (SOLUCION FACTIBLE). — Obtener Zr (mediante [49]), si ZrzZs
ir al paso 5§ de otra manera ir al paso 4.

PASO 4 (SALVAR MEJOR SOLUCION).- XB=XR, 2ZB=ZR. Si Zr=2 entonces X
resuelve [47] ir al paso 6, de otra manera ir al paso 5.

PASO 5 (RAMIFICACION Y BUSQUEDA).- Si W°=c se determina XjeW°®
cuyo arco tiene el maximo error de aproximacién [50] y se selecciona

el valor de XJ , actualizar w°,wf W, L=L+1 ir al paso 2. Si W’=2 ir

al paso 6.
PASO 6 (INSONDEABLE).- a) Si XJj falta fi jarse en el otro valor,
hacerlo y actualizar W°, W', W, regresar al paso 2. b) Si Xj ya fue

fijada en sus dos valores, retroceder y actualizar; L=L-1, Xj= el
padre de Xj. Si L0 repetir el paso 6a). Si1 L=0 terminar, el optimo es

XB cuyo valor objetivo es ZsB.
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V.9 CONVERGENCIA

I).~ Del paso 5 se tiene que el mayor nivel del arbol es mc, esto
sucede cuande W’= @ . Es decir L=mec.

II).- En cada nivel se resuelve un problema con L variables
fijas. El nimero de maneras de escoger L variables para ser fijadas es

(Tc), cada una de las cuales pueden.ser valuadas en 0 6 1, entonces
Nimero de subproblemas

[47] que pueden ser plan

teados en el nivel 1. = (TC)Zl

Total de subproblemas
[47]) que el método pue

m
de plantear. =Y (TC)Z

III).~ El paso 5 siempre crea problemas distintos debido a que en
niveles distintos se tienen distinto nimero de variables fijas, y en
el mismo nivel los problemas tienen al menos 1la variable ancestro

comin mas inmediata fiJja en distinto valor.
IV).~- En cada iteracién del algoritmo, se tiene que:

conjJunto de proble- conjunto de proble- problema
[ IR 1= ]

mas insondeables mas por considerar original

Como existe un numero finito de subproblemas el método converge.
Debido a que el problema que resuelve este método tiene capacidad
inferior y superior finitas (0sfk=Ck) entonces el problema tiene
solucién finita o es infactible, ya que la red carece de circuitos con
costo negativo y capacidad indefinida (circuitos no balanceados).

Se obtiene solucién oéptima finita, igual a la ultima mejor
solucidén 28, cuando al generar el arbol de enumeracién se regresa a su

raiz (nivel del &arbol cero). La infactibilidad es detectada por el

algoritmo de las desviaciones al resolver el problema relajado [47].
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CAPITULO V

APLICACIONES

Lé necesidad de una teoria, es Justificada en la medida de su
utilidad para resolver problemas practicos o para apoyar a otras
teorias. En este capitulo se presenta una gran variedad de problemas
de aplicacioén que son modelados en términos de redes sin ganancia con
costos céncavos. Estos problemas, son resueltos por el método de
solucién analizado en el capitule anterior, el cual, fué programado en
FORTRAN e implementado en PC. Se anexa una tabla donde se especifica
para cada problema resuelto: La instancia del programa no lineal, la
instancia de la red asocliada al problema y el tiempo de ejecucién del

método en una PC AUSTIN 386-SX.
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V.1 PROBLEMA DE LOCALIZACION-DISTRIBUCION

INTRODUCCION

El problema consiste en seleccionar de un conjunto de sitios
dados, en dénde localizar plantas, y determinar sus niveles de
produccién y distribucién para satisfacer la demanda conocida en los
centros de consumo, todo lo anterior a costo minimo. Se supone que los
costos de produccién y operacidén de cada planta son funciones céncavas
del total de produccién de cada planta, y el costo de distribucién
entre cada planta y punto de demanda es una funcidén coéncava de la
cantidad enviada. Puede o no considerarse capacidad de produccién en
cada planta y capacidad de transporte.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Una compaifiia desea vender un producto en N centos de consumo; se
ha determinado una demanda peridédica Dj en cada centro de consumo
J=1,2,...,N. Para satisfacer la demanda, la compafila ha seleccionado M
sitios como los mejores candidatos para construir las plantas, pero el
nimero de plantas no ha sido determinado todavia. Es decir, si una
planta es construida, esta producirda para satisfacer todas las
demandas, lo mismo sl son construidas dos 6 mas (menos de M). La
compafiia decidirid en donde construirlas (problema de localizacidn) y
el territorio de servicio de cada planta (problema de distribucién).

Se ha considerado un horizonte de planeaciéon de T periodos, el
cual, no incluye el tiempo de construccién de cada planta. La compaifiia
desea determinar; cuantas plantas va construir, en cuil de los M
sitios se construiria una planta, con qué nivel de produccién operara
cada planta en cada periodo y cuanto producto enviara periédicamente
cada planta a cada centro de consumo, de tal manera que se minimice el
costo en cada periodo, sobre el horizonte de planeacién.

Sea X1j la cantidad de producto enviada durante un periodo de la
plaﬁta i (localizada en el sitio i) al centro de consumo J Yy sea
Y1721X1J la produccién durante un periodo en la planta 1. Se define
Ci(Y1) como la funcién de costo de produccién durante un periodo de la

planta i, esta funcidn, incluye el costo fijo de construccién de la
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planta.  La funcién T1j(X1j) es el costo de transporte dﬁrante un
periodo por el envio de Xij unidades de la planta 1 al centro de
consumo Jj.. Ademds sean Ki y Kij la maxima capacidaa de produccién de
la planta 1 y la capacidad maxima de transporte de la planta ‘i1 al
centro de consumo Jj, respectivamente.

El problema en terminos matematicos queda:

H MN
{51} Min ¥ Ci(Yi1) + ¥ T Tij(Xyy)
1=1 i=1- §=1
N
(a) s.a. Y Xry =Y,
J=1
H . =
(b) ¥ Xi§ =Dy,
i=1
" :
(c) T oYt =.3-Dy.
i=1 3=1
(d) 0 s YL s Kt i=1,2,...,M
(e) 0 = X1y s K1) i=1,2,...,.M; j=1,2,...,N

Las funcliones de costo Ci1(.} y Tij(.) son céncavas y conocidas,
(1.a) es equivalente a decir "toda la produccién de la planta i es
distribuida", (1.b) establece que "el total de productos enviados a
cada centro de consumo satisface su demanda", (1.c) "total de
produccién es igual a total de demanda", (1.d) y (l.e) significan que
"la capacidad de produccién y transporte estan acotadas".

EJEMPLO {LOCALIZACION DE POZ20S).- El sistema de riego actual (por
gravedad con suministro de presa) no satisface las demandas de agua de
una Importante =zona agricola de 10 sectores {S1,S2,...,510}. Un
minucioso estudio, pronostica un déficit promedio anual en cada
sector, en los siguientes 10 afios (tabla 1), pero se han encontrado en
la zona 5 mantos acuiferos {M1,Mz2,...,Ms} de importante magnitud, los
cuales son considerados candidatos para colocar pozos que descarguen
al sistema existente. Para lo anterior se ha determinado el costo fijo
de costruccién del pozo, costo de extraccién por unidad de volumen y
capacidad anual de cada uno de los mantos (tabla 2), ademas el costo

de envio de agua de cada uno de los mantos a cada uno de los sectores

869



planta. La funcién Tij(Xi3) es él costo de transporte dﬁrante un
periodo por el envio de Xij unidades de la planta 1 al centro de
consumo J. Ademds sean Ki y Kij la méaxima capacidac'i de produccién de
la planta 1 y la capacidad maxima de transporte de la planta 1 al
centro de consumo j, respectivamente.

El problema en terminos matematicos queda:

H M N

{511} Min § Ci(Y1) +F¥ § Tuy(X1y)
1=1 1=1 j=1
N .

(a) s.a. Y X1y = Y, Au=mE1, 2, e M
j=1 - - 2 :
¥

(b) ¥ Xiy = Dy, =2, 00N
=1 :

M- N

(c) Y Y1 =YDy

- 1=1 =1

(d) 0 = Y1 = Ki i=12...,M

(e) 0 = X1y s Ky i =1,2,...,M; §J=1,2,...,N

Las funciones de costo Ci(.) y T1)(.) son céncavas y conocidas,
(1.a) es equivalente a decir "toda la produccién de la planta i1 es
distribuida®, (1.b) establece que "el total de productos enviados a
cada centro de consumo satisface su demanda", (1.c) "total de
produccién es igual a total de demanda", (1.d) y (l.e) significan que
“la capaclidad de produccién y transporte estan acotadas”.

EJEMPLO (LOCALIZACION DE P0OZ0S).~ El sistema de riego actual (por
gravedad con suministro de presa) no satisface las demandas de agua de
una importante zona agricola de 10 sectores {S1,S2,...,5100. Un
minucloso estudio, pronostica un déficit promedio anual en cada
sector, en los siguientes 10 afios (tabla 1), pero se han encontrado en
la zona 5 mantos acuiferos {Ml,Mz,...,Ms} de importante magnitud, los
cuales son considerados candidatos para colocar pozos que descarguen
al sistema existente. Para lo anterior se ha determinado el costo fijo
de costruccién del pozo, costo de extraccién por unidad de volumen y
capacidad anual de cada uno de los mantos (tabla 2), ademas el costo

de envio de agua de cada uno de los mantos a cada uno de los sectores
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(tabla 3). la distribucién topografica de los sectores, la red de
canales y la localizacién de los mantos se muestra en la figura [34],
se conslidera que los canales son de capacidad suficiente.

Se desea determinar: Cudntos pozos se van ha construir, en qué
manto acuifero se va a construir pozo, el nivel de extraccién anual de
cada pozo construido, cudl es el plan de distribucién de agua de cada
pozo a los sectores, de tal manera que se minimice el costo anual
durante el horizonte de 10 afios.

OBSERVACION. Debldo a que el flujo tiene pérdidas por filtracién
y evaporacién, este problema es de redes con ganancia con costos
cdéncavos. Sin embargo podemos considerar que las pérdidas son
incluidas en el déficit promedio y 1los costos de envio son

precisamente los costos de produccién de las pérdidas.

TABLA 1 TABLA 2
SECTOR|DEFICIT HANTO | COSTO FI1JO]|COSTO PRODUCIR|CAPACIDAD ANUAL
AGRICO|PRONEDIO ACUIF |DE CONST. |[UNIDAD DE VOL. [EN UNID. DE VOL.
LA. ANUAL EN
UNIDADES M1 300 18 50
DE voL. M2 400 24 20
S 20 M3 350 12 50
Sz 10 Ma 250 i8 30
S3a 18 Ms 300 12 50
S4
Ss
Se 10
S7 12
Ss 14
So 12
S1o0 15
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TABLA 3 (COSTOS DE DISTRIBUCION)

STl El= =] w]" ]

Moo 1020 2t 20 3 4 s

M2 12

23 i
Mo | @ e e 2 2z
Ma © L3 Wi @ Lo o v‘ 1
Ms o 3 Voo.r © o 3 1

los costos se dan en unidades monetarias (u.m.} y costo o significa
que el manto acuifero no puede suministrar al sector (esto, puede

suceder, si el sector tlene un nivel mas alto que el manto).

S1 —

Figura [34]



RED ASOCIaDA

solo se

indica el costo unitarig
Capacidad inferior

=0, capacidad Superiors=

S1){~20]
"1

®,-Costo. f1 jo=g

(capacidad Superiopr

{519 (-15)
+ Costo fijo, coste unitario)

todos con capacidad inferior=p
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V.2 APLICACION A NIVELACION DE TERRENOGS

INTRODUCCION
Un problema que se les presenta a los lngenieros topégrafos, es
la nivelacién de terrenos agricolas, de lo cual depende el buen
funcionamiento del sistema de riego que se utilice y por lo tanto
depende la produccién. El problema consiste en encontrar un plan
optimo de distribucién de tierra, de los puntos altos a los puntos
bajos del terreno, con el fin de nivelarlo con una inclinacién
adecuada al sistema de riego que se utilice.
TRANSFORMACION A UN PROBLEMA DE REDES
Con la informacién del ingenlerc se construye una red, con
vértices que representan la localizacién de puntos donde hay oferta
(altos) 6 demanda (bajos) de tierra, y arcos bidireccionados que
representan las rutas para la redistribucién. La oferta y la demanda
estan en unidades de carga, y su suma es cero. Los arcos tienen
asociado un costo por unidad de carga que puede ser distinto de un
sentido a otro, ademas puede tener un costo fijo de construccion. Este

problema es resuelto como un problema de redes sin ganancia con costos

cdncavos.
PUNTO
BAJO
NIVEL
s PUNTO PUNTO
ALTO ALTO
EJEMPLO.~ Para representar la nivelacién de un terreno, se

utiliza la siguiente red no dirigida, en la cual se han dibujade con
linea mas fuerte los caminos que ya existen y con linea débil los
caminos que se pueden construir. Se suponen los caminos de capacidad
ilimitada, ademids se denota [oferta o demanda] de cada vértice.

Encontrar el plan de nivelacién 6ptimo.
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[10]

[10]

la red es transformada y se denota (costo fijo, costo unitario por

carga), [oferta o demandal.
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PLAN DE NIVELACION OPTIMO

120]

[10]

f10]
COSTO TOTAL = 273. TIEMPO DE EJECUCION = 1.86 SEGUNDOS

V.3 PLAN DE CONTRATACION DE PERSONAL

El siguiente modelo puede ser utilizado para determinar la
politica de contratacién de personal que balancee costos de
contratacién y despido, considerando costos de empleo ocioso, cuando
la demanda no es uniforme.

Se definen los siguientes parametros, variables y funciones:

Dj = Personal minimo requerido en cada periodo J, (conocido para
cada J).
Xi1j = No. de gente contratada al inicio del periocdo i y despedida
al final del periodo Jj-1.
Ci13(.) = Funcién de costoc de contratacién asociado con Xij
(conocidal).

S} = Exceso de personal en cada periodo J.
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El problema de contratacién de“,peﬁsovnéx‘lnpar N periodos, c;imsliste, o

en encontrar, los enteros no negativos Xt

N N+l
[62] Min ¥ F Cet(Xrt)

r=1 t=r+1

1 N+ : : ;
(a) s.a Y Y Xrt -S) =Dy 12,00,

r=1 t=)+1 P
(b) Xjt, Sy =2 0 enteros; j=1,2,...,N; t =1,2,...,N+1

se puede interpretar (a) "en cada periodo la cantidad de personal
disponible es igual al personal minimo requerido mas el exceso de
personal".

Para ilustrar el procedimiento de transformacién a un problema de

flujo en redes, se considera N = 3.

(c) j=1 Xi2 + X13 + X14 + ... -S1 = D1
(d) j=2 X13 + X14 + X23 + X24 +... -S2 = D2
(e) j=3 X14 +... ¥ X24 +., .+ Xzao+o, -'S3 = D3

sustrayendo (d) de (e), (c) de (d) y obteniendo . el - negativo de (e)

tenemos:

(c) Xi12 + X13 + X14 + ... -S1 =D
(d)-(c) - X12 + X23 + Xz24 +.. +S1-S2 = Dz ~ D1
(e)-(d) - Xi3 - Xa3 + X34 + +S2-S3 = D3 - D2
-(e) - X14 -... ~ X24 -..- X34 +... +S3 = -D3

examinando el sistema, se observa que cada variable aparece dos veces
en las ecuacliones, una con coeficiente +1 y la otra con coeficiente
-1. Por lo tanto la matrliz de este sistema es la matriz nodos-arcoes

cuya red asociada es:

[D1 (Da2-D11 [Da-Dz2] [-D3l}
se puede considerar capacidad superior y capacidad inferior en el
numero de gente contratada y en el exceso de personal, sin gque la

estructura basica de la red se altere.
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V.4 MODELC DE COMPRA PRODUCCION Y DISTRIBUCION -~ -

El problema consiste en determinar la produccién de M plantas
establecidas, las cuales operan dentro de sus capacidades de
produccién, ademds determinar la politica de compra de materia prima
en N fuentes, y la politica de dlstribucién del producto, para
satisfacer la demanda ya determinada de S centros de consumo, todo 1lo
anterior a costo minimo. Se suponen conocidos los costos de compra,
produccién y distribucién, estas funcliones de costo por manejar
economia de escala son céncavas.

EJEMPLO (COMPANIA HARINERA).- Determinar la politica optima de
producclén, compra y distribucién, para una compafila harinera que
tiene 2 molinos {M1,M2}, pueden comprar trigo en 3 almacenes
{A1,A2,A3}. Se sabe que se necesita 1.5 toneladas de trigo para
producir 1 tonelada de harina, el subproducto que se obtiene es
salvado el cual es vendido inmediatamente en cada molino, por lo cual
no interesa ni en el proceso de produccién ni en el de distribucién.
La harina es distribuida en 5 centros de consumo {Di,Dz,D3,D4,Ds}. La
compra, produccién y distribucién de 1la compafiia harinera es

representada en la siguiente red.

mercados

almacenes . molinos molinos
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Datds'de'lafbémpaﬁiaiharlnéraign sase

DEHANDA EN®TON
DEHARINA®

-’50
.20
10

[vopa

CAPACIDADIMAXINA DE. SUNI
NISTROLEN TON'DE TR1GO'

ARCO

COSTO POR TONELADAS EN UNIDADES
HONETARIAS (U.M.)

CAPACIDAD HAX.
EN TONELADAS -,

de

de

de

de

de

de

A1

Al

Az

A3

A3

M1

M2

a

o P o op

D1
D2
D3

75
73
90
80
S0
80
73
70
20
18
15
20
18
15

de
lo
de
lo
de
io
de
lo
de
1o
lo
de
lo

lo

80
g0

0 a 45 ton

que exede

de

0 a 45 ton

que exede

de

0 a 75 ton

que exede
0 a 75
que exede
0 a 20
que exede
que exede
0 a 30
que exede
que exede
3

1
S
7

de

de

de
de

de
de

45

45

75

75

20
50

30
80

menor que 30

70

menor que 30

10 B3 TSE B0 %R
SR B LA BELOTECA



] COSTD‘PQR‘TONEygpA;Fnju rﬁ;qﬁs

ARCO: : MONETARIAS (U
de Mi a Ds 7
de M:z a D1 5
de M2 a D2 S
de Mz a Da ) 7
de M'z a Da 5 P
de M'z a Ds 5 ®

Para manejar las mismas unidades de producto, se camblan las 1.5
toneladas de trigo por una tonelada de harina quedande 1los cambios
sigulentes:

NODO |CAPACIDAD MAXINA DE SUMI
NISTRO EN TON DE TRIGO
Al 30
A2 50
A3 70
ARCO COSTO POR TONELADAS EN UNIDADES CAPAcbeD MAX.
MONETARIAS (U.M.) EN TONELADAS'
de A2 a M1175 de 0 a 30 ton ‘w
73 lo que exede de 30 7
de Az a M2[90 de 0 a 30 ton
80 lo que exede de 30
de A3 a M1{80 de O a 50 ton
80 lo que exede de 50 7
de A3 a M2|73 de O a 50
70 lo que exede de 5O

el resto de los

La red asociada al problema en la cual se considerd

[oferta ¢ demanda] (capacidad

siguiente:

datos queda igual.

inferior,

80

capacidad superior)

es

la notaciédén

la



todos (o0,

todos  (0,0)

SOLUCION OPTIMA

COSTO TOTAL = 13 060, TIEMPO DE EJECUCION = 2.60 SEGUNDOS.

V.5 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO UN SOLO PRODUCTO

Se presenta un problema de produccién-inventario, de un sole
producto, permitiendo satisfacer demandas atrasadas, sobre un

horizonte de planeacién finito. Las demandas son conocidas, produccion
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deterministica, funclones de costo de produccién, inventarios y por
satisfacer demandas atrasadas son conocidas y céncavas si aprovechan
la economia de escala. El problema consiste en determinar un plan de
produccién que haga frente a la demanda, a costo minimo.
Para la formulacion matemdtica del problema se requiere definir

lo siguiente:

N = No. de periodos que considera el horizonte de planeacién.

i = Identificador del periodo, i = 1,2,...,N.

X1 = No. de unidades producidas durante el periodo 1.

C1(.) = Funcién de costo de produccién en el periodo 1i.

I1 = Nivel de inventario al final del periodo i.

21(.) = Funcién costo de inventario en el periodo i.

Bi = Nivel de déficit al final del periodo i.

bi(.) = Funcioén de costo por déficit en el periodo i.

D1 = Demanda del producto en el periodo i.

CP1

CI:

CB1 = Capacidad maxima de déficit durante el periodo i.

1

Capacidad maxima de produccion durante el periodo i.

Capacidad maxima de inventario durante el periodo 1i.

El problema queda formulado:

N
Min ¥ (Ci{X1)+@21(I1)+b1(B1))
1=1

[53] s.a. I1 + X1 + Bi+1 =D1 + I1+1 + Bt V i=1,2,...,N (a)
It = IN+1 = B1 = B1+1 = 0 {b)
0 = X1 = CPi v i=1,2,...,N (c)
0 =11 = CI v i=1,2,...,N (d)

0 s Bi = CBi v i=1,2,...,N (e)
Las demandas Di y funciones Ci, @i, bi se suponen conocidas, l.a
es equivalente a decir "lo que se tiene en inventario mas lo que se
produce mas lo que llega del siguiente periodo por pedidos retrasados
es igual a la demanda mads lo que queda de inventario para el periodo
siguiente mads lo que sale para el periodo anterior para surtir pedido
retrasado” 1.b establece que tanto inventario y déficit al inicio y
final son cero, 1.c¢, 1.d y l.e la produccidn e inventario estén
acotadas superiormente y ademds produccién, inventario y déficit sen

no negativos.
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EJEMPLO. - Encontrar el plan de produccién éptimo par‘ar 4 beriddés
cuyas demandas son 3, 8, § y 6 respectivamente, la capacldad méxima de
produccién es de 15 y la capacidad méxima de inventario es 12! Los
costos de produccién, inventario y déficit son .

0 si Xi=0 i
C(X1) = { 4+8X1 si 0<Xis10 , 2(I1) = 11 . b(B!") ;
3445X1 si X1>10 e

=:2B1

C(X1)
s
L
T R il
1
1
4 |
10 X1
3
min ¥ (C(X1)+I1+2Bi)
1=1
s.a. X1 + Bz = 3 + I2
X2 + I2 + B3 = 8 + I3 + Bz
X3 + I3 + B4 =65 + Is + B3
X4 + 14 =6 + Ba
I1 = Is =B1 =Bs =0
0=X1=15, O=I1=12, Bi20, V i=1,2,...,4

arreglando términos y agregando la restriccién redundante suma de las

primeras 4 restricciones queda:

4
min Y (C(X1)+I1+2B1)
1=1

s.a. - X1 + I2 - Ba=-3

~ X2 -I2+ I3 +B2-B3=-8

- X3 - I3+ I4 +B3~-Ba=-25

- X4 - Ia + Ba =-6

X1 + X2 + X3 + Xa = 22
0sX1=15, 0sI1s12, Os=Bisw, V i{=1,2,...,4
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examinando el sistema, se observa que cada varlable aparece dos veces
en las ecuaciones,

una con coeficiente +1 y la otra con coeficiente
-1.

Por lo tanto la matriz de este sistema es la matriz nodos-arcoes
cuya red asociada es la sigulente,

en la cual se consldera la notacidn
[oferta 6 demandai,

(capacidad inferior, capacidad supurior).

PLAN DE PRODUCCION OPTIMA

PRODUCC 0N X120, X5=15, X3=0, X,=7
INVENTARI O 1,20, 1,20, 1424, 1,=0
DEFICIT B,=0, B,=3, By=0, B,=1

COSTO OPTIMO=181



V.6 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO CON VARIAS ALTERNATIVAS
DE PRODUCCION

INTRODUCCION

Este modelo es una extensién del modelo anterior, ya que se
consideran diversos proveedores o formas de produccién en cada
periodo, por ejemplo, produccién en tiempo normal, produccién en
tiempo extra, produccién por subcontratacidén, entre otros.

PLANTEAMIENTO DEL PROLEMA

Suponga que en cada perlodo exlisten M formas distintas de

satisfacer la demanda, ademds de las suposiciones del meodelo anterior.

La formulacidén del problema es:

N M
[54] min ¥ ( ¥ Ceti(Xe1)+@1(I1)+b1(B1))
I=1 t=1

H

s.a. L Xer + It + Bie1 =Dt + Iist +'Bi |V 1=1,2,..7,N (a)
t=1 i .
In = IN+1 = B1 = BN+1 = 0 ) (b)
0 s Xt: =CPtt V i=1,2,..., Ny VvV t=1,2,...,M {c)
0 =111 = CIi v i=t,2,...,N (a)
0 s By = CB: v i=1,2,...,N (e)

donde Xit es el nivel de produccién del articulo en el periodo 1
usando la alternativa de produccién t y CPti es la correspondiente
cota superior de produccién, Cti(.) es la funcién costo de produccién
de la aternativa t en el periodo {.

EJEMPLO (PRODUCCION EN TIEMPO NORMAL, TIEMPO EXTRA Y POR
SUBCONTRATACION).~- Una féabrica produce un articulo, considerando
tiempo normal, tiempo extra y subcontratacién. Encontrar el plan de
produccidén dptimo que satisfaga las demandas de cuatro periodos,
considerando un inventario inicial de 5 articulos, costo fijo para
producir en tiempo normal 1 u.m. (unidad monetaria), costo fijo por
producir en tiempo extra 2 u.m., costo fijo para producir por
subcontratacién 4 u.m., costo por articulo en inventario 1 u.m.,
capacidad de inventario 40, costo por articulo en déficit 2 u.m.,

capacidad de déficit 10, ademas los costos, capacidades y demandas de
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la sigulente-tabla.

ALTERNATIVA PERIODOS
DE. PRODUCCION 1 2 3
COSTO UNITARIO DE PRODUCCION- <.

NORMAL=N 15 16 18’
EXTRA=E 17 19 21
SUCONT, =5 20 21 22

CAPACIDAD DE PRODUCCION.
NORMAL 100 100 B0 100
EXTRA 20 .. 20 - 10 10
SUBCONT. 40 40 40 40
DEMANDA 150 110 100 118

Considerando la notacién [oferta o demanda] y {costo fijo}, la

red asocliada al problema

es:

capacida inferior, capacidad superior y costo de cada arco son dadas

en la siguiente tabla.
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(0;40,1 :

: (b,"mo’,'ié)' :

©,100,16)

(0,60,18) -

(6,100,20)

“to,20,17)
(’0,-20,19)'
(0,10,21)

(0710,24)

" (0, 40,20),

.{0,40,21)

(0, 40, 22)

(0, 40,23)

PLAN DE PRODUCCION GPTIMO

PRODUCCION EN TIEMPO NORMAL
PRODUCCION EN TIEMPO EXTRA
PRODUCCION POR SUBCONTRATACION

COSTO TOTAL =
TIEMPO DE EJECUCION =

87

360

non
o u
oo

8 412
1.74 SEGUNDOS



V.7 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO CON MULTI-INSTALACION EN SERIE
PARA LA PRODUCCION DE UN PRODUCTO

Se considera el problema de planear la produccién de cada una de
las M instalaclones sobre un horizonte de planeacién de T periodos,
donde las instalaclones estan dispuestas en serie y numeradas de tal
manera que la salida de la instalacién j es la entrada de la
instalacidén J+1, se dice que el producto estd en la etapa J cuando
sale de la instalacién J. Un inventario es considerado entre etapas y
el j-esimo inventario entra a produccién en la instalacién j+1, El
inventario M (que sigue a la etapa M) es sujeto a demandas conocidas,
permitiéndose satisfacer demandas atrasadas (sole en la etapa M). Se
supone que la instalacién j en el periodo t puede ser usada por la
instalacién j+1 en el mismo periodo. Para la formulacién del problema
se considera lo sigulente:

N = No. de instalaciones.

T = No. de periodos que considera el horizonte de planeacién.

Xjt = produccidén en la Ilnstalacién j durante el periodo t.

Cst(.) = Funcién costo de produccién en periodo t, en etapa J.

Ijt = Nivel de inventario en la etapa j al final del periodo t.

@jt(.) = Funcidén costo de inventario en etapa J al final del
periodo t.

Byt = Nivel de déficit en la etapa M al final del periodo t.

but(.) = Funcién de costo por déficit en el periodo t en etapa M.

Di = Demanda del producto en el periodo t.

CPjt = Capacidad maxima de produccién en el periodo t en etapa j.

CIjt

CBMt = Capaclidad maxima de déficit en el periodo t en etapa M

i}

Capacidad maxima de inventario en el periodo t en etapa J

El problema consiste en determinar las variables Xjt, Ijt y BHt
que minimicen la suma de los costos de produccién, inventario y

_reorden, sobre el horizonte de planeaciodn.



TR Gt
[55] Min" ¥ ("L Cit{Xit).
UL L2 St

s.a. 14£ = Ij;g¥1 +] K 1 T a)

Ime = In,t-1 - Bu,to1 + BHt +. Hei = Der Vot= ST (b))

Ijo = IyT = BHO = BHT = 0 A =‘1.2}{.{,M

M s (e)
0 = X5t = CPjt v J=1,2, ... MY t=1,2, 00, T (d)
0 = Ijt = Cljt V J=1,2,....M ¥V t=1,2,...T (e)
0 = BMt = CBMt v t=1,2,...,T ()

EJEMPLO. - Se considera un horizonte de planeacidén de 4 periodos
para un sistema de produccién que consiste de 3 etapas en serle. Los

costos de produccidn e inventario tienen la siguiente forma.

Cste(Xjt)

Ay + CiXyt si . Xje>0
0 si Xje=0

Hye{Ijt)

hjlje.

suponiendo A1=400, A2=300, A3=600, C1=20, C2=10, C3=30, hi1=2, hz=l y
h3=3, demandas D1=100, D2=300, D3=200 y D4=400, no se permite
satisfacer demandas atrasadas, la capacidad maxima de produccién en
cualquier periodo y cualquier linstalacién es 600, y la capacidad

maxima de inventario en cualquier periodo y cualquier estado es 300.
RED ASOCIADA
Se utiliza la notacién [oferta 6 demandal (costo unitario, costo
fijo), la capaclidad inferior de todos los arcos es 0, capacidad

superior de todos los arcos de produccién (hacia abajo) es 600, 1la

capacidad maxima de inventario (hacia la izquierda) es 300.
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110001} &

¢~todos (20,400):
K? ETAPA -1
« (10,300)

(1’0), 6) ETAPA 2’

¥ «— (30,600)

12 - 13 ETAPA 3
v :

[-100] [-3001 ) {-200] [-400])

PLAN OPTIMO DE PRODUCCION
{10001

[-100] [-300] [-200] {~a00} -

COSTO TOTAL = 84 700, TIEMPO DE EJECUCION = 5.82 SEGUNDOS

g0



V.8 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO MULTIPROBUCTO
INTRODUCCION
Se consldera un problema de planeacién de la produccién,
multiproducto, permitiendo satisfacer las demanda no cublerta en
periodos atrasados, sobre un horizonte de planeacién finito, se
suponen conocidas las demandas de productos en cada periodo, las
funciones de costo de produccién, inventario y déficlt de cada
producto en cada periodo. El1 problema consiste en determinar un plan
de produccién optimo que satisfaga la demanda de cada producto en cada
periodo.
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
Sean N los diferentes productos, H el numero de periodos de
produccidn, ademas:
Xi3 = No. de productos i en el periodo J.
C13(.) = Funcién costo de producir el producto i en el periodo J
I1j = Nivel de inventario del producto i al final del periodo J.
@1 j(.) = Funcién costo por inventario del producto i al final del
periodo .
B1jy = Déflicit acumulade del producto 1 al final del periodo Jj
b1j(.) = Funcién costo por déficit del producte i al final del
periodo j.
D1) = Demanda del producto i en el periodo j.
CP1j = Capacidad maxima de produccién del producto i en periodo j
Clij = Capacidad maxima de inventario del producto i1 en periodo j
CB1 ) = Capacidad maxima de déficit del producto i en el periodo J
Se suponen conocidas las demandas y las funciones de costo de
cada producto en cada periodo. La formulacion del problema es:
N H

[58]1 Min F ¥ {C1i(X13) + 213(I1y) + bij(B1j)}
1=1 j=t

= i=1,2,...,N

(a) s.a X1y + 11, j-1 Ity + Byy - Bt,J-1 = D1 =12, H
i=1,2,...,N

(b) 0=I1§=CIyy; O=B13=CBij; 0sX13=CPij y enteros j=1.2 H

(c) Ito = Bio = 0 i=1,2,...,N
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CONSTRUCCION DE LA RED
Para construir la red asociada al problema seguir los pasos:
1).~ Se definen los nodos tj para j = 1,2,...,H correspondiente a

cada periocdo j.

2).- Se define los nodos nij con demanda D1}, para i = 1,2,...,N;
J=12,...,H correspondiente a cada producto ! en periodo j.
3).- Se construyen los arcos de produccién (tj,nij) del producte 1}

en el perliodo J, con capacidad inferior cero, capacidad
superior CPt) y costo Ci1j(X1)) para i=1,2,...,N; 4=1,2,...,H

4).- Para i = 1,2,...,Ny J=1,2,...,H se construyen los arcos de
inventario (nij,nt, j+1) del producto i en el periodo j, con
capacidad inferior cero, capacidad superior CIi) y costo
@1 5(I1)).

§).- Para 1 = 1,2,...,Ny J=1,2,...,H se construyen los arcos de
déficit (n1, j+1,n15) del producto 1 en el periodo Jj, con
capacidad inferior cero, capacidad superior CBij y costo
b1y(B1}) . u

6).- Se define el nodo fuente S con oferta ¥ ¥ Dij y construir
los arcos (s,ty) § = 1,2,...,H, coﬂ=1c35éo cero, <c¢apacidad
inferior cero y capacidad superior infinita.

La variable Xij es el flujo en (tj,n13), Bi) corresponde al flujo
en (n1, J+1,n1)) y 11} corresponde al flujo en (nij,nt, j+1).

Por ejemplo la red para 2 periodos y 3 productos es:

()
3
2
&
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V.9 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO, MULTIPRODUCTO, MULTI-INSTALACION
EN PARALELO CON PROCESAMIENTO EN LOTE

INTRODUCCION

Se considera un problema de planeacién de 1la produccidn,
multiproducto, con multiinstalacién, permitiendo satisfacer la demanda
no cubierta en periodos atrasados, sobre un horizonte de planeacién
finito que consiste en periodos de produccidén discretos, durante cada
uno de los cuales a lo mas un producto puede ser asignado a cada
ihstalaclén. ia demanda de productos en cada periodo se supone
conocida pero no necesariamente la misma. El problema consiste en
determinar cémo asignar los productos a instalaciones para hacer
frente a la demanda de productos, de tal manera que se minimice la
suma. de costos de produccién, inventarios y por cubrir demandas
atrasadas, sobre el horizonte de planeacién. Este problema es
formulado como un programa lineal entero mixto transformado a un
programa todo entero que puede ser resuelto como un problema de flujo
a costo minimo.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Sean N los diferentes productos, que se producen en M diferentes
instalaciones en paralelo, permitiéndose satisfacer demandas de
periodos atrasados, siendo H los perlodos de produccién en un
horizonte de produccién finito. En un periodo solo un producto i es
asignado a una instalacioén, produciéndose exactamente Pi unidades de
ese producto. El costo de producir cada producto 1, depende del
producto 1 y del periodo k durante el cual el producto es hecho. El
modelo considera las siguientes variables:

X1x = No. de instalaciones usadas para producir el producto i en el
periodo k.

Cik(X1x) = Funcioén de costo (positiva) por cada instalacidn
asignada para producir en el periodo k. Considerando costo
fijo y economia de escala, la funcién es céncava.

Itk = No. de unidades de producto i en inventario al final del

periodo k.
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@1k = Costo unitario (positivo) por inventario para gljﬁpfoducééy 1 .
al final del periodo k. - -

E\k'= Total de unidades de producto i al final del pericdo k, para
satisfacer demandas atrasadas.

bik = Costo unitario (positivo) por satisfacer demandas atrasadas,
para el producto i al final del periodo k.

dix = Demanda del producto 1 en el periodo k.

La funcién de costo Cik{Xik), los costos unitarioes Elk, bik y las

demandas Elk se suponen conocidas para cada periodo k = 1,2,...,H vy
cada producto 1 = 1,2,...,N, asi como también el Inventaric inicial
Ii0 y la demanda atrasada inicial Bio, para cada producto i=1,2,...,N.

El objetivo del problema es determinar el plan de produccién
que minimice la suma de costos de produccidn, inventarios y por cubrir
demandas atrasadas, sobre el horizonte de planeacién. La formulacién

matematica del problema es:
N H _ o
[57) Min § ¥ {Cix{Xik) + @1klik + bikBix}
1=1 k=1

- - = = C T 1=1,2,..00,0
(a) s.a ilek + Ttk-1 = Itk + Bik - Bik-1 = dik [ _ 12 .. '8
(b) T Xix = M k=1,2,...,H

1=1

Tir = = i=1,2,...,N
(c) Iix = 0, Bix =z 0, Xix 2 0 Yy enteros k=12 .. . .H
(a) Ito, Bie conocidas i =1,2,...,N

el cual es un programa entero que presenta estructura.de flujo en
redes sélo si P1r = 1 v i =1,2,...,N, lo cual no es el caso.
TRANSFORMACION A UN PROBLEMA DE FLUJO EN REDES
Dividiendo cada restriccion (a) de [57] por Pi se obtine:

N H
58] Min ¥ ¥ {Cix{X1kx) + @1kItk + b1xBik}
1=1 k=1
b o Byver = i=12...,N
(2) s.a ﬁ\k + Iik-1 = Iix + Brk - Bik-1 = dik K=1.2 .. .8
(b) T X1tk s M k=1,2,...,H ‘
i=1
1 =1,2,...,N
(c) I1x 2.0, Bix =2 0, Xikx =2 0 y enteros kK=1.2.....H
(d) .- Ite, Bio conocidas. I = 1,2,...,N
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donde Ii1kx = Ylk/Pl, Bik = Elk/Pl, dik = alk/PI. o1k = ElkPl,
bix = ;nch. Observe que las variables y las demandas son ahora
expresadas en perlodos de produccién de un producte en particular.

El problema [58] es de flujo en redes si se agrega la restriccién
redundante suma del negativo de todas las restricciones (a)

N H N H

LI T (Xix) =-3% T dik

1=1 k=1 1=1 k=1
sin embargo como dik = dix/P1 no son necesariamente enteros, entonces
puede dar soluclones optimas no enteras, para evitarlo se ] haqen ',13-5,

siguientes modificaciones: de [58.a] se tiene

k Kk
Y Xty 4+ It,5-1 - Ity + B1y ~ Bt,j-1 = Fdiy |
J=1 J=1
Kk Kk -
= L X1y - Itk #+ Btk =¥ d1y = Ilo + Bio
j=1 J=1
k . - - Tk : :
= ¥ X1y -~ Iik.+ Bik'=Wiy donde Wix = J-diy = Ito + Bio
J=1 i - i=1
remplazando por cada restriccion (a) de [58] se tiene el problema
equivalente:
N H
[59] Min ¥ ¥ {Cik(Xtk) + @ixlix + bikBik}
1=1 k=1

k —
(a) s.a. ¥ X1j - Itk + Bik = Wi} i

~

non
-
N
o]

N
(b} T Xtk s M k =1,2,...,H
1=1
i=1,2,...,N
(c) Itk 2 0, Bix 2 0, X1k 2 0 y enteros k=12 ... H
(d) Ilo, Blo conocidas. { = 1,2,...,N

Las variables no negativas Iik, Bik en el 6ptimo al menos una de
ellas tiene que ser cero (I:kB:k = 0) ya que aparecen en la mnisma
restrecién (a) y sus cotas son estrictamente positivas., Se denota [r]
el mayor entero menor que ry £(r) =r - [r] la parte fraccional de r

0 = £(r) = 1. Considerando que se ha encontrado el éptimo de [59]
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entonces:

1) SI'Bik >0 = Iik =0 = (a) queda:

Xty + Bik = Wiy
1

[ e Bl

J

descomponiendo Iik, Bik ¥y ﬁlk en parte entera y parte fraccional

4
[k

X1y + [Bik] - ['ﬁu] = £(Wik) - £(Bik)

=1

s f(Wix) -~ £(Bix) = entero, ya que es igual a a la suma de enteros, y

como. 0 = £f(Wik) s 1 y 0 s £(Bix) = 1 se tiene que

£(Bix) = £(W1k)

ii) Andlogamente, si Iik > 0 = Bik ='0 = {a) queda

Xig - Itk = ;l-u
X1y = [Lixl:

[ l_{l 3] entero

= £(Hik) + £(I1k) =

como £(Wix) = O solo s

se tiene que

0Osf(ilik) =1 y 0 = £(Bi) s 1

R 1781 Wik # entero
F(Iue) + £H1k) =1 0 en otro caso
1 ~ £(W1k) si Wik # entero
£(Iix) =
0 en otro caso

Finalmente se define

' 1si ITik >0 y Wik # entero
Tik =

0 en otro caso
= los resultados de las consideraciones anteriores quedan:
£(BIK) = £(W1k)(1 = T1k) y £(I1k) = (1 = £(Wix))1k
sustituyédolas al descomponer Iix, Bik y Wik en parte entera y parte
fraccional en [59].

Ademas haclendo Itk =
alk = i‘(ﬁxk) y Wik =

= [Iix), Bix = [Bikl,
[Wix]l, el problema equivalente a [59] es:
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Ho

I

N

(601 Min L % {Ciu(Xiu)+otsl ike((1

, Xik 20 'y ér.xte‘rjos

e nter
(d) e

ST e - ST
MR 151 T X1x-W1k>0 y Wik#e
Tix = J=1

0 en otro caseo

(e) Ito, It10o y Ble conocidas. i = 1,2,..
LLamamos [61] al problema [60] al cual se le ha reemplazado: por

{ 1 si Wik # entero } ‘e : ST=1,2,.000,0

- . =
(*) Iik s etk = k=12,...,H
0 en otro caso

se demostrara a continuacién que la solucidén éptima no es afectada, es
decir [61] es equivalente a [60] ([61) ya es un problema de flujo en
redes}:

- 8i Wik = entero en ambos casos (d) y (*) I;L = 0.

- Consideremos X“ solucién éptima de [61] con Wik # entero:

a) Sea cualquier i,k tal que

k - —-— -—
Y X1y - Wik =0 y Wix #= entero

J=1

»
como Xt} son enteros (éptimo del problema de flujo), entonces
k - —_— k L] —
T X1y = Wik - f(Wik) s O = ¥ X1) - Wik s £(Wix) < 1
1=1 1=1
k »
= Y X1y - Wik =0
J=1
" , Ve
Si Itk = 1 de [60.a] se tiene que Bik = 1. Decreciendo Iik a
cero y Bix por 1 nos lleva a una nueva solucién factible con

el sigulente cambio en la funcion objetivo:

-(1~aik)@ik+atkbik-bik==(1-aik) (@1x+bik) <0
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b)

ya que (l-aik), zik, bik > 0, De lo anterior se concluye  que
cuando . :

k . - SR

T X1J) - Wik 0 y - Wik #'entero

J=1 . A E .

. Ve

en la solucién éptima de [61]) le'corresponde Iik:= O.
Andlogamente, consideremos cualquier I, k tal que

- — —
X1) - Wik > 0 ¥y Wik # entero

Mok

J=1

- k » .

como Wik = Wik = T X1y -Wik >0
J=1

vy , "
Si Iix = 0 de [B0.a] se tiene que Iik > O. Incrementando Iik a
1 y decreciendo I1x por 1 nos 1lleva a una nueva solucién
factible con el siguiente cambio en la funcion objetivo:

~gik+(l-aik)oik~atkbik=~aik(@1k+b1k)<0

ya que (1-aix), @ik, bix > 0. De lo anterior se concluye due
cuando X :

T Xy - Wik > 0 y Wik # entero
)=t

en la solucioén 6ptima de {61] le corresponde Itk = 1.

En conclusién en problema de redes equivalente a [57] es:

{b)

(c)

(d)

N H ' " f
[61]1 Min § ¥ {Cik(Xix)+@i1kl1k+((1-a1x)oik~aikbik)Iik+bik(Bik+aik)}
i=1 k=1 .
: ’ o 1=1,2 N
(a) s.a. _E;X” - Iix - Iik + Bix = W) k=12 .. H
N
Y Xix s M k=1,2,...,H
1=1
. . i=1,2,...,N
Itk =0, Btx =0, Xix = 0 yenteros . _ 12 .0
)y 1 alk=entero i=12,...,N
Itk = e1k, etk = K=1,2,...,H
0 en otro cas

(e)

Ito, Ito y Bio conocidas. i =1,2,...,N
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CONSTRUCCION DE LA RED

La red asoclada al problema [61] se construye de‘ilg, sigﬁiegtelﬁz‘

manera:

1).- Se definen los nodos tk para k

1,2,...,H corréspondiente:
cada periodo k. W

2).- Se define los nodos nik para i = 1,2,...,N; 'k =

correspondiente a cada producto i en el periodo k. Gl

3).- Se construyen los arcos (tk,ntk) para 1=1,2,...,N; k=1,2{;..,H .
con capacidad inferior cero, capacidad superior 1hf1nito' Yy g
costo Cik.

4).- Para i = 1,2,...,H ¥y k = 1,2,...,H construir los arcos
paralelos (mk,m,kn)1 y (nlk.nl,k+1)2 con costos @ik Yy
(1-aik)@ik-a1kbikx respectivamente; con capacidad inferior
cero, capacidad superior infinita y etk respectivamente.

5).~ Para i = 1,2,...,Ny k =1,2,...,H, se construyen los arcos
(nl,k+1.n1k)1 con costo bik, capacidad inferior cero y
capacidad superior infinito.

8).~ Para i = 1,2,...,Ny k =1,2,...,H; si Wix >0 se construye un
arco (nlk,n:,k+1)3 con capacidad inferior = Wik = capacidad
superior y costo cero. Wik < O construir un arco (nx.k,1,n1k)2
con capacidad inferior = Wik = capacidad superior y costo
cero.

7).~ Se define el nodo fuente S y se construyen 1los arcos (s,tk)
k=1,2,...,H, con costo cero, capacidad inferior cere y
capacidad superior M.

8).- Se define el nodo sumidero T y se construyen los arcos
(n1,H+1,T) i=1,2,...,N con costo cero, capacidad inferior=Wik
si axk=entero 6 capacidad inferior Wik + 1 si Wik = entero y
capacidad superior infinito.

Con respecto a [61] la variable Xik es el flujo en (tx,nix), Bik
corresponde al flujo en (nl.k+1,n1k)1. I;k corresponde al flujo en

Vs
(nix,nt, k+1)} y Itk corresponde al flujo en (nxk,nx,k+1)?
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EXTENSIONES
Se pueden conslderar las sigulentes extensiones, sin destruir la
estructura basica de la red:

a) Limites de capacidad superior y capacidad inferior en la
cantidad de productos permitidos en inventario o en "demanda
atrasada.

b) El numero de instalaciones disponibles puede variar de periodo
a pericdo (esto puede ser ocasionado por el programa de
mantenimiento al que estén sujetas).

c) La dependencia de los costos de produccidén de las instalaclones
usadas. Esto puede ser Util por ejemplo si algunas instalacicnes
requleren mas mantenimlento que otras, debido a su tiempo de
uso.

EJEMPLO. PLANTA ENSAMBLADORA DE 3 TIPOS DE AUTOS,
CON 6 PROCESOS DE PRODUCCION EN PARALELO
Una planta ensambladora de automoviles produce tres tlpos de
autos {1,2,3} en seis procesos en paralelo, igualmente ajustables a
producir cualquier tipo de auto, y en un periodo solo un tipo es
asignado a un proceso, produciéndose un nimero fijo de unidades (tabla
1). Se desea encontrar un plan de produccién que satisfaga las
demandas de los proximos 4 meses, a costo minimo (tabla 2), iniciando

sin inventario y sin demanda atrasada.

TABLA 1

UNIDADES DE
TIPC |PRODUCCION
(P1) EN UN
PERIODO

15
20
10
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TABLA 2

TIPO . MuE 5: oK

COSTO F1JO“POR. AJUSTE, DE: PROCESO * =

1 1 1 ‘1
2 - 3 2
3 - 3 3 2 2

COSTO POR CADA PROCESO ASIGNADO = Cik

1 g0 80 80 75
2 60 70 70 50
3 120 100 100 80

COSTO UNITARIO POR INVENTARIO = Elk

1 2 1 2 1
2 2 2 2 2
3 3 4 3 3

COSTO UNITARIO POR DEMANDA ATRASADA = Blk

3 2 2 2

3 3 3

3 4 4 4 4
DEHANDA = dik

36 24 15 15

20 35 25 80

30 20 25 15
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SOLUCION. - Transformaciones necesafiaégc;k:

Vik=5 diy, Wik = {{1k] y atk = Wik - (Wix] v 1
s=1 i

TIPO '1
1 1
1 30 15 30 15
2 40 40 40 40
'3 30 10 30 30
bik = Pibik
45 30 30 30
80 B0 80 80
40 40 40 40
Wik

1 2.4 4 5

2 2.75 4
3 3 S 7.5 [}

Wik

1 2 4 8
2 1 2 4 8

3 3 5 7

Sik = (1 - atk)oik - atkbik

1 4] 15 30 15
40 =35 40 40
3 30 40 -8 30
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RED ASOCIADA

u).m.pm.x 2.2,0s
’(o.m.am

0, 1,0)

4,4 ,0)
0, m, 15

S, 5,00
*——a (3, 0O, 30)

(5,6,0)

t.odos *—--(0 , 0, 13)

€0,6,02 ©.0)

1,1,0)
(0,0, 0,2
u:.un.m:n
(O, 00, GO ‘
2,2,07

(0 ,, ?0),3

tz }— nzz 0,00, 20
(O, o, 60> o,x,-a:h

(0,w, 70),2
$,a,0)

c_..JO, W, 40

8.0 .0)
Y, «—(0, 00, 40)

(8.0, O) )
T

o, 1, 0),

E (00040)
(Q, 00,40 ’i

C(capacidad inferior, .capacidad superior, costo unitario), costo fijo.
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PRODUCCION OPTIMA EN UNIDADES DE PERIODOS DE PRODUCCION

COSTO TOTAL = 1 981, TIEMPO DE EJECUCION = 4.46 SEGUNDOS
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"PRODUCCION OPTIMA CON UNIDAD = UN_AUTO
= . [-38]

AUTOS'

naz) [ -35]

AUTOS

s r TIPO

—
|
[&]
o
=
—

[-201

5

AUTOS
Q

? } TIPO
/ 3
L, S

[-15]

Las unidades son autos, observe que se obtine el mismo costo:

{costo por producir)} + (costo por déficit) + (costo por reorden} =
1838 + 25 + 18 = 1881.
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Debido a que

cocavos, es

importante conocer para cada problema de

un problema dificil

el problema de

redes

en términos

sin ganancia

ejJemplo,

computacionales,

tratado

con costos
es

en este

capitulo: la instancia del programa que lo formula, la instancia de la
red asociada y el tiempo de eJjecucién del método de solucién. Lo
anterior se resume en la sigulente tabla.
PROBLEXA DE INSTANCIA DEL PROBLEMA TIEKPO DE
EJEMPO PROGRAMA RED ASOCIADA EJECUCION
65 variables enteras 16 nodos
LOCALIZACION no negativas 40 arcos 2,40 segun
DE 26 restricciones 5 arcos con costo ’ dog
POZ20S 5 costos fijos en la fijo
funcién objetivo
24 variables enteras 8 nodos
NIVELACION no negativas 24 arcos 1.86 segun
DE UN 9 restricciones 12 arcos con costo dos
TERRENO 12 costos fijos en la fijo
funcidén objetivo
coupaf 39 vagl:bleilegteras 23 nodos
NIa n ega vas 39 arcos 2.60 segun
HARINERA 50 restricciones
8 arcos con costo dos
8 costos fijos en la £1Jo
funcién objetivo
PRODUCCION EN| 1B variables enteras
TIEHPO NORMAL no negativas 8 nodos
& 21 arcos 1.74 segun
TIEHPD EXTRA 23 restricciones
3 arcos con costo dos
Y POR SUBCON- 3 costos fijos en la £ijo
TRACION funcién objetivo
21 variables enteras
13 nodos
PRODUCCION EN no negativas
21 arcos 5.82 segun
SERIE DE -UN 38 restricciones
12 arcos con costo dos
PRODUCTO 12 costos fijos en la £1Jo
funcion objetivo
54 variables enteras 36 nodos
PLANTA ENSAM- no negativas
73 arcos 4.46 segun
BLADORA DE 24 restricclones
12 arcos con costo dos
AUTOS. 12 costos fijos en la £ijo
funcién objetivo
el método fué programado en lenguage FORTRAN y los problemas corridos

en una PC AUSTIN 386-SX.
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CAPITULO Vi

CONCLUSIONES Y EXTENSIONES

En este trabajo se han analizado los fundamentos tedéricos,
descripcién e implementacién de un método de solucién del problema de
redes sin ganancia con costos céncavos. Como consecuencia de este
andllsls, también se considerdé la estructura tedrica y descripeidn de
los problemas flujo méxime y redes sin ganancia con costos lineales.
El método fue programado en FORTRAN e implementado en PC.

La gran importancia del método radica en que existe una
consliderable varledad de problemas que presentan estructura de
economia de escala, los cuales pueden ser modelados en términos de
redes sin ganancia con costos céncavos. Para los problemas de
inventarios, con demanda deterministica, horizonte finite y costos
céncavos, el método puede considerar capacidades tanto de producciodn,
inventario como de reorden, tal consideracién causa dificultades al
ser resuelto por técnicas de programacién dinamica.

Cuando el método, tiene dificultades para obtener la solucién
6ptima de un problema con instancia grande, se puede encontrar primero
una solucién con un porciento elevado de error, luego utilizar dicha
solucidén como inicial, reducir el error y obtener una mejor solucién.
Repitiendo lo anterior, se puede obtener una muy buena solucién y
quizds hasta la solucién éptima.

Las posibles lineas de extensién, son las sigulentes:

Cuando existen arcos paralelos que resultan del proceso de
linealizacidén, el método utiliza los arcos paralelos libres mas
costosos, por'ser los mas baratos en el problema relajado, produciendo
muy malas cotas en cada literacidn, posiblemente en estos casos, se
puede meJjorar dicha cota.

El problema de localizacién de pozos pone de manifiesto la
necesidad de extender este trabajo al estudio del problema de redes
con gananclia con costos céncavos. El problema de la compafiia harinera

incluyendo la distribucién del salvado, puede resolverse, considerando
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una restricclén adiclonal, de ahi, se deriva la importancia de
extender este trabajo a problemas de redes con restriccliones
adicionales. Otra posible linea de extensién es a redes multiproducto.

En Ultimas fechas, las técnas: recocide simulado y blsqueda tabu,
han dado muy buenos resultados en algunos problemas de la clase
NP-completa. Son técnicas reclentes, que ain no se ha investigado, las
formas mas efectivas de implementacién y el rango de problemas para
los cuales son mejor adaptadas. Quizas alguna de estas técnicas pueda
adaptarse, para resolver el problema de redes con costos céncavos y

con ello, lograr resolver instancias mis grandes de este problema.
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APENDICE A) ESTRUCTURA DE DATOS

En este apéndice se describe la estructura de datos utilizada en
los programas para representar una red. Esta representacién, es de
particular importancia ya que influye en el costo computacional del
algoritmo.

En los programas implementados se utiliza la representacién de
arcos orlentados, que consiste en una lista de nodos origenes O=[0k] y
una lista de nodos terminales T=[Tk} de tal manera que el arco
k_(0(k),T(k)), 1los parametros de los arcos son similarmente
representados en las siguientes listas f=(fx], C=[Ck], C=[Ck] vy
"h=[hk]. El costo del espacio de memoria de esta representacién es
(p+2)m palabras, donde p es el nUmero de parametros en los arcos (no
estan incluidos los parametros de los nodos) y m el numero de arcos.

Por ejemplo si (fx,Cxk,hk) y [bi)

k2, (1,1,-1)

es representada por las listas

arco k 1 2 3 4 5 5] 7
Ok 2 5) 1 1 3 2 5
Tk 4 2 3 2 4 3 1
fk 2 1 3 1 3 0] 1
Ck 2 1 3 3 5} 1 2
hk -1 -1 1 5 3 2 1

Para ldentificar Moi=conjunto de arcos con origen i, primero se

modifican los indices de los arcos de acuerdo al nodo origen en orden
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creciente. Es decir
: s1-0(k1)<0(k2) =» ki<kz
s1 0(k1)=0(k2) =» el orden de ki y k2 es arbitrario.

por ejemplo al reenumerar la anterior red se tiene.

ks, (1,1,-1)
7

luego se define la lista de punteros origen Po={Po(i}] que contiene el
indice mas chico de los arcos que se originan en i, pero si ningin
arco se origina en i =» Po(i)=Po(i+1). Es decir
Po(1l)=1
Po(1)=k, tal que O(k)=i, O(k-1)<i; V 1<i=n
Po(n+1)=m+1
donde n = numero de nodos, m = numero de arcos. El conjunto de arcos
que se originan en 1 queda definido por:
Moi={k|Po(1)sk<Po{i+1)}
» Mot=o si Po(i)=Po(i+1).

La lista de punteros origen de la red anterior queda;

Nodo 1
Po 1 3 5] 6 5 8

Analogamente para identificar Mri=conjunto de arcos con nodo
terminal i, primero se crea una lista LT={LT(1)} de arcos ordenados de
acuerdo al nodo terminal en orden creciente. Esto es, si kb es el
indice o orden del arco kw en LT se tiene que;

s1 T(kw)<T(ky) =» Ku<ky
si T(kw)=T(ky) = el orden de kw y ky es arbitrario.

113



luego se define la lista de punteros orlgen PT—(PT(i)
puntero PT(i) es el primer arco de la lista LT qﬁ
Pr(1}=1 ;

Pr(1)=k’' tal que T(LT(k ))>1. ‘T(LT

Pr(n+l)=m+1 [

donde n = numero de nodos, m = numero de arjcc{s'. E
que terminan en i queda definido por i ;
Mri={LT(k’ )[PT(1)<k<Pr(1+1)}

La lista de punteros terminal y la

quedan: -, -,l
X’ 1 2 3o gl
LT 7 1 62
Nodo 1 23t
PT 1 2 4 B

APENDICE B) DIAGRAMA DE BLOQUES Y DESCRIPCION DE SUBRUTINAS

NTCNCY
[ 1

| Reapok | | READCC | | ENUMER | | KILTER | | okaouT |

{ { I f 1

| setup | [ ReLax | [rouno | | sepraT | [ seT| | ReseT ]

[¥itrer |

[ |

|Fino | | FLow | [ POTENT |

[ MAXFLO

1 l ]

| FPATH3 | | OKAMFLO | | FLOCHG |




DESCRIPCION DE LAS SUBRUTINAS

ADOKA.- Funcién que determina el conjunto de arcos admisibles
para formar trayectorlia.

CONCAVY.DAT Y CONCAV.SAL.- Archivos de datos de entrada y de
sallida respectivamente.

ENUMER. - Controla las operaciones en el proceso de enumeracién
implicita.

FIND.- Encuentra un arco Ke con desviacién (out~of-kilter),
designa su nodo origen Io y su nodo terminal Jo. La direccién del
cambio de flujo es indicada por CH (+1 para incrementar, -1 para
disminuir). La cantidad de cambio de flujo para llevar a Ko a estado
éptimo (in-kilter) es DF.

FLOCHG. - Cambia el flujo en la trayectoria (LISA). Para cada arco
en la trayectoria: Si k>0, incrementar por MF el flujo en el arco k.
Si k<0 disminulr por MF el flujo en el arco k.

FLOW. - Cambia los flujos en la red, de tal manera que el flujo en
el arco Ko pueda ser incrementado & disminuldo manteniendeo la
conservacién de flujo en cada nodo.

FPATH3. - Encuentra una trayectoria usando el procedimiento de
enrutamiento, los nodos alcanzados se indican en la lista S.

KILTER.- Dado un flujo que satisface la conservacién de flujo y
valores arbitrarios de la variables duales PI (1). Este procedimiento
modifica flujos y variables duales para obtener una solucidén oéptima.
Si el problema es infactible la subrutina lo indica haciendo INFEAS=1.

MAXFLO.- Encuentra el flujo maximo en una red dado un flujo
inicial factible, una cota superior VR para el valor del flujo, un
nodo fuente SN y un nodo sumiero TN.

OKAMFLO. - Determina el cambio maximo de flujo en la trayectoria
(LISA).

NTCNCV (PROGRAMA PRINCIPAL). - Resuelve el problema de redes sin
ganancia con costos céncavos lineales por pedazos.

OKAQUT. ~ Proporciona las caracteristicas de la red transformada.



POTENT. - Calcula el minimo valor de incremento de las variables
duales PI(1) Vv ieN/S el cual permite llevar a Ko a estado éptimo
(in-kilter) 6 causa que algun otro arco se haga admisible.

READCC.- Lee los parémetros sigulentes: EPS nilmero muy pequefio
usado como criterio para redondear a cero, BIG numero muy grande valor
inicial de la meJor soluclén , PER porciento de desviacién aceptable
del valor objetive éptimo. Para cada arco con costo fljo se lee, KC
indice del arco en la red original, HF costo fijo del arco KC y HV
costo unitario del arco KC.

READOK.- Para los nodos lee el flujo externo fijo y el flujo
externo de holgura, lee los parametros de los arcos y crea una
representacién para la red.

RELAX.- Resuelve el problema relajade, calcula el vector X y el
valor objetivo Z.

RESET.- Hace libres todas las variables en el nivel L y niveles
superlores.

ROUND.~ Redondea a enteros las variables fraccionales que
aparecen en X obteniende XR y calcula el valor obJjetivo ZR asociado.

SEPRAT.~- Dada wuna solucién relajada X, este procedimiento
encuentra la variable libre J que da la mayor diferencia entre el
costo céncavo y el costo linealizado. Esta es llamada variable de
separacién, ademids se determina la direccidén de separacidn.

SET.- Fija la variable J para el valor XJ en el nivel j.

SETUP.~ Obtiene la aproximacién lineal para el problema relajado
y el conjunto de todas las variables libres.

APENDICE C) ALIMENTACION Y SALIDA DE DATOS

Los datos del progama NTCNCV son alimentados en el archivo
CONCAV.DAT el cual cuenta con los siguientes registros:
1) Registro para el numero de nodos.
Campo Formato Comentario

1-5 15 numero de nodos (N)



ii) Reglstros de los parametros de los nodos

Campo Formato Comentario

1-5 15 numero del nodo (I)

6-15 F10.0 flujo externo fijJo (BF)

16-25 F10.0 cota flujo externo de holgura (BS)
26-35 F10.0 costo flujo externo de holgura (CS)

terminan los pardmetros de los nodos con un dato en blanco o un cero
en el campe 1-5.

1ii) Registros de los arcos

Campo Formato Comentario

1-5 15 nodo inicial (I)

6-10 15 nodo final (J)

11-20 F10.0 capacidad inferior (LOWER)
21-30 . F10.0 capacidad superior (UPPER)
31-40 F10.0 costo unitario del flujo (COST)

terminan los parametros de los arcos con un dato en blanco o un cero
en el campo 1-5.
iv) Registro de parametros
Campo Formato Comentario
1-10 F10.3 nimero muy chico usado como criterio
para redondear a cerc (EPS)
11-20 110 numeroc muy grande valor inicial de la
me jor solucién (BIG)
21-30 110 porciento de desviacién aceptable del
objetivo éptimo (PER)

v) Reglstros de los arcos con costo fijo

Campo Formato Comentario

1-10 F10.0 indice del arco en la red original KC
11-20 F10.0 costo fijo del arco KC (HF)

21-30 F10.0 costo unitario del arco KC (HV)



El archivo de salids-se ‘llié.ma',g"(‘:ONCAV.;SAL;', yi“consta,' de " lo
siguiente: : o o o

i} La representacién de la red transformada.- La red. original es
transformada a otra red con conservacién de flujo en todos los nodos y
b=0, en este archivo se especifica:

numero de nodos

nimero de arcos

parametros de los arcos
el indice del arco ARCO K
nodo origen 0(k)
nodo terminal T(k)
capacidad superior (C(k))

. costo unitario de flujo (H(k))

ii) Se da el flujo inicial factible en la siguiente forma:

el indice del arco ARCO K
nodo origen 0(k)

nodo terminal T(k)

flujo (FLUJO).

111) Se describe el proceso de enumeracién, dando en cada estado el
valor de 2, 2B, 2R, XB, L, punteros y otras variables que permiten
describir el arbol de enumeracién y ademas se indica cual fué la
desicién, ramificar 6 retroceder

iv) La solucidn dptima.- Se da la solucidn 6ptima en terminos de la
red transformada:

para cada arco de la red se especifica:
el indice del arco ARCO K
nodo origen 0(k)
nodo terminal T{k)
flujo éptimo (FLUJO)}
finalmente se da el COSTO TOTAL.
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