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INTROOUCCION 

Las necesidades de consumo de nuestra sociedad, requieren de 

actividades comerciales, donde la función de costo presenta economia 

de escala, es decir, la función crece con la cantidad de articulas 

comprados, disminuyendo el costo unitario por articulo, esto es, se 

dan precios de descuento, en la compra de grandes cantidades. Un gran 

número de problemas, en distintos campos, por ejemplo: inventarios, 

planeación de la producción, localización de servicios, transporte, 

asignación, sistemas de comunicación, entre otros, presentan 

estructura de economía de escala. Estos problemas, pueden ser 

modelados en términos de redes sin ganancia con costos cóncavos, cuya 

formulación es la siguiente: 

min h(f) 

(P) s.a. Af=b 

donde h(f) es cóncava aditiva. 

Algunas caracteristicas del problema (P), son las siguientes: 

a) Es un problema de optimización. 

b) El teorema de Weierstrass establece: "Si h es continua y el 

conjunto factible es no vacio y compacto, entonces, 

soluciónº. 

(P) tiene 

c) Es frecuente que en economia de escala, h sea lineal por 

pedazos, por consiguiente, no es de clace C1
• Incluso si h incluye 

costo fijo, ni siquiera es continua. 

d) La matriz A es muy rala, esto puede provocar ineficiencia en los 

métodos para problemas de gran tamafio, aun cuando se empleen técnicas 

de matrices ralas. 
. 

' 
e) Existe un resultado que dice: "Todo minimo i6cal de una función 

convexa, es un minimo global", lo anterior, no sucede cuando la 

función es cóncava. Un método de solución consiste en: encontrar todos 

los minimos locales, para luego, obtener el minimo global, sin 

embargo, resulta computacionalmente improcedente cuando h tiene muchos 

minimos locales. 



f) Los métodos tradicionales de optimización no lineal para 

funciones suaves, no son apl !cables, pues, requieren que h sea de 

clase C2
, y h frecuentemente es lineal por pedazos y no continua. 

g) El problema (P) para redes sin ganancia con costos cóncavos, es 

combinatorio, clasificado como NP-completo. La clasificación 

NP-completo se refiere a la complejidad computacional, la cual, se 

cuantifica de la siguiente manera: al codificar los datos de entrada 

del problema, se forma una cadena de caracteres binarios de longitud 

n, entonces, el tiempo (ó el número de pasos elementales) que requiere 

un algoritmo para su ejecución, es una función f(n). Se dice que el 

algoritmo es de orden g(n), si f(n) está acotado por un múltiplo de 

g(n), asi, se tienen algoritmos de orden polinomial y algoritmos de 

orden exponencial. En la clase NP-completa están los problemas para 

los que no se conocen y quizás, no existan algoritmos polinomiales 

para resol verlos, problemas pequeños de esta clase pueden ser 

resueltos por algoritmos exponenciales, que resultan imprácticos para 

problemas grandes, ya que, el tiempo de solución crece de manera 

alarmante, en este caso, sólo se aspira a encontrar una buena 

solución, aunque no sea la óptima. 

En este trabajo, se des::.:"rolla un método que resuelve (P) para 

redes sin ganancia, con h cóncava lineal por pedazos, ó bien, 

encuentra una aproximación lineal por pedazos de (P) cuando h es 

cóncava no lineal por pedazos y la red asociada sin ganancia. El 

método, mediante enumeración impl ici ta reduce el problema, a uno de 

programación 0-1 mixto, el cual, es relajado a un problema de redes 

sin ganancia con costos llneales. Iterativamente se resuelve el 

problema de redes sin ganancia con costos lineales, mediante el 

algoritmo de las desviaciones (Out-of-kilter), e~ cual, es altamente 

eficiente por ser pol inamial, resul tacto del aprovechamiento de la 
~ 

estructura algebraica de la red, con una base teórica sumamente 

elegante asociada a la teoria de gráficas. El método tiene un costo 

computacional de 0(2m0
), donde, me es el número de arcos, con costo 

fijo distinto de cero, los cuales, resultan del proceso de 

linealización, Trabaja eficientemente si mc"'50, con dificultades si 

mc>50, y no se garantiza que la solución sea encontrada si mc>lOO. 
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Las técnicas de optimización de redes ofrecen las siguientes 

ventajas: 

a) Se requiere menos habilidad para construir modelos de redes, que 

modelos de programación lineal u otros métodos de optimización. 

b) La naturaleza gráfica de un modelo de redes permite su fácil 

asimilación por el usuario. 

c) Su simple estructura de datos facilita su implantación. 

d) La estructura de la red facilita la validación y búsqueda de 

errores. 

e) La memoria requerida es mucho menor que la usada en programación 

lineal. Por ejemplo para h lineal. se han resuelto problemas con 63 

millones de variables. 

f) La velocidad de solución es entre 60 y 80 veces mayor que el 

mejor de los códigos de programación lineal, comparándolos en la 

solución del mismo problema con estructura de red. 

El presente trabajo tiene como propósito, el análisis de los 

fundamentos teóricos y descripción de un método de solución, del 

problema de redes sin ganancia, con costos cóncavos. Con énfasis 

especial, en la implementación de dicho método en PC, para su 

utilización en la solución de problemas de aplicación a casos 

prácticos. 

El contenido de este trabajo está constituido por lo siguiente: 

En el capitulo 1 se presentan los conceptos y resul tactos básicos de 

redes, condiciones de optimalidad, teoria de matrices unimodulares que 

garantizan que el óptimo es entero. Asimismo se discute brevemente el 

concepto de complejidad computacional de un algoritmo. 

En el capitulo 2 se presenta el problema de flujo máximo, que 

consiste en "encontrar el flujo de valor máximo, que en una red con 

restricciones de capacidad en sus arcos, puede c1rcular desde un nodo 
·u 

fuente a un nodo sumidero". Se desarrolla el algoritmo de solución 

denominado "trayectoria aumentante", el cual, será utilizado como 

subrutina en el algoritmo de las desviaciones (Out-of-kilter). 

En el capitulo 3 se desarrolla el algoritmo de las desviaciones 

(Out-of-kilter), especialiazado para resolver el problema de redes sin 

ganancia con costos lineales. Dicho algoritmo, es utilizado 
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iterativamente en el método de solución, del problema de redes sin 

ganancia con costos cóncavos. 

En el capitulo 4, se analiza el método de solución del problema 

de redes sin ganancia, con costos cóncavos lineales por pedazos, cuya 

implantación es el propósito general de esta tesis. El método de 

solución es mediante enumeración implicita, que consiste basicamente 

en tres técnicas: de acotamiento, de ramificación y de búsqueda. Al 

relajar resulta un problema de redes sin ganancia con costo lineales, 

resuelto por el algoritmo de las desviaciones. 

En el capitulo 5, con el objeto de justificar la utilidad del 

método, se plantean los siguientes problemas de aplicación: 

a) Localización de pozos para satifacer la demanda de varios 

sectores agricolas. 

b) Nivelación de terrenos. 

e) Plan de contratación de personal que balancea costos de 

contratación y despido, considerando costos de empleo ocioso, 

cuando la producción no es uniforme. 

d) Política de compra, producción y distribución de una compañia 

harinera con 2 molinos, alternativa de compra de trigo en 3 

almacenes y distribuye en 5 centros de consumo. 

e) Planeación de la producción en tiempo normal, tiempo extra y por 

subcontratac i ón. 

:f) Plan de producción de un producto que consiste en 3 etapas en 

serie, en un horizonte de 4 periodos. 

g) Plan de producción para una planta ensambladora de 3 tipos de 

automoviles, con 6 procesos de producción en paralelo y en lote. 

Estos problemas son modelados en términos de redes sin ganancia 

con costos cóncavos, y resueltos por el método de ~solución, el cual 

fué programado en FORTRAN e implementado para PC.'Se anexa una tabla 
o 

que especi:fica la instancia y tiempo de ejecución de cada problema. 

En el capitulo 6 se presentan las conclusiones y extensiones de 

este trabajo. 

Finalmente en los apéndices, se precisan los aspectos 

computacionales de la implementación; estructura de datos, diagrama de 

bloques, descripción de subrutinas, entrada y salida de datos. 
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CAPITULO 1 

CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS 

En el este capitulo se dan los conceptos y parámetros básicos de 

una red, las transformaciones equivalentes que son necesarias para 

adaptar el problema a un modelo algebraico. Se define el principio de 

conservación de flujo, en el cual, se basa la relación existente entre 

el problema de programación de redes de flujo y programación lineal, 

se establece el problema dual para llegar a las condiciones de 

opt imalidad de Kuhn-Tucker especializadas para redes. Se demuestra 

también que el óptimo de una función cóncava es un punto extremo y 

mediante la teoría de matrices unimodulares se garantiza que este 

óptimo es entero para redes sin ganancia y con parámetros enteros, 

además se obtiene el importantisimo resultado de que toda solución 

básica factible en redes sin ganancia, tiene asociado un árbol de 

expansión, este resultado hace posible deducir algoritmos eficientes 

en redes. Asimismo se discute brevemente el concepto de complejidad 

computacional de un algoritmo . 

./ 
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1.1 CONCEPTOS BASJCOS EN REDES 

RED. - Una Ped denotada G(N, M) es una tepna que consiste en N 

conjunto no vacio y finito de n nodos, M conjunto de m apeos y una 

función g:M__,NxN que asocia a cada keM un (i,j)eNxN tal que i;<j. La 

asociación se denota k_(i,j), es el nodo inicial, J el nodo tePminal 

del arco k. Los apeos unen nodos en una ciePta diPección, no se 

pePmiten (Pizos) apeos que unen un nodo consigo mismo, tampoco ar-cos 

(paPalelos) que unen el mismo pap de nodos. 

Figupa [1] 

· TRAYECTORIA. - Una tPayectoPia P en una Ped G es una sucesión 

finita de apeos, tales que, cualquier' par consecutivo tiene un nodo en 

común, la trayectoPia tiene una diPección la cual no necesaPiamente 

coincide con la diPección de los apeos. 

Ejemplo: La tpayectoPia il,k2,i3,k3,i2,k4,i4 en la figura (1) 

denotada P:i1__,i4, cuando no hay ambigüedad en los apeos puede 

denotarse P: i1->i3<-i2__,i4. 

CIRCUITO.- Un ciPcuito, es una tPaycctoPia tal que su nodo 

inicial y su nodo tePminal coinciden, P: i__,i. Pal' ejemplo, en la 

figuPa [1] P:i1----?i2--)Í3~i1 es un ciPcuito.' 

TRAYECTORIA ELEMENTAL.- Es una tpayectoPia qu~ si utiliza un apeo 

o un nodo lo hace una sola vez. Dada una tPayectoPia P se denota 

P+ (P-) al conjunto de a!'cos que son recorPidos en su sentido (en 

sentido contrario), entonces si P es elemental se define su vector' de 
incidencia como: 

./ 
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[ 1 J ep(k)= { 

si keP+ 

-1 si keP 

O en otro caso 

por ejemplo en la red de la figura [1] P:i1----)i3<~i2~>14 es 

elemental, con ep=(0,1,-1,1,0). 

RED CONECTADA. - Una red G se dice conectada si para cualquier par 

de nodos diferentes i*i' existe una trayectoria P:i----)i', si además P 

es poslti va (P=P+) entonces se dice que G es fuertemente conectada. 

CORTE DE UNA RED.- Sea ScN con S'=N-S se llama conjunto de corte 

a: 

[2] Q=[S,S' ]={ keAlk_(i,j) ó k_(j,i) con ieS,jeS'} 

tiene la propiedad de que cualquier trayectoria P: i--)j con ieS, jeS' 

contiene un arco del corte, de tal manera que si los arcos del corte 

son removidos de la red, la trayectoria P:i~>J con ieS y jeS' no 

existe. Se define el vector de incidencia del corte como: 

[3] ¡ si k_(i, j), ieS, jeS' 

-1 si k_(J, il. ieS, jeS' 

O en otro caso 

Por ejemplo: Si en la figura [1] se consideran S={i1,iJ}, S'={i2, i4} 

se tiene que Q={k1,kJ, ks} con e
0

= (1,0,-1,0, 1). 

ARBOL. - Una red es llamada árbol, si es conectada, no contiene 

circuitos y tiene al menos un arco. 

BOSQUE. - Una red sin circuitos con al menos un arco es llamada 

bosque. 

SUB-RED. - Una red Gt es una sub-red de G, si ambos, el conjunto 

de nodos y el conjunto de arcos, son subconjuntos del conjunto de 

nodos y el conjunto de arcos de G, respectivamente. 

ARBOL DE EXPANSION. - Un árbol que es una su,b-red de G y además 

contiene a todos los nodos de G, se le llama árbo'l de expansión de G. 
O, 

Figura [2] 

,/ 
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TEOREMA [1).- En un árbol para cada par de nodos distintos i~i' 

existe una trayectoria elemental única P:i---?i'. 

Demostración.- Sea T un árbol i,i'eT tal que i~i', si se supone 

que existen dos trayectorias elementales distintas P1:i~i' y 

P2:i~i' entonces, considerar P3:i'~i la trayectoria elemental en 

sentido contrario de P1 (es decir ep 3=-ep
1

). Por lo tanto, en la unión 

de P2 con P3 se forma un circuito el cual contiene un circuito 

elemental, lo cual contradice al hecho de que Tes un árbol, por lo 

tanto el supuesto es falso, quedando demostrado el teorema. 

TEOREMA [2).- Si el árbol T tienen nodos el número de arcos es 

n-1. 

Demostración. - Se escoge un nodo seT y se obtiene las 

trayectorias elementales P: s~i para todo ieT tal que i~s. a cada 

nodo i:t:s se le asocia su arco predecesor en la trayectoria, esta 

asociación cubre todos los nodos excepto el nodo s, de aqui que el 

número de arcos es n-1. 

CAPACIDADES.- En muchas situaciones físicas, se consideran 

limites inferiores ~K y superiores Ck de capacidad para cada arco 

kelRm, se denotan, ~,CelRm vectores capacidad inferior y capacidad 

superior respectivamente. 

FLUJO EN ARCOS.- El flujo en una red es una función f:A~>IRm, que 

para los :fines de esta tesis se considera el vector de flujo :felRm 

donde fk representa la cantidad de flujo en el arco k. Para el caso de 

una red sin ganancia fk permanece constante a través del arco k. 

FLUJO EXTERNO EN NODOS.- Los flujos externos son los que entran o 

salen de los nodos. Existe dos tipos de flujo externo: El :flujo 

externo fijo y el :flujo externo de holgura. El fl~jo externo fijo en 

el nodo i, denotado por b1, entra a la red si b1>1J, y sale de la red 
·o 

si b1<0. El valor del flujo externo de holgura en el nodo i, es 

denotado por fsl, la dirección de este flujo y el limite superior de 

su valor es especi:ficado por el parámetro bs1, llamada capacidad del 

flujo externo de holgura. Si bsl es positivo fsl entra a la red, si 

bsl es negativo, sale de la red, en ambos casos es acotado por 

Q:S:fs!:Slbsl 1. 
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COSTO EN LOS ARCOS.- Un costo es asociado con el f'lujo de cada 

arco, mediante la f'unción de costo hk(f'k) exclusiva del arco k e 

independiente del f'lujo de los otros arcos. El costo de la red es la 

suma de los costos de los arcos, expresado de la siguiente manera: 

[4] 
m 

hCf'J=I hkCf'kl 
k=l 

Los problemas de costo mlnimo tienen a h(f') como !'unción objetivo. Se 

identif'ican tres clases de !unciones hk(Ik): lineales, convexas y 

cóncavas, en este trabajo se desarrollan el caso lineal y el cóncavo. 

COSTO DEL FLUJO EXTERNO. - El f'l ujo externo de holgura tiene 

también asociado un costo unitario hsl. El f'lujo externo de holgura 

puede ser eliminado mediante una transf'ormación de la red, por lo cual 

siempre consideraremos (4] como la f'unción objetivo de la red. 

CAPACIDAD DE CORTE.- Sea el corte Q=[S,S'] se denota 

Q+={keAlk_(i,j) ieS, jeS'} y Q-={keAlk_(j,i), ieS, jeS'} entonces 

Q=Q+u Q-. Se def'ine la capacidad del corte Q como: 

[5] C(Q)= L Ck - L Ck 
kEQ+ kEQ- -

Por ejemplo: Si en la f'igura [1] S={i1,i3} ~ S'={i2,i4} ~ Q={kl,k3,k5} 

con Q+={k1,ks}, Q-={k3}. 

C(Q)=C1+Cs-~3 

Se puede decir que la capacidad de un corte Q "es lo más que puede 

pasar menos lo mlnimo que se puede regresar a través del corte." 

MATRIZ DE INCIDENCIA.- La estructura de la red sin ganancia puede 

ser dcscri ta mediante una matriz nodos-arcos Anxm llamada matriz de 

incidencia def'inida como 

{ '"' 
es el nodo inicial d~l arco k 

[6] [Alk]= -1 si es el nodo terminal ''del arco k 
·o 

O en otro caso 

por ejemplo la matriz de incidencia para la red de la Iigura [ 1] 

[ 
o o o 

A 
-1 o 1 o 
o -1 -1 o 
o o o -1 -1 

./ 
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Observe que si k_(i,j) entonces la columna correspondiente al arco k 

es e1-eJ, donde e1, eJ son los vectores unitarios con compónente 1 en 

la i-esima y j-esima posición respectivamente. 

[7] ak= el-eJ, V k_(i,j) 

Para una red con gañacia, la matriz de incidencia queda definida: { ' •' ... , nodo inicial del arco k 

[8] Al J -ak si es el nodo terminal del arco k 

O en otro caso 

donde ak es el :factor ganacia para todo arco keM. 

Observe que los 1(-ak) en el renglon determinan Mo1(MT1) el 

conjunto de arcos que salen (entran) del nodo i. Por ejemplo del 

renglon 2 tenemos: Mo2={k3,k4}, MT2={k1} lo cual puede corroborarse en 

la :figura [ 1]. 

1.2 TRANSFORMACIONES DE UNA RED. 

RED CON NODO DE HOLGURA.- Cuando la red considera flujo externo 

de holgura con capacidad bs1..a y costo unitario hs1 en algun nodo i, 

estos pueden ser eliminados añadiendo a la red un nodo de holgura y 

arcos del nodo de holgura (del nodo i) al nodo i (al nodo de holgura) 

si bs1>0 (bsi<O), estos arcos tienen capacidad inferior cero y 

capacidad superior lbs1I con costo hs1. Por ejemplo, denotando [:flujo 

externo fijo=b1, capacidad superior del flujo externo de holgura=bs1, 

costo del :flujo externo=hs1], (capacidad inferior=~k, capacidad 

superior=Ck, costo del flujo=hk). 

k4~(0,2,-1) 

(O 1 2) -5,0,0] 
, , 14 

ks (0,5,3) 

Figura [3] 
[O, -2, 1] 
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se transforma en 

Figura [4) 

k6 o -1 

(0,1,-ll 

(0,3, 1) 

ka, (0,2, ll 

k4 (0,2,-1) 

k3 (0, 1,2) 

ks 
(0,5,3) 

donde [flujo externo fijo=bi), (capacidad inferior=~k, capacidad 

superio=Ck, costo=hkl. Este modelo es utilizado en el problema de 

flujo máximo. 

RED CON CONSERVACION DE FLUJO EN TODOS LOS NODOS Y b1=0 

t=l, ... ,n.- Se crean el nodo fuente n+l y el nodo sumidero n+2, el 

arco de retorno del sumidero a la fuente con capacidad inferior cero, 

capacidad superior suficientemente grande y costo igual a cero. Además 

todo flujo externo positivo (fijo 6 de holgura) en el nodo i, genera 

un arco del nodo fuente al nodo i, de igual forma todo flujo externo 

negativo (fijo 6 de holgura) en el nodo i, genera un arco del nodo i 

al nodo sumidero. Los arcos generados por un flujo externo fijo tienen 

capacidad inferior y capacidad superior igual al flujo fijo y costo 

cero, mientras que los arcos generados por el flujo externo de holgura 

tienen capacidad inferior cero, capacidad superior el máximo flujo de 

holgura y costo igual al costo del flujo de holgura. Por ejemplo la 

red de la figura [3) se transforma en: 

o 1 -1 

0,2,-1) 

(O, 1, 2) 

(O, 3, 1 (0,5,3) 

Figura [5) 

(O,M,O) 
(0,2, 1) 
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Este modelo es utilizado en el algoritmo de las desviaciones 

(Out-of-kilter). 

RED CON CAPACIDAD INFERIOR CERO. - Una red que tiene arcos con 

capacidad inferior distinta de cero, se puede transformar a una red 

equivalente con capacidad inferior cero en sus arcos, haciendo lo 

siguiente para cada arco k_(i,j) con capacidad inferior distinta de 

cero: 

a) hacer !;;_k=O. 

b) reemplazar Ck por Ck=Ck-!;;.k 

c) reemplazar fk por fk=fk-!;;.k 

d) reemplazar b1 por b1=b1-!;;.k 

e) reemplazar bJ por bJ=bJ+!;;.k 

Por ejemplo denotando [:flujo externo fljo=b1], (flujo=fk, capacidad 

inferlor=!;;.k, capacidad superior=Ck) 

[O] [O] [-1] [1] 

~ se transforma ~ 

Figura [6] Figura [7] 

Esta transformación es muy recomendable ya que permite un considerable 

ahorro de memoria, es utilizada por el problema de flujo máximo y el 

problema con costos cóncavos. 

1.3 PRINCIPIO DE CONSERVACION DE FLUJO Y MODELO ALGEBRAICO 

El principio de conservación de flujo en un nodo establece que 

"el flujo total que sale del nodo menos el flujo total que entra al 

nodo es igual al flujo externo fijo en el nodo". Además "la suma de 

los flujos externos fijos de todos los nodos es cero". En redes sin 

ganancia se tiene: 

[9] L fk - L fk bl • V !EN 
kEHol kEHTI 

En redes con ganancia se tiene: 

L fk - E akfk = bi , V !EN, akEIR (factor ganancia) 
kEMot kEHTI 
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Donde, en ambos casos: 

[ 10] ¿ b1 o 
1=1 

Entonces la conservación de flujo en una red puede ser expresada con 

un sistema de ecuaciones lineales 

[ 11] A f b 

donde A de tamaño nxm es la matriz de incidencia de la red, fe~m es el 

vector de flujo, y beR" es el vector de flujo externo fijo (vector de 

requerimientos). 

En redes sin ganancia el sistema Af=b es llnealmente dependiente, 

ya que si sumamos todas las ecuaciones obtenemos Of=O debido a que las 

columnas de A tienen por entradas distintas de cero 1 y -1, y además 

se cumple [10]. Una manera de evitar esta dependencia es transformar 

la red a una con nodo de holgura, donde el nodo de holgura no esta 

sujeto al principio de conservación de flujo. 

Por ejemplo dada la red de la figura [3] esta se transforma a la 

red de la figura [4] con matriz de incidencia en la cual no se 

considera el nodo de holgura (renglón is). 

¡-: o 

o o o o -1 o 
o -1 o o 

A= 
o -1 -1 o o o 
o o o -1 -1 o o o 

] 
De esta manera el sistema de conservación de flujo en una red Af'=b es 

un sistema linealmente independiente, con rango(AJ=n, pero observe que 

el número de arcos ha sido incrementado. Los arcos agregados se les 

llama arcos de holgura. E:<plicitamente para la red de la figura [4] el 

sistema es: 

fl + f2 + 

-f 1 + fJ + f4 + - f6 

- f2 - fJ + fs + 

- f4 - fs 

-f7 

+fe 

3 

o 
o 

=-5 

De lo anterior tenemos que el problema de flujo a costo minimo de un 

solo producto y sin ganancia puede ser expresado como un problema de 

programación de la siguiente manera: 
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[12) Hin ¿ hk(fk) 
k=I 

s.a. ¿ fk - ¿ fk b1 1=1,2, ... ,n 
kEHol kEHTI 

!;;.k :s fk :s Ck k=l. 2, ... , m 

Donde n es el nodo de holgura, y se han considerado los arcos de 

holgura. En notación matricial queda: 

[13) Hin h(f) 

s.a. Af=b 

!;;.:Sf:OC 

En este trabajo se analizan casos particualres de este problema: 

1.4 PUNTOS EXTREMOS Y OPTIMALIDAD DE FUNCIONES CONCAVAS 

CONJUNTO CONVEXO.- Se dice que un conjunto ScR" es convexo si 

dados x,y e S se tiene que; 

;\x+(l-;\)y e S 'rl ;\ E [0, l) 

COMBINACION CONVEXA.- Sean X1eR" i=l,2, ···•g un conjunto finito 

de puntos y ;\1eR i=l,2, ... ,p tal que ;\1~0 'rl 1 y [ ;\1=1 entonces 

p 

X L AIXI 
1 =1 

1=1 

se le llama combinación convexa de los puntos {X1}. 

PUNTOS EXTREMOS.- Un punto X en un conjunto convexo Ses llamado 

punto extremo de S, si no existen X1,X2eS; X1~X2 tales que 

X= ;\X1 + (l-;\)X2 para algún;\ e (0,1) 

es decir, X no puede ser expresado como una combinación convexa 

estricta. 

POLIEDRO.- El conjunto de todas las combinaciones convexas de un 

número finito de puntos X1, X2, ... Xn se le llama polledro, y a los 

puntos que lo generan se le ! laman vértices del poliedro los cuales 

además son puntos extremos del poliedro. 

TEOREMA [3).- El poliedro Ses un conjunto convexo. 

Demostración .-Sean X1,X2, ... ,Xn los vértices del poliedro S 

entonces: 
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n n 
S= {XIX= E ;>dXI, ;u;oo, [ ;\1 1} 

I= ! I=! 
n 

seanz,yeS,,. z = E O:JXJ 0:)2'0, I: O:J = 1 
J=! J=l 

n 
y= L /3JXJ /3J:.:O, I: /3J 

J=! J=! 

sea ;\ e [0.1] * 
n 

;\Z + (1-;\)y 
J=! J=l 

n 
E (;\O:J + (l-;\)f3J]XJ 

J=l 

donde ;\o:J + (1-;\)f3J "O ya que ;\ e (0,1], O:J,/3J :.:O y 

n 

E (;\o:J + c1-;\J/31) 
J=l 

n n 

;\( E a.1) + c1-;\J( E /3J) 
J=l J=l 

.. S es un conjunto convexo. 

Un ejemplo de pol ledro es F={f 1 Af=b, 

;\ + (l-;\) 

cuando las 

componentes de~ y C son finitas, entonces cualquier feF puede ser 

expresado como: 

con 

donde los X1,X2, ... ,Xn. son los vértices de F, que son puntos 

extremos. 

FUNCION CONCAVA.- Sea h:F~ una función definida sobre el 

convexo F. Entonces se dice que h es cóncava si para toda x, y e F se 

tiene que: 

h(Ax + (1-;\Jy) ;o ;\h(x) + (1-;\)h(yJ ;\E (O,lJ. 

Observe que una función lineal es cóncava ya que siempre cumple con 

igualdad. 

TEOREMA [4].- El mínimo de la función cóncava h:S~ en el 

poliedro S, es un punto extremo de S. 

Demostración.- Sea X e S con puntos extremos X1,X2,. . .,Xn. tal 

que 
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h(X1) = mln {h(X1ll1=1,2, ... ,n} 

por la definición de s se Úene 
n 

X E AlX1' , con 
1=1 

h(X) 
n" 

h{ E A1Xl 
1,.1 

n 
i!:: E A1h(Xl) 
1~1 

i!:: h(X1) E Al 
1=1 

n 

E Al=l 
J=l 

aplicando reiteradamente la 

definición de función cóncava 

por la definición de h(X1). 

h(X1) 

h(X1) :S h(X) V X e S con X1 un punto extremo. 

COROLARIO [5].- El problema 

Mln h(f) 

s.a. Af=b 

!;;_:Sf:SC 

con h cóncava o lineal, en red con o sin ganancia, tlene por solución 

un punto extremo de {flAf=b, !;;_:Sf:SC}. 

SOLUCION BASICA.- Una solución f del sistema {Af=b,!;;_:Sf:SC ,con 

Anxm de rango 

particionarse 

completo} 

en dos 

es básica 

conjuntos 

fN=(fN1,fN2, ... ,fNm-n) y además: 

si f=(f1,f2, ... ,fm) puede 

fs=(fs1,fs2, ... ,fBn) y 

i) las columnas de A asociadas a las variables fBl son linealmente 

independientes .. estas columnas forman la matriz B llamada matriz 

básica. 

ii) las variables no básicas fNJ toman el valor de su cota inferior o 

el valor de su cota superior, es decir fNJ=~NJ ó fNJ=CNJ V 

j=l, 2, ... , m-n. 

Entonces arreglando las columnas de A esta se puede escribir 
fa como A=[B,N] y f= [fN] entonces el sistema queda 

[B,Nl[~=] b 

Bfs +NfN b 
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fe = B- 1b - B- 1N fN 

fNI = ~NI Ó CNI V fNI E fN 

y si además ~e~fesCe (donde ~e y Ce son los limites de las capacidades 

asociadas a las variables básicas) se dice que f es solución básica 

factible. 

TEOREMA [6].- Un punto del poliedro acotado F = {f/Af =b,O~f~} 

es una solución básica, si y solo si es un punto extremo. 

Demostración(~).-Cosideremos que Anxm es de rango completo 

rango(A)=n, y sea XeF un punto extremo de F, arreglando las columnas 

de A de tal manera que las correspondientes variables X1,X2, ... ,Xp 

tengan valores entre sus cotas y el resto Xp+1,Xp+2, ... ,Xm tengan de 

valor alguna de sus cotas, se demostrara que las columnas 

at ,a2, ... ,ap son linealmente independientes. 

Supongamos que a1,a2, ... ,ap son linealmente dependientes tales 

que p 
1: <Y j aj o 

j=l 

y sean X' y X" definidos de la siguiente manera: 

xi { Xj + ;\. 3'j J=l,2, ... ,p = 
Xj para J=p+l, p+2, ... , m 

xj = { Xj - ;\. 3'j j=t,2, ... ,p 
Xj para J=p+l, p+2, ... , m . " 

como Xj>O V j=l,2, ... ,p se escoge ;\>O tal que O<Xj,Xj<Cj V j=l,2, ... ,p 

y como los 3'j no todos son ceros resulta que X'*X" y además 

p p m 
AX' [ ajXj + 1: ajXj [ aj (Xj + ;\. 3' j) + 1: ajXj 

j=I j=p+l j=l j=p+l 
p p .. AX' = [ ajXj + ;\.E <Y j aj + [ ajXj AX= b 

j=I j=l j=p+l 

Analogamente AX' ' b .. X' , X" e F los cuales X' " X". Pero además 

X es combinación convexa de X'y X" ya que X= 1/2 X' + 1/2 X" lo cual 

contradice el hecho de que X es un punto extremo y ·" se tiene que si 

XeF es punto extremo, entonces las variables O<X1<C1 tienen asociadas 
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columnas linealmente independientes en A, y como el rango(.A)=n 

entonces existen n-p columnas de A asociadas a variables con valor en 

alguna de sus cotas, que junto con las p columnas son llnealmente 

independientes. De esta manera se ha completado las variables básicas 

fe, y la matriz básica 8, el resto son las variables no básicas las 

cuales tienen valor en alguna de sus cotas. :. todo punto extremo de F 

es solución básica factible de F. 

Demostración(*).-Sea XeF básica con 8 la base correspondiente, 

entonces 
XB 

X= [xnl tal que XNI =o ó CNI V i=n+l, ... ,m 

supongamos que existe X' ,X"eF tales que 

X = AX' + (1-;\)X" con ;\e(O, 1) 

sea X' [~~ ] , X" = [~= l con O:sXN:!CN y O:SXN:SCN 

-Si Xn1 =O como Xn1,Xn1 ~O y ;\e(0,1) q XNt XNI =O 

-Si Xn;=cn1 com~ O:!Xn1:!Cn1, OsXnt:!CNt y ;\e(0,1) * X~t=X~=Cnt cumple en 

CNt=AXn1+(l-;\)Xn1 por lo tanto 

XN = Xn = XN = O ó Cn 

y X~=8- 1 b-8- 1 NX~, X;=B- 1 b-B- 1 NX~ * Xa=X~=X; q X=X' =X". Por lo tanto X 

es un punto extremo de F, lo cual demuestra el teorema. 

COROLARIO [7].- Un punto de F={fiAf=b,f~O} es solución básica si 

y solo si es punto extremo de F. 

Demostración.- Del teorema (6] considerando XN=O es decir las 

variables no básicas son estrictamente cero. 

1.5 DUALIDAD Y CONDICIONES DE KUHN-TUCKER EN REDES 

Debido a que el problema [ 13] con costos cóncavos sera resuelto 

mediante soluciónes iterativas del problema con costos lineales, 

entonces se determinará el problema dual y las condiciones de 

optimal!dad del programa lineal. 
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El problema primal es: 

[ 14] 

Min hf 

s. a Af=b 

!;;_:Sf;<C 

se supone !;,~O para propósitos algebráicos. Es equivalente a: 

[ 15] 

entonces el 

(16] 

- Max -hf 

problema 

-

s.a. Af=b -f:<C --f:S-!;;_ -dual asociado es: 

Min nb + oc - w!;;, 

s.a. nA + oI - wI ~ -h 
n no restringida 

a,w ªº 

l[ 

i5 

w 

Las tres condiciones necesarias y suf lcientes dé Kuhn-Tuker para 

que una solución del problema (14] sea óptima quedan enunciados en el 

siguente teorema. 

TEOREMA [8].- Dada una solución f al problema primal y una 

solución n,o,w al problema dual estas son óptimas de sus respectivos 

problemas si y sólo sl se satisfacen las tres condiciones siguientes: 

i) f es factible al problema primal, es decir, cumple que 

(17] Af=b y !;;_:Sf:<C. 

iil n,o,w son factibles del problema dual, es decir, 

(18] nA + ó - w a -h, ó,w a O 

iiii las condiciones de holgura complementaria 

a) f. (nA + i5 -w + h) ~ O 

[ 19) b) (C-f)o o 
c) (f-!;;,)w O 

TEOREMA [9]. - Si n, o, w son una solución óptima del problema 

dual, haciendo d=nA+h (es decir, dk=nt-aknJ+hk, ak factor de ganancia) 

entonces ok=max[O,-dk] y Wk=max[O,dk]. 

Demostración.- De (16] tenemos que ok~O. supongamos que ok>O, => 

de [ 19. b] fk=Ck'"Ü => de [ 19. c] y suponiendo que !;;_k;<Ck => OJk=O además de 

[19.a] tenemos nt-aknJ+ok+hk=O => ok=-nt+aknJ-hk V k tal que ok>O => 

ok=max[O,-dk]. 
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En forma análoga de (16] tenemos que wk~O. Supongamos que wk>O * 
de (19.c] f=~,oQ ya que de lo contrario w no hubiera sido considerada 

como variable dual y suponiendo ~k..Ck * de [19.b] ok=O, además de 

[19.a] tenemos rr1-akrrJ-wk+hk=O * Wk=rr1-akrrJ+hk V tal que Wk>O * 
Wk=dk V k tal que wk>O * wk=max[O,dk]. Con lo cual se concluye la 

demostración. 

Considerando los resultados de los teorema [8] y [9] obtenemos 

las condiciones de óptimalidad de Kuhn-Tucker especializadas para 

redes con costos lineales. 

COROLARIO [10].- Dada una solución f al problema primal, y una 

solución rr,o,w al problema dual, estas son óptimas de sus respectivos 

problemas si y solo si se satisfacen las 3 condiciones siguientes: 

i) sea f primal factible. 

ii) sea rr,o,w dual factible, lo cual es 

ok=max[O,-dk] y Wk=max[O,dk]. 

equivalente 

iii) se satisfagan las condiciones de holgura complementaria: 

a)dk=O para ¡;_k::;fk::;Gk. 

[20] b)fk=~k para dk>O. 

c)fk=Ck para dk<O. 

donde dk=rr1-akrrJ+hk para k_(l,j), ak factor de ganancia. 

Demostración.- i)idéntica teorema (8] 

ii)por el toerema [9] 

a 

iii)a)si dk=O por teorema [9] o=w=O * ~k::;fk::;Ck. 

iii)b)si fk=~k por [19.b] * o=O por ii) * dk>O. 

iii)c)si fk=Ck por [19.c] * w=O por ii) * dk<O. 

que 

1.6 SOLUCION BASICA Y ARBOL DE EXPANSION EN REDES SIN GANANCIA 

Dada una red con matriz de incidencia Anxm, anteriormente se hizo 

notar que el sistema Af=b es 1 inealmente dependiente, entonces el 

rango(A)::;n-1, con el fin de caracterizar las soluciones básicas se 

recurre a los siguientes resultados. 

TEOREMA (11].- La matriz de incidencia AT de tamaño nx(n-1) 

asociada con nodos y arcos de cualquier árbol de expanción, tiene 

rango(AT)=n-1. 
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Demostración.- Como Tes un árbol tiene al menos un arco, entonces 

n~2 por lo cual T tiene al menos un nodo terminal, es decir un nodo j 

que tiene unicamente un nodo adyacente con el. En tal caso el j-eslmo 

renglón de AT tiene un solo elemento distinto de cero, por tanto 

permutando renglones y columnas de AT de tal manera que el elemento 

distinto de cero del renglon j quede en el primer renglon y primera 

columna de AT. Entonces la AT resultante es: 

[ 
±1 o ] 

Ar- P AT 

Eliminando el primer renglon y primera columna de AT y considerando la 

submatriz AT de tamaño (n-l)x(n-2) que equivale a eliminar el nodo j y 

su arco adyacente en el árbol T quedando el subárbol T' con n-1 nodos 

y n-2 arcos. 

Debido a que siempre queda un subárbol este procedimiento puede 

ser repetido n-1 veces después de que las n-1 columnas de AT (arcos en 

T) se han agotado, eliminando el último renglón de la matrlz final del 

proceso, se obtiene una submatrlz de AT de tamaño (n-l)x(n-1) 

trlangular inferior cuyos elementos en su diagonal principal son 

distintos de cero, por lo tanto no singular lo cual significa que 

rango(AT)=n-1. 

COROLARIO [ 12]. - La matriz de incidencia Anxm de una red 

conectada G con n nodos y m arcos tiene rango(A)=n-1. 

Demostración.- Como Ges una red conectada entonces existe un 

árbol de expansión T de G cuya matriz de incidencia por el teorema 

[11] tiene rango n-1 la cual es una submatriz de A y como rango(A)~n-1 

entonces rango(A)=n-1. 

ARCO RAIZ.- Si a la red se le añade un arco que inicie en 

cualquier punto en el espacio distinto de cualquier nodo (no 

considerado en las restricciones) y termine en cualquier nodo r, al 

nodo r y al arco añadido se le denomina nodo raiz y arco ralz 

respectivamente. La matriz de incidencia de la nueva red es 

A'=[-er,Al, con er vector unitario con 1 en la r-esima entrada. 
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Ejemplo.- La red de la figura [1] queda,: 

arco raiz 

Figura [8] 

Su matriz de incidencia es; 

[ 
-1 o o o 

A'= o -1 o o 
o o -1 -1 o 
o o o o -1 -1 

ARBOL ENRAIZADO.- Es un árbol que se le ha añadido un nodo y un 

arco raiz. 

COROLARIO [ 13].- El rango(A' )=n. 

Demostración.- Consideremos la red G' asociada a A' la cual 

tiene un nodo y un arco raiz, aplicando el teorema (11] a AT matriz de 

incidencia nxn del árbol de expansión T' que incluye el nodo y arco 

raiz, tenemos que rango(AT)=n y como AT es una submatriz de A' ~ 

rango( A' )=n. 

COROLARIO (14].- La submatriz AT·asociada con cualquier árbol de 

expanción T' de una red sin ganancia G' es una matriz básica de A'. 

Demostración.- Inmediato del corolario (13] . 

Observe que cualquier submatriz básica de A' contiene la columna 

-er asociada al arco raiz, es decir B=[-er,glnxn donde g es la 

submatriz de A formada por n-1 columnas linealmente independientes. 

LEMA[15].- Dada una colección 5~0 de columnas de la matriz básica 

g entonces existe al menos fSf+l renglones de g (f. 1 cardinalidad de 

. ) los cuales tienen elementos distintos de cero en estas columnas. 

Demostración.- Sea Sc{l,2, ... ,n-1} colección de columnas de g y 

sea R(S)={llie{l,2, ... ,n} tal que existe alJ~.jeS} el conjunto de 
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renglones que tienen al menos un elemento distinto de cero en la 

colección de columnas S. Supongamos que IR(S) l~ISI, debido a que si 

sumamos estos IR(S) 1 renglones obtenemos cero, entonces el rango de la 

matriz formada por la colección de columnas S es menor que IR(S) 1 lo 

cual implica que la colección de columnas S es linealmente dependiente 

lo cual contradice al hecho de que ª es una base. 

TEOREMA [16].- Una base B=[-er,ª] de A' de una red sin ganancia 

tiene asociado un árbol de expansión de la red. 

Demostración.- Supongase que la sub-red asociada con ª contiene 

ciclos. Denotemos por S las columnas de ª que se asocian con los arcos 

del ciclo entonces R(S) correspondiente al conjunto de nodos que son 

adyacentes a estos arcos en el ciclo. En un ciclo el número de nodos 

es igual al número de arcos entonces 

contradicción al lema [ 15]. :. la sub-red 

IR(Sl l=ISI lo cual es una 

asociada a ª no contiene 

ciclos y tiene n nodos con n-1 arcos, entonces es un árbol de 

expansión de G. 

COROLARIO [17].- En una red sin ganancia, un flujo básico tiene 

asociado un árbol de expanción tal que el flujo en todo arco no en el 

árbol es igual a alguna de sus capacidades. En el caso degenerado, 

tiene asociado un bosque. 

COROLARIO [18].- En una red sin ganancia un flujo básico esta 

caracterizado por no tener circuitos de arcos cuyos flujos estan 

estrictamente entre sus capacidades O<fk<Ck. 

Por ejemplo siendo (fk,~k,Ck) 

(3,0,3) 
kl 

Figura [9] 

es flujo básico de valor 6 con variables básicas f2,f3,f5 y no básicas 

fl, f4. 
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Figura [ 10) 

es un flujo no básico. 

1.7 MATRICES UNIMODULARES Y SOLUCION ENTERA EN REDES SIN GANANCIA 

En problemas prácticos es común que los parámetros de los 

vectores b,~ y C del problema (13) sean enteros y se requieran tambien 

solución f entera. En esta sección se demuestra que el problema (13] 

con parámetros enteros tiene solución entera en redes sin ganancia con 

costos lineales ó cóncavos. 

MATRIZ UNIMODULAR.- La matriz de restricciones A se dice 

unimodular si toda matriz básica B de A tiene determinante ± 1, 

det(Bl=±1. 

MATRIZ TOTALMENTE UNIMODULAR.- La matriz A es totalmente 

unimodular si toda submatriz cuadrada B de A tiene determinante 0,±1, 

es decir, det(B)=0,±1. 

TEOREMA (19].- Si A=[a1J] es totalmente unimodular entonces 

a1J=O, ±1 V i, j. 

Demostración.- Como A es totalmente unimodular, entonces el 

determinante de toda submatriz cuadrada de tamaño 1, que es el valor 

del elemento es 0,±1. 

TEOREMA [20].- Sea A totalmente unimodular, si se agrega ±er como 

renglón o como columna en cualquier posición, entonces la nueva matriz 

A'=[±er,A] ó A'=[+A ] sigue siendo totalmente unimodular. _er 
Demostración.- Sea B una submatriz cuadrada de A' entonces 

suceden dos casos: 

il B no contiene elementos de er entonces det(B)=0,±1 ya que B es 
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submatriz de A totalmente unimodular. 

ii) B contiene elementos de er. Si los elementos de er contenidos en B 

son puros ceros estos forman una columna de B de puros 

ceros, entonces det(B)=O. Si el ±1 de er esta contenido en B, 

se desarrolla el determinate de B por el quedando una 

submatriz cuadrada B' de A entonces det(B)=±(det(B' ))=0,±1. 

Por tanto, en todos los casos det(B)=0,±1 lo que demuestra que 

A' es totalmente unimodular. 

COROLARIO [21].- Sea A totalmente unimodular entonces las 

matrices [A,I]. [¿]son totalmente unimodular. 

Demostración.- Aplicando el toerema [20] cada vez que se agrega 

et hasta completar r. 
TEOREMA (22].- Una matriz A can atJ=D,±1 es totalmente unimodular 

si, no más de dos entradas por columna son diferentes de cero y si los 

renglones de A pueden particionarse en dos conjuntas 

posiblemente alguno vacio, tales que: 

I 1, I2 

i) Si una columna tiene entradas diferente de cero del mismo signo, 

los renglones estan en diferente conjunto. 

ii) Si una ·columna tiene dos entradas diferentes de cero de diferente 

signo, los renglones correspondientes estan en el mismo conjunto. 

Demostración.- Por inducción sobre el tamaño de la submatriz B de 

A. 

-Tamaño k=l, toda submatriz cuadrada B de tamaño 

entonces det(BJ=0,±1. 

es [O] ó [±1] 

-Suponiendo que toda submatriz cuadrada B' de tamaño k-1 tiene 

det(B')=0,±1, sea B submatrlz cuadrada de tamaño k entonces se tienen 

los siguientes casos: 

a) Si tiene columna o renglón de puros ceros, entonces det(B)=O. 

b) SI tiene alguna columna con un solo elemento diferente de cero, 

desarrollando el determinante por ese elemento queda una 

submatriz cuadrada B' de tamaño k-1 que por hipótesis de 

inducción det(B' )=0,±1, entonces det(B)=±det(B')=0,±1. 

c) Si tiene todas sus columnas con dos elementos diferentes de cero, 

y como por hipótesis del teorema existen conjuntos I1, I2 que por 
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sus caracteristicas se tiene 

E b1i 
1ell 

¿ b1i 
1eI2 

E b1i - ¿ btJ 
1eI1 1eI2 

V j 

o V j 

lo cual significa que el total de renglones es linealmente 

dependiente, q det(B)=O. 

De todo lo anterior se deduce que A es totalmente unimodular. 

COROLARIO [23].- La matriz de incidencia A asociada a una red sin 

ganancia es totalmente unimodular. 

Demostración. - Con It=conjunto de todos los renglones, I2=121, A 

cumple con todas las condiciones del teorema [22] :. A es totalmente 

unimodular. 

TEOREMA [24].- Sea A una matriz totalmente unimodular entonces 

los vértices de F={flAf=b,O~f~C} son enteros cuando b y C tienen 

componentes enteras. 

Demostración,- Particionando A=[B,N] con B matriz básica, siendo 

f=[~=] solución básica tenemos 

fe=B- 1b-B- 1 NfN 

fN1=0 ó CNI para toda variable no básica fNI 

donde CN1 es su correspondiente 

cota superior. 

- fH sus variables son enteras ya que C111, OeiZ ( il conjunto de los 

enteros). 

- N es una submatriz entera de A, ya que A por ser totalmente 

unimodular es entera. 

- b por hipótesis tiene todas sus componentes enteras. 

- B por ser submatriz A es entera y det(B)=±l. Entonces existe B- 1 tal 

que 
-1 

B = 
Adj(B) 

Det(B) 

Matriz entera 
Matriz entera. 

±1 

de lo anterior se tiene que las variables de fa son enteras. 

:. Toda solución básica es entera, y como las componentes de C son 

enteras entonces F es un poliedro, por el teorema [6] se concluye que 

los vértices de F son enteros. 
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COROLARIO (25].- El problema (13] 

Mln h(f] 

s.a. Af=b 

0,Sf,,;{; 

con b,C vectores enteros, h cóncava o lineal para redes sin ganacia 

tiene solucion óptima entera. 

Demostración.- Del corolario [5], el problema tiene por solución 

óptima, un punto extremo de la reglón de factlbllldad, y del teorema 

(24] se sabe que esta es entera. 

1.8 COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 

El problema de redes sin ganancia con costos cóncavos, es un 

problema considerado dlfici 1 en términos computacionales. Este 

concepto y otros que serán utilizados posteriormente son 

analizados brevemente en esta sección. 

PROBLEMA.- Un problema es una pregunta general. Usualmente posee 

varios parámetros, cuyos valores al ser especificados, constituyen una 

INSTANCIA del problema. Un problema se define dando: 

l) Una descripción general de sus parámetros. 

il) Estableciendo las propiedades que se requieren en la solución. 

ALGORITMO. - Un algorl tmo es en general un procedlemlento paso a 

paso, para resolver un problema. Se dice que un algoritmo resuelve un 

problema si para toda instancia produce solución. 

EFICIENCIA. - La eficiencia de un algoritmo puede ser medida en 

términos del espacio de memoria utilizada durante su ejecución, ó bien 

en términos del tiempo de ejecución. Aquí se analizará la eficiencia 

en terminas del tiempo de ejecución el cual es directamente 

proporcional al número de operaciones 

ordenador debe realizar, por esta razón 

ejecución no al tiempo f isico, sino 

realizadas. 

básicas elementales que el 

suele llamarse tiempo de 

al número de operaciones 

TIEMPO DE EJECUCION.- El tiempo de ejecución es una función f(n) 

donde n es el número de datos de entrada que describen la instancia 

del problema. 
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Debido a que un algoritmo puede presentar serias dlficul tades 

cuando el tamaño de la entrada (la instancla del problema) aumenta 

considerablemente y debido a que en ocasiones el cálculo exacto del 

número de operaciones elementales es complicado basta con conocer el 

comportamiento aslntótlco de f(n) cuando n es suficientemente grande. 

ORDEN DE UNA FUNCION.- Una función f(n) se dice de orden g(n) 

denotada O(g(n)) si existe una constante c tal que lf(n) l~clg(n) 1 V 

nal. 

ORDEN DE UN ALGORITMO. - Se dice que un algoritmo es de orden 

polinomial si es O(P(n)) donde P(n) es un polinomio en n, si no es de 

orden pollnomial se dirá que es de orden exponencial. 

A manera de ilustración, un algoritmo O(n
5

) necesita 0.1 

segundos para n=lO y 13 minutos para n=60, mientras que un algoritmo 

0(2n) necesita 0.001 segundos para n=lO y 36 600 años para n=60. 

De acuerdo a lo anterior los problemas pueden clasificarse de la 

siguiente manera: 

PROBLEMAS IRRESOLUBLES. - Un problema se dice irresoluble si no 

existe ni existirá un algoritmo que lo resuelva. 

PROBLEMAS POLINOMIALES. - Un problema pertenece a la clase P si 

existe un algoritmo polinomial, conocido o no, que lo resuelva. 

PROBLEMAS INTRATABLES.- Un problema es intratable si no existe ni 

existirá un algoritmo polinomial que lo resuelva, es el complemento de 

la clase P. 

PROBLEMAS NO DETERMINISTA POLINOMIAL (NP). - Son problemas de 

decisión (su solución es si ó no) que pueden ser resueltos en tiempo 

pal inomial por algoritmos no deterministas, los cuales constan de dos 

estados separados: el estado de predecir y el estado de concordar. 

Estos algoritmos tienen la capacidad de adivinar la ruta correcta en 

un árbol de decisión. Por definición PcNP. 

RELACION DE REDUCCION.- Se dice que un problema Lt se reduce al 

problema L2, denotado Lt « L2, si existe una transformación que toma 

un tiempo polinomial en convertir Lt en L2. La relación reducción es: 

·i) Reflexiva Lt « Lt 

ii) Transitiva. Si Lt « L2 y L2 « L3 * Lt « L3. 

iii) No necesariamente simétrica. Si Lt « L2 no siempre L2 « Lt 

28 



Si la reducción 

equl valenc la y 

equl val entes. 

resulta 

se dice 

simétrica 

que Ll 

entonces 

y L2 son 

es una clase de 

pol inomlalmente 

Los problemas polinomiales son polinomialmente equivalentes y 

constituyen la clase P que son los problemas "fáciles" en la clase NP. 

La clase NP-completo en NP esta constituida por los problemas 

"dlficlles" que son polinomialmente equivalentes pero no se han 

encontrado algoritmos polinomiales que los resuelvan, a esta clase 

pertenece el problema de redes con costos cóncavos tema de esta tesis. 

Una pregunta aún abierta es si P=NP, si un solo problema en la 

clase NP-completo puede ser resuelto en tiempo polinomial, entonces, 

P=NP y si cualquier problema en la clase NP-completo es intratable 

entonces P"'NP. Además se ha demostrado que suponiendo P"'NP existen 

problemas en NP que no estan ni en P ni en NP-completo. 

En conclusión, los problemas pequeños de la clase NP-completo 

pueden ser resueltos con algoritmos exponenciales, pero estos resultan 

impráctlcos para instancias grandes ya que el tiempo de solución crece 

de manera alarmante, en estos casos hay que conformarse con dar una 

buena solución aunque no sea la óptima, tal es el caso del problema 

central de este trabajo de tesis. 
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CAPITULO 11 

PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO 

En este capitulo se presenta el problema de flujo máximo, que 

consiste en "encontrar el flujo de valor máximo, que puede circular en 

una red con restricciones de capacidad en sus arcos, desde un nodo 

fuente a un nodo sumidero". Tiene numerosas aplicaciones especialmente 

en transporte, asignación, redes de comunicación, etc. Ford y 

Fulkerson ( 1956) fueron los primeros en estudiar este problema desde 

el punto de vista computacional, establecieron el teorema fundamental 

de "flujo máximo -corte minimo" y desarrollaron el algoritmo de 

solución "trayectoria aumentante". Este algoritmo será utilizado como 

subrutina en el algoritmo de las desviaciones (Out-of-kilter). 
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JI .1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Sea G(N,M) una red con N=conjunto de n nodos, M=conjunto de m 

arcos, CelRm tal que Ck es el llmi te superior de capacidad del arco k, 

Mo1 (Mnl conjunto de arcos que se originan (terminan) en el nodo l. 

El nodo fuente s con flujo externo cero, flujo externo de holgura 

denotado por la variable V, capacidad del flujo externo de holgura 

infinita y costo del flujo externo de holgura l. El nodo sumidero t 

con flujo externo fijo cero. flujo externo de holgura (-v), capacidad 

del flujo externo de holgura -ro, costo del flujo externo de holgura 1. 

El resto de los nodos con ambos flujos externos cero. 

Utilizando la transformación a una red con nodo de holgura, donde 

s es el nodo de holgura, que para evitar la redundancia no se incluye 

en las restricciones, entonces el problema de flujo máximo se expresa: 

(21] 

Max. v 

s.a. [fk-[fk 
keM01 kEMTI 

O \;/ i;<{s, t} 

L fk - L fk + V 0 
keMo~ kEMTI 

'i keM 

Por ejemplo, considerando [b1, bs1. hsl] y (!;;;,k, Ck) en las figura 

siguiente: 

k4 (0, 2) 

(0,3) ks (O, 1 l 

Figura [ 11 J 
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Se trans:forma en: 

Figura [12] 

donde [b1 J, (¡;_k, Ck) 

En términos de programación queda: 

Max v 

[22] s.a. -:fl + + :f3 + :f4 = o ----7 7t2 

-:f 2 - :f3 + fs" :.o' ----7 7t3 

- :f4 - :fs + V o ----7 7t4 

o :; :f 1 :; ----7 ol 

o :; :f2 :; 3 ----7 02 

o :; :f3 :; ----7 o3 

o ::s :f4 :; 2 ----7 o4 

o ::s :fs :::s ----7 os 

11.2 DUALIDAD Y OPTIMALIDAD 

Si Ttl es la variable dual asociada a las restricciones de 

conservación de :flujo, en el nodo i~s (ns=O ya que el nodo de holgura 

s no es considerado en las restricciones del primal) y ok la 

·correspondiente restriccion de la capacidad superior de los arcos, 

entonces el problema dual asociado al problema de :flujo máximo queda: 

[23] 

Min [ Ck ok 
k=l 

s.a. n1 - TtJ + ok ~O V k_(i,j)eM 

Ttl ~ 1 

ni no restringida. 

ok ~ O, V keM. 
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Por ejemplo el dual :de,, (22] es 

.M1n· Oll2·+ _Oll3_ ·_+_.o 4 t <lt + 302 + o3 + 2o4 + os 

[24f 

ll2 - ll3 

ll2 - ll4 

Tt3 - TI4 

ll4 

La interpretación del 

+ 01 "'o 
+ o2 "'o 

+ o3 "'o 
+ 04 "'o 

+ os "' o 

n1 no restringida i=2,3,4 

ok >: O k=l,2,3,4,5. 

problema dual es la siguiente: 

consideremos un corte cualquiera Q =[S,5'] y defináse 

{ o si ieS 
1Il = 

si ie5' 

{ si k_(i,j)eQ+ 
ok = o otro en caso 

Esta selección particular de ll, o es solución factible del problema 

dual, cuya función objetivo es igual a la capacidad del corte Q. Por 

lo tanto "el óptimo del problema dual es el corte de capacidad 

mínima 11
• 

Por el teorema de dualidad débil se tiene: 

Lema.- El valor de cualquier flujo factible es menor o igual que 

la capacidad de cualquier corte que separe la fuente y el sumidero. 

Por el teorema fundamental de dualidad y suponiendo ambos 

problemas factibles, se tiene el teorema de flujo máximo corte minimo. 

Teorema.- El valor del flujo máximo es igual a la capacidad del 

corte mínimo. 

Estos resultados se demostran constructivamente en la siguiente 

sección para obtener el algoritmo de solución. 

COROLARIO (26].- Dada una solución fatible f al problema (21] y 

ll, o factibles al problema (23], estas son óptimas a sus respectivos 

problemas si V k_(i,j)eM se satisface: 

a) lll-llJ=O para O~fk:>Ck. 

(25] b) fk=O para nt-llJ>O. 

c) fk=Ck para nt-llJ<O. 
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Demostpaclón. - Conslde!'ando que dk=m-akrrJ+bk en el p!'oblema de 

flujo máximo se peduce a dk=lll-rrJ, sustituyendo en [20) del co!'olapio 

[10) se llega a este l'esultado. 

11.3 FUNDAMENTOS TEORICOS 

En esta sección se dan los !'esultados necesa!'ios para demostpar 

en forma constpuctiva, el teo!'ema de flujo máximo-co!'te min!mo, del 

cual, se deduclpa el algoPitmo de solución. 

TRAYECTORIA AUMENTANTE. - En la ped del ppoblema de flujo máximo 

con nodo fuente s y sumidel'o t, a la tpayecto!'ia elemental P:s---->t se 

le llama aumentante si 

1) fk<Ck V keP+ ( k apeo no sat upado). 

11) fk>O V keP- (al apeo k se le puede pegpesa!' flujo). 

LEMA [271.- Dada una Ped G papa el p!'oblema [21) con flujo 

factible f de valor' v, sl existe P:s___.t tPayectoPia aumentante 

entonces existe el flujo 

fr 

f' 

donde 

[26) 

tal que 

factible f' con valor' 

¡ fr+c si reP+ 

fr-c s! reP -
fr s! r1i!P 

f + cep 

c=min[ 1, mi 

l=mln{Cr-frll'eP+} 

m=mln{fr IPeP-}. 

v+c donde 

DemostPación.- PP!mepo se demuest!'a que f' es factible respecto a 

las capacidades: 

i) si l'~P ~ fr=fr con f factible. 

li) s! !'EP+ ~por la def!n!c!ón de e tenernos; 

=> fr+c::S:Cr como c2:0 ":/ fr2:0 

=> QSfr+c~r 

O:Sfr::SCr 
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ill) sl reP .... por la deflnición de e se tiene; 
-c::sf r " reP .. O:sfr-c como e~ y fr:sCr .. O::sf r-c$f r:SCr .. O:Sfr:<Cr 

.. de i),ii) y iii) se tiene que Q:sfr:sCr 'I reM. 

Ahora se demostra la factibilidad respecto a los nodos: 

il Si el nodo i no está en P entonces fk=fk 'I k e Mo1 v MTI .. 

I fk - I fk = I fk - I fk o 
keM01 kEMTI keM01 keM01 

ii) El nodo i"8,t pertenece a P y considerando los arcos consecutivos 

r,r+1 en P que tienen a i como nodo común; 

a) si r,r+leP+ 

Figura [13] 

~ rr=fr+c y fr+t=f r+l + e 

.. fk =fk 'I k E Mo1 V MTI y k ~ P 

.. L fk -I fk = fr+l + E - fr - E + L fk - L fk 
keMo 1 kEMT 1 keMo 1 l<EMT 1 

k"'r+1 k"'r 
= I fk - I fk 

keM01 keMTI 

= O ya que f es factible 

b) si reP+ y r+1eP 

Figura [ 14] 
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Figura [ 15] 

d) si r, r+leP-

Figura [ 16] 

q fr=fr+C y fr+l 

q fk=fk V kli!!P 

fr+l - e 

q E fk - E fk 
keM01 keMTl 

E fk - E fk - (fr + e) - (fr+l - e) 
keMo 1 keMTl 

k:;tr,r+t 

= E fk - E fk 
keM01 keMTl 

=o 

~ r r+l 

q fr :fr - e f'r+l 

fk f k V kli!!P . . 
q E fk - E fk = fr - e + fr+l + e + E fk - E fk 

keM01 keMTI keM01 kEMTI 

= E fk - E fk 
keM01 keMTl 

=o 

~ r r+l 

q fr=fr-C y fr+t=fr+l - C 

~ fk =fk V k li!! P . 

k~r, r+t 

q E fk -E fk = fr - e + E fk - E fk - (fr+l - e) 
keM01 kEMTl keM01 keMTl 

koOr ko0r+1 
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= I: fk - I: fk 
keM01 keMTl 

= O ya que f es factible 

Por lo tanto de lo anterior se tiene 

,,. ¿ fk - I: fk 
keM01 keMTl 

O 'I i ,.s, t 

,,. f' es factible. 

Ahora se obtiene el valor del flujo f' considerando el hecho de 

que el sumidero t, es el nodo terminal de la trayectoria aumentante 

P:s-----?t entonces 

a) si r_(i,t)eP+,,. fr = fr +e , fk = fk keP 

b) si 

,,. ¿ fk 
keMot 

- I: fk = I: f k - I: fk -
keMTt keMot keMTt 

k"r 

(fr + e) 

I: fk - I: fk - e 
keMot keMn 

-v - e 

,,. [ fk - [ fk + (v + e) 
keMot kEMTt 

o 

-r_(t, i)eP ~ fr = fr - e fk fk 

de la restriccón 

del nodo t del 

problema [ 21] 

'I keP 

,,. ¿ fk - I: fk = I: fk + fr - e - ¿ fk 
keMot kEMTt keMot 

k"r 

= I: fk - I: fk - e 
keMot keMTt 

-v - E 

.. [ fk - E fk + (v + e) O 
keMot keMTt 

keMTt 

·' f' es factible de valor v+c, con c>O el máximo aumento del valor del 

flujo a través de la trayectoria P. 

TRAYECTORIA AUMENTANTE ILIMITADA.- Si el máximo aumento del valor 

del flujo c>O en una trayectoria aumentante es infinito entonces se 

dice de capacidad ilimitada y el problema es no acotado. 

37 



LEMA [28]. - El valor v de cualquier flujo factible f es menor 

igual que la capacidad de cualquier corte Q que separa s y t. 

Demostración.- Sea Q=[S,S' l tal que ses y teS' sumando las 

ecuaciones de conservación de flujo sobre todos los nodos en S', los 

flujos en los arcos con nodo inicial y final en S' se cancelan 

quedando: 

[27] V = L fk - L fk 
keQ+ keQ-

pero como !;_k:<fk::sCk V keM 

.. V :s L ~k - L ~k 
keQ keQ 

v:sC(Q). 

La interpretación de este resultado es obvia debido a que "por 

un corte no puede pasar más flujo del que su capacidad permita", lo 

que no es tan inmediato es que la igualdad se alcance, lo cual 

significa que se esta en el óptimo. Este resultado es conocido como el 

teorema de flujo máximo -corte mínimo el cual fue demostrado 

constructivamente por Ford y Fulkerson en 1956. 

TEOREMA. [29] (FLUJO MAXIMO-CORTE MINIMO). - En una red conectada 

con :flujo factible "el valor del flujo máximo es igual a la capacidad 

del corte minimo ". 

Demostración.- Sea f el flujo de valor máximo v, se define S={i 13 

P:s----?i, P es trayectoria aumentante} tEP ya que de lo contrario 

existe una trayectoria aumentante de s a t lo cual contradice a que f 

es de valor máximo. ,,. teS'=N-S,,. Q=[S,S'] es un corte, por el lema 

[28] se tiene que 

v :< C(Q) de [27] y como !;_k=O 

.. L fk - L fk " L Ck 
keQ+ keQ- keQ+ 

pero por la definición de Q se tiene que 

fk=Ck V feQ· y fk=O V keQ­

.. V = C(Q) 

y por el lema [28] Q es el corte de capacidad mínima. 
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11.4 ALGORITMO TRAYECTORIA AUMENTANTE 

FUNCION ADMISIBLE. - Para obtener la trayectoria aumentante se 

define la función de admlslbllldad AD:M____,{0, l}, M conjunto de arcos. 

Si AD(k)=l el arco k se admite como posible en la trayectoria 

aumentante y si AD(k)=O no se admite. 

FUNCION ADMISIBLE PARA EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.- De acuerdo 

a la definición de trayectoria aumentante para el problema de flujo 

máximo tenemos que su función de admisibilidad es: 

(28] AD(k)= { 
si k>O y fk<Ck ó bien si k<O y f(-kJ>O 

O si k>O y fk=Ck ó bien si k<O y f <-kl=O 

con el arco k en su sentido si k>O, y en sentido contrario si k<O. 

FUNCION DE ENRUTAMIENTO.- Dado un conjunto S se define la función 

de enrutamiento ~:S/{s}____,M (donde S/{s}=S-{s}), la cual, asocia a un 

nodo aún no alcanzado desde el nodo fuente por el proceso de 

enrutamiento, el arco admisible que permitirá alcanzarlo. 

ALGORITMO DE ENRUT AMIENTO 

PROPOSITO.- Dada una red conectada y una función de 

admisibilidad, encuentra una trayectoria aumentante de un nodo s a un 

nodo t o bien encuentra un corte que separa s y t. 

PASO 1. - Inicialmente S={s}, entonces, la ruta "' es vacia. 

PASO 2.- Si t.eS terminar, se ha 

aumentante P:s____,t. 

obtenido la trayectoria 

PASO 3.- En caso contrario determinar si existe un arco admisible 

en el corte Q=[S,N/SJ: 

- Si no existe , el algoritmo termina obteniendo el 

corte Q=[S,N/S] por lo cual no existe trayectoria 

aumentante. 

- Si existe tal arco k que alcanza al nodo i, se define 

~(k)=k y S como Su{i} y se repite el paso 2. 
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ALGORITMO TRAYECTORIA AUMENT ANTE 

PROPOSITO. - Dado una red conectada y un flujo lnlcial factlble, 

resuelve el problema de flujo máxlmo en la red, sln lmportar mantener 

soluclones básicas en cada lteraclón. 

PASO 1.- Mediante el algoritmo de enrutamlento, encontrar la 

trayectorla aumentante: Sl no exlste, terminar, el flujo 

actual es el de valor óptimo y el corte obtenido el de 

capacidad minlma. Sl exlste contlnuar al paso 2. 

PASO 2.- Determinar medlante [26] el valor máxlmo de flujo e que 

se puede aumentar a través de la trayectoria aumentante. 

PASO 3.- Aumentar el flujo en la cantldad e obtenlda en el paso 2 

y repetlr paso 1. 

11.5 CONVERGENCIA 

Se analiza la convergencia del algoritmo trayectoria aumentante, 

después de definir los siguientes conceptos: 

NUMEROS CONMENSURABLES.- Una colección de números se dicen 

conmensurables entre si, si cada uno de ·ellos puede expresarse como 

múltlplo de 8>0 común a todos. Por ejemplo cualquier subconjunto de 

racionales es conmensurable pero no lo es cualquier subconjunto de 

irracionales. 

REGLA DE DISCRIMINACION DE ARCOS.- En la búsqueda de trayectoria 

aumentante se debe preferir los arcos admisibles con flujo 

estrictamente entre sus cotas O<fk<Ck, antes que los arcos con flujo 

en alguna de sus cotas fk=O ó fl:=Ck. 

Si la colección formada por las componentes del vector de 

capacidad C y las componentes del flujo lniclal f son conmensurables, 

entonces en cada iteración del algoritmo el flujo se incrementa c>O 

cantidad conmensurable con las componentes de C y f, y no existiendo 

la trayectoria aumentante l limitada entonces el algoritmo .teminará en 

un número finlto de iteraciones. 

40 



Aun sin la condición de conmensurabilidad, si en cada iteración 

se utiliza la regla de discriminación de arcos el algoritmo terminará 

en un número finito de iteraciones, esto se debe a lo siguiente: 

- En cada iteración al aumentar el flujo un valor c>O al menos un arco 

en la trayectoria toma el valor de alguna de sus cotas en la 

siguiente iteración. 

Después de un número finito de iteraciones los arcos con flujo 

estrictamente entre sus cotas se terminaran, llegando a un corte de 

separación Q con arcos posiblemente admisibles tales que fk=Ck ó 

fk=O, que por [27] se tiene: 

V = L fk - L f k 
keQ+ keQ-

es cierta suma de números Ck. 

Hay solo un número finito de estas sumas de forma especial, ya que 

sólo hay un número finito de arcos, entonces hay sólo un número 

finito de valores diferentes que puede asumir el flujo en tal estado 

critico. Ninguna puede repetirse, ya que el flujo es incrementado en 

cada iteración, consecuentemente las iteraciones terminaran tarde o 

temprano. 

El costo computacional del algoritmo de enrutamiento es O(n 2
) y 

el número de veces que este algoritmo es llamado es O(n
3

) entonces el 

costo computacional del algoritmo no básico es O(n 5
). 
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CAPITULO 111 

PROBLEMA . DE REDES SIN GANANCIA CON COSTOS LINEALES 

En este capitulo se presenta el algoritmo de las desviaciones 

(Out-of-kilter), especialiazado para resolver el problema de redes sin 

ganancia con costos lineales, el cual fué desarrollado por Fulkerson 

en 1961. Este algoritmo es si mi lar al algoritmo primal-dual en el 

sentido de que se itera entre problemas primales y duales hasta 

alc";Ilzar optimalidad. Sin embargo, difiere del algoritmo primal-dual 

(interpretado estrictamente) en que el algoritmo de las desviaciones 

puede empezar con una solución que no es ni primal ni dual factible y 

no siempre mantiene la holgura complementaria. Por lo tanto, se puede 

ver cómo una generalización del algoritmo primal-dual para problemas 

de flujo en redes. 

El algoritmo de las desviaciones, es utilizado en forma iterativa 

para resolver el problema de redes sin ganancia con costos cóncavos, 

debido a que posee las siguientes caracteristicas: 

al No requiere mucha memoria para representar la estructura de la 

red, porque los parámetros de los arcos son almacenados en 

forma arbitraria. 

b) No utiliza parámetros para representar el flujo externo, tal 

información es descrita por parámetros en los arcos mediante 

la transformación a una red con conservación de flujo en todos 

los nodos y b=O. 

c) Se tiene la flexibilidad de comenzar con una solución que no es 

necesariamente primal factible, sólo requiere satisfacer la 

conservación de flujo en cada nodo. 

d) Muy útil para análisis de sensibilidad, se presta al estudio de 

los efectos de añadir ó quitar arcos y cambio de parámetros. Una 

véz que una solución de una red particular ha sido encontrada, 

puede ser utilizada como solución inicial para la red 

modificada, si un arco está desviado (out-of-kilter) entonces el 

algoritmo corrige y encentra la solución óptima más rapidamente 
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(en la mayoria de los casos) que cuando se usan los parámetros 

de la red original. 

Algunas desventajas: 

a) Al hacer la transformación a una red con conservación de flujo 

en todos los nodos y b=O, pueden resultar muchos arcos lo cual 

requiere mucha memoria. 

b) Las soluciones no son necesariamente básicas, lo cual puede 

hacer lenta la convergencia al óptimo. No es computacionalmente 

eficiente para problemas grandes. 

El algoritmo de las desviaciones mediante ligeras modificaciones 

puede resolver problemas de asignación, transporte, flujo 

máximo, trayectoria mínima, transbordo, inventarios, distribución, 

etc. 
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111.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Dada una red conectada y sin ganacia, la cual después de 

transforla a una red G(N,M) con conservación de flujo en todos los 

nodos y b=O [sección I.2), tiene N=conjunto de n nodos, M=conjunto de 

m arcos, ¡:;, y C e !Rm tal que !:;,k y Ck son los llmltes inferior y 

superior de capacidad respectivamente del arco k y hk el costo por 

llevar una unidad de flujo a través del arco k. El problema de redes 

sin ganancia con costos lineales queda expresado: 

Hin E hk fk 
k=l 

(29] s.a. E fk E fk º· V 1=1,2, ... n 
kEMTI kEHOI 

!:;,k :s fk :s Ck . V k 1,2, ... ,m 

con el fin de obtener el dual se transforma a: 

Max. E (-hk fk) 
k=l 

s.a.Efk 
kEMTI 

E fk 
kEMOI 

fk :s Ck 

- fk :s - !:;,k 

O, V i=l,2, ... n ~ITI 

V le= 1,2, •.. ,m ~ok 

V k 1,2, ... ,m -------?Wk 

Observe que son casos particulares de [14] y (15) con b=O. Además 

una de las de las restricciones de conservación de flujo es redundante 

y para propósitos teóricos se supone que O~k:SCk. 

11!.2 DUALIDAD Y OPTIMALIDAD 

Si IT1 es la variable dual asociada a la restricción de 

conservación de flujo en el nodo i, ok y wk las variables duales 

asociadas a las restricciones de los 1 imites superior e inferior de 

capacidad, respectivamente del arco k. Entonces el problema dual de 

(29) es: 
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[30] 

m m 
Min [ ok Ck L Wk \;;_k 

k=1 k=t 

s.a. íll - ílJ + ok - wk ~ -hk , V k_(i,j)eM 

íl1 no restringida V ieN 

ok ~ º· Wk ~ º· V keM 

observe que es un caso particular de [16] con b=O, por lo tanto, un 

corolario del teorema [8] es el siguiente: 

COROLARIO [30].- Dada una solución f al problema primal [29] y 

una solución parcial rr al problema dual [30] y haciendo dk=IT1-ílJ+hk V 

k_(i,J)eM entonces estas soluciones son óptimas de sus respectivos 

problemas si se satisfacen las siguientes condiciones: 

1.- Factibilidad Primal. 

a) Conservación de flujos en cada nodo (Af=O). 

[31] b) fk ~ \;;_k V keM. 

c) fk :; Ck V keM. 

2.- Factibilidad dual restringida 

[32] 
a) ok max º· -dk] 

b) Wk max º· dk] 

3.- Holgura complemetaria. 

a) dk o para \;;_k :; fk ;S Ck 

[33] b) f'k \;;_k para dk > o 
c) fk Ck para dk < o 

Demostración.- Como el problema [29] y [30] son casos 

particulares de [14] y [16] entonces por el corolario [10) se deduce 

este corolario. 

111.3 FUNDAMENTOS TEORICOS 

El algoritmo de las desviaciones requiere un flujo inicial f, que 

satisface la conservación de flujo [31.a] pero no necesariamente 

satisface las capacidades [31. b] y [31.c] y una rr inicial entera 

cualquiera. Del corolario [30] se tiene que la optimalidad es 

alcanzada si f satisface [31] y rr satisface [33] considerando que o y 

w son dadas por [32]. 

45 



CURVA DE OPTIMALIDAD. - Las condiciones de optimalldad son 

representadas graficamente en la siguiente curva llamada de 

optimal idad. 

Figura (17) 

!" )dk 

Un arco si pertenece a la curva de optimalidad se dice que está 

en estado óptimo (in-kilter) y si no está se dice que tiene desviación 

(out-of-kilter). Si todos los arcos están en estado óptimo entonces se 

está en el óptimo del problema (29) y problema (30). 

El algoritmo de las desviaciones en su face llamada primal, 

trabaja con flujos f que siempre cumplen con la conservación de flujo 

en todos los nodos (31. a) y en su segunda face llamada dual trabaja 

con valores de TI. En ambas faces trata de llevar a un arco con 

desviación a estado óptimo. 

FASE PRIMAL 

En esta fase se trata de disminuir la desviación de algún arco k 

desviado (Out-of-kilter), manteniendo fijas las variables duales TI y 

cambiando el flujo f en la red, de tal manera que no aumente la 

desviación de los otros arcos y además se mantenga la conservación de 

flujo en cada nodo. 

TEOREMA [31).- Sea P:i------?j una trayectoria elemental en una red 

conectada con matriz de incidenca A, entonces Aep=e1-eJ donde ep es el 

vector de incidencia de P, e1 y eJ vectores unitarios canónicos. 

Demostración.- Sea P= {i,k1,i+l,k1+1, ... ,l,k1,l+l, ... ,j-l,kJ-1,j} 

p l 
Aep = L ep(1)a 

1=1 
donde a

1 
es la columna de A corres­

pondiente al arco 1. 
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suma de columnas cuyos arcos estan en P con 

signo pos'itivo si es recorrido en su sentido y 

con signo negativo si es recorrido en sentido 

contrario. 

el - e1+1 + e1+2 - e1+1 + •.. + eJ-1 - eJ 

ya que de [7] a 1=e1-eJ V l_(i,j). Si por 

ejemplo el arco k1eP es recorrido en sentido 

contrario, esto significa que k1_(1+1, l) q 

a 1= e1+1 - e1 pero en la suma telescópica 

aparecerará como -a 1
=et - e1+1. 

e1 - eJ ya que la anterior es una suma 

telescópica. 

COROLARIO [32].- Sea a P:i~i un circuito elemental en una red 

conectada, con matriz de incidencia A entonces Aep=O con ep vector de 

incidencia de P. 

Demostración.- Inmediata de teorema [31] ya que Aep=e1-e1=0. 

COROLARIO [33].- Dado un flujo f que satisface la conservación de 

flujo en cada nodo, entonces el flujo f+o:ep con a:>O y P circuito 

elemental tambien satisface la conservación de flujo en cada nodo. 

Demostración.- Como f satisface la conservación de flujo 

Af=O 

A(f+o:ep)=Af+o:Aep 

=O + a:(O) 

=O 

Del corolario anterior, se tiene que los flujos se deben 

modificar en los arcos de un circuito elemental que contenga al arco k 

con desviación, para asi mantener la conservación de flujo en todos 

los nodos. 

Si f y TI están definidos, entonces dk puede ser calculado para 

cada arco k. Cada arco k está en uno y solo uno de los estados 

identificados en la siguiente tabla (se omite el subindice k). 

47 



Figura [18] 

ESTADO d f' porque 

o: d > o f sl satisface [33.b] 

/3 d o ¡;_ :s f' :s .e sl satisface [33.a] 

p d < o ¡f e sl satisface [33.c] 

0:1 d > o f < ~ no viola [31. b]. [33. b] 

/31 d o f < ~ no viola [31. b] 

pl d < o f < e no viola [33.c] 

0:2 d > o f > ~ no viola [33.b] 

/32 d o f > e no viola [31. e] 

p2 d < o f > e no viola [31. e], [33. el 

los arcos en estado óptimo están en o:, /3, p, los que tienen desviación 

(Out-of-kilter) estan en 0:1, /31, pl, 0:2, /32, p2. 

En la siguiente tabla se indica el estado de la región y la 

desviación que un arco puede tener, dependiendo de su posición en la 

tabla. 

d < o d = o d > o 
l 

f<C p2 I'-C 1 /32 f'-C 1 a:2 

f'=C p o 1 /3 0:2 f-G. 

1 /3 o ª 2 

:~ --~=;_-_-_-_f3_-~~~~~~-ª~--~º~~~ 
Figura [19] 

¡;,<I'<C 

f'=¡;_ 

1 /31 ~-f' 0:1 ¡;,-f' f'<i;;_ pl 
1 

Observe que en estado /32 la desviación es f-C, aún sin embargo se 

puede seguir disminuyendo hasta f'-~ y el arco seguirá en estado óptimo 

/3, esto es necesario hacerlo para ayudar a los otros arcos a alcanzar 

su estado óptimo, lo mismo sucede con el ¡31. Asimismo, en el estado /3 

con ¡;,<f<C el f'lujo se puede aumentar C-f ó disminuir f'-¡;_ y seguirá en 

estado óptimo. En la siguiente tabla se indica el cambio máximo de 

f'lujo permitido en un arco k (tambien se ha omitido el subindice k). 
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f<C 

f=C 

Figura (20] !:;.<f<C 

f=!:;. 

f<!:;. 

d < o d = o d > O-

,¡. f-C I,¡. f-¡;_ 
- - - - - - -

o 1-t. f-¡;_ o 1' ,¡. f-¡;_ 
- - - - - -

,¡. f-¡;_ C-f1' - - - - - ,_ _____ __, 
1' C-f -t. O 

1 
1 

C-f1'1 
1 

C-f1'1 
1 

o 

1' ¡;_-f 

FUNCION ADMISIBLE PARA EL ALGORITMO DE LAS 

(OUT-OF-KILTER).- De la figura [20] se deduce que: 

DESVIACIONES 

- Un arco k es admisible si el flujo puede aumentar en el arco. Es 

decir 

[34.al AD(k) = { 1 si {fk<~k) ó {dk:;Q y fk<Ck) 
O en otro caso 

- Un arco k en sentido contrario (-k) es admisible, si el flujo 

puede ser disminuido en el arco k. Es decir 

(34.b] 
{ 

si {fk>Ck) ó {dk~O y fk>~k) AD(-k) = 
0 en otro caso 

FUNCION DE CAMBIO DE FLUJO.- También de la figura [20] se tiene 

[35] 

donde 

(35.al 

[35. b] 

FC(K) 

j 

lk si el arco k es admisible 

(k puede aumentar flujo) 

sk si el arco -k es admisible 

(k puede disminuir flujo) 

O si k es no admisible 

Ck-fk si dkSO y fk<Ck 

~k-fk si dk>O y fk<~k 

fk-~k si dk~O y fk>~k 

fk-Ck si dk<O y f k>Ck 

TEOREMA [34].- Dada una red para el problema [29) con un flujo 

que satisface la conservación de flujo en todos los nodos [31.a) y un 

arco k_(i,j) con desviación ~k>O en exceso (en déficit), si existe la 

trayectoria P1:i-----'>j (P1:j-----'>i) formada por arcos admisibles [34] 

distintos del arco k_(i,j), entonces existe el flujo f' 
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{ '"" si reP+ 

fr-C si reP 

[36] f~ = fr+c si r=k y Ak es en déficit 

fr-C si r=k y Ak es en exceso. 

fr en otro casa 

donde P es el circuito elemental P1 U {k} 

(37) e min {Ak, l,s} 

min {lkjkePt} 

s = min {sk jkePi} 

tal que: 

a) f' cumple con la conservación de flujo en cada nodo. 

b) los arcos que están en estado óptimo (in-kilter) siguen estando 

después del cambio de flujo a f'. 

c) la desviación de un arco no aumenta con el cambio de flujo a f'. 

d) si la función de cambio de flujo es finita, la desviación de 

algún arco disminuye. 

Demostración.- a) La unión del arco ka la trayectoria P1 forma 

el circuito P * f'=f+cep y por el corolario [33) f' tambien satisface 

la conservación de flujo en cada nodo. 

b) Los arcos en los estados oc y p no son admisibles * no 

pertenecen al circuito P y por lo tanto no cambian su flujo y siguen 

en estado óptimo. 

- los arcos en estado ~ con ~k<f<Ck son admisibles por lo que 

pueden estar en P pero por [37] se tiene que c:Slk,Sk 

* c:SCk-fk y c:Sfk-~k 

* fk+c:SCk y fk-c~~k 

!:;_k:Sfk+e:sCk 

!:;_k:Sfk:sCk 

.. los arcos en ~ siguen estando en ~ después del cambio del flujo. 

c) Si un arco k es admisible entonces keP• * de [36) 

fk=fk+c tal que O<c:slk. 

- si dk:sO y fk<Ck se tiene de [35.a] que lk=Ck-fk ~ c:sCk-fk ~ 

fk=fk+c:sCk el flujo aumenta a lo más hasta Ck: 

para dk<O (en p1) la desviación disminuye a cero ó a 
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Ck-fk=Ck-fk-C. 

para dk=O (en /31 ó en /3 con ~k:Sfk<Ck) la desviaclón disminuye a 

cero ó bien a ~k-f k=~k-f k -c. 

- si dk>O y fk<~k se t 1 ene de [ 35. al que 

fk=fk+c~k el flujo a lo más aumenta hasta !;;,k. La desviación ~k-:fk 

disminuye a cero ó a ~k-fk=~k-fk-c .. 

En forma análoga, si el arco -k es admisible ,. keP ,. 

de [36) fk=fk-c tal que O<c:Ssk. 

- si dk"'Ü y :fk>~k de [ 35. b l s k =fk-~k .. c:Sfk-~k ,. :fk=:fk-ci!:{;,k el :flujo 

disminuye a lo más hasta !;;,k. 

- para dk>O (en 0:2) la desviación :fk-~k disminuye a cero ó a 

:fk-!;;,k=fk-~k-c 

- para d=O (en 132 ó f3 con !;;,k<fk:SCk) la desviación disminuye a cero ó 

bien fk-Ck=f k-Ck-c 

- si dk<O y :fk>Ck de [ 35. b l s k =fk-Ck "' c:S:fk-Ck "' fk=:fk-c"=Ck el flujo 

disminuye a lo más hasta Ck. La desviación :fk-Ck disminuye a cero ó 

bien a fk-Ck=fk-c-Ck. 

d) como la función de cambio de flujo es finita entonces 

existe c>O ,. 

- si ilk es en exceso => 

.0.k = 
si dk:SO 

si dk >O 

"'keP- y de [36] fk=fk-c :. la desviación dism.inuye a .O.k-c. 

- si .O.k es déficit .. 

.0.k = 
{ 

Ck-fk si dk:SO 

~k-fk si dk>O 

"' keP+ y de [36] fk=:fk+ e :. la desviación disminuye a .0.k-c. 

ALGOR 1 TMO DE LA FASE PR 1 MAL 

PASO 1.- Se inicia con un arco k_(i,j) cuya desviación es .O.k>O. 

PASO 2. - Se resue 1 ve e 1 problema de f 1 ujo máxlmo, con cota 

superior del valor de 1 f 1 ujo .O. k, función adm i si ble [ 34] con k no 

admisible, cambio máximo del valor del flujo e [37 J, si Llk es en 
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déficit el nodo fuente es j y el sumidero es i, pero si llk es en 

exceso el nodo fuente es i y el sumidero es j. 

FASE DUAL 

Cuando en la fase primal se ha obtenido un flujo que no fué 

suficiente para llevar al arco k al estado óptimo, se procede a 

cambiar las variables duales TT manteniendo los flujos f fijos de tal 

manera que el arco k pueda ser llevado a estado óptimo ó bien al menos 

uno de los otros arcos se lleva al estado óptimo ó se convierta en 

admisible, sin que aumenten las desviaciones de los arcos que no están 

en estado óptimo. 

De la fase primal se obtiene un conjunto de corte Q=[S,N/S], los 

cuales son no admisibles. 

á < o d o d > o 

f<C p2 (32 a2 
- - - - - - - - - -Q+ -

f=C p (3 a2 
1 

Figura [21] 
!:;.<f <C pl 1 (3 a2 

- - - - - -1- - - - - - -
f=!:;_ pl 1 (3 a 

I_ - - - - -
f<!:;. pl (31 ai 

1 

[38.a] ,,. Q+= {k 1 (fk>=Ck) 6 (dk>O y fkl!:!:;_k)} 

d < o d =o d > o 
' ¡ 

f<C p2 1 (32 1 a2 

f=C p (3 1 a2 

Figura [22] - - - - - - - - - - - _¡_ 

!:;_<f<C pi (3 1 a2 
1 - - - - - -

f=!:;_ pl (3 1 a 
- - - Q .J. 

f<!:;_ pl (31 1 al 

[38.b] .. Q {ki(fkS!:;_k) ó (dk<O y fk='Ck) 
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TEOREMA [35].- Dada una red conectada G con conservación de flujo 

en todos los nodos y Q=[S,N/S] un corte cualquiera entonces 

Demostración.- Como satisface la conservación de flujo en todos· 

los nodos. 

para fac ll i tar la 

I: f1J 
JES 

sumando para toda 

I: ftJ 
JES 

ieS 

I: fk 
kEMT! 

I: fk 
kEMOl 

O, V ieN 

notación considépese k_Cl. j) y 

I: fl J - I: f i1= O, V iEN 
J=l J=l 

+ I: f 1 J - I: f J 1 - I: f J 1 O, 
JEN/S jeS jeN/S 

ieS 

+ I: f1 J - I: f J 1 -If'Jt o, 
JEN/S jeS jeN/S 

ieS leS leS 

f'1<=f l J 

V ieN 

V ieN 

cambiando etiquetas de los subíndices i~>j de los dos últimos 

.términos 

I: f1i 
ieS 
jeS 

+ I: f1 J 
ieS 
jeN/S 

-[fJl-[fJl 
ieS ieN/S 
jeS jeS 

cancelando los términos semejantes 

I: f1i 
ieS 
jeN/S 

- I: f1i 
ieN/S 
jeS 

o 

I: fk - I: fk o 
kEQ+ kEQ-

O, V leN 

TEOREMA [36].- Sea Q=[S,N/S] el conjunto de corte resullado de la 

fase primal, al cual se le ha añadido el arco con desviación, es 

decir, el arco cuyos nodos fuerón fuente y sumidero de la fase primal. 

Sea 
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[39) Tt={klkeQ+ con dk>O y fk:SCk} 

T2={klkeQ- con dk<O y fk>:i;;,k} 

figura [23) y [24). Si T1=T2=0 entonces el problema [29) es infactible. 

d < o d o d > o 

f<C p2 /32 a2 

f=C p /3 Q+ a2 
1 

Figura [23) 
i;;,<f<C pl 1 /3 a2 T1 

- - - - - _,_ -
f=i;;, pi 1 /3 a 

- '- - - - -
f<i;;, Pl : /31 1 a1 

1 

d < o d o d > o 

f<C p2 1 /32 a2 

f=C p /3 a2 _,_ 
Figura [24) i;;,<f<C Pl T 2 /3 1 ------1-----------------; a2 

f=i;;, pi /3 1 
Q .L 

f<i;;, pi /31 1 a1 

Demostración.- Como Ti=0 =>V keQ+ se tiene fk>:Ck, análogamente 

como T2=0 => V keQ se tiene fk~k. En especial el arco k con 

desviación, por no estar en Ti ni en T2, cumple que fk<i;;,k ó fk>Ck 

(desigualdad estricta) entonces 

o > L Ck - L i;;,k 
jeQ• jeQ-

por ser f un flujo que satisface la conservación de flujo en todos los 

nodos por el teorema [35) 

L Ck 
JEQ+ 

se tiene 

- ¿ _i;;,k < o 
JEQ 

Ahora supongamos que existe un flujo en f' factible al problema 

[29). Es decir f' cumple la conservación de flujo en todos los nodos y 
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·1 

J 

' ..... 

s L Ck - L ~k < o 
jeQ• jeQ-

ya que f' cumple con la conservación de flujo en todos los nodos por 

el teorema (35] se tiene 

o = ¿ fk - ¿ fk < o 
JEQ+ JEQ-

lo cual es una contradicción al hecho de que existe un flujo factible. 

:. El teorema queda demostrado. 

TEOREMA (37].- Sea Q=[S,N/S] el conjunto de corte resultado de la 

fase primal, al cual se le ha añadido el arco con desviación, 

generador del nodo fuente y nodo sumidero. Si T1Ur2~0 y la variable 

dual ITt finita V ieN es cambiada de la siguiente manera 

[40] 

donde 

[41] 

entonces: 

ITl = { 
ITl, V ieS 

ITt+0, V ieN/S 

0 = min. {01, 02} 

01 min. {dkikeT1} 

02 min. {dkikeT2} 

a) las desviaciones no aumentan 

b) al menos un arco es llevado a estado óptimo pero no admisible ó 

es hecho admisible. 

Demostración a).- Para los arcos en Q+ considerando ITl se tiene 

dk=ITt-ITJ+hk=ITt-ITJ+dk-e=dk-0 como 0>0 q dk disminuye. 

- Como el flujo permanece fijo ~ para los arcos en los estados 

p,~,p2,~2 su desviación no cambia. 

- Como O<e~dk, V keT1 q dk~O para todos los arcos k que están en 

los estados a, 0:2 :. estos arcos cambiarán a lo más a ~ ó a ~2 con 

lo cual disminuyen sus desviaciones fk-~k a cero ó a Ck-fk 

Análogamente, para los arcos en Q- se tiene dk=dk+e aumenta. 

- Los arcos en ~.~1,tt,a1 no cambian su desviación. 

- Como O<eS-dk, V keS2 q para los arcos que estaban en p y p1 

tienen dk~O :. estos a lo más cambiarán a ~ ó a ~1 por lo cual su 
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desviación Ck-fk disminuye a cero ó a fk-~k. 

Demostración b).- Como ITt<oo V ieN y TiUr2~0 ~ 3 e finito y el 

arco k al que corresponde, pertenece a TiUr2 :. no es admisible ni está 

en estado óptimo pero dk>'O cambiará a dk=O, esto lo hará admisible ó 

bien sera llevado a estado óptimo si está en a2 con fk=Ck ó en p1 con 

fk=~k. Por lo tanto existe al menos un arco que se hace admisible ó 

bien sólo es llevado a estado óptimo. 

ALGORITMO FASE DUAL 

PASO 1.- Determinar los conjuntos Ti y T2 [39]. Si TiUr2=0 

terminar el problema primal [29] es infactible, en otro caso 

continuar. 

PASO 2.- Determinar e [41] el máximo cambio permitido de la 

variable dual ITt V ieN/S. 

PASO 3.- Hacer el cambio de acuerdo a [40]. 

111.4 ALGORITMO DE LAS DESVIACIONES WUT-OF-KILTER). 

PROPOSITO.- Resuelve el problema de redes sin ganancia con costos 

lineales, cuya capacidad inferior, capacidad superior y costo unitario 

de flujo son enteros para cada arco k. 

PASO 1.- Comenzar con un flujo entero que 

conservación de flujo en cada nodo [31.al, valor de 

satisfaga la 

las variables 

duales ITt enteras puede ser cualquiera. Puede ser f=O y IT=O. 

PASO 2.- Determinar un arco 1 con desviación di. Si no existe 

terminar f es el óptimo. 

PASO 3.- Ejecutar el algoritmo fase primal con arco l. Si el 

valor de flujo máximo es di entonces el arco 1 se ha llevado a estado 

óptimo, en este caso repetir paso 2, en caso contrario continuar. 

PASO 4,- Ejecutar el algoritmo fase dual con el corte que resultó 

del paso 3. Si el arco l sigue teniendo desviación ir al paso 3, de 

otra manera ir al paso 2. 

56 



111.5 CONVERGENCIA 

Suponiendo h,!;;. y C de componentes enteras, asi como también el 

flujo inicial f y la variable dual rr. 
- En la fase primal cada véz que se cambia el flujo [36] la 

desviación de ningun arco aumenta y disminuye la desviación del arco 1 

generador del nodo fuente y sumidero teorema [34] en c>O [37] el cual 

es un entero ya que C,!;;_ y f tienen componentes enteras. Puede 

construirse sólo un número finito de circuitos P que contienen arcos 

con desviación, antes de obtener una solución óptima. 

- En la fase dual, después del cambio de cada variable dual [40] el 

estado de los arcos con ambos extremos en S no cambia, si el arco 1 no 

fué llevado al estado óptimo cada nodo en S seguirá en S después del 

cambio. Existen dos posibilidades teorema [37]: 

- Un nuevo arco se hace admisible => un nodo se añade a S, cada vez 

que esto suceda S crece en al menos un nodo y esto puede suceder 

un número finito de veces antes de que se forme el circuito P 

que contiene el arco l. 

- Un arco l: es llevado a estado óptimo pero no admisible => S no 

crece, permanece igual, al pasar a la siguiente fase dual, se 

tóma el mismo arco 1 con el mismo corte Q=[S,N/S]. Después del 

cambio en la variable dual, al menos el arco del que se obtuvo e 

ha sido eliminado de T1UT2. Ahora bien T1UT2 puede decrecer a lo 

más un número finito de veces antes de que T1UT2=0, en cuyo caso 

el algoritmo termina por infactibilidad teorema [36]. 
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CAPITULO IV 

PROBLEMA DE REDES SIN GANANCIA CON COSTOS CONCAVOS 

En este capítulo se analiza el método que resuelve el problema de 

redes sin ganancia con costos cóncavos lineales por pedazos o bien 

resuelve una aproximación lineal por pedazos del problema de redes sin 

ganancia con costos cóncavos. El método mediante enumeración implícita 

reduce el problema, a uno de programación 0-1 mixto el cual es 

relajado a un problema de redes con costos lineales, cuya solución es 

obtenida por el algoritmo de las desviaciones (Out-of'-ki lter). El 

método tiene un costo computacional de 0(2mc) donde me es el número de 

arcos con costo f'ijo distinto de cero, los cuales resultan del proceso 

de llnealización por pedazos, trabaja ef'!c!entemente s! mc"'50, con 

dificultades si mc>50, y no se garantiza que la solución sea 

encontrada si mc>lOO. 
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IV .1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Sea G(N,Ml una red, N=conjunto de n nodos, M=conjunto de marcos 

con parámetros de be~" tal que bl es el flujo externo fijo en el nodo 

i, ¡;_,cc~m tal que ¡;_k, Ck capacidad inferior y superior del arco k, 

hk(fk) función de costo cóncavo del arco k. El problema de redes sin 

ganancia con costos cóncavos, queda formulado 

[42] 

Min I hk(fk) 
k=l 

s. a. I fk - I fk 
kEMO l kEMTl 

!:;,k "' fk "' Ck 

b1 1,2, ... , n 

k=l,2, ... ,m. 

IV.2 APROXIMACION LINEAL POR PEDAZOS 

Con el fin de ahorrar capacidad de memoria, la red es 

transformada, a una red con limite inferior de capacidad igual a coro 

[sección I.2]. 

se transforma hk(fk) 

a 

Ck fk k fk 

Figura [25] Figura [26] 

.. 
donde hk(fk)=hk(fk) V ~k,,.fk:SCk 
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Para ilustrar el proceso de linealización por pedazos considerese las 

siguientes figuras: 

hk(fk) 

hk(fk) 

cap. sup. Ck 

Figura [28) 
hF2 

Figura [27) 

El arco k se transforma en: 

(O,hvt,Ctk) 

Figura [29) 

donde se usó la notación (costo fijo, costo lineal, limite de 

capacidad superior) y [flujo externo fijo) 

OBSERVACIONES 

i).- Cada arco de la red original se transforma en p+l arcos (p 

número de partes lineales) de los cuales al menos p-1 tienen costo 

fijo hFI distinto de cero. 

ii).- El arco (0,0,Ck) solamante regula la factibilidad del flujo 

O~fk~Ck y su costo cero no influye en la función objetivo. 

iii).- Se logran mejores aproximaciones de hk(fk) para valores 

grandes de p, pero se tiene la desventaja de que crece el costo 

computacional. 

iv).- La nueva red tiene arcos con capacidad inferior cero. 

v).- La nueva red tiene costos lineales y sus arcos se clasifican 

en los que tienen costo fijo igual a cero y los que tienen costo fijo 

distinto de cero. 
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hk(fk) 

hk 

Ck 

Figura [30] 

fk :fk 

Figura [31] 

[43] hk(fk)=hkfk ;V k con costo :fijo cero 

[44] 
{ 

O si fk=O 
hk(fk) = 

hFk+hVkfk si O<:fk"'l:k } 

IV.3 ENUMERACION IMPLICITA 

V k con costo :fijo 
distinto de cero 

El método de enumeración impl iclta :fué desarrollado 

principalmente para resolver problemas de tipo binario. Básicamente 

consiste en particionar un problema P(s), en subproblemas P(s1), ... , 

P(sq), los cuales son almacenados en una lista de candidatos. Mediante 

alguna técnica de ramificación se selecciona un subconjunto de 

problemas candidatos y con alguna técnica de acotamiento se decide si 

el óptimo de P(s) se busca en el subconjunto seleccionado (de nuevo se 

partlciona el subconjunto), ó bien el óptimo no está en dicho 

subconjunto de problemas (se declara insondeable), cancelando todos 

los elementos de este subconjunto de la lista de candidatos. El 

proceso termina cuando se ha analizado toda la lista. 

Se usará una nueva notación para la red lineallzada por pedazos 

con limite de capacidad inferior cero, ya que a ésta se le aplicará el 

método. 

Sea G ( N, Ml una red con N=conjunto de n nodos, M=conjunto de m 

arcos, Kc subconjunto de M, Kc conjunto de me arcos con costo fijo 

distinto de cero los cuales para fines prácticos son reetiquetados 

1,2, ... ,me; donde Kc(i) devuelve la etiqueta original, es decir 

Kc={Kc( 1), Kc(2), ... , Kc(mc) }. 
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Se asocian la variable entera (0-1) X1, al i-ésimo arco con costo 

fijo, entonces el problema que aproxima [42) puede ser planteado como 

un problema de programación entero-mixta. 

[45) 

me 
Min E hF(i) Xi + E hk fk 

l=l 
s.a. Af=b 

k=l 

O:sfk~k, IJ keM 

fk:SX!Ck, V i=l,2, ... ,mc y k=kc(i) 

X1=0,l, V i=l,2, ... ,me 

Donde hk=hv(i), V k=kc(i) arco con costo fijo. La restricción fk:SX1Ck 

para k=Kc(i) arcos con costo fijo, forza a fk a ser cero cuando X1=0, 

y restablece su capacidad Ck original si X1=1. 

El árbol binario del proceso de enumeración tiene niveles 

i=l,2, ... ,me y cada vértice representa el conjunto de realizaciones 

del ·vector X=(X1 ,X2, ... ,Xmc), (una realización del vector tiene todas 

sus componentes fijas en algún número). Donde W+={i IXi=l}, 

W-={ilXi=O}, wº={iJX1=0,l}, se dice que el arco y la variable X1 son 

libres si ieW
0

. Observe que el nodo raíz es el de todas las posibles 

realizaciones del vector X. En la siguiente figura se muestra la 

estructura de un árbol binario. 

o 

X3=0 X3=l 

Figura [32] 

X1=l X1=0 

: 
En cada estado intermedio del proceso de enumeración (un vértice del 

árbol) hay que resolver: 
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m 
Min E hF(i) + E hrCilXi + E hkf'k 

ieW+ iewº k~1 
[46] s.a. Af=b 

O:Sfk="Ck V keM 

fk:SXICk V ieWº y k=kc(i) 

fk=O V ieW- y k=kc(i) 

Xi = o, 1 v i ewº 

Donde hk=hv(i) V k=kc(i). 

IV.4 RELAJACION Y TECNJCA DE ACOTAMIENTO 

(a) 

(b) 

(o) 

(d) 

(e) 

Una cota inferior para el problema entero (0-1) [46] es obtenida 

resolviéndolo pero con la condición (e) relajada a O:sX1s1 para jcW0
. 

Además se puede observar que para el conjunto de arcos 

tiene gráficamente: 

hk(fk) 

Figura [33] 
hF(j) 

hF(j) + hv(J)fk ~ [hF(j)/Ck + hv(J)]fk 

libres wº se 

Por lo que se puede cambiar la condición (c) por O:sfk:SCk con el 

correspondiente cambio en los costos de la función objetivo. La 

restricción (d) es equivalente a dar un costo muy grande hk=R con 

O:sfk:SCk y esto forzará a que fk=O para icW-, k=kc(i). Por lo tanto la 

cota inferior para el problema [46] se obtiene de: 
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Min [ h;(l) + [ hkfk 
1ew• k=t 

(471 s.a. Af=b 

Q:sfk~k 'ti kcM 

(48] r muy grande V icW-;y k=kc( i) 

hk hv( i l \/ icW+y k=kc(i) 

h;(i)/Ck + hv(i) \/ icWº ;y k=kc( i). 

donde 

El problema relajado (47] es un problema de redes sin ganancia 

con costos lineales, el cual, será resuelto por el algoritmo de las 

desviaciones (out-of-kilter) 

IV.5 SOLUCJON FACTIBLE Y MEJOR SOLUCION 

El candidato a mejor solución Za, se obtiene al redondear a una 

solución factible, la solución Z de (47] de la siguiente manera. 

Xt=l si fk>O, Xt=O si fk=O esto \/ icW
0 

y k=k
0
(i). 

Donde 2R = E hF(i )XI + [ hkfk (49] 
1=1 k=I 

La cual es usada para competir con la mejor solución, es decir Za 

recibe (almacena) ZR si ZR < Za. El Método comienza con Za muy grande. 

IV.6 RAMIFICACION Y BUSQUEDA 

Para determinar que variable llbre X1 (!eW 0 J se ramifica y en que 

valor {O, l} se fija, se determina del conjunto de arcos libres wº, el 

a.reo j que tiene el máximo error de aproximación EAP (ver figura (33]) 

(50] EAP(j l=max {hF( i) +hv ( i )f k-h kf k lk=kc ( i), ieW
0

} 

Si XJ<0.5 se ramifica primer-o con XJ=O, de otra manera se ramifica 

primer-o con XJ=l. 

IV.7 CONDICION DE INSONDIABILIDAD 
Un nodo en el árbo 1 de enumeración es declar-ado insondeable 

cuando Za<Z, es decir, la mejor soi ución es menor que la cota 
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inferior, ó la solución del problema relajado [47] es factible Z=ZR 

por lo tanto óptima de [45], sin necesidad de subdividirlo. 

Se puede considerar un cierto porcentaje de desviación PER, 

(OsPERslQO) del óptimo y en este caso un nodo es declarado insondeable 

si Z>Ze-PERJzeJ/100. 

1V.8 ALGOR 1 TMO DE SOLUC 1 ON 

PROPOSITO. - Resol ver e 1 problema de redes sin ganancia con costos 

lineales considerando costos fijos. 

PASO 1 CINICIALIZACION). - Variable de nivel L=O, mejor solución 

Ze número muy grande, todas las variables son libres 

wº={xi li=l, ... ,me}. 

PASO 2 (RELAJACION Y ACOTAMIENTO). - Re so 1 ver el problema relajado 

[47] mediante el algoritmo de las desviaciones (OUT-OF-KILTER). Si 

Z=-oo terminar, el problema es no acotado, esto no sucede ya que las 

redes asociados a los problemas [ 45] y [47] carecen de circuitos con 

costo negativo y capacidad i nfin l ta, es decir, carecen de circuitos no 

balanceados. Si z;oze ir al paso 6 de otra manera ir al paso 3. 

PASO 3 (SOLUCION FACT l BLE). - Obtener ZR (mediante [49]), si ZR"'ZB 

ir al paso 5 de otra manera ir a 1 paso 4. 

PASO 4 (SALVAR MEJOR SOLUCION).- Xe=XR, Ze=ZR. Si ZR=Z entonces X 

resuelve [47] ir al paso 6, de otra manera ir al paso 5. 

PASO 5 (RAMIFICACION Y BUSQUEDA).- Si Wº"" se determina XJeWº 

cuyo arco tiene el máximo error de aproximación [50] y se selecciona 

el valor de Xj , actual izar W0
, W; W-, L=L+ 1 ir al paso 2. Si wº=" ir 

al paso 6. 

PASO 6 (INSONDEABLE). - a) Si XJ falta fijarse en el otro valor, 

hacerlo y actual izar Wº, W+, W-, regresar al paso 2. b) Si XJ ya fue 

fijada en sus dos valores, retroceder y actualizar; L=L-1, XJ= el 

padre de Xj. Si L>'O repetir el paso Sal. Si L=O terminar, el óptimo es 

Xe cuyo valor objetivo es Ze. 
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IV .9 CONVERGENCIA 

1).- Del paso 5 se tiene que el mayor nivel del árbol es me, esto 

sucede cuando Wº= 0 . Es decir L~mc. 

11).- En cada nivel se resuelve un problema con L variables 

fijas. El número de maneras de escoger L variables para ser fijadas es 

C7º), cada una de las cuales pueden.ser valuadas en O ó 1, entonces 

Número de subproblemas 

[47] que pueden ser plan 

teados en el nivel 1. 

Total de subproblemas 

[47] que el método pue 

de plantear. 

111).- El paso 5 siempre crea problemas distintos debido a que en 

niveles distintos se tienen distinto número de variables fijas, y en 

el mismo nivel los problemas tienen al menos la variable ancestro 

común más inmediata fija en distinto valor. 

IV).- En cada iteración del algoritmo, se tiene que: 

conjunt.o de proble-] U [conjunto de proble- J 
mas lnsondeables mas por considerar 

= [problema 
original 

Como existe un número finito de subproblemas el método converge. 

Debido a qµe el problema que resuelve este método tiene capacidad 

inferior y superior finitas (O~fk~k) entonces el problema tiene 

solución finita o es infactible, ya que la red carece de circuitos con 

costo negativo y capacidad indefinida (circuitos no balanceados). 

Se obtiene solución óptima finita, igual a la última mejor 

solución Ze, cuando al generar el árbol de enumeración se regresa a su 

raiz (nivel del árbol cero). La infactlbllldad es detectada por el 

algoritmo de las desviaciones al resolver el problema relajado (47]. 
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CAPITULO V 

APLICACIONES 

La necesidad de una teoria, es justificada en la medida de su 

utilidad para resolver problemas prácticos o para apoyar a otras 

teorias. En este capitulo se presenta una gran variedad de problemas 

de aplicación que son modelados en términos de redes sin ganancia con 

costos cóncavos. Estos problemas, son resueltos por el método de 

solución analizado en el capitulo anterior, el cual, fué programado en 

FORTRAN e implementado en PC. Se anexa una tabla donde se especifica 

para cada problema resuelto: La instancia del programa no lineal, la 

instancia de la red asociada al problema y el tiempo de ejecución del 

método en una PC AUSTIN 386-SX. 
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V.1 PROBLEMA DE LOCALIZACION-DISTRIBUCION 

INTRODUCCION 

El pr-oblema consiste en seleccionar- de un conjunto de sitios 

dados, en dónde localizar plantas, y deter-mlnar- sus niveles de 

pr-oducclón y dlstr-lbuclón par-a satisfacer la demanda conocida en los 

centros de consumo, todo lo anter-lor a costo mlnimo. Se supone que los 

costos de producción y oper-ación de cada planta son funciones cóncavas 

del total de producción de cada planta, y el costo de distribución 

entre cada planta y punto de demanda es una función cóncava de la 

cantidad enviada. Puede o no considerarse capacidad de producción en 

cada planta y capacidad de tr-ansporte. 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Una compañia desea vender un pr-oducto en N centos de consumo; se 

ha determinado una demanda periódica DJ en cada centro de consumo 

j=l,2, ... ,N. Para satisfacer la demanda, la compañia ha seleccionado M 

sitios como los mejores candidatos para construir las plantas, per-o el 

número de plantas no ha sido determinado todavía. Es decir, sl una 

planta es construida, esta producirá para satisfacer todas las 

demandas, lo mismo sl son construidas dos ó más (menos de M). La 

compañia decidirá en donde construirlas (pr-oblema de localización) y 

el territorio de servicio de cada planta (pr-oblema de distribución). 

Se ha considerado un horizonte de planeación de T periodos, el 

cual, no incluye el tiempo de construcción de cada planta. La compañia 

desea determinar; cuántas plantas va construir, en cuál de los M 

sitios se construirá una planta, con qué nivel de producción operará 

cada planta en cada periodo y cuánto producto enviará periódicamente 

cada planta a cada centro de consumo, de tal manera que se minimice el 

costo en cada periodo, sobr-e el horizonte de planeación. 

Sea XtJ la cantidad de producto enviada durante un perlado de la 

pla~ta l (localizada en el sitio 1) al centro de consumo j y sea 

Ylj~ 1XtJ la pr-oducclón durante un perlado en la planta l. Se define 

C1(Y1) como la función de costo de producción durante un periodo de la 

planta 1, esta función, Incluye el costo fijo de construcción de la 
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planta. La función TlJ(XlJ) es el costo de transporte durante un 

periodo por el envio de XlJ unidades de la planta i al centro de 

consumo j. Además sean K1 y KlJ la máxima capacidad de producción de 

la planta i y la capacidad máxima de transporte de la planta i al 

centro de consumo j, respectivamente. 

El problema en terminas matemáticos queda: 

H H N 
[51] Min E Cl(Y1) + E E T1J(X1 J) 

l=t 1=1 J=I 
N 

(a) s.a. E XI J Y1, ·1,2,; .. ,M 
J=l 

H 
(b) E XI J = DJ, J 1,2, ... ,N 

l=l 
H N 

(c) E Y1 E DJ 
1 =t J=l 

(d) o ::S Y1 ::S K1 1, 2, ... , M 

(e) o ::S XI J ::S K1 J 1,2, ... ,M; ,j = 1,2, ... ,N 

Las funciones de costo C1(.) y TI J (.) son cóncavas y conocidas, 

(1.a) es equivalente a decir "toda la producción de la planta i es 

distribuida", ( 1. b) establece que "el total de productos enviados a 

cada centro de consumo satisface su demanda", (1.c) "total de 

producción es igual a total de demanda", (1.d) y (1.e) significan que 

"la capacidad de producción y transporte estan acotadas". 

EJEMPLO (LOCALIZACION DE POZOS).- El sistema de riego actual (por 

gravedad con suministro de presa) no satisface las demandas de agua de 

una importante zona agricola de 10 sectores {St, S2, ... , S10}. Un 

minucioso estudio, pronostica un déficit promedio anual en cada 

sector, en los siguientes 10 años (tabla 1), pero se han encontrado en 

la zona 5 mantos acuiferos {Ml, M2, ... , Ms} de importante magnitud, los 

cuales son considerados candidatos para colocar pozos que descarguen 

al sistema existente. Para lo anterior se ha determinado el costo fijo 

de costrucción del pozo, costo de extracción por unidad de volumen y 

capacidad anual de cada uno de los mantos (tabla 2), además el costo 

de envio de agua de cada uno de los mantos a cada uno de los sectores 
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planta. La función TlJ(XlJ) es el costo de transporte durante un 

periodo por el envio de XlJ unidades de la planta i al centro de 

consumo j. Además sean K1 y KlJ la máxima capacidad de producción de 

la planta i y la capacidad máxima de transporte de la planta i al 

centro de consumo j, respectivamente. 

El problema en terminas matemáticos queda: 

K K N 
[51] Min E C1(Y1) + E E Ti J(X1 J) 

l=l l=l J=l 
N 

Cal s.a. E X1J Y1, 1,2, . . -. ,M 
J=l 

K 
(b) E Xi J = DJ, j 1, 2, ... , N 

l=l 
K N 

(c) E Y1 E DJ 
l=l J=l 

(d) o :s Y1 :s K1 1,2, .. .,M 

(e) o :s Xi J :s KlJ 1,2, ... , M; j = 1, 2, ... , N 

Las funciones de costo Cl(.) ':/ Ti J(. l son cóncavas ':/ conocidas, 

( 1. a) es equivalente a decir "toda la producción de la planta i es 

distribuida", ( 1. b) establece que "el total de productos enviados a 

cada centro de consumo satisface su demanda", ( 1. c) "total de 

producción es igual a total de demanda", (1.d) y (1.e) significan que 

"la capacidad de producción y transporte estan acotadas 11
• 

EJEMPLO (LOCALIZACION DE POZOS).- El sistema de riego actual (por 

gravedad con suministro de presa) no satisface las demandas de agua de 

una importante zona agricola de 10 sectores {51, 52, ... , 510}. Un 

minucioso estudio, pronostica un déficit promedio anual en cada 

sector, en los siguientes 10 años (tabla 1), pero se han encontrado en 

la zona 5 mantos acuiferos {Ml, M2, .. ., Ms} de importante magnitud, los 

cuales son considerados candidatos para colocar pozos que descarguen 

al sistema existente. Para lo anterior se ha determinado el costo fijo 

de costrucción del pozo, costo de extracción por unidad de volumen y 

capacidad anual de cada uno de los mantos (tabla 2), además el costo 

de envio de agua de cada uno de los mantos a cada uno de los sectores 
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(tabla 3). La distribución topográfica de los sectores, la red de 

canales y la localización de los mantos se muestra en la figura [34), 

se considera que los canales son de capacidad suficiente. 

Se desea determinar: Cuántos pozos se van ha construir, en qué 

manto acuifero se va a construir pozo, el nivel de extracción anual de 

cada pozo construido, cuál es el plan de distribución de agua de cada 

pozo a los sectores, de tal manera que se minimice el costo anual 

durante el horizonte de 10 años. 

OB5ERVACION. Debido a que el flujo .tiene pérdidas por filtración 

y evaporación, este problema es de redes con ganancia con costos 

cóncavos. Sin embargo podemos considerar que las pérdidas son 

incluidas en el déficit promedio y los costos de envío son 

precisamente los costos de producción de las pérdidas. 

TABLA 1 TABLA 2 

SECTOR DEFICIT HAHTO COSTO FIJO COSTO PRODUCIR CAPACIDAD ANUAL 

AGR!CO PROHEDIO ACUIF DE CONST. UNIDAD DE VOL. EH UNID. DE VOL. 

LA. ANUAL EN 

UNIDADES Mt 300 18 50 
DE VOL. M2 400 24 20 

St 20 M3 350 12 50 

52 10 M4 250 18 30 

S3 18 Ms 300 12 50 

54 8 

SS 6 

56 10 

S7 12 

Se 14 

So 12 

Sto 15 
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TABLA 3 (COSTOS DE DISTRIBUC!ON) 

St S2 S.3 S4 Ss S6 S7 

Mt 2 2 2 3 3 4 

M2 2 2 3 3 3 4 

M3 2 2 2 

M4 co co co co co 

Ms co co 1 

los castos se dan en unidades monetarias (u. m.) y costo co significa 

que el manto acuifero na puede suministrar al sector (esta, puede 

suceder, si el sector tiene un nivel más alto que el manto). 

Figura [34] 
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RED ASOCIADA 

solo se indica el costo unitario 
capacidad inferior=O, capacidad superior=oo, costo f iJo=Q 

(capacidad superior, costo fijo, costo unitario) 
todos con capacidad lnferlor=O 
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LOCALIZAC\ON Y O\STR\BUCION OPTIMA 

COSTO TOTAL • 2951 , T 1 E>'PO oE EJECUC 1 ON • 2 • 41 SEGUNDOS. 
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V.2 APLICACION A NIVELACION DE TERRENOS 

INTRODUCCION 

Un problema que se les presenta a los ingenieros topógrafos, es 

la nivelación de terrenos agricolas, de lo cual depende el buen 

funcionamiento del sistema de riego que se utilice y por lo tanto 

depende la producción. El problema consiste en encontrar un plan 

óptimo de distribución de tierra, de los puntos al tos a los puntos 

bajos del terreno, con el fin de nivelarlo con una inclinación 

adecuada al sistema de riego que se utilice. 

TRANSFORMACION A UN PROBLEMA DE REDES 

Con la información del ingeniero se construye una red, con 

vértices que representan la localización de puntos donde hay oferta 

(altos) ó demanda (bajos) de tierra, y arcos bidireccionados que 

representan las rutas para la redistribución. La oferta y la demanda 

estan en unidades de carga, y su suma es cero. Los arcos tienen 

asociado un costo por unidad de carga que puede ser distinto de un 

sentido a otro, además puede tener un costo fijo de construcción. Este 

problema es resuelto como un problema de redes sin ganancia con costos 

cóncavos. 

NIVEL 
/ 

/ 
PUNTO 

ALTO 

PUNTO 

BAJO 

PUNTO 

ALTO 

EJEMPLO.- Para representar la nivelación de un terreno, se 

utiliza la siguiente red no dirigida, en la cual se han dibujado con 

1 !nea más fuerte los caminos que ya existen y con linea débil los 

caminos que se pueden construir. Se suponen los caminos de capacidad 

ilimitada, además se denota [oferta o demanda] de cada vértice. 

Encontrar el plan de nivelación óptimo. 
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(10] (20] 

( 10] [-20] 

(-10] (10] 

la red es transformada y se denota (costo fijo, costo unitario por 

carga)_, (oferta o demanda]. 
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PLAN DE NIVELACION OPTIMO 

[10] z [20) 

za 

[10] [-20] 

[-10] 

[10] 

COSTO TOTAL = 273. T 1 EMPO DE EJECUC 1 ON = 1.86 SEGUNDOS 

V .3 PLAN DE CONTRAT ACION DE PERSONAL 

El siguiente modelo puede ser utilizado para determinar la 

politica de contratación de personal que balancee costos de 

contratación y despido, considerando costos de empleo ocioso, cuando 

la demanda no es uniforme. 

Se definen los siguientes parámetros, variables y funciones: 

DJ = Personal minimo requerido en cada periodo J, (conocido para 

cada J). 
XlJ =No. de gente contratada al inicio del periodo y despedida 

al final del periodo J-1. 

CtJ(.) Función de costo de contratación asociado con XtJ 

(conocida). 

SJ Exceso de personal en cada periodo J. 
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"• ~ - "' . ' ' 

El problema de contratación de personá.1 .. ¡Já.ra N periodos, consiste 

en encontrar, los enteros no negativos X1J; :: 5J\ha'.i.:.:.s que: 
.~. -;;. "'t.• -e-, . ' 

N N+l . -· ~i>·· -;~~~:·." 
[52] Min I: E Crt(Xrt) ;·:; 

r=l t=r+ 1 

J N+l 
(a) s.a I: E Xrt - 5J OJ J 1,2,. · •. , N 

r=1 t=J+ 1 

(b) XJt, 5J ?: O enteros; J = 1, 2, ... , N; t = 1, 2, ... , N+l 

se puede interpretar (a) "en cada periodo la cantidad de personal 

disponible es igual al personal minimo requerido más el exceso de 

personal 11
• 

Para ilustrar el procedimiento de transformación a un problema de 

flujo en redes, se considera N = 3. 

(c) j=l X12 + Xt3 + Xt4 + -51 01 

(d) j=2 Xt3 + Xt4 + X23 + X24 + ... -52 02 

(e) j=3 Xt4 + ... + X24 + ... + X34 + ... - 53 03 

sustrayendo (d) de (e), (c) de (d) y obteniendo el negativo de (e) 

tenemos: 

(c) X12 + Xt3 + Xt4 + -51 Dt 

(d)-(c) - X12 + X23 + X24 + .. +51-52 02 - Ot 

(e)-(d) - Xt3 - X23 + X34 + +52-53 03 - 02 

-(e) - Xt4 -... - X24 -.. - X34 + •.. +53 -03 

examinando el sistema, se observa que cada variable aparece dos veces 

en las ecuaciones, una con coeficiente +l y la otra con coeficiente 

-1. Por lo tanto la matriz de este sistema es la matriz nodos-arcos 

cuya red asociada es: 

X14 

se puede considerar capacidad superior y capacidad inferior en el 

número de gente contratada y en el exceso de personal, sin que la 

estructura básica de la red se altere. 
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V.4 MODELO DE COMPRA PRODUCCION Y DISTRIBUCION 

El problema consiste en determinar la producción de M plantas 

establecidas, las cuales operan dentro de sus capacidades de 

producción, además determinar la política de compra de materia prima 

en N fuentes, y la politica de distribución del producto, para 

satisfacer la demanda ya determinada de S centros de consumo, todo lo 

anterior a costo minimo. Se suponen conocidos los castos de compra, 

producción y distribución, estas funciones de costo por manejar 

economía de escala son cóncavas. 

EJEMPLO (COMPAflIA HARINERA). - Determinar la pal itica óptima de 

producción, compra y distribución, para una compañia harinera que 

tiene 2 molinos {M1, Mú, pueden comprar trigo en 3 almacenes 

{A1,A2,AJ}. Se sabe que se necesita 1.5 toneladas de trigo para 

producir tonelada de harina, el subproducto que se obtiene es 

salvado el cual es vendido inmediatamente en cada molino, por lo cual 

no interesa ni en el proceso de producción ni en el de distribución. 

La harina es distribuida en 5 centros de consumo {D1,D2,DJ,D4,Ds}. La 

compra, producción y distribución de la compañia harinera es 

representada en la siguiente red. 

almacenes molinos 
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Datos de 

NODO·· 

01· 

02 

03' 

04 

Os 

ARCO 

de A1 a M1 

de Al a Mz 

de A2 a Mt 

de A2 a Mz 

de A3 a M1 

de A3 a Mz 

de Mt a M1 

de Mz a M2 

de M1 a 01 

de M1 a 02 

de Mt a 03 

de Mt a 04 

DEMANDA EN 

DE: HARINA . 

. :20 

40 

50 

20 

10 

COSTO POR TONELADAS EN UNIDADES 

MONETARIAS (U. M. l 

80 

90 

75 de O a 45 ton 

73 lo que exede de 45 

90 de O a 45 ton 

80 lo que exede de 45 

90 de O a 75 ton 

80 lo que exede de 75 

73 de O a 75 

70 lo que exede de 75 

20 de O a 20 

18 lo que exede de 20 menor que 30 

15 lo que exede de 50 

20 de O a 30 

18 lo que exede de 30 menor que 30 

15 lo que exede de 60 

3 

5 

7 

79 

CAPACIDAD MAX. 

EN TONELADAS 

80 

70 
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COSTO 
ARCO 

de M1 a Ds 7 . 
de M2 a D1 5 

de M2 a D2 6 . 
de M2 a 03 o . 
de M2 a D4 5 ., 
de M2 a Ds 5 ., 

Para manejar las mismas unidades de producto, se cambian las 1.5 

toneladas de trigo por una tonelada de harina quedando los cambios 

siguientes: 

ARCO 
COSTO 

de A2 a Mt 75 de 

73 lo 

de A2 a M2 90 de 

80 lo 

de A3 a Mi 90 de 

80 lo 

de A3 a M2 73 de 

70 lo 

NODO CAPACIDAD HAXIHA DE SUHI 
NISTRO EN TON DE TRIGO 

At 30 

A2 50 

A3 70 

POR TONELADAS EN UNIDADES 
HONETARI AS (U. H. l 

CAPACIDAD HAX. 
EN TONELADAS 

o a 30 ton 

que exede de 30 

O a 30 ton . ., 
que exede de 30 

O a 50 ton 

que exede de 50 

O a 50 

que exede de 50 

el resto de los datos queda igual. 

La red asociada al problema en la cual se consideró la notación 

[oferta ó demanda] (capacidad inferior, capacidad superior) es la 

siguiente: 
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todos co,co> 

l 

(o 80) 

(O, 7 O) 

SOLUCION OPTIMA 

70 

:ro 
70 

As 1-101 

COSTO TOTAL 13 060, TIEMPO DE EJECUCION = 2.60 SEGUNDOS. 

V.5 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO UN SOLO PRODUCTO 

Se presenta un problema de producción-inventario, de un solo 

producto, permitiendo satisfacer demandas atrasadas, sobre un 

horizonte de planeación finito. Las demandas son conocidas, producción 
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determlnlstlca, funciones de costo de producción, inventarios y por 

satisfacer demandas atrasadas son conocidas y cóncavas si aprovechan 

la economía de escala. El problema consiste en determinar un plan de 

producción que haga frente a la demanda, a costo mínimo. 

Para la formulación matemática del problema se requiere definir 

lo siguiente: 

N No. de periodos que considera el horizonte de planeación. 

Identificador del periodo, i = 1,2, ... ,N. 

X1 = No. de unidades producidas durante el periodo i. 

C1(.) =Función de costo de producción en el periodo i. 

!1 =Nivel de inventarlo al final del periodo l. 

01(.) =Función costo de inventarlo en el perlado i. 

81 = Nivel de déficit al final del periodo i. 

b1(.) =Función de costo por déficit en el periodo i. 

D1 = Demanda del producto en el periodo i. 

CP1 Capacidad máxima de producción durante el periodo i. 

CI1 Capacidad máxima de inventario durante el periodo i. 

C81 Capacidad máxima de déficit durante el periodo i. 

El problema queda formulado: 
N 

Min ¿ (C1(X1l+01(I1)+b1(81J) 
1=1 

[53) s.a. I 1 + XI + 81+1 DI + I 1+1 + 81 V i~l,2,. .. ,N 

I 1 IN+l = Bt 81+1 = o 
o s X1 s CP1 V i=l,2, ... ,N 

o s I 1 s CI1 V i=l,2,. ... N 

o s 81 s C81 V i=l,2, ... ,N 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

Las demandas DI y funciones Ci, 0i, bi se suponen conocidas, 1.a 

es equivalente a decir "lo que se tiene en inventario más lo que se 

produce más lo que llega del siguiente periodo por pedidos retrasados 

es igual a la demanda más lo que queda de inventario para el periodo 

siguiente más lo que sale para el periodo anterior para surtir pedido 

retrasado" l. b establece que tanto inventario y déficit al inicio ';/ 

final son cero, l. c, l. d y l. e la producción e inventarlo están 

acotadas superiormente y además producción, inventarlo y déficit son 

no negativos. 
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EJEMPLO.- Encontrar el plan de producción óptimo para 4 periodos 

cuyas demandas son 3, 8, 5 y 6 respectivamente, la capacidad máxima de 

producción es de 15 y la capacidad máxima de inventarlo es 12. Los 

costos de producción, inventarlo y déficit son 

C(X1) = ¡ ~+8:~ 
34+5X1 

C(X1) 

X1=0 

si O<X1:SlO 

sl X1>10 

84 - - -

4 

min L (C(X1)+I1+281) 
1=1 

s.a. X1 + 82 3 + I2 

0( I l l 

10 

X2 + I2 + 83 

X3 + 13 + 84 

X4 + l4 

8 + 13 + 82 

5 + l4 + 83 

11 Is = 81 

6 + 

8s 

84 

o 

I 1 

Q:SX1:Sl5, Q:Sll:Sl2, 81~0, V 1=1,2; ... ,4 

b(BI) 281 

X1 

arreglando términos y agregando la restricción redundante suma de las 

primeras 4 restricciones queda: 

• 
mln L {C(X1)+!1+281) 

1=1 
s.a. X1 + 12 - 82 - 3 

- X2 - 12 + 13 + 82 - 83 - 8 

- X3 - 13 + 14 + 83 - 84 - 5 

- X4 - I• + 84 - 6 

X1 + X2 + X3 + X4 22 

O:SX1:S15, Qsl1s12, Os81:S~, V i=l,2, ... ,4 
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examinando el sistema, se observa que cada variable aparece dos veces 

en las ecuaciones, una con coeficiente +1 y la otra con coeficiente 

-1. Por lo tanto la matriz de este sistema es la matriz nodos-arcos 

cuya red asociada es la sigulente, en la cual se considera la notación 

[oferta ó demanda], (capacidad inferior, capacidad supurior). 

PLAN DE PRODUCCION OPTIMA 

- ->­
I2=0 

....... 

PRODUCCION 
INVENTARIO 
DEFICIT 

13=4 

X1 =0, 
11 =O, 
81=0, 

B3 =O ,,,,,,,. ~ __ ....-

X2=15, X3=0, X4=7 
1 2 =o' l 3 =4' l 4 = o 
82=3, 83=0, 84=1 

COSTO OPTIM0=181 
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V.6 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO CON VARIAS ALTERNATIVAS 
DE PRODUCCION 

I NTRODUCC ION 

Este modelo es una extensión del modelo anterior, ya que se 

consideran diversos proveedores o formas de producción en cada 

periodo, por ejemplo, producción en tiempo normal, producción en 

tiempo extra, producción por subcontratac!ón, entre otros. 

PLANTEAMIENTO DEL PROLEMA 

Suponga que en cada periodo existen M formas distintas de 

satisfacer la demanda, además de las suposiciones del modelo anterior. 

La formulación del problema es: 

N H 
(54] min [ ( [ Ct1(Xu)+01(I1)+bi(B1J) 

1=1 l=l 

H 

s.a. [ Xt1 + 11 + B1+1 = D1 + 11+1 + 81 V i=l,2, ... ,N· (a) 
t=l 
11 = IN+l = Bl = BN+l = o 
o :S Xt1 :S CPtl V i=l,2, ... ,N y V 

o :S I 1 :S CI1 V i=l,2, ... ,N 

o s B! :S C81 V 1=1,2, ... ,N 

t=l,2, ... ,M 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

donde Xit es el nivel de producción del artículo en el periodo 

usando la alternativa de producción t y CPtl es la correspondiente 

cota superior de producción, Cu(.) es la función costo de producción 

de la aternativa t en el periodo l. 

EJEMPLO (PRODUCCION EN TIEMPO NORMAL, TIEMPO EXTRA Y POR 

SUBCONTRATACION).- Una fábrica produce un articulo, considerando 

tiempo normal, tiempo extra y subcontrataci ón. Encontrar el plan de 

producción óptimo que satisfaga las demandas de cuatro periodos, 

considerando un inventario inicial de 5 art iculos, costo fijo para 

producir en tiempo normal 1 u. m. (unidad monetaria), costo fijo por 

producir en tiempo extra 2 u.m., costo fijo para producir por 

subcontratación 4 u. m., costo por articulo en inventarlo u.m., 

capacidad de inventarlo 40, costo por artículo en déficit 2 u. m. , 

capacidad de déficit 10,' además los costos, capacidades y demandas de 
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la siguiente tabla. 

ALTERNATIVA p E R 1 o D o s 
DE PRODUCCION 1 2 3 4 

·• 

COSTO UNITARIO DE PRODUCCION 

NORMAL=N 15 16 18 . 20 .·· 

EXTRA=E 17 19 21 ·2'4 ., . ,< 

SUCOMT.=S 20 21 22 23 
.. 

CAPACIDAD DE PRODUCCIOM. ' 

NORMAL 100 100 60 100 

EXTRA 20 20 10 10 

SUBCONT. 40 40 40 40 

DEMANDA 150 110 100 115 

Considerando la notación [ orerta o dem~da] y {costo fijo}, la 

red asociada al problema es: 

capacida inferior, capacidad superior y costo de cada arco son dadas 

en la siguiente tabla. 
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·.··_(2~ i\:~·~·¿3~ffi) ~ (~·t~>'·~~·(::. 

-'fi, 2) /é2~·;;¿), (3·; 4)-.. :::~--·' 

) c~.'if 
rn,'2-l' 

''¡~!3> 
,, (N,4) 

.(E:, 1) 

JE:,2) 

- (E:,3) 

CE: 04l 

, cs;i_> 

(S,2) 

(S,3) 

_ (S,4) 

<\:;·~. c~;~io~-;1 ;-- -
- (O, 100, 15) 

(O, 100,' 16) 

(0,60,18) 

(0, 100,20) 

(O, 20, 17) 

co, 20, 19) 

(O, 10,21) 

(0,'10,24) 

(O, 40,20)-

.-C0,40,21) 

(0, 40, 22) 

(01 40.23) 

PLAN DE PRODUCCION OPTIMO 

PRODUCCION EN T 1 EMPO NORMAL 
PRODUCCION EN T 1 EMPO EXTRA 50 
PRODUCCION POR SUBCONTRATACION 60 

COSTO TOTAL 8 412 
T 1 EMPO DE EJECUC 1 ON 1 . 7 4 SEGUNDOS 
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V.7 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO CON MULTHNSTALACION EN SERIE 
PARA LA PRODUCCION DE UN PRODUCTO 

Se considera el problema de planear la producción de cada una de 

las M instalaciones sobre un horizonte de planeaclón de T perlados, 

donde las instalaciones están dispuestas en serie y numeradas de tal 

manera que la salida de la instalación j es la entrada de la 

instalación j+l, se dice que el producto está en la etapa j cuando 

sale de la instalación j. Un inventarlo es considerado entre etapas y 

el j-eslmo inventarlo entra a producción en la instalación J+l. El 

inventario M (que sigue a la etapa Ml es sujeto a demandas conocidas, 

permitiéndose satisfacer demandas atrasadas (solo en la etapa M). Se 

supone que la instalación j en el periodo t puede ser usada por la 

instalación j+l en el mismo periodo. Para la formulación del problema 

se considera lo siguiente: 

que 

N No. de instalaciones. 

T No. de periodos que considera el horizonte de planeación. 

XJt =producción en la instalación j durante el periodo t. 

CJt(.) =Función costo de producción en periodo t, en etapa j. 

IJt = Nivel de inventario en la etapa j al final del periodo t. 

0Jt(. l =Función costo de inventario en etapa j al final del 

periodo t. 

BMt = Nivel de déficit en la etapa Mal final del periodo t. 

bMt(.) =Función de costo por déficit en el periodo ten etapa M. 

D1 = Demanda del producto en el periodo t. 

CPJt Capacidad máxima de producción en el periodo t en etapa j. 

C!Jt Capacidad máxima de inventarlo en el periodo t en etapa j 

CBMt Capacidad máxima de déficit en el periodo t en etapa M 

El problema consiste en determinar las variables XJ t, IJt y BMt 

minimicen la suma de los costos de producción, inventario y 

reorden, sobre el horizonte de planeación. 
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T H H 

[55] Min E (E CJt(XJt) +I:0Jt(IJt) + bHtCBHtl} 
t=l J=l 

s.a. IJt = IJ,t-Í; 

IHt 

IJo IJT = BHo 

o :s XJ t :s CPJt 

o :s IJt :s CIJt 

o :s BHt :s CBHt 

BHT = o \1 J = 

\1 J=l,2, ... ,M; 

\1 J=l, 2, ... , M; 

\1 t=l,2, ... , T 

1, 2; ... ;M-1 

i,2/_·.:--.>.' 

1,2, ... ,M 

\1 t=l,2,. .. ,T 

\1 t=l,2, ... T 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

EJEMPLO.- Se considera un horizonte de planeación de 4 periodos 

para un sistema de producción que consiste de 3 etapas en serie. Los 

costos de producción e inventario tienen la siguiente forma. 

CJt(XJt) 
{ ~J + CJXJt 

HJtCIJt) hJIJt. 

si XJ t>O 

si XJt=O 

suponiendo At=400, A2=300, A3=600, Ct=20, C2=lO, C3=30, hi=2, h2=1 y 

h3=3, demandas 01=100, 02=300, 03=200 y 04=400, no se permite 

satisfacer demandas atrasadas, la capacidad máxima de producción en 

cualquier periodo y cualquier instalación es 600, y la capacidad 

máxima de inventario en cualquier periodo y cualquier estado es 300. 

RED ASOCIADA 

Se utiliza la notación [oferta ó demanda] (costo unitario, costo 

fijo), la capacidad inferior de todos los arcos es O, capacidad 

superior de todos los arcos de producción (hacia abajo) es 600, la 

capacidad máxima de inventarlo (hacia la izquierda) es 300. 
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(-100] (-300] (-200] (-400] 

PLAN OPT 1 MO DE PRODUCC 1 ON 

ETAPA 1 

ETAPA 2 

ETAPA 3 

(-100] (-300] (-200] (-400] 

COSTO TOTAL= 64 700, TIEMPO DE EJECUCION = 5.82 SEGUNDOS 
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V.8 MODELO DE PROOUCCION-INVENTARIO MULTIPRODUCTO 
I NTROOUCC ION 

Se considera un problema de planeaclón de la producción, 

multiproducto, perml tiendo satisfacer las demanda no cubierta en 

periodos atrasados, sobre un horizonte de planeaclón finito, se 

suponen conocidas las demandas de productos en cada periodo, las 

funciones de costo de producción, inventario y déficit de cada 

producto en cada periodo. El problema consiste en determinar un plan 

de producción óptlmo que satisfaga la demanda de cada producto en cada 

periodo. 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Sean N los diferentes productos, H el número de periodos de 

producción, además: 

X!J =No. de productos len el periodo j. 

C1J(.) =Función costo de producir el producto len el periodo j 

l!J = Nlvel de inventario del producto i al flnal del periodo j. 

01J(.) =Función costo por inventarlo del producto i al final del 

periodo j. 

BIJ =Déficit acumulado del producto i al final del periodo j 

btJ(. J =Función costo por déficit del producto al final del 

periodo j. 

01 J = Demanda del producto i en el periodo j. 

CP1 J = Capacidad máxima de producción del producto en periodo j 

CitJ = Capacidad máxima de inventarlo del producto en periodo j 

CBtJ =Capacidad máxima de déficit del producto i en el periodo j 

Se suponen conocidas las demandas y las funciones de costo de 

cada producto en cada periodo. La formulación del problema es: 

H N 

[56] Mln L E {CIJ(X!J) + 01J(I1¡) + b1J(B1J)} 
1=1 J=l 

(a) s.a XIJ + ll,J-1 - l!J + BIJ - 81,J-1 01 J 

(b) OsI1J~I1J; Qs81JSC81J; OsX1JSCP1J y enteros 

(c) llo 81 o O; l, 2, .•• , N 

91 

1 
j 

i 
j 

1,2,. . .,N 
1,2,. . .,H 

1,2,. . .,N 
1,2 ... .,H 



CONSTRUCCION DE LA RED 

Para construir la red asociada al problema seguir los pasos: 

1).- Se definen los nodos tJ para j = 1,2, ... ,H correspondiente a 

cada periodo j. 

2).- Se define los nodos nlJ con demanda DIJ, para i 

j = 1,2, ... ,H correspondiente a cada producto 

1,2, ... , N; 

en periodo j. 

3).- Se construyen los arcos de producción (tJ,nlJ) del producto 

en el periodo j, con capacidad inferior cero, capacidad 

superior CP1J y costo C1J(X1J) para i=l,2, ... ,N; j=l,2, ... ,H 

4). - Para i = 1, 2, ... , N y j = 1, 2, ... , H se construyen los arcos de 

inventario (nlJ,nl, J+l) del producto i en el periodo j, con 

capacidad inferior cero, capacidad superior CIIJ y costo 

1211JCI1 J J. 

5).- Para i = 1,2, ... ,N y j = 1,2, ... ,H se construyen los arcos de 

déficit (n1, J+1,n1J) del producto en el periodo j, con 

capacidad inferior cero, capacidad superior CB1 J y costo 

b1 J(B1 J) 
N H 

6l.- Se define el nodo fuente S con oferta I I DIJ y construir 

los arcos (s,tJ) j 1,2, ... , H, 1=1 cdsto capacidad con cero, 

inferior cero y capacidad superior in!inita. 

La variable XIJ es el !lujo en (tJ,nlJ), BIJ corresponde al !lujo 

en (n1, J+1,n1J) y I1J corresponde al !lujo en (n1J,n1, J+l). 

Por ejemplo la red para 2 periodos y 3 productos 

[-D11] 

[-D12] 

[-D22] 

[-D31] 

[-D32] 
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V.9 MODELO DE PRODUCCION-INVENTARIO, MULTIPRODUCTO, MULTHNSTALACION 
EN PARALELO CON PROCESAMIENTO EN LOTE 

I NTRODUCC ION 

Se considera un problema de planeaclón de la producción, 

multiproducto, con multiinstalación, permitiendo satisfacer la demanda 

no cubierta en periodos atrasados, sobre un horizonte de planeación 

finito que consiste en periodos de producción discretos, durante cada 

uno de los cuales a lo más un producto puede ser asignado a cada 

instalación. La demanda de productos en cada perlado se supone 

conocida pero no necesariamente la misma. El problema consiste en 

determinar cómo asignar los productos a instalaciones para hacer 

frente a la demanda de productos, de tal manera que se minimice la 

suma de costos de producción, inventarlos y por cubrir demandas 

atrasadas, sobre el horizonte de planeación. Este problema es 

formulado como un programa lineal entero mixto transformado a un 

programa todo entero que puede ser resuelto como un problema de flujo 

a costo minimo. 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Sean N los diferentes productos, que se producen en M diferentes 

instalaciones en paralelo, permitiéndose satisfacer demandas de 

periodos atrasados, siendo H los periodos de producción en un 

horizonte de producción finito. En un periodo solo un producto i es 

asignado a una instalación, produciéndose exactamente Pt unidades de 

ese producto. El costo de producir cada producto i, depende del 

producto i y del periodo k durante el cual el producto es hecho. El 

modelo considera las siguientes variables: 

Xtk No. de instalaciones usadas para producir el producto i en el 

periodo k. 

Ctk(Xtk) = Función de costo (positiva) por cada instalación 

asignada para producir en el periodo k. Considerando costo 

fijo y economia de escala, Ja función es cóncava. 

llk No. de unidades de producto i en inventario al final del 

periodo k. 

93 



Zlk Costo unitario (positivo) por inventario para el . producto 

al final del periodo k. 

Blk Total de unidades de producto 

satisfacer demandas atrasadas. 

al final del periodo k, para 

blk Costo unitario (positivo) por satisfacer demandas atrasadas, 

para el producto i al final del periodo k. 

dlk Demanda del producto i en el periodo k. 

La función de costo C1k(X1k), los costos unitarios 01k, blk y las 

demandas dlk se suponen conocidas para cada periodo k 1,2, ... , H y 

cada producto i = 1, 2, ... , N, así como también el inventario inicial 

110 y la demanda atrasada inicial 810, para cada producto i=l,2, ... ,N. 

El objetivo del problema es determinar el plan de producción 

que minimice la suma de costos de producción, inventarios y por cubrir 

demandas atrasadas, sobre el horizonte de planeación. La formulación 

matemática del problema es: 
N 

[57] Min I: 
H 

L {Ctk(Xtk) + 0lkllk + btkBlk} 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

l=l k=l 

s.a PtXlk + Itk-1 - Itk + Btk - Btk-1 
N 

L Xlk :S M k= 1,2, ... ,H 
1=1 

ltk ~O, Btk ~O, Xlk ~O y enteros 

I 1 o, B1 o conocidas 1,2, ... , N 

dlk 

i 
k 

i 
k 

1,2, ... , N 
1,2, ... , H 

1,2, ... , N 
1,2 .... ,H 

el cual es un programa entero que presenta estructura de flujo en 

redes sólo si P1 = 1 Vi= 1,2, ... ,N, lo cual no es el caso. 

TRANSFORMACION A UN PROBLEMA DE FLUJO EN REDES 

Dividiendo cada restriccion (a) de [57] por Pt se obtine: 

N 

[58] Min [ 
H 

L {Clk(Xlk) + 0lkllk + btkBlk} 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

s.a 

t=l k=l 

Xlk + llk-1 - llk + B!k - Bt k-1 dtk 
N 

L Xlk :S M k = 1,2, ... , H 
l=l 

Itk ~O, Btk ~O, Xlk ~O y enteros 

Ilo, Bto conocidas. i 1,2, •.. , N 
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donde I lk = I 1k/P1, B1k 81k/P1, dtk di k/P1, 01k 01kP1, 

blk = blkPt. Observe que las variables y las demandas son ahora 

expresadas en periodos de producción de un producto en particular. 

El problema (58] es de flujo en redes si se agrega la restricción 

redundante suma del negativo de todas las restricciones (a) 

N 11 N ff 

[ [ (-Xtk) - [ ¿ dlk 
l=l k=1 1=1 k=1 

sin embargo como dlk = dlk/P1 no son necesariamente enteros, entonces 

puede dar soluciones óptimas no enteras, para evitarlo se hacen las 

siguientes modificaciones: de [58.a] se tiene 

k 

[ X11 + I1,1-1 - IlJ + B1J - B1,J-1 
J=l 

k k 
¿ X1 J - I1k + B1k r: d 1 J - Ilo + 

J=l J=l 
k 

k 

[ dlJ 
J=l 

B10 

k 

L X1J - I1k + B1k = \./1 J donde \./1k ¿ dlJ - I10 + B10 
J=1 J=l 

remplazando por cada restriccion (a) de (58] se tiene el problema 

equivalente: 

N 

(59] Mih [ 
ff 

[ {C1k(X1k) + 01kilk + blkBlk} 
1 =1 k=l 
k 

(a) s.a. ¿ XlJ - Ilk + Blk 
J=l 

\./1 J 
i 
k 

1,2,. .. ,N 
1,2, ... ,H 

(b) 

(c) 

(d) 

N 

[X1k:sM 
1=1 

k 1,2, ... , H 

Ilk "'O, Blk "'O, X1k "' O y enteros 

Ita, Bto conocidas. 1 = 1,2, ... ,N 

i 
k 

1,2, ... ,N 
1,2 ... .,H 

Las variables no negativas I1k, Blk en el óptimo al menos una de 

ellas tiene que ser cero CI7kB7k =O) ya que aparecen en la misma 

restrcción (a) y sus cotas son estrictamente positivas. Se denota [r] 

el mayor entero menor que r y r(r) = r - [r] la parte fracciona! de r 

O :s r(r) :s l. Considerando que se ha encontrado el óptimo de [59] 
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entonces: 

i) Si Btk > O ,. Itk O ,. (al queda: 

k 

l: XIJ + Blk = W!J 
J=l 

descomponiendo Itk, Btk y Wtk en parte entera y parte fracciona! 

k 
¡: XtJ + [81k] - [WtJl 

J=l 
fCWtkl - fCB1kl 

,. f(Wtk) - f(81k) = entero, ya que es igual a a la suma de enteros, y 

como.Os f(W1k) s 1 y Os f(Btk) s 1 se tiene que 

fCB1kl fCWtkl 

ii) Análogamente, si Itk >O ,. Btk =·O ,. (a) queda 

k 

l: XtJ - Itk WtJ 
J=l 

k 

l: XI J - [Ilk] - [WlJ] 
J=l 

rcw1kl + rcr1kl entero 

como f(Wtk) 

se tiene que 

O sol.o si Wlk =O, O s f(Wtk) s y O s f(Btk) s 

rCI1kl + fCW1kl = { ~ 
si Wtk "'ent~ro 

en otro caso 

{ 

1 f(W1k) si W!k "'entero 
f(I1k) = o en otro caso 

Finalmente se define 

Itk 

,. los resultados 
{ 

1 si Itk >O y Wtk "'entero 

O en otro caso 
de las consideraciones anteriores quedan: .. 

f(B1k) = f(Wtk)(l - !lk) y f(Itk) = (1 - f(W1kl)l1k 

sustituyédolas al descomponer Itk, Btk y Wtk en parte entera y parte . 
fracciona! en [59]. Además haciendo I 1 k [ I 1 k], 81 k [81 k], 

atk = f(Wtk) y Wtk = [Wtk], el problema equivalente a [59] es: 
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N H , 

[60] Min [ [ {C1k(X1k):f:0l1iI1 
l ';1 k=l - ' - - - . 

k.· . ' ;: 

(al s.a .. ¿·x1J-'- I1k-.I1k 

(b) 

.:··.;;.:"· 

•ff·x1\:;"~:-~'! .;;;r ,k 

. 
(c) llk i!:-0, Blk i!: O, Xlk >::O 

k - -

{ 

1 si [ Xlk-W!k>O y W1 
J=l 

O en otro caso 
(d) Ilk 

(e) !lo, !10 y Blo conocidas. 

LLamamos [61] al problema [60] al cual se le ha reemplazado por 

(") Ilk :S elk 
{ 

1 si Wlk ~ entero 

O en otro caso } .. 
, r 1 k = o _ó 

1,2,. . .,N 

k 1,2, ... ,H 

se demostrará a continuación que la solución óptima no es af'ectada, es 

decir [61] es equivalente a [60] ([61] ya es un problema de flujo en 

redes): 

- Si W1k =entero en ambos casos (d) y(•) I1k =O. 

- Consideremos x" solución óptima de (61] con W1k ~entero: 
a) Sea cualquier i,k tal que 

k . 
[ XIJ Wlk :S O y Wlk ~ entero 

J=l . 
como XIJ son enteros (óptimo del problema de flujo), entonces 

k • 
L XI J - Wlk - f(Wlk) :S o 

J=l 
k . 

k 

[ 
J=l 

[ X1J-W1k:SO 
J=l 

• XIJ-W!k:S fCW1kl < 1 

Si Ilk = 1 de [60.a] se tiene que 81k i!: l. Decreciendo llk a 

cero y B1k por 1 nos lleva a una nueva solución factible con 

el siguiente cambio en la funcion objetivo: 

-(l-a1k)01k+alkb1k-blk=-(l-a1k)(01k+b1k)<O 
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ya que (1-a1k), 1211k, blk >O. De lo anterior se conclllye que 

cuando 
k . 
[ XI J - W1 k :s. O W1k 7'- entero 

J=1 

en la solución óptima de (61] le corresponde llk O. 

b) Análogamente, consideremos cualquier l, k tal que 

k . 
[ Xt J - WI k > O Wlk 7'- entero 

J=1 

como Wtk ~ Wtk ~ 
k • 
[ X1 J - Wlk > O 

J=1 

Si ltk =O de [SO.a] se tiene que ltk >O. Incrementando ltk a 

1 y decreciendo ltk por nos lleva a una nueva solución 

factible con el siguiente cambio en la funcion objetivo: 

-1211k+(l-atk)01k-atkbtk=-a1k(1211k+btk)<O 

ya que (1-atk), 121tk, b1k > O. De lo anterior se concluye que 

cuando 
k . 
[ Xt J - Wtk > O W1 k * entero 

J=1 

en la solución óptima de (61] le corresponde Itk l. 

En conclusión en problema de redes equivalente a (57] es: 

N 

(61] Min [ 
H ' ' 
[ {C1k(Xtk)+121tkltk+((l-a1k)01k-atkbtk)I1k+b1k(B1k+a1k)} 

1=1 k=1 
k 

i 1,2,. . .,N (a) s.a. [ XIJ - I 1 k - Itk + Btk WIJ k 1,2, ... ,H 
J=1 

H 

(b) [ Xtk :s. M k 1,2,. . .,H 
1=1 

(c) llk ;,: O, Blk " o, Xlk " o y enteros i = 1,2,. . .,N 
k = 1,2 .... ,H 

{ ~ W1 k'*entero } 1,2,. . .,N 
(d) Itk :s. e1k, e1k 

k 1, 2, ... ,H en otro cas 

(e) I 10 1 Ito y 810 conocidas. i = 1,2,. . .,N 
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CONSTRUCCION DE LA RED 

La red asociada al problema (61] se construye de la ,.siguiente 

manera: 

1).- Se definen los nodos tk para k 

cada periodo k. 

l, 2, ... ;H correspondiente a . 

2).- Se define los nodos n1k para i = 1,2, •.. ,N; k 1;2, ... , H+l 

correspondiente a cada producto i en el periodo k. 

3).- Se construyen los arcos (tk,nlk) para i=l,2, ... ,N; k=l,2; ... ,H 

con capacidad inferior cero, capacidad superior infinito y 

costo C1k. 

4).- Para i = 1,2, ... ,H y k 1,2, ... ,H construir los arcos 

paralelos (n1k,nl,k+1) 1 y (n1k,n1,k+1)
2 

con costos 0lk y 

(l-a1k)0lk-alkblk respectivamente; con capacidad inferior 

cero, capacidad superior infinita y e1k respectivamente. 

5).- Para i = 1,2, ... ,N y k = 1,2, ... ,H, se construyen los arcos 

(nl,k+1,nlk) 1 con costo blk, capacidad inferior cero y 

capacidad superior infinito. 

6).- Para i = 1,2, ... ,N y k = 1,2, ... ,H; si Wlk >O se construye un 

arco (nlk,nt,k+t)
3 

con capacidad inferior= W1k capacidad 

superior y costo cero. W1k <O construir un arco (nl,k•1,n1k)
2 

con capacidad inferior= Wlk capacidad superior y costo 

cero. 

7).- Se define el nodo fuente S y se construyen los arcos (s,tk) 

k=l,2, ... ,H, con costo cero, capacidad inferior cero y 

capacidad superior M. 
8).- Se define el nodo sumidero T y se construyen los arcos 

(n1,H+1,T) i=l,2, ... ,N con costo cero, capacidad inferior=Wlk 

si W1k=entero ó capacidad inferior Wlk + 1 si Wlk * entero y 

capacidad superior infinito. 

Con respecto a (61] la variable Xlk es el flujo en (tk,nlk), 

corresponde al flujo en (n1,k+1,n1k)
1

, I;k corresponde al flujo 

(n1k,nl,k+1) 1 y I;~ corresponde al flujo en (nlk,nl,k+t)~ 

99 

B1 k 

en 



EXTENSIONES 

Se pueden considerar las siguientes extensiones, sin destruir la 

estructura básica de la red: 

al Limites de capacidad superior y capacidad inferior en la 

cantidad de productos permitidos en inventario o en demanda 

atrasada. 

bl El número de instalaciones disponibles puede variar de periodo 

a periodo (esto puede ser ocasionado por el programa de 

mantenimiento al que están sujetas). 

el La dependencia de los costos de producción de las instalaciones 

usadas. Esto puede ser útil por ejemplo si algunas instalaciones 

requieren más mantenimiento que otras, debido a su tiempo de 

uso. 

EJEMPLO. PLANTA ENSAMBLADORA DE 3 TIPOS DE AUTOS, 

CON 6 PROCESOS DE PRODUCCION EN PARALELO 

Una planta ensambladora de automoviles produce tres tipos de 

autos {1,2,3} en seis procesos en paralelo, igualmente ajustables a 

producir cualquier tipo de auto, y en un periodo salo un tipo es 

asignado a un proceso, produciéndose un número fijo de unidades (tabla 

ll. Se desea encontrar un plan de producción que satisfaga las 

demandas de los próximos 4 meses, a costo mlnimo (tabla 2), iniciando 

sin inventario y sin demanda atrasada. 

TABLA 1 

UNIDADES DE 
TIPO PRODUCCION 

i 
(PI) EN 
PERIODO 

UN 

1 15 

2 20 

3 10 
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TABLA 2 

TIPO H ·E .S· " 1 1 2 3 4·: 
.• 

COSTO FIJO POR AJUSTE DE PROCESO = CFl_k 

·. 
1 1 1 1 l. 

2 2 3 2 2 

3 3 3 2 2 

COSTO POR CADA PROCESO ASIGNADO = C1k 

1 90 80 80 75 

2 60 70 70 50 

3 120 100 100 90 

-COSTO UNITARIO POR INVENTARIO = 01 k 

1 2 1 2 1 

2 2 2 2 2 

3 3 4 3 3 

COSTO UNITARIO POR DEMANDA ATRASADA = bik 

1 3 2 2 2 

2 3 3 3 3 

3 4 4 4 4 

DEMANDA = dlk 

1 36 24 15 15 

2 20 35 25 80 
. 

3 30 20 25 15 
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,'·-·,-- --

~OLUCION.- Transformaciones necesarias 01k =·P101k,··b1k:.= P.1b1k; 

W!k L d!J, Wlk = CW1k] y a1k = Wlk - CW1k) V 1 =:1,'2~3; k ;;,.1,2,3;4 
J=l 

TABLA 3 

-TIPO .. H E S K 

1 
·1 2 3 4 

.·• 

01k = P101k 

1 30 15 30 15 , . 

2 40 40 40 40 

3 30 40 30 30. 

blk = P1b1k 

1 45 30 30 30 

2 60 60 60 60 

3 40 40 40 40 

W1k 

1 2.4 4 5 6 

2 1 2.75 4 8 

3 3 5 7.5 9 

W1 k 

1 2 4 5 6 

2 1 2 4 8 

3 3 5 7 9 

Slk = (1 - a!k)01k - a!kblk 

1 o 15 30 15 

2 40 -35 40 40 

3 30 40 -5 30 
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RED ASOCIADA 

t.odos 

c3. a .o> 
<O. 00, 40> 

<:S,::J,O> 

<?, 7 ,O> 

<o, ro, ao> 
(0, 1. -0:) 

<9, Po,O> 

<O, OO. O> 

T 

<capacidad inferior, .capacidad superior-, co:s:t~o unit .. ario)_, cost.o íijo. 
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PRODUCC 1 ON OPT 1 MA EN UN 1 DADES DE PERIODOS DE PRODUCC 1 ON 

COSTO TOTAL 1 981, T 1 EMPO DE EJECUCION = 4. 46 SEGUNDOS 
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PRODUCCION OPTIMA CON UNIDAD 

AUTOS 
TIPO 

AUTOS 
TIPO 

2 

AUTOS 
TIPO 

3 

Las unidades son autos, observe que se obtine el mismo costo: 

(costo por producir) + (costo por déficit) + (costo por reordenl 

1938 + 25 + 18 = 1981. 
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Debido a que el problema de redes sin ganancia con costos 

cócavos, es un problema dificil en términos computacionales, es 

importante conocer para cada problema de ejemplo, tratado en este 

capitulo: la instancia del programa que lo formula, la instancia de la 

red asociada y el tiempo de ejecución del método de solución. Lo 

anterior se resume en la sigulente tabla. 

PROBLEMA DE INSTANCIA DEL .PROBLEMA TIEMPO DE 
EJEM PO PROGRAMA RED ASOCIADA EJECUCION 

55 variables enteras 16 nodos 
LOCALIZACION no negativas 40 arcos 

2.40 
DE 26 restricciones 5 arcos con costo 

segun 

POZOS 5 costos fijos en la fijo 
dos 

función objetivo 
24 variables enteras 9 nodos 

NIVELACION no negatl vas 24 arcos 
1. 86 

DE UN 9 restricciones 12 arcos con costo segun 

TERRENO 12 costos fijos en la fijo dos 

función objetivo 
39 variables enteras 

23 nodos 
COMPAÑIA no negativas 
HARINERA 50 restricciones 

39 arcos 2.60 segun 

8 costos fijos en la 8 arcos con costo dos 

función objetivo 
fijo 

PRODUCCION EN 18 variables enteras 
8 nodos 

TIEMPO NORMAL no negativas 
21 1. 74 

TIEMPO EXTRA 23 restricciones 
arcos segun 

'l POR SUBCON- 3 costos fijos en la 3 arcos con costo dos 

TRACION función objetivo 
fijo 

21 variables enteras 
13 nodos 

PRODUCCION EH no negativas 
21 5.82 

SERIE DE UN 38 restricciones arcos segun 

12 costos fijos en la 
12 arcos con costo dos 

PRODUCTO 
fijo función objetivo 

54 variables enteras 
36 nodos 

PLANTA ENSAK- no negatl vas 
73 4.46 

BLADORA DE 24 restricciones arcos segun 

AUTOS. 12 costos fijos en la 
12 arcos con costo dos 

función objetivo fijo 

el método fué programado en lenguage FORTRAN y los problemas corridos 

en una PC AUSTIN 386-SX. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES Y EXTENSIONES 

En este trabajo se han analizado los fundamentos teóricos, 

descripc·ión e implementación de un método de solución del problema de 

redes sin ganancia con costos cóncavos. Como consecuencia de este 

análisis, también se consideró la estructura teórica y descripción de 

los problemas flujo máximo y redes sin ganancia con costos lineales. 

El método fue programado en FORTRAN e implementado en PC. 

La gran importancia del método radica en que existe una 

considerable variedad de problemas que presentan estructura de 

economia de escala, los cuales pueden ser modelados en términos de 

redes sin ganancia con costos cóncavos. Para los problemas de 

inventarios, con demanda deterministica, horizonte finito y costos 

cóncavos, el método puede considerar capacidades tanto de producción, 

inventario como de reorden, tal consideración causa dificultades al 

ser resuelto por técnicas de programación dinámica. 

Cuando el método, tiene dificultades para obtener la solución 

óptima de un problema con instancia grande, se puede encontrar primero 

una solución con un porciento elevado de error, luego utilizar dicha 

solución como inicial, reducir el error y obtener una mejor solución. 

Repitiendo lo anterior, se puede obtener una muy buena solución y 

quizás hasta la solución óptima. 

Las posibles lineas de extensión, son las siguientes: 

Cuando existen arcos paralelos que resultan del proceso de 

linealización, el método utiliza los arcos paralelos libres más 

costosos, por ser los más baratos en el problema relajado, produciendo 

muy malas cotas en cada iteración, posiblemente en estos casos, se 

puede mejorar dicha cota. 

El problema de localización de pozos pone de manifiesto la 

necesidad de extender este trabajo al estudio del problema de redes 

con ganancia con costos cóncavos. El problema de la compañia harinera 

incluyendo la distribución del salvado, puede resolverse, considerando 
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una restricción adicional, de ahi, se deriva la importancia de 

extender este trabajo a problemas de redes con restricciones 

adicionales. Otra posible linea de extensión es a redes multiproducto. 

En últimas fechas, las técnas: recocido simulado y búsqueda tabú, 

han dado muy buenos resultados en algunos problemas de la clase 

NP-completa. Son técnicas recientes, que aún no se ha investigado, las 

formas más efectivas de implementación y el rango de problemas para 

los cuales son mejor adaptadas. Quizás alguna de estas técnicas pueda 

adaptarse, para resolver el problema de redes con costos cóncavos y 

con ello, lograr resolver instancias más grandes de este problema. 
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APENDICE A> ESTRUCTURA DE DA TOS 

En este apéndice se describe la estructura de datos utilizada en 

los programas para representar una red. Esta representación, es de 

particular importancia ya que influye en el costo computacional del 

algoritmo. 

En los programas implementados se utiliza la representación de 

arcos orientados, que consiste en una lista de nodos origenes O=[Ok] y 

una lista de nodos terminales T=[Tk] de tal manera que el arco 

k_(O(k),T(k)), los parámetros de los arcos son sim!larmente 

representados en las siguientes listas f=[fk], ~=[~k], C=[Ck] y 

h=[hk]. El costo del espacio de memoria de esta representación es 

(p+2)m palabras, donde p es el número de parámetros en los arcos (no 

están incluidos los parámetros de los nodos) y m el número de arcos. 

Por ejemplo si (fk,Ck,hk) y [b1] 

k2, (l, l,-1) 

ks 
(3,5,3) 

es representada por las listas 

arco k 1 2 3 4 5 6 7 

Ük 2 5 1 1 3 2 5 

Tk 4 2 3 2 4 3 1 

fk 2 1 3 1 3 o 1 

Ck 2 1 3 3 5 1 2 

hk -1 -1 1 5 3 2 1 

Para identificar Mo1=conjunto de arcos con origen i, primero se 

modifican los indices de los arcos de acuerdo al nodo origen en orden 
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creciente. Es decir 

si O(k1l<O(k2) "' kt<k2 

si O(k1)=0(k2) "' el orden de k1 y k2 es arbitrario. 

por ejemplo al reenumerar la anterior red se tiene. 

k6, (l, l,-1) 

luego se define la lista de punteros origen Po=[Po(i)] que contiene el 

indice más chico de los arcos que se originan en i, pero si ningún 

arco se origina en i "'Po(i)=Po(i+l). Es decir 

Po( 1 )=1 

Po(i)=k, tal que O(k);oi, O(k-l)<i; V l<i:sn 

Po(n+l)=m+l 

donde n = número de nodos, m = número de arcos. El conjunto de arcos 

que se originan en i queda definido por: 

Mo1={k!Po(i):sk<Po(i+ll} 

• Mo1=0 si Po(i)=Po(i+l). 

La lista de punteros origen de la red anterior queda; 

2 3 4 5 6 

3 5 6 6 8 

Analogamente para identificar MT1=conjunto de arcos con nodo 

terminal i, primero se crea una lista LT={LT(i)} de arcos ordenados de 

acuerdo al nodo terminal en orden creciente. Esto es, si kw es el 

indice o orden del arco kw en LT se tiene que; 

si T(kw)<T(ky) • kw<ky 

si T(kw)=T(ky) • el orden de kw y ky es arbitrario. 
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luego se de.fine la lista de punteros orige'n PT={PT(i)},. dciride ·el 

puntero PT(i) es el primer arco de la lista LT que 

PT(l )=l 

PT( i )=k' tal que T(LT(k' ) )>:i, 

PT(n+ll=m+l 

donde n = número de nodos, m = número de arcos. 

que terminan en i queda definido por: 

MT t={LT(k' ) IPT( i J"'k~PT(i+l)} 
La lista de punteros terminal y la 

quedan: 

k' 1 2 3 4 5 

LT 7 1 6 2 3 

Nodo 1 2 3 4 5 

Pr 1 2 4 6 8 

6· •· 

4 

6 

8 

. · . 

7 

5 

-
-

APENDICE BJ DIAGRAMA DE BLOQUES Y DESCRIPCION DE SUBRUTINAS 

NTCNCV 

1 R¿DOK 1 [ READCC [ ENUMER [ KILTER 

1 SE+UP 1 RELAX 1 ROGND ] [ SEPRAT ] [~ 
KI L TER 

~ [ FLOW ] [ POTENT ] 

[ MAXFLO 

1 FPAL3 1 [_oKAMFLO [ FLbCHG 1 
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DESCRIPCION DE LAS SUBRUTINAS 

ADOKA· - Función que determina el conjunto de arcos admisibles 

para formar trayectoria. 

CONCAV.DAT Y CONCAV.SAL·- Archivos de datos de entrada y de 

salida respectivamente. 

ENUMER· - Controla las operaciones en el proceso de enumeración 

impl icita. 

FINO· - Encuentra un arco Ko con desviación (out-of-kll ter), 

designa su nodo origen lo y su nodo terminal Jo. La dirección del 

cambio de flujo es indicada por CH (+1 para incrementar, -1 para 

disminuir). La cantidad de cambio de flujo para llevar a Ko a estado 

óptimo (in-kilter) es DF. 

FLOCHG· - Cambia el flujo en la trayectoria (LISA). Para cada arco 

en la trayectoria: Si k>O, incrementar por MF el flujo en el arco k. 

Si k<O disminuir por MF el flujo en el arco k. 

FLQW.- Cambia los flujos en la red, de tal manera que el flujo en 

el arco Ko pueda ser incrementado ó disminuido manteniendo la 

conservación de flujo en cada nodo. 

FPATH3· - Encuentra una trayectoria usando el procedimiento de 

enrutamiento, los nodos alcanzados se indican en la lista S. 

KILTER.- Dado un flujo que satisface la conservación de flujo y 

valores arbitrarios de la variables duales PI (TI). Este procedimiento 

modifica flujos y variables duales para obtener una solución óptima. 

Si el problema es infactible la subrutina lo indica haciendo INFEAS=l. 

MAXFLQ. - Encuentra el flujo máximo en una red dado un flujo 

inicial factible, una cota superior VR para el valor del flujo, un 

nodo fuente SN y un nodo sumiera TN. 

OKAMFLO· - Determina el cambio máximo de flujo en la trayectoria 

(LISA). 

NTCNCV (PROGRAMA PRINCIPAL). - Resuelve el problema de redes sin 

ganancia con costos cóncavos lineales por pedazos. 

OKAOUT. - Proporciona las caracteristicas de la red transformada. 
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POTENT· - Calcula el mínimo valor de incremento de las variables 

duales PI( 1) V l eN/S e 1 cual permite llevar a Ko a estado óptimo 

(in-kilter) ó causa que algún otro arco se haga admisible. 

READCC· - Lee los parámetros siguientes: EPS número muy pequeño 

usado como criterio para redondear a cero, BIG número muy grande valor 

inicial de la mejor solución , PER porciento de desviación aceptable 

del valor objetivo óptimo. Para cada arco con costo fijo se lee, KC 

indice del arco en la red original, HF costo fijo del arco KC y HV 

costo unitario del arco KC. 

READOK.- Para los nodos lee el flujo externo fljo y el flujo 

externo de holgura, lee los parámetros de los arcos y crea una 

representación para la red. 

RELAX-- Resuelve el problema relajado, calcula el vector X y el 

valor objetl va 2. 

RESET·- Hace libres todas las variables en el nivel L y niveles 

superiores. 

ROUND·- Redondea a enteros las variables fraccionales que 

aparecen en X obteniendo XR y calcula el valor objetivo ZR asociado. 

SEPRAT·- Dada una solución relajada X, este procedimiento 

encuentra la variable libre j que da la mayor diferencia entre el 

costo cóncavo y el costo linealizado. Esta es llamada variable de 

separación, además se determina la dirección de separación. 

SET.- Fija la variable j para el valor XJ en el nivel j. 

SETUP· - Obt lene la aproximación lineal para el problema relajado 

y el conjunto de todas las variables libres. 

APENDICE C) ALIMENT ACION Y SALIDA DE DA TOS 

Los datos del progama NTCNCV son alimentados en el archivo 

CONCAV.DAT el cual cuenta con los siguientes registros: 

i) Registro para el número de nodos. 

Campo 

1-S 

Formato 

15 

Comentario 

número de nodos (N) 
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ii) Registros de los parámetros de los nodos 

Campo Formato 

1-5 15 

6-15 no.o 
16-25 FlO.O 

26-35 FlO.O 

terminan los parámetros 

en el campo 1-5. 

de 

Comentario 

número del nodo (l) 

flujo externo fijo (BF) 

cota flujo externo de holgura (BS) 

costo flujo externo de holgura (CS) 

los nodos con un dato en blanco o un cero 

i ii) Registros de los arcos 

Campo Formato Comentario 

1-5 15 nodo inicial ( I) 

6-10 l5 nodo final (J) 

11-20 FlO.O capacidad inferior (LOWER) 

21-30 no.o capacidad superior (UPPER) 

31-40 FlO.O costo unitario del flujo (COST) 

terminan los parámetros de los arcos con un dato en blanco o un cero 

en el campo 1-5. 

iv) Registro de parámetros 

Campo Formato 

1-10 no.3 

11-20 l 10 

21-30 l 10 

Comentario 

número muy chico usado como criterio 

para redondear a cero (EPS) 

número muy grande valor inicial de la 

mejor solución (BIG) 

porciento de desviación aceptable del 

objetivo óptimo (PER) 

v) Registros de los arcos con costo fijo 

Campo 

1-10 

11-20 

21-30 

Formato 

FlO.O 

no.o 
no.o 

Comentarlo 

indice del arco en la red original KC 

costo fijo del arco KC (HF) 

costo unitario del arco KC (HV) 
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El archivo de salida se llama CONCAV.SAL y consta de lo 

siguiente: 

i) La representación de la red transf'ormada. - La red original es 

transf'ormada a otra red con conservación de !'lujo en todos los nodos y 

b=O, en este archivo se especifica: 

número de nodos 

número de arcos 

parámetros de los arcos 

el indice del arco ARCO K 

nodo origen O(k) 

nodo terminal T(k) 

capacidad superior (C(k)) 

costo unitario de f'!ujo (H(k)) 

ii) Se da el !'lujo inicial factible en la siguiente f'orma: 

el indice del arco ARCO K 

nodo origen O(k) 

nodo terminal T(k) 

f'!ujo (FLUJO). 

ili) Se describe el proceso de enumeración, dando en cada estado el 

valor de Z, ZB. ZR, XB, L, punteros y otras variables que permiten 

describir el árbol de enumeración y además se indica cual rué la 

desición, ramif'icar ó retroceder 

iv) La solución óptima.- Se da la solución óptima en terminas de la 

red transf'ormada: 

para cada arco de la red se especif'ica: 

el indice del arco ARCO K 

nodo origen O(k) 

nodo terminal T(k) 

flujo óptimo (FLUJO) 

finalmente se da el COSTO TOTAL. 
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