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T nifvoduceions .

£ obielivo de esfa Yesis ‘es el infvoducit otva genem\'\zqcioln
de los grupes nilpotentes los grupos A-nilpotentes . Este
Tabajo estd relocionado con el desavrollado por Pilar Marfin 5.,

“ . o
sobre \as” @eneralizaciones para aufomorfismos de los grupos nilpotentes.

En e capitule O, s5e pfesentan \os conceplos basicos ,
dejiniciones y Teovemas principales. Sus dewmosiraciones
se pueden hollar en casi Todos los \ibros de feovia de
gtupos , o aivel de licenciafuro de mdtemalicas,

Ea el primey capitulo abordomos vesu\‘\'aéos;mpofTonTes
de p-gfupos, subgvupos ciclicos, subgrupos cavacteristicos,
p- subgrupes de Sylow , que postediormentie se ulilizaran.

En e\ sequndo capitulo, se tienen caractecizaciones
de los gvupes nilpofentes | diversas generalizaciones,

El feccer copitulo fiene como proposife el trafar las
velaciones de \o genem\'\zacio'n'c\e grupo nilpotente y los
grupos A°nil‘>o1'en‘\'es, los giupos A—Sy\ow, A-Frattini
y A-waximales. Asi como enferminos de estos conceptos
se estabilicen a s} mismos. Todss \os subgiupos aqu\'

considerados geran de ovden finito.



camiTu0 0,

Co neceptos Basicos

1.De4im<.in?\-'£l orden de un grupo @, es el nymerode suselementos,

Denctado por \ G\,

2.De§-in§d&n=Un gtupo finito es Nawmado p-giupo, sisv orden

es uno pc\'enr.’\c. de P, con p un primo.

3. Definicion: Un subgupo N de @ es un subgrupe nocmal, st

paca toda 36 © y todo neN, 5:0; éN_ Deno‘\'ado Po(Nd .

4.Definicicn Sea HE G sabgropo de 6. Uy subgvupo K de @ se
Hloama conjygado de H, si existe xe 6 Tal que
-l X
K= xHx. De\r\oi‘oéo por K= H .

SDefinicion: Si @ es ungrupo, sedafine. el centro de G como

Zier={z2e®] 2xX=X2 , para toda x e 617.

6.Definicion: £1 normalizador NGU‘“ de Y deun gropo G es
X
el subgwpe {xe ® | H=H].

7Definicidn :Si Xe 6, se danctard al subgrupode® generado porX

como <X>.



1o Dafin;cﬁ;'n Sre;r G un éfUp§ entonces Adt(6) ={¢:6-' @ {¢ es uufomor{ismo}.

. Definicion’ Si Hesun subgrupode @ y B s un endomor fismo

enfonces B vepresenta al elemerto @(h).

1. Definicicn’ Seo xe @ y sea B, 1 €& el avtomorfismo
dodo por Q‘ (9)= Xﬂg" parafodo g6 G, es
lamado automorfismo ‘wterior.

Todos los demds ( si exisTe alguno) se Haman

aufomorfismos externos.

13. De{-'\nic.\'o'ni Un subgiupe de @ de arden P‘“‘ donde Pm[ lel
Pmﬂ)l/lﬁl se llama P-subgwf:o de Sylow de G.



14 Teorema (Sylom : ginf‘is'ﬂmo,

H)( ‘ @ |, enfonces

n ;ubékuéo de ovden p" y todo p-subgrupo

= reJVQi'égf&lcoh‘}'mido en un subgrupo de orden pm.
u) ;To;los los subyvupos de orden Pm son cenjugados .

i) El numero de subgrupos distintos de G de orden

Pm es congruen‘l‘e con 1 (mod. p).

15. Teorema (Lagrange): Sea H un subgrupo de G,

enfonces JH! es un divisor de 161,
16. Notaeidn: | @:Hl es el numero de distintas closes
ld‘cmles derechas Cizquierdas) de W en .

A esfe nimero se le llama elindice de B en @.

16:1l=16l/IH\

7. Teorema* Si X,7 sen subconjurifos de ¢ enfonces

1X71=1YX] =IXWT/IZnT]



18.Teorema: 51 W,K son subgrupos de G, enfonces HK es

subgrupo de @  si yséle si KW es subgpo de .

19. Definicion: Un grupo ® es ciclico, 51 Todo elemento eg

una pofencia de algun elemento dade xe 6.

0. Definicion *El orden de un elemento x de un grupo G es

el orden del subgrupo ciclico de G generado por X.
. Teorema * Un grupo deorden primo es ciclico.

2a. Definicien: Sea M un subgrupo de ¢, M se llama maximal.
Si para tedo W subgripo ¢ fal que Mewe @
se tiene que M=W o W=¢,

]

a3. Teorema : SilH, K son subgrupos de ¢ cuyos ordenes
son rwfﬂonces Rak = {1}.

Una vez enunciados los conceptos basicos, daremos paso a

cierfos definiciones y propiedodes elemerililes de los conmiladores.



24. De{inic'\.o?\k"

c\.e G es |\aquo e\ sobg/upo coy,mufado(

“Denctado por [@,G] ' 6’

26.Teorema’ Sean X )y, 2 e v, H,K\L sobgipos de 6, en‘\'o\nces
o [xv,21=Dx,Z1Ty, z]
i [x,vz]=[x,2][X,Y]
ity LW,XI4<H, KD
iv) [H, k] =[kK, W]
V) Hnormaliza a X si y sélo st LW XIEK.
Vi) K46 y ©/k es abeliano si y sélo st [6,61€ K.
vil) SiKEH cada uno esnormal en @ enfonces 7K CZ(6/K)
si y sile si [ H,6] &KX,
viil) 51 @ es un endomerfismo de 6 entorces [\\,K]z; [H¢ Kﬁj,
€n parTicular [WKIAG, Si Wy X son normales en .
%) 51 WKL son normales en G enfonces [RK,L)=[h,0)[K 1],



i i L
Demostracion *

:,);1 72 yxmmm

@) pee 0y Lx,vE)=Dvz, T = (O, jﬂlcz 5[z 310, '
=GAE Tyxdzfs [x (2 Tx y] 2G0T,

STy Piobommos que paca codo xe[H, K-] X X estdn en L[ H, K—j

,Pom ceda heH o cada ke K, Como X es on P{oAuc\'o Ae
_ commuTadores, serd suficiedte pobar que LY, 2] y [V, 2] ,
para yeH zeK, esTOn en [w)X].
Pocty [yZI=Lyn,2I0hE) e [#,K] g por iV [‘I,Z]k=[\/,k]-l[~/,zK') eltx] .
SRR 4<H,K>.
1) Camo [nK1 =K'Khk = (IKKWW = [k k], DK, es subgropo,
se sigue de estoque [h k] eLK H] oacoYodo hell yToda ke K,
de donde CHKISTKM] | por simerela [k Wle[H K],
“Leow)=[wX].
v) N noemalize K 51y sélo st w'K'h e K
pora toda hWeR y todo keK  si y sélo si
WK'hK=[hX] ek paco¥ade heW y Toda KeK.



vi) ,Srecjx'v"\ x,\;e G: , como ‘G/k es abeliavo ,
- 's'é \‘\eneque » K '(,X-'Y.'XY’) = kf'Ky"KxK\f
e R ' (sz‘(KylexKY
(kx) Kx(KyYK\l
- kK=K
S [6,6) =K.

i

I

de_ dende ;{‘[_I)(Y ek

/H\om supongamos  que ECD,@] < K.
Seo ke K y considetese e\ p(oddt‘-\'o (S.Ikg) k_‘

es un conmuTador | entowvnces

que
j,kgk.-\eE(D.G-] y por TanTo 3"K3k_'el<.
Si j'Kg\{‘eK entonces g_‘ksk-‘-k = ks e K

Kqa @,

P‘”‘, hipéi'es’\s EG,G]EK , (W\P\(co. que X—'\I_"(‘f ek y
por lo tanto Kx Ky = KX\‘( y—iY-/)’X) -':K(X‘/Y-S(—‘))(X

= Kyx= Kykx
' Q/K es gbeliano .



; V;|li)5eun K,HAG y ReN enTonces\'\/K'iZ(G/K) 7
¢ e, {Kn) S Z(%x) g
heH

Sanonggma, que H/k € Z(%/K) entonces ¥Phell y Xe @
setiene que  KhKx =KxKh => KhKxKiw'Kx'= K
=> Khxhx'=K = [hxlak = [H,elEK.

Reciprocamente, supongamos que [H,G)] K.
SeaheH y xeG entonces Lh,xJaK= KhxWk'=K
= knKx=Kxkh =5 Khe Z(%) - WieZ(%).

Viii) Sean heht, xeK y @ un endomorfismo de G entonces
L h,K]¢= (KK’ = Bw) plx™) PCh) Pix)
= P @i pong ) =L v9,k%]
Awora si k4G y Tomando para @ [os aufomorfismes
interiores inducidos por los elemerifos x e @ implican

que [k KI4 .

ix)por 0 [k, S1=Lh, TR = X NIk g
= KRk kK kK AR S kS
= R R g =0, 430k, 1]
[uk,bJ = CH,LICKk L]

-8-



Usando las propiedades elementales delos conmitadores, detinimos
una sucesion de subgrupos de @, a la cual llamamos serie
central descendente y esfd dada porla regla
Lite)=6
Lte)=[e, 6]

Lie)= [L‘\—\(G), @] para {22,

2% Definicion * Un subgrupo H de @ se dice que s un subgrupo
caracTeristico de @, st T(H)cH poratodo Te At (6).
D enotade per H char G.

28.Teorema: () Li(G) charG pam Tadal.
i) Lin(el « LiCe) y Li(w)/Lit(6)
estd conTeniJo en el centfro de @/Li+i1(6).
Demostracién: () Procedemss por induccion .
Sea ¢e Aut(@) en’onces @¢= G
Lin (G)¢=[ Li? ¢J pov 6. vii) ,
Supongamos que L\(@)¢= Li(6) por hipdtesis de wnduccion
enfonces Li+i (®)¢= [L:i C@)a, e)=LLi «),6]=Lin(p)
- Li(6) char @ ¥i=lz,...



lace)=G< G,

it} Par 'mducci:;n sobre {, para (=1
. , ,
G4 ¢ y 6/¢ es abeliano .

y per” 26.vi) se Tiene que
» supon34m05 por h\poTeS\S de induccicn
: L;(Ga)CL- t(@) y que. 77 L.-\(e)/z_.cc,) c Z(% i)
‘sea Lm(co) [ Li(e), ¢l [Li-1(6),6] = Li (¢)
y cpmq ,L' (Q:) char @ enfonces Li+i(6)4d G.
- Lin(e) =Lica).
Li (@) /Li+ (61§ Z(Yir @)

que

Ahora falta por demostrar

Sea p: ¢ — G’A_\H(e) <} mapeo na‘t'urcl de G sobre
G®/Li+1(6) definido por gL.H (@) = 5 966
Ker £ = Li+i(6),
los elementos j de Li(6)/Li+ (@) sow de la
forma A = Linte) , fe Li(6).
Sean felile) vy ge G entonces
LA, gllinie) =[2, gl=[., jf] Ejﬂj y por
Je{.n\u\on de Li+1(@);, como Li+i (6) char @,enlonces
Chgllin(6)=Liw1(6) de donde LyLini @) =gfLisi (),
ie. Alin (©)gLi+i(e) -‘-'-gLiﬂ (6) £Li+1(G) lo que implica gue
o Lic@)/Lin(0) € Z( % Lin).

10~



cAPVTULO T,

En este capitulo veremos algunas propiedades
de los P~ gupos, subgrupos ciclicos , producto

directo y p- subgrupos de Sylow.

29. Teorema: Sea @ uagrupo y Hunsubgrupode G,
confenido en el centro de G.
Si ®% esciclico enfonces @ es abeliano.
Demostracion : Si H € Z(6) enfonces H es normal en 6.
Como M es ciclico, cada elemento @s uno
potencia deolgin elemento de ®/H, . e.
3 Hx una close latera tal que Y Hy eG/H
setiene que Hy= (Hx)" paraalguna ne Z,
Pero (Hx)=(ix) -+ (Hx)  por lo fanfe G =0 Hx"
n veces
Sean 2,weG enfonces exisfen hkeH
fseZ Tales que z=hx", w=kx® por lo que
ZwW=(hxIkx)=h (XR)X =h (K) x 2 (hKX™)
=KX=k (T = (kREX )= K (X)X
= K (h X =KX= (R hX) = w2

lo que \mplico que ZW=WE . {p es obeliano,

_11—



30. Teorema: Un p-grupo "'\eﬁejos siguientes propiedades
b Z(B)+41].
W Si HE @ edfonces T\é(HF’H.
i) Si H eson subgrupe maximal de G enfonces [6:HI=p.
W Un grupo G de orden p* es abeliano.
Demostracien: i}  Utilizondo la ecvacion de clase
lel= 1Z(e)\+ X1 6:Ccxiyl, donde l6:Cxil es el numero
de elementos de}as distintas clases conjugadas de G,
Xi oun elemento arbitrario fuera de Z(®), con clase de
conjugacion Ci, es decir, Z(®)nCi=@.
Como V161=p" y P 1@ %(x:) | enfonces
plZJG:g(x;) lo que implica que pliZ(@)|,
dado que 1Z(6)lZ2] se Tiene Z(e)# {1}
i) Sea 161=p" .  Por induccion sobre n.
observacion: Si G es abeliano, ho hay nada que probar,
pues NW=6, YHE.
a) Si n=| entonces 161=p por lo que @ es citlicoy
. @ es abeliano.
b) Supongamos que N>l y sea {(D+FHNE® , H{G
[*“ caso Si Z(6) ¢ H entonces 12(c)-Hlz ;2(6” L > |Hi

de donde HSZ(G)-HCIE(H) ya que Z(e)c/gcn)

H‘-:Z-N(m.

-1



23 Cosro:k; L

6 T %

>l que Lo
H —— Y/7(0)
h ——> hZ(6)
%< 6] pueslo que Z(e)+ {1}
Observacion : W2 & G/Z(G)

Po‘_ }\‘.?:ﬂ'es‘s de wduccidn %((o) $ N (H/Z((D\)
&/
/2(6)

enfonces exidle xeN (V@) Talque X¢€ W2z(6).
/3w

Si %eN /zf:)/zce)) eronces [xz(el ") [x2(@)] = V2 (@)
e X'Z2(6) Ve XZ(6)= V2 (6)

Yhel X'Z(6)hZ()XZ(®)= X hxZ(6) ¢ H/2(6) enfonces

X hXZ(G)—-—hZ(@) pare: alguna Y eH, For lo que

h x '"WXZ(6)= Z(B), donde obfenemos KX hX eZ2(6)<H,

lo que wplica que x'hxe KH=H ¥hel por consiguiente

X'hxeH, como X ¢ H/z@) , x4 H.

Asi que xe hé(H)\H. Hi!\é(m .

=13



@ Supongamos V61= P v W wmaxival.
Cowno H&r\gscm evtonces f\"‘_:(\-\)= G te N4 G.
Considecemos e —» %

X+ X y per el Teorema de
covvespondencio- Y% tiene exactawmente dos subgrupos
por que si existe 5% fal que

{N#Y4 F %%  eatonces Hek% G 7
ya que B es maximal.Entonces | S/u\=p . |@BI\=p .

iV) Sea G un grupo falque l@l= P“ , por O) 2e)*1{1}.
Observacion: Si @ =72(6) entonces @ es abeliano.
Supongamos que 2@)+ 6 entonces |Z2@\=p.

ESTO \\’Y\P\\CO-« qUe \G/Z(G)\-’—_P \i \oo( al. v 1‘3

G es abeliano.

3\ Teovema® Sean @,...,6n Subgrupos notmales de G,
que safisfacen las condiciones siguientes:
a) ©= 6.6 Gn,
b) ®in GGy G-t Gt " G =11}, 1<($n,
entonces () LQ09\imc\én ¢(X)=(1-,xa,...,1n) de © an
Gix Gax - x®n 25 un isomovrfismo,
iit) Toda xe G tieae una repfcen’fac_\'o'n unica de la
forma X=X ... Xa <con Xie Gc, 1l

-4~



Demostracion: Sean Xi

Nos: ”reva a ﬁUé” Xie)
isiien -

enfonces [xi,%] e 6266_5‘ N ;Fe‘rvo, ‘ G ]] it)

por lo que L[Xi,¥%1=1, - ‘X'y_, = yjzv\’{

Ahora veamos la aplicacion @ G1Gzec. Gn > Gix Gy - x &n
tal que @(g) = (3., 32,-..,9n)
Sean 9,he @ con g=99:...9n y h=hhe .. ha enfonces
D(gh)= PD(9.92 ... gnhihz - hn) = DG Tnhs. . Jnhn), Ginj= hj g
= C0h, 9,y Sehn) = (90,92, Jllbohe ) P EEAED
= ¢(9)Q3(h) “ @ es homomorfismo.
Sea K={xeglpxi=1} y X=XXe..xn enfonces
¢(X)=(X:,X;,.-.,Xn)= 1 entonces X, =X.= ...2Xn=1
siysdlosi X=1 lo que implica que K=1{1] .. @ es inyectiva.
Sea §'=(91,92,.+.,9n)l & Gix Bz xBn, Tomomos 9=F192.--gn € @
enfonces ¢(9)=(5,,§;,-..,.9~)=j' . Pes suprayectiva
P es un isomorfismo.
ii) Sea giga...gn=ge ® con gi€Bi , | $i<Nn, supongamos
9599, gn otra tepresentucién con 9! € G; 12i4n, donde %145,
y puesto que cada Gi4G, [gisn, obtenemos
/9 = (9a .. JaNZL o TnT = (9a o dad (5L 55)
= (Ga oo 30) (9190 ) = (397 . . Gndn )= (050 (In5a), eslo es
una contraccion per b), por tanto la represenfacion es dnica.

-i5-



351.Nu+a§§6ﬁ2 T es unconjunto de numeros pYimos, 'lT‘e\ r.on')un’(‘o de
todos los numeros primos que no estan en .
- TT(@) e\ conjunto de numeros que dividen el

ovden de un gvupo @.

: 53De$m\c\on 599. Xe®, X esoun T-elemento

St 1l es divisible por nimeros primosenTl .

3;47.;7_e;(¢zv;1a:£) Si @ es ciclito con 16l=n y wmin, enfonces
7 ® posee un vnico sdtgvupo dz ovden m y éste es cielieo.
En pacticlar, Todo subgiupo de G es waracterisfico.
it} Un grupo abeliano es ciclico  si ysdlo s
Todos  sUs subgrupos de Sylow son ciclicos .
i) Sixe 6 4 W(<X>)={Fv Y P"}, evifonces X puede
vepresentarse. en forma dnica. como X=XX, "Ar
donde i es un Fi-e\emen’\'o y Xiconmuta con X
IR o
Demosftacion: Si @ es ciclico anfonces <x>= G y Ix\=n

Supengamos que min enfonces consideremos los m

), ny, Jn/ )4
elementos {X/m}':(X m>’ ig¢ism. Si X M= ”

niJ-k), ’,
entonces X =1 \o que implico que ninG-Riym s €5

183, k™.

decir, Vi (3-R)=nt de dende J—R:mt‘l pevo implico
que T =0 ya que 15],R$m, antonces j-g=0, as/ que J=R |

"/
por TantTo I<x " ™\=m, por 1o gue ey uvi subgrupo ciclico @ decvdenm.
~6-



st XX ok
Supongavnos que Y\ Y‘ <Y'3 : ‘<v‘(m X Pov A‘emo;'\fdf‘

que <X 7=k l.e: ZJ=(X) 1$25
_Y:P-+B, OSE)(ﬂ

: /4 "\oru ‘ ’Sag

por el a\gonfwm de la dw\S\ovm
Yip+b 13
enlonces XJ= X = (X )X lo que (wmplica que
G-%e o Xb G-fp
X comeo A eK, se Fiaene

gue Xbe K , pevo Yi es el minime valor +al que )(nek.

3

asi que. b=0 5 =(x )i ademds p=)
ew pdrfhcular Yo = ()M =N Jeo donde €= Tin
- Tedo subgtupo de un grupo ciclico es elclico.
pu\' uH‘lmo, sea @ eAst(a) y sea Xe ©® Yol que <x0=2¢,
si Py = Y7 entonces FXY)=(gu)=x"
. Todo subgrupo de @ es caracteristica.

()En particular, 108 subgtupes de Sylaw de 6 son todos ciclicos.

Twnversamente, Si € o5 un grupo abeliano con subgrupos

de Sylow ciclicos Pi=<X>, 1sigv, esr;ﬂmediCk'\'O

que el elemento X=X, Yo X ¢ tievie ovden wn=-n‘\9i\) pero lel=n
por e\ teocema 31, por lo que X genero. & @ . @ es clclico.
i) Sea Go =<XD que es cielico par el inciso anterior,
si existen p;- elementos X en Go Fa\ que X= X, Il,,-
genera a Gs entonces X=X pare alguna Ty as/
X=XXy...Xe donde Xi =X es un pi-elemenlo, 15 s

Cowno cada Xi € 8o, enfonices estos elementos conmutan por parejas,

—17-



u~ conmu"‘a con Uj,
Escnb\mos Ix\= P g; P“‘m enteros ap(opmdos e‘,q,c
con (Pt qi1=1 enfonces [Xil=1W \—-P' y
Xj, Wy tienen divisor de qi. para (#J.
g¢ % % % e
Por tanto X = (XX .. X\’) =X X Xr =X‘- .
. f gl (
De vnodo av\alogo X$ Ui por lo que X ? .
Escog\endo K tal que 3... =y (wmod P ) se Slgue
FeK

4K
Xe= Xe =W =U " X estd deferminada Onicamente.

35. Teorema: Si todo subgrupo de Sylow de ¢ es normal
enfonces & es el produclo divecto de sus subgrpos de Sylow.
Demostvacion* Sea W(e)=1p, £a,..-,pc} ” por hipdtesis un
p-grope de Sylow Pi de @ es normal en G , 1502Y. Enlonces
Pi es el Unico pi-subgrpe de Sylow de G4 por elteorema de Sylow,
contiene cada pi-elemerto de G.Pero sixe & TKx>)<1T(6)
y X=XiX2... X¢, donde Xi esun pl—elr.menfo, 1400, por 34 iii) .
Por lo tanld XiePi y Xe RP....Pe esuna representaciin Unica
@ =P fR...P.

Adema‘s,cuu\qu'ler producio de los P.‘"jwpos es un sub‘gwpo y la

iterada aplicacion del teorema 18. implica que ©; =Pfa.fuifisr.m Pr
es un p’::—gvuPo,mLsr. Evifonces @inPi = {1}, 12i2{ y por <l

teorema 3\ se sigue que (@ es el produclo divecto de sus subgrupos de Sylow.
18~



36. Téoremaﬁ (_Av?b“méﬁﬁ‘?é\g'.F*o&'\V\'\). ‘
Si W< (p\ P esun p-subgrpe de Sylow de M,
enfonces G =N (AW, :

Dewm 6‘5"\‘!qik\"o‘v\ :
SN X X - =
- Para xe G, tenemos P SH=xX'Hx="h
ya gue por hipotesis W4 @
Como lPx)'-'-\P\ , enftonces

)
P* fawmbien
es un p-sobgrupo de Sylow de H y asy

es conjugade a P per on elemento Y

de B

por el Yeorama de S\, IOI_U.
Entonces

P*= Pu Y por Tanto ng= P’
de donde .xj‘e l\é(P), coma X= (x§')Y y

X es c(bi'hd“;o -me\l'CG pof tanto @-:-"\L(P)H

9=



Progiedades dealgunos subgipos t{sficos

: 3? De{.\mc_\o'n Lo seste central estd kdé’_;(‘\\:\\kda v :\q:rég‘o-j o
S Zote) =1 o e
Z‘(mfZ(e) ity 7
£ "Z'(v“f/‘z;.ﬂe)) >l

i6) es la imagen wverso. en @ c\e

Ob servaciones: Supongamos que Zi(6) < G) enTo £3 X3S
¢z
PQ > 2ue) tel que .
I+ 9 Zi(6)
pero Zm )= T (2( %))

g u/(g) =Z(% )

Como Z( /Z(G\) es el centro de % (6) antonces
Z( Zue) < /Z (6) , por el teorema de coviespondencia,

Zin (e 6 y por constiuccion  se tiene \a
secie cenlral ascendedle {1)=Z,(6)cZ(6)C ... €2, (6)cZ,,(c)C -

38. Teorema: £l cenfro de un giupo es un sebgrupo coracteristico.

Demastracion: Para un avtomorfisme @, G¢= ®
y para Z€ Z(G) , 2’2 ZX ¥xe @ entonces
X z‘” xz=(ax ) =2%" ’v‘xe@  poc Lo que

2% 2 para ze 2(G) Z(G)GZ(G)
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39, Teorema: i1 si Wihack K char G, enfonces H char ©.
i) SiH charK y K4 G, enfonces K4 6.
C{il) ‘St R4 &, entonces B(HI4 G, @ ecdotla).
W) Si HEK subgrupos de @ toles que Hchar 6
Yy K/H char @/H entonces K char G.
Demostvacion)Sean peAd(¢) y F: K=K
tal que gé(k)=K enfonces @Hi=H g((h)=h'=¢(h),
como tiene la misma vegla de correspondenca H=H
H char G.
i) Sea ge®, come K4 G definimos ;égm- , keK
enfonces @y e Ait (K}, de donde Hﬂs =X, que

&,
imp\\c_a que ‘V‘ge @ hgzhséH N HQ@

iii) Si ge & entonces g Hg- , sea Pe Adit(6) y ge@
exisfe g'c® tal que P(g)=9g, as’ que H“H
ap\\cando &, ¢(H’) ¢(H) Pero
¢(H’) = gcg) H¢¢(;)— g Hg H? .H¢46.

—ay -



i) Sea @ e AuT(®) enfonces K =H. i
sea @: Y —> ¥ tal que $(3H)=4>(9)H’.5”:" £
(%= mplica que B (eH) e K0

pero @ (kH) = P (IH enfonces Ppr) e K

K char @.

40. Teotema : Cada Z;(3) es un subgrupo caracteristico de @.
D emostracicn = Por induccion sobre n,

sea P e Adl(@) enfonces Z:p(@)ézo(@),

$
2,(6) €Z.(6) por 38., REIG)EZa(6)

por hipotesis de induccion , ahora tomando
H=Zn(6) y K=Znu(6) en 39 1) y por3®.

nuevomerife, se concloye Zn#(G) char ¢.
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si ‘central descendente

- G =L| ‘6)?- La(e)2 ...2 ... es tal que
’ Lonte)= {1} pava alguna m,
Si n—i-\’es el minimo valor de v que cumple con la Gltima
condicion | enfonces n es llamada Ja clase de @. ’

Denoctoda por el (®).

42. Teovema: i) @ esnilpotente siysdlosi Zm ()= @ prar m.
() Si @ tiene clase n,enlonces n es el menor entfero
tal que Zale)= 0.
Demostracion! Sea & nilpotente de cl(@)=n. Sean Li)=L:
y Zile)=2{. Demostraremos que Lnn-r €2r V0
Tenemos que 1= Ln+ =Z. Suponemos por induccion
que Lnti-i «Zi. Par el teorema 2s. Ln-i/l_nﬂ-l‘_:Z(%nﬂ-i) .
Por la preserle suposic(o'n GXZZ es tmagen homomerfico de G/I.vm—i,
de donde L n-cZi/z: € Z(921). Por lo tanto
Ln-i Z2i €%y poc definicion de Zitl.
De donde Yenemos que Ln-i SZi+1, probando \a o{‘.rmado’n ,
pPor la que se sigue que @=L, €Z. pare (=01,

Y en consecvence Z(o)Y= @,
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Inversamente , Suponemos que Zm (@) =G para algin m.
Tnterimos que Lyn s Zm-r. lenemos que Li =@ =Zm |
Supongamos que LiSZmu-i. Como Lix =L, 6],
Tenemos que L+ €[Zmu-t, ¢J. Ahora por 26. vii)
EZm-«—\—-i/ GleZm-i ya que Zen+imi/Z i € Z(%zm-i).
Pero erfonces Lit1€Zm-i, probando la afitmacion.
En particular , tenemos que L m#+€Ze=1 y por

tanfo mzn. As’, n es el menor entero tal que Zn(6)=@.

43.Teorema’ Sean ®1 y @2 dos gropos , Mi4 G, , N2 <462

entonces (Gix o/ NixN2) =(® . /N,)x (G2/Nz).
Demostracion: Consideremos la aplicacién B: @ x@z —(Pv/u)x (Coi2)
dada por (X, X2) > (XN, X:Nz) . E's claro que @ es homomerfismo.
Plai,b,) = 1= (alNi, biNz) = T diel,, breNe & (ar, bi) e Nixhe.

Ker @ = N xNe.

Seon dre G, bic G y (aili, biN2) e (B4) x (¥3n.)
enfonces (diNi,biNz)= @ (Qi, b)), por fanto @ es
suprayectiva y por el primer feerema de isomorfismo

(¢Ax¢z//vu(/vz) = (@'/M}x(@//s/z).
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44. Teorema : Si Hi,Hz son dos grupes entonces
Z (R xH2)=Z(H) x Z(Hz)
Demostracidn: (i, f2)e Z(n) xZ (h2) si y sélo si
Aibhi=hd ¥hieh y feha=heds Vhehs
si y sslosi  CAhy,Leha)=(hidi, hate) Vhiehiy¥ hacHz
sy sélo i (A, 02)(h ha)=Che, b4, f2) ¥ (h,ha) € Hhxhz
siyssh si (A L) e Z(Rixfe), < Z(HixHa)=Z(H) x Z(Hz).

45. Teorema* Zn (MixH2) =Zn(H) xZn(Hz) ¥n=lz...
Demostvacién? () Si n=1 es inmadialo por el feorema 94.
it) Supongamos por hipdfesis de induceion que
Zi(HxH)=Zim) x Zi(m). Por demostrar que
Zin(HixHz)=Zim () x ZinlHa).
Por definicidn Zin ( Hoxha) = I (Z (R oor lo que
Zin (i xtta) = J7 ( Z (Zted35mm)) por hipétesis de induccioh
=504 (Z (Whiua x "ziha))) por el teorema 43.
=j;\ (Z ("/z2i0m)) x Z( 5z 1) pot el Teorema 44,
= J':ln (Z (Mamy) x J"z':, (2 (Pvzum))
= Zim (W) X Zin (He)
“o Zn (Hixhz) =2 Za(th) x Zn(Hz) .



46 . Teo(evﬁo. 1) Subgfu?os e imagenes homemérficas de
| gtupos nilpefentes son wilpotentes.
W El prodvelo divecdto de gvupos nilpstentes
es nilpotente .
i) Todo p-grupo s ailpotente.
Dewestracion :5ea & wn grupo nilgetente,
oSt Ba G, se sigue gve Zo =11  se wapea Hrivialmemte s {(f
sup- pv BT gue 216 st wapea on Zi (), por
demostec Z:11C6) —» Z on (oM)
Sean ZiwiCe) = 37 (Z (%)),
2w (Yh)= T_'(Z(%-Wn))) v el diagowua

conwmutativo G _*2 6/[-l M s 6/14 (@/ )
Z ( ((6))

entonces Podi = T
Seo. g€ Ziar (@) 2 I e 2( /a «)
> § i) e 2L Y o) = Tie 00 e A ’7(%))
= @) e J-.c (-Z'( "724%))\ =Zin ( “/n) ,
de donde Zn (W)= U o, mez

v “H os milpotente,
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Litwye Lice),

b) Yevifigquemos que s H{G .cv\hmces

Obseryemos que s\ (. -l es obvm Suloongo.wms por H.I.

L i (G) Consudamnw Lin(n)= L LitHy, |

que LiCwn)
CLinG=CoLc, (Gl Lite) 6]= Lm(e)

eh‘l’onces v :
. Lty (H\ c L\u((o) Como @ es m\\od'evﬁ'e e.xvs'\'ﬁ n

J[’cu\ﬁue. Lvn-\((v)—i, le que wnplica qde Lnﬂ(l—ﬂ =1
H es nilpetente.

"
i) Sea {Hé}i , una fomilie de gfupos ni\?o‘\'erﬂ‘es,
sean My Ha fol

a) Sy n=1 = obvio, b) S| n=2,
)Y =m,

C,UQ- 2‘”‘1 CH\)——“ H\ J ZMZ(HZ) = HZ »

y cltha= ma  Zo (Hit,) =2, () xZ, (H) = Hixhe,

_povr Teorema 45.,

Zn‘(H\tz)'—"—H\x\‘\l g-a. N,

donde n\:méx{m,,mz} Lo que

tmplices gue
<. HixHa es nilpotente
n-1

€) Sea n>L, Sopongamos que Hwn y ’]THZ son nilpotentes
n

dovnde Z (H)"" Hi ‘V’,si‘n Sea m:-.méx{m;}
.

entonces por b) e htFOT&SlS de induccion

Zom (Trnuxnn)_zmmu)xzmmn) ﬂH‘an Tan
' T\Y\'\\ es m\chen\‘e

-

W) S @={‘} vo hay vnada que probav. S, G)"F(ls enfonces,
Z)(e)# {1} por 30.. S YaaE 11

Z'L/Z‘ —1 Z( Cyz.) y Z\ ﬁZa
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'c‘on“\'iv\‘uov\éo el proceso construimos una serie central,
si 2 £ G enfonces @2 es un p- grupo 1o Trivial, por farito
ZinpZ, por ccns‘\gu(erﬂ'e Z,=6 para a\gu’n Y.
® es nm\potente

47. Teorema: 5 G es nilpstente , H<c 6, enfonces f\é(m,? H.
Demesttadon: Sea ¢ el mayor entero Tal que Zi=Zi6)2H.
Eafonces Z2{ £ @ y, como & es nilpotente, fenemos
que Zi $ Zin, Fevo [Zin, G] € 2¢ por el teorema
26. vii), lo que implica. que  [Zir,HleH. Y por
el feavema 2é. v 2w é‘-_q{\l (H), Sin embargo
Ziar EH por nuestra eleccion wmaximal de ¢

per lo que concluimos /‘é(H) P H.

48. Teorema,: Un grupo G es nilpotente si ysole si es el
Pmducfo directo de sus subgrupes de Sylow.
Demostracion: Si @ es el producto diredo de sus
subgrupos de Sylow, entonces ® es n'\\eo’\'en'\'e por 46. )y i),
TLoversamerile, si 6 es nilpatenie | probaremos que sus

subgrupos de Sylow sen normales en G.
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En verdad, si P es un p-subgrpo de Sylow de &,
y H=N(D(P)C ®, entonces N=f\é(H)°H por el
Teorema 47 Pevo P es un P-subgrupo de H y
HIN, asi que N’—'H[\L(P) =H-H=H por el
teorema 36., lo cual es una confvadiccidn, .. P4 @,
Anora G es el producto divecTo de sus subgrupos

de Sylcw porc el T eovemo. 35.

49, Teovema® lodo subgrupo maximal d e un grupo
nilpotenfe es normal.
Demostvacisn: Sea M un subgmpo maximal del
gvupo ni\pd‘en‘\‘e 6. Como f\é(M)Ef?M
enfonces I\é(M)= 6. ..MaG

ESTA TF A
Sig s M0 DERE

Lo 1) pimigrzes
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50.Definicion: Una serie 626,262+ 2 6""=“} se awa
normal de @, sicada Gi €5 vnsubgrpo normal de Gicl, V4LE N,

G
Los gvupos factores V6: sonllomados factores en la setie normal.

5\.Dc§in'-‘=1°’ﬂ Un givpo es simp\e, si @ "J={1} y no confiene

algin subgrupo normal propo.

Sl.De{-‘w\iC\év\‘- Una setie normal 6=6o2 G 2 -2 Gn={l}
seWoma de composicion, si cada &L s un subgrupo
waximal en @i,

Los factores @ivz: sonNamades sus factores de wmposicion G%L

53.Definicion: Se Noma grupe de Frattini deung{up; G,
“a la wntersecdidn de todos sus subgrupos

maximales de @, D eanctado por @ (@),
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54 Teorema.: €1 subgvupo de Fraffini @(6) de un grupo
\r\'\\Po'\‘e_nTE. confiene al subgvupo conmyTador
Demostracion > Todo sobgrupo maximal M de un
gtupo ni\Pofen"(‘e es un 5ub7fuPo normal, \o
gque implica que el factor /M tiene
ovYden pfimo, edlonces &/M es abeliano,
Y por e\ Teorema 26.vi) iwmplica que
Ce,61sM YM maximal, per lo tanto
Ca,ele (o).

55 Teovemo.: Si @(6)3[6,6—) evitonces Todo
subgt’uPo waximal de & es votmal .
Demostracion * @(6)9[:6,6] y M es un sulgtpo

maximal de G, enfonces M2L6, 6] que implica

que Md G.

56.Definicidn® Sea A un subgiupo de Al (®) y sea

B=G.2G,2 ...2 6a={1] yna setie netmal de .
A estabiliza la sefie, si cada Gi @s A-invariante y

A actua Tvivialmente sobre cada facior G“/a,-., (&i2n.

~3i-



Observacidn: A eshtiliza la serie normal de G.
Esto esque A actin teividmedte sobre
cado factor @VGr , \2len,

Sea PeA, AcAt(e) tol que P(Gi)= Fi ,

es dedir, cada Gi es A-invariadte , enfonces

existe i @Y —r Cg, +al que
Pi(3®) = Pg) Gi | ge @izl

@i estdl bien definida, pues si hay dos clases que

coinciden enfonces estas Tambien coinciden en \a

imagen, es decic, g &t =§'Gi exfonces 9'—]! =G,

lo que imglica que g’g € G aplicando @ |,
B(gg)= PGPyl cec - PpGiGi=Pe &i.

57. De{-inic\én-’ CHA] esel subgwpo de K genevado
por Todos los R'h? con helt yped,
donde A es un subgrupo de Auf(@).
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58.Lema: Un subgropo A de Aut(6) estabiliza la serie normal
G=6Ga2G2...2 Gn=11) s; y sélo si
A voemaliza codaGi y LGLAT S Gin, 02 cen-l.
Demosfracion ! Sea Gt = ®L%i y sea X la
imagen en G: de\ elemento X de Gi, entonces
A estabiliza la serie gi A worwaliza cado Gily
F(x)=X V- Xe Gi, BeAd , ogisn-t.
si y sdlo si Cx,8] e @it

Oﬁ(:-‘.ﬂ"‘\, si 756\051. EGu,A] < @i+ .

Sq-be_-{—hﬁc;t{n: Uv\ grufxn G se \\amd so\u‘n\e , Si G i‘iene uno.
setie Y\O(ma\ ©=G.2 6‘2.~-3 ®Y'={L‘i’ en

donde coda  factor ®L/Git es de orden pfimo.

@0.Definicion :Un grpo G se llama supersoluble, si @ tiene una

setie notmal G= Go2 Br2 .. 2 G¢ = {1 ; en donde

cada factor @i/Gi-1 es ciclico y cada Gi<d 6, osisr

6\.Definicion @ (Sobgrupe de Fitting) F(G) s el

Subgtupo de G, 3enerado por Fodos lossu}.sgwpos normdles nilpofen’\'es.
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63 Teovema S N4, N«@ G un guupo vilpotente. enfonces N Z(e) 4.

D{W\e.s'\‘(nc.\on . L
® ¢-1)
Sean NN N ENa] N[N 6],
y /v“’_ L‘<¢> ,

de aqui Tenemos NN
como G esailpotente  Lwméad=1 ;4 .,
extste n Tal que N & I, /V‘"H) =1
de dende [Nm‘, G] =1 , asi concluimos gque
N eNaZe) o NaZle) +1

per¥ TanTo ,

64 Teorema® Sea G un grupo tal que todo wnaximal es norml

@ es nilpotente.

enfonces

D emostracion:

Jea Pun p-subgupo de Sylow de G, Sea
entonces FM subgrupo maximal Yol qve NEM | oplicando
yo que /\{: (MY =G gy ser

, gue imP\fC& que PdG)

/v_-:/\é (P) siNE G

el teorema €2. /\éCM)=/V\Y

MI G a5/ gque N, (P) =

G es nilpotente.
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- 65.Teorema: Si H yK son subg}upos normales nilpsfentes
de ¢ enlonces HK es normal nilpcterie en G.
Demostracion : Por induccién sobre | 6] .
 Sil¢l=] es obvio.
iy silel>1, supongamos cierfo para N<| 6l
enfonces por hipotesis de induccidn HK es nilpdterte,
SuPongomos HK=6.
K nilpotente =2 Z(K)# I PD. 2(K)4 @
Seon ge B, heZ(k) y KeK  erfonces
Ghgk= g'h(gg1g=ggkg hg =K hg implica que
JhgeZ(x), L ZRNG .

Sea N=LH,Z<4G  ya que
Sige G, he H, keZ(K) enfonces g"h"l('hkg = I:h,K—_]s=[ h?, k7]
i15i N=| entonces Z(K) centraliza H
erifonces Z(KI€Z(HK)=2Z(®) =PZ(¢) + 1.
ii) Si N L edfonces NSH porque [h,K]=h'(K'hxleh
Sea L = NAZ(H) entonces N4IH § como
H es nilpoterte enfonces NnZ(H)% | => L+

como L=NnZ(H)=> [ .c N Y L <cZ(H)
N cZ(R)

= LeZ(RR)=2(¢) = 2(¢) *1 . Z(6) es nilpdfenle
porque es abeliono, %Z(e) es nilpstedte por hijpolesis

de. induccion. s @ oes n\\po‘\'en'rﬁ.
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66. Caralavio €L subgvupo de G 38\‘\3"0\60 por todes sus
k subgrpos normoles nilpotentes es un

subgtupo normal n'\\?u\'en'\’e..

&2 D‘é.{rin'x‘ciont Un grupo H es supern'\\po’\‘e.nfe s\ y solo st
cada uno de sus subgrwpos maximales es

un subgrupo caracteristico.

68.Teorema: Sea. H para el cual la accisn de Adt(H) sobre
sobre WiH) es trivial , enfonces H es supernilpstente.
(H no necesariamente nilpatente ),
Demostracion® Sea M{H , M moximal y ve Ast(H) .
Paca xe M, X¢(H)= XVQS(H)} por lo que
x"xve ¢ (H) &M enlonces Xve M.
M char H ¥ M-maximal.
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69.Definicion® 'Un'r;frsfulpq @e.s A- hi\po'\'en'\'e.

Si Todo maximal de ¢ es A-invariante .

51 A=Idt(6) oblenemos Ja primeva caracterizacion de los grupes
nilpotentes. Se observa que si A eselgrupo de adfomorfismos
inducidos per el grupo de F\W\ng F(@) entonces

A esfabiliza una serie de @ y F(G) es el mayer

subgrupo normal de ¢ con esta P\{oPiedad.

Para A=Int(G) obtenemos los nilpstentes y para
A=Ait(6) los sopernilpstenites.

Denctamos A {G) por la interseccioh de todos los

subgtupes wmaximales ne normales de @.
70. Definicicn * Un grupo @ es A-Sylow de @.

Si por coada primo p divisor de |G| exisle

vn p- 5ubgrupo de Sylow de G que es A-invariarife.



Z. Teorema: Si A es el grupo de automorfismos inferioves
inducidos por el subgrupo A(@) entonces
@ es A-ni\po‘l’en‘\'e y 4(@) es el mayor subgwpo
de G con esto ProPiedad.
Demogfracion : Sea M un subgrupe maximal de & y he 4(6)
enfonces @ € A I? 5 M4 & eatonces @, (M)=M.
2° 5i MA@ exonces hcd(B)eM,
entonces ¢A (M)=M.
-“ M es A-invariante |, “ @ es A-nilpetedle.
Por ofra parle, si @ es A-nilpoferfe para A guwpo de
adtomerfismos inducidos por un subgrupo Hde ¢ enlonces
¥heH y M subgropo maximal se tiene que
B (M)= KMh=M = h el (M) comoM esmazimal
NGCM)={$4 Si N (=G enfonces MIG.

Si Ng(M)=M edtonces heM y MAE por lo que hpefenece

a Todos los subgrvpos maximales de & que no son normadles

en @ {.e. he A(g) s A(@) e H.
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72.Teorema: Si n’r(m=A ; ”‘_es‘ G es A-Sy low
) ;-S'\ v 50‘0: : @ es mlpoTenTe

Demosfracion: Seo. @ A-Sylow y peve pe e (6)
existe Pt un pi- subgrupo de Sylow de &, pues es
A-invariante y como InT(6)<A entonces

Vge 6] P£9=P£ de donde se tiene P4 0.
b pot los teoremas 35 y 46. implican que

® es Y\i\\:o\‘e_n're-‘

suPongamos anera que (& es nilpotente , par el teorema
46 . G es el producto diecfo de sos subgrupos de
Sylew, loego cada cada subgrdpo de S\Ilow es normal
en @, por lo que para pimo PeTr(G), existe solo
un p- subgrupo P de sonw de @, 2

Sea Bed, como BeAuf(6) entonces F es on

p- subgrupo de Sylowde & y en consecvencia P=P.
G es A—Sylow.

73.Teorema Si G es nilpotente entonces la serie
G=Zm(6)>Zm-(6)2.., 2 Z,(6)=2(6) 7Zo(6) = {1}
es estabilizada por A=TInt(6).
Demostracion: Seon @ A y Pi? 6"’6/2116) tal que
Xe 2“'(%:(6) con xe Z2¢+1(6) enfonces
(Dr(«\"x%) = ¢)‘~(x;‘$z (h-)l@ Qi) = 1=216) y en

-1 B .
consewencio XIX e Zi(6). Sox e Qpix).
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74. Defimicidn : Sean WK gropos y WiK—+Ait(G) entonces
el producio semidirecto de W por K es el conjunto de parejas
(h,k) e HxK bajo la oFemc.'\o'n binaria (h,k)(h, k) = (h¥(h), kk,).
Al producto semi-divedo de H por K, se densia K.

?5. Teorema® Sean Kk grupoes ¥ ¥ un homomorfisme de K en Aut(H)
Enfonces existe un giupe @ de la forma HK con Ha @ y
Hak=11] tal que para heH, keK, tenemos K'hk= (hl.
Demostracidn : Sean Chi,X), (hz,y),(hy,2) € Hx\,,\(.

i) (h.,x)(hz,y)(ha,z)=(h.“f)’{(hz),xy)(h3,2)=(h.‘lj((hzwxx (ha), x¥2)

= (hi¥y Che) 5Py (h3)), x¥2)= (b tha ¥y hs)), xv2)
= (hi,x)(h2¥y (ha), Y2) = (h, X)(he, V) hs, 2).
por Tanfo el producto es asociativo.

i} Como Hy K son gvupos, exisTe (1) e @

Sea (nh,K)e G enfonces (h.X)(l,l)——-(h‘i;('),X):(h,X)
y  (W(hx0 =04 hx) = (h,X).

lo que implica que (1,1} es el elemento idenfidad.

~40 -



iii) Exisle (o,pYe ¢, ¥ (h":x)e‘ ue (c\b)(h x)—(h x)(a b) i :
por definicion (h,X)(a,b) = (hY, ta) xb) S\ (aib) es inverso
enfonces (h¥) (@,x6)=(1,\) porlo que hYta=] y xb=|
o que implica que Yy(a)=h"' y b=X". De donde
(R, XX 07, X)) = (h ¥ (e o)), 1) = (n Y (57, 1)

=LY e, 1) = (ki ) =0,1).

(% (0,7, x) = (W () Yoo (0, 1= (Wer (h), D= (L))

. en @ hay inversos 2. @ es givpo,

76.Definicicn: SeaTTun conjurilo de primos y H un subgrupode 6.
Decimos que esun S = sebgupo de G ; sies vn T-gropo
y | ®@:Hl no es divisible por primos de . También
llamado subgrupo de Hall.Cuande W= { p), H es simplemerte
un p-subgtipe de Sylow de .

El S\QuienTe. teorema lo preserlaremos sw demostracion

77 Teorema: ( Schur-Zassenhaus)
Sea Hun W—subgrupo notmal de @ erionces
i) ® posee un Sy7 subgrupo de 'k el cudl es un
complemerlo de it en G.
ii) 5i 4 & ¥/H son solubles erfonces dos Sy subgtupos
de & son c.eniugodos.
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< en'\'onces {HX K HxK

ll.) 51 H es un S subjrupo c‘.e_ (5

com P\emer\‘to K en G en*\'onces IK\:.E

le que \mp\\cn c(ue K esun S 5,”‘?57‘??9 de 6.’

78. Teorema ' Sea A un T\'igvupo de qu\'o?mé(ismés deun
T-gropo @, y supongase que @ &' A es soluble, Enfonces

po¢ cada primo peT(G), AdejaiavarianTe algin p- subgrupe de Sylow de G.
Demastiaciin Sea @ 2| prodvelo semi-dicecfo de G poc k, tal
que @ eson St subgrupo normal de @a: A es un Sy’ sybgrupo de
@

De aqu.' que pof el Yeerema 77 (Scher-Zassenhqus ) ), algu’n

¥
y y como A es isomorfo a G?@; ® S ©/g es soluble.

ofvo T* subgrpo de G es conjugade con A Como G = GA,
esta con,'ugac{o'n puede asumirse gue estod em G Aho»’q seax
Pon p- subgtupy de Sylow de @ y sea N= N(P) as, gue 6= GN
por cl tesrema 36, y por untecrema de unmar{-\émas Nogan = Cpc y
per tanto q A. Camo GAN es un Sr\'—subjmfo visymal de N,Po( |
tearemo 77.1) implico que N posee un Sn*subgiwps B Pero enfonces
B es un Sn* sebgrupe de ny asi B'=A para algun xe @,

S embarge, B dt"a tavatiante P, ya que BeN =/‘£(P)' y en
consewencia A deja el p-subgrupo de Sylsw Px{mrafionTe.
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77. Covslario: Si @ & A son solubles .\/ (\@\,\A\)=1 !

enfonces G es A-Sylow.

80.1 ema * Sea P un aufomorfismo libre de purifos fijos de @,
deorden n. Entonces Todo elemerld de ®, puede ser expresado
en\a forma X'P) @) X paca una X apropiada en G.
Demostracion: Si X'@x1=Y'D(¥) con X,Y & @, entonces
xy'= @ (xy"), por consiguiente XY =1, dedonde x=Y.
Evtonces hay fonfes elemedios distintos en &, de la
forma X' Px), como hay de elemedios X en @, y por
tanto todo elemento de @, pvede ser expresado en
esfa forma. De modo andlogo, tedo elemento puede

Ser exptesado @n \a {-ovma ¢(X) X-l.
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8l. Teorema: Si (b esun avfomorfismo libre de punlos fijos de G,
entonces @ deja invariadfe un p- subgrupo de Sylow
de 6, para cada primo Péﬂ-(q’).

Demostracidn: Sea @ un p-subgtupo de Sylow de G, enfonces

P(Q) es Tambien un p- subgrupo de Sylow de G y asi B(R)=T QY

poca algin yeG. Pero erfonces ¢(Qz)=¢(ES‘QY¢(Z) para foda

2ze B, poc el lema BO. podemos eegic 2 Fal que p2)Z = ‘/-,\
en Tal coso Y@ (2) =2, por eslta eleccion, Tenemos @B(at) = Qz

z
y as{ @ dejo invariante el @ p-subgupo de Sylow de G.

Ba. Corolarin * Sih eson sdbgupe de Ast (o) libre de

puvifos fijos,en’\'cnces G es A-Sylow.

83, De_‘-'\nh‘.{o’r\’ Un grupo que notiene subgrupes caracteristicos

propies no Yriviales es llamado gupo coracteristicamente & imple.
84-Def.inicfo’r\ { Sea ¢ un grupo, U{G y A 2 Aot ((p)

Establecemos LU, Al =<Cb\ Al=d W el (e AD
y vecuwenTemernte LU A, A= LV, A, A, A
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Escr\berYﬂOSCU,N]en ‘Vt.e‘z d‘e; L U, {"4}]

S5 U=UY6 ¥ucA y B=<A> enforces
LuA1=CUBl=L[U,BI°SU V4B

Yo que evidenlenTemenle [UA] e [U, B] .

la nclusion inversa se concliye de \a iderhidad
Cu, “ﬁ] =[u /5]EU~ "<][ Cw,=] ﬂ] para LLf—-U7 x,Aeh.
Desde \uego U=07" y por lo Tan'to [U B] [Uﬁ-} VﬁeB
Debido a que Lu,s1 =L uV‘/]E\F/S] ve U
Finalmente LU, BI QU

E\ sigu(enTe tesuftado lo enunciaremos sin la

Correspondiente demostvacion , y se cita en [R]pa2

85.Lemat Sea & un grupo, AsAdt(®) y H{O
con LG,4,... A <H paca a\gu'n selN, .su}icien‘l‘emenfe grande
y =K~ Yxed entonces L@, 41{ 6.

86.Definicion” Si A 2 @ eson homemarfismo y H{@ que
es invariarife por el subgrupo Y(A) de Aut@) entonces es A-subgiupo.
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87.De,can'.;;o'n': Llamaremos A-Frdftini de G, ol conprilo de fodes
los A_'no-genemdores de &, Denotade por ﬂ.
Entendiendo por A-no-generador , tods elemento x¢G
que ven]l\qug Fara cua\qme(‘ bubcon)unTo S de G
{s x) < 5>’ en donde
<5,X) es e\ menor A-subgrupo de @,
que corifiene o S y X.

@A (®) es un A'subgrupo de @ nvationte para todo
adfomorfismo, ademds

@A@):()M; , Mi es A-subgrupo wmaximal de G.

Observaciones :
S A=l entonces P(6)= P(e)
i) i A= @y @ octia por conjugacion sobre s/ mismo,
entonces @q,(@\ = @Iﬂﬂ@) () es \a iaTecseccion
de todos los subgrupos normales wmoximalesde G.
W) 51 A=Aut (6), @M(m(@) es la inTerseccion de Todos

los subgtupes cavacteristicos maximaleg de @.



88.Tecrema: Sea A un subgrupe de Aut (@) entonces
@A(G) es I\{\UJ‘CQ)(A)ﬂnvananTe

D emostracion : Como  $,(8) =NMi, Mi es A-svbgnpo maximal de G,
la afivmacion quedara demosivada, si probamos que cud\quier

=< € /\L_\_(@U\\ nos  Transforma un A-maxima\ encito A-maximal.
Sean asA, «<'ax cA y supongamos que & (M) no es A-maximal
ertences exisle M’ A-maximal talque (M) c M y
o'a e (M)=M, por loque alam) = =< (M) .
A-subgrupo erfonces K (M)e M'c @ que {mplica que
Me (M) € @ T, ya que <) es A-subgrupo v

M es A-subgrupo ynaximal.
89. Coralario® Si Int (@) S Nmﬂq_,()m exdfonces @A(qs)s G.

0. Cordlario: Si A9QAut(6) erlonces é A(Gi) es cavaclerislico en G.

en particvlar  § (), ¢ ¢(¢) y -QA T((@G;) gon caracteristicos .



A, Teavema: Si A estabiliza una serie de G entonces
e [e.r] = &, (o).
Demésfmc\on'- Sea M un A-subgrupo maximal de @ |
‘A;V"mbag que A estabi\iza unaserie de @, entonces
Lo aA...,AT=1 £ M. por ellema B5.
Me ML) <G, e M=MIo,A]l , L6, A] =M
o Le, A = §,00). '

92 Covcolofio: Si @ esun qwpo caracteristicamenle simeple
y A QA (@) catonces A estabiliza unasetiede @

-

si y solo si A= |

93. Covolacio ! Si A estaviliza una serie de @ , entonces

los A'subgwpos woximales de & son maximales.

Demosttaciont Sea M un A- subgrupo moaximal de Gy

e

M un maximal  tal que MEM’, de modeo que
LM, A1s[6,A]l MM’ cntonces M es on
A- subsvupo v M=M"
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, 94. Teorema: SiL6,A1<Q(6) edtonces G es A-n'\r\pofen’fc.
D emostvacicn: Si L6, A1) , M esunsubgrups maximal de G,
de modo que [M,A1=2[6 A]l=P(G)=M , de donde ,
se verifica que M es A-invariarfe , es decir, que

@ es A-nilpotente.

95. Teorema : Si G es A-nilpotente y A estobiliza una scrie de @
enfonces [, AJ < @ (6)
Demostucisn: Si G es A-nilpetente , eatonces & @6)= §(6)
y por el teorema 0. L[ 6,A]1< $(@).

96. Teoremat: Si A vy & son abelionos y [6,/-\]6-_2(6)
enfonces A estabiliza vna serie de ¢ y el producto
semi-directo de & po¢ A, G%, es A-nilpotedte.
Demostracion: & < 6* , de dende QGQZ‘) é.@(@").
De ot wanera , @6"(6) =N {Ml M es G- iavarionte maximalde Gf
=N {Ml M es GA-iavariante maximelde 6§
= @, (6)
Po ¢ tonto éACG)ﬁéfﬁ') y, como A esabeliano, Tenemos
L—G’:A] =£6/ A] e @A(Q’) = Q((ﬂ“) . En consewencia G es A'nilpofen‘\'e

e
y A estabiliza una serie de @, por lo cwal, Tombidn esTubiliza unaseriede 6.
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