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E\ ab\e.,\-10 ele. esi"o. te.sis es e.\ iotl'ocivc.i< ot'fo. c¡¡enel'o.l'1"Z.o.cion 

de \os ~""f>ºS ni\pote.V'ltes, los ~,.vpos A-nilpo+entes. Este 

tto.ba¡o estó. te.\o.c.iooo.cto con e.\ c\e.so..-ro\\o.c!o \'.,... f¡\a< MMtín S., 

sob1e. \o.s" lPene<o..\\20.ciones po.<o. automorf ismos de los ~Npos 11i\po~ni"es.'' 

E"' e\ c.o.p\t\J\o O, se. p<esento.o \os c.o'l'\cepi'os bO:s¡c:os 1 

def i"'¡c.'1o'f\eS "f t-eovemo.s \>'l'i0c.\po.\e.s. Sus c\emostro.c.\ones 

Se pueden ho.\\o.<" e1"1 casi todos \os \\b-<os de Teoy\~ c1e 

'iJ<upos 1 a. l"\\.¡e.\ de hc.e."'c.io.1uro. d.e. ma"\emci.t\co.s. 

fo e\ primei" copít\J\o a.bo<do.mos t'esu\ta.áos irnpo<to.1'1te.s 

de \>~'i1topos, sub91'upos c.íclicos / sub~t<.Jpos c.a-ro.c.te1ísticos, 

p- sub1rnpos de 51\ow, 9ve poste<\or'(l"le.nte se ut\\izarán. 

En el se.~unAo copítu\o, se ti e.nen c.a.'l"ac.te"i-z.ac.'\ol'leS 

ele \os ~Yu\>os ni\potente.s 'I Ó\vel'S0.5 ~eoera\tzac.iones. 

El te.re.e.< co\'ito\o tiene como ?"opÓr.ito e\ trata< \as 

'( e.\a.c.ioY'les <le \o. ~eoe.ro.\i z.o.c.ión · Óe. ~"l.lpo ni lpoteote. y los 

$j'1'upos A-nilpoteote.s, \os <J'iupos A- 5'1\aw, A-F1Cl\t\fl\ 

'I A- mQXi'(fla\es. As: c.omo eotúmi<1os ele estos conc.epTos 

se. estabi\ic.eY'I a si '<T\isml:IS. Tocios \os sub9wpos aq11Í 

conside.-o.QaS .se<"~'i\ de oY"oen f ÍY'lito. 



cJ\PITULO 0. 

Conc.eptos &o'.'sic:os 

1.Defi1'ic.\óri:l./ 01"d.en 1h.on91'upo <ó, eselVlJmttodes11selem'1ltos . 

.D elflotodo ,,,,,.. \ <O \ • 

."2.Detl"\c.ió":U"' ~'"Pº f\o\'ro es \\o.vno.do p-~IVpo,sisuo<det'\ 

es uno. pote.f'\c..\o.. ele p , co>'l p vi'\ \><ivno. 

~. Da/-i""'ic.\o;.,.: Un s.:ib,jNPº N de <ó es un Sllh.lJr'llpo no<mo.\, s"1 

po.ra. todo. JE cD y todo. t'\6.N,j''()~ é.N. Oeviotodo f"''N~ 6. 

"'f. Def i1\ición: 5 ea:. \-\c. lb S<Jbg<upo de. <D. U 11 5 .,b;fNPº K d..e <ó se 

l\a.vno.. c:.onj11~0.ó" de. 1-1, si etisie .'.t'.6 6 ta\ qtJe 
_, Hx. 

k ::: X H X • D eV\01-a..!o po< K = . 

S:Defi\"\\ciót'\: Si <ó es un3l'.ipo_, seci4f\ne.. d c. ... ntro el.~ a; C:.OV\"\o 

1, l tó l = { "Z ~ <ó 1 2)( .= ~ ~ 
/ 

po<o. hiciq A ~ 6 J. 

~- .l>efinieiÓ"i\: El not"'ma\i wdo<' N
6 

l H) 

el S<Jb~1upo {X~ C:O \ 

el.e. r\ d.e.. un 9""fº ~ es 
~ 

H = H). 

7.be.f\niciól'\: Si XeG, se cianot~rO: al s1.1b:J1'"'f>ºde<C 3e.Y\e1'o.do porX 

C.01'\"\0 <.X>. 



8. Definic.\~n·Lu~ eiclo~~rhmo ~e \Jo ~'~Pº.<'P ~s.un 
· h~~g~º~r.~~ºi;.1~;;·$ :~~+¡ ~ mi~°'º .. 

_-; -:- ~><'.·~< ;<:~,:;:' ,;~.·.~ ••... ~-.. t.~·7~~.· •. ~.·.·.;.·."--.~.:~l: . .,,·,:.;i: .. ):·:~· ··' "-" - 'j! .. f' 

.• .. ·~;.·.~.~.·.·.:~.· .. ~.-',·,r.~.~:.·~.• .. ;.'; - . .·- '--- ·;,p-.~ ~": -.,- ·,.o.e 

q. Def\n·1~\ó" :~'\:·j:~~!o]~'.i(}~rn~;,¡~ llf\ 9<upo CD es uo 

J50moffi51'f\O <j;: (é.,;;.. cP 

1 o. Dafin\ciÓn :Seo. G> un <J"ºPº enton,es Aut(i>) ={ f/;:fó-. (jJ 1 r/J e!; a11tomor ffamo}. 

1\. Definic.iÓn: Si Hes un sub~'t'upo de$ y rj> es un endomorf1smo 

entonces ~ '(ep1"e.sento.. o\ elemento ~(h). 

l~.Defínición: Seo.xr.<ó y se.o. lZSx: <O-(p el o..utornorfisroo 

daoo pov- ~ (~) == x-•9x fª"' tocio 'Je.<:¡, , es 
1 \ o.rno.do o.vtomor / ismo \nte.tiol". 

Todos los derncÍs ( si existe. alguno} se l\am(ln 

automor f i smos extefoos. 

13. Def'.nic.ión: Ün sub310po \\de~ cie. otden p'"', doncle f'm¡ ¡q,¡ 

y p"'"+-I X 1 <01 se \\a'Ma p~sub9rupo de. Sylow óe. <ii. 

-:1.-



-. e-o· .-

14, Teo(eioo. lS't\~w)'~ ~e~/G Unc,~~-~P.;'fi~it~ ~p un p1imo, 

y sÜp.~Y1~~s7~7{~e. 'f>±·\ (~\/ / P7TI ~ 1'P1 , enton,es 

Í) c:p ~05c'~e. \JO sub~tVfO ele o-rde.n p"' y todo f "5Ub3rupo 

de ('(> esta'. eonte.nido en un sub9tupo de o'l'"clen pm. 

iiil El mfme.to de.. subg(iipos distintos de cp de o'fcien 

p'" es cor19ruente con 1 ( mod. p). 

15. Teoremn ( Lo.~m~e): Seo. H un suh9Yopo ele <ii, 

entonces 1H1 es un di\lisof' ele 1 <PI. 

16. Not~ci~n: \ C(>:H\ es el mime~ 4e distintas do.ses 

lo.t<ra.les det~ha.s U?.q\liet'dClS} Óe.. \.\ el'l CQ. 

A este nÚmel'o se le llo.ma. e\ Índic-.e. de.. lo\ en $. 

l<t>=rtl= l<i>l/JH\ 

f1. Teo'l'erna.1 S¡ Z,"1 son subc.onjun1'os clCL cp entoru;e.s 

IXYI = 1 Y.XI =lX:llYl/IXnYJ 

-~-



18.Teoremo.' Si ~,l< son sub~Yopos de. <P, entonces HK es 

sub9tupo de q, si 'I solo si \(\.\ es sub~fvpo de <¡,. 

¡q. De.~IV1ic.ión: Un ~tupo <i> es eíclic.o, si to6o elemento es 

un<l potenc.ia de o.\'Ju'n ele.ment"o doóo xe tp. 

~O.Detinic.ión :El o"l"cle.n 6e. un elemento x de un ~Yupo 4i es 

e\ o'(den del S\lb9111po c.íclico de cP ~ene.-ado poi" x. 

~\. T·eore.ma.: Un ~iopo de o,-den primo es c.íclico. 

:l~. Definic.ión:Seo. M un sub~YtJpo de. (p,M se \\ama. maximal. 

5; para Tocio W st1b9rupo q, to.\ 9oe M c..w e !p 

o' 'W= ~. 

Uno. vez enuociaoo.s los conc.epi"os básic.os , daremos paso o 

ciertas clefil"lic.iones y p'"opiedo.des e\erneob.\es de los conrnoto.doteS·. 

-4-



P~ opiedo.des •e\em~~tci\es\. ~e fa~·'c:on,iuia~~res 
,. ,. ,'.:.;,::_:;~,¡__:::<' '" --· - '-~, ::'(,_.:: __,:,_:_, -

. /,~ >;;}:-:· .. ·' 

~4. DefiV\icio~: El e\~m~~t6j~~·;~f;}!~&i,1tfü~~~.1~o.~ad6 
e\ . c~~~~~+'~iJf ;:á~:;\;~~);~g~~~,i~f~~ .•. ":4t9~'.~ ··~···· 

:2 5. Def i 1\\ ciÓn '. ~ 1 ;u~~~~io ~~n~<ad~p~~t~·io~~\::f~~~~~to.do<~~ 
de e¡; es 1\amado e\ sub3fupo ¿oYlmvtar!o{ d.eG: 

t> eMtado po'('" [ ({>, <é] Ó <O ' 

;¡(;.Teo1emo.' Seo.V'\ x,y,t. €.Gi 'I \.1,1\,L S"b3t1.1pos de ro, enTOV\ces 
Y. 

il [ X'l,l] =[X 12] ['Y.~] 

¡¡) [ X, Yl] = [ X, 2] [X 1 'i J 
iil) [ 1-t,K1<1 < H, l<) 

iv>[l-l,K]=[K,1-\l 

z 

V) \-\ vwrma\iza. a. \'\ si 't sólo s"1 [ \\ ,\<.) S K 

Vi) \<<1 <í5 y <P/K es abe\\o.no si~ sólo si [~ 1 t;.J~ I<. 

vi\) 5¡ Ks H c.aoo.ul'lo esnof'me1I e'I'\ G> entonces H/K.!:Z(o/1d 
si ysó\osi [H,~J~'K. 

(6 ~ ~ 
viii) S; ~ es un endomorf ismo de~ entonces [\\,K1 = [ H , \<. J. 

En pa~tic.u\at" [ \\,K]<l Cé, si \\y't;. son no<mG\\es en Ci>. 

iX) 5; \\,K,L son Mfmo\es en Cá entonces [1-\K',L]=[H,LJ['l\,L]. 

-5-



Demost<ac.io'l"I ' 

i> cxY,-iJ = '(xyf~i~·!yz,~Y-k:~-t·yi:::ik~=x1Yz= y¡1-xtni2)Yc 
=f'(:t·i'xi)YÚ01Y2)if'rx,;J~[Y, 2]= fx.iJh, LJ. 
' '·:,' :··· ··;, .··.· .• ..:. .. ·.· ... · ·::e: -1 _, ¡¡ -l 

m Pb<' í1 [x,nJ =.['12:,X1 ~ ([Y,xJ [c.,xJ )==[1,x]{U,xJ) z 

= [x ,1:] (z-'['f,XJ2 f~[x,c.J (:i'[x, 'f] e)=[x,i][x,'f]. 

o h k 
(íi.} 1 iobot~mos 9 ve po.-o. codo. ~E [ lt,Kl 1 X y X esT¿n el"\ [ H 1 lí: J , 

po<'o. ~ado. h t. H 't C.G\do. k "- k . Lomo X es un ¡;1oclvc.to óe 
h \<. 

covwnvTGldof'eS, S<uá. s.if i c.\e."'te. p•obo;- 9ll e [ 'I, "Z J y ['/ 
1 
'Z] 1 

¡><1-l"a ye!-1 1 21:1<, esta.'n el'\ [\\,"1'1. 
h _, k 

Podl [Y,"2.]=[Yh,Z][h,1:) é [1\,1<] 'f po(" i\) [Y,Z]=['f,l\Jlt,'2:kJi=W,K]. 

: . [ \\ '" l 4 < \\ 1 'I< > . 
i'I) Como [i.-.,k]=h'~-\.k= {k"'h"

1
khf

1

=[k,hj
1

y [\<.
1
\Ü es!>vbf!Ufº• 

:re s\~ue. ch esto c¡~e. [h,\<.] e[\<,\-\] ?"'"°' T<>~"" h" \-\ '/ t'oclo. k<e k, 

ele. cloncle. [l.\ 1~J~[l<. 1rÜ y pe< siMt:f~Í"" [K,\\J~[\-\,\:.l . 
.. [1<.,\.\]""'-[\\,\<l. 

\/) \.\ no-rm<lli<:o. K 5\ y sólos\ \.\ 1 ~1 " E \( 

Pº'°"' toclo. h '- \\ y Todo. k e I< si 'I só\o si 

h\~1 \..'i<.=[h,\<.JE.k pa-ro\"nó0o h~\\ 'f toóo. k<:.I<. 

-6-



Vi) 5eo.n X,'léCii 

se Ti eVle que 

, co""'o G/k es abe.\io.YIO 

k o<YbJ = k x'k i' kx \< 'f 
-1 _, 

= (ki<)(l<y) kx\<y 
-\ -1 = (kx) kx(ky) ky 

= K·K= 'K 
:. [~,C4>]~1<:. 

[Ci>,c¡,] ~ K. 

c¡ue es u"' c.0Y1mvtadov-, eY\TOV\CeS 

f'k31<"
1
E.[G>,GJ 'f po<' "to."'To ljj- 1 t:..~k

1 

E. k. 

S 1 \ -1 -1 3 v 
~ j K3k € k '!ntol"lc.es ~ k~k · k = K E f' 

:. k<1 <P. 

Po-r hip~tesiS [G,4] ~ k , i""'p\\<;o. que i~-X'j é k y 

pa< la i"aY'lto kxK.,, = kx"I< i)r'yx) =K<xyfx-')yx 

= l<yx = KyKx 

·' · \e /k.. es abelianc. 

-1-



Vii) S eon I<, r\ 4 <P y I<. S \-\ entonces \\/K s 2 ( ~/K) 

<'.e. iKn} ~z(<P/1<) 
..... l'I 

SL•pon,90mos 9ue 11/K ~ ZC 19/K) entonces 'V h E li y XE: <P 

se tie.Yle que kn Kx = Kx Kti => k h K.x K n·1k x·' = I< 

='> k hxh-'x·1 = k => [h,x] '""k => [H,lf>] ~ I<. 

R e~\pl'"ocot'l'\~nte, supon~a.rnos 911e. [\1, <i>J '= I<. 

Sea 'r\&H y Xé<i> entonces [\.'\,X]&K=> Kn)(\\1x 1=K 

=> kn\<.x=KxKh => 1\.\-i" '2(o/K) :. IV1<..!::2(o/1<). 

viii) Sean h~\\ 'K'-K ..., r/> """ endomorfisrno d.e <f> entone.es 
, ~ 1 sil 

[h,K].:: (h""f1
hK) = ÍJ(hº')<j(JC-')~Ch)~(K) 

= ~(hl1<j>(Kf~Cn)9'JCK) = [ hf/i, K</JJ 

Aho"<'CI si 1-\ 11\4 <i> y lomanóo pam </J /os automol"fiSmos 

·,nte,..iot"es \nauciaos pov- los e\€mentos x €. (p im\'\¡,o.n 

que [\\, \<.] <l <?>. 

e J [ i1 K[ J ' ' _, -1 -1 
ix) po'(' i) h\\,J = n, JJ k,i == K ¡.; J h)t<."'-l KJ 

= 1<- 1nk1<-~-·1<1(1 hK\(1)KK1,fld 

= tf'1'' I{ J'k-• .. r·k~ =C h')'J[1<,JJ 

. . [l-IK,L] :=. [H,LJCl<,L] 

-8-



Uso."'ºº lo.s p~opie.clad.es ele.me.nTo.les óe los c.onmui'o.c!ores, c:I~ ¡.i nimos 

una sucel:.iÓn de sub~rupos ele $, a lo. evo.\ \\amo.rnos serie. 

central c\esc.endeY1Te y esta'. dada. por lo. r"e~la 

LlCD)=(p 

Ll.C<P> =[4>, cpJ 

n. Def\n\ción 1 Uri sub~wpo ft cie <P se clic.e 9ue. es un svb3tupo 

carac.terísti e.o de. $ / si TcH) e H pe><o. todo Te Aut(~). 

l:l enotaclo por 1-\ c.har Có. 

:18. Teorema.: i) L i (~) e ha Y' q; paro. toóa t . 

iil Li+1 (~l e Li (ID} y Li (rp)/Li +d<P) 

este{ contenido en el centro de <ó/Li+I (6). 

Demostrac.ión: Í) Pvoceclemos poY' induc:c.íÓn · 

sea. </J G AutC~) e;nTonce5 c/5-::: cp y 

Li-t\ (<;,/'= [ L\((p)~ (i:>] po< .:l.~. viiü / 

Supongamos que. LH~l= Li C<O) por \.¡¡~óresis ele \nclucción 

entonces L;+, ( rof'= [Li C<P)~ <$}= [ L¡ (f), Gi] =L +i (ip) 

· '. L i (<Q) cha(" 4> lft=l,z., ... 

_q _ 



ii) Pot inch.rcc.ión :!'>obre l, pe1ra i= 1 L.J(a>) = e¡;' e q, , 

y por :I~. vi) se hene que <P4 (p 'I G/~1 es abelio.no. 

S upon3amos poi'" hi pÓtesis de. '•nauc.c.iÓI" c¡ue 

L¡(ip)c:Li-1(<i>) '1 'lue· Li-1(1i>)A_¡ca.) ~2(o/LiC"d. 

S eQ. L i + 1 ( (o) = [ L i ( <i>) / e¡, J S. [ L i -1 ( G>) , ~] = L i ((e } 

y c.omo L;(c:¡,) c.ho.r(f entol'\ce.s L\-r\($)<1 cp . 
. '. Lt-r1(c¡,)SLiC$J. 

AhoY-o. fo.lto. poí" demost<aY" Li (G) /L;+1 (6)fc(%¡,..,(~l) 

Sea f: q;-+ Cé/L¡-r1(~) -e\ mapeo nat\Jral de CC sob<e. 

Cf>/Li-ti((j>) de¡.initio por -¡f=»Li1-1(c¡,)=.~,~e<P 
I< el" f = Li+1 (e¡,), 

los .elementos/ de Li(w)/Li+1(<i>) .soV1de /<A. 

formo. ,.,f-=~Li+1Uó) , _/6 Li(<P). 

Sean ,/€: Li (~) '1 'J 6 (p entone.es 

[ .( 9] L i+I (~) ::.[..l, jl = [ ../~ l)J = [ ..f,7] f ~ por-

defi (\iLiÓn de L¡ ti (<ii) ~ como L i +1 ( G>) c.hM ce' er'ltonceS 

[J,~]Li+1(~)=LiH (<P) el.e donde ~L;+1(¡¡,)=~,fLi+.C~l, 

i.e . .J'Li+i (C¡¡)~Li+l(<i>} =~Li-r1 (fC)./Lit1((p) loqve implic~ ?"e. 

. ·. Li (4')/LH\ (cp) f; Z ( %; +1 ((Í>)). 

-10-



C.AP\TUL.0 I. 

En esTe. cArítulo "eremos o.l~"no.' ptop\eaacicz.s 

de. los p-<J<upos, subc¡p•upos c.Ír.lic.os , p"<ociueto 

difec.to 't p-st.1h9iupos de S'tloui . 

.:l.9. Teol'ema.: Seo. CD un9'Cvpo 'I H unsub~iopode. Cli 1 

contenido en e.I e.entro ele <:O. 

Si tiJ1.¡ es cíc.lico en1'onces 6 er. ohe\iono. 

Demost.-aciÓn: Si H ~ ::é(<D) entonces H e!> no.-mol en <D. 

Como G/¡.¡ es c.ír.lico, co.do. elemQnto QS uno. 

potenc.ie1. de o\9ún e.\emento de G/tt_, ¡, e. 

3 Hx \lna clase lat-eml tC11 c¡ue V Hy é o/H 
n 

se tiene <JI.le Hy = ( Hx) Pº""' alj11t'llA ne Z. 
n 

PefO (Hx)~ {Hli') '· • (Hx) 'f poi" lo tanto (¡>=U Hx" --...---
n "eces 

Sean ~,w E.4°> entonces ~isten h, k "'H y 

r,se Z tale!. que 2=hx"', UJ=kx5 por lo que 

z w =e nx•)(11.x')= h < x'k )X~::: h Ci<.x">x'=(hX)(xf'..s) 

=(hK)(x"+5)= (KhHx5+')= (Kh)lix .. J= K ('nX)X" 

== k(hl>xr== kCih)Xv-= (kil)(hx')= wz 

:. (p e!> ona\io.no. 

-H-



.30. Teofemo.: Un p-3rupo t1e.ne la.s si3uienTes p1'opiedo.cles 

i) z ( 6) * { J l. 
"iil Si \-\ ~ ~ entonces N ( \.\ \ ::> \-\. 

e¡ 

iii) Si H es uo su~rupo moxima\ ele~ entonces l~:H\=p. 

iv) Un '3Y'upo Gi c;\e orden pl. es o.beliano. 

Demosfrac\ón: Í) Utilizal'\OO la ecuación de clo.se 

\<ó\= \Z(<D)\+.t'\<D:C(X¡)l, donde \G:>:C(x¡)\ ese\ nv'me(O 
G 

de elementos Je las clisti.1tas clases c.orijv~o.das de e¡, 1 

)(¡ un elemento arbi"trario fuero. óe Z(<P}, con clase c:le 

Conju~ac.iÓn e;, es dec.ír-, 2 (Ciilfl Cí = rj>. 
Como \<PI= p" y p 1 1 <P: ~ (x;) 1 entonces 

pl'L 1 G= COCi) lo que imp\ico. que 
cp 

dado qve \'Z(<Ol\ 'l 1 se tiene 

pi\ Z(<D) 1, 

l(<é)*-(JJ 

ii) Seo. \ G\= p" . Po<" induc:cion sobre n. 

observa.ción: Si G es abeliano, l'lo hay nada que probar , 

pues NCH)='5, VH~<P. 

a) Si n=I eni"onc.es 1 <P\=p por" lo c¡ve $es ci'c.\ico y 

: · cp es abel iana . 

b) Supon~amos que n> 1 y seo. { J} -=F \Hf. $ , H { <$ 

\-«1" caso Si ZC~) 4 H entonce.s ll(G)·Hl:1ZC«PJ/·/H/ :> ( H \ 
IZC«Pl11 HI 

de clonde 1-\~Z(a>)·HcN(H) ya que Z(co)c/.JCH) 
<i 19 

H $ N CI\). 
t;; -1:i.-



t'o.I que 

H 

hl •h"Z(Gi) 

1%>1< l<ó\ puesto 9ue Z(Gl-:f {f} 

Ob.se .. v4c.ión : Hh.(q,) $ o/zc<P) 

S; xe. ~ (~/:w¡») e:ntonces (xzcc:p)rr\/;zc¡¡,) [Xl(<o)] = \-\/ZC<i>.) 
w/l!lCO) 

i.e . .i1Z(<Pl Hhcio> XZC<ó) = 'Vzca» 
V\-.e.t\ X1.Z(w)hZCco)xZ(<o)=x'"xzc<t:>) t: 1-\/zCc¡,) entonces 

i' h X Z (lP) = h Z (<ó) farc- al3'una. h t. f-\,, f oc 1 o ciu e 
,1 -1 :-i -1 H h X hX2(<o)= ZC<D), donde. obtenemos n X hX ¡;1(Ci>)c. , 

lo 91.Je ·1""'plica que x 1hx € h H= t\ 'f he.H Pº" c.onsi9oiente 

x-1hx e.H I como X 4. li/z(<o} 1 X 1- H. 

Así ql.le Xé. N (f-1)'\ 1-\. H $N(H). 
~ <ó 



Ht) Suponaamos \ G\ = p" 'j \..\ vno.x\ma\. 

eº""º 1-\ !f ~ cin eV\TOV\C.eS Ne;, rn) = (O l. e. \.\ 4 (Ó. 

Considec emos 

X r-- X 'I por e.I teotrz.ma de 

cov'f~ondenóo.. % ti e"<\e exacta.vnente. dos su~rupos 
pol" 91.Je.. 5¡ existe \::/\\ ta\ '\l.le 

{ 1 \ =#= Kf¡; ~ % e<1tonces f.\ <;<: K ~ 4i v o 

iv) Seo. (Ó un <¡Jtupo talque. 1 <O\= p:i, pof" il 2<~J.:j:Ú}. 

Obse(Va.c.ión: Si Có-="Z(6) entone.es (Óeso..be\ial"IO· 

SupoY'~aVY\OS c¡11e 2 (6 H <D erÜDV\ e.es \?: (~) \ =- p 

lsto \mplica.. crue \o/~(¡;,)\=p 'I y:io< ~\ . .., ~q. 

CD es a.beliano. 

'3\.Te.o.-e.ma.: Sea(\ co., ... ,lón Sub~tUposY"lotma.les áeG, 

9ue sati&fac.el'\ 1 o.s cond.\C:,ones siauie:í\t~s·. 

a.) <O= $, <i>-z. ... <D~. 

b) (é;.fl <D,IQ._ ... Coi.-1 Gii.+1 ••• Gn={il, 1~i~n. 

e"<\-lOV\tes O La.ap\ic.o.c~é"' c;Dc~)=(.t,,Xa, ... ,X"') .\.e. (ó .1M 

<D, x {¡, z.x · · · J( Gin as un \somov-f ismo. 

il) Toda. XIS. CD tie<\e. úfla Rpve.se<1tac..ÍÓV\ Única de lo.. 

fotmo. X= 1'1X'2. ••. X., 

-li-



~::º'.;::;~ :::·~~js;;~~i~~jtt·~-· é'~;, •••. ¿ ~ •• ¡;_ ...•• ) 

1 s <,; 6n ~~~,f~L}~\~~< , 
entonces [x;,Yj] (i Gil\ «Pj , petó ~¿~(pj ;..¡ J) i,:t:J 

po<" lo <fUe [X;, Y;J =-1 1 -·· XíYj = YJXi 

A hoto veamos la. apli ca.ción ~: $1 <Pi ... IP"' ~ <O, x IDz ·· ·x i¿;.., 

tal que 

Sean ~ 1 h" <P c.on 9 = 'il.''2. ... g" y h = h, ht · .. hn entonces 

~(~h) = t!>f'J.9-. ... ~ .. h1h2 .•. h ... ) =¡t>('J,h.~ ......... ~ .... h .. ), 9ih.i=hj3i 

=(:J,'1,,9 .. 11-., .•. ,J'~h.,J = (:1,,~,., ... J.,){11,,h1,..;h.,) 

= 'Í)<gJpj(h) ·· rJ; es homomorfismo. 

Seo. l<=={K<:qi/~CxJ=[} y X=X,)(¿,..Xn entonces 

rfi(X)=(x,,x,
1 

••• ,x ... )=I entone.es X,-==X.,_= ... =-X.,==í 

si y sólo si X= 1 lo 9ue implico. que I<.= Úf :. r/J es inyec.tiv'a.. 

Sea t=(g,,¡¡,, ... ,9n) Er <é1x cP2.•"XCÓn, tomo.mos ')=717z.···3.., é t¡, 

enibnces ~(9) =('J,,9 .. ,. .. ,~KJ=,j' .·. </>es s<Jpfoyec.t-iva. 

:. rJ1 es un jsomoY'f ismo. 

ii) Sea ~•'J2. ···'Jn =:JE $ Gon 9i e <Pi 1 1 ~ ¿ ~ n 1 s11pongarnos 

:;¡=9,'g~···j~ oha1'e.p1e.sentac.i6ri con ~¡E<ó¡ l~i~n, donde714Í, 

y puesto que. cada. ~.:.qc¡:., L~1·sn, obte.11emos 

•I I ( , 1 )-l " ") !J, ~. = ;J •••• ;J .. )(:¡ .. ••• 'J .. =(!J ..... $.,)(~,. ••• ~ .. 

= ( ~ .... ... ~ .. ) (~;' ... ~~') ::=. (J& ,~ • .. 'J,.3~ )=(:l2'J;J .. • (J., 11::J, esto es 

uno. co'l"ltYo.c;c\Ón por b) , po,.. tonto la. representac10Í-l es Único.· 

-1s-



3~. Notcic\ó' .... : 1f es un c.o'f'ljunto de números P"'i""'os. Tf, el c.on¡uriro de 

tocios los n.lme.<os pofivnos 91.1e. no estcÍ\'\ ef'I 1L 

Tf(~) e\ <:0V'lj1.mto de Yll.Ívne<os 9ue. Q.ividen e\ 

o'l'de.1'\ de;¡, vr'\ -a~upo Có. 

S• \:XI es dh1isi\:i\e ?º'(' n~m~<os p<imos efl1T'. 

:3"1. Teo(Gima.: .:¡ Si <ó es c.:G\\Lo c..ovi l et>\= Y'l 'I vYl 1 n, et'ltonces 

CÓ pose~ UI'\ Úl'l1~0 S\J~t<.Jpo de ofde..-. m ~ é!.Te es c\c.\\<.o • 

E ..... paA\co\ar, todo suk>¿i1t1po de. (ó es c .. a .. radetí.stic.o • 

iL.) Un ~fupo abelia.no es c.ídic:o si 'I sólo G1 

todos .sus sub¿¡fupos de Sy\ow ~oYl c.Íc\ic.os • 

¡¡;¡ 5¡ ~é: G:i y TI'(<x>)={p., ... , pr}, entoYl(e5Xpuede 

repl'esentarse.. en fofmo.. Jl"lic.c... como it::=.X,X.1 ···X ... , 

doV"1de Xi es Ur1 r• -elemento y .:r.: c.onVV'IVta. c.OV\ Xj 

\~ ~)j:: (', 

Demo.sttac.;ól"I.' 5; <D e~ eíc\ic.o 1;1ntonc.es <xJ>== (¡i y IX\ =n 

S upon3avnos c¡o e. vnln entonces c.onside<"en'loS los Yl'1 

{ 
;.'Y. •l .-' 'Vm) Jiy.,., Rn/.,, 

elementos X mJ= \:X , 1~i..$\'Y\. Si X =X 
1 

1*j,lf .. <'W\, 

ncJ-lfvm 
e .... tonc ~ s X == 1 \ 0 qoe. '""~\\e.o. que. n \ 'fl (j -rwm , es 

decif', rym (j-1\')=nt de c\ 0 .,,..le. j-~ = mt", p~•o \W\~\ic..o. 

9ue. t: ""º y C1 que 1*j 1 ~$vn, ~11to11c.e.s j-l(:::::o, as( qoe. j.= ~ . 

~'"">\ pot"Ta:nto l<X ==-m,po'l'lo <¡oe.V..a'jl.lVI so.Jlo~1ofoc.!c.\it0 <ó d.e.a~óe:t\l"fl. 
-16-



S..,f·o..,gO.vnos c¡u e 

c¡11e. <~(,>=k 

-. _, " { ti r,, r.., 
k\ =.\'Y\ ' l( = X X V 3 - ._- - Y _ , , ... ,A. l~Yifn 

Y", < ~ < c3 < ... <f .... Po, a~""'º~h-ar 

v'1.::::cx· '(j)l, l. e. .-i.· 1 ~ 2 :$."'"' 

po<"' e\ o.\3o<ib>110 <le la cH>J\sÍÓvt ~=f. p +b 1 o~ b <(, 
<j l':p+b ( '•)PX& 

entone.es X =X = X lo c¡ue \""rlica. c¡ue. 
vij-1';¡') = vb l'l ~ 

-'\ ;\. 
1 

Co VV\ O ..:r ~ - 1 
p e:_ I<, Se. ti «.r'l e. 

b 
X f; k. , p-e.'fO 1 I r¡ k '(, es e V'l'\IV\imo va\o'( ta\ que X 1: • 

<.l - ( (j) p 
o. sí q u e. b = o . . X - X 

1 
o. a e.,.,..., d's f' = j 

en po...ticula<" 'f.., = ( Y-i) m = n, óe doY'lcie. '(1 = Ym 

.'. Todo subg<upo ele u'(l 9fupo c.(c.\ic.o es c.Íc.\ic.o. 

Pe'( ~ltl\'l'\O, Sea. ~ ~A~tCG) 'I se.o. XE- <ii to\ ~ve ()()= 6, 

si </J(X) = ;r,.. en-\-onc.es ~ex}= e r/Jcx1)5= X'rs . 

.". Tocio sub:¡fupo de <D e& c.oro.c.+~d.stico. 

ii) f. l'l portlc::ular, 1 os sub~rupas ele. S'flow de CD son Todos e.a' el ic.os. 

Ivwe.tsavnente, Si G5 es un ~tupo a.be.liana c.OYI sub3fllfOS 

ele Sy/ow c(clicos P•=<x•>, \~i$Y', es ;....,m<!d.ia.to 
'(" 

'file el elemento X=X,X .. ···Xr tieVJeOY"den Y'l=1ilf'dJ l'eíO l~\=YI 

por e\ +e.oíema. 31,. por lo que X 8eY1t.fO.. o.. <D :. (o e.s c.Íc\ico. 

¡¡i} Seo. <Do=<:<> 'fUe. esc:íc.\ic.o po<e.l ;"c.\so OV'itefio(", 
, / ' , J 

si e.><i&t~V'I p¡- e\e\"Y\1Znto.s .{"t .e.Y\ (o o T<:l \ que X=- {',X"- ... .:(' -r 
1t 

alil.ner-o. a <óo eV'ltOV'IC.eS X==,.(' pa('O. alaurio. r 'I a si' 
't: x=x,x ..... x ... clo..-.ae. x.=X.: .es Ur"\ p¡-e\~.,,.., .. Ylto, l*'.t~C 

Covno c.ado.. X< E. <i'>o.) eYltoVlces estos .ele.mE1'\tos <onmuto,., poi' f'4i'e.jo.s. 

-17-



Suponemos que. x.i: u/u".~:.;.'U~'; eón ll.• un pi- elemento y 

u. 'º~muto. c.on uT, 1 ~ {,j~ ,.. 
E sc.ribimos lxl = p~i~i. po..'l'o. entel"os ap<opio.do.s e<,CJ.~ 

e• 
con C pc'. ,~il = l entonces 1 X<\=\ U~ 1 = p• y 

Xj, U.j tienen di'JiSof' de qi. Pª'" L =/: j 

P ~.· C '4• ~; 'f.¡ x'f• 'J.,· 
or to.'flto X = X,X ... ... Xr) = X, Xz. .. · < =X(· . 

D ' e¡.,· U !f: X '1.: U 't.: e modo al'\o.lo~o X = i por lo que ¡ == ,· 

E sc.09i e.l"'ldc k ta 1 9ve ~¿ K:: 1 ( mcd pe'), se si9ue 
<¡.¡K '1<1< 

X,· = X< = U..: = lL ,· ,', X; e.s.t¿ deteiminadc. Únicamente. 

35.Teol"ema: 5¡ t-odo sub~ivpo de Sylow de e¡) es normal 

entone.es $ es e\ ptoducto d¡,·ec.to de .sus su~fupos de S'{low. 

Demoshac.ión: Sea.1\'(<i>)={P•,P-a 1 ... 1 p~}, p<>r hipó°h?sis un 
~ 

p-9rnpo de Sylow Pi óe. $ es normQ\ en~, \ ~ i.t:'(. E"'tonces 

f¡ es el Ún\,o p•-sub~rupo de Sylow de. <O 1 por elt-eorema de S't\cw1 

co\'ltiene c.o.L\t\ pi.- ele.mento de 4>. Pero si Xf: <i> 1fC<x>)~IT(~) 

y X= x,x, ... X., donde. X¡ es on pi.- elemento' 1 ~L.!: r. por 34. iii) . 

Por lo t-cini'b Xi~ Pi y X e P,f' ..... Pt es uno. 1"~pf€Sefltcic.io'n Único. 
1 

. . . <P ::. p' P .... - • p" . 

A ciemcís,, e uo.\qviei" p<oduc.to ele. los Pi - ~'l'll¡>os es un sub.9tupo y la 

iterada aplic.ac.io;n del i-eorema 18. irnplic.a. 'ivc O¡.::P,P .... P;-1P1••·- p,. 

es un pl-91upo,1'!.tH. E"<\tonces Q;,nP¿={i}, 1~i!:( y por- -el 

+-c.01'41.YY'IG\ ~\. S« sigue que 4' es el pto.Wc:to dh•ccto desu.s sob~fupos de 5y/ou.J. 
-IB· 



3~. Teotema.: ( A"~<Jwie~'ro d<: F10..\tiY\i) · 

S; ~ <l Co '\ P es un ?" S\l'b~1upo ch. s 11ol.I) el e. \\, 

eV\tonce.s 

D e""10.st1ac.;o'V'\ : 

CD= N t~) \t. 
e¡, 

Pa'ro. XEi CD, tenemos p"~ 1-{= x'~.ic = \-\ 
yo 9u e. ~º"' ni f~t-:sis 

Co.,...o \ p"\ =- \1'\ , eY'tonc.es 

, 
y qs1 

a fl .po'Í l..lf'I e.\emen.to d 
po<" e.\ teo,.-12.YY1c:t de S'l low. _, 

X ~ x~- p El"\tonces P =: P '1 ¡oor ta.n'ro P -

de do..-.de. . X~ 1 E: 1 (p), corno X= (~~') !:J y 

X e.s orbdtafic i.Wlp\ico. ¡oo< \-a.nTo <ó='i(P)l-\. 



?J7. Definic.ión.: La Se.f\e c.e1'ha\ e.si'a'. ae.{tY\ida. ?OI" la te.9\0.. 

Zo(G) =1 

:Z, CG!l =ZC") 

2: Uló): es la \w.o.aeY\. ·,Metso.. ~Y\ <O de Z( %;-1CGl) i> 1. 

Obse.Nac..\o..,es' .5"upon3amos 'ftJe :Z ¿{(jj) <1 Gi ento~~es ,existe. 

Ji: <i - %,(Gl} ta\ c¡ue. 

9 ~ 9 °Zi(<D) 

p e1'0 2 t+I (6) = Ji.-/ ( ¿: ( %¡(6¡)) 

-·· 2L.tl/ = 2 ( ~·(<ó)) .¿,. (f;) ' 

Como 2 ( %¡(Gl) es el centro de. %, (<ó) 4.ntoV1ces 

2 ( ~;<<ii>) 4 %~ C6) , po< e.\-\ e..o<.e.mo. d.e. corn:spondencio...,., 

2i.+1 (G) <!<O 'i fºI" c.ons1ruc.c.\ón set¡ ene. \a 

sede c:.eY\1fa\ asceooeY\te {1) =Zo (G) c.2,(G) e··· c_c"' (6)Cln+1 (G)C ••• 

3S. Teofema: l'\ ce..,tro de un ~!upo es un sub,!VVfº c<Jl"octerístic.o. 

be.,..,,osttación: Pan¡, u-n aotomorfisv-no szl, <D ~ = e¡, 

'I para. Z. e "2 (<D) , X2 = 2X 

Xf2f2sz! ~ (X 2f = (2X f = Z¡z¡.tJ2f 

Z9J E. 2 (~) P°'"ª cE. 2C<á) 

-:,io-

t' Xe: <ó ~nto"1c.es 

;f X E. <i> , p o< \o 91Je. 

-·. :z1~) ~ 2 (e;) . 



3q. Teofemo.: il S; \..\ "~har K 'J k. cha(' <ii, enTonces ¡..¡ c:hc¡.- e:¡,. 

it) Si \-\ e.ha< K y K <I q,, entone.es li <I <P. 

iit) Si H-4 <l:>, entonces <;2$(H)"4 lí>, r) i:.4of((a). 

\'/) 5\ H SK sub~YUpos ele $ fo.les '1ºe H- c:hav <f> 

't l</1-\ cha• c&>/lt entonces k e.ha..- <ii. 

Demost'lo.ción:OSeCln cp e Aut(q,) '/ ~: I<--:!> k 

ta.\ c¡ue %><K)'::.K enf-onces ~CHl=H y ~(n)::::h=$'D01J, 

como tiene la. mismo. 'fe'Jlo. de c.o<Y'espondencio. H~= l+ 

-·· H char Cp. 

ii)Sea 'iie4i, comok4Ci> definimos ~(id=K~, Jf.t:k 

entonces $21~ e Aui"Ck.) / de donde. H ~ = \\ , lo 'l ¡Je 

imp\ic.o. que 11-~ é <:p h'3 ::. h~ E. 1-\ .• 1-\ <l C'P. 

ii\) Si 3 e <{l el'ltonces j'lf~= H, seo- rj; e A uT (<D) y ~é {p 

existe ~,E t:P tal c¡ve ~ClJ == 9 1 as( que Hs~ H, 
ap\·, cando ~, tjJ ( H~J = ~ (H) , pero 

</; ( 1i) = ~e gf
1 H szS tjJ{~'J =- <¡_, Hj = H91 -·· l-\'114 Có. 

-.:n-



M 5 e.o. </J 6 AutC <il) eV'tonc.es 1/' = \-\ . 

seo. (j: Cb/H -- ~/¡¡ tn\ ~ue. <f) (~~)=e/>(~) H. 

( K/11) ~ =- Kjli "1mplic:o. 9ue cp ( 1dl) é K/H 

pero "(f (K H) = <P (R) 1-f entone.es </J (") 6 K 

:. K c.nac <?>. 

40. Teotemo.' Cnc!o. 'Zi (q,) es un sub~nJpo característico de $. 

D emosfr4c.ión : Po( \nc!uc.c.ió'n sobfe n, 

seo. C/J e. Aut (<i>) 
rp 

z,(G>) !:c,(Ci>) Pº,. ?iB., 

f/J 
entone.es z. (a>)~ Za (<D) 

I 

z:((p) !::. l!n (Cj>) 

Pº'" 'nip~te¡;is de \nduc.c.ión 1 ahol'"a tomando 

H = 2.n ( 4') y K = Zn+d<i>) en ~'l. \11) 'f poi" ~e. 

nuevo.mente, se concluye Zn+1 Ca>) chal'" <¡>. 



>·::.o;·-·c'.C.lc{--- -:-;-,>--;--,---·-

eª~·~ c. +e;:ic{~¡~"~ ~,+ ~~~i'-~ ~w ~ós n "1 \ po +~vites 
'· ,, '.:C~·: -e-.• -:::" -:,.~.~-,: .•• ,,<,, ,-

, ·~.t.' '~-:.: __,:,;¿~~: --·~·-

41. bef iV\ició~/ QVljc~tq''f>a':~·~ ,e~ ni\ poh.ntE. 

~ ¡ \~ ¡~<\e' centfal d.esc:.e.ntieote. 

(O::: ¡_,(cD).2L2<6)2 ... 2 ··· e.s to.\ que 

L wi (a;) = {i \ f'ª"'ª a\911110. m. 

Si Yl-tl es el vn{11iwio vo.loi' de. m <¡ue c.ump\e. 'ºn \o. ú\t\mo. 

c:o,,dic.;ón, entcn1ces n es llavnach la e.las e de <O. 

-f;/.. Te o tema: iJ G es nilpote,,te. si 'I ,¡;¿¡.,si Z vn (G>) = <O f.o .. m. 

iil Si <ó tiet'le do.sen, eY"1to11ces n es.,_¡ me11or entero 

ta 1 q" e .Z .., ( 0) = Co. 

Demostto.c:ióV\! Seo. Gi "l'\i\pot"ente d.e d(~):n, 5.e.o.V"\ LiC6l=Li 

y~i(Có)=c~. Demosho.t"emos c¡ue L11-r1-f'~lr ii'r. 

Te.,,ernos que 1 = Ln-H =20. Suporiemos por iYidvc.c\Ól'l 

que LV1+1-i. ((,;,,.?:¿. Po( el t.uirema. .:is. L11-i/L11+1-•~'l(~.,f"1-d 

P 1 • , CÓ/ ' d en., º"' o. presente suposic.1on /.Z;. es 1vna3er1 homomorfic.o. e L>1•1-<, 

de dol'lde. L n-i 2¿/z¿ f:. 2( o/¿¿). Pof" lo tal'lto 

De. do"' de. Te\'"le.Woos c¡ue. 
. , 

Ln-L !::Zi+I, p<obando \o. afi<YnClC.101'\, 

par \o 9ue se. s•::¡ue. 9 ue <e= L, s :z,... f'ª'°' ¿ = n-1, 

'j e'f\ C.oY\SecueY\c.\o. Z,.,l<O) = <P. 

-:l.3 -



Inverso.menTe, Suronemos c:¡ue 2m (q,} = <P p"'-T"a e1l3Ún m. 

Inferimos 9ue LY+I !: Z'""-l'". Tenemos c¡ue L1 =$=:;cm ; 

Supon~o.mos <JUe L
0

1EZm+1-i. Corno Li+I =[L.;, q;J / 
"tenemos que Li+I €.[Zm+1-i.., cp]. AJ..ol'"O. f'º"' ~"'· vii) J 

[Zm+1-L, q;J G2'. rn-i. '/ª c¡ue .2'm+1-V.Z,.,,-i ~z(%rn-J 

Pe(o entoY\ces Li-t-1 ~:Z: ..... -i, p,.obando lo.. ~fi<mac:ión. 

En particula(", tenemos qve Lrn+t!:..Zo =i 'f por 

tanto m?n. Asi', n es el menor entev-o tal qiJe 2.-.(4>)= cp. 

'43. Teorema: Se<>n e¡;, y q;,_ dos 9rupDs y N, 4 <ii,, Na <J 'i>z. 

entonces ($.x ({lz./N1xN2.) ~r~•/N,)x (<h./l'lz.). 

DemostfOCión: Cor\sidtremos lo. opli<.t\dÓn ~: <P• xtpz -( <Py,¡Jx (fio/t/2.) 

dad~ poY" (x,,X 2.)1-+ (X,N,,XzNz.). Es dato que r/>es homomo.-fismo. 

~(O.,,b,) = I <:::=> (a.Ni., b1NzJ = r~> a ... N,, b1t.Nz. <==Ha1,h1hN1xN2.. 

· · ke-r (/> = N, xNz.. 

Sean a,~ ip,, b1 .. <9z.. y (a1N1, 61 N'Z.) 6 (~J;N,)x (<Py,12.) 

entone.es ( a1N1 1 b1 Nz) = ~(a,, b1) / por tanto sz5 es 

supl"o.yecti'I~ y poi" el primer teo,.ema. de i50morfismo 

($1x$2./!l11cNz.) ~ ($fN1}x(<P2/!1z). 

- ;¡'f -



44. Teoremo. : Si H,, H"l. son dos c¡¡Y'upos entonces 

Z(H, xH2)=Zflt.l x:Z(Hz) 

D emostra.c.ión: (},, iz) €. Z (H1) X Z {lh.) si y sólo s\ 

.Í1h1=h1.1'1 lfh,E.H1 y ..f"2hz.=h-....Pz 'rf hzE-ltz 

si 'I sólo si Ci1h1,lz.h,)=011P1,h2.Pz) Yh,.:H1y.ifliz4óH2 

s1 y 5Ólo si ( ii,J"l.)(h,,h,.)=(h,,hz){/,,fz) V(h1,hi) e. lf1icltz 

si 'i sóln si (J,,J2 ) t: Z(ft. xHz). .•. ZfH1xHzl=ZlH1)xZ(ll:z). 

y.,,.1,z, ... 

D~mo.stYo.c.\Ón 1 (J Sí n=I es inmed\a."to Pº"' el teorema 41. 

ii) Suron9a.mos por hipótesis de inducción que 

ZNH1x Hz) =:Z<CH1) X cc(th). Poi- demosTY-a.r qlle 

.2 itl (H1 x Hz) =.Citl ( 1\,) .X 2: ltil lh) • 

··• ( 7 ( H1xffz )} Poi'" def iniciÓn 2 i+• ( r\1 x H .. ) = j¡,, c.. Za thx 11~) por lo gue 

• -1 ( ( Ha X Ht. J) , • , 
~ i.+1 ( H1 x Hz.)"" J¡ ... , Z z <tK•l" 2 <(Kz.l poi'" hipotesis ele ind1.1c.C1on 

= j¡~, ( Z ( H_:,.zc.< Hal x HYzWhl)) por d teol'"erna "I 3 . 
• 1 

=Ji"-.1 (2 C11.V::aw1-i1)xZ(o/.t.alb>)) potelteo.-erno. 4+. 

= j~~' (2 ( 11}2:c11,1J} x j·~ 1 (2 ( "Yz,<11~1)) 
= 2.ir1 (H1) X :CLt-l (lh) 

:. Zn (H1x~z) ==rn(H1) x~n(H::.). 

-=-



46. Te.o<emo..: C.) 5..,b2'"fºS e. \mG.je.rtl!.S hovnG>V"flÓ<'f \e.o.e;. de. 

::J Npos o\ \('oh.,·üe.s so<1 Y\Ü potentes. 

Lt) E\ p<od11cTo d.iie.c.\o de. Jlupos r"lilpotQ.l'\tQ.S -

es ni\pote..\'\te. 

Lit) Tocio f-~'"f'O 'l..S ni\po+el'\te.. 

De.""'o.S:hac.io~ :Seo. ~ uY1 ~'Uf"' ni\l'cte.nte., 

i.)o.l5i \\4 (¡¡,se s;;11e yo.1e. Zo =il} s .. ""'"'!".._"' 't1lvio..l""1Wtt~ ..... {tf 

S"f· f'O>' \\. I '1"<4 2.; ('-) s._ '"'"' pe..o.. ~ C< (. %), Pº'° 

demosh'li<' .6 ¡ + 1 (<ó ) ~ '2 <+1 ( <óAi) 

Seo."' 2i+1(c;) = j.:-
1
(.2( %,c .. ,)), 

2 .:+1 ( o/fl) ;:' J;'( z ( ~-(.o/}ll)) 'I e\ á.\0.310.""'-"'-

G~o/¡.¡ ~"z 
~ h Z<(o/n) 

z ( %tt6)) q> 

cz.V\ tan c. e. s cp º J t = :Tt 0 <f> 

Se.o.. :J é ~t-1-1 (<ó) =/> j¡_(J) _6 2 (%¡(e;)) 

=> lf · j,(~) ~ ZC"%c%1) => -:r~ • <t>c~) ~ z C"%,c%J) 
-1 G ) ) => C{J(~) €- Ji Cl ( vy~L(o/,q)) = í:h+1 ( c;./1-\ , 

de. doV\cle. 2..,. ( o/fl) = G/J.! I'· o.. Y'\ G.'Z. 



b) '(" e.,.\f i <¡U<.VY\OS e¡ u e. s t H {Ci> .Q.V\ toV1c.e 5. L; O\) e:: L; ( Có). 

Ob,se..,-ve.vvio.!> ciue s\ ¿:::.¡ e-:. obvio. Supon~¡ci..,..os f"<>'I" H.r. 

'JLIE. LiU\) L¡(<ó).Consi<laremos L+1(H)= [Li(I.\), Ci>J 

entonces L \+\ (\\)=e L¡ L\.\)' <i>]c:.( Lí (6),,]"' L;~, (~). 

:. Li-r\(H)C:L;+dCol. Como <P esl'\i\yot~Y'l°le.~exisTeY'\ 

to.I 4ue. Lvi+1(~)= 1, lo c¡"e "vnr\ic.a. 'J"e Ln-r1(\.l)""l 

1-1 es oilpctente. 

ii) Sea. {H.:)."', uno. to.VI'\\ \\o. ~e.~ (upos ni\ pot'1.ntes, 
1 

o) Si Y'\-::.\ -e.aº"""''º , b) Si rp::.;t, seaYl I+, .., l·h tal 

"l"e rVV1,(l\,)=li1, J!,.,,. 2CH2)=Hz. c\CH1)==-..,,, 

'I cl(Ht).::::: n"l-z ~ Zn, (!4,x\-\1.)=z ... ,(1-1,)xl",(H,)::. H1.xH1-J 

po-r Teo1emo. 45. 1 do"'de. f"l 1 .::M~x{w..,mi.}, lo qiJe. 

I-\, X \·h. 

e) Seo. son ni \~ote.fltes 

'{ n rn=ma11 m;J 
1 

entoY'\ces. po-r b) e. hipótesis de induc.ción n 

7! V'rl ( 1f lt~ x H.,) = .Z r>'\ (rr\1¡) X 2..,., ( !-\.,)= ñ1

1ti X H.,::. lf\\"' 
1 r'\ ' ' 

• 1T \\i es ni\po1ente. 
1 

~i.~) 5 i 'P = { 1 J ., o ho'I "'cida e¡ u e. pto l!:>av. S ~ Q:i i= { 1 ! entom.es. 

2, (G.) =I= ÍlJ por 30 •. 5¡ %,Cf.};6 -{1J 

2y2
1 

= ~ ( ~¿:¡:,) y :Z, ~Zz 



contiV\uO.v'IClo e.\ pc-oc:eso coY'lsTru'imos uV\O. setie. c:.ent'l"o.\, 

si Z!:;:;: CD e."'tonces <ó/zi e.s un p-grupo notriv'10.l,portanto 

2.:+1.;?2'~ 1 Pº"° C.OY'ISÍ~viente.. z'(" = 6 ?ª'"' a\3JY\ Y'. 

(Ó es n\\potente . 

"1'1. Teo,..emo.' Si Ges nº1lpote.nte. y He ID, entorices ~(H)~ H. 

Demosh~c.'1o'n: Sea.¿ el l'YlO.'jOí" ente<o ta\ c¡ue li ==Zi (b) ~H. 

E.,tol'lces 2.t. .S $ y, c:oW10 <O es ,..\\potente, f-.e:nevnos 

9ue :C; ~Zi+1. Pe~o [Z~+1,<P] G:C¿ pi:>'I'" el tc.ote.ma. 

;;lió. vii) 1 lo 9<Je i,.....p/ico.. 

el te0Ye.YY10.. ;t~. vi 

9 ue. [2.:.-t-1
1
1-\]s.H.Ypc.Y' 

2¿+1 ~ N U·+>. Si ... e.W\bM~O 
e¡. 

2. i.+1 $ H Pº'" nuestfa. e.\ecc.\ÓY'\ YY'IO..x.ima.\ ele i. , 

Pº"" lo 9ve. c..oV'\cluimos N,. (H) :fZ H. 

-'18. Teol'ema.: Un ~yVpo G:i es nilpotente. si 1 sólo si es el 

pioducto d\<ec.to de.sus sub3<uros de S'{loLW. 

Demost<a.cio~' S; <i> es e\. ptoduc.to airee.to áe svs 

sub~rupos de 5 '! \ow, e1'1ionc:es <O es ni\~ote.l'\te po'I" 16. it.l y iii). 

loverso.mente, si ~ es oi\poi"e.nte, p1oba.v€mos 'I ue svs 

5ub3~upos de Sy low son normo./e.s en {¡¡_ 



E Y\ ve'!"dad / s\ P es un p- subgtupo de S'j louJ de. <'.O , 

y H=~(P)c <O, entonces N=~(H)=>H Pº" el 
teornma. 41. Pe'fo P es un p- subg<upo de. H y 

H<IN, a..si''tue N=HN(p):::.1-\·H=\-\ poi" el 
N 

teorevno. 3 lí5., 1 o e.u al es UV'la. c.oV'ltv'adic.c.\Ón_, .·. P<t Cii. 

A h.o<a. <D es e.\ P"odoc.to d\ '(e.e to de. SúS svb9l'upos 

de. S'l low poí e\ "t-e.ov-evno.. 35. 

"IC!. Teo\"~ma.~ Todo subc¡fupo l'YIOJCima.\ de un 'lt'"upo 

ni\potente es noV'ma.I. 

Demost,.ac.ión: sea. M "" sub~fupo rna.xivna.I del 

'j'lupo ni\pctente. <ó. C.ovno ~(M):;¡;>M 

entonces N (M)= CD. :. M4 a.. 
G 



50. Defi'l\ic.\ÓV\: u\'\~ <;e.1ie. <:¡,:::. <ó.:a CZ,2 ... a (i¡.,..=-{ !} Se. llo.'MO. 

V'I01''Mo.\ óe CO,sico.clo.~t ESOl'\so~1upoV'lorma\de GH, \Ú*n. 

Los ~ tupos f actoi"es "''~;. so"fl l\o.mo.dos fo.,tcte.s C.V\ la se ti e ncrma\. 

5\. Def in•c.\ÓY\ : U"' l'P"Pº e~ !>imple. / si G> 4: { Ü ~ no c.onti e.1"\e 

a\j.J't\ svl::i8Nfº tlO'C"tno.\ t"'IOf\O. 

5J... De.f \V\\Ú~Y\ ~ U'l\a. set\ e \"\Ol"O'\A\ 6 = <é>a :=? e¡;• 2. ·· · 2. (i;V\= fl} 
s.e. \\o.vno. de. c.ompos.ic.\Ón, si e.a.o~ t¡,;. es UV\ sub31upo 

VY\ o.X:' VV\Q \ <aV\ (Ó '- -\ • 

53.De.r\V\ÍL.\o'Yi: Se. \\o.mo. s~upo de. f;"o.ttin\ de.vV\~illpt> G, 

o. \a \V"lt-e-<sec.C:\ÓY'\ d.t¿_ todos sos ..::.1.1b9rllpos, 

yna.lC\ma.\e..s c1e <O. De"(lo"ta.do po'i ~ (<9}. 

-3• -



54.Teotemo.' El subatupo oe F .... a.itivú ~(Có) de un ~tupo 

ni\pote.V'lte. co't'ltie.ne a\ sub~topo c.ovwnvtado(.' 

Demostración'. Todo solo~<1.1po YY'\O.Xirno.\ M de U'I'\ 

~'lvpo ni\pote.nTe es un svb?iüpo no(mo.\, \ 0 

q1.1e. 'VYlf'\¡co.. 9ve e.\ fG1ctoi <P/M ri~Vle 

o"(de.n ?f\vno~ e.nt'onc.es $/M es a.b-e\\ano, 

"f po1" e\ te.o<e.rnCl. ~~.Vi) ·w"p\\c.o.. 9ue 

[eó,~]fi/VI V-M VY'la.J(.iYY\a\, pi:n-· \ató.Vito 

[4', e¡,] f;; ~(6). 

55.Te.ov-~mo.: S; ~(6);::>[~ 1 4>] eV\"tonces to~o 

sub~t'vpo 'O'\<l)l.i'""o.l ck <'.i> es V'lotma\ -

DeMostfaciÓI'\ ~ ~(~) :>[~,<é] y M e.s IJ>'\ sub~ivpo 

maxima\ d.e <i>, e'f\tonces M ::::> [G> 1 G.] c¡1.1e i'l'f"l?\\CA. 

que M 4 CQ. 

56.I:>e..fin\ción: Sea A \l'(\ sub~~upo Q...-. A<Jt($) y seo. 

<O= a> .. ;;? <Z, 2 ... 2 ló"' = {l} vno. setie.. "'""<ma\ de. <P. 

A estab·,\\ea. b set\ e, si cada. e¡,~ es A-in-vat'Íaf\te y 

A actua. t'i\v'1a\mente sob'\e cada. fo.c.toY- (()?"G>i., 1-=i.~V\. 

-31-



ObseTvaciÓn: A estc:Ui1\\z.o. \o. sede. y¡onnal de 4i. 

Esto es que A actua.. tfoiiti\mente .sobre 

c.aóo. fac.tor <:Z>•-Y(p• , \ = i~n. 
Sea g> E A , A e Aut ((p) to\ 9ue cf>(~;) =- ($¿ , 

es dec.ir, e.o.do. <:pe: es A- i.rwav-iante, eV'\Tonc::es 

ex\ste </Ji.: <D•-y'¡p¡ _,.. a;•y<fi; tal que 

</>i(~Cf,L)-::=:. <P(<J) e¡,; 
1 

~E ~(-1 

</J¡ esto: bien detinitla. J rves s\ hay dos c.\ases 9o.1e 

c.oinc.iden entone.es e.&to.s también c::o\nc.\den en \o. 

íma9en / es dec.i\, 3 Wi == J' <Ei. entone.es g;-g $i. = Ci>i. , 

1 o c¡ue implico. que ~;~ é. áit aplicando fJ , 

r/J C t!) = <Pcii'rpíJ J é <ii.: •·• <jJ<¡'JéiJi. = </;~> tPi. 

57. Def\~ici~n: [ \\,f\J es e.\ su~1llpo de !". 9enemdo 

por tocios las K'h~ c:cn hc¡_ft y~t;.A, 

clonóe A es un sub~Npo c\e. A ut((p). 

-3~-



5B. Lema..: Unsu~tupo A de AútCGi) esta.bi liio. la. se<ie YloYrnal 

<O = <'.óo 2 <O, 2 ... 2 CO"' =-1 i) si 'f solo si 

A '('¡O(YY\ali20. coda.<'.Oi. y [Cct.,i] .s Coi.-t\, o~ (.·~n-.1. 

D ernost,..o.c.ión : Se.a Gt = <'.óVw<+1 y seo. X 1 a. 

•1 vnagen el"\ G• Je.\ -e\e.YY\el'\to X de Gii, .entoY\ces 

A estobi\lzo. \a. se<Íc. si A V1o(VV1alii!o.. e.ad.o. c:ói'i 

tlCx)= X V-xe. ~.:./ $2Sfó.A I o~i~'l"I-\. 

Si '/ SÓ \o si [X, ¡z5] E cp¿.¡.¡ 

o~l~n-1, si'/ só\os1· [CO•,A] f;; CO<+I · 

59.be.f\nición: U"'grnro G3 se \\a.W1C1 solulo\e, si Úl he.l"le IJtl~ 

sedeY"lo<mo\ Co=G:iozG,=2. .•. 2. (év-::.{11, .e11 

d.o.,,tie e.o.da fa.c"\eí (gYGi;+1 es d.e ord.e"('I ~f\'mo. 

Go.Def<nic:iÓn :Un ~v1.1po Gi se llo.m11 supHsolub\e, si CD ti e.ne una. 

Se(ie Y\O(ma\ <O"" IÓo 2. (é, 2 ·•• 2 G( = { 1 J, 12.n donde 

c.acia facto'{" léVGi-1 es cíclico 'f c.ado. c:ói4 <O, o~i.~(' 

<Dl.DefiY'l\c.iÓY\: (S<Jb3fupo d.e F\1\-\ng) F(Cii) -es e\ 

5ub3tupo de <ii, 3ev'le(ado portoóos lossuhgtupos no<males nilpotentes. 



-'··-··-·-o __ o_-,, ___ -___ : _------= 

6t. Teo1ema.: Su. (Ó VY\ 8NP~ '1 P \J~ p:--s~h~fúp~' de. S-ylów de. <O 

~riton~es .S :: ~--~f)·"~'t~~'vp~ ~i (o' te>\ qoe' 
J'tC_e,~ ~I~J~.!~"H.te~'.- su,,.ptopio_• n~~~C1\-.?.<1~~r. 

DevYlo.shncio~ : ·,~·"·~··,;"'~~?': ··~-~¡'·: 

Pon p-sub9,1.1¡;n d~ 5y /cwiJ;~k !~:; J::~{H) 
:> .. :-- -:'·," 

A (H)"" N ( P) • H e /V ( P)Ú~ .-_-•-.· __ H_•_· __ •_--,·.·---,•·· __ -_·. __ __ 

G - NCI+) r;; •- '' /';~· --c.- .,,._ 

- .:,~ ];:· ' 

. H. Teouvvia : S; N :J:1, N et (; 
1 
~ ~; 3 7tp2hilr~te<ite. enf-onces /V'¡¡Z(' );¡;-J. 

h-tVV\O.stfOC.\ªá.,,: 

l•) t•l [ J ,,, [ ,.1ci-•J J 
Seo."'/I/ ==/v.N = N,~, ... ,N ~ 1v ,,<:E, ••. 

d , t 111'i' N N'1) ) e ~c¡1.11 '!.Y\evnos /Y S y S:: Li (fP 

cavno (ji -es <1i\pateflte Lm(~) = 1 p· o.. VYI. 

po< io.nTt> , ~tste l"I to.\ '! 0 e. ;V'") 4= /-' ¡V Cn+i) = i 
de cicnde [ N'"', G] = 1 
JVc"> ~ ;v 11 zc,) :.N()Ur;,)=f=.i 

64·Tcan-Mo.: Sczo. G º" ~rvpo to.\ que to¿o mnxlma\ es notmol 

entcmces <D es ~¡\potente. 

Demostto.cio~: 

s~a. Pun p-sobawpo de. SylouJ de G)) Se.o.. N=/'Y. (P)' 5; ;Ve;, G 

el'\to\"\ces 3M soh9111po ma.ximcxl to.\ c¡ve. .Nc:M, oplic.o..,.do 

e\ teo(emo. ~2. ~ CM)=/V'I ~ 'I°' ~ue !{; (M) = <ii, f'º.¡ ser 

M~ (p, as/ 9Je ~(p) = G , r¡11e. ivnp\1'c.o. ~,;e. p.q <D, 

• · CD es ni\potente.. 
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~5. Teoremo.: Si H 'f K son sub3rupos normales nilpotentcs 

de Cf> entonces HK es normal nilpotente en cp. 

D emostració'n : Por inducción sobre J <p / • 

i) Si 1q;¡==1 es obvio. 

ii) Si 1 <D 1 > 1 , supongo.mas cierto paY-a. n < 1 $ I 

entonces por hipótesis de inducción HK es nifpotcnte. 

Supon90.mos HK =<'.P. 

K nilpotente. ::=) Z(K}j 1 P. D . .2( K} <I <j) 

S ecm ~e. (fi, h€ 2 (K) '1 Y. E K en"tonces 

f~3k = f 1h (3K~f):J = f ~ Kj1
h3 =Kf1

h3 implico. 9ue 

j'h9 e 2(K), :. Z(K)-<l Ci>. 

Seo. N =[ H, ZCt<l] 4 e¡; 'lo. 'l"e 

Si ~e q;, h~ H, kcl(I\) entonces 9-•,._,-•K.- 1h1<.3 = [h, Ki=[ hll, k'] 

il Si N "'1 entone.es Z ( Kl e entfa.liz.o. H 

entonces 2(K)C:: Z(HK)=Z(<j>} -> .2 (e¡,) =F Í . 

ií) Si N=!r-1 entonces t.JcH porque [h,K]= h- 1 {i 1h~)¡;f\ 

Seo. L ==. N 11 .2 ( H) eniol'"lces N 4 H y como 

H es ni\poi"ente enibnc..c.s Nn2! (H) :!> 1 -==) L =f 1 

como L=JVo:2CH) ""> Le N 'f Lco:C(H) 
Nco2CI') 

=) L cZ(HI<) = 2(<$) -) 2(4>) ·=H . Z(G) es r'lilpotente., 

po-r'fve es abe.\io.no,. IPhCCi>l es nilpotentc poY" hirótcsis 

• • Cli es ni lpot"~n1«. 
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66. Corolario: El sub9tupo ele Ci> 'iJene:ro.clo por toclos sus 

sub~1upos norma.les nilpotentes es un 

sub~!upo "orl1'la\ ni\\'o\-ente. 

6r. Def inic:\on: Un 9'{upo 1\ es superni\potentc SI y solo si 

c:o.do. uno cie sus suba1vpos mo.xirna.les es 

un subgv'upo c.o.racte(Ísti e.o. 

68.Teo'femo.: Se.o. H pt:u•o el cuo.I lo acción ele Aut(H) sobre 

sobre l\/~rn) es t'fi'lial , entonces \-\ es svperni\pe>te.nte. 

( H no nec:e.so.riarnent'e ni\potente). 

Demosi°r"aciól'\: Sec. M { H , M rn11ximal y 'i"!:. Aut(H) . 

Pa<'O. JCE M J X~(H} = xv~(H)) pof lo qve 

x·'x<1e ?SlH) ~M entonces XV""' M 

.'. M chaf H 
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-- ..:· ·- .«---'"-·-··--- -

<P r·~··~~~;·•.)A2~.ilp~t~ntes 

6q. Definición: Un cawpo <P es A-ni\?otente. 

/ s·, Tono max.imal ae q, es A-hwario.nte. 

S\ A=-InT(c¡,) oliten11mos la pr\merG\ coro.c.te.ri z.a.c.\Ón de los 9r~pos 

nil po rentes. Se obse~vo. 9ue si A es e.I ~rupo <le automorfismos 

inouc.\cio& Pº<" el ~tupo de F \ttin3 FCq,) er'ltoV\c.es 

A e.stabHiza 1.Jno. serie de <P y f(c:p) es el mayor 

sub9l'upo normal de (ji con esta ptopiedao. 

Para A =Int(<ii) obtenemos los n\\potentes y para 

A =-AutCco) \os 5upe.rni\potentes. 

tO. D ef \n\ción \ Un ~rupo c:f es A- Sy low ele <;>. 

5¡ por" cado. pümo p d\v\so-c el.e \ ~ \ existe. 

un p-sub~rupo de. Sylow ele <P 1<1ees A-inl'ari11nte. 
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ll. Teorema.: Si A es el ~tupo de. automorfisrnos interÍol"es 

inducidos por el sub~rupo Ll ( <p) entonces 

q; es A-ni\potente y .d ce¡.) es e.I mayof subjíupo 

de q; con esto. propiedad. 

be.mostración: Seo. M un sub9tupo rnax\mc:tl de. <P y h E': Ll ($} 

entonces <tih t:: A /.!! s·, M 4 <P entone.es </>.,... (M) = M. 

J..." S; M A' <P en'tonc.e5 h d1 ($) c. M,. 

e.ntonc.es <P,.. (M)=M . 

. •. M es A-irWo.rianTe 1 .'. q; es A-nilpotente. 

Po<- otr'a parte, si cp es A- nilpotent'e pc:H'o A :JWPº de 

autovno'l'fismos i.nciuc.idos pe(' un sub9topo H de G> eotonc.e.S 

'f h ~ H y M sob~rupo rnoximcil se. tiene <Jl.le 

(Á (/\1) = h-
1
Mh =M -==> h é N (M) c;;omoM e.smQXl'mal 

h q 

N (M)= /M 5¡ N (Ml= q; entoncd M~ (j), 
t;;' lrp t¡; 

5; tYr¡(tJ\)=M en"tonees h.;fv1 'I M*''P po-r la 911e hpcrteni;i;e 

a. Tocios los svb9rvpos maximales de c¡5 <J"e no son normales 

i.e. he.4C~) :. L\(<P)cH. 
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r~.Teotema.: Si e11toV'\ces Gi es A-Sylow 

Si y. s<ila si ({)es nilpotente. 

DemostfaciÓY\: Seo. G5 A- S y low. 'f pMa. pi. i:;.11 ( <D) 

e.x·1sie P~ un pi.-sub<J'fUpo de S'llow de ai, pues es 

A-irwarr·a.nte y co'fY'\O .Iv-.t(<D) =A entonces 

V~ 6 (i; Pi.'J =Pi de donde. se tiene H <J <O . 

~ po<' le& "teoremas 35. 'I 46. implican q1.1e 

· · G3 es ni\\1ote.nle.. 

Supongamo.s a'oo('o... 9ue ((! es ni\poterite., pe< €.1 teofem~ 

"16 . (p es el p1oduc.to ai(ec.to de Sus S<.lbf]fUpos de 

5 Y le U) I } l..l ea 0 CaclO.. Cado. SUba(LJpo de s 'f low €5 001°mal 

en G>, po< lo c¡ue para pr'1mo pi: Tf(c¡;), existe :sólo 

vn p- subarupo P de S y lcw de <D. 
~ 

Sea fbéA, como ?}s.Auf(ré) entonces ? es un 

P(Zl=P. p- svb9fUfO de s.,Jow de $ y en consewenc.Ía 

. . <P es A- SyiouJ. 

73. Teorema.' Si G es ni \potenTe entonc.-es lo. seti e 

(i, =.2 '11\(ló) ::> Cm-.C') :a ... 2 Z,(GJ=Zf') :iZ0 ((Ó):: { 1} 

es estab\\i20da por- A=Int(G.). 

l>-emost1aclcn' SeoV\ </Jh E: A y t/Jl t cP ~ %1C<ó) tal qve 
- ¿a;¡..,{");"'.'.'. 
Xé /Z<C6) con XE- :2.:+1 ((O) -entonces 

_, ~) -1 -1 . - -1- 7.(lá) <{)¡(x X =(/)«(X) <1)i(h)/t}iCx){J)1(h)- -..c.• 'I en 

~1 ~ -=z • ~() 
cr:h''ISe1.u""c.'o. X X E:~¡("}. · · X E 'l"h X • 
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r4. Definició'n: Seim \-\,\<. ~Y'upos y "J-':K-Aut(q.) entonces 

el pfoducto sernidit"ecto de \\ poi" \\ es el c.on¡unto de parejas 

(h,k) e Hxl<. bajo lo. opera.C:\o'n binorio. (h,k)(h,,1<,)={hl¡ll1i.),k1;,). 

Al p1oduc.to semi·di<ecto ele 11 por K, Se denoio. H.~/\. 

]5. Teo1'eMo.: Seo.n lt1 I< ;¡"upos y 'f vn homomor-fi5mo de. K en Aut(H) 

Entonces existe un 91upo (j) el.e la forma ltk con fM $ y 

Hrd<={i] t<1I que Pª"ª hel-1, \<.~K,tenemos K 1 hK=~(hl. 

llemasTT'<lción: Se.<m (h1 1X.), ('1.,,
1
y) 1 (h31 :i!:) G H\IK· 

j) (h 1,x>Ch2
1 
y)(lu

1 
z):::: (h, ~(llzl / XY)(h], c)-=(h, ~(h1l't'o (1¡3), X'IZ) 

= (¡,,lfxo,.i Y'x('l'1 Ch3ll, xya)=(h,'& (~1 't'ylh~l),xyz) 

= ( h1,X)(h,, l¡ly (h3)
1 

Y'2-) = (h,,Xl(h,,, y)(h3, :e). 

Pº" tanto e.\ p1oduc.t'o es a.soc.io"tivo. 

iil Corno H y K son ~Yupos, eo::lste (I,IJ E:.$ 

Seo ( h, Kl" q. entone.es ( h ,XJ(l,1)= (h ~ (IJ,Xl = (h,x) 

y ( 1, 1)( h,X):::: (1~(hl 1 x) = (h, X). 

1 o 9ue \.n¡o\\c.o. que ( 1, \) es el elemento identid.a.d. 



íii) E;1iste (a,b) E: C4l, V- (h,X) e.<&'-¡-;\:'\~~ {a,b)(h,X)'=Ch,X)(o.,b)=Í 

por Óef"11'1\c.ion (h,x)(o.,b) = (h~lo.),Xb). Si (a,h) es inveyso 

entoni:es {hlfi"Cal,Xb)"'(I,\\ po! lo que. h~l<1l=I y xb=I 

1 1.J ... -• -1 J) a c¡ue imp\iea. que TX (o.)= 11 'f b =X . e donde 

(h., xl(11'x-• ln1
), x-')==- (h 'Yx Ct'x• lh-'l), 1) == ( h \¡>xi' (h- 1

), 1) 

=(h't\tñ'), 1),,:: (hh-1, \)==(\,!). 

('t'.x-•<K'l, x-• )( h,x> = C't'x-'C h-'J l.¡) .xi (h), 1) =- ( 't'x• (h''h), 1} = l\,\) 
: . el'\ <P ho.)' inver.sos :. (p es 3"'ºPº. 

16. Defi1'1iciÓn: Seo. 1T un c.on¡onto de ptimos y \\un su~1upo de~. 

Decirnos que es un 5rr- su~rtlpo de $ ¡ si es on rr-arupo 

y 1Cp:H1 no es di~isible Pº" primos de.11. También 

llamado subg'l'upo de Ha\\. Cuando 1f==' { p 1, r\ es simp\emente 

un p- sub91upo de S'flow de $. 

E\ S\~uiente teo'fe.ma lo ptesent!lfemos sin Óemosiro.ciÓn 

77. Teorema.: ( 5chur-2assenhaus) 

Sea. H un 1T- sub3tupo nonnal c!e <P entonces 

i} <'.P posea un Sir; sub~rupo de. K el c::ua\ es un 

comp\emento de lt en$. 

ii) Si \\ ó <P/H son solubles enTcnc:es do.s 5rr-St!b.9iupos 

Je cp son c.onju~ados, 
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Obse,.vo.c.°l~nes' · 

O Si ,\¡)Jc=J, >.;g;~~K ¿nfonces l-\x k = li x I< ; 
< n A ~T(H l i . .· .. · o/ ·· · 

. yO:~uei(c·~, 1Xl(·h,,YJ=(h,hi.,X'i) con ~x(h)=h, 
ivnpl\cá. <\Ye \.\xii'K= \.\xK V h,,h?. ~ 1-\ y}/x,y':"K. 

ii) s\ \.\ e's ~V\ Sn-sob~(<ipo de cp 't H pose~ Uflé 

comp\emento ~ "'" Gi, entonces l~\=\~:~\-tr\~':~)=1\\\ 
lo c¡ue. implic.o. c¡ve \e;. es 0n Sfr sub3rJpo Je(¡, •. 

, 
78. Teofema.: Seo. A un TI-J~tJpo de avTomol""fi!>vnos de un 

1\-~tllpo <í5, y supón~t\se. que. <$ ó A es soluble. Entonces 

por cada. p,. i mo pe. 1T( <:¡. 1, Ad ejo. j .. vc..-i<»'ltc. o.l9vn p- sv~rvp• dc: 51 low clt <íi. 

Demosl<<1.:ié"n "· S..:o. q, ~ ~1 roqu,To sem\-Ó\(ec.to de <:¡; poi" A I to.\ 
~ 

que (ii es un Srr- sobjfl!po normal de. e¡,, A -es un 5 11 '- subjf"Pº de 

,ir- Jf ' /'O..~ 
$ , 'I como A es isomot'"fo a e¡, /<$; r:p o ""/~ es soluble . 

.De aquí que !''""el te.or~ma. rr. ( Sc.la·r-Zo.!..senhavs) iiJ, alJÚl'l 
, * ~- /. oTro lT- sub9Y1Jpo de (p es wnju,?ad,, con A-. Como w - IDA 1 

esta c.onjtJ9ac.iC:rt p"e.d.e CXS1.H'>1ÍfSe 9ue c'>td eM {Ó. Á hoi'q se<>. 

P v'1 p-.suboivo1:1 ele S"flow c\e e¡, y .se.a N= N (I') 1 as,' r¡<le w~"" fii>J. 
J 1 - ~"' 

f'<> <' c.\ teaf~"111 3 ~. y f'",. <>n i"cc.r cmo. de i:>a>narf i.5n,os ty/f. nN '.!:: G? (j, 'I 

!'"",.. tantb q A. Como CollN es uo Srr-sub31ura Vl~o,.,a\cleN 1 po< el 

tc¿ofe.""o. 77. 1¡ \..,,p\ico- i¡ue N posee un Sn':.s"h~Nr" B. Pe,-o entone.es 

~ e.s un Srr"...sobBtllf<>cle.G-l<'yas1' B.{=A p<>ro.Q\~JV'I XE:<i>. 

Si.-.. e"""b4r3e., B 4c\a. 1'nvado.nte. fl , yo. 'fue B c.N =tt(PJ 1 "'f €.V\ 

X 

i:onse~ue1'\tÍli A dejo. el p·sub~tupo óe. Sylew P inllafio.nte. 
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n. CoY<>lorio: Si <i> ó A sonsolobles 'f (\q,\,\A\)=l 

entonces q, es ,4.- 5'1 low. 

80. Lema : Seo. </) un automorfi srno libre de puntos fijos de cp, 

áe arel.en -n. E ntooce5 tcdo e\emenTo de <P, puede ser ex¡l\"eso.do 

en la fo1ma i 1r/Jcxl y </;cx)X-
1
pa<a uno. x Clpropiado. en cp. 

Demostro.ción: S; x-1(/JCxl ,:;'f'r/J('f) con X, Y E ip, entonces 

xi'= <P (X l') 1 po'i (.Cnsi9uienie .l('{~ 1, de donde X= 'f. 

E ntonees h<ly tanios e\emeolos d\siil"'lios e'f'\ $, de lo. 

.forma X1 
(j)(x), como hay de. e\erneñ\os X e.n $ 1 'I por 

tanto todo elerne11to ele <i>J puede Se.( ex.pfesado en 

esta forma. De medo a-náloau 1 todo elemento poe.iie 

su expte.sodo en la fovvna c/>(x) X-~ 



8\. Teorema: Si rp es un automorJismo lib"<e de puo"ios fijos d.e e¡;, 

entone.es (/;J deja invariante. un p- sub~rupo el.e. 5-ylow 

de. $, pa<"a c.ado. pfrmo p 6 Tf(q,). 

Demostr11ción: Seo. Q un p-sub9tupo de 51low de. e:¡;, entooce.S 

</XQ) es también un p- sub~vupo <le S'l low d.e <¡, y as; ~(G.)= 'iQ'1 

pa<o. a\'.}ÚY"I 'j E; q,. Pe;-o e\'"\tonc.es </J(G.7.):.:: (/>(2:. )
1 
Q'j r/JU:.) pa<a toóo. 

/;.. 1 -1 -1 
.26 '+'J por el e.ma 80. ?º~e.mes ele.~if 1: ro\ que r/J(z)z.='f, 

en ta\ e.aso Y~Cc)=2Jpor esta c\ec.c.ión,tenemos r/>{G.l)= <Í 
2 

y o.s( </; de.jo. imtal"iante. el Q p- subg10po d.e Sy low de $. 

Ba. Corol<><Ío: G¡ A es cm su'ogrupo de AutCep) \i'tne. de 

~rn"'tos f lj os 1 en"tonc es lf es A - S 'l \ ou.J • 

8:!.. t>e~inlc.ióo: Un ~rnpo <¡ue. notie.ne. sub~ropos c:Macfe<1
1

sticos 

f<opios Y"\otn...,¡a.\es es 1\amoc:lo ~rupo 'araGte115ticoment-e. Gimp\e. 

84· De~inic.ión : SeCl <P ..in ~Yupo, tJ~ Cii y A ~ Aút (CQ) 

E:sro.b\ece.mos [\J, A] =<[ll ,"'-) = ü'u-<- \ U.!oU, .,_~A> 

'j 'rec.utrenterneote. [ tr, A, ... 1 AJ =[ [lf, A1Jr, ... ,AJ, A] 



Esc.'l'ibiremos [V,<><] en vez de [U, {o<}]. 

Si. U=Uoc{ <ji 'fo< i::A y 5 =<A> enTonc.es 

[ U,AJ= [1!,B] = [U, B]AS~lí \f pe 8 
'/°' c:¡ue evicierilentem~l"\te [lJ,AJ ~ [U,B]. 

\O. \l'\C\U5ion Íl\v'e('S C\ 5 e c.Ooc\uy-e.. de. \o. ÍOeYit',dcid 

[ Ll,«13]=[ll,/][U. 1«][ [U..,o<] 1~] paco. u~U y ~,¡HA. 
Desde lue~o U= U~ y Fº,.. lo to."'tº [IJ))J¡Ó= [rJ.Bl -V13(:B 

..¡- [ ]-\ 
Debido a 9ue. [u/; J -= [ ll ~ ¡3 J V-,(' v6 U 
Finalmer'ITe [U, Bl ~ lf 

E\ si~uief\te. (e.sultado lo -enuncic•reY"(\0.5 SÍi"I \o. 

C.otresponoi ente devr.ost't'o.ciÓV'\ , y se .:.ita eri [a] p.1"Z1. 

85.lemo.: Sea G> un 9rupo, AS: Aut ( q;) 'f H {(O 

con [~,~] 5:H pa<"a aljÚYl se/N / .sufic.ie11temrnfe. 3far\de 

y H= l\"<' Y.<><.€. A entone.es H[<i:i ,A] {<P. 

86. Definic.ión: Si A .Z $ es un homorno.-¡;smo y H{ <p crue. 

es irivariante por el sub~tupo '1/1{A) el.e AJt(~) eritotJces Hes A-sub~~upo. 



87. Def ini c.;o'n : LI amo.<"emos A- F fe1tt;ni de. G, .,.\ "ª"'¡unto el.e to dos 

las A-no-~eVle1"ado,-esc\eCó• Denota.el.o fº,. t. 
E"'teY\cl.\eV"ld.o po<' A-no- ~enel"o.dor / todo e.\eme.oto Xé ((i 

qve ve<ific¡ue fª<"a. c.\Jalqu;e<" subc.onjunio S ele e¡, 
4 4 

( 5,x) .= < 5/ = 0 e" uo"'d.c. 

< S,x)A es e.\ menor A- .subgrvpo de. Cf, 

que. conT\ene a. S y X. 

~A (G>) es uo A-.sub~rupo de G ;nva<"io.V'\te. po.m t-od.o 

automorfismo, además~ 

<PACG)=nMi tv\¡ e.5 A-sub~rupo maxima.\ de CP. 

i) S; k::f e"tonces P, (<D) =- p (G) 

1i) 5¡ A=-1$ y <P octJa pof' c;o11·1u~ac\ÓV"I sobfesi'mismo, 

entonces Pe¡. ((j,) = Pt..,t(c;) ( (Ó) es \a. \"t.e.l'"S ec.c iÓV1 

de todos los sub~N pos no,..rnales rnaximales de$. 

fü) Si A=iAutC<P), p (G:i) es \a intel"secc.1Ó-<\ detoclos 
f\,jt((o) 

los ~ub9;upos ca'(a.c.terístic.os maxima\e.s oe e¡;, 



8S.Teo1emo.• Sea A un subg(uro de AutCq,) eotonces 

~(<P) es N (A)-1'.nvariante. 
A Au"tla>) 

D emost<acicV.: Como ~A (q.) = flMi, M; es .4-.sub~Ytlf'O m11Kim11I de G, 

la a f i1maci¿n queon<"o'. oemost'l'Clila., s\ f"<ObamoS ~ue c.Ua.\quÍc1" 

o< € N ,,_ )(A) nos tYCIV"ISforma. un A- max.ima\ e11 ólro A-maxirnal. 
"º' (<¡; 

Seo.naeA, ..<: 1
a<><::t:.A '/supongamos que O((M)noesA·rM1-i111a\ 

ent"c.nces ex\sie M' A-mo.xima.\ ta\ que <><(M) e N\
1 

'I 

o.c-1a o<. (M)-=M, por lo'lue a[o<(MU= <><(M) es 

A- sub3wpo entonces o<. (M) c. M' e ~ c¡ue im?\\c.a 9ue 

Me: c.(
1
(M') e$ ?, ya que ,,Z1Cfv'{) es A-subg11upo 'I 

M es A- sob~rupo rnaximo.\. 

qo. Co ... o\o.Tio: Si 

en pe1rticu\a.r 

/\~AutC<ii) entone.es ~A(q¡)escafV.cXe<Ístieoe('l<P. 

i,p C<;>), q? (C{l) y ~ (a.) son caro.C".tedsticos. 
~ - A•t<<PJ 



q1. Teo fe.mo.: 5¡ P.. esto.bi\i~o. una sede. e\ e e¡, ento'l'lc es 

[ 4,A"] s PA fo). 

D emostV'ac.iÓn: 5 ea. M u'f'I f\- subgrupo vna><:ivna\ de. a. ·, 
Óe. vnodo c:¡ue. A esta'o\\\-z.o. una Se.fíe. óe <i>, entonces 

[ Cs>, A, ... ,AJ-= \ ~ M. po'I" e.\\e.vna B'S. 

ME M[<ó,A] e$, e.e. M:.fY\[~,A] y Cct>,A] !:.M 

· e a., AJ ~ q? A ca.). 

9:2.. Lo<olofio ! Si CD es un ~Tllpo ca(ac.te<ístico.met«e S\'l'Y\~\e 

y A~ Aui C<ol et'ltoV\~cs A estab\\i-zo.unase<iede<P 

s ¡ 'J solo si A= 1 

'13. Co~olario: Si A esTabili"aa lJna Se'l'ie de <ii 1 4..-.toY\c.es 

los A-su0s1upos moximales de <ó Sol'\ mmcimo.les. 

Demos+to.ciÓV\l 5 eo. M u.-. A- sub9n1po Mo.ximo.\ de <'i> -y 

M unmaxima\ Talque. Ms.M',demodo que. 

[ M', A] !O. [G>,A] t;M f:M', e.ntoV'\ce.s M' es uf'I 

y M=M'. 
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94.Teo1e.ma.: S; [$,A]~ ~(et>) entone.es <Pes A-ni\pote.nte. 

O emost't'o.ciÓn: Si [ <i> ,AJ~ ~(r;,) y Mes un sub91upo moil.\rno.\ ele <ó, 

ele modo 9ue [M,A]~[Ci>,AJ=p(G):!OfV\ , de clonde, 

se 11e-rifiLa. que M es A-inva.rit\rite. , e~ a.,.c:,r, c¡<Je 

<O es A- Yli\pote.nte.. 

qs. Teo1evna.: S,· <ti es A·nilpote'(lte y A estabili<!a Vt'la. Hfie de~ 

entonces [c;,,AJ 6 ~(ló) 

De\'>\o.sttdCÍÓn: Si (Íl es A-l"lilpote.nte , entonces 

'I poi" el t"eo1cW\o qo, [<P,A] ~ ~((p). 

q6.Teo1emo..~ S; A '/(Ó .sonobelía11os y[(J, 1 A]!:;~(~) 

entonces A estabili¿a ona se1ie de <P 'f el pioc!oct'o 

SeV\'\i-d¡rec.to ele ló p<>< A, ~* 1 es A- nilfote<lte · 

De«1ostfac\ÓY\: <'.P <I !011' dt: d.t»'\cle. !T.. (<i>) 6. ñ::(<&i*). 
1 ':l:(j,'f- '1:: 

[)~otro. VV1nn-c'°a 1 pf,,._(<o):::. n {MI M es <P"- ivwarionte. l'Yl<lxiv•10lde ~j 

=: {) { /\11 M es wA - {MGl'iO!'lte moximol de "'1 
=!A (t'j¡) 

Po< tonto ~,,(t;,)~g¿(fb"} y, co.,...o A e.5 abeli<1no,. +.,.nernos 

[~~AJ =-[G, A]~ PA (e¡,)~ ?f. ((pl<f). En consecuel\(Ío.. r¡,"' es A·nilpotente 

... 
y A estabili2a U'(I~ .set'ie. d.e (o 1 p<>f10 c:.ual, t"oW\bJe'.n esto.biliio. uno.,l'c<iecleii". 
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