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Introduccién

Este trabajo trata sobre retractos absolutos (de vecindud) y extensores absolutos (de vecin-
dad), conceptos estrechamente relacionados entre si y con problemas relativos a extensién de
funciones continuas.

La posibilidad de extender una funcién continua es uno de los temas que méas han ocupado
a los topdlogos, cucontrandose trabajos e este campo que datan de principios de sglo.
Adenifis este tema ha mantenido su importancia a través del tiecmpo y en d quedan avn gran
cantidad de problemns abiertos.

Los objetivos dc este trabajo son los h‘iguientcs‘

(1) Describir una nueva familia de ext los 1l d spacios “erizo™, para varias
clases de espacios. Esta nueva familia de extensores presenta la propicdad de ser uni
para espncios metrizables. Ademés da lugar a una caracterizacién de eapacios norinales por
colecciones y normales,

(2) Demostrar Ia relacién AR(C )¢ AE(C), cuando € cs Ia dase de espacios ultranormales,

1t tos y p-espacios paracompactos.
De cxlos dox msultndos se obtienen importantes corolarios, tales como caracterizaciones
de &t t es para cspacios ultranormales, ultraparacompactos, una de-

mostracién indirecta de que los cspacios erizo son completamente metrizables y una caracte-
rizacidn de espacios normales en términos de extension de funciones.

Demwostraciones y/o resultados originales del autor son los siguientes: teoremas 1.2.2,
1.2.4. Seccidén 2.5 en su totalidad, en o lema 3.1.2 y en d lecorema 3.1.3 los dos dltimos
incisos, teorema 3.2,1, corolario 3.2.2, teorema 3.2.3, corolarios 3.2.4 y 3.2,6. Sccciones 3.3.
y 34

A través de la tesis utilizo prufnumuuxlc ¢l método de encajar espacios en los Uamados

universales, lo que & fica mucho algunas demostraciones.
Eu ol capitulo 0, se establecen algunos resultados y definici de In topologia g al que
seran de utilidad en ol resto del trabajo. Este capitulo incluye también e de extension

¥ teoremas de encaje para algunas cases de espacios. Con estos leoremas de extension se

presentan los ¢jemplos hasta ahora conocidos de extensores.
En el capitulo 1 se introducen los 3t de AR y ANR, asi como algunos resultados
uupor!an!cs cn csta drea, tales como la caracterizacién de algunos AR métricos como espacios

A continuncion sc definen en o capftulo 2 los conceptos de AE y ANE y se establecen

propiedades de extension para algunas dases de espacios, Se lemads la demostruuén
de que los cspacios erizo son extensores para al, clases de ios, y se obti
consecuencias importantes.

Baaado en los resultados de los tres pri pltulos, en el capitulo 3 io las rla-
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ciones existentes entre A{(N)R y A(N)E y se obtienen lns equividencias mencionndas en o
punto (2) de esta introduccion.

Siempre que se mencione la palabra aipacio, se supondri que se trata de un espacio
topoldgico. No se presuy ningiin axioma de separacion para los espacios a thenos que se
mencione explicitamente. Usaré ln palabra funcion sin que exista necesariamente continnidad.
El simbolo 8 denotn el fin de una demostencion. En los eapitulos relatives o extensores y
retractos, uso ln abreviacidm A(N)R para significar que se trata de un AR, respectivamente.
de un ANR. Lo misno se aplica para A(N)E.

Notacién
n Los nitmeros reales.
N Los mimeros uaturales.
Q Los nimeros racionales.
I El intervalo {0,1).
A- La cerradura de A en d espacio global.

A-e La cerradura de A en B.

IntA El interior de A en el espacio global,

IntgA  El juterior de A respecto a B.

No La cardinalidad de los naturales,

Bi(z,¢) El conjunto {y € X|d(z,y) < ¢}.

By(x,¢) El conjunto {y € X|d(z,y) < ¢}.

1X\ La cardinalidad del conjunto X.

X~Y X es homeomorfoa Y.

iyl La norma de y.

Z(A) El espacio de Hilbert basado en un conjunto A .
g La posicién de las funci fya

Mis Y. El producto topolégico de los espacios Y,.

fla La restriccién de f al conjunto A.

I El cubo de Tychonofi.

o El cubo de Hilbert,




Capitulo 0

Preliminares

Eate ony cunsiste ial s definici y teoremas (proposiciones) que scran
necesarios en los eapitulos posteriores de este trabajo. Muchos son resultados bien conacidos
de la Topologia General. No incluyo todas las demosiraciones, pero cuando éstas no son
presentadns se seiiala la referencia para tal fin.

0.1 Generalidades sobre espacios Topolégicos

En esta seccién definiré algunos tipos especiales de espacios topoldgicos y algunas propiedades
asociadas a ellos. Sigo las definiciones dadas por [Rinow}:

Definicién 0.1.1 Un espacio topoldgico X es llamado Ty si para todo cerrado F en X y
todo punto z € X cou z¢ F ezisicn abierfos U,V en X tales que

zel, FcV UnV=9

§i X es Ty y To, entonces X es llamado regular.

Teorema 0.1.2 Seca X un espacio regular.
(1) Si G es gbierto en X y z € G. enfonces eriste un conjunto abierto U en X tal que
relUclU-caG.
(2) X es un capacio Hausdorff.

Demostracién: Véase [Rinow) pag. 129. =

Definicién 0.1.3 Un espacio X es llamado T, s para todo cerrado F en X y todo
z € X\ F, eriste una funcidn continua f: X — [0,1] tal que
flz)=0, flz)=1 VzeF

Un espacio X eas U, do compl te regular o Tychonoff o8 X es Topn v To.
Teorema 0.1.4 Todo espacio Ty, es un espacio Tj. .
Demostracién: Véase [Rinow|] pag. 173. @

Definicién 0.1.5 Un espacio topoldgico X es Hamdo un cspacie Ty si para todo par de
cerrados disjuntos A, B en X ezisien abicrios U,V tales que

AcU, BcV, Unv=9

3
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Un espacio X es llamado normal st X es Ty y Ty,
Teorema 0.1.8 Seca X un espacio normal. Entonces:
(1) X es regular.
(2) Para cada F cerrado en Xy G abierto en X tal que F C G, eziste un abierto U ¢n X tal
que FCUCU- CG.
(5) X es Tychonoff.

Demostracién: Véase [Rinow] pags. 132, 173. »

Definicién 0.1.7 (1) Un espacio normal X cs Humado perfectamentc normal, of fodo
cerrado en X es Gs.

(2)Un espacio Ty X es llamado completamente normal si para cada par de conjuntos A, B
que satisfacen ANB~ =@ = A-NB, ezisten abicrios ajenos UV, tales gue ACU yBC V.

Definicién 0.1.8 Supdngase quc {X,}ies es una familia de espacios topoligicos disjuntos
por parcjas. Considérese el conjunto X = |J X, y la familia T de todos los conjuntos U C X

€S

tales gque U N X, es abierto en X, para lods. s € S. Entonces (X,T) es un espacio topdlogico
y es llamado la suma de los espacios {X,}ies, denotado por @,e5 Xoo En el caso de dos
sumandos se denotard por X +Y.

Lema 0.1.9 (1) Si un espacio lopolégico sc puede representar como la unién de una
Jamilia {X,},es de subconjuntos abicrlos disjuntes por parcjas, entonces X = @,es X, .
(2) Una funcién f de lo suma @,cs X. @ un espacio topoldgico es continuo si y sélo si la
composicién fi,, donde i, es la identidad en X,, es continua para foda s € S.

Demostracién: [Engelking] pags.103-104. =

Definicién 0.1.10 Para cada espacio X, el peso w(X) de X e define como
min{|B | |B es una base de X}.

e~ mfan A A IS 2L
o.2 ESya\.Aua ae AQjuncion

Deflnicidn 0.2.1 Scan X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcion. f es llamada
un encaje si ésta es la posicidn de un hom fistno y un encaje, es decir si existe un
subespacio L de Y y un homeomorfismo f' : X — L tal que f =i, f', dondc iy, es la inclusidn
de L en Y; claramente I = f(X). §i para un espacio X eziste un encaje homcomérfico
f:X =Y cn un espacio Y , X ¢s llamado encajoble en Y o se dice que X estd encajado en
Y. En resumen X & f(X)=LCY.

Definicidn 0.2.2 Sca Y un conjunto arbitrario, (X, ) un cspacio topolégico yp: X — Y

una funcién suprayects La topolagia determinada en ¥V por 7(p) = (U C Y | p~'(U) € 7}
es 1} . lﬂ 1, in sd. ¢ L‘ 14

Definicién 0.2 3 Scan X,Y dos espacios topoldgicos, Una funcion continua p de X
sobre YV es U una ién s la topologia en Y es t te 7(p). cato s, loa

conjuntos U abicrios en Y san aquellos y sélo aquellos para los cuales p~'(U) s abierto en
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3. ESPACIOS LINEALES

Teorema 0.2.4 Scan X,Y cspucios topoldgicos, p : X — Y una funcicn continua y
sobre. p e una identificacion ot y sdlo i pare cada cspacio topoligico 2 y ceda funcién
g:Y — Z la continuidad de gp imnplica la de g,

Demostracion: Véase [Duguedji (1}] pag, 123, =

Definicidén 0.2.5 Secan X.Y dos vapacios topoligicos disjuntas, A C X un subconjunto
cerrado, y f 1 A = Y una funciin continna. f genera en X +Y una relacidn de equivalencia
dada por a ~ f(a) pure cada a € A. El eapacio topoldgice cociente asi obtenido es llamado lo
adjuncién de X aY por f yse denota X Uy Y. [ es llamado la funcién de adjuncisn.

Teorema 0.2.8 Sea p: X +Y — X U;Y la funcién cociente. Entonces Y esté encejado
como un subconjunto cerrado en X Uy Y homevmorfo a ¥ y ply e« un homeomorfismo,

Demostracién: Vénse [Dugundji (1)) pag. 128. =

Lema 0.2.7 Obsérvese que, por la definicion de la topologia en 2 = X Uy YV, A) es
abierto (cerrado) en Z si y sdlo i p='p{ A) es abierto (cerrado) en X + Y.
Demostracién: Viase [Rinow] pag. 112, m

0.3 ZEspacios lineales

En esta seccién se tratardn algunas generalidades sobre espaci logicos lineales o espacios
vectorinles topolédgicos. Estos espacios son muy unportantes en ln teorin de extensién de
funciones.

Definieién 0.3.1 Un espacio topologico lineal es un espacio vectorial L sobre el campo
IR de los nidmeros reales junto con una topologia Hawsdorff tal que la sume z +y y la multi-
plicacion escalar ax son continuas como funciones: LxL — L y: RxL — L. en donde R
ticne la topologia usual.

Ejemplo 0.3.2

Todo espacio vectorial normado es un espacio lineal topoldgico con In métrica inducida
por la norma,

Defluicién 6.5.3 Sca L un espacio wpoldgico lincal arbitrario. Un conjunto K en L es
llamado convexo si y sélo si para todo nimero finito de puntos en K, dlgumo.i EITE T -
sc cumple que

T + ATy .o F anz, € K

para toda combinacidn de niimeros reales no negativos ay,. .., @, que satisfagan

mtot...ta, =1

Deflnicién 0.3.4 Para cualguicr conjunio § en L un espacio lincal topaligico, la inter-
seceidn de todos los conjuntas s que 1 a § (que fdcil te s¢ puede probar
es también conveza) es llamada ln envolvente convexn de S en L y denotada Conu(S). Es
decir, Conv(S) es el convero mds pequerio que contiene a S.
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Parg cada n € N, definase Conv, (S) por - -

z € Conva(S) = 3 81,... 8, €S53 z\.. An E‘_I'hlz.ur“r‘rucf =3 As’ ‘
- ol R |

Finalmentc -
Conve(S) = | f Conva(S).
st

Obsérvese gque Conve(S) es el conjunto de todas las combi f s de el tos
de S.

Lema 0.3.5 Si A es un subcorjunto de un espacio lineal topoldgico, entonces Conv(A) =
Conve(A).

Demostracién: Véase [Van Mill] pag. 8. u

Deflnicién 0.3.6 Un espacio tapolégico lincal L ¢s llamade localmente convexo si y séle
&f pare todo punto z € L, toda vecindad de = contienc una vecindad conveza de z.

Deflnicién 0.3.7 Un espacio lineal normade completo es llamado un cspacio de Banach.

Ejemplo 0.3.8 El espacio C(X) de todas las funciones continuas de un espacio compacto
X a los reales con la topologia inducida por la nonma del supremo es un espacio de Banach.

0.4 Algunos resultados en extensién de funciones

A ti idu sc cstabl algunas definici yi importantes para la teorin de

extension de funciones.

Deflnicién 0.4.1 Una funcidn continua f : X — Y es llamads una eztensién dc la
funcidng: A Y, i ACX y g coincide con la restriccion de f a X.

En primer lugar s tiene el conocido teorema de H. Tietze

Trorem= 0.4,2 Sec X un cspacio Ty, L7 un subcongunio cerrado no vacio de X y f una
funcién continua acofada de F en M. Entonces eriste una funcién continua ¢ de X en R,
tal que f(z) = g(z} Yz € F y ademds se cumple

inf fly) S gl=) < f’\ég/(v) vz € X.

Demostracién: Véasc [Rinow| pags. 171-173. =

No es esencial pedir que la funcién sea acotadn. Se puede considerar que la funcién no
es ncotada y omitir la condicién cn las cotas. Inmediataniente se obticnen dos consccuencias
de cste teorema: cualquier fancién continua f : F = JR" y cunlquier funcién f: F — Q7
conhmm, dondc v es un cardinal y Q@ = [~1, l] se pueden extender continnamente a X:

se d f en sus coord y sc obacrva que la extensidon de cada

funcwn coordenada muducc a la extension de In funcién original.




8.5. PROPIEDADES DE CUBIERTA O

El segundo leoremn os In extension dada por Dugundji al teorema de Tietze:

Teorema 0.4.3 Sea X un espacio mélrico arbitrarin. A un subconjunto cerrade de X,
L un espacio lineal localmente convero y f : A — L una funcion continua. Entoneces criste
une exiensién F i+ X — L de fi ademas B(X) C Conv( f(A)).

Demostracién: Vé [Dugandji (2}] pags. 357-358; en ese mismo artienlo se presenta
otra pruchn (pags. 358-359). =

Posteriorimente se presentarin otros teoremas de extension, los cuales requieren vtras
definiciones,

0.5 Propiedades de Cubierta

Definicién 0.5.1 Una familia {A,},cs de subcanjuntos de un cspacio topalégico X es lo-
calmente finitn si para todo punto # € X cziste una vecindad U de = tal que ol conjunto
{a€ S|UNA, # B}es finito, Si todo punio de X posec una vecindad que sntersecta a lo mde
un conjunto de la famnilia dade. entonces se dice que la familia ex discr
Claramente cualquier familia disereta es Jocalmente finita pero el reciproco 1o se curmple
en general,
Lema 0.5.2 Eu toda familia localmente finita (A, }ies se presenta la igualdad

UJary =14
s €S

Demostracién: Véase [Rinow) pag. 279. »

La propicdad de ser discreta se preserva con cerraduras:

Lema 0.5.3 Si {A,}.es cs una familia localmente finita (vespect. discreta), entonces
{A; }ies es también una fumilia localmente finita (respect. discreta).

Demostracién: Véase [Dugundji (1)) pag. 82. =

Definicién 0.5.4 Una familia U es Hamada o—localmente finita (respect. o- discreta)
s U es lo unidn contable de fawmiliss cada una de las cuales es localmente finita (respect.
discreta).

Deflnicién 0.5.6 Sca X un espacio, {A,}ies una cubierta de X y {f.}.es tna familia
de funciones, donde f, : Ay — Y. Se dice que las funciones f, son compatibles si para todo
par 81,83 de clementos de S, se tienc que

I |As.M., = fo |A.,nn.,-

Mediante la formula:

Hz)=fulz) parazed,
se define una funcidn f: X — Y, que es llamada lo combinacidén de las funciones {fites v
se denota por el simbolo O.esfa
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Lema 0.5.6 (1) § F= {F,}ics es una cubierte localmente finta de eerrados de un

cpacie X y {filies, donde f, i Fo = Y e9 una familis de funciones continues compatibles,
entonces {a combinacidn f = O,esf, €4 una funcidn continua de X en Y.
(2) Sila familia F = {f,},es, donde f, : X — Y., swpara punios. entonces ln diagonal
f=0%wushi: X — [lies Vs ceinyectiva. $i ademds la famitia F  acpera puntes de cerrodos.
entonces f es un encaje homeomorfo. En particular, s existe una s € S tal quc fo es un
encaje homeomorfo, entonces f es un encaje homvomorfo.

Demostracién: Vénse [Engelking] pags. 100, 114. »

Deflnicién 0.5.7 Sea X un conjunto no vecfo. S{ U = {Ualaer 8V = {Vi}pes son
dos familias de subconjuntos de X, entonces U es un refinamiento de V o (U rcfina a V), en

simbolos U < V, siT #0, si |J Us = {J Vi y o1 cada elemento de U estd contenido en algin
aeT BEd
elemento de V.
Definicién 0.5.8 Sean U= {U,Yaer vy V= {Values dos cubiertas de un conjunto X. Si
AC X ype X, entonces se fienen las siguientes definiciones:
StpU) = U{U.lp € Un}
SHAUY = UU.|ANTa # 0}
u- {St(Ua UV € U}
us {Stiz,l)lz € X}

"

Se dice que U €3 un estrella refinamiento de V (U < V) si U* < V y que U es un A-
refinamiento de V U <2 V}si US> < V.

0.6 Teoremas de encaje

Esta cs una de las secciones miés importantes de este capitulo, pues como se menciond, una
de laa técnicas de demostracién de los resultados principales del presente trabajo, se basa en
el uso de los siguientes teoreinas de encaje.

Teoremn 0.8.1 Para cadn espacio metrizable X, eziste un espacia lineal normade Z y
un homeomorfismo h de X sobre un subespocio M X) de Z el cuul ca cerrado en su enval
vente convera Conv{h(X)). Ademds, s X cs separable, Conv{h(X)) también lo cs. Mas
generalmente: sf w(X} <+, entonces w{Conv{h(X))) < 7.

Demostracién: Pod it que la métrica p en X es acotada, pues s no fuera asi,

sc tomn la siguicnte métrica equivalente

Py = o= f:(f)y)

Por 1o tanto podetnos considerar que X tiene didmetro < 1,
Considérese ol conjunto Z de todas las funciones continuas y acotndas definidas de X a
IR. Se toma la mélrica de la convergencia uniforme en Z:

Ay f2) = suplfilz) — filz)| parafi.fre2
€X
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14
1= supiftel ura £ € 2

Claramente Z, con s operacioms algebraicas diwicas. es un espacio lineal nonnado.
Para definir o homeomorfismo b ¢ X = H{X) C Z se define una funcion fr € Z, asociada

con o punto = € X, por la formula fr (4} = pley) y sea ble) = fi ¥z € X, Sc probara que
ks una isometria {y, por lo tauto, un homeomorfismo):

plfe fe3) 2 A0l z0020) = plzaca )| = pxrae2)
¥y para cualquier v € X se ticue
ey = S tull = In(21 vy} = e ydl € o oa)

asi que plf., o Jry) S pleg. 72 ). Estas desigualdades demuestran que p( fe, o fi ) = 25, 22) &5
decir, b es uni isometria,

Queda por demostrar que 2{X) es cerrado en su envolvente convexa Conv(h{X}). Sea
f € Conv{h{X)) y supdugase que

f = lim fe,

donde f,, € H{X). Como [ esti en la envolvente convexa de i{X), f es una combinacién
linenl convexa de cementos de h{ X}, es decir existen puntos ag,...,ar € X y niuneros reales
positives Ag,. .., A tales que

&
f= Z/\ Ja,+ donde ZA; =1
=0 =0
Sin pérdida de generalidad se puede suponer que las a; son distintas y que alguna A, diganos
Ao, satisface In condicion Xp > 1/(k + 1). Entonces

A Sen) 21 (zn) = fralzalt = 1(za)l 2 dofuolza) 2 _,_1”("0-‘:'-’

Como ltlipeo fr, = £, e mgm_ que limy e zn = 9. Por lo tanto f = fa, € B{X).

Para probar In seg ion det t pongase que X es separable. Como
X «s homeomorfo a A{X), este dltimo también es separable, Sva C un subespacio denso y
numerable de A{X). Lus subconjuntos finitos de C forman una familia numerable . Sea
9 = {e1y...,cs} un subconjunto finito arhitrario de C. La ceavolvente convexa Conv{y) de
v o5 Conv(y) = Conuv,(y} por o lema 0.3.5 y por lo tanto, se concluye que es separable
s¢ considera el conjunto £ = {ric; + ... + rac,jri € @, que es denso en Conv(y). Como
@ = Conv{C) es la unién numerable

Q = Couv(C) = {J Conv(y),
wer

de una familia de conjuntos separables, @ mistua es separable, Sca D un denso numerable
o Q. Se afirma que D es denso en /= Conv(h(X}). Sea z € H y § > 0. Existen puntos

Sivevii S €H(X) tales que .
=3 4f
=t
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donde ;e Ty

Como C o denso en h{X), existen cy....,0n € C tales que
1
Afie) < 56
<« n. Si p representa al punto

n
p=3 te

para toda i =

de Q, entonces

Azp) < il-/’(!nq)
Ll &
< (543

g

3
Comio pe @ y D cn denso en @, existe un punto a € D tal que

dp,a) < 3.

Euntonces

plz,a) < p(z,p) + p(p.a) < §,
1o que prucba que D cs denso en H. Para la tercera afirmacién obsérvese que si w(X) <7,
entonces existe un conjunto I deuso en X (por ser X un espacio miétrico) tal que |D*| < 9.

La detnosteacion ee sigue conio cn lia segunda parle. @

Existe otro tcorema de encaje para espacios métricos. Para enunciarlo se requicre la
definicién de o espacio erizo:

Ejemplo 0.6.2

Sea S un conjunto de cardinalidad 7 2 Wo y sea I, = Ix{s} Vs € S. Sec define ln siguiente

relacién de equivalencia en {J Iz [z, 8] ~[psa)dysilosiz=0=yozr=yy s =2 5
€S
verifica que la formula
-y da=a
Azl = { 270 505
define una métrica en el conjunto de clases de U I,. Para un cardinal fijo 7, o espacio

€5
izable asf obtenido no depende (salvo | 5 fi ) de la eleccion del conjunto Si
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este espacio s Damado o espacio crizo de 7 espinas y se denota por J(r). Se puede ver que
para todn & € Sl funcion 7, del intervado T » J{1) definida mediante la formula 7,(z) = {(z,4))
es un eneaje isométrico, La familia de todas las bolas con radio racional y centro en los puntos
[(r#)]s donde r es un ninero racional, o una base para J{7): asi que w(J(7)) < 7; pero
como o subespacio de J(7) consistente de los puntos de la fors [(1,9)] o un espacio discreto
de cardinalidad 7, se dgue que w{J(r)) =1,

Teorema 0.6.3 £l rspacio [J(’y)]"“ de By copias del ¢rizo J(7) es universal pura tados
Ins cspacios metrizables de pess v 2 8.

Demostracién: Claramente [J(-,)]N" v espacio metrizable de peso g y por lo tanto
tiene una hase o-discretn. Sen X un espacio metrizable dit peso ¥ 2 Ny, Existe una base

o

B = {U,}ies parn X tal que § = |} S, donde B, = {U, }rcx, ¢ unw fumilia disereta ((Rinow]

=1
pag. 292). Se puede suponer ql'll,‘ |S] = 4 ({Engelking) pag. 34). Sin pérdida de generali-
dad se puede suponer también que § oincide con € conjunto usado para la construccion
del espacio erizo J{7). Para wn par fijo i,k de nlmeros naturales y cualquier s € §, ¢ §
dendtese por ¥, la wnion de todos los micbros de B & enyas cerraduras estin contenidas en
U,. Por Io tanto V.~ C U,, wegiin o lema 0.6.2, nsi que existe upa funcion f, : X — [ tal que
SAX\U,) = {0} ¥y £,(V.) = {1} (lemn de Urysohn). Por o lema 0.5.3 {U] },es, es discreta;
por lo tanto, micmbros distintos de esta familia son disjuntos y of conjunto 4, = |J U;

€5,

cerrado. Para toda s € S, e conjunto A4 \ Uy = U{U|s € Si\ {s0}} también es cerrado,
nsi que Ai = @ues, U7 por o lema 0.1.9. De acuerdo al mismo lema. § gii(z) = 4. fi{z)
para z € U7 8 € Si y j, como antes, sc define una funcién continua g, : A — J(7). El
conjunto B; = X \ {J U, es cerrado y satisface A U Bi = X; la funcion fix :+ B, = J(7)

»ES, :
definida por f,i(z) = 7(0) para toda £ € B; es compatible con g, &. asi que la combinacion
hix = gix© fix : X — J(7) es continua (lema 0.5.6). Si i,k recorren los naturales se obtiene
una familia (A }%ey de funciones continuas de X a J(7); se puede verificar que esta familia
scpara puntos de cerrados, Entonces, por o teorema diagonal (lema 0.5.6(2)), X se puede
encajar en [J(7)]N°. [

Definicién 0.6.4 Un espacio G absoluto es un espacio mélrico gue siempre que esté
encajado en un espacio métrico cs un Gy,

Lema 0.8.5 () Todo conjunt ajado cn un espacio métrico, h fo a un cspacio
métrico completo, es un Gs.
(2) Los espacios métricos plel parables coinciden con los subconjuntas Gy del cubo de

Hilbert INo.

(3) Cada subconjunto G5 de un espacio métrico X es homeomorfo a un subconjunto cerrado

de X xR%. :

(4) Ser completarnente metrizable cs hereditario respecto a subconjuntos Gs.
Demostracién: Viase [Kuratowski(1)] pag. 430 ¥ 229 y (Engelking] pag. 342. =

Del teorema anterior se obtiene el siguiente corolario:
Corolario 0.8.6 Todo capacio completamente metrizable de pese € T se puede encajar
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como subespacio cerrado de J(T)R"-

Demostracién: Por o Leorems, X se puede encajur en o espacio métrco J(r)%0. Como
ol espacio es completo entonces es un G absoluto, por lo que X es un Gs en J(r)%. Por
d lema 0.6.5 todo snbeonjunto Gs de mn espacio métrico os humeomorfo a un subconjunto
cerrado de X x IR™. Entonces basta probar que R es encajuble como subespacio cerrado en
J(¥)?, porque entonces X serfn un subespacio cerrado de J(r )0 x J (8 )0 y, por lo tanto,
seria un subespacio cerrado de J(Y)ND. Cualquier niunero real s se puede representar en
la forma s = k + ¢ donde k e un nimero par (respect. impar) y #| < 1. Se definen
lus funciones continuos f,g : 2 — J{Ng) mediante lns formulas: f(2n +¢£) = [1 = jt},n] ¥y
#H{2n +1+1) = {1 - |t],n], doude n es un entero arbitrado y | < 1. Se puede verificar
que Ia funcién disgonal fOg separa puntos y puntos de cerrados, por ejemplo cn ol caso
de los enteross s s es un entero par (= = 2n), f(z) = [l.au). ¥y g(5) = [0, n}, micntras que
£(0) =[1,0]. Si z es impar (z = 2n + 1), f(z) =[0,n},g(z)} =[l.n].

Por o teorema dingonal (lema 0.5.6(2)) fog es un encaje de X en J(Rg)?. Y como s
puede observar, la imngen de la funcién diagonal es de hecho todo @ erizo J(Rp). =

Teorema 0.8.7 Un espacio X es Tychonoff s y sdlo si es homeomorfe a un subespacio
de un cubo de Tychonoff I', donde v = w(X).

Demostracién: Sca B una base de X con |B | = 4. Considérese la familia P de todas
las parcjas (Up,Uz) de micinbros de B tales que existe unas funcién continua f : X — I que
satisface

Ny vy X\l ©1

Obsérvese que para todo punto z € X y toda vecindad U; € B de z existe Uy € B tal
que z € Uy y la parejn (U,,U;) pertencce o P, pues X es Tychonoff y existe unu funcién
continua f: X — I tal que f(z) =0y f(y) =1 para y € X \ Us; e conjunto f71([0.1)) &
una vecindad de z, asi que existe Uy € B que satisface

zelic (LN ct

y la pareja (U;,U3) pertenece a P . Asignese & eada parcja (U, U;) una funcion f: X — I
que satisfaga (0.1) y dendtese por F la familia de las funciones nsi obtenidas; como [P | =7,
se tiene que [F | < 7. Par el tecorema diagonal (lema 0.5.6(2)) y puesto que X cs Tp, basta
probar que la familia scpara puntos de cerrados. Sea z € X y F un cerrado en X que no
contiene a z. Existe U3 € B tal que z € U; C X \ F, y por la observacién anterior existe
tambitn Uy € B tal que z € Uy y (U1, U3) € P Sen f Ia funcidn que satisface (0,1) asociada
a (U1,U3). Entonces

A=) <} ¥y FF) cRENG < 1.

asf que f(z)¢ F(F) lo que demuestra que F scpara puntos de cerrados.
La otra afirmacién cs evidente, pues I7 es un espacio Tychonoff. &

i
:
i
i
j
i
H
i
.
1
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Corolario 0.6.8 El cubo de Hilbert I ey universal para lodos los espacins compactos
metrizables y para fodos los espacios meirizables seperables. Por lo lanto RV lamnbién lo es.

Demostracién: Un espacio compacto s metrizable 8 y stlo s es segundo munerable. La
segunda aficmincion se desprende ded teoreina anterior, s

Corolario 0.8.90 Un cspaciv X es compacto Hausdorfl «i y séle si es homeemorfo a un
subespacio cerrado de un cubo de Tychonaoff I,

Demostracién: Si X o compacto Hausdorff, entonces X e normal y, por o tanto,
Tychonotf. Del teoremn se ggue que existe un encaje f de X en I, Pero f(X)} es campacto
en el eabo de Tychonoff, por lo que o cerrado. La otra implicacion es evidente.

Corolario 0.6.10 Todo espacio metrizable completo y separable se puede encajar como
un subespacio cerrado en ik

Demostracion: Por ¢ teorema, todo espacio metrizable scparable se puede encajar como
subespacio en Y, Si X es ademds completamente inetrizable, o un Gs absoluto (lema
0.6.5) y, por lo tanto, es un Gy en RY. Por o lema 0.6.5 sc sigue que X s homeomorfo a
un subespacio cerrado de R xpo, ¥ este «dltimo espacio es homeomorfo a . u

0.7 Espacios topoldgicos y propiedades de cubierta

Deflnicién 0.7.1 Sea X un espacio topoligico y 7 un cardinal infinito.

El capacio Ty X en U, {o normal par y-col si para teda familia discreta (Fa)agr
de subconjuntos cerrados de X de cardmalxdad a lo mds y existe una familia discreta (G, Jaer
de abiertos en X, tales que F, C G,Va € T. El espacio T} X es llamado normal por
ooleccionea si para tode familia discreta F= (F,)oer de subconjuntos cerrados de X existe
una familia discreta G= (G, Yoer de subconjuntos abicrtos de X tales que F, C G,Va € T
X es llamade hereditariamente normal por colecci. , i todo subespacio de X es normal
por colecciones.

La definicién dada para espacios normales por colecciones es equivalentc a la siguiente:Un
espacio Ty es normal por 9- wlecciones & y sélo & para toda familia discreta {F.},es de
subconjuntos cerrados de X de cardinalidad < 7 existe una familia {U,},es de subconjuntos
abjertos de X tal que £, C U, Vs E SyU,nlU, =0 s# 4. Aqun es uuﬁuenle observu que
un io que satisface esta ién es normal por colecci Cl o L=

F

normal, asi que para una familia discreta {F, }.es de mbconjuntns cerrados de X los cerrados
disjuntos A = U FyB=X\ U U, estan contenidos en nlncrtna ajenos U y V. Se puede

verificar ﬁicduu.ute que la ﬁumlm (V }ees, donde ¥, =U, N U os disereta.
Lema 0.7.2 Sca X un espacio normal por ro[ccnmc.; y F= {U.}ies una familia discreta

de cerrados en X. Ent existen subconjuntos U, abiertos en X tales que F, C U, para
ceda 8 y (U } es una [amxha discreta,
D i6én: De la definicion de lidad por se obti: una familia

{Vu} deabiettos en X tal que F, CV, ¥s €Syl fmmlm (V}.es cs discreta. Al ser
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espacio normal (porque es normal por colecciones), para cada F, existe un abierto U, en X
tal que F, C U, C U, C V.. Eutonces la familin {U,”} cumple las propiedades requeridas. =

Definicién 0.7.3 Sea X un espacio topoldgico y v un cardinal infinito. Una compacti-
ficacién de X es un par (c,cX) donde X es un espacio compacto y ¢ es un homeomorfismo
e X — o{X) yse tiene (X)™ =cX

El espacio X es de dimensién cero st eziste une base para su topolagia consistente de
subconjuntos de X abiertos y cerrados a la vez,

El espacio X es Paracompacto si toda cubierta abierta de X ticne un refinamiento abicrto
localinente finito.

Un espacio topoldgico es ultrsnormal si es T} y cualesquiera dos subconjuntos cerrados
disjuntos del espacio estdn contenidos en dos conjunios disjunioa ghicrtos-cevrados. Los cs.
racios wltranormales som precisamente aguellos espacios tales que ndX = 0 ({Nagata(2)f
pag. 9).

Un espacio topolégico es ultraparacompacto si es Hawsdorfl y si toda cunbierta abierta del
espacio Hene un refinamiento localmente finito formado por conjunios abiertos-cerrados.

Un espacio X es llamado totalmente normal si es Ty y pera loda cubicrta abierta U eziste
una cubierta abterta V tal que V" < U.

Una funcién continua f: X —~Y es lamada una funcién perfecta si es sobre, cerrada y
cada f~'(y) es un conjunto compacto en X.

Teorema 0.7.4

(1} Todo espacio paracompacto Hausdorff es normal.

2) Todo espacia sendometrizable es paracompacto.
{3) Un espacio es ultraparacompacio si y sélo si es ultranormal y paracompacto.

Demostracién: Puara (1) véase [Rinow] pag. 280. Para (2) véuse [Garcia-M., Tamariz)

page. 243- 244.
(3): Si X es ultray to, cl te es paracompacto, por lo que basta probar que X
es ultranormal. Primero se pmbm‘n que todo punto de X tiene una base de vecindades que
consiste de conjuntos abiertos-cerrados (cs decir ind X = 0 (Nagata(2}] pag.9). Sea z € X
y sea V; una vecindad abierta de z. Para cads y # z sea V, una vecindad abierta de y que
no contiene a z. Sca A un refinamiento abierto-corrado localmenic fwilo de {V;{z € X}. Si
€A estal que z € C, entonces € C Vi,

Sean 4 y B cerrados disjuntos en X. Para cada z € A4 sea Vi una vecindad abierta-cerrada
de z tal que V; N B = 8. Sea {Cii € T} un refi to nlncrto— do, localmente finito
de {X \ 4} U {V.|z € A}. E conjunte

C=U[CilieT yCnA #4%},

es un conjunto abicrto-cerrado que conticne a 4. Se observa que C N = 8, bo cual prucba
que 4 es uliranormal.
<) Sea {Oi}ier wna cubierta sbierta de X. Sea {O}}jen un refinamiento abierto, local-
mente finito. Como X es normal, existe un refinamiento abierto {O]}jen tal que o7 co
para toda 5 € H. Como X es ultranormal, existc un conjunto abierto-cerrado Cj, para cadn
j € H, tal que .
0JC GO
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Entonces {C, },en e nn refinamsiento shivrto-cerrado, localwente finito de la cubjerta origi-
ual, o

Teorema 0.7.5 (1} Un espacio X es paracompacio Hausdorff si y sélo si es totalmente
normal,
(2) Todo espacio campacto Hausdorff es totalmente normal.

Demostracién: Para (1) vénse [Rinow] pag. 325. Para {2) véase [Nagata] pag. 99. a

Teoreme 0.7.8 Un cspario X es normal si gy sélo si es normal por ¥g-colecciones.
Demostracién: Supougase que X o5 normal y que (F,),.py s una coleccion discreta
Py {

wunerable de subconjuntos cerrados de X. Entonces 4, = l_J F, es un conjunto cerrado (por

=2
lewa 0.5.2) y Fy es disjunto de A,. Existe un abierto G, c(’; X tal que
FRcCcG. GrnAi=0

La familia (G7,F3,F,...) es una familia discreta numerable de snbconjuntos de X. Por
o
lo tanto G7 U | J F = As s un cerrado y existe un abierto Gy de X tal que i, € Ga y

n=3
G; N A; = 0. Entonces (G7,G7, 55, Fy,...) cs una fumilia discreta nwunerable de cerrados.
Usando inducciéu finita sc obtienc una familin de abiertos disjuntos por parcjas (Gn), pv tal
que F, € @, ¥n € IN. De nqui que X s normal por Rg-colecciones. La otra parte de la
demostracion es obvia, @

Teorema 0.7.7 Si el espacio X es lotalmentc normal entonces es normal por coleccionea.

Demostracién: Sea F= (F,),es una familia discreta de cerrados en X. Para cada punto
z € X existe una vecindad V; que intersecta a lo més a un F.. V = {V,}.cy es una cubierta
abierta de X. Por lo tanto, existe unn cubierta U= {l/s Jogr que es un refinamiento estrella
de V. Cousidérese In familin W = {SU(F, U)|F, € F}. Entonces F, C SUF, U} y este tltimo
es abierto, Se afirma que la familia W es disjunta por parcjas, Para ver esto, nhséryese que
todo miembro de U intersecta a lo mis a un miembro de W, pues para todo a € T existe
z € X tal que SY(Uq,U) C V,, asi que s U, NSUF, U)# 8, entonces VuNE, #0. a

Teorema 0.7.8 Todo espacio Paracompacto Housdorff es normal por colecciones.
Demostracion: Sc obticue del ¢ jor y del ¢ 0.7.5(1). @

Teorema 0.7.9

(1) Todo espacio totalmente nermal es normal.
(2} Todo espacio mélrico es tatalmente normal.

Demostracién: (1): Se siguc del teorema 0.7.7.
(2): Se obtiene de 0.7.4(2) y de 0.7.5 ®

Para la definicién de ios Cech letos, se requi dertos prerrequisitos
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Teorema 0.7.10 Para todo espacio de Tychonaff X las siguientes condicionrs son equi-
valentes:

(1) Para toda compactificacién Hawsdorff cX del espacio X se cumple que eX \ o X) es
un conjunio F, en cX.
(2) El conjunto SX \ B{X) es un conjunio F, en gX.
(3) Eziste una compactificacion Hausdorff cX de X tal que ¢X \ ¢{X) ¢s un conjunto F, en

Demostracién: Véase [Engelking] pags. 251-252. m

Deflnicién 0.7.11 Un espacio topoldgico es llamado Cech-completo si X es Tychonoff
y satisface lo condicdn (1) del tearema 0.7.10 (y por lo tanto tambidn los condiciones {8) y
(3)).

Nétese que todo espacio compacto Hausdorfl X (X = (X)) & Cech-completo. También
lo son los espacios localmente compactos Hausdorff, pucs un espacio localmente compacto
no compacto tienc una compactificacion unipuntual. El cspncm de los niuneros irracionales
con Ia topologia uwsual de los reales es un cjemplo de un esp h. pl que no es
localmente compacto.

Existe una interesante carmclcnzmén en espacios métricos:

Teorema 0.7.12 Un espacio topoldgico es plet te wmetrizable si y s6lo si es un
espacio Cech-completo metrizable.

Demostracién: Véasc [Engelking] pag. 343. o

0.8 Otros teoremas de extensiéon

Existe otra generalizacién del teorema de Tietze. Para ello recuerdo la definicién de un
espacio de Hilbert

Definicién 0.8.1 Sea A un conjunto de cardinalidad arbitraria m. El espacio de Hilbert
£(A) esid definido de la maners siguiente: .

Sus clementos son z = {za} € IR™ tales que zo, = O con ezcepcidn de una cantidad
numerable de a € A, y EneA z3 converge.

La topologia del espacio.esté inducida por la métrica

dz,y) = ‘/2(% - Vo).

L) es un espacio lineal con norma ||z)] = d(z,0).
Sc conacen los siguientes hechos:
Lema 0.8.2 (1) l‘(.A) es homeomorfo a ™ si 1 < V.
) l‘(A) es separable si y sdlo si m < V.
tracién: (1) Véasc [And ). (2) Véase [Dugundji (1)] pag. 192. =

Teorema 0.8.3 Sca A un subconjunto cerrado de un espacio normal por colecciones X y
sea f una funcidn continua de A en un espacio de Hilbert H = £(A) con |A] > ¥y. Entonces
f se puede extender a una funcid: 1 Fde X en H.
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Demostracién: Véase[Dowker] pags. 310-311. »

Estn demostracin se puede aplicar a un cspacio de Banach en lugar de wn espacio de
Hilbert.

Teorema 0.8.4 Sea A un subconjunte cerrado de un espacio totalmente normal X. Sea
f una funcidn continua de A a un subconjunto K metrizable.convezo de un cspucio topolégico
lineal L. Entonces f se puede cztender continuamente a X y todos los valores de la extensidn
permanecen en K.

Demostracién: Véase [Arens] pags. 18-19. &

En parlicular, con las hipdlesis del Teorema s K o5 un espacio de Banach, se asegura
que toda funcién continua de un cerrado en un espacio totalmente normal y Hausdorff a un
espacio de Banach se puede extender continnumente, Lo imismo ocurre para un espacio de
Hilbert.

Teorema 0.8,8 Sca A un subconjunto cerrade de un cspacio normal X. Sca K un
subeonjunto compacto convero de un espacio lineal normado L. Sea f : A — K continua.
Entonces f se puede eztender continuamente a X.

Demastracién: Véase [Arcus] pags. 19-20. =

Para espacios ul males y ults: tos se tiene d siguiente resuitado:
‘Teorema 0.8.6 (1) Sea A un subconfunto czrrada de un espacio ultraparacompacto X yY
un espacio métrico pl ¢ toda funcié: 1 (respect. y acolada)f :A—Y

tiene una ezlensién continua (resp:ct. v ncoladu} F: XY,

(2) Sea A un subconjunto cerrado de un espacio ultranormal X y ¥ un espacio méirico
completo separable. Entonces tode funcidn continua (Respect. y acotada) f 1 A — Y tiene
una extensidn continua (respect. y acolads ) F: A—Y.

Demostracién: Véase [Ellis) pags. 116-117. =

0.9 p-Espacios

En esta seccién se definird un nuevo tipo de espacios que li o pto de espaci
métrico.

Definicién 0.9.1 Un espacio Tychonoff X es llamado un p-cspacio si ezistc una sucesién
Uy Us,... de familias de abiertos de BX tal que:
(1) Cada U; cubre a X,

(2) para cada z € X, ﬂ St(z,U;) C X.

El sigui t mtn { do en [Nagata]:
Teorema 0.9.2 Tedo espacio mctnznble y todo cspacxa Cech
Existe olra importaute t para p-esf
Teorema 0.9.3 Un cspacio topoldgico X es un p-espacio paracompacto si y sélo si:
(1) X es un subespacio cerrado del producio cartesiano MxC de un espacio metrizable M y

o

son p
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un espacio compacto y Hausdorff C.

(2) X es la imagen inversa de un espacio metrizable bujo une funcidn perfecia.
Demostracién: Véase [Morita). m

Teorema 0.9.5 Un espacio de Tychonoff X es paracompacta y Cech-complete si y sélo
8 existe ung funcién perfecta f de X sabre un espacio métrico completo Y.
Demostracién: Véasc (Nagata) pags. 390-394, m



Capitulo 1

Retractos absolutos y Retractos absolutos de vecindad

1.1 Definiciones y primeros resultados

Las dos dases de cspacios topolégi: 1 das retractos absolutos (en lo sucesivo AR) y
retractos ubsolutos de vecindad (en lo sucesivo ANR) fueron definidas originalmente por K.
Borsuk ([Borsuk (1)] y [Borsuk (2)]) para espacios métricos y métricos compactos. Posterior-
mente se generalizaron estos conceplos a dases mis generales de espacios.

Un retracto absoluto (AR) es un espacio topolégico X, tal que sempre que esté encajado
como un subconjunto cerrado de un espacio Z, X os un retracto de 2. Sin embargo, para
que esta definicién tenga sentido, se debe especificar cudles espacios 2 esln.u pernuhduﬂ

Un subconjunto cerrado X de un espacio Z es llamado un retracto de Yvecinded, 5 existe
un conjuato abierto O en Z tal que X C O y existe una retraccion r: O — X, La funcién
cs Hamada una retraccion de vecsndad.

Ejemplo 1.1.1
Considérese e intervalo unitario 7 = (0,1} y e cubo de Tychonoff para un cardinal infinito
W > Ro. T'=IM con |[M| =R Por definicion, R es no numerable y los puntos de T son las
funciones f: M — I. Sea 6 Ia funcién constante 6(M) = 0; 6 puede ser llamada el origen de
T. Para cada A € M, el subcspacio cerrado

L={feTif(M\}) =0}

de T es homeomorfo a I,
Lema 1.1.2  Para foda sucesidn de vecindades (Un), . py del orgen 6, la interseceion

™
ﬂ U, conticne todas las I ezceplo para a o mds una cantided numerable de indices . Por
Io Lan!a, al ser M no numerable, czutc una A € M tal quz LcU, vne N.

16n: Por definicién de la topologt to, cada vecindad del origen 6 en

T oonhu\c todas los I excepto para a lo mis una cmmdad finita de indices A € M. Esto
implica d lema. =

Considérese el prod topolégicas
X =IxT
X cs también un cubo de Tychonoff con #¢ = (0,6) como origen. Sea
W =X\ {zo}

19
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14 s P

Yy idérese los

E=I\{0})x{8), F={0}x(T\{#})
del espacio W. Estos son cerrados en W pues:
F=WnH E=WnK

con
H=1Ix{6) K=({0}xT
donde H,K eon cerrados en X. De donde s obtiene d siguiente lema:
Lema 1.1.3 Los ccrrados disjunto E y F en W no sienen vecindades disjuntas en W.
Demeostracién: Sc probara que la cerradura U~ de toda vecindad de £ en W int t
a F. Para cada entero n > 0, sea ,, = 1, Ya que U es una vecindad del punto (¢,,6), U
contiene un conjunto de la forma {¢,}x U, donde U, cs una vecindad de 8 en T. Por el lema
1.1.2 existe una A € M tal que [y C U, para toda n. Entonces {2,}xI, C U para todan y
de aquf que {0} x(Iy\ {8}) € U~ por bo que, U~ intersccta a F.

Corolario 1.1.4 (i) El espacio de Tychonoff W no cs normal.
(2) El cubo de Tychonoff X no es completamente normal.

D acién: (1) es ia del lema 1.1.3. (2) Se obtiene porque todo subespacio
de un espacio completamente normal es normal ([Rinow) pags. 133-134) lo que contradice

(1). =

Ahora. considérese el conjuato cerrado (unién de dos cerrados):

A= (Ix{6)) U({0}xT)

en el cubo de Tychonoff X = IxT. Se obtienc d siguiente resultudo:
Teorema 1.1.8 E! anbespacio cerrado A de X no es un retracto de verindad dr X,
Demostracién: Supéngase que existe una retraccidn r: U — A de un subespacio abierto
de X en A. Los conjuntos E, F son abicrtos en A pues:

E=ANY, F=AnW

con
Vi = IxT\({0}xT) V4 =IxT\(Ix{8))

siendo ambor abiertos en X. Ademaa
AN{(0,0)) =EUF
Entonces las imagenes inversas r~!(E) y r~'(F) son vecindades disjuntas de E y F, respec-

tivamente, en W lo que contradice al lema 1.1.3. =

Como se apreciz en este ejemplo, se deben tener dertas restricciones para que un espacio
sca un retracto absoluto o un retracto absoluto de vecindad.
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Un retracto absoluto dc vecindad (ANR) es un espacio X tal que sempre que X esté
encajado como subconjunto cerrndo en un espacio Z, X es un retracto de vecindad de Z.
Otra vez e necesario conocer enddes espacios 2 estin pecmitidos, Por gjemsplo, sea X un
espacio discreto consistente de dos puntos. Este es wn retracto de vecindad de cualquier
ospacio Hausdorff Z en o onal esté encajado. En efecto, sea X = {z.x:}. Si X esta
encajado en Z, al ser X Hansdorfl xisten vecindades ajenas U,V de zy,z; respectivamente
en Z. Sea f:UUV — X definidocomo f(z) =z, VzeUy flz)=z2 VYVz V. fes
continun y f(#i) = z; st #; = 1.2, Eutonces f es una retraceién de una vecindad de X, Sin
embargo X 1o o8 necesarinmente un retracto de vecindad en un espacio 7i. Para dar seutido
u las definiciones de AR y ANR se establece lo siguiente:

Definicién 1.1.86  Una clasc de cspacios topolégicos C es llamada una clase débilmente
hereditaria, si:

(1) SiXeCyACX escerrado en X, enlonces A€C.
(2} 8i X €C, entouces C contiene a todo espacio hamcomorfo a X.

En lo sucesivo sicznpre supondré que las clases asociadas a AR y ANR son débilmente
Lereditarias,

Deflnicién 1.1.7 Sea Cuna clase dc espacios topoléyices.

(1) Un espacio X cs llarmedo un AR relativo a C (AR(C)) «i:
(a) X eC
(b) Siempre que X esté encajado como subconjunto cerrado en un espacio Z € C, entonces
X es un retracta de Z.

(2} Un espacio X es llamado un ANR rclativo a C (ANR(C)) si:
(a) XeC
(b) Siempre que X esté encajado como subconjunto cerrado ¢n un espacio Z € C, X es un
retracto de alguna vecindad de X en 2.

La demostracién del aguiente resultado se presenta en o capitulo 3 (teorcma 3.1.3) en
donde se desarrolla la prueba de un caso més genral.

Teorema 1.1.8 Sea Y un A(N)R(normal) y f : A = Y una funcién continua de un
subespacio cerrado A de un espacio normal X a Y. Enfonces cziste una extensién continua

F:X =Y de f (respect. F:U — Y a U vecindad de A en X).

1.2 Propiedades de los A(N)R

Una relacién inmedinta de lns definici

‘Teorema 1.2.1 (1) Cualguier AIZ(L’) es un ANR(C).
(2) Si € C Cy cualquier AR(C,) pertencciente a C es un AR(C) y cualquier ANR(C,)
perteneciente a C es un ANR(C). .

En lo sucesivo AR(Q\, Q) significa que d espacio cs un AR para espacios que pertenccen
a @y N Q. Lo mismo ocurre en ¢l casa ANR(@Q,, @2).

La demostracion del siguicnte resultado se presenta en la seccién 5 del capitulo 2, donde
se demucstrin algunos resultados que simplifican muclo esta prueba.

Teorema 1.2.2 Todo A(N)R(scparable metrizable) X que sca un Gs absoluto es un
A(N}R(normal).
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Teoremsa 1.2.3 Un cspacio métrico Y es un A(N)R(normal) st y sdlo si es A(N)R(mé-
trico} scparable y Gs absoluto.

Demostraci6n: Se presenta la prucba para ANR; la otra cs similar.

Si Y es separable y ANR(métrico), entonces ¥ es un ANR(métrico, scparable). Si ademas
es un G5 absoluto, entonces, por el teorema 1.2.2, es un ANR(normal).

Sea Y un espacio métrico y ANR(normal). Supéngase que ¥ no es scparable. Entonces no
puede ser Lindeldf. Ademas, segiin ol feorema 441 pag. 235 de [Garcia-M., Tunariz), pars
toda cubierta abijerta de ¥ existe un refinamiento abierto o-discreto. Considérese una cubierta
abjerta de Y que no tiene wna subcubiertn uumerable y de ello obténgase un refinamiento
abierto o- discreto U= {U, }uer. Alguna de las familias gue conforman este refinmniento debe
ser no numerable, de otra manera seria una unién numerable de familias numerables, lo que
contradice la eleccidn de la cubierta original. Obsérvese que ia familia no numerable elegida
es discreta. De cada uno de sus miembros se toma un elemento z y la coleccién de todos
estos se denota por B. Claremente B e wn subespucio discreto y es cerrado.

R. Bing [Bing] pag.184, cjemplo G, mwostrd que existe un espacio normal X con un sub-
conjunto cerrado A de cardinalidad arbitraria no numerable tal que el subespacio A4 ticne la
topologia discreta pero no existe ringuna familia de vecindades de sus puntos en la que no se
intersecten sus miembros entre sf. Elijase para A4 el nimero cardinal de B y sea f una funcién
inyectiva de A sobre B. Entonces f: A — Y es continua y como Y es un ANR(normal), f se
puede extender a una funcién continua F: U — Y, donde U es una vecindad de A (teorema
1.1.8). La imagen invcraa de los puntoe de B forman una coleccitn de vecindades en X de
puntos de A que no se int Io cual es imposible. Por lo tanto, ¥ es separable. Como
Y es métrico y ANR{normal), es un ANR{métrico).

Falta probar que Y s un Gs absoluto, Como Y es métrico separable se pucde encajar
‘en e cubo de Hilbert IR0, Se construye un nuevo espacio Z, cuyos punios estin en corres-
pondencia 1-1 con los puntos de IR0, Sca h(z) € IR o punto correspondientc a z € Z eu la
correspondencia 1-1, &, Sea Y’ = A~1(Y"). Se define una topologia en Z de la siguicate forma:
los abiertos en Z son los conjuntos de la forma A=Y(0Q) U A, donde O es un abierto en IRoy
A es un subconjunto cualquiera de Z \ Y. Que ésta es una topologfa, es ficil de verificar:

Z=hkYY)U@EZ\Y), b=hK"@)uUO
Para In intereeccién, scan Uy, U; abierios en Z. Entounces Uy = A~V (V))UA; y Uz = A~ (V2)U
Asz:

Unl; =k Y VN u(d) n4),
con A},A4j C Z\Y". Para la unibu, se sigue facil te de 1a definicién de la topologia en Z.
Nékese que todo {z} € Z\ Y’ es ubjerto.
Se probard que Z es normal:
Supbngase que Fj,F; son dos cerrados disjuntos en Z. Se define ls distancia entre dos
puntos de Z como lu distancia entre sus correspondientes puntos en I¥a, Sean  Hj abiertos
ajenocd en IMoque conticnen a ¥ N W E) y Y N W F}), respectivamente. Si

G =h{H)U(F\Y)

Gy =A™ (H)U(FR\Y),
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entonces Gy U{F; \ Y') y G U(F, \ Y') son abiertos ajenos en Z que conlienen a R, F,
respecti te. Esto d tra que Z es normal.

La funcién inyectiva, b : Z — IR0 cs continua pero no es necesariamente un homeomor-
fismo. Sin cmbargo hly es un homeomorfismo y esto es inmediato de ln definicién de la
topologia-en Z. Eutonces Y’ cs un ANR(normal). Como U es abierto en Z, U se puede
escribir como U = h='(0)} U A con O abierto en 0y A un subconjunto de Z\ Y'. Entonces
Y’ es disjunto de A y

Y' c k7 0).

Sc puede suponer que A(U) es sbierto en Y; de lo contrario se reemplaza U por A1(0).
Considérese la restriccién de h: A :Y! — BY') = Y. ¥ & cerrado en 2 y. por tonto, ex
normal. Como Y es un ANR(zormal) y la restriccién considerada de k es un homeomorfismo,
exigte una retraceién r : U — Y’ de una vecindad U de Y’ en Z. Definase la funcién
g:U — IR, como:

9(z) = d(h(z),hr{z)).

Entonces Y’ = g='(0): & z € Y’, g(z) = d(h(z),h(z) = 0. S§i z € g~'(0), entonces g(z) = 0,
cs decir A(z) = h{r(z)) y r(z) = = pues h es 1-1 y, por lo tanto, z € Y’. Entonces Y’ es un
Gs y se migue que Y también lo es. Con esto se demuestra que Y es un Gj absoluto (lema
0.6.5(2)). =

Para e siguiente tecorema, la demostracién de que Y es un ANR(nomml por colvccwncs),
e pospone hasta el capitulo 2, seceién 5, donde se contara con mas h para
uns prueba sencilla.

Teorema 1.2.4 Un espacio méirico Y es un A(N)R(normal por colecciones) si y sdlo sf
es un A(N)R(melrizable) y un Gy absoluto.

Demostracién: Se prucba el tcorema para ANR, In otra prueba es similar,

Sen Y un ANR(normal por colecciones). Como los espacios métricos son par: Ie
Hausdorff, son normales por colecciones de acuerdo al ieoresns 0.7.8, catoczces Voes wn
ANR(metrizable).

Falta probar que Y es un G absoluto. Para este fin se utilizara un método muy smilar
al de In demostracién anterior sustituyendo el cubo de Hilbert IMopor un espacio métrico M
arbitrario. Se coustruyen de la misma manera los cspacios Z y Y junto con la funcién h.

Ahora se probaré que Z es normal por colecciones. Sea {F,}.es una familia discreta
de cerrados en 2. Sea B, = A(F, NY'). Entonces {B,},¢s e una familia discreta de

cerrados en Y. Sea G el conjunto de puntos de M que estan maés cerca de B, que de U B,;

t

entonces B, C G, y G, es abierto: SeuzeG,-,ndulamétncamM,d(z: UB)_cwn

d(z,B,) = § < ¢. Sen ) = £—§ y considérese Ia bola B(z, 7). Senﬁmmquez G B(z,’,‘)CG,.
Para ver esto, témese un punto y € B(z, 3), entonces

T dy.B) < d(y.z)+d(=,s,)<z-g
Yy
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dy 1) B) 2 d{} B..z) - dlz.y)
e e
n

T3

Ademés, por construccidn, G, NG, = 0. Entonces los conjuntos h=}(G. ) son mutuumente

disjuntos. Como {F,},es es discreta, de acuerdo al lema 0.5.2, |J F, es cerrnda en Z.
s#e

3%

Entonces los conjuntos
U, = RU- G\ F)
ot

son juntos abiertos mut te disjuntos y F, C U,. Entonces Z es normal por colec-
dones.

Considérese In restriccion de A : Y =2 M(Y) = Y. Y’ s cerrado en Z y, por tanto, normal
por colecciones. Como Y es un ANR(normal por colecciones) y la restriccion considerada de
h es un homeomorfismo, existe una retraccidn r : U — Y’ de una vecindad U de Y/ en 2.
Considérese 1a funcién g : U — R definida como:

9(z) = d(h(z), br(z)).

Entonces Y' = g='(0): d z € Y', g(z) = d(h{z),A{z)) = 0. i =z € g~}(0), entonces g(z) =0,
es decie W(z) = hr(2) o r(z) =z pues h s 1-1 y, por lo tanto, z € Y'. Entonces ¥’ es un Gs
y se sigue que Y también lo es. Con esto sc demuestra que Y es un G; absoluto.

Falta demostrar que ¥ es un ANR(norma! por colecciones). m

Corolario 1.2.8 (1) Todo espacio de Banach ¢s un A(N)R(normnal por colecciones), En
particuler todo espacio de Hilbert es un A(N)R(normal por colecciones).

Teorcma 1.2.8 Todo A(N)R(totahnente normal) méirico es un Gy absoluto.

Demestracién: Se prucba para ANR. 1a otra demostracion « dmilar.

Sea Y un ANR(totalmente normal) métrico, y sea Y un subespacio de un espacio métri
M. Otra vez, sc construye un nuevo espacio 3, cuyos puntos estin en correspondencia 1-1
oon los puntos de M. Se construye la topologia en Z como en el teorema 1.2.3.

Se probard que Z es totalmente normal, Sea A = {Us}iea una cubierta abierta de Z.
Cnda Uy es de In forma:

Us = k=Y (0x} U A,
donde O), e un abierto en M y Ay C Z\Y'. El conjunto

U=y 0x
AEA

cs abiertoen My Y C U. U es un espacio métrico y por lo tanto, totalmente normal. Existe
un estrella refinamiento {V,}.es de A . Entonces, {A~'(V,)} es unn familia abierta en 2
que cubre a h=(U) D Y, Sc completa estn familia a una cubierta W de Z aiadiendole o
conjunto de puntos (abiertos) Z \ h~}(U). Entonces W e un cstrella refinnmicnto de 4 y
Z es totalmente normal.
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Como Y’ s lomeoworfo a Y, es tunbién un ANR(totalmente normal). Ademés. como
¥ e cerrado en Z y Z os totahmente normald, Y/ es un retracto de vecindad de 2. La
demwostencion de que Y oes un Go en M ose sigue como en o teorema 1.2.3, sustituyendo
IN“por M. =

El teorema sguicnte estoblece unu relacion entre p espacios paracompactos y retractos
absolutos paras espacios metrizables,

Teoremna 1.2.7 §i X es un p-espacio y AR(paracompucto), cittonces X es Cech- com-
pleta.

Demostracién: Supiugase que X satisface las hipdtesis y sea Y ol conjunto §X con la
topologia obtenida de la topologia de X haciendo todos los puntos de X \ (X)) abiertos.
Identifiquese X con G{X). Entonces o wpacio ¥ o parecompncto: sea U = {U,}.es una
cubierta sbierta de ¥ y V, = U, 0 X. Por In paracompacidad de X la cubierta abiecia
V = {ViLies de X tiene un refinamiento abicrto o—discreto ¢ = | J Gn tal que In familia

neIN
G w = {Gn}lues es dificrets en X y Gy C Vi pars cadan € N ; cade s € 5. Témense
subconjuntos abiertos ., de BX tales que H,, N X =G, y H,, CU..

Por la densidad de X en 8X se sigue que In familia H, = {H,,, }.es consiste de conjuntos
disjuntos. Se mostrara que H,, es discreta en Y. Si y € ¥ \ X entouces {y} es una veeindad
de y que intersecta & lo mis a un clemento de H,. Si y € X, sea V una vecindad de y en X
que intersecta a lo mas un elemento de Ga. Si H es abierto en X y HN X = V, entonces,
por la densidad de X en 8X, ¢ conjunto H intersccta a lo mas un demento de M,. La
familia |J M. U {{y}ly € Y\ U (U Hn} es un refinamiento abierto y o—discreto de U.

ne ngllV €5
Esto que Y es p pact

Por hipdtesis, existe una retraccion r : ¥ — X y familias §,, n € IN, de subconjuntos

abiertos de AX tales que X CUgg Gparmn€ Ny ) S#z.G.) C X para toda z € X.

nelN
SiGe U G sedefine G = Intax (r (G N X)) NG. Los conjuntos G son abicrtos en 8X y
ne IV
GNX = GNX. Por lo tanto, los conjuutos G, = |} G eon abiertos en 83X y contienen a X.

GEln
Basts, entonces, probar que X = (7} G.. Supdngase por o contrario, que y € {} Ga \ X.

ne N nelN .
Existe una n tal que yé& St(r(y),Gn)y GE Gatal que y € G C (G N X)NG. Por lo que,
r(y). € Gy y € St(r(y), Gu) lo cual cs una contradiccion, w
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Capitulo 2

Extensores Absolutos y Extensores de Vecindad
Absolutos

Eu este eapitulo sc tratars sistemdticamente d problemn de extensién de funciones definidas
en un subespacio cerrado de un espacio X. Siempre que hable de una dase de espacios
topdlogicos supondré que es una dase débilmente hereditaria.

2.1 Definiciones y propiedades de los extensores

d

Empezaré definiendo los ptoa antes

Definicién 2.1.1 Se dice que un subespacio cerrado A de un espacio X tiene la propiedad
de extensién con respecto o un espacio Y si y sSlo si toda funcién continua f: A — Y se
puede eztender a ung funcién continua F : X — Y. Se dice que el subespacio cerrado A
tiene lo propiedad de extensién en una vecindad en X respecto a Y, si y adlo si toda funcién
continua f : A — Y se puede cxiender a una vecindad U de A en X. La vecindad U puede
depender de f. .

Sea Cuna clase arbitraria de espacios. Un espacio Y es un extensor absoluto para la
clase C (un AE(C)) si cualquier subespacio cerrado A de cualquier espacio X € C tiene lo
propiedad de extensidn respecto a Y.

Un espacio YV es un extensor sbsoluto de vecindad pare la clase C (un ANE(C)), si todo
subespacio cerrado A de cunlguier espacio X € C  tiene la propiedad de ertension en una
vecindad respecto a Y.

Para ambos canceplos AE y ANE la notacidn AE(C, B ) y ANE(C, B ) significa que ol
espacio es un AP (respect. ANE) para la clase de espacios que pertenccen a CNEB .

2.1.2 De I definicién s mg\xc di te que todo espacio AE(C) es un ANE(C), y
que s D es una clase de esp tenida en C todo A(N)E(C) es un A(N)E(D).

Evidentemente si Y consiste de un sélo punto, entonces Y es un AE(C) para toda clase C.

Un Lecho importante para espacios normales as:

Teorema 2.1.3 Si la clase C contiene un espacio X quc no ¢s normal, entonces todo’
ANE(C) Housdorff consiste de un s6lo punto. A la inversa, si X consiste de un sdlo punto,
X es un AE(C ) para una clase Cque conticne un espacio que no ¢s normal.

D tracién: Supongase que Y es un ANE(C) Hausdordf y contienc mas de un punto.
Scan py ¢ dos puntos distintos en Y. Entonces ellos estan contenid di
U y V respectivamente. Como X no es normal , existen dos ocn-a.doa disjuntos B y C en X

b4
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que uo tienen vecindades disjuntas. Considérese o subespacio cerrado A= BUCde X y In
funcién continua f : A — Y definida como

_ | p parazeB
f(z)-{ q paraze€C

Como Y es un ANE(C), f tienc una extension g: W — Y donde W es una vecindad de A en
X. Entonces g-(U) y g=Y(V) son vecindades disjuntas de 8 y C respectivamente, lo que es
une contradiccién,

Si X consiste de un sdlo punto, cutonces X s un A(N)E(C) parn cunlquier dase C. o

El siguiente tcorema sera de utilidad posteriormente:

Teorema 2.1.4 Si Y es un ANE(perfectamente normal, Hausdorff). entonces tods fa-
milia de abiertos no vacios en Y, disjuntos por parcjas, es a lo mds numerable.

Demostracién: Sea {U, },es una familia no numerable de abiertos no vacios en Y. Existe
un espacio {[Bing) pug. 185, cjemplo H) X Hausdorff y perfectamente normal con una familia
no numerable de puntos {z, },cs localmente finita que no posee vecindades disjuntas.

Sea A d subespacio de X que consiste de los puntos z,. Entonces A es cerrado. Definase
una funcién f : A — Y seleccionando para cada z, algiin punto f(z,) € U,. La continuidad
de f se sguc de que {z,},¢s o5 localmente finita y del 0.5.6. Entonces la familia

{g='(U.)s € 5}

s una col disjunta de vecindades de los z,, lo que es una contradiccion. w

El primer ejemplo de un AE(norma!) estd dado por el teorcma de Tietze, teorema 0.4.2,
es decir I es un AE(normal) (de hecho, segiin la observacion posterior al teorema, R es un
AE(normal)).

2.2 Operaciones con AE(C) y ANE(C)

Autes de id otros algunas propicdades de los AE(C).
Teorema 2.2.1 Sea {Yy|p € T} une familia arbitroria de espacios. Supdngase que cada
Y, es un ANE(C) y que todos los Y, con cxcepeidn de un nimero finito Hiyeeerpin s00 AE(C).
Entancea el producto ta;wléyu:n Y =[ler Y. e un ANE(C).
Demoatracién: Sca X €0, A ¢ X cerrado y f: A — Y una funcién continua.
Considérese f, = p.f : A — Y,. Entonces existen gp,,...,gu. que extienden fi,..-, fun
* a vecindades Uy,...,U,, respectivamente, de A en X, y funcim:cn coutinuas g, para g €

M\ {81,.++ +jin} que exticnden lns f, a todo X. Entonces U = [\ U; s una vecindad de 4

i=1
en X. Definase g : U — Y por gu(z) = pug(z) pera toda z € U, donde se consideran las
restricciones de g, o U para g # prye. . i fin. ®

Corolario 2.2.2 El praducto tapolégico de una familia finita de ANE(C) es un ANE(C).
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En forinn analoga a ln demostracién del {eoremn 2.2.1 s¢ prueba ol siguiente resultado
Teorema 2.2.3 Sea {Y,|s € T} una fawmilia arbitraria de AE(C ). Entonces. el producte
topaligico Y = [1,er Y es un AE(C).
Corolario 2.2.4 Los siguicnies espacios son AE{normal):
(1) I"(neN).
(2) Mo,
(8) R,
(4) .
(5) I’ para v > ¥y (el cubo de Tychonoff).
Conw s propiedad AE(C) se prescrva obviemente por hommomorfistnos se tiene of rignien-
te corolario
Corolario 2.2.5 La bola cerrada B.,(0,1) es un AE(normal).
Corolario 2.2.8 E! producio topolégico de una familia de AE(C} es wn AE(C).

2.3 Ejemplos de AE(C) y ANE(C)

Como ya s¢ menciond, del teorema de Tietze sc wucluyl. que Iy R son AE(normal)
Teorema 2.3.1 Todo conjunto convexo en un espacio lincal topoldgi

es un AE(metrizable)
Demostracién: Esto se desprende del teorema de Dugundji (teorema 0.4.3) =

Corolario 2.3.2 Todo espacio de Banach es un AE(metrizable).

Teorema 2.3.3 (1) 5i Y es un espacio mélrico completo, entonces Y es un AE(ultrapa-
racompacto ).
(2) SiY es un espacio completamente metrizable separable, entonces Y es un AE(ultranor-
mal).

D tracién: B 1tado se sigue del teorema 0.8.6. m

Corolario 2.3.4 S Y es un espacio completamente mctrizable, entonces Y es un
AE(uliranormal, paracompacto).
Demostracién: Apliquese d tcorema anterior y el teorema 0.7.4(3). =

Para espacios totalmente pormales se tiene:

‘Teorema 2.3.8 Todo conjunto pleto en un espacio lineal topolégico convezo
es un AE(lotalmente normal).
Demostracién: Es una ia dirccta del teorema 0.8.4. »

Corolario 2.3.8 (1) Todo espacio de Banach es un AE(totalmente normal), en particular
todo espacio de Hilbert cs un AE(totalmnente Mrmal)

(2) Todo cspacio de Banach, Hilbert o todo sub pleto de un espacio lineal
topolégico convezo son AE‘(I’amrumym:to, llnu.tdorﬂ'}
Demostracién: Para (1) véase e} 0.8.3 y loa tarios posteriores al mismo,

id do que un espacio total te nonnal es normal por colecci Para (2)
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el teoremn 2.3.5 y o teorema 0.7.5{1). a

Teorema 2.3.7 Toda capacio de Hilbert es un AE{normal por colecciones).
Demostracién: Este resultado se obtiene del teorema 0.8.3. w

2.4 ATFE metrizables

En esta seccidn se presenta un importante teorema para AE(inetrizable):
Teorema 2.4.1 Sea Y un espacio melrizable que es un A(N)E(metrizable). Entonces:
(1) Y es un A(N)E(totalmenie normal, perfectamente normal).
(2) Y es un A(N)E(totalmente normal) si y sdlo s Y es completamente metrizable.
(3) Y cs un A(N)E(perfectamente normal) si y sélo ai Y es separable.
(4) Y es A(N}E(normal) si y sélo ai Y es separable y completamente meirizable.
Demostracién: (1) Sea f: A — ¥ una funcién continun definida en un subespacio
cerrado de un espacio totalmente vormal y perfectamente normal. Y se puede encajar en el
cspacio de Banach L = C*(Y'), por medio de una isometria x : Y — L de acuerdo al tcorema
0.6.1. Ya que X es totalmente normal se sigue del teorema 0.8.4 que la funcién

g=xf:A-~L

tienc una extensién continua G : X — L. Identifiquese en Lx I el subespacio cerrado Lx {0}
con L. Entonces Y es cerrado en el espacio metrizable M = (Lx I} \ (L \Y). Por ser 4
cerrado en un mpncm perfectamente normal es un G5 en X y A = ¢71(0) por ser X normal.
Deff] una fi H : X — M axdiante la forinula H(z) = (G(z),¢#(z)) para toda z € X.

Si ¥ e un ANE(auctsizable), entonces ln funcidn tided en Y tiene una extensién
r:V — Y aunn vecindad Vde ¥ en M. Sea U = H-'(V). Eunlonces U cs una vecindad
abjerta de A en X. La fancidn F: U — VY definido por

F(z) = r{H(z)]

para toda = € U es una extensivn de f. Esto prueba que ¥ s un ANE(perfectamente normal,
totalmente normal). 5i Y ez un AE(metrizable) se tiene V =M y U = X. Esto prucba que
Y s un AE(perfectamente normal, totalmente normal).
(2) Sea f : A ~ Y una funcién continua definida en un subespacio cerrado A de un espacio
totalmente normal X.

Al ser Y topolégicamente completo, tiene una métrica acotada. Y se puede cocajar en o
espacio de Banach L = C*(Y} por medio de la isometrfa x : ¥ — L. La funcién compuesta

g=xf:A-L
tiene una extensién continua G: X — L segiin o teorema 0.8.4.

Por ser x una isometrin, es un homeomorfismo, y como ¥ ¢ completo, es cerrado en L.
Si Y es un ANE(metrizable), la funcién identidad en Y tiene una extensién r : V — YV a
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una veeindad V de Y en L. Sea U = G-(V). U es una vecindad de A en X, La funcion
F:U -+ Y definida como
F(z) =rlG(z)]

para toda £ € U es unn extensiéon de f. Esto prueba que Y es un ANE(totalmmente normal).
Si ¥ e un AE(metrizable), V = Ly U = X, Esto prucha que Y o un AE(totalmente
normmal),

Supéngase que Y es un A(N)E(total te uormal), ent es un ANR(total te nor-
mal) y por el teorema 1.2.6, Y es topolégicsmente completo.
(3) La prueba se conduce casi igual que en (1) pero se encaja ¥ en IRosegin o corolario
0.6.8. Si i : Y — I¥0 es la inclusién , entonces Ia funcién

g=if: A— IR

tiene una extensié i a una vecindad de A o a todo X, pucs [Nes un AE(normal).
Supéngase que Y cs un A(N)E(perfectamente normat), Por el teorema 2.1.4 toda coleccién
de abiertos no vacios en ¥ mutuamentie disjuntos es a lo mis nunerable. Pero esta condicion
en espacios métricos es equivalente a scparabilidad.
(4) La prueba se conduce como en (2) pero se encaja Y en o ¢ R* como sigue: Al ser
Y topologicamente completo, es un Gs en R, Entonces Y es h rfo & un subesp
cerrado de IR¥Ox R¥e y esteiltimo es homeowmorfo a !
§i Y es un A(N)E(normal) entonces es un A(N)E(totnlmeute normal) y A(N)E(perfecta-
mente sormal), o resultado se gigue cntonces de (2) y (3)m

Teorema 2.4.2 §i Y es un A(N)R(Tychonoff) compacto, entonces Y es un A(N)E(ultra-

normal).
Demoutruc:én- Se prucba para AR la otra demostracién es similar. Sea f: A -+ Y una
funcién definida en un sul do A de un espacio ultranormal X. Y se

pucde encajar como subespacio de un cubo de Tychonofl I'. entonces existe wis tetraccion
r:I" = Y. X es cn particular normal por lo que existe una extensién F : X — I7.
Considérese la funcién H =rF : X — Y. H es Ia extension requerida de f. @

Corolario 2.4.3 SiY es un A(N)R(Tychonoff) compacto, entonces Y es un A(N}E(ultra-
paracompacto).
Demostracién: Sc siguc de los tcorcmas 2.4.2 y 0.7.4(3). =

Estos resultados se pucden extender usando el hecho de que un AR(Tychonoff) métrico
es compacto ([Hanner(1)] pag. 337).

2.5 Extensores para espacios normales por a-coleccio-
nes

En esta scccidn se encontrara una nueva familia de extensores.



32 CAPITULO 2. EXTENSORES ABSOLUTOS Y EXTENSORES DE \’EC’L\'DAD ABSOLUTOS

Apovecho par p tur algunns propiedades de los espacios normuales por eolecciones,
Teorema 2.5.1 Pars todo espacio Ty las siguicntes dici son g lentes:
(1) El espacio X es hereditarismentc narmal par colecciones.
(2) Todo subespacio abierto de X es normal por coleccioncs,

(8) Para toda famnilia F = {F,},es de subconjuntos de X discreta en In unidn F = U Fy

s
que consiste de cerrados en F, eziste une familia U = {U,},¢s dc abiertos en X dt‘sjurﬁox por
parcjas, lales que F, C U, para tade s € §.

Demostracién: La implicacién 1) => 2) o evidente.

2) = 3): Primero aluézvese que como la fumilia F es discrets en F, cada £, es abierto
en F pues su complemento, que cs la unién de los restantes F), o5 cerrado en . Entonces
F, =W,NF ¥s ¢ S, donde W, cs nbierto en X. Considéresc el conjunio abierto W = U W,.

Por hipétesis W es normal por coleccianes. Se afinna que ia fumilia H = {F J,es o5 d.mcrcln
en W (ins cerraduras son respecto a W) Sen = € W. Existe s tal que ¢ € W,. W, &5 wia
vecindad de z que sdlo intersecta & un miembro de la familia F (de hecho a 5, ): Supdngase
que z € W, N F;, entouces W, ¢s una vecindad de z y se tendria que W, N Fy # 0 pero eso
implicaria que existe y € Fi. y y € W,. Pero y € £, una contradiccién. Por bo tanto, existe
una familin discreta de abiertos U = (U, }ies en W tal que £, C U, para toda s € §. Pero
cada U, cs abierto tambitn en X, Eutonces U = {U,},gs s la familin buscada.

3) = 1): Sen H un subespacio de X y F = {F,},¢s una familia discreta de cerrados en f.
Eutonces F = U F, ¢ H. Claramente F = {F,},¢s es discretaen F ycada F, = F, NF ex

s

cerrado en B l.’ecr hiptesis existe una familia U = {U, },cs de sbiertos disjuntos por parcjas

en X tales que F, C U, Vs € S, Considéese Ia familia {U, NH},es de abiertos disjuntos por
parejas en . Se sigue que F, ¢ HNU, Vs &€ S. Por lo tanto, H ¢s normal por colecciones.
-

Teoremn 2.5.2 Ses X normal par a-colecciones y F C X un canjunto F,, entonces F
£3 normal por a—calecciones.

o
Demostracién: Sea F = |} F, con F, certado cn X parntoda n € IV y sea B = (Bi}ies

n=1
una familia discreta de cerrados en F, con |7 € o Considérese Ia familia {B; N Fuli € J} de
cerrados en £, de lieckio también sou cerrados en X pues B; = H; N F con H; cerrado en X,
porlo que B, F, = H; NF N F, = H; F,. Ademés ee afirtus que

DnFN{JB) =@ paracadai€d y n€ N
it

Esto s¢ demuesien facilimente; obsérvese que F, = F, N F pues F, C F, entonces
BnF.alBi-=BnFRn{JBnF
(L] 17]
Pero recuérdese que s & C D C E, entonces -2 = C~5 N D. Por lo que,

B:nF, n[UB,]‘nF BN F, nU(E YE=BNnF.nl)B =0
i
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porque los B; son cerrados en F y forman wna familia disereta en Fu
Ya que X es normal por a-colecciones, existen abiertos U, en X tales que B,0F, C U,..
Los conjuntos {Uin},e; forman unn fanilin discrota en X, Ademis por normalidad de X,
existen abiertos V,,, tales que B N F, C Vi, C V5, ¢ X \[J B)]-. Considérese la familin
17

{(Win) tal que Wiy, = Ui NV, Vi€ Jon € IN. Entonces

B/AF. c Wi, cW, cX\[UBI
)
v
(Winli € 3}
cs discreta en X. -
Definuse Wi, = Wi \{Wj i€ Ji#im<aly W= W.,.

as1
Afirmaciones: (1) B; € WY, pucs si z € B,, entonces existe n € IN tal que z € BN F, C
Win. Supdngase que z € Wi,,j #1i. Acsusadeque i #j,z€ W, C X \ [U B~y B
1 3]

enth en este Wltimo conjunto (i es una de las 1). Una contradiecidn.

(2) W/ es abierto: porque Wi, es abierto para toda pareja (i, n) y ndétesc que para cada
m fija la fandlia {W;,.} es discreta por lo tanto ln unidn de las cerraduras es cerrada pata
m fija. Como se cstd considerando las m < n se ticne una unién finita de cerrados en
U[W .17 € J,j # i,m < n} por lo que W/, es abierto.

(3) W/ nW! =0. pues si = € W/ existe n tal que =z € W], y = € Wi,.. Supdngase que

€ W,J # 4. Entonces existe m tal que £ € W;n. Sin pédida de generalidad sea m < n.

Eutonces al estar z € W,, = no puede estar en Wi para k # {,1 € n, por construccién de
Wi, pero Wi s una de las W, unn contradiccion.

De cstas tres afirmnciones se concluye que F ¢s normal por a- colecciones. w

Teorema 2.5.3 Sea X un espacto normnal per coleccioncs, A un subconjunto cerrado de
X y @ un cordinal infinito, entonces loda funcidn continua f: A — J{a) se puede eztender
continugmente a todo X.

Demostracion: Considérese Ia funcion g : J(a) — I definide mediante Ia formula

t, d0<t<1,f<a

9([t. 8) = { 0, dt=0.

g es continua: Recuérdese como estd defiida la métrica en J{a) (para £1.8; < a)

z+y, dph#b

Eatonces sea [t, 8] un punto en J{a) y V = Ba{t,¢) una vecindad de g({t,8)) en I. Sea § =¢,
entonces U = B,([t.8),6) cs unn vecindad de {t,6] en d erizo tal que g(U) C V.

La composicion gf s una funcidn de A 8 J. Como X es en particular normal, por d
teoremn de Tictze existe una extension continua G: X — [ de gf.

Az Bl 582D = { le =l o= Pa.
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El intervalo (0,1], que es un abierto en o 10, 1), 5 un conjunto cocero, Como I es normal,
(0,1} es un conjunto F,. Al ser G continua, L = G~'{(0.1]} s wn conjuuto Fp en J(a). Del
tecorema 2.5.2, L es normal por a- colecciones.

Consid&ense los conjuntos Fiy = f~'({(t, )0 < ¢ < 1}). Estos forman una familia de,
cerrados en G-Y((0,1))): pues Fy* = Fy* N Lysa z € Fyt \ Fy, entonces f(x) = (0,4)
pucs de otra forma se tendrin ](1) = (l‘-y) t £ 0,8 # vy z no cstaria en Fy. De donde

Cf(2) = (0,8), pero g(f(z)) = 0, y z¢ G-'({(0, 1)) = L, una contradiccion.

Las {Fp)ace forman una familin discreta en L: sen = € L, y f(z) = [t,7],t # 0. Con-
sdéresc la bola Ba([t,7).€) con € = ¢/2. Entonces f~'(B,([t,7],€) es unn vecindad de < en
L, y no intersecta a ¥ «i 8 # 7, ya que & la intersectura, se tendrin = € Bo{{t,7],€) 0 Fh, ¥
f(z) = {¢'.8] con ¥ # 0. pero entonces p{[t, 2}, [t B]} =t = # > ¢ > ¢, unn contradicciéu.

En vista de lo anterior existe una familia de abiertos {Up}ses con |J| = a mutuamente
ajenos, tal que Fy € Uz € G-'((0,1]) para toda 8 (8 < a). Esta familin existe pues L
c1 normal por a-colecciones y In fanilia al ser discreta en L, que es abierto, es abierta y
mutuamente ajens en X.

Definase la funcién h: AU(X \ {Uplses) — I de la siguiente manera:

_ [ df(z)) parmze4
h(z) = { 0 para 2 € X \ {Us}pes

Esta s una funcién continua: basta observar que la funcién constante h(z) =0y la funcién
gf son continuas. Falta demostrar que coinciden en la int i6u de sus dominios: scaz € A
y = € X \ {Us}ses. Por cstar en cste dltimo conjunto, f(z) = (0,7]. Enlonces gf(z)=0y
por definicién i(z) = 0 = gf(z), Por lo tanto, k es continua por d lema 0.5.6 aplicado a la
cubierta AU {Us}pes.

Por ser X normul, existe una extension continua H : X — I, Ahora se puede definir la
extension de f:

Sea F': X — J(a) la funcién definida por la formula:

Fle) = (H(z).8). paraz€l,
1= 0.8), para z € X \ {Us}ses.

Afirmaciones: (1) F estd bien definida, pues F(z) € J(a), no sc intersectan ambos
y e punto (0,7) esti identificado con todos los puntos de la forma (0,-y).

(2) F extiende a f, ya que s z € A, se ticnen tres casos:
(a) z¢ X \ {Up}ges, entonces f(z)¢ F3,Y8 v f(z) = (0,7) = (0,8), por otra parte F(z) =
©,8).
(b) & € Up para alguna g y 2 € Ua \ Fs, s obticne f(z) = (0,8) y gf(#) = 0. Por otra parte
F(z) = (H(z),8) = (9f(z).B) = (0, ).
(c)x € Up para alguna 8y = € Fp. Entouces f(z} = (¢,8) y 9f(z) = &. Por otra parte
Fx) = (H(2),8) = (9f(z).0) = (t.6).

{3) F es continua:
(8) Sea £ € X y z € Up para alguna 8 y € > 0. Entonces F(z) = (H(z),8). W =
B,([H(z),8]) es unn vecindad de F(z) en J(«). Como H es continua, cxiste una vecindad V
de z en X tal que [H{z) — H(z')| < £ para toda 2 € V. Sea U =VNUz. U s una vecindad
de z en X y se cumple que F(U) C W.
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(b)Sen z € X \ {Up}pes. Por lo tunto F(z) = [0.9]. Sea
U = B,([0.7).¢)

una vecindad arhitraria de F(x). Por demostrar que existe una vecindad V de z en X
tal que F(V) C U, es decir, para tods r' € V se cumple que f{F(z),F(z')) < e. Por la
formn en In que eatd definids p y por d liecho de que todos los puntos de la forma {0, ] estan
identificados, basta probar que parn toda &' € V se ticne ' =0] = |t'] < € donde F(z') = [t',A].
Cousidéresc Ia funcion H, es continua y si z € X \{Un}aes entonces H{z) = h(z) = 0. Como
h ¢s continua, cxiste una vecindad W de £ en X tal que |A(z)] = 0 < ¢ para todo z € W.
Claramente & z € W, F(z) = [0.7] pues W € X \ {Uslies. »

Corolario 2.5.4 E! cspacio erizo J(r) es un AE(normal por colecciones).

El teorema tmnbién ticne un inverso:

Teorema 2.5.5 Sca X un espacio Ty, A un subconjunto cerrado de X. Si para cada
nimero cardinal T 2 Yo y loda funcién continua f: A — J(1) existe una extensién continua
F: X — J(r), entoncea X es narmal por colecciones.

Demostracién: Sca {F, }.es una familia arbitraria discreta de cerrados en X, sea a = |S].

s

Entonces A = UF e wn cerrado en X por ¢ corolario 0.5.2. Para cada F,, definase una

funcidin ccntixmz: fo 2 F, — J(a} de Ia siguicute mauera: Fijese t € (0,1} y definase:
fi(z) = [t, 4]

Esta funcién cs continua pues f, ¢s una funcién constante.

Por Ia proposicién 0.5.6, la combinacidn f = O,¢s f, es una funcién continua f : A — J{a).
Por hipotesis, tiene una extensién continna F' : X — J(a). Considérense los conjuntos
U, = {(t,4)]0 < t < 1}. Estos conjuntos son abiertos cn J(a) {cada uno es una “espina®
del erizo). Ademas F, ¢ F-'(U,) pues & z € F, , F(z) = [t,8] € U,. Se aficma que la
familin de abiertos {F-1(U, ) }es o5 disinnta en X, Supéngnse que existe z € X tal que
z € F-Y(U,) 0 F-'(U.:). Eatonces F(z) = [t,5] = [t,4'). Lo que daramente no e posible,
ya que e origen no cstd en algin U,. Entonces la familia de abiertos disjuntos por parejas
{F-Y(U.). }ies le con los requisitos y d espacio X ¢ normal por colecciones.

Corolario 2.5.8 Los espacios erizo J(r) son AE(C) para toda 7, si C cs la clase de los
espacios:
(1) Totalmente normales.
(2) Paracompactos Hausdorff.
(3) Normales (si y sélo si v =¥) .
(4) Compactos Housdorff. .
(5) Mectrizables.
Demostracién: (1) Véuse teorema 0.7.7.
(2) Vénse teoremn 0.7.5(1).
(3) Vénse teoremn 0.7.6.
(4) Véase teorema 0.7.5(3).
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(5) Se siguc de (2)m

Demostracién del teorema 1.2.2 Sc probara que X es un ANR{normnal). Como X
es separable y completo (lema 0.6.5), se puede encajar como subespacio cerrado de J(Ro o
(teorema 0.6.6). Supdéngase que X s un subespacio cerrado de un espacio normal 2, Por de--
mostrar que existe wia retraccion v : V — X de una vecindad V de X en Z n X. Considérese
Ia identidad vista de la siguiente manera:

Z5X 4 X I

Ya que X e8 un ANR(scparable metrizable), existe una retracciéa ¥ : U — X de una vecindad
Ude Xen J(Ru)“o. Por otra parte, segin e corolario 2.5.6(3), existe una extension continua

G Z = Jp)Ro

dc iatodo Z. Sea V = i7" (U). V e una vecindad de X en Z. Definase una nueva fuucum
: V = X, medinnte 1o formula r = r'i; para toda z € V. Eat res laret i
buacudn y X s un ANR{normal). u

Conti ién de Ia d tracién del teorema 1.2.4:

Supéngase que Y cs un ANR( izable) y Gs absolut Se probard que Y s un
ANR{normal por oolecciones). Cowo Y es completo (lema 0.6.5), se pnede encajar como
subespacio cerrado en J(‘r)Hn para alguna 7 (teoremn 0.6.6). Sea X un espacio normal por
colecciones y supdngase que Y es un subespacio cerrado de X. Considérese la identidad ¢, de
1a siguiente forma:

XoY Y (o).

De acuerdo al corolario 2.5.4, existe una cxtensiéon continun
it X = J(ryo,

de i, Por otro lado, Y es un ANR(netrizable), por lo que, existe una retraccion v’ : U = Y
de una vecindad U de Y en J(7)R0 a Y. Sen V =i{}(U). V es una vecindad de Y en X.
Definase una nueva funcién r : V = Y dec la siguiente manera: r = i, para toda z € V,
entonces r €5 una retraccion de V en Y, de donde se obtiene que ¥ es un ANR(normal por
colecciones). ®
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{5) Se sigue de (2)m

Demostracién del teorema 1.2.2 Se probard que X es un ANR{uormal). Como X
es separable y completo (lema 0.6.5), se puude cueajar como subespacio cerrado de J(Rg)Ro
(teorema 0.68.6). Supdugese que X es un subespacio cerrade de wn espacio normad Z, Por de--
mostrar que existe una retraccion r : V. — X de una. vecindad V de X en 2 & X. Considérese
Ia identidad vista de ia iguiente manera:

Z5 XL X I,

Ya que X es un ANR(scparable metrizable), existe una ret iocn v : U — X de una vecindad
U de X en J()R0. Por olra patte, segiin ol corolario 2.5.6(3), existe una extensién continun

i1 Z — J(Rg)Ne

deiatodo Z. Sea V =i} (U). V cs wna vecindad de X en Z. Definase una nucva funcién
r: V = X, mediante la formula r = ¢4 para toda z € V. Entouces r es la retraccién
buscada y X s un ANR{normal). =

Conti ién de la d tracién del teorema 1.2.4:

Supéngnsc que Y es un ANR(metrizable) y Gs absoluto. Se probard que Y & mn
ANR(normal por colecciones). Como Y es completo (lema €.6.5), se puede encajar como
subespacio cerrado en J(-r)“" para alguna 7 (teorema 0.6.6). Sea X un espacic normal por
colecciones y supdngnse que Y o8 un subespacio cerrado de X . Considérese la identidad 4, de
1a siguiente forma:

X oYLy i),

De acuerdo al corolario 2.5.4, existe una extensién continun
o X - S,

de i, Por otro lndo, ¥ es un ANR{metrizable), por lo que, existe una retraccion +/ ;U = Y
de uns vecindad U de ¥ en J(r)®0 a Y. Sea V =i{'(U). V cs una vecindad de ¥ en X.
Definase unn nueva funcién r : V. — Y de la siguiente manera: r = r'i; para toda z € V,
cntonces r €8 una retraccion de V e Y, de donde se obticne que Y es un ANR(normal por
colecciones). m



Capitulo 3

Relaciones entre espacios A(N)E y espacios A(N)R

3.1 La relacién A(N)R(C)e A(IN)E(C)

Una vez que se han establecido las definiciones y resultados mas importantes pura extensores
y retractos, p deré a establ las i que existen entre estos espacios. Uno
de los objetivos finales serit establecer que un aipacio X es un A(N)R(C) & y solo si es un
A(N)E(C) para ciertas dases C.

Para empezar, se observa que una de las hnplicaciones s inmediata:

Teorema 3.1.1 Si C es una clase de espacios topologicos y X € C es un A(N}E(C),
entonces X es un A(N)R(C).

Demostracién: Se lleva a cabo Ia prueba para la afirmacién AE, 1a otra es dmilar:

Supdugase que X € C es un AE(C). Sea Y € C y X encajudo en Y como subconjunto
cerrado, Seai: X — X la identidad en X. Como X s un AE(C) y X € C, In identidad tiene
unn extension continua r: Y — X, que claramente es una retraccion. w

En lo sucesivo se tratard de determinar las clases para lns que es derta también In impli-
cacién inversa, es decir dada una funcién continua f : A — X de un subespacio cerrado A de
un espacio Y € € a un AR(C), ; Para que clases C existe una extension continua F de f o
todo Y7

Antes de probar o teorema correspondiente se requiere uu lema suxiliar, muches de los
resultados ya han sido probados. Sin embargo, ios incluyo para mostrar o cuadro actual de
csta parte de la teorin de los AE. Supdngase que A C X es un subconjunte cerrade y que
fi: A —Y cs una funcién continua, entonces:

Lema 3.1.2 Sea Z = X U; Y ¢l espacio de adjuncién de X y Y a trovés de f (seccién
0.1.2). 5t X yY son espacios de la clase C, enlonces 2 también pertencce a C, donde € cs:
(1) 1.

(2) Compacto.

(3) Lindeldf.

(4) Normal.

(5) Totalmente normal.

(G) Perfeciamente normal.

(7) Completamente normal.

(8} Normal por colecciones.

(9) Contablemente paracomnpacio normal.

37
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(10) Compacto Hausdorff.
(11) Paracompacto.

(1£) Ultranormal.

(18) Ultraparacompacto.

Demostracién: Como los casos (1)-(11) ya hau sido probados {[Hanner(1)], [Hanner(2)},
[Michael]), los resultados nuevos' son (12) y (13). Se probaré primero (12) y sc observari
que Ia prueba aplica tumbién para el caso (4).

(12): Sean F\,F; dos cerrados en X + Y tales que Fi = p~'p{F.)(i = 1,2) (p cs of napeo
wciente). Baste probar que existen abiertos-cerrados ajenos Uy Uz ean 2 = X + Y tales que
R C U yU =p'QgU)i =1,2). Seau W),W; abiertos-cerrados ajenos en ¥ tales que
FNY C Wi(i =1,2). Obsérvese que F{NX C (X \ A)U f~}(W;). Como X cs ultranormal,
existen Bblcnos-cerrn.don ajenos Vi, V3 en X tales que F, N X C V(s = 1,2). Sin pérdida de

lidad que AUV, = AU f-Y{W,)(i = 1,2). Definase T, = V,uW, y
U =2 \p"p(Z \T)(x =1,2). Claramente F;, C Ui, U = p'p(Ui) y Uy N Uz = 0. Falta
entonces probar que los conjuntos U; son abiertos- cerrados. Basta probar que

P'Z\T)=2Z\T,
pues T es abierto-cerrado. También nétese que:
P'HMZ\T) = {z € Z2|p(z) e {2\ T)}.

Claramente, & z € Z \ 7T entonces p(z) € {Z\T) y z € p'p(Z \ T3).

Ahora supéngase que p{z) € p(Z \ T;) pero que z¢ Z \ 7i. Existe ' € Z\ T; tal que
oz) = p(2'), 7§ T y z € T;. Por construccién del espacio, z # z*, p(z) = p(z’) significa que
(a) z,2' € f(4)
by z,zeA
(c) 2 € flA),z€ A
) # € Az € f(A).

Se probara que cualquicra de los cuatro casos d a nna cont

Si z,z' € f(A) quicre decir que z = f(a), s’ = f(a'), 8,8’ € A. Pero entonces p{z) = p{z')
significa que f(a) = f(a'), es decir z = 7.

(b): Si z,z' € A, entonces z = 8,z = d'. a € V;,f(a) € W;. Como ¢ T;, se siguc que
@4 V; pero f(a) = f(a') porque p(z} = p(z'), de donde e deduce que f(a') € Wi, e decir
& € f~}(W;) y como o € A, se concluye que a € V;, una contradiccién.

(c): z€ Ay © € f(A), entonces z = a € A, Z = f(a'),a’ € A. Ademis f(a) = f(a')
porque p(z) = p(#'). Entonces,

acVi=>ae f ' (W)= fla) e Wi = fla') e W;

diceid

Io que cs una contradiccién, pues z'¢ T;.
(d) Si 2 € A,z € f(A), ¥ =d,z = f(a). Ademés f(a) = f(a'). Entonces

a€Ti = fla)e W, = f(a') eW,; =d € f~{W)

¥ como, o' € A se deduce que a' € V;, otra vez una contradiccién a que 2§ T},

1Nuevos, parque hasta shora no los he do en la i que he revisads
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En vista de lo anterior, los conjuntos U; son abiertos-cerrados y X Uy Y es ultranormal.

Se observa que Ja demostracion se puede aplicar o caso (4).

{13): Del teorema 0.7.4(3) se deduce que si X, Y son ultraparacompactos, entonces X, Y
son ultranormales y parncompuctos. De (11} y (12) s dgue que X Uy V' oes ultranormal y
paracompacto. Otra vez se wsa el teoremn 0.7.4(3) para deducir que X U; Y es ultrapara-
compacto. =

Teorema 3.1.3 Sea C cuslguiera de las siguientes clases de espacios:
(1) nornales.
(2) normales por colecciones.
{$) totalmente normales.
(4) perfectamente normales.
{5) completamente normales.
(6) normales Lindeldf.
(7) numerablemente paracompactos normales.
(8} compactos hausdorff.
{9) paracompactos.
{10) Ultranormales.
(11) Ultraparacompactos.
Entonces:
(e) Todo ANR(C) es un ANE(C).
(b) Todo AR(C) es un AE(C).
Dermnostracién: Se realizan las pruebas para ANR(C). La otm m completamente similar:

Para todos los casos sea ¥ un ANR(C) arbitrario y idé 16 i fi:A-
Y definida en un subespacio cerrado A de un espacio X € C Bn.sln probar que f se puede
exteuder a una vecindad U de A en X. Considé& d de i6n Z = XU, Y. Por

cl lemn enterior Z € C. La funcién canénica p: W = X + Y — Z tiene dos restricciones:
k=ply, J=plx
Entonces & : ¥ — Zn es un homeomorfismo de Y sobre un subespacio cerrado Zp de Z
(teorema 6.2.5). Como Y es un ANR(C), existe una vecindad V de 2y en Z y una retraccién
r:V — Zg. La imagen inversa U = 77Y(V) de Ia funcién j : X — Z es una vecindad de A
en X, porque p~}(V') es sbierto en X + Y y por definicion X Np~! (V') es abierto en X. Pero
PVINX =5Y(V). Sia€ A, entonces a = fla)en 2y f(a) €Y C V por lo que j(a) € V
ya€j (V)
Definase una funcién g : U — ¥ mediante 1a formula:
o(=) = (&)=
para toda = € X. E: g es una extension de f a U, pues  g9(a) = k7 (r(j(a))) pero j(a) =
£(3) @ 2 y £(a) € Z por 1o qua r(f(a)) = f(a). Eatonces £-1r((F(a)) = k-1((a)) = )
por definicién de k. Esto demuestra el teorema para las clascs consideradas. s

Teorema 38.1.4 Supdngase que Ces una de las siguientes closes:
(1) metrizables.
(2) métricas separables.



40 CAPITULO 3. RELACIONES ENTRE ESPACIOS A{N)E Y ESPACIOS A(N)R

o, tracién: Se cond ln prucbas para ANR(C). La otra es completatueute similar:
Para todos los casos sea Y un ANR(C) arbitrario y considérese una funcién continua f: 4 —
Y definida en un sul do A de un espacio X' € C. Basta probar que f se puede

cxtender a una vocmdnd Ude Aen X.

Del teorema 0.6.1, existe una isometrin ! : ¥ — L donde L es e espacio de Banach
C(Y). {Y) = Z es cerrada en la envolvente convexa Z de {(Y). Z s mwetrizable por ser
un subconjunto del espacio métrico L. Si € es la clase (2}, entonces Y es separable y por
lo tanto, otra vez por el teorema 0.6.1, Z también lo es. Por Jo tanto 2 € C. Alser Y un
ANR(C) existe unn vecindad V de Z; en Z y una retreccidn » : V — Zy. Por otra parte, del
teorema de Dugundji 0.4.3 sc sigue que Ia funcidn

=lf:A-L

tiene una extension continua ¢ : X — L tal que y(X) € Conv($(4)). Pero $(A) C i(Y).
Entonces $(X) C Z. Definase U = ¢~'(V') yla funcién g: U — Y por

o(z) = 1" (r[¥(2)})

para toda = € U. Eut g s una extensidn de f a U, pues si a € 4,
aa) = Iry(a) ,
= I"'rd(a) yaquea€ 4
= I"'rlif(a)
= IUf(a) pues f(a) €Vilf(a) € Z
= f(a).

Con esto s demuestra el teoremn. =

Teorema 3. 1.5 Todo A(N)R(compacto, metrizable) es un A(N)E(compacto, metrizable)

D t Sea Y pacto nwtrizable, y f: A = ¥ una funcién continua definida
enun lubeupmo cerrado A de un espacio mmpu:to metrizable X, Por demostrar que f
ac puede extender a continuamente a todo X (respect. a una vecindad U de A en X). Se
conduce la prucba para ANR la otra es smilar,

Como Y es compacto metrizable, existe un homeomorfismo A : X — 2, de Y sobre un
subespacio cerrado del cubo de Hilbert Z = M0 (tcoremn 0.6.8). Ya que %0 es compacto y
metrisable y ¥ o8 un ANR(C), existe una vecindad Vde Zo en Z y una mtmclon r:V 2.
Por otra parte, a causa de que Z es un AE( 1), In funcié i

¢=hf:A=2

tiene una extensién ¢ : X — Z. La imagen inversa U = d;“(V)m\mnvecmdmlchcuX
Definase la funcién g : U — Y por 1a formula

o=} = (&7'fr(P(z))]) VzeX.
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Entonces g es una extension de f o U, pucs g a € 4,

gla) = h7'ri(a)
h='ré(a)
h™'rhf(a)
h~'hf(a)
= fla)n

Lema 3.1.8 (1) Un A(N)R(compacto, metrizable) es un A(N)E(normal}.
(2) 5 X es un A(N)R(metrizablc) entonces es un A(N)E(paracompacto, p-espacio).

Demostracién: Se probard parn AR, ol caso ANR es similar,

(1) Como Y es un esy compacto ble, s¢ puede tratar como un subespacio
cerrado del cubo de Hilbert I¥¢, Como este wtimo la.mbxm cs mmpulo metrizable, existe
una nelracuou r: o ¥, Por otro Iado idérese una funcid f:A=-Ydeun

do A de un cspacio normal X a Y. El cubo de Hilbert es un AE(normal),
entonces existe una extensitn f'1 X =Y de f. De aquf sc deduce que 1a cxtensidn buscada
de fes F=rf'.

(2) Supdngase que Y es un AR({metrizable). Sea f: 4 — Y una funcién continua de
un subconjunto cerrado A de un p—espmo pasacompacto X a Y,y sea ¢ : X — M una
funcidén perfecta de X a un espacio metrizable M. Por e teorema 0.6.3, existe una 7 tal
que Y C 1(7) . Como Y es pespacio parncompacto, es normal por colecciones por los
teoremas 0.7.5(1) y 0.7.7. Entonces, scgin el teorema 2.5.G, existe una extensidn continua
$:X — J(7)%0 de f. Como ¥ s perfecto, la funcidn diagonal g = g0 : X — J(r}Rox M
definido por g(z) = ($(z),¥(z})) es perfecls {{Sogcikizg] teorems 3.7.9). Por lo tanto, o
subconjunto K = g(A) de J(r)oxM cs cerrado. Sea w Ia woyeccion de J(r)¥0xM en
J()Ro. Al ser Y un AE(metrizable) (teorema 3.1.3(9)), Ia funcién =|y : K — Y, tiene una
extensién continua ki : J(r)R0xM — Y. La composicién F = hg : X — Y s la extension

requerida de f, porque F(a) = hg(a) = hi(${a), ¥(a))] = hl(f(a),¥(a))] = f(a). =

Teorema 3.1.7 Todo A(N)R(p-cspacio paracompacto) es un A(N)E(p-espacio paracom-
pacto).

Demostracidn: Si Y e un AR(p i0), cat cs un ret de
un producto MxC, donde M o un AR.(metnuble) y C un AR{compacto, Hausdorfl)
([Pnymunfukl(l)] pag. 03) Sea r: MxC — Y la retraccién. Sea f: A — Y una funcién

en un do A de un pespacio paracompacto X a Y. Por
el lema previo MxC cs un AE(pmcomputo, p-espacio), por lo que existe una extension
continua g+ X — MxC. La composicién F =rg : X —+ Y es I extensidn requerida de f.
Lo cual cotnpleta la prucba. =
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3.2 El caso metrizable

Teorema 3.2.1 SiY es un A(N)R(separable metrizable), enlonces Y cs un A(N)E(ultra-
normal).

Demostracién: Se probara para ANR. Sea f : A — Y una funcién continua de un
subespacio cerrado A de uu espacio ultranormalX 8 Y. La composicidn

p=if Ao o
de Ia funcién § y Ininclusiéu i : Y — 1% (zecuérdess que Y se pucde encajur en IN"(teorenm

0.6.8) tiene una extendén ¢ : V — INo porque e cubo es un ANE(ultranormal). Sea
U = %~(V). Entonces U cs una vecindad de A en X. Definase una funcién g: U — Y por

o) = rlp(=)] Vz €U
Entonces g ¢s una extensién de f a U, lo que prueba que ¥ es un ANE(ultranormal). =
Corolario 8.2.2 SiY es un A(N)R(metrizable, compacto), entonces Y es un A(N)E(ultra-
paracompacto).

Demostracién: Se sigue de que todo espacio ultrap pacto es ult 3 (t
0.7.4(3)) m

Corolario 3.2.3 SiY es un A(N)R(metrizable compacto), entonces Y es un A(N)E(ultra-
normal).

Demostracién: Como Y e metritable compacto, es en particular separable metrizable,
por lo que e resultado se gigue del teorema 3.2.1. m

Corolario 3.2.4 $Y es un A(N)R(melrizable, scparable), entonces Y es un A(N)E(ultra-
paracompacto ).
Teorema 3.2.8 Sea Y un A(N)R{metrizable). Entonces:
(1) Y es un A(N)R(perfect te normal, totalmente normal).
(2) Y es un A(N)R(totalmente normal) si y s6lo si Y es completamente metrizable.
{3} Y s un A(N)R(perfectamente normal) si y s6lo 3 Y es separable.
(4) Y es un AR(normal) si y sélo si Y es separable y completamente metrizable.
Demostracién: Se prueban las afirmaciones para los casos ANR; para AR la prueba es
similar,

(1) Sea Y un ANR( jeable). Por el 3.1.3, Y es un ANE(metrizable). Del
teorema 2.4.1 se sabe que Y es un ANE(totalment i, perfect normal). Ent
Y es un ANR(perf. normal, total normal).
(2) La demiostracién de que Y es un ANR(total normal) se conduce como en (1), 8 Y es
cowmpletamente metrizable. §i Y es un ANR(totak normal), ent 8 un G absol

poc el tearema 1.2.0, es decir, es completamente metrizable (lema 0.6.5).

(3) Si Y es separable, entonces es un ANE(perfectamente normal) segiin el teorema 2.4.1.
Peor lo tanto es un ANR{perfectamente normal). Si ¥ es un ANR(perfectamente normal), se
sgue de los teoremas 3.1.3 y 2.4.1 que Y es separable.
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(4) Se prucha igual que (3). =

Corolario 3.2.8 (1) SiY es tdtranormal, A(N)R{metrizable). scparable y completamente
metrizable, entonces es un A(N)R(ultranormal).
(2) $i Y es ultranormal, A(N)R(metrizable) y completanente meirizable, entonces es un
A(N)R(ultraparacompacto).

Demostracién: (1) Se sigue del teorema 3.2.5(4), pues al ser Y un A(N)R(normal) es un
A(N)R(ultranormal) (Y mismo es uhru.uomml)
(2) Se obtiene de (1), porque todo espact mal p pacto es ultraparacompacto
y Y al ser metrizable es paracompacto. a

3.3 Espacios erizo

Respecto a los espacios erizo, del lario 2.5.6 se obti loa siguicnt: ltados
Teorema 3.3.1 () Para todo cardinal 4, J(7) es un AR(metnzuble)

(2) J(Ra) es un AR(perfectamente normal).

(8) Para todo cardinal 4, J(7) es un AR(lotalmente normal).
Demostracién: J(7) es un AE(metrizable), por d 3.1.1 es un AR(me-

trizable). Esto demuestra (1).

(2) Se sigue de (1), de que w(J(Ro)} = Mo y de los teoremas 2.4.1(3) y 3.1.1.

(3) Sc obticne del resultado del corolario 2.5.6 y del teorema 3.1.1. ®

De este teorema se obticne un interesante resultado
Teorema 38.3.2 (!) Para todo cardinal 7, J(7) es completamente metrizable.
(2) J(R) es un AR(normal).
() Para todo cardinal v, J(*) es Cech-completo.
Demostracién: (1) Del resultado (4) del teorema 3.3.1 se sabe que J() es un AR(total-
mente normal), entonces por € teorema 3.2.5(2), J(7) es completamente metrizable, .
(2) Se obtiene de (1) y del teorema 3.2.5(4).
(3) Scsigue de (1) y del leorema 0.7.12. =

Otro resultado importante:
Teorema 3.3.8 Pera toda ¥, J(¥) e un G absoluto.
Demostracién: Se sigue de los teoremas 3.3.1(4), 0.7.7 y 1.24. @

Corolario 3.3.4 (1) J{r) es un AE(ultraparacompacta) para toda 7.
(2) J(No) es un AE(ultranormal).
Demostracién: (1) Se sigue dc los teoremas 3.3.2(1), 3.2.5(2), 3.1.3 y 0.7.4(3).
{2) Sc siguc de los teoremas 3.3.2(1) y (2), 3.1.3 y de que todo espacio ultranormal es normal.
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3.4 Resultados adicionales en ia teoria de AR y ANR

Teorema 3.4.1 J(7) es un A(N)E(paracompacto, p-espucio).
Demostracioén: J(7) cs un A(N)R(mctrizable) (corolario 2.5.6), entoncus c8 un A(N)R(pa-
racompacto, p-espacio)por el teorema 3.1.4(2). m

Teorema 3.4.2 Todo espacio melrizable completo se puede encajar como subespacio
cerrado de un AR(normal por colecciones) completamentc metrizable.

Demostracién: 5i Y es metrizable completo, se puede encaju como subespacio werrado
de J(r)%0 para alguna r y J(v)®0 es un AE(normal por colecci ) por &l lario 2.5.7.
de donde ee diguc que es un AR{normal por colecciones). Por el teorema 3.2.5(2), es comple-
tamente metrizable. =

Teorema 3.4.3 Un espacio Y es horncomorfo a un retracto de J(a) si y sblo si Y es
completamente metrizable, w(Y) < a yY es un AE(normal por r-colecciones).

Demostracién: Supingase que Y es homeomorfo aun rctmcto H de J(a)®e. H es com-
pletamente metrizable al ser un cerrado en un esp: o izable. Entonces
Y es completamente metrizable y darnmente w(Y') < 7. Falta probm' que cs un AE(pormal
por coleccioncs). Para ello, sea f : A — Y una funcién continua de un subconjunto cerrado
A de un espacio normal por colecciones X a Y. Existen una retraccién r ¢ J(r)80 — H y
un homeomorfismo h: Y — H. Por lo tanto cxiste una extensidn continua F : X — J(-r)““
de la composicién hf : A— H C J(r)¥o. De aquf se obtiene la extensién rcquerida de f:
hleF: X Y.

<=): Como Y es un AE(normal por colecciones) y es metrizable, es un AR(normal por
" colecciones) (teorema 3,1.1) y Gi (teorema 1.2.4), es decir completamente metrizable. w

Finalmente una caracterizacién para esp |

Teorema 3.4.4 Un espacio Ty X es normal oi v :alu 81 para cade cerrado A de X y
toda funcidén f: A — Z, eziste una extension F: X — Z, donde Z es un A(N)R{mctrxznble)
separable y G absoluto.

Demostracién: Se prueba para AR.

Si X es normanl, f: A— Z y 2 un AR(metrizable) scparable y G5 absoluto, entonces Z
c8 un AR(normal) por d teorema 1.2.3 y por consiguiente s un AE(normal) (teorema 3.1.3),
de donde sc deduce Ia existencia de una extensién F: X — Z de f.

Sea X un espacio y K,H cerrados disjuntos en X. Sea Z = J(No). Entonces, Z es
separable, AR(metrizable) y Gs absoluto {Teorema 3.3.3). Definase A = KUH y una
funcidn f: A — Z mediante Ia f&rmula (a # )

a) szek
(’)‘{ (1.5) decH
l te fes i E hipdtesis, existc una extensién continna F: X — Z.
Consid&ese los abiertos V = F“(B(l .a]. Ny W =FYB(L.0.+)

"Afirmaciones: (1) KC V, H C W porque s z € K, F(z) = f(z)} = [},a], es decic
z € K.De Ia misma manera se prucha H C W,
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@)VNW =0 d 2 € VNI, entouces F(x) € BlfL. 8], %) y Flz) € B(l},a]. &) lo que

es una contradiceion, De donde se deduce que X s normal. m

Se obti un L logo para espaci les por colecci H

Teorema 3.4.5 Un espucio Ty X s normal por colecciones si y aélo si para cada cerrado
A en X, para cada funcién f: A — Z eziste una ezrdension continua F: X — 2, donde Z
es un Af N)R{metrizable) completanente metrizable.

Demostracién: Se prucba para AR.

8i X cs normal por colecciones, f : A — Z, A cerrado en X y Z un AR(metrizable)
completamente metrizable, se sigue del teorema 1.2.4, que 2 w un AR(normal por colecciones)
¥ del keorema 3.1.3, que Z cs o AE(normal por olecciones), entonces existe una extension
Fi1 X Z

Sca {F,}.,es una familin discreta de cerrados ea X, se requiere encontrar una familia
{U,}ies de abiertos en X tales que F, C U, Vs € §. Considérese como 2 ef cspacio erizo
J{T). Z cs cowpletaniente metrizable y cs un AR(metrizahle), El resto de la prueba se sigue
como en la demostracién del leorems 2.5.5. m
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