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" “INTRODUCCION

INTRODUCCION

Mucho se ha escrito sobre Ecuaciones Diferenciales Lineales,
pefo poco se ha hecho por elaborar textos o notas que traten de
cubrir las necesidades que requiere los diferentes centros de es-

tudio y que esten acordes a los programas vigentes de la SEP.

Por la razén anterior he enfocado mi experiencia, tanto en

el aula como académica, a tratar de realizar las presentes notas.

El propdsito de este trabajo consiste en ser material de
complemento bibliografico para la materia de Matematicas IV ( im-
partido en el Instituto Tecnolégico de Toluca, nivel licenciatura
en la modalidad abierta).

El Sistema Abierto es una modalidad educativa que en forma
general es para aquellas personas que requieren de un horario de
estudio, que ellos eligen, sin alterar sus actividades cotidianas

o trabajos.

Es importante para el estudiante activo de este curso, tener
como antecedentes los cursos de Calculo Diferencial e Integral vy
Algebra Lineal, pués esto le facilitara la comprensién de este tra
ba jo.

lLos seis capitulos expuestos en estas notas, cubren el pro-
grama oficial de la Institucién (SEP), y son el resultado de una
cuidadosa seleccion de informacién y de diversas entrevistas con

profesionales expertos en el area.
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CAPITULO |

Ecuaciones Diferenciales
Lineales de orden

uno y dos




rivadas, x’, x” , x™, es decir; una e
(1)

F(t, x, x*, x";;

por ejemplo, las ecuaclones siguléntééVson,diféfénclaies.i

a1 di 1

L=+ R=+= =L : ‘(Circulto Eléctrico) - (2)
dt dt c ) o
d®x ’ d
m =X =F. (222 °Ley de Newton) (3)
2
dt
2 2 2
du ,  8u 8u_ g (Ecuacién de Laplace) (4)
2 2 F)
ax ay a9z
62u au
K= =22, (Ecuacién de Onda) (5)
2 . N F
ax® ot e e

Si en una ecuacldén diferencial la funcién incégnita
depende de una sola variable independiente, la ecuacién diferen -
cial se llama ordinaria. Por ejemplo las ecuaciones diferencia -
les (2) y (3) son ecuaciones ordinarias. Si en una ecuacién di-
ferencial la funcién incégnita depende de dos o mas variables in-
dependientes, la ecuacién diferencial se 1llama parcial. Por
ejemplo las ecuaciones diferenciales (4) y (5) son ecuaciones di-
ferenciales parciales. El orden de una ecuacidén diferencial es
el de la derivada de mayor orden que aparezca en la ecuacién. Por
ejemplo las ecuaciones diferenciales (2), (3), (4) y (5), son de
segundo orden. Una solucidén de una ecuacién diferencial es una
funcién que satisface a la ecuacién diferencial. En forma mas pre

cisa: si llamamos D"(I) al conjunto de funcliones f:I—>R que

lUNAH [EXGINA 1




E.D. LINEALES

tienen derivadas de orden‘ n

A los elementos de S

ferencial dada.

Ejemplo 1. La funcién f(t) =.sen. kt,
cién diferencial x” + kzx = 0, pues al sustituirla en ésta se tie

es una solucién de la ecua-
ne dque:

(sen kt)” + K(sen kt) = -k°sen kt + k®sen kt = 0, V t € R.
es declr la funcién sen kt es solucldn de la ecuacién propuesta.

t 2
Ejemplo 2. La funcién f(t) = et J. e® ds + ce", es una
J

2
solucién de la ecuacién x'- x = ettt , Ya que:

et s° b, tf Y A t
=eIesds+e(e)+ce-e-[eds—ce=e
o E . . o

I'umm i e e e N IPAGINA ZJ
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Ejercicios

Verificar que las funciones ciadasys

nes diferenciales correspondientes

2,172
)

a) f(t) t(1.-t

b) £(t) = 0L

¢) f(t) = cos t, para, x" + x = 0.

, para,;: Xix

, para, t x' +'x

d) f(t) = tI Efg—fds, para, t X' = x4+t sent.

e)-f(t) = ce 2+ (1/3)e", para, x'+ 2x = e".

Una vez discutlido lo que se entiende por una ecuacién dife -

rencial y por una solucién, surgen las sigulentes preguntas:

1.- ¢Toda ecuacién diferencial tiene solucién?.

2.- De tener soluclén ¢Cuéntas tlene?.

Para responder a estas preguntas conviene analizar algunos

ejJemplos.
Ejemplo 3. Considérese la ecuacién
[x (£21%+ [x(t)P+ 1 = 0.

Esta es una ecuacidn diferencial de primer orden, pues es de la

forma
F(t, x(t), x'(t)) = 0.
con
Rt x(t')’, x(t)) = T a1
UNAN e ’ -

IPAGINA é]




E.D. LINEALES CAPITULO T |07

para todos ‘16& “valor

Ejemplo 4. El ejemplo ant

ne sélo una soluclén;'es‘deci

[t

la unica solucién de ésta ‘ecuacld

EJemplo 5. Para la ecuacién:
x/(t) = 3t2.

se puede ver que la funcién x(t) = t3+ C es solucién, para toda t
real y cualquier valor de la constante €. Lo que qulere decir que
la ecuacién tiene un numero infinito de soluclones. En los
ejemplos anteriores se ha podido notar que una ecuacién
diferencial puede no tener solucién, tener un nimero finito de
soluclones o bién tener un numero infinito de soluciones. A
medida que avancemos en nuestro estudio nos iremos dando cuenta de
que los primemeros dos casos no son tipicos y que lo comin es que
asocladas a cada ecuaclién diferencial exista un nimero infinito de
solucliones. Este hecho es de esperarse, pues para resolver una
ecuacién diferencial de un modo u otro, hay que hacer al menos una
integracién y en consecuencia aparece una constante de integracién
que al tomar diferentes valores, define una gama infinita de

solucliones de la ecuacidén diferencial

UNAN . s |PAGINA 4|




[E:D. LINEALES T e T ) ; CAPITULO I

Por otra parte, es léglico pensar que si ante un conjunto de
funclones, con la propledad comin de satisfacer la misma ecuacién
diferenclial, si queremos determinar una en particular, tendriamos
que dar un criterlo de seleccién que consista en imponer
condiciones adicionales. que sean caracteristica exclusiva de la
solucidén deseada. Mas adelante veremos que mediante la imposicién
de condiciones iniclales se pueden determinar de manera unica

soluciones particulares,

2. Ecuaciones de Primer Orden

La forma general de una ecuacién diferenclal de p

es:

(t, x, x') =0,

Una clase importante de ecuaciones de la forma (6) ‘son- las

que tienen la forma estandard.
x'= F(t, x). (7)

No existe un método general para resolver cualquler ecuacién R
del tipo (7), sin embargo para un gran numero de éstas existen mé-

todos especificos que conducen a su solucién. P

2.1. La ecuacién x'= f(t).
Un caso simple de ecuacidén de la forma (7) es
x'= f(t) (8)
cuya solucién se reduce a encontrar una primitiva de la funcién f

observemos que:

(1) Si la funcién ¢ definida en un intervalo I, es una primitiva
de f(t), entonces también lo es cualquier funcién x(t) = ¢(t) + C

con C una constante real.

UNAM PAGINA sl
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E.D.. LINEALES

{'V'"(‘Zy’)k EL t
~ funcién £(t)

eor

representa una primitiva y escoger diferentes: vélores:para‘

nifica tomar diferentes primitivas.

Asi quedan esclarecidas las condiciones bajo las cuales la
ecuacién (8) tiene solucliones: Si la funcién ¢ es solucidn, en I,
entonces todas las soluclones seran de la forma: x(t) = ¢(t) + C.
S1 nos interesa la solucién que cumple la condicién inicial
x(t°)= x, habria que escoger C = xo— ¢(t°). Asi se obtiene el

resultado sigulente.

Teorema 1 )
Dada la ecuacién (8), sl f(t) es continua en el intervalo I
y tel, xe R, entonces existe una y sé6lo una solucién x(t) con

la propledad de que x(to) = Xy

2.2. Ecuaciones lineales.

Se dice que la ecuacién diferencial
f(t, x, x-) =0

es lineal si puede expresarse en la forma

x-+ a(t)x = b(t). : (9)

UNAK ] ] l PAGINA q




‘E.D. LINEALES ' CAPITULO I

Para las ecuaciones de este tipo se conoce la forma general de sus
soluciones, asi como las condiclones bajo las cuales las condicio-
nes iniclales determinan soluclones de forma unica . Esto esta

expresado en el siguiente teorema.

Teorema 3

Si las funciones a(t),b(t) son continuas en un subconjunto I de
los numeros reales entonces para toda pareja ( t, xo) con t e I,
y x,€ R existe una unica solucién, x(t), definida en I, tal que
x(to) = X,. Esta solucién esta dada por la férmula sigulente:

e".fa(s)ds[ b(t)e'r”sms + C]

x(t) = (10)

e.ra(s)ds

Demostracién: Multiplicando la expresién (9) por se’ tie.

ne que

S O EY E R 1

%i[x(t)e.ra(s)dn] = efa(s)d- b(t)

integrando la ultima expresién se obtiene el resultado propuesto g

Ejercicios

Probar que la expresidén {10) es solucién de la ecuacién (9).
Determinar las soluclones de las siguientes ecuaciones diferencia-

les de primer orden.

[}
—

a) tx'+ x = 3tx, tal que, x(0)

b) (sent)x’+ (cos t)x = O.

It
U
I

c) x'+ 2tx = t, tal que, x(0)

d) 3x‘+ kx = t, con k constante real.

UNAM IPAGINA 7]
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qAPlTULO;I};

=.cos t

x’'+ (cos t)x
tx'= 2% + t° cos t
(% 4)x'+ 3tx:

2x’+ 3x

e)
f)
g)
h)
i)

-t
e
0.

tx-+ 2% tal que, x(r

) -% x’'+ (cos t)x

k)’

¢t

1+ t3x'= tx.

2.3, Aplicaciones

Ejemplo 1. Cultivo de Bacterias.

Clerto cultivo de bacterias lncrementa en razén proporcional al
numero presente, sea N(t} el numero de bacterias en el tiempo t.

Si el numero N incrementa de 1000 a 2000 en 1lhr.g; Cuanto incremen-

tard en 1.5 hr.7?.

Solucién: El modelo Matematico correspondiente es:
g N(t)= KN(2) kL
con k constante. Resolviendo esta ecuacién, se tiene que:
N(E) = N
puesto que N(t)=1000, cuando t=0, entonces N°=1000. sustituyendo

N=2000, cuando t=1, en la ecuaclén modelo se tliene que:

N(t) = 1000e**
2000 = 1000e*
ek = 2

[GNAH
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E.D. LINEALES:

SN(1,5) = 1000(2)}: Px" 2828

es decir en 1.5hr. habra 2828 bacterias.(ver figura 1)

FIGURA 1

Ejemplo 2. Desintegracién Radiocactiva.

El principlio fundamental de la desintegracién radioactiva es: ‘“La
razén instantanea de desintegracién de una sustancia radiocacti va
es proporcional a la cantidad de sustancia presente”. Si Q(t) de-
nota la sustancia radloactiva y k la constante de proporcionali-
dad, entonces el modelo matemdatico correspondiente al principio

anterior es:

d =
atQ(t) = kQ(t)

UNAY IPAGINA 9‘
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‘ con K> ‘Q,,‘c\.{ya,‘.sblut’:ibnﬂ es

Q(F) = Qo-e =
donde Qo es la cantidad de material radioactivo  en el tiempo:
t = 0. Para este material radioactivo Q(t), el tiempo requerido

para desintegrar la mitad de la cantidad inicial Qo' se denomina

el tiempo de vida media. Por tanto se tiene que:

despejando t de la Ultima expresién se tlene que:

t = (-1n 2)k'= - 0.69314 k*

Ejemplo 2.1. El Radio se desintegra en razén proporcional a la can
tidad de Radlo presente en cualquier tiempo. Si el tiempo de vida
media del Radio es de 1600 afios, ¢Que porcentaje de la cantidad
inicial Qo permanecerad después de 1200 afios?. o

Solucién: Como el modelo matemdtlico correspondiente es:

d -
ato(t) = kQ(t)}
cuya solucién es: Q(t)= kQ(t), por tanto la constante k es:
k=-1n2/1600

-t/1600

luego, Q(t)=Q°2 , de aqui:

S

Q(1200) = ooz'“ % 0.59460 Q_

de donde el 59,5 % de Radio permanecerd después de 1200 afios.

(umm I PAGINA 1ﬂ
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Ejemplo 3. Disipacién de Calor.

El camblo de temperatura T ~de un cuerpo es proporcional 4 la di--
ferencla entre las temperaturas del cuerpo T y la temperstufa T
del medio ambiente que lo rodea. El principlo anterior se conoce
como Ley de enfriamiento de Newton. Considerando que T es cons-
tante y que el flujo de calor es bastante rapldo, la temperatura
T - del cuerpo es la misma en todos los puntos del cuerpo en el

tiempo t, el modelo matematico correspondiente es:

d = -
Et’r(t) = k[T - 1]
donde k es una constante negativa.

Ejemplo 3.1. Un cuerpo cuya temperatura inicial es de 200°C, es
sumergido en un liquido cuya temperatura constante es de © = 100°C
Si la temperatura del cuerpo es de 150°C en un tiempo t = 1 min
¢Cual serd la temperatura en el tiempo t = 2 min.?.

Sk,
VA

Solucién: Como:

daT

=f = k dt

se tiene que In(T - 100) =kt + C, luego, € = In 100. Usando la
condicién T(1) = 150, se tiene que, In 50 = k + In 100, de aqui,
k = -In 2, por tanto:

In [T - 100] = In [100(2)7%]

de donde: T(2) = 125%.

UNAX ) ‘ : s B lPAG!NA 111
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lF.u. LINEALES .~

Ejemplo 4. Difusién.

Denétese a x(t) como la concentracién en miligramos por centime-
tro cubico de una droga o compuesto quimico en un cuerpo pequefio,y
dendtese por x, la concentracioén en el tiempo t = 0. Supdngase
que el cuerpo es puesto en un recipiente o tanque en el cual la
concentracién de la droga o compuesto quimico es a, donde a > X,
la concentracién en el cuerpo pequefio incrementara, suponiendo que
a permanece constante, la Ley de Difusién de Fick’s establece que
la razén del movimiento con respecto al tiempo de una solucién a
través de una membrana delgada es proporcional al area de la mem-
brana y a la diferencia de concentracién de la solucién en los dos

lados de la membrana. El modelo matematico correspondiente es
x’(t) = k[la - x]

donde k es una constante positiva, la solucién de esta ecuacidn
diferencial es:

x'{t) =a - [a-~ xo]e_kt

EJemplo 4.1 La concentracién de Potaslo en un rifién es de 0.0025
miligramos por cma. El rifién es puesto en un tanque en el cual la
concentracién es de 0.0040 mg/cma, en 2hr. la concentracién de Po-
tasio en el rifion es de 0.0030 mg/cma. ¢ Cudl serd la concentra-
cién de Potaslio en el rifién 4hr. después de haber permanecido en

el tanque?.

Solucidén: Sustituyende a = 0.0040 vy X,= 0.0025 en el modelo

correspondiente se tiene que:

x(2) = 0.0040 - 0.0015 e X?

[H?AK . - T PAGINA 12]
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:t_covn‘s’j.defan‘dkcv) que Vx'(Z)V

por tanto se obtiene que:.

x(t) =

cuando t = 4: x(4) = 0.0033,mg/ ¢ gral correspon-

~¥

FIGURA2

Ejemplo 6. Flujo de un liquido a través de un orificio pequefio.El
liquido contenido en un reciplente, representado en la figura 4
fluye fuera por el orificio indicado. Si no hay pérdida de ener-
gia, la velocidad de escape del liquido serd la misma veloccldad de

un cuerpo en caida libre, es decir:

v = [2gh]"7>.

donde h representa la altura del nivel del liquido al orificio en

el tiempo t. A causa de la friccidén y tensidn de la superficie, se

UNAM IPAGINA 13]
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LINEALES.. i Lt e T e LA : S .- CAPITULO -1

ha encontrado que la velocidad de escape del liquido es aproximada
mente de 0.6[2gh)"’% o bién de 4.8h'"*ft/seg, donde g se consi-
dera 32ft/seg2. Por tanto si el orificio tiene &rea A, 1la salida
del liquido del recipiente es de 4.8 A hl/zftzlseg. entonces si V
representa el volumen del liqudo en el reciplente en el tiempo t,

se tlene que

= - 4.8 an'"?

QlQ
| <

el signo menos significa que V decrece con el tiempo. Suponlendo

que V = f(h), entonces por la regla de la cadena se tiene que:

dV _ df(h)dh(t)

dt " dh dt

ll“

FIGURA 3

' Eécape del |Iquld0———~—ﬂ

Ejemplo 6.1. Un tanque de 4ft de altura de seccién transversal
rectangular de 6ft por 8ft. El tanque es inicialmente llenado con
agua, la cual corre fuera a través de un orificio de radio 1 pulg
localizada en el fondo del tanque. Determinar: a) El tiempo t en
que se vacia el tanque b) El tiempo t para que la mitad de 1i-
quido haya salido del tanque y ¢} La altura del liquido en el

tanque en un tiempo de 20min.

UNAM IPAGXNA lfJ
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‘entoces:

de aqui setiene que

‘a8 '% = —48[n/144]h“ 2

“n%an = ~(n/1440)dt

por. .tanto :

2 (V= {-nt/1440] + C

sustituyendo t =0 y h =4 se obtiene C = 4, luego:

-

= [2880/n)[2-h'"%)

a) Si h = 0, se tiene que:

t = 5760/ seg = 30.6min.

b) S1 h = 2, se tlene que:
t 2880 [2- Zhe]seg = 9min,
¢) Si t = 20min. = 1200seg, entonces:

= [2 - (1200/2880)m)° = O.48ft.

Ejemplo 7. Flujo de Calor en una Dimensién.
Considérese la transferencia de calor por conduccidén en un cuerpo
cuyo linde se mantiene a temperatura constante. Si el calor no es

generado Internamente y si la transferencia de calor por radiacién

UNAN PAGINA 15
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esilgnofada, el cuerpo eveﬁtuaiménﬁeialcaniQTQh'estado estable en
€l cual la temperatura T- sefé'hhéifahcién del espacio de coorde-
nadas x, y, z en el cuerpé}fpér§7indép§ndlente del tiempo t.
Conslidérese el estado estable~en~é1 cuai la temperatura T esti da-
~da por T = ¢(x). En términos f!siddé el cambio de temperatura en
la direccién YOZ son despreciables comparadas con la direccién
x.

Sea A el area de la superficie S en el cuerpo, perpendicular
a la direccién x y sea el grad T el gradiente de la temperatu-

ra en cualquier punto de S. Entonces la magnitud del grad T es
daT

de ax" La manera en que el calor Q fluye a través de S es propor-
dT
cional a Ay a HE'EStO es:
_ daT
Q= - kA3

donde k es la constante de proporcicnalidad, llamada conductividad
térmica del medlo y donde el signo negativo significa que el flujo
decalor en la direccién x, decrece la temperatura, x se mide en
centimetros, A en centimetros cuadrados, T en grados Celsius (teE

peratura absoluta) y Q en calorias por segundo.

Ejemplo 7.1, Una barra de Hierro de longitud 100cm, el area de la
secclén transversal es uniforme a 4cm2. estando aislada lateralmen
te tal que el flujo de calor es solamente en la direccidn x. Si en
el extremo izquierdo de la barra se conserva a una temperatura de
60°C. (Cual es la temperatura T en términos de x?. (Para el Hlerro
k=0.15).

Solucidén: Como Q=-0.15(4)dT/dx, con T(0)=0, x=100 y T=60, se tle

ne que:
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)

)

si.x=0 y T=0, ¢

luego:

A=4cm?

Ocm X=100 cm
0°C T=60°C

by
"won

FIGURA &

Ejemplo 8. Mecanica.
Un cuerpo que pesa 8 lb cae desde el reposo, considerando que la
resistencia del aire es 2v, donde v es la velocidad en ft/seg. De

terminar la velocidad y distancia después de t segundos.
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Solucién: “Por la’segunda

tiene que:

cuya solucién es:

como el cuerpo parte del reposo se cumple que v{(0)=0 y por tanto

C‘=8. Si se desea la posicién x(t), se Integra la ecuacén v(t)=
8 [1-e %], es decir:

x(t) = 8[t + (1/8)e™™] + C,

como x(0) = 0 implica que Cz=~(1/2). (ver figura 5).

Ejercicios
Dar solucién a los slgulentes problemas.

1.~ Clerto cultivo de bacterias incrementa en razén proporcional
al numero presente. Si el numero se duplica en 1lhr. ¢Cuanto
tiempo se llevard en cuadruplar el nimero inicial?.

2.- Cierto cultivo de bacterias incrementara en razén proporcional
al numero presente, si el namero se duplica en dos horas, ¢Que
por centaje de el numero original habrad al término de 3hr?.

3.~ Clerto cultivo de bacterias incrementara en razén proporcional

al numero presente, si hay 10 000 bacterias en tres horas y
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% bacterlas en: 6hr, &Cuantasfbacteﬁiasﬁhabiaﬂinlciélﬁeni

4, - Supdngase que el Radlio se desintegra en razén proporcional a

la cantidad presente. Si 1oomg se reducen en 200 afios, cuan-
tos miligramos habrd después de 1000 afios ?.

5.~ 51 el 25% de una sustancia radioactiva desaparece en 10 afios,
¢Cuantos afios se llevara para que desaparezca el 60% de esta
sustancia?.

6.~ Un cuerpo de temperatura 160°C es sumergido en un liquido con
temperatura constante de 100°C,en un tlempo t=2min el cuerpo
se enfria a 140°C, ¢Cuanto tlempo se llevara en enfriarse a
110°C?.

7.- Si en 10 minutos hlerve el agua con una temperatura de 100°C y
esta se enfria a 80°C en un cuarto en el cual la temperatura
es constante de 25°C, ¢Cuantos minutos se requieren para que
el agua se enfrie a 50°C?.

8.- En un circulto eléctrico hay una inductancia L = 2H una resis-
tencia de R = 2001 y un voltage constante E = 100V, Si la co-
rriente 1(0) = 0, gCual serd la relacién entre i y t?.

9.- Si en el problema anterior,suponemos que E=100cos t dar para
este caso la relacién entre 1 y t.

10.- Un generador con fuerza electromotriz de 100V es conectado en
serie con una reslstencia de 200, un inductor de 3H. Si

i(0) = 0, en contrar i para t = 0.2seg.

11.- Si en el problema anterior E=20 sen S5t,determinar i.
12.~ Un inductor de 3H y de resistencia 6Q son conectados en serile
con un generador teniendo una fuerza electromotriz
de:50e 2*cos 25t V. Encontrar i en términos de t, si i(0)=20,
determinar 1.
13.- Un tanque lleno de agua, de altura 9ft de seccidén rectangular

de S5ft por 8ft. el agua escapa por un orificio de radio 1 pul-
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“.gada que se encuentra en el fonddfde

anﬁue!@etérminar:a) El

“.tiempo que se requiere en yaclarsé; b)- E1 tleﬁpo que se re-

- quiere para que se vacie la mitad del tanque y c¢) La altura

del agua después de 20 min.

14,- Un liquido que llena a un cilindro de base circular con radio

1S.

1ft y altura 5ft, si escapa del cilindro por un orificio de
radio 1.2 pulg., que se encuentra en el fondo del cilindro.
Determinar: a) E1l tiempo requerido para que se vacle el cilin-
dro;
b) La altura del liquido después de 1 min.
- Una lamina de Aluminio (k=0.49) de espesor 10 cm, una cara
conserva 20°C y la otra 80°C. Determinar la temperatura T en

términos de x.

16. - Una pared de cemento {con k=0.0007) de espesor 20 cm,la su-

perficie interna permanece a 20°% y la otra superficie a s%.

Determinar la temperatura T en términos de x.

17.- Una piledra que pesa 41lb cae desde el reposo,considerando la

resistencia del aire (1/2)v. Determinar; a) La velocidad y
distancla recorrida después de t segundos y b) La velocldad y
distancia cla recorrida al final de S seg.

18.- Un proyectil que pesa (3/4)1b se lanza verticalmente hacia

arriba desde un punto que se encuentra 6 ples encima de la
superficie terrestre y con una velocidad 1inicial de 20
pies/seg, considerando la resistencla del aire igual (1/64)}v.

Determinar la altura maxima que llega el proyectil.
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‘de ‘segundoorden

es:

£(t,%,x",%x") =0, (1)

No existe un método general para resolver éétas ecuaciones;
sin embargo, para un gran numero de estas existen métodos especi
ficos que conducen a su solucién, por ejemplo un caso simple de re
solver son las ecuaciones diferenciales linlales homogéneas de se-
gundo orden con coeficientes constantes. Se dice que la ecuacién

diferencial (1) es lineal si puede expresarse en la forma:

x“+ a(t)x’+ b(t)x = f(t). (2)

donde a(t}, b(t) y f(t) son funciones reales definidas en un in
tervalo I ¢ R.

3.1 Teoria General.
Para las ecuaclones de la forma (2) se tlene el teorema de

existencia y unicidad siguiente.

Teorema 3

Supdéngase que las funcilones a(t), b(t) y f{(t) son continuas
en el intervalo I CR y sea toe Iy Xy X, constantes reales arbi
trarias. Entonces existe una unica solucién x(t) de la ecuacién

(2), definida en I, tal que x(t°)=x° y x’(to)= X -
Se dice que la ecuacién diferencial (2) es homogénea si f(0)=
0 para toda t en I, de otra forma se dice ser no homogénea.

Considérese la ecuacidn:

x" + a(t)x'+ b(t)x = 0. (3)

[SEAH - PAGINA EI]




LE.,D.‘ LINEALES -

1as propiedades de”las soluciones de esta ecuacién son:

Probiedad 1. El 'conJunto de las soluciones de la ecuacién (3) for
ma un espaclo vectorial, dendétese a este por V. Esta propledad
slgnifica que sl las funciones ¢1 y ¢2 pertenecen a V entonces
cualquier combinacién lineal de éstas también es elemento de V.
Propiedad 2. La dimensién de V es dos. Esta propiedad significa
que si ¢1, ¢z € V y son linealmente lndependientesl entonces
cualquier elemento ¢ de V puede expresarse en términos de ¢1 y ¢2,

es decir existen escalares reales « Yo, tales que:
p(t) = a1¢1 + a2¢2.

a esta expresién se le denomina solucidén general de la ecuacién
(3).
Una funcién importante que se usard mas adelante es el wrons-

kiano de las funciones ¢1 y ¢2, que se define como:
¢ ’ ’
wig ,¢,) = N =09, - ¢¢,. ' (4)

El Wronsklano de dos solucliones tiene la sigulente propledad

Proposicién 1. Sea ¢1, ¢Zev, luego wa' ¢2J 2 0 ¢1 y ¢>2 son
linealmente independientes.
Prueba. <) Es equivalente demostrarz, si V(¢1, ¢2)= o = ¢1.

lLas funciones 4)1 y ¢2 defintdas en el intervalo I son llnealmente independien
en I s! dada la comblinaclén lineal a’¢1¢ a2¢2= O implica que a1= oc2= 0, para
todo t

2
St A » B es equlvalente a noB = noA .
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sea t eI, ‘entonce

B.(8g) + g, (1) = 0.

U e () '+*&‘2¢; (t) =o.

pero. el determinante del sistema anterior es W(¢1, ¢2) y por

hipétesis es cero, es decir o y o, no son ambas cero, luego sea:
p(t) = a1¢1(t) + aszz(t).

por la primera propiedad de las soluclones de la ecuacién (3) se

tiene que ¢(t)e V, luego se cumple que:

¢(t°) =0 vy ¢'(t°) = 0.
pero también la funcidén O0(t)=0, V t € I, es solucién de la ecua--
cién (3}, tal que 0(t0)=0 y 0'(t°)=0. entonces por el Teorema 3
se cumple que: ¢(t)= 0, es decir:

a1¢1(t) + cz2¢2(t) = Q.

por tanto ¢:’¢z son linealmente dependientes.(

Las funciones ¢1 y ¢2 definldas en el intervalo I son linealmente dependlien-
tes en I si dada la comblnacién llneal a1¢1¢ a2¢2 0 tmplica que @ o, es

diferente de cero.
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2).S1 W(¢; ¢,)%0, en I entonces e indepen=

dientes.k“

Demostracién: (Por reduccién a lo iabshrdo)‘ si ;

" R no,soh iineal
mente independientes entonces existe una’ constante. real A. tal que

¢1= 7\¢2,para' toda t en I, luego:
Wi, 6,)= $.0.°~ ¢ ‘6, =268, - b9, 0. « .

ya que por hipdtesis W(¢1, ¢2)=0. Por tanto las funciones ¢1 y ¢2

son linealmente independientes.z

Propiedad 3. Si una solucidén particular de la ecuacién (2} es ¢p
y ¢ es cualquler otra solucién de (2) entonces la funcién: ¢ -
¢p es solucién de la ecuacidén (3). Esta propledad significa que

cualquier solucién ¢ de la ecuacién (2) puede expresarse:
¢(t) = (tp(t) + at¢x + a2¢2.

donde a‘¢1+u2¢2 es la solucién de la ecuacién (3). Las pruebas co-

rrespondientes a estas propledades se dan a continuacién.

Prueba de 1. Sean ¢1 y ¢z solucliones de la ecuacién (3) y sean

o« Yy, numeros reales, sustituyendo en el primer miembro de la e-

cuacién (3), la expresion a1¢1+a2¢2. se tlene que:
[u1¢1+a2¢2]” + a(t)[a1¢1+a2¢2]’+ b(t)[a1¢l+a2¢2] =

= °‘1¢1”+°‘2¢2”+ala(”¢xl +a2a( t )¢2‘ +alb( t )¢1+a2b( t )¢2 =

=« [¢,"+alt)g +b(t)g J+a[¢ "+alt)g, +b(t)g ] =

= a1(0)+a2(0) = 0.

es decir:
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‘Prueba de 2.  Se quier'evdér_r’\os_trja_

de expresarse como una combinacié‘h li al

Demostracién: Dado un t e I definamos

Considereando el sistema siguiente: " :

a1¢1(t°) + 0:2052(1!0)

a1¢ll(t0) * o‘2‘#2‘“0) = b

en donde el determinante del mismo es el wronsklano de ¢1 y 952 en

to , por la proposicién 1, éste es diferente de cero y por tanto
-

hay solucién tnica para oy, luego existe ¢ € V, tal que:

- -
") =nn1qb1 + a2¢2, > ¢ (to) =ay¢ (to) = b,

-
por el Teorema 3 se tiene que ¢ 8 ¢ para toda t € I.

Ejemplo 1. Sean ¢1(t)=e2", ¢2(t)=e_5t, soluclones de la ecuaclén

diferencial: x”+ 3x’- 10x = 0. Determinar la solucién que satis -

face las condiciones iniciales: x(0) =2 y x‘(0) = -1.

Solucidén: Verifiquemos que las funclones ¢1 Yy ¢2 son soluclones

de la ecuacidén dada, es decir:

t

(%) + 3[e®*] - 10[e®*] = 2% + 6e®'- 10e®* = 0.

e oy B ) ) )
(5% + 3[e™] - 10[e™®'] = 25¢™%*- 15¢7%'- 10 = 0.

de donde ¢1 y ¢2 son soluciones de la ecuacién diferencial
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propuesta. Luego

= L7¢"*2 0, Vit e I.

"('”1“”2)" =
de - donde ¢1 y ¢2 son soluclones linealmente independientes en
I, por tanto la solucién general de 1la ecuacién diferencial
propuesta es:

2t -St

x(t) = e+ ae

para determinar la solucidén unica,” se utilizan las condiciones
iniclales dadas, es decir:

x(0) =2 =a + o_.

x’(0) = -1

Za1 - Saz.
del sistema anterior se tiene que:al=9/7 y a2=5/7. Por tanto 1la
solucién es:
_9 5
x(t) = Fe+tze

Prueba de 3. Sustituyendo ¢ - ¢p en el miembro izquierdo de la

ecuacién (3), se tlene que:
[¢ - ¢p] + al(t)fe - ¢P] +b(t)[¢ '¢P]=
=[¢”+ a(t)p'+ b(t)e] + [¢P”+ a(t)¢p’+ b(t)¢p] =

= f(t) - f(t) = 0.
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por tanto [4

dientes en’'I, en

es'decir:

Ejemplo 2. Sea ¢p=(1/2fte Jun; ,bafficular de la ecua —-

‘.elén diferencial: x“-~.x .=e'

t
e ;.- son soluciones de

x”=" x=0. Determinar la soluciénigeneral:de la‘ecuacién no homogé -

nea propuesta.

_ = —att_ otttl _
Vig,, ¢,) = R e e 2 # 0,Y te I.

de donde ¢3 y ¢2 son linealmente independientes, por tanto la solu
cién general de la ecuacién propuesta es:

(1) = (1/2)tet+ alet+ aze'&

A continuaclién presentaremeos un método para encontrar una so-
lucidén a partir de otra conocida de manera que ambas resulten 1i -
nealmente independientes. Para esto considérese la ecuacién dife-
rencial homogénea (3) y sea la funcién ¢1(t). definida en el inter
valo I ¢ R, solucién de la ecuacién (3) entonces para determinar
una segunda solucién de (3), tal que ¢1 y ¢2 sean linealmente in -
dependientes, se procede en la forma sigulente. Sea la funcién
u(t) definida en el intervalo I < R, tal que, u(t) = ¢2(t)/¢Jt),
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de aqui:

u
HI
es ‘decir:
wre .¢1-z e-’JV;,”aV(L)‘dt."
por tanto:
-_ra(t)dt.
g,(t) = ¢ mj' at. (s)
¢ (t) :

Ejemplo 3. Probar que (5) es solucién de (3).

Solucién: Sustituyendo en el miembro izqulierdo de la ecuacién (3)

la expresién (5), se tlene que:
=Jaitide ! -Ja(tyde ' ~Ja(t)at
¢I—'a—~dt +alt) ¢I3——dt +b(t) ¢J-—e——dt =
1 e 1 » 1 82
1 1 1

-Ja(t)at ¢’1 e-_fa(t)dt

=¢”I e-.fa(t)dt.dt . ¢; e-J‘amm. _altde _ .
1 2 2 ) 2
¢, : 1 ¢
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Ejemplo 4. Del problema anterior, probar.‘que las funciones 451 v e, )
son linealmente independientes. : . : '

Solucién: Usando el HWronskiano, se tlene que:

-fatt)de
e
s, ¢1I 7 dat
Wig,.9,) = e-faturat oTaterat
¢ ¢1J. e dt + 7.
-fat(trdae _ =Jalt)dt —fa
- ¢1¢;I e —— atve Ia(t)dt_¢l¢;J' e — at=e Jattide |
#; s

para toda t en I. Por tanto las funcliones ¢1 y ¢2 son linealmente

independientes.

Ejemplo 5. La ecuacidon diferencial de Legendre de orden uno es:
(1-t%)x”- 2tx’+ 2x = 0, con, |t| < 1, si una solucién de esta ecua

cién es ¢1= t. Determinar la solucién general.

Solucién: La ecuacién diferencial dada se transforma en:
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. usando’la expresié

“por tanto:la“solucién general es:

B =t + o [(£/2)In(1st/1-8)-1]. -

EJercicios

1.- Sean ¢1(t)=sen2t, ¢2(t)=coszt, soluciones de la ecuacién dife
rencilal x”+4x=0. Determinar la solucién general de esta ecua-
cién.

2.- Si la funcién ¢p(t)=cos3t. es una soluclén particular de 1la
ecuacidén diferenclal: x”+4x=-5cos3t. Determinar la solucién
general de esta ecuacién.

3.~ Sea la funcién ¢l(t)=eat. una solucién de la ecuacién diferen-
cial : x”-9x=0. Determinar la solucién general de esta ecua-

cién

Regresando a nuestro obJjetivo inicial de resolver la ecuacién
(2), podemos contestar a la segunda pregunta, es decir, si existe
solucién de (2), gComo determinarla?. de hecho como ya se dijo an-
tes, no hay un método general para determinar la solucién de (2},
pero para casos especificos existe, y éstos son los que se discuti

ran a continuacién.
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3.2. Métodos de Solucién

‘Coeficientes Constantes : ot
Si en la ecuacién diferencial’-(3))'las funciones ‘a(t), ‘b(t),
son constantes se tliene la ecuacién:: AT ) :

X"+ ax’+ bx:=0. : . . (6)

donde a 'y b son constantes reales.  El método _de solucién consiste
en suponer que una solucién de (6) es del estilo ¢(t)= em', " ‘donde

o« es una constante a determinar. Sustitﬁ§erido ‘esta funclén ¢ en
la ecuacién (6) se tiene que:

t t

2w at o
e +axe +be =.0.

como la funclén e°“=o, para toda t en I, se tiene que:
2
o+ aa + b = 0. (7)

a la ecuacién (7) se le denomina ecuacién caracteristica de la

ecuacisén (6). Resolvliendo la ecuacién (7), se tiene que:

de donde existen tres casos por analizar:

1°7°, 51 a®-ab > 0
2™, s1 a®-4b =
3°T°,  si a%-ab < 0.

1°7°,  si a®-4b >0, entonces a® oy ¢ (t)= ety ¢, (t)= e%at,

son soluciones de (6), aplicando el wronskiano a estas funciones,
se tiene que:
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para todo t en I, ‘por tanto ¢1'y ¢2 son linealmehte ¥

entonces ‘la solucién general para este caso es:.:

¢(t)=x e ter e%2t.
1 2
donde Alykzson constantes reales.
Ejemplo 6. Determinar la solucién general de la ecuacién diferen-
clal: x”-5x’+x = 0.
Solucién: La ecuacidén caracteristica correspondiente es:
o~ 50 + 1 = 0.

de donde a2—4b = 21 > 0, por tanto la solucién general es:

¢(t) = Aleax'ﬂ- xze“zt.

5+v2T _-5-v2T
y « 5 .

donde: @ = o

2"d°. Si az- 4b = 0, hay raiz doble, es decir a‘= o= -a/2, enton

~(@2)t o5 una solucién de (6). Para determinar una se-

ces ¢1= e
gunda solucién ¢2 de (6), que sea linealmente independiente con la

primera, se usa la expresion (5). Por tanto:

-Jadt
i dt =

8,(t) = ¢ (t) f -
1

- e—(a/Z)tJ‘ dt = te-(a/z)t‘
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Ejemplo 7. Determinar la.soluci

cial: x“-6x’+9x =0.

Solucidén: La ecuacién

de- donde: a2-4b=0, pdr tantola‘soluclé eﬁéfal a- la ecuacién‘prg

puesta es:

F1¢3) = Ale-3£+héte_3t.

Antes de analizar el tercer caso, cuando a®- 4b < 0, conside-
re lo sigulente:
Un namero complejo z es una expresién de la forma:

z =8+ iy.
donde B8 y ¥ son numeros reales e { = Vv~1, También puede repre-

sentarse al complejo z en forma polar, es decir:

lz| = r = /S

el argumento de z es 8 = tg'l(v/B). B = rcos® y y = rsené. Por tan
to

z = r{cos 8 + isen 9).

considere- las series:
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= cos t + isen t.

por tanto el nimero complejo z puede representarse en la forma:

z = relo. (8)
3°7°, 51 a®- 4b < 0, las rafces de la ecuaclén caracteristica (7)

son complejas, es decir:

a1= B + iy y a2= B - ir.

donde B=-(as/2) y 1=[V4b—a2]/2. asi, ¢‘(t)= et v ¢2(t)= %', son
soluciones de la ecuacién (6), por la propiedad uno de las solucio

nes de la ecuacién (3), se tiene que:
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= %eBt[coswt+isén1t¢cos(+7ft+15en(47)t] =

Bt

='e ‘cos:yt:
anilogamente: : )

¢;(t) =“eﬁtsen rt.

- » i
para probar que ¢1 y ¢zson linealmente 1independientes,se tiene

que:

eBtcosvt eBtsenwt

Wi, $)
1 2 BeBtcosyt-7eBtsen7t BeB‘sen7c+1eB‘cos1t
= Bezﬁtsen1t cos1t+1e23tcoszyt—Bezﬂtsen1t+7ezﬁtsen27t =

=7e2P% 0 vt eI

" -
por tanto ¢1 y ¢2 son linealmente independientes. La solucldén ge-

neral para este caso es:
¢(t) = eBt[Alcos ot + Azsen t].

donde A‘ykzson constantes reales

Ejemplo 8. Determinar la solucién general de la ecuacién diferenci
al: x"+ x = 0.
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Solucién:

cuyas raices son w= iy d2=

solucién general es:

o(t) = A;cqsﬁt 

Ejercicios
Determinar la solucién general y en- los casos. que se indique, la

solucidn dnica, de las ecuacliones diferenclales siguientes.

a) 2x”"- 8x = 0.

b) x“+ x’'- 6x = 0, tal que, x(0) =0y x'(0) = 5,

c) 8x”+ 40x’+ S0x = 0, tal que, x{(0) = 0y x’ (0) = 2.
d) X"+ 2mx’+ wx = O,

e) x”+ 2x'+ x = 0, tal que, x{(0) =1 y x’(0) = 6,

f) x¥- S5x = 0, tal que, x(0) = 3 y %’ (0) = ~V5,

g) X"~ 2%’ - 2x = 0, tal que, x(0)

1y x(0) =1+ 3v3,
h) x”+ 3x’+ x = 0.
1) 2x"+ 4x’+ 4x = 0.

J) 8x"+ 4x’+ x = 0, tal que, x(0)

0y x'(0)

-1.
k) x”+ x'+ 2x = O.

1) x”+ 2x’+ 5x = 0, tal que, x{(0) = 0 y x’"(0) = -3.

m) x"+ 2x’+ 8x = 0.
n) x"- x’+ 9x = 0.

) x”+ 5x’- 10x = 0.
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(9)

donde a y b son constanteé reales y f{t) una funcién continua en
el intervalo I < R. El método de ios coeflicientes indeterminados
tiene como objetivo determinar una solucién particular ¢p(t) de la
ecuacién (9). El método consiste en que la funcién f(t) de la ecua
cién (9) tenga alguna de las formas que se indican en la tabla Nol
,para que asi{ se tome la correspondiente ¢p, que al sustitulrse en
la ecuacién diferencial a resolver, se determinan los coeficien -
tes respectivos y de como resultado la solucién buscada. Para acla

rar lo anterior veamos los ejemplos sigulentes.

Si f{t) es de la forma: ¢p es de la forma:
n
Pn(t) a°+a‘t+ AN +ant
at ny_at
Pn(t)e ENTONCES a°+alt* +ant Je
P (t)e*tsen bt o . .
» . Q e”*senbt+H e™‘cosbt
Pn(t)eu cos bt " n

TABLA 1

donde Pn.Qn y Hnson polinomios de grado n.

Ejemplo 9. Determinar la solucién particular ¢p de la ecuaciodn di

3t
ferencial: x”-x’-2x=8e” .

Solucidén: Como f(t)=8e3t. la forma de escoger ¢p, segun la tabla
1 es, aoeat, sustituyendo ¢pen la ecuacién propuesta, se tiene

UNAK
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Ejemplo 10. Determinar 1la solﬁciéh f:aréicrulai'» ”¢p de la ecuacién
diferenclial: x” + x’ = 40 sen 4t.

Solucidén: Como f(t)= 40 sen 4t entonces la solucién particular es
de la forma: ¢p= aosen4t + cocos4t, sustituyendo ésta en la ecua-

cidn propuesta se tiene que:
” B
[aosen4t + cocos4t] + [aosen4t + cocos4t] = 40sendt.

operando y reduciendo, se obtiene que:

-16a - 4¢c_ = 40
o (]
4a°—16c° =0

de aqui se tiene que, as= - (40/17) y C= - (10/17), por tanto ‘la
solucién particular es:
_ _40 _10
¢p(t) = -77 sen 4t 7 cos 4t.

Ejercicios

1.- Determinar la solucidén particular de las siguientes ecuacion

es diferenciales.

a) x“+ 5x’- 4x = 6e".

b) x”+ 2x’+ 10x = 2sen2t + 10cos2t.
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c)lx";‘i3)€" 3é3tr.f’
) R = T = 'ZsenSt. N

e) X" 6x'+ X '= Ssehzt;; o

2.- Determinar la sdlu‘éi'é'ni general de flaéyy éé\@iaxc'ilibnefs" deferenciales
siguientes. : : ' - Gl

a) x”- x*= 2x = 8e°.
b) x"- x =e .

c) %"~ x = 8e” .,

d) x”+ 4x = S5senTt.
e) X"+ x = -7e%*,

f) x”- 3x’+ x = 4cos3t,
Variacién de Constantes.

Este método consiste en suponer que una solucién partlicular
¢p de la ecuacién (2) es de la forma:

q)p(t) = Al(th + Az(t)nﬁz.
donde Alyhzson funciones a determlnar.ﬂy ¢zson soluciones lineal

mente independientes de la ecuacién diferencial (3). Derivando la

funcién ¢p(t),se tiene que:

¢p(t) = A1¢1+A2¢2+A1¢1+7\2¢2. (10)
considerando que:
A1¢1+)‘2¢2 =0

entonces ¢;)(t)= 7\1¢;+ 7\2¢'2, derivando nuevamente, se tlene que:

" — " " ’ ’ ’ *
¢>p (t) = 7«‘¢1 +A2¢2+A‘:{>1 +A2¢2.
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E)[p7+ alt)gys b(2)g ] +

=AY alt)g
: SR ALGIEALe, = Ll
de donde:

E Aley + ALe = f(1). (11)

las expresiones (10) y (11) forman un sistema de ecuaciones donde
7\1 y Az son las incégnitas a determinar. Como el determinante del
sistema formado por (10) y (11) es W(¢1. ¢2) y es diferente de ce-
ro, se tiene que:
-£(t)¢ £(t)g
AT(t) = 2 y AL(E) = !
1 VI¢1.¢25 2 w(¢1,¢25

integrando las expreslones anteriores se tiene que:

{(t)¢2 i'(t)¢1
Al(t) = - W)dt y Az(t) = W)dt (12)

Ejemplo 11, Determinar la solucién particular de la ecuacién dife

rencial: x”-3x=2e’.

Solucidén: Como la solucién de x”-3x=0, es, ¢x=eﬁ" y ¢2=e_ﬁ", se
tiene que:
A () = 1 J’eu—ﬁndt -1 ea
2v3 2v3(1-v3)
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1

Aé(t)i=~J t(atTdt | 2
R S T S

por tanto -la solucién particular es:

- tineir.
¢p(t) = tint"-t.

Ejercicios

Determinar la solucién particular de la ecuaclén diferencial:
x” + x = f(t), si la funcién f(t) estd dada por:

a) f(t) = ctg t, si te(0, n/2).

b) f(t) = sec’t, si te(-n/2, n/2).
c) f(t)= csc t, si te(0, m).

d) f(t) = sec t, sl te(-n/2, n/2).

e) £(t) = 6e.
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1. Introduccién

Se ha visto la resolucién de ecuaciones diferenciales lineales ho-
mogénéés y no homogéneas con coeficlentes constantes, sin embargo,
no hay un procedimiento similar para resolver ecuaclones diferen-

ciales cuando los coeficlentes son variables.
Por ejemplo la ecuacién

tx"+ x'+ tx = 0,
no puede resolverse por los métodos vistos. Generalmente para re-
solver ecuacliones diferenclales de éste tipo se requieren de las
técnicas de series de potencias. Ecuacliones relevantes que se re-
suelven por éste método son la ecuacldén de Bessel de orden nj;

37 + t x'+ (t2-n) x =0
o bién la ecuaclén de Legendre de orden n
(1-t%) x*- 2tx'+ n(n + 1) x = O.

Estas ecuaclones aparecen al estudiar algunos problemas en Fislca
y resulta interesante tanto su estudio como algin método para en-
contrar y analizar sus soluciones.
Para facilitar el entendimiento del presente capitulo es indispen-

sable manejar el tema de Series de Potencias, por lo que se haré

un breve repaso al respecto antes de empezar con el tema.
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2. Propiedades de las Series de Potencias

Una serie de potenclas es.una expresién de la forma.'

e (t-a) = ¢+ c (t-a) + c (t-a)’+ ...+ ... (1)
n o 1 2

n=0

donde los numeros cn son los coeficlientes de la serle, a es una
constante llamada centro de la serle y t es la varlable indepen-

diente. Una serie de potenclias centrada en cero, es decir, a = 0,

tiene la forma:

«
L cth= e, t et czt2 LS (2).

una serie de la forma (1) siempre puede reducirse a la forma (2)
mediante la sustitucién t = t - a, por ésta razén se

utilizara en lo que resta del presente capiftulo la forma (2).

La serie (2) converge en to' sl existe el sigulente limite:

N
Lim ) et
no
N—3x n=0
o bién, Lim Sn. donde Sn es la n-ésima suma parcial de la serie
(2) en to. Las principales propledades de las series de potencias

se exponen a continuacién.
Propiedades de las Series de Potenclas

1. Si la serle (2) converge para to entonces los términos cntg
tienden a cero.
2. Los valores para los cuales la serie (2) converge se hallan en

un intervalo centrado en cero, llamado intervalo de convergen-
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cla, asi a cada serie (2) le o réspoﬁdé un numero real R .con
la propiedad 0 = R s » ', _ila‘mad: ‘:r'adlio de convergencia. -Con:lo
anterior la convergencia ‘de la ‘serie (2) puede clasificarse en
la forma siguiente T

1) Sélo en to.

11) Para todo t real.

111) Existe un real poSitivo R, denominado radio de convergen -
cia, tal que la serie converge para: |t| < Ry diverge pa
ra |t|>R. En |t|] =R 1la serie puede o no converger.

3. Para la determinacién del radio de convergencia de-la serie (2}

se usaran los criterlios sigulentes : i

c

i) R = Lim =
n—)x n+l
i1) R = -t
Lim ¢

n—x »

donde ¢ son los coeficientes de la serie (2). El intervalo

(-R,R) se denomina intervalo de cenvergencla de la serie, la

serie puede o no converger en los extremos del intervalo de

convergencia.
o«
4, Considérese que la serie: ¥ antn, converge para |t| < R y la

1
n=0

- «
serie: ¥ bntn. converge para: |t| < R, pongamos: f(t) =} antn.
n=0 n=0

0
-_ n - .
g(t) =% bt y R=min {Rl,Rz}, entonces se tiene:

n=0

n

a) Si f(t) = g(t) para |t| <R entonces a_=b V¥ n.

[umm
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)iy
d)..oo.. .
Al -
c=Ya b a b,
m n-m-m ‘n 1. -0 n:
= m=0 FHREIN g g
5. Para ver la sigulente propiedad es necesario la de finicién si-

guiente.

Una funcién f(t) definida en un intervalo I que contenga a to
es analitica en to si la funcién f(t) puede expresarse como una
serie de potenclas convergente alrededor de to' con radlo de
convergencia R, es declir, la funcién f(t) es analitica en to

«©
si: £(t) = T a (t-t )", convergente en [t-t | < R.
n=0

Si la funcién f(t) es analftica en to' entonces f , tiene deri-

vadas de todos los dérdenes en to, esto es, si:

@«

f(t) =% antn , converge en: |t| < R , entonces f puede deri-
n=0

varse tantas veces como queramos y sus derivadas estan dadas

por las sigulentes series de potenclas
-
£(t) = ¢ annt""

o«
= YTa ”(n+1)tn,
n=1 n=0 n

converge en:

<R
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: . B .
£(t) =% an(n+1)t™?
n=2 n
y en general: o
®) o
£7°(t) = ¥ n(n-1)

n=k. <

converge en

Ejemplo 1. Determinar-el.r:

- Eh
e

=1 y apllicando la propiedad 3, se tlene

Solucién: Haclendo ¢ =
n n!

que:
L
Lim n! = Lim (n+1) = + o .
n—® 1 n—0
(n+1)!

por tanto la serle propuesta, converge para todo valor de t € R.

Ejemplo 2. Determinar el radio de convergencia de la serie:
=] n_2n
(-1)7t™"_
Y Gmyr T oSt
R=0

n
-L——l- y aplicando la propiedad 3, se tie

_ 1
Solucién: Haclendo c, T (2n)?!

ne que:
1
1
Lim | 2R0 M o lim(2n+2) =,
| T2n+ 2Tt p@

por tanto la serlie propuesta converge para todo t real.
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Ejemplo 4. Determinar el radio dé'éonvergencia de la serle

T ot
n=0
Solucién:
Lin gy | = Lin gy = 0
n—xs n—)mn

por tanto la serle propuesta sélo converge en t = 0.

Ejercicios L N

1.- Probar que:

-1 2 tf t7
a) tg =t - S t—g " —5* ,converge en |t| <1
1 _ 2 3
b) , =1 -2t +3t%-4t” ..., converge en Jt] <1
(1+t)

2.~ Determinar el radio de convercia en las siguientes series:

« h «® t—2 n n
a) L5 b’E[T] e) En't"
n=1

n=0
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(k#n) } (£+1)7 5
=0 27 © aso (n!] int

3. Método de Series de potencias‘

Considerando la ecuacién diferencial: T

xe at) k¢ b(E) X = £(2) (.

el método por series de potencias supone que la solucién de la e -

cuacién (1) es la de la forma:
[}
x(t) = Z c t”
=0

de tal manera que al ser sustitulda en la ecuacién diferenclal, e-
fectuando los cilculos respectivos y reduclendo éstos, se obtlenen
los valores c. El teorema que Justifica estas afirmaciones

serd dado en la pagina 12.

Ejemplo 4. Determinar por el método de series de potencias l1a so-

lucién de la ecuacioén diferencial x'- x = tz, con x{(0) =

.

Solucidén: Encontrando la expresién para x y x’ en series de po-

tencias

« n «© 1 ©
= _ n-
x(t) = Tet y x'(t)y= Y nc t = ¥ (n+1)cn"t
=0 n=1 n=0

n

n

y sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene que:

+1
n=0 n

o @
L (n+l)e, t" - Tecthe=
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@ T
n._.;2
ngo[ c + cn‘i(n+1)] t’ ="t7.

para que la lgualdad se cumpla es necesarlo que los coeficlentes
bajo las mismas potencias de t sean lguales de donde obtenemos
que: sin#*2, -c+ cnbl(n+1) =0 ysi.n=2, -¢+ 3, =1,

de aqui se tiene :

c e c c
c = L es decir: ¢ .=.¢ c. = 1 = .__o. .
n+1 n+l °’ 02T =2 2
1 +c¢ 2 +c . c c+°2
c = 2= O e = 3 50
3 3 23 ' s 3+1 a0 ’

x(t) = St cot +

t ! t?
= (c°+2) 1+t + STrartart | - 21+t + 5

2
pero ya que et= [1 + t +%T¢ §T+ aTt o +], sustituyendo en la
ultima expresién, se tiene que

(3 tz
x(t) = (c°+ 2) e=-2(1 +t + 5!]
usando la condicién iniclial x(0) = 1, se obtiene A 1, por lo tan

to la solucidn es:

x(t) = 3e*~ t3- 2t - 2.
Ejemplo 5. Determinar por el método de series de potencias la so-

lucién de la ecuacidn diferencial x”+ x = 0.
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Sustituyendo

Sﬁ}ucgbn:

x(t) = c, * clt -

de aqui se tlene que:

x(t)=co[1-5_2_+_g:—...]+c‘[t-£+£-...]

2! 4 3! 51
® n 2n o n . 2n+1
.pero: cos t =¥ Lt—é—:;j—li y sen t =% (—1(%;::'—)7 , luego:
n=0 n=0

x(t) = €,cos t + c sen t.

Por ser una ecuacién lineal de segundo orden con coeficientes
constantes también puede resolverse buscando las soluclones como
eM' con A a determinar de la ecuaclién caracteristica, lo cual
puede comprobar el lector directamente,

Ejemplo 6. Determinar por el método de series de potenclias la so-
lucién de la ecuacién diferencial (1+t%)x'= 2ptx , con, x(0) =1,
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o] Lo © L B : «
. RO N : Ll e a2 - n+1
B cr;n(“ﬂ_)t 4 Le(n¥1)te=2p T o t
n=0 n=0 : n=0
o «© ] n
e, (m)t" + 1 cn_ltn—l)t" =2pLec .t
n=0 n=2 n=1

«

n =

c1+|:2c2 - 2pco]t + 22[(n+1)cnﬂ+ ([n-—l]-Zp)cn_1 t" = 0.
n=

de aquf{ se tiene que:

e= 0; 2c2- 2pc°= 0 vy (n+1)cnﬂ+ [(n-l)—Zp]cn_l= 0, connz2

por tanto: ¢ = O, LA N luego:

1

_ A _ 2p=2 __ pi(p-1) . 6. ~= 2p-4 __ p(p-1)(p-2) _ |
6= 03 6 T4 67 TEr S ST 03 6% T 6 T3y — S
c,= o,
de aqui, los coeficlientes con subindice impar se anulan, asi,

x(t), estd dada por:

p(p-1)_ .4, pl{p-1)(p-2) 6 _
57 cot + 37 cot + ... =

_ 2
x(t) = € PeyttH

_ 2, plp-1),a. p(p~-1)(p-2),6
co[l+pt+ STt 31 to+ ..
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7 ’}Ejremplob?'. Det;rminar po
" lucidén de la ecuacidn diferen

Soluciodn: Sustituyendﬁl:

© el N oo
x(t) =Tcth; x'(t)=Fent" =T
=0 " n=1 " n=0
w w0
x“(t) = e nn-1)t"2 = F e _(n+2)(n+1)t" .

n=2 n=0

en la ecuacidn diferencial dada, se tiene que:

® o ©
n n+i n _

Le ,m*2)n+1)t" + Lo  (n+ti)t + r et =0
n=0 n=0 n=0

® © ]

n n n_
):cnoz(n+2)(n+1)t + ¥ c nt” + T ct =0
n=0 n=1 n=0

o
n o
2c2 +c )_:1 [cmz(n+2)(n+1) +nc + cn]t =0

n

igualando los coeficientes bajo las mismas potencias de t, se tie-

ne que
c c c
- . _(n+1)"n _ _n )
c,= 5 3 €= YTy - hed conn = 1, por tanto:
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tomando ¢1(t) = e entonces ; ¢2(t)= &t /ZJ.e" 724t , esto es

por lo wvisto en el capitulo uno, con la propiedad, dada una
solucién de la ecuacién diferencial lineal, determinar otra.
Asi la solucién buscada es:

2 2 2
-5/ -t72f /2
x{(t} = c,e 2 c.e ZJ.e 724t

Ejemplo 8. Determinar por el método de series de potenclas la so-

lucién de la ecuacién diferencial tx”“+ x'+ tx = O.

Solucidn: Sustituyendo:

[-+] (-] 1 w
x(t) =Y ct’; x(t) = T e nt" =):cd(n+1)t" y
n=0n n=1 " n=0 "

L] w0
" = - n-2 _ n
x"(t) = ¢ cn(n-1)t I € 4o (n*2) (n+1}t
n=2 n=0
en la ecuaciédn diferencial dada, se tiene que:
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c c e ‘ © 2y2
_ 0 .2 0 4_ 0 6 _ 1 _t _
x(t) —Co -2—2' t +TE t 32 t'+ ...=¢c Z 2( ] =

= J (t).

donde Jo(t) es la funcidén de Bessel de orden cero. Para obtener
la segunda soluclén de la ecuacién diferencial propuesta, se usa
nuevamente la propiedad de las soluclones, vista en el capitulo
uno, dada una solucién obtener otra. Por tanto la segunda

solucién es

dt
x_(t) = 3 _(t)1—=,
2 0 LJZ

y la soluclién geneneral es:

dt

x(t) = 71J°(t) Y, ,Jo(t)J o
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‘rdohde’ri y ¥, son cdnstantes‘réaleé.

Ejemplo 9. Determinar por el- método de serles de potencias la' so-
lucién de la ecuaclén diferenclal ‘de Euler. t x”+ tx +: xfi,o.'

Solucidén: Sustituyendo:

© Peg "1.* .
x(t) =L c th; x'(t) =L ent?:
=0 n : n=1 n

L W
g%cn*i(nf})t oy

X7 (8) = ):cn(n-m"'2 ¢ me2) (e D",

n=2

«© 0 -]
T n(n—l)cnt" +¥ ncnt" + Y cth=o0.

n=2 n=1 n=0

de - aqui c= 0 para toda n, en éste caso el método de series de

potencias no es el adecuado.

Ejercicios
Determinar por el método de series de potencias la solucidén de las

siguientes ecuaciones diferenciales:

a) x"- x =1t , tal que x(0) = 2

b) %"+ x = t. ’

c) x“+ 4x = 0, con , x(0)=1 y x'(0) =
d) tx”- tx + x = e* , con, x(0) = 1y x(0) =

e) (1+t%)x“+ 2tx’- 2x = 0

f) (1 - t)x"-x'+ t x=0, con, x(0) =1y x'(0) =1.
g) x"- 2tx'+ 4x = 0 , con , x(0) = 0 , x’(0)

h) x“- tx’+ x = - tcost, con x(0) = 0, x’(0)

1) x”- tx‘+ tx + 0, con, x{(0) = 2 y x'(0) = 1.

UNAH : IPAGINA 55]




[?ERIES

"4, Ecuaciones diferen
Una ecuaciéh‘difgrgncla

(3).

donde el coeficiente de x” es + 1, se llama normal.

Una funcién f(t) es analitica en un intervalo ablerto si y

solamente si es analitica en cada punto del intervalo y se dice
que es una funcién analftica sl y solamente sl es analitica en ca-
da punto de su dominio, por ejemplo las funciones sen t, cos t, tg
t, e‘, In t y p(t), donde p(t) es un polinomio, son analiticas. Si
las funciones a(t), b(t) y f(t) de la expresién (3) son analiticas
en un punto to € I, se dice que to es un punto ordinario de la
ccuacién diferencial (3). Un punto to € I, que no es ordinarlo,

se llama un punto singular de la ecuacién diferencial.

La forma de Jjustificar que una solucién x(t) de la ecuacién
(3) pueda expresarse con una serie de potencias, es por el

resultado siguiente:

TEOREMA

Sea to un punto ordinario de la ecuacién diferencial (3) y sean
las funciones a(t), b(t) y f(t) analiticas en el intervalo (to-R,
t°+R), donde R es un numero real positivo entonces cada solucién
¢(t) de (3), que esté definida en to, es analitica en el intervalo
(to—R, tD+R).
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Por ejemplo-la. ecuacién diferencial: x"+ x = 0 , se observa

que: b(t) =1 -y f(t) =0, dé aqui ambas funciones son analiticas
en todo t, por tanto, si ¢(t) es solucién de la ecuacién diferen

cial propuesta, ésta puede expresarse como una series de potencias

potencias: § cnt“ , encontrando que la soluciédn es:
n=0

x(t) = t. =

la cual converge para toda t.

Ejemplo 10. Resolver la.ecuacién diferencial de Legendre:

2t x'+ p_____(p+1)x = 0.

-
1-t2 1-t?

@« [
Solucién: Sustituyendo: x(t)=¢ cnt" ; x'(t) =% cnntn-‘=

n=0 n=1
- o ©
= n " = - A2 _ n
=L e, )ty x“(t) = T ¢ n(n-1)t L ¢ ,(n+1)(n+2)t7,
n=0 n=2 n=0

en la ecuacién diferencial propuesta, se tiene que:

L] -] w0
2 n n n _
1-t%) ¢ cn‘z(n+2)(n+1)t - 2t} Cnu("ﬂ)t + plp+1)Y, ct =0

n=0 n=0 n=0

« @

n n+2 n+l

€ ,o(A*2)(n+1)27° = T ¢ (n+2)(n+1) 7" ZIZCnH(nH)t +
n=

o n=2

up~18

n

o«
+ p(p+1)cnt"= 0

n=0

w0 <« -]
n n n n_
cma(n+2)(n+1)t - cnn(n—l)t - X 2cnnt + ¥ p(p+1)cnt = 0
0 n=2 n=1 n=0

(8 ar B:]

n

2c2 + p(p+1)co+ [(p+2)(p-1)cl+ 3-2::3] t +
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ST e
+F [(h+2 (n+1)

n=2’
de aqui se tiene que

2c,+ plp+l)c,= O (p+2)(}:51)c +‘v’392&‘7='d v (o 4 2)n + e+
+(p+n+1)(p—n)c =0,'con niz 2 de donde ¢ se expresa en términos

de S, cuando n-es par, v en términos de cl, cuando n es impar, es

declr'
. -(p+1)p‘c c;'-(p+3)(p—z) . (B+3plpr1) (p-2) _
2 o 34‘ o 4:3 2 4%
. = -n)° (p+2n-1)(p+2n—3)-~'(p+1)p(p-2)~-~(p 2n+2)
2n (2n)1 €o* :

en tanto que:

= ~(p+2)(p-1) c = -{p+4) (p~ 3) (p+a) (p+2) (p- 1)(p-3)
a 3! € s 5:4 €= 5! Cyd

(-1)" (p+2n)(p+2n—2)-'-(p+2)(p-1)(p-3)---(p-2n+1]
2ne1 {Zn+1)1 €y

por tanto la solucién es :
x(t) = ¢ [l - ngllptz— {p3) (ptllp(p=2) 4o ] +
[} ! 4t T

+ {p+2)(p=1) .3  (p+4)(p+2)(p-1)(p-3) ,s
<, Lt - = 3 to+ S T = tT - ...

para determinar el radio R de convergencia de x(t), usar las

2t 1
funciones: -F"=2 vy ., luego como:
i-t 1-t
1 2
Tf= 1+t +t+ ... +... convergeen |[t| <1
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 comverse en | <1,
"S;v~Hé£6;§ de Fr;benius

Decimos que toes un punto singular de la gg§a%;§nf&lfgren§iél
x“+ a(t)x’+ b(t) x =0 (4).

sl los productos:(t-to)a(t) y (t—to)zb(t),sonambos funciones
analiticas en to. Se dice que t0 es un punto singular regular de
la ecuacién diferencial propuesta. Un punto to que no es singular
regular de la ecuacién (4), se dice que es un punto singular irre-

gular.

Ejemplo 11. Determinar si la excuacién diferencial:
" ' 1
x"+ t(t-3)x'+ TV [¢]
t7(t-3)
tiene puntos singulares regulares o irregulares.

Solucidén: La ecuacién propuesta tiene puntos singulares en t = O

y en t = 3, luego el punto t = 3 es slingular regular ya que:

1 1
(t-3)[t(t—3)]= t(t-1)%  y (-3 —— | = =
-2 ?

ﬁ‘,__v}hlPAcqu 59]
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son ambéé,énali;lc

fregular; ﬁﬁés

no es analitica’en

tiene puntos singulares en’

regular puesto que:

_ 2t |t o alneen ]l G-onmen
(t 1)[ 122 ]‘?ﬁ y (‘t‘l,)V [ 1o¢? ]‘ i+t

son ambas analiticas en t=1. En forma andloga el punto t = -1,

es singular regular.

Considérese la ecuacién diferencial: x”+ -%x'— x = 0, la cual tie-

ne un punto singular en t = 0.

t
Puede probarse que la funclén x(t) = —%—, es una solucién de ésta

ecuacién, aunque es imposible desarrollar a la funcién: et/t, como
una serle de potencias en t, sin embargo este problema puede sol-
ventarse escriblendo una potencia de la variable t, multiplicada

por una serle de potencias en t , es decir:

t 2 3 n
e 1 t t t ]
—-t_—_t[1+t+?+T+".+T+"‘

Esta modificacién sugiere que debe tratarse de hallar soluciones

de la forma:
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‘ x(t) = tt[cq ’
donde r es algun nﬂmerbfré
consiste, en suponer,soiﬁ¢i L;spétitulrse éstas
en la ecuacién (4), conic yléﬁé‘que:

rén=2

I .
r cn(r+n)(r+n-1)}
=0 B

3 o emten-

sl t = 0, es un punto élngulér regulér de (4); entonces las funcio
nes: ta(t) y tzb(t). son analiticas en t = 0, es decir

talt) =a+at +at...
ot 2 N
t2b(t)

[}

b+ bt + bt ...
o 1 2

por tanto t*2 es la ninima potencia de t en (6), si n = 0, es de-
cir

co[r(r—l) +ar + boJ =0

como €= 1, se tiene que

r(r-1) + ar + b = o] (8)

a ésta ecuacién (8) se le llama indical, cuyas raices ror se

2
denominan exponentes de 1la ecuacidén (4). Una solucién de la
ecuacién (4} serd de la forma (5) y hay tres formas posibles para
una segunda solucidn. Estos hechos se resumen en el sigulente

resultado.
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. TEOREMA.

Sea t=0 un punto singular regula‘rl'de‘:’ la.-ecyacién (4) y sean
rr, las raices de la ecuacién indical” (8), donde a,y bo estan
dados por (7) entonces la ecuaclién: (4) tiene dos solucliones lineal

mente independientes: x, y Xy cuya forma dépende de r, v rz .
como sigue: R

Caso Uno: Si r vy rzrn{)rfdifﬂ‘ ren por Ln entefs, 'entonces:

R4 R B c-t“ ,..con c' =.1.
R Bl 1)
. n=0 n ° .

Caso Dos: Si- rl= r2=’ r , entonces

Cx () = |t|r[

n

o
n =
}_:ocnt ] » con ¢ = 1.

o
x () = |t|” Eocnt"] + x (t) Injt].

n

Caso Tres: Si r-r, esun entero positivo, entonces

rl o
n -
xi(t) = |t| ngocnt . con ¢ = 1.

r o
2 - - L]
x, () = [t] ,Eoc"tn + cx (t) Inft] , con ¢ = 1.

Ejemplo 13. Determinar la solucién general de la ecuacién diferen

clal: x“"+ (1/4t)x’'+ (1/8t%)x = 0.
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lar ya queta(t) == "y

Ei punto t =0 es singular ’x’-ef
ass , ‘ﬁs‘ahdo"~ el ‘método ' de

Solucién:
t°(t) =1/8 , ademds a= 174 'y b=
Frobenius se tiene que la ecuaciédn indical correspondiente es: :

r(r—1)+%z"+é=(r-—%) (r-3)=o.

2= -11;' las cuales no difleren por
un entero, entonces por el teorema anterior se tiene que una solu-

de aqui se tiene que: r1='21' y r

clén es de la forma:

_ 41 2
xl(t)—-t [co +-'C1t+czt_+'” +]
luego: PR S
i 1 Y L 1,1 |, 074
Zallirn) fem] o fien)ded]erm-o
de aqui
«
2 _.n n=7/4_
T cn[n a ] t = 0.
n=0
de donde n(n -713:)cn =0 , es decir c.= 0 con n > 0, por tanto:
x (t) = ¢ T4 t'v‘. Para determinar la segunda solucién, se
1 (1]

toma r =% , luego:

«© - -
T <. [(% + n] [ % + n—l] + [% + n] 711' + é’ ] AL
n=0

» -
de aqui: n(n+ i‘)cn= 0 , entonces c = 0 , para n > 0, por tanto:

-
xz(t)= S 72 luego la solucidn general de la ecuacidén diferen-

cial propuesta es: x(t)= Alt‘/4+ Aztl/z.
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Ejemplo 14: Deﬁerminar la solucién general de'la'écuaqié' ‘di‘

clals x"+ %x’+ %2 x =0,

Solucidén: Como las funclones: ta(t) = tzb(t) =1, so

analfticas
y a°= b°= 1, la ecuacién indical correspondiente es: k
2 L

rir-1) + r + 1 =r°+1 = 0.

cuyas rafces son: r;= & y r,=-i, las cuales no difieren’ por un

entero, para la primera raiz, se tiene que: :

- S
T cn[(L+n)(4‘.+n—1)+(L+n)+1] g2
n=0 .

de aqui cn(n2+21_n) = 0, implica que e = 0 pér:; n >0, entonces una

i Lint_

solucién es xltt)= cot = e cos(lnt) + isen(int), anilogamen

te, para r = -{, se tlene que:

o .
v c: [(—L+n)(-—i.+n-1)+(—i_+n)+l] 72 < o,
n=0

- -
de aqui cn(nz-ztn) = 0, entonces: c.= 0 para n >0, por tanto la
. ;
segunda solucién es xz(t) = cot ‘= cos(Int)-isen(Int), las funclo
- =1 = *eay= L - =
nes: xl(t) = 2(x1+ xz) = cos(Int) vy xz(t)— 2!(x‘ xz)— sen(Int),
también son solucliones de la ecuacidén diferencial propuesta, por

tanto la solucién general es:
x(t) = Alcos(lnt) + Azsen(lnt) , cont > 0,

Ejemplo 15. Determinar la solucién general de la ecuacién diferen
R ' 1 =

clal: x+x+sz—0.

Solucién: Las funciones: ta(t)=t y tb(t)=1/4 , son analiticas y

2= o, b°= i, por tanto la ecuacién indical correspondiente es
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¢uya rafz es doble, es

Iales)

3

(2n)! (_ t

n=0 {(n!)

para determinar la segunda solucién, se tiene que X, = ux, luego
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e
'

integrando ‘ambos miembros, se tiene que

Inv’'= - Int -é'l-
2 2
,_ 1 _t _1 _t 1 (.t
v—t-exp[ §+ ] =T [1+[§+...]+2![8+ ] + ]
2
t
v—lnt——i6+...

entonces

2
- _t
x,(t) = (Int)x + vt [ 76 * ]

por tanto la solucién general es:

2
x(t) = vi© [(A1+Az 1nt)[1-[’2-‘]+...]+ az[—%»«...]] con t>0.

Ejemplo 16. Determinar 1la solucién general de la ecuacién de
Bessel de orden %, es declr de la ecuacién:t®x”+ tx’+[t2— (1/2)2]x
x = 0.

Solucién: Las funclones: ta(t) =1 y t3b(t) = t3- 1 son ambas

g
analiticas en t = 0, entonces el punto t = 0 es singular regular,

la ecuacidén indical correspondiente es:
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o ; el
. cuyas raices son: =5t yoer, 3

ren por el entero uno, por tanto's

o:
© iy @ ’ + S
T e (n®m) T 2y M2 20
n=o " n=0."
de aqui
hat 172, o 172
by cmz(n+2)(n+3)tm 4+ ¥ cnt’“ =
n=0 n=0
12, = +1/2
=2¢,t7 % ¥ [(n+2)(n+3)c e ]t“ =0
n=0 n n
c
luego: C = T m) , por tanto los coeficlentes de
c
subindice impar desaparecen, por tanto se tiene que: c,= - -3—10——;
c c c c
2 - 9. = . 2. 0.
c= s = T G % TR de donde una
solucién es
_ 1/2 1 .2, 1 .4 1.6 _,172
xl(t)- cot [1 - 5!t + §gt - 7!t + ] =t"""sen t.
considerando r=- %, se tlene que
(-]
1 3 1 2_1 n-5/2_
Falt90D - () - (- 9o
o
- s/2 | oo 172
T en(n-1)t""% + T c t™ 0
n=0 » n=0 »
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Ejemplo 17. Determinar la solucién general de la ecuacién de
Bessel de orden uno, es decir: t3x+ tx'+ (ta- 1)x = 0.

Solucién: Como t = Oesunpunto singular regular, la ecuacién
indical correspondiente es: ri{r-1) + r - 1 = r*= 1 = 0 , cuyas
rafices son r= 1 vy r,= -1 , que difieren en 2, para la primera

de éstas raices, se tiene que

«
) Cn[n(n+1) + (n+1) + (t3- 1)] t" =0
=0

n=

o bién:

- 1

n-1 2
3¢+ L [cmztn+2)(n+4) + cz] t =0
n=0
Cn C0 Co
de aqui: ¢ .= = fmm)(nea) * lUeEOr 6, T T 5gh 6 < 246
C‘ CO
C, = =— = = ————— , ..., peroc_='1, entonces:
6 68 2.-4%.6%.8 o
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de donde:
_ -1 IR ) 1
xztt)—uxl- 4xxlnt 7t tHE Tt t > 0.
Ejercicioes

Determinar la soluclén general de las siguienteé ecuaciones dife-

renciales, usando el método de Frobenius.

a) 3t%x7+ (7t - 7t3)x'+ (1 + t2)x = 0.
b) %%+ tx’+ (t%- —D)x =
e) (t + 2)x"+ —% X'+ 6x =
d) t(t - 1)x"+ (7t - 1)x'+ x = 0.
e) (t + 1)x"- tx'+ 6x = Q.

f) 4tx"+ 2x'—- x = 0,

0.
0.

g) tx"+ x'- x = 0.
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CAPITULO .III

. LIRANSFORHADAVpErLAPLAQE_

8 PR Inﬁfoduécién;-‘ : o o :
Otro’ método ‘para resolver ecuaclones. diferenciales lineales con
coeficientes constantes '(y en‘a;guhos casos con coeficientes va-

riables), homogéneas o no es usando la Transformada de Laplace.
El método consiste en transformar una ecuacién diferencial a una
algebraica, cuya solucién al ser invertida da como resultade la

solucién de la ecuacién diferencial propuesta.

Sea f(t) una funcién definida en el intervalo [0,x), la Transfor-

mada de Laplace de f(t) es:

2.1r()} =Te'“:(t)dt = F(s).

]
donde:
oo A
I e®tr(t)dt = Lim J' e ™tr(t)dt.
0 A 0 °

si el ultimo limite existe, se dice que la integral es convergente
y por tanto hay Transformada de Laplace, si el limite en cuestién
no existe, se dice que la integral diverge y por tanto no hay

Transformada de Laplace.

Ejemplo 1. Determinar la Transformada de Laplace de f(t) = 1.

Solucién: Aplicando la Definiclén correspondiente, se tliene que:

o0
2f(t)) = £ [1] = I e®dt = Lim J' o tdt =
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por tanto: £ [1] = 1/s  si s>0; ~de'a{quv g una constante se

tiene que £ [c] = o/s sl s> 0.

Ejemplo 2. Determinar la Transformada de :L’apla'ce’ide la funcién:

£ty =™,

Solucion: Aplicando la definicidén, se tlene que:

o
£ [e™] = T e ®te™dt = Lim I ety =

A —x0
o

[~}

A
=Lim [e®®%/a-s] = s}'a , 8> a.
A - °

Ejemplo 3. Determinar la Transformada de Laplace de la funcién
f(t) = sen at.

Solucidén: Usando la definicién y la integracion por partes:

(=]
£ [sen at] = Lim J e *'sen at dt =
A oo
o
A
= Lim e ®" (-s sen at - a cos at)| =
Ao |72, 2
s+ a
o
= T‘—a———z— , con s > 0.
s+ a

UNAM |PAGINA 71 I




iTRANSFORHADA DE: LAPLACE: = CAPITULO IXI

e“la funcién

Solucién:

2t = Té‘“t" dt .
o .' y =

integrando por partes se tienerquei u.= t"tgﬁv
du = nt"dt y v =(1/5)e™""

, por’ consiguient

~st o
2]

zn_tn
[tl=-—<e

coim

por tanto:

et"] = g ety = BAD) g o2y
. ]

para s > O.

Ejemplo 5. Determinar la Transformada de Laplace de la funcién

_1
f(t) = T

Solucién:
o0
£ [1/t] = _[ et (1/t)dt =
[+]
1 @©
= J' et (1/t)dt + j et (it )dt.
o 1

para t € [0,1], se cumple que, t s 1, de aqui, -t =2 -1 , sl s> 0

se tiene que, -st = -s, por tanto, e™'> ™, luego se cumple que:
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considerando:

1
g [
t A
A

O ey =

se tiene que:
1 @ . 1 []
" e e dt e
z[x/t]-ft dt+f? “dt = e J'_t. +J'? at.
o 1 0 1

por tanto la funcién f(t)=1/t, no tiene Transformada de Laplace.

Ejemplo 6. Determinar la Transformada de Laplace de la funcién

2
HOEE
Solucidén:
2 00 2 28 o
2[et] = J e st gy =J‘ etts) g, +I otit-e) gy
[»] 0 2n8

la primera Integral de los dos Ultimos términos es positiva ya que

el integrando e”"_s) es positivo para todo t y s. Para t = 2s
se tlene t-s =z s, de aquf, e''*"®z e, luego:

(2] <O

J‘ ot t-T gy zJ‘ etdt = o .

28 2s

para s > 0. Por tanto:
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2s )

2 A
¢ [et. 1= J‘ e"““"dtt;‘# J‘
o 2

2
de aqui £ [e" ] no existe.

Los ejemplos 5 y 6 muestran que no cualquier funcién f(t) definida
en el intervalo [0,x) tiene Transformada de Laplace, esto motiva
la pregunta sigulente: ¢ Que funciones tienen Transformada de
Laplace?, para responder a esta se veran los conceptos y teoremas

sigulentes.

Una funcién f(t) es de orden exponencial a cuando t-> si existen

constantes positivas M , to y una constante a, tal que:

| £Ct) | <M eat K paty'a:‘t =t

Ejemplo 7. La funcién f(t) = senh t es de orden exponenclal ya
que:
t_ -t et
jsenh t| = |(e’-e"")/2| < 5< e
Ejemplo 8. La funcién f(t) = t”, es de orden exponencial ya que:

2 3 n

[N
e
+
+
Sler
+

para t > 0 , se tiene que, t"/ni = e". de aqui t" = nlet.

2
Ejemplo 9. Sea la funcién f(t) = et y sean M y a constantes fi-

Jas entonces se cumple que para t suficientemente grande:

t >a +(ln M)/t
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de aquif, t2> lnﬂ
por tanto la ‘funtyzlén

Una funcién f(t) es”

si:
i) f(t) es continua en el intervalo to,
nimero finito de puntos.

11) Existen los Limites: f(t ")y £t ).

t1 , excepto en un

1ii) S1 ¢ es un punto de discontinuidad de la funcién f(t) en el

intervalo (to, tl). entonces existen los sigulentes limi-

. -
tes: f(to )y f(to ).

Nota. En la definicién anterior, si los limites en iii) son
iguales, se dice que f(t) tiene una discontinuidad removible
en ¢ y cuando estos limites son diferentes se dice que f(t)
tiene una discontinuidad de salto en el punto ¢. En la figu-
ra 1 se muestra la grafica de una funclién seccionalmente con-
tinua en el intervalo to, t1 , donde en S, hay una disconti-

nuidad removible en tanto que en e, v e, hay discontinuldades

de salto.
h
[
O O
1 ! ) 2 . ! S
to Co Cr- Cz2 t

“ FIGURA:1.

Lumm
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existe la Transformada de Laplace de la funcién f(t) para s>a.'

Prueba: Por definiclén se tlene que: -

o L i
2] = I etr(t)dt = J' etr(t)dt + J' '“r(:)dt
o o o v

]

la primera integral de los dos Gltimos sumandos existe ya que f(t)
es seccionalmente continua en O, to . Por hipétesis existen cons
tantes positivas M y to tales que |f(t)| <M eat. para t > to’ en-

tonces para la segunda integral se tiene que:

€0
L[ et £ (t)dt

M (a=-s)t
= |
a-s

€K o0
s Ie"‘lf(t)ldt <M J' et Mty =

t t
o

o

° M

o ~s<-a para s > a.
2. Propiedades de la Transformada de Laplace.

Propledad 1. Sean {i(t). fz(t) funciones que tienen transformada
de Laplace para s > s, y s > s, respectivamente y sean Al, ?\2 cons

tantes reales entonces:

£ A, (L, ()] = A€ [F,(£)] + A2 [£,(D)].

ara s > max s s_ .
P m v 5,
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Ejemplo 10. Determinar ;laj'[ran:sformaq;rdé Laﬁlace de la funcién

() =2t 30

Solucién: Usando la propiedad 1, se tiene que;

et v} =2¢ )+ 3211 =2+ 2 | paras>o.

s

niw

Ejemplo 11, Determinar la Transformada de Laplace de la funcién
f(t) = senh bt.

bt__-bt
- ]'

Solucién: Como senh bt={1/2)[e -e se tiene que:

£ [senh bt] = 2 2 [e™] - 1 £ [¢™] =
_11 11 _ 1
= 55" 535G ° 5 2 ,para s > |b].

Ejemplo 12. Determinar la Transformada de Laplace de la funcién
£(t) = 3t5-t% 4 - 5e®*+ 6 cos3t.

Solucidn:

£ [3t5-t%+4-5¢%"+6 cosat] = 3¢ [t°]-2 [t°]+4€ [1]-5¢ [e**]+
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Prueba: Por definlecidén-se ‘t.‘lén"e'qué:z:

£ [e*tr(e)] = J' e " r(t)dt = F(s-a) , para s >s*a z
e : - - L ERSTERS,

Ejemplo 14. Determinar la Transformada de Laplace.de :la funcisén
£(t) = the™, ’
donde n es un entero positivo.

Solucién: Como £ [t"]= Dhe1 = F(s), para s > 0, se tiene que
s

4 [t"e'“'] = F(s-a) = —(——El)—;l para s > a.
s-a

Ejemplo 14. Determinar la transformada de Laplace de la funcién

£(t) = e®*cos 3t.

Solucién: Como £ {cos 3t] =2L= F(s) , se tiene que:
s+ 9
4 [eZtcos 3t] = F(s-2) = ____s_—22_
(s=2)°+ 9

Propliedad 3. Sean las funciones f y f’ definidas en 0, t , ambas
seccionalmente continuas para t > 0, luego si f(t) es de orden ex-
ponencial a cuando t » = entonces la transformada de Laplace de f’

para toda s > a , es:

2 [£/(t)] = s2 [f(t)]- £(0).
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

Prueba: Si f’(t) es de orden,éxponeﬁcialrSe‘ﬁi

£ [ ()] = Lin

By Tvsg(t) .

integrando por ‘partes::

se tliene que:

2 ()] = Lim o [e2F ()] + J‘e"‘f(t)dt =
A @ 5 . [+ °

="s@ [F(E))+ Lim e r(t) - £(0) =
A ¥

= s£ [F(t)] - £(0).

Nota. EI Lim e™™f(t) = 0, ya que f(t) es de orden exponencial.
A~

Ejemplo 15. Determinar la Transformada de Laplace de la funcién
cos t.

Solucién: Aplicando la propledad 3, y considerando que

(sent)’'=cost , sen0 = 0, se tiene que:

£ [cos t] = s(1/(s%+1)) - 0 = =
s+ 1

Generalizando 1la propledad 3, si existen f”, f’’’y son seccional-

mente continuas para t > 0, se tiene que:

£ [£”] = s [f']-F'(0) = s°F(s)-sr(0)~f (0).

’PAGINA 75]
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i CAPITULD ‘nq o

el 1n(\:erv“aloi :[b

) [{(n)] =5

n,

Propiedad 4. S1 £ [£(t)]

Prueba:

a T e ) SO ’

-8 - -8t ... SR -st, —
35_[ e*rierar = [ & e r(trdr = J' e S (-trt))dt =
o o o '
= - £ [tr(D)].

» 2 [tE(E)] = -F (s)

Ejemplo 16. Determinar £ [ten].

Solucién: Como £ [eZt]=—S—%——2 y aplicando la propiedad 4 se tie-

ne que:

2t, _ d 1 _ 1
£ [te™] = 35[5—2]_35—2)2

EJjemplo 17. Determinar £ [tsen t].

Solucién: Como £ [sent]= 21 , aplicando la propiedad 4 se tie -
s+ 1
ne que:
£ [tsent] = -3 (1/(s%1)) = 22—
(s“+ 1)

Generalizando la propiedad 4, se tilene que si £ [f(t)] = F(s) en-

tonces :
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‘p'or t:an‘f:é: ‘

Ejemplo '18.

Para facilitar la determinacién de la Transformada de Laplace de
una funcién f(t), es Gtil la Tabla 1. -

EJjercicios

1.

a)
b)
c)
d)

e)

Usando la Tabla 1 y las propledades 1, 2, 3 y 4 determinar
la Transformada de Laplace de las sigulentes funclones.

£ [5]. £) £ [-sen 3t].

£ [3t-2]. g) £ [t5].

£ [e®*sen 3t - 2cos t]. h) £ [3 senh 4t].

£ [e]. 1) £ [cosh 2t].

£ 29, J) 2 [3e **cosat~tZsen 2t].
Probar que las funclones siguientes son de orden exponencial a

cuando ¢t - o

a) f(t) = t. d) £t) = t3,

b) f(t) = sen t. e) f(t) = cosh at.

c) f(t) = senh at. £) £(t) = t%+t%+sen 3t.
UNAM ]ﬁclm aj
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CAPITULO IT1I

3. Probar que sl las funclones f y g son de .orden exponencial a

cuando t —w entonces (af+Bg) es de orden exponencial, para «, B8

reales.

£t

-

at

oo LIfe]

sen bt

2
s +b

cos bt oo fEdeeeien oS 5+ con s>0.
s“+b
b
senh bt 5——,+Con s>|b|.
s =b
cosh bt b ,+con s>|b|.
t"e"t n} ,con s>a.
(S_a)n01
e®tsen bt —-—-bT—z- ,con s>a.
(s-a}“+b
e“‘cos bt —s~—-2—aa— ,con s>a.
(s-a) “+b
b
—_— > +a.
e®tsenh bt oy iE ,con s>|b|+a
e*tcosh bt -—Sn ,con s>|b|+a.
(s-a)“-b
TABLA 1.
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s Unica puesto: £

es unakfpnéién._'si;f(i)feé 1a~'ﬁnié;: fpnéléh':péfa'ﬁlaf{buéi
o F(s); entonces ‘2 tiene una lnversa, denotada £ ', tal®que:

LT,

Generalmente no es este el caso como lo prueba el ejemplo siguien-
te: sea la funcién f(t) = t definida en [0, ) y sea la funcién
f=g, excepto en t=1, donde g(1)=2, luego £[f] = £ [g].

Este ejemplo muestra que dos funciones pueden tener la misma Trans
formada de Laplace sin ser liguales, entonces ;Como saber sl existe
o no la Transformada Inversa de Laplace de una funcién?. E1 teore

ma sigulente contesta a esta pregunta

TEOREMA 2
(Teorema de Lerch’s) Sean las funciones f y g definidas en el in-
tervalo [0, +®) ambas secclonalmente continuas y de orden expo -

nenclal a cuando t 2w sea s, un nimero real tal que

£ [r(t)] = £ [g(t)]
para todo s > s, entonces f(t) = g(t) para toda t > 0. excepto en

un numero finito de puntos de discontinuidad.

Ejemplo 19. Determinar £ '[1/s].

Solucién: Usando la tabla 1 se tiene £ [1]= 1/s, por tanto

£ 1rs)=1.

Ejemplo 20. Determinar £ '[1/s%+1).
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Sean £7'[F(s)]=f(t) y £'[G(s)]

ces

(t) ,_’*All,i: A nimeros reales enton-

ﬁe‘i[alr(s) AG(s)] = a’l‘z"[r(s)‘1+i2'~2"’[’c;(’s‘,)'].‘f ‘

Prueba: .. Como 23_',[£t:'§ i-'(s) y-£:[g(t)] = G(s), se tiene 'i;ue:i”: '

' LML) + Ag(t)] = A2 [£(E)] + AL [g(t)] .

de aqui: 3

‘ ‘2'1[7«11-‘(5),4- AG(s)] = A F(t) + Aglt) =
= AI.Z"[F(S)] + Az:e"[c(s)] z

Ejemplo 21. Determinar £ '[s+9/(s%+6s+13)).

Solucién: Aplicando el teorema 3, se tlene que:

£ s+9/(s%+65+13)] = £ '[s+3+6/(s+3)%4+2%] =
= £ s+3/(s+3)%42%43¢7 2/ (s+3)%427) =

= e cos 2t + 3 e *sen 2t.

Ejemplo 22. Determinar £'1[3—4s/sz+25].
Solucién:
27'[3-4s/5%+25] = £'[(3/5) 5/s[+25 - 4s/s|+25] =

= (3/5) sen St - 4 cos S5t.

Ejemplo 23. Determinar 2_1[8/sz+6s+10].

[umn ; lmcnu\ aal
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Soiucién:

£7'[8/s%+65+10] =

Ejemplo 24. Determinar 2'?[4/(5-3)2].

d

Solucién: Puesto que - [s'%g—]' se tiene que:

(s-3)2

274/ (s-3)%) = -t [-a/5-3] = 4t &

Ejemplo 25. Determinar £ '[6s/(s%+4)%].

6s 4 -3

Solucién: Puesto que ———
(52 2 “ds %4

entonces:

£ 6s/(s%+0)?) = ~tg7M[-3/5%4a] =(a/2)te M2 /5%44] =

= (3/2)t sen 2t.
Ejemplo 26. Determinar £ '[2/s°-1].

Solucién: Como:—g— = ;5—1- +

con s#1, -1, entonces:
s -1

s+l
= A(s+1)+B(s-1)
de aqui A=1 y B=-1, por tanto:

£ 2/5%-1] = €1 /5-1] - £[1/5+1] = e*-e™*= 2senh t.

Ejemplo 27. Determinar 2-‘[35—1/5(524-1)].
Solucidn:
-1 2 -1 2
£ [3s-1/s(s"+1)] = £ [-(1/s5)+(s+3)/(s"+1)] =
= - [1/s)+ 8 M s/s2 114387 1757 41) =

= -1 + cost + 3 sen t.
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Ejemplo 28. Determinar

Solucidn:
=g

Ejercicios

Determinar:
a) £-(2/5)1. ’ &) £'[s-4/5%+a].
by £ 'as(s+2)?). h) £[5/s%+2s45].
c) £ s+5/5%+10s+26]. 0 £ 'hes/ %43
d)y  £i/s(s?-1)). ) £yt s+,
e) £'18/s(s%+19)]. k)  £7'[s+4/(s-1)(s+2)].
£) £ [2s/s%+9]. 1) £Y56%-9s542/(s-3) (s®+1)].

4. Aplicaciones a Ecuaciones Diferenciales.

El método para resolver ecuacliones diferenciales lineales, usando

la Transformada de Laplace, se resume en los sigulentes pasos:

1°¥°. pada la ecuaclén diferencial, aplicar la Transformada de La-
place a ambos miembros, dando como resultado una expresién
en términos de F(s) y s.

2"%°. Despejar de esta expresién a F(s).

361'0

Aplicar la inversa de la Transformada de lLaplace, dando como

resultado la solucidén de la ecuaciédn diferencial propuesta

lumx TPAGINA es]




Solucién:
se tlene que:
13!‘0
zndo

ero
37,

Ejemplo 30. Resolver:x”+ 4x’+ 4x = 0, tal que x(0) = 0y x‘(0) =5

Soluciédn:
£ [x"+4x’+4x] = £ [0] .

s°F(s)-5+4sF(s)+4F(s) = O.

« x(t) = £YF(s)] = Ste™2",

Ejemplo 31. Resolver: x”+ 6x’+ 25x = 0, tal que x(0) =.2.y
x‘ (0) = 3.

Solucidn:
s°F (s)-25-3+6sF (s)-12+25F(s) = 0.

(sz+6s+25)F(s) = 25+15.

_ 2s+15 _ 2(s+3) 9 4
F(s) = 2 2 2. 2 4 2
(s+3) %4%  (s+3) %4 (s+3) %4
a4 x(t) = 2 %cos 4t + 2 e tsen 4t.

4
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Ejemplo 32, Resolver: x”+‘ 9x

Solucion:

Ejemplo 33. Resolver: x’’‘+ 3x’ = 9t2= 12t + 6, tal que x(0) = 3,
X'=0 y x”"(0) = -4,

Solucién:
s7F(5)-3s%+4+3sF(s)-9 = l§ -1z, ¢
s s s
2 3
F(s) = (s +Z‘¥)(fs 4s+6) _ g_ _%4_2 .
s (s +3) [

& ox(t) = 3-2t%+¢°,

Ejemplo 34. Resolver: x”+ 4x = 0, tal que x{(0) = A y x'(0) = B.

Solucién:
£ [x"+4x] = O.

s +4 s +4 s 44

» x(t) = g sen 2t + A cos 2t.
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,CAP!TULO‘III]

Ejemplo 35. Resolve

Solucidn:

resolviendo por fraccio

T gRergvin LB, C
(s-2)(s-1)(s-4) clis=1.. s-4""
A = SooTsHld B U P i ¥ _5
s-1}(s-4 2" (s=2) (s-a) 3"
=2 =1
C = So-Tst11 o1
T (572)Y(s=1) 3
8=2
luego:
_ -{1/2) -(1/6)
Xl == * 57
2t
__e S5 t_ 1 a
sox(t) = *—2—— + 3 e g e
Ejercicios

Resolver las ecuacliones diferenciales siguientes usando el método

de la Transformada de Laplace.

X"+ X

0, tal que, x(0) = 1 y x'(0)

1 0.
x"+ x = 0, tal que, %x{0) = 0 y x-(0} 1

x"- 16x = 0, tal que, x(0) = 2 y x-(0) = ~1.
x"- ax’= 0, tal que, x{(0) =1y x'(0) = a.
X+ 2%'+ 5% = 0, tal que, x(0) = x'(Q) = 1.

;o WN -
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. x”#‘x‘+le= O;»tai’qﬁe,kx(o

6

7. %x"-9x = t, tal que; *(O)f
8.0 x“-3x‘-4x = 1%, tal que, 'k
9

SO+ x =0, tal que, x(0)
105 x! 7 -3x’ -2x = e, ue,
11, x"+k%x = cos kt, tal Qﬁé}'%fq
12. x“+4x = cos t, tal que{IX(b)
13, x“-4x’-x = sen t , tal‘quéii#(q)
14, x"- x = te*, tal que, x(0)7="%-(0)

5. Teorema de Convolucién..

Con frecuencia ocurre que en el proceso de resolver una ecuacién
diferencial por Transformada de Laplace, aparece una transformada
que es el producto de otras dos transformadas, por ejemplo al re-
solver la ecuacién: x"+ x = cost, tal que, x(0) = x-{(0) = 0, se

tiene que:
- s -
£ [x(6)] =[~z3;,)l~zks, 1= & [cost]eg [sen 1]
pero claramente:
£ [cos t sen t] # £ [cos t]s% [sen t].

as{ este ejemplo prueba que la transformada de Laplace del produc-
to de dos funciones es diferente al producto de la transformada de
Laplace de cada una de estas. Entonces ¢Como encontrar la in-
versa de la transformada para estos casos?, el teorema siguiente

da respuesta a esta cuestidn, pero antes:

Sean las funclones f(t) y g(t) seccionalmente continuas en el in-

tervalo [0, t], la convolucién de f y g es:
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

sen. «:cos t)cos a da =

t

o 2
sen i J. cos’aw da - cos ¢t J sena cos o da

o

o

sen t[(1/2)t+(1/2)sen t cos t]-cost[(1/2)sen|t] =

21
—ztsent.

La convolucién es conmutativa ya que:
t

£eg(t)= I f(t-a) gla) do
[}

Nota.

usando el camblo de variable v = t-a, se tiene que:

0 t
= —J' f(v) glt-v) dv = J g(t-v) £(v) dv
]

t
f‘g(t)=g't‘(t) z

g*r (t).

[ UNAM
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TEOREMA 4.

eIf g ()] =¢ [J‘ £ (t=o)gla)da] = J',e “J'f(t—a)g(a)dadt =

[ f0 0
@t .
= J- J- e ™1 (t-a)g (o) dadt .
oo
donde la integracién se efectia sobre la regién del plano ta des-

descrita por: 0 = x =t y 0st<ax y 035 a<« de aquf se
tiene que:

© © @ ©
j J' e f(t-a)g(a)dtda = J' g(m)[f e *“f (t-a)dt]da.
oA ° o

haciendo el cambio de variable u=t-« en f e **f(t-a)dt se tiene

que:
=3 00
J et (t-a)dt = J' e = r(u)du,
o o

de donde:

t

L o
PR J' flt-a)g(a)da | = J' g(a)[I e £ (1) dulde =
o] [s] [¢]
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Tola)de | e tu)du =
=2 [f]2 [g] Z

Ejemplo 37. Determinar 2-1[5/(52*_“2];

Solucién: Usando el Teorema 3 y cbﬁid: £ [céé 'f]»’= s/sz+1

£ [sen t] = l/sz+1. se tilene que: :
sen't ®* cos't = 2_'[ (S/sz;l)gi)sé;l)i;' ri'
pero sen t * cos t=(1/2)tsen t, por tanto:
£s/(s%1)%) = (1/2) tsen t.

Ejemplo 38. Determinar £7'[1/ s?(1+s)7).

Solucién: Como £ [t]=1/s2 y £ [te't]=1/(s+1)2. se tiene que:

£ 1/5%(145)%] = €153 (1/(148)3)] = ¢ * te™t.
luego:
3 t t
t e tet = j (t-o)ae™®da = tI e °da - I o’e%da =
0 o o

t

Y = t-2+(t+2)e".

= [—te“(lm)+e"[a2+2a+2]]

por tanto:
£1/5%(145)%] = t-2+(t+2)e™t

UNAM
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EjJemplo 40. Resolve

que, x{0) =2 y. x'(O)

Solucién:

e [x”+100x] £:[100]

s’ 2y [x] 25+100€ [x] 100/s

2s
s"+100

£ [x] = + 10[(1/5)(10/sz+100‘)] =

aplicando la Transformada Inversa de Laplace, se tlene que:
t

x{t) = 2cos 10t + 10J sen 10« da =

Q

= cos 10t + 1.
Ejercicios
1. Determinar:
a) €158 (s-1)] - £) € 1/s(s+5)].
b) £1/(s-2)(s-3)]. g) £ 1/5%(s%+4)].
o) £ 2/s(s%+a)]. h) £Ys/(s%+a%)?).
d) £'1/s(s-3)]. 1) £s/(s%+ 1)1
e) £ '[as-8/s(s%+4)]. N £ s/(s%+a?).

2. Resolver las ecuaciones diferenciales sigulentes:
a) x"+x = 2" , tal que , x(0) = x'(0) = O.

b) x"+4x = 8 , tal que , x(0) =1 y x‘(0) =

c) x"+2x'42x = 4 , tal que , x(0) = x’'(0) =
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[f}sTsnAs DE.E:"D..

‘CAPITULD fXJ -

1. Introduccién

Hasta aqui se han estudlado ecuaciones diferencialés-lineales que
invelucran una variable independiente y una dependieﬁte. Con fre-
cuencla en aplicaclones fisicas se encuentran ecuaciones diferen-
ciales que contienen una varlable independliente peroc con dos o mas
variables dependientes, asi es natural esperar que no baste una
séla ecuacién diferenclal para determinar estas variables, sino
que, la ley de comportamiento quede expresado por dos o mas ecua-
ciones diferenclales en las que aparezcan relaclonadas las varia-
bles del sistema. Por ejemplo supéngase que una particula de masa
m se mueve en el plano XY (ver figura 1) debido a que actOa sobre
ella una fuerza tal que su direccién estd en el plano XY, y que su
magnitud depende de la posicién instantanea (x, y) de la particula
en el tiempo t, si la particula estd iniclialmente en reposo en al-
gun punto, digamos el origen, es natural preguntar donde estaré la
particula en cualquier tiempo posterlior. Si consideramos la fuerza
en dos componentes F‘ y Fz en las direcclones positivas X y Y como
se indica en la figura 1, entonces por la ley de Newton se tlene
que:

(1)
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_con 1as condlciones 1nic1a1es x(O) y(O) =X (0) y (0)

: A la,
: expresién (1) sele” denomina Sistema de eCUac1ones Diferencialesn

siendo su forma mas general la expresién

. tn)
Ft(t, [1' fl R f1 I o coE
. (2)
F[t. £, 6 ™ L, L, f""] = 0.
m 1 1 1 m m m

El orden de la mayor derlivada que aparece en el sistema de ecua-
ciones diferenciales define el orden del sistema, por ejemplo el
sistema (1) es de segundo orden, en tanto que el sistema (2) es de
orden n. A estos sistemas se les llaman sistemas de ecuaciones

ordinarlas por que no Involucran derivadas parciales.

En el presente capfitulo nos restringlremos aconsiderar sistemas
del tipo:

1 e
X '= au(t)x1+a12(t)+...+am(t)xn+b1(t)

(3).
x ‘= a (t)x +a (t)+...+a (t)x +b (t)
n nl 1 n2 nn n n

denominados sistemas lineales de primer orden.
El sistema (3) también puede ser escrito en forma vectorial:

X, ali(t) L. a‘n(t) % b1(t)

N Bl B N (4

x " a (t) a (t) x b (t)

n nl nn n n
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note que en la expreslén (5) los vectores columna: X, X y b son

de tamafio nx1, en tanto que la matriz K(t) es de tamafio nxn. Si
en la expresién (5) b(t) =0 V t se dice que el sistema lineal

es de homogéneo en otro caso se dice ser no homogéneo.

El vector ¢ = (¢, ..., ¢ T es una solucién de la expresién (S},
1 2

sl al sustituirse en ésta se obtiene una identidad, es decir:

’

$ = Alt) ¢ + B(t)

Ejemplo 1. El vector (-2e¢™%, e™*)T es una solucién del sistema:

-t , -t
Solucién: Haclendo @ = [ 22-:] de aqui: ¢ = [Ze—t] ,se tiene que:
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es decir él vector ¢ es solucién del sistema propuesto,

2. Relacién de Ecuaciones Diferenciales y Sistemas Lineales

Considérese ‘la ecuacién diferencial lineal ordinaria‘de orden n
siguiente: :

(n) . (n—1)+

x™aa ()% =) ()
o Tpey y j g S . g

sean las variables.

. -

= F(t, X0 %

oo X ).
e X))

es decir toda ecuacidn diferencial lineal de orden n es equivalen-
te a un sistema lineal de primer orden.

avy_ o 1II

Ejemplo 2. Transformar la ecuacién diferencial: x 3x" 7+ 5x”

+ 2% = 6sen t, a un sistema lineal de primer orden.

Solucién: Sean las variables:xl, X, X, Y %, definidas por: x =
‘= ‘= ‘= e tiene e:
xl, X X_, x2 XY x3 x4, s iene qu

1 2

X '=x_.
1 2
X! = x_.
2 3
X! = x .
3 3
X' =

3x -5x_+2x +6sen t.
4 3 "1
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Ejemplo 3. Transformar -a un sistema; 1inea1

e primer orden la .

ecuacién diferencial: x(v;)_ 6x(‘.n¥ "qu-V).i-'Sit",:'r 6x’ - x =0,
Solucidén: Sean las variables.x; x'. X, b, B yx definidas’ or
1 2! 73 =76 por:
- = = 7 .
X = xl, x, % x2 x3, Saea XIS X, se tigpgq}{g.
X'="x
1 2
-
%= %,
X'= x
3 4
[
*= X5
=
X=X
xX/= 6X — 5x_+ 3x - 6x_+ X
6 s 4 2 1
o bién:
x; 01 0 0 0 O X,
‘
X, 0 01 0 0 O X,
/
x5 0 0 01 0 O Xy
’ =
EA = 0 0 0 0 1 0 X,
’
xs 0O 0 0 0 0 1 x5
' - -~
Xg 1-6 0 3-5 7 X

Teorema 1

(Existencia y Unicidad) Considérese el sistema lineal (5), si la
matriz A(t) y el vector b(t) tlenen componentes reales y continuos
para toda t en el intervalo I, entonces V toe 1y x,€ R" existe

una Gnica solucién ¢ del sistema (5) tal que:
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con: ¢(t°')

3. Propiedades de las Soluciones de Sistemas Lineales

Considérese el sistema lineal de primer orden homogéneo siguiente:

’

X = Alt) X . (8)

Propiedad 1. Si '{51 y ¢2 son soluciones de (8) entonces la combi-

nacién lineal a1761+ a2$2 es solucién de (8).
Prueba: Como 31 y 52 son soluciones de (8) se cumple que:

3= AX=3F) v (3) = Al)(3,).

de aqui{ se cumple que:

“1¢1 +°<2$2 = A(t)(“1$1+m2$2)'

haciendo ¢ = a1$1

+ a2¢2, se tlene que:

F =AM ¢

de lo anterior se tiene que el conjunto solucidén de (8) forma un

espacio vectorial.

in
, el Wronskiano de estos vectores

n
]
W
A2l
-
I
S
L]

nl nn
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Teorema 2

Si-el W(t, - § .
tonces los vectore
1.

Prueba: - Considérese:

ac1¢1+ a2¢2+ R or.n¢n = 0.
donde @y e oLn son las incégnitas, por tanto:
¢u cer P %y - 0
¢nl ¢nn an o (9)

como el determinante de (9) es diferente de cero ya que por hipé-
tesis el \4(5‘. e 3n) # 0 , esto implica que, necesariamente

«= e ... = ocn= O para todo t e I. Por tanto ¢1, e ¢n son

linealmente independientes.z

Teorema 3

St 31. PPN $n, son soluciones linealmente independientes del sis-
tema (8) para tel entonces el Wronskiano de $x' cees 37" no es cero

para todo tel.
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Prueba:
en I, W(d1,

dbndé:‘l‘al “sonlas ‘incégnitas, es decir:

6, (E) . 6

110 1n.(t0) % 0

¢n1(t°) e ¢nn(to) @ 0
como el determinante del sistema anterior es el w($1, ey $n) =0
esto implica que existen constantes en Xy +eep @ RO todas cero

haciendo:
f(t) = alai(t)+...+an$n(t).

por la propiedad uno ¢(t) es solucién de (8) y como E(to) =0, esto
implica que ¢(t) = 0 , para toda t en I, es decir:

ax¢1(t)+...+an¢n(t) =0 ., Vtel.
de aqui 31, PN $n son linealmente dependientes lo que contradice
a la hipétesis del Teorema 3, por tanto W(t, $1‘ e, En) # 0, pa

ra toda t enl z

El teorema 2 y 3 prueban la propledad sigulente:

Propiedad 2. Sean $1, ey $n soluciones del sistema (8) en el in
tervalo I. El conjunto {$‘, e $n}» es linealmente independiente
en I si y solamente si W($l, cees $n) # 0 para toda t en I.
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—3et~l-4et et .
={ =9 .
—2e"+3e" et t
-3 4][2e”t ~6e"t+4e™t .
] = -t -+ T ¢z .
-2 3 e ~-4e “+3e

de donde 31 y 32 son sluciones del sistema propuesto, entonces:

o et 2et
W(¢1- ¢2) = et et

para toda t en I, por tante 31 y 52 son soluciones linealmente in-

dependientes en I.

Propiedad 3. El espacio vectorial de soluciones del sistema (8)

tiene dimencién n.

Prueba: Considérese el sistema (8), sean a”(t) continuas en el

intervalo I, sea t e I, deffnase los vectores: e = (1, 0,...,0)T
Y ey 'e-n= {0, ..., 137 y considérese: g_tl/= A(t)$l. tal que $‘(t°)
= El con i =1, 2, ..., n. Por el Teorema 1, existen n soluciones
dnicas: $1' Ceey $n. Si, ¢, ..., « son constantes reales tales
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¢ o’ 0

nl nn n

T o0 .o 0
- - - _lo 1 ol _
w(¢1, ¢2. ey ¢n, to)— - =1= 0.
0 0 1
de donde = s ... == 0 y por consiguiente las soluciones
$1, 3'2, ce $n son linealmente independientes.

La segunda parte de la prueba del teorema 3, consiste en que si

31, $2, Ces $n son linealmente independientes, del sistema (8) en
intervalo I y si ¢ es cualquier otra solucién del mismo sistema
entonces existen escalares R A
tales que
¢ = a1¢1+ a2¢2+ + un¢n
= _ T

Para probar esto sea toe 1yg¢ (to)—-('xl, ey :/n)
considerando:

¢“(t°) N ¢1n(t°) o 7,

¢n1(t0) ¢nn(t0) an 71’!
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o sts-rzms_, DE E:D;

‘como El ,
“que W(B,, »
co o= (al,

» R
(8), pero @ (t°)= (€%

$E$=¢x§+ Lot

Propiedad 4. solucién d
tervalo I y si 31, ey q—t»n'sori_ sf:vlucvibne_ 1
tes del sistema (8) en I entonces cada soluc

—* —_ —_— -
es de la forma ¢ = “1¢1+ - un¢n+ ¢P_

_» T _
Prueba: Sea ¢ cualquier solucién del sistema: considérese ¢

= 3'- $P , luego:

’

F = [3' - 6,,] = A(OF + B(t) = A(D)F,- B(t) = A(D)F.
es decir ¢ es solucién del sistema (8), por tanto existen escala-
- — — - .
res e, ..., tal que ¢ = a1¢1+ - oanbn entonces ¢ = ¢ - ¢P

1
implica que:

Ejercicios

1. Usar el Wronsklano para probar que los siguientes conjuntos de

vectores son linealmente independientes.

2et et 1 [} o]
) N b) o] sen t -cos t
a e ’ 0 o} ' Jcos t] sen t
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Ty 3= (e ,(?Zeft)risoﬁlsélﬁc ones

1
’ [ ~2‘

2 0

3. gPor:que (cosh ¢, Zsenh‘t)T y (sedhv
del sistema del ejercicio 2 7.

sistema:

y escribir ‘la solucién general del mismo.

4, Sistemas Lineales Homogéneos con Coeficientes Constantes

Considérese el sistema siguiente:

=

X=A (10)

donde A es una matriz de nxn, ias a‘J son constantes reales y X es
un vector columna nxi. Para resolver el sistema (10) se supone
que las soluclones tlenen la forma ¢ = G e'%, donde © es un vector
incégnita nx1 y r es constante real que debe ser determinada. Sus

tituyendo la supuesta solucién en (10) se tiene que:

— rt — rt
recee’ "= Ascee”

E?AK
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donde I es la matriz unidad, coho:E’¢ 6’édtonc55‘¢l sistema ante -
rior tliene solucidén para.aquellos valores de r;téiés que'
det

A-riI|l=0

Esta ecuaclidén da como resultado un polinomio de grado n en la in-
cégnita r denominado ecuacién caracteristica de la matriz A. Si
r, es una raiz de la ecuacién caracteristica de A se le denomina

eigenvalor y si El es un vector que satisface

[A - rII]c1= 0
se denomina eigenvector.

Teorema 4

Conslidérese el sistema (10), para cada eigenvalor real r de Ay
cada elgenvector Er correspondiente a r, la funcién $r= Erer‘ es
una solucidén de (10). Ademas, las soluciones deesta forma, con

eigenvalores distintos, son linealmente independientes.

Prueba: como Er es un elgenvector correspondiente al eigenvalor r,

se tlene que A-§r= rEr , por tanto:
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CER
Sean ri. PR rk eigenvalores distintos de A con eigénvéctbres
Er Ve Er respectivamente, supéngase que: ‘
1 k
_ort _om b
alErle + .t akErke =:0

entonces si t = 0 se tiene que:

y como los vectores Erl son linealmente independlientes para toda 1

= = = = E rt
se tiene que @ == ... o 0 de donde Erle 1" son l.i. g

Nota: Si del sistema (10) A tiene n eligenvalores distintos r.r,

s eesy rn con sus respectivos elgenvectores Er‘ entonces la solu-

clén general del sistema (10) es:

d(t)=aFE el +...+ aE "

donde L uz. ..., & son constantes reales.
n

Ejemplo 5. Determinar la solucién general del sistema siguiente:
’
] _ 1 3 X,
=
X2 1 -1 x2
Solucién: La ecuacién caracteristica correspondiente a A es:

1-r 3
1 -1-r
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de aqui Ea= G, 1Ty E = (-

_ ‘uc'lyérn"genéral

correspondiente-es:

En el caso en que el eigenvalor r se repita se procede como en el

e jemplo siguiente.

Ejemplo 6. Resolver el sistema:

X/= =-3x - 4x
1 1 2

x!/= X+ X
2 1 2

Solucién: La ecuaclédn caracteristica correspondiente es:

34 o r et =0
-1 r-1
es decir hay rafz doble r=-1 . E1l elgenvector correspondiente

es:

2 4{ e
e1 =0
-1 -2 2
de aqui el eigenvector correspondiente es E1= (-2, l)T y la primer

t

solucién es $1= Ele' . Para determinar otra solucién del sistema
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lo que prueba que 32 no es solucién del sistema, sin embargo esto

nos ‘induce hacer una nueva proposicién tal que:

donde c1 y c, son constantes a determinar, para esto hay que sus-

tituir la Gltima expresion en el sistema propuesto, obteniéndose:

-2 e-t+ 2c1+ 4c2 e-t= o]
1 -c, - 2¢

de aqui si c,= 0 entonces c,= 1, luego la segunda solucién lineal-

mente independiente (veriflcarse con el wronskiano) es:

E - -2 te_t+ 1 e-t
2 1 0

por tanto la solucidén general del sistema es:

En el caso en que el eigenvalor r sea complejo se tiene:
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’ Teorema 5 ’

Sea A una matriz nxn con sus elementos constantes reales Y supén—

gase que r = a+if es un elgenvalor de A entonces si E es Aun

eigenvector correspondiente a r, Er el conjugado de~ E{, . és‘ un
eigenvector correspondiente al eigenvalor r = a - iB. : "

Prueba: Como AlEr= rE_, se tiene que:

AE =r E
r

r

pero A = A entonces:

Teorema 6

Considérese el sistema (10) sea Er un eigenvector correspondiente
al elgenvalor complejo r = « + I8 de A entonces Ere”' y Ere"‘

son soluclones del sistema (10).

La demostraclén del teorema 6 se deja como elerciclo.

Usando la férmula de Euler, se tiene que

Eet= Erem[cos Bt + i sen Bt]

r

= rt_ = ot
E e"'= E e
r

[cos Bt - i sen Bt]

donde r = a + If , como Ee”’ y E rt son soluciones del siste-
r

ma (10) entonces

= _rt —;L
Ee + Ee
r r

N =

] E+E i(E +—E—)
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por tanto

Teorema 7

Sea r = a + IB un eigenvalor complejo de la matriz A del sis-
tema (10) y sea Er el eigenvector correspondiente entonces los vec

tores:

E+E H(E+E)

$1= ™t -rz—r cos Bt + —rz——r sen Bt
E-E I(E+E)
$2= S L. 5 £ cos Bt - r2 ” sen Bt

son soluclones linealmente independientes del sistema (10).

Ejemplo 7. Determinar la solucién del sistema:

’ -
) %] - [+] 1 x1
0=
X2 1 o] x2
Solucidén: La ecuacidén caracteristica es P+ 1= 0, de donde

i es un elgenvalor, por tanto

EtE [0 E+E [0
z 1 Y 1

+

N

luego
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la solucién;generél eé:»;“

5. Sistemas no Homogéneos

Para obtener una soluclén particular del sistema no homogéneo

-’ — —_—
X = AsX + b
se usa el método de variacién de parametros, que se llustra en el

ejemplo sigulente.

Ejemplo 8. Resolver el sistema:

= _ o ot
X = 2x1+ 6x2 2t-2- e

-t
ey — -
x,= 2x1 5x2+ 2e + 3t-3

Solucidén: La soluclién del sistema homogéneo asociado al propuesto

es:

para determinar la solucién particular se sustituye en la ultima
expresion a o, y a2 por funciones de t denotadas por 71 y 72 res-

pectivamente, sustituyendo en el sistema propuesto se tiene que:

[UNAK IPAGINA l{EJ




SISTEMAS DE:E: .D. = CAPITULO:~IV{:

luego:
7;= ste t-set-4
1n£egrando se tiene que:

7,= Ste'-5e*-a y 7;= 3et-2te®t+3e®

por tanto la solucién general es:

$ =0 ['2] e"t+ az[_a] e %t ['2](5t-1o-4te") + ['3](3e“—2t+3)
1 2 1 2

Ejercicios
Resolver los sistemas siguientes.

a X/= =3%_+ 6x
) 1 1 2

‘= _ = = -
x,= %, 3x2 con xl(O) 2y x2(0) 1
b) x;= X+ 8%,
’= - -
X, = 2x1 7xz
= - -
c) X= 12x1 7x2
'z
x,= 19><l-l>11x2
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SERI;S DE POTENCIAS " : . . CAPITULO ‘VJ

©1."Introduccién

El propésito del presente capitulo se divide en dos partes la pri-
mera trata del estudio de las Series de Fourier, la segunda es una

aplicacidén de estas series, usando como modelo la ecuacén de onda.

Para la primera parte se verd bajo que condiciones una funcién
f£(t) definida en toda t real y de periodo 2m puede representarse

mediante una serie del tipo:

a ©
f(t)= —g—-+ T [ancos nt + bnsen nt} (1)
n=1

RN bl' bz'

determinar. Consecuentemente se extenderd la expresién anterior a

donde los coeficlentes a, a .., son constantes a

funciones de cualquier perfodo. Si una funcién f£(t) puede
expresarse como (1) se dice que f(t) tiene una representaclén en

Series de Fourler.

Para la segunda se hard la deduccién de la ecuacién de onda y la

solucién de ésta por el método de variables separables.
2. Funciones Periédicas y sus Propiedades

Una funcién f(t) definida para todo t real se dice ser periddica

si existe un numero T real positivo tal que
£{t) = £(t+T)

para todo ¢ . El namero T se denomina periodo de la funcién f y

se dice que la funcién es T-periédica, ver figura 1
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: fodURk 17
Ejemplo 1. - Las funciones: sen t, cos t, son 2n-periédicas ya que:

sen(t + 2n) = sen t cos 2w + sen 2n cos t = sen i

cos(t + 2n) = cos t cos 2n - sen t sen 2w = cos ¢t

donde sen 2n = 0 y cos 2n = 1.

Algunas propledades Iimportantes de las funciones periédicas se
presentan a continuacién.

Propiedad 1. Sea la funcidén f(t) T-peridédica entonces es

nT-peridédica, con n entero.

Prueba: Como:
£(t) = f{t+ T) = £({t+T}+ T) = ... = £(t+ nT) z

Ejemplo 2. Como sen t es 2m-periddica entonces por la propiedad
anterior también es 2nn-periddica.

Propiedad 2. Sea la funcién f(t) T-periédica y sea la funcién
g(t) = f(kt), con k > O entonces la funcién g(t) es-%—-periédica.
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gt + 1) = g(t) z

Ejemplo 3. Como cos t es 2n-periddica entonces la funcién cos St

es %E—periédica. y en general cos ki es étlz -periddica, con k # O.

Propiedad 3. Sean las funciones f y g T-perlddicas y sean 7\1 y 7\2
nimeros reales entonces Alf + Azg es T-periddica. De aqui se
ssigue que el conjunto de las funciones T-periédicas forman un

espacio vectorial,

Prueba:

("1f + Azg)(t + T) = Alf(t + T) + Azg(t +T) = hlf(t) + Azg(t).
A UF F )t ¢+ T) = (AT + Ag)(E)

" Por ejemplo las funciones sen t, sen 2t, ., sen nt y cos t, cos

2t, ..., cos nt, son 2mn-periddicas, entonces:

alcost+a2c052t+. .. +ancosnt+blsent+bzsen2t+. .. +bnsen nt.
es 2nn-periddica, con ai. ..., a, b, ..., b, constantes reales.
n

3. Férmulas de Euler

Sea la funcién f(t) definida para toda t real y 2n-periddica y su-
ponga que puede representarse en una Serle de Fourier de la forma
(1), entonces para determinar los coeficientes: CRREE b .,..,

1
.., Se toma en cuenta lo siguiente:
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Teorema 1

Sean las funclones. cos: nt:.y ,,_seh ‘mt i definidas -para ,:t:o‘daf‘t_x‘eal

con:n;m, enteros

n ,sim=n.

Nota. A las férmulas anteriores se les conocen como relaclones de
ortogonalidad, el uso de la palabra ortogonal es una generaliza-
cién de la que se hace en vectores. Aqui el producto escalar or-
dinario es sustituldo por una integral, es declir, se dice que las
funciones f(t) y g(t) son ortogonales en el intervalo [-T,T] si:

T

Ifgdt=0
~-T

Prueba (del Teorema 1): Usando las identidades:

cos nt cos mt é [cos(n+m)t - cos(n-m)t]

cos nt sen mt = % [sen(n+m)t - sen(n-m)t]

Ed
1]
Nl -

sen nt sen [cos(n—m)t - cos(n+m)t]
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‘sen(n+m) ok A ¥
Zn+m .z

séh’(ﬂ;m)

- m

si n = m se ‘tiene que:

R e n n
j-ycos nt cos mt dt = J. cos?n; dat = —;--[ dt + %J‘ cos 2nt dt =
- -1 : -1 -1
n
_1 1 sen 2nt
=z@) 3 I_n n

por tanto:

b 0 ,sin=mn
Icos nt cos mt dt =
T T ,sin=m

sin=m,se tlene que:

T i 1 '_-'.en2 t "
J‘cosntsenmtdt=Icosntsenntdt=§———rTD—-— =0
- -1t -n

si n # m,se tiene que:
L n n
I cos nt sen mt dt = %I sen(n+m)t dt - %I sen(n-m)t dt =
- -1 -n
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cos 2t dt =

Sin # m,se tiene que:

T n T
I sen nt sen .mt dt = %J- cos(n-m)t dt - —12- f cos(n+m)t dt =
- -7 -7
_ 1 sen{n-m) ™ 1 sen(n+m) L
== 2 Lt -5 ="t = 0.
2 n-m 2 n+m
-n -1
Por tanto:
" 0O ,sin=#m.
J sen nt sen mt dt =
n ,siln=m 4
-7
Para determinar los coeflcientes: 2, 2, ..., b1’ vo., de la ex-

presidén (1) se utilizara el resultado del Teorema 1 y se conside-

rara como valido que la integracidén puede realizarse término a

término, aunque esto no sea tan trivial, pués demostrarlo sale de

los objetivos de este capitulo.
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L 0 .
: J- cos ntdt + § bI sen'nt dt = a =.
n, n, [¢]

n=1
-1 -
w n

Ya que por ‘el teorema 1 se tlene que: fcosnt dt=Jsennt dt=0, ;;o{‘

-7 -
tanto:
k14
_1
a = ,—[I £(t) at (2)
-

Multiplicando (1) por la funcién cos mt e integrando en el inter-

valo [-n, n}, se tiene que:

n n
ft'(t)cos mt dt =\§o Jcos nt dt +
-n -
n
L
+ '[ ¥ (a_cosnt cosmt + b senntsenmt)dt =
= n=1 n n
n n
o
=_i) J‘cos nt dt + ¥ J.cos nt cos mt dt +
2 n n=1 n—n
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por tanto:

Multiplicande. (1) ;pqr"' sen m

n e '
_[ £(t) sen'mt dt =
,'-n . B A
n b IEN
a «© : .
= _OI sen mt dt + I Y (a2 cos nt sen mt + b sen nt sen mt)dt =
2 n=1 » "
-1 -
T n
a o
=_0J-senmtdt+z a Jcosntsenmtdt+
2 n =1 n
STl em -
n
-]
+ ¥ b J-sennt sen mt dt =
n=1 "
-n
=7 b
n
por tanto:
n
b =1J.f(t) sen nt dt (4)
n T
-

A las férmulas (2), (3) y (4) se denominan férmulas de Euler.

Ejemplo 4. Suponer que la funcién f(t) definida en [-n, n] pue-

de representarse en una serie de Fourler y

-t ,81 -t st < 0.
f(t) =

t ,si 0st =m.
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FIGURA 2.
Usando . las férmulas de Euler, se tliene que:
n
a = 1_[ £(t) dt =
0 n
-
o n
= 1[ (~t)dt + lJ' tat =
n n
-n o
! 210 13" _
TTxz taz| T
T - o
a = "n
[¢]
n 0 n
a = 1 j f(t)cos nt dt = lj (-t)cosnt dt + L I tcosnt dt
n n T 14
-n -n o
como:
J tcosnt dt =

I sen nt dt = t sen nt + —l-zcos nt
n n

dv =

cos nt dit

1
v = — sen nt
n
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j tsen ntrdt = =L cos nt+-1- f cos nt dt=-£ cos nt + lzsen nt
: - n n n n
u=1t dv = sen nt di
du = dt. v = ~(1/n)cos nt
entonces:
t T Tt T T
b = -—— cos nt + ———2sen nt -—— cos nt| +-—asen nt =
n T n o TR mn o TN o

_ Cos nm cos nm

por tanto la Serie de Fourler correspondiente a la funcién propues
ta es:

f(t) = —123 - % (cost + %2 cos3t + —15-2 cos5t + %z cos7t + ...).

4. Funciones de Periodo 2T
Considérese la funcién f(t) de periodo 2T. Si existe su represen-
tacién en Serie de Fourier, (Que forma tendra?. Para contestar

esto higase el siguiente cambio de variable: t= %a Entonces la

FNAH lmcnu 1a?|
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funcion ¢(on) f(—a) es de: perlodo 2

. cién en la forma (1) es:

donde;»,

o
n

%‘J.;,(o_n)j:sen ‘na da: I q] sen no da

-

regresando a ‘la variablé't, es decir, a = %t , se tiene que:

o
_a nn nn
f(t) =wo + F (ancosT t + bnsen T t] (5)
2 n=1
donde:
T
1 T n
= T_[ £(t) cosER ¢ at (6)
-T
T
_ 1 T n
by = TI £(2) sen 2 ¢ at (7
-T

Nota. Para obtener la férmula (6), se utiliza el teorema de susti

tucién de Integrales, es decir:

n T
1 T 1 T n n _
Ejf[ﬁa) cosnadm—;f[(t) cos—— t[Tdt]-
-n -T
T
1 T n
= TJ. £(t) cos®2 ¢t at

-T

UNAN IPAGINA 126




SERIES DE POTENCIAS. + CAPITULO V] -

analogamente para:la obtencién de 1a fé:r‘-mu‘l"a ‘('7“)
Teorema Basico
Sean las funciones f y-f’ secclbnalmente continuas y f de periodo

2T entonces si t. .es un punto de continuidad en el intervalo

[-T, T] se cumple que.

B T R S
_1r[ancgs~—T t+ bl‘iseq——T t]

donde:
e N nn : - O CLomLn =
an:-:T'f fltycos™ Rt dt. y b =g I £(t)sen”l t at.
- T ) . T

Si t es.un punto de discontinuidad, se tiene que:

+ -
fey = L0 )2+ £(t )

donde £(t*) y £(t7) son los limites de f(t) por la derecha e iz-

quierda respectivamente de t.

Ejemplo 5. Determinar la serie de Fourier de la funcién periédica
f(t) = (-1)"k, con n < t < n+1, n entero y k > O.

Solucidén: Graficando la funcidén propuesta, ver figura 3, se tiene

que 2T =2 = T =1, asi que:
K

[
!
[
|
]
I
!
{
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tbm;jé6;(—t5 =7cos"t, setiene que: -

] 1 -
bn = —kI sen nnt dt + kI sen nnt dt =
-1 [}
o 1
-k _k _2k
= o °€°s nnt Y S nnt’

(1 - cos nu) =

nn
-1 ]

Ak , sl n es impar.
nn

0, sl n es par.

Por tanto donde f(t) es continua,

la Serie de Fourler corres-
pondiente es:

() = ak [sennt + L sendnt + L senSut + ...].
3 3 S

En tanto que para las discontinuidades de f(t), es decir para t
n,

se tiene por el Teorema Basico que, si n es par:

+ -
fn) = f(n ;+f(n ) ok -k _

5 0.
Si n es impar:
+ -
fn) = fin ;+f(n ) .k +k 0.

2

En la figura 4, se representa f(t) en el intervalo [~1, 1] y las
tres primeras sumas parciales.
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Ejemplo 6. Determinar la Serie de Fourler de la funcién f(t) = t2

en - s t = @,

Solucién: De la figura NDS, se tiene que 2T = 2 = T = m, por tan

to se tiene que:

3 m
1 2,, _t .2 2
an—ﬁ,[tdt_ﬁl =gm
-1 -1
n P n
a =1It2cosntdt=1—t25ennt| ——gj-tsenntdt=
n n nm n
- -1 -T
4
4 — » para n par.
=—cos N = { n
2
n 4
-— » paran impar.
n
T n n
b = —I-I tzsen nt dt =- L tcos nt‘ +-2—I t cos nt dt =
n n nn o ™
- -n
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FIGURA 5.

Ejemplo 7.

Determinar la Serie de Fourier de la funcidn:

o}

, 81 -n st = 0.
f(t) =

t ,si 0<t=m

Solucidn:

De la figura 6, se tiene que la funcién propuesta es 2n
-peridédica, por tanto:

URAM
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077,781 nies-par:

oy 1. LA
b= —,I tsen 'nt dt =- — tcos nt + — I cos nt dt =
noo R nn o nn
-1 -7
1/n , si n es par.

1
= -— cos nn
n

-1/n , si n es impar.
por tanto:

=" _2 1
£(t) =" [cost + 3 2cos 3t +

-

1 1
+ [sen t - 5 sen 2t + 3 sen 3t - ...].

esto es en los puntos donde f(t) es continua. Se deja como ejerci

cio determinar f(t) si t es un punto de discontinuidad.

Ejercicios
Determinar la Serie de Fourier de las siguientes funciones.

a) f(t) =t , con |t| < m.

b) £(t)

{ 0, si -m < t <0,

1, si1 0 < t <m.
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'c)fj‘

d}

e)

SRICE St <1

g) f(f) = sent , sl -w s t s .

5. Funciones Pares e Impares

Una funcién f(t), 2T-periédica es par si para toda t que esté en
el intervalo {-T, T] se cumple que:

f{t) = £(-t)

ver figura 7, una funcién f(t) 2T-periédica es una funcién impar

si para toda t en el intervalo [-T, T] se cumple que:
f(t) = -f(-t)
ver figura 8. Por ejemplo la funcién cos t es una funcidén par en

en el intervalo [-n, w], ya que cos t = cos(-t), en tanto que la

funcién sen t es impar en [-w, wnl, pués sen(-t) = -sen t.
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Propiedades de las funcliones Pares e Impares

Propiedad 1. El conjunto formado por todas las funciones pares en
un mismo dominic forman un espacio vectorial. Andlogamente para
el conjunto formado por todas las funciones impares en un mismo do

minio.

Propiedad 2. Sea la funclién f,(“ ',par,;y: ZT-periédica entonces:

T 4

-‘_[’?(t)dnj‘ £ty =
o 0
T o T T
= -J' f(-t)(-1)dt + I £(t)dt = zj £(t)at =z
[+] (] 1]

Nota. En la prueba anterior se usé el hecho de que f(t) es par y

el teorema: si k > O entonces:

b

ff(t)dt:%}
k

a
Propiedad 3. Sea la funcién f(t) impar y 2T-periddica entonces:

T
If(t) dt = 0

-T
Prueba:
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" Propiedad 4. Sea la funcién f(t) impar-y ‘la fﬁncién g(t) par, am-
bas- 2T-periédicas y definidas en el intervalo [-T, T] entonces el
producto (f}(g) es impar.

Propiedad 5. Sean las funciones f(t) impar y g(t) impar, ambas 2T
-periédicas y definidas en [-T, TJ] entonces (f}(g) es par.

Propiedad 6. Sean las funciones f(t) y g(t) pares, ambas 2T-
periédicas y definidas en [-T, T] entonces (f)(g) es par.

Nota. Las demostracliones de las propiedades 4, 5 y 6 se dejan como

ejerciclo.

Ejemplo 8. Como una aplicacién de las propiedades anteriores,
considérese la funcién f(t) 2T-periédica definida en [-T, T] tal
que f y f’ son secclionalmente continuas en dlicho intervalo

entonces por el Teorema Basico se tiene que:

i) Si f(t) es impar, el producto f(t)cos nt es impar y el pro-

ducto f(t)sen nt es par, por tanto:

T T
=1 = =1 =
ao—TI £(t)dt = 0, a_ Tf f(t)cos nt dt =0 y
-T -T
T T
1 2
b == | f(t)sen nt dt = = | f(t)sen nt dt.
n T T
-T 0
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i) Si f(t)'és par, se tiene que el producto f(t)sen nt es  una

funcién 1mpar y ‘el producto f(t)cos nf'e' una funcién par,

por tanto'

T T S
2 2 ‘ _
a=2 j r(t)at , a=2 J' f(t)cos nt dt y b= 0.
o ]

De lo anterior se concluye que la Serie de Fourler de una funcién
impar contiene unicamente términos senos, en tanto que la Serie de

Fourier de una funcién par contiene uUnicamente términos cosenos.

Ejemplo 9. Determinar la Serie de Fourier de la funcién:

£(t) =

~-t, si -mn <t < O.
t, st 0<t<m.

Solucién: Como f(t) = f(-t), la funcién propuesta es par, por

tanto:
2 | 3" 2 ¢
a=—j'tdt=- =n, a=—J-tcosntdt=
o T, n W
o o
4
> si n es impar.
= n‘rn
0 , sl n es par.
bn= 0 , luego:
f(t) = g -4 [cos t +1 cos 3t + —L-cos S5t + ... + “.].
T 2 2
3 5
Ejercicios

1. De las siguientes funciones / Cudles son; Pares, Impares,. ni

Pares, ni Impares?.

UNAH {PAGINA 135}




lsERI;s - DE: POTENCIAS.

e 'senos, de la

Serie de Fourler:en términos.
funcién f(t) = -m , definida en el interyalo 0 <t <.m,

2. Determinar la .

3. Deterhinar la Serie de Fourler en Q;érmino’é de’ cosenos de la
funcién f(t) = -n , definida en 0 < t <'m.

4. Determinar la Serie de Fourler en términos de senos.de la fun-
cién f(t) = 1 , definida en O <t <imi>

S. Determinar la Serile de Frourier'enfftér;ﬁxinos de cosenos -de la
funcién f(t) = 1 , definida en 0 < t < m.

5.1. Extensiones Pares e Impares

En varios problemas practicos de la Fisica o bién de Ingenieria
surge la necedidad de aplicar las series de Fourler a funciones
definidas en algin intervalo finito, por ejemplo {0, T] para este
propdésito se usara el teorema Basico y se hari una extensién de la
funcién ya sea par o impar, dando como resultado una funcién de

periodo 2T.

Extensién Par: Sea la funcién f(t) definida en [0, Tl, si por
contruccién apliamos el dominio al intervalo [-T, TI, con 1la
condicién f(t) = f(-t), resulta una funcién par. Su extensién se
obtendra al definir a f en todo R con periodo 2T.

Extensién Impar: Sea la funcién f(t) definida en [0, Tl, sl por
contruccién apliamos el dominio al intervalo [-T, T], con la
condicién fF(t) = ~f(-t), resulta una funcién impar. Su extensién
se obtendra al definir a f en todo R con periodo 2T.

me anu mi)
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Ejemplo 10. Sea la funcién f(t) =t en [O;VTj:ldéfréﬁ”exieh516h
peridédica, su extensién par y sﬁ exﬁensién 1mpér. )
Solucién: En la figura 9 se representa a la funcién propuesta
f(t). En la figura 10 se representa la Extensién de la funcién
f(t) de periodo T. En la figura 11 se representa la extensién par
de la funcién f(t) cuyo periodo es 2T. En la figura 12 se

representa la Extensién Impar de la funcién f(t) con periodo 2T.

T

- FIGURA N 10.
-7
T
FIGURA N 11. FIGURA N 12.
Ejemplo 11, Sea la funcién:
cos-’%.si Osts-g—.
f(t) = T
o] , si 2?< t =T

determinar la Serie de Fourier de tal manera que aparezcan Unica -

mente términos cosenos.

Solucién: En la figura 13 se representa a la Extension Par de la
funcién r(t), como esta funcidén satisface las hipétesis del Teore-

ma Basico se tiene que:
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T T/
_2 -2 nn
a—TJ.[(t)cos—-dt—Tf —cos—Ttdt
o o
) nt
haclendo =« , se tiene que:
LIg ns2
- a = % J. cos a cos na da = ;!1- J. [cos(n+1)a + cos{n-1)aldx
0 [\
de aqui se tiene que:
n/2
1 LI
- ‘[ (cos2a + 1)da = x [(1/2)}sen2a + u] =3
[+}
_ 1 ]sen(n+l)a , sen(n-1)a n/a_
a= = + =
n w|n+-1 n-1 [+]

{PAGINA 13§|
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ts10st s L.
Ejemplo 12. Sea la funcién f(t)= , dar su re -

T
T-t,si 5 <tsT

presentacién en Serie de Fourier en términos de senos.

Solucién: En la figura 14 se representa la expansién impar de la
funeién f(t) con perliodo 2T, como esta funcién satisface las

hipétesis del Teorema Basico, se tiene que:

FIGURA NO 14.
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T

_2 ; wnty,
= Tff(t) sen —T—dt =

[}

haciendo E,% = a, se tiene que:
/2
b = ZT J-ocsen ne da +° %—

f‘ (n-_gL)sén no dee =

n/2 /2 n
_ 2T { «_cos na} . .2t jcos ne dee + 2T {_ (m-a)cos na} .
2 n 2 2 n
T o n T sz
T
2T _ 4 nn
= J.cosnada——-z——zsen-—z-
n“n n
2
por tanto:
AT T 1 3nt 1 Snt
—jsen = t - - sen —— + ——sen = -~ ... =
? [ T 32 T 52 T ]
ft, stos=t st
= T 2
T - t, si 5 <t s=sT.
Ejercicios

11. Dar 1la representacién en Series de Fourler de las siguientes

funciones de tal manera que den uUnicamente términos cosenos.

a) f(t) = sen at , para O = t = ¢w , tal que a no es un
entero.
1,s1 Ost=h.
b) f(t) =
0,si2h<t=sn.
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s10sts2h.

“e) s
e sizh<tsn:

2. Dér‘ia representaclén en Serles de Fourier de las siguientes

funciones, de tal manera que den unicamente ‘términos senos.

T 2
0,sl%<tsT.

S - senzﬁ, si 0=t <I.
a) f(t)

: sen Tt , si0 st<T.
b)Y £(t)

1
-sen 3 < t =T,

6. Ecuacién de Onda

Para deducir esta ecuacidn considérese como modelo la vibraclén de
una cuerda, cuya longitud es ! sujeta fijamente en sus extremos,
ver figura 1. Supdngase que la cuerda se estira verticalmente una
distancia pequefia en relacién con su longitud 1, dejandola 1libre

en el tiempo t = 0, provocando asi un movimiento vibratorio.

t T2
9‘,,——’j"E;”’,;’
hd

P I
|
ot

[ I
T | ]
| I
I !
| 1

X X+ 4AX

FIGURA 15
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El problema consiste en determinar ‘el desplazamlento d(t, x) .en
cualquier tlempo t. Para,’obtexije“r la ecuacién correspondiente

considérese:

i) La masa de la cuerda por unidad de longitud es constante.
ii) La tensién T de la cuerda es tan grande que se desprecia la
gravedad.
1i1) El movimiento vibratorio de la cuerda es sobre un plano
vertical, esto es, el movimiento de cada particula de 1la

cuerda es Unicamente vertical.

Considerando que no hay movimiento en la direccién horizontal (ver

figura 16), se tiene que:

N T
i 1
I
TpsonB ;
=T, €OS % B J o
r o Tosen B
Il =Tysenec
[ W
______ 3
FIGURA No. 16
Tlcos a = Tzcos B =T. (8)

con T constante. Considerando un segmento de la cuerda de longitud
Ax, p la masa por unidad de longitud entonces por la segunda ley
de Newton, se tlene que:
2
Tasen B - T sen a = pix gu . (9)

5t
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vaé‘seﬁ‘B{; Tr'sen a ) Ax 3%u
Tz .cos:B = T1icos o’ T a2
resultando: . :
tg B tga= p%x 8 : .
at
e e _ du
?gfé coyé; tg o = 5§|x y tg g = 3%l xete® S€ tiene que:
1| _au| | _pdiu
Ax 8% [x+Bx 8% |x —TatZ )

hacilendo en la Ultima expresién 8x —>0, se tiene que:

2 2
8 Z = ¢? a : , tal que, cz=_'_1‘__ (10)
at ax P
donde:
u(t, 0) = u(t, 1) = 0, para toda t. (11)
u(0, x) = f(x) , con 0 s x =< ].
(12).
8u _
3T w0 = O

a la ecuacién (10} se le denomina ecuacién de Onda en una dimensién
, a la ecuacién (11) se le denomina condiciones de frontera de la
ecuacién (10) y a las ecuaciones (12) se les denomina condiciones
inlciales de la ecuacién (10). Para resolver la ecuacién (10) se
vera el método de separacién de variables, que se expone a

continuacién.
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7. Separacién de Variables
Considérese las ecuaciones (10), (11):y5(12 separacién
de variables consiste en suponer que una: 1

diferencial (10) pueda expresarse como
ult, x) = G(t) F(x) ..

dohdéllazfunclén G depende Unicamente de la Qariable
cién F de x. Sustituyendo (13) en (10) se tienejqﬁé:,

- : G” F = c¢F” G
o bién:

& F (14)
c G

donde el primer miembro de (18) depende tnicamente de la variable
t y el segundo miembro depende tnicamente de la variable x. Fi-
Jando, por ejemplo, la variable x y variando t {o alrevés), se ob-
tiene que ambos miembros de (18) se mantienen constantes, es de-
cir:

- %; =2 (15)
c“G

donde A es una constante, de (15) se tiene que:

F” -« AF = 0 .
(16)

G~ ¢AAG = 0.
para determinar las soluciones F y G de (16) tal que u = F'G y’
u(0, t) = F(0)'G(t) =0 y u(l, t) = F(1):G(t) =0

para toda t. Se cumple que si G = 0 entonces u = 0 , la cual ne
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es de interés. ,Poriﬁantov_ = 0)16 quevimpi16a

"F(0) =0 obién F(I) =0 an

para-A = 0 la solucién general de la primera ecuacién diferencial
de (16) es F = ax + b y entonces a = b = 0 y entonces G = 0 y no
es de. interés por que darfa u = 0. Sl A es positivo, es decir si

A= “2 la solucié4n general de la primera ecuacidén de (16) es
F = e + peH*

y de (17) se tiene que G = 0 y tampoco nos interesa. Por tanto si
A <0, es decir st A = -p° entonces la primera ecuacién de (16)
tiene por solucién

F(x) = A cos px + B sen px
y por (17) se tiene que F(0) = A =0 y F(l) = B sen pl =0 de
aqui B # 0 , de otra forma nos darfa F = 0. Entonces se tiene que

pl = nn o p= —%E
st B =1 se tiene F(x) = Fn(x) es decir
Fn(x) = sen -%E x conn =1, 2, 3, ...

que satisface (17). Para la segunda ecuaclién diferencial de (16)

se tiene que
G“- A% =0 donde A= %

por tanto la soluclén general es

G(t) =B cos At + B sen At
n n n n n

entonces las funciones un(t, x) = Fn(x)'Gn(t) pueden escribirse
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“eon n ='1,.2, ... . -son solucione:
condiciones " de frontera ‘pero  .no. el

iniciales, asi que se propone la ‘soluyéiibé

«w S
u(t, x) =Y (B cos A t +B".se
n=l n n L

la cual satisface las condiciones iniclales

cero en (19) se tiene que

L )
u(0, x) = ):anen My =if(x) .

T "20)

n=1

si en (20) suponemos que f y f- son seccionalmente continuas, pue-

de aplicarse el teorema basico de Fourler, teniéndose:

f(x) sen %x dx , conn=1, 2, ...

=m
i
N
0 t— =~

calculando la derivada parcial con respecto a t en (19) se tiene

que
gu =§B.A sen 22 x = g(x)
at n n 1 g
t=0 n=1
y para este caso se tlene que
1
*_ _2 nwx
Bn il J-g(x) sen —; dx
[¢]
conn=1, 2, ... ,.
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Ejemplo 13.  Determinar la funcién u(t, x), donde la longitud de
la cuerda es m, c°='1, la velocidadnfiniéia,]i es cero y la distor -

sién inicial es f(x) = x(n-x).
Solucién: ;
T )
bn = %J. x(w-x) sen nx dx =
-

n
_ 1} . yC0S nx 1
'E{X("X)_— |_n+“

= (u—zilcoé, nx: dx } =

Ae— A

2 TS : n
2 - 2 )
=120 COS nm + —(——%ﬁ sen NW (- .=:=2.COS. nX =
T n n I -

= -2 cos nm = (-1)™1 20
n n

por tanto:

u(t,x) = Zn[cost senx -%coszt sen2t +—:1‘Tc053t sen3t- ]

Ejerciclos
Determinar u(t,x) que satisfaga la ecuacién (10) tal que

1=mc?= % = la velocidad inlcial cero y la deflexién iniclal:

a) .01 sen x b) k sen 2x c) k (sen x + sen 3x)
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