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INTRODUCCION 

INTRODUCCION 

Mucho se ha escrito sobre Ecuaciones Diferenciales Lineales, 

pero poco se ha hecho por elaborar textos o notas que traten de 

cubrir las necesidades que requiere los diferentes centros de es­

tudio y que esten acordes a los programas vigentes de la SEP. 

Por la razón anterior he enfocado mi experiencia, tanto en 

el aula como académica, a tratar de realizar las presentes notas. 

El propósito de este trabajo consiste en ser material de 

complemento bibliográfico para la materia de Matemáticas IV ( im­

partido en el Instituto Tecnológico de Toluca, nivel licenciatura 

en la modalidad abierta). 

El Sistema Abierto es una modalidad educativa que en forma 

general es para aquellas personas que requieren de un horario de 

estudio, que ellos eligen, sin alterar sus actividades cotidianas 

o trabajos. 

Es importante para el estudiante activo de este curso, tener 

como antecedentes los cursos de Cálculo Diferencial e Integral y 

Algebra Lineal, pués esto le facilitará la comprensión de este tra 

bajo. 

Los seis capitulas expuestos en estas notas, cubren el pro­

grama oficial de la Institución (SEPJ, y son el resultado de una 

cuidadosa selección de información y de diversas entrevistas con 

profesionales expertos en el área. 

1 UNAH 1 PAGINA i 1 



1 UNAH 

· INTRODUCCION .·· . 

Agradezco sinceramente el apoyo recibido por Dr. 

Carrillo Calvet, M.C. Guillermo Gómez Alcáraz, M.C. 

Ontiveros Pineda, Fis. Emilio J. Flores Llamas y Mat. 

Humberto 

Agustín 

Humberto 

Santlllana Loyo y a los integrantes del Laboratorio de Dinámica no 

Lineal por sus múltiples observaciones para la realización del 

presente trabajo. Así mismo agradezco al Ing. Elías· Berna! 

Alcántara, director del Instituto Tecnológico de Toluca, por 

brindarme el apoyo (tanto de instalaciones como de tiempo laboral) 

para la realización de las presentes notas. 

El trabajo macanográfico fue hecho por el autor de esta 

tesis, usando el editor de textos chi-writer. 

1 PAGINA i i 1 

1 



1 UNAH 

INTRODUCCION 

·<:. ·,. -·~·'. ._,':o. 

Agradezco sinceramente el apoyo recibido por. \1r,··,.Hu~berto 
Carrillo Calvet, M.C. Guillermo Gómez Alcáraz,. ·M .. C. Agustín 

Onti veros Pineda, Fis. Emi 1 io J. Flores Llamas y Mat. Humberto 

Santillana Layo y a los integrantes del Laboratorio de Dinámica no 

Lineal por sus múltiples observaciones para la realización del 

presente trabajo. Así mismo agradezco al Ing. .Elías· Berna! 

Alcántara, director del Instituto Tecnológico de Toluca, por 

brindarme el apoyo (tanto de instalaciones como de tiempo .laboral) 

para la realización de las presentes notas. 

El trabajo macanográfico fue hecho por el autor de esta 

tesis, usando el editor de textos chi-writer. 

'PAGINA ii 1 



CAPITULO 1 

Ecuaciones Diferenciales 
Lineales de orden 

uno y dos 



1 E. o.: LINEALES 

1. Intr~cÍti6c16ri 

F(t, x, x', x", ... ~<~>; = o. ( 1) 

por ejemplo, las ecuaciones siguientes son_diferenciales. 

d 2 1 
L--+ Rdl 1 

+- E. 
dt 2 dt c1 

d
2x 

=F. m--
dt

2 

8
2
u + 8

2
u + a2u = o. 

az2 ax2 ay2 

Ka2u =~ 
8x2 8t 

(Cfrculto Eléctrico) (2Í 

(2!!! Ley de Newton) (3) 

(Ecuación de Laplace) (4) 

(Ecuación de Onda) (5) 

Si en una ecuación diferencial la función incógnita 

depende de una sola variable independiente, la ecuación dife•en -

cial se llama ordinaria. Por ejemplo las ecuaciones diferencia -

les (2) y (3) son ecuaciones ordinarias. Si en una ecuación di­

ferencial la función incógnita depende de dos o más variables in­

dependientes, la ecuación diferencial se llama parcial. Por 

ejemplo las ecuaciones diferenciales (4) y (5) son ecuaciones di-

ferenciales parciales. El orden de una ecuación diferencial es 

el de la derivada de mayor orden que aparezca en la ecuación. Por 

ejemplo las ecuaciones diferenciales (2), (3), (4) y (5), son de 

segundo orden. Una solución de una ecuación diferencial es una 

función que satisface a la ecuación diferencial. En forma más pr= 

cisa: si llamamos Dn(l) al conjunto de funciones f:I->R que 
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tienen derivadas de orden 

puede describirse de la 

A los elementos de S 

ferencial dada. 

di 

Ejemplo 1. La función f(t) =sen kt, es una solución de la ecua­

ción diferencial x" + k 2x = O, pues al sustituirla en ésta se tie 

ne que: 

(sen kt)" + k
2(sen kt) 

es decir la función sen kt es solución de la ecuación propuesta. 

Ejemplo 2. La función f(t) 

solución de la ecuación x'- x 

f'- f 

t 2 

= et. J
1 

eª ds + 

t+l 2 
e ya que: 

t ce , es una 

etJteª2ds +et( et2) + cet- etJteª2ds - cet= et+t2 
o o 
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Ejercicios 

Verificar que las 

nes diferenciales 

a) f(t) t(l -
sen 

t2 )1/2. para, 

t 
b) f(t) --t-· para, t x' 

e) f(t) cos t' para, x" +X 

d) f(t) tJ se~ sds, para, 

e) f(t) -2t ce + (1/3)et, para, 

=o. 

x' = X + t sen t. 

x'+ 2x =et. 

Una vez discutido lo que se entiende por una ecuación dife -

rencial y por una solución, surgen las siguientes preguntas: 

1.- ¿Toda ecuación diferencial tiene solución?. 

2.- De tener solución ¿Cuántas tiene?. 

Para responder a estas preguntas conviene analizar algunos 

ejemplos. 

Ejemplo 3. Considérese la ecuación 

[x'(t)]2 + [x(t)(+ O. 

Esta es una ecuación diferencial de primer orden, pues es de la 

forma 

F(t, x(t), x'(t)) O. 

con 

F(t, x(t), x' (t)) 
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Ejemplo S. Para la ecuación: 

se puede ver que la función x(t) = t 3+ e es solución, para toda t 

real y cualquier valor de la constante C. Lo que quiere decir que 

la ecuación tiene un número infinito de soluciones. En los 

ejemplos anteriores se ha podido notar que una ecuación 

diferencial puede no tener solución, tener un número finito de 

soluciones o bién tener un número infinito de soluciones. A 

medida que avancemos en nuestro estudio nos iremos dando cuenta de 

que los primemeros dos casos no son típicos y que lo común es que 

asociadas a cada ecuación diferencial exista un número infinito de 

soluciones. Este hecho es de esperarse, pues para resolver una 

ecuación diferencial de un modo u otro, hay que hacer al menos una 

integración y en consecuencia aparece una constante de integración 

que al tomar diferentes valores, define una gama infinita de 

soluciones de la ecuación diferencial. 

¡uNAK 



1 E, D. LINEALES CAPITULO 11 

Por otra parte, es lógico pensar que si ante un conjunto de 

funciones, con la propiedad común de satisfacer la misma ecuación 

diferencial, si queremos determinar una en particular, tendríamos 

que dar un criterio de selección que consista en imponer 

condiciones adicionales que sean característica exclusiva de la 

solución deseada. Más adelante veremos que mediante la imposición 

de condiciones iniciales se pueden determinar de manera única 

soluciones particulares. 

2. Ecuaciones de Primer Orden 

La forma general de una ecuación diferencial de primer .. orden .. 

es: 

f(t, x, x') =o. (6) 

Una clase importante de ecuaciones de la forma (6) son las 

que tienen la forma estandard. 

x'= f(t, xi. (7) 

No existe un método general para resolver cualquier ecuación 

del tipo (7), sin embargo para un gran número de éstas existen mé­

todos especificas que conducen a su solución. 

2.1. La ecuación x'= f(t). 

Un caso simple de ecuación de la forma (7) es 

x'= f(t) (8) 

cuya solución se reduce a encontrar una primitiva de la función f 

observemos que: 

(1) Si la función~ definida en un intervalo !, es una primitiva 

de f(t), entonces también lo es cualquier función x(t) = ~(t) + C 

con Cuna constante real. 

IUNAK 



1 E. D •. LINEALES .. . CAPITULO. 11 

representa una primitiva y escoger diferentes valores para. t
0 

sig­

nifica tomar diferentes primitivas. 

Así quedan esclarecidas las condiciones bajo las cuales la 

ecuación (8) tiene soluciones: Si la función~ es solución, en I, 

entonces todas las soluciones serán de la forma: x(t) = ~(t) + C. 

Si nos interesa la solución que cumple la condición inicial 

x(t
0

)= x
0 

habría que escoger C 

resultado siguiente. 

Teorema 1 

Así se obtiene el 

Dada la ecuación (S), si rCtl es continua en el intervalo I 

y t
0
e I, x

0
e R, entonces existe una y sólo una solución x(t) con 

la propiedad de que x(t
0

) = x
0

. 

2.2. Ecuaciones lineales. 

Se dice que la ecuación diferencial 

f(t, X, X•) = 0 

es lineal si puede expresarse en la forma 

x-+ a(t)x b(t). (9) 
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LINEALES CAPITULO I 1 

Para las ecuaciones de este tipo se conoce la forma general de sus 

soluciones, así como las condiciones bajo las cuales las condicio-

nes iniciales determinan soluciones de forma única 

expresado en el siguiente teorema. 

Teorema 3 

Esto está 

Si las funciones a(t),b(t) son continuas en un subconjunto I de 

los números reales entonces para toda pareja ( t
0

, x
0

J con t
0

e I, 

y x
0

e R existe una única solución, x(t), definida en I, tal que 

x(t
0

J x
0

. Esta solución esta dada por la fórmula siguiente: 

x(t) [J Ja(s)ds ] e-Ja(s)ds b(t)e +e (10) 

Demostración: Multiplicando la expresión (9) por eJa<slds se tie~ 
ne que 

eJa<sld•[ X•+ a(t)x] eJa(o)do b(t) 

~t (x(t)efa!sld•) eJa<ald• b(t) 

integrando la última expresión se obtiene el resultado propuesto • 

Ejercicios 

Probar que la expresión (10) es solución de la ecuación (9). 

Determinar las soluciones de las siguientes ecuaciones diferencia­

les de primer orden. 

a) tx'+ x = 3tx, tal que, x(O) 1. 

b) (sent)x'+ (cos t)x = O. 

c) x'+ 2tx = t, tal que, x(O) = -2. 

d) 3x'+ kx = t, con k constante real. 
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JE.O. LINEALES 

e) x' + (cos t)x = cos t, tal _que_; 

f) tx'= 2x + t 3cos t. :·/ ·;_ 

g) (t
2
+ 4)x'+ 3tx = t, tal que ~'foú:= (: 

h) 2x'+ 3x 

1) tx•+ 2x 

e-t tal que, xC-3Í;i=~~3; _:é 

o, tal que, xcri ,,;.:.1:. 

1 
J) -4 

k) (1 

x' + (cos tlx = t, tal qu~; x·(O) 

+ t 2 )x'= tx. 

2.3. Aplicaciones 

Ejemplo 1. Cultivo de Bacterias. 

CAPITULO _I 1 

l. 

Cierto cultivo de bacterias incrementa en razón proporcional al 

número presente, sea N(t) el número de bacterias en el tiempo t. 

Si el número N incrementa de 1000 a 2000 en lhr.¿ Cuanto incremen­

tará en 1.5 hr.?. 

Solución: El modelo Matemático correspondiente es: 

d 
dt N( tl= kN( t) 

con k constante. Resolviendo esta ecuación, se tiene que: 

NC t) 

puesto que N(t)=lOOO, cuando t=O, entonces N
0
=1000, sustituyendo 

N=2000, cuando t=l, en la ecuación modelo se tiene que: 

N ( t) lOOOekl 

2000 lOOOek 

ek 2 



es decir en 1.Shr. habrá 2828 bacterias. (ver figura 1) 

FIGURA 1 

Ejemplo 2. Desintegración Radioactiva. 

El principio fundamental de la desintegración radioactiva es: "La 

razón instantánea de desintegración de una sustancia radioacti va 

es proporcional a la cantidad de sustancia presente". Si Q( t J de­

nota la sustancia radioactiva y k la constante de proporcionali­

dad, entonces el modelo matemático correspondiente al principio 

anterior es: 

kQ(t) 
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1 E. D •. LINEALES CAPITULO I 1 

donde Q
0 

es la cantidad de material radioactivo en el tiempo 

t = O. Para este material radioactivo Q( t), el tiempo requerido 

para desintegrar la mitad de la cantidad inicial Q
0

, se denomina 

el tiempo de vida media. Por tanto se tiene que: 

despejando de la última expresión se tiene que: 

t = (-ln 2)k-1= - 0.69314 k-1 

Ejemplo 2.1. El Radio se desintegra en razón proporcional a la can 

tidad de Radio presente en cualquier tiempo. Si el tiempo de vida 

media del Radio es de 1600 años, ¿Que porcentaje de la cantidad 

inicial Q0 permanecerá después de 1200 años?. 

Solución: Como el modelo matemático correspondiente es: 

~tQ( t) = kQ( t) 

cuya solución es: Q(t)= kQ(t), por tanto la constante k es: 

k=-ln2/1600 

luego, Q(t)=Q
0
2-t/1600

, de aquí: 

Q(1200) o 2-0
• 
75= o. 59460 o o o 

de donde el 59.5 Y. de Radio permanecerá después de 1200 años. 
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,E.O, LINEALES 

Ejemplo 3. Disipación de Calor. 

El cambio de temperatura T de un cuerpo es proporcional a la di­

ferencia entre las temperaturas del cuerpo T y la temperatura T 

del medio ambiente que lo rodea. El principio anterior se conoce 

como Ley de enfriamiento de Newton. Considerando que T es cons-

tan te y que el flujo de calor es bastante rápido, la temperatura 

T del cuerpo es la misma en todos los puntos del cuerpo en el 

tiempo t, el modelo matemático correspondiente es: 

k(T - Tj 

donde k es una constante negativa. 

Ejemplo 3.1. Un cuerpo cuya temperatura inicial es de 200°c, es 

sumergido en un liquido cuya temperatura constante es de T 100°c 

Si la temperatura del cuerpo es de 150°C en un tiempo t 1 min 

¿Cual será la temperatura en el tiempo t = 2 min.?. 

Solución: Como: 

dT 
CIT = k dt 

se tiene que ln(T - 100) =kt + C, luego, C 

condición T(l) = 150, se tiene que, ln 50 

k = -ln 2, por tanto: 

ln [T - 100) 

de donde: T(2) 125ºc. 

ln 100. Usando la 

k + ln 100, de aqui, 
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1 E, D. LINEALES CAPITULO I 1 

Ejemplo 4. Difusión. 

Denótese a x(t) como la concentración en miligramos por centíme­

tro cúbico de una droga o compuesto químico en un cuerpo pequefio,y 

denótese por x
0 

la concentración en el tiempo t = O. Supóngase 

que el cuerpo es puesto en un recipiente o tanque en el cual la 

concentración de la droga o compuesto químico es a, donde a > x
0 

la concentración en el cuerpo pequefio incrementará, suponiendo que 

a permanece constante, la Ley de Difusión de Fick's establece que 

la razón del movimiento con respecto al tiempo de una solución a 

través de una membrana delgada es proporcional al área de la mem­

brana y a la diferencia de concentración de la solución en los dos 

lados de la membrana. El modelo matemático correspondiente es 

x' (t) k[a - x] 

donde k es una constante positiva, la solución de esta ecuación 

diferencial es: 

x' (t) 

Ejemplo 4.1 La concentración de Potasio en un rifión es de 0.0025 

miligramos por cm3 . El rifión es puesto en un tanque en el cual la 

concentración es de 0.0040 mg/cm3
, en 2hr. la concentración de Po­

tasio en el rifión es de 0.0030 mg/cm3
. ¿ Cuál será la concentra­

ción de Potasio en el rifión 4hr. después de haber permanecido en 

el tanque?. 

Solución: Sustituyendo a = 0.0040 y 

correspondiente se tiene que: 

x(t) 0.0040 - 0,0015 

IUNAK 
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por tanto se 

cuando 

diente se 

·Xo 

x(t) 

1 

-º-L~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ .... ,I 
FICURA2 

Ejemplo 6. Flujo de un liquido a través de un orificio pequeño.El 

líquido contenido en un recipiente, representado en la figura 4 

fluye fuera por el orificio indicado. Si no hay pérdida de ener­

gía, la velocidad de escape del liquido será la misma velocidad de 

un cuerpo en caída libre, es decir: 

donde h representa la altura del nivel del líquido al orificio en 

el tiempo t. A causa de la fricci6n y tensión de la superficie, se 
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,E.D. LINEALES- CAPITULO 11 

ha encontrado que la velocidad de escape del liquido es aproximada 

mente de O. 6(2gh]1
/

2 o bién de 4. Sh1/2ft/seg, donde g se consi­

dera 32ft/seg2
. Por tanto si el orificio tiene área A, la salida 

del líquido del recipiente es de 4.8 A h 1
/

2ft 2/seg, entonces si V 

representa el volúmen del liqudo en el recipiente en el tiempo t, 

se tiene que 

dV 
dt 

- 4. 8 Ahl/2 

el signo menos significa que V decrece con el tiempo. Suponiendo 

que V= f(h), entonces por la regla de la cadena se tiene que: 

dV df(h)dh(tJ 
dt dh dt 

Escape del 

F"IGURA 3 

Ejemplo 6. 1. Un tanque de 4ft de al tura de sección transversal 

rectangular de 6ft por Sft. El tanque es inicialmente llenado con 

agua, la cual corre fuera a través de un orificio de radio pulg 

localizada en el fondo del tanque. Determinar: a) El tiempo t en 

que se vacía el tanque b) El tiempo t para que la mitad de lí­

quido haya salido del tanque y c) La altura del líquido en el 

tanque en un tiempo de 20min. 
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LINEALES . ·C:APITULO 11 

Solución: entcices: 

de aquí se tiene que:~?~· 

48 ~~ -48[n/144]h1/2 

por tanto 

2 [hJ 112= [-nt/1440] + e 

sustituyendo o y h = 4 se obtiene e = 4, luego: 

a) Si h º· se tiene que: 

t = 5760/tr seg "' 30.6min. 

b) Si h 2, se tiene que: 

t = 2880 
![ 

[2-21/2]seg " 9min. 

e) Si t 20min. 1200seg, entonces: 

h [2 - (1200/2880ln]2 
" O. 48ft. 

Ejemplo 7. Flujo de Calor en una Dimensión. 

Considérese la transferencia de calor por conducción en un cuerpo 

cuyo linde se mantiene a temperatura constante. Si el calor no es 

generado internamente y si la transferencia de calor por radiación 
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CAPITULO 11 

es lgnorada, el cuerpo eventualment~'','~1C:~nza un estado estable en 

el cual la temperatura T será una func16n del espaclo de coorde-

nadas x, y, z en el cuerpo, péro lndependlente del tlempo t. 
Consldérese el estado estable en el cual la temperatura T está da­

da por T =</>(X). En térmlnos físlcos él camblo de temperatura en 

la dlrecci6n YOZ son despreclables comparadas con la dlrecc16n 

x. 

Sea A el área de la superficie S en el cuerpo, perpendicular 

a la dlrecci6n x y sea el grad T el gradiente de la temperatu­

ra en cualquier punto de S. Entonces la magnitud del grad T es 

de ~T. La manera en que el calor Q fluye a través de S es propor-
x dT 

cional a A y a dx'esto es: 

Q - kA dT 
dx 

donde k es la constante de proporcionalidad, llamada conductividad 

térmica del medlo y donde el signo negativo signiflca que el flujo 

decalor en la dirección x, decrece la temperatura, x se mide en 

centímetros, A en centímetros cuadrados, T en grados Celsius (te~ 

peratura absoluta) y Q en calorías por segundo. 

Ejemplo 7.1. Una barra de Hierro de longitud lOOcm, el área de la 

secclón transversal es uniforme a 4cm2, estando aislada lateralmen 

te tal que el flujo de calor es solamente en la dirección x. Si en 

el extremo izquierdo de la barra se conserva a una temperatura de 

60°C. ¿Cual es la temperatura Ten términos de x?. (Para el Hierro 

k=0.15). 

Solución: Como Q=-0.15(4)dT/dx, con T(O)=O, x=lOO y T=60, se tie 

ne que: 

IUNAK 1 PAGINA 161 



X 
T 

Ocm 
0° C 

T(x) = 

Ejemplo 8. Hecánlca. 

[-0.36Jx .0.6 x 

------i>X 

f"IGURA 4 

X=IOO cm 
.T=60º C 

Un cuerpo que pesa 8 lb cae desde el reposo, considerando que la 

resistencia del aire es Zv, donde v es la velocidad en ít/seg. De 

terminar la velocidad y distancia después de t segundos. 
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Solución: 

como el peso w = 
entonces la masa m = 1/4, 

tiene que: 

(1/4) 

cuya solución es: 

v( tl 8 - e e-0
• 

1 

como el cuerpo parte del reposo se cumple que v(O)=O y por tanto 

C
1
=8. Si se desea la posición x(t), se integra la ecuacón v(t)= 

8 [1-e-8
'], es decir: 

como x(O) =O implica que C
2
=-(1/2). (ver figura 5). 

Ejercicios 

Dar solución a los siguientes problemas. 

1.- Cierto cultivo de bacterias incrementa en razón proporcional 

al número presente. Si el número se duplica en lhr. ¿Cuanto 

tiempo se llevará en cuadruplar el número inicial?. 

2.- Cierto cultivo de bacterias incrementará en razón proporcional 

al número presente, si el número se duplica en dos horas, ¿Que 

por centaje de el número original habrá al término de 3hr?. 

3.- Cierto cultivo de bacterias incrementará en razón proporcional 

al número presente, si hay 10 000 bacterias en tres horas y 
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. 4 . 
5(10) · bacterias en 6hr, ¿Cuantas· bacterias: había· inicialmen-

te?. 

4.- Supóngase que el Radio se desintegra en razón proporcional a 

la cantidad presente. Si lOOmg se reducen en 200 años, cuan­

tos miligramos habrá después de 1000 años ?. 

S.- Si el 25X de una sustancia radioactiva desaparece en 10 años, 

¿Cuantos años se llevará para que desaparezca el 60Y. de esta 

sustancia?. 

6.- Un cuerpo de temperatura 160°C es sumergido en un líquido con 

temperatura constante de 100°C,en un tiempo t=2mln el cuerpo 

se enfría a 140°C, ¿Cuanto tiempo se llevará en enfriarse a 

110°c1. 

7.- Si en 10 minutos hierve el agua con una temperatura de 100°C y 

esta se enfria a 80°C en un cuarto en el cual la temperatura 

es constante de 25°C, ¿Cuantos minutos se requieren para que 

el agua se enfríe a S0°C7. 

8.- En un circuito eléctrico hay una inductancia L = 2H una resis­

tencia de R = 200 y un voltage constante E = lOOV. Si la co­

rriente 1(0) =O, ¿Cual será la relación entre 1 y t?. 

9.- Si en el problema anterior, suponemos que E=lOOcos t dar para 

este caso la relación entre 1 y t. 

10.- Un generador con fuerza electromotriz de lOOV es conectado en 

serle con una resistencia de 200, un inductor de 3H. Si 

1(0) =O, en centrar 1 para t = 0.2seg. 

11.- Si en el problema anterlor E=20 sen St,determinar l. 

12.- Un inductor de 3H y de resistencia 6Q son conectados en serie 

con un generador teniendo una fuerza electromotriz 

de:50e-2tcos 25t V. Encontrar i en términos de t, si i(0)=20, 

determinar 1. 

13.- Un tanque lleno de agua, de altura 9ft de sección rectangular 

de Sft por Sft. el agua escapa por un orificio de radio 1 pul-
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gada que se encuentra en el fondo .del.··. tanque: determinar: a) El 

tiempo que se requiere en vaciarse; b) El tiempo que se re­

quiere para que se vacíe la mitad del tanque y e) La al tura 

del agua después de 20 min. 

14.- Un líquido que llena a un cilindro de base circular con radio 

lft y altura Sft, si escapa del cilindro por un orificio de 

radio 1. 2 pulg., que se encuentra en el fondo del cilindro. 

Determinar: a) El tiempo requerido para que se vacíe el cilin-

dro; 

b) La altura del líquido después de 1 min. 

15.- Una lámina de Aluminio (k=0.49) de espesor 10 cm, una cara 

conserva 20°c y la otra so0c. Determinar la temperatura T en 

términos de x. 

16.- Una pared de cemento (con k=0.0007) de espesor 20 cm, la su­

perficie interna permanece a 20°c y la otra superficie a sºc. 
Determinar la temperatura T en términos de x. 

17.- Una piedra que pesa 4lb cae desde el reposo,considerando la 

resistencia del aire (1/2)v. Determinar; a) La velocidad y 

distancia recorrida después de t segundos y b) La velocidad y 

distancia cla recorrida al final de 5 seg. 

18.- Un proyectil que pesa (3/4llb se lanza verticalmente hacia 

arriba desde un punto que se encuentra 6 pies encima de la 

superficie terrestre y con una velocidad inicial de 20 

pies/seg, considerando la resistencia del aire igual (1/64)v. 

Determinar la altura máxima que llega el proyectil. 
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~?'i.~;·~<?·?'."--~ ,·;~~~-:-\ ',·~~~;·-
3. Ecuaciones Lineales d.e Segundo CÍ~den 

;;'·''' 
·-;·-

La.forma generalde. una ~cu~cióil.dÍ.fer,~ricital 
es: 

f(t,x,x' ,x") =O. (1) 

No existe un método general para resolver estas ecuaciones, 

sin embargo, para un gran número de estas existen métodos especí 

ficos que conducen a su solución, por ejemplo un caso simple de r~ 

solver son las ecuaciones diferenciales liniales homogéneas de se­

gundo orden con coeficientes constantes. Se dice que la ecuación 

diferencial (1) es lineal si puede expresarse en la forma: 

x"+ a(t)x'+ b(t)x = f(t). (2) 

donde a(t), b(t) y f(t) son funciones reales definidas en un in 

tervalo I e R. 

3.1 Teoría General. 

Para las ecuaciones de la forma (2) se tiene el teorema de 

existencia y unicidad siguiente. 

Teorema 3 

Supóngase que las funciones a(t), b(t) y f(t) son continuas 

en el intervalo I C R y sea t
0

e I y x
0

, x
1 

constantes reales arbi 

trarias. Entonces existe una única solución x( t) de la ecuación 

(2), definida en l, tal que x(t
0

)=x
0 

y x' Ct
0

)= x,-

Se dice que la ecuación diferencial (2) es homogénea si f(O)E 

O para toda t en l, de otra forma se dice ser no homogénea. 

Considérese la ecuación: 

x" + a(t)x'+ b(t)x o. (3) 
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las propiedades de-- las soluciones de esta ecuación scin: 

Propiedad 1. El conjunto de las soluciones de la ecuación (3) far 

ma un espacio vectorial, denótese a este por V. Esta propiedad 

significa que si las funciones rp
1 

y rp
2 

pertenecen a V entonces 

cualquier combinación lineal de éstas también es elemento de V. 

Propiedad 2. La dimensión de V es dos. Esta propiedad significa 

que si </>
1

, <f>
2 

e V y son linealmente independientes1 entonces 

cualquier elemento <f> de V puede expresarse en términos de <f>
1 

y <f>
2

, 

es decir existen escalares reales ~1 y ~2 tales que: 

a esta expresión se le denomina solución general de la ecuación 

(3). 

Una función importante que se usará más adelante es el wrons­

kiano de las funciones <f>
1 

y <f>
2

, que se define como: 

(4) 

El Wronsklano de dos soluciones tiene la siguiente propiedad 

Proposición 1. Sea <t>
1

, <f>
2
ey, luego W(r/>

1
, <t>

2
J "' O - <f>

1 
y <t>

2 
son 

linealmente independientes. 

Prueba. ~) Es equivalente demostrar2
, si W(rf>

1
, </>

2
)= O ~ <f>

1
, 

Las íunciones r/>
1 

y t/>
2 

deflnldas en el intervalo I son linealmente lndependle~ 

en 1 sl dada la combinación lineal o:
1

t/>
1

+ a.
2

,P
2
= O implica que a:.

1
= a.

2
= O, para 

todo 

2 
Sl A "* 8 es equivalente a noB ~ noA . 
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3 

°LJ'" 

4>2 sc>n llnealmerit~:U1e;~~~~i~~~~~;JL 'J/ .· ';.; ¡ · 

DemostraciÓrÍ; c6ri~Jd¡r~'s'é'}( " :o:~~ _:'; ·•·· 
.':·~_;·~··· · <;i:~: :~:;~~\:,: ~'.i(_;. :i}~,'~.· ~::e ·'.g:;>.-:·;.: 

·····•·· d~~ '+.' .. °'.·2{~.·.2»· .. ~ o? V 'te i¡. 
··. /; Ll 

.... >;:: 

sea t
0

e I, entonce~: 

-· - . -

<Xii/>/ (to) + ix.24>2' (to) = o. 

pero el determinante del sistema anterior es wcq,l, q,2) y por 

hipótesis es cero, es decir "'
1 

y a
2 

no son ambas cero, luego sea: 

por la primera propiedad de las soluciones de la ecuación (3) se 

tiene que q,(t)e V, luego se cumple que: 

pero también la función O(t)=O, V t e !, es solución de la ecua-­

ción (3), tal que O(t
0

)=0 y O·Ct
0

l=O, entonces por el Teorema 3 

se cumple que: q,Ct)s O, es decir: 

por tanto q,1,q,2 son linealmente dependientes.< 

Las funciones q,
1 

y q,
2 

definidas en el intervalo I son llnealmenle dependien-

tes en I al dada la comblnaclón lineal O\c/\+ a.
2

</1
2 

O Implica que a.
1 

o cx
2 

diferente de cero. 
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' - ' ~· ':·.., ' .~:,··,.',-.,.c.-;,,·;~- ~~ ;!"'j!> 

]'~:'.._:" ,_::_;:·::·_'-: < ;,~l~-\ . :,:·· .. ~H~t-:;, ~-l 

\62),..0, en I enton9es¡\qí1,~ \6~'.:s~§J,~~e;~3re'nte'1ndepen-
dientes. ,~,,. '..';' 

Demostración: (Por reducción a lo .absurdó). si· </>1<'~ ~:·no son lineal 

mente independientes entonces existe una constante 'real ~ tal. que 

161= A</>2 ,para toda t en I, luego: 

ya que por hipótesis W(rp1, \62),..0. Por tanto las funciones \6
1 

y </>
2 

son linealmente independientes.z 

Propiedad 3. Si una solución particular de la ecuación (2) es <f>P 

y \6 es cualquier otra solución de (2) entonces la función: \6 -

\ÓP es solución de la ecuación (3). Esta propiedad significa que 

cualquier solución \6 de la ecuación (2) puede expresarse: 

donde «
1

\61+«
2

\6
2 

es la solución de la ecuación (3). Las pruebas co­

rrespondientes a estas propiedades se dan a continuación. 

Prueba de 1. Sean \6
1 

y \6
2 

soluciones de la ecuación (3) y sean 

o:
1 

y o:
2 

números reales, sustituyendo en el primer miembro de la e­

cuación (3), la expresión o:
1

\6
1

+o:2\6
2

, se tiene que: 

es decir: 

IUNAK 

ª1 !6/'+«2162"+0:1 ª ( t )q't' +0:2a ( t) rf>2' +0:1 b ( t )\61 +0:2b ( t l\62 

o:
1 

[\61 "+a ( t )\6
1

' +b ( t l\6
1 
]+o:

2
[rp

2
"+a ( t )\62' +b ( t )\62] 
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Prueba de 2. 

te 

de expresarse como una 

Demostración: Dado un t
0
e 1 definamos. 

Considereando el sistema siguiente: 

en donde el determinante del mismo es el wronskiano de ~1 y ~2 en 

t , por la proposición 1, éste es diferente de cero y por tanto 
o • 

hay solución única para a
1 

y a
2

, luego existe ~ e V, tal que: 

. 
por el Teorema 3 se tiene que ~a~ para toda t e l. 

Ejemplo 1. Sean ~ (t J=e2', ~ ( t J=e-st, soluciones de la ecuación 
1 2 

diferencial: x"+ 3x'- 10x = O. Determinar la solución que satis -

face las condiciones iniciales: x(O) = 2 y x'(OJ = -1. 

Solución: Verifiquemos que las funciones ~1 y ~2 son soluciones 

de la ecuación dada, es decir: 

[e2 t{ + 3[e2 t]' - 10[e2 '] = 4e2 t + 6e2
'- 10e2 t = O. 

[e-5 '{+ 3[e-5 t]' - 10(e-5 t] = 25e-st_ 15e-st_ 10e-st O. 

de donde ~1 y ~2 son soluciones de la ecuación diferencial 
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propuesta. Luégo: 

de donde 4>1 y 4>2 son soluciones linealmente independientes en 

I, por tanto la solución general de la ecuación diferencial 

propuesta es: 

x( t) 

para determinar la solución única, se utilizan las condiciones 

iniciales dadas, es decir: 

x(O) = 2 

x' (O) = -1 

del sistema anterior se tiene que:ci
1
=9/7 y ci

2
=5/7. Por tanto la 

solución es: 

Prueba de 3. 

9 2l 
x(t) = "i e + 

5 -Sl 
"i e 

Sustituyendo 4> - 4> en el miembro izquierdo de la 
p 

ecuación (3), se tiene que: 

" , 
[4> - 4>P] + a(t)(4> - 4>P] +b(tl[4> -4>P]= 

f(t) - f(t) o. 
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es decir: 

Ejemplo 2. Sea~ =(1/2Jtet 
p 

ción diferencial: x"- x 

x"- x=O. Determinar 

nea propuesta. 

Solución: El Wronskiano de ~1 y ~2 es: 

1 :: _: ~:1 

, son soluciones de 

la ecuación no homogé -

de donde ~1 y ~2 son linealmente independientes, por tanto la solu 

ción general de la ecuación propuesta es: 

A continuación presentaremos un método para encontrar una so­

lución a partir de otra conocida de manera que ambas resulten li -

nealmente independientes. Para esto considérese la ecuación dife­

rencial homogénea (3) y sea la función ~1 (t), definida en el inter 

valo I e R, solución de la ecuación (3) entonces para determinar 

una segunda solución de (3), tal que ~1 y ~2 sean linealmente in -

dependientes, se procede en la forma siguiente. Sea la función 

u(t) definida en el intervalo I e R, tal que, u(t) = ~2 (t)/~1 (t), 
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. . 7: 

::· ,:: .. ·¿~·1~~~"~t+w,;~i·1.~~i'Th~.~~t:~f. ::'·;,::: ::.'.'" 
¿::;> ,.· .. z.:- ----.. -:-;-).~:r - - -- _.-~:,._,,;;:-, -: .. ~- . 

-"·'·" 
de donde: 

. .. ><~"'l?"~·~(~é~~.~~:)\!~&~<)~é~~f) 1; o. 
.?,-.)f:··'_<f) -·'tf 

U(t/>·"+aCi j<f> '+~ci:j<f> j+·;J'(2cf) ,í?act)cf) )+u"q, 
1 . . 1 . .• 1 .,.. . .·' 1 .••... ' ·• 1 . . 1 

o. 

de aquí: 

es decir: 

por tanto: 

u" 
Ü' 

u'= q, -2 e-J a(t)dl 
1 

Ejemplo 3. Probar que (5) es solución de (3). 

(5) 

Solución: Sustituyendo en el miembro izquierdo de la ecuación (3) 

la expresión (5), se tiene que: 

-Ja (l)dl q,• e-Ja(l)dl 
_e ___ dt + ---=1---='----

q,: "': 

IUNAH 

a( t )e-Ja(l)dt 

"'1 
t/>~ e-Ja!lldt 

+ 
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Ejemplo 4. Del problema anterior, probiir que las fuiidones 4>
1 

y </>
2 

son linealmente independientes. 

Solución: Usando el Wronskiano, se tiene que: 

"'1 "'if 
e-JaCtJdt 
--2-dt 

"'1 
wcq,1,<1>2l 

"'~s 
-Ja ( t)dt e-Jaltldt 

</>' 
_e ___ dt 

+ 
1 "'2 "'1 

1 

-Ja <t>dt J 
= </> q,•f _e ___ dt+e- aCtldt_q, q,•f -JaCtJdt 

_e ___ dt=e-JaCtJdt "' O. 
1 1 "'2 1 1 

1 "'2 1 

para toda t en l. Por tanto las funciones q,
1 

y q,
2 

son linealmente 

independientes. 

Ejemplo 5. La ecuación diferencial de Legendre de orden uno es: 

(1-t2 )x"- 2tx' + 2x = O, con, 1t1 < 1, si una solución de esta ecua 

ción es q,
1
= t. Determinar la solución general. 

Solución: La ecuación diferencial dada se transforma en: 

2t 2 
x"- 1-t" x'+ 1-t" x O. 
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Ejercicios 

1.- Sean \f>
1
(t)=sen2t, \!>

2
(t)=cos2t, soluciones de la ecuación dife 

rencial x"+4x=O. Determinar la solución general de esta ecua­

ción. 

2.- Si la función \f>P(t)=cos3t, es una solución particular de la 

ecuación diferencial: x" +4x=-5cos3t. Determinar la solución 

general de esta ecuación. 

3.- Sea la función \f>
1
(t)=e3

', una solución de la ecuación diferen­

cial : x"-9x=O. Determinar la solución general de esta ecua­

ción 

Regresando a nuestro objetivo inicial de resolver la ecuación 

(2), podemos contestar a la segunda pregunta, es decir, si existe 

solución de (2), ¿Como determinarla?. de hecho como ya se dijo an­

tes, no hay un método general para determinar la solución de (2), 

pero para casos específicos existe, y éstos son los que se discuti 

rán a continuación. 
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3.2. Métodos de Solución 

·coeficientes Constantes 

Si en la ecuación diferencial faí; las funciones a( t J, b( t), 

son constantes se tiene la ecuación: 

x"+ ax'+ bx o. (6) 

donde a y b son constantes reales. El método de solución consiste 

en suponer que una solución de (6) es del estilo ~(tl= e«t, donde 

« es una constante a determinar. Sustituyendo esta función ~ en 

la ecuación (6) se tiene que: 

como la función e«t~o. para toda en 1, se tiene que: 

(7) 

a la ecuación (7) se le denomina ecuación característica de la 

ecuación (6). Resolviendo la ecuación (7), se tiene que: 

de donde 

« = 1 

-a+~ 
2 

existen tres casos 

l ero. 

2 ndo. 

3 ero. 

y « = 
2 

por analizar: 

Si a 2-4b > o. 
Si a 2 -4b o. 
Si a 2-4b < o. 

-a -

lera. Si a2-4b >O, entonces a.1 ~ a.
2 

y </>
1
(t)= e<\t y </>

2
(t)= ea.2t, 

son soluciones de (6), aplicando el wronskiano a estas funciones, 

se tiene que: 
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para todo t en I, por tanto q,
1 

Y q,
2 

entonces la solución general para este caso es: 

donde A
1
yA

2
son constantes reales. 

Ejemplo 6. Determinar la solución general de la ecuación diferen­

cial: x"-Sx'+x = O. 

Solución: La ecuación característica correspondiente es: 

a.2- Sa + 1 = O. 

de donde a 2-4b 21 > O, por tanto la solución general es: 

q,Ctl 

2"dº·,,. Si -~~2;~ =O, hay raíz doble, es decir cx1= a 2= -a/2, ento!2 

ces .,,
1
= e , es una solución de (6). Para determinar una se­

gunda solución q,
2 

de (6), que sea linealmente independiente con la 

primera, se usa la expresión (5). 

IUNAH 

Por tanto: 

f 
-Jadt 

_e __ dt 

q,~ 

t -(a/2)t e . 
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~C'.c' .. ~::.~~-
de donde la solución general corre~p~~~i~~re(\f ~s,~~.;E.ªso es: 

ql(t) = \e-<f/~ff: .~;f~7;~~;~y~·.:;'• 
;<h:· - <·:-:;-· 

'';~,;~~" 

Determinar la soiU,Cióri''ge¡:;~r~i• d~' li{ecuá.clón diferen-
:·J·:.\~~~ -<- '' o·.·.·.·, f .. :: 

Ejemplo 7. 

cial: x"-6x'+9x =O. 
,_::~'L ~tfi:·~ ::,\'.~ _.,_, 

Solución: La ecuación ca.ra:cterístlca\•correspondlente es: 
,·_>,.;\ ·":·d.:-· 

-·x_-·---"~~,:~~ ~:?:;~~ .·>"0~~: 
a.2,-. 6~'~;;9 

'.;~; __ o • -o-.'<.~"':·1=--:f.;,:;-:·:.·.':':;: '_ ~'. 

de donde: a 2 -4b=O, por tan~~· l~~~ff~~ión '.~enéral a la ecuación pr!?_ 
-_-, .-. -

puesta es: 

ef>( t) 

Antes de analizar el tercer caso, cuando a 2
- 4b < O, conside­

re lo siguiente: 

Un número complejo z es una expresión de la forma: 

z = f3 + i7. 

donde f3 y 7 son números reales e i = v=T. También puede repre-

sentarse al complejo z en forma polar, es decir: 

el argumento de z es e 
to 

considere las series: 

izl = r = ~2+72. 

rsene. Por tan 

z = r(cos e+ isen 8). 
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cos t + 1sen t. 

por tanto el número complejo z puede representarse en la forma: 

z = re
1ª. (8) 

3ºrº. Si a2- 4b < O, las rafees de la ecuación caracteristica (7) 

son complejas, es decir: 

ª1={3+1'¡' y 

así, a t e 2 , son 

soluciones de la ecuación (6), por la propiedad uno de las solucio 

nes de la ecuación (3), se tiene que: 
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;,:-\ - ~-;,•, < :-:~'~· ,¡. -.-?";>_:f:: -~~:::{~~:;~~-:;~}'_ ,·"::·:~·:_=-·.·.·-.; 

::;: ···::~: . ' . )~-~-:"-.:o.~.; 

•· :, .· '.e.ct1-~r: 'e.~~t. ·.".;·\·. -:._<::·:.·:~;,:.~:{ (lit. .. e«2t. 
cp¡:_~t? 2· :_,F:·: ·l~:~·- ~:--~2-~·f) -~:;:.e.· .. 2I.'. 

son.soluciones.de (6). Usando.la.expie~'ión°~(8),se tiene que: 

• ef3t[el7t.¡. e~l7t]. 
<f>l(t)= 2 -

1 f3t ze [cos7t+isen7t+cos(-7)t+lsen(-7)t] 

análogamente: 

. . 
para probar que </>

1 
y .p

2
son linealmente independientes,se tiene 

que: 

. . 
por tanto </>

1 
y .p

2 
son linealmente independientes. La solución ge-

neral para este caso es: 

donde A
1
yA

2
son constantes reales. 

Ejemplo 8. Determinar la solución general de la ecuación diferenci 

al: x"+ x = O. 
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Solución:' 

cuyas raices son a1= 
solución general es: 

Ejercicios 

</>( t l 

Determinar la solución general y en los casos que se indique, la 

solución única, de las ecuaciones diferenciales siguientes. 

al 2x"- Bx = o. 

bl x"+ x'- 6x º· tal que, x(Ol = o y x' (Ol = s. 

el Sx"+ 40x'+ SOx = O, tal que, x(Ol = O y x' (Ol = 2. 

d) x"+ 2m<' + n2 x = o. 

el x"+ Zx'+ X =O, tal que, x(Ol 1 y x' (Ol = 6. 

f) x"- Sx = º· tal que, x(Ol = 3 y x' (Ol = -v'S. 

g) x"- 2x'- 2x = o, tal que, x(Ol = 1 y x' (O) "' 1 + 3Y'3. 

hl x"+ 3x'+ X = o. 

1 l 2x"+ 4x'+ 4x = o. 

Jl Sx"+ 4x'+ X = 0, tal que, x(Ol O y x' (O) -1. 

kl x"+ x'+ 2x = o. 
1) x"+ 2x'+ Sx º· tal que, xCOl O y x' (Ol -3. 

ml x"+ 2x'+ Sx o. 

nl x"- x'+ 9x = o. 

fil x"+ Sx'- lOx = o. 
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LINEALES CAPITULO 1 1 
·,.-_· - '~·,\:: .. _,_: ~ 

Coeficientes Indetermlnád~s3:i _·~~-; :~~;,~J~J--~­
Considérese la e~'uaC:l.óndir~}¿h¿~;.i.no•h~~ogénea: 

(9) 

donde a y b son constantes reales y f{ t) una función continua en 

el intervalo I e R. El método de los coeficientes indeterminados 

tiene como objetivo determinar una solución particular ~ (t) de la 
p 

ecuación (9). El método consiste en que la función f(t) de la ecua 

ción (9) tenga alguna de las formas que se indican en la tabla N
0

1 

,para que así se tome la correspondiente ~p' que al sustituirse en 

la ecuación diferencial a resolver, se determinan los coeficien -

tes respectivos y de como resultado la solución buscada. Para acla 

rar lo anterior veamos los ejemplos siguientes. 

Si f(t) es de la forma: ~p es de la forma: 

p (t) a +a t+ ' .. +a tn. 
n o l n 

p ( t)eªt a +a t+ +a tn]e at. 

n ENTONCES o l 
... 

n 

p (t)eªtsen bt o at n Q e senbt+H eªtcosbt 
p ( t)eªtcos bt n n 

n 

TABLA 1 

donde Pn,Qn y Hnson polinomios de grado n. 

Ejemplo 9. Determinar la solución particular ~P de la ecuación di 

ferencial: x"-x' -2x=Se3
t.. 

Solución: Como f(tJ=8e 3
l, la forma de escoger~, según la tabla 

p 

1 es, a
0
e 3

l, sustituyendo ~Pen la ecuación propuesta, se tiene 
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que: 

y de aquí a
0
=2, por tanto 

Ejemplo 10. Determinar la solución particular q,P de la ecuación 

diferencial: x" + x' = 40 sen 4t. 

Solución: Como f(t)= 40 sen 4t entonces la solución particular es 

de la forma: t/>P = a
0
sen4t + c

0
cos4t, sustituyendo ésta en la ecua­

ción propuesta se tiene que: 

.. 
[a

0
sen4t + c

0
cos4t] + [a

0
sen4t + c

0
cos4t] = 40sen4t. 

operando y reduciendo, se obtiene que: 

-16a - 4c 40 o o 
4a -16c O o o 

de aquí se tiene que, a
0

= - (40/17) y c
0
= - (10/17), por tanto la 

solución particular es: 

~jercicios 

"' ( t) p 

40 10 -17 sen 4t - 17 cos 4t. 

1.- Determinar la solución particular de las siguientes ecuacion 

es diferenciales. 

a) x"+ Sx'- 4x == 6et. 

b) x"+ 2x'+ lOx = 2sen2t + 10cos2t. 
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1 E. D. LINEALES 

e) x"- 3x'= 3e3 t._. 

d) x"-:: 7x = 2sen5t. 

el x"- 6x'+ x = Ssen2t. 

CAPITULO I 1 

2.- Determinar la solución general-de las ecuaciones-deferencfales 

siguientes. 

a) x"- x'- 2x = Se l 

b) x"- -l 
X e 

e) x"- Se Sl 
X 

d) x"+ 4x = Ssen7t. 

e) x"+ = -7e 2l 
X 

f) x"- 3x'+ X = 4cos3t. 

Variación de Constantes. 

Este método consiste en suponer que una solución particular 

~P de la ecuación (2) es de la forma: 

donde ;\Y;\son funciones a determinar,~1 y ~2son soluciones lineal 

mente independientes de la ecuación diferencial (3). Derivando la 

función ~P(t),se tiene que: 

(10) 

considerando que: 

~"( t) 
p 
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de donde: 

(11) 

las expresiones (10) y (11) íorman un sistema de ecuaciones donde 

A
1 

y A
2 

son las incógnitas a determinar. Como el determinante del 

sistema íormado por (10) y (11) es W(</>1 , </>2 ) y es diferente de ce­

ro, se tiene que: 

-f(tl</>2 

W(</>1.</>2) 
y f( º"'1 

WC</>1.</>2) 

integrando las expresiones anteriores se tiene que: 

y (12) 

Ejemplo 11. Determinar la solución particular de la ecuación dife 

rencial: x" -3x=2e t. 

Solución: Como la solución de x"-3x=O, es, </> =eRt y </> =e-V3t se 
1 2 • 

tiene que: 

\Ctl 
1 (1-./3) t ----e 

2./3 (1-./3) 
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LINEALES CAPITULO I 1 

;\ (t) 
2 . -:~J ¡.H~><~i ·~ ~,:.:, º"·;,;,< 

',_·,,·.·~.\.:.·~:::)>-:-·· ;'._\( '>. ~<-~ .>:-', -~ ..... ' 
·;t~:-__ >~~ -·:·: "' -

Ejemplo 

rencial: 

ecuación: 

12. 

x"+ 

x"+ 

Determinar la sÓlu~iónpárÚcular de .la ecuación dife 

(1/t)x'- Oi~2 l~·=<~t~1 • si la solución general de la­

(1/tlx'- c1Ít 2Í~~:.~.,.es ia función ª1t+ ª2t-1
• 

El ll(t/> , t/> )=~;C~. el1ton~es: 
1 2' .. . .. 

Solución: 

por tanto la solución particular es: 

Ejercicios 

t/> (t) = tlnt2-t. 
p 

Determinar la solución particular de la ecuación diferencial: 

x" + x = f(t), si la función f(t) estA dada por: 

a) f(t) 

b) f(t) 

ctg t, si te(O, n/2). 

sec3 t, si te(-n/2, n/2). 

e) fCtl= ese t, si te(O, nl. 

d) f(t) sec t, si te(-n/2, n/2). 

e) f(t) = 6et. 
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CAPITULO 11 

Soluciones de Ecuaciones 
Diferenciales por series de 

potencias 
, ....... <, A 



1 SERIES 

t., ,Introducción., 

', ~ .• - ' ; _¡-' 

,, 

''CAPITULO 

Se ha visto la resolución de ecuaciones diferenciales lineales ho­

mogéneas y no homogéneas con coeficientes constantes, sin embargo, 

no hay un procedimiento similar para resolver ecuaciones diferen­

ciales cuando los coeficientes son variables. 

Por ejemplo la ecuación 

tx"+ x' + tx O, 

no puede resolverse por los métodos vistos. Generalmente para re­

solver ecuaciones diferenciales de éste tipo se requieren de las 

técnicas de series de potencias. Ecuaciones relevantes que se re­

suelven por éste método son la ecuación de Bessel de orden n; 

o bién la ecuación de Legendre de orden n 

(1-t 2
) x#- 2tx'+ n(n + 1) x =O. 

Estas ecuaciones aparecen al estudiar algunos problemas en Física 

y resulta interesante tanto su estudio como algún método para en­

contrar y analizar sus soluciones. 

Para facilitar el entendimiento del presente capitulo es indispen­

sable manejar el tema de Series de Potencias, por lo que se hará 

un breve repaso al respecto antes de empezar con el tema. 
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1 SERIES ·CAPITULO 

2. Propiedades de las Series de Potencias 

Una serie de potencias es una expresión 'de la forma: 

[ 
n=O 

c ( t-a)n 
n 

(1) 

donde los números e son los coeficientes de la serie, a es una 
n 

constante llamada centro de la serie y es la variable indepen-

diente. Una serie de potencias centrada en cero, es decir, a = O, 

tiene la forma: 

E (2). 
n=O 

una serie de la forma (1) siempre puede reducirse a la forma (2) 

mediante la sustitución a, por ésta razón 

utilizará en lo que resta del presente capítulo la forma (2). 

La serie (2) converge en t
0

, si existe el siguiente límite: 

Lím -
H 

[ 
ns O 

se 

o bién, Lím Sn' donde Sn es la n-ésima suma parcial de la serie 

(2) en t
0

. Las principales propiedades de las series de potencias 

se exponen a continuación. 

Propiedades de las Series de Potencias 

1. Si la serie (2) converge para t
0 

entonces los 

tienden a cero. 

términos e tn 
n o 

2. Los valores para los cuales la serie (2) converge se hallan en 

un intervalo centrado en cero, llamado intervalo de convergen-
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1 SERIES CAPITULO 

cia, as1 a cada serie (2) · ié' c~rresponcie un número real R con 

la propiedad O :s R :s m Üamad~; fadio de convergencia. Con lo 

anterior la convergencia de ·1a série (2) puede clasificarse en 

la forma siguiente 

1) Sólo en t
0

• 

11) Para todo t real. 

111) Existe un real positivo R, denominado radio de convergen -

cia, tal que la serie converge para: ltl < R y diverge p~ 

ra ltl> R. En ltl = R la serie puede o no converger. 

3. Para la determinación del radio de convergencia de la serie (2) 

se usarán los criterios siguientes 

1) R 

11) R 

Lím n-
L1m ~ n-

donde e son los coeficientes de la serie (2). El intervalo 
n 

(-R,R) se denomina intervalo de convergencia de la serie, la 

serie puede o no converger en los extremos del intervalo de 

convergencia. 

4. Considérese que la serie: L antn, converge para ltl < R
1 

y la 
n=O 

IUNAH 

O) O) 

serie: L bntn, converge para: 
n=O 

lti < R
2

, pongamos:f(t) = L antn, 
n=O 

O) 

g(t) = L bntn y R min ~R 1 ,R2 ~. entonces se tiene: 
n=O 

a) Si f(t) g(t) para ltl < R entonces ªn b V n. 
n 
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'SERIES CAPITULO 

IUNAK 

•\.'" 

·,.~-~ p 

b) SL;\.'.es.un 'número real entonces·;,• ,· 
--.. <<·>'" 

···~t:ctJ:c::5ij· ~·k;~ {~·:'. 
·:37,:-· ·:i.·.·, .. n=.º." 

:-}::·~,D.,· ~;r~;~~~~~0~: :-.-·._-.-
c) •••..•.• ; ••• ; ••• )Út>}ii~:~)'.'jf~~;·~f~) ± b~) .·t". 

,:-;,., ~';···v.-~-- :_i:J)- -

.. -.::;'. ~ i-~:·~{1'/~o_\~f~~ 
d) ...•.... ' ... '..' .•.. f(t);g(t.J) =' E c~t" donde: 

rl=O 
n 

cm= [ ªn-mbm 
· m=O 

S. Para ver la siguiente propiedad es necesario la de finición si­

guiente. 

Una función f(t) definida en un intervalo I que contenga a t
0 

es analítica en t
0 

si la función f(t) puede expresarse como una 

serie de potencias convergente alrededor de t
0

, con radio de 

convergencia R, es decir, la función f(t) es analítica en t
0 

si: f(t) • [ an(t-t
0

J", convergente en lt-t
0
I <R. 

n=O 

Si la función f(t) es analítica en t
0

, entonces f , tiene deri­

vadas de todos los órdenes en t
0

, esto es, si: 

f( t) = [ ªn t" , converge en: 1t1 < R , entonces f puede deri­
n=O 

varse tantas veces como queramos y sus derivadas están dadas 

por las siguientes series de potencias 

converge en: 

"' f' (t) = [ anntn-1 
n=l 

"' [a (n+llt", 
n+I 

n=O 

1 ti < R. 



., 
f"Ctl = ¿ 

n=2 

y en general: 

f(k) (t) 

converge en 

Ejemplo 1. 

"m tº ¿ ñ! 
n=O 

Solución: Haciendo c 
n 

;, y aplicando la propiedad 3, se tiene 

que: 

Lím ni n- -1-
Cii+TJI 

Lím (n+l) n- +m. 

por tanto la serie propuesta, converge para todo valor de t e R. 

Ejemplo 2. Determinar el radio de convergencia de la serie: 

Solución: Haciendo c 
n 

ne que: 

Lím n-
(-l)n 
(ZnJ ! Y aplicando la propiedad 3, se tle 

m • 

por tanto la serie propuesta converge para todo t real. 
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1 SERIES CAPITULO 

< . /:;< . ; .¿. )~ . : ~· . ! ••• ,_, 

Ejemplo 3. si' ln(
1

1+~j '7'j ~:~/i'f~~ ~~;2~~}!4· + ..• ;., 'c:onverge en ¡ t ¡ < 1 

entOnces. probar. que la. ~~ri'e'o ;~[iJ' 21 /:.r:· .. 
~ 1.:~ r+ :i.2 ..: t3+. 

converge en !ti < 1. 

1 
l+t 

Solución: Usando la propfodad·s, ·se tiene que: 

ln' (l+t) 
. 2· : 3 

l+t = 1 - t + t::: t + •••• converge en ltl<l. 

Ejemplo 4. Determinar el radio de convergencia de la serie 

Solución: 

Lim n-

.OJ 

¿ n! tn 
n=O 

Lim n+1 n- o 

por tanto la serie propuesta sólo converge en t = O. 

Ejercicios 

1.- Probar que: 

t 7 
----.; + ... ,converge en !ti < 

b) 
(l+t)2 

- 2t + 3t2
- 4t3 

+ ... , converge en !ti < 1 

2.- Determinar el radio de convercia en las siguientes series: 

b) [ [t~2]n 
n=l 
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e) E (2nl }tn 

n=O (ni l 2 

3. Método de Series de potencias 

Considerando la ecuación diferencial: 

x"+ a(t) x'+ b(tf x - iCt) (1). 

el método por series de potencias supone que la solución de la e -

cuación (1) es la de la forma: 

de tal manera que al ser sustituida en la ecuación diferencial, e­

fectuando los cálculos respectivos y reduciendo éstos, se obtienen 

los valores c . 
n 

El teorema que justifica estas afirmaciones 

será dado en la página 12. 

Ejemplo 4. Determinar por el método de series de potencias la so­

lución de la ecuación diferencial x'- x t 2
, con x(O) = l. 

Solución: Encontrando la expresión para x y x' en serles de po­

tencias 

x(t) 
CQ 

[e tn 
n 

n=O 

y x' (t l [ 
n=1 

n-1 ne t 
n 

[ (n+l)cn+ltn 
n=O 

y sustituyendo en la ecuación diferencial se tiene que: 

[ (n+l)cn+ltn - [ cntn t
2

. 
n=O n=O 
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I: [-en+ en+l(n+l)] tn t
2

• 
n=O 

para que la igualdad se cumpla es necesario que los coeficientes 

bajo las mismas potencias de 

que: si n ~ 2, - en+ en+t (n+l) 

de aquí se tiene 

e 

sean iguales de donde obtenemos 

o y si n = 2, - e
2
+ 3e

3 
= 1, 

cn+t- n+~ , es decir: c 1 

e 
1 

2 

+ e 
2 

-3--
2 + e 

o 
~ 

por lo tanto la solución es: 

x(tl 

e 
3 

3+1 
e+ 2 
o. • . __ 4_!_ 

pero ya que et= [1 + t +~;+ ~;+ ¡;+ ... +], sustituyendo en la 

última expresión, se tiene que 

usando la condición inicial x(O) 

to la solución es: 

t 
e -

t2 
2c 1 + t + 21 l 

1, se obtiene e
0
= 1, por lo tan 

x(t) = 3et- t 2
- 2t - 2. 

Ejemplo S. Determinar por el método de series de potencias la so­

lución de la ecuación diferencial x"+ x = O. 



en la ecuación dadá, 

-c 
de aC¡ui: -cn+2= (n+1)(n+2)• 

la solución puede expresarse: 

0o 2 
x(t) = c

0 
+ c

1
t - 21 t -

de aqui se tiene que: 

x(t) e [1 - t
2 

+ 
o 2T •. ·] + e [t - r_ + ~ - .. ·] 1 31 51 

co (-1)" t2n 
., 

(-1)" t2n+l 
pero: cos t =E(@! y sen t = ¿ (2n+l) ! 

luego: 
n::O n=O 

x(tl cocos t + e sen t. 
1 

Por ser una ecuación lineal de segundo orden con coeficientes 

constantes también puede resolverse buscando las soluciones como 

eXt con X a determinar de la ecuación característica, lo cual 

puede comprobar el lector directamente. 

Ejemplo 6. Determinar por el método de series de potencias la so­

lución de la ecuación diferencial (l+t 2)x'= 2ptx , con, x(O) = l. 

IUNAK ¡PAGINA so¡ 



"' -
I: cn+l Cn+l) tn :+- -I:-cn+_l(n+-1 )tn+

2 

n=O n=O 

"' "' "' I: cn+l(n+l)tn + I: cn-l (n-l)tn = 2p I: cn_
1
tn 

n=O n=2 n=1 

de aquí se tiene que: 

e= 
3 

e= 
6 

2p-4 
-6- e= 

4 

p(p-l)(p-2) 
3} e· o' 

de aquí, los coef !cientes con sub indice impar se anulan, asi, 

x(t), está dada por: 

x(t) 
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aplicando 

que: 

de donde: 

como 

Ejemplo 7. 

lución de 

Solución: Sustituyendo: 

x(t) 
m m Cll 

E c tn 
n 

n=O 

x'(t) =Ecntn-i 
n=l. n 

E c (n+ll tn 
n+1 

x"(t) 
Cll 

E c n(n-1 Jtn-2 
n 

n=2 

n=O 

Cll 

E e (n+2)(n+l )tn 
n+2 

n=O 

en la ecuación diferencial dada, se tiene que: 

Cll m "' 
E e (n+2)(n+l)tn +E e (n+l)tn•\+ E c tn O 

n+2 n+l n 
n=O n=O n=O 

m m 
Ecn+

2
(n+2)(n+l)tn + [ cnntn + [ cntn O 

n=O n= 1 n=O 

y 

igualando los coeficientes bajo las mismas potencias de t, se tie­

ne que 

c 
n+2 (n+2) (n+l) 

e 
n 

-ñ+2 con n il:: 1 , por tanto: 
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e= 
3 

de 

pero: 

t 2 t 4 -
1 - 2 + Z.4 

tomando ~1 (t) 

por lo visto en el 

-t
2
12J t

2
t:a entonces ; iji

2
C t l= e e dt esto es 

capitulo uno, con la propiedad, dada una 

solución de la ecuación diferencial lineal, determinar otra. 

Asi la solución buscada es: 

Ejemplo 8. Determinar por el método de series de potencias la so­

lución de la ecuación diferencial tx"+ x'+ tx =O. 

Solución: Sustituyendo: 

"' x(t) = [cntn; x'(t) E c
0
ntn-l [ cn+l(n+llt" y 

n=O n=l n=O 

"' x"(t) [ ªn+
2

Cn+2)(n+llt
0 

n=2 n=O 

en la ecuación diferencial dada, se tiene que: 
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., 
t 

por tanto, se tiene que: 

x(tl ., 1 ( t 2)2 
· · .= cº E --2 - 4 = 

n=O (ni) 

donde J
0
(t) es la función de Bessel de orden cero. Para obtener 

la segunda solución de la ecuación diferencial propuesta, se usa 

nuevamente la propiedad de las soluciones, vista en el capitulo 

uno, dada una solución obtener otra. 

solución es 

Por tanto la segunda 

J (t)J~. 
o tJ2 

y la solución geneneral es: 

x(t) = 7
1
J

0
Ctl + 7 J (t)J dt 

2 o tJ2 
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donde 7
1 

y 

Ejemplo 9. Determinar por el método 'de serles de P,oténclas la so­

lución de la ecuación diferencial de Euler: t 2x"+ fx' + x =' o. 

Solución: Sustituyendo: 

x(t) x' (t) y 

"' "' x"(tJ L c n(n-1 Jtn-a;;, L ~ (n+2) (n+l Jt" 
n - ·-- n+2 ·· ·~..: -_·_ 

n=2 n=O 

en la ecuación diferencial dada, se tiene que: 

"' "' L n(n-l)cnt" + L ncnt" + L cnt" O. 
n=2 n= 1 n=O 

de aquí en= O para toda n, en éste caso el método de serles de 

potencias no es el adecuado. 

Ejercicios 

Determinar por el método de serles de potencias la solución de las 

siguientes ecuaciones diferenciales: 

a) x"- x t , tal que x(O) = 2 

b) x"+ X = t. 

e) x"+ 4x = O, con , x(O)=l y x' (O) = O. 

d) tx"- tx + x = et con, x(O) = 1 y x' (O) 2. 

e) (l+t2 lx"+ 2tx'- 2x = O. 

f) (1 - t)x"- x'+ t x = O con , x(O) = l y x' (O) 

g) x"- 2tx'+ 4x o con x(O) = O , x' (O) 

h) x"- tx'+ x = - tcost, con x(O) O, x' (O) 

1) x"- tx'+ tx +O, con, x(O) = 2 y x' (O) =l. 

2. 

2. 

l. 



j) 

k) x"-.2t.x'+ zx,·+ 

ll x"...:.·2tx'- ·2x ·=. 

4, Ecuaciones 

Una ecuación 

donde el coeficiente de x" es + 1, se llama normal. 

(3). 

Una función f(t) es analítica en un intervalo abierto si y 

solamente si es analítica en cada punto del intervalo y se dice 

que es una función analítica si y solamente si es analítica en ca­

da punto de su dominio, por ejemplo las funciones sen t, cos t, tg 

t, e', ln t y p(t), donde p(t) es un polinomio, son analíticas. Si 

las funciones a(t), b(t) y f(t) de la expresión (3) son analíticas 

en un punto t
0 

E I, se dice que t
0 

es un punto ordinario de la 

ecuación diferencial (3). Un punto t
0 

E I, que no es ordinario, 

se llama un punto singular de la ecuación diferencial. 

La forma de justificar que una solución x(t) de la ecuación 

(3) pueda expresarse con una serie de potencias, es por el 

resultado siguiente: 

TEOREMA 

Sea t
0 

un punto ordinario de la ecuación diferencial (3) y sean 

las funciones a(t), b(t) y f(t) analíticas en el intervalo (t
0
-R, 

t
0

+R), donde R es un número real positivo entonces cada solución 

~(t) de (3), que esté definida en t
0

, es analítica en el intervalo 

(t
0
-R, t

0
+R). 
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Por ejemplo la ecuación diferencial: x"+ x = O , se observa 

que b(t) 5 1 y f(t) =O, de aquí ambas funciones son analíticas 

en todo t, por tanto, si ~(t) es solución de la ecuación diferen 

cial propuesta, ésta puede expresarse como una series de potencias 

potencias: E cntn , encontrando que la solución es: 
n=O 

x(t) 
t3 

t - JI 

la cual converge para toda t. 

Ejemplo 10. Resolver la ecuación diferencial de Legendre: 

Solución: 

"' 

x"-E- x'+ p(p+l)x =o. 
1-t

2 
1-t 2 

"' Sustituyendo: x(t)= E cntn 
n=O 

x' ( t) 

"' E cn+t(n+t)tn Y x"(t) 
n~o 

E cnn(n-tltn-a 
n=2 

E cn+
2
(n+ll (n+2)tn, 

n=O 

en la ecuación diferencial propuesta, se tiene que: 

"' "' (1-t 2
) E cn+

2
(n+2)(n+t)tn- 2tE cn+l (n+lltn + p(p+lJE cntn O 

n=O n=O n=O 

E cn+
2

(n+2)(n+t)tn - E cn+
2

(n+2)(n+l)tn•2
- E 2cn+l (n+l)tn•l+ 

n=O n=2 n= 1 

+ E p(p+l )cntn= O 
n=O 

"' "' E cn+
2

(n+2)(n+l)t 0 
- E cnn(n-l)tn- E 2c

0
ntn+ E p(p+l)cntn= O 

n=O n=2 n= 1 n=O 
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-.~';·:- -~--'~.'. -~~< - :·_¿:L~:: ~:·;~~~ .. : ,_ ._,. ,-

+ n~z [ Cn+ZJC~ifi~i~;~~;~~i¿i~Hl~ip~~lc~]tn'i~ ·a.; 

de aquí se tiene que: 

(n + Z)(n + 1 Je + 
n+2 

+(p+n+ll (p-n)cn = O, con n 2: 2, , de donde en se expresa en términos 

de c
0 

cuando n es par, y en _-términos de c
1

, cuando n es impar, es 

decir: 

e= -Cp+l)p • _ -Cp+3)(p-2) _ (p+3)p(p+l)(p-2) . 
2 --2 co' c4--· -'"' 4•3 c2- 4! co' 

C-llnCp+in-1JCp+2n-3J···Cp+1Jp(p-2l···Cp-2n+2) 
- 2n 1 co• 

en tanto que: 

e = -(p+Z)(p-1) . _ -Cp+4)(p-3) _ (p+4)(p+2)(p-1l (p-3) . 
3 3! el, es- 5•4 c3- S! el, 

e 
2n+1 

(-1)n(p+2n)(p+2n-2)···(p+2)(p-1)(p-3)···(p-2n+1)c. 
2n+l ! 1' 

por tanto la solución es 

para determinar 
2t 

funciones: - 1-t2 

el radio R de convergencia de x( t), 
1 

y l-t2• luego como: 

usar las 

~1- = 1 + t 2 
+ t + ... 1-t + .•• converge en 1 ti < l. 
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S. Método de Frobenius 

Decimos que t
0
es un punto singular de la ecuación~difE!rencial 

x"+ a(t)x'+ b(t) x o (4). 

si los productos: (t-t
0
)a(t) y ( t-t J2b ( t), sonambos funciones o 

es un punto singular regular de analíticas en t
0

. Se dice que t
0 

la ecuación diferencial propuesta. 

regular de la ecuación (4), se dice 

gular. 

Un punto t
0 

que no es. singular 

que es un punto singular irre-

Ejemplo 11. Determinar si la excuación diferencial: 

x"+ t(t-3)x'+ 

tiene puntos singulares regulares o irregulares. 

Solución: La ecuación propuesta tiene puntos singulares en O 

y en t = 3, luego el punto t = 3 es singular regular ya que: 

Ct-3J [cct-3J]= tCt-3J
2 y 
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rregular, 

Ejemplo 12. 

tiene puntos singulares en Xº­

regular puesto que: 

( t-1) [ 1=~; ] = fil y ( t-1 j2[ ~(n+ll] = 
1-t 2 

(1-t)n(n+l) 
l+t 

º· 

son ambas analíticas en t=l. En forma análoga el punto t -1 , 

es singular regular. 

Considérese la ecuación diferencial: x"+ ~x'- x 

ne un punto singular en t = o. 

t 

O, la cual tie-

Puede probarse que la función x(t) = -'[-. es una solución de ésta 

ecuación, aunque es imposible desarrollar a la función: et/t, como 

una serie de potencias en t, sin embargo este problema puede sol­

ventarse escribiendo una potencia de la variable t, multiplicada 

por una serle de potencias en t , es decir: 

t e 
T -{ [1 + t + ~~ + ;~ + ... + ~~ + ... l 

Esta modificación sugiere que debe tratarse de hallar soluciones 

de la forma: 
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x(t) = trh + c¡tic1~,~(f~'.'.,·\+'Ltn+ : .. ] (5). 

donde r es algún número rea~ o.Jc.oinplejo; El método de Frobenius 

consiste, en suponer. soluci~n.;'it~ii;if.~·~po:·C~),' al sustituirse éstas 

·· _;,:.~.:::.~~~, :.~~::~f !:lií~r:.~):·:~.,"~'. _.,.. , 
, ·-,·O'.:> •,,~',._" --:~::_!_,;_l._:' • •• 

-·-~ "-~i:~~f: :,;~~e::;;;-~~'-~-#~.: ·~_"; __ -
de aqui ,,.. . ... ·.7;t;·· 

·:(";' -·'-'..: 
co - -·._ ... ' .. ::-... ·:_· ! ·.·:· •. _· .• -. ; •• • --,--

n~Oc n (cr+n> cr+n--u~cr.'.~n~c ~!fttctJ]tr~".72 = o <6> 

si t =O, es un punto singular regular de (4), entonces las funcio 

nes: ta(t) y t 2b(t), son analíticas en t =O, es decir 

ta( t) 
(7) 

b + b t + b t 2 + 
o 1 2 

por tanto tr-z es la mínima potencia de t en (6), si n =O, es de­

cir 

como c
0
= 1, se tiene que 

a r 
o 

r(r-1) + a
0
r + b

0 

o 

o (8) 

a ésta ecuación (8) se le llama indical, cuyas raíces r
1
,r

2 
, se 

denominan exponentes de la ecuación (4). Una solución de la 

ecuación (4) será de la forma (5) y hay tres formas posibles para 

una segunda solución. 

resultado. 

Estos hechos se resumen en el siguiente 
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TEOREMA. 

Sea t=O un punto singular regular de la ecuación (4) y sean 

r
1
,r2 las raíces de la ecuación indical (8), donde a

0 
y b

0 
están 

dados por (7) entonces la ecuación (4) tiene dos soluciones lineal 

mente independientes: x
1 

y x2, cuya forma depende de r
1 

y r
2 

, 

como sigue: 

Caso Uno: Si r
1 

y r 2 no dlf,ieren por un entero, entonces: 

caso Dos: 

Caso Tres: 

x
1 
(t) = 1 t({~0cntn] , .con c

0
= 1. 

x2(t) - ltlr~[ rc:tn] 
n=O 

• • con c
0 

1. 

Si r
1
= r

2
=' r , entonces 

x
1
(t) = !tir[J

0
cntn] . con c = o 1. 

x2 Ctl 1 tjr[n~O cntn] + x
1

Ctl lnl t ¡. 

Si r - r 
1 2 

es un entero positivo, entonces 

r "' x
1 

( t) 1 ti 
1 I c tn 1. con c = 

n o 
n=O 

r co • • • 
!ti 2 I e tn +ex (t) lnlti , con e= l. 

n 1 O 
n=O 

Ejemplo 13. Determinar la solución general de la ecuación diferen 

cial: x"+ ( 1/4t)x' + ( 1/8t
2
)x = O. 
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Solución: El punto t = O es singular regular ya que, ta( t) = i 
4 

t 2
b(t)' = 1/8 , además a

0
= 1/4 y b

0
= 1/8 , usando el método 

Frobenius se tiene que la ecuación indical correspondiente es: 

1 l r(r-1) + 4 r + 8 
(r _1 l (r _1 

2 4 o. 

y 

de 

1 de aquí se tiene que: r
1
= 2 Y r = 1 

2 4 las cuales no difieren por 

un entero, entonces por el teorema anterior se tiene que una solu­

ción es de la forma: 

luego: 

de aquí 

de donde n(n _lle 
4 n 

o , es decir en= O con n > O, por tanto: 

toma r 

e t -u'= t -1/4 • 
o 
1 2 , luego: 

Para determinar la segunda solución, 

(1 + n) 1 + 1 ] t 1/2+n-2 
2 4 8 

o. 

1 • 
de aquí: n(n+ 4Jcn= O , entonces e

0
= O , paran> O, por tanto: 

se 

• 1/2 
x

2
(t)= c

0 
x luego la solución general de la ecuación diferen-

cial propuesta es: x(t)= ;\. t 1
/

4 + ;\. t 1
/2. 

1 2 
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Ejemplo 14: Determinar la solución general de la ecuáé:ión-diferen 
1 1 cial: x"+ t x'+ t2 x = O. 

Solución: Como las funciones: ta(t) = t
2
b(t) = 1, son'. analíticas 

y a
0
= b

0
= 1, la ecuación indica! correspondiente es: 

r(r-1) + r + 1 = r 2 + 1 =O. 

cuyas raíces son: r
1
= l y r 2=-l, las cuales no difieren por un 

entero, para la primera raíz, se tiene que: 

[ c
0
[(l+n) (l+n-1 J+(l+n)+1] tl~n-2 

n:::;Q 

de aquí e Cn2+2ln) = O, implica que e = O 

solución ':.s x (tl= e é= é 1nt cos(~ntl 
1 o 

para n >O, entonces una 

+ lsen(lnt), análogamen 

te, para r = -l, se tiene que: 

-¿+n -L+n-1 + -¿+n +1 t [( . ) ( . ) ( • ) ] -l+n-2 o. 

de aquí c•(n2 -2ln) o, entonces: e·= o para n >O, por tanto la 
n • . n 

segunda solución es x (t) = e t-<.= cosClnt)-lsen(lnt), las funcio 
" 1 2 o • 1 

nes: x
1 
(t) = z-Cx

1
+ x

2
) = cos(lnt) y x

2
(t)= Z! (x

1
- x

2
J= sen(lnt), 

también son soluciones de la ecuación diferencial propuesta, por 

tanto la solución general es: 

x(t) = A
1
cos(lnt) + A

2
sen(lnt) , con t > O. 

Ejemplo 15. Determinar la solución general de la ecuación diferen 

cial: x"+ x'+ 4~2 x = O. 

Solución: Las funciones: ta(t)=t y tb(t)=1/4 , son analíticas y 
1 a

0
= O, b

0
= 4• por tanto la ecuación indical correspondiente es 
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cuya raíz es 

o blén 

de aqui 

luego: e ék+l )2 + e (k+-2
1

) = O , 
J;+1 X. 

c=-c1BL2 
2 22 22 -22 

3 -5 -7c 
----º- . . . , así que: 
2• -22 _32 -42' 

= tv2 [co- :_2o x
1

Ctl 

x1(t) =cotv2[1-(!)+.:! (!)2- 3-5 (!)3 + 
2 22 2 22 _32 2 

t1/2 [ 

n=O 

(2n)! 

(n! )3 
(- i] . con t > o. 

para determinar la segunda solución, se tiene que x
2 

IUNAK 

(~r- .. ·J 

ux
1 

luego 
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~~= + [1 - t + f- .. .] -1 = -~ 

integrando ambos miembros, se tiene que 

lnv'= - lnt - ! + 
8 

v'- ~ exp[- ~ + ... ] = Í [1+(-f+ ... )+~,(-f+ ... ) + ... ] 
t2 

V lnt - lG + ..• 

entonces 

por tanto la solución general es: 

Ejemplo 16. Determinar la solución general de la ecuación de 

Bessel de orden~· es decir de la ecuación: t 2 x"+ tx'+[t 2
- (1/2) 2 ]x 

X = 0. 

Solución: Las funciones: ta(t) = 1 y t 2b(t) = t 2
- ! , son ambas 

4 
analíticas en t = O, entonces el punto t = O es singular regular, 

la ecuación indical correspondiente es: 



cuyas raíces son: 

ren por el entero 

o: 

de aquí 

. . ' 

]é~J/2~·0 

E e (n+2)(n+3)tn+1/2+ E c tn+1/2 
n+2 n 

n=O n=O 

-t/2 co [ en] tn+t/2 
2c1 t + n~o (n+2) (n+3)cn+2 + O 

luego: e = 
n+2 

c 
n 

(n+2) (n+3) 
por tanto los coeficientes de 

subíndice impar desaparecen, por tanto se tiene que: 
c o 

e= - --· 2 31 ' 
ª2 ªo 

c4= - 4-5 = 5T de donde una 

solución es 

1/2[ x
1 
(t)= cot 1 .!. t2+ .!. t4 1 6 ] 1/2 

3 ! 5 ! - 7 ! t + . • . = t sen t. 

1 considerando r
2
= - 2, 

o 

se tiene que 

E c n(n-1) tn-S/2 + E c tn-l/2 O 
n n 

n=O n=O 

IUNAH 1 PAGIKA 671 



jC7 =- -

y la solución general es: 

x( t) "-i cost + 
rr 

, con t > o. 

Ejemplo 17. Determinar la solución general de la ecuación de 

Bessel de orden uno, es decir: t 2x"+ tx'+ (t2
- l)x =O. 

Solución: Como t = Oesunpunto singular 

indical correspondiente es: r(r-1) + r - 1 

regular, 

r
2

- 1 

la ecuación 

O , cuyas 

ralees son r = 1 
1 

y r
2
= -1 , que difieren en 2, para la primera 

de éstas raíces, se tiene que 

o bién: 

de aquí: 

IUNAM 

e 
n<2 

3c + E [e (n+2) (n+4) + e] tn-I O 
1 n+2 2 

n=O 

e 

(n+2)Cn+4) ' luego, c2 

1 , entonces: 
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. . ... , .·· ' 
' . -·· - •',___ :;,_·.- .·.· :· 

.. 'º _; ·Tl~- ;·,:f lfo:ín@!idr!r ;¡;jJ:,: r e; l' - .. J 
'"" '., ':{~;~:~~ .{·~:!~~<:, - ' . ,,~-

Para determinar~x2 (ti.;se''F~~t:9~e:;:r .··· , .. 
··:_{:'.>;:· . ·-

u" 
U'= 2 

~~~ .: ._:·.;:_: }~~-! 

X + ·a(t) ;f;' 
1 

integrando ambos miembros: 

- ln u' ='3lnt 

o 

t 
2 

u' t exp -3 [ 
t2 .·· -1 

.t + .•• 4 

luego: 

1 u = 2 lrit .,: .•. 

de donde: 

__!. X lnt - l t-1 + l + • , , , t > 0 4 1 2 16 . 

Ejercicios 

Determinar la solución general de las siguientes ecuaciones dife­

renciales, usando el método de Frobenius. 

a) 3t
2x"+ (7t - 7t2)x'+ (1 + t 3 Jx = O. 

b) t 2x"+ tx'+ Ct2 - _!¡x = o. 
4 

c) (t + 2)x"+ ~ x'+ 6x =o. 

d) t(t - l)x"+ (7t - l)x'+ X o. 

e) (t + l)x"- tx'+ 6x = o. 

f) 4tx"+ 2x'- x = O. 

g) tx"+ x'- x O. 
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Transformada de Laplace 



1 TRAHSFORllADA , CAPITULO ll 11 
- e·. -".'. 

':·.:,:_ .'.::};l" 

1. Introducción; 

Otro método para resolver ecuaciones diferenciales lineales con 

coeficientes constantes (y en algunos casos con coeficientes va­

riables), homogéneas o no es usando la Transformada de Laplace. 

El método consiste en transformar una ecuación diferencial a una 

algebraica, cuya solución al ser invertida da como resultado la 

solución de la ecuación diferencial propuesta. 

Sea f(t) una función definida en el intervalo [O,~l. la Transfor­

mada de Laplace de f(t) es: 

donde: 
00 

:e [f(tl] = j e-•tr(tldt 

o 

J e-•trCtldt = L!m 
A~ o 

F(s). 

si el último límite existe, se dice que la integral es convergente 

y por tanto hay Transformada de Laplace, si el límite en cuestión 

no existe, se dice que la integral di ver ge y por tanto no hay 

Transformada de Laplace. 

Ejemplo 1. Determinar la Transformada de Laplace de f(t) = l. 

Solución: Aplicando la Definición correspondiente, se tiene que: 

:e [f(t)] :e [1] 
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- .! Lim [e-•A_ 1] 
s 

A· '+OC 

CAPITULO 

por tanto: !f. [1] = l/s si s>O, de aqui.:. si c: es una constante se 

tiene que !f. [c] = c/s si s 

Ejemplo 2. Determinar la Transformada de Laplace de la función: 

f(t) =e-••. 

Solucion: Aplicando la definición, se tiene que: 

= j e-••eº'dt "" !f. [eº'¡ Lim I e Co-s)tdt 
A~ o o 

A 

Lim [e<•-alt/a-s] . s > a . s-a 
A~ o 

Ejemplo 3. Determinar la Transformada de Laplace de la función 

f(t) = sen at. 

Solución: Usando la definición y la integración por partes: 

!f. [sen at] = Lim r e-••sen at dt 

A~O 

IUNAH 

Lim 
A~ 

_e __ (-s 

[ 

-al 

s2+ ª2 

a 
2 2 s + a 

sen at - a cos 

, con s > O. 
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Ejemplo 4. 

Solución: 

integrando por partes se tiene 

du = ntn-ldt y v =-(1/s)e-•t , 

t" -st 1 -- e + 
s o 

por tanto: 

para s > O. 

CAPITULO 

n1 
n+l s 

Ejemplo s. Determinar la Transformada de Laplace de la función 

Solución: 

1 
f(t) = t 

!f. [1/t] 

a:> J e-st(l/t)dt + J e-st(l/t)dt. 

o 

para t e [0,1], se cumple que, t s 1, de aqui, -t ~ -1 , si s > O 

se tiene que 1 -st ~ -s, por tanto, e-st~ e- 6
, luego se cumple que: 
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considerando: 

f dt Lím f d~ Lím t ·-_. ln A] +oo, 

o A~ 
A 

A -HJ 

se tiene que: 

!f. [l/t] 

1 CD 1 

f -st f -st f dtt 1- dt + 1- dt "' e-· 
o o 

por tanto la función f(t)=l/t, no tiene Transformada de Laplace. 

Ejemplo 6. Determinar la Transformada de Laplace de la función 

Solución: 

t2 
f ( t) = e . 

!f. [et2] j e(-at+t2)dt 

o 

2• Q) f et(t-s)dt + f et(t-s)dt. 

o 2s 

la primera integral de los dos últimos términos es positiva ya que 

el integrando t (t-s) 
e es positivo para todo t y s. 

se tiene t-s <: s, de aquí, etlt-sl<: e"t, luego: 

"' "" f etlt-s)dt <: f eªtdt = ex • 

2s 2s 

para s > O. Por tanto: 

Para t <: 2s 
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2 
!f. [el ] 

2 

de aquí !f. [el ] no existe. 

·.CAPITULO 1111 

Los ejemplos 5 y 6 muestran que no cualquier función f(t) definida 

en el intervalo [O,~l tiene Transformada de Laplace, esto motiva 

la pregunta siguiente: ¿ Que funciones tienen Transformada de 

Laplace?, para responder a esta se veran los conceptos y teoremas 

siguientes. 

Una función f(t) es de orden exponencial a cuando t-> si existen 

constantes positivas M , t
0 

y una constante a, tal que: 

Ejemplo 7. 

que: 

1 f(t) 1 < M eªt , para t ~ t
0

• 

La función f(t) = senh t es de orden exponencial ya 

!senh ti 

Ejemplo 8. La función f(t) = tn, es de orden exponencial ya que: 

l e 
t2 

1 + t + 2: tn 
+ ... + ñj 

2 

+ •.. 

Ejemplo 9. Sea la función f(t) et y sean M y a constantes fl-

jas entonces se cumple que para t suficientemente grande: 

t > a +(ln Ml/t . 
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-;•,,,__ -';,7°-.> ,..., ·<:~:~J'.;; :::~';/-- ~- ·.;:~3:, '.-i.:"~-°'-.--.~,:.f~:·_,~,,··-
.·. ''" . , ,. , ~~~i:]; ·; ·:·:.~¡:;~ , f.·: ;r 

de aquí, t
2
> lnM + af. :;~m~~d~i~l<~~ri~Íf i'~\'..~Jt''"~~; ~~~'~K:~l= ,. Meª~. 

por tanto la función. e .•. ; no•e~•.de.'or.~.en'éexP,~~'e~~iaf 

Una función f ( t) es seccionalm'ente ~~n~i~.;~ en un' inte'rvalo 

si: 

t 
1-

m¡ 

1) f(t) es continua en el intervalo t
0

, t
1 

, excepto en un 

número finito de puntos. 

11) Existen los Límites: f(t
0
+) Y f(t

1
-l. 

111) Si ces un punto de discontinuidad de la función f(t) en el 

intervalo ( t
0

, t
1
), entonces existen los siguientes lími-

tes: f(t
0
•J y f(t

0
-). 

Nota. En la definición anterior, si los límites en 111) son 
iguales, se dice que f(t) tiene una discontinuidad removible 
en c y cuando estos límites son diferentes se dice que f( t) 
tiene una discontinuidad de sallo en el punto c. En la figu­
ra 1 se muestra la gráfica de una función seccionalmente con­
tinua en el intervalo t

0
, t

1 
, donde en c

0 
hay unú disconti-

nuidad removible en tanto que en c
1 

y c 2 hay discontinuidades 

de salto. 

fo Co C1 C2 

FIGURA 1. 
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1 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

TEOREMA 1 

Sea la función f( t) seccionalmente continua en el intervalo o,. t 

para t > O y de orden exponencial a é;:;tC>r{ces 

existe la Transformada de Laplace de la función fCtr para 0 s>a, 

Prueba: Por definición se tiene que: 

:e [f(t)] 

la primera integral de los dos últimos sumandos existe ya que f(t) 

es seccionalmente continua en O, t
0 

tantes positivas M y t
0 

tales que lfCtJI 

Por hipótesis existen cons 
at -

< M e , para t > t
0

, en-

tonces para la segunda integral se tiene que: 

M 
a-s 

OD 00 

:s J e-•t¡f(t) idt < M J e<•-tltdt 

t o 

<•-slt loo 
e o 

M 
s - a para s > a. 

2. Propiedades de la Transformada de Laplace. 

Propiedad 1. Sean f
1
(t), f

2
Ctl funciones que tienen transformada 

de Laplace para s > s
1 

y s > s
2 

respectivamente y sean A
1

, A
2 

cons 

tantes reales entonces: 
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Ejemplo 10. Determinar ia Transformada de Laplace de la función 

f( t) = 2t3~ 3. 

Solución: Usando la propiedad 1, se tiene que; 

2.1'! [t 3
] + 3.1'! [1] =~+ ~ , para s > O. 

s 

Ejemplo 11. Determinar la Transformada de Laplace de la función 

f(t) = senh bt. 

Solución: Como senh bt=(l/2l(ebt_e-bt], se tiene que: 

1 bt 1 -bl 
.I'! [senh bt] = z .I'! [e ] - 2 !f. [e ] = 

1 1 
, para s > 1b1 . - 2 s-b - 2 s+b = s2-b2 

Ejemplo 12. Determinar la Transformada de Laplace de la función 

f(t) = Jt5-t8
+ 4 - Se2

t+ 6 cos3t. 

Solución: 

IUNAH 1 PAGINA 771 



1 TRAHSfORHADA DE LAP[.A_CE ; _ 

Propiedad 2. Si !f. [f(tl] 

FCs-al ; para s > s~ + 

Prueba: Por definición se tiene que: 

!f. [eªtf(tl] = J e-<s-a)tf(t)dt = F(s-a) , para s > -s
0
+a z 

o 

Ejemplo 14. Determinar la Transformada de Laplace de la función 

f(t) = t"eªt, 

donde n es un entero positivo. 

Solución: Como !f. [t"]= i~•l = F(s), para s > O, se tiene que 

Ejemplo 14. 

Solución: 

!f. [t"eªt] = F(s-al = ni para s > a. 
(s-a)n•l 

Determinar la transformada de Laplace de la .función 

f(t) = e 2 tcos 3t. 

Como !f. [cos 3t] =--s-= F(s) 
s 2+ 9 

!f. [e2tcos 3t] = F(s-2) 

se tiene que: 

s - 2 

Propiedad 3. Sean las funciones f y f' definidas en O, t , ambas 

secclonalmente continuas para t > O, luego si f(t) es de orden ex-

ponencia! a cuando t ~ 

para toda s > a , es: 

entonces la transformada de Laplace de f' 

!f. [f' CtJ] s!f. [f(tJ]- f(O). 
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ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

N3 OESE 
81BUOTECA 

1 TRANSFORMADA DE: LAPLACE: 

Prueba: Si f' (t) es de orden 

:e. [f' ( tJ] = Lím 
A --)00 

' - . ~ 
.A 

:r ª-·tf' e tl,tt·Y 
.,.. ... ·_:. ' ·- - '·, ... 

integrando por partes: u=e-•t/ d4f;_C~l~/. ,du2I'~e-~_tdt y vo=f(tl, 

se tiene que: 

. A .. ..., 

:e. [f' (t J] Lim [e-•tf(tJ] + sJ e-•tf(t)dt 
A --)00 O o 

s:f. [f(tl) + Lím e-sAf(C) - f(O) 
A --)00 

s:f. (f(tl] - f(OJ. 

Nota. El Lím e-•tf(t) 
A --)00 

O, ya que f(t) es de orden exponencial. 

Ejemplo 15. Determinar la Transformada de Laplace de la funéión 

cos t. 

Solución: Aplicando la propiedad 3, y considerando que 

(sentJ'=cosC , seno O, se tiene que: 

:t. [cos t] s(l/(s 2 +1l) - O 

Generalizando la propiedad 3, si existen f", f'' 'y son seccional­

mente continuas para t > O, se tiene que: 

:e. (f") = s:t. (f']-f'(OJ = s 2F(s)-sf(OJ-f'(O). 

IUNAH 



1 TRANSFORMADA DE LAPLACE CAPITULO III 1 

Propiedad 4. Si !e [f(t)] - FJiL~~toÁÍ:~[_!e[tÚt)];~F'.CsJ. 
~·?~;;? .. <-.:· 

Prueba: 

00 

~sf e-•lf(t)dt 

o 

.. 

00 I e-sl(-tf(t l)dt 

o o 

- !e [tf(tl] . 

•• !e [tf(tl] = -F' (s) 

Ejemplo 16. Determinar !e [te2t]. 

Solución: Como !e [e2l]----1- y aplicando la propiedad 4 se tie­s - 2 
ne que: 

Ejemplo 17. Determinar !e [tsen t]. 

1 
rs-=z¡2 

Solución: Como !e [sent)~ , aplicando la propiedad 4 se tie -
s + 1 

ne que: 

!e [tsent] 2s 

Generalizando la propiedad 4, se tiene que si !e [fCtl] 

tonces : 

IUNAH 

F(s) en-
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por tanto: 

Ejemplo 18. 

Para facilitar la determinación de la Transformada de Laplace de 

una función f(t), es útil la Tabla 1. 

Ejercicios 

1. Usando la Tabla 1 y las propiedades 1, 2, 3 y 4 determinar 

la Transformada de Laplace de las siguientes funciones. 

al :e [5). f) :t. [-sen 3t). 

b) :e [3t-2]. g) :e [ts]. 

el :e [e2tsen 3t - 2cos t). h) :e [3 senh 4t). 

d) :e [e]. l) :t. [cosh 2t]. 

e) :e [e2t+2]. j) :e (3e-2tcos4t-t 2sen 2t]. 

2. Probar que las funciones siguientes son de orden exponencial a 

cuando t ~"' 

al f(t) t. d) f( t) t2. 

b) f(t) sen t. e) f( t) cosh at. 

e) f(tl senh at. f) f(tl = t 2+t 3 +sen 3t. 
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1 TRANSFORMADA DE LAPLACE CAPITULO 

3. Probar que si las funciones f y g son de orden exponencial a 

cuando t~ entonces (af+~g) es de orden exponencial, para a, ~ 

reales. 

cos bt 

senh bt 

cosh bt 

tneat. 

at 
bt e sen 

e 
at 

cos bt 

at 
senh bt e 

at 
cosh bt e 

IUNAH 

b 

___&_ 
n+l s 

s>O. 

n} , con s>a. 
(s-a)n+l 

b ,con s>a. 

s - a 
,con s>a. 

,con s>lbl+a. 

s 
,con s>lbl+a. 

(s-a) 2-b 2 

TABLA 1. 
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1 TRANSfORllADA · DE. LAPLACE CAPITULO 

~~·;:~.: :';'"; ·'>;;" ,,_ '.·< ~~2.:·,: .'~' ,-:"·.~. ·t> 
3·. Tr:anS"f"o~mada· ·zn~er·aa~ -d~·' ~#-~~~S~ -~ ··~:-\> ~ -. .·:;·»: · · · 

Si :e [f(tl]"FCsJ exi:::'.·'~: ;~~:~~[ ~~(;¡5¡• es cinrc~ ~~esto ~ue :e 
es Una función. Si fCil es la única función para la cual 

:f= F(s), entonces :e ti.ene una inversa,·· denotada :e~ 1 , tal que: 

:e-1= f( t). 

Generalmente no es este el caso como lo prueba el ejemplo siguien-

te: sea la función f(t) = t definida en [O, ) y sea la función 

f=g, excepto en t=l, donde g(1)=2, luego :f[f] =:e [g]. 

Este ejemplo muestra que dos funciones pueden tener la misma Tran~ 

formada de Laplace sin ser iguales, entonces ¿Como saber si existe 

o no la Transformada Inversa de Laplace de una función?. El teore 

ma siguiente contesta a esta pregunta 

TEOREMA 2 
(Teorema de Lerch's) Sean las funciones f y g definidas en el in­

tervalo [O, +~) ambas seccionalmente continuas y de orden expo -

nencial a cuando t ~ sea s
0 

un número real tal que 

:e [f(tl] =:e [g(t)] • 

para todos > s
0 

entonces f(t) = g(t) para toda t > O. excepto en 

un número finito de puntos de discontinuidad. 

Ejemplo 19. Determinar :e-1[1/s]. 

Solución: Usando la tabla 1 se tiene :e [1]= 1/s, por tanto 

:e-1[1/s]=l. 

Ejemplo 20. Determinar :e-1[1/s2+1]. 
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1 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Solución: 

TEOREMA 3. 

'••' 

_•¡>::-2- -
Como.fe [~en' t]=;l/s ;H 

CAPITULO I_II 1 

Sean :e-1[FCs)]=f(tJ - y :e-1[cCsJÍ=c'ctJ, >.
1

, >.
2 

números reales enton­

ces : 

:e-1 [>. FCsJ+;>. G(sJ] ;>. :e-1[FCsJ]+;>. :e-1[G(sJ]. 
- 1 - - - 2 1 - - 2 

Prueba: Como !e [f(t)],,; F(s) y !e [g(t)] = G(s), se tiene que: 

de aqui: 

:e-1[;>.
1
FCsJ + ;..pcsJ] = ;>.

1
f(tJ + ;o.

2
gCtJ 

= \!e-1[F(s)] + ;>.
2
!e-1 [G(s)] z 

Ejemplo 21. Determinar !e-1[s+9/(s2 +6s+13)]. 

Solución: Aplicando el teorema 3, se tiene que: 

:e-1[s+9/(s2+6s+13)] = !e-1 [s+3+6/(s+3J 2 +22
] 

:e-1 [s+3/ ( s+3 J 2 +22]+3!e-1 [2/ ( s+3 J 2 +22
] 

Ejemplo 22. Determinar :e-1[3-4s/s2+25]. 

Solución: 

(3/5) sen St - 4 cos St. 

Ejemplo 23. Determinar .:e-1[8/s2 +6s+l0]. 



1 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Solución: 

:e- 1[8/s2 +6s+10] 

Ejemplo 24. 

Solución: 

Solución: 

Puesto que --
4 

={s ( =~), se tiene que: 
(s-3 )2 s s 

4t e
3
'. 

Puesto que ~-d ~ entonces: 
(s2+4)2 dss ~4 

:e-1[6s/(s2+4l 2] = -t.f-1[-3/s2+4] =(3/2)t.f-1[2/s2+4] 

= (3/2lt sen 2t. 

Ejemplo 26. Determinar !C-
1 [2/s2-1]. 

Solución: Como .. ~=~ + B con s$l -1, entonces·. s -1 s-1 s+l ' • 

2 = A(s+l)+B(s-1) 

de aqui A=l y B=-1, por tanto: 

:e-1[2/s2-1] = :e-1 [1/s-1] - .f-1[1/s+l] el _e -t= 2senh t. 

Ejemplo 27. Determinar :e-1 [3s-1/s(s2+1)). 

Solución: 

IUHAK 

:e-1[3s-1/s(s2+1)] = :e-1 (-(1/s)+(s+3)/(s2+1)] 

-:e-1 [1/s]+.f-1 [s/s2 +l ]+3.f-1 [1/s2 +1] 

= -1 +ces t + 3 sen t. 
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1 TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Ejemplo 28. 

Solución: 

Ejercicios 

Determinar: 

al :e-1[-(2/Sl]. 

bl :e-1 [4/ (s+21 2
]. 

el .f-1 [s+5/s2 +10s+26]. 

dl .f-1[1/s ( s 2 -1 l]. 

el :e-1 [18/s(s2 +19l]. 

fl .f-1[2s/s2 +9]. l) 

gl 

hl 

i l 

.f-1 [s-4/s2 +4]. 

:e-1 [5/s2 +2s+5]. 

.f-1[12s/(s2 +11 2
). 

jl :e-1[1/s2 (s+l)]. 

kl :e-1 [s+4/(s-1 l (s+Zl]. 

:e-1 [5s2 -9s+2/ (s-31 (s2 +1 l ]. 

4. Aplicaciones a Ecuaciones Diferenciales. 

El método para resolver ecuaciones diferenciales lineales, usando 

la Transformada de Laplace, se resume en los siguientes pasos: 

1•ro. Dada la ecuación diferencial, aplicar la Transformada de La­

place a ambos miembros, dando como resultado una expresión 

en términos de F(sl y s. 

zndo. Despejar de esta expresión a F(sl. 

3cro. Aplicar la inversa de la Transformada de Laplace, dando como 

resultado la solución de la ecuación diferencial propuesta 

¡uNAM 



1 TRANSFORMADA DE LAPLACE: CAPITULO .I U 1 

Ejemplo 29. 

Solución: 

l ero. 

F(s) 

x(tJ 

Ejemplo 30. Resolver:x"+ 4x'+ 4x o, tal que x(Ol O y x' (O) s. 

Solución: 

!f. [x"+4x'+4x] !f. [O] . 

s2FCs)-5+4sF(s)+4F(s) = O. 

Ejemplo 31. 

x' (O) = 3. 

Resolver: x"+ 6x' + 2Sx O, tal que x(O) 2 y 

Solución: 

IUNAH 

s 2F(s)-2s-3+6sF(s)-12+2SF(s) O. 

(s2+6s+25)F(s) = 2s+15. 

2s+15 4 F(s) 
(s+3) 2+4 2 

2(s+3) 

(s+3) 2+4 2 

9 
+ 4 (s+3) ~4 2 

-3t 9 -3t 
.. x( t) = 2e cos 4t + 4 e sen 4t. 
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Ejemplo 32. Resolver: x"+ 9x 

Solución: 

.. x( t) 

s 2F(s)-2s-1+9F(s) 

Cs2 +9)F(s) = 2s + -¡ +~ 
~~9 

F(s) = 2s+L+' ',:3 ~ 
~"+9 (~'+3~ 

7 -- - " 1 
2cos 3t + 'Is: _sen 3t - 6- tcos 3t . 

<_CAPITULO III 1 

Ejemplo 33. Resolver: x'''+ 3x' = 9t2~ 12t + 6, tal que x(O) 3, 

x'= O y x"(O) = -4. 

Solución: 

s3F(s)-3s2+4+3sF(s)-9 = !~ s 
12 6 

- S2 + s 
Cs2+3)(3s3 -4s+6) F(s) = ~~~~~~~~ 

s4 Cs4 +3) 
3 -.!.+ ~ s 3 s s 

:. x( t) = 3-2t2+t
3

• 

Ejemplo 34. Resolver: x"+ 4x O, tal que x(O) A y x' (O) B. 

Solución: 

IUNAH 

:f. [x] 

:f. [x"+4x] = O. 

As+B 

s 2
+4 

A 

B .. x ( t) = 2 sen 2 t + A cos 2 t. 
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1 TRANSFORMADA DE LAPUCE ,CAPITULO 1111 
~~-~--./.:: ,,.,._ -,, ,.-.. , --,,~-. ' .. ·<•- ~~r---'::~:::'.~-'.--' T 

Ejemplo 35. Resolver:. x,,2 s'~~- ~~x.re~' ·it.~1.que Sc~l'=l· y xCOl:;,o. 
-, <t.,:o,'.·:·: .'.'.;~::; -,~·1: . ·- -r;.;:;>. -~·--·.· 

·· ¿:/~--- --~·-·- ._ ::- '::-·. ' 
!e, [x~J-SL~·j'+4!e:[x] := Je' [e~']. 

Solución: 

,', > , ' , <r , •... ,.,,. i , ·.'· 
(sz'"Ss+4)'.{'[xJ·.= s .,-7s+11 
. : . . ·· ,,'.. . .. s-2 

•.· .. ; • s 2 -7s+11 
!e [x] = ( s-2 )( s-1 )( s-4) 

resolviendo por fracciones:pa.rdates/' se· tiene que: 

A 

luego: 

Ejercicios 

(s-2) (s-1) (s-4) 
A+_!!__+ C 

s-2· s-1 s-4 

s 2 -7s+11 
(s-llCs-4) 

e 

!f. [x] 

.. x(tl 

s 2 -7s+11 
{s-2)(s-4) 

-(1/2) 
---¡¡-=--z- + 

Zt 5 e + 2 3 

s
2
-7s+11 1 5 

(s-2lCs-4) = 3 · 
•=1 

-(1/6) 
S-=-4 

t 1 4t e - 6 e 

Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes usando el método 

de la Transformada de Laplace. 

1. 

2. 

3. 

4. 

s. 

x"+ 

x"+ 

x"-
x"-

x"+ 

X o, tal que, x(O) 

X º· tal que, x(O) 

16x = o, tal que, x(O) 

ax'= º· tal que, x(O) 

2x'+ Sx = º· tal que, 

y x' (O) o. 

o y X• (0) 1. 

2 Y X• (0) = -1. 

= 1 y x' (Ol = a. 

x(O) = x' (O) = 1. 
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6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

-_-_ . ..,:__:_ 

x"- x'+ x =o; tal que, x(Of "~~((¡)) #\-:/ ;~; 
x"-9x = t, tal que; x(Ol = '1· y')(, C~L ,;,z.!<f;' ?'. 
x"-3x' -4x = t 2

, tal que, xCOÍ ;'<2 Y':'x'.fol:;1~ 1~ ;:. 
x"'+ x =o, tal que, xCol = x;•có)\;;; i:'.~ .. k-'CoÍ'='' ... 1;' 

x'"~3x'-2x = e
2
t. tal que, xc_~.J~i;~i~?i.·1~6\r)(;~coÍ 

x"+k x = cos kt, tal que, x(O) ;=.'O''y{jcf (0)' ;;;¡¿·i 
x"+4x = cos t, tal que, x(ol ,;;~~•f:'(l)'¡'c~~ o'fÍ{ :;¡~c.•·. 
x"-4x'-x =sen t. tal que, xclli''~':>ci'fo),;;'..'.'í. 

S. Teorema de Convolución .. 

Con frecuencia ocurre que en el proceso de resolver una ecuación 

diferencial por Transformada de Laplace, aparece una transformada 

que es el producto de otras dos transformadas, por ejemplo al re­

solver la ecuación: x"+ x = cost, tal que, x(O) = x,(Q) =O, se 

tiene que: 

pero claramente: 

!f. [cos t sen t] "' 1. [cos t]•!I'. [sen t]. 

asi este ejemplo prueba que la transformada de Laplace del produc­

to de dos funciones es diferente al producto de la transformada de 

Laplace de cada una de estas. Entonces ¿Como encontrar la in­

versa de la transformada para estos casos?, el teorema siguiente 

da respuesta a esta cuestión, pero antes: 

Sean las funciones f(t) y g(t) seccionalmente continuas en el in­

tervalo [O, ti, la convolución de f y ges: 
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i:. i.; 

f. g ~~.> ::flJ 

Ejemplo 36. 

cos t. 

Determi.nar l.;,'cohv'oúlciÓn de las iu;,ciories sen 

Solución: 

. -:.:..;:; - ·::.:J' -::~·ge ~-~.;, 

Por definic:~n ·;~ x1:~; que: 
~,~·-·:;-.:-.~-­

. ," . '. ~ ::_ . ,;:,~; -

.~~~., de.• ·'"t. 
sen t ..• :cios :m :· 'J sen ( t-a:J cos a: da: 

.~·;1'·'" ::/<; ·,~~~~~( 
{ ~~,:~ 

--· ·-J (sén .f'{c~s "'' ..; sen <i cos t)cos "' da: 

o 

sen t J cos2a: d"' - cos t J sena: cos a: da: 

o o 

sen t[(1/2Jt+(1/2)sen t cos t]-cost[C1/2JsenltJ 

1 
2 tsent. 

Nota. La convolución es conmutativa ya que: 

f • g (t) f f(t-a:) g(a:J da: 

o 

usando el cambio de variable v = t-a:, se tiene que: 

o 

-J f(v) g(t-v) dv J g(t-v) f(v) dv 

o 

f • g (t) g • f (t) z 

g • f ( t J. 

y 
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TEOREMA 4. 

Sean 

es decir f • g(t)= 

Prueba: Usando la 

!f. [f • g Ctl] !f. lf 

o o 
CD l 

f f e-••r C t-c<lg (a.)do:dt 

o o 

donde la integración se efectúa sobre la región del plano to: des­

descri ta por: O s o: s t y O s t < ~ y O s o: < ~. de aquí se 

tiene que: 

CD oo 
"' 00 f f e-•tf(t-o:)g(o:)dtdo: J g(cxl[f e-•tf(t-cx)dt]da.. 

O A o 

haciendo el cambio de variable u=t-o: en J e-••rct-o:)dt se tiene 

que: 

00 I e-s!u••>f(u)du. 

o 
de donde: 

"" 00 
!f. [ f f(t-o:)g(cx)do:] f g(ool[f e-s(u+alf(u)du]do: 

o o o 
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o o 

= !l. [f]•!l. [g] z 

Solución: Usando el Teorema 3 y como: !l. [ces t]" 

!l. [sen t] 1/s2+1, se tiene que: 

pero sen t • ces t=(l/2)tsen t, por tanto: 

Ejemplo 38. Determinar !l.-1[1/ s 2 (1+s) 2
]. 

Solución: Como !l. [t]=1/s2 y !l. [te-t]=1/(s+1) 2
, se tiene que: 

luego: 

t-2+( t+Zlet. 

por tanto: 

t-Z+(t+Z)e-t 



Solución: 

:e 

Ejemplo 40. 

que, x(O) 

Solución: 
:e [x"+100x) = :e [100) 

s 2:e [x]-2s+lOO!e [x] = 100/s 

:e [x] = ~ + 10[(1/s)(lO/s2+100l] 
s2+100 

100 tal 

aplicando la Transformada Inversa de Laplace, se tiene que: 

x(t) = 2cos lOt + 10J sen 10a da 

o 

cos lOt + l. 

Ejercicios 

l. Determinar: 

a) !e-1[1/s2(s-1 )] f) 

b) !e-1[1/(s-2) (s-3)). g) 

c) !e-1[2/s (s2+4)]. h) 

d) !e-1[1/s(s-3)]. i) 

e) :e-1[4s-8/s Cs2+4)]. J) 

!e-1[1/s(s+S)). 

:e-1[1/s2(s2+4)]. 

:e-1[s/ (s2+a2)2]. 

:e-1[s/(s2+1) 1 ]. 
:e-1[s/ ( s2+a2J2]. 

2. Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 

a) x"+x = 2e-t , tal que , x(O) = x' (O) = O. 

b) x"+4x = 8 

e) x"+2x'+2x 

IUNAH 

tal que , x(OJ = 1 y x' (O) l. 

4 , tal que , x(O) = x' (O) = O. 
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Lineales de Primer Orden 



1 SISTEMAS DE E• o .. 'CAPI~~?- -~V_j 

1. Introducción 

Hasta aqui se han estudiado ecuaciones diferenciales lineales que 

involucran una variable independiente y una dependiente. Con fre­

cuencia en aplicaciones físicas se encuentran ecuaciones diferen­

ciales que contienen una variable independiente pero con dos o más 

variables dependientes, asi es natural esperar que no baste una 

sóla ecuación diferencial para determinar estas variables, sino 

que, la ley de comportamiento quede expresado por dos o más ecua­

ciones diferenciales en las que aparezcan relacionadas las varia­

bles del sistema. Por ejemplo supóngase que una partícula de masa 

m se mueve en el plano XY (ver figura 1) debido a que actúa sobre 

ella una fuerza tal que su dirección está en el plano XY, y que su 

magnitud depende de la posición instantánea (x, y) de la partícula 

en el tiempo t, si la partícula está inicialmente en reposo en al­

gún punto, digamos el origen, es natural preguntar donde estará la 

partícula en cualquier tiempo posterior. Si consideramos la fuerza 

en dos componentes F
1 

y F
2 

en las direcciones positivas X y Y como 

se indica en la figura 1, entonces por la ley de Newton se tiene 

que: 

d2 
F

1 
(x, t). mdtx y, 

d2 (1) 

mdTy = F
2

(x, y, t). 

F2 

F, 

m 

FIGURA 1 
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con las co!'diciones iniciales x(O) = y(Of =x'(O) =y' (O) =O. A la 

expresión_ ( 1 J' se le denomina Sistema de ecuaciones Diferen_ciales,. 

siendo su forma más general la expresión: 

F
1 

( t, f1. f, ... , f (n) f, f,. fm (n)) o .. 1 • 1 • .. m 

(2) 

F,.( t, f1, f. ... , f (n) 
f. f •• ... ' f,. (n)) o . 1 • 1 .. m 

El orden de la mayor derivada que aparece en el sistema de ecua­

ciones diferenciales define el orden del sistema, por ejemplo el 

sistema (1) es de segundo orden, en tanto que el sistema (2) es de 

orden n. A estos sistemas se les llaman sistemas de ecuaciones 

ordinarias por que no involucran derivadas parciales. 

En el presente capitulo nos restringiremos aconsiderar sistemas 

del tipo: 

(3). 
x '=a (t)x +a (t)+ ... +a (tlx +b (t) 

n n1 1 n2 nn n n 

denominados sistemas lineales de primer orden. 

El sistema (3) también puede ser escrito en forma vectorial: 

X, ª11 ( t) . "'] x1 l . b1 (t) 
1 In 

(4) 

X 
n a ( t) a ( t) X b (t) 

n ni nn n n 
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,. ( t) 
nn 

[
. X 1 · [ X 'l [b ( t)l ~: =x. ~:º =i( b:io =i>Ctl. 

note que en la expresión (5) los vectores columna: x. x' y ¡; son 

de tamaño nxl, en tanto que la matriz 7\Ct) es de tamaño nxn. Si 

en la expresión (5) b(t) s O V t se dice que el sistema lineal 

es de homogéneo en otro caso se dice ser no homogéneo. 

El vector '1> = (</>
1

, <t>
2

)T es una solución de la expresión (5), 

si al sustituirse en ésta se obtiene una identidad, es decir: 

i = ACt) ~ + b(t) 

Ejemplo t. El vector (-2e-t, e-t)T es una solución del sistema: 

x'=2x +6x 
1 1 2 

Solución: Haciendo ~ = [-2: =~] de aquí: ~ = [~: =~] , se tiene que: 

[ 

-t -t ] -4e +6e 
4e-t-5e-t 
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es decir el vector ~ es solución del sistema propuesto. 

2. Relación de Ecuaciones Diferenciales y Sistemas Lineales 

Considérese la ecuación diferencial lineal ordinaria de orden n 

siguiente: 

x<n>+a (t)xcn-ll+ ... +a (t)x ·= f(t). 
n-1 , o 

(6) 

x definida~ por:·· x = x, x = n .· · .. - - .. --- · -. .- '' 1,..,.- 2 
sean las variables 

X '= 
2 x' • x' =x cn-t )"° ' --~:~t~~~6~·s/;:~~~ r~,-~_ 

n-1 

ecuación diferencial (6) se transforma en: 

'X' 
1 x2. 

x' 
2 x3. 

x' x4. 3 

X
1 

X • 
n-1 n 

x~ F(t, x
1

, x
2

, .•. , xn). 

(7) 

es decir toda ecuación diferencial lineal de orden n es equivalen­

te a un sistema lineal de primer orden. 

Ejemplo 2. Transformar la ecuación diferencial: x CIVI - 3x1 II+ Sx" 

+ 2x = 6sen t, a un sistema lineal de primer orden. 

Solución: Sean las variables:x
1

, x2 , x3 y x4 definidas por: x 

x
1

, x
1
'= x

2
, x

2
'= x

3 
y x

3
'= x

4
, se tiene que: 

x' X 2 3 

x' X 3 4 

x' Jx -Sx +2x +6sen t. 4 3 1 
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Ejemplo 3. Transformar a un slstema:linea{:«i.ej:iri~er orden la 

ecuación diferencial: x(Vll_ 6x<v>+ Sxuvr_ 3x'',«+ 6x'- x =O. 

Solución: Sean las variables x1 • x2' x3, ... y x6 definidas por: 

X= x1 • x1'= x2, X '= X 
2 3' X '= 

5~ x6, se tiene que: 

x'= X 1 2 
x'= x3 2 
x'= X 3 4 
x'= xs 4 
x'= x6 5 
x'= 6x - 5x + 3x - 6x + X 6 6 5 4 2 1 

o bién: 

x' o 1 o o o o X 1 1 

x' 2 
o o o o o x2 

x' o o o 3 1 o o x3 
x' 4 o o o o o x4 
x' 

5 
o o o o o xs 

x' -6 o 3 -5 7 X 
6 6 

Teorema 1 

(Existencia y Unicidad) Considérese el sistema lineal (5), si la 

matriz ACtl y el vector b(t) tienen componentes reales y continuos 

para toda t en el intervalo I, entonces V t
0

e I y x
0

e IRn existe 

una única solución ~ del sistema (5) tal que: 
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\ . ···:·- -.\·-- .. : .-···' 

i; ~ Ad> ~: Ectr'. 

3. Propiedades de las Soluciones de Sistemas Lineales 

Considérese el sistema lineal de primer orden homogéneo siguiente: 

' X=ACtlX. (8) 

Propiedad 1. Si ~1 y ~2 son soluciones de (8) entonces la combi­

nación lineal '\~1 + a.
2

<i>
2 

es solución de (8). 

Prueba: Como 'i>
1 

y <¡;
2 

son soluciones de (8) se cumple que: 

' (a.1<i>1> = ACtl(a.1<i>1> y 

de aquí se cumple que: 

haciendo ~ 

de lo anterior se tiene que el conjunto solución de (8) forma un 

espacio vectorial. 

[
</>lnl <i>n= ~ , el Wronskiano de estos vectores 

</>nn 
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es: 

W(t, 

Teorema 2 

5i el W(t, 

lances los vectores . ~1' 

l. 

Prueba: Considérese: 

donde a.
1

, ... , a.
0 

son las incógnitas, por tanto: 

[cf>~ 1 

cf>' 
nl (9) 

como el determinante de (9) es diferente de cero ya que por hipó­

tesis el W(~1 , ~n) ~ O , esto implica que, necesariamente 

a.
1 
= a.

2 
= . . . = a. n = O para todo t E I. Por tan to ~ 

1
, ~ n son 

linealmente independientes.z 

Teorema 3 

5i cf>
1

, ..• , ~n' son soluciones linealmente independientes del sis­

tema (8) para teI entonces el Wronskiano de ~1 , •.• , ~n no es cero 

para todo tel. 
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donde, cx1 , ex;, « son las'incógnitas, es decir: 
, n 

"' ( t )] [ex ] ln. O 1 

t/¡ ( t ) ex· 
nn O n 

como el determinante del sistema anterior es el WC~1 • 

esto implica que existen constantes en ex
1

, 

haciendo: 

ex no todas cero 
n 

por la propiedad uno ~(t) es solución de (8) y como ~(t0 ) =O, esto 

implica que ~(t) s O para toda t en 1, es decir: 

ex~ (t)+ ... +ex~ (t) 
1 1 n n 

,VteI. 

de aquí ~1 , ~n son linealmente dependientes lo que contradice 

a la hipótesis del Teorema 3, por tanto W(t, ~1 •... , ~nl ~ O, p~ 

ra toda t en I z 

El teorema 2 y 3 prueban la propiedad siguiente: 

Propiedad 2. Sean ~1 , ~n soluciones del sistema (8) en el in 

tervalo I. El conjunto ~~1 , ~n~ es linealmente independiente 

en 1 si y solamente si W(~1 , ~n) ~O para toda t en I. 
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Sustituyendo -¡;1 y -¡;2 en el. sistem.a propuesto se tiene 

que 

[=3 4] -¡;2 
-2 3 [ 

-t -t] -6e +4e 

-4e-t+3e-t 

de donde -¡;1 y -¡;2 son sluciones del sistema propuesto, entonces: 

2e -t 1 
-t e 

-1 ,.,. o. 

para toda t en I, por tanto -¡;1 y -¡;2 son soluciones linealmente in­

dependientes en I. 

Propiedad 3. El espacio vectorial de soluciones del sistema (8) 

tiene dimención n. 

Prueba: Considérese el sistema (8), sean a (t) continuas en el 
lj - T 

intervalo I, sea t e I, definase los vectores: e = (1, O, ... ,O) 

T - ' - -.... e
0
= (O, .. ., 1) y considérese: </>

1 
= ACtl</>

1
, tal que </>

1
(t

0
) 

e
1 

con i = 1, 2, ... , n. Por el Teorema 1, existen n soluciones 

únicas: ~1 •.•• 1 -¡;. 
n 

Si, tt son constantes reales tales 
n 
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que: 

a. 4i 
n n 

o. 

para ·toda t· en I, de áé¡ui: 

el determinante de la matriz roen anterior es: 

4i • t ) 
n O 

o 
o o 

o 

o o 

CAPITULO 

1 "' o. 

de donde a. = ce = . . . = ce = O 
1 2 n 

y por consiguiente las soluciones 

°efi
1

, 4i
2 
•••. , 4in son linealmente independientes. 

La segunda parte de la prueba del teorema 3, consiste en que si 

4i
1

, 4i
2

, ... , 4in son linealmente independientes, del sistema (8) en 

intervalo I y si 4i es cualquier otra solución del mismo sistema 

entonces existen escalares a
1

, 

tales que 

a; 
n 

Para probar esto sea t
0
e I y 4i (t 0 )=(7

1
, ... , 7n)T 

considerando: 

q, ( t )] ["' l ln o 1 

q, (t ) a; 
nn O n 

[I:] 
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'·' .' ; ' •;"'-"-_<J.:~- . 

como "':_· t/>!Y.·. son '~~;n~~}~~~~~;t~r;tif~~i~~~'ti~JiiEff~ci~'.s.'.~~ :~~mp1~ 
que W(t/>., ... , t/> J " o· y'..por;};tanto,:·exisJ;e}.un~vectoréisoliiCion úni-

co «= c1cx1 ..... º <iT ta{/~~~J.; ~j~J~~/~~:t~~fm!:~~·~~J~~~1~~l~n de 

C8J, pero ~·Ct0 J= C71 , •• ,, .i)T;: :Pq¡-·~~"·t~~f~~ii\\r),~é''~F~~ que 

-¡,•= 4' = ª1~1+ ..• + a.n4'n •: ·;\.-'_;,\-?5~~:-~:'.:.~·.;f·. ·.:-::-L;~·: .. :'i···· .~f( .. 
:. ·,• ·.·.~:.·:.::.~.~~.":.:· :.J.:/L~. :s_.:,,:, 

- · .. · '·ü'.}~' 

Propiedad 4. Si ~P es cualquier. ~ol~~ii~ J~~ ~{,;.i~~~~(~¡tF~n el iri 

tervalo y si t/>
1

, ••• , t/>
0 

son. soluciones linel'1me.í1fe,.ind~Bendien­
tes del sistema (8) en I entonces cada soluél.on:•:~ .:''del •sistema (5) 

es de la forma-¡,•= a.
1
4)

1
+ ... + a.n4>n+ -¡,P. -,,.__: _::+,;~;;.-.~:·· 

Prueba: Sea ~· cualquier solución del sistema·· (Sh co.nsidérese ~ 
luego: 

es decir ~es solución del sistema (8), por tanto existen escala-
- - -· -res cx

1
, cx

0 
tal que ~ = cx1~1 + .•• + a.ntj>n entonces t/> = t/> - t/>P 

implica que: 

Ejercicios 

l. Usar el Wronskiano para probar que los siguientes conjuntos de 

vectores son linealmente independientes. 

b) [ ~ ] [se~ t] [-c~s t] 
O cos t sen t 
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_:> - ,- :':,, ·-·-

2. Verificar que -¡,1= Ce\ 2et)T y -¡,2= (e-t, -2e-t)T son. solucicmes 

lfnealmente independientes del sistema: 

' x = [: : l X 

3. ¿Por que (cosh t, 2senh. t)T y (senh t¡ 2cosh· .t)T son sol.uciones 

del sistema del ejercicio ·¿ ·7;· 

4. Verificar que -¡,P= 

sistema: 

, 
X= 

una solución parti-:ular del 

y escribir la solución general del mismo. 

4. Sistemas Lineales Homogéneos con Coeficientes Constantes 

Considérese el sistema siguiente: 

X= A X (10) 

donde A es una matriz de nxn, las a
1
J son constantes reales y X es 

un vector columna nxt. Para resolver el sistema (10) se supone 

que las soluciones tienen la forma~= e e•t, donde e es un vector 

incógnita nx1 y r es constante real que debe ser determinada. Sus 

tituyendo la supuesta solución en (10) se tiene que: 
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donde I es la matriz unidad, como c ""Cí'eritonces·el sistema ante -

rior tiene solución para aquellos valores de r_ tales que 

Esta ecuación da como resultado un polinomio de grado n en la in­

cógnita r denominado ecuación característica de la matriz A. Si 

r
1 

es una raíz de la ecuación característica de A se le denomina 

eigenvalor y si c
1 

es un vector que satisface 

se denomina eigenveclor. 

Teorema 4 

Considérese el sistema (10), para cada eigenvalor real r de A y 

cada eigenvector Er correspondiente a r, la función 'f>r= Erert es 

una solución de (10). Además, las soluciones deesta forma, con 

eigenvalores distintos, son linealmente independientes. 

Prueba: como E es un eigenvector correspondiente al eigenvalor r, 
r 

se tiene que A•Er= rEr , por tanto: 
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i =A•~ 
r r • 

Sean r
1

, ... , rk eigenvalores distintos de A con eigenvectores 

E E respectivamente, supóngase que: 
r 1 r k 

entonces si t O se tiene que: 

y como los vectores Er
1 

son linealmente independientes para toda 1 

o: = O de donde E er 1 t son 1.1. • 
k r

1 

Nota: Si del sistema (10) A tiene n eigenvalores distintos r
1

, r
2 

r 
n 

con sus respectivos eigenvectores Er
1 

entonces la solu-

ción general del sistema (10) es: 

r l 

~ (t) = "'1Er e 1 + ... + 
1 

r t 

o: E en 
n r 

n 

donde a
1

, «
2

, ... , ªn son constantes reales. 

Ejemplo 5. Determinar la solución general del sistema siguiente: 

Solución: La ecuación característica correspondiente a A es: 

1

1-r 3 1 
1 -1-r 

o 
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de aquí E= (3, l)T y E = (-1, 
2 -2 

correspondiente es: 

?i ( t) 

En el caso en que el eigenvalor r se repita se procede como en el 

ejemplo siguiente. 

Ejemplo 6. Resolver el sistema: 

Solución: La ecuación característica correspondiente es: 

l

r+3 4 1 
-1 r-1 

o 

es decir hay raíz doble r=-1 El eigenvector correspondiente 

es: 

de aquí el eigenvector correspondiente es E
1
= (-2, l)T y la primer 

solución es if;
1
= E

1
e-t. Para determinar otra solución del sistema 
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lo que prueba que ~2 no es solución del sistema, sin embargo esto 

nos induce hacer una nueva proposición tal que: 

-t e 

donde c
1 

y c
2 

son constantes a determinar, para esto hay que sus­

tituir la última expresión en el sistema propuesto, obteniéndose: 

-t e + 
[
2c1 + 4c~ 
-e - 2c 

1 

de aquí si c
2
= O entonces c

1
= 1, luego la segunda solución lineal­

mente independiente (verificarse con el wronskianol es: 

-t 
e 

por tanto la solución general del sistema es: 

-t e + 

En el caso en que el eigenvalor r sea complejo se tiene: 
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Teorema 5 

Sea A una matriz nxn con sus elementos constantes reales :.Y supón-

gase que r = o:+1(3 es un eigenvalor de A entonces si E es un r 
eigenvector correspondiente a r, E el conjugado de E es un r r 
eigenvector correspondiente al eigenvalor r =o:. - 1(3. 

Prueba: Como A•E = rE , se tiene que: 
r r 

A•E r E 
r r 

pero A=--¡;:- entonces: 

A-E =r E 
r r • 

Teorema 6 

Considérese el sistema (10) sea Er un eigenvector correspondiente 

al eigenvalor complejo r = IX + 1(3 de A entonces E ert y E ert 

son soluciones del sistema (10). 

La demostración del teorema 6 se deja como ejercicio. 

Usando la fórmula de Euler, se tiene que 

- rt - O:l[ E e = E e cos (3 t + 1 sen 
r r 

sen (3t] 

r r 

donde r = o: + 1(3 , como E ert y E ert son soluciones del siste-
r r 

ma (10) entonces 
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por tanto 

Teorema 7 

Sea r = o: + 1~ un eigenvalor complejo de la matriz A del sis­

tema (10) y sea E el eigenvector correspondiente entonces los vec 

tores: ¡- ~tl E+E i(Er + Er) 
~ _ O:t r r cos ~t + 1- e --z-- 2 sen 

e°'t [ 
E-E 1(Er+ Er) ... ,,] ~2= 

r r cos ~t ---2- 2 

son soluciones linealmente independientes del sistema (10). 

Ejemplo 7. Determinar la solución del sistema: 

Solución: La ecuación característica es r 2
+ 

1 es un eigenvalor, por tanto 

E+ E 
1 1 

-2- [~] y 
E+E 

1 1 
-2--

luego 

IUHAH 

[~] 

O, de donde 



1 SISTEMAS DE E, D. _CAPITULO IV' 

la solución-ge_neral es: 

S. Sistemas no Homogéneos 

Para obtener una solución particular del sistema no homogéneo 

' x = AeX + "5 

se usa el método de variación de parámetros, que se ilustra en el 

ejemplo siguiente. 

Ejemplo 8. Resolver el sistema: 

x'= 2x + 6x
2
- 2t- 2- e-t 

1 1 
-t 

x'=-2x - Sx + 2e + 3t- 3 
2 1 2 

Solución: La solución del sistema homogéneo asociado al propuesto 

es: 

-t 
e + 

-2t 
e 

para determinar la solución particular se sustituye en la última 

expresión a tt
1 

y tt
2 

por funciones de t denotadas por ~1 y ~2 res­

pectivamente, sustituyendo en el sistema propuesto se tiene que: 
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de aqui:. e 

luego: 

integrando se tiene que: 

y 

por tanto la solución general es: 

Ejercicios 

Resolver los sistemas siguientes. 

x'= X - 3x con X (O)= 2 y x
2

(0)= -1 
2 1 2 1 

b) x'= X+ sx
2 1 1 

x'= -2x - 7x
2 2 1 

el x'= 
1 

-12x -
1 

7x
2 

x'= 19x
1
+11x

2 2 
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1 SERIES DE POTENCIAS CAPITULO V 1 

1. Irilroducción 

El propósito del presente capitulo se divide en dos partes la pri­

mera trata del estudio de las Series de Fourier, la segunda es una 

aplicación de estas series, usando como modelo la ecuacón de onda. 

Para la primera parte se verá bajo que condiciones una función 

f(t) definida en toda t real y de periodo 2rr puede representarse 

mediante una serie del tipo: 

ªo "' 
f(t)= 2 + L [a cos nt + b sen nt] 

n=l n n 
(1) 

donde los coeficientes a
0

, a
1

, ••• , b
1

, b
2

, •• , son constantes a 

determinar. Consecuentemente se extenderá la expresión anterior a 

funciones de cualquier periodo. Si una función f(t) puede 

expresarse como (1) se dice que f(t) tiene una representación en 

Serles de Fourier. 

Para la segunda se hará la deducción de la ecuación de onda y la 

solución de ésta por el método de variables separables. 

2. Funciones Periódicas y sus Propiedades 

Una función f(t) definida para todo t real se dice ser periódica 

si existe un número T real positivo tal que 

f( t) f( t+T) 

para todo t El número T se denomina periodo de la función f y 

se dice que la función es T-periódica, ver figura 1 
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Ejemplo 1. Las funciones: sen t, cos t, son 2rr-periódicas ya que: 

sen(t + 2rr) 

cos(t + 2rr) 

sen 

cos 

donde sen 2rr O y cos 2rr 

cos 2rr + sen 2rr cos t sen 

cos 2rr sen t sen 2rr cos 

1. 

Algunas propiedades importantes de las funciones periódicas se 

presentan a continuación. 

Propiedad 1. Sea la función f ( t J T-periódica entonces es 

nT-periódica, con n entero. 

Prueba: Como: 

f(t) f( t+ Tl f([t+T]+ T) f(t+ nTJ z 

Ejemplo 2. Como sen t es 2rr-periódica entonces por la propiedad 

anterior también es 2rrn-periódica. 

Propiedad 2. Sea la función f( t J T-periódica y sea la función 

g(t) = f(kt), con k > O entonces la función g(t) es~ -periódica. 
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Ejemplo 3. Como cos t es 2n-periódica entonces la función cos St 

es ~n-periódica, y en general cos kt es 
2~ -periódica, con k * O. 

Propiedad 3. Sean las funciones f y g T-periódicas y sean A
1 

y A
2 

números reales entonces \f + A
2
g es T-periódica. De aquí se 

ssigue que el conjunto de las funciones T-periódicas forman un 

espacio vectorial. 

Prueba: 

Por ejemplo las funciones sen t, sen 2t, ... , sen nt y cos t, cos 

2t, ... , cos nt, son 2nn-periódicas, entonces: 

a cost+a cos2t+ ... +a cosnt+b sent+b sen2t+ ... +b sen nt. 
1 2 n 1 2 n 

es 2nn-periódica, con a
1

, ªn' b
1

, ••. , b
0

, constantes reales. 

3. Fórmulas de Euler 

Sea la función f(t) definida para toda t real y 2n-periódica y su­

ponga que puede representarse en una Serie de Fourier de la forma 

(1), entonces para determinar los coeficientes: a
0

, .•• , b
1

, .• , 

se toma en cuenta lo siguiente: 



1 SERIES DE POTENCIAS 

Teorema 1 

Sean las funciones cos 

2n-periódicas, entonces 

se cumple que: 

n 

J 

~ 1t 

J sen nt sen mt dt 

-lt 

O ,si m *- n. 

n • si m n. 

CAPITULO v¡ 

t real 

enteros 

Nota. A las fórmulas anteriores se les conocen como relaciones de 
ortogonalidad, el uso de la palabra ortogonal es una generaliza­
ción de la que se hace en vectores. Aquí el producto escalar or­
dinario es sustituido por una integral, es decir, se dice que las 
funciones f(t) y g(t) son ortogonales en el intervalo [-T,T] si: 

T 

f f g dt o 
-T 

Prueba (del Teorema 1): Usando las identidades: 

cos nt cos mt ~ [cos(n+mlt cos(n-mlt] 

cos nt sen mt = ~ [sen(n+mlt - sen(n-mlt] 

sen nt sen mt = ~ [cos(n-mlt - cos(n+m)t] 

IUNAH 
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e''' :·. 

cos,2 t -~- , 21 _'~_(• __ 1_ :_•_-_c_-_,_o __ s_- ·d~)X -
- --- -,,"' -

1t - n: r cos nt•ccis,mt:{dt- áJ cos(m+nlt dt _:·á J-'cos(n:.mn dt 

-n -n ··-n.· 

--1 .sen(n+m) l tt 1 sen(n.:.m) _ tj-_tt 0 2 _ n + m t -n: - 2 n - m -tt 

si n m_ se tiene que: 

1t 1t 1t 1t 

J cos nt cos mt dt J cos2nt dt áJ dt + áJ cos 2nt dt 

-n -ll -tt -rr 

1 1 sen 2nt 1 tt 2 (Zp) + 2 -z¡:¡--
-n 

1t 

por tanto: 

1t 

{ o ,si * J 
n m. 

cos nt cos mt dt 
1t ,si n m. -tt 

si n m ,se tiene que: 

Tr 1t 

J cos nt sen mt dt J cos nt sen nt dt 1 sen2nt [lt o 2 n 
-ll -tt 

si n * m, se tiene que: 

Tr 1t 1t 

J cos nt sen mt dt ~J sen(n+m)t dt - áJ sen(n-mlt dt 

-rr -n: -rr 
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Si 

f[ 

J ~ J dt ~ ~:T cos 2nt dt 

-f[ -f[ -f[ 

1 sen 2nt 1 " (2tr} 0
- 2 ~ = f[, 

-f[ 

Sin ~ m,se tiene que: 

f[ f[ f[ 

J sen nt sen mt dt 

-f[ 

~ J cos(n-m)t dt - ~ J cos(n+m)t dt 

Por tanto: 

f[ 

1 sen(n-m) 
2 n - m 

J sen nt sen mt dt 

-f[ 

-f[ 

1 sen(n+m) 1 " 
2 n + m t -n 

{ 

O ,si n ~ m. 

n , si n m. 

o. 

Para determinar los coeficientes: a
0

, a
1

, ... , b
1

, ... , de la ex­

presión (1) se utilizará el resultado del Teorema 1 y se conside­

rará como válido que la integración puede realizarse término a 

término, aunque esto no sea tan trivial, pués demostrarlo sale de 

los objetivos de este capitulo. 
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1t ' 

ªolt .¡. ~'~nr cos nt dt 
n=t 

sen nt dt 

-lt 

1t 1t 

Ya que por el teorema 1 se tiene que: f cosnt dt=Jsennt dt=O, por 

-lt -lt 
tanto: 

1t 

{; f f(t) dt (2) 

-n 

Multiplicando (1) por la función cos mt e integrando en el inter­

valo [-rr, n], se tiene que: 

IUNAH 

n 

f f(t)cos mt dt 

-n 

1t 

n 

tº f cos nt dt + 

-n 

"' + f E (a
0
cosnt cosmt + b

0
senntsenmt)dt 

n=l 
-n 

n 

ªo f cos nt dt + E 
2 n=l 

-n 

1t 

a
0 
f cos nt cos mt dt + 

-n 

1 PAGINA 1221 



por tanto: 

(3) 

Multiplicando (1) por sen mt e-_integ~arido en [-ir, rr] se tiene que: 

T( 

ªo J sen mt dt + 
2 

-rr 

T( 

T( 

T( 

J f(t) sen mt' dt 

-lt 

CXJ JE (anees nt sen mt + bnsen nt sen mt)dt 
n=l -rr 

T( 
CXJ a J J o sen mt dt + E a ces nt sen mt dt + 

2 
-rr 

+ 

por tanto: 

n =1 -rr 

T( 
CXJ 

J E b sen nt sen mt dt 
n=l 

n 
-rr 

lt b 
n 

T( 

bn * J f(tl sen nt dt 
-rr 

A las fórmulas (2), (3) y (4) se denominan fórmulas de Euler. 

(4) 

Ejemplo 4. Suponer que la función f(t) definida en [-n, rrl pue­

de representarse en una serle de Fourler y 

¡uNAK 

{ 

-t , si 
f(t) = 

,si 

-rr :S < o. 

o :S :S lt. 
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FIGURA 2. 

Usando las fórmulas de Euler, se tiene que: 

" 
a 

o *f f( t) dt 

-rr 

o " 
*f (-t)dt + *f tdt 

como: 

a 
n 

-ll 

ll 

ll 

ll J f(t)cos nt dt 

-rr 

t2 
2 

J tcosnt dt n sen nt -

u = t 

du = dt 

IUNAH 

o 

1 _: + " 
!211[ 
2 o 

a = n o 

" 

o " * J (-t)cosnt dt + tt J tcosnt dt 
-ll o 

J sen nt dt sen nt + !2cos nt ñ n 

dv = cos nt dt 

V = sen nt 
n 



1 .·t. 
a =---n Tt· t:i 

b 
n 

pero: 

f tsen nt dt 

entonces: 

n cos nt+k f cos nt dt=-~ cos nt + ~2sen nt 

u = t 
du = dt. 

cos nrr 
n 

dv = sen nt dt 

v = -(1/n)cos nt 

cos nrr 
n 

o 

por tanto la Serie de Fourier correspondiente a la función propue~ 

ta es: 

f(t) i - ~ (cost + ~2 cos3t + ~2 cosSt + ~2 cos7t + ••• ). 

4. Funciones de Periodo 2T 

Considérese la función f(t) de periodo 2T. Si existe su represen­

tación en Serle de Fourler, ¿Que forma tendrá?. Para contestar 

esto hágase el siguiente cambio de variable: t= !a. Entonces la 
1l 
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---.--. 

función \b(«) = f(~l es de periodo 2n, y P~.é~~#tJ;;;~u' ~e;~ese~t~-
ción en la forma (1) es: ·.·· ·.·· ·" L<·>c: · 

~+E (anees n«}~JÜL~~) { 

donde: 

a 
n 

b 
n 

regresando a la 

n=1 · ,. . .: -n-'~:.'·~ 

·;: ;"I· . ~;, 
\b («) 

~ fn \bC«l ces n~;d« .: ·~·.•.: .• fit i.'(T ,)·.· 
,L ~:2 .. ';::H ñ:·~·' cos n« d« 

-ll ... ,.::•c.,· ··f'.:'· ,·,:n.<:c· 

__ , o-;-.,;-'.~:~~~-~-

- - -- ;--~,--,-.-;-,.-- :t~-~' 

fr J \b(«l sen nci d« '= iJ r(~ «) sen n« d« 

-ll -ll 

variable t. es decir, " Jf t se tiene 

., ( 
t) f(t) a 1l n 1l n 

"º + E ancos--y- t + bnsen--y-
2 n=l 

donde: 

T 

a ~f f(t) 
n n t dt n cos--y-

-T 

T 

bJJ ~f f(t) 
1l n t dt sen--y-

-T 

que: 

(5) 

(6) 

(7) 

Nota. Para obtener la fórmula (6), se utiliza el teorema de susti 

tuclón de Integrales, es decir: 

1l T 

fr f r(~ «) ces n« d« fr f f(t) cosnTn t (; dt) 
-ll -T 

T 

-T
1 frctJ nntdt cos--y-

-T 

IUNAH 
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análogamente para la obtención de la fórmula (7). 

Teorema Básico 

Sean las funciones f y f' seccionalmente continuas y f de periodo 

2T entonces si t es un punto de continuidad en el intervalo 

[-T, TI se cumple que 

donde: 

a 
n 

f(t) 

-T 

,}J f(t)cos\n t dt. 

-T 

y b 
n 

---,T -

,} J f(t )sen'\ n t dL 

-T 

Si t es un punto de discontinuidad, se tiene que: 

donde f(t+) y f(t-) son los límites de f(t) por la derecha e iz­

quierda respectivamente de t. 

Ejemplo S. Determinar la serie de Fourier de la función periódica 

f(t) = (-l)°k, con n < t < n+l, n entero y k >O. 

Solución: Graf icando la función propuesta, ver figura 3, se tiene 

que 2T = 2 ~ T = 1, así que: 

K r--¡ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

¡---¡ 
1 i 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

,--¡ 
1 1 
1 1 
1 1 
: 1 
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como C:osC-tl =cos t, se tiene que: 

bn -kJ sen nnt dt + kJ sen nnt dt 

-1 o 

k 
mtt 1 ° -~ 11 2k (1 - cos nn) cos cos nnt o - mt mt nn -1 

f=· si n es impar. 

o • si n es par. 

Por tanto donde f(t) es continua, la Serie de Fourier corres­

pondiente es: 

4k [ 1 1 f(t) = -.,; sennt + 3 sen3nt + S senSnt 
+ ··l 

En tanto que para las discontinuidades de f(t), es decir para 

n, se tiene por el Teorema Básico que, si n es par: 

Si n es impar: 

f(n) 
+ -f(n l+f(n ) 

2 

+ -
f(n) = f(n l+f(n ) 

2 

k - k -z- o. 

-k + k 
--2- =o. 

En la figura 4, se representa f(t) en el intervalo [-1, 1] y las 

tres primeras sumas parciales. 
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FIGURA 4. 

Ejemplo 6. Determinar la Serie de Fourier de la función f(t) t 2 

en -n :s :s n. 

Solución: De la figura NOS, 
to se tiene que: 

IUNAK 

a 
n 

b 
n 

n 

~s a 
n 

n 

~ J t 2 
cos nt dt 

-n 

4 

-n 

=-cos nn 
n2 

n 

~ J t 2
sen nt dt 

-n 

se tiene que 2T 2n q T n, por 

t 2dt 
t3 

In 2 2 

3n ! n 

-n 

n 

nn 
t 2sen nt 1 n 

-n 

2 J t sen nt dt ;m 
-n 

¡_.!.._, para n par. 

-~: , para n impar. 
n 

n 

nn t
2
cos ntl_: + ;n J t cos nt dt 

-n 

tan 

1 PAGINA 1291 



-lT 1T 

FIGURA S. 

Ejemplo 7. Determinar la Serie de Fourier de la función: 

"" . {: si -rr :s :s o. 

, si O < :s lf. 

Solución: De la figura 6, se tiene que la función propuesta es 2rr 

-periódica, por tanto: 
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a 
n 

b 
n 

por tanto: 

a 
n 

lt 

lt 

~J tsen nt dt 

-lt 

-! cos nn 
n 

lt 

.2 

lt 

nn tcos ntl: + lt~ J cos nt dt 
-lt ¡1/n , 

-1/n 

si n es par. 

si n es impar. 

CAPITULO ~1 

f ( t) = ~ - ~ [ COS t + ~ 2COS 3 t + ~ 2COS 5 t + ... ] + 

+ [sen t - ~sen 2t +~sen 3t - ... ]. 

esto es en los puntos donde f(t) es continua. Se deja como ejerc! 

cio determinar f(t) si t es un punto de discontinuidad. 

Ejercicios 

Determinar la Serie de Fourier de las siguientes funciones. 

a) f(t) = 

b) f( t) 

1 UNAH 

con 1t1 < lt. 

{ 

O, si -n < 

1, si O < 

<O. 

<n. 

1 PAGINA 1311 
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d) f(t) 

e) f(t) 

f) f( t) si 1t1 < 1. 

g) f(t) 

S. Funciones Pares e Impares 

Una función f(t), 2T-periódica es par si para toda t que esté en 

el intervalo [-T, T] se cumple que: 

[( t) f(-t) 

ver figura 7, una función f(t) 2T-periódica es una función impar 

si para toda t en el intervalo [-T, Tl se cumple que: 

f(t) -f(-t) 

ver figura 8. Por ejemplo la función ces t es una función par en 

en el intervalo [-n, n], ya que ces t = cos(-t), en tanto que la 

función sen tes impar en [-n, n], pués sen(-t) =-sen t. 
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Propiedades de las funciones Pares e Impares 

Propiedad 1. El conjunto formado por todas las funciones pares en 

un mismo dominio forman un espacio vectorial. Análogamente para 

el conjunto formado por todas las funciones impares en un mismo do 

minio. 

Propiedad 2. Sea la función f( t) par-, y_ 2T-periódica entonces: 

Prueba: 

T -~T T 

I -rf(t)dt+J f(t)dt 

-T o o 

T T T 

-I f(-tlC-l)dt + I f(t)dt 2f f(t)dt z 

o o o 

Nota. En la prueba anterior se usó el hecho de que f(t) es par y 

el teorema: si k > o entonces: 

b kb 

J f(t) dt ~ J r(f) dt. 
ka 

Propiedad 3. Sea la función f(t) impar y 2T-periódica entonces: 

Prueba: 

IUNAH 

T 

J reº dt º 
-T 
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Propiedad 4. Sea la función f(t) impar y la función g(t) par, am­

bas 2T-periódicas y definidas en el intervalo [-T, Tl entonces el 

producto (f)(g) es impar. 

Propiedad S. Sean las funciones f(t) impar y g(t) impar, ambas 2T 

-periódicas y definidas en [-T, T] entonces (f)(g) es par. 

Propiedad 6. Sean las funciones f(t) y g(t) pares, ambas 2T­

periódicas y definidas en [-T, T] entonces (f)(g) es par. 

Nota. Las demostraciones de las propiedades 4, 5 y 6 se dejan como 

ejercicio. 

Ejemplo 8. Como una aplicación de las propiedades anteriores, 

considérese la función f(t) 2T-periódica definida en [-T, T] tal 

que f y f' son seccionalmente continuas en dicho intervalo 

entonces por el Teorema Básico se tiene que: 

1) Si f(t) es impar, el producto f(t)cos nt es impar y el pro­

ducto f(t)sen nt es par, por tanto: 

T 

a -
1 J f(t)dt o T 

-T 

T 

O, an-i f f(t)cos nt dt 

-T 
T T 

o y 

bn-i J f(t)sen nt dt = ~ J f(t)sen nt dt. 

-T o 
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11) Si f(tl es par, se tiene que el pr_oducto ·f(t)sen nt es una 

función impar y el producto f(t)cos· nt\es,.Una- función par, 

por tanto: 

T T 

a
0
= ~ J f(t)dt , a

0
= ~ J f(t)cos nt dt y 

o o 

b =o. 
n 

De lo anterior se concluye que la Serie de Fourler de una función 

impar contiene únicamente términos senos, en tanto que la Serie de 

Fourier de una función par contiene únicamente términos cosenos. 

Ejemplo 9. Determinar la Serle de Fourier de la función: 

Solución: 

tanto: 

f(t) 

f(t) = {-t, 
t' 

si -n < < o. 

si O < < 1t. 

Como f(t) 

1t 

a
0
= ~ J t dt 

o 

f(-t), la función propuesta es par, por 

1t 

f [ = 1t 
2 I teas nt dt a= 

n 1t 

o 

si n es impar. 
n n {+ 
o si n es par. 

b = O , luego: 
n 

1t 

2 
4 [cos t + __!___ cos 3 t + -1- cos 5 t + . . • + ..• ] . 
1t 32 52 

Ejercicios 

1. De las siguientes funciones / Cuáles son; Pares, Impares, ni 

Pares, ni Impares?. 
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2. Determinar 'la Serie de Fourier en lérminos de senos, de la 

función f( t) = -n , definida en el intervalo O ... < t < n. 

3. Determinar la Serie de Fourier en término's de cosenos de la 

función f( t) = -n , definida en O < t < ti. 

4. Determinar la Serie de Fourier en términos de senos de la fun­

ción f(t) = 1 , definida en O < t < n. 

S. Determinar la Serie de Fourier en términos de cosenos de la 

función f(t) = 1 , definida en O < t < n. 

5.1. Extensiones Pares e Impares 

En varios problemas prácticos de la Fl.sica o bién de Ingenieria 

surge la necedidad de aplicar las series de Fourier a funciones 

definidas en algún intervalo finito, por ejemplo [O, Tl para este 

propósito se usará el teorema Básico y se hará una extensión de la 

función ya sea par o impar, dando como resultado una función de 

periodo ZT. 

Extensión Par: Sea la función f( t) definida en [O, T], si por 

contrucción apliamos el dominio al intervalo [-T, Tl, con la 

condición f(t) = f(-t), resulta una función par. Su extensión se 

obtendrá al definir a f en todo R con periodo 2T. 

Ext.ensión Impar: Sea la función f(t) definida en [O, Tl, si por 

contrucción apliamos el dominio al intervalo [-T, Tl. con la 

condición f(t) = -f(-t), resulta una función impar. Su extensión 

se obtendrá al definir a f en todo R con perl.odo 2T. 
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Ejemplo 10. Sea la función f(t) = t en [O, TI; dar su extensión 

periódica, su extensión par y su extensión impar. 

Solución: En la figura 9 se representa a la función propuesta 

f( t). En la figura 10 se representa la Extensión de la función 

f(t) de periodo T. En la figura 11 se representa la extensión par 

de la función f(t) cuyo periodo es 2T. En la figura 12 se 

representa la Extensión Impar de la función f(t) con periodo 2T. 

T 

T 

-T T 

Ejemplo 11. Sea la función: 

f(t) = ¡ nt 
cos T , si 

O , si 

-T 

o"' 

..:!.. < 
2 

T 

determinar la Serie de Fourier de tal manera que aparezcan única -

mente términos cosenos. 

Solución: En la figura 13 se representa a la Extensión Par de la 

función f(t), como esta función satisface las hipótesis del Teore­

ma Básico se tiene que: 
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T. 

= 
2 r a 'i' o 

o 

T 
2 

J f(t) ~ dt a= 'i' cos 
n 

o 

haciendo nt tiene que: T a: . se 

lll'2 

a
0
= : J cos ~ cos na da 

o 

de aquí se tiene que: 

lt/2 

a
1
= ; J (cos2a: + l)da: 

o 

.CAPITULO V 1 

2 
lt 

T/2 ª J cos 
nt rm t dt 1' cos 1' 

o 

lt/2 

~ J [cos(n+l)a: + cos(n-l)o:)da: 

o 

l
lt/2 

n [(1/2)sen2a: + a:) 
0 

1 
! 

a= 
n [

sen (n+l )a: + 
n n + 1 

sen(n-l)a: 
n - 1 
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Ejemplo 12. Sea la función f(t)= ¡t, si O :S t :s ~ . 

T-t,si ! < t :S T 
2 

, dar su re -

presentación en Serle de Fourler en términos de senos. 

Solución: En la figura 14 se representa la expansión impar de la 

función f(t) con periodo 2T, como esta función satisface las 

hipótesis del Teorema Básico, se tiene que: 

FIGURA NO 14. 
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T 

b = ~Jf(t) sen ~t 
n T T 

o 

haciendo nt se tiene T et, que: 

b= 
2T 

n 2 n 

por tanto: 

4T [ 
7 sen n 

'f 

Ejercicios 

n/2 

J ex.sen noc doc + 2T 
2 n o 

2T 
2 rr n 

t -

n/2 

n/2 

cos 2T I 
n

2
n 

noc doc + ZT {­
n 2 

o 

n 

J noc doc 4T ces sen 2 2 n n n/2 

3rrt 1 Srrt sen T + ~sen y 32 

{~ si O "' t "' ~· 
T 

- t, si z < t "'T. 

(n-oc)cos noc}ln 
-n-- Tf/2+ 

nn 
2 

- ... ] 

11. Dar la representación en Series de Fourier de las siguientes 

funciones de tal manera que den únicamente términos cosenos. 

a) f ( t) = sen a t , para O "' t "' n , tal que a no es un 

entero. 

b) f( t) 
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2. Dar la representación en Serles de Fourler de lás siguientes 

func,lones, de tal manera que den únicamente términos senos. 

a) f(t) 

b) f(t) 

{ 

nt 
senr, 

O , si 

T 
si O " t <2. 

~< t :s T. 

{

sen fnt , slO :st<T. 

-sen 2 < t :sT. 

6. Ecuación de Onda 

Para deducir esta ecuación considérese como modelo la vibración de 

una cuerda, cuya longitud es 1 sujeta fijamente en sus extremos, 

ver figura l. Supóngase que la cuerda se estira verticalmente una 

distancia pequefia en relación con su longitud 1, dejándola libre 

en el tiempo t = O, provocando así un movimiento vibratorio. 

Q 

T 

X X+ LlX 

f!GURA 15 
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El problema consiste en determinar el desplazamiento u(t, xl en 

cualquier tiempo t. 

considérese: 

Para obtener la ecuación correspondiente 

i) La masa de la cuerda por unidad de longitud es constante. 

11) La tensión T de la cuerda es tan grande que se desprecia la 

gravedad. 

1 i i) El movimiento vibratorio de la cuerda es sobre un plano 

vertical, esto es, el movimiento de cada partícula de la 

cuerda es únicamente vertical. 

Considerando que no hay movimiento en la dirección horizontal (ver 

figura 16), se tiene que: 

T, 
-lj sen oc. 

FIGURA No. 16 

T cos a 
1 

T. (8) 

con T constante. Considerando un segmento de la cuerda de longitud 

Ax, p la masa por unidad de longitud entonces por la segunda ley 

de Newton, se tiene que: 

(9) 
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dividiendo la ecuación (9) _con (8)'¡ se tiene que: 

resultando: 

pero como tg ex 

T2 sen·13 
T2 cos (3 

T1 sen ex 
T1 cos ex 

tg f3 - tg ex 

ª"I y tg f3 ax x 

{ 
au 

L'lx 8x 

~1 se tiene que: ax x+L'lx' 

au 
ax 

haciendo en la última expresión L'lx ~>O, se tiene que: 

donde: 

u( t, O) 

u(O, xl 

tal que, c 2= .!.. . 
p 

u(t, ll O , para toda t . 

f(x) , con O~ x ~l. 

au 1 - o at l=O - ' 

CAPITULO ·V 1 

(10) 

(11) 

(12). 

a la ecuación (10) se le denomina ecuación de Onda en una dimensión 

a la ecuación (11) se le denomina condiciones de frontera de la 

ecuación (10) y a las ecuaciones (12) se les denomina condiciones 

iniciales de la ecuación (10). Para resolver la ecuación (10) se 

verá el método de separación de variables, que se expone a 

continuación. 
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7. Separación de Variables 

Considérese las ecuaciones (10), (11) y (12) ~f J¡fod6 d~ se~'aración 
de variables consiste en suponer que una ~61~á'f¿~~!ct~t1·ia: .~c~'ación 
diferencial (10) pueda expresarse como 

·. '--

u(t, xl G(t) F(x) . 

donde .la función G depende únicamente de la variable; t .y: la. fun­

ción F de x. Sustituyendo (13) en (10) se tiene. que: 

o'bién: 

F" 
=y· (14) 

donde el primer miembro de (18) depende únicamente de la variable 

t y el segundo miembro depende únicamente de la variable x. Fi­

jando, por ejemplo, la variable x y variando t (o alrevés), se ob­

tiene que ambos miembros de (18) se mantienen constantes, es de­

cir: 

F" 
F (15) 

donde ~ es una constante, de (15) se tiene que: 

F" - ~F = O . 
(16) 

para determinar las soluciones F y G de (16) tal que u F•G y 

u(O, t) F(O) ·G(t) o y u(l, t) F(l)·G(t) o 

para toda t. Se cumple que si G =O entonces u - O , la cual no 

IUNAH 
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es de interés. 

.-~·.~'-~ .. ~·.~.- .. <-:·~·- ~:'·\·_ ·-._':_><;:'"-:;:· -,·: ._:---':. --~~~--- ·:", 
Por tanto ~~p:nemos que (; ~ O lo qu~ implica 

F(O) o o bién F(l l o (17) 

para ;>. = O la solución general de la primera ecuación diferencial 

de (16) es F = ax + b y entonces a = b = O y entonces G s O y no 

es de interés por que daria u s O. Si ;>. es positivo, es decir si 

;>. = µ 2 la solución general de la primera ecuación de (16) es 

F = Aeµx + Be-µx 

y de (17) se tiene que G s O y tampoco nos interesa. Por tanto si 

;>. < O , es decir si ;>. = -p2 entonces la primera ecuación de (16) 

tiene por solución 

F(x) = A cos px + B sen px 

y por (17) se tiene que F(O) =A= O y F(l) = B sen pl =O de 

aqui B ~ O , de otra forma nos daria F e O. Entonces se tiene que 

si B 

pl = mr o p 

1 se tiene F(x) = F (x) es decir 
n 

mr 
T 

F Cxl sen mr yx con n 1, 2, 3, ... 
n 

que satisface (17). Para la segunda ecuación diferencial de (16) 

se tiene que 

donde 

por tanto la solución general es 

;>. = cnn 
n -1-

G (t) B cos ;>. t + B • sen ;>. t 
n n n n n 

entonces las funciones u (t, x) 
n 
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.-_;~-~- . ','-~ .. :~ ·- -1-- :·-·-·--o·,;.:·c·, ---, ;->,e 

, [Bncos 

·.·:--~: '.,' ' -.'\']-- -'.~'.:_-~ . :.;,9.:_~--{~'} 

,~nt '+ B:
2

~sen A~{ • ,~~~ "r~;: .,, (18) 

);,~:--~'._ , _,,_;:.~i;;/: ·:~~~t::·_~- y,, 

con n = 1, 2, son solucioties : de ' cll}'.~.Y']~fü~ia~en las 

condiciones de frontera pero no E>n gen~~aV~: .!~,s. •'r:;c;n'd:í.ciones 
iniciales, asi que se propone la solución; '·"¿ '"cH :·· ,,)f~'' )I'é' 

_, - '.~;:: <~~dif~::;.~~t:: ~;~~:·-. 
'~;:::_:,_· «~:é'-- ··;;,<i .: .•. :_::;,;~~:. ':\'}:-, •):' 

E (Bn cos Ant + B: sen A~tL~~n~'t~~j:~Lk \19) 
n=l -· -~~·~: .. ~~' .·.~' .. - . 

u(t, xl 

- ._.:_•e ~:>'.-": ·:;d _i~~~~-~-~' 
la cual satisface las condiciones iniciales y ,de 'frgntera.•Si te es· 

cero en (19) se tiene que 

u(O, x) E Bnsen n~x f(x) . . (20) 
n=1 

si en (20) suponemos que f y f• son seccionalmente continuas, pue­

de aplicarse el teorema básico de Fourier, teniéndose: 

B 
n 

1 J f(x) sen n~x dx , con n 

o 

1, 2, .... 

calculando la derivada parcial con respecto a t en (19) se tiene 

que 

au 
at 1 t=O = 

E 
n=l 

8° A 
n n 

mr 
sen -y x g(x) 

y·para este caso se tiene que 

con n 1, 2, ... 

IUNAH 
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Ejemplo 13. Determinar la función u(t; x), donde la longitud de 

la cuerda es n:, c2= 1, la velocidad··inicial es cero y la distor -

sión inicial es f(x) = x(n:-x). 

Solución: 

n: 

b ~J x(n-x) sen nx dx 
n 

-n: 
n: 

(n:-2x)cos nx dx } 1 { cos nx 1_: + ~J ñ -x ( n:-x l-n--

-n 

1 { 2n:
2 

C n:-2x l - -- cos nn + --2-n n n 
sen nn 1_: 2 

- -2 cos nx 
n 1_:} 

por tanto: 

2n 
n 

cos nn (-l)n+t 2n 
n 

u(t ,xl 2n: [ cost senx - ~ cos2t sen2t + ~ cos3t sen3t- ... ] . 

Ejercicios 

Determinar u(t,xl que satisfaga la ecuación (10) tal que 

1 = n: c2= T = la velocidad inicial cero y la deflexión inicial: p 

a) .01 sen x b) k sen 2x el k (sen x + sen 3x) 
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