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INTRODUCCION. 

Los dientes de engranes han sido objeto de diversos estudios 

básicamente enfocados a las ralees de los dientes, de donde se han 

establecido los esfuerzos tangenciales de tensión y compresión 

para diferentes radios; y para algunos análisis (Fotoelastlcldad 

tridimensional J a-
3

, en las ralees de los dientes. Con el uso de 

fotoelastlcldad bidimensional se estableció por Dolan y Broghamer 

[ 1 J. que los esfuerzos máximos de tensión en las ralees de los 

dientes son de 30 a 120 por ciento mayores que los calculados por 

la ecuación de Lewls. 

Sin embargo Rubayl y Tam [2], con el uso de fotoelastlcldad 

tridimensional donde, el espesor del diente y el esfuerzo 

transversal u
3 

no son Ignorados, los esfuerzos máximos de tensión 

en las raices de los dientes son de 35 a 150 por ciento mayores a 

los calculados por la ecuación de Lewis. De dichos análisis se ha 

establecido que los valores de u
3 

son alrrededor del 22 a 25 por 

ciento menores en magnitud que los esfuerzos tangenciales máximos. 
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En el desarrollo de este trabajo dos factores, que hasta 

ahora no han sido considerados, son tomados en cuenta. En los 

trabajos anteriores se encontraron esfuerzos en las ralees de los 

dientes utilizando porciones de engranes sometidos a estados de 

carga estáticos. El empleo de modelos de porciones de engranes 

implica que las condiciones de frontera y carga no sean las que se 

presentan realmente bajo condiciones de trabajo; para simular 

éstas se fabricaron 4 modelos de engranes completos de dientes 

rectos, cada uno de ellos con diferente radio en la raiz del 

diente, los cuales fueron montados sobre ejes giratorios y 

sometidos a cargas estáticas y dinámicas. 

Con el objeto de comparar los resultados experimentales con 

los teóricos, se utiliza la ecuación de la A. G. M. A.. También se 

comparan los resultados obtenidos experimentalmente para engranes 

completos y para porciones de engranes. 

Este trabajo incluye gráficas de los esfuerzos obtenidos para 

condiciones estáticas y dinámicas de carga; también se presentan 

gráficas de factores de concentración de esfuerzos. 
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ANTECEDENTES. 

Actualmente el disefio de engranes se basa en los resultados 

proporcionados por la ecuación propuesta por la A.G.M.A. (American 

Gear Manufacturers Assoclationl, de la cual uno de sus factores 

más importantes Kr (Factor de concentración de esfuerzos) se basa 

en resultados experimentales fotoelástlcos, realizados sobre 

porciones de engranes. Como consecuencia, las condiciones de carga 

y de frontera no son las que se presentan en engranes bajo 

condiciones de trabajo reales. 

Debido a las razones anteriores surge la necesidad de hacer 

comparaciones entre los resultados obtenidos experimentalmente, en 

porciones de engranes y engranes completos, y los calculados 

analiticamente, a través de la ecuación de la A.G.M.A .. 

Con el objeto de rea!lzar las comparaciones anteriores se 

dlsefió un nuevo experimento, en el cual se estudian engranes 

completos bajo condiciones de carga estáticas y dinámicas. 
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CAPITULO 1. DISERO DEL EXPERIMENTO. 

Durante el desarrollo de éste trabajo se rabricaron B modelos 

de material rotoelástico Homalite 100. Para el rormado del 

contorno de los diente se siguió el método de la evolvente. De los 

modelos, 4 son porciones de engranes y los restantes, son engranes 

completos. 

En el experimento se consideraron 4 variaciones en el radio 

de la raiz del diente (r,J. Se compararon los resultados obtenidos 

entre parejas rormadas, por engranes completos y porciones de 

engranes, con el mismo radio en la raíz del diente. Donde rr toma 

los siguientes valores: 3, 4, 5.9 y 7 mm. 

El dispositivos de carga estático y dinámico, para engranes 

completos, se disef\6 y rabrlcó durante el desarrollo de este 

experimento. 



1.1 FORMA DE LOS DIENTES Y DIMENSIONES DE LOS MODELOS. 

Los engranes son elementos mecánicos utilizados en la 

transmisión, de potencia y movimiento, de una rlecha a otra. Estos 

elementos son gobernados por un gran número de variables que 

rigen, sobre todo, la 

Af'ortunadamente, debido 

realizadas en torno a 

f'orma de los dientes de engranes. 

a un gran número de investigaciones 

las rormas óptlmas de los dientes de 

engranes, estas se han reducido a sistemas estándares. 

Todos los perfiles de dientes de engranes son diseñados de 

modo que se produzca, en el eje, una relación constante de 

velocidades angulares, durante el funcionamiento de los mismos 

(durante el engranaje de los diferentes dientes). En tales 

perf'lles se dice que se tiene acción conjugada. Dos superficies 

son conjugadas si cualquiera de estas genera o crea a la otra bajo 

un movimiento especifico relativo. Uno de los 

proporciona dicho movimiento es el llamado de 

perfiles que 

evolvente (o 

involuta); este perfil, con algunas excepciones, es de uso 

universal para dientes de engranes. 

Dentro del estándar A. G. M. A. (American Gear Manufacturers 

Assoclat!on) se establecen básicamente cuatro sistemas de dientes 

para engranes rectos de uso común, los cuales son clasificados 

según el ángulo de presión con que son formados; estos son 14 1/2~ 

20°, 22 1/2°, y 25°. 

En algún tiempo se utilizaron engranes con ángulos de presión 

de 14 1/2°, y, según las investigaciones real Izadas estos deben 

ser sustituidos por cualquiera de los otros tres tipos de 

engranes. Lo anterior se debe a que en este tipo de engranes se 

presentan problemas de interferencia, además de que, en estos, se 

acentúan los esfuerzos de tensión en las ralees de los dientes, 

debido· a que los valores que toma el ángulo de acción t/>L son 

relativamente pequeños. Por las razones anteriores, se 

seleccionaron engranes formados con ángulos de presión igual a 25? 
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El ángulo de acción ~Les el formado por las lineas: Linea de 

acción de la fuerza y una linea perpendicular al eje de simetria 

del diente, las cuales tienen su punto de intersección en el punto 

de aplicación de la fuerza. 

Todos los modelos utilizados en el desarrollo de este trabajo 

se construyeron bajo el estándar de A.G.M.A. Para la fabricación 

de los modelos se tomó como base un módulo de 12. 7 mm (paso 

diainetral de 2 dientes/pulgada) y un número de dientes igual a 

15, con lo cual se obtiene un diámetro de paso igual a 19. 05 cm 

(7. 5 pulgadas). 

Las dimensiones anteriores se seleccionaron con la intención 

de que los engranes fuesen de un tamafio lo suficientemente grande, 

como para poder observar y fotografiar los patrones de franja sin 

ninguna dificultad. Las fotografias deben ser lo más nitldas 

posibles, pues a partir de éstas se determinaron los esfuerzos en 

las ralees de los dientes; además de que sirvieron para la 

comparación de las distribuciones de esfuerzos entre los dientes 

de porciones de engranes y engranes completos. 

A continuación se presentan las relaciones con las cuales se 

obtuvieron los valores de: paso diametral, número de dientes, 

adendo, dedendo, altura de trabajo, grueso del diente, paso 

circular, y módulo. 

Paso diametral Pd Nd I dp 

Adendo a 1 I Pd 

Dedendo b 1.25 I Pd 

Altura de trabajo hk 2. O I Pd 

Grueso del diente td 1t I 2Pd 

Paso circular p rrm 

Módulo m 1 I Pd (milimetros) 
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La figura siguiente Ilustra gráf'icamente algunos de los 

parámetros anteriores. 

Círculo de deden o. Círculo de paso 

Fig 1.1 Nomenclatura de los dientes de engranes. 

Para la 

fotoelástico 

1.2 FABRICACION DE LOS MODELOS. 

fabricación de 

Homal 1 te 100. 

los engranes se 

Este material 

utilizó material 

presenta como 

caracteristlcas principales su maqu!nabl 1 !dad, fragil !dad y 

dureza. La fragilidad puede no ser un obstáculo si se trabaja con 

el equipo adecuado ( por ejemplo el empleo de la máquina cortadora 

Router). 

Para la fabricación de los engranes se contó con las 

siguientes máquinas: fresadoras, taladros de columna y banco, 

cortadoras de disco, tornos y cepillos; y herramientas tales como 

fresas, cortadores verticales, brocas y buriles. 
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Los engranes no pudieron ser cortados con fresadora 

horizontal debido a que la geometrla de la ralz del diente cambia 

para cada uno de los engranes y, por consiguiente, tendria que 

fabricarse una fresa para cada uno de ellos lo cual resulta 

inconveniente pues la fabricación de estas requiere de tiempo y 

equipo. Por otro lado, el empleo de cortadores verticales requiere 

de un trabajo muy laborioso pues la utlllzaclón de estos requiere 

de una gran destreza para cortar con precisión los bordes de los 

engranes. 

De las opciones mencionadas para el maquinado de los engranes 

la más viable fue el empleo del taladro de columna y cortadores 

verticales. Para proceder con el máqulnado se deben de tener 

dibujados los contornos de los engranes sobre la cubierta de papel 

que protege al material fotoelástico. Los dibujos sirvieron como 

gula para los cortadores verticales a través de los bordes de los 

engranes. 

Los engranes se dibujaron con el paquete Autocad [8] escala 

1=1, donde, los contornos de los dientes se generaron siguiendo el 

método de la evolvente [3]. Posteriormente se imprimieron los ocho 

dibujos, cada uno con sus respectlvas caracteristlcas, con el 

empleo de un "plotter", también se dibujaron manualmente siguiendo 

el mismo método. De los dibujos se cortaron plantillas de plástico 

de la evolvente, teniendo cuidado de situar apropiadamente los 

centros de los engranes con respecto a cada curvatura del diente. 

Estas plantillas sirvieron para el trazado de los dientes de los 

engranes sobre la superficie de papel protector del material 

fotoelástlco. 

El material fotoelástico Homalite 100 se vende comercialmente 

en placas, las cuales tienen en sus superficies una delgada 

protección de papel para evitar rayaduras durante su transporte y 

premaqulnado, ya que de presentarse éstas, se pierden detalles de 

los patrones de franja. 
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El maquinado se inició con el torneado de los diámetros 

exteriores e interiores de los engranes, los primeros de 21.59 cm. 

(8.5 pulg) y los segundos 5.08 cm (2 pulg). En seguida se 

perforaron, con una broca de 0.793 cm (5/16 pulg. ), los espacios 

entre dientes, lo más próximo a las ralees, de tal manera que se 

tenga una porción de material entre el borde de los barrenos y las 

lineas de contorno del engrane de 0.25 cm. aproximadamente. 

Los espacios, entre el borde de los barrenos y las lineas de 

contorno de los dientes, perml ten absorber los esfuerzos 

residuales que se generaron durante el barrenado del material; 

estos se generan debido a la fricción entre la broca y el material 

fotoelástico. Los esfuerzos residuales son tan pequeños que no 

alcanzaron a transmitirse más alla de 0.158 cm (1/16 pulg), los 

cuales se eliminaron en el maquinado final. 

En seguida, con una máquina cortadora de disco abrasivo se 

cortó el material existente entre los dientes, dejando una porción 

de material de O. 125 cm ( 1/8 pulg) entre el borde cortado por el 

disco y la linea de contorno del diente. 

La siguiente operación fue cortar el perfil de la evolvente 

con un cortador vertical, para esto se montó el engrane en turno 

sobre una mesa de coordenadas, el engrane se sujetó a través de 

tornillos, procurando que la cara de aquel sea paralela a la 

superficie de la mesa, para evitar irregularidades al cortar la 

cara de los dientes. El proceso de corte se realizó manualmente 

guiando el engrane hacia el cortador vertical; el cual gira a 800 

rpm. Finalmente se cortaron las ralees de los dientes con 

cortadores de diferentes diámetros para cada uno de los modelos. 

Como último paso se pulió, con una lija de agua envuelta 

sobre una lima, la superficie de la cara de los dientes eliminando 

cualquier irregularidad dejada por los cortadores verticales. Esta 

última lijada dejó las superficies de los dientes pulidas, lo cual 

es conv~niente pues reduce la fricción entre los dientes cuando se 

encuentran en contacto. 
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1.3 DISPOSITIVOS DE CARGA. 

En este experimento uno de los objetivos principales es el de 

comparar los resultados experimentales obtenidos sobre porciones 

de engranes y engranes completos. Para lograr lo anterior se 

requirieron dispositivos de carga, en los cuales fue posible 

ensayar cada uno de los modelos, para condiciones de carga 

estáticas y dinámicas. 

En un principio sólo se contó con el dispositivo de carga 

para porciones de engranes, para el cual tuvieron que diseñarse 

aditamentos de sujeción y carga para los modelos. 

El dispositivo de carga, para engranes completos, se diseñó y 

fabricó durante el transcurso de este trabajo; el dispositivo 

permite simular estados de carga estáticos y dinámicos. Las 

características principales de este dispositivo se describen en el 

párrafo 1. 3. 2. 

1.3.1 DISPOSITIVO DE CARGA PARA PORCIONES DE ENGRANES. 

Este dispositivo de carga fue construido en el Instituto de 

Ingeniería y básicamente está formado por soleras, unidas a través 

de tornillos y pernos, estos últimos permiten el movimiento 

angular de los brazos de palanca, a través de los cuales se 

transmite la carga al dispositivo de pivote ajustable, (ver figura 

1. 3. 1). 

El dispositivo de carga tiene un contrapeso ajustable (QJ en 

uno de los extremos del brazo de palanca (3) cuyo objetivo es 

equi 11 brar el peso de las barras 1, 2, y 3, de tal forma que la 

fuerza apllcada al modelo sea debida únicamente a los pesos (W) 

colocados en el punto e del brazo de palanca o barra (1). 
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w 

e 

Q 
H 

Corte, vista de atras. 

Figura 1.3. 1 Dispositivo de carga para porciones de engranes. 

De la :figura 1. 3. 1 se elaboraron los diagramas de cuerpo 

libre para cada una de las barras que intervienen para la 

aplicación de la fuerza ( F). 

NOMENCLATURA. 

W = Pesos colocados en el extremo C. 

Ftr Fuerza transmi tlda a la articulación 8. 

Ftrt= Fuerza transmitida a la articulación H. 

F = Fuerza normal a Ja superficie del diente. 

AB, AC, DH = Distancias entre puntos. 

x Distancia de la articulación D al punto G. 

xt Distancia de la articulación D al punto I. 

G Punto en la intersección de la linea de acción de F y 

la recta que une a H y D. 

Punto que identifica el centroide de contrapeso. 
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DATOS NUMERICOS. 

~ 9.15 cm. 

58 cm. 

DH 45.05 cm. 

W Toma valores entre 2.5 kg - 1.0 kg. 

x Toma valores entre 18.5 cm - 22.0 cm. 

x1 = variable que depende de la distancia x. 

El valor de la variable x permaneceria fijo si los modelos 

fuesen del mismo tamaño; sin embargo, esto no fue posible debido a 

que el material que se utilizó ya estaba cortado. La variable XI 

queda determinada al ajustar el contrapeso sobre la barra 3; esto 

elimina la carga en el rodillo E generada por el peso de las barras. 

Diagrama de cuerpo libre correspondiente a la barra número !. 

e 

-Ftr. (AB) + Wt. (tll;(2) + W. (AC) O 

Ftr = [ W + W1 2 
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Diagrama de cuerpo libre correspondiente -a- la barra número 2. 

ly 

Ftr E F~ o 

B 

l~--
-Ftr - ·112 + Ftr1 o 

X 

Ftr1 = [w ] 111 ~+ 112 H +2 d!l 

ttrl E Fx o 

Diagrama de cuerpo libre correspondiente a la barra número 3. 

y 

1 1 
:w3 1 Q 

1 

H 
X 

1 I 

E MD = o 

Ftrl. (DH) - F.(!;!!;;) + 113. (DK) - Q. (DI) O 

DG = X y !ll XI 
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[[
AC. OH) [AC. !lli) ) 

F = A!! .w + 2.AB .WI + W2.(DH) + Wa.(DK) - Q .(XI) /x 

La distancia x1 se selecciona de tal forma que Q (x1) elimine 

las cargas generadas por el peso de las barras (W1, W2 y Wa), de 

tal forma que: 

[
AC. DH] =-= . W1 + W2. (OH) + Wa. (DK) - Q • (x1) = O 
2.@ 

por lo tanto F es igual a: 

[

AC. jlli] 
F = AB W/x 

F 
w 

285.6 x-· (l. 3. 1) 

1.3.2 FABRICACION DEL DISPOSITIVO DE CARGA PARA 

ENGRANES COMPLETOS. 

El dispositivo de carga para engranes completos se diseñó de 

tal manera que se ajustara a las l !mi tac iones de 

condiciones de trabajo, transporte, y presupuesto. 

espacio, 

Este d!spos! t!vo permite la colocación de los engranes en 

diferentes posiciones angulares, además de fac! l !tar la rotación 

de los ~!smos; lo anterior es necesario para someterlos a estados 

de carga estáticos y dinámicos. 
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Para satisfacer los requisitos anteriores los engranes se 

montaron sobre ejes giratorios; los cuales deben por conveniencia, 

estar soportados por chumaceras, que a su vez están soportadas por 

columnas fabricadas de perfil tubular, lo anterior con el objeto 

de tener una mejor visibilidad de la distribución de esfuerzos en 

todo el cuerpo de los engranes. Estas columnas están sujetas a una 

estructura metálica mediante tornillos. 

Se procuró que la estructura metál lea fuese Jo más J igera 

posible; sin que esto origine vibraciones cuando Jos engranes 

están en funcionamiento, Ja estructura se fabricó de perfil 

angular de 3. 81 x 3. 81 x O. 635 cm ( 1. 5 x 1. 5 x 1/4 pulg); todas 

sus partes están unidas por un cordón de soldadura 6013. En Ja 

siguiente figura 1.3.2 se puede observar el dispositivo de carga. 

La parte motriz del dispositivo consta de un motor de 1 hp, 

bandas trapeciales y poleas en V, estas últimas montadas en sus 

respectivos ejes y chumaceras. El eje del motor inicialmente 

giraba a 3450 rpm; Jo cual es inconveniente para Jos engranes pues 

ésta velocidad origina pequefias fracturas en Ja superficie de Jos 

engranes, que se propagan y como consecuencia conducen a la 

fractura total debido a que el Homalite 100 es un material frágil. 

Por la razón anterior se redujo la velocidad a 360 rpm en los ejes 

de los engranes. 

Para simular el estado de carga dinámico se empleó un freno 

por fricción el cual frena al eje conducido, provocando un estado 

de carga dinámico. El freno consta de una polea plana, banda 

plana, aditamento de carga, pesos y un resorte previamente 

calibrado, ver figura 1.3.3. La polea plana está montada sobre el 

eje conducido, sobre de ésta está colocada la banda plana, Ja cual 

en uno de sus extremos porta el soporte de pesas, mientras que en 

el otro se sujeta a uno de Jos extremos del resorte, el cual a su 

vez está sujeto a la estructura del dispositivo de carga ver 

figura 1. 3. 3. 
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i h 

Fig. 1.3.2 Dispositivo de carga 

Este dispositivo de carga está formado esencialmente por: 

a 

b 

c, e 

d, f, g 

h, 

J 
k 

m 

n· 

o 

Motor de 1 hp. 

Banda tipo V, conecta la polea del motor con la 

polea c. 

Poleas. 

Poleas. 

Engranes. 

Polea plana. 

Banda plana. 

Resorte. 

Estructura angular. 

Banda que conecta la polea f con la g. 

Banda que conecta la polea d con la e (falta en la 

figura). 
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.... .... 

Soporte de engrane. 

Chumacera. 

Eje 
Banda plana. 

~·~ 
Soporte de pesas. 

Figura 1.3.3. Detalle freno Prony. 

Columna. 

Pesas. 



CAPITULO 2. DETERMINACION DE LOS ESTADOS DE ESFUERZOS EN LAS 
RAICES DE LOS DIENTES DE PORCIONES DE ENGRANES. 

Como se mencionó, se fabricaron 4 porciones de engranes de 

material fotoelástico, los cuales se montaron en el dispositivo de 

carga descrito en el párrafo 1.3.1. Las restricciones y magnitud 

de las cargas impuestas a los modelos se describen dentro de este 

capitulo. 

Los modelos se cargaron dentro del campo de un polariscopio 

circular, del cual se utilizó la fuente de luz monocromática. Bajo 

estas condiciones se tomaron fotografias de los modelos, para 

determinar los esfuerzos de tensión y compresión en las ralees de 

los dientes. Obviamente las constantes elásticas, de los modelos 

de material fotoelástico y de los prototipos metál leos , son muy 

diferentes; sin embargo la distribución de esfuerzos obtenida 

mediante un análisis fotoelástico bl.dimensional (problema de 

esfuerzos o deformaciones planos), es usualmente independiente de 

las constantes elásticas [5] (ver apéndice Al; donde, los 

resultados pueden ser escalados a prototipos de cualquier 

materia~. para mayor información ver el apéndice antes citado. 

Los resultados de este capitulo se discuten en el capitulo 5. 
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2. 1 CONDICIONES DE FRONTERA Y CARGA. 

Las porciones de engranes se sujetaron al disposlti vo de 

carga a través de una perforación que tienen en el extremo 

contrario al de los dientes. La sujeción se reallzó mediante un 

torni ! lo, el cual 1 iga a una de las soleras del dispositivo de 

carga con la porción de engrane como se observa en la figura 

1.3. l. Una de las superficies del modelo está en contacto con Ja 

solera mientras que la otra superficie está en contacto únicamente 

con la tuerca del tornillo. Para asegurar una mayor área de 

sujeción en el modelo, se colocó una pequeña placa de metal, entre 

la tuerca y éste, de tal forma que una mayor área del modelo esté 

en contacto; lo anterior proteje al modelo al momento de apretar 

el tornillo y ,además, garantiza ur.a sujeción más rígida (ver 

detalle de la figura 1.3.1). 

Estas perforaciones no influyen en las distribuciones de 

esfuerzos en los dientes de los modelos, debido a que están lo 

suficientemente alejadas de la zona de interés. 

Uno de los costados del modelo descansa sobre un plano 

inclinado, ajustable a diferentes ángulos con respecto a Ja 

horizontal. Las caracteristicas anteriores de sujeción permitieron 

orientar el área de la superficie de la cara del diente deseada, 

con el plano horizontal. 

La carga se aplicó a los modelos a través de un mecanismo de 

pivote ajustable E, éste mecanismo permite ser ajustado en las 

direcciones horizontal, vertical y, además, permite su 

desplazamiento sobre el brazo de palanca 3; donde, la fuerza 

transmitida por el rodillo (E) es normal al plano horizontal. El 

rodi !lo transmite la carga a la superficie de la cara del diente, 

éste disposi tlvo de carga tiene la libertad de girar un pequeño 

ángulo con respecto al eje a - a' de la figura l. 3. 1, para 

asegurar una linea de contacto transversal (a lo ancho de la cara 

del diente J. 
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También se introdujo una pequeña placa de acrilico, entre el 

rodillo de carga y la cara del diente, para evitar el exceso de 

esfuerzos cortantes en el punto de contacto, lo anterior se debe a 

que la aplicación de una ruerza puntual genera en la zona de 

contacto una gran concentracción de esfuerzos. La adición de ésta 

placa no influye en la distribución de esfuerzos en la raíz del 

diente lll. 

La fuerza se aplicó a una distancia de 9.8 cm medidos sobre 

una linea paralela al eje de simetria del diente; cuyo punto 

inicial está determinado por la intersección de una linea 

perpendicular a ésta, la cual se intersecta con el centro del 

engrane, y cuyo punto final está en la zona de contacto, ver 

figura 4. 2. 1. 

Figura 2. 1.2 Distribución de esfuerzos, en la raiz del diente, 

generados por la aplicación de la carga a través de 

una placa de acrilico. Campo oscuro. 
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Los modelos se sometieron a tres niveles de carga 334.80, 

251. 07 y 167. 35 N (los cuales corresponden a pares de 3, 2. 25, y 

1. 5 kg-m respectivamente, apl !cadas en el extremo de uno de los 

ejes). El par limite superior se adoptó debido a que uno 

ligeramente mayor a éste (par> 3 kg-m), provocó la fractura de 2 

engranes completos. Dicha fractura se originó en uno de los 

vertlces del cuñero, donde la concentración de esfuerzos es muy 

grande. Los otros dos ni veles de carga se seleccionaron debido a 

que son valores menores a la carga anterior y perml ten formarse 

una idea más clara de las variaclónes de los esfuerzos con 

respecto a la carga. 

2.2 DETERMINACION DE ESFUERZOS EN LAS RAICES DE LOS DIENTES. 

Los modelos se cargaron en el campo de un polariscopio 

circular en el cual se utilizó luz monocromática, de acuerdo con 

lo anterior se observaron patrones de franjas oscuras y blancas, 

tal como se puede ver en la figura 2.2.1 

Las fotografias de lsocromátlcas que se tomaron 

polariscopio circular, en general, pueden ser de dos 

en el 

tipos 

conocidos como campo oscuro y campo claro. Si se superponen las 

lmagenes de las fotografias de isocromátlcas de ambos campos, las 

franjas de una caen entre las franjas de la otra otra. Lo anterior 

se debe a que existe un desfasamlento de onda igual rr/2. 

Las franjas lsocromát!cas en el modelo son lugares 

geométricos de puntos, para las cuales, las diferencias de 

esfuerzos principales (u
1 

- u
2

) son constantes. 

Para un campo claro, o de luz, las franjas lsocromátlcas se 

presentan de la siguiente forma: el lugar geométrico de puntos 

para los cuales N = O forma una franja de luz, el lugar de puntos 

para los cuales N 1/2 forma una franja adyacente de color 

oscuro,.adyacente a ésta se forma otra franja de luz donde N = 1, 

y así sucesivamente son formadas franjas oscuras y de luz. 
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En la figura 2.2.1 se muestra el ejemplo típico de un patrón 

de franjas de isocromát!cas para un campo claro. Para la 

determinación de los esfuerzos de tensión y compresión, en las 

ralees de los dientes es necesario determinar primeramente el 

órden de franja (NJ para cualquier punto de Interés en el modelo. 

Por ejemplo, para la raiz del diente etiquetada con la letra 

A, sujeta a tensión, N es Igual a 2 1/2; sin embargo, para la raiz 

del diente etiquetada con la letra B, sujeta a compresión, N es 

Igual a 3 112. 

--

Figura 2.2. 1 Patrones de franjas de isocromáticas para 

un campo claro. 

Como las ralees de los dientes son bordes libres, la 

determinación de los esfuerzos es inmediata; puesto que en estos 

bordes se tienen únicamente esfuerzos tangenciales de tensión o de 

compresión; donde los esfuerzos principales normales sobre las 

ralees de los dientes son Iguales a cero, por lo que la ecuación 

fundamental de la fotoelasticidad se reduce de: 
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O' 
N f'o-

t 
- O' 

2 
ht 

a 

ó :!: 
N f'o- (2.2. 1) O' O' 

1 2 
ht 

Donde: N Orden de f'ranja. 

f'o- Factor de f'ranja. 

ht = Espesor del material. 

N se obtiene de la contabilidad de franjas en el modelo, f'o

de la calibración del material fotoelástico (ver el apéndice B). 

Para la determinación de los órdenes de franja mé.ximos se 

recurrió a la aproximación funcional [ 4]; donde se tienen como 

datos la evolución de las f'ranjas (N) y la posición de las mismas, 

estos puntos se llevan a un plano coordenado donde se tienen como 

ordenadas los ordenes de f'ranja y como abcisas las posiciones. A 

los puntos graf'icados se les ajusta un polinomio el cual es 

derivado e igualado a cero para su solución, de tal f'orma que se 

obtenga el valor de N máximo. 

En lugar del procedimiento anterior pueden utillzarse las 

técnicas de compensación de Tardy ó de Babinet-Soleil [5] las 

cuales proporcionan muy buenos resultados. La técnica de 

compensación de Tardy es descrita en el apéndice B. 

En la siguiente tabla se presentan los esf'uerzos máximos de 

tensión y compresión, obtenidos experimentalmente, para los 

modelos de porciones de engranes, los cuales se sometieron a una 

f'uerza normal a la superficie del diente de 334.80 N (34.15 kg). 

Esf'uerzo (Mpa). r = 3 mm r = 4 mm r = 5.9 mm r = 7 mm 
f f f f 

Tensión 12.75 11. 70 10.22 8.33 

Compresión 18. 95 17.22 15.26 17.00 
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CAPITULO 3. DETERMINACION DE LOS ESTADOS DE ESFUERZOS EN LAS 
RAICES DE LOS DIENTES DE ENGRANES COMPLETOS. 

Como se mencionó, se fabricaron 4 engranes completos de 

material fotoelástlco, los cuales fueron cargados, en el 

disposlti vo descrito en el párrafo 1. 3. 2, bajo condiciones de 

trabajo semejantes a las que se presentan en la real !dad. Los 

modelos se colocaron dentro del campo del polariscopio circular, 

utilizando luz monocromé.tlca; bajo estas condiciones se tomaron 

fotogra:fias de los modelos para determinar los esfuerzos de 

tensión y compresión en las ralees de los dientes. 

Los resultados correspondientes a este capítulo se discuten 

en la capitulo 5. 
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3. 1. CONDICIONES DE FRONTERA Y CARGA EN ENGRANES 

COMPLETOS PARA UN ESTADO DE CARGA ESTATICA. 

CONDICIONES DE FRONTERA Y DE CARGA. Como se mencionó en el 

capitulo 2, dos engranes se montaron sobre ejes giratorios; a uno 

se le aplicó un par de 29.41 N-m (3 Kg-m), mientras que al otro se 

le restringió su movimiento. Para restringir el movimiento angular 

de los engranes sobre sus ejes se utilizaron cui\as cuadradas y 

para restringir los desplazamientos axiales sobre los ejes se 

utilizaron collarines, sujetos a los ejes mediante prisioneros. 

Las cui\as se fabricaron del mismo material con que se fabricaron 

los engranes, con el objeto de evitar diferencias entre los 

módulos de elasticidad. 

En la figura 3. 1 se muestra el diagrama de cuerpo libre de 

uno de los ejes con su respectivo engrane, asi como los apoyos y 

la fuerzas que actúan sobre este. 

To 

F 

rE 9.8 cm 

L 13.7 cm_J 
Corte, engrane. 

Figura 3.1 Diagrama de cuerpo libre del engrane 

montado sobre su eje. 
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Para determinar la fuerza aplicada (Fl en el diente se hace 

necesario obtener, del dibujo anterior, la ecuación de equilibrio. 

NOMENCLATURA. 

To Torque aplicado en el extremo de uno de los ejes. 

Tt Torque soportado por el engrane. 

rE Distancia del eje de rotación al punto de aplicación de 

la fuerza F. 

F Fuerza normal a la superficie del diente. 

Wt Fuerza tangencial. 

Wr Fuerza radial. 

~L Angulo de acción. 

DATOS CONOCIDOS. 

To 29. 41 N-m. 

0.098 m. 

26. 333 o 

De la figura 3.1 se obtiene la siguiente ecuación de 

equilibrio. 

E Mx =O 

To - Tt o 
To Tt 

Tt Wt.r 
E 

Wt To/rE 

F Wt / Cos ~L 
Wr =F. Sen ~L 
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Sustituyendo en las ecuaciones anteriores, obtenemos: 

Wt = 300. 11 N. 

F 334.80 N 

Wr 148. 51 N 

Los engranes se montaron sobre ejes giratorios, lo cual 

dificultó un poco la determinación de los esfuerzos en las ralees 

de los dientes, pues se requirió de un mayor trabajo para colocar 

la posición de los dientes que cumpliera con las condiciones de 

carga mencionadas anteriormente. Para esto se tuvo que repetir 

varias veces el proceso de carga-restricción de movimiento, debido 

a que se presentaban pequei'los desplazamientos angulares en los 

ejes, ocasionados por el deslizamiento de los dientes en contacto. 

El par se aplicó mediante un torqulmetro previamente calibrado. 

Un vez colocados los modelos en el campo del polariscopio 

circular se procedió a fotografiarlos, (campo claro y campo 

oscuro); lo anterior se realizó para tres condiciones de carga. El 

procedimiento para la determinación de los esfuerzos en las ralees 

de los dientes de los engranes se describe en el siguiente tema. 

3.1.1 DETERMINACION DE ESFUERZOS EN LAS RAICES 

DE LOS DIENTES. 

Como se describió en el capitulo anterior, para la 

determinación de esfuerzos en las ralees de los dientes es 

necesario el conocer el orden de franja (NJ, la constante de 

franja (f<T) y el espesor del modelo (h); N se obtiene de la 

contabilidad de las franjas en el modelo y f<T de la calibración 

del material fotoelástico. 
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Para determinar los ordenes de franja máximos se procedió 

como en el cap1 tul o 2, mediante la aproximación funcional. Donde 

se requiere conocer la evolución de las franjas (N) y la posición 

de las mismas, estos puntos se llevan a un plano coordenado donde 

se tienen como ordenadas los ordenes de franja y como abcisas la 

posición de las franjas. A los puntos graf icados se les ajusta un 

polinomio el cual es derivado e igualado a cero para su solución, 

de tal forma que se obtenga el valor de N máximo. 

Como se conocen (fer) de la calibración del material y el 

espesor del material (h); unicamente resta sustituir estos valores 

en la ecuación 2. 2. 1 para obtener los esfuerzos de tensión y 

compresión. 

En la siguiente tabla se presentan los valores para los 

es.fuerzas máximos de tensión y compresión obtenidos 

experimentalmente para los modelos de engranes completos; los 

cuales se sometieron a una fuerza estática normal a la superficie 

del diente de 334.80 N. 

Esfuerzo (Mpa). r = 3 mm r = 4 mm r - 5.9 mm r r r 

Tensión 13. 15 13.08 8.78 

Compresión 14.81 14.76 12.77 

3.2. CONDICIONE5 DE FRONTERA Y CARGA EN ENGRANE5 

COMPLETOS. ESTADO DE CARGA DINAMICA. 

r = 7 mm r 

11. 80 

13. 50 

CONDICIONES DE FRONTERA Y CARGA. Como se mencionó, los 

modelos no pueden ser sometidos a grandes cargas dinámicas debido 

a que son materiales sumamente fragl!es y el contacto a grandes 

velocidades (>= 1000 rpm) genera inmediatamente desprendimiento de 

pequeñas porciones de material, sobre todo en las superficies 

corresl'?ndientes a los contornos de los dientes de los engranes. 

Por esa razón, la velocidad angular en los ejes de los engranes 
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tuvo que reducirse (360 rpm). 

El par apllcado a los engranes se determinó a partir de un 

freno de banda para el cual se obtuvo como dato, la tensión en uno 

de los extremos de la banda (Tbt), que es debida a las pesas 

colocadas en el soporte de pesas, y para el otro extremo de ésta 

se determinó la tensión (Tb2) mediante la ley de Hooke (ver 

detalle figura 3. 2); puesto que se conoce la deformación f.x del 

resorte para el estado de carga dlnám!co. 

rp 

F 

1 
rE = 9.8 cm 

To Ti 

Corte, engrane. 

Figura 3.2 Diagrama de cuerpo libre del engrane 

montado sobre su eje. 

X 

Para determinar la fuerza apllcada (F) en el diente se hace 

necesario obtener, del dibujo anterior, la siguiente ecuación de 

equllibrio. 
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NOMENCLATURA. 

To Torque aplicado en el extremo de uno de los ejes. 

T1 Torque soportado por el engrane. 

rE Distancia del eje de rotación al punto de aplicación de 

la fuerza F. 

rP = Radio de la polea plana. 

Tbl y Tb2 = Tensiones en los extremos de la banda. 

F Fuerza normal a la superficie del diente. 

Wt Fuerza tangencial. 

Wr Fuerza radial. 

t/>L Angulo de acción. 

DATOS CONOCIDOS. 

Tb1 103.92 N. 

Tb2 331. 05 N. 

rp 0.0425 m. 

r E O. 098 m. 

t/>L 26.333 o 

De la figura 3.2 se obtiene la siguiente ecuación de 

equilibrio. 

E Mx =O 

To - Tt O 

To Tt 

To (Tbl - Tb2). rp 

TI Wt.rE 

[ (Tbt - Tb2) 
Wt 

r E 

F = Wt / Cos t/>L 

Wr = F . Sen t/>L 
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Sustituyendo en las ecuaciones anteriores, obtenemos: 

To 9. 62 N-m. 

Wl 98. 28 N. 

La ecuación de la A.G.M.A. incluye un factor de efectos 

dinámicos (Kv) el cual depende de la velocidad v (m/s) en el 

diámetro de paso, precisión en el formado de los engranes, 

desal!neamientos, etc. (ver AGMA 226). Para el cálculo de éste 

factor se considera una velocidad lineal de 3.908 m/s, 

correspondiente a una velocidad angular (360 rpm), y se considera 

una precisión en el formado de los engranes si mi lar a la de los 

engranes comerciales, por lo que el factor Kv toma el valor de 

o. 78. 

3. 2. 1 DETERMINACION DE ESFUERZOS EN LAS RAICES 

DE LOS DIENTES. 

Para la determinación de esfuerzos en un estado dinámico de 

carga se propuso como recurso más viable la filmación de una 

pelicula, de la cual posteriormente se extraerla la información 

deseada. Uno de los procedimientos más comunes [6] para real!zar 

lo anterior es mediante el auxilio de una fuente de luz 

estroboscópica que remplaza la fuente de luz convencional. La 

videocasetera es colocada en el lugar del observador, de tal 

manera que se registre una serie de cuadros oscuros y de luz 

(imágenes J. 

De la película, se tomaron fotografias de las imÁgenes, en 

las cuales los (4 tipos) dientes en contacto cumplen con las 

condiciones de carga especificadas. 
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Las fotograflas seleccionadas para el modelo con radio en la 

ralz del diente r r 3 mm, presentan una gran definición de los 

patrones de franjas; sin embargo para los otros modelos la 

definición de los patrones de franjas disminuyen drásticamente a 

tal grado que la cuantificación de los ordenes de franja (N) es 

sumamente dificil. Lo anterior se debe a la reducción de los 

esfuerzos en las ralees de los dientes debido básicamente al 

incremento de r r. Desafortunadamente la carga impuesta tuvo que 

ser pequef\a, como ya se mencionó, y con un único experimento no 

puede asegurarse esta tendencia. 

En la siguiente tabla se presentan los valores máximos para 

los esfuerzos de tensión y compresión obtenidos experimentalmente 

para los modelos de engranes completos, los cuales se sometieron a 

un estado dinámico de carga donde la fuerza tangencial es de 98.28 

N (10. 02 kg). 

Esfuerzo (Hpa). r - 3 mm r - 4 mm r - 5.9 mm r = 7 mm 
f f f f 

Tensión 6. 15 4.01 2.35 2.90 

Compresión 7.31 6.81 4.48 4.81 
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CAPITULO 4. DETERMINACION ANALITICA DE ESFUERZOS EN LAS 
RAICES DE LOS DIENTES DE ENGRANES. 

En este capitulo se describe el procedimiento seguido para el 

cálculo de los esfuerzos de tensión, en las ralees de los dientes, 

utilizando la ecuación de la A.G.M.A .. En este estudio se 

consideran dientes de engranes sujetos a tres diferentes n! veles 

de carga, donde las fuerzas aplicadas son normales a las 

superficies de los dientes. 

La fuerza se aplicó normal a la superficie del diente, a una 

distancia rE= 9.8 cm medida sobre su eje de simetria, desde el 

centro del engrane hasta la intersección con la linea de acción de 

la componente tangencial de la fuerza, ver figura 4.2. 1. Lo 

anterior se determinó experimental y graficamente, al considerar 

la posición para la cual un solo par de dientes está en contacto, 

donde éste se encuentra lo más cerca posible de la punta de uno de 

los dientes, sin que otro par de dientes !nicle su contacto. 
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4. 1 CALCULO DEL RADIO EN LA RAIZ DEL DIENTE (A. G. M. A. ) . 

La A.G.M.A. propone un método para el cálculo del radio en la 

raiz del diente, el cual es publicado en la norma A.G.M.A. 226.01; 

en la cual se considera que los engranes son generados con 

cortadores helicoidales. Sin embargo, con el objeto de facilitar 

los cálculos, se considera en lugar de dicho cortador a una 

cremallera equivalente (Baslc rack). 

La expresión para determinar el radio de la raiz del diente 

bajo el proceso de generación por cremallera es [10]. 

r 
f" 

r 
1 

bl 

Donde 

r + r (4. l. 5) 
1 T 

b~ pd (4. 1. 6) Ro""+b1 

b + rT (4. l. 7) 

Radio de la esquina, en la punta del diente; 

para un cortador con diente biselado rT =O. 

Ro Radio de paso (rd) del engrane a ser generado, 

(para generación por cremallera ó fresa). 

Radio del trocoide. 

Dedendo = bt si 

Paso diametral. 
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4.2 CALCULO DE ESFUERZOS UTILIZANDO LA ECUACION 

DE LA AGMA. 

En este tema se presenta la ecuación fundamental para el 

cálculo de esfuerzos en engranes rectos. Esta Incluye todos los 

factores, que son conocidos, para calcular la resistencia de los 

dientes de engranes. El esfuerzo a la flexión puede ser valuado, 

tanto para los dientes del engrane y del pifión, cuando se 

modlf ican, la geometrla del diente, las propiedades mecánicas del 

material, el número de dientes en contacto, etc .. La Información 

aqu.I presentada se obtuvo de la publlcaclón de la A.G.H.A. 218.01 

Dec. 1982. 

La ecuación fundamental para esfuerzos de flexión en un 

diente de engranes es: 

Donde: crt 

llt Ka Pd 
~Fe 

Ks Km 
J 

llt Ka Ks Km 
__ K_v__ Fem --J--

Esfuerzo de flexión. 

K.. Factor de aplicación. 

Ks Factor de tamafio. 

Km Factor de distribución de carga. 

Kv Factor dinámico. 

J Factor geométrico. 

m Módulo. 

Fe Ancho de cara. 

Pd Paso diametral. 

llt Carga transversal transmitida. 
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Debido a la importancia de estos factores, se discutirá cada 

uno de ellos en los siguientes Incisos: 

a) Factor de aplicación (Ka). 

El factor Ka toma el valor de 1 para las condiciones de 

trabajo en el experimento ya que la velocidad de operación es baja 

(360 rpm), y no estan sometidos a vibraciones, desallneamientos, 

sobrecargas, y, la velocidad angular de Jos ejes es constante. 

b). Factor de tamafio (Ks). 

El factor de tamafio puede ser tomado como la unidad para la 

mayoria de los engranes, a condición de que se haga una apropiada 

selección de: acero, para el tamafio de las partes, y, procesos de 

endurecido y tratamiento térmico. Para este trabajo se tomó un 

valor para Ka = 1. 

e). Factor de distribución de carga (K..J. 

A través del método empirico, en este trabajo, se obtiene un 

valor para Km = 1.342, este es un valor muy aproximado a los 

publicados en las tablas 2 y 3 de Ja norma A.G.M.A. 225.01 Dec. 

1967, en la cual Km es igual a 1.3. 

Debe tenerse en cuenta que los ejes de los engranes están 

soportados por 4 columnas tubulares y estas por dos perfiles 

angulares perpendiculares a Jos ejes de Jos engranes, Jo que 

implica que los engranes se encuentren en el centro de un claro de 

perfil angular de 90 cm de longitud (ver figura 1.3.2). La altura 

de las columnas sobre las cuales descansan Jos ejes es de 24 cm; 

estas están sujetas a Jos perfiles angulares mediante tornillos. 

Lo anterior impllca que posiblemente se generen deflexlones 

en Jos perfiles angulares, y como consecuencia, desallneamientos 

entre los engranes. Sin embargo, como las cargas Impuestas no son 

grandes ~e considera que dichas deflexiones son nulas, Jo anterior 

se confirma con las observaciones hechas sobre el dispositivo. 
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Para la evaluación de los ractores de éste y de los otros 

Incisos se recurre a: gráficas, tablas y comentarlos hechos en las 

normas A.G.M.A, libros de dlsefio mecánico [3],[7] y también, a las 

experiencias recopiladas en el desarrollo de este trabajo 

d). Factor dinámico (Kv). 

A partir del indice de calidad y de la velocidad en la linea 

de paso v (m/s), puede evaluarse el ractor Kv mediante las 

gráf'icas o las expresiones publicadas en la A. G. M. A. 218. 01 DEC. 

Para los engranes estudiados de obtuvo un valor para Kv= 0.78. 

e). Factor geométrico de resistencia a la flexión (J). 

El ractor geométrico (J) evalúa: la rorma del diente, la 

concentración de esfuerzos debido a la forma geométrica del 

diente, y, la posición en la cual la carga máxima es aplicada. 

El ractor J es def'inido como: 

J y º" (4.2.5) Kr mu 

Donde y = Factor de forma del diente. 

Kl' Factor de concentración de esruerzos. 

mN Indice de repartición de carga. 

C~ = Factor de sobrecarga helicoidal (para 

engranes rectos toma del valor de 1). 

1). Factor de f'orma del diente (Y). 

Este ractor se debe obtener a partir de la geometria del 

diente, (para un Pd 1), y del punto de aplicación de la carga 

(ver referencia 10, pp 14,15). La ecuación para Y es: 

y (4.2.6) 

( 
Cos </>L ] [ 1. 5 
Cos <f>n u Ch 

_____,_L_ ms Tang </> ] 
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Factor de ángulo de hélice (para engranes 

rectos es igual a 1). 

~L Angulo de acción. 

Ch =Factor helicoidal (1 para engranes rectos). 

u Distancia dependiente del punto de aplicación 

de la carga. 

t Espesor del diente para la sección critica. 

ms Módulo normal del esquema (usualmente ms 

25.4 mm) 

Las dimensiones geométricas tales como u,t,h, y cj>L son 

determinadas para la condición de carga más critica que se 

presentada en los dientes de los engranes. Las cantidades 

geométricas se pueden observar en la siguiente figura. 

F 

Figura 4.2. 1 Dibujo del diente para el cual se tiene la 

carga máxima de trabajo. 
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2).Factor de concentración de esfuerzos (Kr). 

El factor de concentración de esfuerzos citado aqui se debe a 

Dolan y Broghamer y sólo incluye la concentración de esfuerzos 

efectivos y la localización de la carga. Este factor debe de 

tenerse en cuenta ya que considera las variaciones en los radios, 

de las raices de los dientes, los cuales son precisamente el 

objetivo de este estudio. El factor Kr viene dado por la siguiente 

expresión. 

(4.2.7) 

donde: h distancia fm ver la figura 4.2. 1 

rr radio de la raiz del diente. 

H,L y M son obtenidas de las siguientes expresiones: 

H 0.18 - 0.008 (,Pn - 20) 

L H - O. 03 (4.2.8) 

M 0.45 + 0.010 (,pn - 20) 

En la siguiente tabla se presentan los valores del factor 

geométrico (J). 

Factor geométrico r =3mm r=4mm 
f f 

J 0.3732 o. 4 

r = 5.9 mm 
f 

0.4567 

3).Relación de repartición de carga (mN). 
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r = 7 mm 
f 

0.441 



La relación de repartición de carga mH es Igual al ancho de 

cara dividido entre la longitud total minlma de las 1 !neas de 

contacto. Este factor depende de la relación de contacto 

transversal mp, la relación de contacto con la cara mf, los 

efectos de cualquier modificación del perfl 1, y la deflexlón del 

diente. Para el caso de engranes rectos mF = 1.0. 

Al sustituir el valor de las variables, en la ecuación de la 

A.G.M.A., se obtiene la siguiente tabla de resultados, en la cual 

se presentan los esfuerzos obtenidos para dos niveles de carga. 

Las fuerzas aplicadas, (334.80 N y 167.254 N. ), son normales a las 

superficies de los dientes. 

Esfuerzo (Mpa). rr - 3 mm r - 4 mm 
r rr- 5.9 mm r = 7 r mm 

Tensión 13.39 12. 49 10.94 11. 33 

Tensión 6.69 6.24 5.47 5.66 
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CAPITULO 5. DISCUSION DE RESULTADOS. 

En los capitulos anteriores se determinaron experimentalmente 

los esruerzos máximos, de tensión y compresión, en las ralees de 

los dientes, para porciones de engranes, y engranes completos, 

para estados estáticos y dinámicos de carga. También se 

determinaron esruerzos de tensión, mediante el empleo de los 

criterios de disefio disponibles en la literatura. 

El objetivo de este capitulo es el de hacer comparaciones 

entre resultados calculados analitlcamente y resultados obtenidos 

experimentalmente. 

38 



S. l. COMPARACION DE RESULTADOS OBTENIDOS EN PORCIONES 

DE ENGRANES. 

Este tema comprende las comparaciones hechas entre los 

resultados obtenidos experimentalmente, sobre porciones de 

engranes, y los resultados anal i ticos presentados en el capitulo 

4. Los resultados anteriores se encuentran graf"icados en la figura 

s. l. l. 
En la figura S. 1 se muestran unos dientes de engrane, en ella 

están representadas las direcciones de los esfuerzos máximos de 

compresión y de tensión. Nótense las diferencias en sus 

magnitudes. 

F 

Direcci6n de 

Esfuerzos de cornpresi6n. Esfuerzos de tensi6n. 

Figura 5.1. Diente de engrane donde se mustra, para las 

caracteristicas de éste, la posición de los escuezas 

máximos de tensión y compresión. 

La longl tud de los segmentos de rect.a punteada, 

proporcionales a los esfuerzos. 
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A partir de la grálica 5. l. 1 puede establecerse, 

inmediatamente, una correspondencia entre los resultados 

calculados a través de la ecuación de la A.G.M.A. y los obtenidos 

experimentalmente. La conconrdanc!a puede justificarse debido a 

que el factor de concentración de esfuerzos (Kr), presente en la 

ecuación de la A.G.M.A., fue Inspirado en los resultados obtenidos 

experimentalmente sobre porciones de engranes. Este factor 

modifica directamente el factor geométrico de la A. G. M. A.; dicho 

trabajo fue realizado por Dolan y Broghamer [ 1]. Las diferencias 

observadas se deben, posiblemente, a lo conservador de los 

resultados generados por la A.G.M.A. 

Como puntos de comparación se toman tres relaciones de 

esbeltez que caracterizan a los resultados presentados. 

La primera relación de esbeltez es r,/t = 0.154, la cual 

corresponde a la relación r r = O. 3/Pd; este radio es el que 

normalmente se emplea para los engranes rectos. Para esta relación 

los resultados experimentales son 6.4 Y. menores que los calculados 

a través de la A.G.M.A. 

En la gráf'ica se observa que, para los resul tactos de la 

A. G. M. A., existe una relación de esbeltez óptima, es decir, un 

radio en el cual los esfuerzos en la raices de los dientes son 

min!mos. Esta se local !za aproximadamente, para la relación de 

esbeltez r,/t = 0.22, donde los resultados experimentales son 6.48 

Y. menores que los calculados a través de la ecuación de 

A.G.M.A .. 

Un último punto de comparación se localiza, para r,lt = 0.273, 

donde, debido a la magnitud de r,. se presenta socavamiento en las 

ralees de los dientes, lo que origina que los esfuerzos se 

incrementen. Para la relación de esbeltez r,/t 0.273 los 

resultados experimentales son 26.7 Y. menores que los calculados a 

través .de la ecuación de A. G. M. A •• 

Inmediatamente se nota que la última diferencia es mayor a 

las anteriores y se debe al socavam!ento de los dientes. 

40 



~ Wt 1.814 
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1.330 
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1.088 
0.967 
0.846 
0.725 
0.604 
0.483 
0.362 
0.241 
0.120 

r-- - r-- ... i-.. 
r-- - -

In "D 

IEx >er m• nt !l. 

- - -...... - G.!d.J 
•D 

~t-..... 

r--.. 

15 Esfuerzo 
14 max (Mpa). 

13 
lension 

12 
11 
10 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 

o.u 0.13 0.15 0.17 0.19 0.21 0.23 0.25 0.27 0.29 
(rr/t) 

Gráfica 5. 1. 1 Esfuerzos de tensión en las raices de Jos 

dientes. 

5.1.1 FACTORES DE CONCENTRACION DE ESFUERZOS PARA 

PORCIONES DE ENGRANES. 

En Ja figura 5. 1. 2 se muestra la gráf'ica de factores de 

concentración de esfuerzos; donde los esfuerzos reales son los 

experimentales, y, los nominales son los resultados analiticos 

obtenidos en el capitulo 4. 

La linea quebrada representa los factores de concentración de 

esfuerzos, estos se calculan mediante la expresion siguiente. 

Kt1 

Donde: 

cr EP 

Esfuerzos en porciones de engranes. 

crt Esfuerzos proporcionados por la ecuación de 

la A.G. M.A. 
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En la gráf'ica 5.1.2 se observa, en general, que los factores 

de concentración de esfuerzos disminuyen, conforme los radios en 

las ralees de los dientes aumentan. 

Los factores de concentración de esfuerzos, representados por 

la polillnea Ktl, toman valores de 0.96 a 0.9 para las relaciones 

de esbeltez r,/t =O. 118 y r,/t = 0.22; lo anterior significa que 

los resultados experimentales y los de la A.G.M.A son muy 

parecidos; sin embargo, para las siguientes relaciones de esbeltez 

los factores disminuyen rápidamente, lo que indica que los 

esfuerzos obtenidos en las porciones de engranes disminuyen 

conforme aumenta el radio de la ralz del diente; caso contrario al 

comportamiento de la ecuación de la A.G.M.A. 

Factor de 
concentracion 
de esfuerzos 

Kt 

2 

1.5 

' 

1 
~ 

-.... 
1--. 

!--.¡... 

0.5 

0.11 0.13 0.15 0.17 0.19 0.21 0.23 0.25 0.27 0.29 

(r¡/t). 

Figura 5.1.2 Factores de concentración de esfuerzos. 
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5.2. COHPARACION DE RESULTADOS OBTENIDOS EN ENGRANES 

COMPLETOS. CONDICIONES DE CARGAS ESTATICAS. 

En la gráfica y tabla siguientes se presentan los resultados 

experimentales y analltlcos. 

~ 
Wt 

(1x105
) 

l.614 En 
l.693 
l.572 
1.451 

r-
l.330 
l.209 
l.OBB 
0.967 
0.846 
0.725 
0.604 
0.483 
0.362 
0.241 
0.120 

ro e on pi< lo 

-- ·-- v 
~--~ - A.( .M. A -e-- " - - !/ ,,¿. 

,;;::-- - .;v 
....... .,,~ ....... 

-..... 
or id' d¡e ' ng are ,::-,. 

{ x¡ erm< nt. l). 

15 Esfuerzo 
14 max (Mpa). 

13 
tension 

12 
11 
10 
9 

8 
7 
6 
5 
4 
3 

2 

0.11 0.13 0.15 0.17 0.19 0.21 0.23 0.25 0.27 0.29 

(rr / t). 

Gráfica 5.2. Esfuerzos de tensión en las ralees de los 

dientes. 

En la siguiente tabla se muestra la variación, en porclento, 

de los esfuerzos obtenidos en engranes completos uEc , cuando se 

comparan con los resultados calculados anallticamente y los 

obtenidos en porciones de engranes. 

r /t u u 
f l EP 

o. 154 + 6.61 +11. 60 

0.22 -22.31 -13.30 

0.273 + 4.89 +43.50 
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Comparando los resultados de la A.G.H.A. y los 

obtenidos experimentalmente en engranes completos se tlene que: 

los esfuerzos en las raices de los dientes para la relación de 

esbeltez r,/t = 0.154 (r ,= 0.3/Pd) son muy semejantes, observando 

una dlferencla del 6. 61 Y.. Tal vez una de las comparaciones más 

importantes sea especificamente la referente a los resultados 

obtenidos para la relacion de esbeltez de r ,1t O. 22, donde los 

esfuerzos experimentales son 22.31 Y. menores a Jos calculados por 

la ecuación de la A.G.H.A .. 

Y para la última relación de esbeltez considerada r,/t = 0.273 

se tiene que los esfuerzos en engranes completos son 4.89 Y. mayores 

a Jos calculados a través de la ecuación de la A.G.H.A. 

5.2.1 COHPARACION DE ESFUERZOS DE COHPRESION EN LAS 

RAICES DE LOS DIENTES DE ENGRANES. 

Ya que no existe un método analitico para la evaluación de 

los esfuerzos de compresión, en la gráfica 5.2.1 se presentan, 

unicamente, los es:fuerzos de compresión obtenidos, 

experimentalmente, para las ralees de porciones de engranes y 

engranes completos. 

Los esfuerzos de compresión varian en forma constante; donde, 

en promedio los esfuerzos en porciones de engranes son 22. 3 Y. 

mayores a los obtenidos en engranes completos. En ambos modelos se 

presenta la tendencia, de los esfuerzos, a disminuir conforme se 

incrementa el radlo en la raiz del diente, hasta el llamado radio 

óptlmo, donde los esfuerzos vuelven a incrementarse debido a que 

para radios mayores se presenta socavamlento; cabe sefialar que los 

esfuerzos de tensión en las porciones de engranes tienden a 

disminuir, mientras que los de compresión tienden a aumentarse y, 

para los engranes completos, ambos esfuerzos tienden a 

incrementarse conjuntamente con el incremento de r,. 
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Esfuerzo 
max (Mpa). 
compresion 

Figura 5.2.1 Esfuerzos de compresión en las ralees de los 

dientes. 

5.2.2 FACTORES DE CONCENTRACION DE ESFUERZOS PARA 

ENGRANES COMPLETOS. CARGA ESTATICA. 

En este subtema se discuten los factores de concentración de 

esfuerzos, donde los esfuerzos reales son los obtenidos en 

engranes completos y, los nominales, los anal i tlcos y los 

obtenid9s en porciones de engranes. 
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Las lineas quebradas representan los factores de 

concentración de esfuerzos, los cuales se calcularon mediante las 

expresiones siguientes. 

Ktt 

Donde O" 
EC 

O" 
EP 

O" 
l 

O"EC 

Esfuerzos en 

Esfuerzos en 

Kt2 
O" 

EP 

engranes completos. 

porciones de engranes. 

Esfuerzos proporcionados por la ecuación 

la A. G. H. A. 

de 

En la gráfica 5.2.2 los factores de concentración de 

esfuerzos representados por las lineas quebradas Ktt y Kt2 

presentan un comportamiento muy parecido; sin embar20, los 

:factores correspondientes a Ktt toman valores muy próximos a la 

unidad, hasta cerca de la relación rr/t = 0.16; a partir de esta, 

los factores tienden a disminuir hasta la relación rr/t = 0.218, 

donde toman el valor de 0.78; esta última relación corresponde al 

llamado radio óptimo y la magnitud de este valor se debe a que los 

resultados experimentales disminuyen para esta relación, no asi 

los anali ticos. 

Los factores para las porciones de engranes presentan la 

misma tendencia que Ktt; sin embargo, para los radios donde se 

presenta socavamiento los factores tienen la tendencia a 

incrementarse, esto se debe a que los esfuerzos en los engranes 

completos tienden a aumentar para estos radios, todo lo contrario 

a lo qu~ sucede en las porciones de engranes. 
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Factor de 
concen trac!on 
de esfuerzos 

Kt 

2 

1.5 

/ 
/ 

/ 
1 

"l '-1-\ / 
/.....,. ,., 

"'" t::_ • .._ / "~ ....... 
;...._ ..; ,._, ¡_,.... 

0.5 

0.11 0.13 0.15 0.17 0.19 0.21 0.23 0.25 0.27 0.29 

(rr /t). 

Figura 5.2.2 Factores de concentración de esfuerzos. 

5.3. COMPARACION DE RESULTADOS OBTENIDOS EN ENGRANES 

COMPLETOS. CONDICION DE CARGA DINAMICA. 

En la gráfica 5.3 se prentan los resultados experimentales y 

analiticos para la condicion de carga dinámica. 

Tomando como puntos de comparación las relaciones de esbeltez 

usadas en el tema 5. 1 se tiene que para r,/t = 0.154 los esfuerzos 

obtenidos experimentalmente son 20.01 X menores a los calculados a 

través de la ecuación de la A. G. M. A., sin embargo, para las 

relaciones de esbeltez r,/t = 0.22 y r,/t = 0.273 los resultados 

obtenidos a través de la A.G.M.A son 106.3 y 170.02 X mayores que 
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los obtenidos experimentalmente. 

A partir de la gráfica 5.3 se puede concluir que para 

pequefios radios en las ralees de los dientes, alrrededor r, =3 mm 

( r {t = 0.118), los esfuerzos son aproximadamente 8.84 Y. mayores 

que los calculados a través de la ecuación de la A. G. H. A., sin 

embargo, para radios mayores, alrrededor de 7 mm ( r,/t = 0.27), 

los esfuerzos experimentales son 64.0 Y. menores que los calculados 

a través de la A.G.M.A .. 
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Figura 5.3 Esfuerzos de tensión en las ralees de los 

dientes. 
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Si se comparan los esfuerzos experimentales para rr/t = 0.118 

con los obtenidos para rr/t =0.273 se observa que los esfuerzos se 

reducen en un 70.49 X para esta última relación de esbeltez. 

También se presentan los resultados obtenidos 

experimentalmente para engranes completos bajo un estado estático 

de carga, lo anterior con el objeto de contrastar el 

comportamiento de los engranes bajo distintas condiciones de 

carga. 

5.3.1 COMPARACION DE LOS ESFUERZOS DE COMPRESION EN LAS 

RAICES DE LOS DIENTES DE ENGRANES. 

En la gráfica 5.3.1 se presentan los esfuerzos de compresión, 

obtenidos experimentalmente en engranes completos, para un estado 

dinámico, y, para un estado estático, de carga. Las comparaciones 

se hacen con resultados experimentales, debido a que, para este 

caso, no ex! sten métodos anal !t. lcos para la obtención de los 

esfuerzos de compresión. 

Tomando como puntos de comparación las relaciones de esbeltez 

usadas anteriormente se tiene que: Para rr/t O. 154, los 

esfuerzos obtenidos experimentalmente para un estado dinámico de 

carga son 43. 15 X mayores que los obtenidos experimentalmente para 

la condición de carga estática; sin embargo, para las relaciones 

de esbeltez rr/t = 0.22 y rr/t 0.273 los resultados dinámicos 

son 7. 22 y 14. 28 X mayores que los obtenidos para una carga 

estática. 

En ambos modelos se presenta la tendencia de disminuir los 

esfuerzos conforme se incrementa el radio de las ralees de los 

dientes; sin embargo, a partir del llamado radio óptimo las 

variaci.ones de los esfuerzos son pequef\as y con una ligera 

tendencia a incrementarse, tal vez debido a que para estos radios 

se presénta socavamiento. 
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dientes para un estado de carga estático y diné.Jnlco. 
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CONCLUSIONES. 

1.- Los esfuerzos obtenidos experimentalmente en porciones de 

engranes y engranes completos, para la relación r, 0.3/Pd, son 

respectivamente 6.4 X menores y 5.64 X mayores que los obtenidos a 

través de la acuación de la A. G. M. A., para condiciones de carga 

estática. 

2.- Según los resultados experimentales, obtenidos en 

engranes completos, bajo condiciones de carga estática existe un 

radio óptimo para la raiz del diente; para su determinación se 

propone la relación r r o. 45/Pd (la cual debe ser verificada 

mediante un análisis más extenso), para el cual los esfuerzos de 

tensión se reducen en un 32.30 X con respecto a los calculados con 

la relación r = 0.3/P. 
f 

3.- Utilizando la ecuación de la A.G.M.A. con la relación r,= 

O. 45/Pd se encuentra que los esfuerzos se reducen en 14 X con 

respecto a r f = O. 3/Pd. 

4.- En el experimento dinámico se observa que los esfuerzos 

determinados experimentalmente se reducen conforme se incrementa 

el radio de la raiz del diente. Para un intervalo de variación 

de r, = 3 a r, = 7 mm los esfuerzos se reducen aproximadamente en 

un 68.85 X: sin embargo debido a lo limitado de éste experimento 

no pued~ asegurarse esta tendencia. 
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5.- Para los esfuerzos de tensión determinados 

experimentalmente para un estado dinámico de carga se observa que 

para rr = 3 mm (r/t = 0.154) los esfuerzos son aproximadamente 

8. 92 X mayores a los calculados por la ecuación de la A. G. M. A., 

sin embargo para rf = 7 mm (r/t = 0.273) son 62.0 X menores. 

6.- Los esfuerzos de compresión en las ralees de los dientes 

de porciones de engranes y engranes completos, para condiciones 

estáticas de carga var!an en forma muy parecida, observándose que 

los resultados de porciones de engranes son en promedio 22. 3 X 

mayores a los obtenidos a través de engranes completos. 

7.- Para los estados estáticos y dinámicos de carga se tiene 

que los esfuerzos, de compresión determinados experimentalmente en 

engranes completos, varian dentro de un intervalo donde la máxima 

diferencia es de 53.68 (r/t = 0.118) y la mlnlma es de 12.8 X (r/t 

0.273); donde los esfuerzos determinados dinámicamente son 

mayores. 

8.- Las variaciones de los factores de concentración de 

esfuerzos con respecto al incremento en la ra!z del diente no son 

tan grandes; sin embargo éstos presentan un punto en particular 

donde tienen variaciones bruscas, dicho punto corresponde a el 

radio óptimo. 

9.- En la slgulente gráfica (9) se presentan los esfuerzos de 

tensión obtenidos, para la condición de carga dinámica, en los 

modelos de engranes completos y los calculados a través de la 

ecuación de la A.G.M.A .. En ésta se puede apreciar la disminución 

de esfuerzos como consecuencia del incremeto de los radios de las 

ralees de los dientes. 
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Gráfica 9. Esfuerzos de tensión en las raices de los dientes 

para un estado de carga dinámico. 
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RECOMENDACIONES. 

l. - Se requiere de una investigación más profunda y extensa 

en cuanto a la concentración de esfuerzos, para el estado de carga 

dinámico, de tal manera que pueda establecerse un método para la 

determinación de Kr y Kv. 

2. - El experimento dinámico pone de manifiesto la necesidad 

de estudiar el esfuerzo de contacto que se presenta entre los 

dientes de los engranes; este fenómeno deteriora rapidamente las 

superficies y se le conoce comúnmente como picadura. En la 

pellcula obtenida del experimento, se tiene una cantidad 

considerable de información de éste fenómeno. 

3. - También se hace necesario real izar un estudio acerca de 

la unfluencla del cuerpo de los engranes sobre los esfuerzos en la 

ralz del diente y en el cufiero, asl como la relación que existe 

entre estos parámetros. 

4.- En la zona del cufiero se presenta una grán concentración 

de esfuerzos, por lo que, se sugiere se realice una investigación 

para determinar la forma y tamafio que deben tener estos elementos. 

5.- En la fabicaclón de engranes debe procurarse que el radio 

en la ralz del diente sea lo suficientemente grande (sin provocar 

socavamiento en la ralz) de tal manera que los esfuerzos se 

distribuyan mejor sobre los bordes de las ralees; éste radio es 

aproximadamente r, 0.45/Pd. 
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6. - Debido a las variaciones tan bruscas de los resultados 

obtenidos experimentalmente para condiciones de carga d!~!ca, se 

hace necesario realizar una serle de experimentos para diferentes 

tipos de engranes (paso diametral, número de dientes, 

modificaciones en el adendo y dedendo, etc. ) con el objeto de 

verificar estas variaciones. 
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APENDICE A. 

A.1 EL PROBLEMA BIDIMENSIONAL. 

En el problema bidimensional (plano), se considera un cuerpo, 

elástico, isotropico y continuo, rodeado por dos planos paralelos 

y una o más superricles cilindricas perpendiculares a las 

rronteras planas. El caso donde la región (D) ocupada por el 

cuerpo es inrinita y simplemente conectada, es mostrada en la 

rigura A. 1. Donde SL denota la rrontera lateral, cuya trayectoria 

en el plano medio (z = O) es la curva plana C; donde R denota la 

región rodeada por C. 

Se tiene que el cuerpo es cargado unlcamente por ruerzas 

superriciales sobre SL y por ruerzas de cuerpo. Todas las ruerzas 

externas son paralelas a las rronteras planas y constantes en la 

dirección z. Las componentes de las ruerzas de superricie se 

expresan por Kn(x,y) y Yn(x,y). La notacion Kn(x,y) y Yn(x,y) es 

usada para expresar que Xn y Yn son runclón unlcamente de x y y. 

Las componentes de las ruerzas de cuerpo son: 

X 

y 

z o 

donde a(x,yJ. 
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l-as condiciones de frontera son: 

Tzx Tzy ::a: 0 sobre z 

~ cos(n,x) + Txy cos (n,x) X 

Txy cos(n,x) + ay cos (n,x) = y 

Txz cos(n,x) + 't'zy cos (n,x) =O 

z 

X 

:!: t 
2 

] sobre SL. 

Figura A. 1 Cuerpo cilindrico rodeado por los planos :!: t/2 

y las superficies laterales SL. 

Este tipo de problema, con valores en la frontera, es llamado 

el problema plano 6 el problema bidimensional. Dentro de éste, 

caen una gran variedad de problemas pré.cticos. Para resolver el 

problema plano existen tres diferentes aproximaciones 6 métodos 

los cuales se describen en la referencia [12]. 
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A.2 ESCALAMIENTO DE ESFUERZOS (MODELO-PROTOTIPO). 

Los modelos fotoelásticos tienen constantes elásticas muy 

diferentes con respecto a los prototipos, usualmente materiales 

metálicos. Sin embargo las constantes elásticas de los modelos no 

influyen sobre la distribución de esfuerzos obtenida. Lo anterior 

puede comprenderse mejor, a través de las ecuaciones de 

compatibilidad para el caso de esfuerzos planos. 

_ (u + l) [aFx + 8Fy] 
ax 8y 

Esta ecuación es independiente del módulo de elasticidad (E) 

y demuestra que este no influye sobre la distribución de esfuerzos 

[5] pp.59,60,61. La influencia de la constante u (módulo de 

Poisson) depende de la distribución de las fuerzas de cuerpo. Si 

la distribución de esfuerzos es independiente de las fuerzas de 

cuerpo (8Fx/8x + 8Fy/8y = O), es también independiente del módulo 

de Poisson, lo anterior implica que: 

Fx Fy =O (ausencia de :fuerzas de cuerpo). 

Fx Ct, Fy = C2 (El campo, de fuerzas de cuerpo, es uniforme). 

Fx C1x, Fy =- C2y (Un campo, de fuerzas de cuerpo, lineal en x 

y y). 

Si_n embargo existen dos excepciones para las consideraciones 

anteriores: 
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- Si el módelo esta multiplemente conectado. 

- Si el módelo fotoelástico esta expuesto a deformaciones 

considerables, bajo la acción de las cargas aplicadas. 

El prototipo puede diferir del módelo con respecto a: escala, 

espesor, carga aplicada y constantes elásticas. Sin embargo, en la 

mayor1a de las aplicaciones fotoelást1cas, el escalamiento de los 

esfuerzos del módelo a el prototipo es relativamente sencillo. 

Para el caso bidimensional los esfuerzos para el prototipo pueden 

ser calculados a través de: 

Pp hm lm 

Pm hp lp 

y los desplazamientos como: 

Donde: 

Pp Em hm 
Pm Ep hm 

~ = Esfuerzo para un punto dado. 

5 Desplazamiento para un punto dado. 

P Carga apl !cada. 

Espesor. 

Donde los subindices p y m se refieren a el prototipo y 

módelo respectivamente. 

61 



APENDICE B. 

Fotoelástlcldad es una técnica experimental para análisis de 

esfuerzos y deformaciones que es particularmente usada para 

miembros que tienen geometria irregular, condiciones de carga 

irregulares ó ambos [6]. El nombre de fotoelastlcidad refleja la 

naturaleza de este método experimental; foto impl lea el uso de 

rayos luminosos y técnicas ópticas; y elásticidad implica el 

estudio de deformaciones y esfuerzos en cuerpos elásticos. 

Esta técnica experimental se basa en la propiedad de 

birrefringencia que tienen algunos cuerpos transparentes. Suponga 

que se tiene un modelo fotoelástlco de cualquier elemento 

estructural bidimensional; cuando el cuerpo es sometido a un 

estado de solicitaciones y un rayo de luz polarizada plana normal 

a la superficie lo penetra, el rayo de luz incidente es 

descompuesto en dos componentes que tienen planos de vibración 

paralelos a las direcciones de los esfuerzos principales ~1 Y ~2 • 

Estas ondas viajan a diferentes velocidades dentro del cuerpo y 

como resultado emergen de él con diferente fase o retardo relativo 

(Especiflcamente el retardo relativo es la dllerencla entre el 

número de ciclos de onda experimentado por los dos rayos que 

viajan dentro del cuerpo). Este desfazamlento es el responsable de 

que para algunos casos (donde la magnitud de los esfuerzos 

principales ~ 1 y ~2 son iguales) se presente el fenómeno de 

interfenecla destructiva, que se manifiesta mediante los patrones 

de franj_a. 
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Este patrón de franjas se incrementa o decrementa en 

proporción directa a las fuerzas externas y es el que determina el 

valor de N y apropiadamente debe ser llamado patrón de 

isocromáticas. Los patrones de isocromáticas estan relacionados 

con el campo de esfuerzos mediante la ley de esfuerzo óptico 

er - er 
1 2 

Donde fer 

N 

fer N 
ht 

Factor de franja. 

Orden de franja. 

ht Espesor del material. 

De las variables definidas fer es la que puede obtenerse como 

una constante para cada tipo de material; lo anterior se logra 

mediante la calibración de éste, N se obtiene de la contabilidad 

de las franjas en el modelo y t es el espesor. 

B 1. CALIBRACION DEL MATERIAL. 

Los valores de fer vienen en la literatura y como información 

adicional en la compra de material fotoelástico; sin embargo 

siempre es conveniente calibrar el material antes de cada 

análisis debido a que sufre alteraciones en sus propiedades como 

consecuencia de la humedad del ambiente, temperatura, variaciones 

con respecto al tiempo, etc. Para calibrarlo puede utilizarse 

cualquier cuerpo para el cual la distribución de esfuerzos 

sea aprqximadamente conocida. Preferiblemente el cuerpo debe de 

ser fácil de maquinar y simple de cargar. 
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El modelo de calibración es cargado en incrementos, donde el 

orden de franja y la carga son registrados, a partir de estos 

datos el valor de franja puede ser determinado. El modelo más fácil 

de ensallar y fabricar es un disco de calibración, el cual es 

sometido a compresión diametral. Este modelo presenta diferentes 

puntos que pueden ser tomados como refencia. 

la distribución de esfuerzos a lo largo del diámetro 

horizontal (donde y=O) es dado por 

O"xx ,,. 
1 

<Tyy ,,. 
z 

Donde 

[ Dz - 4xz )z 
2P J 1 1thtD Dz + 4xz 

2Pc [ 404 

1 ) 
1thtD (Dz + 4xzlz 

D = Diámetro del disco. 

X = Distancia a lo largo del diámetro 

horizontal medido a partir del centro del 

disco. 

ht Espesor del disco. 

Pe = Carga de compresión diametral para el 

disco de calibración. 

La diferencia en los esfuerzos principales <T
1 

- ,,.z es 

8Pc 
1thtD 

64 

Nf 1T 

ht 



fer 
BPc 

ñiSÑ"" 
o' - 4rTx

2 

( 02 + 4x2 )2 

Esta expresión puede ser utilizada siempre y cuando una sola 

carga esté aplicada al disco, en este el orden de franja N es 

determinado como una función de x a lo largo del diámetro 

horizontal. 

SI se utiliza el centro del disco x 

calibración. 

fer 
8 Pe 

lillN 

o y y O como punto de 

Debe notarse que el valor de fer es independiente de el 

espesor del modelo. El valor de Pc/N es determinado por la 

graficación de los carga Pe contra el orden de franja N, para la 

cual se determina su pendiente. 

B 2. ISOCLINAS. 

En general, la dirección de los esfuerzos principales varia 

continuamente de punto a punto en un modelo fotoelástlco; sin 

embargo existen lugares de puntos para los cuales los esfuerzos 

principales tienen una dirección común, a lo largo de una curva 

continua formada por puntos. Estas l lneas de puntos se pueden 

observar a través de un polariscopio como franjas de color oscuro; 

a las cuales se les llama franjas de lsoclinas. 
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Las lsocllnas se pueden determinar para puntos Individuales 6 

para todo el modelo. Lo anterior se logra colocando el modelo 

cargado en el campo de un polariscopio plano. Por ejemplo para un 

modelo de esfuerzos planos donde los ejes del polarizador y 

analizador están cruzados se observarán las lsoclinas de 0° (el 

eje del analizador esta sobre el eje horizontal x), lo que quiere 

decir que la dirección de uno de los esfuerzos principales de los 

puntos localizados dentro de esta (s) banda oscura esta orientado 

a cero grados. 

Si se desea conocer la isoclina de 20° solo basta rotar el 

analizador y el polariscopio 20°, ambos en la misma dirección. 

Para determinar la dirección de los esfuerzos principales en todo 

el modelo, las franjas de isoclinas son dibujadas 6 fotografiadas 

para posiciones angulares susceslvas del polarlzador y analizador. 

En el polariscopio plano se presentan tanto las franjas de 

isocllnas como las de isocromátlcas, la forma de distinguir unas 

de otras es en cuanto a su color, mediante el empleo de luz blanca. 

Si se utilizara luz monocromática se observarán los patrones de 

isocllnas e isocromáticas simplemente como un patrón de franjas 

oscuras lo cual imposibilita la identificación de las franjas 

isoclinas. Con el empleo de luz blanca las lsoclinas son franjas 

oscuras mientras que las isocromáticas son franjas que contienen 

todo el espectro de luz. 
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B 3. COHPENSACION POR EL METOOO DE TARDY. 

Cuando valores fraccionarlos de franja CNl 

pueden determinarse valores de hasta 1/2 de N 

son requeridos, 

(media franja) 

empleando patrones de campo de claro y campo oscuro. Sin embargo, 

en ciertos casos donde grandes aproximaciones son requeridas, y 

compensaciones de punto por punto son requeridas para establecer 

el valor fraccional de N, es recomendado el método de compensación 

de Tardy, ya que no se requiere equipo auxiliar; y dónde, el 

analizador del polariscopio es utilizado como compensador. 

Para utilizar el método de compensación de Tardy es necesario 

que se tengan identificados los ordenes de franja (N) y la 

dirección de los esfuerzos principales para todo el modelo. 

Para compensar en un 

polarlzador y analizador 

punto 

deben 

x cualquiera, los ejes 

estar al lneados según 

del 

las 

direcciones de los esfuerzos principales ~ 1 o ~2 de tal forma que 

se tenga un campo oscuro como los demas elementos del polariscopio 

circular. El analizador entonces es rotado hasta que la extinción 

de luz ocurra para el punto de lnteres. 

El orden de franja correspondiente se obtiene a partir de la 

siguiente relación. 

N n + .L 
" 

Donde: n Orden de franja más cercana al punto. 

7 Angulo que se rotá el analizador. 

(Debe rotarse en sentido contrario a la 

franja n). 

67 



La expresión anterior puede combinarse de tal forma de que, 

por ejemplo: si para un punto del cual queremos conocer su orden 

de franja, el cual se encuentra entre la franja 2 y 3; en la 

expresión anterior el signo (+) puede cambiar a (-) si se toma 

como refencia la franja n=3 y el analizador se gira en sentido 

contrario a esta (hacia n=2); se tendra la sieguiente expresión. 

N n - ..L_ 
lt 

B 4. FOTOELASTICIDAD DINAHICA. 

La f"otoelastlcidad es un método experimental que se apl lea 

con muy buenos resul tactos para casos estáticos como para 

dinámicos. Este último se basa en el registro de imagenes, 

especificamente del desarrollo de los patrones de franja conforme 

las condiciones de carga están variando. La grabación de los 

patrones de franja viene limitada por el tiempo máximo permisible 

de exposición, la cual a su vez depende del indice de cambio del 

orden de franja y lo borroso de las f"ranjas que puedan ser 

tolerados. La primera de las dos ultimas observaciones depende de 

la geometria del modelo, espesor y sensibilidad; la segunda 

depende de la velocidad de propagación de las ondas elastlcas, 

sobre la magnitud y variación de las cargas. 

Para éste tipo de estudio se utiliza por lo general 

materiales fotoelástlcos duros, dode la velocidad de propagación 

de ondas elasticas es alrededor de 1524 m/s y donde exposiciones 

de 10-8 .seg. son usualmente aceptadas. 
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ESTA 
SALIR 

TESIS NO OEB! 
DE LA 

Dentro de los sistemas de grabación se tienen : técnicas de 

videocamaras-destellos de luz, fotograf'ia de alta velocidad, 

camaras ópto-mecánicas de diferentes capacidades y disef\os. Una 

vez grabados los patrones de franja dinámicos, se tiene la ventaja 

que puede disponerse de las lmagenes que se deseen y se trabajan 

tal como si fuesen estáticas. 
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