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INTRODUCCION 

El obJ et~ i '/O pr l ~c1 ;::_:tl .:ie es t .... :t Te~í s h2. .si do :les,:.:.r::: ::· !. : • • :.·.1· ;..i. .. ·;. 

P:'o.:sr-c.rr~a -:le 1.::zplt::-.-::_-;;•.ór:. ,cs:.r--:.r esluc!t"l:,t.::::; "i~ la c~rr-;-:..·-:::. de 

J1at.e.·r:..2ltC,:'.'!S en La Fo.c·1~ t2::1 de· f:l-s>'"lcta.s :J.~;.· ~-:; f.../NAN. En p.:trll.::1.(!.,~r. 

apcc+~!.Jn1cL1,:l de ¡_...,o·.--iet- t.Il1l.:.::-::ir .;_.l pr·0-.:::'2n'~e t.-:-::+_·:· cc.:·r:··::.· l1tr·::: cL .. ~ 

consulta pa1·a dicho curs~. 

función 

alfabe'-º A den elo.?m:?n'.·..Js. llam:id3.. 

sistabls-==:::in. l·=-~ ~rg'-.:m-2r.'l'.SS r:e..:7..-:.sa:-1c."s 

con el us1 ón: 

En el cap!t~lo Il se define~ los ~~~'=ep~~s f tJr1d~rr:0n~~l~s ~~ ~~ 

Te,__..,r(.:::i. Cans~ru-:::.tva. Es+.os ccnceptcs son el d,:· Funci.·:Sn Cal_,~·-!L2--.l:";!._ .. _:. 

".ii;:;> Relaciór. ~c1dible. 

er. +_ r9 dichos c:cncept .. os. El 

i nvar i a.r.-::-1.~ deL 

numer ac 1 ón d0 G.::J :!01. 

En el C3..pf+ .. u.~:::.· III 

di? Háq.utno: de T~.lrtn.3 c·:m1c r.¿.~-:·:-;.pl.:_<..:-·-_i d-.--: •...:•._1•··-=·~;::·.·::-' 1-r.t tr1 t_i 'l<..l '-~-=-~ 

Ate.cr!.tmo. P.:tra -s:::~_0 se rn::,nc1cn.). 13. ll;._1;1
•• •• ·:'.· Tn::::.·::; d-:::., Ch~.:r·=h: T.;;·.J:i 

Furv:tón. ln.t·utti,::~····· l.e C.2lcltt'...:t'·~·? .:;...: ~ '1t ·.r·: .. 1>•.l·:i.'.l:=::.L-:-., Ad<-é:>má.s s~· 

t ... 



En el sapítula IV se define el cancep~c de 

y se .;::.st abl ecen 

conceptos de 

Equt.,.,ial.encta de Náq1_!tnas d;:: Tur~.ne, es:e t..llt_irno d~ gr~n ut_il1d:-1.·j 

en la elaboraciór1 del Prcgram.::... :; er. ia sec.:::1ón IV. 5 . Tambl!L·n 

se definen los conceptos de y de 

IV. 5 

de M.3.q 1J1 nas Tur1ng. mu~s~-r a ·=6mc constru.!.r má·.~ui n:-t.s 

compl i cad3z; cornb~ :iand~.::i mitqu.1 n3.s s1 mpl ·?S; e.!.. medo q~-...!~ se err:pl e.a 

p_-::i.ra ccmbinarl3.s. :in.~l'::!ga al que s.:::- U'-1Li:::a p.::i.ra const:-ui.r les 

en la Ce 

gr·;"j:1 •.Jt_1l1·:::!z1·::l e,..-, l.::.~ s~--==~·::r-.~-:.:. 1/T.-~ 1.'I .. 1 

.,._, -



·- :..·:: ~-. ::: :._ ::-: :-: .:_ -~ .1. 

pr i ne.!. p1 1.J_ .. 

-~ ¡:·s': •'.:.!_:_ .-~.,. .. 

Ci'-l··' 

e1 



repres ... .:nta a la Má.qu1n.:.. ch? Turi.n.g qu-? c;;icul .. -;. a l.a función en 

far ma es•. and.:?tr; y un.a cpc.: ':Sn C del P:-·::J·;w ~r:12) 11.::1.m.Zt.da 

que se m0:1c1ona e~ la s~c~ion IV.5. 

t ... (el C'-L.3.l es ur: m.;.n.:..z2l p.:i.ra pc·d·:::-
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C.A P_· I 1 U L ~º 

NOTAS INTRODUCTORIAS SOBf~E LOS ALGORITMO!;; 

I. l Los Algol-ilmos vistos como Procedimientos Gen~.:~r.:iles. 

Prelendemos S'..JCs ti t_ 1...11 r el. ·::oncept.o l nt L!l +-• .l.·..--=: de AL(J(Y.C.! T tlO son 

un género. 

in•,restig?..·:.·:.ón para alc2r.::3.r- r:cr S?S3 '/Í.3. U!'1 ::.i·.:·r:.:...r:!.'='• q•..J..:::- 1_1e:;,d!°E::' a 

acsol '.J!_O, del 

modc qu0 cad~ una d~ ~11~~ S8? 

ALGOF.!T.¡..!O ::om:i 1Jr1 proc:-:..·::lir.'ii-::·r.'~·::· gt=--r:~~: 31 q 1.1.::: p:·:-.:-i. c.?:t-·::i::-. pr·-::-:gur~·.:-1. 

1 



Ejempl::;s de pror::edimi'2nlcs generctl(~S se pued~;,-n ~?>-:hibir 0.n 

cualquier disciplina de l.::ts M21.ternf!.tic3.s. BD.stc. p~_:.nsar en el 

nalural ~r1 factcr0s p~1mo~. 

un 

signifi-:::.:·. q'J>? r..-:~ h?</ lug'7!: .3 j•~1das c<:~r. re~.¡::c->·.:. 1.::~ qt..:·S.' r·?'.-11.::t.s :;en 

aplic~bles er: cad3 p.:--:.S·=' pc,s.:b!.e ~· q•_:e no r.~.:/ lug.~r· p3.r-a la 

creat...ividad de qu.:.en le eje·=•J+_.~t, d·:::'bl&nck.:s·: +_r :-i.t·.?..J.:i.r <::'S:-:13.".'=.:::ido 

el óliimo detalle. 

Los r ~quer l m1 "-?n tes par a :¡ue 1-1n pr· oce,_ii rn1 '?'il t_ ·-:;'! ;_¡"?n-?r :11 ss•a un 

A Leor-t trr:.e s·:>n muy es•- r l et.os. ?ar· a 

cr1t.er1c de qu1<?r. le 01ei:: 1.1·_~2. 

mul~iplicaciones 

posibilid~d de pros~gu)r o no l.:l 2pl .i. e.o..·..:: J. ·:·n rj, 



CLASIFICACIOM 0[ LOS F'ROCCDIMICNTOS GENERALES. 

Procodimi~nt_os 

C-ener.3.l es 

Doscripción. 

{ 

Mul~1cp=1onales o Cil=ulos 

Coer=1 t_1 ·,1os o Algor-1 r_r.1cis 

r~.;>gl.3.S. 

{ 
c~on·=l •.1:.·ent.es 

I t. • . .::_,r· ~ '.1 ·1~)~ t 

{ 

Pr-ocedir:11~·r;•_c:i ·'?s•:-:er:al -sJn '2"1 ::uál ~~·n c:.::i.da p.;..sr:· ~::::..· 

t..S•rrr.ino. 

Ejemplos 

::-.. , 



un núme¡o natural. 

lo irem•.:.'s .. 1.plicar.~jo a un núm~ro part~1cu!ar 

Es decir~ nuestra l~re~ es hallar 

286225 

v-;8. é'2 • "'"'. 

periodo de la i~quierda C 29 ) y d~ és~e ~~ resla el 

cuadrado de la ~ifra hall~ct~ ( S!Ir3 que 31 CU~dr~d= 

es menor o ig•J::.l .a dic.ho p.::.,r·ícdc.i 

~'"'e"""'"'~'" "' .... _. t ..... _ _, ·~ 

-25 

3 

...; .::·". -:·"·,. ;~·::· 
-25 

._¡.::;_.. 

,.....; -··· .---· .... 
_ ... :=' -·- -·· - ·-



Cuarto Paso. Para. en~onlra; l.'3. siguiente ~1frct di::.• l.'1 raí= 1 

Quinto 

debemos hallar un dig1to 6 lal 

e o 6 ) ( 6 ) 

y restd.ndo { ( 1()3 ) :-: •: 3 ) } -:i. 

Pa~o. 

28.62.25 5 3 
-25 

3 e2 
-3 09 

'33 

F:epel i mas i;:~i pa~.o 

que el númr:z..ro 

En 

la 

derecha del r~slo e 5~ ~ se baJ~ ~! s1g•J1en~e p~r!s~c 

( 25 ~· J • 

V 2:3.0::2.25 
-25 

00 



Se:do Paso. Para encon+-i-ar l.::i. si,;:uient .. ? c1fr-.a -::k-;1 l=i raí=~ 

deb-emos hall ar un díg1 •.o ~al que. el nórnero 

C106·(i) '? ( (l ) 

'3225. Er: 

puesto q 1Je ( 1 'J Ll ~ ) 

¡J = 5, 

y re:-.•- 3.r.do 

2:9 .52 ~5 5 3 5 
-25 

3 62 1 1) 

-? Ü'J 

5.? 2':J f) t3 
-53 25 

(' 

,: i ' -1 ' ,.... 

ur. • _-·rl• ·-

.. -· .:-·:r ··~ .. 
·: :. ! ' . '.," ,- .,,.. .. ~- ~, l. '}'-' 



I.2 Car·acter·jz;1ciór1 d<, LCJS /\lgcwil.mos. 

Sin entrar en d0lalle~ diremos que todo r)r·.:icechm1'":intc g-s>neral 

o¡:.era con cbje+_os -:cr.cretos. La sep.:.i.r.:i...::!Cr, di:• \~:;•~o:; ..:J!:::Jl?t_os. c!s· 

cualesqu1er·:i. "'.:>(re:~.:; ~s b,::i,st.ar1t0 cl..::,.rct. E>:.t·~··-. ,:-,r_,.~., ':.1.-:· r•'1·?·-J.,...,..n so:?r. 

por ejemple, p1edr·~~:ll~z cama las usadas ~n l·~s ~Lac~s. símbolos 

~e aplica un prc::·:~d.:r:n·?r::•.~-

tralar-

con 

Veamos los s1gu1ent~s 8J~r11¡Jl0s: 

- :.:,,; l ·-
l ..¡ "· ::-



2. - TI'-a.n.:;ferE:á-:.ta. d 1_:..! P:-'0::e::!?~'T'..t.e··:!,::.· c. c·lr·-:~ :"kLt":..~r~.,-:!l. C;.d.a rn.:'.!m·.z.r -=.: 

nalural r or1g1nalm·~:!nte es-::;·!. ... _CJ ~r: llc•t.:1sian ·:!¿.cim:·d. ) ser 

puede traducir er1 una Sl1ce~!Ó~ de Lrazcs: 

2 3 

:(t 

/ // /// 

Así. el r.rccedir.~1sint__o d;;; se 

+ 
( 2 3 ) . r: 5 "' 

Subst.1 l u·::i cn~s__, j j j 
+' 

e // /// ) ( ,.-,,,,_/,// ) 



del al CU,3.l se 

considerar, eri t~l caso. que ei Proc~dim~e~to E~ ha Trcr1sfe~t~o 

a Ohj@tos 5lrr.i:.·ól i.cos 1
. 

Algor1tm·::-s qu'? ~e lle~.ran a cabo por 

de líne.d.s de si~1ncs. Di:? est.a forma. !..Ir:.. Al.5:::.:- !. !:r·.o 

expr-?stones ( Pa.'labras) de un. AL/abeto e5pe·-::~/tc .. :•. 

Def i ni ci on1~·s. 

AL/a~eto . - ~cnj~n~o no V3c!o y fini~o d~ signos _ o letras ). 

Pal.abra. - Lír.e?.. fini+_..1 de signos del AJ.f:.ibet.~ . 

letr.as. s~ le dc~not.3. as! 

. - P;L'.'<t·r:". 

DA. 

Pal.abra. sobre un. AL/abeto A - P.::.l ?.br :-i. 

con letras -:ie A 

alfabeto A se le denc~a 

Pr ·:·: · :.\ir:'.:. · ~' •. 

qu9 



Las lelras de-" un alfabe•.o A 

de:s::t.rrol lar un Algcr 1 tmo sen 

reernplazad.3.s por otras de 

alfctb~lo B. 1.'eamo~ la s1g•J1ente preposición. 

Proposic:i6n 

Si í: R -- S 

biyeci:::ión. +.al q'-l~-' 

(' 
A 

y 

pud1end·::i ser 

otro 

s - PB ) C~>S ur~:1-

un .l\l g'.::r l l rn·::i X 

se tr-3.nsfi·z·r·~~ r~n un .::..lr;;·:.'rl.t.m::1 y 

XCü) 
YUr) = r CXCn)). 

Veamos el si •:J'-ller:!_~-· Di agr.::i.~:~.:.::: 

ü 
f v -· 

j 
f - t 

j X y 

XCü) - f CXCü)) YC •!) 



Ejemplo: 

.Se.?.n A= { 0,1.2.3,4,5,5.7.8.9} . • B ,,, } . 

Y sea f ~J - {Ol tal que 

fC n ) '7 n •e C•:om. d.;> f . 

Clar.::t.m.;::..,.ntE.·. es b1y~'·::•_iva. Pcr lr:.i t~tnt.o. ·-:·l ,\.~9·.:.iri•.mc X 
para la surn3. e!·? n'.'!~:~er:J.s r.:t.L!J!"3.l•2s S>:? tr2:-.:::r1~~rr:.:_, ·~:-r. .:··l ;..igcr!.•-n:·.::.i Y 

manera: 

Dado:J. p:::r ~! J en:¡:·l :.i, V •:/, //) 

ü Cl ,2) XCü) 

y 2. Por lo t~nto, 

YCv) = f CXCü)) f(C:) = /// 

f 
{l. 2} I···.,.. 'l 

j 
f-1 

j X y 

f 
3 {-/,. 

t l 



que o¡::er Z-i.n r:on p3.l .abr- ..:tS de algún al f 3.bs-t~::J. 

posibilidad de qu~ ~1 alfab~lo sea A = < / } 

Conclusión 

Además, como a continu1c16r1 cr_•nJ unt.·:-; de 

palabras P, es sum'.?r·;¡! bl -::1 en ~! de •..xn n:·~::!·:: s~! ·::<t. l . _. Así. ~cd·--:J 
r. 

TambU"n l l;i1n;1rf'1 AF~TTMFTf/t-CfON ). 

En principie. ~l alf~b-?t.o 

letra. a saber A = < / } 
.de la pal abr.:1. '.'Z-t.·::·ía. s·::n 

1), 1. 2 ....• 

etc. Tal pr-oceso es 11.;:-tm~d·::i est:.:.nd·:..~':."'t2C!C'~·5r: d.::;.·_L m.: ... t .. ·":.·r1z:tl. 

l i mi t ~ci 6n, ve: ... m<:s: 

Si n . .:_.1.r ·1·-: 

,. 1 

Es'.~ es, or-.-,1 -...... ,r·-::.c:-
f· • L -•-. -• •< 

·;i:.;. 

i::ent.ac.ión g 1:!.::_. P c. ... - 11.:r.rn.:;rr:J::i ,1...f~:.'T'.~·~::::'..r:--r·. •-"·l ... 



PA - ~J ·::en las 

caracter!sticas sigui~r1le3 

e i l i) para c.:td~l 

Sl 

Civ) hay un ~lgoritmo 1n(~diant~ 01 CU3l es pc~iblo rec~nstrui~ 

para CC!.d.?t. o·ecans-

trucción es fin1+ . .:-... 

Def'inición dE- la f11nción lJ. 

ct :i a 2 a 

~ ~ 

1 2 n 

s·e define g (DA) = o y 

gC ... lt. 1 •• a 
Ln• 

) tl i rn , que ... 35 un número 

natural escrito en base cn~l). Puesto que 1 ~ ij ~ n p.~r~ ~~da 

1 :'S j :S m. Est..a d2f1 ni.cián satisface las c:or.dicii::ines C t). 1: t t), 

Ciü) y Ciu). 

13 



Ejemplo 

Sea A ª1 • ª2, y sea 

en lances g(p) 1 9 l: 2 L2,. 
3 1 5 8 puestc:i 11'J0 

2 :< 

11 •,• ) 2 1 132 

9 >~ 12
2 

1296 

V 

y 1728 + l29S ~ 1?2 ~ ~ 

S'ean r = 1 5 h (> )· ., s ~ l :s 1: h (\ 
12' 

que ·:::·:-nt i ;;:r:.:;::.n 

escrilur~ en b~s~ 12 

aparS>cer~ 

Para canclu1r ~l ,:'.".; 1 ,-::, ~..-•• -. 1 
- .J - ···:--"'" - • 

hac·.~m.·.:is r:-as2r.d~ -' 3. b.:--:.s-2 ! . .:~. 

1 5 7 4 ( 3 o 'J ::-.: 12 ) f5 

3 () g -- t) 9 ., l 2 } + 

o g e 9 V 12 --· 
Por lo tanlc, 

l 5 7 4 = (<~ ·~ J :·: :!. 2) + t) J. 2 + l) 12 -t· 6 

e 9 :-: i 2 3 
) "· e i :-: i ::.: 2 

) ,_ e l , : l 2 1 
) .,. e s 

g l 6 
l2 

Con lo qU<? g-1-: 5 .,. 
~ '• ª9 a, .:"ll ~ 

10 - .... º 

Comenlar-io : 

3. l 

1.::~l-:•1t ~t>I i.::..~. 

conjur.-+_c que es C.,_::.--:..i,::li bl-::- no c1-::.:- t.1 

14 



Por lo tanto. todo 

Algoritmo aplicable 

aplicable• a. tr:-·::k:· 

p 
,:.. 

U.!t t_ u:- 3.l ~_-:S. 

de qu·:.· r. a g·~r·.:·. :;:-1 . .1-.>::<>?:''i ·.:-;•__!· . .:.·, :=tl ~pl1c~rlsj 0•l . .>:.lg·::rl".J:~-=· 
r\ 

Definición (Función /\ritm,~·t.ic.3)4 

Definición CFunci.ón C:>lculai>l•"1. 

argumente. el va!~r ~el~ ~~1~c16n. 

Conclusión 

zar unfi,•cs2men1--?. pcr ~fóme~as ~!aturales ~ Es decir. 

palabras de un ~lfab8~~ ~specíf1co J. 

Funci enes Ar l tr.1S>t i .::as. 

15 



Comont_arios 

ciertas 

,Ja.e. (a::: de J 

J e o ) = 3., 

J ,_,_, ) 

:.:• :; 3 t ' , ... , ::= ª 1ª1 ~ 

S'i l al 

: .. J f .. :ib~to ·f / } , 

maleri3l &n sil 1_1ni~:ers".:' p.:tr::: E:•scrlL'!r 01. r<;·<.:-.:·.1lt~·,(!·~ ·?n n•:it:o·::.!.(:.. .. 1, 

de(';im:·d 

poder escribir i.._:..l •.:S.Lc11J.r:i. 

16 



CAPITULO II 

COt'1CEPTOS FUNDAMl:t~TALES DE L;\ TEORI,\ Cot·l~;n;,:uc:TIVA 

Algor1 lmo podernos 

Calcul.abil.!_d.1d y 1:1. L·.?ci::i1b1 lid2..c!. En este c3.pÍ 1_ulc. st? "'.".k~fin11·ii.n 

II.1 

Definición CCalcula~ilidadJ. 

la f'urición . 

.Son 

CX+Y), 1~:-: • 'i) 

·.:.'.::r.:1 r::: ··..!·:' 

-.. -. ·-.r·,_,;,.:;-- . -·· .. - '_! '.: ~. ' ,. ' ,-. ':""" :~ lo 



Comentarios : 

D-2 acuer·jo a. la Teorí3. do;;_. C.·::r:_i~n.tos. '-ln númeri:: no 

que el conjunto d 0 te::~cs de Jong1tL1d i:n1~a (por 

nurr<:-:>r .;i.bl -::.· Por lo +~.:..n+_·::. sé:1.c.• h,'."iy '..!n num.-2ro 

numocar:ibl.f.., de A.l,;Jc•r1trn0:;. 

II.2 Conjufltos y Ri;olacionGs Oeciclililes. 

no sol u::: én. 

C K
1 

y K
2 

) 

ol conjunto 

que mantienen cierta rela~i6n .~~s 1 , s-n ·.~"l,, K
1 

,_:·,,:-.nJunl·:.· d·? los 

K 
1 

sis :-::1 

conjunto de l.a.s f6rmul..:ts d~l r:i.!.. ::•.:.!..::, .. J~ f-'l~~ ... -::1 ·::.::..j·:.-s -=l' !-~· -:: .:: r·, 

K 
' 



~ean K, y 

beta A. '/ ~€!.?.. K, :: K2. 

Decisión. -5'1 

que K 
1 

a no e~ la lis~~. 

ProposiciéJn 

X1./p) 

K ~--

func.i,)n c:~r;.ct-erí·=:ti:::.: .. 

K 

K -

{ o Sl 

Sl 

K 

p ¿ K. 

.~ "'" K. 

l !.•. 



Demos tr·aci ón. 

p E K o p·e K Por 

lo lantc pcde~c~ ~~~ener 01 valer de la func1ó~ ~~(p). 

k. 

¡:. _ K ·:.1 p a K. 

III. 3 Invarianc.i ;:i di;.~l cc.1ncc·_pt.o de-=' [h:.•cidibilirJad /\bsot ut .. ""J b:ijo la 

Sea G 

Proposición , sólo 'S! 

Dcmr::1s t i~ación. 

otro lado r:he-

C.?t.Tn::.•S Sl 

rt .,, ll-1. 



CAPITULO I I I 

El CONCEPTO DE MAQUINA Ll!:: TURING COMO F:F:G·JF'l..AZO MAfEt1A flCO 

DEL CONCEf>TO DE ,\LGOr~ITMO 

en suger1: ld. !.dent_i.f1c?tc1é·n ·:t-:=.•l ::cncept.::.i 2r: 1.rJ1t_!''-~r;·.~:r~ 1 . d:.i.·:-J:: de 

en 1936. 

La llamada Tesis de Church : 

es pa1~~e de Lógiccs 

Ma.t.0m~t_icos. 

III.1 Máquinas y Al qor- i l mo~. 

Di scut1 rs-rnc:.s 

punte el m~s 

naturzd ~~ m~s f~c1l acc~sa. 

21 



Turtn¿-

sentid~ i:~~ le 0s 

p~.gi.n.:\ .:int9r1.:.r 

Un hech·:: mu~/ 

H.;.qu1 n ~1 de 

necesil::t. imdgina.ci·::'n p~1.r:t 11-=..:varlo 3. c::tbo. /ü·.c.T21 !.J1·:·n. zi todo 

esta de~0rmin2do er: d~ta!le. 

m~lodo por medio d·? un~ m~qu1na. 

Las maquinas p~~den ~c~0r 

ade=~~d2 de es~e !~~~- En ~~giJ1d3 S9 de=cr·!te el Hélc1rlo 1:le T~i1~ing 

anal l. ::ando el comp::ir +w ami -:.•r:to de •.Jr; Cal c 1.1.!. i '?.•4 ,:-. • 1.Jn S>i-'r· hu:n.;ir;o. q 1.!'? 

22 



III.·2 Dt;scripción dt?l Hélr.:'ldo de Turing. 

p2.ra def'i ni r el r:c:·nc:epr_CJ 

de l !1. M.S.qu1 na. 

El Material Utilizado. 

1Jn 

cud.dro 

:'ini le /\. :=: ·{ 21' . . • 3 Íl 

n...:: .. ~- 1 .rr ~ l ..:. . .:. - ,. 
un.~1. ·::ur>:•r !. l ·.i.~:-· 

b1 d1 n:·· .. '!"l .:J.. :_·r.: ~ 

:"?J~:;~r,:..'..·:.:. -2r: -:::.:-1 ,.\L::;-~·¡-1 1.i. 

=r·~ --l=~ 
---~---

___ ¡__ 



No obstante, la bid1~ens1onal1d3d de la ~up~rf!c 10 no es algo 

menstonal 

En el t_r;:-"tns·=urso d8 .!.os c2.l(:T.Jlcs. suftcierl• .. ::.::: 

esto : 

Asumi !n:)S q•.J2 l -3.. -::1 n•_a. 

C:i rita 

Es ccnveni '2nt_ ~, i n-:.:.l 1J1 r ;, 1 • · · · • ªr, ctl 

.:lfl ·~ 

ªo o 

d .. c .. 

de cint;,. : 

=· ·=· T~"-· ~I :·~1-"' ~"-L~_.1__::_1. 1 X 

t= t..::-.::::.:: -· ·-··- -~ - '. ·-·-- ·~ -· t ~....;' '"~ .... • '·· _.. 

prácticcts. 

24 



Los Pa~;os El8mentales. 

método de Tur1ng. Los c~l·:ulos ~.:-:. rE.•!ill::?.n d~2 :t.::ue:-:!c a 1.!n 

conjur.to d.·:? ins~~ru·:-·::.;.on.;::.•s fin1tc. 

LES. 

Comentario: 

&jempl"2. 

de ci nt . .:i 

eslé escrito en ur\ cu~dro~ 

c1Jadros.y puede .::tsi ser dividid·:J en p::1scs eL~..,.!Tl·?r1t.2i.l•?s ~s- ~:.o.t.•2.' 

Upo. 

25 



esp~c1al 2t~n~16~ a cin ~1erto c~adro de la cinta. Ll~m~mc~ a 6ste 

el CUADPO EN I l.'~~F E:CC I ().'·/ 
1

. En g-?ner al es n..=•r:.¿:··~:; .~n~ ! 1,::i c:-t.mb1 :1r el 

cu;,d_ro en 

i nspecc16n. 

Importancia de los Esl;:idos para definir un.:i H:'.Jquin:i d1~ T1u .. j n~I· 

EST.4DOé>. 

Cl) En el 

VENTANA. 

26 



el paso ~1~r1:~r1tal P. 

Comc:~nlario 

F'·:'.:"'.:!":-n~-:s ·::!ec !. r • 

un 



l rt mf-:t.q 1 .!1 rL:1 

1) 

o 

5i:n~~Y:ll0 ,-~u-=• si:::~ 

>:7·n·::~1·::-:t-,t_r:t ·~·n -:-:-l 
cu3~ro ir1=~c··7c1c·11~c!c3 

,_,.J ... : ... ,~.' l r_ .:J r :-1 ,:·:.r:s1 ,:J .. :--r- :~:· 

~ [1 

-----~---1----+----·1 

[) 

ªo F' 1 

p 

los esla.dcs ::o!) O >' 1 Tcrn::-t:-¡:ic .:.;-¡, -::-:Jn·;,:·:!._::--¿_·::.!.~n q 1.:·-? .:~.'... pe;:.::,:-· --7-}:"l 

En r e~tl i c!2 ·.:!, 

comport..:-:.nuen+_-:.• de> l.:."1. MAq 1.t1n.:?. .. En ctr-.:is p?ii~:thr-::::t~. l:l ~ .. ;i.bl3. ~-7~ .!.:::t 

escritur-a de '..Jn ;..l·;:critmo. 

28 



CAPITULO IV 

M/,QUlt V\S DE TURING 

S'ea A = : 3.1. } . 
V = { a

0 
).. donde 21

0 
rEr-·~··?·;f.::inr_¿.._ al sirnbclo '--_:t<:::Í·:-.:: • .::-"":~·..::~ S ==- { I. D. P ) 

el conjur.to de lC's p:.=t.sos '21er:~ent~.:i.le!: !~D.P. ;;"in.~!r;.ente. ss·a. 

.Em = { 0.1 .. 

conjunto ~J 

. , m-1 e ~j con m ~ 1, un s .. ?•Jrfi'.~'nt·::' 

Ma•_ur3.les. A J es s·l·2rccc;0>+ .. -;s 

11 amaremos E5TADC.15 dt:'J l ~t nL~qui n.~ .. 

IV.1 Definición. 

Definición Cue Máquina de Turing). 

Una Máquina de Tur~ng H :sobre 

orden mCn+l) x 4. definida de la forma s1;uien~e: 

29 

los 



Símbolo qtJ'? 

Es lado aclt.!3.l se encuent.r:s. 
de 1 « m~qu1na en el cu.;;.dro 

i nspe~ci on.1d-:J 

_que 

o 
o 

o 

1 

2 

m-1 

m-1 

Conde 

ªo 

ª• 

"'o 

ªº 

a 1 

:ó mn + e m-1). 

lablct. ya q'.J-2 ¡:.a.rz.i. c.::1da p~:TS-J .. ::. 

y 

Acto a 
r'6á.l i ::.1r 

bo 

bl 

b 
" 

br1+ .1 

b2. rt• 1 

b2 n-+-:?. 

be nl-1 > n• ~ rn-1) 

b < m- 1 / r. +- l'n 

bmr1-+ 'ni- 1) 

et .:::: !:..rn 

lll!<?'ró 

E~l.:t.dC 

eº 

e, 

e 

e r, .... t 

~ 

- 2 r1 +- l 

~ 

~2 n •· 2 

Cí rn-1 )n+m 

crnn•<ni-t1 

j ·.:: srtl 

e>:is.te 0:::..ct.c.;!1snt>:! ur.,"'1 lín0 . .=... ·~·r·; M q•.Je er:-1p1-::.:::::~ -:::·:::-n '3 . 
- l 

dado un est~do 1:j) 

+.al 

nuevo e~t .. .ado al qus- hay q'~~'2 re(r¿:r .ir se para c=ir«ti :-.•.Ja.r ccn el 

proceso hasta hallar un acto de para~a. 

30 



Cero es ll.::tm3.do el e-st-:.id..-:;- !.nt·.=tal :!e H. T.:;. T.bt-?n •_!-.:.-not. arerr.-=·::: 

al est.:ido i fil Cl .:d d·2 M por cm. e 
menc1cnad0 en 13 tab!a que de! i ne 3. 

sufra alterac16:-1 .:ilg11n;:-... 

cial, lo cual 1:com,.:i ver-=::mos) ns cc:ns'-1•.uy.=:> '...!fL:t 11r:¡1t.a.':.::':w •. 

Si una línea de la tabla qua deiine a M 

enlonc.-es 

Ejemplos! 

cuyo t_r·abajo al p0nerl,::t en op·21-~cl.é.·n sobr-e -:.~ 1 • .!:tlq•1!.>:::-'r cu~1dro d·.:., 

o ªo D 1 
o ª1 D 

o ªn D 1 
1 a., ,. 1 
1 a 

1 
p 1 

1 ªn p 

a es La m.iqui r..J. l.:!. ~ 1. .:tr:;::.:- emo~ D. 

31 



2. - De m.3.ner 2. .3.nái or;;a pod-:=•mc~ d._?f t n.l. r l d m3.q11i n:~ .L :::r .. 11-=1r'd.:t. C 1 ) 

usando la s1gu1ente tabla 

o ªo 1 
o ª1 I 1 

o ªn : 1 
1 ªo 

p 1 
1 ª1 p 1 

1 ª.-. p 

cualquier 

aplicar las 1n~~uinaz CD o CD>. 

nici6n. 

3. - La máqui "ª 
t..abla 

aj C j=O •...• n) nstb dE~s·::;-.!.tá. f..'Vr l.:1 :-;1guient0 

o ªo ªJ o 
o ª1 ªJ •) 

o ªJ 
p o 

o ª.-. ªJ 
1.:1 

esta máquina colocada sobre cuctlquier C'..J.3.dr•:J 

expresión de cinta .tmpr1me el s!rnbclo 

32 



aJ (con j= 1).l ....• n). a partir 

miquinas ~~s ca~pl1cad~s. 

así. de 

correspond~nc~~= 

co 

Si la m3.::r .. .:i na 

o 
o 
1 
1 

mente vacij.). €.:'nt .. ·.:.:r:':.....:_-...: 

)( 

/ 

* 
/ 

cula a la fur.=i6ri st1c0sor. 

/ 

D 
p 
p 

o 
l 
1 

D. ! • 

: ¡,_:.•_ ·::s~= 

·=-~te. E;-:.:uni -

cuart_o r-C:>ngl·:)n. el cu: .... l se ~?sc:1t.'"":! -sólo p;:..r :::-t s.:-t.t~1 sf.-:i.·:::er la. 

defin1cl6n de la miqu1na H. 

33 



(ti) 

o >( p o 
o / ! 1 
1 * p ,O 
1 / I 2 
2 .. / '.3 
2 / I 
3 !(· p o 
3 / p o 

cinta pre'/12..:::e:i+.:::- ·:.:~·.::Í.1~·, ent.-::n:·es M 

un nómero fin1~c ~~· ~~s:~ scb~e el s!mbcl2 (X) ·: ·:·tr -~· e/) se--

calculis~a l1u1~~z1~ es uria ~!~qL!in~ de Turing. 

34 



Corno se pued..: 3.pre·.:iar. t_od3. miq1 .. nn.:i de Turir.g ape:-.i ~·ri f·.:ii-rr.a 

PRIMEr~A OPCRACIOM 

C i) Cond Le i ,'Jn dP y,·~nt. ana 

si rnbc le-'; 

en Cl a.ne·:'.":, o de J3 

encuen+_;..:i.. 

SEGUNDA OF'ERACION 

(i) ....... -.. -1.-. ...... ,..._, 
,,...__. - "1 - -

TERCff~A OPl::l-;:ACIOI-~ 

Cil Cambia a otro estado, 

Comentario: E:: las 

f·uncicnes 

35 



cuadro r. t..1-ene ci.l ::!mb:il o EJC n) 

lenga al símbolo a 0 o * es llamado v3cio. 

consider·ar la funci6n B corno 

en ellos. Por ej~mplo: 

Si A ·{at • 3.z' ~~3' 3.4: ; °S"E.'..3.. EJC -:':) .·12' [l~ ··l) 

[J(Ü) ª3• BC2J = ci3. 
Br .. -:;."', .;::! 1 ',' 

BC ;e) * pa:-a tod::t .. E ..:::: t .:-:1..l. qu--= ;....: -3, -1,0.2, :?. 

De modo que el asp-2-::tc de la. c1 n'.2t es 

)( ~.,. )l. :e 
! :::.3 1 * 

, 
-· ;i 

- :, - 2 - 1 o 

IY.2 Configuraciones. 

K de unct m.~ct'.1..!. r-..::t Ce Tur i rig 

deremas cualquier tercia ordenada (A, 8, C) dcnd(=' A <?:S un c:r..:a-

dro Cdado pcr s•.J n•.:lrr:;:rc:·, B es una e~=~~esi6r. d~ sin~a Ces de-

ci r, una func1 ér.) y C es un est~,3.do d..;:i t·!. 

Una config~ración ~: = CA,B~C) e c.: e 

ta 112 llamarnos la linQ.3. de la config'Jr~o:::ión r:. 

de la configuración i< emp.i~:::-:..:i. ccn 

36 



S<S!a !<'. = CA.8,C) •.Jr,a -::anf 1 gur aci 6n n~ ~- er m1 nal. 5.¿•.:1 CBC ¡\) ~:lC' 

Cde modc que b r. F'). Poder;<Js 

A' { 
A si b "" D y b"" I 

A+l Sl b D 

A-1 Sl b 

{ 
8(: .:• si ;.: "' A 

8C .<) Sl V A y Cb = D o b ~ D 

b si V ¡, y b "' o· y b "" I 

8'(;-.J 

e' e 

/\ y una 

el prl.m<?r paso de 

dos casos. ~!ingun3. de !a~ configu1·ac1cn0s 

y 11 nunca ds- ja e!-= cper 3.r) o e::.!. s te '.!n.:...... n t.::i.1 q1....!·~· 

configuración lermin~l. En ~·st e r:rl t_ i rno •::aso no .s-s t. 3. 

37 



definida y dec1mas qu~ M dej3 .je cperar 

Cpuede ser q~~ n = 0) .. m5s aór:. ~! 

cuadre en 1nsp0c~16n P.. 

escr1 t_.:1. €.""'n :\."'"\ 3.1 rin~l del pr :-,•.:-2s-.:::-. 

IV. 3 Equivalencia de H.'!q1.ana.,, di:> Tt1r inq. 

máquin.<:-t de Tur1n•;¡ Hz zi =::1st_e un."'."1 t 1..:n,::~·.5n 'F ·:ur1c' .:;.i. uno) de los 

-rn2' 

..-. -..~!.::.,...,.....,,.... 

t- -· -· -······ -

2, .... 

adel ar:t_e. 

c:onfl•:JUl~.3.Cl·:-:::.0-s ( .. \.,.E,.,·::·:~}> ·=t'J. ~i 

'2S e 0:¡•.1:·:al·2:¡t_-2 a. H1 • -?.r. ·.~::..:-•.• . ...:rj :!.:z.l 

M, 

38 



que la suce~i~n de configur~c1on~s de M2 (al ser· ~pltcada sobr~ 

el rru.smo cuadro A 8) es 

IV. 4 D(:. .. finición pre:-ci sa df'J' los conceptos cnnst 1 u1-. ti vu~. por mc•dio 

dc- Máquinas de T1Ir·ing. 

esla~leci6 0r1 12 se~~16r~ I.?). 

Turi ng-Cal c11l .::ibi l i dad. 

Sea 

palabras de A 

f es 

en la cinta vacía y s1 aplic~mcs 

de la cint_2, M deja de un rl.'-!ff,•.'. ~ 

Iinito de pasosJ t...r..).S habe:- c.3.lculad•.":I el '·'~":t.L.: .. 1- re p) 

39 



func16n. Es decir. sobr~ el primer cuadro en blanco~ l~ d~recha 

de fCp:•. 

Ahora bien. s.:. k ar-gumen-

E>scr i bi mas (se::;:-·=-~ l °' 
P1• .... P~. 

palabr·3.s Ces de·.:-1r-, p
1 

)( p
2
·· x P~:)' :,' s1 

Comentario: 

dice B. 

función de cero 3.rg 1_1tnentcs cuyo '/3.i.r:..ir ..:s 

40 



Ahor3 bien, una función de ce:~ 

Turing-DecidibiJidad. 

Sea 

Turing-C'ec1d.ibl·2 s.i e:.:1ste 1..rna m~q:.tin.s. de !ur·1n··;.: 

dos símbolos ~~s~1ntcs 

distintos ª'·. 
palabra ~r-bitr~r!i 

M 

segón sea que p e P2 o 

dice ::1ue H 

41 

H 

se 

.• , ! '.:::~ 
~ .... ~ 

.:i., o dj 

h . .. 



Demo-st r arc•m1:i ... ~ (¡u1-_•: 

z..
1

• ~1:.t.c:n·..:es 

nu~~st_ r :"1,, 

rc:spt)Ct.i vamc-n'. 2. 

Dcf i ni d ón. 

ma!"'!era que 

comp.!. i ca.das. 

H 

A '-' {?.o 

f' o 

cc:in l :.•. ( or m.:1 

f ·~r ,'IL'.<.. 

n-+l l í n·::·_-,-:: e!~:· 

'd1agr·amas de flujo· 

ci6n de c:::r.pu+ . .ador-a.s- ~le:::t_r6nic3.s. 

42 

C8r71C of1n el de 

F.:. ;\h-::r 2. 

·=1lle 

• .:=i,.) se 

D. :!:. 



Di agr arn ... 1.s.. 

Cor.si d~r er:se r r.:3.q•.n na..s 

ellcts sc·bre l!:I alfa.b<?to fijo 

n(1-

rrár1dclo srt un cír=~lo). 

con 1) ~ j :S n. 

m~·.r·:.2.d,:!!. c.:cn el 

T H r 
n ____ ...., 

o 
>' j 

M ----> T M 

Mz ¿ ... n ~-.·-::::= ~le M ---> M 

~{· -?f! \'¡:'> .... d2 M·,-1 M 

HT -:n ,,¡;;:.--:• •-:!<::- M T 
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Por o 

siguienle •-~bla: 

1 serse . 

Ejemplo: 

o 
o 

o 

0nlenderemos la máquina quo 0st.a dada por la 

p 

p 

p 

o 
o 

o 

Si n ~ 2. e~~cr~ces 

la cli9ráf1ca 

44 



Defj nición de• la máquina- de• -Tutin!J M ---r>)pres:enl,'1d¿L por una 

digráf ica D. 

Obtenemos un&. tabl.3. par.a M de' 13. s1g1Jient_'=~ rnan.:-..o>r.:!.: 

d1 :-tgrarn~. 

SG coloca en prim-:·r t_4:rmirv-.J 

t\ k 

t..abl a de H ... 

LI 
,. J 

y el CU3.d; ·~ •.?!i ........ 

de l .:i. 

· .. ·:h::-



(i) 

H' . Es ps-s ~el 8 

1ÍnE·3. (i) M 

b?.rg0. s.t :._p~-.:-s·c.•:• l.~1. •::·-:.1ne::i6n H' ____ ., M• · ·.=-.ri. 1 ·_11·:.·• ... ..: M e )~:c::L!ta 

( i. ) . :~ ~: .! ~:: l l 

En 

Ejc·mplo: 

~- . 
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Definición. 

Dos miqu1 n3.s M 1 ntr-·rczimbiabl1·~-.; 

quier ~xprcsi6n de cin,._d_ B y cualquii:=~r cu3.dro !.n1·-:l.:tl 

de que: .S-i H 

expresión d~ c1n~~ 

.. 
r, i·\ I~ 

n 

{:1, ' ...• .?.,..,} 

Si la linea 
dE.• la t:;.b! ;;i 

de M es 

eat.aje 

ea.l ().:;.-' 

E11 fragrn02n+ ... o ck1J d1 .:~gr-2m~ c.-:Tr·c·'.?,t-.,·:i11,...!.!.·Z-·nt_p 
d-:-·b·:~r? ':.>S·f': 

(vértice) 

Cvért_.ice:i 

(vértice) 

i 
~J_J 

l -- [) ---:---+ 

--·--· 

l -

47 

C'.:..:~; -:·-:: ¡.--.::r·.cJ.!. ·:,~-,·- ·-:··: :t 

1 .. ::;,:-, (r1-+-i:• t ··r1·]lr:,!1-'.:S 

del esl~do 0 . 

~ólc 



tenemos ~ue el dtagr·an1a es finilc. 
! 

pondis·nte a ya se consideró 0nt~r;=0s !~ 3r1st~ le~m1na 

en un v~rlice ~'ª lra=ado. 

Ejemplo: 

o 
o 
1 

J. 

* 
/ 

/ 

/ 

D 

p 

p 

Ho ----'-) __ _.. / 

o 

1 

o ~l' [) ======::::::.::_ ... 

l.z.ntes de rnod.o qus- r.o e~(.lSt~;.n dos t_::.i.bl.~ts ·:. 1.:::in 1.J!1 rn1sm::i es~ .. ~do. 
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el Diagr~m3 son: 

Máquina Mo Máq 1_ti n~ / Máquina D Mb.-:¡ 1 11 n~ H,.~ ( Sí?'JIJnd,;:..¡,, 

.:1p:.r1ci.é.-n) 

o * p o ><· / 1 2 " [> 3 .¡ " r .¡ 

o / p C• 1 / p 2 / D - 4 / f' 4 

3 * p 3 

3 / p 3 

Ahor< c0ns:tr· 1.Ii. ~::s-s 1:; .. _ .:·d::.!. 2. ¡;¡ -::cl.-:1-::2ri,..J:: '.Ir:_; t~r ..:-tS otra l3$ 

lablas ::i.nt0riores 1 ) y term1n.=tr t.abl « H par-~ ci:: .. nstr u1 rw::s l .Zl 

h.a.ci en·:!.:: ~es o:::.3.m!:.i1 es n-ece=:::.¿,_r· 1 ·:1~ a M. 

¡;¡ M 

(l * p o ·o * " 
o / p o o / / 2 

><· / 1 1 * / 1 

1 / p 1 1 / / 2 

2 " D 3 2 * D 3 

2 / D 3 2 / D 3 

3 ><· p 3 3 ~.,. :;.( ·1 

3 / p 3 3 / / .¡ 

4 * p 4 4 " F .¡ 

4 / p 4 4 / p 4 

es claro que H es 

Cl) recordemo~ qu9 l~ dnic~ restriccL6n Al =~n~~ruir 

mar t.órmino. 
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D, I. 

IV. ¡ F-'·:."..:. ur r l n:.:J'.:i p.:-u~ a 

m. 

* 
. * 

p 

Cp es ~na ~~!abr2 n~ ','3c!2.·. 

X 

Al 

estudíar.:::mcs. 

:::: .!. o;::-• t: ! ":.""i: l -":t m~ ·-r'.rt n.~ .~-:.-: t.1 '/;:_ -

l 

ci6n iin:.;.l F. 
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posiblems-n+_e de 

mero fint~~ de p~s0s. 

i zqu.l -=r d 3. 

act i V.3..d.3.. ·:.u3dr·:i 

caso, 121 ~·:-:pres1•~1r. rl•_=! ci.nt.a nos~ al• .. :. .. r.3.. 

M<~lodo~. de Oplo::ración E-; t r uc 1. 1.w a 

" " D 
o Mº p ~ p 

u~º " '9 " 

"" " l 
() Mº p ~ p 

u~º " ~> " ~ 
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al t.~r éici.:t. 

Hélodos de Operación Es t r ur: t 1 rr a 

* * :r·~ ;,> * * ~ 
m. =;. fT'. 

[) __ .,._(1 _ _, 

Uº 
fT'. * * =;. fT.'. * l< -

m. - ~~ "' 

l _....:.:.:____, ¡.{' 

U·· 

3. - La rná:¡ 1..i1 r.a s 

Cdur~nl~ los c!!c~lcs. s1 n -?m!: ~rg·.::. 13 •-• •.;:-,o·lc; 
r- - - -·~~ 
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obser vac i. ·.:.in-:;>s : 

marcada .:¡ la 

de opér .d.r. 

Hétndo de Operación 

Véa.sre el p.3.rra::'c ~1nto?ricr 

Est ruclur" 

4-. - La máq'-!1 na 
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Hélc><Jos de· Op'-?rar:.iór1 (_!t~ L.,. 

X * >< -o:> X ,. ... 

* X ,. .... 7 * X l<· * 

* " ><· ;< 

Es l rur t. tl!-;l drc:1 

o 

O
[!L> __ , I 

to 

·>< )( X ~<> l( Jo'.· X 

* * X " ~~ )( ~ X ~ .. 

" >< ~) ><· " ~ 

O
BI -º-.... 

~o 

0-1/' 

/· !.::,..:-_-, . ,-, ... l ·~~ . : :, .... 
! : .. 



Estru•-1.ura du 

~I 

~_.:::_:: }_] 
M o 

6. - La m2.qui r:a un 

der~c~~ de d1cha p~Labr~ p. 

Método d0 Oper~ci6n 

Estructura 

1 
JI 

1 

__¡ 



la pal .. ~b:-2. -.:¡. 

Método de Operación 

* ·:( )( ' .. ~ 

Estr-uct1.n-a 

¡-{' 

8. - L~;. mbqu.1 n.21.. 

Elirni~3. de .!.:?.. c:in+_;-, los 

suponemos quo.? h;::i.n sido -:=..'s·::r·1t_,·:'Js scbr~, l.;. c1nt.~ "':·r: forrn::t d.;:1 1_t!1a 

Craci6n 

vacíos antes de-:> X. 

··,! 1 !: 1 I'.! 



9.- La m3q'-1lca. C: CCcp1:::.) r-:.:~.:i.li::3.. l:t_ -:::~g·11·.::~r":~-~-'-:'p~::-r-;.i::l.ón:- '/:....:"'?l, .... .,_. 

a--escrl.bír---1:3. 'Cri_t.1-,;::~~ p-3.l¿,_br~ -::is-::ritd .:_.:;. J ~, -::1r.:"•~~~-

M~todo d•'? Opt•ración 

}( p ~ p _·)(' 

E~tru1:1.u1·a 

Método de Uperaci6n 

Eslr!:ctur:i 

No la: 
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CAPfTULO V 

:-ales. Es d~:·::ir . . n)NC.~ONE:_:: .·!P.!T";"'!E:T! . .:.-!5. 

par21. c2d:::.. n s ~¡ 

:S l: :S n 

e) La. F'ur.c1 6n 

Esta función la ~er1~laremas 

pond'2nC::. .~ f 

. ' :·:,,) 
o d;o• 

58 
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V. 2 Reglas par.a gE>nt:-~t ar nuf'":ovas funciones. 

aJ Composiciéin 

h, .. .h 
"' 

•.• ·, 
• . ~r,~ • . • hll"I( ··1 •. 

e) Operador p . - 2::.. 

prcpi"?d.ad d-? q 11·? p3.r:-t. c.;;..._:_;:.t 

hay un núm~~c ~a~ural :: 

t_onc·~s l 3. ,u= e ·:r:. :, .. .. ·-.. :: :. ) de-

fine '-!n?. f 1Jr~ció;-. ·:.!.:::: sr·.:1.jo 

e>:pr esi 6n 

V.3 Dofirtici6r1 de F1.11·acic1rt Rec~tJt siva. 

hace uso cio:::-·1 ~per .:;i·.·:kT 

RECUP.SI '/¡,_ t-·:--:.l l il. :-I 1.';.., 

Comentarios. 

I' 

1. - Un.:.. •':lF·f l r' . .l e i ér. ?.J.~- e; !'1-3 1.1 ·.·.;. r.;;is 

'39 

~!:. rtl ?::::.:.-.l. 

~.1 es lr•l=:·i:il e 



reme-::;. qu-? el 

propcs1c1~r1 es f~l~o. 

Ejemplos. 

JUr1~0 can su def11~:cl~n. 

1. - ~e:--:) (func16r1 in1c12L). 

2. - r, .. /::, .. 

(función ~~1c1al). 

4.- La funci6n sum~ 

simplemont~ escr1b1r9:nos 

El !E.'Ctor no·_.3.rit. que estvo no representa problem:i. ctlg•.!no. 

6,- La función prudu~l~ 

x·O = e 
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6.- La~ funcicnes Constantes. 

o eº ( f 1Jnci ·Sr. l n.!. CJ. al ) 
o 

1 

2 

3 

SC0) 

ses·: 1))) 

se se s·c ·)) ) ) 

7.- La fu~c:óI·1 elev~r a u~a pot~ncia 

x 0 = 1 

xs·=-'· 

8. - La f'unci Ó!1 

O! = 1 

CS:-:) ! - >~! · S:< 

Sl 

pdC:-0 = {O 
x-1 s1 

pd(Q) = o 

pdCSx) = x. 

10.- La di~erencia ~iosiliva d0 '?con y ( x y) 

X"-y={º 
x-y 

si :< <. y 

Sl 

esta definida en f0r~3 

X. o ::::= :-: 

Sy = pd•: '< y). 
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11. - La dlferancia absoluta e ¡x - YI ) 

{ :-:-·í Sl '/ :5 =~ 

1--- - YI .. 
;.~-;:: --

esta defir.ida er: 

{ o S! X o 
sgCx) = 

1 Sl :~: ' o 

sgC 0) = O , sg(S•:: :) ) = l . 

sgC :.:) = { '~ 
Sl •) 

Sl o 

14.- La función 

{ o si >: 
ECx, y) 

1 Sl .. "' '/ 
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15. - La f'unci6n 

FC ;.: • y) = { l 
•) 

S!.. X y 

Sl 

FCx,y) = sg(¡:: - ;·!). 

Par a t..er mi n.?:: r pr· 1~¡:;c~.:.·::.!.ón q1J~ 

.a. ::--:1. . . , =-=,..,· 

Propo'..;ición. Si iC X, 1} ~·s 1Jn::i. función r..;ocursi.v,:t prim1ti·-..·a, 

entonces las funcicnes 

(i) ¿; f•:x.u Csuma aco~ada de f) 

k:-::o 

(ii) 'f'¡'. X.::) = íl !'''.X. I::· 

l~= o 

son r·ec:ur si vas pr· i r.t!. ~. !. '/'.3.S 

-Demostración. 

(i) ·p.-c X. 0) 

(ii) f C X. 0:0 

d•J 31-.:.\d.:;:,;. n+l .i:gu6.l q•,Jc f'. Sin. "Jomb ~r· ·;;r;,, 

j~ d~ k. 
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V.4 Predicados Recursivos. 

En la sección 

l.ivo. 

Definición Cdo F'r•~dicado). 

Un 

W E p significar~ 

Y s.t eser i bi mos 

válido para la n-ada w. 

Definición Cdt-? Prf.:'dicado f~p~:ur-sj vo y de PrE. .. dicado F!t:!1..-u1 ·.:.i vu 

Pr·inti l ivo) .. 

Un Predica.do 

vo Primiti,10) si e:-:ist.e un.:=. !~•.Jn·=1 :)n. n-.. ;:ia f P.ec uz- s t '/::.1. < 2e:: ur -

W E p si y súl·::> si f( W) 
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Por lo tanlo. podemos determinar, C2.l-:::1.Jlctndo el va.lor de f 

para el 

demuez+_rZt.. 

prim1 ti ';::i.) 

pr i m1 ti '.'G:· 

En 12. 

W. Sl p 

es C~lc~l2!)le. q~~ ~odo pr~dis~-j~ 

es ~bs~lut3~en~~ ¿~=ld1ble. 

IL 2 

caracterí::~.i,:3. ·.::!~::~ ~n c:onj1Jnt_c.::. Ahcr:i.. h.:..tl.:i:··t.;:'r:·-··­

te, de func115n c~!-3C~~risl~c3 ~Je ~n Pr9~f!C3~~. 

Definición .. 

La funci6n n-.:ir1:i. f 

Predi c.ad.:-i r.--a.:- i" p 

( W E p ~ f(w) 

PW 

s;(! "'--). ::,,-.• _ .. 

W. Est.0 

w 

• •• : ·,, 1 . t ' .~ ~, . '· ' ~-. 

~ ; . 



1) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

En es~e C3Sa li función 

recur-;;1\·;. pr1m1t1v.::t t...::il que 

X ~ y si y sólo s1 

X 

y Sl )' S6l•:J ~.l f'~ :-.:, y:· 

y 

anlerior. es recur..:;1~/::i pr·i.rr.1ti~.t~. 

:X ~ y <=> y 5 

X ? y <=> " " -' 

y 

X / )' <-=> 3 >-::: y 
::.::o ==o 

y 

N;.: <=> 2 / ... s:gnii:'.'.:?. 

Nv ~=> ,,,.tz. {N:-: si gn:. f i ,.:- :-1. 

-:El t::rerl.i.-::2d:~ 

p~gina siguient~}. 

Pr(,..-.) ~~ :{?'()Á .. ?'lÁ '7<:=·· .. => 
z:::o 

X 

{ ~ si gn1 t" l ca "qu-2 p¿i_r· ..'.!. tcd..:i. 
z=o 

o y :-:"}. 

= entre 

"-· ·'- es 

.. L:ü q•.ie"} 

.. , 
I• 

V = 

i riel lty-=ndo 



Definición. 

Sean P.W SW pre::hcctdos re·.:ursi··1c's n-·.3.r1cs. Lc-s: 

-,p, F: ¡, .S:. 2 S, son los s1·.=;_t'J1ent_es: 

et) w ,:;;: ,E Sl y sólo Sl W e P.. 

e i i.) w E P. /\ - si sól·~ '.Sl w ~:E p w ~-::: s. 
e i l l) w E P. " s Sl y sól o '.:l w "' p .:: w - --

Proposición 1. 

primiti·vcs) n-3..r!.os. En + • .:tl c.zt::;•::-: 

e L i) P.w /\ ~w ~~ r ec'...!r s. t "C:°J r'2·=ursi ':o i mi + ., .... -, 
t··· -- ·~-

e i i i) P.w 'i 'E:W es recurs1 vo ' :r~<·ur-·.:i '/1-::, P• 1 m1 t. l '"·:J) 

Demostración. 

y C::',(W) s0n r=·: 1.1r-

si vas Cre-::ur-~1 '."?_S pr1mi•.i '-'.:~-:::1 • 

(i) la funci6n c~r~c~eristis~ ~0 , p E: s 

7· /\ -· 
Ciit) la funci·5n carac~erfs~1·:~ ,~q ;;i V -

Ahora bien. 

Cua.nt i f i cando se 

si w '= Q O Sl 

una W d3.da no e:-:i.st-s- •Jna tal que i'Cw,:::·=i), el !is-cho d'2 ctue 
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3::~'.( w. ::) y 

va Crp) en lcts ···::irl~bl•.:.·~-::: <.,,.,.l.'. 

Demostración .. 
f<Y} 

Es~2 f ~1r1ci6r: se define por 

Cl) 

J.:=o 
e lo son. 

r <V> 

sg( E r~-:rj:w, }\.))· l·l1srno con1'2n•-~r1·:i quf:~ 0n (i). 

k=o 

La rel~c..!.Ót• [;:( w. ;:) i ·: w. ::) =1) 

QCw) só.!.o puodo ton.o.tr 

C2) Crp) s:igni:."'ica ' 1 ro::::1.ir-s1va primit~i·.·a". 

68 
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a es-t~a: 

{ 
g,( w). si t

1
w 

(#) rc-w;. 

gm(W) i si trnw. record~ .. m-.:..•2. T>? w a-1''. 

Teorema. Si ¡-.r !. ir:.! t.: 'l"2:..S 

n0s),. enlonc:.e::=; 

recursiv.:;t pr-1nut.iv'a. 

Demostración. 

r ·~r::::l ~ ... ,.._~., 

primit1'1:t-=:. =:ntcnces si 8sc.rib1m2-:: =- f c:crnc 

si 

y los o~ros les 

coi nc::i de ccn 

t.iva. 
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Corolario. 

El esqctsim.3. 

si 

s:. 

• 9m• +. 1' · 
. 

• • • l"l- L sen 

~6 El operador µ. 

El opm·aclor µ no acotado. 

SE.•·3. P un t==redic:.a·:!::J de n+! 

nalurales) ·=on 

mas esle 

al ro l..:~da, n·::- e:-:1 S-'.e •.in 

definim~s 

para Cl.J?:! l q'J t -?.i 

operadcr f1 
cad.a pr.::>d1c.adu 

dei'i n1 d:-. c-::r.-!o 

El cperadcr f1 
rectJrs1 '1,;i.s 

µ en Sli fo~rr1~ 3Cct~d~. 

t_ t (W) 

rn- 1 ( W) 

rec•_1:~s1 ·.r-:.·s 

70 

f. 

;:: r !. ~:11. •. ;_ ~.·e".: ·=t'-1'? 

··~·c. ·:. 1J:-lqu.!.-?r .Jt.r·i:::. 

V E::;.~. 0 

r:aso de la 

t :.l .... •r. 
'•t - • 



Definición. 

Decimos que un pr -?di e ado 

reg·utar si par3. cu.3.l'-:¡'J.ier 

El operador µ acoladu. 

Definir::16n. 

y 

Ji Pw:: 

predic:.dc p d•? n+l 

t.ambit.:r. de r. ~1 ··:i-:::.l l lr.u le 

superi•.:ir y. 

Teorema. p 

'/ 

sea f( w, y) = p F'w:: en+_cr.c~:.··:: es 

:::=o 

una funciór. r·9c:ursi'l·a_ pr!.rnlt_i·;:: ... 

f'CW. 1)) = O, 

fCW,5:·::.,i)) 

{ 

:-·: w' :;) ' 

::-·~y"'• 

(\ 

s 1. -?l 
per·:: 

pr.:.n:.~- .::;3sc r:·.::- -:.-? i::::u::1ple. 
P\Y ~,~ ·,,.: .' • 

Ahor.a. introd 1 ... u::im·:JZ: la funciC:.·n h p':..- !:::t .-:k~f1::.±.: .. ::·5r.: 

~._;l. ~2 l 
p~ro 

pr l m?r 
Pw:::::c ._::· 

en cu..J.lqu1er 
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es recurslV-3. pr-im1"" . .!.V:?. .. ~hora 8!.r:..-n. la r8cUrS!'lldad pr.:..;.::·~1'.'.3.. de 

VI. 3 y ·v·r . .J. . 

1. - La fl!r.ciór. 

define C.:·:imo 

p:.o> 2. 

'J pC. n) 1'1 

2. - L3. función 

pcdcr:'.':)s 

fórrnul." 

e~<.p( r. 9 :-:) µ , p(n::= ... 1,..... 

= = <) 

Definimcs. =-·:-J8más. -e:::p·:~,rJJ O. 

Cl:> en la -.;occ::..on ··rr. 3, 

f'unc.i6n9 

'72 
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V.7 Las Funciones ~ 

En el sigu.lent& ter:dremos. la 

función 

nómerc= nal~rales 

estan d3.d.;.s por 

z + 
l 

2 i> ~: p ( (). :: - 1 ~ 

·::::2'º.z1'cz2 y 
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mapeos: o
3

, 0
4 
•••• de tercias. cu.3.rt...2+ ... os •. d"? números n.a.tur3.-

a que p.3.:-3- r.t.1estro interé-:::: sólo es impor,._::-t.nte e::;t4t.blecE.•r h.:tsta 

'"· 

en las ss .. ::;ci on-?s '/I. 3 y VI. 4 . 
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Ahora bien, con l~ ~y~da d0 .srz, "-"21• tJ.zz podemc~ cblener les 

mapeos o~. 0
4

, ••• de tercias, CU3.i"'-i:?t.os •. de números n .... 1.lL1r2.-

les, junt...o con sus correspondiG-r11:..es tr.3.p..,;:-:~·.:; invE.:>rsos. Peró d0b1.jc...",! 

a qt.isi par:l r.uestro interés sólo es import.'.:1.nte es~.:i.bl·::c€..·r h.:;.$la 

a
3

• escri~irncs este cctso: 

todas esl~s fu~cicn~s sen rec~:-slva~ pri~1~ivas 

en las se·::.cicnes ,/I. 3 y VI. 4 . 
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CAPITULO VI 

EOUIVALlHU1\ ttHRE RCCURSIVIOAD Y TURING-CAI .Cl JI AGIUD/',O 

En es•~e c:apí+.'...!l-:; se va ha demost:-::i.r qtJe l "' :::! aso do l..'.'.l~ 

funcior.~s ::i..r-.!tmét.:.c.3.s re·.:ur·s1•/J.s -:::c!.n".:Jde con l ,J. ,:: l ass• de l as 

func:1one-::, .-:~:-1.trr.8·.2.~~~s q 1J'? san t 1.1ri.r~g-r::::..1~:ul-:d.:;l~:";. ¡.:;·.:;r ·:<;t_,J. r:i::.:·.::n. 

en la df=:~r. . .-:-sr.rac:i.ér-1 se ::ons1der:1. qu·::.• las fun,::-:.r~-r:-','>'=". m1;:~·:':·:::1or;.:idas 

están d~f1ntda:: 

pas~mos a -:?nuncl:tr- los dos te,.::ir·-?:-1·1:-·.~-:-- m~s: irr_¡: .. .::rt.~nt_--~~s ·:le -6,i~r.0 

capítulo. los cu~l~s dem~s~rar~~os ntis adelan•.~. 

TEOREMA I. 

del c:on.::.e-pi .. o:J inL·.J~•.i"tr:J de 1:::i.lcuLd.b1l!d.:.d. 

corolarios. 



Demostración del Corolario 1. 

Sea p un Predic..3.do R·::::cursi·va. Pcr ds•f1nic1:,n, t?::iste un..1 

función recursi~ra f tal que. para ca~a ~. 

si Pw. Ahcra bien. f 

teorE:m~ .i.. ~ H la 

Enl onces l ct m.hq•J1 r.3. 

Sl p 

/ Sl p 

Es t_a de-

Demostración del Corolario 2. 

Sea P H 

de Tur1ng que decide __ 

el{· Sl P es 

válido para / 

máqui r.z.. 

M 

p 



VI.1 Turing-CalLulabilidad Eslandar. 

F.l Te0r·2m2 I s~ der~uestra Gn forma mc~ific~da. P~ra ello s0 

2.- Les c3..!.c 1.1lcs se :-i:-:..:-t2.l.=4r: s·::d:~:-e '-Ir-:a SEMICINTA, 121 ·= 1.12.l CO:lsta 

de •Jn cu~~dro .i.n1ci:2..l ~- :;e e:-:t_iencJ-,::i ini.!.nl.·.~m>?-r,•_.:.? h.:_.·...:!.: .. la dere-

cen estas cond1c1ones: 

la semicin.(a ~st.a v:i,::í~. 

argur:ier.lcs. pu~·:!e h.:i.b~r irnpr·;;:i:::-2-: ~lg'..!~~=1.s c:os.:t·; ;:.,_ 1.:1 1::::qutet".:!~ 

del ·::tr3.rjr-:; i r:.sr¿''='.::! •::-L:t.d.:- .::i. l mc.im.::.:r.t_o d-? ! nl. C.!. .:::.r >-21 c~l c 1 ..: le de 
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Lista Argurnenl a 1 e dP una f uncí ón n-;:u·ia.) 

formado 

primer CU3-dro de la li'?.t.::· ;:'irg1_m;.::.•nt.::i.l ..::?·st¿1 "/~<1:io y 1-:Jl ;Jlt.1m:::­

i::::uadro tiene ::tl !.'.Jll.tma s{mb::ilo de .c·r-. S>s-:r-11,·:· '?il ·~·L. Esto es ":~-

!ido p:;ra 

arg•...!m~ntcs. no c:0ntE"!nd:~.~ -:.·•J2C"ir·:: ::-.l·;;·Jnc. 

Dcfi nición 

f una f 1J1;..:: l. ·:.r-; ( 7";_¿'_:.!_) • 

pasos y al final dGl ·=1lcula ~0n0r1to~ que : 

Cti:O M 

tra=a del valer de l~ func16~. y 

vacía .. 

Modo de Operación 
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En el caso d~ las ftrnc1on~s de cero argum~n~os m0~1f!c3rrt~s 1~1 

alf'abe'.o / ·- 2..i 

arbitr.:::i.r10 O. C'.·2.cíc:) y l.:t sen-:~:.: n•_..:i. :1. l .;:1 i:.!-?r"'é:.1 ch::t :!.::• ~2-1 .:;11.:~dr'.'J 

vacía'. 

Modo de Oper2ciór1 

><· => ><fx · 

T i 
cuadro Q. ,.::u3dra Q 

VI.2 La Turing-Calculabilidad de la~ funcion~s Recursiva~. 

bién ~s cierts. '/"."7_-"f.f!\0S 

Teorenk'l A • 

forrn:.:a. es•. andar. 

t11 n~nE 
:J1:JJGi'E~A 



Ahora bien, el teori:;;imd. J Y por o•.ro 

lado, el leorem~ A jtJnt0 con el teorema 

Proce~~mos con la pru~b~ del t0crema A. 

O.amos t r de i ón C dí;1l Tr-:...>or c·m:.i A">. 

por la máqu1r1~ C/D. 

for m:?. 

e) La f 'J:i·.::i -::n T 
-o. o es Turing-~2lct1la~le ~- •:..r W3 

r ·::.'r· X. 

X )(· ... 
. "1 '"Z 

. h ·:X 

.,; ·.:. ~ •!' -

' ' _,, ··1 ·. .!,. 



f es Turin~-Calculable en forma eslandar por: 

o por si 

La de~=s~rac16n ze ~1ará p~ra 

comprobar. 

Demos t r;:ic i ón. 

En Pr i m~r l 1Jg.:-t; + la m.iq1.Ji n.:t.. 

decir. al aplicarla $o obtL~ne 

n=O. 

n?::l. el c3.~o 

::::op13. les 

" X * * * X * h 1 ~ • • • 

Ahora C·i '2r .• ¡::-:,r3. ::::.lc::•.1lar 

* X * * *· X * h, * X >< 

l( X * " X X h, " X " hz 

donds- h, . -· ..:itr,:::.•ri a t~ 1.1r 2k 

" 
d·:> h

2
''. X) 

(º:") M 
~ri..-L·'r 

acomodand-c.: l,.:,:;. 2~rgu1)k::ntos e ir· c.:""l.:::•Jl:i.nda h
3

,h"' .. ,hr-

81 

r.~!. 

QS fácl.1 de 



Para 
, . 
... r+ir-tir, 

... h *• 
r -

g(h/ X:> .... , h,C X)) 

· h * r ><· 

culos :n~.~r~ed10s ::-álcul·21 

* X * f * 

forma ;,.standar d°"' f. 

Cili) Si f 

.Er.1>_-::-n::-e:z f 

cc;~ ... 2 [ D(l ¿E,)n"'
1
Ld] 

2
H/:n ... 2 T xI

1

, ~e<:,, c,cc,.,, '1, ·O",''' ~~O~:;~ 
>. n 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~1'~r~!-
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Demostr<ición. 

Al iniciar el c§lculc, se tiene 

*X""* J -

-1( -v * X 1( • • 

A continuación. con la .ayudct de l~ m:u:¡•_i1n."t 

t.enemos 

Ahora. se cbtiS>::e -?.!. ·.·.;:J,.l•::i:-

.)('.X*y~-

En seguid2, capt3?~~s 

ces 

><X><y;<i 0 ~ 

cuadro a la derecha (D). ~uedando en s~guida de y-1 

Ahora nec:esit.3.mos c3.lcr..rlar 

f
0

. C'·.:-:>s-

,. . 
• (j es 
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Todo esto lo oblon>?m!":'.:.lS por rr.0di,..J de 

A contin~~c~ón. ccp1an!~S 

y-1 = o 

x X lo(· y x 

:.'-1 

f * 1-

Sir. emb~r-;¡c, si la rr:.f:i..·=! 1J.!.r.?~ c_,st..:i sct::-s· ._.r;. t :-.:i:::c.'. 0;:·nton,-:e~, 

y-1 

r~.- :---.-1-1 
~ -r1+4 • E.•S in-

sión ['~ mr::·d8 q 1.10 1 ~ semi ci nt ::i v::t. t·::·m"?i.n:I•:.~ l. o·.:: ~l.".:)'JI. s·11tes 

aspectos; 

·X- X * ')*fo* f1x 

Ter·m1n3.ndose el c.3.lc 1..!lo apl1..:-3.n•:io l..:i.::: m.S-:¡ 1..t!n:-..s 

·X X x l :-Ef -)(f ~- · • • 
1 z-

... 



( i V) :5"ea 

para tcd:a 

~unci6n def1n1da por la ecuac16n 

Si M 

est~ndar, e~tonc~s f 

g(X, y) = •:'. '{ 

fC X) = ,u y(:;•: X, y:·· 

r _Jo 
LJ, 

t.::d 

:f 

o ) . 

qu-? 

la 

en fcr-r:i..3. 

los argumentos X, es~ando 13 sem1c1r1~~ \•acía ~ la derecha de X. 

Demostración. 

derecha (C'). Ahcr 3.. len.:::?r..-::s les argun~2~t os X.y p~ra calcular l~ 

:funciér. g Cen un pr1nc1p10 g·:x. ye 
a través de (M). A continuaci·Sn, bor·rztrrtc:'S e..!. •jltimo lr-.J.=o del 

sobre un cuadro marcado C) '.::::Jbre un c:u2dro \'"::tcíe;. var.18s a.l pasa 3 

o al paso 4 respactiv~m~nl~. 

3) Si 

mero y . Con 12 rl. ~:ud,;:¡ rl= : !-¡ 
·L.__J' 

~1 r..;-st.o 

de gCX~y). Y repitiendo desde el p2so núm9ro 2. el procedim1en-

to se reali=a ahor:a para y+l en l ug.3.r- d-2 y. 
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4) Si gCX. y) = ') 

Queda d1::-mostrado 

Turing-Calculable en 

en~onces ol mínimo y para ~l cu3l g(X.y) 

que 

Forma 

Toda Furici ón es 

E-:;t andar·. ':::,t.·"' 

demostr·acl6n E.·'..: c.onst:- 1...?c+.1va .;;_•n el s0n+~i·:J,_J s1,~1~:1.:.:,ri·.~:.-: Dad:i. ur.a 

función recu;s:. '/3., 

definer., se pu~·'je con::;t..ru1r ur.a Milquin._:i d~? Tur1n9 q•...:e .!.a. calc'Jla 

en forrna est2r1dc:i-r 

la po.rt.e d.a "Lig::-.::1::.r d~ T:a.Cla.:; ::le Ull3. 

Digrific.a". 
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VI.3 NumPración et.:• vodel de~ M:1quin;is d(~ Turinq. 

A cont1nu::~c1ór: lif}V,;..""1reru::.is 

vamos a ds•r:o+.ar l·-:-z ·:'J3dr,:-;s de la c1nt.:1 p::·r núrr:~?-·r·::·s r..Ztturales y 

C 1.Jal E:'S 

Numeraci~1n de los cuadros ele la cint~. 

7 5 3 

del cuadro x esta el cuadro 

/(x-1. Si si gni f i ·:::: ... que .'": '3S p3r y ,1..1:-:: s l. gn1 f i ca qu-2 . _ es 

impar,. t..enen1os: 

{ 
'<' . 2 si 11:< 

DCx..) () si X = l 

X ~ 2 si ll:-: /\ :·.: 7' 
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{ 
X 2 si Nx 

l(x> l si X o 

X 2 Sl /'-f'.t: /\ V "' •) 

xDy querr.3. decir que ~l cu~dro está 

cuadro y. Tenern·::is 

xDy e,., ... " N:-' " x ·, y~' v e N.v:. A , .... .¿-._:.> v e .v.--: A Ny " :< ~ y_>. 

prí mt t1 vo. 

cuadros qt29 estan situados er:~r~ 

X pero no al su.--tdro 

i::quierda de x. 

porque 

Z(x,y) Ir : ~ : 
Cx + y) 

2 

si 

si 

- l 

D 

Nx A 1-ly 

i'b: /\ N~· 

en cualq~iie~ ctro ~azo. 

Caracterización de las expresioru~s ds- cint..:J. por núrnr:·ro.;;. 

caracterizar un:-t e:-:r-res!én ·::"!e :-::.nl2 r:·.-.. i· 1.:n n•.:1:::2:-·.: 

b. Suponv.:s::~os que el cu3.dro _, la le•_r,:=t 

ces definimos 
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Nota: Hay dos po~ibilid--;does: ª~u) 3.l (el t..ra::.::) 

C el vacío). En ~onsec~encia el nóm~r~ 

finito de números prur:r:is sin r-:?peticié:n. P'...!.:;>'!::1,,:> -:;u~~ t_cdC's 

proCuct_o. el cual <=->'- p·:ir L .. ~nt·:i lnf.:..n1• _ s·.~'l:; ~·n •Jr; senr_:._(J::: 

form.:,l. b 

expr0:;i6n ~ 

-·-~::t~<J 1 b1 

'-•.-1111 .:.,r,-1-. 
- - ··1-·- -· ·---

condiciones: 

izquierd~ y el c~~drc .?tl. ::.: /, 

89 



fur:c1ones recursivas pr1n11t .. i•/as. 

ne•.:F.-:'si tam~s dem'.'Jst r ... :tr l ·~ p.ar a. Et. El pr 1 m'2r p.:1.S :::.i ~z. dctr cct as 

para el op•?r .:i.dc.•r q 1.Je ap.:<.r0r:~:·n 

, G[»:. 

y s·.s p.:tr o y ! ,_. .~:-'. 

_, S rnd.::(!': ... '.·..:.'.). P.::r ::.1 t.r·:: l:td·.J. s1 

a. P·~r lo ~an~o. en 

cual qu: er .::a.so, 

b 
¡i [ e: :p(! ·: ;;} , b)=•:• /\ 

rJ°1.;l.Y. ( ! (XI, •.:t) 

'I (yDICx) /\ dl;; => '2:q:C::1.b)"l)]. 
)(:::() Y=O 

Es ·el ar-o que 

C•O 

Esto c!E>muestra que W0 es r-ec 1..Jrs1va pr·1rn1t.!.v2. 

El Número de Gode~l t de una Máquina dt:·· Tur i n9 M. 

H esta dada por una labla. M 

Cm~1)) y trabaja con los simbolcs 

eslan las instrucciones y 8n la ct1arta c~!umn~ los r;U9'.'0S 

estados. 

Reempl.a:!aremos los símCclo~ do? l:;i,. .. _er-::er:?i. c::l•.Jmn.:t (~·::r ni.Jn:-ti--

ros) de la siguiente manera: 

I D p ªo ª1 

son reempla::adas por 

1 2 3 4 5 

respecti vamenle. 
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Desde 

que n ::: l 

t = 1 , ... ~ 2( m ·~ l) 

e 

e 

e 

_; = ? '-l. 

A = tJ 

ª·• 

91 

Ail Cde 

= l. •... ,2Cm+l) = 3. -1. E:..t..:: 

... 
n 

J:::: 3 l. J 

H. En r,r !. :r . .:.·r lugar, 

.-, 
,1 ~ • o. 

h•: -1. q. e. ~ :• 

.:.. ¡;~:.. .. _ ;. ~ .• .::. • 



El pr'.:lcedi mi s-n( a 

delerrrunar si un número arbi;~r..lrio 

de un Máquina de Tur l n·;i. Sab~ ... mos que 

número m (cor.lo ac:-i.bamos ;de ver). En se9·.11 r:L.1. •Js:..nds ( ><><) • 

produci~0~ una matr!= de 2(n1+lJ rengl·='nS>s ~·' de cua.".r-:: ·:::ol 1Jr.tnas. 

Ab::ira, 

cumplan: 

o::omprobar 

e 1 ) exp( o . D = l . 

( 2) 1 :5 hC 3. q , ·.::, l :O :5 5, 

(3) hC~.q.c. tJ 5 m. 

Si es~a~ ccndicicnes no se cumplen~ ~ntonc~s 

da una 

Conu--.. nf_ ario. Es che·::,~~.r 

d0 una m~q~1na de Turing. 

descrito arriba. s1 se ~plic~ ~ 

La~ Ftn 1c i onc-:•c; A, B, C. 

entonces obte~0::1~ 

nue•r'=' cuar:frG lr:-=-.;· ,~c1.on::.-:Jr .. i:.:-J cu.:.~ 

úrüc..: .... por 

UL'' 

C( r., a. b, e). 

A.B.C. 

"'( 

·\ 

t,a.h.r: Y PU"".L· 

n-· ~-, .-. h 

9::.~ 

<el .a.r·.~rn~r.te.: 

A':_ t..,".'\, b, ,~). 



bol o a,,,xF"<a , b,. m1nera que 

próximo paso c!e 

ca.¡.xP{a,bi' la cual .segúr: (**) es 

(***) e 

Esto nos pr0r~)rci011.:i os.l nu¿,.•.,.-i:.:i ~::.::...~-.: .. .:..'..:. 

{ 
IC a) si r.c 3 .::::.••,.-,, ?.t. 1-· ; ) l -· ·t- .. -·.J -

AC t ~ .. b, ~=\ t:( .a) si h( -· e:<p1:.: Ct b - ; ) 2 

a en e: '.J;:"'\ 1 T-1! sr- r·,.O r·:J ·~:·.Se:>. 

La. e>~presión de r:i.nta "?S alt.er.?t.·..-:!a ~·O:::..!.o 

mult..iplicandci o d1v1d101ndo pcr un.a 3.d·:.":'~t.:i.d.:t ¡:v,t~:·rici .. :\ de 

Tenemos 

b he~ 
'Pe 

ox p (o., t l J <':, l) - .J. 

b 

recursivci.s prirn1t1v~s. 

Los "/3.l ores 

signifi-::adc d3dci sélo si 

terminal. 

Ca,b.c:· 
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máquina de Turing 

es una coni1gurJcL6n ~~rmin~l :!~ 

simbolc.: 

esle s!n1bclo por el nómero 

mos qu~_. E o 

es recursivo pr1m1•~i".'•.:J. 

VI .. 4 La F~t-:>CLffSi"tidad dL~~ Las Funciones Tur.i.n~J-C::1lc.ul~-iblt:>s .. 

El T ..:.-or -:>rn~i. ! I 

llamamos de Kleene: 

pr i mi ti ... 'a LI y, p2r3 C?..d-?.. 

ci ér. Turing-calcu!~ble 

t W E ~(' 

f 

predicado regular, s~guid~ l~ aplic3ción d0 l~ tur1ci6n lJ. ~16l~se 

que par a U!"".~. 
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Teorema de la Fornl<l Norm.:it do? Kleene: 

pr1mi+_i'-'ª \J J. p_,r.:: .. '.:_.::.:!_:.. 

t 

quo p.:..r 03. cad¿, 

(t_1 9XlS~_S' '...!f:.3. 

PROBAREMOS Al !ORA EL TEOr~EMA DE l<LEEi~E. 

Números de Godel de Conf ii;1ur3cioru~s,. y funciones y 

predicarlos asocia11<JS con ellas. 

de M (.?. .• C.c). C._:...r:•·-..+_o?r1=amos ';'St....a. 

ª :::; 0 31( ,:..._) • 

Supon1 ende que 

Turing, 

Et,., 

·::l c::u,:'I.! l la-

b 

l 

Ahora bien, zupcn.11::.-n.c.:i~ :¡'~!·~ ,1.-:'. +_iene un3. coniii;.1• .... u-dc16n ccn:-o?·-

función la cu.:..l. 

definida ..::umo 

FC l, P.) = :;3(A( t ~ º31'.: .~) 'cr321: ,'.?.) • ~3:/ .~)). 

BC l • c:;i1( ,'7.) • :::r 321
: .~:· • -~ 3:i1

: .~:·) ·e:•: l · ·7 31·: ,:..,,:;,• • ,-:.-32': .~:· • :::--33( .~))) · 
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en l :1. :::ua.l <:?l 

·:!e un .. ~ 

de C-cid-=?l 

Eser i bi 1ncs 

cuadro 3rb1traric 

sec 1.Jcnci. 3. t...21·-

mino. .-.-,:,-••e-.-····-. -:. -·-----··---
KCt. w. :e:·. 2. s..:. .. ~_-··~-r~,- l -, 

termina des~~4= je K'. l • w. -'~ 

Observamos des prop10d3des de K. 

C2.1) Si KCl,W.z) = K1:t.w.2·), .:::'nt_or~r:..:.;_::s 

KCt,w.z) = KCL,w,z') = KCt,w.z 

Para proba e esto consi c!er .ó'°lílK.is dr_::,: casos: 

l.o qu-= j(i_ l , 'V'J. :::) 

es su propia configuración ~ons8su~1~~. A~:or~ ~!.~~. debido 

config1Jr·aci~nes sigu!ente~ do::::·ber;. co1nc!.d.!.r- ·.:cr. K' .. t. .W.;:), 



puede ·..:-.e ur :- l ¡~ s l H jeJa de cper~r de~pu4s de ur\ número 

finito de p~scs. 

C2. 2) Si 

z
0 

= ¡J:::(KC t.. w. :::::• = K< t. w • .-:: ':• ). 

:5'e3 2 1 = µ2(K•:t.,w,2':·) ~ K·:l.w,2')). !"·:· _,, ·:l-:·!'":·1i•ct·~r1 de K 

que 

gurac1on9s 

func16n 

r.:c t. w, 2). 

configurac16n lnic1al. 

cuadros a la ds:-sc~3 ~? 

.eslá dada por 

;.: 1 +···+Xn+zn 

n ;::<= 2j) 

J =o 
b

0
(w) = 

p(2C ~<, + · · · +:~" +2n)) p(2•: :-: 1 + • · • +:·:n _ 
1 
~2C n-1 j)) • • · ,c{2·'.:< 

1 
+2) )pC(:) 

número 

Si 

a
0

C W) = 2·: :·:
1 

• 

n = O. ~(1t onces 

· · .... ;: .._2n:·. r, 

l. 
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Ahora b1 en. t. er:om<::-s 

(i) 

Ade~is. 'ter. KC t. w.::::.) K·'. l • w. :::· 
Et K•: t.. w. 2) • 

r 

'f"'. t. y) 
{ 

y , Sl 

F•: l. y:· 

Ely 

entonces tenern~s q~~ 

Ci i ) K·'. l , w , 2 ' ) = ·¡; (l. K: l • w, ::<'). 

Las iec•_13-::1or:es ¡~ i i) l 3- f 1....!r:f"_: i ·.Sn K 

recur·si ~111. pr l m1 li '.'_:!.. 

3 .. El Predicado 

definid~ t:cr 

Ciii) K(t., w. :-Zl·: y:•) = K(t.. w. ·: :::21 ·~ y:·:·') i' 

a
22

•: y:· = K(t. w. c-
21

·: y:). 

f..~r .!.:11.! t.! '."C. 

(3.1) t:ü q•.Je 

exist~e tJn y tal que Tntwy. 

es 

Demos+_ración: Si K•:t. w. :?) KC l • w.:?. :• . SE'-" y = .:i·
2

(:::. K;' t , w. ,:: :·). 

Ent.on~E:.-s z K(t .. w. ·: ::-
21

•'. y))'). 

KC t. w. :z) 

(3. 2) .Si e:-:i s t_ e ur. y 

+.al q•1e KO: t. • w. z) 
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e 3. 3) M 

en t.. onces 

K. 

o < -z1 y·:· 
la prc·I='l-::-.::L.,_:: (2.1) d·::• ~-:. ~.-::::n0rr·::<; :j' . ..!~:• K·~t.W . .:::

0
:· 

K(l,w,;:-,,":·~ K(t..w.::"2 i'~y:•), ., K(l .. w.::-
2

,· y.') ::-z¡.y:• 

porque TnlWy. p,::Jc- le· q11-::.· K<t..W •. ::lJ_-,:.;:; .... Vi.y:-.. 

4. Pruoba dE~l Tt~·or·r.•ma rlu Kler:>ne. 

m§.quin3. 

men•.e Tnt.W(uy<T.~,tWy~'). /:..h•_;r·:;. t·i··-"n. st::·r;.:un (3.3). ::.;- sigue -:t 1J.:;. 

a
22

(¡.iy·: T .... t .;\•y:·) K< l . W. ::: 0 ) ~1ú::~-":>r :::- d(-.: ?·:-::'.·:d. -je l.:. = ~Lf 1 ::"-:r .::.·.::.!. t-:--: 

t.. er n11 n.3..!. do? e 1) • .,,1 

valor de la f~J~ción 

définida como 

gg 



K(I. . .¡¡, - 21 

rnáqui r..3. 

men•.e Trotw(,''Y'-T,.t .. vy.:•) .. ·~h·~·r~ !:1··,n, sEo: .. -::•jr, C'3.T>. 

a 22(¡1y·:T,.,t.wy:O) K< t.. w.::,) r,t'.!,: .. ~r'.:' j,-~ ... - ... : .. !. c!·c· l.': 

ter mi n.al de H. ?.CU<?rd•.::i C·'"::n. 

definida como 

fC w:• U(¡iy•: T,} wy~· ). 

Esto demuestr~ el Te~rem3 jq~ '~Leen~. 

TODA FUNC:ION TURING-CALC\JLADLE e::; r~i:cur;:!~IVA. 

gg 

~:. 

(1), 



DEDUCCIONES 

Un Prccedi mi en.la 1:;;;.r,er .":Ll s~ r:;ued-s- en+_ender- ccnv:; un s1 sr.ema de 

reglas a par~lr det cual se pued~n producir 

Def'inición CDC!ducciónl. 

Una C~duc':.:~-:Sn '2S 1Jna suc,'?s.tér.. finl~.a dr-::- pctlab:-3.s, se:f"J:·':':~ vn 

sistema de rsi,:;;l;::i.s d::..d.:-._:: C::·'? ant-?rr-.z ..... r.o. El núrr:-=::r:J do? p:.11~;.bras es 

lla~adc la l~ng1t~d d8 la ~ed~cción. 

qué orde:1 l 3.S r ~.=--;].!.as. no 

posible aplicar· al']'Jn~1s :!e e!l3s en un mor~'.ento dad·::". Exi sr. en 

sistemas de reglas. l L.arr.,,::i_dss 

de un conjtJnl0 de ~egl23.~ Dichos conjuntes cst~~~ crd~nados 

obt9nerse mediante las reglas del úl~1mc conjur1~~-

Aq•...1i. pcd-?;.-.as mer-:ctar.:'!.r, 

Pr ocE.•di r.u en tos r.32r:.eral t'.?S y Al gor i t mes: 

(0 Cada regla de un s!slema d9scr1be un Algcr1tmc:: ( t.ermi-

nante o no ) . 

C i () Cada deducción d_~ origen a un t4.lgor i Lm·:J .que esp~: .. r:ifica 

el modo en que la deducción ha d~ produc1rse. Tal 

tJn-;t, regla adJ.c1on.al que indica el or.jr:.'n ~:--. ~t:·::- aquellas 

deb9~bn ser aplicadas. 

Veamos el Diagrama sig 1_1ien~.'.? 



De hecho~ un sist;S-m_:,. de re9l.:::i.s ·:!0t:-e C•.:::ns1dE.·1·ar"S~-:> ·-::.·:imo '.Jt1~-

fuente inagc~~ble de Algor1tm~s. 

Ejem¡ilo (~ un Sist.em.:1 de Reql.as): 

1 os n úm·.?r· os 

U 3"" _ K. 

2) 1'5 -s K. 

conjun~o d~ reglas ~s: 

( l) l 5 ( r·~c 

( e L) 27 ( Por 

e ~i i.) '::'2 ( Pcr 

e i 'J) e s2 1,12,) ( P·::ir 

(?,..1) 37 cr::2 ·iz:· e ~,:--r· 

La cual es un.?. deduc.c:1 1Sr. ::!-2 l •:•r. -

'- 2:· 
Cl) 

( 3:1 

·: -~) 
e 3) 

t_ lJ.j 

). 

). 

·~s_;n.:!c· •:': ') ). 

IJS 3.[~·:.!.-) l.:) ~l ( l 'JJ) ) • 

5. 

Ejemplo CD·~ un Sisl1:11ia dp RE"Jlas Superimpu<:·stcu: 

l .:'l.:; '/:tri .cJ::l ~s 

~ino más bl.Etn du ;:;::~p:~c•-::ont __ "'lc-1..,:":'no~ tlumP.rLc.:-.:; ( tl 1JHE!:F':~!...ES' -. E.:: 
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proposic1on~les. éstas. son palabras sobre ~! alfab8~.a A
1 

generadas p~r las s1gu!~nt~z reglas: 

R
11 

<::>ser 1b:t.SE- ;). 

R
12 

a.i:!h~-:?r::::s· / pcr la Cs->r'2·=h..:t.. 

ejem~lo: 

reglas: 

son. por ejemplo: 

O/, O/. 

regl0;.s: 

Si 

{ Ru ' R1.2 

R,. 

R32 

R33 

R34 

t-1 - -. :- :~ ~ ,.::.:l _. - • 

102 
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APEND!CE B 

EJEMr'L.OS DC TURINU-CALCUL.ABILIDAD y DE TUl"<IMn-r•I ,·:1L'![:IL !r)/\[) 

r-~al!.::3. ~!l cálc•...!lc ,·:!0.>L '::-ilcr d~ un:?!. func1ór: 

TP.orema 1. 

A 

y 3Fl !C.:-!.;;:::·:: 

rech._~ d~· 8st_,_)s. :-.,.nt.·::"-z-,._:;•-?:: 

la fur.c i é:n. En'- • .. ::.-nc..'2'i. 

Turing H ~ue c3lcula 3 es t_ 2. d.:-1._·.:!~ pcr 
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:,..;-,, 

Teor·ema 2. ..:.: -~·:;~ r-. - .) r l.. ;,.. _ n~::.:.. .' 

+.al q•_!.;i 

( P1 • ... • ~:· .. ) 

-3.L, 3 J .-.::; •?:S +_ ,.-;'..;(, 

en la :-·~·.!.a.·::.::..:::.n 

Ejemplo~-: de Func:iones Tui· i.•11~;-Calcul.abl.-~s. 

Varr:cc: 

es calcul~d~ ~·~r /fl 

es 
m 
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Ejemplo de Relación Turing-Decidible. 

d<::""' ser .:!!.•.'is1bls· 

por un númer·.:- ;;3t_ur:i.l fiJ·:: 

der'?.:h:~ del 

fir~i lo de p.:-:::;r_¡:: s0t·r-~· 

di vi de a .'é. 

lº 
0 r.- t?-{' 
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APENDICE C 

MAt-llJ/,L PJ',r-!A LA UTILIZACION DEL PROGRAMA 

act,os po;;i t.l ·=c. 
/ La imp:-·='.:. . .:·.:·!i. -:!-?l S.!.rr:!:·.:::lo "/" ~n l:-. ··s-r-:~ . ..:·.r:-:i.. 

la. i-;.::-q•Jier=L~. 

Los ca::;os Cb) y (e) 

E>:;tamo-:;; li.ml.t.ii..dos .a. u:;:..'l.r UtJA SEMIS1t-1TA FitlI-:· .. : .. 

106 



siguienl~s c!3t0s (uno pc·r uncJ: 

ACT<J[,. ><J 

r-::.·.:tl1::::tr ¡: .. ·-:·!· l:-t r:1~quin::i -si 

·::::: 1·1) ' 

El 

(como vi mo:z) il•::J .-:on::; t_ i +.U~/~~ un ::::i l i mi+~ a·:: t -~·r;. 
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1. - M'.Jmer ar 

sam.enl·.? 

arista 1 

CERO C._:;;:::,::-.:: :: ::: 

..-f' '.~· •• ' - . 

.-r . .-.,-,, l - • -,r- ,,.,,. . . . :- - - - -· - ·-·'. - ·-

108 

''.:~r. nun:"2r O:i.T 

l r: ~- ·::.:· '.'•=--n-;.1 !i r 

+_,_:-r.,3..:- en 

l a :ir 1 s t_ a. O la 

-=--n 

12 

M ll . 'l .. ·2 . . .et_c . 



As.í~ pCr e'}E?:.'"lplo: 

La digr~f1~a cr!g1nal 

despu~s del pr1rn~r paso qued~: 

1 

y desp 1.ibs del 

rE..~j.)resent:...._ 3 l.:--1. diqrif"ica: 
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Comentario! [\--td.:i. una. d1 ~;-.if1..::3.. nó•_es':? q1._.: .. ? si .-::!l ú~~1·:-..:o ~/;,~·r·t..1::.·e 

del CL1 :..ll n•:::o sal·.? n1n(~;'J!":.:t 3-!'"!St_.:t,. 'S'S el qu~ !'"·.2¡:':--::--:.,;;;.nr_:::, -...:.i. Mº 

allo8-ri:tr:.lón. 

decir 

deben <?sr_.:,T gr ":.J.t·2.d3.·~ o::~r: =l di.::::-:..' que •.:,::-nt..!.·~ne al Progra.rn.: ... 

Ligadór ele tablas rJf'." .... una diq1-tt.f icrt. 

"l 1 g.?..t" .. l.::ts +_.a.bl.21.s rj-s> la.~ 

digr.f~fiC? .. (l3.l y C".:'mo S'2 ~:·:¡:-llCÓ "2r1 13. s0c.r_:1,)n 

definió la m~quina de Tu1·!ng N r~pres~ntad~ por una digr~f!c~). 

d'ichd. /unct.ó"f"~. 
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Segdn lo qtJe h0~c~ ~.·isto. al 11i0:::-"t¡'.J .:!:_:• :J1g;--.d..f!.C~S, 

tendremos: 

1. •.• --;.,- .;. ' • ·-~ .... 1 -, 
,/ --~~- --·· --·· 

Prcgrama: 

TUF-.11·13. 

marc!i.3. es: :-.l 

<.El !T!"::F:, 
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se debe lorn~r en ~uen~~= 

CiJ que l:i.s m..:i..q 1J1nds d~?!-in1d;ts en el F'ro-gr.:.1.m.:t sólo ,!lc.+~ú3-n 

~obre ~1lm~rcs n~l~r~le~. y 

(ii) que el. n•.ír~;>?r e r•'"'-~T.Jr:i..l 

t...ra=os. 

n 

Para escrtC.!.r les 2rs;i 1_uner:tcs -::.s• usan l3':-:. te(._.las:: 

para represen~~r simbo Lo 2 
va.e lo 

... un cu2dro i la derec~:~ . 

+-

t 

+ 

p~ra :nc'.'.::?r 

para r:\-:.. '~s·r 

1. 3. v··?:.:.•n r_ 3.n3. 

1 .3. ~:-?r•t~r.:-i.. un 

l 3. '/S>;.t ~n3. un 

r:.1..J,?.dr "' h.?.'..::.:. 3. .: ..... r r i b::t 

- Jó.r.:1r~ \"",'.3 .. ::".!. -, :~ !:> .:i.. ,i-::' 

Cl) Record:i..r que !::o t.i°""'n.e l:.i.. ccrre.::=pond .. :ncí a: / ----1 O, // ----+l. 

/// ----+ 2, //// ----. ::>, ...• ele. 

(?) Al cuadro on !.nspe-::ci.-.5r. le. 11.a.m.;,.rr.-::-"!.;" ''CtlTM~l/ •.. 
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las sigu1 er;t_-?s f-:.'r r.i::~s: 

r-:t} ler.t3.n:-?r.-t_e 1 ~pi>S'S!.·:Jn3.n·:!·::' 1:-1. te·::.!.~""'!. C!-?l 

func1on.:tn ·::-:-:~'..:: lnt~.:c.r-r'-1pt::n-;::.-s. d'2 r.1:Y::!·.:7 q•_!<.:'.' ~c. ~·.I•_:,..·J0 3.l'-ern,,_1r .!.a 

velo~idad de e1~·:·J·~16n d0 l~ rni~u~~~-

Una v-e:: 

<_ <'. EHTEP. · 

Al d"?j "3.r :i-:: :::-¡:-.":?r 3-r l.:.~ m;:.t·:¡1.11r.,:,., 

la opción de \'2.l.'/~1- ~ 3..·,:•_.:.'.'.;ir·l.:-. ::: 

su ut~li=.21.c1.•5n. 
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