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INTRODUCCION
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y se establecen Los Maguinos Slementales. Ademis se deflinen los
conceptos  de Configuraciodn de una Miguinz de Turing v de

7
Eguinglencsia de MHaguinas de Turing, este tdltimo de gran wgtilidad

en la elaboracicén del Programa  y en la s=ccidn IV.S . Tambrén
se definen los conceptos de Funciodr Turyng—Zalcouladles y  de
Relacidn Turing-Decichibls. La secci1dn IV S . llamada Combinac:dn
dez Madquinas de Turing, mMUES e A cdme construrr maTul nas
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Maguinas d2 Turing gue L:

realizy ael modo S1guler

que s=2 menclana SN

1
Para aclarar todoe lo ques =l Programa pueds realizar vy cémo,
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los protesorss M.oF.Z, R
Al freds Amor, Mat. Mari=z
Chacdn Czz.ro; por  sus
mismo, & Yicator Hugs
estudiantse de la CJarrerax de Matemitico
Ciencti a=, por las  as=oirizas brindadac con a la
elaboracidn del Programz.
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muchos

del matem

blemas que le ocupan,

cheos entre sf{. Zurgse c<

investigacisn
cer abzolute,

sistematic

mode que cadn una de =ilas

De e2stas manera,
ALGOFITMO zomd un
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medio de un simple
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Ejemplos de procedimientos generales se pueden evhibic  en

cualquier disciplina de las Matemiticas. Basta pensar en el

f—

a suma dz dos ndmeros naturales essritos en

fr

procedimienta par

notacidn decinal. en 21 mérodo de Cramer para recolver sistema

= =n 1z

para su ejecucidn en un htarto de londitud frinita, Adkembs
1

demasiads vagos para svbrair 1o recuesrids

Esto lo podemcs ver, por

métodas para la solucidn de un ziztens de ecua
Entre otras

criterio de

embargn, e
en casos  de

U razgo

T

de manifirestoe =2n La slasie

posibilidsad de prosegqurr o no la zplicadndn algunms de =b oz,



CLASIFICACION DL 1.0 PROCEDIMIEMTOS GENERALES.

Camzluyentess
Multicpecionales o Cilcules

1
. Tt orati/og
Procedimientos -

Generales oz
Coorzitivos o Algoritnos

cant es

1

Tteravives

Descripcidn.

Procedimiento CGerneral Mullizogpzional @0 Agquel 2n »l qus. no ce
especific: en 4qué ordsn e las
reglas.

Algeritme @ Procsdimionto =n el tual ¢n cada pasc s=

tiene egpscificzde en forma univeca lo ques dasbe

hacersse a continuazidn,

Algorttme Consluwente

Ejemplos

>



2.~ Algoritmo lterative para determinar la ralz cuadrada de
un ntmero natural.

Para peder describlr ezts zlgoritmos, de mansra mis clara,

)

lo iremas aplicando a un ndmero particular

Es decir, nuestra taresa es hallar

Primer pazo, ZSe divide =l

partir del punt

Segunde pazo. Ze oxilras la roals cusdrads Japrosinadal del

periodo de la izquierda ¢ 22 3 ¥y de &ste =& rag

o

cuadrado de la <irfra hallada © 2iirza gu

es menor o iguzl a dicho




Cuarto Paso. Para encontrar

debemos hallar un digirto - & tal

[
a2

o)

1o,
L)
A
Y

1
>

sea el mis aprosamado 0 monor & igual D o Claks En

este caso & = 3, puesto

Por tanto, la siguisnts cifra de lx rafz ec £ o= 3,
y restando {7 102 > I 2D} & FEI, tenemnos

3 22 19
-3 Qg
=3
Quinto Pas=o. Fopetimos =1 ‘tercer paso | Ez  deczir, a lsz

2R T ar
oz

o 2y, porootre lado, se deb

bl



Sexta Pasa. Para encontrar la siguiesnts cifra de Lo rafz,

debemos hallar un digito 3 tal que, =1 ndmero

C1 0602 =« L0302

sea el mis aproidmads L omenor o igual N oa 32250 En
este casc (3 = T, pumsto aue © 1 5 6 % 3 o =
Por tanto, la sigulents cifra o2 la raizc es 2 = 9,

y restzrdo {0 1085 3 w0 T 3 L a

gg,82, 25 535
-5
3 52 10
-2 09
52 L o8
-53 S
[l

Hemos terminadoe

que ha resultads =zer

el proceso obtuaimos un residus igual 2 cero 2 ouy

L o

anr Ton 2l procoso

punte desmal bl
a1

[SETR8

Ldgi oz

un




I.2 Caracterizacion de Los- Algoritmos,

Sin entrar en detalles diremos que todo procsdimientes gensral

opera con abrjetos de

cualesqur = priedsn ser,
por ejempl .o,
como loz us:

eléctrizos

COnSr Tl =

comput ador asg.

LAl

Tranzyormor

sentido. =l

con  cigrtos

transfertrsa a e los substituyrx,

Veamos los siguientes <2jemplos:
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[ TP =l
Told s 2E D -
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ST

rarsfereniia del

‘naturzl { originalmente D s
puade traducir en una su
1 2 3 . . .
e s Y ds . .
Asf{, el preocedimientce de < Sumar numerss naturales "ose
tranfrere al nueve materizl como < e trazeos 2

una lfn=za de Lrazoz »o
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del material

Por
Algeritmes qus
e

de lineaz d

expresrones

Definiciones,

Al fabsto .~ Conjunto no vacfo v finite de signes C o letras D.

Falabra wocfa scbre un dliobots A - Pz] que na contlsne
letras. Se le denctz asi 0. ‘
A
Patabra scbre un 4ljfatete A - Palabra o
con letras de A . Al conjunte
alfabseto A se le dencia P

A




utilizade  para
desarrellar un Algeritm son Irrelevantes, pudi ends Ser
reemplacadas por othras cual zsquisra de cuxl sl er otro
alfabeto B. Veamos la siguiente proposicidn.

T
-
[*]
=
2]
a
o
o~
=

aplicakle

aplicable a palabras

Dada unz swu

el resultado de aplicar =1
siguiente: en primer lugzar, pus
una YUnica  a=d
[ b
Cug,..ou > A
Algeriime ¥

Para terminar. aplicamos {2z

ner precisament= la definiaidn

Veamos el siguientle Dlagra

ol

X(a) T OXCU)) = Y(9)

Nota @ En

conjunte ode palapras (S

palakbras gue s=<




Y sea f: M v {0} m—ms [ A0S 00 Lal que

f¢Cnd> = -.../ < n-wrazes > Y on e Oom o de f.

Claramsnte,

para la suma e

de la adhesidn

ceadn Lo enpusstua,

3
2}
[N
e
—
A
L]
£
3
i)
w

[

Y(¥) = [ (X(G)) = £(=) = ~~/

- - v e = T - T - - T -
gue es precizomenta Do 3 Joamos =l

,_
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Como acabamos d2 ver, o5 sufici=nte considerar o4lo Algoritmos
que operan con palabras de algdn alfabevo,  Ademse, como Las
letras y las palabras de cuzlguier alfabstn con yreslavantes v

puedsn cer recmplastadas por olras cual@esguiers, en particuls

T,
posible por NUMERDS  NATDABALES. Ee deesar, cahbhe la

posibilidad de qus ol alfabste sea A = { /) y = [N

Conclusidn ¢ Lz szuficients considerar ALGDEITHOS o

conjunts  de

erecty o, Azsf, todo

1.3 Nuneracidén de Godel ¢ También Lamada ARTTMETTAZACTON D,

En principi

letra, a saber

matonr Ll

etc.

Consicerar un Altabesto <d= una =olx latra nn constibue

limitacidn, veamos:

12



caract

CideD

Ctwd

Defini

Témese

debe especificzr une funcidn g PA — B zon las
erfisticas zmiguientes ’

g  ©% lnyecuiva.

hay un Algeoriums gque permite Coloulor Edzciivamente

2
4]
3

un ndnero finirto e pasos al ndmeros gl para cada
= P .

£% T4

para cadzy x = [ . ez pozible Decidir Lfectivarente si

Jee b

X < gCPAD o x g giP.), Ef decir, podemcs Ttaber Sl x
-

hay un algoritmo medi

la palabra

truccidn ez finpita.

cidn de la funcidn  q.

1 2 2]

Ze defins g (EJA) =0 , v

natura

1 =< j
Ciird

B
gla . -» 3y’

1l escrito en base Tn+ld). Puesto qus 1 € 1) = 0 para cada

< m. Esta definicidn satisface lags condiciones

y Civd.

M
w

U
~
-
L)
-
~
“w
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Ejemplo :

a
entonces glg) = 1@

11 o= iz = 132

- 2 .

9 « 12 = 120

3 -

I = 1724

Y 1723 + L2098 + 132 + 2 = 5198

Feran r=1%haory N € =1 %k hd . g claro,
que e & gCPA) traoqgue oTntlensn al Afgite Pl ] [ SRS
escrilura en bass 12 v, owor derainiordn de 18 N pusde
aparecsr  en olnoro e = palabkra

distintz de la vacfa.

Para concluyir 2! =

reconstruaLr

hacemss pasands x 3 bzos

[
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N
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3
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N
n
]
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&
']
I
(Y
(2]
4
-
ty
)
+
b

Por le tanto,
L 571
= (@

ny
w2
+
-
3
L
+
por
A
-
n
4
o

'
~
.
,
—
)
~/
»
~
-
—
[LI
-
v
+
~
[o]]
"
-
v
o)
s

Con lo que g 18 7T

Comentario : En ¢mtza secou:

las neciones oo Caloulabilidad v Lecidibriidzd. Ho chztanto. Lla

mi<smwa, =i

sable para
cexhiblande una funcidn gue s Ltodaz luzss oz Coloulabla,  woun
conjunte que  es  Dwoidibls ne  porgque concuerds con cLrorta

definicidn sine porgqus 2s un hecho evidente,

14



Par lo 1

Algoritmo

aplicable &

alguna n = B, oz giP ) o naoa glP ).
N A A
Ern 2!l o=so de gus N WP, mumedts Lo srgalante: Tome g ws
A
una bpryscezi1dn entrs los gopruntos P voogiP Y o f entonsaw
- - Y - P
cualguier Algoritms aplicatle s palabras ds P sa Lramstisrs an

3 e,

ne hay rarps de regracsr de noe 48 - gif 2 ) 2 alguna & 2 P,
A

Definicidn (Funcidn Aritwiticad.
Una funcidn ez llzmads droimdtica =1 Sus argumasntos Y

son Mimeros Maturzl

concluyante

argument.o,

Conclusioén @

La de la nooidn de ple]
reduce, segdin lo sigmissto, 23 la caractericacidn de las funcicnes

Aritmél icas  qus

13 Un Algaris

zar unf{vooamen
palabras de un

42 Todo Algoritme

Por lo tznto,

QO

jo] gl

e

Funciones Aritndiicas,



Comentarios

1, - snvenir considerarla €n
ciertas nads: o prords zon YA

axclusi Sn de

. Dw hecho. las palabrg

A= oa, a, ! sz puscden

vaclas de A usands liz siguient

C ow ) = 200, 1 la palakra w  contlens: atlo sf{nmbolos que
cornciden con &) Tes decir 1 ow s oa, w oS aa.
v amn, ., ohed v
JCw 2 = 9w, en los demés cazos

&. - Cabs esperxr Jue alguncs cilo

f{eicamentea, vz sezx por limiLtaciones D por csr

contraria su con Las leyrez da Por
(O 1000

. . 2s

decimnal D pPOrygds no o havoan lo muflatents gara
poder esecribir tal
Por tanto, ' ST dgi

situacidn ideal en la gus no
o material para desarrollar

de los Algoritmoz pasibles ¥ n
! t 4

18



CAPITULO I1

CONCERPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA CONSTRUCTIVA

A partir de lo qus hemnoes sstudiade zserca ol concepto de
Algoritmo podencs derivar dos conTephos importsntes: L2

Calculabilidad
s}

II.1 Funciones Calculables.

Pefinicidn (Calculabilidad)d,

pusden ser tomados  comc argument g




Comentarios

e

numsrable RO,

ntaz de =2l]laz son Caloculables 7
Sdlo un ndmero numerable o
=}

de tertes de longitud

. Por lo

I7.2 Conjuntos y Relaciones Decidibles.

gna Cdrmulz el ciloulo de

Tratando de hallar unz

uctura somdin, en @suos =2iemplos

odemnns ver que on cadi une de 2lles =2 menzioni: x dos  conjuntog
P T 1 11 1 ] t

T K, vy K, 2 gque mantienen ciertsz ralacidn, asi, =2n 012 K ez

el conjunto de los nilmeros primos v K, ws 2l wonjunte de los
ndmeros naturaless, =n (22 K, =2z =i ) zistenas de
ecuaciones lineales que tienen zolucidn ¥y K, coniunt. de

rérmulas del chloulao d= predicados. Obsfryese gue . K

subconjjunto o= K

po
(84



Definiciér C(Decidibilicad).

Ahcra bilen, unz relatidn de o términos s pueds pe ©oTomD
un conjunto b Por Lo tantas, ! concspto ode decidibali -

Ur, procedimionto de

Proposicidn
allfabets AL nio una
funcidn X Couyo

dominio o5 =l

o
v
ot
0
Ui}
~

N =

.\k

L




Demostracidn.

Cid Supcengamnos
e

4
TmMInNAr, para

podemos et

el valor de=

I1T.3 Invariancia del concento de Decidibilidad Absoluta bajo la

Numeracidn de Godel.

Sea G la numerazcién de d= laz palabras scbhre un
alfabet A cde n 2lementos, H un conjunto de palzabras

oyt

5y
(1’
(U]
[

Aol

' .
I! ak

delerminamos g2 $gto =z npdnero e Godel de alguna

A, Zi este

olrgo lado n  eg @l ndanoro




CAPITULO 111

EL CONCERPTO DE _MAQU!NA DI TURING . COMO RECMFPLAZD MATEMATICO

DEL CONCEPTO DE ALGORITHMO

Para nusst : =l = = Nl e 2 el ol
intuitive de
ber, por = de: Tur ing. &1

en sugerir Pntul s vamant

sttt Tue A, Churcd

Algorutme

en 1935.

Toda Funcidn IToturtn =1
N Turing~Caloulable,
es admitidz hoy en diz por la mayor parte de Ldgicos v

Matem&ticos.

IIT.1 Maquinas ¥y Algoritmos.

A T el
iz Turing,




5l

s
0

Quedari clareo, una vez derinidas,’ qus cualaguisr Miguinn

far

5}

A
Turing describe un Algeriime . La  Unicaz cugsstidn es,
cualquier Algoritmo puede ser llevados a cabo por ans Maguina e

Turing adecuada, La 2firmocidn de que Todos Los
o ~1

pueden ohorcoar por Migulino e Turuny oo ATt
sentidoe jus 1o La Te cle Church, s ousd omonorormamns oon la

phgina antericr.

adelants, @z gqus los concsrtoz matemitlicoos

o -

resmpl zzos del conceplo e Algoritmo son

Como ya establocimos, =en el capitulo L. un Procedimiente

Ceneral =sta descrito hastz 2]l mis mimimo detalls. as! gque no se

necesita imaginacién parza llesvarlo z calo. Arora Lion, =i btodo

métods por medio d2 unz maoulnz.

iy ool

=1 Métoado de Turing
analizanda =1 compo , unTr humano, gus

realiza las operaci 3 ] dedls diche pdtoado.

ez



I1I.2 Descripeidn del Método de Turing.

En ecta zoccidn establecenos lof regquerimtentos necesarios
, :
para definir =1 <concepto e Maguing cde Turins, Vara esto,

mencicnames primoerao cuil es o e! Motesrizl utilizads ror una MH&gUina

e Turing, =n
tales que e
YV, cono parte

de Lz Miquina,

El Material! Utilizado.

s ;s

usdrs v sdlo conzidera

Ll =

REDRS N

EY

El B .
Mt
LA " 1 -
Byt ne En I




Mo obstante, la bidimensiconalids

indispenzable, Las Turing ut
menstonal gque esta dividhida en una sesuendla lineal de cuadros.
flicient s cuariros eshan

“

@t farele

Asumimos gus la Tinta

este sent: s de Lla
Cinta @i an waclos oon Mol 1

Es convenisnte 1ncluir unto

simbolo vacsis come zusily a-,

Asf, un cuadro estsx vaclin i

infinite

Comentario : Al usar =1 Programa ., un cuadro o2 consider
si no tigne ninodn simbolo escrito en &1,

practicas.

24



LLos Pasos Elementales,

pol g i) un

ELEMENT A~

Comentario: Tales pasocs =2

Un pazo del cilc

cual pasa & s 1z

detiens cuando unn

Qué puesde mucsder en un

En primer

de cinta sea

Elemental =:
asté  esarito on oun cusdrao

Ci,k = 0O,L,...n2.

caso la letra s gQue ouxliopiier cxmbio ohe una

exprezién d2 cintz conzistird en un cambio =n

cyadros,y pusde asf{ ser dividiado en pasos

tipo.



un cuzdro

disiancia

{

elementalen.

Detenercs

Importancia de los

Comg acalramos

opzracidén de la

w

cuadro de

impreso un

un delerminads

noicnar gue en cada inntante @)l calculista pone

dea

simbolo

TanLe

Estados

L=l and el

ciert

o cuadre de la cimta, Llamames a ézile

En g=neral o=z

adre & loa rzouaierds,
loe rezpectivas sinboles

para definir una Magquinag de Turidng.

n, =N osote oundre =sn
@t om0 owl o i - [ 5 = L
>nle® Al fLonjunlo VR e - B Y

al ouadrs en inspescidn lo llamaremss

I={s]



Para ont

CONSLruUlr  una

aperacidr, scbre cualguicor  cuadro de cunl gurer

.
cinta, sea moveree un cuadro o la Derech: o Doften

lo que

operacidén

estanctsy en

-~ - £ - .
LEIVITa DATa

Comentarico @

Como ~rers

bir el

hemos

pagina siguionte



Pa=w =

0 reaiyt S

pileomplo enoamer:

Lo LS £ T AT S

U sl px

comportamient o de

escritura de un

28



CAPITULO IV

MAQUINAS  DE  TURING

Jde una matriz
que consta de cuartre colu 5 - SONS L snte, ozda renglan ce
la matriz consta <=2 un A El primers ds doemm
reprezenta al estadoe Cde debomoz conzulter para
continuar <l procsszo, =l

el cuadro =n inspecclidn

es el paso el@amanral

instante? v 2l cuartoc simbolo

pasa.la méguina, D¢ esta manera, estamzs

definicidn de Magquina oz Turing.

Sea A = { a2 ... .

el caonjunto de le=

E_={0.1,...,m~1 } <

m

conjuntn N de Nimzros Maturales, A les

llamaremnos ESTADOS de la miquina,
IV.1 Definicidn.

Definicidén Cde Maquina de Turing).

Una Méguina de Turing M sobre A 22 una matriz CLablad) de

orden min+l) x 4. definida e la forma siguiente:

29



Sfmbolo. que

Estado actual se encuyaentra " AcCto a Muwro
de la maguina en el cuzdro realiszar Eot ade

inspezcionads

Sy bo CD

[ o)

a b, c

0 ar\ bn S

1 G0 By St

1 ah bZrmx CZr.~L

2 Ay P Tanez
m=1 &0 b(rz\—l)h&{rﬂ—‘) Ccv:v~l)r»a»\n.—t)
m-1 Sy b(n\—i)rnm Cimetinem

m=1 3 b C

e mr+ cme= {3} "‘mnvim—t; .
Ponde b= AUV US ¥ c, = E parz cada T tal
que O < =2 mn + Im-1D.

Es claro gue podemos identiticar una Méguina o= Turing por su
tabla, va gue para cada parela iz Cgen j o= B v 2 AU YD

existe

dado un ectzdo i) v 2l simbol

inspeccian, guedan determinade che oyl
nuevao estado I ogue hay gu= con 2L

&
process hasta hal

jo

A" un acho

30 .



al estado inicy
mencicnads =n la ta

al poner on marcha

Siempre s ericuonhra en el oo LmERSr - anL e

var numorades

mencionar

(segin se admer e naturales,

que =) proceso de operac:dn dee la mhguins

En el programa vanos a consirdsrar sAlao mbiquirnss owueos Hotoadon
estén numnoradeos poar D, 1,2.. .., ete. Slendo SR 21 estado Ind e

cial, lo cual Ccomd versmosl) No constituys una limitanion

Si una linea <2 la tzbla qgue definz z M

entonces 3 es llamade wn estads e

Ejenplos:

1.- El =jemplo que mencionamss, —ondtruir dre Haguino de Turing
cuyo Ltrabajio zl ponsrla

cualquier expresidn de

detensrce, cu=da dsacscari

o 1
D

1
:'li pa

e} a_ D 1
1 2, e 1
1 £ P 1

-
[

adl
[

™

31



2.~ De manera aniloga podemss definir la méguina Izquierda € 10D

f
i

[ng
i1
[ad
W
o
-
i

usando la siguien

o
=t
[

.HHO.
BT T
-~ 03
.Y .
PR SN

Sualagurer ogadrs e
cualguier elpresidén A2 cinta rstroceds un ouadro hactia la
lzqulerda ¥y

e cinta: e a5 altberada al

aplicar las

Comentariao:

rada P <en

bemos rellenar la tabla de testacer Lla defi-
nicidn.
3.~ La mAgquina a; Cj=0,....nd o=ték desorita por la ziguiente

tabla

0 = &, ]
(o] a, a, [}

]
o
e

esta miquina coleocada scobre cuzxlguier cuadro  de cualguier

3

evxpresidén de cinta imprime 2! simbeolo El vose devisne.

3

3z



De esta

a, foon j=0 GnELOYLEenes

mbquinas miz

4. - Las miguinaz de los elemplos qu2 oa continuacidn oo an
son migquin Lo f 7 . Se conwviens en

D rmiall o * o, e

5
as{, de
correspondsnera:

narenos cdm Ltraba

Cd

el o N®)
NOX N X
TUT N
Ll e

i la mag

cuencia de

mznte vaci

detiene =z

ST S LC R Or

cula a la Yur.:

Nota: Es importante

Lres renglonss
cuarto rengldn, el cunl se ezcribe sdlo prra satisiacser la

definicidn de la migquina M.
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0
1
1
2
a
e
3

XN XN KRN X
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o3
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PRIMERA OPLRACION

(i) Condicidn de ventana : Blanco. Imprime salguns e los
simbelos Y- Y o deja el cuadro osn Ll condicidn

en que e ancusntra,
Cii) Condicidan de ventanas Hay un simbolo impreso. Boees el

simbalo

31....'an.

en blanco, o
encuent rx,
SEGUNDA OFERACION

(i) Musvse L= rentana de modo gue 21 ouzdro en rnspeocidn

TERCERA OFERACION

Ci) Cambhia a 2Lro sstado,

Cii) Permanece on 21 mismo osts

Comentario:! En

funcicneas B.




cuadro n  tisns al sfmbkolo BCn) wzcrito en
tenga al =imbole a, o =% ez  llamado v
considerar la funcidn B SO ML NS e

bien, wvamos 2 <cnuid=rar gdla funzsirones tals

para casy todas Loz B

aGUmI SIS

finito de cuadros tir=snsn

(4]
en ellos. Por sjemplo:
Si A= {a i a,, a2 el BC-23 = a,, R
BCOY = a,, BI2Z =
BC:> = para todx v e X e -3,-1,0.2, 3.
De modo que =l aspscto de la cinta e
SN I PO I I I I I I
=2 2 b 3 | 2 :
- -3 -2 -1 ) 1 2 E} 4 .

cir, una funcidnd y < es un estado de M
&

Una configurazidn ¥ = CA,B,CY e llamada term

de la configuracidn . empreza son CECADF.



Sea K o= CA,B,O ura configuracidn no terminal, Toa CECAD DS
la configuraziéoen K Cde modo gque L2 P> Podemas

sin amblgiledzdd con M o una sonfipurgoudn consscutiva

w
™
&
n
i
4]
.
R
ft
o
4
o\
o2
i
2
0
o2
il
t
wr

n—
f1
n

imog qus M cambi x o2n

el primer pazso d2 una conriconacidn Lor—

minal, entonczs 2 FOR. vy dscimes Jue M
cambia =2n =21 segundo nso ol T ete, Ahora bion, Lensmnog

dez casos. Minguna

configuracidn termins - [RaRvIsted3E SRR
y H nunca d=ja n  tal gue K, 2T unas
configuracidn terminxl. En este fOltimo caso | ne esta

37 .



v ie

definida v decimos que M deia de  cperar

Cpueds ser
M deja de
exprazidn

cuadre en

escrits en

IY.3 Equivalencia de Maguinas de Turing.

Decimos que una Maguinz de EQ v ALENTE & unx

s
-
=3
'™
3

[1d}
—
=

m&gquina de Turing M, i =agie unz = lung a une) de los

z
estados d= M, a ir M, tal que
1) Cocda ifnea M, se transfiere on la linex
Iode My ov

en relasidn 2 Lz combinzsrdn e mbquinas  gua
adelante.

Ahora bren, supondz

o

in

o) el ouadrs A crende )

o

[T
e

Ucesidn de configuraciones




IV.4 Definicidn precisa de los conceptos

En stz parte dams

de Calculabilida
manera mis preci
Ademiaz nos o

reempl azos natur

seccidn IT.1 Cazunnands la

Turing ¥

En las

de Magquinas de Turing.

ShiveEenceremog

ales de los

Sea f  una runcidn singular

bre A tal que

en la cinta vacia y si

o3

=]

[

T

[
+

nito = pasos

a cintz, sntoncss
o

Zi escribimcs unz prlabra

39
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funcidn. Es decir, sobre 2] primer cuadro en blanco & La derecha

de fCgb.

Ahora bien. == 0~ . ez una funcién k argumen-
tos, 1o% cusles 2l 1wzl Aaces 1os valares de 1o funce:dn =on

palabras =scbre
sl emizte una
escribimos Csco
p1...<.pr, =2 8

palabras Tes decir

cuadra arbiiraris

Cdespugs de un nd

valar fCp Py ,ooEohress sl Drlioer

cuadro aen blanco

Comentario:

on =l Tearema 1

T, pRxblar fLambidn de

£l valor de una funaldn cde

guméntss e pusde del

de urma funcidn ods owun
cho argumsnto. = modo

Ar gUMSNLOE s pusds

Per Lo que., wuno funcidn de fero arinumse vaior
Este pusde ser una palizbra arbitraria a la
funcién de cero argumasntes cuye valor ez o oo La



que para calaoular P sdla necositamos Lomar s

O
ring gue escribz la palabra £ =abre la o

Turing-Decidibilidad.

Sea P

o]

Turing-Dacidibl -

dos simbolc

moas una palabra zrbltraria o r -EC

41



Tanto en el cazs de Decidibilldad ARSI ULa" “Lomd sr ol de -

Decidibilidad “con respecte toulares 3, ¥ 3

aF
con irrelevantes, A fontinuasidn probamss sate h

de Decidi

bien, caclsy lines de M cory L rorma e ambar & por
ea a R,y cada linex de M ocon la forma ' corminl o por

28 -_tLR. Final meni s

Ccen O £ h =5 nl.

nuestra Nl Vi

respectivamont e,

Definicidn.

de un medo similar, Ez as
Turing-decidipl = =21 gl la

relacidn =s Turing

IV.S Combinrcidn de Haquinas de Turing.

Debides 2 qus

namients de unx
c

able la introduzcidn

quisr mhgquina de Turing

on




Diagramas.

. Todas

roond-

che o wérticeass

maros

de mo

b) N e = MOt e < Y
12 Al un verLios e LSRN - S
e tow tnvoral Cence-

aun e i,

4) Do cacda vértice sale a 1o mas ura aricta

LAt ur ahe

o
O
th
1A
-

f1a)
©
'
i
5
=
S
I

. ——
M —— T en ven de M : T
n
— —
X ]
M Z4 - T an ves odo M R 1 calwn Lz arista o j .

M e—————y M

M an ver de M —— M

MT Sry Ve e M



Por

entenderemno

=

la miquins e 6

[} ¢t a dada por la
siguiente tabla:
(
8] a, P J
o a, P 9
" N A
(& an P ) )
Es decir, e! dYnico acto de aperacidn mimiing s dete-
1
serse |
Comentario: Ti a un vértice no llegsn arisnas wam bl -
ce o8 el tniztal En tal zcaso e zmyte 2l ofrcocule,
Sio=l wérties inrel ne s marca. oo connidera V41
encuentra en 2l extrems zooertor rogulerds
am=
Ejemplo:
i n = 2, entonces
la digririca
1 £
M1 o M?.'
se abreviz ////
o

1

€1d En o PROGRAMA 5 emsta Migue

44
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Definician de la mﬁ&hfﬂﬁtxdé “Turing=-M-—representada. por  una

digrafica D.

Obtenemas uns tabla para M o de’la siguiente mansra:

di xgrama.

diagrama

LT

. U
uria maouLnan v

magquina squlvslents x o olla do modo gue no

Cseparadas Jue contengan un mlasmno eshad

=¢ coloza en primaer Lérmino

2.- S oen el diagrama zpoo La sonbimacidn dz zimbolos

IS
Ml. ——— ' de 1o
tahla o y dondz e de-

nota =l

Llevands PYal & T3 ; abla S LrAnSorima @n una

x @3 la si-

tabla M

guiente: v cainta B0

o o en inmpesTion s, @nLonTes M er2oula primerc

"1

y el zuazd

e et



los mismos paseos de la mégquina M Jla cual denovas a Lo maquina

iniciald hzstz aue M deja de operar scobhrs una ~iore s configura=

ci®n En este casa la Linea de la forms

ea, Pa’ Cid

e decisiva para M ln posible

1z miqguing

= L e vermorin esd

correspondilenze 2 M7

e@ste caso, la wxpresidn 42 cinva v @)l cuadrs inspeld
1

s e

crots oartainal oy
Ejemplo:
En 1z LS anterior tntroodasino:s RS TR St St ‘:g e
FA

2 noargume:

ectay funcio

llevads a cabe pur ma-piinz

o Crment

Lniaao
bt

. udoands CDsn

woovacio, el ocual omar

LI WD T Ul

del valer de [z rfunsidn por zalculzr, Ahora

al uz

escribtinez =l valor

Clsr e

D determinamcs

del valor de las funcildn.



Pos miquinas =1 para cual-
quier expresisn i EY = tnror al A Sune-
de que: Fi M A stend> la
aexpresian  de sym Lerminal

Lot GUadre A

nL G

0 ant e
CA LB .C 2, entor

siondo 3 (A3 eI It 1% 45 Wh LA 4 e b bar —
minal y B = Ve ETAL

PROPOGICION  FURNDAMENTAL

#lfabera {a, .
iy i 15
fercamkiabie con M

La demsstiracidn s por dizgranat. Cada 1finesx de luy tzaxbla de M

da lugar

maqui nas

i la linea el rfragmento ool diagrama corro snt.a
de la tabla debaer 5 o

ea, aje’ : Cvérticed
ea.tl‘}e' r Cwvériical
ealle' o CvdrLrced
. 1 (a]
ea P2’ : (VveErtice) e M

i
o
!
@
]
i
o
e
Lo
e
=

wértice inicral el gue r

ib
=

Sienda

47



Ahora bisn, debido a gue el nimsro a mhquinz M

es finite ¥ =5 finitc,

tenemos Jue Cindto. demis, 31 la lf{nea coroes-
pondiente = termina

en un vértice va trazado.

Obriservacidn:

Ejemplo:

[
ES
T U
o

Ahora bien, usznde

Hle con L

corresponadi

Al describir iagrama.
se cansiderz gu leagunda

gL vas

aparicidénd hare

ot

lentes de modo gque no existan dos Ltablas con un mismd ectado,
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PACQULNAES que cinterviensn &n

De esta manera, las tablas de las
el Diagramé Son:
Maquina M, Maquina 7 Maquinz D Méspirna M, ©segunda
: apartcidénd
0 *® P 0 1 kol 1 2 * D 3 o L o 4
o - P O 1 7 P 1 2 » D 2 4 s P 4
3 » P 3
32 - P =2
Ahorez conzstruimes la tabkla M . colocapds uns tras ohra las
tablas Ty para terminar, constrarmes la babla M

haciende !os cambies necesar:os a M

K M

o] % P 6] 0 ES * 1
8] e P o O e 4 =4
1 ¥ ' 1 1 * 4 1
1 7 P 1 1 e 7 a
= x D 3 I #* D 2
2 s D 3 =4 s D 3
2 ¥ F 3 3 * Bt 4
3 7 2 3 s s 4
4 * P & d Eas F B
L) e a4 4 re P 4

25 ¢claro quse M ez intercarkhiablse com SUC,

ClY recordemcs que la dnica restriccisn al conshrair He basincie -

v o2l diageame,

nes an laz tablas de laz miaquinass gue intervd
es gue la Labls asociada al vértice inrdiceial sox zolocada on pro-

mer Lérmino,

49



IV. 6 Mayuinas de Turing. Especiales. . o=

e Lz geccl Sn IV.1

Q... ..A introctoasis

lo o la siguiente nonxcidn:

m Un cuzadro marcado,

~ Un cuadro —on @ zinomaran.

»*® X Secuerncia Tinttze <= suadr os
E S Secusncia infinita haoia La

Al ilustrar el mérodo

estudiarames,

dndolo, y

Ci) Car

50



ecepzy 4n

Ao oun nde

UL NLIT reIo

mos  quer =l

detenzrzz. Todas

R st ol S ) L o L S

ecsta

2l cuadro =sta

cuadras maraad
primer oundro

caso, la expresidrn

Metodos de Operacidn Estruclura
@ o
By Y op ¥ » o~ p¥ D e M
#O
~ ) = ~ X
. o o
BL ® p o~ =5 f e o~ T ey M
Z0
¥~ =5 M o~

S1



esta marcado,

contrzric, =l cuaxdrc scty vacl{o entonces s, CS“) @ omgee hacioa
la derscha Cizgure N

schkre <! cua s

alterada.

Métodos de Operacion Estructuara

Faal O
S, S TR 1 = MK e o Km D e M
[s]
~m => ~m
. . i - 20 o
s, O T S T I ~tm— M
U‘A'
m. = o
3.~ La méguina $ realiza la siguientes oporazcldn: Sioactiousss

t.

S sobre un cuadrs arbitre

un cuadro ecta marcsdao,

un NGmsroe rinite d= paso

de cinta originzl coincidirks =zon la

Cdurznte log célcules,

= - P P
ser alteradal,



El" método - de construscidnde S azts havyan

observaciones: Si pudisramcs

marcade & la derecha Cizage

cuadrs pnspesclonads

simpl epents Usano

1oerizten cuadroi marspon v 4l mancs o unol

entoences 50 huscza zlitarnavisamnent

primer <imbolo schre el cual dejari de opsrar. 3 2l cuadrs
inspeciionade original esti % ani mrEms deaa

de operar.

Método de Queracion

{ Véase =]l parrarc nterior )

Exstructura

zuadras vasfaz conzscutivaes; d=iandn o
=

de cinta no sz alhs




Métodes de Operacion de L

S
~ X % n = ~ X % W
~ ¥ ¥ ¥ % - ~ 3 X ¥ 3%
~ M =5 LV .
Egtractura de l"d
6D I | u°
0

Métodos de Operacidn de L

D = L S
X ® ~ = KX Mow -
X K o~ =3 » X o~

Estructura de L

BI a D T

Mt ey e Opierp g iy

1
B3




Estructura de "1

e
B ——
= . "
2 1 ;
D —-—\[‘———————-) r\a[ ay
“y .
™, 7.
aO A,
G.- La miquinz 1, recorre una palabra p Coletrs por letra 3oun
2 derechz  cuande la ventana sz ubicay d-e cundres o la

cuadro z la o

derechz de dicha palabrz o

Estructura




v e 2l cvadr
apbrcar BODE
e wmeto BODE

Sper AT mobra s < = oA ds

+)

0\31 Mc:

suponenss <que han sido esaritoas sobre la cinta en forma de una
encra o2 al menos dos cuadroes

vacios antes de X,

X % X

«
x
~
«
L e




10. -

operacidn: Coprla la n-égimi pa

Naota:

La miguina que denztarancd por C =

Método de Operacidn

)
~
3
B
1
-
T
-
ks
3

Estructura

n,
M

B!

indizcar el @0 g Tadx onkguina deya de operar
Estno se aplica al ~onstruir =0 ol progroasa.

constltar =1 apéndice O

~!

8]



CAPITULSC v

.

FUNCIONES RECURSIVAS ¥V PREDICADOS RECURSIVOSG

La clase

concepto
nes Iniciales
inmediatold son
recursivas, &
pons de trez ¢

para

Y.1 Funcicones Iniciales.

1. Zuya valor,

arazdo n. Daondds
cd La Funcidn 8] 0 4o Y

Esta funcidn la

Comentario: "Ina funoidn
pondenciz € o BTy B

En tal case, la funciln

elenento Jde N e Le rdineifiza, En o2l oc
se trata. la fuancidn ss QLO) = O



¥.2 Reglas para genetar nuevas {funciones.

AT

k LA LN

10 . o

define una

b2 Recursidn .- a ez una funaoydn de grade noinz2ol vy hoes
=lta s

unz

define una funsidn de grzdo n
<) Operador
propiedad o

hay un

~

Vo3 Definicidn de Funcion Recursiva,

Una fanaidn aritnsd

si ¢e
un ndmero
v-o el Cporador At

hace uso d=l . Entonc:

RECURSI VA t+&HIMITILVA.

39



Ejemplos.
A conting

Junto con zu

1. - B

a. -1

ae
PeRTILT

o
)

[a}

no representa problemnz

50

algrine,

®
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5.~ Laz funci

La rfuncidn I

1 =

2 = sCsIon
3 = SCECSCIID

7.- La funcidn elsvar a una
x° =1
Y o= e
8. - La funcidn rfacrorial

ot =1

(Sl

funcrdén pre

La diferencia positiva

crniws Constantes

>x 2 0O =
X o+ Sy = pdlx - ¥,

61

1)

“1



ey osioy € ox
j - y| =

Nt - RS ar

yeiroomioow 9

]
“
P
[
9%
]
har}
3
=
&3
w
i
5
Q
o
a3
fu
—
@

FIUC SN poer

4

(]

m
]
<
]

C

13. - La funcidn signo contrario

,A
0
o
s

sglwl =

reurilva s por

14. - La funci1dn

Edx,y2 =

o«
w
[N
0
-,
4=
7
1
I
i
2
.
Q
3]

R o Uril va por

62



15. - La funci®n

1l =i o=y
FCuw,y) =
DU B
esta definicla en 'orma recursiva por
FCxy > = =gl =«
Para terminar e=sta demostramecs una o gue
usaremos maz adelante, en ellax X dencta  a x..0.,0
Praoposicién. =i X, kD g una funcidn recursiva primitiva,
entonces las funcionss
Cid CXzd = f 70X, 10 Csuma acotada ode [2
K=o
v Ciid woX.zd o= fOXL R Cproducio d2 D
L= O
) . . 1
Son recursivas primitivas .
bemostracion.
<id 2 LNL0D = fOX, DD
G
SN QRSNSOI I L SR
Ciid WOX, D2 = 10X, 00
W OX,E0202 = oY, o> o K Bl
€13 Estos funciones son de grads n+l igusl que . Zin aembar oo,
dependen de X v T, mientraz gua  depends ds X o de k.



V.4 Predicados Recursivos.

I
c
~
U]
o
K
o
o8
@
5%
L
[\

En la s=sceidn anterlior hemos mostrado la  res
1

algunas U

hacer esto suZzstituyends las Zetfinuciones orrginales Jde Llas
4

Ticones

Definicidon Cde Predicadad.

vilido para 1z

W e P significart

Y si escribimos w

bl

vhlido parz lz n-ada

Definicidn C(de Predicado Recursivo y de Predicado Recwsivo

Primitivo).

Un Predicado n-aric P Cnzld o3

vo Primitive) si euiste una funcidn n-aria §  PBecursiva

siva Primitisald tal gue, para taoda n-ada W

w e P si vy =dla =2 TOWE >,

&4



Por lo tanto, podemos determinar, <alculando el valor de r
par =28 argumem o w., St 1 233 vhlido o ne para w. Este

demuestra, pusct 2 gque  cualaguier TUncIHN resursicca Cresursiva

primitival

Definicidn.
La funcidén no-aria
Predicado n-aric P =

(¥ e P & 0w

Cuzlgquier Predicads

tica. En seguida. tenem

Teorema. Un Predi

SRRV

CRecurs:

¥ Parz probs

caracteristica

es Paocursiva O




wiamplos de Predicados

12 = £ yw . Ep este czzo la funcidn 0o yd = ey e una rfuncién
recursiva primitiva Lal gue
M =y ci v €dla a1 oo = ow Pars nodo Cn.yd) oo :‘,‘2.
2 M4 y . Bea rCnvd = ZTieev, por Lo tanue,
< ) - - LY o RSO =] - N e ¥4
AR 51 v adle a1 O, = D para h Ci,vdo= BT

anterior, 25 recursiyva praimitiva,

4) =

v

bl <> Yy 2

) x oy &> ¥ oL .

6 =/ y

AN
Bt

7 Me & 2

8) Nz &= M IR

JEL M em

pogina sigulente},

0

3
.

il

i}
o
o
24
3

Y > incluyendo




Definicidn.

Sean P¥ v Z@ predi cades resursives n-aries. Les
predicados 2, B A2, P v Z, zon los siguientes:

Ci2 w e IR 31y s8lo s1 w e P

Cttd e PAS gi vedlos: waes P v w8
ClLd) w e BEvE =s1 ysélot ek o &= 5.
Praposicidn 1.
Zean Bw b =W prediczdes recursives Jrecursivos

primitives) n-arios. En tal caso:

upe i

Cid "Ew e=s

Ci1) PW N Id == raczurs

Ciiyd Pw v ZW es recursivo

Demastracidn,

STOn resur —

Por hipdtesis. 1

sivas Crecursivas primiti
CiLd la Tuncidn cxracraristica 4=

Czi2 la fTuncidn caracheristicsz

Ceird la fur

todos lo
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infinite., Esvte ejomplo muesstrz que las relaciones zPlw, =)y
o

YzRCR,. 22 no vas ain ouando B .
Esta limitacidn se subsana parcizimerte al restringirs la ovanti-
flcacidn z deminios acotzdes, Veanos la siguisnte promosyoisin

Propasicisn 2.

Ciid TCw,Y> = Yolzsrlivd = BCw.22) = upa relasidén recursi-
. B} .3
va Crpd en las ~ariables W ,'»'ﬁ.‘f LR I .
Demostracidén.
fivy
Cid C oW, Y2 = sg( [ TIw.k2) funcién se define por
Kz :
substituzidn v e recurziva (rpd cuancde £ v ¢, 1o =on.
Feys
Ciid COw, Y2 = sg( L <0, K3) Miamo comentario que sn €L,
k=0
CL> La relasisdn REwW,ZD = I'iw,z0=0 i ex rsourziva, La ine
recursividcad de QCwo s5lo puedse t oner Cor scauna 1l
cusntificacidn irrastricta.
C2) Crpd significa "recursiva primitisva’,
€32 El grads 22 £ o T e3 igual 2l car<ins! 2ol conjunto
CWire oW 2 VLY oWy Y oas mener gue ntm cuande la

{h

interseccidn de tzles conjuntos o3 no vacia.
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V.5 Definicion de Funcion Recursiva Frimitiva [S1 Sl o= LA LA

A continuacién

veces wusado para

funclones

Lambildn
a esta:

(-5

En base
Tecorema.
t’x' ' "’Lm

nos)., entoncss

recursiva

a ssto,
<y
SN

mERCLONAMCE uUn proc

definir

primitiva,

Demostracidn.

Tenemos qgue,

primit

oLros

cogincide con g IwWD.

tiva,

b CWI=0,

-

e

Tal

S Wy para sualgurer rode=l, oL,

una funcidn

ia)

CeReour ol Yes

A <t Son funst

demussh, oy aue F 2% reTurIivae primi-
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Corolario.

El esquema

Y.6 FEl operador p.

El operador & no acotado.

cacla predicado g de n+l  argumentos

El cperader
recursivas 2

cuantificacidn




Definicion.
Decimes que un predicado P, de n+l argumenrtos, es
Y

regular =i para cualguier W oswizste un oy L

El operador p acotado.

Pefinicidn. El mirim> =z entrae O 2 v ( veeando ) oe ol
VJ P parz =21 oual  Pwz. zi tal =z
=0 oo, =2 otal oz
Debemos consrderar gus 2l aplizar @l opsrador 3] > xoun
predicada P chez n+l argumert o podrerss derinirc tnz funcidn
también de n+1 argumentos, ouye valor limete

Veamos =2l

Teorema. IZeoz Live, o
sea r 25
una funcidn re
Demostracidn. Ern primer lugar wveriricsz Vazs dos 2ouacionos:

fCw,0 = G,

fC®, S0y = STND
Q f

Ahora, introduzimsz la funcidn b poo o la

RCH, v, L2 = ¢ 50w,

O, en cualquier otro SN,
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A continuasyin MENTICHAnDSE doz 2 jempies IunTlones
recursivis primitivas, uhilivaremss en 1&3
VI.3 v VI.d4 .
oonz SR @l
: o Za
:

renma| a1 . . .
= MoLPri=d AN pind ooozd.

en
hecho
£0nd
2. - L.

exponant =
ndmera .

el nimer

3]

rérmala *:

Dafinimes.,

€12 en la soccidn “VIL 3, g

R

s on la quo =e wuwtilizas

funcidn, ¢ BT sioempre diztints deo ~eros.

7a



¥.7 Las Funciones & &= " - .

En el siguients capftul

Ao

3

yelnuer s

caracterizar parejac

nhe es un caso de numsracién

dmer 2.

’

n
Cualguier ndmero natvural o
L

2 dornde X 2 Yy estan

-

M

|5

wr
i

o, =on z2
T Toy 0 Tpp =] PR < A M
o,,N2)  son la primers v la gegun LLvEmente e

n
pareja de numeros cuye numsro de

N

~
™
$
.
s
W
it
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Ahcora bien, con la ayuda de &, &, =, poremas cbtenzr lo

mapébs T Tave de. tercias, cuartaetos, .. de ndmeraos natura-

=, | < sUs oo sapondileontes mapecs aversos. Pa rgdanlnd Ao
les junte con zus correspondientes mapecs 1nversos, Pero 1530

a4 que para nuestre interds =dlo es importante establecer hasta,

Og, escribimos este caso:
g lx,y,w) = crz'icvzfix.yh.uo = =
Th," 20 T czliv,?'f_:jy =X }
aazC:Z- = ,—22-.,2"2:‘.53 =y
Byaz2d = _ZZL:D = 1w,
todas estas funcicnes son recurzivas primitivaes v se utilizarin
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Ahora bien, con la ayuda de o,. = =4 nodemnse chleonsgr los

mapeos RO

les, junto con sus

a que para nuestre inLerés sdlo es lmportante establecer hastia

oy escribimos este caso:
Con = oy T D =
=P ..,_,_’_'.\.?‘v,._,) x
I's v o= e D = Y]
=N 2ol Tpy ST 3

todas estas funcicnss Ion recurzivas primitivas vy se utilizarén
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CAPITULO VI
EQUIVALEMGIA ENTRE RECURSIVIDAD ¥ TURING=CALCUL ABILIDAD

En este capituls s=2 va ha demosirar que
funcionos azritméticaz recursivas coincide con
funciones ariblm@.iczs gue son Luring-calculables.

en la democstracidn se considera gque las fune

de ndmeros natur s

srturales, Dicho 1o

pasamos a enunciar los dos teoramit mhis rmportantes de oste

capitulo, loc cualss demcstrarsmos mis adslante

TEOREMA T. Toclz Furcidn draitmdty so o oe Fooursiod
os JTurine-CTol sulaib i,
TEOREMA TI1. IToda Fumcilin tow ogue 25 ITurine~taloulzbis
ez Fesursiuz,
rigurszy omin hacer nee
d=l
e los tLecorzpas anterioress podznsg dedusic 1o siguisntes

Corolario 1 ¢ T

Caralarie ¢ ¢ -

-



Demostracién del  Corolario: 1.
Sea P un Praedicards Fecur=zivo., Por delinicidn, erasteo und

funcidn recursiva f  tal gue, para cada @, Wl = 0 31y s6lo

si Pw. Ahcra bien, come f 23 turing-caloulazle, por el
Ltecrems I, guw caloala o f

Entonces lLa cunadr L arbltrarlc e

la cinta, nnt D 9,
detieng, decpud ® =1 P
es v&lide o Sokra =i P
no s vilido Pocor demes que
los ndmeros Tecuensl an de
Lrazes, se=gun [.4 Esto de-
mugstra que
Demostracidn del Corolario 2.

Sea P un Predicado Turing-Cecidible v zeaxa M una:
de Turing gue decide 2 P, D2 mode gque s: M ez zplicads sobre

escrito el

valido para

magqriinza

N Do
M b Sg Vet




YI.1 Turing-Calculabilidad Estandar.

Fl Teoremz

palazbraz <no
mentoas., El alt

tres difesrenctas

1.- EL

2.~ Les chAlculos se realizan schre una SEMICINTA, la cuzl constza
de un cuadro inlcoiznl itpfinitamente hacia la ders-
cha., Su aspects o =l

3.- Una lista d= dadda Mamsionamss &sbas a

continuzcidn,

més tarde, que

calculan

cen estas

los argumsntos

semioint 2 oyede

ha e Los argunsn.os

unx Cunsidn de zoro

argunentos,

dal  cuadrs
dichz funeidn, sheor:z bilen, prra una formelacicn m

de la definicidn ez
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Lista Argumental (de una {funcidn  n-—ariad @eq el tfragmanto

Xp Ko, ®p for mado por los argumonios. Do mansra qus el

primer cuadro de la lists argumsntal wacio oy el Tdaltimo

rmuaciro tiens al Ultimo simbolo da = ssori o w4 SO @5 va—
lido para r 21 . Una ligta argumsntzl ds uano de cerc

argunentoz no contendri cuadro zlgunc.

Sea f una {uncidn nearia (e2l2, 0 eg Vuraine-Caolouwlable

dereczha de la lizta

entre el wvaleor de Lz

e 2 la derechs del Al ino

Civer M z=td sobre 2! cusdro L

traza del valer de la funcién, vy .

[t}
o

Civd la semicinta a li3 Zderecha del valor a2 la funcridn =

vaci{a,.

Modo de Cperacion




En el case de las funciocnes ds cere argumentos

t
a
o8
0w
3
n O

definicién de <alculabilidad = del modo

Una funci®n  f de caro

en forma estondor sioexisie unn migur
alfabeto {

arbitrario

3

ne encuenira

5

2 o2l primer cuadro oa la

deracha de Q.

il

M
trazo del valor de la furnc:dn.

Modo de Operacidn

Ea =% xf-)f...
i
cuadro Q cuadro Q

¥I.2 La Turing-Calculabilidad de las funciones Recursiwvas.

tandar =39

Toda funcidn Turing-

Turing~Caloulable (a congscuancia del Teorema L d2 la s=ccién

IV.72. L& scrorendenta o gue e

bién es

Teorema A . Tzda Funcidn Pecursiyva es Turing-Caloulzole en

o ESTR T oM e
Sl BE U awiTiih



Ahora bien, el teorema A implica =l tecrema T . Y por otlro

lado, =21 tecrzma A junto con el tecrema 11 impl:can que
] P 3

es turing-caloulabla en

tontrar

[ 499

valor Aoz SuUnsl onss

Do manera
calculables, de Taring  gus

utiliza un sol

Proceremos con la pruska del tesrema Al

O

Ty

)

ol Rl

La denostrcacy

i

dad de la Duncién,

Demostracidan Cdel Tearcma A).

a) Lz funcidén Sucesosor es < Forma 29It ur

o
)
=
T
Y-
i
D
et
o)
]
o
-
=
W

Turing-la




£ es Turing-Calcoculable en orma eshandar per:
C:[ D(l dEL)nL".‘] ZHA'::M.MZ o .':':Lt!er:rNr—urzcr+tr»2m o ':r‘ ‘Eer) =1 nxl
o por DM M, - d e M 51 n=0.

La demostracidn 2o hard para n2l, 2l caso . = @g facil de
comprotar.
Demostracidén.

Al iniciazr 2! =s5lculc. tanosmos

* X x -

En Primer lugar., la miguinx C: coprx loz 0 argumentos. 25

decir, al aplicarla so obtirons
* ¥ ox X o= L

Despuss  con la ayuds de la

la copia da los argumentsz dos lugares a2 la derecha, Esto eg

Ahora

mentas en

A continuacidn, c2loulamos h, por medic da !,

XX % ® % X hz % X % h % oo

h,
donde b, ahrerraturza de kUKD
, o ) e
Del misms wnedo, por mwedic de oMy oM o pordsmes o
acomodands 1oz argunentos e 1r calculands ho,h,....0h

%X K ok X % hgok X % b, e % X ¥ hox o
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glh, .. h) T debemas’ Cengr T Tos ralwr

2n el axtramo deracho. Para

i1

. Por le tamto |, en

la miguina

= o Iy
esta  h es “radr-tie

1
la somizinta. ternsmos

En seguarda oXd = g(h XD, 1 CX0) S zalowuls con la oavuza
de la mbhgquirna M

¥ X ¥ M ¥ X %

Fara terminsr.

cules tnnermedl o5

terminads

Cijii) =i r ez una funcidén <o Triel

obtenida por recursifn mediznts las ecuaciconos:

Turing

h respactivamante

andar por la miguinz

™ T+ 2 ~ S 1
(ol ¥ =] 1 Mo [pV4N s T xT
“*‘r‘.z[ (L 48, "'rj] Mt R Ry PR L R e
\)
o .
A =}
pi3 M7
r

En la demostiracidn se usa la abreviatura U, en lugar de FIX, .7




Demostracidn.

Al inic¢iar el ¢4l

Ahora aplicando la mbgquina

¥ X

A continuacidn, =zon la ayvuda

tenemos

En seguids:z,

copia, v relroce

Ahora bien,
ces v = O,
cual, para
intermadias

chlculos

lo ha terminade. Er

Mo cbkstants, si

Lterminar, aplicamos

cule, 52 tiene

*x.)(y)j.,..

oy e X x o

. N 2
a2 Lo maciirrna [ [}(l'iEL)”‘iLd] ’
o MM M X .
o1 r A= Crgree s Sr el e A S
£ Ty 9= la funedr apurcando M
®OX % %x 7 .
»* X o

[s]
Z1ste un tramo en =21 ouadrs nopecoionzds,

centonces el cilculo no ha finzlizads, En Lzl cazso, nos movenos un
cuadra a la derechz (D guedando en seguaida s w-1
LD G SR N SRV 2. O I ey

Ahora necesitamos calcular fpfé, ..‘f;. vamont e, con
la ayuda del preoce=zo de induccrdn. Para primesrs 2omy ames s X,
a continuzcién escribimos un CERD v finalmente <O Amos U Dws-—
pués de esto, la maguina estari a la dececha de Xox & % ¢ e
decir, en seguida de los argumsntos necesar:os para salcular 0.
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y=1 = 0 (e dair

los ctlzouleos 1nt

Sin embarge,

Terminindose

el

¥*® X

cedhamos un

=1

cuadro

ad

borramaos

“on

1a

e s e
o ¢ "
ty
= el

Lm




Civ) Sea g wuna {unzidn de In+l} zrgumentos, con. nEd,  tal o qus

para teda X exisl=s  y para la cua (X, y) = 2, k4 sea T la
funcién definida por la ecuacidn roX> = o y(aiX,y? =0 )

=i M oz una miguinn de Turing gue cixloula a g en forma
estandar, entonces ez Turinpg-izloulzbls on Yorme eciandar pot

Do DI >

(=]
=
a

Al inmiciao dal <c&lculeo La 1k

fa

tinz e snousntira o osn segurda de
o

los argumentos X, @sta

ol
[a R
]
-
w

semicinta vacla z la dereocha

i
~

Demostracidn.

1) La méguinz se nmusve un cuadro z lax desrecha (D).

funcidén g Cen un principic  y = 0. La miéqguina calcuela glX,yd
[=]

a trawvés v, borrameos w2l dltimo

[N

valor de glX,y> por ms

sobre un cuadre m

1
0
w
&}
&)
0
0
O
T
-3
o
c
3
0
o
2
{
4
o]
i
0
b
O
3]
(4]
m
fu
o
o]
£
¢
0
¢

a3
© al paso 4 respectivamenta.

3 =8 gCX,y> = Q, entcnces debsmos probar con 2l préxime nd-

mero y . Con la avuda de ?—;:i:] o miguine Lorva =l resto
; 1

de glX,y2. Y reprtiendo desde el pzso nimere 2, 2l procedimisn-

U
to se realiza zhora para y+! en lugar de vy
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= 2 entonces el minimo  y  para =2l cual giX.yd
se encusntra nmEdiatamsnte o la rzguierda diel
cionado en 2zte mam2nios. Ademds zabkesmos qus la

vacfa, - Por

dorechy dsl wvalor de la funcisdn, ez

“

lo tanta., el chleuls oo rterwdnads,

Queda demostrado que Toda Funcidn HEwecur<iva as
Turing-Calculable en  Forma Estandar, Tabe  cemzlar gque la
demostracy &n constructiva en @l sentido sigurents: radz una

funcidn recurciva, junto con la sucesién
definer.,, s puede conztruir una Miquina de Turing gque La czalcocula

1
en forma estandar .

€L2 En &l PROCRAMA hay un Constructsr de Miguinaz ds

Caleulan Funziosn Peocurzivas, Para mayoer Linfermacidn consultar,

en el apénrdice <, la parte da "Ligadar da Taklas d4a una

Digrifica'.



¥1.3 Numeracidn de Godel de Maquinas de Turing.

A continuacidrn Llevarsmos 2 coabo diztinhag oume aolons

Godel qgue 1remes ntilizande conforme avancemes. En oprimesr lugar,

Maquina

Uno-Uno
Sobre

cual es

Numeracidn de los cuadros de [a cinta.

Seleccicnamss

de Turing v le 4z

acusrde al caigursnte

~1
!
W
-
A%}

5}
i

dre M. A la derecha

Hablaremsz. segin =ctz

v a la izgquierds =1 cuadro

del cuadro x esta =l cuadro
ICx2. Si >  signifizax que > 25 par ¥ Mx significa gus 2 es

impar, tenemos:

AN )

fe o
LA

fu
vl
b



o
1
et
“
i
(o}

ICxD =

bt
I
v
0]
=
x
N
>
<
k.3
>

DCxD e I4x0 =son funcion®s recursivas primitivas.

xDy qguerri decir gque =2l cuadre s esta 2 la derescha <=1
cuadro vy, Tenenos

xDy <= Cee N Mo I e 0 D W CHe ANRE o NG AN N N oy,

Esta definicidn musstra gue D =2x uyn predicads resursive
primitivo.

Mecesit ames

cuadros que es

x pere nc al
izquierda de x. IZrx,y?  es una  funcldn recursiva primitioa

porque

8
-

ZCx,y> = youo . PN NNy

"3
I8
et
-
0
0
Q‘
&
0

., =n cualguie

Caracterizacidn de las expresiones de cinta por npameros.

La numeracidn 2 delinir hace
caracterizar unza ntmers b de
sencillo. Hablaremos, =n este sentido, Zde la sxprssidn d2 sinta

< Frnos  Cilhe @) o ; e % - 5 . e
b. Suponygamos guwe <l cuadre ) contlens la letrx - Enten

ces definimos
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Nota: Hay dos posibilida

Cel vacfo). En <cons

finito de ndmeros

los exponente:

Pocardemos que un cuad
&l, de modo que los cuadros

preductao, 2l cual es po

formal, b = 1 denota

expr=3i4n i, entonces

escrita en &1, Paz dar

nun=sro prime o032 =0 L OMEoSlol On prLing b,
Supongams [SLEI-

Entonces encontramos

la palzbr

igual al rdmero de tro

uno. W 2sta dets
funcidn Wola, bl

describimes !

Efa.bd) vy el i aoen
El extremo
El exiremc en torme nlca por dos

condiciones:
212 El cuzdre situzads a su izgusrdz esth vacia, v
22> Cualoptier
izquierds

Estas condicion

Ela,b) = ufs=
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E Yy E  son r[unciones recursiivas  primitivas. Ento cdlo

” s
necasitamos demastrarle para E. El@ primer pas2 235 dar cotas
para el operader L&y para €l generalizader v que aparacen
en la definicidn de £. Para encontrac  x  sdlo neossitamts cons
siderar agquellos rirsros para loags coalos 2l cusdes .

cado. Do mansra g o debe dividir a

evidents que  x = b Para oy

cota. Veams, necesitzmes fonsiderz vootal

S whidxo  antona

. maxil (x a) .
EcCa,b) = p [enpiixr,.b)=0 A ¥ CyDICxD N zlry = =npCv.bi=1)] .
. =0 Y=o

- N

45 Wy = I (E,Ca,br. Efa. bl

fu

Este denmuesira que Wy =S recursiva primitiv

El Nimero de Godel t  de una Maquina de’ Turing M.

M esta dada por una tabla. M tiene m+l 2ztados Q....,m
columna

Cm20) y trabaja con los

nuSYvos

estan las instrucciones

aestados.

Reempl azaremos los simbolos de lz rtercera ezlumnia Cpor ndme -

ros? de la siguiente manera:

I

=}
Ry
£
c
[
-

son reemplazados por

[

1,

respectivamentsa,

Q0



Despuss de eztz alterazcidn Lensmds gue los 2lamentos . - A Cde
g Pt o3
la matriz) zon nimscog pars ro= 1,...,20m+1)D b ;o= 3,4, Estco
lo caracterizames por 2L ndmero
' m 2tm*1 <4
t = o
Fo Py T n R
vE 1 1=3 [

t es llamzda El ntmero de Godel de M,

Desde ¢

tensmos que

qus n = 1

=1,

c £ explo,lZc+0+1, 22, L0 explo, 20l 43, 1D
c a, V30,0 explo la2ovl -1 45 00,
Si ademés definimos la abraviatiurs
hip, g, 2,8 ~ t
entences =21 rengldn de la tabla s M Con T2, serk
C¥ ) [ g h.Z,gq.c, 7 hld,g.oc.el
Podemos cbhsersar gue la funcidn h es recurs:va or La,

g1



El procedimisnto sigulents

detarminar si un numsrs arbiirario @ =24l
de un Miquina de Tur:ing. Zabemes gques n = 1.

ndmero m Coomo acabames de ver2. En seguida, usando MDD,

mos comprobar que las

Ahora,
cumplan:
CLY ewplO,t> = 1,
Cc2) 1 £ hi(3,g,2,t> <9,

C3r nhfad,g.s.t3 =% .

Zi estas condicionss no s cumplen,
no es el numsrs de Godel de una méguins
Si cumplen, 2ntonces
da una Mazuina Turing. Pa ahor
calcular su n AT
2]l numero de de Turing si v <flo ©3 L=t

Comentarioc, Es

2l numerc ods

zHn: Ti omuitiplicam

Turing M, por un ni primo gque

cos obhL2znemos un AUmEro t quz <

de wuna migquina de Turing., Por otro 1

descrito arriba, $1 se zplics a t produciri la tabd - de M,




En un principico, el

“bolo

a“me’by Do mansra qu 1 ; mm i

préxime paseo ce  la

i HME L AU con

ca la cual segdn (¥%) e

exfa, b

%33 <

a-;axv-‘ta, Y

ESto nos propeorcicna &l ndevo
CCt,a, b,

El nusve <cusdro

derecha del anterior

1 o =z

inspgecsionads permanece sin cambic, E5 decir
ICad , si hRC2,smplacbi.c. ) =4
- ACt,a,b,cd = oCad o, =i heZF,erpla.lioc D = 2

La expr

escrito en
mulitiplicands o dividisnde por wuna adecuads potwencla de oo

Tenemnos

3

¢ axp! Yy s -
b'PS 3, expla,t st 4

- o= d = W3 expla,bd . .o, td
exp(a b
BCL,a,b,e0= e tEI I

b S S

acbkl, et

Las derfiniciones dadas demusstran ous ABLC Tunsiones

recursLvas DpDrimitlyvas,

Los valcores Alt,a, b,z Blt,a.b,2&), CCla.b.oaz Lienen =1
significade dzdo =éla s Ca,b,cb no =z una. conriguracidn

terminal.

Q3



4

Vamos. a considerar un predicads méz, & saber Focare-. Bl ocual,
bajo la supcszicidn de gqueo
maquina de Turing M, gquie

es una configuracidn termt

si la limoax ds la tablz
s{mbolc P CParar> @ la

este simbele por <! ndmsro

mos que E,tabe =1 32

2F IrecClUrslvo priml i,

¥I.4 La Recursividad de Las Funciones Turing-Calcoulables,

El Teorema II @z un corolario
llamames de FHleens:

Teorema de Kleene:

Euists una furecrén zingular TeTrSIVE
primiti v u recurslve primitive
1 es unx fun-

Th de grads

eriste uan nlinsro

. - 1a)
ci¢én Turing-calculanle dz MW =n B,

t tal que para czd: w = N°

El inciso it denusstira la recurzividad de . Puesto qus
se puede calcular aplicandc una sola wverx el operader H 2 un

predicado regular, seguldsz la aplicacidn ds

que para una  n-ada, todzs Lla

ese grado se generan hacrends varlar a



Lel Teoarema I v del Teorema de Hleons, Dbty oree o)

Teorema de la Forma Normal de Kleene:
Errate gy tuncidn recdfsiva

primitiva U 3y, para c3z2a o= H.oun predficoads o irsivo prim-

tive T, dz garads a+Z, con la sigurente proprecicd: S f 95 una

- n .
funcidn recurs:iva de WY an M. Bay un opeipeero t tal

que para cads W= B

PROBAREMOS AHORA EL TEOREMA DE KLEENE

1. Ndameros de  Godel de Configuraciones, y funciones vy

de Turing zroitraria. Una configuracidn

Sea

Umx Lerna Cea.kb.ed. Carzoterizamos

de M

conriguraciéen unfivosa

mes, en este sentido,

Supontiende que L

Turing, Etlk =igniri

figuracién *tz=rminal umsro es L.

O
2

Sogin la secci
Etk 15

- acidén conze-

=zri: dado por 1a

funcién FCOt, kn la cual. segin la szse2cidn anterior, osti

definida como

FCt,Rr) = :*3(,5\«:1.03":,’2),:' f

BOY .0y, TR 5y G, o T RID LTI, 5y TR, T, TR T D).

=]5]



Finalmente, consideremos unz configuracidn i en Iax oual o]

cuadro insgpeccieonads =2sti vaclis v esti 2n seaugrda de una
e L
Secuensrr do treagee Clos S O A T L S I R Py

2. La funcidn Kt ,w,z>,

secuoncia

mino. Lcs

Kit.w.zo, =z 2. S B A PR ATS B TS S AR TR LT R ot ST
terminzs des Iy PRSoS, sntonies KIit.w. oo cnta datermn -
nado sfla para ¢ S 2z, En tal Aafipciremes Kit.w.,2> TaECE

z > g, de la siguisnie mansrz KiL.w.22 = KIt.w.z .

v
ke
il
i
isi
¥
iD
{1
i
joN
D
4
[nE
1
n

Observamos de

€2.1) Si KIL,®w,=2> = Kit,w,2"2,

Para probar esta consider:

1

Ca) Kot,w,z) ns &s una

2

to que  KIL.wW.22 =
es su propla conriguracidn conmesuLlvws,
a la unicidad de la <configuracidn oonsecuniva Lodas las

configuraciones siguentes deben cowncidir corn Kot ,w,. 20,



(k) Kit, W, =s una configuracidn ftaerminal. Ests caceo sdlo

puede occurrie si M deja de cperar despads de uno nuners

funci®rn K cengmos gus, para sdzlgumier = oo Kit,w,o0=

KCt,w,

2.2 51 M

Sex =
se sigus
que KOt,

guracidn

es la pri

guraciones Kit.w.z22. Por lo tanto 2z, =

cuadros a

ellos, sntonces es f4cil notar gue la sixpresidn de cinta lnicial

esté dadsa por

Kg#erdx,¢2n0 .
H oC232
=0

El cuadrszs o} la conrfiguracidn inxcial. 25 =21 qus
se encuentra a la derecha de loz zrgumentos, Este cuadro tiens =1
namer o

TSN = S e PP ICIT.- P
a 0w 2l + v AN
Sl n =9, entonces a,lW) =0y byIwI = L.

97



Ia
[
g

Adem&s,
EtKit , w,. 20,

S Inbrodu

enlonces tenemos Jque

Ciid Kit,w,='3 = (L, KIL, @, 50).

Las ecuaciones (55 TR 1 muestran gue la funaidn K =3
recursiva primitisra,
3.. El Predicado T, =l <cual ez de grads n+Z Ln2Ck. =sté

definids car

Ciiid T tay <> K,

ata =
segul i
€3.1) Si eviste un =z  tal que  Kit.w.zi3 = KiL.W.z' 3, sntonces

{(3.22 i emiste un y  tal gue T t@y,

tal que St v, zr = KILW,2 ), a4 saber z = ':.‘ZL'.Ay'}.

Q9
8]



Qe e U L R R T 2

rropredad (202) 0 de K,

porque T twy. Por Lo gus KIL @z 000= o 0yD.

4. Prueba del Teorema doe Kleone.

una zplicacidn d=l cperador M oA un

ment & T ew(uy T tay:). Ahorz bien,

Tyl T Ley2) = Kit.w.

W]
w
n
jod
@
T
L
0

terminal o= M.

valor de lz funcidn

£CR) = WCKCL, %, 2.0)

ks|
3
-
3]
i-
s
o
.
4
=
[

de esta marmera obtanemes la represent acidn

Esto denuestrz 2l Teorama de  Vlesns, En consecusncoial

TODA FUMCION TURINGTCALCULAULE ES RECURSIVA,

Qo9



3.3 =L M 2 detiens Ao 7 paRsos v 5l T Ly,
entonces .,,2:,-’ yio o= KTt ,w, :QZ‘ .

porgqus T twy. For =
4. Prucha del Teorema «doe Kleoene.
Supongamos gue 1o fueneldn n—ariz f 2g calzilada por la
maquira M v ndmer o da L. A contormgacidn,

terminal d= M.

valor de la furcién

fow) = = W Tyt T LRy D)
Para tarminar, introaduzsimess ons Toncidr m2sursivi primit iz u
definida caoms
Ui:n =
de @sta naners
FOw2 = UCuylT Lwy™)
Esto demusstra =2l Teorsma de En  conmetuencial

TODA FUNCION TURING-CALCULABLE LS RECURSIVAL

sl



e AP ENDITCE T

Un Procedimisntis General s pusde

reglas 2 partirc del cual sSe pueds

Definicidn (Deduccidn).

entendar coms un sistema de
producir Deducs iomes,

Shre un

s
la aplicacidn dg un

sistema de reglas dadzs S@ antsmano. El namar2 de palabras es

qué orden debscin
posible aplicar algun
sistemas de raglas.
de un conjunts de reglas.’ Dic

Iments ¥y para gqus una regl

. palabras, éctas

Ag
Procedim entos
[ Cada regl

b
. Cid) Cada deduccidn da origen

hes  conjuntos 2ostasn ordenadoes
a sea aplicadz 2 una o variss

a un Algoritms ,que especific

el modo en que la deduczidn hz de  producirss. Tal

las

raclas el

una regla adicronal que indica el orden en =ue aquellas

debe

"t

&n ser aplicadas.

Veamos el Diagrama siguiente




e hecho, un sistema de reglas debe conslderiapco oome Ui

fuente inageheble de Algoritmos.
Ejemplo (Ds un Sistema de Reglas):

El mimimec subosnjunte K cont lens o

los ntmeros 37 1€ v adicldn v

cerrads baye la

92 . Ze pusde obbsner . por
medio dzl iguments conjunte de raglas:

12

22 15 = K.

Un =jemplc

conjunto de

Ejempla (De un Sistema de Reglas Superimpuestad:

El =siguments cor  Lres Conjuntos  de

reglza=. El primsr produzyr laxz variabkles
4 Ea pesrtinestas aclarasrs gqus o debsriasmos bhabklare de rolmaraes,

2ino mis bien de Roprocontacionos Humérics:s <0 MIMEFALEES >0 Ex
dacir, objetos szspacifloss U FEpresaen
a

x loo AdRer S3 egsritos

an nobtacidn decimal.

101



proposicion

generadas por
R“ :
R,
De esta rorma, 2
ejemplo: D, e, DS,

coan palabraz sobre alrabelo A = {0,
lgunas proposviionale:z son, por
Qs

sSon., @jomplo:
Qo C Qe oo D, 0 C Dy o 0 e ) D
El tercer conjunte sirve para cbhensr Tautologlas Las

Tautalogizs zon C&rmel as por las ziguisntes

reglas:
2! sistema

A

1R,
S R
<
= @St o

10



APENDICE B

EJMPLOS DE TURING-CALCULABILIDAD Y DE TURINCG=EE ©0UL INAD

aplicada wobre un cwadrs particulasr

[e gl

una funcrdén

enLTne

R

la funcidn., Entonces r = vouna Hagquina de
Turing M que calouls 3 : dadsx por
M =
12 wae 2tiliza 1z lotra r en Lugar e la
@l nudmers da latras del al .oda an
fased ropresenta el Aadneroe de argumeentes de

103



L

ara

R 1o nas

aoEe

Tearema &.

palakras

Cpi. e 22
mer cuadra
operar

atcaj

en lz o no Erntonces R es Turing-Deordible v ounz
Macpuiny e = R estd dadz M = SL M7

Ejemplos de Funciones Turing-Calculabiles.

€2 La funcidn suma vy Lden2tada $ 0 2o calovlada peor

€3 La fureidn 012 =31n w3 caloulada por G5



Ejemplo de Relacidn Turing-Decidible.

finito de

divide a .
s mboquina gue

obtlien

la definicidén ds Tur:no-De

XN Y e

La méguina M’

108



AP ENDTICES

Meoyrear

Det en

C1d e sl
Cad =i durants
Ckd =i
on

la izqguier
Ce2 =i szstands
en la pan

la dereczha.

Loz cazosn b2

estamos limitades a

=

fal

Uz ar

=8

alta o debe recordar gue los
un
R
magqulna =& :
—cezc Se encuertra un o ast o de parada.
ce

zvisdr = de

dltimo

oncueontera la insT

mantalla

TON EONSHIIGRN Ll & ES

UNA SEMIZIMNTA FIMIT.

108




alta. Posteriorms

v oouarty ocbuamne s Lr o oaatrl Dl vl omnoypains, Boho 9%,
el programa nos o prde para LoTO s & E-LD

siguientes datos Jun

o]
in
pos
Lt
[oR
0
-

madgquin,

MAQUIMA 7

nambre

De este modo permit &

Ci2 lesr los <datos de unx matris O 2k va grabada . e oar

St

LT S S SN

ar ba mantalls uns Yakla wax oarabada

conAla mEdgulnoas

Sienda Y =l

I

e
O
~}



e oen la digralica

rLnterien

anarsca mas e ouna voDo,
hi ot

a2 nun

yoono MM M

una digraficz 2n la

maquinas  Cincluyends L

simbaol os 8] Y 12

108



después del primsr ps

Ahora

biszn,

representz

o
M,

aso queda:
o >

@2
a la dix

1
»t ///:
My
intercambizble con 1z digriatficoz

108

tambisn



Comentario: Dadas una digraficz, néieses gque i el daniog

del cuval n2o sale ninguma arista es el

Ahora bren, como los dates

decir
12 2]l ndmero <o vérticss gue intarviensn o sn o elis v
iid richag O w1

Sham WY

pueder. s=r qrabados en =l . el progrzma permite laser una

digrafica va grabzda v achtisrarla,

Mot a:

involusreadas e una digr&fica

izzo gue contrans al Programe.

Ligaddr de tahblas re una digr&fica.

Comentario: Notsse gque =l LIGADDE es de Miguinas

de Turing gus Calculan Funcionss P2 , Todzx
o5 psrmute
coiculz o

Ci2 A osta epsidn también la llamzraemss LICGADRCR.



Nota: Al grabar una digrafiza

oy e

nomzre;  y la =xtension

Segin lo que hemcz visto, a2l pasar al  merrg de digraficas,

tendremos:
MEMT  DE  DIGRAFIZa=

[

.= Dar d=

.= Leer

W N

. — Ligar

=~

~ Pegres

2 contin

Programa:

TUREIHZ. Ahora bren. o oprd nzoer para ponsrls a2n
marcha es: Cunx vez colocado dichar, que  contreans al
Prcgrama‘. en la computadorad tecleozr Lz palakbra TURES N

presicnar CCEMTER™ -
Pascal 3, del cual elegi

Lteclear el Programa

25 compilad

definir 13
Cs{mbolo -~

trabajo de

+
[

mand princyps
1

13 El Programa on su wothalided 58 ermcsuentra
discc, 2! Zual =Za croporziones xdisionel 3l oor




Al =scribir loz arguemnenst.os

0

2 debe tormar an cuenta:

Cid que las maguinas defiradas =2n el

sobre rmlnercs

Ciid que 2! mamsrc natural n A e nel
traces.
Para escribir l<of arguuentos se usan Las
1
Vi para represaentar un trazo,
¢ para representar al simbolo vacio™,
Tre V2 et armad el 3 1la Ao ¥
- para rar la wventana un cuzdero 2 la derscha,
- para mover la  wventanz  un ousdro =
4 para mover la wentann un cuzxders hacola szrriba, v
+ para mover 1a wventzna un B ADa o,

Unza vez =

para activar

Cl> Recordsar que Sse tienes la cerresponden

PSS memey 2, LSS s 2, Latlc.

<22 En <l Preograms. un ouasdre se coenzidess

=1 Moma3nt o

ningdn simbzls
escribir los UNnn MAGMIRE s

ot P
o tLan fAaTlG3E.

considera gua

€2 Al cuadro en rnspeccirdn lo



Es import

funcionan

velosidad

Al dejar de

la opcidn de wolver

Conside

1o

ndigac

}o-

su utili=acydn,

113
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