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I ff T R o D u e e I o N 

El preS('>Otf:' traba·¡o intentn onnl1zar mt•B n fondo lEHl anualidades· 
contingentes con el ftn de ayudnr a lr>s estudiante::-. de la carrera de -
Actuarlo a la mejor compr('n.sión df-'l tf."mcl. 

Siendo lil (-:luridad un punto de cap1tnl 1mporton<;1a en toda 1Jbra.
se hn pn1curodo 1oqrnrJu, tsnto r: .. n lo f>Xpn:::;ic16n como en la dJ~po~.J 
ción y prP!J<..>nta1:-:1f.1n d1•l tema. EGliJ te!.Jl!:~ !.~•-. hH aqrupado r.-n capitulo!·;,-· 
sutx:Hv1d1dos f:"n nutx;a.pítulrn:·., lo c:unJ pur-df• c(¡ntrihuJr .-:1.l bu1:-n exJto 
Uf• t--~~tud10, y ha!:llii tac1litnr Hl Jr;•c:tor una Vi!-.;ión c:laré\ para nbarctir
p) con1unto df" Jn~ d1 fr•rent1.·~ n::-1unt:o~, que ne c .. xponen. 

Como la !limpie teorla suelP nPr, de por nt. bastante érida, y co
mo, por otra po.rtP, lR comprensión ~6Jo ~,c .. afion?.ü mediante ln ree.oJu
c1f:in dt:> fl)erc1c1ns qut:." impliquen la aplicac::i6n d1·· las expresiones que
paulot1nRmPnte ~;(""' obt1c-nP.n, ~r .. han rP!·~ui:-J tu nJgunos ejemplos, a modo ·· 
d~ nrientdción para t~l ¡, .. ,·l.or. PHra rP8nlv1.•r !uG c"jercici.06 ~f..' tomo la 
Tabli! de Mortalidad CSO 19~8 (Th,. CommincUnrwr!1 1958 Standard Ordinary 
Mnrtultty Tabl~) que se annxa al finnl rte eotn tesis. 

Por otro lado, con el objetivo dt;• proporcionar una mejor compr.en
ol6n tor1tt> en el deoarrolJo de las diferrntAs exprcuiones como en loa
C-j(~mploc •• uc• eloboraron grftfJ.con p(•rmitiendo M.51 una mayor clor.ldAd. 

El cap! tul o 1 define el r..onccpt0 dt:.· anual 1dad. de anualidades 
ctertas y anualidades contingenteo, AG1 como todo lo que a esto se re
tiP.re. PoBt~rlonnente se da una brevf~ res~fla de las anualJdad1;-s cier -
tna con el fin de que el l<>ctor pal¡><• lEls dJ ferendn<-. entre las anua -
J idnde!~ ciertas y Jau anualidades cnntinc1enten. las cualen non objeto
de PHtc• er".tudio. 

El CRp1tulo ?. 1.•xpon(• 1(10 conci:•ptos btu-~1rn~1 t.o:!1to cr. nl ~rb .. 1 jJn .. 1 ... 

b.nbilL:::.tlcd c;omo ,~n tabla~, de mor.tnli.dad, eon el objeto de hacr~r mtu:::. ·· 
comprenaiblt·s Ion cflp1tulon por.Hr.-rJnrr .. ~'\ .. yn que lo qut:- e<.~ presentn en-
1•nlo cnp1tulo oon las btrnes principalf.!B utilizadas eon los cálculoa de
lau expr('"S J (1ni:•n paru anual idndes con t inqen ten. 

P.l f"'i1pttul11 J .:-xponr-!' 11 h..>ncio la~: nnur1lidadf'B venc·ídl:H.::1 y anticipa·· 
dt1n cr•ntinq~nt0~. 5(• dPf 1n1·n tr1dr1~ Jns ~r1nCPpto~ y ue dr.-oarrollan lna
••xpr'P~;11Jr11•!; Pllr.n obtf?ner. ·~l VA.lc.>r pn~a.~nte ch· la~; anunlidades vencido~; 
VJtr1lic·ifUl, dlfnridrn.~. l(•mpor.iRJr·n, temp<:1rciJn~; djf(•ridnn, as! como lflD 
r~nw•i:tlvH~~ pnra lHn Hnunlidadt:'a ;1ntlc:ipadft:.J. LcJ~ pnqo!:-1 correBpondi•~n
tPn it 1•ntr· tJpn rir· nnut,l lditd1•n r'.f• rf'Hl izrrn nmntJmr-nti:·. mJe-ntrm; qll( .. el 
Cnpftuln '1 hrH~,. n~fron.·n1.~1H 11 ld~~ rtnu<il1dud1:r:. Vt-_·rw1dw:1 y nnticipadns f:.'fl 
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donde lt.w; pagos se reol 1zan mensual. bimestral. trinwstrul o semes 
tralmentt'. 

Y finalmf:nte r. .. l Capitulo 5 expone lan anuRl i.dndes vi:-ncidas y ftn 
ticipadan variables tnnto crAcienten como decrecientes. en donde se 
presenta c~l problema de calcultlr el valor prenente de µ,;.,qos nnuale~ 
que var1an año con año en proqrf:-si6n geometriGa yo !;r:n en forma '::r.e 
cientr. .. o d<:"Creciente negún neE\ í:'l coso. 
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C A P T U L O 

ANUALIDADES 

1.1 CONCEPTOS GENERALES. 

Uno anualidad ae define ·~rJmO unil nr.-rit:• dP pagoz pt!rlc;dicos de su
mo!.': 1wner.c-t lm~nt"' igu11lea i:off:•~tuados durant•-· la exl~tencla de una Poi 
tu¡1c1ón dada n tntPt'ViÜOE. igunJt<>~ de tH,.,mpn. 

El til-~mpo transcurrido entn:> ca<lrt paq1) mJr::t""!'~.;ivo de Ja anualidad 
oe cun(lc:o:. enmn "1ntc·rvalo o fr.:i::ul;"ncitt dt.,., pago" 

in tiempo r~ontado dende el princ.::lp1C1 dP.l prjmüC' intervalo de pago 
hClsta el f1ni11 d(•l último intervalo d,_.. pago se conoce como "plazo de -
la HOUA l 1dod. 

LEI sumu de todon loo pagn~1 rl•a 1 izado~~ durante el afio se conoce 
come 1 "C't:n ta tlnuu l" . 

A li\ s.uma d~ loe valorc~s pr:e~entt,.,~;; de cada pngr), cñda uno descon
tado ül pr;incipio d(•l plazo de la anual ldnd ~-;e lP cono1.:e como "valor -
presente dr uni1 nnunlid8d" y ue denota por "O ". 

A la suma d1_• lo!J montou compueston de cadn pago. cada uno acmm1 -
lttdo nl final d1'.'.'l plu2.c1 di?. Jn on1rnlidHd nP li=> rnn,.,("'•,:o r:-orno ";r,or.to o vu
lor ttcumuindo dP. unu anunl1dnd" y s+·· dNJOtfl por"!;". 

1) Anualidades ciertas. 
2) Anualidades contingentes. 

r.11!\ rinu., Ji dild1•u 1; if"ctu:.; !ifJ det !nen como aqu1""l lt1 ::;t~rie de pagos 
P1-"rl(Hii.co~1 oujP.tnn E\ efl'!ctuor9e dentro de un ttempn fj jo detennJnado -
d11 nc~ut:r·do con lil!.' r:uridic;Jonl'S dPI probl1~mn tndPpendientemente d(_' 
cunlquler .. vr.•nlo fot·tuito. 



i) Lr;~~ n pago!::'. perlódicn!;> qw:• dt:>b1.-n efi:-ctuar.~e prJI"' conci:-pto de la 
comprn df-.• un bien imnueblt~. D1chtJs pagos culminan al cubrir .::1 
mon t(1 de l.n d~udu. 

11) Los Pl-1<.Jo~:. periódico~, pnr Cfinccpto de la rento ctr~ un equipo X -
durantt..• un tiempo t pr(•viam1::-nte establecid1), 

Los anunlidadPS ~ontinqenU.·~~ Gf'.' d1.•f1n•·n c~f;mo ñqur>llo. serir~ de pa
gon cuyo plnz.o dependi:! d1.· l.::1 rP;1l1Ztlt:'i()n de un f'V•:ntfi (1:irtuito, el 
cual no pui;ode ser f.ij¡¡do (•n un tir.·mpn dí:lr~rminado. 

1) El pago de lo primn pnr cot1r.1~ptu dP un ne-guro dt'-' vida, f"i cual 
tf;-'nnina con 1-d fall1~i;1mif:mto del asegur.ad(1. 

11) El paqo que t'PGib,.. un pl'.~nsionistil hn~tn ':;;".U falli-1·i111iPnt11. 

Las onualidaden contingenteG Derfin •:>~=~tudiudas c<Jn 1nr.i~• cl1·t.a1li:· r.•n 
c::opf.tulos poot.;•riort:o~>. En t"::Jl~ capitulo~><:· ctnrá una brt:'Vt:> rr .. ~ .... t:-ña dP: 
lnn rrnualidadr!~ Cl(~rtt.w. e11 donde la ft1~r;ui:·nci.r.t clP .lu!; pnqo!:; coi.nc:id1: 
con la c:nnvert1bllidBd dr .. J.:i tn::.a de intPr{·~ •. 

1.2 AffUALIDADKS CIKRTAS ORDINARIAS. 

En una nnuul jdnd e-ie·rtn ordinaria. la serie de pagos comienzon rJ
·~fectuarn(~ un periodo der:pué·r; de la contratnctón ha~ta cubrir e·l total 
durñntí;! n nrlor;. 

51 lo!?. pngon nr:m anu.:di:·;.:;, Ge puede obzt:-rvor gráficamente de la 
siguiente manera: 

l• 

--!--------!-- ·- --1------·t-·-----------1--------1---
0 1 2 3 n-1 n 

(momento de 
controtar::ii'"in) •primer pago 
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Para calcular. ('l valor. presente de la anualidad se toma como pun
to de vnluaclón C'l momento de la contmtaci6n (en la gráfica seria 0). 
y se dcr1oturé como Q . Para encontrar su valor se toma la suma d'~ -

n¡ 
los valores preaentes al momento O a una tase de interés i anual efec
ttva, aai: 

2 3 n-l n 

añl V V V + ... + V V 

Como a se presenta como una progresión geométrica se tiene -
que: ni 

2 3 n-1 n 
a V V V + ... + V V 

ñl 
2 3 4 n n+l 

va V V V + ... + V V 

ñ"J 
2 2 3 3 n n n+l 

a va V (V - V ) (V - V ) + ... + (V - V ) - V 

liJ ñl 
n<l 

a va V - V 

ñ] 'ñ] 
n 

Q (l-V) V (1-V ) 
'ñ] n 

V (l·V ) 

a --------- (1.1) 
ñ] 1-V 

f'!Ultlplicando numerador y denominador por (l•i) se obtiene: 

n 

a 
V (1-V ) (l+i) 

'ñ] (1-V) (l+i) 

[~][·- -.: .... l (l+i) 

a 
n¡ 

------------------------------------

[1 - ;~~-] ( 1• i) 



a 
ñ] 

a 
ñ] 

.. 6 -

l.ii 

lti (l+i) 

lti 

n 
1 - V 

n 
1 - V 

ltl 

ltl 

n 
1 - V 

n 

(1.2) 

l.n!-1 ctt 1 r.u lnn flntr. .. r.ior,...n 1~t'Hiniderrrn paqnf> uni tarin!:1~ muJ t j pl icnnd(l 
(1.2) p>r la r1~~r;1 Anual R. ne obtJ~n~ 1!! vnlor prPsente d~notado pur 

"· 
n-1 n 

A RV ' RV ' RV ' ... + RV + R.V 

2 3 n-1 n 
A R (V + V ' V + ... + V ' V 

A R a ( 1.]) 

ñ] 

EJEMPLO l. Hollar el Vülor j.Jl'~tiente de una anualidad de $ 40~000 

nnualen durant~ 9 nHo~ al 2 1/2 •· 

/\ 40.000 a 
91 0.02~ 
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A (40,000) 

A $ Jl0,034.63 

EJEMPLO 2. El bt:-n(-&fl ciarin dr;" un Sf:~qurn t'(->r:i bf?* d(• parte de la 
Compañ!a doG oferta~: 

a) $ 1.0'000,000.00 de contado. 
b) Una anualidad de:;: 1 '100,000.00 pnr •1ñ" durnnt,_. l? años. 

Diga cual es lR mt:-jor of"rta. y enr.ontrtir la difE:!rencitl si el in
terl.-a al cual oe puede tnvert ir. el dinero eE. del 8'6 ·anual. 

A R Q 
J;;l 0.08 

A (l '100,000.00) [ 

- -------iT l 
(l. 08) 

-- ---- ---· ---- --------
º·ºª 

A $ 0'289,605.8 

J>u1? lo tnnto In ofertn mAn conveniente oon loB 10'000,000.00 al ·
contado ya que el vrtlor pr('~"'i ..... nt"" r:lP la unuali.dc:1d e~.- mBnor. 

La d1ferencin ~s d~ 1'710 •. ll4.2. 

Para calr.:ulur el monto de una nnualidad ordinaria oe toma como 
punto de vaJ.uRción n, y Be denota por s Se puede obcervar grflt 1 -

cemente de lu nlguiente manera: ñ1 

- .. 1 - - - - ·- - - l - - - - . - - l - - - - - - 1 - - - - - - .. - - - - 1 - - - - - - - 1 - - -
O l ?. n-1 n• 

*Punto de va.1 unción 



ñl 

2 
1 (1'1) t (ld) 

- !! -

1 • • • + 
n-3 

(1'1) 
n-i n-1 

• (lti) + (l+i) ( 1.") 

Como s se.·p.rr~ser:i~a ~omo µná. progresión ge-on?Atrica donde (l+i )-
ñj 

PU la razón se tiene: 

(ld) 5 

ñl 

, , 
2 

(lli) ,+ (l,•il ,+'(l+l) t ''"+ 

n 
l - (l+i) 

5 ------------

s 

ñ] l - (l+il 

n 
(l+i) - l 

n_ l 
(ld) 

n 
+ (!+i) 

(l. 5) 

I.os cálculos anteriore~ con~jdr-r;m pagnr-, uni.tarios, multip1lr;mdo 
(1.5) por la r~nta rtnuril H. se obttt:'ne r¿l mnnto de la anualidad d1··n~J 

tadn por. s. 

s R B (l.&) 

E.JEMPLO l. Una persona depositn ::; 2'500,000.00 al final de cada -
año durante 10 nñrH.L t-:n un banco que le nbono interes del 8%; 1:-l monto 
resultci.nte se dt-*jtJ depo~.t.tndo ncumulondosf.~ a la mH.:ma taca por los sl
guienten 5 años. ;,De cuúnto ~11? dit:;pondrá al finul de 15 ;.ifi08? 

s B S 
TOl 0.0!1 

El valor del monto de la anualidad se puede obtener directamcnt1:
de las tablas financlPra~. r.orrt-Dpondjl:.ndo en P~te caso el 81 de into(~

rés con una n= 10; ;mi: 

s 14.48656 
lo1 o.oo 

Por lo tanto: 

5 (2''i00.000) (H.48656) 

s $ 16'~16,400.00 
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Usnndo lñ PXprt.·~üón para cálculo dP. mon tí.JS SH t t""n1.': 

n 
s I' (ld) 

5 
s (36'?.16.400) (1<0.08) 

s (36'216.400) (l.~693281) 

s D ~l'?.13.774.00 

l.!Xi5tP otrn fnrma para l .. (1lcuiar 1;-l vnlor dP s . Tnmtrndc1 a -
ñl ñ] 

t~l· 1>b~;t!r-va que PUf•d•" :1t:--r· iqunli:.idu iJl montü de lt.1 anualidad. únicilm,.~nte 
mult1piJ.r:nndo Q por (l+-i)n. Se tiene qur-:: 

ñ] 
n -1 n 

Q --:V+V+V~ ... tV t-V 
ñ] 

n-1 n-2 
s (l•l) '(1+1) ••.. '(l•.i). 1 

ñ] 
n 

Muttiplic;rnrlo Q pcir (lti) 
ñ] 

n n n n n 
n a ( i" ) (1'1) (ld) (1+1) (ld) 

( 1 ti) + -··-----·-- + - - - -· -·· -- + ..... + - ··--·· - --
ñ] 2 n-1 n 

l ti ( l+i) (ld) (l+i) (1+1) 

n 
(!H) Ü 

n-1 
(1 d) 

n-2 
+ (l+i) 

n-l 
+ ( 1 'i) + ... + (l+i) + 1 

ñ] 

n 
sñ]-(J+l) añl (1 .'/) 
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l. 3 AllUALIDADES VAI.UADl\S CON TASAS NOMINALES. 

C'nml'l ln convt_•rtibil1dad dí.· ln tm.:iii nomiuil) coinci.de-c:nn la fre 
cuenc1a dP lo~• puqo!i (m:-:p). para la valuación de las anualidades se 
tomaré comn p1.-r1odo tundament.:il l:·l de la convertibilidad de lñ tasa, -
ea1 ln tasn etf•ctivn y la r.entn serón tomadaz por periodo. 

La expresit1n para valor presente será: 

(m) 

1\ - o donde i • (l. 8) 
p ñ1nl i' m 

PArA monto SP tiene la expresJ.6n siguiente: 

(m) 
Ra i 

s s donde i' (l. 9) 
p iññ] i. m 

EJEMPLO 1. Un terreno se compra pagando $ 1' 000. 000. 00 de contado 
y 300,000 mensualea durante 2 ai\oo. ¿Cuál es t:l prt~cio equivalente 1:>n
efectivo, Bi el intert-s ef:1 del 12% convc·rtibJe mensualmentr:>7 

(12) 
i 0.12 

A R o donde i' ------·-- 0.01 
iññ1 l' 12 12 

R o 
TITiC2i1 0.01 

A 

1\ R o 
2'il 0.01 

[ 1 - l 24 
(l+0.01) 

(]00,000) ---------------------
0.01 

1\ 

A ( J00,000) (?.1.?.~l'JB"/) 

/\ C· f>' l'll.Olb.10 
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Sumando a el valor pr.t.:!;it-nte rJbt.F;-nldo F.!l paqo al contado, se üb 
tiene el prí~cio equivR]c~nte ~:m eff:-r.t1vo: 

6' l7l.016.\0 • l '000,000.00 7'373,016.10 

E.JEMPI.o 2. Una empt'(-"58 esté fonnando un fondo de ühorro efectuan
do abono~ d1! ::-. 2''500.000.00 anualf~S pagaderoc trirn~Gtn1Jment~00 • invir -
t iendolos al 4 1/2 %- convertible t rimC'~t r;ümen te~. ;.C'utin to dinero habré. 
en el fondo al tinal de 9 año~1'! 

Ra 
s s donde 1' 

p iññl i ' 

2'500,00 
s 

4 
s 

(4)(9)1 0.01125 

(l+0.01125) - 1 

[ 

.36 l 
s (625,000) -------------------

0. 01125 

s (625.000) (44.081433) 

s $ 27'550,096.00 

1.4 CALCULO DK LA RKHTA 

(4) 
0.045 

0.01125 

cuando la incógni tr1 que se pree.enta es lA rPnta, bRsta con despe
jarla de la expresión (1. ·1) para P.l caso dt~l valor presente y de la 
expresión (1.6) para el caso del monto de la anualidad. 

LOS valores para Q y S pueden ser obtenidos a partir 
ñ] ñ] 

de las tablas financiernn. 
As! se tienen las expr.esiont-'tl uiguh.•ntoB: 

A S 
R o 

ñ] 

y R = 
G 

ñ] 
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(m) 
Ap i 

Rn ·-------- donde i '= o m 

'iñi1 i' 

(m) 
Sp i 

Ra e donde 1 '~ 

s m 

iññJ , . 
EJEMPLO l. sustituir una serie· de pag<Js dt $ 300,000.00 al prin -

cipio dl• cada año por el equ1valt~nte en pagos al final de cada 3 meses 
suponiendo intereses de 4% cnnvertibl,..: tr1mentralmcnte. 

(.J00,000) (4) 0.04 
Ra o 

T4íCTll i' 

j '= 
4 

1'200,000 1'200,000 
Ra " o 
~ 0.01 

o 41 0.01 

Buscando er1 lau tablas financieras 
valor es 0.2562811, as1: 

Ra (1'200,000) (0.2562011) 

Ra 307,537.32 

Aa1~ los pagos trimestrales serian: 

Ra 307,531.32 

a 

R • 7Lü04.JJ 
4 

-1 

0.01 

0.01 

se obtiene que su-

cuando se prc-nc·nta el cru10 df~ obtener la renta para el monto de -
unn unua l!dad. n1! debe calcular 1/S . Para obtener este valor a 

ñli 
partir de Las tablas oe tl~n~ la oiguicntt~ JgutJldud: 



l 

5 
ñ] i 

Demos.tración: 

a 
ñ] 1 

a 
ñJ 1 

o 
ñ1 i 

- ll -

n 
V 

n 
1-i(l-V) 

n 
1 - V 

n 
i ·· i + 1V 

n 
1 - V 

n 
V 

(l.10) 

n 
iV 

n 
1 - V 

n 
Multiplicando nwnerador y denominador por (l•l) : 

- i 

a 
ñ\ 1 

- 1 

n n 
V (1+1) 

n n 
( l - V ) (1 +i) 

n 
(l+l) 

[ 

1 l n (l+l) -(1-::;n 
------------------------

[' - ;::;;;- ] "'"" 

5 
ñl i 

EJEM.PI.O 2. Una p~rsona efectuó pagoc nemestraleo en un fondo al -
fjnal de cada ccme~tre y durante 5 años. Si el fondo tiene $10'000,000 
al cabo de 10 año~ y el inter1?-s que se abonó tuo del 7'-t convertible 
oemeutralmente. cutd (ne el pago periódico? 
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RRRRRRRRRR 10'000,000 

--1--1--1--1--1--1--1--1--1--1--1--1--1-----------------1-
0 1 2 3 4 5 6 10 

Sp 
(m) 

i 
Re i' = 

s m 
íññ] i • 

Para conocer el valor de s se debe obtener el valor presente de -
las 10'000.000 a las 5 aftas. 

-10 
p (10'000.000) (1 • 0.035) 

10'000,000 

p = -------------
1.410599 

p. 7'089,186.9 

-(5)(2) 

(1'089,186.9)(2) 14'178,374 
Ra 

f5T('2)l o . o :is 0.035 

Paro obtener el valor de l/S 
(l.10): 'ñl i 

se utiliza la expresión 
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s 
lii1 0.035 

a 
Tiil 0.035 

0.035 0.1202414. 0.035 

0.0852414 
s 

1o1 0.035 

Ra = (14'178,374) (0.0852414) = 1'208,584.4 

El pago periódico estarte dado por: 

Ra 
R = 604, 292. 2 

1.5 CALCULO DK n. 

Para calcular el valor de n se rlespejE\ de las formulas de valor -
presente o d~ monto segün sea el caso. y se resuelve la ecuación expo~ 
nenr.:ial usando logari tmc1s. o bien, interpolando mediante el uso dE> las 
tablas respectivas. 

EJEMPLO 1. Una persona adeuda $ 4' 000. 000. 00 y acuerda pagarlo::; -
con intereses ol 4i· convertible trimestralmente en pago;1 trimestrales
de 300,000 cada uno. durante~ L"'l tiempo necezario. Si el primer pago lo 
hf::l.Ge 3 meti•.!b U.t::..>f..11.h:::..> J.e r.c1::lLid• .. Gl di.n(:ru. dctcrr.ünar el nú..""ncro nece
sario de pagan completos. 

A= RÜ 

4'000,000 

4'000.000 

ñiñ] i' 

1ºº·ººº a 
n 

l • V 

300,000 0.01 

0.04 
i' 0.01 

ñiñ] 0.01 



(0.01)(13.331. .. ) 

1 - O. lllJJ, .. 

log 0.86666 •.. 

-o. 06214'/9 
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n 
l - V 

n 
V 

n lng V 

----··------· n 
-·O. 004 32U'I 

n • 14. 381~16 

Por le> tdntl) non 14 paqos c:ompletoo. 

EJEMPLO 2. Cu:'tntos pAgos nnuale::. completos de$ 150,000.00 y que 
paqu in,-:umpleto un oño despu,::•s deben hacerse con el objeto de acumular 
al 6\ anual. $ 2'500,000.00. 

5 R S 
ni l 

2 "jlJO. ººº 1~0.000 

0.06 

2'500.000 

----------- s 
150,000 ni 0.06 

16.666 ... ' s 
-;;-¡ o. 06 

En tablan dP s se observa que el valor 16.666 ... Ct) 

ñ] o. 06 
rresponde a unn n en tri.~ 11 y 12. 

Eintonce~\. ue ti~nC'n 11 paqo~. cnmpJetos y unH cantidad adicional -
que ae pagll '~n el Pf.!t'iodo pootcrior nl último pago completo. Para de -
terminor el últimc1 pogo ur.• plllnt(•a una ecuación de vnlor: 

l 1JO. 000 (1 + 0.06) X 2·~00.000 

0.06 

(l~O.OOrl)(M.91164) (1.flf,) X 2'500,000 
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7.'380490.7 X 2'500.000 

X 2'500,000 - 2'~80,490.7 

X 119,509.3 

1.6 CALCULO DE LA TASA DE INTRRES. 

El cAlculo de la tasa dt! lntereo c..~uando ~on conocidon lu rentn, -
el tennino n y el valor prenente o el monto de la anualidad anqún sea 
el Cé\!lo, puede realizar~e medi~nte el procedimil'nto de int1:.-.rpolación. 

EJEMPLO l. Para liquidar una deudt1 de$ 7 1 200,000.00 se efectúan
pagos anuales de $ 400,000 al final de cada año durante 30 nños. Cu[d
es la tasa de intercs involucrndo en la op~ración? 

A RÜ 
fil i 

7'200.000 400,000 o 301 

7'200.000 
----------- o 

400.000 To: 

16 o 
3ol 

Buscando en las tablas de valor presente se observa que los valo
ren que corresponden a 16 son: 

o 
301 0.04 

17.7.9203 

o 
3ol 

18 
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a 
3oJ O .OJS 

18. 19205 

Interpolando ae tiene: 

18 - 17.29203 
0.04 (0.035 - 0.04) 

18.39205 - 17.29203 

0.70797 
0.04 --------- (-0.005) 

1.10002 

0.04 0~0032179 

0.0367821 

Por lo tanto la tasa de interea involucrada en la operación es 
del 3.68%. 

EJEMPLO 2. Una persona ahorra s 100. 000. OC men5uolc .. s durnnte 3 
años, si al final de es•? tiempo recibe$ 4'200.000.00. encontr.ar la 
tasa efectiva mensual con la cual ha crecido esta suma de .. dinero. 

s R s 
íññJ l' 

4'?.00.000 100.000 s 
iT2iC3il 1' 

4'200.000 
------------ s 

100,000 361 i' 

42 s .,..,.., 
.JbJ l' 

Buscando en lm1 tablas de montoa ue observa que los valores que -
corresponden a 42 son: 

s 
36] 0.0083J. .. 

41.78182 
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5 42 

5 
"i61 0.009166 ... 

42.42312 

InterpolRndo ae tiene: 

42 - 41.78182 
0.00833 ... --------------------- (0.009166 •.• - 0.00833 .•. ) 

42.4~312 - 41.76182 

0.21818 
0.008ll ... ··--- ·---- (0.000833 ... ) 

0.6413 

o. 008 J J •.. o. 00020 ·¡5 

0.00862 

Por lo tanto la tasa efectiva mensual eo del 0.86%. 
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CA P T U L O 

PROBABILIDAD Y TABLAS DH MORTALIDAD 

2.1 PROBABILIDADHS. 

2.1.1 CONCEPTOS GHNHRALHS. 

La t~or1A de probñbilidades ha sido manejada por el hombre deade
lon t1t:·mpoH má~ remutos. Los juegoo de- azar marcan los primeros vesti
q1os de cAlculos dF- ttlgunne probabí lidadio•fl, nctualmente se aplica en -
mur.hun y div,~ruos campo~ p0r lo quca se ha deanrrollado una teorla ma -
temAtica para su eotud10. 

cuando se real izan experimentos rt:oales. tcllí•B como lanzar una m("J
nedn. ttr.,r don dadoo. juqo.r: a ltt ruleta, o se observa el lapso de Vi
dn de unn pe-ruana. la tl'.'orfa matemlitjca df• probabilidndes toma un va -
lor prt'lctico y aiqn1ficat1vo. 

Un fenómeno AlC"ntorio ge define cnmo un fenómeno emp!rJco, en 
donde al t)bservarlo bn jo cietf"r.minadas condicionF.:Ej, el resultado no 
! • .".lf:"'mprf" ef\ r .. J mlnmn, eB dec:ir. lnEi d1tc·ri: .. nten rc .. Dultodos f.1( .. preuentan
r:on requJaridad e!n.:1d1~H1cr:t. 

I.a frecut:-ncit\ rplntiva con lfl que· :;1(:" nb~1ervnn los dlferent1.~n re -
uul t11don dt .. un fenómerw nlr~ator1o en uno ~.cr.ic de rept':ticinnc~ todas -
ellas independif:ntee, est#t reprc .. 2entndn p<1r ttqueJ loG números compren -
didoH ,..n el lntt"t'VIJlo Cf'•LTéldO [0.1.J. 

Un ~ver1to itl~ntnrto ae produ~u cunndo lfl trecu~ncin rPfotivn de -
11n11 B<'ri1:- nmy lnrqn dP nb~Prvacturw!:-1, tiende a un vnlor limite estable 
1~nnfnrm1• 1•! númPLo d(• ob~1r:rviiciun':-~ tiende o jnf.init.n. 

l.d prol.irtbl l trind dPl ·~vento alt:oatorio 1..•n t:.•l valor limite de lns 
nh:.u.•rv.i.~ l <irl''fl. 
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Si se tiene un t't:"cipient~ que cont1)nga 8 bolas. 2 negras y 6 
bll1ncas. si dt:•spues dt-- un número considerahJe de PXtr.ncc1oriPB EH:" ob 
tiene unR boln negra en una propor.c16n det~rrninada st.--. pur:de d1!t:lr. que
la extracc1bn dt:· unH bol,1 del recipiente e.s un f(•n61t1eno ulcntorio, y -
la extracción dü una bola negrn es un evento t-1let-1torio. 

La teor1a de probE1b1lidadeo estudia med!untt .. mt:.otodos mat('mtiticos
y ,1nal 1 t icos el comportamiento de los fenómenos ulell torio::.. indepen 
dic.·ntemt•nte deJ ti.rea dE'• que ne trnte. 

La probabi l idtid P!:i ln ciencia que Pstudla lao propiedades de loa
fenómenos Rleatorios. 

fil e~pacio mue•!Hrctl ~e- drftnc .. como el conjunto de todos lo~ re 
oul tadon pos! blf:.OS. y se denota por ~;,. 

Si se tira un dado. el cual tiene sus caras numeradas del 1 al 6. 
el espacio muestrnl esté r.epr1.!scntado por S = {1.2.3,4.5.GJ qut- sf'!ri.an 
el conjunto de todc1a Ion resultados po~1ble!:~. 

S.i ae lanza una tnoneda al air<: puf;'dt: caer aguila (Al. !.:lol (5) o -
bien de cRnto (C) por lo que el Pspacjo muestr.al esté r(~preoentado 
por S " {A,S,CJ, 

Un rvento se define como un subconjunto del espacio muestra!. Hs
el renultado originAdo por algún experimento. 

As1, el enpacio muc .. stroJ oe considera un (•Vento seguro,. yu que ea 
aubc:on junto de si mismo y odemés con t lene todos los resul tadoo posi 
bles, por (•l lo !.1e le~ deriomlnEl oeguro. 

Si el evento F nunca ocurr.~ 21.• tiene qu•~ la probabilidad de qur-! -
ocurro el evento F "" O (P(l") " O). 

SI ni:- ttent~ lt.1 1~,.rteza de que el evento .F siompre ocurrirá. la 
prooobllldnd de qur ocurra el evento F '"' 1 (P(F) ., 1). 
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2.1.2 CALCULO OH PROBABILIDADHS. 

El espacio muestra! s es finito !li la observación o experimento -
aleatorio tiene un número finito de resultadon posibles. es decir. el
tamaño des es finito. 

Si se ti(~ne un l"'Spacio muestra! finito 5 y ne supone que cada uno 
de los evento~ son igualmente prc1babJ1":"s, es d1:.ocir que t1ent'.:'n ln mismn· 
probabilidad de ocurrir, :3e dice t:·ntonc'~~• que el c~npacio mur!!:itrnl 
S :::- {E .E , •..• E } ponee eventos iguu.Lmente probables si cada uno U.e 

1 2 N 
ellos tiene la misma probabilidad, rl~ tul for.mn que: 

P[E ) 
1 

P[E ] 
2 

P[E ) 
3 N 

Cada evento Ei. tiene proba.bilidad l/N, ya qu!..~ cxistr~n ti ev,..·ntog
con la mizma probabilidad de ocurrir, y la auma de la:;:, probabjJjdades
es igual a l. que vendría n!endo el evento ~egur1). 

La probabilidad de un evento F i:·~~ iqual o la rnul U pl j r::ac16n de 
1/N que corresponde a la probabilidad de cada un1J de los eventus de F
por el nümero de eventos i:•n F. Aoi la probnbi l idad de ¡.· '!S igual al 
cociente del tamaño de F entre el tamHño del ezpacio muestra! S. 

Aa1, para calcular lA probnbilidnd de un evento cuando el e-npacio 
muestra! es fin.ita, y los f~Vt:.·nti:Js son igualmente probables. se utili?.a 
la siguiente fórmula: 

l'ooibi lidades <·,;pecific:a<: (tamaño de F) T[F) 
P[F) -----------------------------------------

Posibilidades totalen (tamaño de S) T[S) 

2.1.3 HJKl1PLOS OH CALCULO Dli PROBABILIDADES. 

E.JEMI1LO l. De unn urnu que contiene 8 boJas n1;.-gran. 10 bolos 
blancan y G bola~:; r.ojaG, unn bnla es ~acada al azar. Cuál ea la proba
bilidad que la br.dn n) si:;·n bla.nr.:a? b) !..i(•a roja? e) no oea blanca? 
d) no nea negra? 
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Si se denotu por. N o lar:. bolas negras. B a las blancan y R a las
rojas. el espacio muestro! esté dadc1 por: 

S {N,N,N,N.N,N,N,N.B,B.B,8,B.B,B,8,8,8,R,R,R,R,R,R) 

Por lo u1nt<J el tamaño de"" s es de 24 elementos'. 

a) Bn este caso F ~ {B,B.B.8,B,B,8.8.B,B} por lo tanto: 

•ramaño de F 10 5 
P(FJ -------------

Tu.maño de s 24 12 

b) En este caso F ~ {R.R,R.R.R.R} por lo tanto: 

Tamaño de F 
P[F] -------------

'!'amaño de S 24 4 

e) En eate CHSD F • {N.N.N.N,N,N,N,N,R.R.R.R.R,R) par Jo tanto: 

Tamaño de F 14 7 
P[F) -------------

Tarnai1o de S 24 12 

d) En este caso F • {rl,O.B.D.0,8,8,0.D.ll.R.R,R,R,R,R} por lo tan
to: 

'!'amaño dr..· F 16 2 
P[F) ----------- --

1'nmHño de S 24 

EJEMPLO 2. De uno ur.na qup. contiene B holaE. nt-Jgras. 6 bolas blan
cas y '1 bolas rojEHJ ge saca una bolt:t negra y no se reemplaza. hallar -
la probabilidad que otro bola que se saca de la urna sea: a) negra : 
b) roja ; 1..~) no bla.ncn. 

Denotando por N a lo~ bolas ncgr:tG, n H ldl:l hlHnc::as y R a las ro
jas~ el espacie) muestra!. una vez que se extrajo la bola negra y no 
fUr':' r.eempl nzada. ~•et1a: 
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S {N,N.N,N,N,N,N,B.é,B,B,B.B,R,R,R.RI 

a) En este· caao F = {N,N,N,N,N,N,N} por lo tanto: 

Tamaño de F 
P(F] -------------

Tamaño de s 17 

b) En~~st~ caso F • (R,R,R,Rl por lo tanto: 

Tamaño do' F 4 
P(F] 

Tamaño de s 17 

e) En estP caso F (N.N,N,N.N.N,N,R.R.R,RJ ~·r Lo tanto: 

Tamai'\o de F 11 
P(P) -------------

Tamnnn d~ s 17 

E.JEMPLO 3. Sen un núm<-!rCI escogido dí~ entre los entero~\ del 1 al -
100, de monura que cada uno do f'.!llos tenqa la miGma probabilidad de 
nc .. r esc:oqJdo. Cuñl c~s la probt1b1lldHd dt;' qut~ el número obtenido sea 
u) múl ttplo d" 1 b) mtil tiplo de 14 

El espacio muc·ntrai estú t·ei->L~Uí::'ntndc por loe ~nt,•rnn. riPl 1 Al 
100: 

5 - (l. .... 100) 1'[S] 100 

a) En e~te c:aao F esta repreoentodo por los múltiplos de 7: 

P (7.l4.21,2R,35,42,49,56,63,10,17,84,91.9B} 

l'nr lu tnnto: 

'fíimuño dt? J." 14 
PI r\ -

Tnmui'lo dr~· s 100 110 
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b) En el::lte caso F_ e'etá representndo pC".Jr-los múltiplos.de 14: 

F = {14,28,42,56,70,84,96} 

Por lo tanto: 

'l'amafto de F 
P[F] -------------

Tamaño dP. s 100 

2.1.4 KSPRRANZA MATKMATICA. 

Sea n el número de en~Ryc1s y p lR probab111dc1.d de t .. xito, el valor 
esperado de X, reprPst-:antado por E[X]. e~ el nümero de exi tos esperados 
en n ensayos y :Je define como El.X] :: np. 

La esperanza motemf:tt!co puedf.> definirse como H[X] 
la probabilidud de· qur;-• X reciba una cierta cantidad S. 

ps donde p l!B 

Siendo pS la r~GpeLanza de quP X ret.-:iba una cierta cantidad S dt~n

tro de n años, se puede colculnr Pl valor prc-sente de la espt:·ranzn mo· 
temática. suponiendo una ta~1a d1_,- Jnteren L par lo tnnto: 

-n 
Valor pr·0nC>nte de ln e~ _ _.;peranza = V.P.E. -:: (1 + i) pS 

F..JEMPLO 1. E;i unn rito ~~.1;> vendiln-on 1000 bolctoa, el premio cons
ta de$ 25'000,000,00. Cut.U e!cl Ja e~p,~ranza m.::item{1tica de X. si poB1?1:~ 

4 boletos? 

4 
L.:i. prcbnbilid.-:id de crue X ganr.: •.:l pn.:itÜ1.1 •.::... Üt:" J.ú04 

1000 

Su esperanzn m.:itemdt.1Cr1 r-:stlt r.t:opr1?sentada por: 

E[XJ • p.5" (0.004)(25'000.000) = 100,000 
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EJEMPLO ?,. Lo~• r,:.q1~.Hri.'~' dt• unA u111vr--rs1dnd, indicA.n que la pro ·· 
bnbilidad d~ que 11n e~tudlnnte de tngenlerla se titul1~ ~n 5 aftos ea d~ 
0.45. A X l~ prometieron $ 8'000,000.00 ni se tituln en 5 a~oa. Su
poniendo 1nteri:~ec del ~'t. hnl lar ,.1 VBlor presente dF.· su esperanza 
matemática. 

-5 
V.P.E. • (1 • 0.03) (0.45)(8'000,000) 

V.P.E. (0.8626087844)(0.45)(8'000,000) 

V.P.H. 1'105,391.62 

2.2 TABLAS DR MORTALIDAD 

2.2.1 I•TRODUCCIOB 

Unfl tabla de mortalJ.ded es un reslln\P.n de registros que permiten -
i::onocer f?l nú.mf_oro dt:> vivos o muertos. dP un grupo suficientemente nume
rono de personAs. PAra la construcción de una tabla de mortal !dad se -
tnmn un gn1po lniGi al de persrJnas de una edad determinada (que usual -
mente ae denom1nR edad cero, que corresponde al instante del nacim.ien
to) y nfuncro arbitrario. Por medio de procedlmif~ntos y cálculos va 
rittdos. se obti~ne el nll.rnero de p<~rsonaa que sobreviv~n en cadn ani 
Vl:"rrn.lr10. nsl como loe que fallecen t-.•n 1.:-l tranocurso de un año deter -
mlnAdu. 

Sl se nupone un qnipo numeroso de rec::ien nacidos. se pCldrli.l pre -
tender obaervar su cumpot"tamie-nto desde el mrJmenlo del nacimiento. 
haoto la totRl extinr:ión del grupo. 

Sin f!mbarqn, lnn re!lultndon dt~l número de vivo~ y muertos en cada 
ni'íc1, no podr1n !.\<"r dPl tC1do confinbl~. ya quP el pr1.mer. inccmveniente
r11dlr.11 1m 1•1 hPcho rle qur- !lP. "'~r:eoi t:A.r1R alrP.dt:>drir d1~ un siglo para el 
rPqintro dí~ lm.1 vb~r~rvncir-'n<'~. ed€•ml'\s existen tnctores que pueden al -
tt.•rnr un c~nmportnmiPnto nnr.mnl. Talen t'Rctnrt=-oB, pueden ser lon progre
non de ltt m(·dJr.inn; lun obrm .. 1 GAni tarJnn que De n·.:ilizan en poblacio ·· 
n1·~1; r~tr. .. J1.1n r.unles contrlbuyt~n n prnlonq;H' lFJ. vida humana. Por otro 
111dri. l n 1 ndw~ tri ;1 l 1:-.nr. i tin dr:!=.qn~ tn Ell J ndi vi duo di~~mj nuy1..·nd1_, aE:.il ou 
vi r.;1 l Jd;,d. 
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Entonces es 1.mposible conztruir. una tabla de mortalidad deducien
do a partir dPl número de !Jobrr: .. vi.Vi(-mtt~s a cada edad, las pi:obabilida
des de vida y di:- muerte. 

Por lo tCTnto. tomando un grupo in1r.ial de edad cero. se detcrmi -
nan las pro babi 1 idadr:"s de vida o di:~ muerte para cada Pdud y se df!duce
a partir de eGt<ts probobi l1dadez el correnpondiente núrnPro de sobrevi
vientes. 

La::l tnblns de mortnlidad son d1· gn"'n utiJ i.dad para las Compañioa
de Seguros, ya que representan una bí3~~e parH fi.1nr las tasas dr.: con 
tri bución que serén ns i gnadas a lo~~ R~.egurados, 

2.2.2 FUICIOI DK SOBRl!VIVKNCIA. 

Con el fin de obtener una mf~dida numerica del comportamiento de -
la vida humana. se ha tomado como baGe funciones de probabilidad. 

Observnndci el pntrón normal de mortalidad, se ti,_me que durante -
la infancio el número de muertf:!J es bastante consider.able, tiende a 
bajar lentamente durRntf.• lA niñr:·z. incrementándo5e a travc .. s de ln ado
lesccncin y la vida media. acelerándose con(Qrme se acerca ol final 
del ~epacio de vida, de tal manera que la edod en años (x) de un indi
viduo ~e encuentrn 1ocalizoda entr•~ el valor O y el limite sup+;!rior 
del e~pacio de vida. 

Lo probabi 1 idad df.• que unft nuc•va v1da d~ edad O E'.obreviva a la 
edad x se tcJmf.l como una [unción de x, es decir como una función de so
brevivencia, d~notuUñ por S(x). 

El observar el comportamiento de la vida ~e concluye que la pro -
babil1dttd de sl)br1:-vivir a la edad x es mayor que la probabilidad de 
sobrevivir a ln edad x + t , para t>O. por lo tnnto es claro que S(x) 
es una tunción d•~<:rer.:iente conforme x toma volar.es ml:ts grandes, y ade
mén es una función continun f_·n todo su intc~rvalo. 

cuandu x·O, G(x) toinil ~l valor de- 1. Si x se toma al final del -
c--zpar.io dr:~ vidn, d(•notncln c~nn w c .. 1 puntc1 final df" dicho e~pacio. 
S(w) -:-0 Yr'l que fJ edüd.--~s avanzadns .ln probabiUdad di: uobrr.:vivencia es -
extremndami:•nt1:- pequC>ña. siendo cero tt.l llc•qcu· al tinal del f:'spacic1 de
vídü. 1··stnbl1:--ciPndo qUf~' lo!J Vi1lnn:.·!~ pa.ra ~:>(x) r:uando x ) w ser~n ami-



- 20 -

tido!l. Por lo tanto se concluye que "S(x) es una función c;ontinua de x 
la cual decrece El partir de S(O)"l hm1ta fi(w),O. y eatll definida en 
el intervalo O ..(. x .s. w." 

Una función de sobn~vivencia puede B<:."r cualquier i:~xprenión mate -
mé.tica siempre y cuando cumpla las condiciones anteriort's, aunque no -
ae ajuste exactamente u una curva t1pica de S(x) 1fü1r.cada por lA ex~ -
riencia. 

Un ejemplo simple que satisface lot~ c:ondir.lones de la función de
aobrevivencia ea una tunci6n lineal: 

X 
S(x) 0 ,< X ,< 100 

100 

Se puede verificar que esta función cumple con las condiciones 
neceaariaa. 

Para x•O, S(x)•l. El valor de w es igual a 100, por lo tanto 
5(100)=0. Por otro lado ee una función continua dccrc-cientr: en el in-
tervalo O ,< x ,s. 100. 

Aai~ la gráfica correspondiente a S(x) 

ser1a: 
S(><) 

~ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

" 0 ,< X ,< 100 
100 

" S(><) 1 -
100 

--1-------1-------1-------1------- --------> " o 25 50 75 100 

A partir de la función anterior se pueden obtener medidas de mor
talidad. 
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La probabilidad de que una persona de.edad.O sobreviva a la edad-
20 serla: 

20 4 
5(20) . 1 

100 5 

La probabl lidad de que una persona de edad O sobreviva a la edad-
54 aer1a: 

54 23 
5(511) 

100 50 

La probabilidod de que una persona de edad O muera entre la edad
ZO y la 54 e~rla: 

4 23 
5(20) 5(54) 

50 50 

La probabilidad de que una persona de ednd 20 sobreviva a la edad 
54 put ... de cnlculnrse como aigw:-: In probabilidad de que una persona de
edad O sobreviva a la edad S.Q es igual c:1 ln probabilidt.1d de que sobre
viva dP Ja 0dnd O n la <:"dad 20 y ln probubilidad d€-' que sobreviva de -
la edad 20 a la 54, por lo tiHilO: 

5(54) 5(15) p 

Despejando p: 

5(54) 
p 

5(20) 

23 

50 (23)(5) 115 
p -------- ------- --

4 (50) (4) 200 

5 

23 
p 

40 
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20,000 - 100 X - X 
EJEMPLO l. Verificar que lo función 

20,000 
satisface las condiciones de S(x). cuál es el valor de w? 

20,000 - 100 X - X 
Se tiene que S(X) 

20.000 

Se debe obtener el valor de X para el cual S(x)=O, por lo tanto: 

2 
20,000 - 100 X - X 

S(x) " ----------------------
20.000 

20,000 - 100 X - X 

Resolviendo la ecuación: 

" -=~~-~---~=~~~~~-~-~~~~~~--2 

" -=~~-=---~---2 

100 : 300 
K -------------

-2 

100 - 300 -200 
X 

-2 -2 

Por lo tanto w 100 

100 

Usar la función anterior de sobrevivencin para calcular: 
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a) La probabilidad de nobrevJvir del nacimiento.a la edad 20 

b) La probabilidad que una vida de edad 20 sobreviva a la edad 40 

c) La probabilidad que una vida de edad 20 muera.entre 30 y 40 

a) 
20,000 - 100 X - X 

S(X) ---------------------
20,000 

2 
20,000 - (100)(20) - (20) 

S(20) = ---------------------------
20,000 

20,000 - 2000 - 400 
S(20) 

20,000 

17,600 176 44 
S(20) 

20.000 200 50 

5(20J = o.ea 

b) La probabilidad de que una persona de edad 20 sobreviva a la -
edad 40 ae calcula tomando en cuenta que la probabilidad de 
que una vida de edad cero aobreviva a la edad 40 es igual a la 
probabilidad de que una vida de edad cero ~obreviva a la edad-
20 y la probabilidad de que sobreviva de la edad 20 a la 40, -
entonces: 

5(40) = S(20) p 

Para obtener el valor de p oe debe calcular S(40J: 

8(40) 

2 
20.000 - (100) (40) - (40) 

20,UOO 
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20,000 - 4,000 - 1,600 14,400 
5(40) 

20,000 20,000 

5(40) = o. 72 

Por lo tanto la solución al problema serfa: 

S(40) 36 
p • 

5(20) 44 11 

p o. 82 

36 

50 

e) Bn este caso la probabilidad de que una vida de edad cero mue
ra entre la edad 30 y 40 es igual a la probabilidad de que una 
vida de edad cero aobreviva e la edad 20 y la probabilidad de
que muera entre la edad 30 y 40, entoncea: 

5(30) - 5(40) = 5(20) p 

Para obtener p se debe calcular 5(30): 

S(30) 

5(30) 

2 
20,000 - (100)(30) - (30) 

20.000 

20,000 - 3,000 - 900 16,100 

20,000 20,000 

Por lo tanto la nolución d~l problema seria: 

161 36 

200 50 

['.1'.1] 
[ 50 J p 

161 

200 



p 

p 

17 

200 

44 

50 

17 

176 
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17 
p 

200 

(17)(50) 850 

(200) (44) 6,800 

BJJ!MPLO 2. Dada 5(x) = \JIOO - X 

10 

17 

176 

o ~ " ~ 100 

a) Encontrar la probabilidad de que una vida de edad O muera en -
tre la edad 19 y la edad 36. 

b) Encontrar la probabilidad que uno vida de edad 19 muera antes
de la edad 36 

B) La probabilidad de que una Vida de edad 0 muera entre la edad-
19 y la edad 36 oer1a: 

5(19) 5(36) 

Por can:i!guicntc ne ::!.e~ obtener lo!! '!elor~g I'f'rA S(19) y S(36). 

6(19) ~100 - 19 
10 

9 
S(l9) 

10 
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S(36) 
10 

S(36) 
10 

Por lo tanto se tiene quP.: 

9 8 
S(19) - S(36) 

10 10 10 

b) Primero ae calcularé la probabilidad de que una vida de edad -
19 sobreviva a la edad 36. 

S(36) = S(19) p 

a 

S(36) 10 
p • 

se 19J 9 

10 

Aal. la probabilidad que una vida de edad 19 muera antes de la 
edad 36 serla: 

8 

9 9 

d 
BJHMPLO 3. Dada la función 'f (><) S(K) rnoatrar que: 

dx 

( wo B) J 1.\1 (y) dy 



- 35 -

b) J x+n 
X lf (y) dy es la pro babi 1 idad de que unR vida de edad 

cero mur~ra entre la edad x y la edad x+n. 

e) S(x) 1 - J: 'P (y) dy 

J: J: d 

1: a) 'f (y) dy S(x) dx - S(x) 
dx 

i: 4' (Y) dy [S(w) - S(O)) - o • 1 q.d. 

~:•n 1 :•n 
d 

[n b) 'f (y) dy S(X) dx - S(X) 
dx 

t•n tp(y) dy = - [S(x+n) - S(x)] = S(x) - S(x+nl 

El resultado anterior representa la probabilidad de que una vida
de edad cero muera entre la edad x y la edud x+n~ 

( XQ e) 1 - j Lj> (y) dy 
d 

S(x) dx l + S(X) 1: 
dx 

l + [S(X) - S(O)) 1 + S (X) - 1 S(x) q.d. 

2.2.3 LA TABLA DE MORTALIDAD Y SUS FUICIOABS BLKl'll!YTALES. 

Lna funcioneo elementalea contenidao en una tabla de mortalidad -
corresponden al níunero de vivos, de muertos en todas las edades que 
comprenden el espacio de vida, aa! como el célculo de sus respectivas
probabilldades. 

La función representa el número de personas que sobrevtven a -
X 

una determinada edad x. 
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La tabla comienza con un qrupo inicial de detenninudo edad. la 
cual usualmt:>nte st· le denomina edad ccAro. ns1 l rt•preuenta el número 

o 
de personas vivas l:I ln edad cero. y a la vez, la base o ra f.z de la ta
bla. 

La función d repreBento el nlllni:-ro de ~raon.:m que ft.\.ll{•cen deH -
X 

puee de cumplir la edad x y antes d{• cumplir la edad x.+l, por lo tanto: 

d - l 
X X x+l 

Debe tomarse en cuenta que si ne swnan las personas que fallecie
ron a partir de le edad x año con año hasta la ~dad en que desoparece
el grupo inicial. se obtiene el número de personan que había a la edad 
x, aa1: 

w-1-x 

L d 

" t=O x+t 

como w represento ln edad de la tabla en la cual yo no exiaten
Bobrevivientea se tiene que1 

ll 

= o 
w 

l 
w-1 

d 
w-1 

es una función decreciente ya que ha medida que pase el tiem -

po, el grupo incial va dinminuyendo a causa de la muerte. 

Una tabla de mortalidad puede ser construl<ltt a partir de una fun
cl6n de eobrevivcncia. 

Si se nupone una función de aobrcvivencia: 

S(x) = \j100 - " 
10 

Se puede· calcular el n{lmero de aobrevivl.entea a cualquier edad, -
nuponlendo l o sen la ra1z de la tabla igual a 1'000,000 se tiene: 

o 
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l (1'000,000) S(l) 
1 

\ (1' 000.000) [-~~J [ \JlOO - l J 
\ (1'000,000) [ ~-~~- J 
l 994,987 

1 

Ahora se puede obtener el número de personas que fallecieron en -
tre la edad cero y la edad l, asi: 

d 
1 

l 
o 

d 5,013 
1 

l 
1 

1'000,000 - 994,907 

De esta forma se puede calcular el n'l1mero de vivos y de muertos a 
partir de una función de cobrcvivencia con uno determinada ba~el para
cada una de las edades hasta llegar a la edad limite w. 

Teniendo las funciones y d se pueden obtener las probabilida-
x X 

des de vids y de muert<:. 

Se define p como la probt!bilidad qut: tiene una perHona de edad 
X 

x de sobrevivir o la edad x+l, ao1 de acuerdo a los principios del 
célculo de probabilidades se tiene: 

x+l 
p 

X 

X 

p es lo probabilidad que tiene una persona de edad x de-
n X 

sobrevivir o la edad x+n, por. lo tanto: 



p 
n >< 
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K+n 

>< 

La probabilidad que tiene una persona de edad >< de no sobrevivir
ª la edad K+l ae denota por q , aei: 

X 

d 
x+l >< - x+l 

q 1 - p • 1 -
X >< 

X >< X 

Por lo tanto: 
d 

>< 
q 

X 

La probabilidad que tiene una persona de edad >< de no sobrevivir-
" la edad :<+n se denota por q • asi: 

q 

n " 

n X 

x+n x - x .. n 
1 - p • 1 - ------ " -----------

n X 

X X 

d 
y 

X 

La probabilidad que tiene una peroona de edad >< de sobrevivir n -
snoo y morir en el aMo n+l ac denota q ; entoncea: 

q 
n/ >< 

d 
n/ X 

X 

La probabilidad que tiene una peraona de edad x de morir entre la 
edad Xtn y lo edad xtn1m oc denota q ; entonces: 

n/m x 

x+n x+n+m 
q 

n/m X 

X 
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2 
EJEMPJ,Q l. Onda S(x) = 1 - 0.005 x - 0.00005 x ,cnnatmlr lao 

colwnnaa l y d de· la tabla de mor.tttl1dact corre-spondir~nte a lns edn 
X X 

deu 0-2 ueando una ~'n~ de 100,000. 

l 100,000 
o 

2 
l (100,000) [l- (0.005)(1) - (0.00005) (1) 

l 

l 99,495 
l 

d • l 
o o 

l 
l 

100,000 - 99,49~ 505 

2 
l • (100,000) [l- (0.005)(2) - (0.00005) (2) 

2 

l • 98,980 
2 

99,495 - 98,900 = 515 

2 
1 = (100,000) [1- (0.005)(3) - (0.00005) (3) 

3 

1 • 98,455 
3 

1 Il!JAD X 

o 

2 

98,900 - 98,455 525 

lK dx 

100,000 505 

99,495 515 

98.980 525 



EJl!MPI,O 2. Moatr<.ir 

a) q p 
n/m X n l( 

Ilemo5traci6n: 

n 

n 

n 

b) 

c) 

p p 
X n•m X 

p p 
l( ntm X 

p p 
X n+m X 

q p 
n/ X n X 

Demostración: 

p q 
n X x+n 

p p 
n+m >< n " 

Demostración: 

p 
n X 

p 
m x+n 

- 40 -

que: 

p 
n•m l( 

x+n xtn+m 

X X 

x+n x+n+m 

-----------------
X 

q 
n/m X 

q 
><+n 

d 
x+n x+n 

X x+n 

p 
m x+n 

x+n 

q.d. 

d 
x+n 

X 

q q.d. 
n/ X 

Y.+n+m 

X 

p 
n+m K 

q.d. 
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e A p r T u L o 3 

AllUALIDADBS Vl!HCIDAS Y AJITICIPADAS 

3.1 COWCBPTOS GRDB!lALRS. 

Hn una anualidad contingente los pagoo oe real izan durante un 
tiempo determinodo, o bien .. hasta que ocurra llJ muerte. 

Cuando el pago periódico oe real izH durante- un t icr.1po dt:term1na -
do. ea decir .. cunndo le: o.nunlidt:1ú termina deapuc:s de un número n de 
pagoo aün cuo:ndo la peraona ae f'lncuentrQ con vida, se trata de una 
"Anualidad Contingente Temporal". 

Cuando el pago peoriódico ee realiza mientraa lo per.oona sobrevive 
09 trata de una "Anualldad Vitalicia". 

AHUALIDADHS ANTICIPADAS. Son aquellas en los que el primer pago -
09 realiza al prirtcipio dnl periódo o intervalo de pago. Una pernona -
que ahora tiene x anca el primer pago lo efectuaré a la edad x .. el ce
gundo a la edad x+l y aof nuceaivaruente. 

AllUALIDAIJRS VENCIDAS. Son aquellas en laa que el primer pago ne -
efectüa un periodo deapuea de la operación, es decir, al final de cado 
intervalo de pago. Una peroonn que ahora tiene x afioa~ el primer pagn
lo reali.zará a lo edad x+l_ el sequnr:ln fl ln cdu.cl x.+21 y ao1 !.1ucesiva ~· 
mente. 

ANUALIDADES DIFRRIDAS. Son nquellao en lae que el primer pago oe
efoctna al principio ai ee 'trata de uno anualidad d.lferida ant!cipoda. 
o bien ol final ni ae trato de una anualidad diferida vencida. de un -
nümoro (l<l determinBdo d•• per!odo2. Una persono que ahora tiene x aflo3 
el primer pago lo realizaré e lo edRd x+k+l- el ~~gundo a ln edad 
x•k•2 y Ft:J! nuceu!vamente tt·atundoae de una diferida vencida. Ahoru 
bien. ni el primer P<tqo lo r~olizn a la edad x•k, el eegundo a la edad 
x+k•l- el tercero a la edad x+k+2 y aa1 nuceaivatnente ne trata de una
dJ frridn 11nticipnd1i. 
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3.2 DOTAL PURO Y PRIMA RETA UWICA. 

Un Dotal Puro es una promesa para pngar una cierta cantidad en 
una fecha futura d1Jterminads siempn• y (·uando la persona sobrevivo pa
ra recibir dicha cnntidad. 

La Prima Neta Unica conaiate en obtener el valor presente de un -
capital determinado pagadero dentro de n años. ~icmpre que él asegura
do este entoncea con vida. 

supongaae que el asegurado de edad x recibe un pago k al final de 
n af'\oa, eatando atln con vida. En eote t:u~o. la probabilidad que x oo -
breviva a lo edad x+n es: 

p 
n K 

Xtn 

X 

La esperanza será expresada como k 
n 

p . siendo V el valor 
n K 

presente de un peao pagadero dentro de n afloa, se define E como el 
n X 

valor presente a la edad x de un dotal puro a n afioa de l, por lo tan
to: 

E 
0 K 

n 
V p 

n >< 

n 
V 

x•n 
(3.1) 

K 

H puede ser calculado directamente de los tablas de mortalidad. 
n X 

Sin embargo, para facilitar lon célculos, se pueden utilizar las ta 
blaa de valores conmutados. 

L'Tlll ti pl ir.Ardo P l ntiTI1":'r~do!:' y dcr:om.inndor de lo. c::prc:Ji6n (J .1.) 
por el factor V se tiene: 

n '"" E = V 
n K 

K 

K n 
V V 

K 

V l 

X•n 

K 

x•n 
V 

" V 

x+n 
(3.2) 

>< 
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x•n 
Observando los productos V y 

X 
V de la eXpreaión 

X-tn X 

(3.2) se puede concluir que el exponente de V es igual.al sub!ndice de 
l. lo cual sugiere la definici6n de una función conmutada: 

X 
D V l. 

X x· 

Por lo tanto (3.2) se puede expr<>aar de la siguiente manerai 

D 
x+n 

I! e 3. 3J 
n X D 

X 

Las funciones conmutadaa aimplifican la evoluaci6n de funcion~n -
más complejaa que E . Los valores de D y de otras func1onea conmutA-

n X X 
dae eatan tabulados para todoa loa valorea de x de todas las tablea de 
mortalidad. 

R ea la prima neta unJ ca para la edad x de un dotal puro a n 
n X 

a~os de 1, que represento el pago ftnico que el asegurado deberé apor -
tar con el fin de recibir lo suma de 1 al llegar al n-esimo a~o. La 
palabra "neta" significa que no se toman en cuento loa gastos de ope -
ración, y "tlnlca" significo que ae paga de una sola vez al efectuar la 
operación. 

EJEMPLO l. Encontrar mediante la tabla de mortolictad eso 1958 con 
interes. del 3\ el valor presente d'! una ouma de Sl0'000.000.00 que ae
rán recibidaa por una persona que ahora tiene 20 eftoo ai llega con vi
da a loa 40 años. 

r D , 
10'000,000 E (10'000.000) l--~~- 1 

20 20 
D 20 J 

10'000.000 I! (10'000.000) [-~~~==~~~=~~-] 
20 20 5•3•,1. 272.8 

10·000.000 E (10'000.000) (0.529407) 
20 20 



- 44 -

10'000,000 H 5'294,070 
20 20 

Para comprobar el resulado onterior se tomarlm las personan que -
Be f?ncuentran con vlda a la edad 20. o sea. l y tomando el valor de 

20 
la tabla de mortalidad eso 1950, oe obtienen 9'664~994 per.sonas. Si 
coda una de dichas pers.onna contribuyen con i;. 5'294,070 invertido en -
un fondo al 3\ de intereo hanto e-1 finnl de 20 añoG, nl Cdbo del tiem
po la cantidad acumulllda será dJvJdida en torrnu equJ tntivo entre loa -
aobrevivientea a la Pdad 40 y laH ganancia2 deberón ser nufic1P.nteo 
para proverar 10'000,000 o cada uno de lou sobrevtviC'ntes. 

Peroonae con Vida a la edttd 20 
Contribución de cada nliembro 

Contribución total nl fondo 

Factor de Acumulación 

Acumulado total deepues de 20 aftoa 

Sobrevivientes a la edad 40 (l ) 
40 

9'664,994 
"5'294,070 

13 
5.1167 X 10 

20 
X (l.03) 

1.3 
9.2413 X 10 

-;- 9'241.359 

10'000,000 

Loo 10'000,000 que le corresponden a cada individuo incluyen una
part~ de lo que les correspond1a o aquellos que no alcanzaron la edad-
40. Hato se puede visualizar calculando el monto de la contribución 
(5'294,070) al 3' de interes a 20 a~oe. lo que resulta una cantidad de 
9'561,679. Con el beneficio anterior 5'294.070 a lo edad 20 acumula en 
20 anos 10'000,000 uaando como base lo tabla de mortalidad eso 1958 al 
3'. 

B oe toma como factor de deucuento de intf,>;ree. y sobrev.ivencia. 
n x n 

correepondiendo n V los intPrPrwn unicnro.c-nte. 

Se pued~ unar como factor de acumulación de interes y aobreviven-
cia l/ B correnpondlcndo a (l+if loa intereses 1lnicamente. 

n X 

R.lRMPLO 2. Cuál '"'el valor de $ 1 '000,000.00 a la edad 50 ocumu
lildo a la '!dad 6~ con intP.r1;•oee ul h. con la condición de sobreviven -
cin dada p<.1r ln tnblo de mortn l J dad eso 1958? 



E 
15 so 

(l '000,000) 

- 45 -

D 
~o 1'998.144 

D 
65 

E 
15 50 

2. 0074003 
995,68º/.8 

(1 '000,000)(2.0074003) 2'007,400.3 

l!JE~ll'LO 3. Si S(><J = 1/10 l!ioo - x • <'Uál eo el valor prPsent,. 
al Jt de un dotal puro a 17 af\os de l pF.tra unu. persona de edad 191 

Para c:alcular 

¡¡ 
17 19 

V 

l 
17 16 

l 
17 

a partir de ltt funcj(in dr~ .superv.lvencia Ee tiene: 
X 

: k S(X) 

X 

Donde el valor de X denominado radlx ~Je torna del valor de l de -
o 

la tabla de mortalidad eso 1956_, por lo t<1nto k= 10' 000, 000. 

Ahora ae calcula l y l de le siguiente manera: 
36 17 

l 10'000.000 5(36) 
36 

l (10'000.000) (1/10 \1100 - 36 
36 

l (10'000,000) (0.8) 
16 

l B'000.000 
.16 

l 10'000,000 S(l7) 
17 

l (10' 000, 000) ( 1/10 \j100 . 17 
1"I 



E 
17 19 

E 
17 19 

- 4& -

l {10'000,000) (0.9110433) 
17 

l 9' 110.431 
]'/ 

-1'1 6'000.000 
(l.03) ----------- (0.6050) (0.67811414) 

9'll0.4J3 

0.5313 

3.3 ANUALIDAD VITALICIA VENCIDA 

Una anualidad vitol icJa vencida di? una pago anual de 1 a x~ eu 
una serie de pagos anuales de 1, lou cuules comienzan al final del 
primer año y continfian efectuandooe anualmente mientras x se encuentre 
con vida. 

El valor presente de este tipo de anualidad denotado por o es 

" igual B la ElUI\18 de una serie de doto les puros. 
w-x 

o E ¡¡ E • ... . E ~ E 

" " 2 " " w-x " n=l n " 

X+ l x+2 3 x'3 w-x x+w-x 
o V . V t V + ••• + V ---------

" 
" " " X 

2 3 w-x 
V l V l V V 

><•l ><•2 x+3 + ••• + .. 
o " ---------------------------------------------- (3.4) 

" l 

" X 

M.ultiplicn.ndo el numerador y denomJ.nado r de (3.4) por V se tie -
ne: 



ir-+J 
V • V 

.¡- . 

)li~ n·•3 
+ V 

.. 
r .... +- V .. o = -----------------------------·----------------------

)1 

V 
)! 

D D o o 
ut-1 + Ji+~ + >e+-~ + ••• + H 

o 
~ D 

H 

Definiendo una nueva funciOn conautada como• 

N • D D D D o D 
:.e )( + >C +l .. >t:+2 + x+'J +- ...... w 

N 
u+I 

o CS.5) 
)1 o 

El uao d" funcioneu con11utadas facilitan "l clllculo de Q ya que 
)! 

tanto D coco N se encuentran tabuladas para cualquier edad que se -
H 

raquter.a. 

() reproaonta ol valor presente y la prima neta Clntca de la 
H 

anualidad. 

EJEllPLO l. Hallar la prima neta Qnica da una anualidad vitalicia
vencida de 9 1'000,000.00 anuales para una persona que tiene a) 2'S 
al'los, bl 40 ahou, e) 55 .ahcs. 

Ut11i:..:mdo lcJ C"::pres16n C3.5) s~ tiene; 



- •\\;) -

al 1•000,000 a = (1. ººº• ººº) k--l 25 

Q 
[ IOB'blb,225.2 J 

1•000,000 = 11•000,0001 ---------------
25 4'573,377. ! 

1•000,000 Q 2:S'749,b7b.25 
25 

b) 

;:; l 1·000,000 a = 11•000,0001 
40 

1•000,000 a .. 11 •000,0001 [--~~~~~'._~~~:_: __ ] 
40 2'833,00l.B 

1•000,000 Q 19'373,918.00 
40 

el 

[-;:--] 1•000,000 o .. 11•000,0001 
55 

o f 22'392,047.7 ] 
1 •000,000 e ( 1 •000,0001 ----------------

:,:; ~ 1'&39,329.7 

1•000,000 o 13'&59,758.00 
55 

3.4 ANUALIDAD VENCIDA TEMPORAL A n AÑOS. 

Cn r:str? tipo de anunlidad, la serie de pagos se realizan al final 
de cndo:\ i ntP.rva1 o de pago 11 mi tudos a un m~n~ 1 mo de n L'f1os si :1 perma -
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nece con vida. Denotando el valor preuente de €ata anualidad como a , ae calcula l imi tandose a loa primt:~rOB n años. 
x:ñ] 

o = 
>c:ñ] 

¡¡ 

V l 
X+ 1 

" 
2 

V 

E 

" 

x+2 

E ll 
X " 

V 
><+3 

E + ••• + R 
4 X O X 

n 
V 

x+n 
(J = -------- + --------- + --------- + ••• + ---------
xi~ 

X " " X 

2 n 
V l V V + ~ •• + V 

X+l x+2 X+ 3 x+n 
(J • ------------------------------------------------

x:Rj 

" X 

Multiplicando numerador y denominador por Y se tiene: 

X+ l 
V 

x+l 

x+2 
V 

x+2 

x+3 

' V 
><+3 

x+n 
+ ••• 1 V 

x+n 
Cl = ------------------------------------------------------

x:ñj x 
V 

" 
O + D + D ....... + D 

x+l x+2 x+3 x:+n 

D 
X 

o . 
X: ñj 

I 
t=l 

n D D 
x+t l<+ t x+t 

D D D 
X X X 
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N N H 
l!+l x.-n+l x+l 

a 
><:~ D D D 

Por lo tanto: 

ff - N 
x.+1 x+n+l a . 

><:ñl 
(3, 6) 

D 

EJEMPLO 1. Calcular el valor present~ de una anualidad vencida 
temporal de$ 1'000,000.00 l:H\Uales durante 25 añoB. para uno persrJnn -
de 50 años. 

N - N 
51 76 

(1'000,000) a . c1·000.oooi --------------
so.25\ o 

50 

Buscando en la tabla de mortalidad eso 1958 los valoreo conmuta -
dos resulta: 

(1'000,000) 

(1'000,000) 

(1'000,000) 

31'296,206.9 - 2'766.37ó.6 
C1 • (1'000,000) 

50:251 1'990,7114 

C1 - • (1'000,000) (111.27367965) 
50: 251 

C1 • 14'273,079.6; 
~o: 251 

3.5 AHUALIDAD VITALICIA DIFERIDA n AllOS. 

En este tipo de anualidad lcis primeroti n pagos son omitido!;\, de -
tal forma que el primer pago ~erá efectuado a la edad x+n+l y conti -
nuarán rcali?..lmdose mientron la persona ae encuentre con vida. El va -
lor presente. denotado por Q . puede c-x:presarse como la suma de do-

n/ >< 
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tales puros· pagadéros:a· partir ·de·1a.edad x+n+l. po_r lo tanto se tie -
ne: 

E E + •••. 
n+2 X n+3 X 

.. n~l n+2 n+3 

o -V;_.:. .._p .+.v ... p + V p + •••• 
n/ X 

ntl 
V 

n+l ,x_ n+2 x 

x+n+l 

n+2 
+ V 

x+n+2 

n+l 
t V 

n+3 X 

x+n+3 
+ •••. 

o = ------------------··------------------------------
n/ " 

X 

Multiplicando nUJ11erador y denominador por V resulta: 

o 
n/ X 

X+n+l 
V 

x+n+l 

x+n+2 
t V 

X 

V 

Utilizando la función conmutada D 

D D D 

x+n+2 

" 

x+n•3 
+ V 

x+n+3 

X 

V 1 se tiene: 

" " 
x+n•l + x+n+2 x-tn+3 + •••• 

o 
n/ " D 

+ •••• 

Ut 11 izando la función conmutada 11 r D se tiene: 
X t=O X+t 

N 
x+n+l 

o (3. 7) 
n/ X D 

" 
La exprc-oJ(in (J."/) pu,~d.r: !lf'r crtlculoda d•.· ntr.a manl'ra. La onuali-· 

dad vl tnllcin di t'•-'rlda a n Rf't1""Js en .-:•quivnlente u la diferencia entre -
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la anualidad vitalicia vencida y una anualidad vitalicia vencida tem -
poral a n añoa. ftsf.: 

N N H 

a 
n/ " 

a 
X+ 1 x+l - x+nt-1 

" 
a = 

xrñJ D D 
X " 

X+ l 
- [N 

x+l - N J x+n+l 
N - N + N 

x+l x+l x+n+l 
N 

a 
ni X D D 

" X 

11 
x+n+l 

a . ---------
n1 X D 

X 

Otra forma de obtener (3.7) ee tomar R como factor de descuen-
n X 

to. La serie de pagos que se efectüan des pues de la edad x-1 n de una 
anualidad vitalicia diferida n aílos tiene el valor presente a 

X+n 
Descontando a la edad x el interea y la condición de sobrcvivcncia se
tiene: 

a !! o (3. 7 .A) 
n/ X n X x+n 

D H N 
x+n x:+n+l x+n+ 1 

o --------
ni " D jJ D 

X x+n X 

EJEMPLO l. A los 54 años de edad. M paga$ 5'000,000.00 por una -
anualidad vitalicia cuyo primer pago tiene que hacerse a log 65 aílos -
de edad. Que pago anual se estipula? 

Hn este problema el valor presente de la anualidad es conocido: 

a 5'000,000 
10/ 54 

Se desconoce el pago anual, por lo tonto: 

5'000,000 

H 
54•10+1 

Ra -----------
D 

54 
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65 1 
5'000.000 t

N -, 

Ra -~----, 
54 -

5'000,000 

5'000.000 Ra (6.2070156) 

5'000,000 

Ra -----------
6.2070156 

Ra = 005,540.00 

KJEl'IPLO 2. un hombre desea contratar una anualidad de$ 1'000,000 
pagaderos a su hijo de 10 años al final de cada año durante su vida, -
con el primer pago al final de sus 21 años. Cuél ea la cantidad que 
debe proporcionar aoumicndo 3t de interen n partir de la tabla de mor
talidad eso 1958? 

(1'000,000) 
10/ 

(l 'ººº· 000) 
10/ 

(1'000,000) 
10/ 

(1'000,000) 
10/ 

( 1 '000. ººº) 
10/ 

o 
10 

o 
10 

o 
10 

o -
10 

c1 ·ooo.ooo¡ r-;=~-1 
L 10 J 

[

l.32'991,536.Sj 
(1'000,000) --------------

7'296,488.1 

(1'000,000) (10.22670720) 

o = 18'226,787.28 
10 



3.6 ANUALIDAD TEMPORAL A m ANOS DIFERIDA n AÑOS. 

r~to tipo do anualidad se define como. la ~crie de pagos anuales -
que comien~.an a lu ed~d n+n+l, es decir ;;.l final del arto· n ·,· cont1n~1~n 

hasta compl 1?t ar m pago5 si empre y cuando la per:¡:¡ona se encuentre con -
·:ida. El .,•¿dor presento se denota por a y 5LI c.~lculo resulta dc-

n/m 
la suma do dot3les puro~ que comien~an a la edad x+ntl y term1n3n a }3 
ed~d x•n+m, por lo tanto: 

nllO a X 

a = 
n/11 >< 

n+t 
V 

E 
t X 

>e+n+1 
+ 

E 
n+l )f 

n+2 
V 

E + .... + E 
n+2 >: n+m 

>c+n+2 
+ ••• + 

n+111 
V 

H+n+m 

H X 

Multiplicando numerador y denominador por V resulta: 

a 
ni., 

Como D 

M+n+l 
V 

X 

V 
X X 

x+n+l 

entonces: 

:1 +n+2 
• V 

X 

V 

M+n+2 

X 

D +D + ...... +O 
>t+n+l x+n+'2 x•n.f.11 

>e+n+ll 
+., ... + V 

(] -----------------------------------
nlm D 

X 

.. -x D .. -. D 

L • •t L x•t 
(] -------- -------

nlm :: t=n+l D t=m+n+l D 

:.t+n+m 
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a (3. B) 
n/m X D 

X 

La expresión (3.8) ae puede obtener de otra manera. Si de una 
anualidad diferida por n arios se resta una diferida por n+m af).os~ se -
obtiene la anualidad temporAl n m atioa diterida n ciílou. 

o - o 
n/m x n/ x n+m/ a X 

A partir de la expresión (3.7) se tiene: 

N N 
x+n+l x+n+m+l 

a 
n/m x D D 

X X 

Por lo tan to: 

N - N 
x+n+l x+n•m+l o __________________ ,, ___ _ 

n/m X D 

Tambien ae puede obtener el mismo resultado restando de una anua 7 
1 idad temporal a n+m ai'\oe una anualidad temporal a n aftas: 

o 
n/m x 

o -
x:ñTrñ] 

o 
x:"'ñ] 

A pnrtir de la t.•xprea16n (3.6) Gt~ tiene: 

N - N N - N 
x .. 1 x-.-mtn+l x+l x+n+l 

o 
n/m X D D 

X X 
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N -N -N +N 
.x+l x+m+n:tl x+l x•·nt-1 o -------- --------- --------------------

n/m X o 
X 

N - N 
x+n+l x+m+n+l 

a 
n/m x o 

X 

EJEMPI,O 1. A los 45 llilos una ,,..roana compra una anualidad a 15 
ailos de$ 3'000.000.00 anuales, hac:iendose el primer pago a loa 65 
ailoe. hallar la prima neta Qnica. 

[' -' J 45+19+1 45+15+19+1 
(3'000,000) a (3'000.000) 

-~----------;::-------------19/15 45 

l' -' l '(3'000.000) a (3'000.000) --~=--;::~~---19/15 45 

[ 10'606,827.5 - 1'395.657.9 ~ 
(3'000,000) a (3'000.000) ---------------------------~-

19/15 45 2'392,904.8 ~ 

(3'000.000) a (3'000,000) (3.849l67346) 
19/15 45 

(3'ººº·ººº) 0 º 11·s40.102.04 
19/15 45 

EJEMPLO 2. x .. que ahora tiene 30 años, compra unA !!!1U011dacl dt: 
$ 2 '500. 000. 00 m1ualcc durütl lt! 2~ artes ent.ipuléndo~c el prin1t!'r pago lll 
cumplir 65 años de edad. Hallar la prima neta única. 

(2'500.000) o 
34/25 30 

(2'500,000) rN - N l 30+34+1 30125+34•1 
--------------------------

¡ o J L 30 



(2'500,000) 
34/25 

(2'500,000) 
34/25 

(2'500,000) 
34/25 

(l'000,000) 
34/25 

o 
30 

o 
30 

o 
30 

- 5·1 -

·[:~=--~~:~~~] 
3.0 .. 

[ 

10'60.6.827.5 - 109,986.5 J ~---~~~-~~----~--------------
3' 905. 782 

= (2'500,000) 

(2'500.000) (2.687513282) 

6 '718, 783.20 

3.7 #JIUALIDAD VITALICIA ANTICIPADA. 

Unn anualidad vJtolicin anticipeda "" detine como la ucric de pa
gos anuales que comienzan nl principio del per.iodo o int'!rvalo de pago 
y continUan efectQandone mientran la persona se encuentre con vida. El 
valor presente ne denota por Q y su cálculo reaul ta de la suma de -

X 
dotales puros ol principio del ·periodo. 

w-x 

a o f: h E E E E + ... 
" X " X X " 

o X a V a 1 < a 
X X X 

X 

11 n + PI D + D + D + ••• 

a X+ 1 K x+l X x+l x•2 
1 • ------------ ------------------------

" ll D D 

" X X 
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w-x D N 

~ 
x+t X o --------

X D D 
X X 

Por lo tanto 

N 

d 
X 

( 3. 9) 
X D 

X 

EJEMPLO l. Hallar el valor presente de unc.1 anualidad <.Jjtalh.:io 
anticipada de G 1' 000~ 000. 00 anuale3 para un..-t per'Bona que tJ.cní:" 28 
afias. 

N 
28 

(1'000,000) a (1'000,000) 
28 D 

26 

ª 
99'090,529.l 

(1'000,000) (1'000,000) ---------------
26 4'160,726.6 

(1'000,000) ª (1'000,000) (24.00795195) 
26 

(1'000.000) a 24. 007. 951. 95 
28 

EJEMPLO 2. Mostrar que o 1 + V p (l 

" X - x+l 

Demostración: 

1 + V p o 1 + V p ( l + o 1 + V p + V p a 
X x+l X x+l X X x+l 



><+l 
= 1 + V ------ + 

" 
2 

V l + V l 
l<+l 

2 
V 

)t+2 
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><+2 

3 
+ V 

3 
+ V 

><+ 3 

x+3 

l< 

4 
+ V 

4 
+ V l 

><+4 

t ••• 

><+4 

+ ••• 

= 1 + --------------------------------------------

l< 

l + o o q.d. 

" X 

3.0 ANUALIDAD ABTICIPADA TKPIPORAL A n AIOS. 

Huh'* tipo de anualJ.dod se define como la serje de pagos que se 
reul lzon .:11 princlplo dr. cuda intervalo de pflqo limitados a un mñ.x.imo
de n-1 nñon t\l Jn pc.!n.1ona permEtn(•ce con vidn. El valor preBC.!Otí.! ne de-



nota pc1r 
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a y !JU Cálculo re~U} tR dr: la suma de dotales puros li
x:ñ] 

mi tados a los primeros n arios al princi pi.o del periodo. 

n-1 

o x:ñ] 
¿ 
t=O 

R R 
0 X 

R E + ••• + E 
X n-1 X X X 

11 - N 
Xt-1 Xtn 

o 
x:ñ] 

l+Q =l+ 
x: n=Tl D 

X 

D + N - 11 D •D tD t ••• -N 

i::i 
x x•l x+n X Xtl x+2 K•n 

x: ñJ D D 
X X 

N - H 
x x+n 

o (3.10) 
x:nJ D 

X 

E.JRMPLO 1. Una persona cuya edad es 20 años. contrata una nnuol i
dad temporal a 30 años de $ 1' 500 .. 000. 00 anuales comen2.ando con •:-1 
primer pago al momento de la contrE.ltación. Hallar la prima neta tínica. 

(1'500,000) 

(1'500,000) 

(1'500,000) 

o (1'500,000) 
28: 3ol 

o = (1'500,000) 
28: 3o1 

o (1'500,000) 
2B:Jol 

[

N - N ~ 

--~~~---=~J 
28 J 

r99'890,529.l - 19'316.490.~ 

t 4'160,726.B "J 
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(1'500.000) Q ·. = (1'500.000) p9,364B9519) 
28: 301 

(1'500.000) a = 
28: 301 

BJE/1PLO 2. Mostrar que Q -
x:ñ] 

Demostración: 

ó -
x:ñl 

o = 
x:ñ] 

¡¡ 

X 

r l! + F. + E + .•• + ll] 
[¡¡ X 1 X 2 X n-1 ·· 'iJ 

¡¡ 
0 X 

1 - I! 
n X 

E E + ••• + E 
X 2 X n-1 X 

q.d. 

0 • 1 - ll 
x:ñl n x 

1! 

2 

¡¡ ll 
X X 

" 

ll 
X 3 

ll 
3 X 

3.9 AllUALIDAD AUTIClPADA DIFllRIDA n AROS. 

ll 
X 

+ ••• + 

¡¡ 
n X 

F.n ente tipo de anualidad loa primeros n-1 años son omitidos. de
tel f.unna. quf.!' el prJiner pago será efectuado a la edad x+n y continua -
rl:ln renlizéndose mientras ).fl peroona se encuentre con vida. El Vfl1or -
pr~oentf", ctcnotwdo ¡-,,o¡· Q ~ puede expreaaree como la suma de dota-

n/ X 

leo purou paguderoa a pBrtir de la ~dad x.+n. por lo que- ne tiene: 

w-x 

o ~ E E E E ' .... 
ni X t""n X n X n+l X n•2 " 

n n+l n+?. 

a V p . V p + V p + . ... 
n/ X n X n+l " n+2 " 



·>e tn 
l 

r..+f x+n·+1 · n+2 ¡1+n+2 
.1 

ni a X 

n 
V ""'."---- + V • • ·------- ... ·v' .. --------- + •• -•• · 

ni O :e 

n 
V 

" 

H+n 

n+1 
+ V 

x+n+l 

" 

n+2 
+ V + •••• 

H+n+2 

" l"lultiplicando numerador y denominador por V resulta1 

>1+n+1 a+n+'.2 :c+n 
V + V • V 1 + •••• 

a 
ni 

Como D 

D 

)1 

V se ti ene: 

D D 

n+n+1 

X 

V 

" 

H+n + M+n+l + u+n+2 + •••• 

niº X 

Si N 
X 

Por 1 o tanto: 

o 
ni >: 

N 
><+n 

D 
)( 

D 

entonces N 
x+n 

x+.n+2 

D 

<:~. 11) 

EJEMPLO l. Z desea comprar una anualidad anticipada de $3'250,000 
anuales estipulAndase el primer pago al cumplir 54 anos. Si Z cuenta -
con 38 anos, calcular la prima neta ~nica. 

[

N J .. 38+16 
(3"~5º·ººº> a = (3"250,000> ---·-------

161 38 D 
::.o 



.. 63 .. 

54 
(3'250,000) Cl 

[

N j 
(3'250,000) -~----

16/ 36 
36 

Buscando los valores para N y D en la tabla de mortalidad -
54 36 

eso 1958 se tiene: 

(3'250,000) o . (3'250,000) 
16/ 38 

(3'~50,000) Cl (3'250.000) (8.511019165) 
16/ 38 

()'250.000) Cl 27'660.812.94 
16/ 38 

EJEMPLO 2. Moatrar que o 
n-1/ Clx n/ X 

Demos trae i ón: 

Se tiene que n/ Cl,. es unu anualidad vencida diferida n anoa en .. 

donde el primer pago ue efectúa al inicio del año x+n+l. 

Ahorn oi SP. tomn una anualidad vencida diferida n-1 años el pri -
mer paqo ae ef~ctúo aJ inicio del año x+n por lo que se tiene: 

o 
n-1/ X 

n-1/ 
o 

JI 

o 
n-1/ X 

E 
n X 

E 
X 

E 
n+l X 

E + • ••• 
n+2 X 

n n+l n+2 
V V V 

x+n x+n+l Ktn+2 
·--------- + -------------- + --------------

X X X 
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X 

Multiplicando numerador y denomin~dor por V rcnulta: 

x+n 
V 

x+n 

x.+n+l 
+ V 

x.+n+l 

x.+n+2 
+ V 

Xi0+2 
+ •••• 

Cl • -----------------------------------------------------
n-1/ l< X 

V 
X 

D + O + O 
x.+n x+n+l x+n+2 

Cl • ----------------------------------
n-1/ x o 

X 

11 
x+n 

Cl 
n-1/ )( D 

)( 

Por lo tanto por la expresión (3.11) se tiene que: 

Cl 
n-1/ X n/ Cl,, 

3.10 ArlUALIDllD AllTICIPADA DIFERIDA n AllOS y Tl!KPORAL A m AllOS. 

En este tipo de anualidad lon primr~ros n-1 pagos son omltidos~ de 
tal forma que el primer pago ae real izñ n la f:>dAd x+n y continuan has
ta la edad x+-n+m-1 mientrao la persona se encuentre con vida. El valor. 
presente se denota por (¡ y su cálc:ulo se obtiene mediante la eu-

n/m x 
ma de dotales puros que comienzan en el a~o x+n y finalizan en el año
x+n+m-1. Por lo tanto se tiene: 

n+m-1 

o 
n/m x 

¿ 
t=n 

E 
X 

E 
n X 

E 
n+l X 

R + ••• + E 
n+2 x. n+m-1 x 
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n n+J n .. 2 n+m-l 

n/11 Q >< 
V p + V p· + V. p + •• , + V p 

n >e n+·1 >t n+2 >e n+m-1 >e 

l 
M+n n+J x+n+J n+2 x+n .. 2 

n/•Q>< 

n 
V +V --------+V --------- + ••• + 

'l 

n+a-1 
V 

x+n+m-1 

>< 

" 11ultiplicando numerador y denDfllinador por V resulta: 

n/m Q >< 

x+n 
V 

" Como D = V 
>< >< 

D 

x+n 

x+n+l 
+ V 

entoncess 

D D 

x+n+l 

>< 

V 

x +n+m-1 
+ ••• + V 

D 
n+n + x+n+J + x+n+2 + ••• + x+n+m-J 

"'"º" 

Co110 N D 
x+n x+t 

Por lo tanto: 

N N 
>1+n - x+n'+1n 

o 
n/m H D 

X 

y 

D 

" 

N D 
x+n+a ><+t 

>c+n+m-1 

13.121 

EJEMPLO l. H desea comprar una anualidad contingente anticipada -
temporal a 15 affos de $ 4•000,000.00 anuales para su padre que ahora -
tiene 48 afros y se estipula que el pri~er pago se harA a la edad de 55. 
ltallt\r la prima nt:'t~ ~1n1ca. 
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7/15 
a 

48 
(4'000.000) 

[

H - H j 48+7 4Bo7+15 

D 48 

(4'000,000) 

[ 

N - N l 
--=~-~::~~-] 7/15 

o 
48 

(4'000,000) (4'000,000) 

Buscando loa valores para H y D en lo tabla de mortalidad eso -
X X 

1958 se tiene: 

(4'000.000) ó 
7/15 48 

(4'000,000) [=~~~==~=~~~~-=-~~==~~===~=] 
[ 2'151.660.7 J 

(4'000,000) a (4'000.000) (8.279941303) 
7/15 48 

(4'000.000) o 33' 119. 765' 21 
7/15 48 

llJl!MPLO 2. Mostrar que Q 
n/m x 

Demoetrac16n: 

Q eo lo onualidod vencida diferida n anos y temporal a m 
n/m x 

eftoo donde el primer pago ae reali?.R en el fll'lo x ... n y finaliza en el 
afio x+n•m-1. 

(J eo una anualidad vencida diferida n-1 aflos y temporal a 
n-1/m x 

., anos donde el primer pago se realiza en el afio x+n y finaliza en el
ano x+n+m-1. 001: 

a !! 
n-1 /m x )( 



o 
n-1/m x 

o 
n-1/m x 

R 
n X 

= o 
n/m x 
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l! R + ••• -+ B 
n+l X n+2 x n·•m-1 x 
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C A P I T U L O 4 

AllUALIDADBS VEBCIDAS Y AllTICIPIJJAS PAGADH!!AS m VHC&5 AL AAO 

En la p:téctica. las anualidades no siempre son PlJguderas anual 
mente, con frecuencia ae puede presentar el caso donde los pagos se 
realizen en subperiodos de año# ya sea oobre la base m~nsua!; biroea 
tral. trimestral o bien semestral. Parn dif~r~nciar cate tipo d~ anua
lidades, en su notación se agregar~ un superfndice (m)1 el cual jndi -
caré que loo pagos se efectuarén m veces al año. 

4.1 AIUALIDAD VITALICIA VKMCIDA PAGADERA m VRCHS AL A.llO. 

Hn este tipo de anualidad el primer pago (1/m) se realiza a la 
edad x • l/m seguido de pagos iguales a intervalos de l/m años. El va
lor presente de una anualidad anticipada ae puede representar como: 

o l • o ( 4. l) 

" " 
Una anualidad vencida es igual a una anualidad anticipada diferi

da 1 año, as!: 

a 
1/ " 

o 
X 

(4.2) 

Para obtener una anualidad anticipada diferida por una fracción -
de año 1/m se interpola entre Q Y (j : 

X X 

~--1--------1--------- _______________ , __ _ 
o l/m 1 

ó 
" 1/m / Q x 

a 
" 

m -- o." 
a 

l/m I x Q 

" 
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Sustituyendo la expreai6n (4.1) Be tiene: 

1/m / 
a 

X 

- o 

ª 
m " . -------------------- a • 1 -

1/m / " a - 1 - a X m 
X X 

o m - 1 
a + ------- (4.3) 

1/m / " X m 

Le expresión (4.3) ea oolo una aproximaci6n1 ya que no ae cona! -
deró la influencia del interea y de la mot"talidad. Teniendo en cuenta
eBte error, se calculan lan anualidades anticipadas diferidas (2/m, 
3/no, 4/m ..... (m-1)/m, 1) aí'los, a.al: 

ª 
m .- 1 

a + -------
1/m / X X m 

d "' - 2 
Q a . --------

2/m I X X •• 

.. 

ª 1/ X 
= a 

" 
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Lo anterior representa m pagos de uno en los distintos subperio -
(m) 

dos. Si se denotn p<Jr Q la rento de uno al año, pagadera en inter

" (m) 
valO!l de 1/m al final de cadn subJX>riodo~ m veces o equivale a la 

K 
suma de las m anualidades anteriores, entonces: 

(m) 111-2 m-1 
m a a . a • ... + a . ----- + a 

ll K ll m X m " m 

(ni) m-2 m-1 
m a m a + - -- t ... + 

ll ll m m m m 

(m) + 2 t ... t m··2 t m-1 
m a m a • -------------------------

" " m 

Por conocimientos de algebra ae sabe Cfl:le: 

m(m-1) 
+ 2 + ••• + m-2 + m-1 = --------

Por lo tanto: 

(m) m(m-1) 
m a m a + --------

ll " 2m 

(ml 

[o -;~=j m o m 
ll X 

(111) m-1 
o e a • ----- (4.4) 

" K 2m 

Lo anterlor representa una aproximación del valor presente de una 
anualidad vitalicia vencida de 1 pagadera m veces al aílo a la edad x. 
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Paro obtener uno mayor aproximación de la expresión (4.4) se uti
lizo la fórmula de Buler-11aclaurin1 : 

u dx • 

" m [
u • 

1/m 

suponiendo m~l se tiene: 

1: u dx h • u 
X 2 

u +u + ••• + u 
2/m 3/m 1 

2 [u~ -u~1 
12m 

(4.5) 

• u + ••• + u •· •• + un 1 
3 1 

+[ \ -uo] [u~ u~ (4.6) 
12 

Si ee reata la expresión (4.6) de la expresión (4.5) ne tiene: 

u u Ju ~ ... +u + ••• + u 
1~ Vm ~m 1 n 2m 

+ -~- [ u - u ] 
2 n o 

- -i;- [u~ -u~] -. '· 1 
Coneultar el anexo de este capitulo para ver au desarrollo. 
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[:_ lu + u + u •... + u 
~m Ll/m 2/m 3/m 1 

2 

2 
12m 

1 

m 
iü + 
L 11m 

m-1 

2m 

12 

u +u + •.• +u 
2/m 3/m 1 

m - 1 

2 
12m 

+ ••• + uJ 

+ ••• + 

2m 

u 
X 

u 

" 

(4.7) 

Bl segundo miembro de la expresión (4.7) es la fórmula de 
Woolhouae. 

t 
Si u V p , el primer miembro de la expresión (4.7) repre-

t t " 
senta la anualidad vencida pagudera m veces el ~tto. 

-=- IV 1/m 

m L 1/m 
p 

)1 

2/m 
+ V 

2/m 
p + •• • + V p + ••• + 

X 

Analizando el segundo miembro a~ tiene que para n a w-x: 

f 
t=l 

u 
t 

p 

" 
a 

X 

(ml 
a 

" 
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l 
o K+O 

u = V p • 1 
o o 11 

)! 

u u = o 
n W-l< 

Por otro lndo ae tlene que: 

d 
[t PJ d [' -'d u' 

dt dt 

d Gt \.J u' 
dt 

,; 

tt 
d d vj u' + l 

t dt ><+ t K+t dt 

" [/. d l 

109 J K+ t t 
u' + l V 

t ll+t dt x>t 

" x•t 

t 
V 

[-;;';:'._ , .. ·] K+t 
U' 

111 ---------

t 
)! K+t 

Se tiene qutt r 

d 

fi ><+t • -

x+t 

-Jí. x+t • 
por lo tanto 

dt 

y 
-1 

log V o log (l+i) log (l+i) • - d' 

d l 
x+t 

dt 

Donde d' es la tnna inatant(lnea de c:rec:imiento o fuerza de inte-
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Bntonces: 

t 

[- f x+t - d J u' = V p 
t 11 

u' u [fl x+t + d] t 

Como u y u L entoncen: 
n o 

U' - u' .. - u' 
• UO r X+O ~] u 

rx + 
11 n o o o 

U' - u' /\ +d 
n 

Por lo tanto el tercer termino del segundo miembro de la expre 
aión (4.7) se expresa como: 

2 
111 - l 

2 
12m 

Pinalmente ae obtiene que: 

(m) 
a 

n1-l . a • -----
x 2m 

2 
m - 1 

2 
12m 

2 
m - 1 

2 
12m 

(4 .8) 

Rn la práctica loa dos prim~roc tcr.iino~ de la expi:eaión (4.B) 
proporcionan una aproximaci6n lo auficienteJUente exacta. por lo que 

(m) 
(1 puede ser representada simplemente por: 

X 

(m) m-1 

a ·a 
X X 2m 

RJRMPLO l. Encontrar el valor presente de una anualidad que pro -
porciona S 500,000.00 al final de cada 3 menea durante toda la vida de 
una persona que cuento con 50 anos en eatc momento, utilizar la tabla-
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de mortalidad eso 1958 al 3i de interea. Emplear la expresión (1.4). 

aes_ 

(m) m-1 
o o 

X X 2m 

Como la anualidad proporciona $ 500,000.00 al final de cada 3 
qui~re decir que al ano proporciona (500,000)(1) : 2·000.000. 

(1) 

~50 -~;~~~,] (2'000.000) a = (2'000.000) 
50 

(4) [-:~~- +] (2"000,000) o (2' ººº· 000) 
50 

50 

(4) [:=~~:~:~~~~:- -~j (2'000.000) o (2'000,000) + 
50 1'998.744 

(4) 
(2'000,000) o . (2'000.000) [15.65793663 + 0.375) 

50 

(4) 
c2•000.ooo¡ O • ·c2•000.ooo¡ (16.03293663) 

50 

(4) 
(2'000.000) Cl 50 o 32'065,873.26 

m" -

(m) 
EJEMPLO 2. Utilizando (l 

X m 
r 
t=l 

H llegar a la ex
t/m X 

presión (4. 8). 

(m) 

a 
X m t=l 

R 
t/m X 

1 r 
m t=l 

D 
x+t/m 

D 



es 
de 

m 

(m) 

o X m D 
X 

E 
t=l 

- 16 .. 

D 
x+t/m 

~'!. 
Para obtener una aproximación de 1 D ; ya que ai x+ 

t=l x+t/m m 
fracción no se encuentra .el valor en tablan~ se util.!z.a la fórmula
Woolhouse: 

w-x [t: 2 D 

- .. .] L m .. 1 m -1 d X 
D D D + ------.------

D t=l x+t/m Dx t=l x+t 2m X 2 dx 
X 12m 

Utilizando el cálculo elemental ae obt1entt el v.uloL~ de la deriva
da de D , 

X 

X 
d D d V d l X 

X X X X d V 

--------- V 
dx dx dx " dx 

d D 
X 

e/> t\flJ X 

------ ::::1 (V log V) 
dx X 

d D 

J] X X 

[- f X 
V 

dx X 

d D 

" " [f,. J] [ftx cr] V + D + 
dx " " 

Por lo tanto1 
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~ 
w-x D . t;;'[} t'.:~J\~:_:'1-]- .. ~ 

><• t 
o 

ia Dx x+t/m D 
X 

-x 2 

b m-1 m -1 

[¡L" • J] o o + ----- + 
m Dx x+t/m X 2m 

12m 

KJHHPLO 3. Cuál ee el valor prc2cnte de una anualidad vencida de
s 200,000.00 mensuales, para una persona de 25 a~os de edad?. Utilizar 
la tabla de mortalidad eso 1958 al 3% de intereu. Emplear la expreaión 
(4.8). 

2 
(111) 111-l m - l [f X ó] o . a + -----
X X 2m 2 

12m 

2 
(12) 11 (12) - l [fl 25 + d J o a + ---- - -----------
25 25 24 2 

( 12)(12) 

• (12) 26 11 143 [f\
5 

• J] 0 
25 

• ----- + 
o 24 1,728 

25 

(12) 108'616,225.2 11 143 

[!\s cr] o ~ --------------- + 
25 4'573,377.1 24 1. 728 

Para calcular Jl 
25 

se procede de la siguiente manera: 
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d l 
25 

dx 

Para obtener la derivada de l ee elabora la tabla de diferen -
cias: 25 

1 2 3 4 5 1 
1 " [11 ll 1 ll l ll l ll 1 1 
1 X " " " " " 1 
1 1 
1 1 
1 25 9'575,636 -18,481 -251 2 -96 97 1 
1 26 9. 557.155 -18,732 -249 -94 1 1 
1 21 9'538.423 -18,981 -343 -93 1 
1 28 9'519,412 -19,324 -436 1 
1 29 9'500,118 -19,760 1 
1 30 9 '480, 358 1 
1 1 
-------------------------------------------------------------------

Ahora utilizando la expresión que peX'lllite detei:iuinar el coefi 
ciente diferencial de una funciOn partiendo de sus diferencias: 

D • 

Por lo tanto: 

d l 
25 

d 1 
25 

3 4 . . l h 
[. 62 6. 4 

.. -----

• -18,481 + 125.5 + 0.6666 + 24 • 19.4 

• - 10,311.433 

(-18,311.433) 
9'575,636 
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¡..¡ • 0.00191 
/"25 

Para calcular cf ee procede de la siguiente manera: 

d' • log (l+i) • log (1+0.03) = 0.01284 

Por lo tanto: 

143 
• 23.74967619 • 0.458333 - (0.00191 + 0.01284) 

1,728 

(12) 
0 

2s 

(12) 

0 
2s 

• 23.74967619 + 0.456333 - 0.001221 

(12) 

a 
25 

• 24.20676819 

Este renultado representa el valor preaente de 1 peso, si ee mul
tiplico por 2'400,000 (renultado de multiplicar el pago mensual de 
& 200,000.00 por 12), se obtendré el valor presente necesario paro re
aolver el problema, asl: 

(12) 

c2·4ºº·ººº> a . c2·4ºº·ººº> c24.20610019i 
25 

(12) 
(2'400,000) Cl • 58'0~6.291.66 

25 

4.2 AllUALIDllD Ym:Clllll DIFllJIIDA n l\IOO PAGADSBA at Vl!Cl!S AL AIO. 

edlld 

""ºº 

Rn este tipo de anualidad el primer pago 1/m seré efectuado a la
x+n+ 1/m y cont1nuarén realizandose a intervoloa iguales de 1/m 
mientras la pernona ee encuentre con vida. Bl valor presente, de

(m) 
notado por a ,ae calcula tomando como base la expreni6n (3.7.A) 

n/ >< 
de tol fon11e que1 



- 80 -

(m) Cml 
a I! a ni " n " ><•n 

Cm) m-1 
Utilizando a a se tiene: 

K+n K+n 2m 

(m) 
[a><•n + -;~,=-] a '9 E 

n/ " n " 
(m) l \] r-m-q 

a " ll .Q + -~--] n/ " n X x•n L2m 

Por la expresión (3. 7 .A) 
n/Q>< 

E ·O . entonces: 
11 " x+n 

(m) ~ I!,.] [;~=j a ... a • (4.9) 
n/ " n/ " 

(m) 
l!J.lll'IPLO l. Determinar (1 en función de conmutados. 

n/ " 
11 

x+n+l 
Por la e>epreai6n (3.7) ae tiene que Q • -------- y por lo-

e>epreai6n 

n/ " o 
o " ><•n 

(3.3) ª" tiene que I! por lo tanto: 
n " o 

X 

IV n 

[;~~j (mi x:+n+l '" n 
a >¡ --------

n/ ll D o 

" ll 

m-1 
11 + ----- • o 

n/ 

(m) 
a ·~ 

" 
>c+n+l 2m x+n 

D 
X 

(4.10) 
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EJlll'IPLO 2. Utili:i:ando la expre'3i6n (4.10) calcular el valor pre -
sente de una anualid11d de $ 250.000.00 por men para una persona de 20-
anoa~ Biendo el primer p.BgO B la edad )5. 

H + f;J D 
(m) x+n+l x•n 

o ·•. ------------------------- (4.10) 
ni X D 

" 
H + t~~;~(~)] D 

( 12.) 20+15•1 20+15 

a k, ---------------------------------
15/ 20 D 

20 

11 H~J D 
(12) 36 35 

a 20 
''\ --------------

15/ D 
20 

70' 021. 352. 7 + D;j (3'331.295.4) 
(12) 

a 20 
·~ -------------------------------------

15/ 5'351,272.8 

(1;!) 71'548.196.43 

a 20 
''\ ---------------

15/ 5'351.272.8 

(12) 

a ... 13.37031377 
15/ 20 

Knte renultndo corresponde A un~ anun!idnd de un ,Pt!Bo* el proble
""' proporciona una anualidad de$ 250,000.00 menaualea lo que equivale 
a multiplicar (250,000)(12) • 3'000,000 para obtener el pago anual, 
entoncea: 

(3'000,000) 
15/ 

( 12) 

0 
20 

~ (3'000,000) (13.37031377) 
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(12) 

0 20 
= 40'110.941.31 

4.3 AllUALIDAD VHBCIDA Tl!MPORAL A n ABOS PAGADERA N VHCHS AL AllO, 

En eate tipo de anualidad el primer pago de 1/m ae realiza n la -
edad de x+l/m seguido por pagos iguales a intervalos de 1/m afloa limi
tados a un máximo de n efloa. si x pennanece con vida. Hl valor preeen
te de una anualidad vencida temporal a n a~os de uno pagadera m veces-

(m) 
al ano a la edad x ae denota Cl y ne calcula tomando en cu~nta -

x:ñJ 
que ea igual a la diferencia entre una anualidad vcncidn pagadera m 
veces al año menos una anualidad vencida diferida n a~oa pagadera m 
veces al ano. qráficamente se ver1a como: 

-1------1------1-- --1------1--- ---1------1-- •.. --1-- .•. 
x x+l/m x+2/m x+l x+l+l/m x+n x+n+l/m K+n+m 

(m) 

a 
X 

Cm) 

ni a 
X 

l 1 1 

(m) 

a l 
x:ñl 

(G.l) 

Por lo tanto: 

Cm) (m) (m) 

a x:ñ] a 
n/ a 

X X 

Cm) 

[a" -~==-] [ni O x [-~~=j] a =. B 
x:ñl 2m n X 

Cm) m-1 m-1 

a a o H 
><>ñl X 2m n/ X 2m n " 
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(m) 

a 
'" ñJ 

· .. a - a 
" n/ " 

(m) 

a 
X 

a 
n/ " 

a .... 
x:ñl 

m-1 

2m 

m-1 

2m 

rn-1 

2m 
E 

n " 

Utilizando el mimno razonamiento de la gráfica (G.1) ae tiene que a ~ a - a entonceai 
x:ñl' >< n/ x' 

(m) 

a x:lf] '¡ 
o + 

x:ñ] 

m-1 

2111 

(rn) 
llJEMPLO l. Determinar Q en función de conmutados. 

'" ñ] 
Por le expreei6n (4.11) ae tiene que: 

(m) 

a x1ñ) 
"\ a . 

x1ñj 

Por la expreei6n (3.6) 

D 
x+n 

y ade.,ée E 
n X D 

" 
por lo tanto: 

m-1 

2m 

" n x+l x+n+l 
a . ----------------

'" ii] D 
X 

11 H 
(111) x+l >t+n+1 m-1 

o ': 
"' ñl D 2m 

(4.11) 
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N N 

X 

m-1 -t:~~~j t;~=j 2m 

(m) 
a 

": ñ] 

x+l x+n+l 
~ ----------------

D 

m-1 m-1 
N - N D D 

(m) X+1 X+n+l 2m " 2m x+n 

a "1 ñ] 
~ --------------------------------------------

D 

m-1 
N - 11 

(m) ><•1 x+n+l 2m 

a 
xrñ] 

(4.12) · ------ ------ ------------------ -- -- ----
D 

X 

EJl!MPLO 2. Utilizando la expreai6n (1.12) calcular el valor pre -
sente de una anualidad de$ 1'500,000.00 bimestrales, para una persona 
de 39 sftos, hasta completar 20 aftos. 

(m) 

a x:ñ] 

N - 11 
x+l x+n+l 

m-1 

2m 
[Í:> - D 1 
L M x+nj 

D 
X 
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(l '500.000) 
(6) 1'500,000 

(] : ------------
38: 2ol 3'024.434.7 

[60'646.853.6 - 17'881,499 t 

12 
(3'024,434.7 - 1'436.991.78 

(6) 1'500.000 
t2'765.354.6 

5 
(1'587.443)] (1'500.000) (] ------------ + 

38:2li] 3'024.434.7 12 

(6) 1'500.000 
(1'500.000) (] . ------------ (42'765,354.6 + 661.434.5034) 

38 1 2lil 3'024,434.7 

(6) 
(1'500.000) (] • 1'500.000 

38: 201 

(6) 
(1'500.000) (] . 

38:20) 
(1'500.000) (14.35664665) 

(1'500.000) (] 
(6) 

21'537.969.98 
38: 2lil 

4.4 AJIUALIDAD VBICIDA DIFERIDA k Allos. TllPIPO!lAL A D AIOS PAGADERA m -
VBCllS AL AllO. 

Kete tipo de anualidad se define como la serie de pagos de l/m, -
cosaenzondo a la edad X•k+l/m y continúan haata la edad X-tn+k . .i:U. valor 

(m) 
preeente Be denota Q y BU cálculo ae reduce O la diferencia 

l</ x:ñ] 
entre unn anualidad diferido k anca pagadera rn veces al ano menoe una
nnualidud dlff.?rida n+k anou pagadera m vec~s al ai'io. Gráficamente ae -
verln como; 



-1------1--
x x+l/m 

(m) 

k/ o,. 
(m) 

n+k/ Q >< 
(m) 

k/ a x:ñ"] 

Por lo 

(ml 

k/ a xmi 

" 86 -

--1------1 ··-- ---1------ 1 - -
x:+l x:+l+l/m x+k x+k+l/m 

tanto: 

(m) (m) 

k/ 
a 

X n+k/ a 
X 

(m) 

k/ 
a 

><•ñ\ 
-[a 

k/ X 

H 
k X 

- r a 
b+k/ X 

(m) 

a . a 
k/ x:ñ] k/ " 

a 
n+k/ X 

--1-------1-- ... 
x+n+k x+n+k+l/m 

1 ... 

(G.2) 

H t;~:j] n+k " 

H [~;~-] n+k " 
(m) 

a 
><:ñl k/ ª" k/ 

m-1 

[ 

¡¡ - H l 
k X n+k ~ 

o 
n+k/ X 2m 

Utilizando el mioma razonamiento de la gr~fica (G.2) se tiene que a a - o entoncCBJ 
k/n X k/ X n+k/ X 

(m) m-1 

a 
k/ x:ñ] k/n a X 

(4.13) 
?.m 

(m) 
B.JEMPLO 1. Determ!nar Q en función de conmutados. 

k/ x:ñ] 
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Por la exprea16n (4.13) ae t1ene1 

Cm) 

k/a x:ñ] • a 
k/n X 

Por la expree16n (3.B) 

Por otra parte B 

m-1 

2m 

k/na" 

D 
x+l< 

X D 

(m) 

a 
k/ x1ñl 

x+k+l 

H 
x+k+l 

D 

D 
X 

H 

!f - N 

X 

x+n+k+l 

>Un+k+l 

x+k+l x+n+k+l 

N N 
x+n+k+l 

D 
X 

D 
x•n+Jc 

y R 
n+k X D 

X 

m-1 [-";:~- \;:~-] 2m 

[ " " l m-1 x+k - x+ntk 

2m 
D X 

rn-1 

2m 
(4.14) 

D 

" 
BJRMPLO 2. Utilizando la expresión (4.14) calcnlnr el ~.'ole:- ¡i¡-c 

e"ntc de una anuttlidttd de & 100.000.00 mensuales para una peraona de -
30 anos, cuyo primer pago ae realiza a la edad 40 y a~! mensualmente -
durante 10 aíloo. 

N - N 
x+k+l x+n+k+l 

m-1 

[
D - D ) 

x+k x+n+k 2m 

D 
X 
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(12) (1'200.000) 

[ 

N - N (1'200,000) Cl • -------------
10/ 30:lol D 30+10+1 30+10+10+1 

Cl 2) 
(1'200,000) Cl 

10/ 30: lo] 

(12) 
(1'200.000) Cl 

10/ 30:lo] 

(12) 
(1'200,000) Cl 

10/ 30:lol 

(12) 
c1·200.oooi 0 . 

10/ 30: 1ol 

(12) 
(1'200,000) Cl 

10/ 30: lo] 

(12) 

30 

12 - 1 

- D30+10+10J] (2) (12) [ 
0

30+10 

(1'200.000) 

D 
30 [

N - N ·+ 
41 51 :: [ ''" -',, l ] 

1'200,000 [ 
------------- 54'886.345.6 - 31'296.206.9 

3'905.762 

11 J • -;;- (2'833,001.8 - 1'998.7~4). 

1'200,000 [ 
------------- 23'590,138.7 

3'905,782 

11 J (834,257.8) 
24 

[ 

23'972,506.86 ] 
(1'200,000) ---------------

3'905.782 

(1'200,000) (6.137697101) 

c1·200.oooi 0 . 7'365,236.52 
10/ 30' lol 
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4.5 AllUALIDAD VITALICIA AllTICIPADA PAGADERA m VECES AL AIJO. 

Rn ente tipo de nnualidad la serie de pagoa de l/m comienzon el -
principio del periodo o intervalo de pago y continü.an efectuándose 
mientras la persona ae encuentre con vida. Las anualidades nnticipndas 
pagaderas m veces al sf'\o difieren de las anuul idadea vencidas pagade -

(m) 
rae m veceo al ano a ó.nicomentc por la cantidad de pagos in! -

X 

cialeu de l/m ol principio del periodo. Po~ lo tanto se le agrega 1/m
para obtener la anunlidud unt ir;ipada. cuyo valor presente se denoto 

•• (m) a . por lo tantn: 

" 
•• (m) m-1 

a -. a 
" " 2m 111 

,,(ID) m - 1 • 2 
a a -----------

X " 2m 

,,C•l m+l 

a a (4.15) 

" X 2m 

.. (m) 
BJl!PIPLO l. Dnterminar (1 en funci6n de conmutados. 

X 

Por la expreai6n (4.15) ae tiene: 

•• (m) m+l 

a 
" 

o 
X 2m 

!I 
x+l 

Por la expresión (3.5) , por lo tanto resulta: 
D 

X 

N 
•• (m) 

a 
" 

x+l m+l 
(4.16) 

D 2m 
X 
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EJEMPLO 2. Utilit.ando la expre::u6n (4.16) calcular el valor pre -
aente de unn anualidad anticipada de e 3'000.000.00 oemestroles para -
una persona de 45 aflos. 

N 
•• (ml X+ t m•l 
a 

" D 2m 

" 
.. (2) l ";''.' ¡,;,;, l (6'000,000) 0 

45 
(6'000,000) 

45 

.. (2) [-"::; ;,;,;,] (6'000,000) a 45 " (6. 000,000) 

.. (2) [-~:~~~:~~~~:~- -n (6'000,000) a 45 
(6. 000,000) 

2'392,904.B 

.. (2) 
(6'000,000) a (ó'000,000) (18.32790753) 

45 

.. (2) 
(6'000,000) o 109'967,445.2 

45 

se puede obtener otra exp~esi6n para el cálculo del valor presen
tr.l' de una em1Al idad anticipada pagadera m veces al n~o tomando como 
base ª" = a,. 1 • por lo tanto ue tiene: 

•• (m) m+l 

a Q 
" " 2m 

•• (m) [a,. 1] 
m+l 

a 
2m " 
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•• (mJ - 2m + m + 1 

a ª --------------
X K 2m 

•• Cm) l - m 

a . 
OK K 2m 

•• (m) o m -
a (4.17) 

" K 2m 

4.6 AllUALIDAD AJITICIPl\DA DIFERIDA n AROS PAGADERA m Vl!CBS AL ABO. 

Rn eate tipo de anualidad el primer pago de l/m aerá efectuado a
la edad X·•n y continunrl'm realizando9e mientras la peroona ae encuen -

•• (m) 
tre con vida. Bl valor presente. denotado por n/ (1 x 

tomando como base la exprea16n (3.1.A) de tal forma que: 

•• (m) •• (m) 

o E a 
n/ " n K x+n 

•• (m) m + 1 

ae calcula -

Utilizando a a se tiene: 
K+n K+TI 2m 

•• (m) 

[ Ox+n -;;:J n/ o H 
X n K 

•• (m) m+l 
ni a H a E 

K n K x+n n K 2m 

Por la ex.presión (3. 7 .11) a,. R o Be tiene ques 
n/ n K x+n 



- 92 -

,, (m) m•l 

n/ 
Q 

" n/ o X 2m 

Se pueda obtener otra expresión para 
t<.' de una anualidad anticipada diferida n 

.. (m) m-1 

el 

I! 
n X 

cálculo 

(4.18) 

del vnlor preeen-
años pagadera m veces al año 

tomando o o por lo tanto: 
X+n X+n 2m 

•• (m) •• (m) 

o E o 
n/ X n " x+n 

.• (m) [ ó '.;; l a R 
n/ " n X x+n 

•• (m) m-1 

o E ó E 
n/ " n " x+n 2m n " 

Por la expresión (3.7.A) (j • E (j , !le tiene que: 
n/ X n x x+n 

•• (m) 

o 
n/ " n/ 

•• (m) 

l!Jl!MPLO 1. Determinar n/ Q X 

Por la expresión (4.10) se tiene: 

,, (m) 

n/ o X n/ O,. 

m-1 

2m 
¡¡ 

n " 

(4 .19) 

en función de conmutadoo. 

m+l 

2m 
I! 

n X 
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N 

Por la exprenión (3,7) 
n/ Q X 

D 
x+n 

I! 
n >< D 

X 

(m) 

n/ a X 

,, (m) 

ni a" 

por lo tanto: 

N 
Xtn+l m•l 

+ -----
D 2m 

" 
m+l 

N 
x+n+l 2m 

D 

" 

x+n+l 

D 

" 

D 

D 
x+n 

D 
X 

><+n 

y 

(4.20) 

Ahora bien, ai en vez de usar la expresión (4.10) ae utiliza la -
(4.19) ee obtiene: 

ni 

,, (m) 

Q X ª n/ " 

Por la expreu16n ( 3 .11) Q 
n/ X 

por lo tanto: 

H 
(m) x+n m-1 

i:i ~ 

n/ " D 2m 
X 

m-1 
N D 

,, (m) x+n 2m 

m-1 

2m n 

H 
x+n 

D 
X 

D 
><•n 

D 

" 

"'" o -. ------------------------
ni X D 

" 

R 

" 
D 

><+n 
y B 

n " D 

" 
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EJEMPLO 2. Calcular e! valor pre~eonte de una anualidad- ailticipada 
de$ 600~000.00 trimeatrnles, pra una pernona de 3'1 años. cuyo prim.er
pago lo realiza a los 43 aftas. 

a) Ut!liUlr la expreaión (4.20). 
b) Utilizar la expresión (4.21). 

B) 

•• (m) 

ni o" 

.. (4) 

(2 '"ºº·ºººl 0 
6/ 37 

.. (4) 
(2'400,000) 

037 6/ 

. ' (4) 
(2 '400,000) 

037 6/ 

.. (4) 
(2'400,000) 0

37 6( 

.. (4) 
(2'400.000) 0

37 6/ 

•• (4) 
(2'400,000) 037 6/ 

m+l 
H 

>Un+l 2m 

D 

" 

(2'4000,000) 

(2'4000.000) 

' (2'4000.000) 

(2'11000.000) 

37'266,896.S 

D 
X+n 

[_::~:::~:::~:_:_:~:-~:~:::~:::~ J 
3'123,914.9 

[---~~~=::: ~~~~ ::_ -] 
3'123,914.9 

( 15. 536207} 
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b) 

m-1 
H D 

.. (m) x+n 2m K+n 

a . ------------------------
n/ " D ... [ . - ' ] H - -------- D 

.. (4) 37+6 (2)(4) 37+6 
(2'400,000) 0 

37 
. (2'400,000) -----------~:~-------------6/ 

l ' J 
N - --- D 

.. (4) 43 6 43 
(2'400,000) o = (2'400,000) 

6/ 37 ºn 

[ "'"'·"'·' --·- '''""'"' l " ( 4) ------------------~-------------(2'400.000) o (2'400.000) 
6/ 37 3'123.91.\\.9 

" ( 4) [ ........ , .. , -'''·'''·'' l 
(2'400,000) a (?. '400. 000) L 3·123.914.9 6/ 31 

•. (4) 
(2'400,000) o (2'400.000) (15.536207) 

6/ 31 

" ( 4) 
(2'400.000) a 37'286,896.6 

6/ 31 
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4.7 ANUALIDAD ANTICIPADA TRl'IPORAL A n AROS PAGADERA m VBCHS AL AllO. 

Este tlpo de anualidad ae define como lo serie de pagoa de 1/m 
que 2e realizan al principio de cada intervnlo de pogo limitados hanta 
la edad x+n-1 al la pereona de edBd x petT!1anece con vida. El valor 

•. (m) 
preaente, denotado por Q . ue calculo tomando en cuenta que ea-

'" ñJ 
igual o la diferencia entre una flnualidnd nntir.ipadA pnqHderR m vecea-
al afio meneo una anualidad anticipad.a dlferidn n aflon pngadero m veces 
al a~o. por consiguiente: 

,, (m) 

o ' x:ñl 

•• (m) 

o 
X 

•• (m) 

n/ o X 

Utilizando laa expresiones (4.15) y (4.18) se tiene: 

"(m) . 

a x:ñj" 

(m) a x:ñ].., 

•• (m) 

o K:ñj 

o 

o 

m+l 
+ -----

X 2m 

" n/ O x 

Tomando en cuenta que O x:ñ] = 

"(m) • 

O x·,ñ] ~ o + 

"' ñJ 

m+l 

2m 

[ n/ O" 
m+l 

2m 

m+l 

o 
n/ " 2m n 

m+l 
( l - ¡¡") 2m n 

n/ o" 

"·.] 
B 

X 

, entoncea: 

(4.22) 

Se puede obtener otra expresión para este tipo de anualidad uti -
lizendo las expresiones (4.17) y (4.19)1 

,, (m) • a ~ 
x:ñ] 

•• (m) 

o 
" 

"(m) 

o 
n/ X 
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(m) [a X -;~~-] [n/ o m-1 

n \ J a x:ñ] ~ X 2m 

(m) o m-1 

ª 
m-1 

a x:ñ]~ + ----- R 
X 2m n/ X 2m n K 

,, (m) 
ij 

m-1 

[1 n Bx] a · .. a 
x:ñJ X n/ X 2m 

,, (ID) m-1 a ·~ ª - [ 1 n Rx] (4.23) 
x:ñJ x:ñ] 2m 

•. (m) 
BJ1!11PLO 1. Determlnar a en func16n de conmutados. 

x1ñ] 

Utili&ando la exprea16n (4.22): 

'' (M) m+l [1 x,.] a K:ñj ~ a + 
x:ñ] 2m n 

H 11 
x+l H+n+l 

Por la exprea16n (3.6) a = ----------------->i:ñl D 
D X 

x•n 
y H ae tiene: 

n X D 

" 
H 11 

[' :;:"-] ,.(11) x+l x+n+l m+l 

a -----------------x:ñ] • D 2m 
X 
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N - H D 
(m) 

a x:ñ] ~ 
x+l x+n+l m+l m+l x+n 

D 2m 2m D 
X X 

.. (m) , 
Q • 

x:ñl · 
(4.24) 

D 
X 

Utilizando la exprea!On (4.23): 

(m) 
i::i ~ x:ñ] 

i::i 
x:ñ] 

m-1 
[1 BK] 2m n 

N N 
X x+n 

Por la expresión ª --------------- y 

B 
n X 

D 
X+n 

D 
X 

•• (m) 

Q x:ñ] 

•• (m) 

Q ~ 
x1ñ] 

O (m) ~ 
x:ñJ 

x:ñ) 

se tiene: 

H y 
X x+n 

-------------
D 

X 

H y 

X x+n 

-------------
D 

X 

D 
X 

[' -';:~-] l\t-1 

2m 

D 
m-1 m-1 x+n 

2 .. 2m D 
X 

X 

(4.25) 
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RJHMPt.o 2. Calcular el valor presente de une. anualidad de 
$ 850,000.00 bimentrulco pl'1gaderos al principio del periodo para una -
persona de 25 n~oB durante 20 n~oa. 

a) Utiliz8r la expresión (4.24). 
b) Utilizar la expresión (4.25). 

11) 
N 

(m) ª ... ñ]·~ x+l 

•• (6) 
(5'100.000) a 2s.2o] 

.. (6) 
(5'100,000) a 25:2ol 

.,(6) 
(5'100.000) 0 2s.2ol 

•• (6) 
(5'100,000) 0 

25,iOJ 

N 
x+n+l 

(5'100,000) 

D 
25 

6 + 1 

(2)(6) 

(5'100,000) 

D 
25 

D 

m+l 

" 

[" 25+1 
- 11 

25+20+1 

0
25+2J] 

- 11 
46 + -~;-[º25 -

0
45]] 

5' 100, ººº [ 
------------ 108'616,225.2 - 42'062,259.3 
4'573.377.1 

C4 • 573, 377 .1 - 2 • 392, 904. e~ + ----
12 

75'636.039.55 
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4. 8 AJIUALIDAD A!ITICIPADA DIFERIDA k Aaos, TKMPORAL /\ n AllOS, PAGADRRA 
a Vl!Cl!S AL AGO. 

Rn este tipo de anual idnd el primer pag(.J l/in ee real i2~a al prin -
cipio de la edad x+k y continuan haota la edad x+k+n-1 mientras la 
persona df' edad x se encuentre con vida. El valor presente. denotado -

•• (m) 
por Q y su clHculo 13e reduce a la diferencia entre una 

k/ x:ñ] 
anualidad anticipada diferida k n~on pagadera m vecen al afta menoa una 
anualidad anticipada diferida n+k añoa pagadera m veceo nl o~o~ por 
consiguiente: 

,, (m) 

k/ a x:ñ] 

Utilizando la 

'' Cml k/ a x:ñ) 

•• (m) 

k/ a 

expresión (4.18) 

[k/ 
o 

" 

k+n/ 

(m) 

o " 
ae tiene: 

m+l 

k x,.J 2ru 

m+l 

k+n 
1
\] [k•n/ a • 

" 2m 

• • (m) m+l 

a x1ñ] o !! o 
k/ k/ X 2m k " k+n/ x 

m+l 
E 

2m k+n " 
•• (m) n+l 

[k a Je/ Q X 
-

k+n/ a " • !! 
k/ x:ñ] 2111 ,. 

Tomando en cuenta que 
k/n Q x k/ a " n+lc/ O x 

resulta lo siguiente: 

k+n E>< J 
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,, (m) m+l 

[k k•n \] a Üx 
I! (4. 26) 

k/ x1ñj k/n 2m X 

Se puede o bt ene r otra expresión para este tipo de anualidad uti -
liz.ando (4.19). oa!: 

(m) Cm) Cm) 

k/ ª x:ñj k/ o X k+n/ ª X 

•• (m) ·~ [ k/ ª 
m-1 

k \] - [k+n/ o 
le/ a "'iil X 2m X 

m-1 

l!x J 2m k+n 

'' (m) m-1 

a x:ñ] 
. 

ª 
¡¡ o k/ lt/ " 2m k X k+n/ X 

m-1 
R 

2m ll+n X 

(m) 

ª 
m-1 

a x1ñ] ª B 
k/ k/ " k+n/ X 2m Je X 

m-1 
!! 

2m k+n l( 

To111ando en cuenta que ª ª ª re -
.k/n X k/ X Jun/ " oulta1 

•• (m) o m-1 

[k 
l<+n !!,.] a I! (4.27) 

k/ x:ñ] k/n X 2m X 

(m) 
HJBMPLO l. Determinar d en función de connrutadoe. 

k/ "'" 
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Utilizando la expresión (4.26): 

•• (m) m+l 

[k Bx] a a I! 
k/ x:ñ] k/n X 2m X k+n 

N 6 

-~~=-'~~~~- "'.:;;~-] •• (m) x+k•l X+k+n+l 

a --------------------- + 
k/ x:ñ] D 2m l D X 

X 

N H D D 
•• (m) X+k+l x+k+n+l m;l x+k n\+ l x ... k+n 

a --------------------- + --- - - . - -----.-------k/ "1 ñ] D 2m D 2m D 
X X X 

(m) 

ª k/ x1ñ] 
X ('1. 28) 

Utilizando (4.27) se obtendré otra expresión conmutada: 

•• (m) m-1 

[k 
Rx] a a B 

k/ x:ñ] k/n " 2m X k+n 

N 

t";:· _"'.;::~-] •• (m) X+k x+k+n m-1 

a xi'ñJ ~· ----------------
k/ D 2m 

X 

m-1 
(m) H H 

ª 
K+k x+k+n 2m 

k/ ><•iil D 

" (4.29) 
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BJIU1PLO 2. Calcular el valor pre•sentP de una onualldad anticipada 
d~ S 450,000.00 meneualea para una pernona d1~ 35 af\ou. cuyo primer pa
go ae realiza a loa 45 a~os. limiténdose a 12 años. 

m-1 
(m) N 11 

ª 
x+Jc X+k-tn 2m 

le/ x:ñJ Il 
X 

ª 
(12) 5'400,000 

[ H 35+10 
(5'400,000) 

35:121 ~ ----------- N 
10/ D 35+10+12 

:is 

12 -

[
0

3s+10 D 35+10+12] J (2) ( 12) 

.. (12) 5'400,000 

[N45 

11 

[ 0
45 -

0
51]] 

(5'400,000) a 35:l21 ~ ----------- N 
10/ D 57 24 

35 

•• (12) 5'.400,000 
[44'455,164.1 - 20'621,956 (5'400,000) a 35,m ~. ------------

10/ 3'331.295-4 

11 
1' 503, 465. 3)] (2'392,904.B 

24 
.. (12) 
0 3s:m·~ 37'648,405.78 

(5'400.000) 10/ 



A H E X O 

RBLACIOM EHTRR LOS OPERADORES D Y ./:; • 

La serie: 

f(><) + h f'(x) + 

2 
h 

21 
f 1 '(X) + , , • + 

n-l 
h 

(n-I)! 

(n-l) 
f (X)+ ••• 

representa el teorema de Taylor para seriea convergentes. y ne puede -
escribir de la siguiente manera: 

2 3 
(rhJ 2 (rh) 3 

u u rh D u D u + ------- D u + ... 
x:+rh X X 21 " ] 1 X 

[I 2 3 

.. .] (rh) 2 (rhJ 3 
u + rh D + D D u 

x+rh 21 31 " 
rhD 

u • e u 
K+rh X 

Por otra parte ae tiene que: 

r 
u R u 

x:+rh X 

por lo tanto: 

r rhD 
B e 

reautando entonces: 

/j. -
/j. 2 b.. 3 /j, 4 

hD • log B = lag (It {:,) + ----- + .... 
2 3 ~ 

y 

[ Aux -

/j. 2 /j. 3 /j, 4 

+ ••• ] D u ----- u u u 

" h 2 " " 4 " 



Kntoncee1 

D • 

2 
D 

h 

2 3 

11 

12 

64 ···] ---- ... 4 
2 

64 
+ .. .J 4 

5 

6 

Se tiene aa!; un metodo conveniente para expreaar los coeficien -
ten dlferencialea de una función de x en tenninos de las diferenciaa -
de le función. 

KXPAJISIOD DR BULRR-1'11\CLAURIM. 

La f6rmulo de Ruler-Moclaurin puede aer ~erivado de la eKpana16n
de operedcrea, por lo tanto• 

n-1 

L f(>I) • f(O) + f(I) + •.• + f(n-I) 

""º 
• l'(n) - F(O), donde f(x)" t:J. F(x). 

Bntoncea: 

f(x) • Ó F(>I), 

-1 
F(x) • /), f (X) 

D -1 
(e - I) f(x) 



[ [ I + O 

3 
D o 

21 31 

-1 

... J t l f(x) 

-1 

[I 2 
-1 D o 

D 
2 ! 31 + .. • l f(x) 

-1 
[ I 

D D 
D 

2 12 

4 

.. ] D 
f (X) 

720 

[ D-l 
1 D 

2 12 

D 
... ] f (x) 

120 

3 
-1 l D o 

D f(K) f(X) f(X) f(x) ... 
2 12 120 

J f(x) dx f(X) 
1 d f (l<) 

12 dl< 
3 

d f(x) 

720 3 
dx 

Valuando la integral de O a n se tiene: 

J: [tcnl - f(O)J + 
1 

[ f' (n) -P(n) - P(O) f(x) dl< 
12 

f' (0) J [ f''' (n) f'' '(O) J .... 
120 

Para F(n) - F(O) se puede escribir: 



f(x) 6 f(O) + f(I) + f(2) + •••• + f(n-I) 

Por lo tento1 

t f (X) dx f (0) • f(I) + f(2) + + f(n-I) [ f(n) -

f(O) J [f' (n) f. (0)] ... ----- [f"'(n) - f' ''(O)] 
12 720 

t f(X) dx o f(O) + f(I) + f(2) + ••• +f(n-1) + f(n) -
2 

[r· Cnl - f' (O) J • [ f" '(n) - f" '(0) J . .. 
12 720 

Bata es una foaaa aimple de la expansión de Kuler-Maclaurin. 
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C A P T U L O 5 

AJ!UALIDADl!S CRKCIHNT!JS Y DHCRRCIHBTRS 
(AllUALIDADRS VAllIABL!lS) 

Dentro del concepto de a.nual.ida.dt~u. con frecuencin los pagos va -
r!an en progresión ari tmetica. en for:ma cr·ec1ente o decreciente fl'Jg1ln
sea el caso, a ento se le conoce como nnuu.lidades variablea. 

Bxiaten cierto tipo de nnualid.o.deo r~n donde lou pagos var-!.an nin
preaentar un patrón rcqular, como ejemplo ~.H! podr!a citnr unn anuali 
dnd variable para (X) la cuul provee pagou unuaJes de 1 por n años, 
neguido por pagos de 2 por el reato del tiempo de vida de (X), eBte 
valor presente ea obviamente igual a la auma de valoren pr~sentcn de -
una anualidad vitalicia vencida de 1 y unn o.nu.:dldad. vencida diferida-
n anoa de L Q Q ; ain embargo, en laa uiguienteo aec 

" n/ " clonen ae calcularán loa valores presentes de lan anulllidndcs vencJdaB 
y anticipadas tanto crecientea como decrecientea donde loe pagos va 
r1an en progresión ar1tmet1ca. 

5.1 AllUl'ILIDAD VARIA!JLR VITALICIA VBUCIDA CnKCIHBTB. 

Si se supone una progresión nritmCtica donde k e2 el primer ter -
mino y h la razón los pagos aílo tras afta quedan eatabiecidoa como: 

k, k+h, k+2h. k+3h, •.... 

As! el valor preslf:nt~ de una anualidad variable vitalicia ere 
ciente, denotadn por cv(l • ae calcula de la aiguiente manera: 

" 
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K+l K+2 2 
evo) • k V + (k+h) V + (k+2h) 

K 

K K 

K+4 4 
(k+3h) V + ••••. 

K 

2 
k V t (l<th) l V + (kt2h) 

X+l X+2 
(VQJ 

X 

" 
K 

Multiplicando n\lll\erador y denominador por V : 

K 2 K 
k V V + (k+h) l V V + (l<+2h) 

X+l M+2 

K+3 

K+3 
V 

K 

3 
V + •••• 

x+3 

3 X 

V V + 

(V Q) • ----------------------------------------------------------
>< K 

V 
X 

x+1 x+2 ><+3 
V t (l<+b) l V + (k+2h) V + •• •. 

cvQ J 
K 

K 

T.,....ndo V 

k D 

x+l x+2 

• D 
K X 

x•l 

reaultn1 

(k+h) D 

X 
V 

x+3 

X 

(k+2h) D t (l!+3h) D + •••• 
x+3 x+4 

(V Q) • ----------------------------------------------------------
X D 
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ev0) D k D + k D + h D + k D • 2h D + k D 
X X K+l x+2 x+2 x+3 x+3 ·x+4 

+ 3h D + •••• 
x+4 

Si Be ordenan laa D de tal forma que se swnen aquellas que ti~nen 
el mismo subindice, resulta: 

evo ) D k D • k D + k D + k D • .... 
X X x+l x+2 x+3 ><•4 

+ h D • h D • h D • . ... 
x+2 Xt3 ><+4 

+ h D . h D • . ... 
x+3 x+4 

+ h D . .... 
x+4 

Factorizando. se tiene: 

• h 

D D + ... ·] 
x+3 x+4 

D D •... -] 
K+3 x+4 

[º . D . .... ] 
x+3 x+4 

. ht . ""] x+4 

evQ) D 
X X 

k [o + D + 
K+l x-. 2 

• h [º X+2 

Por valoree conmutados se recordaré que: 
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w-x 

JI ¿ D 
x+l t•l x+t 

w-x 

D ¿ o 
><+2 t•2 X+ t 

y ea! suceeivwnente. 

Por lo tanto1 

(VQJ • k H + h 11 + h H + h H t •••• 

X x+l x+2 x+3 ><•4 

(V Ü) • 11 11 + h 
X Ktl 

ll x+'I + •.• J 

Definiendo una nueva funci~n conmutada, dada por: 

,._,. 
s • 11 lf • .... ¿ 

11 (5.1) 

" " M•l x .. 2 t=O x+t 

w-x 

B H JI 11 • .... 2= 11 
X+l x+l x+2 ll+3 t•l ><+ t 

B 11 • N + • • • • ~ 11 
11+2 x+2 ><+3 x+'I t•2 x+t 

Y asl ouceaivamentc, por lo tanto: 
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evo) o k N h [~ NXJ X X x+l 

(V0) o k 11 h s 
X X x+l X+2 

k N h s 
x+l x+2 

evo) --------------------- (5.2) 
X o 

X 

Otro forma de llegar a la expresión (5.2) es partir del hecho de
que en cote tipo de anualidad se proveen pagos de k a la edad x+l, 
(k+h) a la edad x+2, (k+2h) a lo edad x+3 y as! auceaivruncmte ml.entraa 
el asegurado ae encuentre con vida. gráficamente resulta lo siguiente: 

h 

h 
n/ Qx 

h h h 

h 
n-1/Q X 

h h h h 

h 
n-2/ Q X 

h h h h h 

h 
21 a,. h h h h h h 

h 

1/ ª" h h h h h h h 

k o k k k k l< l< k Je 
X 

--1-----1-----1-----1-- --1-----1-----1-----1-- ... --1---
x x+l JC+2 x+3 x+n-l x+n x+n+l x+n+2 

• Afto en que fallece el asegurado (G.1) 

Por lo tanto el valor presente de una anualidad variable vitali -
cia creciente corresponde a la auma de cado uno de los niveles de la -
gráfica anterior. as!: 
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evo • k o [h 1/ a X 
+ h 

2/0 )( 
+ h 

3/0 + ... J 
)( )( X 

evo) • k o h [ o + a o + ••• J 
X X 1/ X 2/ )( 3/ " 

(VÜ) • k a h [r t/ o)( J " )( t•l 

sustituyendo los funciones conmutadaa correspondientes se tiene: 

evo • k 
X 

evo )X D 

Corno: 

w-x 

L 11 11 + 11 + 11 + ..... s 
t•l x+t+l ><+2 x+3 x+4 ><+2 

Por lo tanto: 

evo ) [k 11 h ª,..2] X D ;:;J.1 

" 
k • h s 

x+l x+2 
evo ----------------------

" D 
X 
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cuando en la expreaión (5.2) k=h=l m:- tiene el valor presente a -
la edad X de una anunlidad v!tnlicia vencida creciente denotada par 
(I Q l , la cual prov"e pllgos de 1 a la edad x+l. 2 a la edad x+2, 3-

X 

a lo edad x+3 y asi suceaivnrnente. lo qu~ reprcncnta una progreni6n 
aritmetica creciente cuya razón es de l. gréficamene se tiene: 

n/o X 

a 
n-1/ X 

o 
n-2/ X 

2/0 
X 

1/0" 
o 

" 

1 

--1-----1-----1-----1--
x x+l x+2 x+3 

1 

1 

1 

--1-----1-----1-----1-- ... --1---
x+n-l x+n x+n+l x+n+2 

• Ano en que fallece el aeegurado (G.2) 

Por lo tantoi 

(IQ) 

" 
= o" + 1/0" o 

3/ " 
+ •••• 

N W-K 

x+l ¿: (I Q) o 
" D t•l ti " " 

11 w-x 11 
x+l ¿: X+t+l 

(IQ) 

" D t=l D 
X X 
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[ N x+l 

w-x l (IÜ) L H 

" D t•l x+t+l 
X 

(IÜ) 
[ N X+l 

N N N + ..... ] 
X D x+2 ><+3 ><+4 

" 
(IÜ) 

[ s ><+ l J " D 
X 

s 
><+ l 

(VÜ) (5.3) 

" D 
X 

Tombien ae puede obtener lo expresión (5.3) haciendo k•h•l en la
expreei6n (5.2), ae!: 

" s x+l x+2 
(IÜ) 

X D 
X 

11 11 n n + •••• 
x+l ::>3 

(I Q 

" D 

s 
x+l 

(IÜ 
X D 

HJlll'IPLO l. Calcular el valor presente de una anualidad vencida 
paro una persona de 28 anos cuyo primer pago ea de e 1•000.000.00 in -
crf.'111enténdoee en e 500,000.00 ano trae ano, mientras se encuentre con
vida. 
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Utilizando la.expresión (5.2) 

(VÜ) 
28 

(VÜ) 
26 

1'000,000 H 
26+1 

D 
26 

500,000 $ 
20+2 

1'000,000 H + 500,000 S 
29 30 

D 
28 

Buscando loa valores de las funcionen conmutadas en la tabla de -
mortalidad eso 1958 al 3% se tiene: 

(V Q) 
28 

(1'000.000) (91'696,461.8) • (500,000) (1.624'127,860.5) 

1'160,726.8 

(V Q) 
28 

• 217'212.625.4 

BJBHPLO 2. Calcular el valor presente de una anualidad vencida 
para una persona de edad 42, cuyo primer pago en el primer a~o ea de -
S 600,000.00. el segundo afto es de S 1'200,000.00. el tercer año es de 
1 1 600,000.00 y aa1 suce~ivamente mientras la persona ne encuentre con
vida. 

Utilizundo la expresión (5.2) se tiene: 

k N h s 
x+l x+2 

(VÜ) 

l( 

donde k e 800.000 y h e 400,000 (raz6n de la progresión arit
metlca) 

(VÜ) 
42 

800,000 N 
42+1 

D 
42 

400,000 11 
42+2 



IVQ> 
42 

113 

000,000 N ~ ~oo,ooo s 
43 44 

D 
42 

<B00,000> <49'494,036.3) + <400,0001 <654'759,3:55.ll 
IV Q l m ----------------------------------------------------

42 2'650,731.3 

IV Q) D 113'742,0~9.6 
42 

EJE11PLO 3. Oe1DOstrar que1 

d 
O Q) m - 11+!) Q 

M di M 

lla-traciOm 

d - Cl+il o 
di M 

d 
• - Cl+il 

di 

- - 11+1) 

- - Cl+ll 

- llHl 

w-x 

L 11+1) 
t=J 

t 
(J+j) 

d 

-t 

W-M 

d L: 
di t=J 

p m -

t M 

p 
di t M 

p 
t 

2t 
Cl+il 

t-1 
t 11+1) 

2t 
11+1) 

t 
V 

t 

11·4-i) 

p 

t " 

p 

" 
d t 

di 

t 
d Cl+il 

di 

d ll+il 

di 

p 

" 
t 

11+1) 



• - (l+i) 

- (l•i) 

• - (l•i) 

W-K 

2= 
t•l 

W-K ¿::: 
t•l 

l. 
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r 
t=l 

r [- t 
t=l 

-(t+l) ] 
(l+i) p 

t X 

l'l•i) 

-(t+l) 
( l+ i) 

[t 

-t-1•1 
(l+i) 

p 

X 

t 
V 

p 
>< 

t PK J 

J . 
H-K ¿: 
t=l 

K+l x+2 . (1) V + (2) V (3) 
1 

X X 

2 
(1) 1 V (l+l) 1 V (1+2(1)) 

K+l x+2 

>< 

[t 

-t 
(l+i) 

1 
K+3 

V 

X 

3 
1 V + 

K+3 

K 

Multiplicando numerador y denominador por V resulta• 

t Px] 

3 

• . ... 

.... 



(1) l V 
x+l 

(1) D 
x+l 

x+l 
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(l+l) l V 
x+2 

(l+l) D 
x+2 

X 

V 

D 
X 

x+2 x+J 
(1+2(1)) l V 

x+J 

X 

(1+2(1)) D + (1+3(1)) D + .•. 
x+3 x+4 

Tratando Onicamente el numerador ae tiene que es igual a1 

(1) D (1) D ( 1) D + (1) D + ... 
x>l x+2 ><+3 l<+4 

(1) D (1) D + (1) D + ... 
x+2 x+3 x+4 

(1) D + (1) D + ... 
K+3 x+4 

(1) D + ••• 
x+4 

(1) 
[ 

0
11+1 

D D D + ... J 
x+2 x+3 11+4 

(1) 
[ D x+2 

D D + ···] 11+3 x+4 

(1) 
[ 

0
x+3 

D + ···] x+4 

(1) 
[ 

0
x+4 

+ ... ] 
Volviendo a la de~oetraciOn del problema, con lo anterionttente 

deducido el numerador y denominador quedan de la siguiente manerai 

• 11 H 11 
x+l x+2 K+3 11+4 

D 

" 
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s 
><•1 

(I Q) q.d. 
D X 

X 

5. 2 AllUALIDADl!S VA!IIADLRS Vl!llCIDl'.S Tl!l'IPOllAL!lS h n A!lOS, CR!lCil!UTl!S Y 
Dl!Clll!CIKHllS. 

Rn ente tipo de anualidad loa pagoo ~e lirnitan a un máximo n años 
eiempre y cuando la peraona de edod x GP, encuentre con vida, tratando
se de una anualidad creciente el valor prcmente denotndo JXJr (V Q ) 

><:ñl 
ee calcula de la siguiente manero: 

(V Q) • k 
,.,ñ] 

x+l 

" 

V (k+h) 
X+2 

V (k+2h) 

" " 
x+(n-1) n-1 

(VQ) • 
x:ñl 

••• + (k+(n-2)h) ---------- V + (k+(n-l)h) 

" 

" 

V + (k+h) 
K+l ><+2 

+ (k+(n-2)h) l 
K+(D-1) 

V + Ck+2h) 

n-1 
V 

><+3 

+ (k+(n-l)h) 

" !!Ultiplicando numerador y denominador por v reaulta1 

3 
V 

x+n n 
V 

X 

3 
V + • • • 

K+n 



(VQl 
x:ñl 

Como 

(V Q) . • 
x:ñ] 

D 
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x+l ><•2 

------
[k 

V t (kth) V t (l<+2h) 

V 

X 

D 

X K+l x+2 x+3 

" 
K+ (n-1) 

+ (k+(n~2)h) V + (l<+ Cn-l)hl 

X 

V 

" 

[
k D 

x+l 
X 

K+(n-1) 

entonces: 

+ (l<+h) D + (kt2h) D + ••• + 
K+2 x+3 

(k+(n-2)h) D + (l<+(n-l)h) D J 
x+(n-1) x+n 

x+J 
V 

K+n 

D (V Q ) • k D + l< D + h D + l< D + 2h D t ••• 

x x1ñ\ x+l x+2 x+2 x+3 x+3 

y"+n J 

kD t(n-2)hD +l<D +(n-l)hD 
x+(n-1) x+(n-1) x+n x+n 

Agrupendo las D con el miemo aub1ndice: 
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D (VQ) k D + k D + k D + k D + ••• + k D + k D 
K '" ñl x+l x+2 x+3 K+4 X+(n-1) x+n 

h D • h ·o + h D + •• ; + h D • h D 
K+2 x+3' K+4 x+(n-1) x•n 

h D • h D + ••• + h D + h D 
X+3 x+4 X+(n-1) Xtn 

h D + •• · ... h D + h D 
X+4 x+(n-1) Xtn 

h D + h D 
Kt(0-1) x+n 

h D 
x+n 

D (VQl k [º + 
D . D + D + •.• + D . 

ºx+n J " x:ñJ x+l ><+2 ><+3 x+4 Xt(n-1) 

h [º . D + D + ••• + D . 0
x+n] x+2 ><+ 3 x+4 x+(n-1) 

h [ D + D + .•• + D 
D Xtn J x+3 x+4 X+(n-1) 

h [º + .... D . 0
x+n] x+4 X+(n-1) 

h [º . 0
xtn] X+(n-1) 

h D 
x+n 
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D (V Q) • 
X x1ñ] k ["x+l - "x+n+J• h ["x+2 - "x+n+l]• h ["x+3 - "x+n+l] 

+ h rN -
L x•4 

••• + h [N - N J 
x+(n-1) x+n+l 

N l+ 
X+n+lj 

+ h ~ x+n - N x • n + 1] 

Pactorizondo laa h, resulto: 

D (V Q) • 
>< x1ñ] 

D (V Q) • 
x x1ñ] 

D (V Q J • 
" ><•ñJ 

D (V Q) • 
" ><•ñ\ 

11 - N 
[

N - 11 
x+2 n+n+l x+3 x+n+l 

+ N - H 
x+4 x+n+l - N J x+n+l 

+ • , • + H 
X+(n-1) 

- N + H 
x+n+l x+n 

N 
X+(n-1) 

k Í11 
L x+1 

+ N J x+n 
-(n-l)N l 

x+n+lj 

-N J•h[ÍU x+n+l Lx+2 K+3 
+ 11 

N + ••• + 
><+4 

N + ••• + 
><+4 

H +H J-nN +N J 
x+(n-1) x+n x+n+l x+n+l 

k [11 
X+ 1 - ll ><+n+ll + h í ["x+2 + N ><+3 

- L 

H + ••• + 
x+4 
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Recordando la._a funciones conmutada a: 

W-K 

s L: • Kt2 t=Z K+t 

s 2:= " Ktn+2 t=n+2 K+t 

n+ l 

Por lo tanto s - s ·2= H , entonces:. 
x.+2 x+n+2 t=2 K+t 

D (V Q) = 
" ><:ñl 

(5.4) 

" 

Otra forma de obtener la expreai6n (5.4) es tomando en cuenta que 
en este tipo de anualidad se proveen pagos de k a la edad ><+l, (k+h) o 
la edad x+2, (k+2h) a la edad x+3 y aai aucesivamente hasta el pago 
(k+(n-l)h) a la edad x+n, gréficamcnte resulta lo siguiente: 

h a 
n-1/1 K 

h a 
n-2/2 " 

h a 
2/n-2 " h o 
1/n-1 K 

kQ 
><:ñ] 

h 

h h 

k k le 

--1-----1-----1-----1---
x K+l X+2 K+J 

--1 
h 1 

1 
h h 1 

1 
> n-1 ele1'\.entos 
1 

h h 1 
1 

h h 1 
-·· I 

k k 

---1-----1----
x+n-l x+n (G. 3) 



- 121 -

Por lo tanto el valor presente de este tiPo de anualidad cor~en -
ponde a la suma de cada uno de loa nivelen de (G.3). ns!: 

(V Q) = 
x:ñl 

(VÜ) • 
x1ñ] 

ka +h o +h o .... +h o + 
l/n-1 x 2/n-2 x n-2/2 x x:n 

h o 
n-1/l X 

kQ + h 
x:n 

n-1/l Q x] 
[ a • o •· · · · a · 1/n-1 x 2/n-2 x n-2/2 x 

k O x:n + h [ ~ t/n-t Q X J 
Sust 1 tuyendo ton valorea conmutados correspondientea, Bf! tiene: 

(VÜ) 
K:ñj 

(VÜ) 
úñl 

(VQ) 
,.,n¡ 

l< [-:~:: __ : __ :~:~:=j h [t _:~::::_:_:~:::~=:::_] 
D t=l D 

X X 

h lt _:~::::_:_:~:~:=-] 
t=l D 

~ X 

. r .. ,, : · ... ,, l 
L K J 

n-1 

L 
t=l - " ] x+n-t-1 

11 
K+t+l 



(V Q) = 
x:ñ] 

evo) • 
xiñ] 

evo) = 
x:ñ] 

(VQ) = 
x:ñ] 

evo) = 
x:ñ] 

- N 1 + 
x+n+lj 
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l"" ::···" J 

h 

D 

" 

h 

D 

" 

[[
H - H J + [N 
·x+2 x+n+l .x+3 

+ ••• + ~ ><+n - H x+n+J] 

[["><+2+ H 
x+3 x+4 

l - (n-1) H J 
x+n J x+n+l 

+ ••• + H 

h 

[ [\.2 + x+4 
+ ---- H 

D X+ 3 

" 
...... + 

H x+n] - n Hx+n+l '¡¡ J x+n+l 

H 
x+3 X+4 

k 
[

N -H ]• 
x+l xtn+l x+n+2 

s 11 ff 1 
x+n+ iJ h [s x+2 

D 

" 
Si en la expre!:li6n (5 .4) k=h=l se tiene una anualidad vencicla 

creciente temporal a n aílos, cuyo valor presente denotado por 
(I Q l la cual provee pago" de 1 a la edad x+l. 2 a la edad x+2, -

x:ñ"l 
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3 a la edad x+3 y aal sucesivamentt? hasta llegar e.l pago de n a la 
edad x•n. lo que repreaenta una progreai6n aritmetica creciente cuya -
ra~ón es de 1~ gráficamente ae tiene: 

o 
n-1/1 X 

n-2/2 o X 

o 
2/n-2 x 

o 
l/n-1 K 

o 1<:ñ] 
--1-----1-----1-----1---

x x•l x+2 x+3 

Por lo tanto: 

--1 
1 1 

1 
1 
1 
> n-1 eletnentos 

1 

1 

1 
1 
1 

1 1 
--1 

1 

---1-----1----
x+n._l x+n (G.4) 

(IQ) • Q 
x:ñ] x:n o • o ····" a 1/n-1 x 2/n-2 x n-2/2 K 

• a 
n-1/1 x 

(IQ ) 
,.,ñ] ·o 

(I Q) -
>11ñ1 

(IC> 
><•ñ] 

)Un 

H 
x• l 

x+l 

n-1 

L 
tzl 

11 
x+ntl 

D 

" 
N 

H+n-tl 

t/n-t Q 

s 
x+2 

o 

" 

K 

n-1 

L 
t•l 

N fl 
K+t+l x+n+l 

D 

s n 11 
x+nt2 X+n+l 
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Xi·} x+2 
111 + 
L ~+-nt1 S J -n N 

x+n+2 x+n+l 
H s 

(I Q) = 
x:O] D 

Como N s 11 + 11 + N + lf . . .. s 
><+1 x+2 x+l x+2 X+ 3 x+4 x•l 

y H • s N + N + N + ... = s 
x+n+l K+n+2 x.+n+l x+n-+2 x+nt3 X-+n+l 

B.ntoncea: 

S S - n N 
x+l x+n+l xtn+l 

(I Q ) = ----------------------------
x:ñJ D 

(5.5) 

X 

Tambicn ae puede obten1~r la expresión (5. 5) haciendo k-:::h=l en la
expresión (5.4), aeir 

(I Q) = 
x:ñJ 

cr a> 
x:O] 

N s 
X+ l x+n+l x+2 

D 

S S - n N 
x+l x+n+l x+n+l 

D 

" 

s n N 
x+ntl 

Pare obtener la c~presi611 cur:i:.·~spond1cnte al valor presente de 
una anualidad variable vencida decreciente temoral a n a~os. denotado
por (D Q ) • donde decrece en progresión ari tmetica a razón de h, -

x:ñl 
se toma la sur.ta de n anualidades temporales, gráficamente se observa -
de la siguiente manera: 
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h a h 

,..11 
h a h h 

•• 21 
h a ,.,31 

h h h 

h a 
•• ;;-:21 

h h h 

h a 
• ,--;;-:¡-] 

h h h h 

h o h h h h h 

··ñl 
--1-----1-~--1-----1--- ---1-----1----

M+I ><+2 >H3. >C-+n-1 x+n CG. :Sl 

Por lo tanto el valor presente de una anualidad decructnnte es 
igual a la nu•a de los niveles de (G.5), asfa 

CD O> 
••ñl 

coa) . 
><•ñl 

IDQ l . 
,..ñJ 

ID Q l • 
x1ñ1 

ID Q l • 
><•ñl 

h 

h 

h 

h 

h 

D 

a xsll 
+ h o + h o ,.,2) .,31+ ••• + h o + h o 

x1ñ=il x:ñ] 

[o + ,..11 o + o •···• a • a J ,.,2] ,.,31 ,.,ñ=l] ><•ñl 

n ¿ a 
t=l ,.,t] 

t 
N N 

x+1 >C+t+l 

t=I o 

+ [N - N J 
>C ... 1 M.-+3 

+ [H 
x+1 - N J ><+4 

+ ••• + [ N - N J 
x+l K,.n + [N -N J l x-+1 >t+n+l 



coa J = 
Kiñl 

CDQ l 
K:ñ] 
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[ 
n N 

><+1 [ ",..2 + N 
h 

D X+] 

" 

N x+n + N x+n+l]] 

h [n "x+l - [
5

><+2 -
5

x•n•2 J] 
-----------------------------------

O 

" 

+ H •••• + 
X+ll 

(5,6) 

Si este tipo de anualidad decrece por 1 cada nño. tenninando con
el n-esimo pago de l. entonces en la expre~ión (5.6) h=l. por lo tan -
to: 

x+l [ s - s J 
x+2 x+n+2 

(5.7) 

n H 

coa) • 
x1ñ] O 

" 
Existe otro tipo de anualidad variable creciente en donde la va -

rlac16n de loa pagos cesa al cabo de n aftas. es decir, provee incre 
mentas de h cada nfto limit~ndoae a n aaos con pagoe conatanteo de 
(k + (n-l)h) por el resto del tiempo de vida de una persona de edad x. 
El valor presente se denota por (V (] ) donde n nignifice el nfune-

n X 
ro de periodo hasta el cual varlan loo pegos, gréf icamente se obset"Va-
de le siguiente manera: 

h a h h h h 
n-1/ " h a h h h h h 
n-2/ X 

h a h h h h h h 
2/ " h a h h h h h h h 
1/ X 

k o k k k k k k k k 
X 

--1-----1-----1-----1--- ... ---1-----1-----1-----1-----1--
K x+l x+2 K+3 x+n-1 x+n x+n+t x+n+2 x+n+3 ..• 

(G.6) 
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Por lo tanto t-"l valor presente de" E>nte tipo de anuali_dad eatlt da
do por la auma de tos niveles de (G.6)~ as.1: 

(V Q )< o • h o + h Q -t ••• + h 
n-2/Q x 

+ h 
n-1/ Q x ñ1 lt " 1/ " 2/ " 

(V Q k o • h 
[ 1/ a" • 21°" ..... o • o J 

ñl lt " n-2/ x n-1/ x 

(V Q )<o • h [~ t 1 0J ñJ " " t• 1 

(V Q l< o + h [r _''.(-] 
ñ] >< " t<l 

h 

\rn] (V Q • k o [ H • " • N + ...... J!J + 
ñ] " " D '" 2 X•.3 x+4 x+n-1 

" 

N 
x+l h 

"x+n] 
(V Q) ~ l< [ N + N • ¡¡ + ••• + 11 + 

ñl " D D x+2 x+3 x•4 x+n-1 

" " 
Recordando que• 

w-x w-x 

s L H l' s L li 
X+2 t '72 ><+ t x+n+l t:n+-1 X+ t 

.ff.ntonces: 

. [\· l h 

s x+n•l] 
(V Q) • [s 

ñ} X D x+2 

" 
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k N h ~ x+2 X+l 
(V Q) • 

ñl " 
( 5. 0) 

D 
X 

Si en le expresión (5.8) k=h-==1 ar: trota de una enuulidad vencidn
creclente la cual provee incrementos de 1 <.:ada año haata el n--:-aimo 
ario con pagoa conatantes de n por el reuto del tiempo de vida de una -
persono de edad x, gréficam.ente oe o\:r.::rt.H·vn de la slguicntt~ man~ra: 

o 
n-1/ >< 

o 
n-2/ X 

2/ Q X 

o 
l/ )( 

o 
X 

--1-----1-----1-----1--- ... ---1-----1-----1-----1-----1--
x x+l x~2 x+3 x•n-1 x+n x+n+l x+n+2 x+n+3 

(G.7) 

Kl valor preeente de ente tipo de anualidad, denotado por 
(I Q ) , eatll dedo por la auma de loa nivelea de (G. 7). as11 

ñJ " 

)( 

(I Q) • 
ñJ )( o 

(I Q 
ñJ X 

a 
X 

" 
(I Q 

ñ] " 
a 

[ l/ O >< + 2/ O>< + • • • + n-2/ O x + n-1/ O><] 

n-1 

L 
t•l 

o 
t/ X 

n-1 N 

~ x+t+l 

t•l D 
X 



(1 o) 
ñl " 

(I Q 
ñl " 

o 

N 

" D 

" 

ll+l 

D D 
X l< 
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+ ••• +N +H J 
xtn-1 x+n 

Xt4 
+ ••• + N + 

x+-n-1 H K+n] + N 

N +H +N +H + •.. +H +N 
x•l x+2 x+3 x+4 x+n-1 x+n 

(I Q 
ñl " D 

" 
Recordando que: 

s H y s R 
xtt x+n+l ll+t 

Entonces: 

s s 
x+l M+n+l 

(I Ql 
ñJ " 

(5.9) 
D 

" 
Tamblen ee puede obtener la exprealón (5.9) haciendo k•h•l en la

cxprealón (5.0), aa11 

l<tl 
Is 
L x•2 

(I Q) 
ñj X D 

" 

(1 o 
ñ] " 

~x+I 
D 

s J -
X+2 

s 
x+n+t 

X 
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s s 
x+l x+nfl 

(I Q) 
ñ) " D 

X 

KJEMPLO 1. Calcular el vcllor presentf• de una anuoJ tdad vencida 
para una peroona de 25 año.o, la cual provee pagos anuales de 
$ 750,000.00 el primer oño, $ 800,000.00 el segundo, $ 850,000.00 el -
tercero, incrementllndosc 1.d $ 50,000.00 cada ei'1o hasta lleqar. a 
s 1'050,000.00. . 

(V O> = 
i11ñl 

ki~ -N ]• 
L x~l x..-n+l 

h - n H J 
x+n+l 

Gráficamente reaul to: 

50.000 

50,000 50,000 

50,000 50,000 50,000 

50,000 50,000 50,000 50,000 

50,000 50,000 50,000 50,000 50,000 

50. ººº 50. 000 50,000 50,000 50,000 50,000 

750,000 750,000 750,000 750,000 750,000 750,000 750,000 

---1-------1-------1-------1-------1-------1-------1-------1-----
25 26 27 28 29 30 31 32 

Por lo tanto k=750,00U , h=50,000 y n==7 

Aplicando (5.4) resulta: 

(V Q) = 
25:71 D [

750,000 lH - H J + 
L 25+1 25+1+1 

s 

50.000 [s 
25•2 



(V Q) • 
25:71 D 
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[150, ooo [N
26 

- N 
33

] • 50,ooo [s 
e 27 

s 
14 

(V Q) = ------------
25:71 4'573,177.1 

[(750.000)(108'616,225.2 - 80'343,048.6) 

• (50,000)(1.923'932,814.7 - 1.280'284,934.9 - (7)(80'343.048.6)] 

(V Q ) -::i = 5 '524, 847. 15 
25:71 

RJRMPLO 2. Calcular el valor presente a lo edad 33 de una serie -
de pagos comenzando con el primero de $ 450,000.00 a la edad 34, 1n 
crementAndoae en$ 100,000.00 cado ario hasta llegar a lu edGd 43, de -
lo edad 44 en adelante mientran la persona sobreviva los pagos serán -
constantes. 

Utilizando la expre5i6n (5.A), resulta: 

k N h 
<; J Y.+n+l _ x.i 

(V Q 
ñ] >< D 

Donde k=450,000 • h=l00,000 

(V Q) 
lo] 33 

(V Q) 
1o1 33 

450,000 N 
33•1 

450.000 N 
34 

100.000 [s 
33+2 

D 
33 

100,000 [s 
35 

D 
13 

(5.8) 

5 
33+10+1J 

544J 
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(\1 o) .. ----------- [(4~0.000)(76'792.137) 
iOl 33 3'550,911.6 

(100,000)(1,203'492,797.9 - 654'75~.355.l)J 
(\1 o) = 2~'185,027.17 

lol 33 

B.lBMPLO 3. Expresar en s.tmbolos conmutados eJ VAlor presente de -
unn anualidad vencido de una vida de edad x la cual provee pagos anua
les dt~ 100 el pr1mt:·r or1o, 400 el ocgundo ai'l.o# 100 el tercero~ incre 
mentóndoue en JOO cadn aílo hnsta llegar a 1.600; deapues los pagos de
crecen €'n 400 por n.no hanto lleqar a 400, posterionnente los Pf\90B son 
coristantcs. 

Gréf icnmente el problemR al'?' observu de la si.guientc manera: 

300 

300 300 

300 300 300 

300 300 300 300 400 

300 300 300 100 300 400 400 

100 100 100 100 100 100 400 400 400 400 400 400 

---1----1----1----1----1----1----1----1----1----1----1----1----1---
x x+l x+2 x+3 x+4 x+5 x+6 x+7 x+a x+9 x+lO x+ll x+12 

Por lo tanto fJl valor presente aerA igual a la aurna de cada uno -
de lon nivelen de ln gráfJca anterior: 

\1. P. • [ioo O • 400 o J + [300 o + 400 
6/2° x] ><:61 6/ X 1/5 X 

+ ~ºº o • 400 (] J + [ 300 0 } [ 300 
4/2 Q x] 2/4 X 6/1 X 3/3 X 

+ [ 300 
5/1 o x] 
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V.P. 100 0 ¡¡+ 400 o + 300 
[ 11s 

0 " 
+ 

2111 a" • 3/3 Q X x: 6 G/ " 

' 4/2 o" + s11 a" J + ~ºº [ 6/2 o" + G/1 Q x] [. -. l [ •,., 1 5 

(100) --~:~;:·-~::_ + L: o V.P. 
(400) --;,.--J lOO 

t=l t/6-t " 
2 

1100 ~ o 
t=l 6/t X 

[. . J t. l --~:\--~:~-
x+7 

V.P. = (100) 
(400) ··;:--

5 N - N 2 N - N 

L X-tt.-1 Xt-tt-6-t+l 2= Xt 7 x..,.6-+t + 1 
300 ---------------------- • 400 ----------------

t=l D t=l D 
X " 

[''.:', .-· '.'. '-] f' l ><•7 
V.P. (100) (400) -·;:--

5 N - !I 2 N - 11 

L x+t+l ><•7 ~ ><•7 x.+t+7 
30U ----------------- + 400 ¿__ ----------------

t=l D t=l D 

" " 



V.P. 

V.P. 

V. P. • 

V.P. 

- lH -

r, -. J t · l [ ~x+2- \.1] l--~:=~:"-~:~-
x+7 300 

( 100) (400) --~:--
+ _, ____ 

D 
X 

+ [ N 
X+ 3 

- N J , - x+7 _ 
-+ [" -· 

· x+4 
-N J+[N x+7 · x+5 - H J 

x+7 Xi-6 X+7 
+ [H - H J] 

400 

[CNx•7 [
11

x+7 - \,9]] 
t ----- - N J • 

D x+B 
X 

(100) 

N 
x+4 

+ N 
x+S 

[ 
N + 

x+B 

D 

" 

100 N + 400 PI 
x+7 

- 1.500 N + 800 - 400 S 

x+7 

x+7 x+7 x+B 

'l l 
xtlj 

+ 300 s - 300 s 
X+2 

• 400 s J 
X+lO 

X+ 7 
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V.P. 
[

100 N - 400 N + 300 S - 300 S - 400 S 
K+l K+7 X+2 X+7 K+B D 

" 
+ 400 s J 

K+lO 

Ahora se tiene que: 

- 400 N - 400 
K+ 7 

y 

- 300 s - 400 
K+ 7 

Por lo tanto: 

V.P. = 
1 

D 

" 
[

100 11 
K+l 

s 
K+B 

s 
K+7 

+ 300 s 

- 400 [ N + S J - 400 
x+1 x+B 

- 700 s 
K+ 7 

- 700 s + 400 s J 
K+7 K+lO K+2 

5. 3 AJIUALIDAD VAllIAfJLR VJ!!ICIDA DIFKRIDA n AllOS. 

s 
K+7 

Hn este tipo de anualidad los n pr1mero:a pagos son omitidos. as1-
que el primer pago de le para una peL·aona. de edad :~ .. oc ~ali2"A a la 
edad K+n+l. a·la edad K+n+2 el pago corresponde a (k+hJ. a la edad 
x+n+3 el pago corresponde a (k+2hJ. y &si sucesivamente mientras la 
persona se encuentre con vida. Grt1ficamente se observa de la siguiente 
manera: 



h o 
n+m-1/ lC 
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h 

h 

h 

h o h h h 
n+4/ lC 

h o b h h h 
n+3/ x 

h o h h h h h 
n•2/ x · 

h o b h h h h h 
n+l/ " 

k o Je k Je Je k lr k 
n/ " 

--1-----1-- ..• --1-----1-----1-----1-----1-----1-- .•. --1-- ... --1--
x x+l x+n x+n+l x+n+2 x+n+3 x+n+4 x+n+5 M+n+m 

(G.8) 
• Afio de tallecimiento de la persona de edad x. 

Por lo tanto el valor presente de eote tipo de anualidad, denota
do por (V Q) , eotd dado poi: la OUlt\a tle las niveles de (G. 0), 

n/ " 
4811 

(V Oi le o + h .o + h 
n+2/ O 

+ h 
n+3/ O n/ X n/ ll n+l/ ll ll X 

h o + ••• + h o + h o t •••• 

n+4/ ll n+m-1/ ll n•m/ ll 

(V a k 
n/ o X 

+ h 
[ n+l/ O o o + 

n/ X X n+2/ ll n+3/ X 

a + ••• + o + o " + ... ·] n+4/ " n+m-1/ X n+m/ 

(V Ql k o • h [r Q ] 
n/ 11 n/ lC t•l n+t/ X 

(V a> k o • h [r _:~'.;'.'.'.'.-] 
n/ " n/ " t=l 

11 



cv O> 
ni X 
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h 

D 
X 

+ N + .N 
x+n+3 x+n+4 

+ •••• J 

k N + h 
[

N + N + N· 
+ ···1 

CV Q 
ni )( 

Recordando 

x+n+l 

Jos valores 

9 
x+n+2 

Por lo tanto• 

IV Q l 
ni K 

k N 
x+n+t 

x•n.._2 x+n+3 .x+n+4 

D 
)( 

conatUtados se 

w-x 

L N 
t=n+2 w+t 

+ h s 
x+n+2 

D 
X 

------

tiene que1 

!5.101 

otra forma de obtener l~ expresiOn 15.101 es tomando cooo base la 
expresiOn 13.7.A.I, as1: 

IV O> 
ni 

cv a 
ni 

IV a 
ni 

X 

)( 

E 
n x 

E 
n X 

D 
x+n 

D 
X 

IV Q 
K+n 

[ .. + h s l x+n+l x+n+2 

D 
>e+n 

['" .. , l ---"~~~-;;----~~:-
x+n 
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k N + h S 
(\,1 o >e+n+1 >c+n+2 

ni )( 

D 
)1 

Si IH1 la oxpreei6n 15.101 k=h=t se tiene el valor presenta do una 
anualidad vuncida diferida n i!ll'los, donde el primer pago a la edad 
x+n+l os l, ,a la edad >c+n+2 es '.l, a la edad a ... n-+3 es 3 11 y a:si sucesi -
va~.onte •ientras Ja pe~sona so encuentre con vida, grAficamente ~o ob
sorva de lA siguiente manora1 

Q 
n+4/ x 

n+3/Q x 

n+2/Q x 

n+l/Q x 

n/Q" 
~1-----1--••• --1-----1-----1-----1-----1--~-1~ ••• --1--••• --1--

)( >e+1 >e+n x+n+1 u....,,+2 >e+n+:S x-t-n+4 ><+n•5 M+n•m $ 

IB.91 
S f.rto de fallecimiento da la persona de edad x. 

Por lo tanto el valor presento do esto tipo de anualidad, d&nota-
do por <1 Q > , estl dado por la "uma de los nivelas de <B.91, 

ni x 
Allf 1 

(J Q l 
ni N ni a N + n+i/ o N + n+:U o H + n+3/ a N + 

a ...... a .. a ...... 
n+4/ x n+•-1 I !t n•Ai/ M 



º a 
n/ " 

(I Q) 
n/ " 

(I Q) 
ni " 

(I Q) 
n/ X 

a 
n/ " 

n/ a + 
X 

• x+n+l 
-------- + 

D 
X 

" + N 
x+n+l 
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w-x 

¿: a 
t•l n+t/ " 
W-K 11 

L >Hn+t+l 

----------
t•l D 

X 

D ['x+n+2 
+ H 

x+n+3 
X 

+ H + " x+n+2 x+n+3 100+4 

D 
X 

Recordando loa valores conmutados ae tiene que: 

Por lo tan to: 

s 

(I Q 
D/ X 

s 
x+n+l 

x+n+l 

D 

" 

~ N 
t=n+l X+ t 

+ 11 
x.+n+4 

.. . ... 

+ •• ·J 

(5.11) 

Otra forma de obtener la expresión (5.11) es t0111a11do c0100 base -
la expresión (3.7.A), as11 

(I Q) 
ni x 

11 

n " 
(I Q 

x+n 



H ni 
a 11 

a 
ni 

u a 
ni >< 

u a 
ni >< 
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E 
n X 

D 
N+n 

D .. 
N 

[

, N - - + S J 
----~:~:~-~-~---C~:~~ -· 

x+n 

[ 

N + S l ><+n+l M+n+2 

~~~----~:::--'--------

+ 
x+n+I 

s 
x+n+2 

s 
><+n+l 

D 

" 

D 

" 

EJEtlPL.O 1. Calcular el valor presente de una anualidad vencida 
para una pernona de 29 ""º" cuyo primer pago a 1011 35 al'lo1< es du 
t 92'!:1,000.00, el segundo pago es de ~ 950,000.00, el tercero de 
• 97~,ooo.oo, y ast sucestvaeeOte mientras la persona se encuentre con 
vida. 

eraflcaaontt> "" ob ...... v .. do 111 siguiente ªª""'""' 
25 

25 25 

2'5 25 25 
(miles) 

25 23 25 25 

2S 2'!5 ~ 25 25 

25 25 25 25 25 23 

23 23 ~25 23 2S 25 25 

--1----1----1-~ •••• --1----1-~1~-1----1----1----1----1----1--
IA>s 29 30 31 35 36 37 39 39 40 41 42 43 ••• 
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Por lo tanto. para calcular el valor pr9sente se utiliza la ex 
presiOn 15.101, as11 

IV QI 
ni " 

<V Q1 
6/ 29 

IV Q 1 
61 29 

IV QI 
6/ 29 

cv a, 
6/ 29 

k N + h s 

D 
>< 

x+n+2 

1925,000J N + 125, 0001 S 
2'H6+ l 29+6+2 

D 
29 

<925,0001 N + 125,0001 S 
36 37 

D 
29 

C925,0001170'021,352.7J + 125,0001(1,060'118,797.11 

4'031,340.S 

22'640,786.9 

EJEMPLO 2. Calcular el valor preoente de una anualidad vencida 
para una persona de 30 all'es cuyo primer pago de 1 le realiza al final
de los 38 a/'/es, el segundo pago de 2 le realiza al final de los 39 
all'es, el tercer pago de 3 lo realiza al final de los 40 llllos y as! su
cesivamente mientras la persona se en~uentre con vi~a. 

13rAficamentR se observa de IA Ri~uient~ c~c;a¡ 
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1 1 

1 

1 

1 1 

--1---1---1---1---1---1---1---1---1---1---1---1---1---1---1---1--
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 ... 

Por lo tanto paro calcular el valor presente ae utiliza la expre
atOn (5.11). BB1: 

s 
x+n+l 

(I O> ----------
ni " D 

" 
s 

30+8+1 
(I a ) ---------

8/ 30 D 
30 

s 
39 929'652,305.6 

(I o ) ---------------
e¡ 30 D 3'905,762 

30 

(I Q) 238.02 
8/ 30 
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5.4 ANUALIDAD VARIABLE VITALICIA ANTICIPADA CRECIENTE. 

Si so s:L1pone que los pago:. que una por son u df:' edud >< real i ~a por
este tipo de ¡;inualidad 1 varlan en forma creciente en progrC?siOn ~lrit -
metic:a donde k es el primer termino y h C?S ln razón. A::;.i los pagos ar10 
tras aNo quedan oEtablecidos como: 

k, k+h, J.:t-2h, V.-+3h, ••••• 

Asf, el valor presente de una anu~l1dad variable vitalicia anti -
cipada crec:iente, denotada por <V (j > , se calcula dE? la siguiente 

X 

maneras 

•+2 2 M+3 3 

cv o a k + (k+hl V + lk+2hl V + lk<-3hl V +. •• 

" 
2 3 

k l + lk+hl l V + lk+2hl V + lk+3hl l V+ ••• 
M+l 

<V Q ~~~~---------~------~~ 

" X 

Plultiplicondc nullleradcr y denominador por V se tiene: 

IV Q 

Ccac D 

IV Q 
" 

D IV Q 
K 

>< 
k l V + lk+hl l 

" 

.. " V 

x+l 

><+1 
V + lk+2hl l 

" \.' 
H 

•+2 
V + lk+3hl l 

•+2 ><+3 

le D + lk+hl D + (k+2hl D + !k+:shl D + •••• 
K ><+1 M+2 >t+:S 

D 

M+3 
V + •• 

k D + lk+hl D + <k+2hl D + lk+3hl D + •••• 
>l ><+1 X ... 2 M+3 
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D (V ª k D + le D + h D + k D + h D • h D + 

X X X X•1 ><+1 x+2 ><+2 ><•2 

le D + h D • h D • h D + . .. 
x+3 X+3 x+3 x+3 

ordenando la8 D con iguale" nub1ndiceo reaulta1 

D (V Q Je D • k D + Je D + k D + ... 
X X X K+1 x+2 x+3 

h D + h D • h D + ... 
x+1 x+2 x+3 

h D + h D + ... 
11+2 x+3 

h D • ... 
x+3 

Pactorizando se tienet 

D (V Q le [ ºx + D + D D .... J 
X X X+l x+2 x+3 

h [D + D + D + ••• J 
X+l X+2 x+3 

h [º + D •... J 
X+2 x+3 

~ 
[ n + ···] .. 

><+3 

Recordando quc1 

.. ->< 

• L D 
11 t•O x+t 

w-x 

• L D 
><•1 tol x+t 
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Por lo tanto• 

D IV o k N + h N + h N + h N + •••• 
)( )( " >C+1 ><+2 >C+3 

D <V o k N + h 
[ N>e+l 

+ N + N + •••• J 
)( )( >< ><+2 x+3 

Recordando que: 

w-x 

s L N 
><+1 t~1 x+t 

Por lo tanta1 

D <V o k N + h s 
X " " ><+l 

k H + h s 
>< ><+l 

<V o ---------------~- <5.121 ,. D 

" 

Otra forma de llegar a la expresiOn 15.121 es tomar en cuenta que 
en este tipo de anualidad se proveen pagos de k a la edad x, lk+hl a -
la edad x+l, lk+2hl a la edad ><+2, (k+3h) a la edad x+3 y asi sucesi 
vamente mientras el asegurado se encuentre con vida, grAficamente re -
~ultA lo si~uiente: 
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h 

h ti h h 

h 
n+2/ ti 11 

h h h 

h 
n+l/ O 11 

h h h h 
n/ .. 11 

h a b h h b h 
n-1/ IC 

h o h h h h h h 

h 
3/ .. " a h h h h h h h 
2/ .. " h a h h h h h h h h 
1/ " )I" a,. Ir k )1 l< k k Je ll }( 

--1-----1-----1-----1--- ... ---1-----1-----1-----1--- ... ---1---
x x+l x+2 x+3 x+n-1 x+n x+n+l n+n+2 

• AIO DR PALLKCIHIRNTO (G.10) 

Por lo tanto el valor preeente de una anualidad variable vitali -
cia anticipada creciente corresponde a la SUJltll de los niveles de la 
gr4fica (G.10) 1 

(Y Q l k a • h 

1/ ª" • h 
2/0 X 

+ h ij • h 
/j/ ª" . IC K 3/ X 

(YQ) " o • h [ ª o • ª + a + .... ] 
" " 1/ X 2.1 11 3/ X 4/ 11 

(VQ) )! Q • h [~ t/aJ " " tal 

. " [ w-11 1/ ] ><O L x+t 
(VQ) 

" X t:l D 

" 
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(VQ) 
h 

" x+3 · x+4 D [ N x+l + H x+2 
+ N + N 

X 

k N + h S 

(VQ) 
K x+l 

X D 
X 

Si en la expresión (5.12) k=h=l ~e trata de una anualidad antici
pada creciente la cual provee pagos de 1 a la edad x, de 2 a la edad -
x+2,. de 3 a la edad x+3 y aal sucesivamente mientrns la persona se en
cuentre con vida. Gráficamente so observa de le siguiente manera! 

o 
n+2/ •. " o 
n+l/ •• x 

o 1 1 
n/ .. " o 1 

n-1/ X 

o 1 
3/., X 

o 1 1 1 
2/ ·. " o 1 1 1 1 
y I< 

a,. 1 1 1 

--1-----1-----1-----1--- ... ---1-----1-----1-----1--- ... ---1---
x x+l x+2 x+3 x+n-1 x+n x+n+l x+n+2 

- AJIO DB FALLBCIMIRNTO (G.11) 

Por lo tanto el valor presente dP. eate tipo de anualidad, denota
do por ( I Q ) , esté dado por la suma de los niveles de (G.11), as1: 

X 



- l4B -

(lo) o + 
1/ ti" + 

2/0" 
+ 

3/ ti" + o + .... 
" • 4/ • 

.. -.. 
na, ti + L o 

" " t=I ti X 

w->< N 

ti L ><+t 
11 a, + 

" " tal o 
K 

N 

" ] !I Q) + [N + N + N ... N + .... 
" D D 1<+1 >e+2 x+3 x+4 

" " 
H + e 

" ><+I (lo) --------------
K o 

K 

B 

" (Jo) (:5.13) 

" o 

" 
EJE~O l. C::lcul,¡;- al ""lor presente de una anualidad anticipada 

para una persona de 15 afrog cuyo priml!r pago anual es de $ 300,ooo.oo
lncrement3ndose a razOn de e 100,000.00 por aho aientras la persona se 
encuentra con vida. 

llrAflcam.,..,tu ne obsorva de la siguiente aanera1 
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100 

100 100 
(miles) 

100 100 100 

100 100 100 100 

100 100 1.00 100 100 

100 100 100 100 100 100 

300 300 300 300 300 300 300 

--1------1------1------1------1------1------1---
AllOS 15 16 17 18 19 20 21 

Utilizando la expresión (5.12) se tiene1 

(V Q) 
X 

evo) 
15 

evo) 
15 

evo) 
15 

le JI • h s 
X X+l 

D 
X 

(300,000) D + (100,000) S 
15 16 

D 
15 

(300.000)(167'754.558.5) • (100.000)(3,395'931.142) 

6'253,773.3 

62'349.474.96 

5.5 AJIUALIDADJlS VARIABLES AllTICIPADAS TJIJ'IPORALl!S A n AJIOS CRECIDTKS 
Y DBCllECIRllTES. 

En este tipo de anualidad los pagos se limitan a un l\éximo de n-1 
aftos, si la pernona de edad x permanece con vida. Tratándose de una 
anualidad variable anticipada temporal a n anos creciente, el valor 
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presente, denotado por (V Q ) . ee calcula de la siguiente manera 1 

111ñ] 

l 
>1+1 >H2 2 

(V Q ) • k + (k+hl 
>11ñl 

V + (k+2h) V + •• • + 

>Hn-1 
(k+(n-llhl 

11 

(V Ql 
l 

[ le \ .. (kth) . 
111ñl 

ll 

(k+ (n-1 )h) 

l'tul tiplicando nu.merador y 

n-1 
V 

" 

V t (kt2h) 
11•1 

x+n-1 
V n-1] 

denominador por V 

><+l 

2 
l V • 

><•2 

" reaulta1 

V + (k+2h) 

••• + 

x•2 
V evo l • 

x1ñ] " V 
x+l 1<+2 

11 
+ (k+(n-l)hl 

lC 
llecordnndo que D • V 

11 X 

>:+n-1 

k D + (k+h) D + (k+2h) D • .•• + (k+(n-1)h) D 

+ ••• 

x x+l x+2 x+n-1 

(V(] ) • ---------------------------------------------------------K•ñJ D 
X 
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D IVQI = k D .. k D .. h D + k D .. h D + h D + ••• 
ll x1ñ] " ><+1 ><+1 ><+2 ><+2 ><+2 

k D + <n-ll h D 
x+n-1 x+n 

Al¡rupando 1 as D con Dl miSr'IO subtndice, resulta: 

D <VQ > = k D + k D + k D + k D + ••• + D 
l( ><•ñJ X x+l ><+2 x+3 x+n-1 

h D + h D + h D + ••• + h D 
><+1 ><+2 ><+3 x+n-1 

h D + h D + ••• + h D 
><+2 ><+3 ><+n-l 

h D + .... + h D 
>c+"S x+n-1 

h D 
><+n-1 

D 1vQ> k [º .. + D + D + D + ••• + D 

J )( xiñ] ><+1 ><+2 ><+3 x+n-1 

h 
[ºu+l 

+ D + D + ••• + D J ><+2 ><+3 u+n-1 

h 
[º,.+2 

+ D + .......... IJ 
, 

x+3 >e+n-1 J 
h [ D + ••• + 

D><+n-1.J x+3 

h D 
x+n-1 

D 1vO> k [Nx N J + h 
[ [N><+l 

- N J + [N><+2 - N J + 
11 ><•ñl ><+n x+n x+n 

[N - N J + ••• + [N 
>c+3 x+n x+n-1 -Nx+nJ] 
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D CVQ) . le [• - " J + 
h [ [N x+l 

+ N + N + . .,+ N J 
X x•ñl X J<+n x+2 x+3 x+n-1 

- (n-1) N J 
x+n 

D evo) . le [\ - " ]· h [~x•l + 11 + N + .. ,+ H J 
K x1ñj x+n K+2 x+3 .x:+n-1 

+ 11 - n n J x+n x+n 

D (VQ) . k [N - 11 J• h [ [H K+l 
+ N + " + ••• + 11 

X x1ñ] x x+n ><+2 x+3 x+n-1 

+ N J - n N x+J x+n 

k r -N J h 
[

6
x+l 

- s - n H J 
(VQ) 

x x+n .x+n+l x+n . ------------------------------------------------ (5.14) 
x1ñ] D 

K 

Otra forma de obtener ls expree16n (5.14) ea tomando en cuenta 
que en eete tipo de anualidad ae proveen pagoa de k a la edad x, (k+h) 
a la edad x+l, (k+2h) a la edad x+2, y aal auceaivamente haeta el pago 
(k+(n-l)h) a la edad x+n-1, grAficamente ae puede obatirvar de la a! 
guiente manera1 
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h o h 

n-1/1 .. X 
h o h h 

n-2/2 X 

h o h h h 
4/n-4,, X 

h o h h h h 
3/n-3 .. " h o 
2/n-2., x 

h h h h h 

h 
1/n-lO 

h h h h h h 

" k 
Q x:ñ] 

k k l<. k k k k 

--1-----1-----1----~1-----1--- ... ---1------1----
x x+l x+2 x+3 x+4 K+n-2 x+n-1 

(G.12) 

Por lo tanto el valor presente de este tipo de anualidad corres -
ponde a la suma de cada uno de loe niveles de la gréfica (G.12), as1: 

(V Q) • k 
x:ñ) 

h o 
n-1/1 X 

<vO ) • k ij + h 
x:ñ] x:n] [ l/n-1 O x • 2/n-2 O K 

n-1/l Q X J 

h[ ~t-=1
1 

(V o ) = k o . L 
x1ñ] x:ñ] 

evo ) . k Q • 
x1ñl x:ñ'] [

n-1 N - n l 
h L --~:: ____ ~:::~==-

t=l D 
K 

. o + ... + 
3/n-3 x 

• o 
3/n-3 x 

+ ••• + 



- 154 -

(V Q ) ~ l< Q + 
x:ñl x:iil [ ["x.1 

h 

" 
H J + rN 

x+n L .x+2 
- 11 J + x+n D 

[
1
x+3 - "x+n] + ... + ["x+n-1 -

11
x+n]] 

(VQ 
h [["x.1. ) • l< a N N + ... • N J 

x:ñ} x:ñ] D x+2 x+3 H+n-1 

" 
- (n-1) 

\+n J 
(VQ) • Ir Q + 

x:ñ] x:ñl 

h 
• 11 11 + ••• + 11 

D x+2 x+3 x+n-1 
X 

+ • J x+n 

(VQ) •Ir 
x1ñ1 

- 11 ] + 
n+n 

D 

61 en le exp~e16n (5.14) l<•h•l eo tiene una anualidad anticipada 
e~c1cnte te•poral e n anoa la cual provee pagos de 1 a la edad x, 2 a 
le edad x+l, 3 e la edad x+2, 4 a la edad x+3 y ae1 eucee1vamentc has
ta llegar el pego de n-1 o la edad x+n-1, gráficamente se observa de -
la e1gu1cnte manera: 



- 155 -

o. 
n-1/l • • " 

n-2/2 a I< 
1 

o. 
4/n-4,, X 

a 
3/n-3, • X 

a 1 
2/n-2,, X 

a 1 
1/n-1 X 

Q x1ñ) 
1 

--1-----1-----1-----1-----1--- ... ---1------1----
x x+l x+2 x+3 x+4 x+n-2 x+n-1 

(G.13) 

Por lo tanto el valor presente de este tipo de anualidad, denota-
do por (1 Q ) , esté dado pro la euma de .cada uno de los niveles de 

(G.13). aai1 

(I Q) • 
x1'ñ] 

c1 a i = 
x1ñ] 

.x1ñl 

o. • 
x:ñl 

o 
n-1/1 X 

o 
'"ñl 

ª . '"ñl 

a + o a+ .... 
1/n-1 x 2/n-2 .x 3/n-3 x 

n-1 

L: 
t=l 

n-1 

L 
t~l 

N - 11 
x+t x+t+n-t 

D 
X 



(I Q l • 
xiñJ 

(I a.) • 
111ñJ 

(I Q) . 
><•ñl 

(I Q) • 
x1ñ] 

(I Q) • 
x:ñ} 

(I i:.i ) • 
x1iil 

(I Q) • 
x1ñ] 

D 
X 

ª . xiñ] D 

" 
- (n-1) 11 J 

x+n 

Q + 
x1ñl D 

X 
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[ [ 
11 

x+l 

11 J + [" x+n x+2 

11 

- N J + 
x+n 

ll 
X+2 

+ •" + N J 
x+3 x•n-1 

• 11 11 + ••• + 11 
><•2 x•3 x+n-1 

+ N J -
x+n n ll J x+n 

11 - 11 

" x+n 

[ 
8

x+l 
------------ + - s - n N J D D H+n·•1 x+n 

" X 

11 - " s - s - n 11 
11 x+n x+l x+n+l x+n 

D 

" 

11 • s 
X X+l [

lf +s J-nll 
x+n x+n+l xfn 

D 

" 
s s n ll 

" x+n x+n 
(5.15) 

D 

" 
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Para obtener la expresión correspondiente al valor presente de 
una anualidad variable anticipada decreciente temporal a n arres, donde 
decrece en progresión aritmetica a razbn de h, »e toma la suma de n 
anualidades temporales, gr~ficamente se observa de la siQuienta •ane -
ra1 

h Q 
XI LJ 

h 

h Q h h 
,.,2) 

h Q h h h 
x13l 

hÜ 
x14! 

h h h h 

h o. h h h h h 

o. XI~ h h h h h h h 

o. x1ñ=Tl 
h h h h h h h h 

xin] 
--1-----1-----1-----1--- --1-----:-----:---

" ><+1 >c+2 >r+3 x+n-3 x.+n-2 x+n-1 
(G.13) 

Por lo tanto el valer presente do una anualidaq,variable antici -
pada decreciente teA,poral a n afies, denotado por <D Q > , estA dado 

xrn 
por la suma de cada uno de los niveles de <B.13>, asf: 

rnQ> =h 
X: "ñj 

Q +hQ +hQ + ••• +hQ 
X •ñJ X J ;:;::¡] X 1 ñ=2j X .11 

en O> h 
":O] [ a -:.71 + o --:-\ + a v•n--:=-1-2 + ••• + a ,.,-1·1~J 

_ >on 1 x1n-ll ft n-:.<1 

CDÜl ah 
x1ñ] 

t 
t=I 

n N N 

rnQ > h 
x:ñ] 

L 
t=I 

x x+t 

D 
X 
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(DQ) • 
x:ñl 

h 

[ [Rx - H 1 + 
x+lJ [N X.- N X+3} + • • • 

D 
X 

h 

+ [" x .- "x+n~lJ + ~ x - H x+nll 
_, 

(DQ) • 
>uñl 

11 + 11 + ... 
D 

X 

H 
x+n-1 

X+2 X+3 

(DQ l e 

x:ñl 
(5.16) 

D 
X 

Bxiate otro tipo de anualidad variable anticipada creciente en 
donde la variación de los pagos cesa al cabo de n ailos, ea decir, pro
vee incrementos de h cadn afio .limitóndone a n-1 aftos con pagos cona 
tanten de (k+(n-l)h) por el .~esto del tiempo de vida de x. Bl valor 
prsoente Be denota por (V O ) , grl\ficamente se observa de la si 

ñ") X 
guien te manera: 

h 

h 

h 

h 

h 

k 

o. h h h h h 
n-1/ •• X 

a h h h h h h 
n-2/ 1( 

a h h h h ll h h 
3/ •. 1( a h h h h h h h h 
2/., X 

0 h h h h h h h h h 
1/, X a,. 11 k k k k 11 11 11 k 11 

--1-----1-----1-----1--- ... ---1-----1-----1-----1-----1-----1---
x x+l x+2 x+3 x+n-2 x+n-1 x+n x+n+l x+n+2 x+n+3 

(G.14) 
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Por lo tanto el valor presente de este Úpo. de. ilnuaiíd.ad;· esté 
dedo por la aunta de cede uno de loa nivelea_dé.(G.14L.·aa1:· 

(V Q) 
ñj X 

(V Q 
ñ] 

(V Q 
ñj 

(V Q 
ñJ 

(V Q 
n¡ 

= k o 
X X 

= k o 
K X 

kQ 
K X 

kQ 
X X 

k 11 

(V Q 
ñj X 

• h 

X 

[ 1/0" + .. .. J a.'····~·· a• 3/ X n-,1/ K ª 21 " 

h[~ 

h [t _:~:~--1 
t=l D 1 

K J 
h 

••••• 11 J 
. Xin-1 

+ H 
D ><+3 

h 

[
,. s ] 
~x+l x+n D 

" 

(5.11) 
D 

K 

Si en le expresión (5.17) k=h=l ae trate de une anualidad antici
pada creciente la cual provee incrementoa de 1 e.o.da ai\o hasta el aílo -
n-1 con pagos constantes de n por el reato del tiempo de Vida de una -
persone de edad x, gréf icamente ae observa de la siguiente •anera: 



ti 
n-1/ . , X 

o 
n-2/ X 

o. 3/., K 

o 
2/,, X 

o 
1(, X 

ax 1 
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l 1 

l 1 1 

1 

1 1 1 

--1-----1-----1-----1--- ..• ---1-----1-----1-----1-----1-----1---
x x+l x+2 x+3 x+n-2 xtn-1 Xin xtn+l x+n+2 x•nt3 

(G. 15) 

Por lo tanto el valor preaente de .:--9tc- t lpo de anualidad. d•}nota
do por (I ti) eetll dado por la auma de cada uno de lon oiveleu de 

ñ] X 
(G.15), aB11 

(I o 
ñl " 

(I o 
ñj X 

(I Q 
ñj X 

(l o 
ñl " 

" 

o 
X 

X 

ll 

o 
" 

" 
D 

1/ Q X t 2/ ti X 3/ Q X 
+ ••• + 

n-1/ o X 

n-1 

L 
tol 

o 
ti " 

n-1 11 

2-:= x+t 

t•l D 

" 

x+3 
..... ,. J 

x:+n-1 D [
11
:.+1+

11
x+2 

+ ll 

X 
[

6 -
x+l D 
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N s s 

(I Q 
ñ] ll 

ll+l x•n 

D 
ll 

s s 

(I Q 
n¡ ll 

X K-+D 
(5.18) 

D 

" 

E.JID1PLO l. Calcular el valor presente de una anualidad anticipada 
para una persona de 40 af\oa lo cual provee pagos nnunlee de 
G 680.000.00 el primer afio. $ 700.000.Ul' el negundo. $ '/20,000.0U el -
tercero.. incrementándose en $ 20 * 000. 00 •:·nda nfio han t. a 1 legar a 
e 860.000.00. GI'6ficamentc ne oOOcI:'Vli C:.:· lu siguiente manera: 

20 

20 20 

20 20 20 

(milea) 20 20 20 20 

20 20 20 20 20 

20 20 20 20 20 20 

20 20 20 20 20 20 20 

20 20 20 20 20 20 20 20 

20 20 20 20 20 20 20 20 20 

660 660 660 680 660 680 1j1)Q 660 660 660 

--1----1----1----1----1----1----1----1----1----1---
l!O 

Utilizando 

(V Q) 
x:ñ] 

k 

41 42 43 44 45 46 

la expreliión (5.14) 

[
N - !l J • h [s -

x x+n x+l 

D 

4·¡ 1!6 49 

s 
x+n+l 

n JI J 
x+n 
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(V Q l • 
401 lol - N J + 

40+10 
(20,000l 

[ s -
D 

40 

s 
40+10+1 

41 

- 10 N J J 40+10 

<V o ) D [ CbBO,OOOl 
[ N40 

- N J + (20,000l [ 6 -
401 lol D ~o 41 

40 

s - 10 
N50 J l 51 

(V Q l 
4011ol 

[ !690,000)(57'719,347.4 - 33'294,950.?l 

cv é:i 

<V Q 

+ <20,000l <81!'286, 10~.6 - 3·1T:::72,951.4 -110> C33'294,950.9ll] 

<6eo,oooi <24'424,396.5> + c20,00011104'963,644.2> 
) ~ ----------------------------------------------------
401 lol 2'8;'.;3,001.B 

EJF.!il'l-0 2. Calculnr P.1 valor pr·esentP. de una anualidild anticipada 
pera una persono da 20 &lfl'os comonzAndo con ol primer pago de · 
$ ?S0,000.00, el segunda pago Ca ~ 350,000.00, al tercero d~ 
• 450,000.00 ast ha~tü lleq~r a$ aso,000.00~ postgriormente lo~ pagos 
soguir~n siendo de $ 850 1 000.00 mi~ntr~s la persona s~ encuentre con -
vida. 

BrAfica~onte se observa de la siguianta maneras 
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100 100 100 100 100 

100 100 100 100 100 100 
<11ilesJ 

100 100 100 100 100 100 100 

100 100 100 100 100 100 100 100 

100 100 100 100 100 100 100 100 100 

100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 

2:50 250 :z:;o 250 250 25-0 250 2'5f.l 250 250 250 

--1--1--1----1--1----1----1----1 ---1----1---- :--
Alilos 

Par-

<V Q 
ñ] )( 

20 21 22 23 24 ?.) 

lo tanto ,.., utiliza la E?Mpres:IOn 

k N 
)( 

+ h rs -
L x+t S><+n J 

D 
>< 

26 27 2B 29 

!5.171: 

<V Q l = 

<250,000l N + <100,0001 [ª - S J 
20 20+1 2<>+7 

71 20 

<2:50,000l N + 
20 

CV QI = 
71 20 

D 
20 

Cl00,0001 [ª 
21 

D 
20 

<V Q l • ------------- [ !2""...0,0001<138' 342, 009. 3> + 
71 20 5'351,272.B 

(100,000)(2,647'224,379.5 - 1,923'932,914.71 J 

<V Q) 
71 20 

19'979,332.54 

30 ... 
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!!.b ANUALIDAD \IA!HNll.E l'l~TIC:IPAD1'1 DIFERIDA n AÑOS. 

Fn r1t~ tipo d~ anualidad lo~ pri~ero$ n-1 pagoA uon omitidoQ, do 
t~l form~ que •l primer paoo d~ k para una persona de gdad H so r2~li
:a a la edad '<+n, ol 130QUndo pago do (k+h) se roali:a ¡¡ la edad x+n+l 1 

ol tcrc:ctr pDgo de Od·2h> so rval1za a la oddad H· .. n+2 y aat muc~¡.iva 

eientQ miontraa la pDrsona GO encuentro con vida. GrAfic~ente se cb 
a.G'rv~ d~ l~ aigu!ont~ maner~t 

h o h 
n+e•t/ •• M 

h o h h 
n-1 M 

h o h h h 
rttS.f •• " 

h o h h h h 
n+41 •• >1 

h o h h h h h 
n+31 •• • 

h o h h h h h h 
n+21 •• >e 

h n+I/~ M 

h h h h h h h 

k n/o M 
k k k k k k k k 

-1---1-••. -1---1--1---1---1---1---1-... --1--1-
,. )(+1 M+n-1 w+n ll+n+l tt+n+2 >e+n+3 x+n+4 x..a.n+~ x.+n+m x+n+m+J 

Par lo tento 
do pcr 111 O l 

ni ~ 

CA. lbl, •11d1 

IV o lt 
ni M 

(\/ ª k 
ni K 

IG. lbl 

ol valor pronente do .,..te tipo de anualidad, denota
' ast~ dado pcr la suaa de los nivelas da la grbf lca 

o + h o + h o .. h o + ••• 
ni " n+l/ " n+2/ M n+J/ 

d + h [ o o + o ... ·-J 
ni l< n+l/ M n+21 K n+3/ X 
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(V QJ Je 
nlax 

+ h [r .. o ] 
ni " t=l n.+tl · x· 

(V o Je [-:;::-] + h [r ni " t=l 

ª ¡.:;:~-~ h [ + .. -] (V Je + 
n/ X D -x.n+1 ,-x+n+2 x+n+3 

X 

k " 
h s 

(Y ni Q 
x+n X+n+l 

(5.19) 
X D 

" 
Otra forma de obtener la exprea!ón (5.19) es tomando como base -

la expresión (3. 7 .JI.)' as1: 

(V i:i R (Y ª ni X n X x+n 

D [" ... l x+n x+n x+n+1 
(V o 

ni X D 0
x+n " 

k 11 h s 

ó 
x+n x+n+l 

(V ----------------------
ni X D 

X 

Si en la expresión (5.19) k=h=l se tiene el valor presente de ~ 
anualidad anticipada diferida n ai'loa, donde el primer pago a lu edad -
x+n es 1, el segundo pago a la edad x+n+l ea 2, el tercer pago a la 
edad x+n+2 en 3 y as1 sucesivamente rulentrae la persona se encuentre -
con vida. Gráficamente se observa de la siguiente manera: 



ti 
n+•+11 x 

n_)j,. 

n+51~" 
n+41~ M 

a 
n+31 •• x 

n+21ª K 

+!/ª" n •• 

niª" 

- lbb -

~t-"'---1~ ••• --1-~--1-~--1-----1-----1-----1-----1-••• --1-~-1-
" K+1 x+n-1 M+n x+n+1 >1+n+2 x+n+3 >Hn+4 x+n+5 x+n+m x+n+m+l 

<G.171 

Por lo tanto al valor presente de este tipo de anualidad, denota
do por (l a l • est• dado por la suma de cada uno de los niveles -

ni x 
de 1• QrAflca IB.171, amlt 

u a i:i + ª + ª •· a + ••• 
ni " ni " n+l/ " n+21 K n+3/ " ,.__,. 

(J ij 
ni Q " 

+ ~ d 
ni .. tml n+t/ x 

N w-x N 

ij 
>C+n ~ K+n+t 

(J + -----
ni K o t=l o ,. H 

N 

ª 
x+n 

[ + ••• J (J .. N + N + N 
ni " o D M+n+l x+n+2 x+n+:S 

" 
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N + H + H + N + •••. 
x+n x+n+l x+n+2 x+n+3 

(I Q 
n/ " D 

s 
x+n 

(I (5.20) 
n/ " D 

" 

Otra forma de obtener la expreai6n (5.20) ea tomando como base la 
expresión (3.7.A.), ae1: 

(I Q R CIQ) 
n/ X n X x+n 

D l:;:~ -] x+n 
(I Q 

n/ " D 
X x+n 

s 
x•n 

(I ª n/ K D 

" 

RJRHPLO l. Calcular el valor presente de 
para una persona de 44 af'los, cuyo primer pago 
$ 1'500,000.00 incrementéndoee afio con afio en 
la persona oe encuentre con vida. 

una anualidad anticipada 
a los 50 arios es de 

$ 100,000.00 mientras -

GrAficamente ee observa de la siguiente monera1 
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100 

100 100 

100 100 100 

100 100 100 100 

100 100 100 100 100 

1500 1500 1500 1500 1500 1500 

--1----1----1----1----1----1----1----1----1----1----1----1-
A80S 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 

Por lo tanto ne utiliza ln expreaión (5.19): 

(V Q 
n/ X 

(V Q) 
6/ 44 

(V Q ) 
6/ 44 

(V Q ) 
6/ 44 

(V Q ) 
6/ 44 

11 H h S 
x+n x+n+l 

D 

(1'500.000) H + (100.000) S 
44+6 44+6•1 

D 
44 

(1'500,000) • + (100,000) s 
so 51 

D 
44 

{1'500,000)(33"294,950.9) + (100,000)(375'372,951.4) 

2'476.878.2 

35'31S.539.98 



.. 

o 
1 
2 
3 .. 
5 
b 
7 
B 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
lb 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
2b 
27 
26 
29 
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TABLA 

TABLA DE l'IORTALJDAD eso 1958 

TI-E C01111IS910NER 19513 STANDAAD ORDINAAV l'IORTALITV TABLE 
3X. 

d q 
)( 

10•000,000 70,800 0.00708 
9'92'1,200 17,475 e.0017b 
9'911,72'5 15,06b 0,00152 
9'69b,b59 14,449 0,0014b 
9'882,210 13,835 0.00140 

9'8b8,375 13,322 0.00135 
9. 85!1, 05'3 12,812 0,00130 
9'642,241 12,401 0.0012b 
9'629,810 1~11091 0.00123 
9'617,749 11,879 0.00121 

9'605,870 11,865 0.00121 
9'794,005 12,047 0.00123 
9'761 1 956 12,325 0.0012b 
9•769,633 12,896 0.00132 
9'756,737 13,562 0.00139 

9'743, 175 14,225 0.00146 
9'728,950 14,993 0.00154 
9'713, 9b7 15,737 0.00162 
9'696,230 16,390 0.001b9 
9'681,840 lb,846 0.00174 

9'b64,994 17,300 0.00179 
9'647,694 17,6~ 0.00183 
9'630,039 17,912 0.00186 
9'b12, 127 !9, !67 0.00189 
9'593,960 18,324 0,00191 

9'575,63b 18,481 0.00193 
9'557, 155 18,732 0.00196 
9'536,423 18,961 0,00199 
9'519,442 19,324 0.00203 
9'500,119 19,760 0.00200 

--------------------1"'"'--------------------------------------------



:so 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 

50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 
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T A B L A 

TABLA DE MORTALIDAD eso 19:58 

THE COl'IMISSIONER 1958 STANDARD ORDINARY HORTALITY TABLE 
3X 

<con ti nuar:i bn> 

d q 

" 
,. 

9'480,359 20, 193 0.00213 
9'460,165 2G,718 0.00219 
9'439,447 21,23'1 0.00225 
9'418,208 21,850 0.00232 
9'396,358 22,551 0.00240 

9'373,807 23,529 0.00251 
9'350,279 24,685 0.00264 
9'325,594 26,112 0.00280 
9'299,402 27,991 0.00301 
9'271,491 30, 132 0.0(1325 

9'241,359 32,622 0.00:.53 
9'200,737 35,362 0.00304 
9'173,375 38,253 0.00417 
9'135,122 41,302 0.00453 
9'093,740 44,741 0.00492 

9'048,999 40,412 0.00535 
9'000,507 52,473 0.00583 
8'940, 114 56,910 0.00636 
0'091,204 61,794 0.00695 
0'829,410 67, 104 0.00760 

8'762,306 72,902 0.00832 
0'689,404 79,160 0.00911 
0'610,244 85,750 0.00996 
8'524,486 92,032 0.01089 
8'431,654 100,337 0.01190 

8'331,317 108,307 0.01300 
8'223,010 116,049 0.01421 
B' 106, 161 125,970 0.01554 
7'980, 191 135,663 0.01700 
7'844,520 145,830 0.01859 



60 
bl 
62 
63 
b4 

b5 
66 
67 
bB 
b9 

70 
71 
72 
73 
74 

75 
76 
77 
78 
79 

80 
91 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 
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T A B L A 

T AllLA DE HORTAL IDAD CSO 19'"".>8 

TI-E COMMIBSIONER 1958 STANDARD ORDtNARY NORTALITY TABLE 
31:: 

h:ontinuacibn) 

d q 
X 

7'690,698 151.,592 0.02034 
7'542,106 167,736 0.0::224 
7'374,370 179,271 0.02431 
7' 195,099 191, 174 0.02657 
7'003,925 203J 394 0.02904 

6'800,531 215,9i7 o. 0:,175 
6"584,614 228,71\9 o. 03•174 
6'355,8b5 241, 777 o. 03801\ 
6' 114,088 Z'.54,835 0.04H8 
5 1 859,253 267,241 0.04561 

5•592,012 278,426 o. 0497'1 
5)313,586 287,731 0.05~15 

5 1 025,0'55 294, 766 0.05665 
4'731,089 299,28'7 0.06326 
4' 431, 800 301,894 0.06912 

4'129,906 303,011 0.07337 
3'826,895 303,014 0.07918 
3"523,881 301,997 O.OB570 
3'221,884 299,829 0.0930b 
2'922,055 295,b83 0.10119 

2'626,372 2SS,B41l C.!C~?!J 
2'337,524 278,9133 0.11935 
2'058,541 2b5,902 0.12917 
1'792,639 249,858 0.13938 
1'542,781 231,433 0.15001 

1'311,348 211,311 o. 16114 
1'100,037 190, 108 0.17282 

909,929 lbB,455 0.10513 
741,474 146,997 0.19825 
594,477 12b,303 0.21246 



" 

90 
91 
92 
93 
94 

9'!5 
96 
97 
9B 
9'1 
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T A B L A 

TABLA DE t10RTALIDAD eso 195fl 

THE C0!111ISSIONER 1958 STANDARD ORDINAAV MOATALITV TABLE 
3X 

Ccontinuaci bnl 

d q .. 
468, 174 106,1309 0.22814 
361,365 88,lll3 0.24577 
272,552 72,400 0.26593 
200,012 57,881 0.28930 
142, 191 45,026 0.31666 

97, 165 34, 128 0.35124 
63,037 2'.3,250 0.40056 
'S7 0 7B7 10,456 0.48842 
19,331 12,916 0.66815 
6,415 ó,415 1.00000 



o 
1 
2 
3 
4 

5 
b 
7 
8 
'I 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
10 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 
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T A B L A 2 

TABLA DE l'IORTALIDAD eso 1959 

lHE C011!1ISSIONER 1958 STANDARD ORDINArlY MDRTALJTY TABLE 
37. 

COLUHW\S DE VALORES CONMUTADOS 

D tl s 

10•000,000.0 288'963,016.7 b,979'643,888.B 
9'640,000.0 27B"1b:;., 016. 7 b,690'680,872.1 
9"342, 751. 4 269'323,016.7 6,411'717,855.4 
9'056,844.9 259'980,265.3 6,142'394,838.7 
8'780,215.6 250'923,420.4 5,882'414,573.4 

8'512,546.9 242'143,204.8 5,631'491,153.0 
8'253,451.8 233'630,657.9 5,309"347,948.2 
8'002,642.6 225'377,206.1 !J,155'717,290.3 
7'759,766.4 217''374,563 .. 5 4,930"3•l0,084.2 
7'524,487.1 209'614, 797.1 4,712~965,52(1.7 

7'296,488.1 202'0'10,310.0 4,503'350,723.6 
7'075,397.6 194'793,821.9 ",301·260,413 .. ó 
6"860,068.5 187'718,424.3 4,106'466,5?1.7 
6'652,644.7 1El0'857,555.8 3,9Hl'748,167.4 
6'450,352.6 174'204,911.1 3,737'890,611.6 

6'253,773.3 167'754,558.5 3,563'685,700.5 
6'062, 760.0 161'500,785.2 3,395'931,142.0 
::;•077' !O?. O ! 55' 43BJ O?~.';" 3;"234'430,356.8 
5'696,688.0 1·~9"' 560, 9'. 5. 4 3,078'992,331.6 
5''521, <i 10.1 143'EJM,227.4 2,929'431,416.2 

5'351,272.8 138'342,809.3 2,705'567,188.8 
5'186,111.0 132'991,536.5 2,647'224,379.5 
5'025,845.1 127'805,425.5 2,514'232,843.0 
4'870,385.5 122'779,580.4 2,386'427,417.5 
4'719,592.{., !17'909, 194.9 2,263'647,837.1 

4'573,377.1 ll3' 189,602.3 2,145'738,642.2 
4'431,602 .. 4 108'616,22'5.2 2,032'549,039.9 
4'294,093.7 104'184,622.8 l,923'932,814.7 
4'160,726.8 99'090,529.1 1,019'748, 191.9 
4'031,340.5 95'729,802 .. 3 l,719'857,662.8 



K 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
3U 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 

50 
'51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
50 
59 
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TABLA DE MORTALIDAD eso 1958 

THE COl1HISSIONER 1958 STANDARD ORDIN/'IRY MORTAUTY TABLE 
3%. 

COLlll'fNAS DE VALORES CONMUTADOS 
<conttnuacibn) 

o N 

3'905,782.0 91'698, 461.8 
3'783,944.4 87'792,1>79.8 
3'665,bB6.8 04'008,735.4 
3'550,911.6 00'343,048.6 
3'4"39,489.9 76'792,137.0 

3' 331, 295. 4 73'352,M8.1 
3'226,149.5 70'021,352.7 
3'123,914.9 6b'77'5,:=o3.2 
3'024,434.7 63"671,~0B.3 

2'927,506.2 60' 6'16,fJS3. b 

2'833,001.8 57'719,347.4 
2'740,778.0 51;"686,345.b 
2'650,731.3 52'145,567.b 
2'562,794.0 49'494,036.3 
2'ff;76,R7S.2 46'932,042.3 

2'392,904.8 44'455,164.l 
2'310,779.5 42'062,259.3 
2'230,395.8 39'751,479.8 
2'151,660.7 37'521,084.0 
2'074,472.4 35'369,423.3 

!'998,744.0 33'294,950.9 
1 "124,383.0 31'296,206.9 
1'851,:312.7 '1:9' 371, 823. 9 
1'779,498.9 27'520,511.2 
1' 708, 844. 9 2!1'741,022.3 

l 'b'39, 329. 7 24'0'32,177.4 
1'570,891. 7 22'392,047.7 
l'503,4b5.'3 20'821,956.0 
l '436,991. 7 19'318,490.7 
I '371 0 420. 2 17'881,499.0 

s 

1, 624' 127, 860. 5 
1,532'429,398.7 
1,444'636,718.9 
J, 360' 627 ,983.5 
1,280'284,934.9 

l,203'492,797.9 
1,130'140,149.8 
l,060'118,797.1 

993•323,593.9 
929'652, 305./, 

869'005,452.0 
811' 286, 104. 6 
756'399,759.0 
704' 254' 191. 4 
654'759,355.1 

607'827,312.B 
563'372,148.7 
521'309,889.4 
481'558,409.6 
444'037,325.6 

'l-08'667,902.3 
375'372,951.4 
344'076,74~.5 
314'704,920.6 
287'184,409.4 

261'443,387.1 
237'411,209. 7 
215'010,362.0 
194'196,406.0 
174'877,915.3 



l., " 1 ·. 

60 
ót 
62 
63 
b4 

65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 
72 
73 
74 

75 
76 
77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
09 
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TABLA DE MORTALIDAD eso 1958 

THE COMHISSIONER 1958 STANDARD ORDINARY 110RTALITY TABLE 
3·~ 

COLUHNAS DE VALORES CONMUTADOS 
<continuación> 

D N 

1'306,723. 0 16'510,078.B 
1'242,859 .. 2 1s•20-·~~l3ss.o 

1 • 179' 823. 4 13'960,495.B 
1'117,613.4 12'780,672.4 
I '056, 231.5 11'663,059.0 

995,687.8 10'606,827.5 
935,994.9 9'611,139.7 
077, 163.6 8'675,144.8 
819,219.7 7'797,981.2 
762, 208. •l 6'978,7lJ1.5 

706'25/J.4 6'216,553. 1 
651 'sris.s 5'510,296.7 
598'314.8 4'858,751.2 
546,819.2 4'260,436.4 
497, 308. I 3'713,617.2 

449,933.5 3• 216, 309. 1 
404,778.5 2'766,375.6 
361,872.0 2'361,597.1 
321,222.8 1'999,725.1 
::!82,844.4 1'678;502.3 

246,818.8 1' 395, 657. 9 
213,275.5 1'148,839.1 
182,350.6 935,563.6 
154, 171.2 753,213.0 
128,818.2 599,041.8 

106,305.0 470,223.6 
86,577.7 363,918.6 
69,529.5 277,340.9 
55,007.3 207,811.4 
42,817.6 152, 804.1 

156'996,41ó.3 
140'"406,337 .. 5 
125'282,9132.5 
111' 322, 4Bó. 7 

98'541,814 .. 3 

B6'87B,755.3 
7b" 271, 927.8 
66' /;,60, 700. 1 
57' 985, 643. 3 
:so· 107, wt./2. 1 

43•208,900.6 
36' 992, 347. 5 
31'482,050.B 
26'623,299.6 
22' 362, 863. 2 

18'649,246 .. 0 
15'432,936.9 
12'666,561.3 
10' 304, 964. :l 
8'305,239.1 

6'626, 73ó.8 
5'231,078.9 
4•os2.239,.0 
3' 146, 676. 2 
2'393,463.2 

1'794,421.4 
1'324,197.8 

960, 279.2 
682,930.3 
475, 126. 9 

1 

--------------~--------------------------------------------------
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95 
9b 
97 
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TABLA 2 

TABLA DE HORTALIDAD eso 1958 

THE ClltlHISSIONER 1958 STANDARD OOOINARV HQRTllLITV TABLE 
:n 

COLl..IHNAS DE VALORES CONMUTADOS 
(continuacibn) 

D N 

32,738.4 109,986.5 
24,533.4 77,248.1 
17,964.9 52,71-l.7 
12,BO'S.4 34,749.B 
8,834.3 21,946.4 

5,Bbl.O 13,112.1 
3,b91. 7 7,251.1 
2,148.5 3,559.4 
1,0&7.1 1,410.9 

343.B 343.8 

s 
)( 

322,322.8 
212,336.3 
135,088.2 
82,373.5 
47,b23.7 

25,&77.3 
12,565.2 

'!5, 314.1 
1,754.7 

343.8 
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e o n e L u s r o • R s 

En la práctica este tema ea una de lna besea principales para el
célculo de las primas que serén asignadas al asegurado por l<l Compañia 
de Seguroa respectiva. 

BB muy frecuente encontrar cnaos en dond(" los pa.goo no son anua 
lea por lo que fue importfJnte encontr:ur expr.enionca para valores pre -
sentea cuando los pagoa se realizHn y[\ sea mensual. bimegtral. trimes
tral o bien semestrales. Adem6.s uc obluvn Ja expresión para culculnr -
el valor pre-aente de lea anualiduden temporalco a n oíloB. diferidas k
aftoa. pagaderas m vecea ol a~o. 

En el cap1tulo 4. dentro del tema de anualidades vitalicio.n p.-'lga
deraa m vecea al año. ae comenzó el análinlo pura ~ncontrar el volar 
preaente. n partir de la f6nnula de Huler-Mnclaurin, ~1 el lt-ctor de -
sea profundizar en el denarrol lo de dicha fórmula puede con~ul tnr 1 i -
broa de métodos numéricos. 

H5 importante oeiialor.· que g~ner.:dmente lon P89')E", que ne re<1liznn
por una anualidad no son iguales. por ello fué nr_.r.esnrto onali?.nr- dr;>n
tro del capitulo 5, a detalle este tipo de varincionea. 

La pre2P,nte tesis intentó desarrcllar en forma ro.á3 l.li'npliH el f~B 
tudio de las anualidades contingentes debido a que la poca bibliogra -
f!a con que ae cuenta plantea de moneLa muy breve este tema, por lo 
tanto este trabajo pretende ser una quia de fácil comprensión para 
aquellos estudiantes interesndos en profundizar en este estudia. 
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