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INTRODUCCTI OWN

El presente trabajo {ntenta annlizar maa a fondo las anualidades-
cuntingentes con el fin de ayudar a los estudiantes de la ecarrera de -
Actuaria a 1s mejor comprensidén del tema.

Siendo la elaridad un punto de capLtal importancia en toda obra. -
s8¢ ha procurado lograrla, tanio en la exposicion comoe en la disposd
cilén y presentacidn de]l tema. Esta tesis se ha agrupade en capituloes, -
subdivididos =n subcapfitulon, lo cual puede contribulr al buen exito
de estudio, y hanta ftacilitar al lector una visidon clara para abarcar-
el conjunto de oo diferentes asuntos que Se exponen.

Coma la aimple teoria suerle ser, de por o1, bastante arida, y co-
mo, por otra parte, la comprension s6lo se afianza mediante la resolu-
citn de ejercicios que 1mpliquen la aplicacion de las expresiones que-
paulatinamente se obtienen, se han resuelto alguneos ejemplos, a modo
de orientactén para «] lector. Para resolver log efercicios se tomo la
Tabla de Mortalidad €S0 1998 (The Commissioncrs 1958 Standard Oxdinary
Mortality Table) que se ancxa al final de esta tesis,

Por ctro lado, con el objetivo de proporciconar una mejor compren-
olién tanto en el desarrollo de las diferentes expresiones comn en los-
ejemploa, ue elaboraron graficas permitiendo as) una mayor claridad.

El Ccapitulo 1 define el concepto de anualidad, de anualidades -
ciertas y anualidades contingentes, agsi como tode lo que a esto se re-
tierre. Posteriormente se da una breve resefia de las anualidades cler -
tnn con el fin de que el lector palpe las diferencias entre las anua -
lidades ciertas y lan anualidades contingentes, las cualeg son objeto-
de eate estudio.

El cCapfitulo 2 expone los conceptos bAsicns tanto en el Sred pro -
babilint{ce como en tablas de mortalidad, con el objeto de hacer mas -
comprengibles lon capfitules pesteviores, ya que lo gue se presenta en-
evgte capftule gon las bazes princlpalesa utilizadas en los célleulos de-
lay expresiones para anualidades contingenteg.

Bl capttulo } expone a tondo las anualidades vencidas y anticipa-
dan contingentes. Se definen todos 1o conceplos y ae desarrollan las-
vxprociones para obteper ol valor preagente de lag anualidades vencidag
vitalictas, diferidas, temporales, temporaloes-diferidas, asi como las -
ceapectivas pars las anualidades anticipadas. Los pagos correspondien-
tren a4 ente tipo de anual fdades e realizan anualmente, mientras que el
Capftulo 4 haee referencis o las amtalidoades vencidas y anticipadas en
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donde los pages se realizan mensual, bimestral, trimestral o semes -
traimente.

Y finalmente el Capitulo 5 expone las anual idades vencidas y an -
ticipadas variables tanto crecientes comao decrecientes, en deonde se -
presenta el problema de caleular el valor pregsente de pagos anmuales
que varian afic con afioc en progresion geometrica ya sea en forma cre
ciente o decreclente scegtn sea «l caso.



3.

CAPITULO 1

ANUALIDADES

1.1 CONCEPTOS GENERALES.

Una anualidad se define como una serie de pagos pericdicos de su-
mas genercalmente iguales efectuadeos durante la existencia de una &1 -
tuacidn dada a intervalos iquiales de tiempo.

El tiempo transcurrido entre cada pago sucesiveo de la anualidad -
s& conoace como “intervalc o [recuencia de pago®

Kl tiempo contado deade el principio del primer intervalo de pago
hasta el finol del Gltimo intervalo de pago =e conoce come "plazo de -
la anuatidad.

La suma de todos los pagos realizados durante el aio se conoce -
come "renta apnual®,

A la suma de los valores presentes de cada page, cada uno descon-
tado al principio del plazo de la anualidad se le conoce como "valor -
pregente de una anualidad” y se denota por “(] "

A la suma de los montos compuestos de cada pago, cada uno acumu -
lado al final del pluzo de la anualidad ne 1e conoco oomo "monilo O Va-
lor acumutado de una anualidad” y s denota per “S*.

Se constderan basicaments dos tipos de anual idades:

1) Anualjdades clertas.
2) Anualidades contingentes.

Las anual idades cierctas se detlinen como aquelia serie de pagos -
periodices sujetns a efectuarae dentro de un tiempn fijo determinado -
dn acucrdo con lay condiciones del problema tndependientemente de -
cualquler vvento fortujto.
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Como ejemplion de ias anualidades cilertas se mencionan:

i) Lmw 1 pagos periddicos que deben efectuarse por concepto de la
compra de un bien inmueble, Dichos pagos culminan al cubrir el
monto de la deuda. '

ii) Leos pagos periddicos por concepto de la renta de un equipo X -
durante un tiempo t previamente establecido,

Las anuvalidades contingen ce definen como aquella serie de pa-
gos cuyo plazo depende de la realizacion de un evento fortuite, el -
cual no puede ser filjado en un tiempo determinado.

Come ejemplos de las anualidades contingentes se mencionan:

1) El pago de la prima por conaepto de un sequre de vida, «1 cual
termina con el fallecimiento del aseguradae.

ii) El pago que recibe un pensionista haota su fallecimiento.

Las anualidades contingenteg seran estudiadas con mas detalle en-
capftulos posteriores. En este capitulo se dard una breve ressfia de -
lan anualidades ciertas. en donde la frecuencia de los pagos eoincide.
con la convertibilidad de s tasa de interés.

1.2 ANUALIDADES CIERTAS ORDINARIAS.

En una anualidad cierta ordinaria, la serie de pagos comienzan a-
efrctuarse un periode después de la contratacion hasta cubrir el total
durante n afias,

8i los pagos son anualen, sce puede observar graficamente de la -
siguiente manera:

(momento de
contratacion) &#primer pago
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Para calcular el valor presente de la anualidad. se toma como pun-
to de valuacion ¢l momento de la contratacién (en la grafica seria 0).
y se dertotard como G . Para encontrar su valor se toma la suma de -
[ : : :
los valores presentes al momento 0 a una-tasa de interés i anual efec-
tiva, asi: : £y S :

como (] se presenta como una progreéaién geométrica se tiene -
que: | L .

2 3 n-1 n
Cl =V o+ V + Voa o eV + v
™ .
2 3 4 n n+l
v(l =V o+ Vs Ve LY v
0
2 2 ; I TN n+l
a - vQ =V o+ (V= V ) s (VEVE (Ve )Y
al T
Cl Cl n+l
v =V -~V
7 7
n
{1-V) = V (1-V )
Gﬁ
v (1-v )
[ S T T (1.1)
| 1-v

Multiplicando numerador y denominador por (1+i) se obtiene:

n
Vo (1-V ) (1+1)
(@ DD S,
m C1-V) (1+1)
I 1 1
Yoo (1+1)
n
1+4 (1+1)
(O ¢ e e
B 1
1 - -- (1+1)



1
a 141 (1+1)
| 1+l 1+4
1 1+4
n n
a 1.-v 1 -V
LTl 1+i-1 b
n.
Q- oz o S : (1.2)

Los caleulos anteriores congideran pagos unitarios, multiplicando .
(1.2Y-porla reatia -anual ‘R, "oe obtiene el valor preaente denotade por
AL . .

2 "3 n-1 n
A = RV + RV + RV + ... + RV + RV

2 3 n-1 n
A=R(V+V +V 4+ ... 4V + V)

a=RrR (1.3)
fi]

EJEMPLO 1. Hallar el valor presente de una anualidad de S 40,000
anuales.durante 9 aflos al 2 1/2 %.

A - 40,000
gl a.o2s



L
| e

: T £1,025)
A= (40,000) | ~ocesmiiio ol

A = 5 318,834.63

EJEMPLO 2. El beneficiario de un gequrn recibe dée parte de lé -
Compafifa dos ofertas:

a) £ 10'000,000.00 de contado.
b) Una anualidad de & 1'100,000.00 por Aafe durante 12 afos.

Diga rcual es la mejor oferta, y encontrar la diferencia si el in-
terés al cual se pusde invertir el dinero es del 8% anual. i

A= R (]
T2 o.08
1
1L
A= (1'100,000,00) | ~ememmemmmoec

A = £ 8'289,685.8

Por lo tanto la oferta man conveniente son los 10'000,000.00 al -
contado ya que el vilor presente de la anualidad s menor.
La diferencia es de 1°710.,314.2.

Para calcular el monto de una anualidad ordinaria se toma como -«

punto de valuacitn n, y £e denota por S . Se puede chservar grédt: -~
camente de la snigulente maenera: n
1 1 1 1 b
R fmmmme - [t R el Rt b V-
0 1 2 I n-1 ni

spunto de valuacién



n-1

: 2 L lnegns Cipep :
s O I S S DR AN 2% § R o CLHEY L ) + {L+1) (1.4)
o RS R e - 2 -
Comé S - se presenta como ‘una . progresibn geométrica donde (1ei)-
1) I i ST e R ;
es la. razén se-tiene
{(1+4) 8 = (1ed) ‘&*('lji) B & 9L © My + 011}
1] IR e e . LT
S
R S B e R S T
[ n - LTl
5 =
[
n
(1+4) -1
$§ = ommmmmmmmanmee . (1.5)

Los célculns anteriorec consideran pagos unitarios, multiplicando
(1.5) por la renta anual R, se obtiene £l monto de la anualidad deno
tado por S.

S = R S (1.8}

T

EJEMPLO 1. Una persona deposita & 2'500,000.00 al Iinal de cada -
afio durante 10 afios, en un banco que le abona interes del 8%: el monto
resultante se deja depositade acumulandose a la misma tasa por los si-
quientes 5 ados. ¢(De cudnto se dispondra al final de 15 afioc?

S =

RS
TEI $.08

El walor del monto de la anualidad a= puede obtener directamente-
de las tablas financleras, correspondiendo en este caso al 8% de inte-
rés con una n=10, asi:

S5 -~ 14.48656
20 0.0e
Por lo tanto:
S+ (2'500,000) (14.48656)

S = & 36'216,400.00
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‘Usando anpxprv.-:‘.ién para calauiowt'ie monr'n;o:'.‘sm tiene:
- - . : .
S o= P {lel)
S-= (36'216.800) (1+0.08)
S < (36'216,400) (1.4693281)
5 = & 53'213,774.00
Existe otra forma para ~alcuiar el valor de s . Tomando Cl -
se observa que puede ser igualado al monto de la un:alidad, ﬂnicame?re

multiplicando por (1+1)" . Se tiene que:
7

2 3 n-1 a
Cl =V 4V oV L + Vv
T}
n-1 n-2
S = (1) + (1+1) ¢ oe.. 4 (Teiy 401
)
n
Muttiplicande (1 por (Lii}
o
n n n n n
n (L1} (1+1) (1+1) (1+1) (1+1)
{1+1) G T e $ e B e S R L b om———
Ty 2 3 n-1 n
1+1 (1+1) (1+1) (1+4) Co(1e1)
n n-1 n-2 n-3
(l+i) G = (1+1} + (1+1) + (1+1) + .. o+ (141) + 1
)
" a
S = (1+1) (1.7)
T wl
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1.3 ANUALIDADES VALUADAS COH TASAS NOMINALES.

Camo la convertibilidad de la tasa neminal coincide con la fre -
cuencia de los pagos (m=p),. para la valuacitn de las anualidades se -
tomara comr periodo fundamental el de la convertibilidad de la tasa, -
aal la rasa efectiva y la renta seran tomadas por periodo.

La expresiton para valor presente seré:

(m) .
Ra i
A - emm a donde {' = <a==- (1.8)
P wn L’ B '
Para monto se tiene la expresidn siguiente: -~
- C e m)
Ra i
5% ~--- 8 donde 1i' = ~-~---- (1.9}
p w4t m

EJEMPLO 1. Un terreno Se compra pagando $ 1°000,000.00 de contado
y 300.000 mensuales durante 2 aflos. ,Cuél es el preclo equivalente en-
efectivo, ai el interés es del 12% convertible mensualmente?
(12)
1

a=r donde L' = -e-emoo- R = 0.01
LR 12 12
A=1r (]
(12)(2)] 0.01
a=1r O

74 0.01
1
R
24
(1+0.01)
Aos (300,000) | -v cmemmmmmmm o
0.01
A - (300,000} (21.243387)

A S 6'373.016.10
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Sumando & el valor presente obtenido el pago al contado, ge ob
tiene el precio equivalente en efectivo:

6'373,016.10 + 1'000,000.00 = 7'373,016.10

EJEMPLO 2. Una empresa estd formando un fondo de ahorro efectuan-
do abonos de & 2'500.000.00 anuales pagaderos trimestralmente, invir -
tiendolos al 4 1/2 ¥ convertible trimestralmente. gCudnto dinero habra
en el fondo al final de 9 afos?

. (4)
Ra i 0.045
§ = ---- S donde L' & e s s oo = 0.01125%
p wn} i q q
2'500,00
L s
a (4)(9)] 0.01125
36
(1+0.01125) -1
S = (625,000) | ~--~-~-~-rmmeomeen—
0.01125
8 = (625,000) (44.081433)

5 = & 27'550,896.00

1.4 CALCULO DE LA BRENTA

cuando la incégnita que se presenta ef la renta, basta con despe-
jarla de la expresitn (1.3) para el caso del valor presente y de la -
expresién (1.6) para el caso del monto de la anualidad.

Los valores para C] ¥ S pueden ser obtenidos a partir
i

IR
de las tablas financieras.
Asi se tienen las expresionss siguientos:




“(m)
. Ap 1
Ra = --~-~---- donde I et -
a moo
w4
(m)
Sp i
R = -----o--- donde Pf% e
5 m

EJEMPLO 1. Sustituir una sSerie de pagos de $ 300,000.00 al prin -
cipio de cada adlo por el equivalente en pages al final de cada 3 meses
suponiendo intereses de 4% convertible trimestralmente.

(300,000) (4) 0.04
RA = w=smmr-em-mcmanan H 'z acmne- = 0.01
4
@M
1'200,000 1'200,000
RA 5 -omm—emmmemmmmmm e = mmmmmmmm
a a
(4)(1)} 0.01 al o.01
-1
Busicandn en lasg tablas financieras G se obtiene que su-
valor es 0,2562811, asi: 2 o.01

Ra = (1°200,000) (0.2562811)
Ra = 307,537.32
Asf, los pagos trimestrales serlan:

Ra 307,537.32
R = -~---~ R - - 76£.884.33

Cuando se presenta el cano de obtener la renta para el monto de -
una anualidad. se debe caleular 1/8 . Para obtener eate valor a -

ni
partir de las tables se tiene la cilgulente igualdad:



........ & mmmeme - (1.10)

1 1 i
--------- FO TR T = S |
a n n
w1 1 - Vv 1. - v
i
n n n
1 1o- i1 - V) i~ Lo+ iV iv
________ S
a n n n
ol ¢ 1 -V 1 -V 1-v
n

Multiplicandeo numerador y denominador por (1+i) :

1
i (1+1)
n n n
1 1V (1+1) (1+4)
mermmacs 2 | B emmmmeemona mmmme I mmme e mmmm e — T ———
a n n 1 n
ot (1~ v ) (1+1) 1 = —meemeen (1+1)
(1+1)

EJEMPLO 2. Una persona efectub pagos gsemestrates en un fondo al -
final de cada semestre y durante 5 afios. Si el fondo tiene $10°000,000
al cabo de 10 afios y el interes que se abond fue del 7% convertible -
gemestralmente, Cuil fue el pago periédice?



L= 14 -

R B R R R R R R R. B 10000, 000
B e L L B e B e B --1-
0 1 2.3 .74 s 6 10
{m)
sSp L
Ra =z ~=wmmcn-- H I' = -ommme
s m
w1

Para conocer el valor de S se debe obtener el valor presente de -
los 10°'000,000 a los S afies,

-mn
(m)
i
P =S 1 ¢ —-memm-
m
~{53(2)
6.07
P = (10°000,000) 1 ¢ ~mmeee -
2
-10
P = (10°'000,000) (1 + 0.035)
10°'000,000
P o memmcnmceana
1.410599
P = 7'089,186.9
(7°'089,186.9)¢(2) 14'178,374

]

5
5)y(211 0.035 70l 0.035

Para obtener el valor de 1/5 se utiliza la expresién
{1.10): I



------------- = edeleedemsils W 0,035 = 0,1202414 - 0,035
S DR C ERRE ; S
1ol 6.035- - T01 6,035

------------- = 0.0852414
s
T6) 0.035

Ra = (14°'176,374) (0.0852414) = 1'208,584.4

El pagc periédico eataria dado pofé

R = ---- = 604,292.2

1.5 CALCULO DE n.

Para calcular el valor de n se deapeja de las formulas de valor -
presgsente o de monto seglin sea €1 caso, y se resuelve la ecuaciodon expo-
nencial usande legaritmos, o bien, interpolande mediante el uso de las
tablas respectivas.

EJEMPLO 1. Una persona adeuda $ 4'000,000.00 y acuerda pagarlos -
con intereses al 4% convertible trimegtralmente en pagos trimestrales-
de 300,000 cada uno, durante el tiempo necesario. Si el primer pagoe lo
hace 3 meses despues de reclibido ol diners, determinar ol nmern nece-
sario de pagos completos.

Aa=r{ ; I = 0.01

Tn 1 4

4'0800,000 = 300,000 (Q
mn} 0.01

4'900,000 1 -V

300,000 0.01



{0.01)(13.333,,.) = 1 -V

1 - 0.13333,.., = Vv
log 0.86666... = n log V
=0.0621479

-0.00432137
n = 14.381516
Por lo tanto snon 14 pages completos,

EJEMPLD 2. Cudntos pageos anuales completos de $ 150,000.00 y que
pago intompleto un afio despuss deben hacerse con el objeto de acumular
al 6% anual, © 2'%500,000.00.

s = R S
ot
2'500.000 = 150,000 S
Al 0.06
2°'500.000 '
~~~~~~~~~~~ = 8
150,000 ] 0.08
16.666... -

1
) .06

En tablas de ae obaerva que el valor 16.666... co -

LY
] 0.06

rregponde 8 una n entre 11 y 12,

Entonces, se tienen 11 pagos completos y una cantidad adicional -
que se paga en el periode posterior al Gltimo pago completo. Para de -
terminar el Gltimo pago se plantea una ecuacién de valor:

150,000 & (1 + 0.06) t X = 2'500,000

1] ©.o6

(150.,0003(14.97164) (1.06) v+ X - 2'500.000
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21'380490.7 4+ X = 27500,000

3

[

27500,000 - 2'380,490.7

X
[

119.509:3

1.6 CALCULO DE LA TASA DE INTERES.

El cAlculo de la tasa de interes cuandoe son conocidos la renta, -~
el tetmino n y el valor pregente o el monte de la anualidad segGn sea
el cazo, puede realizarse mediante el procedimiento de interpolacién.

EJEMPLO 1. Para liquidar una deuda de $ 7'200,000.00 se cfectdan-
pagos anuales de $ 400,000 al final de cada afio durante 30 afies. Cudl -
es la tasa de interes involucrada en la operacidén?

A =r(l
T i
7°200,000 = 400,000 (]
300 1
71200, 000 a
400.000 EN
18 = CJ
300 i

Buacando en las tablas de valor pregsente se observa que los valo-
res que corresponden a 18 son:

= 17.29203

a 300 0.04

a = 1
i 18



~ 18-~

= 18.39205

a D
300 0,035

Interpolando e tienE‘

18 =175 29203

(0,035 - 0.08)

i = 0,04 4+
. 18 39205 =217, 29203'
Ry 70797
I = 0.04 4 Iemaclicmacs (~0.005)
1.10002
1= 0,04 = +0,0032179

i1 = 0.0387821

Por lo tanto la tasa de interes involucrada en la operacibn es -
del 3.68%.

EJEMPLO 2. Una persona ahorra & 100,000.0C mensuales durante 3 -
afios, si al final de ese tiempo recibe ¢ 4'200,000.00, encontrar la -
tasa efectiva mensual con la cual ha crecido esta suma de dinero.

8 = R 8
wa] 1
4'200,000 = 100,000 S
an@] v
4'200,000
____________ = 8
100,000 ETY Y
42 = s
_=
36 1

Buscando en las tablas de montog se observa que los valores que -
corresponden & 42 son:

s = 41.78182
36) 0.,00833...
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=42

S
36) 4

42.42312

S
36l 0.009166. ..

Interpolando se tiene:

42 - 41.78182

0,00833.., + ~--e---ccnomormmnee (0.009166... -~ 0.00833...)

42.42312 - 41.78182

0.21818

0.00833... + ---e--- (0.000833...)
0.6413

0.00833... + 0.0002815

0.00862

Por lo tanto la tesa efectiva mengual es del

0.86%.
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CAPITULO 2

PROBABILIDAD Y TABLAS DE MORTALIDAD

2.1 PROBABILIDADES.

2,1.1 CONCEPTOS GEMERALES.

La teoria de probabilidades ha sido manejada por el hombre desde-
log tiempos mis remotos. Los juegosn de azar marcan los primeros vesti-
giog de cAlcoulos de algunas probabilidades, actualmente se aplica en -
muchous ¥y diversos campes por lo gue se ha desarrollado una teoria ma -
temAtica para su estudio.

Cuando se realizan experimentos realesn, tales como lanzar una mo-
neda, tirar dos dados, jugar a la ruleta, o se observa el lapso de vi-
da de una persona, la teorfa matemética de probabilidades toma un va -
lor prédctico y significativo.

Un fenémeno alcatario se define como un fendémeno empirico, en -
donde al observarlo bajo determinadas condiciones, &1 resultado neo -
ciempre es ol mismo, es decir. log diferentes resultades sie presentan-
con reqularidad ectadictica.

La frecuencia relativa con le gue se observan log diferentes re -
uultados de un fendomeno aleatorio on una serie de repeticlones todas -
cllas independientes, esatd representada por aquel los nlimeroes compren -
didos en el intervalo cerrado [0.1).

Un svento ileatorto ge produrne cuando la frecuencia relative de -
Hna fecie nmuy targa de observaciuvnes, tiende a un valor limite estable
conforme ¢} numero de observacionres tiende a infinito.

It probabilidad del evento aleatorio ca el valor limite de las
obhuaervac fanesn.
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Si se tiene un recipiente que contenga 8 bolas, 2 negras y 6 -
blancas, si despues de un nfimeroe considerable de extracciones se ab -
tiene una bola negra en una proporcidn determinada se puede decir que-
la extraccidon de una bola de)l reciplente es un fenbmeno alcatorio, y -
la extraccion de una bola negra es un evento aledtorio.

La teorfa de probabilidades estudia mediante metodos mateméticos-
y analfiticoas el comportamiento de los fenémenos aleatorios, indepen -
dientemente del Arca de que ne trate.

La probabilidad es la cieaclia gque eatudia lags propiedades de los-
fendmenos aleatorios.

El eapaclio muestral se define como el conjunto de todos los re -~
aultados posibles, y se denota por S.

S$i ge tira un dado. el cual tiene sus caras numeradas del 1 al 6,
el espacio muestral estéd representado por $ = {1.2,3,4,5,6) que serian
el conjunto de todon los resultados pogibles,

S1 se lanza una moneda al aire puede caer aguila (A), aol (S} o -
bien de canto (C) por lo gque el espacio muestral estf representado ~
por S = {A,s,C},

Un evento ae define come un subconjunto del espacio muestral. Es-
el resultado originado por algfin experimento.

Asl, el espacio muestral se considera un evento seguro, ya gue es
aubcon junto de s8f mismo y ademas contiene todos los resultados posi -
bles, por c¢llo ae le denomina seguro.

61 el evento F nunca ocurre ge tiene que la probabilidad de gue -
ocurra ¢l evento F en 0 (P(F) = 0).

51 ae tiene la certeza de que el evento F siempre ocurriré, la -~
probabilidad de cque ocurra el evento ¥ ea 1 (P(F) = 1).
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2.1.2  CALCULO DE PROBABILIDADES.

El espacio muestral S es finito ol la obgservacidn o experimento -
aleatorio tiene un nGmero finito de resultados posibles, es decir, el-
tamafio de S es finito.

Si se tiene un espacio muestral finito S y se supone que cada uno
de los eventos son igqualmente probables, es decir que tienen la misma-
probabilidad de ocurrir, se dice entonces gue el espacio muestral -
$ = {E ,E, ... ,E )} posee eventog igualmente probables si cada uno de

1 2 N
ellos tilene la misma probabilidad, de tal forma que:

1
P[E ] = P{E ) = P[E ] = ... = P[E } = ---
1 2 3 n N

Cada evento Ei tiene probabilidad 1/N, ya que exi
con la mizma probabilidad de ocurrir, y la suma de lag

es igual a 1, que vendria siendo el evento sequro.

sten N oeventos-
probabilidades-

La probabilidad de un evento F eg igual a la multiplicacioén de -
1/N gue corresponde a la probabilidad de cada uno de los eventus de F-
por el ntmero de eventos en F. Asi{ la probabilidad de F es igqual al
cocliente del tamaflo de F entre el tamaiio del espacio muestral S.

Ani, para calcular la probabtilidad de un evento cuande el espacio
muestral es finito, y los eventos son igualmente probables, se utiliza
la siguiente fé4rmula:

Ponibillidades especificas (tamafio de F) TLF)

Posibilidades totales (tamafic de S) TLS)

2.1.3 RJEMPLOS DE CALCULO DE PROBABILIDADES.

EJEMPLO 1. De una urna que conticne 8 bolas negras, 10 bolas -
blancas y 6 bolas rojas, una bola es sacada al azar. Cudl e3 la proba-
bilidad que la bola a) sea blanca? b) sea roja? ¢) no sea blanca?
d) no sea negra?
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Si se denota por N e las bolas negras, B a las blancas y R a las-
rojas, el espsacio  muestral ests& dado por: . .

S = (N,N.N.N.N.N,N,N.B,B.B.B,B.B,B,B,B,B,B,R.B,R R, R)

Par lo tanto el tamafio de S es de 24 elementos.

a) En eate caso F - {g,B.B,B.B,B,B,B,B,B) por lo tanto:

Tamafo de F 10 5
P[P} = ~mommmmemame O T
Tamafo de S 24 12

b) En este caso F = {R,.R,R.R.R,R} por lo tanto:

Tamafio de F ] 1
P(F] # ~-vmmmmmmm e Z emmm B e
Tamafio de S 24 4

c) En eate caso F = {N.N.N.N N, ¥ ,N,N,R,R.R.R,K,R} por lo tantn:

Tamafio de F 14 7
P{F] = =wememecn—e—= B
Tamafio de S 24 12

d) En este caso F = {8,B.B,B.8,B,B,B,8.B.R.R,R,R,R,R} por lo tan-
to:

Tamafio de ¥ 16 2
P[F) = --
Tamafio de S 24

EJEMPLO 2. De una urna que conticne 8 bolas negras, 6 bolas blan-
cas y 4 bolas rojas se saca una bola negra y no se reemplaza, hallar -
la probabilidad que otra bola que se saca de la urna sea: a) negra
b) roja ; ¢) no blanca.

Denotando por N a tas bolas negracs, B a las blancas y R a las ro-
jag, 1 egpacio muestral, una vez que s¢ extrajo la bola negra y no -
fur reemplazada. seria:
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S = IN,8,H,N,N, NN, B,B,B,8, B.B,R,R,E, R

‘ '”(ﬁ,ﬁ,N,N.H.N,N} por lo tanto:

Tamafic  de F

" Tamafic de F 4

BIF) = momecmmm e o
" Tamafio de S 17

c) En este caso ¥ - {N,N,N,N.N.N_N,R,R,R, R} por lo tanto:

Tamato de F 11
PIP] & ~mmecmmme——e 2 e
Tamaftio de S 17

EJEMPLO 3. Sea un nimero escogido de entre los enteros del 1 al
100, de mancra que cada uno de ellog tenga la misma probabilidad de
ser escogido. Cudl es la probabilidad de que sl nGmero obtenido sea
a) malgiplo de 7 b) miltiplo de 14

El eapacio muestral esta represeniade por logs enteros del 1 al
100:

5= {1.....100) TIS) = 100
a) En eate caso F eata representndo por los mltiplos de 7:
¥ o= {7,14,21,28,35,42,19,56,63,70,77,84,91,98)

Por lo tanto:

Tamafio de ¥ 14 1
PIFI = wenc. - "

Tamaho de S 100 Y
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b) En este vase F enta representade ﬁofrlds maltiplos de-14:

Fo=({14,28;42,56.70,84,98) "

Por lo' tanto:

Tamafic de F 7
PLF] = ~--emmmmmmes T e
Tamafio de S 100

2.1.4 BSPERANZA MATEMATICA.

Sea n el ntmero de engsayos y p la probabilidad de exito., el valor
egperado de X, representado por E{X]., es el numero de exitos esperados
en n ensayos y ae define como E{X] = np.

La esperanza matemAtica puede definirse como E[X] = p$ donde p es
la prababilidad de gue X reciba una cierte cantidad S.

Siendo pS la esperanza de que X reciba una cierta cantidad $ den-
tro de n afios, se puede calcular el valor presente de la esperanza ma-
temadtica, suponiendo una tasa de interes i, por lo tanto:

-n

Valor presente de la esperanza = V.P.E. = (1 + 1) ps

BJEMPLO 1. Ea una ritfa se vendieron 1000 boletos, el premio cons-
ta de & 25'000,000.00. Cual es la esperanza matematica de X, si posee-
4 boletos?

4
La probabllidad de que X gans <l prendo s de  ---- = 0,004
1000

Su egperanza matemdtica est& representada por:

E[X] = ps = (0.004)(25'000,000) = 100,000
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EJEMPLO 2. Lox registros de una universidad, i1ndican que la pro -
babilidad de que un estudiante de ingenleria se titule en 5 afios es de
0.45. A X le prometieron £ 8'000,000,00 ai se titula en 5 afon, Su-
poniendo intereces del 3%, hallar ¢l valor presente de Su esperanza -
matematica.

V.P.E. = (1 + §.03) (0.45)(8'000.000)

V.P.E. = (0.8626087844)(0.45)(8'000,000)

V.P.HE. = 3'105,391.62

2,2 TABLAS DE MORTALIDAD

2.2.1 TINMTRODUCCION

Una tabla de mortalidad es un resumen de registros que permiten -
conocer el nGmero de vivos o muertos de un grupo suficientemente nume-
rosn de personas. Para la construccién de una tabla de mortalidad se -
toma un grupo inicial de perscnas de una edad determinada (que usual -
mente se denomina edad cero, que corresponde al instante del nacimien-
to) y nGmero arbitrario. Por medio de procedimientos y célculos va -
riados, se obticne ¢l nfimero de personas que sobreviven en cada ani -
vernarto, asi como las que fallecen en el transcurso de un afio deter -
minadao.

$1 se supone un grupe numerose de recien nacidos, se podria pre -
tender observar su comportamiento desde el momento del nacimiento, -
haota la total extincidn del grupo.

Sin embargn, los resul tadeos del namero de vivos y muertos en cada
afto., no podria urr del todo confiable, ya que el primer incanvenilente-
radica en el hecho de que e neceslitaria alrededor de un =iglo para el
regiostro de las cboervaciones, ademis existen factores que pueden al -
terar un comportamiento normal. Tales factores, pueden gser los progre-
non de la medicina; las obras sanitarias que se realizan en poblacio -
nes: elte,, los cuales contribuyen a prolongar la vida humana. Por otro
ladn, 1a ipdustrislizactén desgasta al individue dieminuyendo asi su
vitalldad.
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Entonces es imposible construir una tabla dé;morcalidéd deducien-
do a partir del n@mero de sobrevivientes a cada edad, -las: probabilida-
des de vida y de muerte. Y

Por lo tanto, tomando un grupeo inicial de edad cern, e determi -
nan 1as probabilidades de vida o de muerte para cada edad y se deduce-

a partir de estas probabjlidades el correaspondiente nmero de acbrevi-
vientes,

Las tablas de mortalidad son de gran utilidad para las Compafiag-~
de Sequros, ya gue representan una base para fijar las tasas de con -
tribucién que serfn asignadas a los asequrados,

2.2.2 PFPUNCIOHN DE SOBREVIVENCIA.

Con &l fin de obtener una medida numerica del comportamiento de -
la vida humana, se ha tomado como base funciones de probabilidad.

Observando el patrén normal de mortalidad, se tiene que durante -
la infancia el ntimern de muertes es bastante considerable, tiende a -
bajar lentamente durante la nifiez, incrementandose a traves de la ado-
lescencia y la vida media, acelerandose conforme se acerca ol tinal -
del espacio de vida, de tal manera que la edad en afiog (%) de un indi-
viduo se encuentra localizada entre el valor 0 y el limite superior -
de)l espacio de vida.

La probabilidad de que una nueva vida de edad 0 sobreviva a la -
edad ® se toma como una {uncidn de x, e¢g decir come una funcidn de so-
brevivencia, denotada por S(x).

El observar ! comportamiente de la vida se concluye que la pro -
babilidad de sobrevivir a la edad % es mayor que la probabilidad de -
sobrevivir a 1la edad x + t , para t>0, por lo tanto es claro que S{x)
es una funcion decreciente conforme x toma valores maAs grandes, y ade-
mag es una funcidén continna en todo au intervalo.

Cuando  x-0, $(x) toma ¢l valor de 1. 81 x se toma al final del -
espacio de vida, denotado con W el punto final de dicho espacio, -
S(w)~0 ya que a ecdades avanzadas la probabilidad de sobrevivencia eas -
extremadamente pequeiia. siendo cera al llegar al tinal del espacio de-
vida, e~stableciendo gue los valores para S(x) cuando z 3 w  serén omi-
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tideos. Por lo tanto se concluye que "S(x) €5 una funcién continua de x
la cual decrece a partir de S(0)=1 hasta $(w)=0, y ests definida en -
el intervalo 0 ¢x g w."

Una funcibn de sobrevivencia puede ser cualcuier expreaién mate -
matica siempre y cuando cumpla ias condiciones anteriore=s, aungque no -
B8e ajuste exactamente a una curva tipica de S$S(x) marcada por la expe -
riencia,

Un ejemplo sBimple que gpatisface lag condiciones de la funciédn de-
sobrevivencia es una ftuncidn lineal:

X
S(X) = 1 - --- 0« % g 100
100

Se puede verificar que esta funcibn cumple con las condiciones -
necesarlas.

Para x=0, S(x)=1. El valor de w es igual a 100, por lo tanto -
S(100)=0. Por otro lado es una funcién continua decreciente en el in-
tervalo 0 & » ¢ 100,

X
As{, la gr&fice correspondiente a S(x} = 1 - --- 0 ¢ x ¢ 100
100
seria:
6(x)
A
1
|
|
!
|
|
|
|
!
|
|
-1
0

A partir de la funcién anterior se pueden obtener medidas de mor-
talidad.
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La probabilidad de que una péiséns*dezedadfﬂ'gobfé&iva:a la edad-
20 seria: Ll T - .

5(20) = 1 ,f.

La probabllidad de que una,pérstA'ﬂe edad- 0 sobreina a-la e&ad-
54 serfia: ’ R : : .

La probabilidad de gue una persona de edad 0 muera entre la edad-
20 ¥y la 54 meria:

S(20) - S(54) = ~om-- = ~moon .l

La probabilidad de que una persona de edad 20 sobreviva a la edad
54 pusrde calcularse comn sigue: la probabilidad de que una persona de-
edad 0 fobreviva & la edad %4 es {gual a lo probablilidad de que sobre-
viva de la rdad 0 a la e¢dad 20 y la probabilidad de que sobreviva de -
1a edad 20 a la 54, por o tasto:

5(54) = 5(15) p

Deapejando p:

50 (23)(5%) 115

P = ommmmeean R e

4 (503 (4) 200

a0
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20,000 - 100 x - x
EJEMPLO 1, Verificer (que la funciéin  mrer-mmcccemcccmmcaaa-
20,000
satisface las condiciones de S(x). CuAl es el valor de w ?

20,000 -~ 100 x - x
Se tiene que B(K) = cmmemmmmmmme e

Se debe obtener el velor de x para el cual S{x)=0, por lo tanto:

2
20,000 - 100 x - x
S{R) = —mmmmmmm e = 0
20,000
2
20,000 - 100 x - x =0

Resolviendo la ecuacidn:

g0 \[10,000 + 80,000

K = mmemm e e e
: -2
100 2 900
K = —mmmcwmmmwd e
' -2
100 300
R 2 rmmmmm e
-2
100 - 300 -200
R = —smmmmm e R bt = 100
-2 -2
Por lo tanto w = 100

Usar la funcién anterior de sobrevivencia para calcular:
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a) La probabtlidad de gobrevivir del naclmientc.dfiﬁ.édad 20
b) La probabtlidad gue una vida de edad 20 sobréb_iva'_a la edad 40

¢) La probabilidad que una vide de edad 20 muerglehtie 30 y. 40

a) 2
20,000 - 100 x - x
S(H) & mmmmmcm—mmmmmom oo
20,000
2
20,000 - (100)(20) - (20)
S{20) m =~wwm—r—mne s mmeae e
20,000
20,000 - 2000 - 400
S{20) = ~-mmemmmemeamn e
20,009
17,600 176 44
§(20) = —--n---= = mmmem = oemma
20,000 200 50

S(20) = 0.88

b) La probabilidad de que una perscna de edad 20 sobreviva a le -~
edad 40 se calcula tomando en cucnta que la probabilidad de -
que una vida de edad cero sobreviva a la edad 40 es igual a la
probablilidad de que una vida de edad cero sobreviva a la edad-
20 y la probabilidad de que sobrevive de la edad 20 & la 40, -
entonces:

$(40) = S(20) p

Para obtener el valor de p se debe calcular S(40):

20,000 - (100)¢(40) -~ (40)
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20,000 - 4,000 - 14,400

S(40) =~

5(40)

Por lo:tanto la 501u¢¥6h'a;79;§b1ema Secfa£

' 8(40) - 36 9

5(20) a4 11
p= 0.82

c) Bn este capo la probabilidad de que una vida de edad cerc mue-
ra entre la edad 30 y 40 es igual a8 la probabilidad de que una
vida de edad cero sobreviva a la edad 20 y la probsbilidad de-
que muera entre la edad 30 y 40, entoncesn:

S(30) - S(40) = $(20) p

Para obtener p se debe calcular $(30):

2
20,080 ~ (100)(30) - (30)

B(30) = ~mmmmmmem e
20,000
20,000 ~ 3,000 - 300 16,100 161
§(30) = -mmmmmmmmmm e emma = e = mcmen
20,000 20,000 200
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an e

£-(200) (24) -

1

BEJEMPLO 2. Dada S(x) = -=-- ﬂIUU <X . 0
. 10

a) Encontrar la probabilidad de que una vida

tre la edad 19 y la edad 36.
b) Encontrar la probabilidad que una vida de
de la edad 36

La probabilidad de que una vida de edad 0
19 y la edad 36 seria:

a)

5(19) - 8S(36)
Por conaigulente oo feke obtener los velores
1
B(19) = ~--- \(100 - 19
10
2
5(19) = ----

10

17

- 8,800 176

& ¥ & 100

de edad 0 muera en -

edad 19 muera antes-

muera entre la edad-

para §¢19) v S(36).
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1 B
5¢36) = ---- \ 100 - 36
10
8
£(36) = ----
10

Por lo tanto se tiene qgue:

9 8 1
S(19) - S(36) = ~=== =~ —mww = —eon
10 10 10

b) Primerc se calcularé la probabllidad de gue una vida de edad -
19 sobreviva la edad 36.

5(36) = S(19) p

8
5(36) -;5— 8
Tsan s s
-

Asi, la probabilidad que una vida de edad 19 muera antes de la -
edad 36 seria:

8 1
1 = e = e
9 9
d
BJEMPLO 3. Dada la funcidn Y (X)) = - --=-- S(%) mostrar que:

dx

W
a) B‘P(y) dy = 1



Y (y) ady

w |
x

Cero muera entre

- |

w
a) o ¥ (y) gy

W
Y(y) dy
]

X

c) S(x)
0

0

xen
b) g $(y) dy
x
x+n
Y (y) dy
x

35

es la probabilidad de que una vida-“de:-edad -
la edad ® y la edad %x+n.
Piy) dy
w DLW
- o---- 8(x) dx = - S{RY |
0 dx : |
- [B(w) - 5(6)) = -0 +.1 =1 qg.d.
®4n d z+n
= - ---= S(X) dX = =~ S(X)
® dx x
= - [B(xr+n) - 8(x)] = H(K) - S{x+n)

El resultado anterior repregenta la probabilidad de que una vida-

de edad cero muera entre
x

c) 1 - Y (v) dy
o

X
1 - E ¢ (y) dy
]

la edad x y la edad x+n.

% dq

=1 - -~ -=—= 8(x) dx = 1 + S(x)
9 ax

=1 + [S(X) - S(0)) =1 + S(x) -1 =

2.2.3 LA TABLA DE MORTALIDAD Y SUS FUNCIONHES ERLEMEHTALES.

S(x) g.d.

Las funciones elementales contenidas en una tabla de mortalidad -

corresponden al nfimero d
comprenden el espacio de
probabilidades.

La funcitn 1
x
una determinada edad x.

e vivos,
vida,

de muertos en todas las edades que
ag] como el cllculo de sus respectivas-

representa el ntmero de personas gque sobreviven a -
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La tabla comienzs con un grupe inicial de determinada edad, ls -
cual usualmente se¢ le denomina edad cero, as{ ! representa el nimero
0
de personas vivas a la edad cero, y a la vez, la base o raiz de la ta-
bla.

La funcitn d representa el nGmero de personas que fallecen des -

R
pues de cumplir la edad x ¥y antes de cumplir la edad x+1, por la tanto:

Debe tomarse en cuenta que si se suman las personas que fallecie-
ron 8 partir de la edad X aflo con afio hasta la ¢dad ©n que demaparece-
el grupo inicial, se obtlene el ntimero de perscnas que habia a la edad
%, aai:

Como W representa la edad de la tabla en la cual ya no existen-
aobrevivientes se tiene gque:

1 es una funcién decreciente ya que ha medida que pasa el tiem -~
X
po, el grupo incial va diaminuyendo a ¢susa de la muerte.

Una tabls de mortalidad puede ser construlda a partir de wuna fun-
cién de sobrevivencia.
$4 se supone una funciotn de sobrevivencla:

1
S(x) = ~--- \]100 - %

10

Se puede calcular el ntmero de sobrevivientes a cualgquier edad, -
suponiende | o sea la ralz de la tabla igual a 1'000,000 e tiene:
o
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1 =.(1'000,000) .S(1)
1 B
T17]
1 = (1'000,000) |~-~= \J100 - 1
1 ' ]O,J ’
\| 99
1 = (1°'000,000) -
1 10
1 = 994,987
1

Ahora se puede obtener el nGmero de personas que fallecieron en -
tre la edad cero y la edad i, asfi:

d =1 - 1 = 1'000,000 - 994,987
1 0 1

d
b3

5,013

De eata forma se puede calcular el nGmero de vivos y de muertos a
partir de una funcién de sobrevivencia con una determinada base, para-
cada una de las edades hasta llegar a la edad limite w.

Teniendo las funciones 1 y d se pueden obtener las probabilida-~
X 3
des de vida y de muerte,

Se define p como la probabilidad que tiene una persons de edad
X
% de sobrevivir a la edad x+1, asi de acuerdo a los principios del -
cfilculo de probabilidades se tiene:

Az, p eg la probabilidad que tiene una persona de edad X de-
n x
sobrevivir a la edad x+n, por lo tanto:



a la

afion

edad

La probabilidad que tlene una persona de edad x de no sobrevivir-
edad x+1 se denota por g , asi:

»®
1 1 1 d
X+l x - %+l 3
q =1 - p 2 ] - emaewn L e T R
x x 1 1 1
X x x
Por lo tanto:
d
x
q i aataied
¥ )3
x

La probabilidad que tiene una persona de edad x de no sobrevivir-

edad «+n se denots por q . asai:
n x
1 1 1 ®x+n-1
nen X - Xn 1
q =1~ P s 1 - —==te- % mmmmm e s e--- d
x nox i 1 1 y= b4
b ® *

La probabilidad que tiene una pergsons de edad X de sobrevivirn -

y morir en el aflo n+l se denota q ., entoncesa:
n/ x
d
x+n
q [
n/ x 1
x

L8 probabilidad que tiene una persona de edad x de morir entre la
Xin ¥y la eded xinim s3e denota q , entonces:
n/m x
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2
EJEMPLO 1. Dada S(x) = 1 - 0,005 x - 0.00085 x ,construtr lag -
columnas 1 y d de la tabla de mortalidad correspondicnte a las eda -
x® X
des 0-2 usando una base de 100,000,

1 = 100,000
0
2
1 = (100,000) [1- (0.005)(1) - (0.00008) (1) ]
1
1 = 99,495
1
d =1 -1 = 100,000 - 99,495 = 505
0 0 1
2
1 = (100,000) [1- (0.005)(2) - (0.00005) (2} 1
2
1 = 98,980
2
d =1 -1 = 99,495 - 98,980 = 515
1 1 2
2
L5 (100,000) [1- (4.005)(3) - (0.00005) (3) ]
3 !
1 = 98,455
3
d ~1 -1 = 98,980 - 98,455 = 525
2 2 3
| EDAD x Ix dx |
] 100,000 505

! |
! |
| 1 99,495 515 |
I !
| 2 98,980 525 |
| |



EJEMPLO 2. Mostrar

a} qg = p
n/m X nox

lemostracién:

P - P
n x nm X
P = p
n x nem X
p -
n 2 n+m X
b) q = p
n/ = n oA
Demostracibn:
P . 4 =
n x x+n
c) p = P
n+m X n %X
Demostracidn:
P . B
n X m x+n

que:
- P
nim X
1 L
X+n X+n+m
1 1
® x
1 1
®4n - Ren+m
1
x
= q q.d.
n/m x
. q
X+n
1 d d
x+n KD xen
1 1 1 n/
® ®an x
. P
m  %x+n
1 1 1
XN xintm %M
1 1 L
® X4n x
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CAPITULOG. 3

ABUALIDADES VENCIDAS Y ANTICIPADAS

3.1 CONCEPTOS GEHRRBALES.

En una anualided contingente los pagos se reallzan durante un -
tiempe determinade, o bien, hasta que ocurra la muerte.

Cuando el pago periédico se realiza durante un tiempo determina -
do, es decir, cuando le& anualldad termina despues de un nGmero n de -
pagon atn cuando 1la persona gSe encuentre con vida, 8e trata de una -
"Anualidad Contingente Temporai'.

Cuando el pago perifddico me realiza mientras la peraona sobrevive
ge trata de una "Anualidad Vitalicia®.

ANUALIDADES ARTICIPADAS. Son aquellas en las que ¢l primer pago -~
ne realiza al prineipio del peri6édo o intervalo de pago. Una persona -
que ahora tiene % aflos el primer pago lo efectuarl & la edad x, ¢! ge-
gqundo a la edad x+1 y asi sucesjvanente.

ANUALIDADES VENCIDAS. Son aquellas en las que el primer pago se -
efectta un periodo despues de la operacidn, es decir, al final de cada
intervalo de pago. Una persona gue ahora tiene x afios, el primer pago-
lo realizard a la edad x+1, el sequndo A iz cdad xt+2, y aal sucesiva -
mente.

ANUALIDADES DIFERIDAS. Son aquellas en las que el primer pago se-
efectna al principio sif se trata de una anualidad dilferida anticipads.
o vien al final ol pe trata de una anualidad diferida vencida, de un -
nimero (k) determinado de periodos. Una persona gue ahora tiene x afing
el primer pago lo realizarad g la edad x+%+1, el gegundo a la edad -
x+k+2 y aal guceslvamente tratandose de una diferida vencida. Ahora -
bilen, 81 el primer pago lo realiza a la edad x+k, el sequndo &8 la edad
Xtktl, el tercero a la edad x+k+2 y as!l surcesivamente ge trata de una-
diferida anticipada.
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3.2 DOTAL PURO Y PRIMA RETA UNICA.

Un Dotal Puro es una promesa para pagar una clerta cantidad en -
una techa futura determinads siempre y cuando la persona sobreviva pa-
ra recibir dicha cantidad.

La Prima Neta Unica congiste en obtener el valor presente de un -
capital determinado pagadero dentro de n afes, siempre gque el ascgura-
do este entonces con vida.

Supongase que el asegqurado de edad » recibe un pago k al final de
n afign, estando aGn con vida. En este caso, la probabilidad que x so -
breviva a la edad x+n es:

1
X+n
P i nieedeeaded
n x 1
x
n
La esperanza Berd expresada como k p . Siendo V el valor -
n x
presente de un peso pagaderc dentre de n afios, se define E como el

n =z
valor presente a la edad x de un dotal puro a n aflog de 1, por lo tan-
to:

E =V p o= V  oeeemea- (3.1

E puede per calculado directamente de las tablas de mortalidad.
n X
Sin embargo, para facilitar los cllculos, s¢ pueden utillzar las ta -
blas de valores conmutados.

Maltiplicapdo el numerador y derominador de la cupreaidn (3.1} -
por el factor V ge tiene:
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’ ’ Coxens ; R e ; : Ry
Gbservando los productos V' tlio ey v ’l de ‘la  expresitn . -
xfn . . L
(3.2) se puede concluir que el exponente de V eg igual al subindice .de
1. lo cual sugliere la definlglﬁn de una funcidn. conmutadas:. [

- maneras
E = —mme-ie- (3.3)

Las funciones conmutadas simplifican la evaluacién de funciones -
mas complejas que E . Lps valores de D y de otras funciones conmuta-

das eatan tabulados peru todos los valorea de x de todas las tablas de
mortalidad.

E es la prima neta unica para la edad X de un dotal purc a n -~
n x
afins de 1, que representa el pago finico que el asegurado deberd apor -
tar con el fin de recibir la suma de 1 al llegar al n-esimo afn. La -
palabra "neta" significa gue no se tonan en cuenta los gastos de ope -
racién, y “"tnica" significa que se paga de una sola vez al efectuar la
operacibn,

EJEMPLO 1. Encontrar mediante la tabla de mortalidad €SO 1958 con
interes del 3% el valor presente de una suma de $10°000,000.00 que se-
rédn recibidas por una persona que ahora tiene 20 afjos ai llega con vi-
da a loa 40 afos.

b T
40 !
10° 000,000 E = (10°060,000) | ~--=-
20 20 ) J
20
2'833,001.8
10' 000,000 E = (10°000,000) | <emmemmmmne
20 20 5'351,272.8
10' 009,000 E = (10'000,000) {0.529407)

20 20



- 44 -

10°000, 000 ):4 = 5'294,070
20 20
Para comprobar ¢l resulado antertor sc tomarén las personas gue -
me encuentran con vide a la edad 20, o sea, |1 y tomando el valor de
20

la tabla de mortalidad CSO 1958, se obtienen 9°664,994 perseonas. 1 -
cada una de dichas peraonan contribuyen con £ 5'294,070 invertido en -
un fondo al 3% de interes hasta el final de 20 aftous, al cabo del tiewm-
po la cantidad acumulada serd dividide en forma equlitativa entre los -
sobrevivientes a ia ecdad 40 y lag ganancias deberfn ser suflicientea -
para proveer 10'000,000 a cada une de loa scobrevivientes.

Pergonas con vida a la edad 20 9°'664,994

Contribucién de cada miembro x 5'294,070
13

Contribuciédn total al fondo 5.1167 x 10
20

Factor de Acumulacion % (1.03)
13

Acumulado total despues de 20 afios 9.2413 x 10

Sobrevivientes a la edad 40 (1 ) -~ 9'241,359

40 em e meme e
10'000, 000

Lo 10°'000,000 gque le corresponden a cada individuo incluyen una-
parte de lo que less correspondia & aquellos gue no alcanzaron la edad-
40. HEsto se puede visualizar calculando ¢l monto de la contribuciébn -~
(5'294,070) al 3% de interes a 20 afios, lo que resulta una cantidad de
9'561,679. Con el beneficio anterior 5'294,070 a la edad 20 acumula en
20 afios 10'000,000 usando como base la tabla de mortalidad CSO 1958 al
3%,

B ne toma como factor de descuento de interes y sobrevivencia,
n x n
correspondiendo a V  los intereses unicamente.

Se puede usar como factor de acumulacién de interes y sobreviven-
cla 1/ E , correapondiendo a (1+i) loa intereses Unicamente,
n x

RJEMPLG 2. Cudl en el valor de & 1'000,000.00 a la edad 50 acumu-
lado a !a edad 65 con interesces al 3% con la condicién de sobreviven -
cia dada por la tabla de mortalidad CSO 19587
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D.
1 90 1998, 1744 ’ .
-------- E memmiem T wmewet—meen-s =.2.0074003
E- - ‘D $95,687.8
15 - 50 65
1
(1'000,000) ~-~v-=- = (1'000,0003(2.0074003) = 2'007,400.3
E
15 50

RJEMPLO 3. Si S(x) = 1710 I0U = % , cuil es el valor presente
al 3% de un dotal puroc & 17 aflos de 1 para una persona de edad 197

1
17 36
B =V s
17 19 1
17
Para ¢alcular i a partir de la funci6n de supervivencia se tiene:
x
1 = ¥k S(x)
X

Donde el valor de X% denominado radix se toma del vatior de 1} de -

la tabla de mortalidad €SO 1958, por lo tanto k=10'000,000.

Ahora ge calcula 1 y1 de la siguiente manera:

36 17

1 = 10'000,000 S(36)
36

1 = (10'000,000) (1/10 dlDO - 36 )
36

13 = (10'000,00063 (0.8)
36

1 = 8'000,000

16

1 = 10'000,000 5(17)
17

1 = (10'000,000) (i/1¢ QIDU -1 )

17
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(10:000,000) (0.9110433)

1 =
17
L = 91110433
17
-17 8'000,000 -
E = (1.03) = smeeeeeea-- = (0,6050) (0.87811414)
17 19 2'110,433 ' '
E = 0.,5313

17 18

3.3 ANUALIDAD VITALICIA VENCIDA

Una anualidad vitalicia vencida de una pago anual de 1 a x, es -~
una serie de pagos anuales de 1, los cuales comienzan al final del -
primer afio y continfian efectua&ndose anualmente mientras x se encuentre
con vida.

El valor presente de este tipo de anualidad denotado por (7] es

x
igual 8 la suma de una serie de dotales purcs,
wW-%
a = £ + E + E % ... + E = E:: E
X 1 0% 2 X 3 x W-X X n=1 n x
1 i 1 1
x+1 2 X+2 3 x+3 w-x ReW-X
a = v ~aee- Ve PV meeaen + OV eemmeeean
X 1 1 1 1
X b4 X E
2 3 W-X
v v 1 v 1 v X
X+l o+ X+2 + 43 +...4 1]
L (3.4)
X 1
X

ne:
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El uso de funcicnes conautadas facilitan el calculo de (C] vya que
EY

tanto D coms N se encuentran tabuladas para cualquiser edad que so -
" N
requiera.

G representa el valor presente y la prima neta OGnica de la ~
H
anualidad.
EJEMPLO |, Hallar la prima neta &inica de una anualidad vitalicia-
vencida de 8 1'000,000.00 anuales para una persons gue tiens a) 25 -
afiogs, b) 40 afos, c©) 535 ahos.

Utilizando la pupresibn (2.5} se tiency



¥
-
bl

1

N
‘ : : R 26
a), 17000,000 (] .= (17000,000) |~—rmm
‘ : Y o
25
108’ 616, 225.2 ]

17000,000 (] = (17000,000) | ———mm—mmm e
47573,377.1

1roo0,000 (] = 23°749,476.25

25
b) N
a1
t*000,000 (] = (17000,000) | ~--wm-
40 D
a0
54’ 886, 345. &
12 000,000 w (11 000,000) | wmmmmeme e
a0 2'833,001.8

1r000,000 = 1G'373,916.00

40
[-4] N
56
trooo,000 = {17 000,000) |-~~—wx
55 D
S5
22'392,847,7
17000,000 (] @ (17000,000) | ~mmm—e oo
535 1°639,329.7
17000,000 (1 = 137 659,758.00
S5

3.4 ANUALIDAD VENCIDA TEMFORAL A n ARGS.

Cn este tipo de anualidad, la serie de pagos se realizan al final
de cada intervalo de pago limitados a un mhrimo de n affos si it perma -
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nece con vida. Denotando el valor presente de esta anualidad como

a , 8e calcula limitandose a los primeros n afics,
x:'rT]
n
Q = z E = E o+ B + E 4+ E 4 + KB
x:n] ts1 t x 1 x 2 x 3 x 4 x nox
2 3 n
v v 1 v 1 v 1
X+1 K+2 x+3 x+n
L et 4 mmmmm—m e B i T oot wmmmmmm——
Gx:’rj 1 1 1 1
. » x X X
2 3 n
v + v 1 + v 1 +. +« Vv 1
X+ X+ 2 x+3 x+n

a
x: ) 1

Multiplicando numerador y denominador por Vv se tiene:

x+1 x+2 x+3 X+n
v 1 P 1 Y 1 IR Y4 i
nel x+2 x+3 X+n
x:1] x
v 1
3
D + D + D + + D
X+1 R+2 x+3 x+n
Gx:?ﬂ D
X
D w-x D WX D
A®+T X+t X+t
& § ------ = /e ~ S eeeaea
x:m) t=1 D D D




————————————————— : S (308)

EJEMPLO 1. Calcular el valor presente de una anualided vencida -
temporal de $ 1'000,000.00 apuales durante 25 afiog, para una persona
de 50 aiios.

(1'000,000y (1 = (1'000,000) ~-rommmmmmame
503525} D

Buscando en la tabla de mortalidad CSO 1958 los valores conmuta -
dos resulta:

31°296,206.9 - 2'766.375.6

(1rooo,0000 = (1°000,000) ----mmmssmomm s
50125 1'998,744
(1'000.000) (1 __ = (1'000,000) (14.27387965)
50: 25|

(1'000,000) a = 14'273,879.6%
50:5@

3.5 ANUALIDAD VITALICIA DIFERIDA n AROS.

En este tipo de anuslidad los primeros n pagos son omitiden, de -
tal forma gque el primer page serd efectuado 8 la edad x+n+l y conti -
nuaran realizandose mientras la persona se encuentre con vida. El va -
lor presente, denoatado por a - puede expresarse como la suma de do-

n/ K



tales puros
ne: o

Mulitiplicando numerador y denominador por V resulta:

xensl xin+2 R4ne3
v 1 + vV 1 + Vv +
xK+n+l X+n+2 X+n+3
n/ C]x X
v o1
X
X
Utilizando la funci6n conmutada b = V 1 se tlene:
x x
D 1] D
Rentl + w4n+2 o+ win+3d o+ .
n/ ij D
%
wW-x
Utilizando la funci6dn conmutada N = E D ge tiene:
® t=0 R+t
N
®x+n+1
QA = c-eeeeee- (3.7)
n/ ® 5]
X

La expresién (3.7) puede ser calculada de otra manera. La anuali-
dad vitailcia ditertda a n afles en equivalente a la ditferencia entre -
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la anualidad vitalicia vencida y una anualidad ‘vitalicia vencida tem -
poral a n afios., asf:

. N N N
) x+1 Xx+1 -  x+n+1l
a -a B¢ SN
n/ R x x1m} D D
b4 S
N -1 N - N N -~ N + N
C] x+1 x+1 X+n+1 x+1 X+l xen+l
n/ x D D
X x
]
xX+n+1
O & =mmemeee-
n/ = D

otra forma de obtener (3.7) ee tomar E como factor de descuen-
n x
to. La serie de pagos que 8e efectfian despues de la edad x+n de una -
anualidad vitalicia diferida n afios tiene el valor presente Cj .
x+n
Descontando a la edad x el interes y la condicidn de sobrevivencia se-
titene:

C] = r Cl (3.7.4)
n/ x n x x+n
D N N
X+n x+n+1 ®in+l
a/ ¥ ] L D
X X+n x

EJEMPLO 1. A los 54 afiog de edad., M paga & 5'000,000.00 por una -~
anualidad vitalicia cuyo primer pago tiene que hacerse a los 65 afios -
de edad. Que pago anual se estipula?

En este problema el valor presente de la anualidad es conocido:

a = 5'000,000
10/ 54

Se desconoce el pago anual, por lo tanto:

N
54+10+1
5'000,000 = RE ~-=-c-cm-m=u



65 |
5'000,000 = Ra|------ i
"
sa
[10'606.827.5]
5'000,000 = RA |-o-=nmreoommmn
1'708,844.9

5'000,000 = Ra (6.2070156)

5°'000,000
Ra = -——-cmeeeaan
6.2070156

Ra = 805,540.00

RJIEMPLO 2. Un hombre desea contratar una anualidad de 8 1'000,000
pagaderos a su hijo de 10 afios al final de cada aflo durante su vida, -
con el primer pago al final de sus 21 aflos. Cudl es la cantidad gque -
debe proporcionar asumiendeo 3% de interes a partir de la tabla de mor-
talidad €SO 19587

]
, 10+10+1
(1'000,000) Q= (1'080,000) |~------on-
10/ 10 D
10
N
21
(1'000, 000) G - (1'000,000) |-----
10/ 10 D
L 1o
132'991,536.5
(1'000,000) Cl = (1'000,000) [~---m--cmooenne
10/ 10 7°296,488.1
{1'000,000) Cl - (1°000,000) (18.22678728)
10/ 10
(1'000,000) (1l - 18'226,787.28

10/ 10



3.6 ANUALIDAD TEMFORAL A. s 'ANOS DIFERYDA'n ANOS.. .-

fzte tipo de anualidad =e dofine como la‘szerie.de pagos anuales ~
que comientan a la edad n+n+i, es-deciral final del afo'n v contintan
hasta completar m pagos siempre vy cuande la persona se encuentre con -
vida. El valor presente se denpta por G Lo yosu cAlculo resulta de-
nim st
la suma de dotales purosz gue comienzan-a la edad x#n+l y terminan a la
edad »+n+m, por lo tanto:

C]_ = z £ = E 4 E + ... + E
n/m X t=n+1 ¢t x n+1 n+2 n+m o
n+i n+2 n+m
v 1 v 1 v 1
wn+l wEN+2 arn+m
a = + A el A e
n’/n x 1 1 1
3 % ®

Multiplicando numerador y denominador por V resulta:

w4n+1 Nen+2 Ken+m
v 1 + v 1 Fawat V 1
RN+l RAN+2D x+n+m
G =
n/m % x®
v 1
%
b
Como D =V 1 entonces:
X %
D +D + ... +D
Cl ER R KEN+2 X4n+m
n/m ® D
®
WX D - D



G T e m e e (3.8) . ~

La expresitén (3.8) sBe puede obtener de otra manera. Si de una -
anualidad diferida por n afiosa 8¢ resta una diferida por n+m afios, se -
obtiene la sanualidad temporal a m aflos diferida n afios.

a -_a a

n/m x n/ X - nsm/ X

A partir de la expresién (3.7) se tiene:

N N .
a Ren+l #insmal
n/m x D D
X *®
Por lo tanto: )
B - N
®xin+l X+n+m+l
n/m X D
»

Tamblen ase puede obtener el misme resultade reatando de una anua-
lidad temporal a n+m afios una anualidad temporal a n afios:

n/m Clx i CIx:ﬁTFﬂ ) Clx:?ﬂ
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EJEMPLO 1. A los 45 aflos una pergona.compra una anualidad a 15 -
afios de & 3'000,000.00 anuales, haciendose el primer pago-a loa 6% -
aflos, hallar la prima neta Gnica.

N - N .
RO 115 & 'S S 45+15+19+1
(3'000,000) C = (3'008,000) |-moommmrmessomm e mme e
19/15 45 o )} ‘ :
45
N - N
- 65 80
'(3'000,000) Q= (3'000,000) |---nmmemmmmmn]
19715 - 4% : D
45
10'606,827.5 - 1'395,657.9 -
(3'000,000) QA = €3'000,000) j--c-mmmm ]
19/15 45 2'392,904.8 |
(3'000,000) = (3'000,000) (3.849367346)
19715 45
(3'000,000) = 11'548,102.04

a
/15 45
EJEMPLO 2. X, que ahora tiene 30 afiog, compra una anualidad de -

¢ 2'500,000.00 anuales duraanle 25 arlos estipuléndose el primer pago al
cumplir 65 afion de edad. Hallar la prima neta tnica.

N - N
30+34+1 3042543441
(2'500,000) a = (2'500,000) j--w--- R i L T
34/25 30 | ja} J

L 30



(2'500,000)
34725

(2'500,000)
34,25

(2'500,000)
34725

(3'000,0003
34/25

3.7

30

30

30

30

ARUALIDAD VITALICIA

Clsy -

=" (2500, 000) |-

= (2'500,000)

©10'606.827.5 - 109,986.5

3'905,782

= (2‘500.000) (2.687513282)

= 6'718,783.20

ANTICIPADA.

Una anualidad vitalicia anticipada se define como la serie de pa-
gos anuales gue comienzan al principic del! periodo o intaervalo de pagoe

¥y contintan efectfiandose mientras la peraona se encuentre con vida.

El

valor presente se denota por Q y su céliculo resulta de la suma de -
.4

dotales puros al principio del periodo.

Wy
a - ;E ¥
P t= t X
1
. 4} X
A = v eee-
x 1
x
N
ad = 1
"

= E 4 E
0 x 1 x
a -1+Q
X X
n + N
X x+1
D
X

E 4+ E + ..
2 x 3 x
D + D + D tew
x ®+1 x+2
D
X



N
.e x
a = ---- (3.9)
X D
X

EJEMPLO 1. Hallar el valor presente de una anualidad vitalicia
anticipada de 8 1'000,000.00 anuales para und pepsong gue tiene 28
afos.

N
. 28
(1'000,000) d = (1'000,000) —----
20 D
28
. 99°890,529.1
(1'000,000) ! = (1°000,000) ~mrevermome-an-
28 4'160,726.8
(1'000,000) a = (1°000,000) (24.00795195)
28

i

(1'000,000) a 24°'007,951.95

28
EJEMPLO 2. Mostrar que (] =1+ Vp ('1
X x T on+l
Demostracion:
1 +Vop d =1+Vvp (1« J)=1+Vp +VDp (]
X x+1 x® x+1 X x x+1



=1 ¢
2 3 4
1 v 1 + V.1 sV L o
®+1 R+2 ®+3 x+4
= 1 3V cceeme # e e e e —
1 1
® X
2 3 4
v + V1 + v 1 + VvV 1 + .
%+l ne2 x+3 x+4
2 ] 4 memmm et me e A e e et e e ———
1
X
=1+ g = q.d.

3.8 ANUALIDAD AHTICIPADA TEMPORAL A n AROS,.

Eute tipo de anualidad se define como la serie de pagos que se -
reallzan al principio de cada intervalo de pago limltados 8 un miximo-
de n-1 aflos sl la peraona permanece con vida. El valor pregente ge de-
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nota por C] 7 Y su cAlculio resulta de la suma de dotales pures li-
xin
mitados a los primeros n aflos al principio del perjodo.

n-1

(1 = 2 E = E + E «+ E + + E
x:n) t=6 t x 0 x 1 x 2 x n-1 x
N - N
. x+1 x+n
(@} = 1+ 21 4 mmmemmmemmemen
®:7) ®:n-1 D
X

D + M - N D +D + D .|
.o *® x+1 X+n X x+l X+2 xen
a T e ———— & e mm e e

*x:0) D D
x X
N - N
.. X ®4n
I e (3.10)
x| D

EJEMPLO 1. Una perscna cuya edad es 28 afios, contrata una anuvali-
dad temporal a 30 afies de $ 1'500,000.00 anuales comenzande con «l -
primer pago al momento de la contrataciém. Hallar la prima neta Gnica.

- - N
.. 28 28+30
(1'500,000) (1 = (1'500,000) [-we-mmmmm—e———
28:36] D
L 28
rN - N T
.. 28 58
(1's00,000) = (1'500,000) |==—c=-—c=nmn-
28:—3_0_] D
L 28

. 99'890,529.1 - 19'318,490.7
(1'500,000) (] = (1'500,000) |~=---m--m-commsmesmseme oo
28:30] L 4°160,726.8



(1°500.0003 (] .= (L
28301

(1*s00.000) = 291047,342079
28:30] : P R
BJEMPLO 2. Mostrar que (J - Qa1 B
x:m) x:n} n X
Demostracion:
n-1 n

3.9 ARUALIDAD ANTICIPADA DIFERIDA n AROS.

En egte tipo de anualidad lea primeros n-1 afies son omltidos, de-
tal forma que el primer pago seri efectuado a la edad x+n y continua -
réan realizéndogse mientras la persona se encuentre con vida. El valor -
preasente, denctado por Cl ., puede expresarse como la suma de dota-

n/ b4
len purog pagaderos a partir de la edad x+4n, por lo que 8e tiene:

W=
(] = E E = E + E o+ E +
n/ X t=n t X n X n+l  x n+2 x
n n+1 n+2
a = v P Y P + vV P AR



Muitiplicando numerador y denominador por V resulta:

N H4n+t H4N42D
v 1 + Vv 1 + Vv 1 teoow
. H+N HEST Y AN+
G = e e T e e i e 2 e e e e B b
n/ % %
vV 1
R
Y
Comp P =V 1 se tiene:
% b
] D D

e H4+n + REpvl  +F H4n+ZD 4 L.

n/ » D

[ W
Si N = E D entonces N = 2 D
X t=0 AL X+ t=n X+t

a = - 3.11)

EJENMPLD f. Z desea comprar una anualidad anticipada de $3’250,000
anuales estipulandose el primer pago al cumplir 54 aftos. Si 7 tuenta -
con 38 affos, calcular la prima neta Gnica.

(37 250,000) a = (37250,000) | ~mremm—mae



N
.. 54
(3'250,000) Cl = (3'250,000) [------
16/ 38 D
38
Buscando los valores para H y D en la tabla de mortalidad -
54 38

Cs0o 1958 se tiene:

25'741.022.31

(3'250,000) a = (3'250,000) |-eeeoemmmmeo
16/ 38 3'024,434.7

(3'250,000) a = (3'250,000) (8.511019365)
16/ 38

(3'250,000) a
16/ 38

27'660,812.94

"

BJEMPLO 2. Momtrar que a - ¢l
Demostracién:

Se tiene cue Cl es una anualidad vencida diferida n aflos en -
n/ ®
donde el primer pago se efectfia al inicio del afic xin+l.

Ahora si @e toma una anualidad venclda diferida n-1 afios el pri -
mer pago ae efectta al inicio del afio x+n por lo que se tiene:

wW-x
a - B
n-1/ x =n L
Cj = B+ E E + ....
n-1/ x® n o ox n+l % n+2 %K
n n+1 n+2
v 1 v 1 v 1
x+n X+nel Rin+2
Cl 2 ememmmmem 4 e mmem——— 4 e ——————
n-1/ ® 1 1 1
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®
Multiplicando numerador y denominador por V rtesulta:

x+n X+n+l X+n+2
v 1 + V 1 + Vv 1 + e
x+n ®+n+l Xin+2
n-1/ x x
v 1
%
D + D + D + .
X+n xen+l X+n+2
n-1/ "~ x D
b3
N
a R+n
n-1/ ® D
X

3.10 ANUALIDAD ARTICIPADA DIFERIDA n AROS Y TEMPORAL A m ASOS.

En este tipo de anualidad los primeros n-1 pagos son omltidos, de
tal forma que ¢l primer pago se realiza a la edad x+n y continuan has-
ta la edad x+n+m-1 mientras la persona se encuentre con vida. El valor
presente se denota por tj Yy su célculo se obtiene mediante la su-

n/m x
ma de dotales puros que comienzan en el afio x+n y finalizan en el afo-
%+n+m-1. Por lo tanto se tiene:

nim-1

n/m X t=n t X n x n+l  x n+2 X n+m-1  x



b3
Multiplicando numerador y denominador por V  resulta:

R0 w4+l ® +n+m~1

RN H+n+l w+n+m-1

Como B =V 1 entoneess
] ®

ja] D D D
40+ x+ndl + xHN42 4+ ... 4+ xHnie—g

n/wm X D
4
WX =]
Comn N = E 4] Yy N = 2 ]
X+n t=n %+t x4n+m t=nem x+t

fer lo tanto:
N N
G B e e e e e — (3.12)

EJEMPLO 1. M desea comprar una anualidad contingente anticipada ~
temporal a 135 affos de $ 4°000,000.00 anuales para su padre gue abora -
tiene 48 afios y se estipula gque el primer pago se harid a la edad de 35.
Hallar la prima neta fnica.



L 66

¥ - N

. 48+7 481+7+15
(4'000,000) 1 = (4'000,000) | =--=~---e o m e m
1/15 48 D
48
H - N
: 55 70
(4'000,000) a = (4'000,000) {---w-ceuoa-n
7/15 48 D
48

Bupcando los valores para N y I en lea tabla de mortalidad €SO -

x X
1956 se tlene;
.. 24'032,177.4 - 6'216,553.1

(4'000,000) C = (2'000,000) [~---omm e

1/15 48 2'151,660.7
(4°000,000) (j = (4'000,000) (B.279941303})

/15 a8
(4'000,000) = 33'119,765.21

/15 48

RIEMPLO 2, Momstrar gue tj = a

n/m x n-1/m X
Demostracibn:

(] es la anualidad vencida diferida n afios y temporal a m -
n/m x

afions donde el primer page se realiza en e} aflo x+n y finalizg en el -~
afio xenwm-1,

(] eb una anualidad vencida diferida n-1 afios y temporal a
n-1/m x
= aflos donde el primer pago se realiza en el afic x+n y finaliza en el-~
aflo xvnem~1, eBl:

n-1/m x t=n t X



n+m-1

X
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CAPITULO 4

AWUALIDADES VENCIDAS Y AHTICIPADAS PAGADERAS m VECES AL ARNO

En la prActica, las anualidades no si{empre sgon pagaderas anual -
mente, con frecuencia se puede pregsentar el caso donde los pagos se -
realizen en subperiodos deé aflo, ya sea gobre la base mensual, bimea -
tral, trimestral o bien semestral. Para diferenciar este tipo de anua-
lidades, en su notacién se agregard un superindice (m)., €l cual indi -
caré que loms pagos se efectuarAn m veces al afio.

4.1 ARUALIDAD VITALICIA VEHCIDA PAGADERA m VHECHS AL AS0.

Bn este tipo de anualidad el primer pago (1/m) se realiza a la -
edad x + 1/m seguldo de pagos iguales a intervalos de 1/m afios. El va-
lor presente de una anualidad anticipada @¢ puede representar como:

a -1+4 4.1)

x "

Una anualidad vencida es {gual A una anualidad anticipada diferi-
da 1 aflo, asf:

- (4.2)
1/(] X Clx

Para obtener una anualidad anticipada diferida por una fraccidn -
de afio 1/m se interpola entre (] Yy Ci :
X E
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Sustituyendo la expresién (4.1) se tlene:

1
-—— - 1 . 7‘
.. m [ Gx.!
1/m/axk Cl_:[l*.Cl]
x x
1
--- - 1 - Q
. m ® a
B v mmm e m e m - - = + 1] - e
I/m/ax ad -1-q x m
x x
. m -1
= (0 4+ -mmm-e- (4.3)
1/m / x x m

La expresidn (4.3) e3 solo una aproximacién, ya que no se consi -
derd la influencia del interes y de la mortalldad. Teniendo en cuenta-
este error, se calculan las anualidades anticipadas diferidas (2/m, -
3/m, 4/m,..., (m-1)/m, 1) ailoa, aafi:

. m o~ 1
= PRI
1/m / x® Gx m
o m - 2
" F mem e m———
2/m / x Clx m
‘s 1
(m-1)/m / C]x Clx n i
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Lo anterior representa m pagos de uno en los distintos subperio -

{m)
dos. Si ae denota por (] la renta de uno al aflo, pagadera en inter-
x (m)
valos de 1/m al final de cada subperiodo., m veces (] equivale a la
*
suma de las m anualidades anteriores, entonces:
(m) 1 m-2 m-1
m (1 = +Q +-- 0+ Qo mm-- + 1 o+ -----
X X X m 3 m 3 m
()} 1 2 m-2 m-1
m = m (] 4 -mm e b b e PR,
X ] . m m m
(m) 1+ 2+ .00 4 B2 ¢ m-1
m =om (4 mmmmmmm et
*® ® m
Por conocimientos de algebra se mabe que:
m{m-1)
1 42 4+ ... +m-2 4+ m-)l & ——eemno
2
Por lo tanto:
(m) m{m-1)
mn (1 = m P
» b3 2m
{m) m-1
m G = m G b mmw
X X 2m
{m) m-1
a = 0 o+ - (4.4)
] X 2m

Lo anterior representa una aproximacién del valor presente de una
anualidad vitalicia vencida de 1 pagadera m veces al aflo a la edad x.
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Para obtener una mayor aproximacién de la expresién (4.4) se uti-
liza la férmula de Euler-Maclaurin' :

n

1
u dx = ~--- |u +u +u t...4 1 +...+ 1 +

0 x m 1/m 2/m I/m 1 n
1 3
~e== iU - u - - u' - u' -... (4.5)
2m n 0 2 n 0

12m

1 1
--=-lu -u - ===-fju" -u’ ~ e (4.6)
2 n 0 i2 n 0

1 1
- s u vu Tt U t...t 1 4+ —m—m— u - u
™ 1/a 2/m 3/m 1 n 2m n 3]
n
1 1
. e u' - outy- ... - Z“ + ---ftu -y
2 n 0 X=21 X 2 n 1]
12m
1
- -~=-{u*' - u' - ..
12 n 0

1 Consultar ol anexo de este capftulo pare ver su desarrollo,
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m-1 m -1
..... u - u . mmmemawa l—;_l' - u'] ~ e 4.7
2m n o] 2 n 0

Rl segqundo miembro de la expresién (4.7) ez la férmula de -
Woolhouse.

t
Siun =V P , el primer miembro de la expresiédn (4.7) repre-
t t ox
senta la anualidad vencida pagadera m veces al aiio.

1 i/m 2/m n (m)
-1V P + v P +...+ VP oot V p =
mn 1/m X 2/m X X n x x

Analizando el sequndo miembro se tiene que para n s wW-%:



1
4] x+0
u o=V b = 1
0 0 x 1
x
u = u =0
n W-%

Por otro lado me tiene que:

1
4 t d t x4t
u' g ~we~ (Y p;] [ Vo
t at t dr )

x
1 d €
n o om emeo o aees v 1
t 1 dt R+t
%
1 t 4 d t
u'om e v T | + 1 ——
t 1 dt x+t X+t dt
%
al
b ¢ R+t t
L R Vel  emmenno + 1 VvV log Vv
t 1 K+t dt 1 wet
® #+t
t
v 1 a1
N+t x4t
U' 8 smemeeamn memmmenw 4+ log V
4 1 dt 1
X R+t
Se tienc que 1
a 1 d 1
et b.234
/L( L et por lo tanto ../,( R
nit dt 1 A+t at 1
}. 234 X+t
-1

Yy log V = log (1+4i) = - log (1+l) = -~ J‘

Donde ' en la tasa inptanténea de crecimiento o fuerza de inte-
res,
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Entonces:
u' =V p -/i -d
t t X X+t

u' = ~u +
t t [/iXQt ]

Como u =90 y u = 1, entoncen:

u' o~ u' = -u' =u + CP = u + d~
n 0 a 0 /L ®+0 0 /Lx
u' - u' = L+ cr
Fs

Por 1o tanto el tercer termino del segundo miembro de la expre -
ai6n (4.7) se expresa como:

En la practica los dos primeroz terminos de la expresién (4.8) -
proporcionan una aproximacitn lo suficientemente exacta, por lo que -~
(m)
(] puede ser representada simplemente por:
X .

BEJEMPLO 1. Encontrar el valor presente de una anualidad que pro -
porciona & 500,000.00 al final de cada 3 meses durante toda la vida de
una persona que cuenta con 50 afios en eate momento, utilizar la tabla-
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de mortalidad €SO 1958 al 3% de interea. Emplear la expresién (4.4).
(m) m=~1
1 = (1 4 -
x x 2m

Come la anualidad proporciona & 500,000.00 al final de cada 3 me -
sea, quiere decir que al aflo proporclona (500,000)(4) = 2'000,000.

(4) 4 -1
t2'000.000) (] = (2'000.000) (] 4 ~~-----
50 50 {2)¢4)
N
{4) 51 3
(2000, 0000 ( = (2'000,000) |----~ PR
50 b 3]
50
(4) 31'296,206.9 3
(2'000.000) s (2'000,000) |---cmmmmoeann PR
50 1°998,744 8
(4)
t2'000,000) = (2'000,000) [15.65793663 + 0.375}
50
(4)
(2'000,000) C] = (2'000,000) (16,03293663)
50
(4)
(2'000,000) G s 32'069,873.26
50
vie
(m) 1
BJEWPLO 2. Utllizando (] LEEEE R llegar a la ex-
¥ m t=1 t/m x

presién (4.8).

We Ww-X D
(m) 1 E 1 xet/m
G 2 e=- E = === mmmmamea

X m t=1 t/m x m t=1 D

1§
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W-x
(m) 1
a, ® g °
x m D t=1 R+L/m
S Lot s
5 :
Para obtener una aproximaclén de /_ . D . Ya que si x+ ---
t=1 Ret/m m

eg fracci6bn no se encuentra el valor en tablas, se utiliza la £6rmula-
de Woolhouse:

w-x W-R 2 D

1 E 1 } m-1 m -1 a x
-—— D 8 = D 4+ - D 4+ ---eem e e

m D t=1 Xx+t/m Dx t=1 x4+t 2m * 2 dx
x 12m

Utllizando el cAlculo elemental se obtiene el valor de la deriva-

da de D .
X
%
aDp dv 1 d 1L ®
b3 ® ® X d v
—————— B —cemmeme—— = Y ————— 4 1 —-————
dx dx dx x ax
a D
X b X
—————— = (V) |- },L + 1 (V log V)
dx ® X x
dDp
Hd X
—————— =V 1 - - J
dx %® (ﬂx :‘
a D

Por lo tanto:s



W wW-X D D 2 ~D +
1 X+t m-1 3 m -1 = ka JJ
. D 8/  eea--- L el Rt [ B R -
m Dx = x+t/m = D 2m D 2 D
X ® 12m x
-x 2
1 m-1 m -1
e D = O CEETTEas 4 e [/LL + J]
m Dx ta x+t/m x 2m 2 *®
12m

EJEMPLO 3. Cu#l ea ] valor pregente de una anualidad vencida de-
8 200,000.00 mensuales, para una persona de 25 affos de edad?. Utilizar
la tabla de mortalidad CSO 1958 al 3% de interes. Emplear la expresidn
(4.8}).

(m) m~1 1
o B e - [/* : JJ
x x 2m x
2
(12) 11 (12) -1
= 4 mmme = memme————we [ +
Cl 25 25 247 2 }L 25 J‘
(123¢12)
(12) 26 11 143
AN S
25 D 24 1.728 25
25
(12) 108'616,225.2 11 143

LR e 4 mmem 4 mmeeo +
25 4'573,377.1 24 1,728 [/{ 25 Cf:l

Para calcular j{ se procede de la miguiente manera:
25



d 1l .
1 25
ﬂ25 1 dx
25
Para obtener la derivada de 1 se elabora la tabla de diferen -

clas:
! 2 3 4 5 9
| = 1 Al A A Al Al
| X x X X x X )
| i
! 1
| 25 9'575,636 -18,481 -251 F4 ~-96 97 {
| 26 $'557,155% -18,732 -249 -94 1 |
| 27 9'538,423 -18,981 -343 -93 |
| 28 9'519,442 -19,324 -436 |
1 29 9'500,118 -19,760 |
| 306 9'480,358 !
| !

Ahora utilizando la expresién que permite determinar el coefi -
ciente diferencial de una funcién partiendo de sus diferencias:

41
25
....... = -18,481 + 125.5 + 0.6666 + 24 + 19.4
ax
a1
25
------- = - 18,311.433
dx
1
}{ B o emmmmmmeen (-18,311.433)
25 9'575,636
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)‘Lzs = 0.00191

Para calcular Cr se procede de ls sigufente manera:
d - log (1+i) = log (1+0.03) = 0.01284

Por lo tanto:

(12} 143
= 23.74967619 + 0.458333 -~ ~---- (0.001%1 + 0.01284)
25 1,728
(12)
= 23.74967619 + 0.458333 -~ 0.001221
25
{(12)
= 24.20678819
25

Eate repultado reprasenta el valor precente de 1 peso, si ne mul-
tiplica por 2'400,000 (resultado de miltiplicar el pago mensual de -
8 200,000.00 por 12). se obtendrA el valor pregente necesarioc para re-
solver el problema, asi:

(12)
t2'400,000y (] = (2°400,000) (24.206780819)
25

(12}
(2'400,000) (] = 58'036,291.66
25

4.2 ARUALIDAD VIECIDA DIFERIDA n A0S PAGADERA wm VECES AL ASO.

Bn este tipo de anualidad el primer pago 1/m serf efectuado a la-
sdad x+n+l/m y continuarén realizandose a intervalos iguales de 1/m -
aflos mientras la persona se encuentre con vida. El valor presente, de-

(m)
notado por CL .8¢ calcula tomando como base la expresién (3.7.A)
n, x
de tal forwa que:

28" %‘TGE
ﬁ-wsg ‘!ar% . ‘3;1 .
‘;5%%& ’!J%. Li mu.;mlmﬁ



Cl(m) (m)
= R,
n/ x n x a x+n
(m) m-1
Utilizando (7 = + mmmee se tiene:
x+n x+n 2m
{m) m-1
a_ = = |a o
n/ X n x X+n 2m

Por la expresai6n (3.7.A) C1 = E ., , entonces:
n/ X n o x XD
(m) m-1
= + E | |o---- (4.9)
n/ CJ X n/ Clx n x 2m
(m)
RJEMPLO 1. Determinar a en funcién de conmutados.
n/ x
]
x+n+1
Por la expresién (3.7) se tiene que Cl B mmmme—e y por la-
n/ x D
D 2
x+4n
expresibn (3.3) se tiene que B = e , por lo tanto:
n x b
X
N n
(m) x+n+l ®in m-1
a, = - +omees
n/ " D D 2m
X X
m-1
] R + D
(m) x+n+1 2m x¢n
O T e DR e L L e R e (2.10)
n/ * D
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EJEMPLO 2. Utilizando la expresion (4.10) calcular el valor pfe -
sente de una anualidad de & 250,000.00 por mes para una persona. de.20- -
afios, ajendo el primer pago a la edad 35.

m-1
n + - ]
(m) xen+l 2m X+n
M mmmmmmmmmmmeceecmeooo (4.10)
n/ a ® b

12 -1
N + jmmmmmom D
{(12) 20+15+1 (12}3(2) 20+15
. .

15/ 20 D
20
11
H + - D
(12) 36 24 3s
sy Qg 7
20
11
70'021,352.7 + == (3°331,295.4)
(12) . 24
G 'll —————————————————————————————————————
15/ 20 5'351,272.8
(1) 71'548,196.43
15/ a 20+ 5'351,272.8
(12)
' 13,37031377
157 20

Bste resultado correaponde a una anuslidad de un peso, el proble-
w4 proporciona una anualidad de & 250,000.00 mensuales lo que equivale
a multiplicar (250,000)(12) = 3'000,000 para obtener el pago anusl, -
entonces:

(1)
(3'000,000) d ‘= (3'000,008) (13.37031377)
15/ 20
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(12)
{3'000,000) ¢l = '40'110,941.31
15/ 20

4.3 ANUALIDAD VENCIDA TEMPORAL A n AR0S PAGADERA wm VECES AL ARO,

En eBte tipo de anualidad el primer pago de 1/m gse realiza a la -

edad de x+1/m sequido por pagos lguales a intervalos de 1/m afios limi-

tados a un mAaximo de n aflos, si1 x permanece con vida. El valor presen-

te de una anualidad vencida temporal a n afleas de unao pagadera m veces-
(m)

al aflo a la edad x ae denota el y se calcula tomando en cuenta -
%11

que es igual a la diferencla entre una anunlidad vencids pagaders m -

veces al ailo menos una anueltdad vencide diferida n afios pagadera m -

veces al aflo, grdficamente se veria como:

e SR U PSS J=m= ver momfmmmme- ey P

'3 X+1/m x+2/m ®x+1i  x+1+1/m Xx+n  x+p+l/m Ken+m
(m)
(] 1 1 1 1 1 1 T ...
X
(m}
1 1 1T ..
n/ Clx
=) 1 1 1
3 3
Clx:h']
(6.1)

Por lo tanto:

(m) (m) (m)

a ®10} - a x n/ a x
{m) m-1 m-1

a x:n] = [(Jx i -:.';m--jl ) n/Gx ) n nx [-;;t-{}]
(m) m-1 m-1

a. Qe - oa - e .



Utilizando el mismo razonamiento de la grafica (G.1) se tiene que
a b - , entonces!
x:m) a x n/ a

x
{m) a m-1
. O - (4.11)
a x: T x:h] 2m n X
(n)
BJEMPLO 1. Determinar (] en funcibén de conmutados.
x:7)
Por le expresidn (4.11) me tiene que:
() a m-1 ’:l
- L 1 - B§
a x1n) x10) 2m n
' ¥ 1
®+1 -  xen+l
Por la expresién (3.6) (] R e LT
) D
®
D
x+n
y ademés E 5 =ww---
n o x a]
x

por lo tanto:

B N D
(m) xX+1 - x4n+d m-1 x+n
e e L 4 memm—— 1 = wocwm-
x1n] D 2m D

b X



N N D
{m) x+1 - x+ensl m-1 x+n m-1
G R LR L P + e B P ————
%:1h) D 2m D 2m
X x
m-1 m-1
N - N LS E D - ----- D
{m) x+1 xen+l 2m x 2m x+n
a xim) D
»
m-1
N - N I D - D
{m) K+l x+n+l 2m % X+
a %, Ammomcmsommmaemamsaecaiee el nmm e (4.12)
®:70) D
%

RIEMPLO 2. Utilizando la expresién (4.12) caleular el valor pre -
sente de una anualidad de $ 1'5060,000.00 bimestrales, para una persona
de 30 afios, hasta completar 20 afios.

m-1
N - ¥ b - D -D
(m) %x+1 x+n+l 2m ® ®+4n
CI x:7) D
X
6-1
e 3 P
(6) 38+1 3842041 (2)(6)1_ 38 3842
(1's00,000) = (1°500,000) ] ~mmmmmem e e e
38:20) D
38
5
H - N + m——— [D - D ﬁ]
(6) 39 59 12 38 5
(1's500,000) O = (1'500,000) | ~-cmmemmem e aaes —————-
38:20| D
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{6) ~ 1'500,000

(1'500,000) 2 mmcmaelonns [60'646,653.6 - 17'861,499 4
38:20] 3'024,434.7 . : R e

5 : i
—me- (3'024,434.7 - 1'436.991;78 -
(63 1'500,000 5
(1°%00,000) = e 42'765,354.6. + ---- (1'587,443)
38:20] 3'024,434.7 12
(6) 1'500, 000
(1°500,000) ( 5 =emcmmmeooao (42'765,354.6 + 661,434.56834)

(6) 43'426,789.18
(1'soo,000) (4 a2 1'500,000 [----——=--wmomme

38:20) 3'024,434.1
(6)

(1's00,000) (1 = (1'500,000) (14.35864665)
38:20]
(6)

(1*s00,000) {1 s 21'537,969.98
38:20)

4.4 ANUALIDAD VERCIDA DIFERIDA Xk A0S, TEMPORAL A n AR0S PAGADERA m -
VECES AL ARO.

Ente tipo de anualidad se define como la serie de pagos de 1/m, -

comenzando & la edad x+k+i/m y contindan hasta la edad x+n+k. Kl velor
(m)
preacnte ne denota Qa y 8u célculo se reduce a la diferencia -
X/ T xim|

entre una anualldad diferida k afios pagadera m veces al afic menos una-
aAnualldad diferida n+k aflos pagadera m veces al aflo. Graficamente ge -
veria como:



: | ==-
x X+1l/m wel  welel/m 0 ek XaKRl/m aeneX Xenekel/

(m) : S ERS : . ;
: 1 - 1 1 .7
k/ Gx . . .
(m)
1 ..
n+k/ G x
(m)
1 1
k/ C]x:’rT]
(G.2)
Por lo tanto:
(m) (m) (m)
x/ d xin) = k/ a X - n+k/ a x
(m) a m-1 m-l]]
= + E —=ae= - + B |~—---
x/ x:H) X/ x kK x 2m n+k/ Clx n+k  x 2m
(m) a [m—l] m-1
= + E |-=~=- - - B j~----
%/ a xs:n) K/ % X x |_2m n+k/  x n+k % 2m

(m) m-1

e - + e E - K
x/ G x:ﬁ'] k/ Gx n+k/ Clx 2m [k x n+k >;]

Utilizando el mismo razonamiento de la grafica (G.2) se tliene que

= - ,» entonces:
k/n x k/ a X n+k/ d ®
{m) -1
= 4 o E - E (4.13)
k/Clx:'ﬁ] k/nGx 2m Eﬁ x n+k :1
(m)
EJEMPLO 1., Determinar a en funclén de conmutados.

k/ X:7)



; 87 -
Por la expresidn (4713) 8é tiene:

s L m-]_”‘

' - e B S
k/Cl 2x:M) "k/n x 2m kX “x-.n+k *
x+k+l = Xen+ksel
Por la expreaion (3.8) C] B ememmmmanaa e ————————
k/n X D
x
D D
X+k x+n+k
Por otra parte E = --v--- y B 2 —mememe-
x D n+k x D
x x
] N [ D D
(m) x+k+l - xen+kel m-1 x+X x+n+k
T mme e e e L e Bttt et
k/G x1n] D 2m D D
® ® X
) N ] D
(™) x+k+1 - X4n+k+l m-1 X+k ~ XxXs+nek
G B ommm—mem—m— e —m—— o ¥ mmmmm | e mmmmm s m e
X/ x:n] D 2m D
® X
m-1
¥ - N PO D - D
(m) XeR+1 Xin+k+l m X+k X+n+k
L R et e (4.
k/(] x17) D
X

BJEMPLO 2. Utilizando la expresién (4.14) calairlar el velor pre
nente de una anualidad de 8 100,000.00 mensuales para una persona de
30 afion, cuyo primer page se realiza a la edad 40 y asf mensualnente
durante 10 afion,

14}



(1'200,000)

(1'200,000)

(1'200,000)

(1'200,000)

(1'200,000)

(1'200,000)

{1'200,000)

10/ Claou—ﬁ'l

10/ Gau:i?ﬂ

10/ a 30:10l

(12)
10/ Clao:i'ﬂ

(12)

10/ Gao:ﬁﬂ

(12)
10/ a 30:10]

=
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(1°200,000)

N N
D 30+1041 3041041041

12 -t
[ D )
(2)(12) 30+10 30+10+10

(1'200,000) 11
————————————— N -8 + ----1|D ~-D
D a1 51 24 40 50
30
1'200,000
————————————— 54'886,345.6 - 31'296,206.9
3'805,782
13
+ ---- (2'833,001.8 - 1'998,744)
24
1'200,000
------------- 23'590,138.7 +
3'905,782
11
+ ----  (834,257.9)
24

23'972,506.86
(1'200,000) | cmmccccceamann-
31'905,782

(1'200,000) (6.137697101)

7'365,236.52
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4.5 AWUALIDAD VITALICIA AHNTICIPADA PAGADERA m VECES AL AS0,

En este tipo de anualidad la serie de pagos de 1/m comienzan al -
principio del periodo o intervalo de pago y contintan efectuéndose -
mientras la persons ge encuentre con vida. Las anualidades anticipadas
pagaderas m veces al afio difieren de las anualidades vencidas pagade -

(m)
ras m veces al aflc a

Gnicamente por la cantidad de pagos ini -

®
ciales de 1/m al principio del pericdo. Por le tanto se le agrega 1/m-
para aobtener la anualidad anticipada. cuyo valer presente se denota -

Lo (m)
, por lo tanto:

BJEMPLO i. Determinar

m~1 1
a P T
x 2m m
m -1 +2
(ol § Ll imecea
2m
m+l
Q. ¢ ----- (4.15)
x 2m
o (m)
a en funciton de conmutados.
x

Por la expresi6n (4.15) se tiene:

m+l
a, » -
% 2m
N
%+l
Q B me---= , por lo tanto resulta:
% D
x
N
x+1 m+l
—————— 4+ mmme- {4.16)
D 2m
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BJEMPLO 2. Utilizando la expres:ioOn (4.16) calcular el valor pre -~
sente de una anualidad anticipada de S 3'000,000.00 semestrales para -
una persona de 45 afios.

N
.. fm) . K+l m+l
EREEEE R e
X D 2m
r
]
L (2) 45+1 2 41
(6'000,000) a = (6'000,000) | ------- b e
45 D (2)(2)
45
N
.. (2) a6 2+ 1
(6'000,0003 (3 = (6'000,000) | ------ 4 mmeme
45 D (2)(2)
45
L (2) 42'062,259.3 3
(6'000,000) % {(6'000,000) | ~-wecomemm———= PO
45 2'392,904.8 4
L (2)
(6'000,000) (] = (6'000,000) (18.32790753)
45
. (2) .
(6'000,000) (] % 109'967,445.2
45

Se puede obtener otra expresiébn para el clleculo del valor presen-
te de uno snualidad anticipada pagaders m veces al afio tomando como -

base Cl = Q - 1 , por lo tanto se tiene:
x X
o tm) m+l
= + ==
® Gx 2m
o my ' me+l
a ={Q, - v e



x x
. (m) ‘e GRS ST
3 LR et
® Clx ~2m
L (m) . m -1
A . mmm—n . (4.17)
O’x Gx 2m

4.6 ANUALIDAD ANTICIPADA DIFERIDA n AROS PAGADERA m VECES AL AS0.

En este tipo de anualidad el primer pago de 1/m serd efectusdo a-
la edad x+n y conttnuarAn realizandose mientras la peroona se encuen -~
L)
tre con vida. Bl valor presente, denotado poar Cl , se calcula -
n/ x
tomando como base la expresién (3.7.A) de tal forma que:

(m .. (m)

= E
n/ G X n x X+n
.. (m) mo+ 1
Utilizando Q = G 4 e se tiene:
x+n X+n 2m
.. (m) mtl ]
n/ = 34 Q e
x n x x+n Zm
.. (m) m+1
n/ ] ] a + R emeee
x n X x+n n o x 2m
Por la exprenidn (3.7.A) a = R a ., Be tiene que:



B § memee b3 (4.18)
n/ x n/Clx 2m n x

Se pueda obtener otra expresidn para el cdlculo del valor presen-
te de una anualided anticipada diferida n afios pagadera m veces al aifio

. () e m-1
tomando G = a - e . por lo tanto:
Xx+n x4n 2m
(m) .. (m)
=, R
n/ d x n x Cl x+n
., (m) - m-1
N K - mmm
n/ Cl X n x me 2m
., (m) e m-1
5 E - e E
n/ X n X C]'x+n 2m n x
Por la expreasién (3.7.A) G = B d ., 8e tiene que:
n/ x n %X x+n
L (my .. m-1
= - e hid (4.19)
n/ x n/ Clx 2m n x
.. (m)
EJEMPLO 1. Detemminar Cl en funcién de conmutadon.
n/ x

Por la expresion (4.18) se tiene:

(m) mel

.

a

n/ x ' n/ ® 2m n =

"

+
1
I
1
i

x



‘N
s X+n+l
Por la expregién (3.7)- BTG BNk hiiaet Yy
: . n/ X .
X
D
®en
E = e por lo tento:
n x D
- »
N D
{m) X+enel med X+n
d Y —— 4 e i mee—e-
n/ X - D 2m D
x ®
m+l
N 4+ e D
., (m) X+n+l 2m X+n
a M e e e (4.20)
n/ X D

Ahora bien, 81 en vez de usar la expresiOn (4.18) se utiliza la -
(4.19) se obtiene:

L, (m) Ve m-1
N« G B
n/ a x n/ 3 2m n x
) H D
‘. X+n X+n
Por la expresibén (3.11) a = ------ ¥ B = --—--- ,
n/ * D n o D
x X
por lo tanto:
L D
,, (m) X+n m-1 X+n
% ammem— P y eme——
n/ Cl x D 2m D
x x
m-1
N . e D
.. (m) xen 2m x+n
n/ G x ’ b
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BJEMPLO 2. Calcular el valor presente de una énmlidﬂd"ahtiéihada A
de & 600,000.00 trimestralea, pra una persona de 37 aifios,. cuyo’ primer-
pago lo realiza a les 43 ados. - ) L . :

a) Utitizar la exprestién (4.20).
b) Utilizar la expresién (4.213}.

aj n+l
N + mme—e D
., (m) ren+l 2m w+n
ns a x D
X
4 + 1
] 4 mmmeee D
.. (4) 37+6+1 (2)(4) 3746
(2'400,000) = {2'4000,000)| -~ oo m e
6/ 37 D
37
r 5
¥ 4+ --= D
., (4} 43 8 a3
(2+400,000) Q 5 {2'4000,000) |e--mm-cmcmnmnnnoan
6/ 37 D
L 37
r 5
46'932,042.3 + --- (2°'562,794)
., (4 8
(2'400,000) Q 3 (2'4000,000) | --~-- e ——— e ——— -
6/ 37 3'123,914.9
.8 48'533,788.55
£2'400,000) a % (2°4000,000) [-vrer-muow o
6/ 37 3'123,914.9
., (4)
€2'400,0Q00;} a = (2'4000,000) (15.536207)
6/ 37
LAy
(2'400,000) a = 37'266,896.8

6/ 37



b)

L my
s
n/ ®
RN 4 -1
oo (R) e R e (2)(4) 3746
(2400, 000) L w(27400,000) 0 [ies e o
- 6/ .3’ L S : D
R i : 37
[ 3
N ~ === D
G 43 8 43
(2'400,000) a ¥ (2'400,000) | =cmmmemcmemm——caon
6/ 37 D
37
3
49'494,836.3 - --- (2'562,794)
Y 8
(2'400,000) a = (2'400,000) [~-=-sm--mmemmmmm oo oo
6/ 37 3'123,914.9
N [-49'494,836.3 - 961,047.79
(2'400,000) a % (2'400.000) ) oc-mmemmimee e cmmanmasann
6/ 37 L 3'123,914.9
.. (8)
(2'400,000) Cl = (2'400,000) (15.536207)
6/ 37
L))
(2'400,000) a 2 37'286,896.8

6/ 37
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4.7 ABUALIDAD AMTICIPADA TEMPORAL A n Af0S PAGADERA m VECES AL ASO.

Este tipo de anualidad se define como la serie de pagos de 1/m -
que se reallzan al principic de cada intervalo de pago limitados hasta
la edad x+n-1 s8i la persona de edad ® permanece con vida. Bl valor -

.o (m)
presente, denotado por Q __] , 8e calcula tomando en cuenta que es-
Xx:n
igqual a la diferencia entre una amialidad anticipada pagadera m wveces-
al afio menog una anualidad anticipada diferida n afios pagadera m veces
al afio, por conalguiente:

.. (m) m+1l m+1l
a x:ﬁl= Clx * “5;- ) n/ Gx " _;;x“ n Kx
.. (m) m+l m+l
Qua” A’ " G 7 T
., (m) m+l
x:ﬁ]= a x n/ a X ' _;;\" (1 ) n Hx\)
Tomandoc en cuenta que Q x:lT}= Gx - iy Cl x , entonces:
-] ) m+l
a x.:rﬂ? a e + -;;l-- (1 - N Ex‘) (4.22)

Se puede obtener otra expresién para este tipo de anualidad uti -
1izando las expresiones (4.17) y (4.19):

Lm L (m) .. (m)
x:T] a x n/ a %



lv(m) . . mhl
a x:7) a x 2m
(m) . m-1

Lo m) . o

Gx:ﬂn' Gx ) n/Cl %
., (m) i m-1
Q,m* Gum ™ o

(m)
x:n]

Utilizando la expremsion (4.22):

EJEMPLO 1, Determinar (3

L kmy a m+i
F + -
a x:n) *®:n) 2m
Por la expresitn (3.6) (] =
nin)
D
x+n
Yy E R Be tiene:
n x D
x
N - R
L) x+1 x+n+l
x:n) D

en funcién de conmutados.

N - B
X+l nen+1
ol
X
D
m+l nan
4+ emm—- 1 = eme=m -
2m D



L (m) x+1 X+l m+l mel ®+n
e it 4 meee o mmmme e e
G x:n] D 2m 2m D .
#® ®
m+l
¥ - N +  wmman D - D .
oo (m) X+l x+n+1 2m K X+n -
L bkt e bttt (4.24)
x:ﬂ D :
X

Gtilirando la expremsidn (4.23):

., (m) . .. m-1
a % 4 _ - - 1w
x:n} x:7) 2m n &
N - N
. ”®t . Hen
Por la expresi6n d L L T E R ¥
X 17} ]
D x
n+n
B & -—=---- ae tiene:
n % D
x
N ~ B D
L, (m) . k.4 ®+n m-1 xen
N mmmmecmemsaae 4 e 1 & cmame-
a x:i) D 2m D
x X
N - B D
.. (m) b4 x+n n-~1 m-1 ®+n
e e - mme—— L e tadadd
%1 D 2m 2m D
x x
-1
N - N - =---- b2 - D
.. () x #en 2m % xen
O S (4.25)
x11) D
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RJEMPLO 2. Calcular el valor presente de una anualidad de -
8 850,000.00 bimestrales pagaderos al principio del periodo para una -
persona de 2% aflom durante 20 aflos.

a) Utilizar la expresisn (4.24).
b) Utilizar la expresibdbn (4.25).

a) m+l .
N - N 4 mmme D - 0
.. (m) n+l Kintl 2m % Ben | -
d ®im) D
X
L (8) (5'100,000)
(5'100.000) (] B oammmmm———— ¥ -H .
25:20) D 25+1 2542041
25
6+ 1
....... D -
(2)(6) 25 25+20
.. (6) (5'100,000) 7
(5'100,000) L '} -¥ 4 ----{D ~-D
25:20) D 26 a6 12 25 45
25
L (8) 5'100, 000
(5'100,000) B oeememm————— 108°'616,225.2 - 42°'062,259.3
25:20) 4'573,377.1
7
4+ ~--- (4'573,377.1 - 2°'392,904.8)
12
Lo 16) i
(5100, 000) = 75'636,039.55

25:2_6] :
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4.8 ANUALIDAD ANTICIPADA DIFERIDA Kk ANOS, TEMPORAL A n AROS, PAGADERA
m VECES AL ANO.

En este tipo de anualidad el primer pago 1/m se realiza al prin -
ciplto de la edad x+k y continuvan hasta la edad x+k+n-1 mientras la -
persona de edad x se encuentre con vida. El valor presente, denotado -

.. (m)
por C] y 8u cllculo se reduce a la diferencia entre una -
k/ x:f)
anualidad anticipada diferida k affos pagadera m vecen al aflo menos una
anualidad anticipada diferida n+k afos pagadera m veces al afio, por -~
conaiguiente:

(m)

k/ d ®:7) ) X/ % k+n/ x

Utilizando la expresién (4.18) se tiene:

L m 1
= 4w B -
x/ a x:7) [k/ a ® 2m k x:‘

L. (B ml
3 - L B - E
x/ x:7} X/ a % xen/ a 3 n [k b k+n X

Tomando en cuenta que Cl
k/n x k/ Hd n+k/ %
resulta lo siquiente:



. {m) . m+l
- b eeean b4 - B (4.26)
k/ G‘ i) k/n d X 2m [k x ken x]

5¢ puede obtener otra expresidén para este tipo de anualidad uti -
lizando (4.19), amfi:

K tm) .a cm) . (m)
x/ d ®:h) k/ a x k+n/ d x
L () N m-1 .
‘w - mmae- B - ~
ks a ®:0) k/ a x 2m kK x k+n/ a x
m-1
----- E
2m kin 2o
., (m) m-1 ..
® = - e B - -
X/ Gx.r’u‘]’ w Q& 2m Kk x km/Gu
m-1
----- B
2m k+n x
(m) . . m-1
.. 5 _ o " .
x/ Clxn'ﬂ k/ d x k+n/ a x Zm k x
m-1
----- 4
2m k+n x
Tomando en cuenta que s s e - A , re -
k/n d X k/ G x k+n/ a ®
sulta:
., (m) .. m-1
5 B E - E (4.27)
. X/ G ®:n) k/n Cl x 2m k 2 k+n =
D) (m)
REJEMPLO 1. Determinar G en funcli6n de conmutadog.



k/

k/

k/

x/

X/

k/

x/
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Utilizando la expreai6n- (4.26}:

.. (m) A mel
a g .l 4 e B - B
X:h] X/n x 2m Bk x  k#n x
N - N D D
L. (m) Xtk+l Xtk+nel m+l Ktk X+k+n
S o O o -
a ®:1) o} 2m D D
x X ®
N - N D D
., (m) Kek+l X+k+n+ 1 m+ 1 x+k m+l s+ken
D ememm e m e ——————— 4 mmmmm P - mmmmm m——————
a x111) D 2m D 2m D
x X X
m+1l
(m) L] - ¥ PR —— D - b
t‘l xX+k+l x+hken+l 2m x+k R+kan
B e e e e e T e el
x: 7] : D
% (4.28)

.. (m) . m-1
a 2 a B E - E
x:0) k/n x 2m k x k+n x
H - N D D
(m) . x+k x+k+n m-1 #+k x+ke+n
a wn D 2m D D
® x X
m-1
(m) ] - N - - D - D
o x+k RK+k+n 2n Atk K+ken
a N e T T
®x17) D
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EJEMPLO 2. Calcular el valor presente de una anualjidad anticipada

de & 450,000.00 mensualea parn una persona de 35 afos,
go se realiza a los 45 afos, limiténdose a 12 ailos.

cuyo primer pa-

m-1
(m) N - W R D - D
v X+k X+kan 2m X+k X+k+n
a B e mmmm e —m— e s aa—mamaanemm——————
X/ x:n) D
X
o (12) 5400, 000
(57400,000) a woleoooliiil " - -
10/ 35:12) D 35410 35410412
35
12 - 1
o ememeee D - b
{(2)(12) 35+10 35+10+12

. (12) 5'400,000

(5'400,000) W oo H - M
10/ a 35:12) D . 45 57
35
.. (12) 5'400,000
(5400, 000) a B ommmemememaan 44°'455,164.1 - 20'821,956
10/ 35.:132) 3'331,295.4
11
- ---- (2'392,904.8 - 1'503,465.3)
24

% 37°'648,405.78
(5'400,000) 10/ 35:12)



‘A"NTE X O
RELACION ENTRE LOS OPERADORES DY A .

La serie:
2 n-1
h h (n-1)
f(x) + h £' (%) + ~—-= £''°(X) + ... ¢ —=-woe- 4 (%3+...
21 (n-I}¢

representa el teorema de Taylor para series convergentes, y ne puede -
escribir de la siquiente manera:

2 3
(rh) 2 (rh) 3
u = u + rhDu + ~~-uuee D U 4 =emmem- D u + .
x+rh x X 21 % 3t X
2 3
(rh) 2 (rh) 3
u = I1+rhD+ ~-mm-e D + =----- D + ... u
x+rh 21 3t x
thd
u = e u
X+rh x
Por otra parte ge tlene que:
r
u = E u
x+rh %
por lo tanto:
r rhD
E = ¢
resutando entonces:
A2 A3 4
hD = log E = log (IoA):A— ————— 4 me—n— e . N
2 3 4
Y 2 q
3
, A
Du = --- Au - --T--u o+ --T- L u 4.,



Entonces:

2 3 4
2
2 3. a
LB 8
2 3 a ’
2 3 11 4 5 5
A - A M ~;;— A - —g_ A Hovee

S5e tiene asf{, un metodo conveniente para expresar los coeficien -
tes diferenciatlea de una funcién de x en terminos de las diferenclas -

de la funcioén.

EXPANSION DX HULER-MACLAURIM,

La férmula de Euler-Maclaurin puede ser derivada de la expanasién-

de operadores,

n-1

por lo tanto:

Z £(x) = £(0) + £(I) + ... + £(n-1)

®=0

Entoncesn:

t(x) = 4 F(x),

1
F(x) = A

= F{n)} - F(0), donde £{x)= A F(x).

f(x)

1) f(x)



2 3
D D
a T 4+ D ¥ —eee b emee b e, -1 (%)
21 31
1
- 2
-1 D D
- D I 4 e 4 emem w L £(x)
. 2 31
B 2 4
-1 D D D
= D I - e 4 mmee o mmmae L, f(r)
L 2 12 120
3
-1 1 D D .
= D - e 4 mmem o e e £(xn)
2 12 720
3
-1 1 D D
e D (%) - —-= f(X) + ee-= f(H) ~ —mea- £(x)
1 da f(x»)
- £(x) @k - --- £(R) 4 —e-- mme—omnn -
12 ax
3
1 d £(x)
720 3
dx
valuando la integral de 0 &8 n se tiene:
n
1 1
F(n) - P(0) = £(x) dx -~ -— [f(n) - f(O{J 4 e [f'(n) -
[} 2 12

1
t'(O)J - emem- [f"'(n) - f"‘(O)] e
720

Para F(n) - F{0) sec puede escribir:



£(x) 6 £C0Y + £CX) + £(2) ¢ ... ¥ f(n—I)

Por lo tanto:

n
‘ 1
f(x) dx = f£(0) + £(I) + £(2) + ... + f(n«1I) + ~--= [f(n) -
2
i 1
1(0)] - e—e= [E‘(n) - (‘(0):' 4 e [f"'(n) - E"'(O)]
12 720
n
1 1
£(x) dx = =~-- £(0) + £(I) ¢ £(2) +...+E(n~I) + ===~ f£(n) =~
0 2 2

1 1
-—-- [f‘(n) - f'(O)] 4+ m—-e- l:f"‘(n) - f"'(O)} P
12 720

Enta eB una forma simple de la expansi6én de Kuler-Maclesurin.
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€ AP X TU L O 5

ABUALIDADES CRECIENTES Y DECRECIENTES
(ANUALIDADRES VARIABLRE)

pentro del concepte de anualidades, con frecuencia los pagos va -
rian en progresién aritmetica, en fooma creciente o decreciente segtn-
fsea el caso, a ento se le concce como anualidades variableg,

Existen clerto tipo de anualidades «n donde los pagos varian sin-~
presentar un patr6n reqular, como cjemplo se podria citar una anuali -
dad variable para (x) la cual provee pagos anuales de 1 por n afies, -
Beguido por pagos de 2 por el resto del tiempo de vida de (x), este -
valor presente eg obviamente igual a la suma de valores pregentesn de -
una anualidad vitalicia vencida de 1 y ung anuvalidad venclda diferida-~
n afios de 1, C1 + (] ; 8in embargo, en las algulentesg sec -~

x n/ x
cicnes ae calcularédn loa valores presentes de lag anualidades vencidas
y anticipadas tanto crecientes como decrecientes donde 1os pages va -
rian en progresién aritmética.

5.1 ASUALIDAD VARIABDLE VITALICIA VEECIDA CRKCIEETH.

&1 me supone una progresién aritmética donde k e= el primer ter -
mino y h la razén los pagas aflo tras afio quedan estabiecidos como:

k, k+h, k+2h, k+3h,.....
As! el valor presente de una anualidad varifable vitalicla cre -

ciente, denctada por (V{(] } . se calcula de la sigulente manera:
x



1 1 1
x4+l r+2 ®+3 -3
w{d) =k -2---- V. + (k#h) ----=- Vo (Ke2h) -=--- v e
» . e
' x x x
1
x+4 4
(k+3h) --eweme AR
1
x
2 3
k1 V o+ (k) 1 vV o+ (k+2n) 1 v ...
*xel r+2 %43
(V) 8 o e
1
X
%

Multiplicando numerador y denominador por V :

® 2 % 3 x
k 1 VV 4+ (keh) L vV VvV + (k+2h) 1 Vv Vs L.
K+l K2 X+3
x
v 1
®
x+1 %x+2 x+3
X 1 v + {k+h) 1 v + (k+2h) 1 v e
x+1 x+2 ®+3
x
v 1
x
X
Tomando V 1 =D resulta:
x X
kX D + (k+h) D + {(R+2h) D + {¥43h) D taeoan
x+1 xe2 #+3 x+4



- 106 =

k D
K2

wly D & kD 4 Lnp Tax
, A

+ 3h D +
x+4

8i se ordenan las D de tal forma que se sumen aquelleu qne

el mismo subindice, resulta:

n

kD + ¥ D +
X x+l

vy o
X

Factorizando, se tiene:

twvCly o = x D + D + D + D .
x X x+1 X42

T-
+h D + D + D + i
x+e2

Por valorea conwutados se recordar8 que:

x4

tlgnen



z
|
x

=
*

~
I
[

N
x
+
-

y asi sucesivamente.
Por lo tantos

v =X M +h N + h N +h B [
x x+1 82 ®+3 x+d

wQ) oxw +h In P + B o
x x+l X+ 2 Xe3 x+4

Definlendo una nueva funcién conmutada, dada por:
H-H
8 = N + B + N 4 cie. = L]

3 R Kel R+ e t=0 X+t

W-X

8 = N + N + N + eee. = : u

n+l x4l x+2 x+3 t=l Xt

WX

8 t H + N + N + te.. = H
x+2 %42 ®+3 x+4 te2 xst

Y asl sucenlvamente, por lo tanto:
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W-R
(w)y b =xn + h v
X x x+1 t=2 X+t
vy b =xkun + h B
x x x+1 xX+2
kN + h s
x4+l x42
wwQ) D i T T PSP (5.2}
X D
x

Otra forma de llegar a la expresién (5.2) es partir del hecho de-
que en este tipo de anualidad se proveen pagos de k a la edad x+l1, -
(k+h) a la edad x+2, (k+2h) & la edad x+3 y as{ sucesivamente mientras
el asegurado Be encuentre con vida, grdficamente regulta lo siguiente:

. h

o noon . h
n/ Gx

h h h h ««+ h
n-llax

h h h h h .. h

n-2/ Gx . . . . . .

h n ... A n n n -
2/ Clx

h h h e h h h H ‘e n
1/ Gx

x G k 3 )4 e k X k 3 P

x
e f———— [ERRELY ELE T J== e m=mmem [EEE T T R e et
x X1l x+2 x+3 x+n-1 x+n xen+l x+ne2 ®
+ Aflo en que fallece el asegurado (G.1)

Por lo tanto el valor presente de una snualidad variable vitali -
cla creclente corresponde a la suma de cada uno de los niveles de la -
grafica anterior, asi:
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w() =k + |h + h +h P
G = Clx [ UGx Z/Gx 3/Gx }

v = x O . h @l + @ + a . e

1/ = 2/ x 3/
H-K
wd)y =xQq + n Z a
® X tel t/ X

Ssustituyendo lasm funciones conmutadas correspondlentes se tiene:

n H-x% N
x+1 Xt
ewwd)y =Xk |------ PO T B A
® D t=1 b
% x
W3
1
8 weem- k N + h N
v x D x+1 t=1 xet+l
%
Como:
w-X
; R = N + N + N L = 5
t=1 xXetel x+2 X+3 x+4 xX+2

Por lo tanto:

1
wvwdq) = ----- X N + h 8
x D 241 x+2
X
k W + h &
x+1 x+2
wly  » - wmmmmmmemecmanen
x D
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Cuando en la expresildn (5.2) k=h=1 ae

tiene el valor presente a

la edad x de una anualidad vitalicia vencida creciente denotada por
(ICl) . la cual provee pagos de 1 & la edad x+1, 2 a la edad x+2, 3-
%

a la edad x+3 y asi sucesivamente,

aritmetica creclente cuya razdén es de |1,

n/c'1 3
n—l/Cl x
n-2/ x

2/ X
1 1 .
1/Cl X
a 1 1 1 .o
x
..-'..--.._l ____________
x x+1 x+2 x+3

« Aflo en que fallece el asegurado
Por lo tanto:

(ICl)x=C1 roa.

lo que repregenta una progresién
grificamene se tiene:

1

1 1 cee 1

1 1 1 i

1 1 1 1 Sl

1 1 1 1 ves 1

b3 1 1 1 iee 1

1 1 1 1 1
il bt |~==== Promme- R R

x+n-1 X+n x+n+l X+n+2 *

(G.2)

X 1/ x 2/ X 3/ x
| w-x
®+1
T O R . a
® t=1 t/ X
X
.4 w-X ¥
X+1 ) xX+t+1
ady = oeeee- s Z --------
X t=1 D



S4el! B mmem N + N
x

1
(1) = ---- {u + N + N + M o
x D x+1 kK2 x+3 X+4
)
1
xQy = ---- [s }
x D x+1
x
s
M+l
O (5.3
x D

Tembien se puede obtener la expresi6én (5.3) haciendo keh=l en la-
expresién (5.2), asf:

¥ + 8
®+1 x+2
(A0l ) = oo -
x D
x
] + B + N + N L
u+l x+2 23 R+a
(& S I
x D
X
B
x+1
S L R
x
®

BEJEMPLO 1. Calcular el valor presente de una anualidad vencida -
para una persona de 28 afloy cuyo primer pago es de 6 1°000,000.00 in -
crementaAndose en 8 500,000.00 afio tras aflo, mientras se. encuentre con-
vida.



Tzl

Utilizande lé_expieslbp‘ﬁs.?),r ;

.12000,000" N

1°000,000 N~ 4+ 5005000 58 °

29 30

Buscando los valores de las funciones conmutadas en la tebla de -
mortalidad CSO 1958 al 3% se tlene:

4'160,726.8

v A a 217'212,625.4
26

BJEMPLO 2. Calcular el valor presente de una anualidad vencida -
para una persona de edad 42, cuyo primer pago en el primer afio es de -
$ 800,000.00, el segundo afio es de & 1°'200,000.00, el tercer aflo es de
1'600,000.00 y asi sucesivamente mientras la persona ae encuentre con-
vida.

Utilizando la expresién (5.2) se tiene:

donde k = 800,000 y h = 400,000 (razdn de la progresibn arit-
metica)

800,000 N + 400,000 W
4



800,000 N + 400,000 S
83 44

vy = -

42 D

42
(B00,000) (49°494,836.3) + (400,000) (454°759,355.1)

w =

42 276%0,751.3
v Q> = 113°742,049.6

82

EJEMPLO Z. Demostrar que:

(1Y = = (14)
H

Demoatracitng

d
ey -—

di

- {i+1) -
di

e
- (1ef) E

d
di bt
it
d t
= - {(f14l) —— v p
-} t= t »
=3 e
= t x
(1+1) p = (5 T ) J o —
te=d t di t
(143
t d t144)
144y - p - P mmmm—————
di t = t x di
2t
(1+1)
t-1 g (1+)

- 34 t (1+4) ———————

t x di

2t

(1+i)
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t-1 .
W-x t (1+¢4) P
- t x
= = (1+1) 2 L
t=1 2t
(1+4)
H-X -
t-2t-1
= - (1+1) -t (1+1) P
t=1 t %
wW-X
-(t+1)
= - {(1+4) z - v {1+1) P
t=1 t =
W-x
«(t+1)
= (1+44) t (1+41) P
t=1 t x
wW-X W-x
-t-1+1 -t
= t (1+4) P = 2:: t (1+4) ]
t=l t = t=1 t X
Wex
t
= t P v
t=1 t ®
1 1 1
X+l x+2 2 x+3 3
a2 (1) w——ee- V o+ {2) com-em V o+ (3) meemeee Vo i
1 1 1
% X %
2 3
(1) 1 Vo o+ (141) ) v ¢ (1+2(1)) 1 Vo+ ...
%x+1 x+2 ®+3
1
=

Multiplicando numerador y denominador por V resulta:
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x+1 x+2 X+3
(1) 1 v + (1+1) 1 v + (1+2(1)) 1 v +
x+1 x+2 x+3
., = S eyt e e = B et R e E e )
x
v 1
x
(1) p + (1+1) D + (1+42(1)) D + {1+3(1)) D L
x+l x+42 x+3 x+d
B e o e e e e e e e 4 e e
D
x

Tratande Gnicamente el numerador se tiene que es igual a;

= (1) D + (1) D + (1) D + (1) D PR
x+l x+2 X+3 X+4
(1) b + {(1L)Dp + (1) D . ...
X+2 x+3 X+4
(1) b + (1) D + ...
x+3 x+4
(1) o ..
x+4

. volviendo a la demostraci6n del problema, con lo anteriormente -
deducido el numerador y denomlnador quedan de la siguiente manera:



5.2 ANUALIDADES VARIABLES VENCIDAS TEMPORALES A n ASCS, CRECIENTES Y
DECRECIERTES.

En ente tipo de anualidad log pagos ge limitan a un miximo n afios
sjempre y cuando la persona de edad X se encuentre con vida, trataendo-
se de una anualidad creciente el valor premente denotado por (V ()

x:n)
se calcula de la siguiente nanera:
1 1 1
x+3 *x+2 2 ¥+3 3
(VQ) = K ------ vV o+ (k+h) -~~w-- V 4+ (k+42h) ---=-ne- Vo4
x:nl 1
x % X
1 1
x+{n-1) n-1 x+n n
ses + (k+(n-2)h) ---—------ v + (k+(n-1)h) -----~ v
* S
1 2 3
v " o——- k1l V + (kt¢h) 1 Vv o+ (k+2h) 1 v o ..
xml 1 X+l X+ ®+3
®
n-1 n 7
+ (k+t(n-2)h) ) v + (k+{n-1}h) 1} v J
#¥+{n-1) ®x+n
E

Multiplicando numerador y denominador por V resulta:
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1 Lo et . x 2 ®+3

(VQ) ittt L 5 5 § TN b {R4h) LV 4+ (k+2n). ) T 4
xn SR RS 2% O x+2 5 x+3
vl E §
SR
ST A T Ra (n=) X+n
e {ke(n-2)h) L7 v + (ks (n-13h) 1 v
RERIEE e ke (n-1) . x+n
Como D= "V 1  -entonces:
CLIRL TR
. = '1«
QY)Y = ----[kD + {k+h) D + {(k+2h) D e, t
RS E¥ 1 D v H X+l xK+2 x+3
: ®
(k+(n=2)h) D + (X+(n-1)h) D
x+(n-1) x+n

D vy = xbp + kD + hD + XD + 2h D O
x ®xim) %x+1 x+2 x+2 3 %43

kD + (n-2)h b + kD + (n-1)y h D
x+(n-1) x+(n-1) x+n xen

Agrupando las D con el mismo subindice:



n

D
x

vQ

{26!
.
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KD .+ kD

@]

T D +...+ D
x+4

Dy
CCoxe(n-1)

‘D

D

D

k D + D + D + D +...4 D + D
X+l x42 K+3 x+4 %x+(n-1) %40

h D + D + D t...¢+ D + D
x+2 ®+3 x+4 x+(n-1) 3 31]

h D + D +...+ D + D
K+3 r+4 R+ (n-1) x4n

x4+

: +
xt(n-1)

- + '
Xe{n-1)
 ‘ 4
®+{n-1)

+
(n-1)

D
®+n

OSSN B SRS i SRR J SR |

h p + D
®e{n-1) xen

hop
xn
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D (VQ) = k[N - H R s b8 <w
b3 2 X+l x+ns+l ®+2 Xen+l x+3 x+n+l
+h N - N T+ ...+ n{N - N
x+4 x+nc1J x+{m~1) Ken+l

+h [N - N
X+n xenel

Factorizando las h, resulta:

D (v () = k| N - N + h N - N + N - N
x x:0) X+l X+n+l x+2 ®en+l X+3 x+tn+l

+ N - N + .0 + N - N + K - N
Hed x+n+l ®x+{n-1) x+n+l X+ x+n+ld

D (vQ)>» = kM - N + h{lN + R + N EI
x1n] A+ nen+l X+2 ®x+3 x+4
N + N -~ (n-1) B
x+(n-1) x+n A+n+l
D Q) = kln - N + h H + N + M e
1A x+1 X+n+1 x+2 x+3 x+4
H + N - nN + N
ne(n-1) x+n xen+l Xxen+l
- N

b (v() = kN ‘hl-" + N + H boae 4
1] ®+1 x+n+1 L Re2 43 %44

x

x

x

N + M + N -nN
x+{n=-1) x+n X+n+l xen+l
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Recordando las funcidnes conmutadaa:

L

s, = L]
X442 t=2 net
8 = R E
xen+2 tean+2 K+t
nvl
Por lo tanto - 8- -8 = VUM T, entonCeas.

X442 . R4n+2 st X+t .

Otra forma de obtener la expresidn (5.4) es tomando en cuenta que

en este tipo de anualidad me proveen psgos de X a la edad %+1, (k+h) a
la edad x+2, {(k+2h) a la edad x+3 y asi sucesivamente hasta el pago -
(k+(n-1)h} a la edad x+n, gréficamente resulte lo siguiente:

}
hod
n-1/1 x }
. h h |
n-2/2 % . -
. . . 2 n-1 elementos
. |
h .. h h
2/n-2 = |
h h h no|
1/n-1 ® -
k k k X k
®in

x X+1 xv2 X+3 X+n-1 x4n (G.3)



- 121 -

Por lo tanto el valor presente de eate tipo de unualidéd cdrres -
ponde a la suma de cada uno de los niveles . de (G.3), aal:

v
®

vl
- Xt

v
b}

)

tnj.

Tl

kclx +h G

tmn 1/n-1 *®
h
n—1/1c1 %
k¥ +h
®x:n
a
n-1/1 X
n-1
x Q + h
®in t=1

+hoe o
2/n-2

t/n-t %

a,

«a....th : o
. n42/2C1x

Sustituyendo lon valoresm conmutados correspondientes, se tilener

v
r

n

— -
M - N
X+l Xenel
) I,
D
o
L. -
.3 - H
x+} ®xen+l
" P
D
%
~
N - H
x+l xen+l
K| cmrmcmmeccmrccnn
D
b

n-1
+ h
t=1
n-
+ h
t=1
n-1
h
4 e
D =1
®

N - R
X+trn-tel

R - N

x+t+l xtn+l



r?! - N T . S
R+l ®in+1 oo . i .
[SHER] L B B #om N - B + N
x:n) D, oD A xe2 0 menar] x+3
- N + N - N teoot N .. - N
x+n+l | x+4 x+n+ll x+n x+n+
- s . o
N - N
x+1 X+n+1 h
vl LI B R e T T D ] + B + M
xin) D D K+2 x+3 x+4
. *® %
+...+ N 1 - (n-1} N
x40 | X+n+d

3 ®
+ + K - n N t N
x¢n x+n+l X+n+1
N - N
K+l ¥+n+1 h
vas L B e e P + e L + B + M
X D D _ x+2 x+3 x+4
X % - -
. . |
+ + N + N -nH
xX+n xen+l XN+l
k N - H + h <] - 8 - n¥
x+1 K+n+1 X2 x+n+2 K+n+1
wvQH F T LT
%:T) D
3

51 en la expresiom (5.4) k=h=1 Be tiene una anualidad vencicla -
creciente temporal a n afios, cuyo valor presente denotado por -
(1 ) ,» la cuel provee pagos de 1 a la edad x+1, 2 a la edad x+2,-

xin
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3 a la edad x4+3 y asi guceaivaments hanta llegar ;51 pago. de ' n'a . la ~
edad x+n, lo que representa una progresidn aritmetica creciente cuya ~
rarén es de 1, graficamente ase tiene: .

el
a B
n-1/1 ® |
1 104

n-272 . AT i

. Lo ey vl Telementos

1 t
2/n- 2C1 . 1
a 1 1 {
1/n-1 x i

(c.ay :

Por lo tanto:

(x(l ) = Cl + +
x:7) ®:n 1/n-1 a ® - 2/n ZO' n-2/2
+
n-1/1 G
n-1
() = +
3 xin t=1 x:/n—tCl X
¥ - N n-1i N -~ H
a wel %0+l K+t+1 rin+l
(1 ) T mmme o - + e e
n) D t=l D
® x
® - N + B - 8 - n M
2+l Ren+l Ke2 xene2 Xen+l



X + . S - N + 8 - n N
: X+1 x+2 xsn+l X4n+2 x+n+l
(IG) Al mm e n e s O o e ————
%37} D
R
Como N + .8 = N + N + N v N 4o, =08
x+1 ®42 x+1 ®+2 ®+3 x+d %x+1

y N + 5 = N + N + N + ... = 8

x+n+l xX+n+2 X+n+l xX+n+? »+n43 X#n+l

Bntonces:

(5.5)

Tambien Be puede obtener la expresion (5.5). haciendo k=h=1 en la-
expresién (5.4), osi:

H - N + S - S -~ n N
X+1 x+n+1l X+2 x+n+2 X+n+l
) L e R e L
X:n n
x
s - 8 - n ¥
x+1 H®+n+l x+n+1
(xCh B R E SR
®en} D
x

Para obtener la expresldu correspondiente 8l valor presente de -
una anualidad variable vencida decreciente temoral a n afics, denotado-
por (D) ., donde decrece en progresién aritmetica a razbdbn de h, -

®:in
ge toma la suma de n anuallidades temporales, grdficamente se observa -
de la siguiente manera:



h h
QL
LINe! h h
a w21
h h h h
. a3l . . .
el hoh h
xln—?l .
h h h h h
¥in-1}
h h h h h h
xin)
R R Rl Rttt e R LS Bt | i
» x+1 N+2 HATZ K4n=1 x+n {6.75)

Por 1o tante el valor presente de una anualidad decreciente es -
igual a la suma de los niveles de (6.5, asi:

(DO)N ) " G)(l-n+h GX;&‘,*“GH!_X—I*’--‘." GX!m““ Cl)(!‘l-'l_]

]

A [Qum* Qoo G Qumn’ Gm.]

n
mCo = h E Q
Winl t=1 x1t]
n N - N
a E x4+l H+t+1
n ) = h et e s e 1 e
il t=4 o

o 1) - e N - N + (M - N + [N - N
nin] D n+g x+2 w41 %3 K+l »+4

Foao® N - N + N - N
w4+l x+n x+1 H4n+i
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. | |
o) = mem- n N - N + N + N Yoo
xin) D : ®+l %2 x+3 x+4

Q) e (5.6)
x

Si este tipo de anualidad decrece por 1 cada afo, terminando con-
el n-esimo pago de 1, entonces en la expreaitén (5.6) h=1, por lo tan -~
to:

D) 7 mmemmemmeeee e e T (5-7)
x

Rxiste otro tipo de anualidad variable creciente en donde la va -
riacién de los pagost cesza al cabo de n aflos, es decir, provee incre -
mentos de h cada afio limitindose a n afios con pagos constantes de -
{k + (n-1)h) por el reato del tiempo de vida de una persona de edad x.
El valor presente se denota por (V (] ) donde n  significae el ntme-

n *
ro de pericdo hasta el cual varian loo pagos, graficamente ae obBerva-
de la sigulente manera:

) 0! h h h h ...
n-1i/ x
h g h h h h h
n-2/ % . . . . . .
] n h h b h h ...
2/ %
h h h h h n h h ...
1/ ®
xQ X X k k k % % X ...
b. 4
= fm---- fm---- R R e Rt f-=- | Rl {=w=-- i--
x xX+1 x+2 ®e3 X+4n-1  X+m Xen+l Xin+2 wene3d L.

(G.6)
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Por lo tanto ¢l valor presente de ente tipo de anualidad-eatf da-
do por la suma de los niveles de (G.6), api:

tv. QY = xJ +nwn O +h  ( +.--+h Q .+h a
s x

v Q9 = x( s+n + P [
) x [1/Qx Z/Gx n-—2/Gx n—l/Gx]

x
n-1
tv_ )y = xQ +n
™ % x tel t/G‘ %
n-1 N
X+t+l
vw_d)y = xQ PO R O VO
Tl x x rel 1]
x
h
v_ ) =k (1 4 mme- ] + H + N te..+ B + N
) x ® b} x+2 x+3 x+4 #+n-1  x+n
®
N
%41 ]
{Vv G) I R Lt ] + N + N t.o.t H + B
) % P D x+2 n+3 x+8 ®+n-1  x+n
x %

Recordando que:

w-x wW-%
5 = H v s = ]
Xe2 t=2 X+t x+n+l t=n+l X+t
Kntonces:
]
%+l h
(V_Q) sk feeneea e g - s
nl ® D D x+2 ®anal



(V_(0) = mremmmecmmmm e e Do T (5.8)
Al

Si en la expreaién (5.8) k=h=1 se trata de una anualidad vencida-
creclente la cual provee incrementos de 1 cada afio hasta el n-<aimo -~
afio con pagos constantes de n por ¢l resto del tiempo de vida de una -
peraona de edad x, graficamente se obsmerva de la slguiente manera;

1 1 1 1 ...
n--l/Cl X
1 1 1 1 1
n~2/ % - . . . .
1 1 1 i b 1.,
Z/Clx
a 1 1 1 1 1 1 1.,
1/ % .
a 1 1 1 1 1 1 1 1 ...
X
o feem—- == J=wmee J=smiiimm s fmmmm fromm- |~ 1--
x %+l H+2 X+3 Xtn-1 x+n  x+nedl X+p+2 X+ne3 oL
(G.7)

Bl valor premente de este tipo de anualidad, denotado por -
(I__]C] ) , estd dado por la suma de los niveles de (G.7), ami:
n x

(I_r_l_]Cl)xn Ox+ '.1/Gx’z/gx+.”*n-z/gx+n-110‘x‘1

n-1
(r. ) = ) +
n) % a » tal t/Gx
n-1 N
Z x+t+l
(r_ Ay = QA + L e
n} x % t=l D



[}

(- 1)

nl"
(r ) =
) B
N + N + N + M o4 N + N
®el x+2 x+3 x+4 R+n-1 " “®+n
(1_Q»n A eeememsanan. b
nl x .. D L
' X

Becordando que:

wW-% ' ) <
s . 5 ¥ y s - =§ LR
xel t=1 X+t x+nel t=n+ K4t
Entonces:
s - 8
®el Kenel
(I_(1) % =-ewmmmmmmmmmcmmmnan (5.9)
n) x D

Tambien sne puede obtener la exprealén (5.9) haciendo keh=1 en la-
expreslén (5.8), asi:

" + rs - B
Hel l_ R’+2 xonrlJ
(I_( ) 5 ~rmmrmmmmmmc oo
o ox D
x
N 3 s - S
Cl x+1 %+2 xen+l
(1 I
n} ® D
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RJEMPLO 1. Calcular el valor presente de una anualidad vencida

para una persona de 25 afios, la cual provee pagos anuales de

$ 750,000.00 el primer aflo, $ 808,000,.00 o} segundo, & 850,000.00 el
tercerc, lncrementéndose ¢l $ 50,000.00 <cada aefic hasta llegar a

& 1'050,000.00. .

Gr&ficamente resulta:
50.000
50,000 50,000
50,000 50,000 50,000
56,000 50,000 50,000 50,000
50,000 50,000 S0,000 50,000 50,000
50,090 50.000 50.000 50,000 50,000 50,000

750,000 750,000 750,000 750,000 750,000 750,000 758,000

Por lo tante %k=750,000 , h=50,000 y n=7

Aplicando (5.4) resulta:

1
el = -=-- {750,000 [n - N + 50,000 [s -
25:7] D 2541 254741 25,2

x
s - 7N
2547742 254741
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R S R .
v = meo=f 750,000 N - N4 o4 50,000 (S <8
25:71 oD 260033 o 217 34

X B

- ";3]]

) 2 e (750.0003 (108616, 225,27~ 801343,048.6)
25:7)  4'573,377.1 e e .

v

+ {50,0007(1,923'932,814.7 - 1,280°'284,934.9 - (7)(80'343.048.6)]

v C» = 5'524,847.15%
25:7)

EJEMPLO 2. Calcular el valor presente a la edad 33 de una gerie
de pagos comenzando con el primero de & 450,000.00 a la edad 34, in
crementéndose en $ 100,000.00 cada afio hasta llegar a la edad 43, de
la edad 44 en adelante mientras la persona sobreviva los pagos serén
constantes.

Utilizando la expresion (5.8), resulta:

(V (1) = mmmmmemmm e . (5.8)
;.

Donde X=450,000 , h=100,000 y n=10

450,000 N + 100,000} S -
33+1 3342 3341041
(V__ () % mmmmmmmmomm oo ST
0 33 D
33
450,000 W + 100,000 {8& - 8
a 34 35 a4
v T T Uy USSR
isl 33 D
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(Vo (13 % z=mmm=---== | (450,000 €76'792,137) ¥
10l 33 .3:550,911.6 R RS PR

(100,080)¢1,203" 492,797.9 - 554"*/5'9. 355, i)]

= 25'185,027.137

av_ChH
10]° 33

BJEMPLO 3. Expresar en simbolos conmutados el valor presente de -
una anualldad vencida de una vida de edad x la cual provee pagos anua-
les de 100 ¢l primer aflo, 400 el segundo afto, 700 el tercero, incre -
mentindose en 300 cada afo hasta llegar a 1,600, despues lo2 pagos de-
crecen en A00 por afio haste llegar a 400, posteriormente los pagos son
constantes.

Graficamente el problema se obgerva de la siguiente manera:

300
300 300
300 300 300
300 300 300 300 400
300 300 300 1300 300 400 400
100 100 100 100 100 100 400 400 400 400 400 400 ...
D LT L B e B B P P P P Py P

x Kel X+2 X+3 X+4  x+5 N6 M+T  x+8 x+9 x+10 x+11 x+12 ...

Por lo tanto el valor presente serd lgual a la suma de cada uno -
de lon nivelen de la gr&fica anterior:

v.p. = [100 + 400 » [300 + a00
[ a x:6] s xj [ 1/5 a, 624 x]
e300 @ vae @ Jef30 } [300 a
2/8 " x 6/1 " x 3/3 7 % as2 " %

. [300 5/10’ x]



300

300
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N -~ N N
%+l %47 x+7
———————————— + (400) j---~-~--1| +
D D
® ®
5 N - N
Xetel Xet+b6-trl
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ + 400
t=1 D
#
N - N N
x+¥l %7 xe¥
------------- + (ADDY [~mmmmm |+
]
® x
5 B ~ M 2
wet+l X+ SN
Z ————————————————— + 400 /
t=1 D t=1
%

+ 300 + ‘7 +
G/Gx (1/50':4 Z/AG‘x a

3/3 %

2 N - R
E x+7 Xtb+tel
t=1 D
x
R -
X+ 7 R+taT
B



x+7 3000 |-
V. P, 2 (100) " mmmmmachanuan iy (QO0) i mm e + nmmm N - N .
. LI RED D X+2 . x+7
P X ® )
N Pl N s lw N
x+? SRS ReT x+6 x+7
N - N N ; e
x+1 ®+7 : x+7 300 P
VP, 5 (100) [=em—=mommmmne + (A00) [-waomz T Ll dEl T Nl
o} D D L x+2 x+3
x .4 x .
400
¢ N + N + N ~ (S5) N + o (2} W -
x+4 x+5 ®+6 x+? D x+7
®
llr + N
x+8 X+9
] - H N
x+l ®+7 x+ 300
V.P, = (100) [--~-~-=---uum- + (400)|-~----- e s -8
D D x+ 2 x+7
x X ®
400
- (5) N + —em (2) N - S - 8
x+7 D x+7 x+8 ®x+10
® J
1
V.FP, 5 =~--- 100 N - 100 N + 400 ¥ + 300 8 - 300 s
D x4+l x+7 x+7 X+2 x+7
X

- 1,500 K + 800 N - 400 S + 400 s
x+7 x+7 KB x+10
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1
V.P. = -—ww- 100 N - 400 B + 300 8 - 300 8 - 400 8
D X+1 x+7 K+ 2 x+7 X+8
X
+ 400 s
X+10
Ahora Be tiene que:
- 400 N - 400 S = - 400 | N + 8 = - 400 S
x+T ®+8 x+7 X+8 ®+7
Y
- 300 s - 400 S = - 700 S
xX+7 ®+7 x+7

Por lo tanto:

1
Y.P. = -—-- 100 ¥ + 300 s - 700 8§ + 400 S
D x+1 x+2 X+ x+10

3

5.3 ABUALIDAD VARIABLE VERNCIDA DIFERIDA n AROS.

En este tipo de anualidad les n primeros pagos son omitidos, asf-
que el primer pago de k para una personsa de edad %, se realiza a la -
edad x+n+l, a8 'la edad x+n+2 el pago corresponde a8 (k+h), a la edad -
®+n+3 el pago corresponde a (k+2h), y &af sucesivamente mientras la -
persona se encuentre con vida. Graficamente se obserxrva de la siquiente
manera:
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h
h a ‘ R ... h
n+p-1/ 3 . . . . .
h a h ... h ... h
n+a/ ®
h h h h h
n+3/Gx
h Q h h h - h h
n+2/ x -
b a h h h ho. h h
n+l/ _x
x a k k ] k X X .k
n/ x
L Rt T e Gl bt RS BEEES R P
x x+1 X+n  X+n+l X+n+2 xX4n+3 Xin+4 x+n+S rin+m *
(G.8)

« Aflo de fallecimiento de la persona de edad x.

Por lo tanto el valor presente de este tipo de anualidad, denote-
do por (V (1) . estd dado por la suma de los niveles de (G.8), -
n/ x

ani:
(v (@] = k +h . + h +h +
n/ x n/ a X n+l/ d ® n+2/ a x n+3/ a 3
h +...¢+h +h .
n+4/ Cl x n+m-1/ Cl x n+m/ a x
(v ) a kK +h + a + a +
n/Cl x n/ C] x [ n+i/ Cl X n+2/ X n+3/ X
oot a -+ + e
n+4/ a x ne+m-~-1/ x n+m/ Cl ® ]
WX
v Q) a X a +h ;
n/ ® n/ x tal n+t/ x
W-x ]
x4n+t+l
(v c1 ) = Kk Cl s hl / demamaaaa
n/ x n/ x tal D



N
: : x4n+1 h , S L
1% Q) = kl—————— e N: CUATNCL N e e a
n/ . x D D TRAA2 WS RN
3 % ERae :
k N + h N + N Te N e, B
x+n+l n+NH2 x+n+3 K+n+4 o
(14 an = - ’
n/ X D
H
Recordando 1os valeras conmutados se tiene gues
W
9 = N
X+n+2 t=n+2 u+t
Por lo tanto:
k N + h 8
w4+l K+n+2
v Oy = {5.10)
n/ » D
o

Otra forma de obtener la expresitn (5.10) es tomando coso base la
expresion (3.7.A.), asi:

v (d»y = E v ()
n/ M n X ®+n
k N + h8
x+n+l1 R4n+2
v Q) = E
n/ X no % D
n+n
L
r “
D kN + h8
v a» AN x+n+i R4n+2
n/ M =
D D
x N+n
- -
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(3 a» A+n+d n4n+2
n/ x =

i en 1a oxpresidn {5.10) k=h=1 se tiene el valor presente de una
anualidad voncida diferida n afios, donde el primer pago a la edad -
x4n+l Bs I, a la adad x4n+2 85 2, a 1a mdad x#n+3 es 3, y as! sucesi -~
varonte sientras la persona se encuentre con vida, grificamente se ob-
sorva de la siguiente manera:

I SR §
nﬂa'l/Cl X . . .
a | S S §

n+4/ x
1 I T |

n+3/CI »
1 i 1 ... 1 ... 1

m-z,'cl X
1 1 1 1 ... 1 ... 1t

n-l-l/Cl ®
1 1 1 1 | SR O §

n/ »

el e DL £l e { § ! ! § e o gy -

X X+l x40 X+N+L yin+2 3An+S x+n+d x+n+S n4n+m s
(8.7

% Ao de fallecisionto de ia persona de edad x.

Por lo tanto el valor presente de este tipo de anualidad, denota-
do por (% (1) , ecth dado por la suma de los niveles de (8.9), -
n/ x
asf:

{1 , a )u - a -+ a -+ a + a *

n
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WX
(1 (o) = a + YA i .
n/ xR n/ x t=l n+t/
wW-X = |
Z Hin+t+1
(¢ [P = a + it
n/ x n/ b3 t=1 o) .
X
]
x+n+l 1
(x a 2 mmmeem—— + e ] + N + B RN
n/ x D . D X+n+2 »in+3 x+n+4
x x
N + N + N + N 4 e
x+n+l xX+n+2 x+n+3 X+n+4
(x )y I e T L P LT
n/ x D
x

Recordando los valores conmutados se tiene que:

vi-X
S = N
Z+n+l t=n+1 X+t
Por lo tanto:
s
x+n+l
(X ad 2 memere--—- (5.11)
n/ x D

Otra forma de obtener le expresidn (5.11) es tomando como base -
la expresisn (3.7.a), asil:

tz Qdy - B x Qo
n/ x n x x

+n



Qo= B
n/ ] n.ox
.
D N + 8
(34 (G u+n X+t T ox4ne2
n/ ¥ o= -
. D D
» ®+n
N + 8
tr: 2 x4n+il RNt
n/ X =
D
X
8
w4+t
LD I o O —
n/ x 2]
o

EJEMPLO 1. Calcular o1 valor presente de una anualidad vencida ~

para una persona de 29 zifos cuyo primer pago a los I35 afos es de

9 925,000.00, &1 segundo pago es de ¢ 950,000.00, el tercero de
$ 975,000.00, y ast sucesivamente mientras 1a persona se encuentre con

vida.

Oraficanente se observa de la siguiente mansera:s

(mi las)

25
3 25
b S T

2%
25
23
s

923 923 925 923 925

e ] e BN

Aos 29 0 3t 3% 36 37 38 39

40

2%
5 25
25 25
25 28
25 28
s 25
92% 925
41 42

AR EERER,

e et o L B Bl Bttt Bt PR Pt

43 oaa
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Por lo tanto, para calcular el valor presente se utiliza la ex -
presidn (5.10), asi:

k N + h 8
x+n+l n+n+2
W ) =
n/ a H] D
%
(923,000) N + (23,000) B
294641 29+6+2
v =
[.Y4 29 ]
29
{928,000) N + (25,000) &
& 37
v Q> -
&/ 29 n
29

{925,000} (70’ 021,352.7) + (25,000)¢1,060711B,797.1)

v =
6 29 47031,340.5

v w 22" 8640,7686.9
6r 29

EJEMPLO 2. Calcular el valor presente de una anualidad vencida -
para una persona de 30 affos cuyo primer pago de ! lo realiza al final-
de loa 3B aftos, e] segundo pago de 2 lo realiza al final de los 39 -
afins, el tercer pago de 3 1o realiza al final de los 40 shos y asi su—
cesivamente mientras la persona se encuentre con vida.

BrAficamente se observa de la aipuiente cancras
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1 1 1 1 1 1.,
1 1 1 1 1 1 1
D ot L e B P B B e P e P ey P P

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 ...

Por lo tanto para calcular el valor presente ae utiliza la expre-
si6n (5.11), aal:

s
x+n+l
(r Ay = memmmeeees
n/ x D
X
s
30+8+1
(. Ay = meemmene-
8/ 30 D
30
s
39 929°'652,305.6
(1 Q)y = -~--- I
:74 30 D .3'905,782
30

(1 (1) = 238,02
8/ 30
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5.4 ANUALTIDAD VARIABLE VITALICIA ANTICIPADA CRECIENTE.

S1 =e zupone gue los pagos que una persona de edad % realiza por-
este tipo de anualidad, varian en forma creciente en progresifn arit -
metica donde k es el primer termino y h es 1la razén. Azl los pagos ahfo
tras afio quedan establecidos como:

ke h+h, kK+2h, k4Th,.....
Asl, el valor presente de una anualidad variablo vitalicia anti -
cipada creciente, denotada por (VG) , S8 calcula de la siguiente -~
X

maner )1
1 1 1
. s+1 x+2 2 »43 3
W Ol =K+ (kth) ———~— V & (k4Zh) ~—om—e V o+ (k+3h) —e—mee V o+,
X 1 1 1
Y H u
2 3
¥ 1 + {kth) 1 V + (kt2h) 1 V 4 (k+3h) 1 V +.,..
. ® N+4 ®+2 n+3
Ww Oy =
E] 1
H
X

Multiplicoando numerador y denominador por V  se tiene:

] x+1 x+2 ®+3
k1l V =+ (k+th) 2 ¥+ (k+2h) 1 Vv o+ {(k+3h) 1 vV o+
.s X x+1 H+2 RS
w(dy =
® "
AUNES |
X
H]
Como D = V 1
» R
kKD + (k+th) D + {k+2h) D + {k+3h) D * ecen
ae X H+1 n+2 H+Z
v Oy =
» D

D & () = KD + (k#) D+ (keZh) D+ (k43 D + ....
x ”* X+l ¥4+2 N+3
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D (v({) = XD + XD +hD + XD +h'D - +#MhmD
X X L 12} x+1l x+2 H42 L X+2

XD + hD +hD + b D ol
Xe3 x+3 x+3 x+3

ordenando las D con igunles subindices resulta:
D (vVQA) = XD ¢ kD + kD + kD + ...
» ® X K4l n+2 K+3

h D +h D +hD + .
%41 R+2 x+3

h D + hD LS
H+2 x+3 -

Factorizando me tiene:

p «wO) = X D + D + D + D L
n X

Recordando que:

W-X
- n
n t=0 Bt
w-x
-] - D

241 t=l X+t
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Por 1o .tanto:

kKN +hN  +h N  +hN = +,...
X x+1 ®+2 R+3

D ow )
" »

p >
X

kN +h N + N + W F oeaaa
] % W4+l X+2 *+3

Recordando que:

R

<] = z N
H+y t=1 x+t

Por lo tanto:

p (wW{O)r = kN + hS
R o

w(dy = 5.12)
X

Otra forma de llegar a la expresidn (5.12) es tomar en cugnta gue
en este tipo de anualidad se proveen pagos de kK a la edad x, (k+h) a -
la edad x+1, {(k+2h) a la edad x+2, (k+3h) a la edad x+3 y asl sucesi -
vamente mientras el aseguradp se encuentre con vida, graficamente re -
ulta 1o siocuiente:



~: 146 -

. h
h a h ... h
ne2/ .. % -
h Q h h h
a+l/ .. H
h a h h .
n/..x
h a . h h b h h
n-1/ X . . . . . .
» Q noo. b h h h n
3/ x
n (O h h h h h h h
2/.. %
h [ h h h h h «vs N
1/ x
k 3 k k k X X k k . k
A«
il b fomm-- | ket fom=veimmm) o f===- il Retel IEREEEE Bl
X x+1 x+2 x+3 M+n-1 x+n  x+n+l Ren+2
# AS0 DE FALLRCIMIERNTO (G.10)

Por 1o tanto el valor presente de una anualidad variable vitali -~
cia anticipada creciente correspende a la asuma de los niveles de la -
grifica (G.10)1

v xQ +h oG v G o+ QA o em G e
x

wd:-ixdw[&j‘&jod+d....‘]
= 1/ X

x x 2/ = 3/ x 4/
w-x T
vy » xQ +h a
X x tal t/ x
WX B
Ve Ve x4+t
vy » xQ8 +nl L eeee-
x x t=1 D
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N
ve X h
w3y = x |----- PO N + H + N + N PR
® D 2] x+l H+2 #®+3 - x+4
X B
kN +hsS
s % x+l
[0/ 6 1 T
X D

Si en la expresién (5.12) k=h=1 se trata de una anualidad antici-
pada creciente la cual provee pagos de 1 a la edad x, de 2 & la edad ~
x+2, de 3 a la edad x+3 y asi sucesivamente mientras la persona se en-
cuentre con vida. Graflcamente se observa de la siguiente manera:

1
d 1 . 1
n+2/ .. %
1 1 . 1
n+1/q X
a 1 1 1 1
n/., x
a .1 1 1 1 1
n-1/ ® N . . . . .
. 1.1 i1 .. 1
3/9:(
a 1 1 1 1 1 1 1
2/ . %
1 1 L 1 1 b} 1 e 1
1/ ]
P 1 1 1 1 1 1 1 1 vee 1
Q
R L bommee fom=m- fmmmesimme e Pommmn f-en=n Rl s
X x+l x+2 x+3 X+4n-1 X4n  Rén+l Hene2 3
# ASO DE FALLECIMIENTO (G.11)

Por 10 tanto el valor presente de eate tipo de anualidad, denota-
do por (I G) , estéd dado por la suma de los niveles de (G.11), asi:
%



® o 1/ " 27 x 3/ x 74 ®
. HoX
aCyo =g a
SN Z«_O'x t=1 £/ x
L ‘ wox N
a7 e ®+t
ady = QA+ L e
i » t=1 D
K h X
N
. x 1
ady = Bt St N + N +.N + N .
X D ] M+ »+2 %+3 x+4
» »
N + 8
.s u w4l
(1(]) = e _—
» 1]
4
s
e % .
ady) = (5. 13)
x D
X

EJEMPLD L, Crloulse @l valor presente de una anualidad anticipada
para una parsocna de 13 aftos cuyo primer pago anual es de 3 J00,000.00-
incresentindose a razln de ¢ 100,000.00 por afpo mientras la persona se
encuentre con vida.

Graficanente sp obmarva de la siguiente manera:
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100 ..

“(miles) CRITE S e
' L1000 010000100 Ly
e e

: 10071 100 ..,

~100 100 1000 100 ...

100 - 100 100 100 100  1qu o

300° 300 - 300 - 300 C.-300. - 3007 3000 ..

- AROS

Utilizande la expresitn (5.12) se tiene:

XH +hs
.o X %x+1
(v Cl) T e
x D
x
. (300,000) ¥ + (100,000) B
) oo ) 15 16
Qs B Lmmmmma et —————————
15 D
= 15
os” (300,000)(167'754,558.5) + (100.000)(3.3953931;142) X
(V~Q ) B e e e e e e e A e
- 158 6'253,773.3 .

v = 62'349,474.96
15

5.5 AMNUALIDADES VARIABLES ABTICIPADAS TEMPORALES A n AflOS CRECIENTES
Y DECRECIENTES.

En eate tipo de anualidad los pagos se limitan a un mdximo de n-1
afioa, sl la perasona de edad X pemanece con vida. Tratl@ndosc de una -~
anualidad variable anticipada temporal & n afion creciente, el valor -
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presente, denotado por (Vd) _], se calcula de la siguliente manera:
n:A

(v ) _ =k + ksh) am-moe V + (k+2h) ~mmmen Vs e
nin 1 1

®+n-1 n-1
(k+(n-1}h) =~=vo—ee- v

1
w a ==-~| k1 + (k+th) 1 V + (k+2h) 1 V o+ .. #
X:in 1 x x+1 H+2

n-1
(ke(n~1)h) 1 v
x4n-1

x
Multiplicando numerador y denominador por V resulta:

. 1 x . ®+l1 ®+2
vwQ) LT X1 V o+ (k+h) 1 v + (k+2h) L Vo4l
®im} * x x+1 ne2
v 1
3 X+n=-1
+ (k+e{n-1)h) 1L v
n+n-1
x

Recordando que D & V 1

i %

XD + (ksh) D + (k+2h) D 4...4 (k+(n-13h) D
.. x n+l x+2 x+n-1
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D Wl = kD +kD +h oD + kD +hDB +hoD
S xin | % n+1 x+1 x+2 n+2 x+2

« D + {n—~1) h D
n+n~-1 x+n

Agrupando las D con el mismo subindice, resulta:

p «w(Q» = kD + k0D + kD + kD  +...+4 kD
X xin X x+l R+2 x+3 x+n-1

n+i %42 n+3 #+n-1

H+2 K+3 x+n—1{

®e+D ®+n-1{
ho
®in-1
p w(C = Kk D +D + 0 +D +...+D
X xzn % x+1 x4+2 X+3 A+n-1



Otra forma de obtener ls expresién (5.14) es tomando en cuenta -
que en ente tipo de anualidad se proveen pagos de k a la edad x, (k+h)
a la edad x+1, (k+2h) a la edad x+2, y asi sucesivamente hasta el pago
Ck+(n-1)h) a la edad x+n-1, graficamente se puede observar de la sl -
guiente manera:
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- h
n-1/1 ... =% .
h h h
n-2/2 X . .
n a TR Uil h N
4/n-4,, % . s
h (o h hihale h h
3/n-3,, » T T
h h h h h 8
2/n-z,Cj1 x L )
h h h h Che h S he
1/n-1Cl x ; -
X X % X X k . X Xk
Qxm S kR
el Sedeinbd === | Eettutalel Eeidolln Rt R bl bl {=—--="
X ®+l x+2 x+3 X+4 x+n-2 x+n-1

(G.12)

Por lo tanto el valor presente de eate tipo de anualidsd corres -
ponde & la suma de cada uno de los niveles de la grafica (G.12), asfi:

" " e

__]-k Gx:ﬁ_fh ¢ +nh Q +h a + ...

tn 1/n-1 x 2/n-2 X 3/n-3 X

v
.4

(V'C'll =k +h 'S + A + ( + oea. +
xin) d #sn) [l/n-lQ X  2/n-2 a x d

3/n-3 b
a
n-1/1 x
n-1
wdy _=xQ v n (
x1n) x1m) t=1  t/n-t  x
n-1 N - N
. (j x4+t X+t4n-t
v = k + h |/  =—meeecmmaaccanas
x:n} x17] t=1 D



X
H - N L EETR 4 H - K
%3 x+n x+n-1 x+n
e .s h
Q) = x b e B + N + N + ...+ N
xim} x:n] D x+1 K42 x+3 x+n-1
%
- {n-1) ¥
x+n
a ' .
v ) = K +  me-- N + B + N + .+ N
XiH a x1n) D I: x+1 x+2 x+3 xen-1
x

H -
oo x x+n h
Q) I R v = s -8 -n¥
x1m} D D x+1 x+n+l xtn
x %
kR I¥ - N + h |Ss - 8 - nK -’
ti X x+n R+l x4n+l x+n
(vl B et en o e n e e o i e 0 e et e
Klm D

8f en la expresién (5.14) k-h=1 8e tiene una anualidad anticipada
creciente temporal a n afios la cusal provee pagos de 1 8 la edad x, 2 a
la edad x+1, 3 a la edad x+2, 4 a la edad x+3 y asl sucesivamentc has-
ta llegar al pago de n-1 & la edad x+n-1, graficamente se observa de -
la aiguiente manera:
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a 1
n-1/1 = x
1 1
n-2/2 a *® . . .
s 1 1
4/n-49x
1 1 1 1
3/n-3q x
a 1 1 1 1 1
2/n-2.. %
1 1 1 1 1 1
i/n-1 X
- 1 1 1 1 1 . 1 1
Clx:n
P Bl T o TR PR [ T Tty I
x Xx+1 X+2 x+3 K+4 x+n-2 x+n-1

(G.13)

Por lg tanto el valor presente de este tipo de anualidad, denota-
do por (1 O.) ., estd dado pro las suma de cada uno de los niveles de
xin

(G.13), eai:

Ay _= A _ a a o+ A s eens
XA a ®:n] 1/n-1C1 x  2/n-2 a X 3/n-3 Qa x
n-1/1 ®
n-1
(I s ) = d + § ~
Q ®in] ®in) t=1 t/n—tCl %
n-1 ] -5
d . § X+t x+ten-t
{T ) = +  / mmmcemmcaca -
xim) a x:in) t=1 D
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ads - 4 emme Wo-m P I RS T BN
a ®xin} Q x:) D [xd xfn] [ x+2 xm] .

*
" - N LR N - N
x+3 x+n R+n-1 X4n
. . 1
Q) = D N + N + N + ...+ N
xim) xim) D x+1 x+2 x+3 x+n-1
x
- (n-1) ¥
x+n
aaH - A 4 meme ¥ + N + N + ...+ H
a xin} a x:n) D [ x+1 ®+2 ®+3 x+n-1
%
+ N ~-nhik
x+n x+n
H -5
x x+n 1
(IQ) L e + e 8 ~ 8 -0 N
X1 D D x+1 Hin+l x4+n
X x®
¥ - N + ) -8 -nH
'(j X x+n Xx+1 xt+n+l Hn
(E(Q) _m mmmmmmmm e s e e
x:n} o
X

adh SO (5.15)
»
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Para obtener la expresion correspondiente al valor presente de -
una anualidad variable anticipada decreciente tesporal a n a2ffos, donde
decrece en progresidn aritsetica a razoo de h, so¢ toma la suma de n -~
anualidades temporales, graficamente se observa de la siguiente mane -
ras

e P

h Cl h h
a »1 2]
h h h h
d XI?I
h h h h h
x14) . . . ..
h h h h h [ h
s WNIN-2
n O h h b h ees h h
<o nin-i)
hQ h h h h eee h h h
sin)
e e R Bl Rt i Antannnt) P fm—=
* s+l R+2 n+3 eer X+N-3 x4n-2 x4n-1
(G.13)
Por 1o tanto el valer presente de una anualidad variable antici -
pada decreciente temporal a n aMos, denotado por (D G) , esta dado
nin

por la suma de cada uno de los niveles de (B8.13), asi:

() = h
xe

nl Clx:'r?]+ " Gx:m+h Cl)uF:ﬂ+ el Gx

Ill
. ‘e . .o . 3
(DG’ ...} h l-a G- G G l

xzn %377 nin—1} x1n—2 i)
n
o = h a
xen t=1 xl?]
n N - N
P b3 x+t
o) N Je— e
xen t=1 ]



:;1 b
x .
+
T h
®Q) = -
x:n D
x

+ N + N
xen-1 x4+

(

5.16)

Existe otro tipo de anualidad variable anticipada creciente en -
donde la variacién de los pagos cesa al ¢abo de n aflos, es de

vee incrementos de h cada aflo limiténdosne a n-1

tanten de (k+(n-1)h) por el resto del tiempo de

presente se denota por (V (1 )} ., graficamente
[l x

quiente manera:

h
n-1/.. %
h
n-2/ x
LI
3/.. x
b h
2/.. %
h h h
I{Fl x
x Q h 1 4 k
%
....[ ----- ' ________
x X+1 xX+2

h

- h n
h n
h n
n n
X x

x+n-2 K+n-1

cir, pro-

aflos con pagos cons -
vida de x. Bl
se observa de la si -

w® T =T e « s = U

x+n

h m
n  h
n )
n n
noon
X x

—oefmsma-

X+tn+l x+¢n

valor -~

h ..
B ..
.
b ..
h .
K ..

+2 X+n+3

(G.14)



Por 1o
dado por la

(val )x =

v (-
) x

v Qo -
nj X
n-1 H
. .. Rxet
v ) =x( + h | L e
) b % t=1 D i
]
DR . h
v_ Yy =x(Q + m——- L 4 + H + N LR 2 B
n} * x n x+1 %2 K+3 . xin-1
b
]
. X n
wvw Q) =k |---- e - 8
n " D bl R+1 ®x4n
% x
k8 + hib - 3 X
.C.] X un+l b 334
v ) & e e (5.17)
0} % D .
b3

8L en la expresidn (5.17) k=h=1 s¢ trata de una anualidad antici-
pada creciente la cual provee incrementos de 1 cada afio hasta el aho -
n~-1 con pagos conptantes de n por el resto del tiempo de vida de wuna -
persona de edad %, gréficamente se ohserva de la sigquiente wmanera:



n-1/ ., %
n-2/ x
3/ .QK
a 1
2/ ..x
1 1
1/, =
1 1 1
Clx .
R fmmemn I
X X+l x+

1 1
1 1 1
PERIUULTEE S A o
b B | ! S
17 . 71“ 1 1
1.1 1
PE bk e R A B

Y

1 1.

1 1.,
1 1.,
1 1.,
1 1.,
1 1.

R+l X4n+2 KO3

(G.15)

Por lo _t_unto el valor presente de eate ftipo de anualidad, dencta-
do por (1 Cl) , estd dado por la suma de cade uno de los niveles de
nl x

{G.15), ani:

(Iﬁ](] )” = a -+
trmﬁ)x s C s

(!_]G_) LG | *

n x X

+ + oot
I/Clx Z/Gx 3/C1x n~1/O‘x
n-1
> a
tal t/ x
n-1 [
R+t
t=1 D
®
1
——— H + B + N + ...+ B
D R+l Re2 X+3 x4n-1
X



.a x R+l x4n
(1 ) R e L ket
n a x D
EVaS
5 -8
d X x+n . )
(1 ) T TR (5.18)
T} % o}
x

EJEMPLO 1. Calcular el valor presente de una anualidad anticipada
para una persona de 40 afiog la cual provee pagos anualea de -
¢ 680,000.00 el primer afo, & 700,000.0¢ e}l segqundo, $ 720,000.00 el -
tercero. incrementandose eon £ 20,000.00 cardp ofio hasta lleger a -
8 860,000.00. Graflicamente se observa oo la sigulente manera:

20

20 20

20 20 20

(railen) 20 20 20 20

20 20 24 20 20

20 20 20 20 20 20

20 20 20 20 20 20 20

20 20 20 20 20 20 20 20

20 20 20 20 20 20 20 20 20

6808 680 680 680 680 680 B0 680 €680 680
B e R e R Rl e el Rl R T kit

40 41 42 43 44 45 46 &7 48 49

Utilizando la exprenién (5.14)



.. 1
w M ————— (680,000 [N - N 4+ (20,000) 8 -
401101 D A0 40410 FTIE
30
g - 10N
40+10+1 40+10
' t
Y ) L (680,000) |N -~ N + {20,000} | B -
40110} D 40 5o a1
40

v ) I CAB0, GO (G7* 719,347.4 — 33*294,950.9)
40110 T o33, 001.8
+ (20,000)(B11°28B6,104.6 ~ JI7S 72, 951.4 —(10)(33’294,950.9))]

(680,000) (24°424,3946.5) + {(20,000) (3104°9463,5644.2)

) L
40110 ’ 2°@33,001.8

w = £°603,547.69

40110}

EJERPLD 2, Taleular el valor presente de una anualidad rsnti:ipada
péra una paersong de 20 affos comenzando con el primer pago de
% 250,000,090, 8l segundo pago o ¢ 350,000.00, a1 tercero dae -
s 450,000.00 asy hasta liegar a $ 850,000.00, posterioraente los pagos
sepuirdn siendo de $ 850,000.00 miovntras la persona se encuentre con —
wvida.

Graficamente se observa de la siguiente maneras



B I
100 100 100 100 100 ...
100 100 100 100 100 100 ...

{miles)

100 100 100 100 100 100G 100 ...
100 100 100 100 100 100 100 100 ...
100 100 100 100 100 100 100 100 100 ...
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 ...

250 250 250 250 250 250 250 25 250 230 250 ...

R B L B B I Rt Ly B L P

ARos 20 21 22 23 28 2B 26 27 28 29 30 ...

Por 1o tanto s@ utiliza la expresidn (5.17):

k N + h |8 - &
X x+1 ®x4+n

w Ay =
n] * D
b3
(250,000) N + (100,000) [ B - 8
ij 20 2041 20+7
1) )y =
7 20 D
20
(250,000) N + {100,000 [ 8 - 8
d 20 24 27
w )y =
7) 20 D
20
. 1
w__ ™ ————————— (250,000) (138" 342,809.3) +
7l 20 5°351,272.8

{100,000) (2,56477224,377.5 ~ 1,723°932,814.7) :]

w,_ = {9°979,332.54
7 2

71 o
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S.4 ANUALIDAD VARIABLE AMTICIPADA DIFERIDA n ANoOS.

Fn eate tipo de anuslidad los primeros n-1 pagos tom omitidos, de
tal formd que el primer pago de k para una persona de edad ¥ se reali-
za & 13 edad «+n, ol sogundo pago do (k+h) se realiza a la edad x+n+l,
2] tercor papo de (k+2h) se realiza a la pddad xtn+2 y ag! sucesiva -
sente mientras la persona ce encuentre cen vida., GrAficamente se ob -
serva 9o la saguiente manerar

h h ..
nmdt/ , ox

h h h ..

. neas u . .- -

4] a h ... h ..
ne3/ ., x

h Q h h ... h [
nvas ., %

h a h h h «.. h h ..
nt3/ ., xn

h a h h h b «a. b h ove
ne27 %

h h b h h h .. h h -«
nbllgx

k O k k-’ &k [ 13 kK ... k k..
n/ »

—lm——l— -] ! i ! i ! KoLt | §—

u w+l x4~ U4 RHIE] N2 1ANES }NEE XINATS x4ndm x4nsndd

(G, 14)

for 10 tc.ntc el valor presente de este tipo de anualidad, denota-
do per (V 'G } , ostd dado por laz susa de los niveles de la grifice
n/ b}

(B.18), anl

@ Q) = x g +n + b Q +» QL+ .-
n/ N n/ n n+1/ n n42/ ] n+3/ %

v Ay = &« Q +n a « Q + (j +oaa.
(174 ] n/ % n+l/ b n+2/ X n+3/ 7 %



A TR .7 e
~ -
- : N
Do ®+n .
(v an = R [ +
nt x D
x
S
n
e xeén
(v A) 5 X |=eewen-| +
n/ n D
x
k W +
- . xen .
v . I Rt e
o/ a x D . e

Otra forma de obtener la
la expresién (3.7.A.), asi:

v )y = B v
n/ X n x x+n
D kN + hs
.o ien x+n X+n+1
(v Ay = mmemmee | e
n/ X D D
x 4N
k ¥ + hs
. xen xin+l
v Q) = ~=mmmemmmmo o
n/ x D
%

B84 en la expreaiédn (5.19) k=h=1 ge tiene el valor presente de wna
anualidad anticipada diferida n afios, donde el primer pago a la edad -
#+n es 1, el sequndo pago & la edad x+n+l es 2, el tercer pago a la -~
edad x+n+2 es 3 y asi sucesivamente mientras la persona se encuentre -
con vida. Graficamente me observa de la sigulente manera:
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1 .40
nta+1/ 7 ox
. 1 1 ...
. nﬂ/ax - . .
: a 1oe.. 1.,
neS/ Tox
1 ) S § 1 ...
n-HHS:,1
1 1 1 ... 1 ...
n+3/F:.l
1 i i | S | 3 ese
n+2lg:.l
5 1 }} i | I | S
n-ﬂ/cl
a - 3 1 i { 1 | S § | R
n/ "
Bl et ted e o R 3 ! i ! 1 | R I R it Rt
L] H4l HiN=1 %N R4NED HNF2Z S j4nES HEN4S AN NAnemel
{(B3.17)

Por 1o tanto el valor presente de este tipo de anualidad, denota-
do por (1 Q ) s £5th dado por la suma de cada uno de los niveles -

de la qrAHca (B 17, asia

{1 a) = a + a + Q + C]x+,,.

n/ ® n/ % net/ x ne2/ * n+3/
W
{1 G ) L] ] + z s
n/ ® n/ Cl " tag net/ Cl
] | N
. R+ win+t
€1 Q- L] ————— e
n/ X )] t=1 D
* "
N
. KEn 3
( a» 8 e 4+ N + H + N L
n/ % D D ntnel R4n+2 wHN+I
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N + N + H + N 4+ e
e X+n xtn+l X+n+2 x+n+3
(1 (A} = smmmmmcom et e
n/ x D
x
s
.o x+n
(1 Ay &  ~omeee- (5.20)
n/ X D
*x

Otra forma de obtener la expregion (5.20) es tomando como base la
expresién (3.7.A.), asi:

a1 Ay = B ad)
n/ x® n x ®+n
D 5
‘e x+n x+n
(1 } = mmmemne jememee
n/ d X D D
X »4n
s
LK x*n
(x S
n/ a x D
%

HIEMPLO 1. Calcular el valor presente de una anualidad anticipade
para una persona de 44 afies, cuyo primer pago a los 50 afios es de -
8 1'500,000.00 incrementéndose afio con afio en & 100,000.00 mientran -
la persona se encuentre con vida.

GrAficamente se observa de la siguiente manera:



=168 -
’ 100
100 100
100 100 100
100 100 160 100
140 100 106 190 100
1500 1500 1500 1500 1500 1500

D ey E e E B E e Py B P PP PErey P

AROS 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

Por lo tanto se utiliza la expresion (5.19):

k ¥ + h 8
. X+n xtn+l
3 Q) & cemmmmmm e
n/ x® D
x
(1'500.000) ¥ + (100,000) S
. 44+6 44+6+1
(v ) B e e e
6/ CJ 44 D
44
{1'500,000) ¥ + {100,000) s
&j 50 51
(v ) L et L L e b Ll L)
6/ 44 D
44
Ei (1°'500,0006)(33°294,950.9) + {100,000)(375'372,951.4)
{Vv ) B e e
6/ 44 2'476,878.2

(v Q) = 35318,539.90
6/~ a4
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TABLA 1

3%

» | 1 1 d | q {
H M | X 4 H H

! t ! 1

o ! 10° 000,000 ! 70,800 1 0.00708 !
3 ! 9'929,200 ! 17,475 H 8.00176 i
2 [ 9r911,725 i 15,0656 ! 0.00152 13
3 1 9’ 898,659 ! 14,4349 H 0,00146 1
4 ! 9'8682,210 t 13,835 H 0.00140 1
! ! 1 }

k- t 9'848,375 ! 13,322 H 0.00135 |
& ! 9’033, 0353 [ 12,812 H 0.00130 i
7 ! 9’ B842,241 t 12,4308 H 0.00126 t
;] ! 9rQ29,840 1 12,091 ! 0.00123 {
9 ! 9'817,749 ! 11,879 ! 0.00121% l
l 1 { t

10 1 9'B80%,870 I 11,8465 ! 0,.00121 1
11 [ 9*794,005 { 12,047 1 0.00123 1
12 ! 9'7B81,9%8 ! 12,325 3 0.00126 I
13 } F* 769,633 ! 12,896 i 0.00132 !
14 ! V56,737 I 13,562 ! 0.0013% !
' ! ’ ! i

5 ! Q743,175 ! 14,225 | 0.00144 ¢
14 1 9’ 728,930 ! 14,983 f 0. 00154 H
17 ! PINT, 67 ! 15,737 ! 0,00142 t
18 1 9’ 698,230 ] 16,390 H 0.001469 1
19 ! ' 4681,820 1 16,846 1 0.00174 t
{ i ! ¢

20 i 9 664,994 4 17,300 ! 0.00179 t
21 [ 647,694 1 17, &35 ! 0.00183 ¥
22 { {630,039 | 17,912 ! 0.0601856 1
23 1 P 6i2, 827 H 19,147 ¥ Q. 00189 !
24 [ 593, 260 i 18,324 ! 0,001914 t
! $ ! l

25 1 91%573,5636 1 18, 481 § 0.0019% H
26 } 9°5357,183 ! 18,732 ! 0.00196 !
27 H 9°838,423 ' 19,981 ! 0.00199 i
28 ! 9519, 442 ! 19,324 1 0.00203 t
29 1 9°%500,118 ! 19,760 ! 0.00208 !
1 t H 3

o
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3%

i X H 1 H d i q H
! t " ! > i x !
t H f | 1
i 30 { 9’ 480,358 ! 20,193 ! 0.002813 i
P31 ' 9* 460,165 1 20,718 1 0.0021% !
[ -4 1 97 439,447 4 25,239 H 0.00225 H
! 33 H 9’418,208 t 21,8430 i 0. 00232 H
f 34 H 9’ 394,338 H 22,551 ¥ 0.00240 H
t ! H { : H
t 35 | 9 373,807 H 23,528 4 0.00251 !
| - | 9’330, 279 H 24, 683 i 0.00264 i
i 37 H 9’ 325,593 i 26,112 i 0.00280 t
138 H 9299, 482 t 27,991 H 0.00301 H
I %9 ! 9* 271,491 H 30,1352 ! 0.00323 H
H ! H H |
t 40 ! 9°* 241,359 H 32, 622 H 0. 00353 i
A 3 | 4 9*208,737 1 35,3482 H 0.00385 5
I 42 H 173,375 H 39, 253 ! 0.00417 i
143 H 9’135,122 H 41,382 H 0. 00453 i
t 44 ' 97 093,740 ! 44,7414 H 0. 00492 )
l f H H !
I 45 ! 9’048, 999 1 48,412 H 0.00535 [
I 46 { 9’000, 587 : 52,473 H 0., 00583 H
t 47 i 8’948, 114 i 36,9190 H 0. 00636 H
t 48 $ 8’891, 204 H 61,794 i 0., 00693 1
i 49 i 87 829,410 H 67,104 H 0. 00760 i
| H H H ]
I 50 H 8 762,306 ] 72,902 H 0.00832 1
P 81 H 8’ 689,404 4 7%, 160 i 0.00911 H
§ 82 H 8’ 610,244 4 85, 758 $ 0. 00996 !
T~ 8°524, 486 : 92,832 t 0.01089 |
1 54 H 8’431, 654 H 100,357 } 0.01190 !
t H i 1 i
185 H 8’331,317 1 108, 307 i 0.01300 }
L1 ! B8’ 223,010 i 116,849 4 0.01421 §
1 57 1 B’ 106,161 H 125,970 i 0.01554 '
t 08 3 7’980, 191 H 135, 663 § 0.01700 H
[ -1 } 7°844,528 H 145,830 ¢ 0.01859 H
4 H H ! !
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-.)Z
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tox 1 ! d ! q H
H H x ' » ! %" !
H ! H H i
T &0 H 7° 658,698 i 156,592 i 0.02034 !
i &6 i 7"542,106 i 167,736 H 0.02223% |
1 62 i 7?374,370 i 179,27 H 0.02431 H
1 63 H 77195, 099 i 19,1753 i 0, 02657 H
T 64 H 7’003,925 i 203,394 i 0. 02904 H
" ' N s '
d H i H H
LI ' &’ 800,531 ! 215,917 ) 0.0%L735 H
1 S { 46584, h14 ! 228,749 i 0, 03474 '
i b7 ! 67 335,865 i 2584,777 . H 0. 03L04 H
i 468 i 4'114,088 H 254,935 ! 0.043148 H
1 &9 H 5’859,253 H 267,244 ! 0.04561 H
{ H i | H
170 H 5°592,042 ' 278,426 ' 0.0897% H
HE 4 | i 5’313,588 } 287,731 ! 0,063315 H
1 72 H 5’025,853 H 294,745 i 0.05640 4
1 73 H 4°731,089 { z299,28%7 i 0.06326 !
1 74 H 4° 431,800 ! 301,694 i 0.06812 H
H 1 H H H
V75 ! 4'129,906 ] 303,011 { 0.07337 H
t 78 ! I'R26, 895 ! 503,044 ! 0.07918 §
i 77 { 3'523,881 H 301,997 H 0.08%70 H
!t 78 1 3r221,884 { 299,829 ! 0.09308 H
t 79 { 2* 922,035 H 295,683 ! 0.10119 H
! ! ! H i
{ BO H 2° 624,372 ! 288,845 H J.ic97 H
H ) ! 27 337,524 } 278,983 § 0.11935 !
1 82 i 2° 058,541 ! 265,902 ! Q. 12217 !
it 83 ! 1'792, 639 } 249,858 ! 0.13938 H
1 B84 ! 1°542,781 i 231,433 H 0.15001 H
H H ' H - H
i 83 H 13511,348 H 211,311 ] 0.16114 H
! as 1 17100, 037 ' 190,108 i 0.17282 H
1 a7 | 209,929 H 148,455 H 0.18513 '
! 88 ! 741,474 ! 146,997 ' 0.19825 !
i 89 ! 594,477 ! 125,303 } 0.21244 }
1 { H H i
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t X { 1 t d H q i
! ! n t ® H X i
! ' t H H
1 90 § 468,174 { 106,809 B 0.22B14 t
t ot ! 361,385 t 88,813 i ¢.24577 t
1 2 ! 272,5%2 H 72,480 H 0.286593 t
i 93 ! 200,072 H 57,6881 H 6.289Z0 H
1 94 i 142,191 H 45,026 H 0.316656 £
{ ! H ' '
1 95 ! 97,145 ! X4,128 H 0.35124 t
i 96 1 63,037 H 28,250 H 0.40054 !
t 97 H 37,787 H 18,456 1 0.48B42 4
i 98 ! 19,331 | 12,916 ¢ 0.566815 t
! 99 ! 65,415 } by415 l 1.00000 H
! | 3 H H
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%

U tm e me e R NN A S LA BE LB R AR YA de = em e U me S we —e e ee e ow e o5 e B em Be e =

QAN AWN=O

10

12
13
14

15
14
17
18
19

20
21
22
23
24

25
26
27
28
29

10’000, 000.0
9*640,000,0
97342,751.4
97054,844, 9
B°780,21%.5

8°512,546.9
9r253,451.8
8°002, 542. 6
7°759,766.4
77524, 487, 1

77296, 4B8. 1
7°075,397. 6
6°860,868.5
&’ 652,444.7
£°450,352.6

6’253, 773.3
£°062,740.0
5°877,107.0
5’ 496,688.0
5'521,418.1

5°351,272.8
5°186,111.0
57025,845. 1
4°§70,305.5
4'719,592. 0

4'57%3,377. ¢
4431, 402,

47294 ,093.7
4%160,725.8
47031,340.5

288°9635,016.7
2787947,016.7
2697323, 016.7
259'980,265.3
250°923,420. 3

2427 143,204.8
233 630,657.9
225’ 377, 206. 1
217°374,563.5
2097 614,797, 1

202 0720,310.0
1947793,821.9
187°718,424,3
180°857,555.8
1747 204,911.1

14677754,558.5
161*500,785.2
1557478, 025. 2
1197 560,915.4
1437 6841,227.4

138°342,809.3
1327 991,536.5
1277805, 425.5
1227 779,580.4
117°909,194,9

1137189, 602.3
108 616,225.2
104°184,622.8
99° 890,529, 1
95'729,802.3

- = a = mw

em o am me e e = b v B v AW e Be wh 4 =h m el mm a s ca H en R wm e . S e

&,9797 643,888. 8
6, 6907 580,872, 1
6,411 717,855.4
b, 1427 394,838, 7
5,8027 414,573, 4

5,631° 491,153, 0
5,3097347,948.2
5,155 717,290.3
64,9307 330,084, 2
&, 712,965,520, 7

4,503"350,725.6
4,3017260,413.6
4, 106° 466,571.7
35,9167 740,167.4
3,7377890,611.6

3,563 685,700.5
3,3957931,142.0
3.2347 430,356.0
3,078°992,331. 6
2,929% 431, 416.2

2,785 567, 168.8
2,647 224,379.5
2,514°232,843.0
2, 3067 427,417.5
2,263 £47,837. 4

2,145 738,642.2
2,032°549,039,9
1,923’ 932,814.7
1,8197748,191.9
1,719°857,462.8

e me 4 mm e m mA me La WA WA ME ew e e mm i
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3%

(continuacibnd

N
s

- v @4 o ho em e e % " e . Am ww S e o n e cm o e o v e - a oa —a = v e
&N
1]

37905, 782. 0
3r783,944.4
3'645,5686.8
3°550,911.6
3’ 439,488, 2

37331,295. 4
%°226,149.5
2 123,914.9
3°024,434.7
27927,506.2

2*833,001.8
27740,778.0
27650, 731.3
2'562,794.0
27076, B78.2

27392,904.8
23310,779.5
2*230,395.8
2" 151, 660.7
20 074,472, 4

1°998,744.0
17924,303.0
17851,312.7
1+779,468.9
1*708,844.9

1*439,329.7
1°570,691.7
17503, 465.3
17435,991.7
1*371,420.2

N de A oh ER G UR Sk M SR LR TR s SR R e e ke o b o e rs me om ok wa wm o= m e wm e e o

91698,461.8
a7°792,479.8
847008, 735. 4
B0’ 343,048, 6
76*792,137.0

737 352,648,
70°021,352.7
567 775,207.2
&3 571,708, 7
&£07 644, U536

577719,347.4
547 584,345. 6
52°145,567.6
497 494,836.3
46°932,042.3

44°4855,164. 4
427 062,259.3
IPT751,479.8
37°521,004.0
35" 367,423.3

33%294,950.9
31’ 294,206.9
29°371,823.9
27°520,511.2
25" 741,022.3

287 032,177.4
22°392,847.7
267621, 956.0
19°318,490.7
177881, 499.0

e R bk e A B e e %h ww Um i =B mm b ek ke e me e me e e am em e ew e me er ww me e = e

1,4247127,850.5
1,5327429,398.7
1,844 636,718.9
1,360 627,983.5
1,2807284,934.9

1,203492,797.9
1,307 140,149.8
1,060°118,797.1

993’ 323,593,9
9297 652,305, 4

B49° 005,452, 0
8117284,104. 4
7547399,759.0
7047234,194.4
654° 759,355.1

£07'827,312.6
563°372,148.7
G321°'309,869.4
481’ 9058,409.4
4827Q37,325.6

408’ &67,902.3
3I757372,931.4
3447 076,74%.5
3147 704,920, 6
287’ 184,809.4

261’ 463,387, 1
2377411,209.7
215°018,342.0
194° {96,406, 0
174°877,915.3
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COLUNNAS DE VALORES CONMUTADOS

3%

{continuacitn)

2]

Hho
Bt
62

&3
63

&%

bb
&7
68
69

70
73
72
73
74

75
74
77
78
79

a0
81
82
83
84

85
86
87
a8
89

1°304,723.8
1°242,8%59.2
17179,823.4
17117, 613.4
11056,231.5

995,487.8
935,994.9
077,163, 4
819,219,7
762,208, 4

T0L256.4
6517545, 5
59873214.8
H46,819.2
497,308.1

449,933.5
403,778.5
361,872.0
321,222.9
282,844.4

245,518,.8
213,275.5
182,350.6
154,171.2
128,818.2

104,%05.0
86,577.7
69,529.5
55,007.3
42,817.6

167510,078.8
157 207, 355.0
137960,495,9
127 780,672. 4
11°663,059.0

10° 606,827.5
9 611,139, 7
87675,144.8
7' 797,981.2
67 978,761.5

67 216,553, |
57510,296.7
47 858,751.2
47 260,436, 4
37 713,617.2

37216,309, 1
2'766,375. &
2°361,597. 1
17999,725, 1
17 4678,502.3

1°395,657.9
1°148,839. 1
935,543, &
753,213.0
599,041.8

470,223, 6
363,918, 6
277,340.9
207,811. 4
152,804, 1

156 996,416.3
1407 484, 3%7.5
1257 282, 982.5
1117322, 406.7
?B° 541 ,8314.3

B4’ B78,755.3
767 271,927.8
56 650,708, 1
577 985, 6433
507187, 662, |

437 208,500, b
347992,347.9
317482,050.8
26° 623,299.6
227 362,863.2

18° 649,246, 0
157 432,934, 9
12° 666,561.3
10° 304,964, 2
8° 305,239, 1

&' 626, 736.8
5°231,078.9
4'0B2,239.9
3 146,676.2
2* 393, 463.2

1°794,421. 4
1"324,197.8
940,279.2
602, 938.3
475,126.9
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COLLMNAS DE VALORES CONMUTADDS
tcontinuaci bn)

§ D f K t ]

t n ! H ! b4

' H ' !
%0 i 32,738.4 { 10%,9846.5 i 322,322.8 |
9 i 24,5933.4 ! 77,248.1 ! 212,336.3
92 ! 17,764.9 } I2,71%.7 H 133,088.2 !
93 ! 12,B03%.4 i x4,749.8 H 82,37%.5 |
95 i 8,834.3 ! 21,946.4 ! 87,623,7 1

t H ! {
95 1 5,861.0 t 13,812.1 ! 25,677.3 )
94 { 3,691.7 ! 7,251.1 ! 12,565.2 |
or 1 2,148.5 I 3,559.4 H 3,314.1
byl { 1,067.1 i 1,410.9 H 1,754.7 |
99 1 343.8 § 343.8 H 343.8 |

! i i i
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COACLUSIOMNES

En la prActica e¢ste tema es una de las bases principalen para el-
célculo de las primas que Berén asignadas al asequrads por la Companta
de Seguros reapectiva.

BEs muy frecuente encontrar casos en donde los pagoes no son anua -
lea por lo que fue importante encontrar expresiones para valeres pre -
sentesa cuando los pagos se reallzan ya sca mensual, bimestral, trimes-
tral o bien gementrales. Ademis ge nbluvn la enpreaitn para calecular -
el valor presente de lag anualidades temporales a n afiosd, diferidas k-
aflos, pagaderas m veces al aflo.

En el capitulo 4, dentro del tema de anualidades vitalicios paga-
deras m veceg al afio, ge comenz6 el andlisic para encontrar el valor -
pregente, a partir de la férmula de Ruler-Maclaurin, si el lector de -
sea profundizar en el desarrcllo de dicha férmula puede consultar i -
bros de métodos numéricos.

Es importante sefialer que generalmente log pagos que pe realizan-
por una anualidad no son lquales, por ello fué necesario analizarc den-
tro del Capltulo 5, a detalle este tipo de varlaciones.

La pregsente teais intenté desarrcllar en forma més amplia el eg -
tudic de las anualidades contingentes debido a que la poca bibliogra -
fia con que ge cuenta plantea de manera muy breve este tema, por lo -~
tanto este trabajo pretende ser una quia de fAcil comprensién para -
aquellos estudiantes interesados en profundizar en este eatudio.
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