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FPREFAGIO

El presente trabajo Liene por objeto analizar los  principuales
resultados para muestras grandes concernientes a los eigenvalores
de una matriz miestral de covarianzas S cuando la muestra proviene
de una poblacidn normal p-~variada.

Un caso importante para la aplicacidn de este tipo de estudios
lo es el Andlisis en Componentes Principales ( ACP ). EI ACP es -~
una técnica estadistica que determina combinaciones lineales de va
riables aleatorias que tienen propiedades especiales en Lérminos -
de varianza.

En el ACP se tienen N observaciones, sobre p variables aleato—
rias, quc son agrupadas en una mabris de datos  XNexn = [X1,.. Xn);
lo que interesa al investigador es encontrar alguna relacién 1li -
neal enire las p variables que se estudian de t.al manera de redu -
cir el nimero de variables., Para esto se determinan combinaciones
lineales de las variables originales de acuerdo a lo siguiente :

Y = X@

donde s = abgl

N
S = ;ﬁ; L - X K- OT
p=d
D = Matriz diagonal con di > dj i ( €

ccr

-
i

Lo anterior es equivalente & buscar las coordenadas de los -
puntos ( Xi > con respecto a ejes ortonormales que maximisen la =
variacidén de las provecciones de los puntes { Xi > gobre cada eje.

En el ACP se pretende sustituir a la matriz de datos X por las
primeras k (k £ p) columnas de la matriz ¥, obteniendo como ganan
cia ortogonalidad vy reduccion en el mimere de variables.

Los criterios para determinar k ( el ndimerc de variables a con
servar ) estan basados en el andlisis especifico que se esta reali
zando, algunos ejemplos son los siguientes .



ad Suponiendo que parte de la variabilidad del cenjunto de -
datos esta dada por un error comin en la medicidn de cada una de -
las variables, esto implicaria aue el vector aleatorio del gual -
proceden las observacioncs se puede descomponer como X = X'+ e I,
donde e es una variable aleatoria con media 0 v varianza o:; en -
consecuencia % . la matriz de covarianzas de X, se puede descompo
ner como T = @I+ o I, donde ¥ es de rango k (k£ pd.

Para este caso se buscn un gsubespacio de dimensidn kK dque no  ~
contenga la variabilidad debida al error. El ariterio usual es que
de una gralica del 1inldd contra i, sc toma k  como el punto a
partir del cual la grdfica es aproximadamente recta {ver Castell-
196463,

b3  En otres cazos el investigador esta dispuesto a perder una
cantidad no significativa de la variabilidad de las variables ori-
ginales a congecuencia de la venlaja dque le implica reducir el mi-
mero de -variables. Para esto se delermina la maxima k para la cual

fdi £ p, donde y es la canbidad de la variabilidad fLobal que se
[ T Y
esta dispuesto a perder.

Como vemos en loe ejemplos anteriores, se aplican simples re -
glas empiricas, no existe un soporte probabilistico para decidir
que variables se deben conservar o desechar: lo anterior es debide
a la complejidad extrema de los cdlculos involucrades. En este -
trabajo esle problema se resuelve para el caso de muestras grandes
de un vector alealorio con una distribucidn normal p-variada.

Fi bien existen algunos estudicos sobre el tema, las referen =
cias estan esparcidas v forman muchas veces parte de andlisis par-
ticulares., La importancia de esie trabajo reside en conjuntar, uni
formizar v clarificar los resultados mds  importantes sobre ¢l -
tema.

Con esto =e pretende dar un marvor seporte al uso de las dife -
renles Lécnicas de analisis multivariado que involucran el uso de
los eigenvalores en el caso de una poblacidn normal meltivariada.

En el capitulo I, se establecen antecedentes y resultados ba ~
sicos que g¢ usan en capitulos posteriores,

Es necesario para la comprensidn del material que aqui se pre-
senla, conocimientos de algebra matricial v estadistica malemati—
ca.




1, MATRIZ DE COVARIANZAS ( T 3

1,1 INTRODUCCION
Se dird que un vechor alcatorio
X' = Cxavnnp D x e R

tienc distribucién normal multivariada, si la funcion de densidad
de X esta dada por

FRCXpED = |2n £f 7' %exp {- LT b o L} } v % ar’
donde y e R" y Tpxp es positiva definida,

En est.e trabajo se consideran observaciones Xio Xz.... XN
Xv & R") de un vector aleatorio con distribucicn normal multiva-
riada, en particular, para el caso en que las ~ observaciones -
sobre X son independientes. Las observaciones Xi, Xz.... XN son
independientes gi su funcidn de distribucidn, F(Xe... XnD puede -
descomponerse como el produchto de las f‘uncloneq de dist-ribucic‘m -
marginales de cada vector :

FUXs,. . N2 = PCXD FCX2). . FOXND

Def'iniremos al vector muestral de medias como

y a la matriz muestral de covarianzas como



N
S= 5 ECX-X)> (K- XDT

i=st

Se considerard que una sucesidn de funciones de distribucidn
L Fn > € Xy las variables aleatorjas correspondientes ) converge
a la distribicion F, si

1i Fn = F

m
N=>0

para todo intervalo acotado de continuidad de [; para este caso,
nos referiremos a convergencia en distribucién , y lo denolaremos
como

Las referencias a resultados que aparecen numerados, en los -
que se antepone una A al mimero, aparecen en el apéndice de este =
trabajo.



i.2 ESTIMADOR PE %

El propdsito de esta seccidn es el de deberminar los estima-
dores mdximo verosimiles de los pardmetros de la distribucién
Np (uZ> correspondicnte a un conjunto de observaciones indepen -
dientes Xi..... Xn donde Xi ~ Np(u3D i=1,, . ,N.

Teorewa 1,1 , Sea X ~ Nplp2d vy Xe.... X~ una muestra
aleatoria de la distribucidn. Los estimadores maximo  verosimiles
de y v £ estan dados por :

-

N
= -a—)_:)(i=)l
L

M>

N . T N
- -5_}:cxi—x>cx;—x>= ¥iig -
i

DPemostracidén . La funcidn de verosimilitud de los pardme—
tros esta dada por la siguiente ecuacidn :

1 N T -4
LR £ e ¥

-N/Z
LCuE? = |ang| exp (-

Con objeto de simplificar el dlgebra para maximizar la funcién de
verosimilitud., puede obtenerse una transformacion monétona de L.

En este caso la funcidén logaritmo natural resulta apropiada, obte
niéndose

N T -1
InCL>=-51p [an £] = 2 E =) T W)
i

N
a - g In jzr £| = ;tr £ F Qi) Gi=dT

iz=d



Del Lema A-1 (Apéndice) suabemos que

N
T i) K™ = e S+ N K R-T

izt

y sustituyendo esta ecuacidn en wr, e obltiene

-1

T ~%
In (LD = —::i In Jam T| - g Tr Z v-p § =~ ;’ ) £ X2

Debido & que I"! es positiva dePinida, (=37 T°'X-p> 2 ©

¥ 4 . en consecuencia,

Sdlo resta maximizar el primero v segundo te€rminos de la
ecuacidn anterior, que son sdlo funciones de  Z, para lo cual
haremos uso del Teorema A=2. Haciendo C = Z "obienemos

- 'E' In |z £ - 3 Tr £7%w-0 §

g‘-’ ln Cznd +

NIZ

In |C] - ; Tr C -8

= - gf In Can) + £CC)

De acuerdo al Teorema A-2, CC) es maximo ¢n C =
es degir en T = ;":’; S , donde toma el valor

-
£¢2> = B otn ) - ¥oin joeens) - BR
2z 2 2
de donde se sigue que
~Npr2

L= Szmd __exp_C(onpr2)
(gag)Np/z |s|N/2



"
El estimador maximo verosimil £ = §§1 §  no resulta

insesgado, va que

E(Zy = E(

Zis

N T
Ximpt =83 Ro—pbp-X0
ol fad
i

T T
L EC Q) empd 3~ EC (R (X 3

e

De manera natural consideramos el estimador

N
S= _Lypw -0 -7
N-1

1=t

que resulta insesgado,



£.,3 FROPIEDADES DE 8
En esta seccidn se definen vy examinan algunas propiedades de
la matris § { matris de varianzas v covarianzas muesiral J.

Consideremes como antes una poblacidén normal pevariada., A4
denot:emos por X' = [X1Xz2... Xnlpxn donde Xi ~ Np (5D =1, . N

Teorewn §,2,8, Sea X ~ Np 2>y Xs, ,.hXN unea  mueslra

aleatoria de’la distribucidén, La matriz w-u8 = § X~  Xi-0HT
i
tiene una distribucidn Wishart cos pardmetros w-v v T .

Pemostraaidn, Sea D una matriz cuadrada de orden n. tal que
sus columnas sean ortonormales, es decir,

1 ©o=
T
di d;y =
o v @

Lo anterior implica que D « I C » D D™= I ), de donde

. N T N T M T
XX = X" DD X=X [ 8ddi IX=mEX didi X2 P Vi W

T t T

donde i o= X' odi

r .
v Pel Teorema A~4. se obtiene que Vi ~ Np M di, I) donde
How Lo il

Congideremos el casg especial de la matpiz D ortomormal,
cuya primera columna sea ds t?,ﬁ(a,s,. a3, tenemos entonces | que
D = [d¢,B2], por lo tanto

T T T T ¥ T W
X' m X' DD = X" deds X+ X' D2 D2 X @

&



1

Puesto que X' dt = W = 8 ¥,

~pz

T r .
X" ds dt X = n X ¥ : despejando de @, oblenemos

T T N
XTpeDaX = XX - n¥¥% =70 C-DT QD = o-u S

N
= L Vi Vi

Para i » 1 oblenemos

BV} = B X" i 2= " di = [ppawod dio = g YR dl &

= 0
Lo anterior debido a la ortogonalidad de la matriz D. Por

lo tanto Vi ~ Np 0,20 para i > 1.

De acuerdoe a la Definicidn A~B, v tomando en cuenita que

T

N
N~ S = ¥ Vi Vi |, obtenemos
izz2

w1 8 o~ WOyt ,2)



Corolario 1.,2.1 , La distribucién de la malriz S, est.a dada por

S ~ WCn-t, -1 T
N-o

Bemastracicn, CGonsiderande el mismo andlisis del tieor-ama
anterior pero con los vectores il X, se abt.iene el resultado.

T 1
Denotemos por V'= [V¢, .. VN-tlpun-ts, donde VwN(O‘:;;e_),
en consecuencia por el corolarie anterior, § ~ ¥ VT,

Las malrices con distribucién Wishart poseen una importante
propiedad que se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1.2,2, « Sea S ~ . Si N2 p

entonces S es positiva defipnida Gon probabilidad 1.

DemasiraciGn, Como &' Sa = 0 con a = 0, se verifica
dnicamente cuande S es una matriz de rango complelbo, se sigue
aue cuando N-t = p

PCa™a>0 Va<a) = PCRangoS =p )

P C Rango V = p )
enNne  una umna da V es

= 1 ~P (é}:pgn Tanl8%a8 e "8 a >

p P
= 1 - PCJ.Q‘{Eme**O con wim 13
P

v
n

? p
- TPCT wi Vivm 0 con wj =13
i t



Teorema 1.2.3 . La matriz de varianzas y covariangas de

de la matriz Va V&, donde Va ~ Np (0.5) esta dada por

Cov (Via Via , Vka Viad = ok ogl  + ol ojk

donde oij es el elemento que se encuenira en el renglén ., columna
j de la matriz Z.

Demosiracidne.

E( (Via Vo = 01 (Via Via — ok) 3}

a BE{ Via Via Vka Via 3 -~ okl aij

Recurriendo al Teorema A-3, la funcidn caracteristica del -
vect.or Va esta dada por

Pt =exp (=2 47T T LD

v recurriendo al siguiente resultado

<
EC Via Vie Vika Vie ¥ = % ... 2@

ety L abk At =0

obtenemos las siguientes derivadas parciales:



P
Fost te €1+ &ald ] $Ld

r
Q_QSQ = . i LE olsbe +
at.L =L

donde 4st es la delia de Kronecker

)
55;4’35—— = - f [Olk + oKl ] $CLd
P £
-4 Lgoln ta * Dost be (1 + a1 3 ] L2
=1 =4 ’
Ot 4 agCi 1 2Lt
3Ly dtk avL T T 9% Tyt T3 [”” + o ] e
4 P 2
-3 [E e ts  + ost Le {1 + &ad ] -_‘Q-AEL'-)-
L ) o=t .y dbx
( Observese que -m-f; gi‘%u_ l =0 b)
L )
Pty F Pty . 2ttty
am'acséar;;‘am ok ac?‘an; At BT 1o
o W2 240D s -4 )
oW apitats t 24 ["a:m ] DR TN

10



Obt.enemos entonces que

-
EC Via Via Vka Via 3 = I, At 13 S
i ati atj atx ati =)
2 Z
o LTHE_ | R
Fodbe 2y | o ¥ ati x| 1o
2 ¥ ]
R 23 2 ST <12 [ iu] ety
2 aLy atx |0 it 1 ? i alj Ax| o

= ok E{ Via Vja } + o1 E{ Via Vra > + oti E{ Vja Vya }

= otk eny * ooy oy tootioopk

Sust.ituyendo en la expresidén inicial obtenemos

Cav (Vic Vija , Vka Via) = ik ot *+ ol o

11



Corolario 1,2,3, . La matriz de varianzas y Govarianzas
la matriz 8, esta dada por

; F
Covl sij , &kl > = ok oyl T ool gk

Demostracidcn, Al tomar en cuenta que los vectores Vi,
con i#j, son independientes, €l resultado es inmediato.

12
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2+ DISTRIBUCION ASINTOTICA DE L.0S EIGENVALORES DE 8

2,1, INTRODUCCION

En esta sgeccidn e presenta el de rolle de la distri -
bucidn asintdticu de las raices caraclteristicas de la matriz de
covarianzas muestrales S, que corresponde a N ohservaciones de =~
una poblacidn normal mullivarijiada.

-

Debido a que Z es una malriz simélrica. es
descompuesta on el siguiente producto

. puede

tr
@
el

- T
= AAA

donde A es una base espectral para T (A AT = I>yv A es una
mat.riz diagonal,

La malriz A, es la misma transformacidn lineal que I, pere  respec—
to a la hase formada por las columnas de A, que son los  eigenvec—
tores correspondientes a T,

El element.o i’ésimo sobre la diagonal de A, A, es el eigen-—
valar correspondiente a la i’ésima columna de A,

En  nuestro analisis consideraremos la base A que

corresponde a la transformacion asaciada donde »i 2 A5 si v solo
si 1%y,

S«;‘or'eiT convenienle considerar on nuestre andlisis lag
variables A'Xa. va que las raices caracteristicas de la malriz de
cavarianzas no cambian.

Al considerar las variables A'x. , de acuerdo al Teore-

ma  A-6, tenemos que

AT™a ~ Np CATu , AT Z A = AD

13



2.2 DISTRIBUCION ASINTOTICA DE S°

En esta geccidn se denota por s* al estimador usual ins%es -
gade de A que corresponde a N observaciones de la variable A'xa

-

S* = ATS A

Los resultados de esta seccidén serdn utilizados para el
degarrollo de seeciones posteriores de este capitulo que se apli~
can a la determinacién de lu distribucidon de los eigenveclores de
s,

. -

Por los resultados del chrg‘m‘ma 1,2.1., sabemos  que (-8
Lendrd la misma distribucidn que T Va vi donde Vi Voo . o VN2

ast
se distribuyen independientemente segin Np  0.A D

Sabemos también por aplicacidn del Toorema 1.2.3. que los
momentos que corresponden a la mabriz Ve VI estan dados por

CovlVia Vo , Vka Viad » Six &3t wv &) ¥+ & Sk AL Aj
= AL Ay O Sk L+ S S D

Denotemos a la matriz de covarianzas de la matriz Va V&
por T . cuvas componentes est.ardn dadas por la expresidn ante -
rior.

Mencionamos = a continuacién ¢l siguiente corolarico del
Tecrema Multivariado del Limite Central.

Corolario 2,2,1, Sea 8% = AT S A , donde

N
§ = L E KD
az1

con Xa ~ Np CuZ> v A AA™= X con ATA = I. Entonces

— Neas
U = RTCS“AD ~ NOD

14



Demoslracidn, Notamos que {Va V&) satisfacen las
condiciones del Teorema Multivariado del Limite CGentral ¢ Teorema
A - 7 > se concluye que

3 N-4 T Negd -
v EWeVi-m o~ N GED
a=

N-t

Ahora bien, puesto que T Va V& Liene la mispa distribu-
- ac=t
cidén que (N-u S
2 N T 1 .
it { P Va Va = -0 A ~ i Can-) S = -9 A D
L
_ N=xn ~
= AC1 (ST - AD -~ NAD.

. s . *
Denotemas la descomposicidn espectral de la matriz 87 por

s* = EDE"

donde

d2d i

1h}
o

E'E = I

Nétese que los eigenvalores de la matriz § no cambian.

S=0DpCT donde C=AE



2.3 DISTRIBUCION ASINTOTICA PE D € CARO A = A 1D

En esta seccién se determina la distribucidn asintética de
la matriz P ¢ S = ¢ D con §= 1T KB G-DDT ) para
el casc en que Xi ~ Nr £ o, 5=RI D,

El procedimiento que se migue en esla seccién  sirve como
base para el desarrolle del caso general que se expone en  la
siguiente seccidn.

Denotemos por U = ¥ng € §7- A ), donde S*es el estimadc]v‘r
insesgado de la malriz de covarianzas A ( % = A AN
correspondiente a N observacionesde de la variable A'Xa.

Al despe jar s*, obtencmos

S = A+ ™20 = AT - tR U @

Denot.emos ahora por H = Ya=f (D -AI)> donde D es la
matriz simi%ar;;x 8" - pero con la hase dada por la matriz E
C 8S=EDE.EE =127,

Al despejar D vy  sustituvende . en la descompasicidn
espectral de 87, se¢ obtiene

»

S*=EDE"= AI + wo *EHE" "

Al igualar @ v @ resulta que la descomposicicn -
espectral de U C U = ¥u=1 (8 =~ A D ) esta dada por

¥ = EHE"
Obsérvese que con el ordenamientuv de los elemsntos de la
diagonal de HC hi = hj si i £ § )y que los elementos de 1la diago~

nal de E sean positivos, se define a E vy H como una funcién conti-
nua de U,

16



Teorema 2.3.1, La Tuncidn de densidad asintética de 14
matriz H » Y851 € D - Al D esta dada por

X

2
exp { - = ¥ ¥ G .Che - b
- LI

) =
g gPERI3I4 ZPPTANE O (2 (paihidd
.

Demostiracidn, De acuerdo a la seccidén 2.23.,

U= +vn1 ¢S~ A >

es una matriz simetrica dque tiene una  distribucidn  asintdtica
normal con media O v una matriz diagonal de varianzas vy
covarianzas T, donde

BWEY = 2 A%
EWEY = af L
Covi{llijUety = @

NélLese que los componentes de la matriz U son indepen -
dient.es.

Debido a que U = §7 | consideraremos el vector
T
n" o= [uag,us2,. v . UipU22,u23,. . . Wpp]

que tiene pp+irz componentes.

Derivamos a continuacidén la funcidn de densidad de u,

17 .



Debido a que

obtenemos la forma cuadrdlica necesaria para obtener la densidad
de u.

W Tty o= L -3 i+ op o
o2k tei A

=-3-[ pufi + Ezuﬂ} = -t L Douiuj

ZX Ly
= _1; Tr (U )

Ademds IT] = GADP Q&HPPN2Z 5 P 3P P
por lo tanto

(T!-gzz = z-p/z }\-p(pu)/z

Concluimos entonces que la funcidn de densidad de la
mabrie U, esta dada por :

fu . ()PP oop2 P2 oy {__15 T W?> }
AN

Haciendo uso del siguiente Teorema A-~8, el cual se aparece

a continuacidn, se encontrara la distribucidn de las raices de

U - hI| = 0.

18



Si la matriz U = U™, tiene una densidad de la forma
fChy,. . hpd donde h:s > ... > hp son las raices caraclieristicas de
U, entonces la distribucidén conjunta de lag raices es

AP P Phe L. b LUJQ"“ - hy)
'“"""‘{,"'"":"“""“"“‘.‘“‘
M T2 Cpud D

i=t

y la matriz de vectores caracteristicos normalizados B se
distribuye de manera independiente segin la disbLribucidn condicio-—
nal invariante Haar ¢(ver Anderson T. ¥. 1058 >,

El Teorema A-8 es aplicable directamente al caso de la ma -
triz U, al tomar en cuenta que las raices caracteristicas de la

P
matriz U son hihi,.. hE vy sustituimos la traza de U por T hi

=t
funcién de densidad de U,

f.u = (2n)-p(p+1)/4 z—p/z kep(pﬂ)/z exp { _‘1‘5 Ehf }
42" =g

Por lus resullados asleriores, concluimos que las rafces
caracteristicas de U=EHE" Cdonde H= YRt D = AI >
t.ienen la funcidn de densidad

t dr /4 1)
PR PRAR ARG I c;‘ Cp-i12))
tsa

i9



2,4 DISTRIBUCION ASINTOTICA DE D C CASO GENERAL D

En esta seceidn se¢ determina la distribucidn asinitdtica de

las componentes de la matriz D (8 =0D TCT) para el casq
general en que las rajces de £ CE = A A AD kike... ke tengan
multiplicidades «q¢ ., gz ., .... . ar Tespectivamente , vy donde

ke > kz >....> kr > 0,

Se harda uso del método vy resultadogs de la  seccidn
anterior. .

Haremos la siguiente particidn de las matrices de interés:

K A’Az k’IkzI
A = = ',
" Ar " kel
Uig U12., .. Mir t
U = Uz4 W22, . seu2F D = Dz-.
MFL Urze. «olrr *Dr,
R 12 B2z .. .Es¢r
o= . E = Bzs Ezz .+ ..Ezr
‘' He Ere Erz .. ..Err

donde Ha = ')’;:; € Do - kel >
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Tecorema 2Z,4¢4ls Sean de > dz > ... > dp , lus raices carac -
teristicas de una matriz de covarianzas 85, basada en una muestra
de N  observaciones de Np (u.2>; donde kidked...2kr son  las
raices caracteristicas de ¥ con  multiplicidades q4.d240 o« dr
respect.ivamente, Entonces He Liene la  distribucidn dada en el
Teorema 2,3.1 de la seccidn anterior, pero <on A reemplazada por
ks, v p por (qs.

Hs M glHoka,as?

qs
o e expl- ;-;;:—?2 Lhed o Che = b
gCtaska,qa) = '5;;7;;:57;:“;{5;25;:;3;5"a';zgza;::;;;

Demostracicn. Sabemos que U = ¥l (S* - A) v ademas
g<e p £

entonces
U= VN3 CEDE" - AD e
como H=YW4CD -4 mE=) D= A+ a7 1

Al sust.ituir en @, obtenemos

U = Y1 CE + o™ W EY - A

. Consideremos ahora la expresidén de la submatriz Ukk de la
diagonal de U,

Ukk = Yhc1 CEkt Exz... Exed) CAtov=05""2 H) C(Exa.Exz,. . Ekrd™ ¥N-1 Akk

= +5-1 (BktAsExzAz. oo BrArd (Eka,Brz,. .. ErdT
+ (EiiH1 ExzHz o o \ExrHr> CExt Exz,. ... EBeedT ~ ¥N-T Ak
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r r
= YN-1 D Eka As Efs + [ Eks He Efs ~ VN=71 Ak

PR o<1

r r
= /N1 [ ko Bks Bl + [ Exe He Efa - N-7 Auk

a=zy LR

por lo tantc

r T r T
Ukk = YNZ{ L ko Eke Efs + Exk He Ekk + D Eks He Exe = ¥RT1 Akk
1

a= a*k

En este caso Hx v Exk son funcicnes de U, y dependen de
N. A cont.inuacién mosblramos que si  una secuencia de  malrices
simétricas Uwmw converge a U, entonces las correspondientes
secuencias de Hron, y Ekkn convergen a la solucidn de

T T
Uk = Ekx Hie Ekk I = Bk Ekx

Probaremos el caso particular de Hem v Eriven.

Congideremos  dwws  D... Jdquy, las  a rai_c;:}sz caracte =~
risticas mas grandes de Sim C Sive=A + (n-u Uewr 3,

entonces las qi raices mas grandes de

{ ST = C ke + -3*"?h > T |

= | AF N en - Chi -2 I | =0 @

son  hiny = UN-1 Cdiw=K1> > ... > hqgion = YN-1 Cdqun~ke

23



Ahora bieh, denolemos por

T
;331 0 Utson Utw
A = ( - Yoy =

Utm uths

y sustituyames en o

) T
-0 3 C Upseny - h 1) v-0727 Ul
=0
w-1)"72 Ut At Kt I+ on-0 20 0h T
Al Factorizar w-0"% de . las primeras a1 columnas,
obtencmos el siguiente delerminante
Y
Uggeny - b I (N-1) YNy
LEY A cke T4 -T2 TR - RDD
172 “T
Uigeny =hI 0 Uggenr =~ hI N-1) Ucny
-3
Ut A*keI UtNs -0 2CUT R-R T
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La dltima expresion debida al hecho de que
Pet, [Ai.A2tAsl = Det [Ai,Az] + Det [ArA3)

Los coeficientes del pelinomio agociado al segundo
determinante Lienden a 0 conforme N Liende o

La matriz del primer determinante puede ser expresada como

Higensy -hT ¢] Usgowp=hI O I 0
Ul A"kl Ui I 0 A"~k

y en consecuencia cbienemos conf'orme n Liende a w, el polinomio de
grado a1 siguiente.

J Vs = hE | | A" =kl | =0

Por lo tanbo qi raices del polinomio original tienden a
las a1 raices de | Uy - hI |= 0, porque las raices son funciones
continuas de los coeficientes.

Como para i > o4, di ——=ks L & > 1 3, esto implica que
hi === Opor lo tanle las g1 raices mas grandes del polinomio
original tienden a la solucidén de | U =~ hl | = 0,

De manera similar e demuestra aue Hww tiende a la
solucidn de

T
Uk = Exx Hk Exk para k » f.

Cc_m;avud-‘a del siguiente teorema determinamos que la distribucién -
limite de Bxk v Hx es la iinica distribucidn tal que Ekx es orlo-
normal vy la distribucién de Ewk He Efx es la distribucién de Usk.
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Teorema
Sea FN(UY la distribucidn de la matriz Uon . GNCVD  la

distribucidén inducida de Voo = fu(n), v supongamos que dada =
una sucesidn de matrices { unn }

lim WNy = U
N-» @

lim vim =¥

- -3 -
entonces si Uan Ni*T R | se ticne que

Voo NRPFogey)

donde G{V3> es la distribucion de V=03,

Por lo tanto He tiene la distribucidén dada en el  Teerema
2.3.1., pero con A reemplarada por ks v p por gs.

Corolario 2,4.1, Para el caso en que todos los eigenva -
lores poblacionales son nogitivos v distintes, se tienen los
signientes resultados asintdticos ;

E{ di } = i

2
2 Al 7 an-n [

Covi di , dj } =
[\ LA

-2

N ey z
hi s -0'% Cdi - &> ~ N €02 Ai>



Demoglracién, De acuerdo al Leorema anterior, cuando alguna
de las raices poblacionales es simple, Lenemos

exp € - -2, h¥ >
PYS TN E R <) S

2a F i
7
L b 2 . 1 2
NI S ¥ NS S AN T X Vil
2 Ai Ym Yzn Yz Au

eg decir

2
hi = YN-T (di = a0 M22% N co.2a0d

| 4 .|
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3, ESTIMADORES MAXIMO VEROSIMILES DE LAS "RAICES
CARACTERISTICAS DE £

3.1. INTRODUCCION

En esta seccién se delerminan  los  estimadores mdximo
verogimiles de las raices caracteristicas de una matriz de
covarianzas ¥ a puart.ir de N observaciones de una poblacién normal
p-variada coun parameiros gy Z.

Se ha usado el método de miaxima verosimilitud debido a que
ha =ido muy util en varios problemas de esl.imacidn y  pruebas des
hipdtesis, ademds de que usuaxlmente los estimadores derivados por
egto método ¢ funciones de ellos tienen algunas propiedades
dptimas (consistentes, convergencia asintdtica normal, eta ).

Obsérvese que la distribucidn de las raices
caracteristicas Ds, estda completamente egpecificada por ks, ew
por esto que el primer problema estadistico es céimo estimar este
paramelro en base a una muestra de observaciones,

3.2, ESTIMADORES MAXIMO YEROSIMILES DE Z

Deduciremos a continuacidn estimadores maximo  verosimiles
(M. V.)> para el caso de una mabriz de covarianzas =z, con raices

kx)rkz>. . ke de multiplicidades [CFRX AN« 13 respectivamente
CLoau=p 2.
izt
Tecorema 3J.24f,, Sea XtXz.. Xnw . N observaciones

independientes de una Np (2> v sean kidkad...>kr las raices
caracleristicas de 1la matriz I, entonces el estimador maximo
verosimil de ke est.a dado por

donde Ls e el conjunto de enteros

qs + ...t qs‘t"' L weavsvar v 000+ as

a7



Demostiracidn, La funcidn de verosimilitud correspondiente
es;

[ | R N T ~ M oh M 1~
LCp 5D S 1n |20 Ef - L tr T0en S O TI LI te ) @

Debido a que £ % es powmitiva delinida € Rango Completo )

-z X-w > 08 V¥ pa X
en Conseaunoncia ; =X

Por lo tanto, sdlo resta maximizar el ler v 2do tLérmino de
. que son s6lo funciones de E.

Aplicando propiedades del logariimo y determinante,
obtenemos

nNiZ

in 20 £f - 2 Tr D08

= - M2 InC2n> ~

NIZ

In |Z] - i- Tr = 'n-08

Haremos uso de la descomposicidn espectral de © y S, come
eigue

Nz

In |2| - i Tr £ o-us

= - In jAMT| -2 e Tr A AT CDCT

-0 Tr AP PTDP ww

Nz

in Al -~

LTS

donde : P = CTA Ss=0cbC” CTCa= T
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Obsérvese que giendo A™

i/h.li/)\z
At PT = .
T1rAp
(P21/N1 PzasAs o
- D12/A2 [22/X2 ..
- lPip/Ap D2psAp -«
.
d'dz [P}
DP = ‘. Pzt
L “dp) lpp1
(d1 p1s2 di pi12
- dz'pzx dz-Dzz
ldp pp1 dp pp2

En consecuencia, de la matriz

i’ésimo de la diagonal viene dado por

P
2 ds
g?‘lf’sn 51

Por lo tanto el 2do., término
ser escrito como ;
F P P P
E feh 2 = §day
i=t @=1 v mst isd

29

de v Tr A" PT D P,

D matrices diagonales,

P14 p2i «..Dpd
P12 P2z ... Pp2

Pip p2p <.« PPP
v Pp1siy
. DPp2sAz

. Dpplhp

P12 ...
"zz .

Pip
o P2p

Pp2 v+ Ppp

di1 pip
vee dz D2Zp

dp ppp

AT*PTD P, el términa -

puede



P qt qe qr
- 1 2. 1 2.
= E da{ y psy + l?z psy * -.--"’Erzpm }
‘ 1 =a

.
= Tda p 23 (o)
a=d it N
donde qsi = T Ug_] y Li es el conjunto de enteros
jeLli
qs + ...+ q_‘+ t, 2o v s * ...t ogi.
o
. Debido a que P = GT A es ortonormal CP P™= ¢T A AT @
=0 IC=1D5,
r P 2
Ldew = Fpsy = 1 o}
i=1 j=t
p P 2 P 2
Lasi = 1 Ips = § L pEj = L 1 = qi a1
axt a1 jeli jebi g=1 jebi
anterior, sdlo resta minimizar <o, sujeto

De acuerdo a lo
a las condiciones wor y
de programacién lineal.

La solucidn al problema anterior, esta dada por
siguiente solucidn bdsica factible ( degenerada ) .

3 si i € Lo
12)
0 =i i & Lo

an, el cual e¢s claramente un problema

Qia =

r .
siendo el minimo de la funcién T § d
s=¢ icle "7

0

la



Se puede obtener la solucidn dada por aplicacién del
métode simplex de dos lases al sigulenie problema .

pr .
HMin z = ¥ ¢ gﬁ qie
Lzt azg o

r
S, Lais = 1t LSt . ,p
[ ]
P
Faie = as S o= 4, .,
i=1
qia = 0 Vs 1,. ] n E:E PP
Sin embargo el cardcter general del problema vy la
necesidad del use de variables artificiales, complican la

aplicacién del método,

Probaremos a continuacidén que dada una solucidn factible
distinta de uz, el wvalor de la funcién objelivo puede ser
disminuido.

Consideremos una scolucidén factible {gir} y denotemos por

1 =min Ok / qix $¢ e Lk

J=min {1 /i cLll qit <13

En consecuencia para k ¢ t

0 i & Lk
Gk =

1 i & L

vya que ¥ qix = qx .
i
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Ademds para « <« ;3 & o ow L L ik oo ya que ) dik s 1,
k

Lo anterior implica que existen indices x © i, bales qgue :
qi > 0 con ok Dot

qit > 0 con iy g4 Fooatoaqp

Sea A = min € qj , aa

Una solucidn {ftalible, & oblicne reemplazando g, APes
git, k por atta, dped, dii—h, diebs,

. "
Penctemos por @ ¢l valor de la funcidn objetivo, evaluada

en la nueva solucidn Factible, entonces

-z = A =-dd (=20 <o

=% x

Lo {o==> Al > Ax 2.

Por lo tanto, la expresicén final de @ &4 maximizar { una

vez maximizada con respecto a P D ee

.

1 ¢ di

~=nln Al ->w0l T o um
2 z s=1 iELaRﬂ

Ahora bien como

as In ke

t1-

P
In fAl =1n A = InN ke =

=1

[ ]
"
-
]
b
"



sust.ituyendo en la expresién um, tenemos

k4
™
-
[=5
-

N

qs In ks --;-m-u L L E:

a=t iels

L]
1
-

Al derivar la Wliima expresion con respecto a ke e
1gua1ando a 0, tenemos

N

a4 L onen 2 d = 0
N z'"”ﬁé,z i

=) ks = = E‘“ < T.’E“_ > ¢ i 16

Corolario 3.2,i, « Si la dr-ﬂcompo:u.cmn espectral de | la
matriz de covarianzas C £ = A A A" e supone que es Unica.esto
es, si las raices Ai son todaw diferentes, entonces el estimador
maximo verosimil de A esta dado por

;&=(1—

Z -

y el estimador mdximo verosimil de A por

A =0
donde § = © p Gt

Demostracidn, . : I
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4, CONTRASTES DE HIPOTESIS

4.1 INTRODYCCION

En este capitule presentamos ¢l desarrolleo del  contraste
de algunas hipdtesis relativas a los eigenvalores de una  matriz
de varianzas y covarianzas gue corresponde a una peblacién  normal
multivariada,

Para cada uno de los contrastes de hipdlesis que  se
presentan sc da cn la  Seccidn 4.4 la distribucidn limite del =~
cociente de verosimilitudes.

Se¢ ha empleado ¢l método de coviente de verosimilitudes -
debido @ que ha side muy usado on varios problemas de eslimacidn
y contrastes de hipdlesis con relacidn o la distribucidn normal
multivariada.

Como anles, suponemos dque Xi... XN o= una muesl
aleatoria de Np(v D), donde la descomposicidn espectral de & ests
dada por £ = 4 A A'con A" A = I,

Las raices caracteristicas de la matris Zr\ son kidkz>. . >kr
con multiplicidades qi,... .ar respectivamente ( L a. = p ).

i=1

Para 8§ ( Ja matrie de variansas v coevarianzas muestral D,
la descomposicidn espectral esta dada por

$ = ¢ p CT con GTC =1

4,2, HNIPOTESIS DE QUE g= EIGENVALORES DE T SDH JIGUALES,

El siguienie resultado nes da la razdén de  verosimilitudes
para la hipdlesis de que Qe eigenvalores son iguales,

qastqzt. . ."'clg_i son menores que los da, ¥ qgﬂ+..+q;; SON MAYores.
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Teorema 4,2.1, . El criterio de
verosimilitudes para probar la hipétesis

H: A = +
qi+ 4$q9-;l . qt+. . Tagn
esta duda por
Ao = [n dy 2 Cal'pdd® ]
1<ls j€ln
Dawostracidn,

El c¢riterio de la razon de

Hax L Cu3D
Max L (>
I e

1a razén

verosimilitudes

donde Q ¢s ¢l espacio de p vy ¥ (positiva definidid; v w es

la regidn de este espacio donde H se cumple.

Por aplicacidn del Teorema 1.1.1 obtenemos que

Max  L(u2> = Gr) "2 ewp C_npo2d

Wi T g

Por aplicacién del Tecrems 3.2 con

> g b= g
qi = { sabemos que L es mdxima en w en los puntos
i i

de



donde toma el valor

Max L (@ =

HE e w

por lo tanto

Hax L (2D
. W
Af®) B cmmereeeenea =

Hax gl CuId

C2md P72 exp Conprz)d

23" P7? exp C-nprad

nc Eil dy N2 | Nges2

2> enp (-Npe2d

No1 JNpr2 Nr2
C=EE0 S}

N/2
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P
Observese que 8] = n‘ dv , sustituyendo oblenemos
o=

N-2Z
¢ H=1 3a¢ dy
N

iwle

Un caso especial del teorema anterior ocurre cuando la
hipdtesis nula es igualdad de Lodas las raices poblacionales, lo
cual es equivalente  a decir que todas las variables son
independientes y tienen la misma varianga.

Corolario 4,2.1. , Hipdtesis de Esfericidad

Cuando la hipdlesis a considerar es A1 = Ap ( igualdad de
todas las raices poblacicnales >, el criterio anterior resulta
ser

Y N/2

Demostracién, ]

Teorema 4.2,2. , El criterio de la razon de verosimilitu-
des para la hipdtesis que consiste de r conjuntos de igualdades
de la forma

AgQa¥. .+qa_;x = }\q1+..+qs L= 4,.,,r
: :

esta dade por



Bemoslracidn, Por los mismos argumenbos del Teorema 4.1
sblenemos

P r s gst
noCHEL gy >N ke DTV
jellsiy ¥ i=1
"""“p.se?j‘“'a @nyMP? exp (paszd
e
Airy = }—(;;"----—[-‘-E) = [Si—‘";_{- ¢ Hzi ynoz
p‘iéh Hak : N
aphr? oxp Cnps2d
P . r oA Tlar ~NI2
0oC B, 2R (ke 3
= deflaik izt
< dj >™N% ¢ Bzi yrves?
jFa N
T
n dJ ¢ N=g )1.21 (ai NAZ
= je{lai} N
r AQst
i kei
i=1
r
= e} )\tm)
i=d

"



Con frecuencia, lo que so busca es degidir el ndmero de
component.es principales necesarias para representar las  variables
iniciales. Un criterio puede ser el de eeleccionar las k
component.es principales que tengan una parte "importante” de la
variabilidad total, de tal manera de: ne considerar las
componentes principales cuva variacidn seq  cercana  a  <ero.  Sin
embargo debe notarse aue cualquier eigenvalor distinte de  cero
es significativamente distinto de cero, va que si Ap = D0,
enbonces con probabilidad 1, dp=0. Es por esto que la hipdtesis
Ak = D, no tiene sentido.

La siguiente hipdtesis nula
i ."\p"/\.p-:*....= AR+t

que prueba si la variacidn en el subespacio indicado es la  misma,
es 1ilil debido a ague las primeras Kk componentes principales
podrian estar midiendo alguna variacidn substancial en X, y  como
las @ltimas p~k componentes principales tienen igual variacidn,
se puede considerar que sdlo miden “ruido” matemalicamente  esto
es equivalente @ decir que Z = & + v I, donde 3 ¢s positiva se ~
midefinida de rango k.

Se realivan con frecuencia, una secuencie de  pruebas  de
hipdtesis de este Lipo empezando con k = 0, e incrementando %k
hasta que la hipdlegis nula es aceptada, de esla manera, se puede
decidir cuantas componentes principales son distinguibles del
"ruido" v que wvale la pena retener.

Corolario 4,2¢f4. .+« L& ragdén de verosimilitudes para
probar la hipStesis nula

. Rp ® Axnx

esta dada por

P P Nrz
o = M da / €D de 7 (pmk) 2P }
ack+d uskst
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Un caso especial del corolario anterior, esta dado por el
siguiente lema,

Lema 4,2,1, « La razdn de verosimilitudes para probar la
hipdlesis nula

esta dada por A\

Pempsiraoidn, Al sumar loz p-1 qltimoy renglopes € de  la
matriz £-xI 3 al primero, obtenemos

1P~ 110K AF(DegIPeR  vovues 14 (O-0PX
o F a-up-
1-X o

T exrlI = £
P

P =%

Restando a cada rengldn, ¢l rengldn inmediato anterior C a
partir del segundo rengldén ) oblenemos :

vIDet U X - xID

1 1 . LR 1
6 1-1 0 . ... O
2 0 14 0 ... O
B Cp-np-XvED Cepexov?IPr2? .
L
f P P P - DRI~ 2.7 4
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Multiplicando el primer rengldn por p v restandoselo al
dltimo, obtencmos :

Det, ¢ % - xI 2 =0 mam=)

VPsp-0pd m At D Az = Az = v Ap = v (a-pd

4,3 HIPOTESIS DE QUE gs EIGENVALORES DE & SON IGUALES A A

Teorema 4,3,1, . El criterio de la razdn de verosimilitu-
des para probar la hiptesis

| [ AGg+, . +Q 43 = A =  Adi+, . +ds
9-1

esta dada por

Ns2
ieba ¥ . _N N-1 do
TTTTTTas T ] oxp { 2 [ RTLTR fis ] }

Demaslracidn, Del teorema 3.2 | resulta

Hax  LCu3> = apy NP2 g N0es2 g oaind g y-Ne2
HET e tels N

exp € = Hp-aad - Lo 92
z 2 .
ieLa

'y del teorema 1.1, se obtiene
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Hax | HETR 5] B e

Por lo tanto

~Mps2 Moo oN-t o de
Qm exp { z(p qs -Z-E }\}

7, HL gid™? oxp ( wasez ¥ i
= 3;‘:&_}3 ------------------------ axp { - -;- -1 3 gi >

N[ Mzt omdio_
ZINEK gs 12
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En €l caso de raices de multiplicidad 1, los mismos
resultados obtenidos en el capitulo @ € dk ~ N (k2 Af An-12,
pueden ser usados para consbruir pruebas de hipdiesis.

Por ejemplo, para probar la hipdtesis H: sk = A , el -~
estadistico de prueba adecuado seria

[P
mmmmememmeeee e NOE0LLD
AR A

a/z

donde Zarz e el percenmlil que acumula «/z ¥ de la  distribucidn
normal & partir de C.
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4,4, DISTRIBUCION COCIENTES DE YEROSIMILITUD

En est.a seccidn se presenta el desarrollo de la distribu -
cidn de los esf.adisticos de prueba mencionados en

las secciones an
teriores de este capitulo.

Teorema 4.4,1, + CQonsiderese el estadistico dJde

prueba
correspondiente al Teorema 4.2.1.

e a N~s2Z
s;’—:[ﬂdj/(ClsEdj)g]
jele jele

La distribucisn limite de - z In Atw esta dada por

" . Nos® 2
2 In Aw X qu(Qn“'H—i

Demosiracidn, El logaritmo de s, multiplicado por -2
asint.oticamente equivalente a :

~2 In Ate = 'N‘[ln Oudi = 1nczdj/ag>]

<. .
J ]

Recordando que hi = Vit Cdi-ksd ==> di = o-2"""?hitke,al
sustituir en la expresion anterior (n = n-4)

. ot ¥4 TN
=N {— B ln Chatn™%ho + qa In ¢ p e D0 Thi2, }

jela
~toz .
= N {- T in G+ '.'-R;-'.’l) + qm ln G *+ 5;25 52 }
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Debido a que 1nCi+x) = » - -:5'*- ’3—‘- ‘-: + ... , tenemos que
- [ TR A PRI TRV T S
N Ko/m = zkEn® v ? | qeks¥n 2q2 k3 n .

¥h iaqz k3 n

=N{_[_)E.-h.l +mi, _]+[ﬂk_';‘; _(D.!.’-)z +]}

thi - _ Wmjd? + S
N{[ 2k3 n 202 ki n

La distribucién asintdtica de esta cant.idad, o5 la
distribucidn asintdtica de .

. T 4 2 - LA 2t 2
i {)3 ni - £ (o } sdos { tr Ua = L Clr Ua }

S {Lr oo 0ed = % Cir uga,)z}
3 qs

o Y 2 4+ 3%y o L om »2
= 2 kg { E u\.t. i.;_y ¥ qs = LTe

. En el limite, las componentes de la matriz Usw, tienen una
distribucidn normal con media 0 v componentes independientes con
varianzas { vease Capitulo 3 2 :

Vo » = 2 k3 VE u > = k3
iL g
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Por lo tanto ;

2 2 2
kg I ulJ - Nﬁulqg.n/z

1

=

1 z _ ffu )2] -
2R3 [Euh’. qu'

bl
LES R
£
o

i
"

Lo anterior implica que

1 2 - % 2
zks (E“LL o2 EULJ ds g E“\L > ]

i<

tiene una distribucidn agintdtica ¥ con -;- QB(QSQi) ~ ¢ grados de

libert.ad,

Corolario 4.4.1, ., La distribucidn limite de menog dos
veces ¢l logaritme del estadistico de prueba correspondiente al
teorema 4.2.2. esta dada por

r

-2 1nAth = -~ 2 1n nats, NI P con
i=1 t
1 i Zz M
7 C Eq"t * Las 2 ~r grados de libertad.
i=d [}
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Demoelraaidn. Debido a que

r r
-2 nalsy = § -2 1nals)
v=1

1=

y puesto que se trata de una suma de variables alealorias
independientes donde el 1’ésimo t.€rmino tlepne una distribucion N
can i qs, (s *13=1 grados de libertad, el resultado es inmediat.o.

1 t

Teorema 4.4.2. ., Congidérese el estadistico de prueba
correspondient.e al teorema 4,3.1,.

I, (B=2q4 31N ® v
Afady = I:“—EE‘E-"-‘----] exp {— ';‘ [‘:’:i 5 di qg} }

La distribucién limite de - 2 In Atsn estd dada por :

- 2 In Afspn NAIT® &2

i
- +,
3 qQ(qs 1}
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Demostiragidn,
nelzt aiy
-2 1lnAfsn = - w In [--—ia;--’- :l + N [ﬁil E 9-;-\ - Qs ]

“- [ Eln 22 d0 - as In A ] * N [ R S ]

LR [Elndl"'zlnui“‘_qaln}\]+(N—!IE(-]§ - N Qs

I

-N [E 1nCn™ *"Zhi+Ad+p 1n5‘-§-‘- - as lnk]*m-u a2 hieR 0N qs
a - N [)_jln Cx+$;)\)+q91n '-!i-’-] *(N-nz-%K- ds

)\Z+"' > + qu In !i‘]"‘m-umi ~ Qo

o [ By Bhe s ] en B - B - o feegeh e
[

2 .
= N mzi)\z-...) - %& - Qo [ln(ﬁii)N*“iJ

La distribucion asintdtica de esta cantidad es la
distribucidén asintdética de :

2
z%iz = i tr Uk = fe 4r C Vs 0RO

" iiz {EH:L+ z D "?-}

iy M
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-

donde u, es un elemento de la matriz U = ¥81 (S = A
en el corolario 2.2.1.

como se vid

[
y donde cada componente de la matriz U es independiente.

De acuerdo & lo anterior

n->w®
P Z 4 2 ~ 2
P {Z u 2_2. u,”_ } N L0 q +n
[N 2 3 s

19
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8, INTERVALOS DE GONFIARZA

Se considera ahora el problema de del.erminar intervalos de
confianza para las raices poblacionales.

Supongamos que las dlbimas gr raices son iguales.

Sea d= 1 EL . tenemos entonces que
iekbe r
. p
YACd-ked = L L h = trbleZa = 2 T
ar (Elr " p=a 41 +

Lierzxe una distribucién asintética normal con media cero v  variangza
d k& 7/ qr, en consecuencia

CinardCd -k
R SO N® Neo .1

Entonces con probabilidad 1+ =~ a (n - ), sucede que
[nq;-(d'—k:-)z]/zk,z- PR
. t~ar2
1o cual proporciona el siguiente intervalo de confianza asintdlico
para kr
d 7/ (x"'(zmqr)“z L >< ke £ d 7 (T‘*‘(zrnqr)”z L >

t-as2 1~arZ
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siempre y cuando, n, ar ¥ o« sean tales que

1 = 2ngrd*® tgearz > 0 .

Un aspeclo importante en la construcgidn de intervalos de
confianza esta en el de poder juzgar las magnitudes de los
eigenvalores para determinar cuales pueden ser despreciados
{ considerados ¢omo geros 3, de La)l manera gque se puedan ignorar
las correspondicntes gomponentes principales,

Si se supone que los dliimos qr eigenvalores son  iguales,
&e puede obtener una gota superior asintdlica de conlianza.

Con probabilidad 1§ =~ o 7/ 2 Cn = o)

i

Yarnsz Cd=ked 7 ke 2 = tia

lo cual implica que

2

Z (4 = aongnt” ty-a 2

"
aj

Rr

‘De esta manera se puede decidir estudiar sdlo las primeras
p ~ qr componentes principales si la cota que se obtiene es
"suficient.emente" pequefia.

Debe de tomarse en cuenta que ¢l supuesto de igualdad de
raices conlleva una subestimacién de la varianza v . una  reduccidn
del intervalo de confianza cuando las raices no son iguales. Esto
debide a que

51



- prey = & Noy @ Ll
»’E[a Ciae L Eh N €0, 2 b2t

Un D]’OCE‘(llmlc,nL(» mas conservador es ¢l dr: recmplasar la

varianza 2 &-z"— por su estimador consistente 2 Ei; .
ar ar
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CONCLUSIONES®

Come =& indicd al inicio de eshbe trabajo, une de los principa-
les problemas en cualquier andlisis de datos es el de determinar
que tanto de la variacidn en los datos es "sistemilica" y cuanta -
es alealoria o "ruido". En este trabajo este problema se atacé de—
determinando la distribucidn asintdtica paTa coclient.es de verosimi
1itud correspondientes a hipotesi s sobre los eigenva-
lores de una matriz de covarianzas muestral cuando la muestra of
grande y proviene de un vector aleatorio con una distribucién nor-

mal p=variada,

Se consideraron adem:is hipdlesis estadisticas concernientes a
probar que tanbe de la  variacidn esta representada por un  numero
especifico de componentes principales.

Para Lodag cstas pruchas de hipdtesis, resulta que la <istri-
bucidn asintética del cociente de verosimilitudes tiene una dis
{ribucién chi-cuadrada.

Se determind también la distribucion asintética de los de log
eigenvalores de la matriz de govarianzas muestral, que resultan -
ser las varianzas correspondientes a las combinacicnes lineales re
sultamtes de un ACP. Pa el caso de railces de muliiplicidad 1, se
obtuve que la distribucidn limite era una normal.

Con esgtos resultados se permite un uso mas formal de téenicas
estadisticas ( ACP, Andlisis Factorial Clisice, e=tc., ? que involu-
cren el uso de loz eigenvalores en sus resuliados,

La aportacidén principal de este trabajo es la de permitir un -
anpdlisis satisfactorio., secuencial y consistente del tema, repre -~
sentando el trabajo material de consulta importante,



APENDIGE

. En esta seccién s=e presentan algunos resultados de
algebra v probabilidad que fueron usados en este trabajo.

L,EMA A-1, Sean X1.Xz... X~ . N vealores donde Xi « RP vy sea

X=3X 7~ ,entonces Y y < RP
isg

N N
Pl - g Ma =" = P e =8 WKa - DT+ 0 X - X - "
a=1

as i

Pemostraaidn,

N N T
Lo ~ ) o = T =F [(xc. - RHCH - y)] [(xq ~ B3 - p)]

a=4 a=1

N
-z[cxu-m o - T + Ko = X K - 7

azt

+ (X - ) e - 07 +<xu—p><i—-,,,f]

N N
e - %) (Ka - B+ Lgqu -9 ] X - o7

acyq =9
N o

X - W TR~ X~y X -7
a=4

Debido a que §} (Xa - XD = 0, el resultado es inmediato.
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Teorema A = 2. Sea

M = ¥ mnjol -:Tr QA
zZ z

donde G v A son matrices positivas delinidas. Entones el maximo
(0> esta en G = n A™' donde toma el valor :

fPvA™ = ¥ dan - ¥ oInjA} - 2P

N
i

Demostracidn,

Al derivar (0> con respecto a Cri, se obliene ;

1 corCQkxd 1@ s

=3 puend == e~ = kk sl x = L
EE = :
aCiT N E?ﬁ'é?’.‘i? - ik 2t

Al igualar a cero, obtenemos ;

NCGT = A es decir

G = n AT donde ' toma el valor

v A™D

¥

Tan &F (AT -2 e ATY A
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Teorema A = 3, Sea X ~ Np (I3, La funcion caracteristi-
ca de X esta dada por .

G = exp CitTy+ 1T 4
X H r4
Demoslraoidn,

La funcidn caracterigtica de X puede obtenerse mediante el
usa de la transformacién Y = 2772 (X-p) |, donde ECY)=0 y V{Y)=I,
La funcién caracteristica de Y pueds escribirse como

$, (> = EC explitTY> ¥ = Oy By, (0

por €& ¥i.....Yp Vvariables independientes. El valor ¢Y (L) co =
v
rresponde a

BC explitivid 3 = F % explibyed 2md-""" eapl= 2 v 3 dy

= @m Y2 expt~ LD 2 P expl~ L (y-itd? dyvi
F] - 2
= exp (- L tl >
por lo que

id
$ (L = 0 ¢

. — 1T
o yELL) = exp { H L7 P

de donde se obtiene que

¢, (> = E L explit™ > = E € explaTIZV¥ ¥ + oD >

= exp CitTw) B { expCatT=YEY> >

= oxp W'y - 2 T YD e AT

u exp {dtTy - 3 (AN
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Teorema A — 4, Sea ds un vector de N x 1. v denctemos por

XT = [ X1.Xz00 00 Xn 1
P XN

donde Xi ~ Np (u2>. Entonces X¥ de btiene una distribucidn normal
con pardmetros H'da v df ds .

Pemostragidn,

La funcién caracteristica de X da corresponde a

N
Pty = E CexnCt” ¥idad 3 = B Cexpli T N ded X

L=

Utilizando la independencia de las variahles Ki. .. Xn , v el
Tearema A-3, ¢l valor de ¢>xrdg(t-} puede escribirse como

M N
Berg it = Mg (da A3 = n

exp {idem LTy - L R TE b Y
t=1 3

N N
=exp { i t" Tdo p = L da LTE L >
. &

L=t 1
= exp { < t"Hds = : T dl da =t >

de donde se deduce que X' ds ~ Np € M ds, df ds 3 O,



Definicidn A = &, Se dice que la matriz Hpyp Liene distri-

bucidon Wishart de dimensidn p, con malriz d';%, esacala I v N grados

de libertad, si puede ser escrita como M = T, X} X: donde Xi se dis—
v =1
tribuye de acuedo a una Ny .2,

Teorema A -~ 6, Sea X ~ Np (.33 vy Y = A X, donde Apup
es una matriz de constantes. La distribucidn de Y es pormal multi-
variada de media Ay y matriz de covarianzas A ¥ A",

Demosiracidn, La funcidn de densidad de Y puede obtenerse
evaluando la Muncidn de densidad de X en la transformacién inversa
y multiplicando por el Jacobiano de la transformacién, La funcidn
de densidad de Y est.a dada por

fyCY) = Q7P 2|7 exp { ;(A"Y—;_:)TZ"(A"Y—-;.O)} 1A

= @7P7 AT ATV exn { SC¥=Ap) (CATATY™ (Y-apd }

que corresponde a la densidad de una variablg normal de dimensidn
p. de media Ap vy matriz de covarianzas A I A,

Teorema A ~ 7, C Tecorema del Limite Central > Sean -
Vi, V2,.... una sucesidn de vectores aleatorios independientese =
identicamente distribuidos, provenientes de una poblu;l‘cién con me~
dia p vy matriz de covarianazas T | enlonces 1’5{ L CVa-pud
- asq
converge en distribucidn a una Np € 0.5 D cuando el valor de v -
tiende a infinito.

Demostiraoidn, Ver Anderson ( 1958 pdg. 74 2.
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