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RESUMEN

El estudio de las relaciones entre graficas perfectas y
teoria de nutcleos se inicidé en 1984 con la interesante conjetura
planteada por Claude Berge y Pierre Duchet. "Una grafica es
perfecta si y solo si es nlcleo-perfectible” [1).

Esta conjetura relaciona dos conceptos fundamentales de la
teoria de graficas; el concepto de de coloracidén y el concepto de
ntcleo.

INTRODUCCION

Una grafica (resp: digrafica) G consiste de un conjunto
finito no vacio de objetos llamados vértices y denotados V(G),
Jjunto con una coleccién de pares no ordenados (resp: ordenados) de
distintos elementos de V(G) 1llamados aristas (resp: flechas) y
denotados A(G) (resp: F(G)).

Un clan de G es una subgrafica completa de G. Denotaremos Ka
al clan con n vértices. El1 complemento de una grafica G sera
denotado G°, el ciclo de longitud n por Cn. Una diagonal de un
ciclo Cn es una arista (resp: flecha) en A(G) - A(Cn)
(resp: F(G) -~ F(Cn}) con ambos extremos en Cna.

Las sigulentes definiciones son necesarias para el estudio de
las graficas perfectas y de la teoria de nlcleos :

Sea G una grafica.

1) El nuimero de independencia «(G) es el maximo numero de
vértices dos a dos no adyacentes en G.

2} El numero de cubrimiento 8(G) es el nUmero minimo de
clanes que cubren a los vértices de G.

3) El numero de clan w(G) es el maximo numero de vértices dos
a dos adyacentes en G.

4) El numero cromatico x(G) es el numero minimo de colores
necesarios para colorear todos los vértices de G de tal
forma que cualesquiera dos vértlices adyacentes tengan
asignado distinto color.

Las graficas perfectas fueron inventadas por Claude Berge en
1961 y estadn definidas como sigue :

"Una grafica G es perfecta si para cada subgrafica inducida
H de G se tiene que x(H) = w(H).".



Claramente para cualquier grafica se cumple querx(G) = w(G).

Nétese que en una grafica perfecta (y en sus subgréficas
inducidas) el problema de la coloracién de vértices queda reducido
a la coloracién de sus subgraficas perfectas; en el sentido de que
para conocer el nimero cromdtico de una griafica perfecta (y en sus
subgraficas inducidas) basta conocer el nUmero cromatico de sus
subgraficas completas.

Por otra parte el concepto de nucleo de una digréflca fue
introducido por John Von Neumann en 1944 [12].

Sea D una digrafica, N £ V(D) es niicleo de D si :

a) N es un conjunto independiente (es decir, no-hay flechas
de D con ambos extremos en N).

b) N es un conjunto absorbente (es decir; para todo
z € (V(D) - N) existe alguna flecha de z a N).

El concepto de grafica nlcleo-perfecta fué lntroducido por
Victor Neumann en 1971 [11].

"Una digriafica D es nucleo-perfecta si toda subdigrafica
inducida de D posee un nucleo."

Es claro que los conceptos de coloracion y de grafica
perfecta estan definidos para graficas y para su estudio es
irrelevante la orientacién de las aristas, mientras que los
conceptos de nucleo y de digrafica nicleo-perfecta la orientacién
de las aristas es muy importante. Para relacionar los conceptos de
coloracidén y de nUcleo, Claude Berge y Pierre Duchet consideran
lo sigulente :

Dada una grafica G le podemos asociar de manera natural una
digrafica D obtenida a partir de G orientando cada arista de G en
al menos una de las direcciones. Una digrafica obtenida asi es
llamada una orientacién de G.

Una orientacién por pozos de G es una orientacién D de G en
la cual cada subgrafica completa de G tiene ndcleo (también

llamado pozo, esto es un vértice tal que desde cada otro vértice
del clan hay una flecha hacia él).

Una grafica G es nlcleo-perfectible si toda orientacidén por
pozos de G es una digrafica nucleo-perfecta.

Ejemplos :

1) Kn Graficas completas son nicleo~perfectibles.



2) Can ciclos de longitud par son nucleo—perfectibles

3) Gréficas bipartitas son nucleo-perfectible o

4) Can+1 ciclos de longitud impar no son nucleo—perfectibles

5) Can+1° el complemento de un ciclo de lo
nicleo-perfectible. 2

,impar_{ no es:

Nétese que en una grafica micleo-perfectible (y en cada ‘una
de sus subgraficas inducldas) el problema de 'la existencia de
nicleo (para una orientacién dada), queda reducido a la existencia
de nucleo en cada una de sus subgrdficas completas; en el sentido
de que es suficiente saber que cada una de sus subgraficas
completas tliene nucleo para que cada una de sus subgraficas
inducidas tenga nucleo (en una orientacién dada).

Asi la relacién entre los conceptos nucleo y coloracién de
vértices queda resuelta por los clanes (ésto es, encontrando el
nimero cromatico de los clanes) si y solo si el problema de la
existencia de nlicleos (para una orientacién dada de G} queda
resuelta para los clanes (ésto es, si la orientacién es por
pozos).

La conjetura de Berge-Duchet plantea una caracterizacién para
graficas perfectas en términos de la existencia de nicleo en cada
subdigrafica inducida de clerta orientacién de la grafica. Algunas
otras caracterizaciones han sido obtenidas y otras estan aun
planteadas como problemas abiertos.

Una de las mas importantes caracterizaciones de graficas
perfectas es el siguiente teorema dado por L. Lovasz en 1972, [9]

TEOREMA: Para cualquier grafica G las siguientes condiciones son
equivalentes:
a) x(Ga) = w(GA) ¥V A g V(G).

b) «(Ga) = 8(Gr) V¥V A € V(G).
c) a(Ga) *» w(GA) = |A| ¥ A € V(G).
Una caracterizacién de graficas perfectas en términos de

subgraficas inducidas prohibidas es la siguiente conjetura
planteada por Claude Berge en 1964.

ConJetura Fuerte de Graficas Perfectas :

"Una grafica es perfecta si no contiene como subgraficas
inducidas ciclos de longitud impar ni su complemento."

Existen algunas clases de graficas perfectas que cumplen con
esta conjetura :



1) Graficas trianguladas,
2} Graficas de Meyniel.

Los resultados recientes sobre digraficas nudcleo-perfectas y
las clases de digriaficas nicleo-perfectas permiten sospechar que
hay una relacién entre la existencia de nlcleos y la estructura
de los ciclos impares dirigidos.

Enunciaremos algunas clases amplias de digraficas
nicleo-perfectas :

1) Digraficas en las que cada ciclo dirigido de longitud
impar tiene al menos dos flechas simétricas. [41

2) Digraficas en las que cada ciclo dirigido de longitud
impar tiene dos diagonales con punta consecutiva. [6]

Estos resultados constituyen un importante punto de apoyo a
la conjetura de Berge-Duchet. Y el hecho de que ésta es valida en
un sentido para las graficas que satisfacen la conjetura fuerte de
graficas perfectas.

Mas precisamente tenemos el siguiente teorema:
TEOREMA: [10]) Toda grafica nicleo-perfectible no contiene como

subgraficas inducidas ciclos de longitud impar ni sus
complementos.



PRELIMINARES

TEORIA DE GRAFICAS

Una gréfica G consiste de un conjunto finito no vacio de
objetos llamados vértices, V(G), con una coleccién de pares no
ordenados de distintos elementos de V(G), a ésta coleccién, A(G)
la llamaremos el conjunto de aristas-de G.

Denotaremos p = |V(G)| y q = |A(G)|

Si existe una arista a entre dos vértices u'y v, es decir
a = (u,v) € A(G) diremos que u es adyacente a. Vv 'en G ¥y lo
denotaremos u adyG v, También diremos que a incide en u y éen:v,

El grado de un vértice u, &c(ul), es el namero de‘arisfasque
inciden en él.

Una trayectoria en una grifica G es una sucesidn de vértices
adyacentes en donde no se repiten vértices (y por 1lo tanto,
tampoco se repiten aristas). Una uv-trayectoria es una trayectoria
que empieza en el vértice u y termina en el vértice v.

Una grafica G es conexa si para cualqulier par de vértices
u,v € V(G), existe una uv-trayectoria. En caso de que la grafica
no sea conexa se dird que es disconexa. A cada parte conexa de una
grafica disconexa se le llama componente conexa.

Una subgrafica de G es una grafica H en donde V(H) € V(G) y
A(H) £ A(G).

Una subgrafica inducida H de una grafica G es una subgrafica
en donde V(H) § V(G) y si dos vértices u,v € V(H) son adyacentes
en G entonces también lo son en H.

TIPOS DE GRAFICAS

1.Graficas Completas. .

Una grafica G se llama completa si para todo par de vértices
u,v € V(G), (u,v) € A(G). Denotaremos Kn a la grafica completa con
n vértices.

Ejemplos:



v w

2. Ciclos.

Un ciclo es una trayectoria cerrada, es decir que se repiten
el primer y el 1ltimo vértice. Denotaremos Cn al ciclo con n
vértices. Hay dos tipos de ciclos: Ciclos pares Can y ciclos
impares Czn+1.

Sea C un ciclo C = {u1, uz2, ... , un}. Una cuerda o diagonal
del ciclo es una arista (ui, uj) en donde i = j-1, i = ;j,
1% j+1.

3. Graficas bipartitas.

G es una grafica bipartita si existe una particién de V(G) en
dos conjuntos X,Y tales que toda arista tiene un extremo en X y
otro en Y.

Ejemplo:

G es una grafica
bipartita completa y se
denota K¢3,3).

4, Arboles.
Un &arbol es una grafica tal que es conexa y aciclica (sin
ciclos).

Ejemplos:

G,



Gre.

Un cactus de longitud tres es una grifica conexa en donde los
unicos ciclos son de longitud tres.

5. Complemento de una gréafica.
El complemento de una grafica G, denotado G®, se define de la
siguiente forma :

a) V(G° ) = V(G).

b) x,y e VI(G°) xady y & x no ady_ y.

G

Ejemplo:

G,

6. Grafica de Meyniel.
Una gréafica G es de Meyniel si todo ciclo de longitud impar
al menos cinco, de G, tlene al menos dos diagonales.

DEFINICIONES
Sea G una grafica:

1. Un conjunto I € V(G) se llama conjunto independiente si para
todo par de vértices x,y € I (x,y) ¢ A(G). Denotaremoa «(G) al
numero de independencia, es decir, al miximo numero de vértices
dos a dos no adyacentes.



Ejemplo:

«(Kn) =1 «(Cs) =2
a{Czn+1) = n

2. Un clan de G es una subgrafica de G tal que es completa.
Denotaremos w(G) al ntmero de clan,es decir, al maximo numero de
vértices dos a dos adyacentes en G.

Ejemplo:

Sea T un 4rbol.
w(T) = 2

AT
VANVAN -

(=)

Sea C un ciclo.
w(C) = 2

s

3. Un cubrimiento de G es una coleccién de = subgraficas Hi, Hz,
«.., Hn tales que:

a) Hi es un clan, para toda 1.
b) Hi n H) = @ para toda 1 # j.
c) Para todo u e V{(G) existe Hj tal que u & V(Hj).

Denotaremos ©6(G) al numero de cubrimiento de G, es decir al
minimo numero de clanes que cubren a V(G).



Ejenmplos:

e (Caar Y znry

4. Una buena coloracidén de V(G) es una asignacién de colores a los
vértices de G tal que vértices adyacentes tengan diferente color.

Denotaremos x(G) al nUmero cromitico de G, es decir, al minimo

numero de colores que se necesitan para obtener una buepa
coloracion de V(G).

TEORIA DE DIGRAFICAS

Una digrafica D consiste de un conjunto finito no vacio de
objetos llamados vértices, V(D), junto con una coleccién de pares
ordenados de distintos elementos de V{(D), a ésta coleccién, F(D),
la llamaremos el conjunto de flechas de D.

Notaciodn:
- 8i (u,v) € F(D) la denotaremos uv-flecha.

~ Sea A € V(D). Sea x € (V(D) - A). Si existe una flecha de x
a un elemento de A la denotaremos xA-flecha.

El ingrado de un vértice v e V(D), ED'(V), es el nUmero de

vértices adyacentes hacia v.

El exgrado de un vértice v e V(D), BD'(V), es el nUmero de

vértices desde v.

El grado de un vértice v e V(D), Ss(v),- es la suma del exgrado
con el ingrado.

Sea D una digrafica y x € V(D) :

r* (x) = {y € V(D) / (x,y) e F(D)}

I (x) = {y € V(D} / (y,x) e F(D)}

Sea A S V(D) :

) = {z € V(D) / existe una Az~ flecha }

I (A)

{z € V(D) / existe una zA- flecha }.




Una digrafica H es subdigrafica de D si :

1) V(H).s. V(D).

2) F(H) s F(D): : s

Una digrafica H es subdigrafica inducida: de

1) V(B) € V(D).

2) Si u,v € V(H) son tales que‘"‘v(\i,v)v ¢ F(D) entonces (u,v) e

F(H).
Una trayectorlia dirigida de una digréficé D es una sucesién de
vértices (x ,...,x ) en donde (x, x _) e F(D) i=0,1,...,n-1 vy
o n 1 i+l
X, * >-:‘1 para toda i,J € {0,1,...,n}.

Una digrafica D es fuertemente conexa si para todo par de vértices
u,v € V(D) existe una uv-trayectoria dirigida y una vu-trayectoria
dirigida.

A cada parte fuertemente conexa de una digrafica D se le llama
componente fuertemente conexa. ”

La digrdafica de condensacién D de D se define como sigue:
V(D*) = { componentes fuertemente conexas de D }.

(Ci,Cy) € F(D*) © Existe u e Ci, v € Cj tal que (u,v) € F(D).

Sea D una digrafica y (u,v) e F(D).
a) (u,v) es una flecha simétrica de D sl y s6lo si (v,u) e F(D).
b) (u,v) es una flecha asimétrica de D si y sblo si (v,u) ¢ F(D).

c) Definimos la parte simétrica de D, denotada Sim(D), como la
subgrafica inducida por el conjunto de flechas simétricas de D.

d) Definimos la parte asimétrica de D, denotada Asim{(D), como la
subgrafica inducida por el conjunto de flechas asimétricas.

La grafica subyacente a una digrafica D, se obtiene a partir de
D cambilando sus flechas por aristas y quitando las aristas
miltiples. -



f.- GRAFICAS PERFECTAS.

Sea G una grafica y A € V(G). G es ot?per{ec‘ta ks_l

«(Ga) = 8(Gr) y es x-perfecta si X(Ga) = w(GA).= ..o i
EJjemplos: : o G
1. Las graficas completas w-son . .« a-perfectas.
© “—0
KI
WKa
a(K) =1 a(K ) =1 a(K-) =1
1 2 n
e(K ) =1 e(K)) =1 o(K') =1
1 2 n
X(K ) =1 X(K.)) =2 X(K.)i=n-.
1 2 n
wikK ) =1 wlK ) =2 w(K })-=n
1 2 n

2. Graficas bipartitas son a-perfectas.

Sea G a(G)

a(G)
/ X{(G)
w(G)

LA I )
NN Www

N7
'. // .
b ,

En general, sea G una griafica bipartita con particiones V1 y

VZ. Sea plel nimero de vértices de Vi, Y P, el numero de

vértices de Vz. sin perdida de generalidad supongamoes que
s p.. :
p1 p2 Entonces

o(G) = P,
8(G) = P,
X(G) = 2
w(G) = 2



3. Ciclos de longitud impar
ax-perfectas ni y-perfectas.

mayor: que,t‘x;:é
Cg ra(CS)
ey

X(Cs) =
rw(C)

Nwie N

TEOREMA 1.1 [9] Una grafica G es a-perfecta si y sélo si G es

x-perfecta.
Demostracidn.
Es claro que «{Ga) = w(G®) y ©8(Ga) = ;%(GAC) se cumple para
cualquier grafica. G° es x-perfecta, ¢ x(GA°) = w(G®) o
a(Ga) =

6(Gr) & G es a—perfecta.
- #

G G es bipartita,
por lo tanto es
a-perfecta.

G° x(G°) = 3
w(G%) = 3

Por lo tanto G°
es x-perfecta.

Corolario 1.1. Si G o G° contiene un ciclo de longitud impar
mayor que tres sin cuerdas, entonces G no es «a-perfecta ni
x-perfecta.



Con jetura fuerte de gra’ficas perfectas.

Sea G una grafica, son equivalentes:

a) G es a-perfecta.
b) G es y-perfecta.
c) G no contiene un conjunto A tal que GA o GAC sea un ciclo

elemental de longitud impar mayor que tres, y sin cuerdas.

Ya se demostré a) - ¢) y b) = c).

Ejemplos de gra\’ficas a-perfectas y y=perfectas.

Graficas con un conjunto de articulacion.

A € V(G) es un conjunto de articulacién de G si G-A aumenta el
numero de componentes conexas de G.

Teorema 1.2.[1] Sea G una grafica conexa con un conjunto de
articulacién A tal que sea un clan, y cada parte relativa a A sea
x-perfecta, entonces G es y-perfecta.

-
Demostracion.

Sea G una grafica que cumple con las hipétesis del teorema. Basta
probar que w(G) = x(G).

Supongamos que w(G) = k, ésto implica que existe un clan con k
vértices en alguna parte Gl rlativa a A. Por 1o tanto

k = w(G]) = X(Gx)'
En otra parte GJ relativa a A se cumple que x(GJ) = w(GJ) s k

Ya que w(G) = k entonces G es k-coloreable, por lo tanto
k = w(G) = x(G) = k é&sto implica que w(G) = x(G) por lo tanto G
es y-pefecta. "

#

Teorema 1.3. [1] Sea G una grafica conexa con un conjunto de
articulacion A tal que' sea un clan, y cada parte relativa a A sea
a~-perfecta, entonces G es a-perfecta.



. 7
Demostracion.

Sea G una grafica tal que cu"mp‘l'e'i con las
Basta probar que «(G) = 8(G).:

Sean C. Cz' Ca bieey

{a/aeA x(G

hipotesis. del’ ‘teorema.

C u
Tenemos cxilos casos:
caso 1. - UA * A.

tal que m((;cU {a} ) =

G existe un conJjunto independien e

c,v {a}
ISII = tz(Gcl) + 1
{at s, scu {a } » 7
El conjunto So = _US es un'conJunto independiente de G,
= P . :
Sl = I (G ) :
Tomemos la particion € de G en clanes. € estd formada por Ay
los e(Gc ) clanes de una minima particién de'C"" i=1,2,.0%p

i
Tenemos que:

P P
8(G) = | & | = T E(GC,) *1= T u(Gc‘) +1=] 8] = @)
y «flG) = a(G). Por lo tanto. 6(G) = «(G) es decir, G es
a-perfecta.

P
_1U A‘ = A  Esto implica que para toda i se cumpe lo

caso 2. .
siguiente: a(GclUA) = a(ch) entonces:
P
= = =
a{(G) = ): e(Gc oA, ): cc(Gc up, 1=12 a(Gc‘) «{G) 6(G)

Por lo tanto (x(G) = G(G), es decir, G es a-perfecta.
#

Graficas Trianguladas.

Una grafica es triangulada si tode ciclo de longitud mayor
que tres posee una cuerda.

Obs: Toda subgrafica de una grafica triangulada es triangulada.




Ejemplos:

1. Arboles.
2. Cactus con ciclos de longitud tres.

Teorema 1.4 [1] Si G es una grafica  triangulada, entonces todo
conjunto de articulacién minimo de G es un clan. e AT gkd

I
Demostracion:

Sea A un conjunto de articulacién minimo de G.
Sean C, C*‘ C*“°, ... las componentes conexas de G-A. Cada
vértice a € A esta unido a cada una de las componentes conexas,
de otra forma A - { a } seria un conjunto de articulacion mas
chico que A.

Sean a, a_ € A, Existe una a a_- trayectoria. Sea

1 %2 172
T=4{a, c,c » e, a, p con c; ocy c €C tal

AR o ) 2 e S
trayectoria, y supongamos que es de longitud minima. .
Existe también una trayectoria T' de longitud minima. e e
¢ ‘ . ‘ ‘ . . .
T -{al,ci,cz, ...,cq,az} con ¢ fe,t .. E e C

- N e

N NN
A} h

S

Elrclrclq TU T' no contiene cuerdas de la siguliente forma:

(ax’ ci) 11

(cl. <, ) £ 3} Ya que T es de longitud minima.
(az, <, ) 1#p
(cl. cj‘ ) Ya que C y C' son componentes conexas

diferentes de G-A.



Ya.que.T' es de longitud minima

Como G es una grafica triangulada, entonces TUT*, cuya
longitud es almenos de cuatro, posee una cuerda, ésta cuerda debe
ser (al. a, ) . Por lo tanto todo par de vértices de A son

adyacentes, lo que implica que A es un clan

Corolario 1.2. Para toda grafica conexa, las. sigulentes
propiedades son equivalentes: o ;

a) G es triangulada

b) G es un clan o todo conjunto minimo de articulacibh de G es un
clan. ’

Demostracléﬁ:
a) = b) Se sigue del teorema 1.4.

b) » a) Si el conjunto minimo de articulacién entre dos vértices
no adyacentes no es un clan, entonces se puede encontrar un ciclo
sin cuerdas como en el teorema 1.4.

Corolario 1.2 Si G es una grafica triangulada, conexa y no es un
clan, entonces existen dos vértices no adyacentes tal que cada uno
pertenece a sélo un clan maximal, es decir, vértice simpliclial.

d 4
Demostracion: La demostracién se hard usando induccién sobre
el nimero de vértices,
Sea G una grafica conexa con tres vértices diferente de Ka'
vértlce simplicial
[~

S—e——— ———O

Claramente el teorema se cumple.




Sea G una grafica conexa con | V(G) | = n, no un clan.
Supongamos que el teorema se cumple para todas las graficas de
orden mehor due n.

Como G = Kn existe un conjunto de articulacién minimo A.

Sean C y C* dos componentes conexas de G-A. Por hipoétesis de
induccién GMm tiene dos vértices simpliciales no adyacentes b y
c. Supongamos que c¢ € C. De la misma forma existe un vértice
simplicial c' € C' de GAud

Entonces ¢ y ¢' son vértices simpliciales de G no adyacentes.
#

Corolario 1.4. Todo clan que contiene un vértice simplicial
intersecta a cada conjunto independiente maximal.

Corolario 1.5, G es triangulada si y s6lo si toda subgrafica de
G tiene un vértice simplicial.

Corolario 1.6. Toda grafica triangulada tiene un clan que
intersecta a todos los conjuntos independientes maximales.
Demostracidn:

Sea x un vértice simplicial. Y sea C un clan maximal que
contiene a X, CnS =0 V S conjunto independiente maximal.

- 81 xXxeS es claroque CnS =g

- Si1 x & S supongamos C n S =8 =» S U{x} es un
conjunto independiente mas grande que S , lo cual contradice la
maximalidad de S.

#

Corolario 1.7 Si G es triangulada entonces «(G) = 8(G).

Ié
Demostracion :

Supongamos que o(H) = @(H) Para toda grafica H tal que
v} < V() ].

Sea C un clan maximal de G que contiene un vértice simplicial
x 2 alG - C) = alG) - 1 ya que C intersecta a todos los
conjuntos independientes maximales.



8{c - ¢) = e{G) - 1.ya que todo cubrimiento minimo de G
necesariamente contiene al unico“clan que cubre anx (C)" S
»:a(G.~ C) = 6(G'~ C)., por induccién- a(G) B(GJ’

Teorema de Gra’ficas Perfectas.

lema 1.1 Sea G una grafica m—perfecta y sea H-la: graflca que “se

obtiene al agregar un vértice x! y haciéndolo adyacente a todos
los vecinos de algin vértice x € V(G). Entonces H también es
a~perfecta.

Demostracidn
Basta probar que «(H) = 8(H)
Sea C la particién de V(G) en 8(G) clanes y sea Cx el clan de
la particién que contiene a x.
- Si existe en G un conjunto independiente maximo que contiene

a %, entonces :
a(H) = a(G) + 1

c u{xl) es una particién de V(H) en «(G) + 1 clanes =

8(H) = «(H)
( a(H) = «(G) + 1 y 8(H) =8(G) + 1)

- Si en G no existe un conjunto independiente maximo que
contenga a x , entonces :
a(H) = «(G)

Pero ¢! = Cx - {x} intersecta a todos los conjuntos independientes
maximos de G = «{G) - 1 = «(H) - 1

Por lo tanto, tomando el clan ctu {x} y los «(H) - 1 clanes que
particionan a V(G) - C, obtenemos una particién de V(H) en «(H)
clanes. Por lo tanto, «(H)} = 6(H).

Ejemplos:

Sea Gi1: Obtenemos Hi1i agregando
el vértice. x‘, y lo
hacemos adyacente a los

vecinos de x.




Gi  es bipartita, por lo

tanto es a-perfecta. ‘ a(H1) = 4
’ 6(H1) = 4
Sea Gz: Obtenemos Hz de la misma
- : forma que en el caso
anterior. -

G2 es una grafica completa,
por -lo tanto es wa-perfecta,

a(H2) =

“e(Hz) = 2
Lema 1.2. Sea G una grafica tal que todas sus subgraficas
inducidas sean o-perfectas y satisfacen: w(Ga) «(Gs) = | A |
A s V(G). Sea H la grafica que se obtiene 2de G al reemplazar

cada vértice xl por un conjunto Xl = { yl , ¥v.5 ...} y hacemos

1
yls adyacente a yj" si y solo si %, es adyacente a xJ , entonces

H también satisface que w(HA) a(Ha) =z | A | A S V(H)....(")

Demostracion: Sea H la grafica obtenida de G como lo indica
el teorema, y supongamos que H no cumple (*) y que es minima con
esa propledad.

Claramente max [Xi| = 1. Supongamos que |Xi| = h con h = 2
entonces w(Hv(m-xl) = w(H) y a(Hv(H)—xl) s a(H). )
Sea y, e X1 como Hi es minima, entonces HV(H)_y satisface (*)
1
entonces :

fva| - 1 = |V(H) -y | = w(Hv(H)_y1) a(Hv(H)_yl) = w(H)a(H) =
[VH)| -1.

Por lo tanto la igualdad se da cuando:

w(Hv(H)_yl) = w(H) = p



“(va)-yl) = a(H) = ¢q

|JV(H)] - 1=pq

Ya que H se puede obtener de G

VG -x, V(c)-xld"‘pn,“:"andé un
vértice, y utilizando el lema anterior, obtenemos:
e(HV(H)-xl) = “(va)-xl) =4 _ _
Es decir, Hv(m_x1 se puede cubrir con q fc(lz'mes”"de 5
Tomamos éstos clanes ajenos dos a dos y tales que:
|qu| = |C2f = ... = |Cqf |Ci| = w(H) =p
. |Ci] = |V(H)| ~ h = pg = (h=1) = pg -~ h + 1 “entonces,
l=1):q|C1| = [V(H)] =pg + 1 .ccon.us (")
|C1| < p para a lo mas h-1 valores de i, por lo tanto,
[C1] = |c2| = .... = |Ca-nn1] = p

Sea H' la subgrafica de H inducida por el siguiente conjunto :
CiUCz U...U Cq-her U v, entonces por (**) tenemos que:
[H*'] =p{q@-h+1)+1<pg+ 1+ |V(H)]
a(H*) >q ~h + 1

Sea S' un conjunto independiente de H‘ con q-h+2 vértices.

Como Ci, C2, ... Cg-h+1, y1 es una particién de H'* en q - h + 2
clanes, y y1 € S, entonces S = S*' U X1 es un conjunto
- independiente de Hy q = «(H) = [S| = |S'| = |X1| = gq~h+2+ h = g+2
~ ésto implica que q = gq+2 lo cual es imposible. Por lo tanto
(*)} se cumple.
#

Teorgma 1.5 (Lova(sz) [9] Sea G una grafica, son equivalentes:
a) w(Ga) «(Ga) 2 A A € V(G).
b) x(Ga) = w(GA) A € V(G).
c) a(Ga) = 6(Ga) A s V(G).
Demostracit;n.

a) = b) La demostracién se harid por induecién sobre el
numero de vértices de la grafica.

Supongamos que el teorema se cumple para graficas G tal que
IvG)| < n.

Por induccién Ga es y-perfecta para A < V(G). Sea p = w(G), ¥y
sea ¥ una familla de conjuntos independientes de G.

Demostraremos primero que existe un conjunto independiente S en
G tal que w(G-S} < w(G).

Supongamos que ésto no se cumple, entonces a cada conjunto
Se ¥ le corresponde un clan Cs contenida en G-S tal que [Cs| = p.



por un conjunto Xi' tal: que |Xx|’
contiene a X,

Por el lema 1.2 w(H) a(H)‘ : |H|
Sabemos que w(H) = w(G) = "piry” que'»

max U~ x = max I ]TnCsl = max | Z ]TnCs| Iy‘l 1

o (H) =x‘Et ted
Lo cual implica que: w(H)a(H) = p (|.9'|—1) < IHI lo cual
contradice al lema 1.2. Por lo tanto existe un conjunto S € ¥ tal

que w(G-S) = w(G)-1 ésto implica que los vértices de G se pueden
colorear usando un color para S y x(G-S) = w(G-S) colores, ésto
quiere decir que x(G) = 1 + (w(G)~1) = w(G), es decir, G es
x-perfecta. .

b) = a) Sea G una gréfica tal que sea x-perfecta, esto quiere
decir que para todo conjunto A € V(G) existe una coloracién ( Az,
A2, ... , Aq) de Ga con q = x(G) = w(G) colores, entonces,
|Al = =9 |as] = q «(Ga) = w(A) «(Ga), por lo tanto

1=1
w(Ga) «(Ga)} = |A| para A s V(G).

a) = c) Sea G una griafica tal que cumple con a), es decir
w(Ga) a(Ga) = |A] para A £ V(G).

Sabemos que af{Ga) = w(GA) y 6(Gr) = x(GA)t por lo tanto,
w(GA) al(Ga) = u(GAc) w(GAc) ésto implica que G~ cumple con a),

por lo tanto cumple con b), es decir X(GAC) = w(GAcJ, lo cual

implica que G es x~-perfecta, y por el teorema 1.1 G es
a-perfecta.

c) = a) Sea G tal que satisface c) =» G° satisface b), y por lo
tanto a).  w(Ga) «(Ga) = «(G, ) w(G, °) = (4]

#

El teorema de Lovasz nos dice que los términos a-perfecta y

x~perfecta son equivalentes, por lo que de ahora en adelante a
éstas graficas las llamaremos Graflcas Perfectas.

Diremos que una grafica es fuertemente perfecta si todas sus
subgraficas inducidas H contienen un conjunto independiente que
intersecta a todos los clanes maximales de H.

Es fédcll probar que toda grafica fuertemente perfecta es
perfecta.

Un ejemplo de graficas fuertemente perfectas son las graficas
de Meyniel, como se demostrara a continuacién.

Teorema 1.6.[10] Si G es una grafica de Meyniel, entonces G es
fuertemente perfecta.



Para la demostracién de teorema, necesitaremos los siguientes
lemas: : AR

Lema 1.3. Si una grafica G contiene un diclb‘. de longitud-<impar

(xo. Ko oees o xo) tal que "la trayectoriavr(xd.rxl. Rt xz:)

no contiene cuerdas, y xo no -es-adyacente-<al menos .a=una.- xk

entonces G contiene un ciclo de longitud 1mpar al ‘menos’ de cinco
con a lo mas una cuerda.

Demostracion. Sea G una grafica que cumple con las hipétesis
de lema. ’ : :
caso 1. (xo, xz) e A(G). ‘ ’
Consideremos la i maxima tal que %, es adyacente . a ROTERTRIINE N

y la minima j tal que j = i+1 y (xO xj) € A(G).

El ;cicllo (xo,x‘, e ,x].kxo.)— :
no tiene cuerdas.-El. ciclo

TURAR VR xj,xa) cotlene s

una sola cuerda.

Uno de éstos clclos es de longitud al menos cinco.

caso 2. (xo,xz) ¢ A(G).
Consideremos la minima j impar tal que (xo,x) e A(G) y 1la
maxima 1 tal que 1 = j-2 (xo,x‘) € A(G). (1 es par).

X e
//%\‘M El clelo (X% ...c.0%%))
// N

/ \ es de longitud impar y contiene a lo
% - y \ \ m4as una cuerda,
\ .
1/ \ :
N . Xio
~ #
~ _ ®{
Rlpn
Un ciclo indicador en una grafica G es un ciclo
(w, Vor Vyro ocrer Vi w)} tal que cumple con las siguientes

condiciones:



1) v_ no es adyacente v_, Vv cees Vo
) [+] vacen a8V Vg 'k
2) w no es adyacente a v,

3) Existe un conjunto independiente S talyrquer

intersecta a todos los clanes maximales de G—vo.

Lema 1.4. Si una grafica G contiene un ciclo indicador, E’htﬁdﬁéeé} :
G contiene un ciclo de longitud impar al menos cinco con a 10 més‘
una cuerda. i .

4
Demostracion. Sea G una grafica que contiene un ciclo

indicador ({(w, Vor Vir cres Vi w).

Supongamos que G no contiene ciclos de longitud impar al menos
cinco con a lo mas una cuerda.
El ciclo indicador cumple con las sigulentes propiedades:

4) Sin pérdida de generalidad (vl, Voo e Vo W) .es la

trayectoria minimal de v, aw que cumple con 1) , 2} y 3).

5) (v1,..., vk) no contiene cuerdas (ésto es una 1mpiicac
del inciso 4). '

6) Todo vértice v, adyacente a w es tal que r es par. De“'otr‘a )

forma el ciclo se puede encontrar aplicando el 'lema 1.3-al -ciclo

(W, Vv, ..., Vv, W)
[ "

/ 8
Observacion: k es un numero par.

Sea S'= {y e S/ y ady v,y ady Vi je 0,1,...k"1}

7) y e S.no es adyacente a vo. De otra forma, el ciclo se puede

encontrar apllicando el lema 1.3 al ciclo (y, Vor Vyr o eeeo vJ, y)
o al ciclo (y, Vor Yy oere vJ, v;q' y)(uno de los dos es de
longitud impar).

8) vy e S. no es adyacente a w. De lo contrario, habria una

contradiccién con 4j. Ya que si tomamos el minimo indice tal que
(y,v‘) € A(G), la trayectoria (vi, cees Vo Y W) es menor que

la trayectoria (vi, Vo sV w).

v
ot
Ne ST

N

\ I




9) Toda 'y € s esi;_ aayéééﬁté’ " la
trayectoria (v ,’ vl,l : se
cumple, obtenemos' el’ciclo W)

donde r es’el-maximosindic

10) Toda y € S ‘es adyacente-a 3. vértices v

V"..,",VK} 7

De otra formﬁa habria ﬁn; coni:;adiéclén

Vis Voree Vo ¥ Vil vy,
con r el minimo indice tal que (ylvl_J e A(G)
y s el maximo indice tal que (y.vs) e A(G).

es de menor longitud que la trayectoria (vl. Vo erer Vi w)

-
Observacidn S #p

Sea y € S. adyacente a v“_1 y a qu si sustituimos y por vJ
en el ciclo indicador original, obtenemos un nuevo ciclo indicador

que contiene un conjunto s* nmas chico.

Repitiendo éste proceso
”\’g ) tantas veces como sean
necesarias obtenemos un

% nuevo ciclo indicador.

' vi‘,....vk‘,w) que satisface el punto (4) y s’ = a.

Ya que k es par (por(6)) y (vl', vk‘) € S existe una arista
(vJ‘,vJﬂ') con J > O tal que vJ‘ ¢ S (basta tomar j = { - 2
con i1 el minimo indice par tal que v, € s).



'Sea C cualquier clan maximal contenido ‘el B *giende a‘la

-arista (vJ ,'vhl‘); Ya  que S"¥ zj [of es;ajehoia s;,io cual:
contradice la seleccién de’'S, - =@ ° RIS : B
# e et o s
Teorema 1.7. Toda grafica de Meyniel es fuertemente perfecta.’
’ : R
Demostracion, Dada una grafica cualquiera G, daremos. .un

algoritmo para encontrar un cicle 1indicader o un conjuntoj
independiente transversal de clanes maximales. ek

Supongamos que tal algoritmo se ha dado para toda grafica con’ )
menos de n vértices, e

Sea G una grafica tal que V(G|

— Elegimos un vértice t € V(G) y una componente conexa: H. de
G-t-N(t) de tal forma que H sea minima ( sobre la eleccién ‘de t y
de H ).

St H=@ tomamos S = t .
S1 H #* @ escogemos un vértice v, & V(H) 'y denotamos por F

a la componente conexa de G-vo— N(vo) que contiene a t.

Observacidn: Todo vértice x € V(H - Vo T N(vo)) pertenece a F.
De no ser asi, la componente de G - Vo T N(vo) que contiene a X

estaria contenida en H - Vo Y tendria menos vértices que H.

Ahora nos fijamos en G - Vo * Por hipétesis de induccién, en
G - Vo existe un conjunto independiente S transversal de clanes
maximales de G - Vo
Buscamos los vértices Vv, e V(G - vo) tales que:
v, € N(vo) NS yv, e N(vl) n F.

o Si tales vértices no existen,’ entonces el conjunto (s -
N(V ) u Yo es un conjunto independiente transversal de clanes

maximales de G.

Demostracidn: Es claro que (S - N(v )) U v, €sun
conjunto independiente. Supongamos que existe un clan

maximal Q de G ajeno a2 (S - N(vo)) u V, r.COmO V¢ Q
entonces existe un vértice x € Q - N(vo) y un vértice
v, € Q n S. Es claro que v, € N(voL

Si v, € N(t), entonces tomamos V= t y llegamos
a una contradicciodn. De otra forma v, € H y
x € (HU N(t)), v en tal caso tomamos v, = %, con lo

que llegamos a otra contradiccioén.



o . S vy y vz,
distintos de "vb," v

fexisten, entonces buscamos 1os verti es,

VoYY, y distintos entre siv

cumplan

wer (N(v) = N(v )y ze (N(w)AF nS)’

o Si tales vertices no existen, - entonces  'S* 'es :
independiente transversal de clanes maximales de G.’

Ve
Demostracion: Supongamos que existe n; clan maximal E
en G ajeno a S. v, € S, entonces existe al menos un
vértice w € Q no adyacente a Vo Vg € Q- Ocurre uno

de los siguientes casos:
caso 1. (Q—vo) nH=e

caso 2, (Q—vo) € N(t).
Sea Q. un clan maximal en G-v0 que extiende a Q—vc
en el primer caso, y (Q—vo) U t en el segundo caso.

« En cualquiera de los dos casos tenemos que:
Q € HUN(t) U t y Q-N(vo)sF

El véertice z € Q n S es tal que .z ¢ N(v) ..entonces .. ..
Q se puede extender a Q U {z}

o S1 wy z si existen, entonces cualquier camino de v, a z en"F

forman un conjunto indicador tomando vk = z.

Sea G una grafica de Meyniel. Usando el algoritmo anterior,
en G encontramos un conjunto independiente transversal en clanes
maximales de G o un ciclo indicador.

Supongamos que en G hay un ciclo indicador. Por 1la
definicién de ciclo indicador y por el lema 1.3 se tiene que todo
ciclo de longitud impar al menos cinco, contiene a lo mas una
cuerda, lo cual contradice la definicidén de grafica de Meyniel.



2. TEORIA" DE NUCLEOS.

Sea D una digréfica"

S & V(D) ' es -un- nucleo de D si. es 'independiente y
absorbente, ; : :

Ejemplos:

1) En las digraficas simétricas completas,_un s6loivértice’es i
un nucleo de D. 3 o

Di: e Ho % Da: “(

: e~ 2 21 ul‘c;

S = X -~ esun nicleo S8 =L Yo es_un:nicleo.de D_
de D1,

2) En los ciclos dirigidos Cn tenemos dos casos:

caso 1. n es un numero par, es decir n = 2m

D3: S = { Wie Woo W, } es un
w, & W nicleo de Di.

. ,\‘
. L0 ‘. -
’7 i s —(wz, Yo ws) es
nicleo de D3.

caso 2. n es un numero impar, es decir n = 2Zm + 1.

Da: Da no tiene nicleo.

e

>0



Prop_oslcio'n 2.1, Todo nucleo es un conjunto indep_e'ndlenté

maximal y un conjunto absorbente minimal.
Demostracio’n: Sea D una digrafica y N un nicleo de D.- -
1. N es un conjunto independiente maximal.

Supongamos que existe un conjunto I € V(D) independiente en D
tal que N c I. Esto implica que existe x e (I - N). _Como
x ¢ N y N es un nicleo, entonces existe una xN-flecha en D.

Pero N ¢ I, éuto es una contradicciéon ya que I es un conjunto
independiente. Por lo tanto I = @. :

2. N es un conjunto absorbente minimal.

Supongamos que existe un conjunto A § V(D) absorbente tal
que A c N . Esto implica que existe x € (N = A). Por ser A un
conjunto absorbente, existe una xA-flecha en D, por lo tanto
existe una xN-flecha en D, lo cual es una contradiccién ya que N,
por ser nuGcleo, es un conjunto independiente.

- .
Teorema .2.1. (Von Neuman) [12] Toda digrafica sin ciclos dirigidos
tiene nucleo. ’
Demostracidn:
No={zeV(D) /5'(z)=0)
D1 =D - (No U I'" (No))
N={zeV(D /5'(z) =0}

Dz = D1 - (N1 U I''(N1))
N2=4{ze V(D) / ana’(z) =0}
D3 = Dz - (N2 U I'' (N2)).

Sea N=No UN1t UN2U ... U Nn.

N es un nucleo de D.

Ejemplo:



o

z, } es un nucleo de D.

Corolario.2.1. Sea D una digriafica sin ciclos dirigidos,
toda subdigrafica inducida de D tiene nucleo.

Un seminicleo de una digrafica D es un subcunjunto
tal gque cumpe las siguientes condiciones: : -

a) S es un conjunto independiente.

b) Si existe una Sx-flecha en D, entonces existe "una
xXS-flecha en D.

Dada ésta definicién, pueden surgir dos preguntas:

1) ¢ Todo nucleo es un seminlcleo ?
Si, ésto se sigue de las definiciones.

2) ¢ Todo seminicleo es un nicleo ?
No, un contraejemplo es la siguiente digrafica:

N,

ehtpn@gs =

s< VD)

Nz
[ R '}
~
(v } es un seminlGcleo, sin
| | embargo no es un nucleo.
v {v v) es un nicleoc de 1la
O3 O
\ N dlgréfica.
3 “
Teorema 2.2. (Victor Neumann) [11] Sea D una digrafica tal que toda

subdigrdfica inducida de D posee un semintcleo, entonces D tiene
nicleo.

Demostracidn: La demostracién se hara por induccién sobre el
nimero de vértices de la digrafica.

— Sea D una digrafica. Si |V(D)] =1 6 2, es claro que el
teorema se cumple.

— Supongamos que para toda digrafica D' con {V(D*)| < ny tal que
toda subdigrafica inducida de D‘ tiene seminicleo, entonces D*
tiene nucleo.



- Sea D una digrafica ta

'‘n :y' 't“c‘:;da'g.subdigréf;\vca
inducida de D tiene un' R L L S S

semintcleo.

Sea So un seminicleo de D. .

Sea H = V(D) - (So U I’(S0)).  ‘Sea H:la subdigrafica
inducida por 5. il

caso 1. Si H =2 entonces So es un nicleo de D.

caso 2. Si H = o por hipétesis de induccién, H tiene un
nicleoc No.
#
Lema 2.1 Sea D una digrdfica fuertemente conexa sin ciclos
dirigidos de longitud impar, y tal que |V(D)| = 2, entonces,
existe una particién de los vértices de D en dos componentes Vi y
V2 tales que Vi y V2 son conjuntos independientes.

Demostracio’n: Sea D una digrafica fuertemente conexa sin
ciclos dirigidos de longlitud impar y |V(D)| =z 2. Sea m, € V(D).
Tomemos la sigulente particién:

Vi = { 2z € V(D) / existe una mz-trayectoria dirig'ida'de‘

longitud par } . :
Vza = { z € V(D) / existe una m z—trayectoria dir

longitud impar }.

- mos Vi, por lo tanto Vi1 2 @.
Como |V(D)| = 2, entonces existe =z ¢ V(D) .z @ m;tal quet
{m,2) € F(D), = z € V2, por lo tanto Va = o. : ;

- Vin Ve =g,
Supongamos que Vi1 n V2 # @&, por lo tanto exlste Z€ Vi.n V2

ésto implica que existen Ti una mz trayectoria dirigida de
longitud par, y T2 una m z- trayectorla dirigida de longitud
impar. Como D es fuertemente conexa, existe T3 una
zmo—trayectoria dirigida.

Caso 1. La longitud de T3 es par.
Entonces tomamos T3 U Ta2 la cual contiene un ciclo

dirigido de longitud impar. Lo cual es una contradiccién.
Caso 2. La longitud de T3 es impar.

Entonces tomamos T3 U T1 la cual contiene un ciclo

dirigido de longitud impar. Esto es una contradiccién.
Por lo tanto Vi n Va2 = @.

— Vi1 es un conjunto independiente.
Supongamos que existe f = (u,v) € F(D) con u,v € Vi. Sea T3
una vmo-trayectoria dirigida. Sabemos que existen Ti1 una




mdv~§rayectofia't dirigida de  longitud - 'par'Jf T2

in;thfayéétoria dirigida de longitud par.:

Caso 1. La longitud de T3 es par.
K T1 U (u,v) U T3a contiene un ciclo dirigido de
impar. Lo cual contradice la hipotesis del teor

“Caso 2. La longitud de T3 es impar.
T2 U T3 contiene un ciclo de longitud impar,yloﬁcualyesﬂ

una contradiecién. e R

Por lo tanto Vi es un conjunto independiente. :

— V2 es un conjunto independiente.
La demostracién es analoga a la anterior.

Teorema 2.3. (M. Richardson) [11] Si D es una digrafica sin ciclos de
longitud impar, entonces D tiene nucleo.

Demostracigh:

Caso 1 Si D es fuertemente conexa, por el lema 2.1 existe una
particién de V(D) en dos conjuntos independientes Vi y Va.
Como D es fuertemente conexa, entonces para cualquier
z € V(D) ad’(z) > 1 por lo tanto Vi y Va son nucleos de D.

Caso 2. Si D no es fuertemente conexa.
Sea Co una componente fuertemente conexa terminal (es
decir, que de Co no salen flechas hacia otra componente).
Co es fuertemente conexa y no tiene ciclos dirigidos de
longitud impar, por el caso 1 Co tiene dos nucleos Vi y V2,
cualquiera de los dos nicleos de Co es semintcleo de D. Por
el teorema 2.2 se deduce que D tiene nucleo.

Definiciones:

Una digrafica D se llama nicleo-perfecta si toda subdigrafica
inducida de D posee un nucleo

Una digrafica D se 1llama R- digraflca si toda subdigrafica

inducida de D tiene un seminucleo.

Teorema .2.4. [11] Una digrafica es R-digrifica si y sélo si cada
subdigrédfica inducida de D posee un nucleo.

Este teorema es consecuencia directa del teorema 2.2.
#

El teorema nos dice que los términos nlcleo-perfecta y
R-digrafica son equivalentes.



Ejemplos:

1) Las digraficas completas simétricas con

2)" Los. éidic;_s V;'iirrig'idos‘f de longitud.par son nucleo-perfectas.

‘Las” \’.m'i' cas’. ks‘ubc‘ii‘gr‘ékfivcask ‘inducidas

‘de  Ca son: "
o 30 se
2z, 22 LRy

Nz = { ,21'23)

%Y.
Ns = {yl. yz)

3) Las digraficas sin ciclos dirigidos son nicleo-perfectas.

Esto es un corolario del teorema 2.1.

4) Los ciclos de longitud impar no son digraficas nucleo-perfectas.

Si D es una digrafica nacleo-perfecta, es claro que todo clan

de D tiene un vértice que es sucesor de los demas vértices del
clan.



A una digréfica D la llafnargmos nvuckfea—perftect:a critica si:
1. D no es nﬁclreo-perfectar.,
2. Toda subdigrafica inducida de D es nucleo~perfecta.
Sabemos que los ciclos dirigidos de longitid impar Can+1, no
tienen nlcleo, sin embargo, toda subdigrafica inducida de Cazns1, es
una digrafica sin ciclos, por lo tanto tienen nucleo.. Por. lo

tanto, 1los ciclos dirigidos de longitud impar son digraficas:
nlcleo-perfectas criticas. ’ RN : i

Proposicidn 2.2. Sea D una digrafica n\'zcleo-'pevriféc'ta"Vt':rritica,
entonces: o : S
1) D es fuertemente conexa.

2) La parte asimétrica de D, Asim(D), es fuertemente conexa.

lzemostracio’n:

i) Supongamos que existe una digrafica D nucleo-perfecta critica
tal que no sea fuertemente conexa. Sean Di, D2, ..., Dn con
n,z 2 las componentes fuertemente conexas, de D. Consideremos

D la digrafica de condensacién de D. D es aciclica, por lo
tanto D, tiene nuclgo. .
Sea Do=(er(D)/6D'(x)=0)

-
Para cada X € Do' sea Nx un nicleo de la componente

fuertemente conexa correspondiente a x. S = <€D U Nx es un
o
semindcleo de D.
Sea N un nicleo de D - (S U I' (S)). NUS es un nicleo de S,
ésto es una contradiccién, ya que D por ser nucleo-perfecta
critica, no tiene nucleo.
Por lo tanto D es fuertemente conexa.

2) Supongamos que existe una digrafica D nucleo-perfecta critica
tal que Asim(D) no es fuertemente conexa. Sean Di, D2, ..., Dn
las componentes fuertemente conexas de D. Consideremos D la
digrafica de, condensacién dg Asim(D).

Sea x V(D) tal que 3,0 (xo) = 0.

Sea Nx0 un nucleo de 1la componente fuertemente conexa
correspondiente a X0
Nx0 es un nucleo de D, ésto contradice el hecho de que D sea

nucleo-perfecta critica,
Por lo tanto Asim(D) es fuertemente conexa.



Lema 2.2, Si Asim(D) # @ es fuertemente conexa, y cadé', ciclo - de

longitud impar tiene al menos dos flechas simétricas;: - eh'ton’ces
existe una particién de V(D) en dos conjuntos Vi y Va tales que Vi
1=1,2 es independiente. (Es decir, D es bipartita). .. L

Demostracion: Sea X, € V(D), y sean:

={ %} U{zeV() / existe una xoz—trr:'jc‘\y; :

longitud par en Asim(D)-} .

Va2 = { z € V(D) / existe una xz—trayectori ‘dirigida de’

longitud impar en Asim(D) }
— Vi y V2 son una particion.

a) Vi # 8 ya que %€ Vi.

Va2 = @ ya que como Asim(D) es fuertemente conexa,
entonces existe 2z e V(D) tal que. (xo,z) € F(D) , por lo

tanto z e Va.
b) Vi U Va2 = V(D) ya que Asim(D} # @ y es fuertemente

conexa,

c) Vi n V2 =0 Supongamos que existe 2z e Vi n Ve, ésto
implica que existe Ti1 una xoz—trayectoria dirigida en

Asim(D) de longitud par, y T2 una xoz-trayectoria dirigida
en Asim(D) de longitud impar.

Vg o
»//"—”\

Como Asim(D) es fuertemente 4 N

[ >0
conexa, existe T3 una - T

LS \__/%
zxo-trayectoria dirigida en s
Asim(D).

Caso 1. T3 es de longitud par.
T2 U T3 es un camino cerrado de longitud impar en
Asim(D), por lo tanto contiene un ciclo dirigido de
longitud impar asimétrico lo cual no puede ocurrir.

Caso 2. T3 es de longitud impar.
Tt U T3 contiene un ciclo asimétrico de longitud
impar. Esto es una contradiccién.



Por lo tanto se debe cumplir que Vl nv2 %izi

— Vi1 es un conjunto independiente.

Supongamos que existen z ,z_ € Vi tal'qﬁ

1" %2

Sean T1 una X,z -trayectorla dirigida: eni’

par, Yy
par.

Existe

Caso 1.

Caso 2.

Por 1lo

- ‘ 'Si z,& T1

- e, . ’ s
//,,,,‘»”f””—” J; v entonces (z,,T1,z) U '(z,2)

T2 una x 0% —trayectorla diriglda en;Asim(D) de

es un ciclo de longitud impar

con a lo mas una - flecha
T2 : - simétrica. Lo cual no pude
ocurrir.

T una zzxo-trayectoria en Asim(D).

T

. : ///,/"_‘“*ﬁo 2
T es de longitud par. l

[~
T1 U (z,,z)) UT contiene un o~ T2 5e 2
ciclo dirigido asimétrico de -
longitud impar, lo cual no hl

puede ocurrir.

T es de longitud impar.
T2U T contiene un ciclo dirigido asimétrico de longitud

impar, lo cual es una contradicién.

tanto Vi1 es un conjunto independiente.

— V2 es un conjunto independiente.

Esto se demuestra de una forma analoga al la demostracibn

anterior.

Teorema 2.5. [4] Si cada ciclo dirigido de longitud impar tiene al

menos dos

flechas simétricas, entonces D es nucleo-perfecta.




Demostracion: Supongamos que D no es nlcleo-perfecta,
entonces . D contiene wuna subdigrafica inducida . H que “es
nicleo-perfecta critica, entonces:

1) H es fuertemente conexa,
2) Asim(H) es fuertemente conexa.

3) Todo ciclo dirigido de longitud impar tiene al menos dos
flechas simétricas.

Por el lema 2.2 H es bipartita. Por lo tanto H tiene ntcleo,
lo cual contradice lo que se estd suponiendo.
Por lo tanto D es nicleo-perfecta.

Definiciones:
Sea D una digrafica y sean I, R < V(D).

1. I es un seminicleo de D modulo R si:
a) I n R° es un conjunto independiente.

b) Si (u,v) € F(D) con u e I n R 'y v e I°r R®
entonces existe un vértice w e I tal que (v,w) € F(D).

2. I es un seminficleo fuerte de D modulo R si:
a) D no contiene (I n R%)I-flechas.

b) Si (u,v) € F(D) con u e I nR y v e 1I° n R®
entonces existe w € I tal que (v,w) e F(D).

Sea X < V(D). Una trayectoria dirigida se 1llama
K-normal si:

a) V(T) nK (wj/ls_jsn J impar }
V(T)nK=(wJ/OSJ=n J par }.

b) St s < J < n L ) w_ € K  entonces
(w,w ) ¢ F(D).
J s



, S : o
Obsevacion: Cualquier trayectoria dirigid‘a K-norrr'r_nal»pasa‘,pprr K
y K°% alternadamente. i o I

Caso 1.

Teorema 2.6. [6] Sean Io, I, R c V(D) tales que Ioc I; IonR="o
y satisfacen las siguientes condiciones: -

a) I es un semintcleo fuerte module R.
b) Toda IoR-trayectoria I-normal pasa por U = I (Io) " RE.
Entonces S = { w € I / existe una Iow-trayectoria I-normal que

no pasa por U} es un seminicleo de D que cumple
con: JocSc (I nR).

Demostracidn: Por (a) se van a cumlir dos cosas:
1. Uc (I° n R°) y 2. Io es un conjunto independiente.
Demostracion:

1. Uc I n R
U=T(Io) nR° Sea zeU = zeiT (lo) yzebR
como z € I' (Io) existe x e Io tal que (z,x) € F(D),
yaque Jocl y como I es un seminicleo fuerte modulo
R entonces z ¢ I = =z e I° n R, Por lo tanto
Uc (I° n RY).

2. Io es un conjunto independiente.
Sabemos que Io <« I, y por ser I un seminucleo fuerte
modulo R entonces se cumple una propledad mas fuerte
que el de ser un conjunto independiente y. también Io
cumple con tal propledad, por lo tanto Io es un
conjunto independiente.

Por (b) se van a cumplir dos cosas:
1. ScR® y 2. Sc (InR%)
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Demostracion:

1. S = { w el / existe una Iow-trayectoria I-normal.que-no+
pasa por U }. . .
S no intersecta a R, ya que si lo hiciera, habria una
IoR-trayectoria T I-normal; por (b) T pasa por U, . lo
cual contradice la definicién de S Por lo tanto S ¢ Bc. )

2. Por la definicién de Sy por 1. S ¢ (I n R®).

Usando (a) concluimos que D no contiene SI-flechas, ya que
S cl y sabemos que I es un conjunto independiente. Por lo-
tanto Io ¢ S ¢ (I° n R®).

Ahora supongamos que S no es un seminicleo fuerte modulo R,
ésto implica que existe s € S y w € (V(D)-8 } tal que
(s,w) € F{D) y D no contiene ws-flechas.

Sea (w, w, ..., w =8) y w € Io una loS-trayectoria
0 1 m [+

dirjgida I-normal que no pasa por U.

S ¢, como I es un conjunto independiente y (s,w) e F(D)
entonces w ¢ I, entonces la trayectoria (wo, w1' W w) es
I-normal. Por lo tanto Ww & R, de otra forma -habria una
contradiccién con (b), por lo que w e (I° A R®).

Por (a) existe (w,z} € F(D) con z € I. De ésta forma
obtenemos una nueva trayectoria (wo. wl, e WM, z) I-normal
que no pasa por U. Por lo tanto z € S y (w,2) es una wS-flecha
lo cual contradice lo que se habia supuesto.

Por lo tanto S es un semintcleo fuerte.

Teorema 2.7. [6]) Sean 1Io, I, R ¢ V(D) que satisfacen lo siguiente:

a) I es un seminucleo fuerte modulo R.
b) D no contiene seminicleos S tales que Io ¢ S < (I n R°).

Entonces exliste una IoR-trayectoria I-normal T = (to,tl,....th

que no pasa por r(ie) n R® que satisface las sigulentes
propiedades:



1).T no-contiene’ (V('I')—t;)'l‘q—seudodiagonales. )
2)-T es'de longitud par .si y sélo si tel

Demostracidn: Por el teorema 2.6 existe una IoR-trayectoria

I-normal T que no pasa por [ (Io) n R®. R
Escogemos T de longitud minima: Claramente Tﬁ

a) (tzx,tj) ¢« F(D) vi,j 0= 21 <y.=

B) (t,, .t ) ¢ F(D) Vi,j o<’21{1:<f

Utilizando .la normalidad de T concluimos que‘ satisface .(l)

y (2},
#
Teorema 2.8. [6] Sean lo, I, R c V(D) tales que © = Io ¢ I,
I nR =2 y supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
a) I es un seminUcleo fuerte modulo R.
b) D no contiene nicleo.
c) D- IoUT (Io) es una R-digrafica.

_ Entonces existe una Io-trayectoria I-normal T que no pasa por
I' (Ie) n Ry que satisface:

1. T no contiene (V('1')-tn)To-seudodiagonales.

2. La longitud de T es par sl y s6lo si tne I.

Demostracidn:
Observacidn: Sea S un seminicleo de D, y sea B el sigulente
conjunto: B=4{ve V(D) -S / no existe vS-flecha en D}
Y sea D' un seminlUcleo (nucleo) de D [B] ; entonces S U S§‘' es un

seminicleo (nicleo) de D.

Supongamos que el teorema es falso, lo que
implica que D contiene un seminucleo S tal que
2 #locSc (I nR%) por (c) y por la observacién, D contiene
un nuicleo, lo cual contradice la hipétesis.

#

Teorema 2.9. [6] Sea D una digrafica, u € V(D) y Nu un nucleo de
D - {u}. Supongamos que se cumple lo siguiente:




a) D = {v} es una'R-digrafica.

b} D' no tiene nucleo.

" Entonces existe . una vu-;rayectoria Nu-normal T, T de
longitud m, sin (V(T) - u)T -seudodiagonales, donde -i. ‘es .el
residuo de {m + 1) mod 2. F el B e

Demostracidn: Sean’ I = Nu R = {u} y definimos a‘Io:;Hélié
siguiente forma: R AT

v sl v € Nu
Io =

r'(v) nNu si v ¢ Nu

Usando el teorema 2.8 se demuestra el teorema.

#

Corolario: Sea (u,v) € F(D), supongamos que D no tiene nucleo,
y que cumple con lo siguiente:

a) D-u no tiene nicleo.
b) D-v es R-digrafica.

Entonces exlstg un ciclo C de longitud impar que pasa por (u,v)
y no tiene V(C)C -seudodiagonales.

(Nota: Cu0 es un conjunto independiente).

#

Teorema 2.10.[6] Si © # Ac F(u,V(D)) y sea Io = {z € V(D) /
(u,z) € A}, y satisfacen:

a) D - A tiene nicleo pero D-A‘ no tiene ntcleo, para A‘ < A.
b} D - (Io U I (Io)) es R-digrafica.
Entonces existe feA y un ciclo dirigido C de longitud impar que

pasa por f y no intersecta a r (io)-{u} y sin
V(C)(Cu'U {u})-seudodiagonales.

Demostracién: Por (a) D no tiene nicleo. Sea I un nucleo de
D-A y R = {u}. Claramente I es un seminticleo fuerte modulo R y

se cumple que Io U {u} ¢ I .
Por el teorema 2.8 existe una tou-trayectoria I-normal T con

toe Io que no pasa por I (Io) - {u}. Agregando la flecha

(u.to) a T obtenemos un ciclo dirigido que cumple con el teorema.

#




Corolario 2.3. Sea (u,v) e F(D). Si D n

D~ (u,v) es R-digrafica, . entonces existe un ciclv
longitud impar tal que (u,v) e F(C)
V(C}(Cu U {u})-seudodiagonales.

'tieng ntcleo . y
diir;iglydo C de
no. ‘‘contiene

Corolario 2.4. Sea u € V(D). Si D no tiene nicleo .y D — {u} es

R-digrafica, entonces existe un ciclo dirigido C de longitud impar
tal que u € V(C) y no contiene V(C)(Cu‘U {u} )-seudodiagonales.

Demostracidn: u es un semintcleo, de D - F(u,V(D)) vy
D - {u} es R-digrafica y por la observacién sel teorema 2.8
D - F(u,v(D)) tiene un nicleo Nu tal que la cardinalidad del
conjunto { F(D,Nu} n F{u,Vv(D))} sea minima

Sea A = { F(u,V(D)) n F(D {Nu] } . Aplicando el teorcma 2.10, se
demuestra el corolario.

Gréficas de Meyniel.

Teorema 2.11. [10] Sea D una digrafica tal que todo ciclo de longitud
impar tiene dos diagonales (es decir, D es una grafica de
Meyniel), y todo ciclo dirigido de 1longitud tres contiene dos
flechas simétricas. Entonces D es una R-digrafica.

Para demostrar éste teorema haremos uso del siguiente lema:
Lema 2.3. Sea G una grafica de Meyniel, entonces todo ciclo de

longitud impar C = (0,1,2,...,2p,0) con p = 2 cumple con alguna
de las siguientes condiciones:

a) Existe una diagonal (i,Jj)} en el ciclo tal que i y J son
de la misma paridad.

b) Existe la diagonal (0,2p-1).

Demostracidn: Sea G una grafica de Meynliel, y supongamos que
existe un ciclo C de longitud impar tal que no cumple con (a) ni
con (b). Sea C = (0,1,2,...,2p,0) de longitud minima con la
propiedad anterior. Como G es de Meyniel, entonces C contiene
dos diagonales, Sea (i,J) con 1 < J una de las diagonales.

Por lo que se esta suponiendo, (i,Jj) no cumplen con (a) ni con
(b).
Sin pérdida de generalida sea
c'= (0,1,2,...,1,3,...2p-1,2p,0)
el ciclo de .longitud impar
que se forma con la diagonal (i,J).

Por la minimalidad de C, C‘ cumple
con (a) o con (b) .

ns



~ Supongamos que C' cumple con (a). :
Es decir, existe una diagonal (k,1) donde K y 1 son.de. la

misma paridad. La diagonal (k,1) también es diagonal en C y
cumple con (a), lo cual no puede ocurrir. fon

— Supongamos que C' cumple con (b). R il
Es decir, existe la diagonal (0,2p-1) en C*. <Como = Cfags Gy

entonces (0,2p-1) es también diagonal de C, 1lo cual contradice lo

que se estid suponiendo.

Por lo tanto, todo ciclo de longitud impar en una grafica de
Meyniel cumple con (a) o con (b).

#

Teorema 2.2. {11] Sea D una digrafica tal que todo ciclo impar de D
tiene dos diagonales ( es decir D es una grafica de Meyniel) y
todo ciclo dirigido de longitud tres contiene dos flechas

simétricas. Entonces D es una R-digrafica.
Demostracidn; La demostracidén se hara por induccién sobre el

nimero de vértices de D.

— Supongamos |V(D}| = 1 6 2.
El teorema claramente se cumple,

— Supongamos que el teorema se cumple para toda digrafica con a lo
mas n-1 vértices.

Sea D una digrédfica con n vértices y tal que cumple con las
hipétesis del teorenma.

(Para demostrar el teorema, s6lo basta probar que D tiene nicleo).

Sea x ¢ V(D) y sea N un nlcleo de D- x , tal nicleo existe
por hipétesis de induccién..

Caso 1. TI'(x) n N = a. .

En éste caso N es un nicleo de D.

I'x) =9 y IT''(x) nN=

° Sea N' = N U {x}. Claramente N*‘ es
un nlcleo de D.




Caso 3. T'x)nN=ga 'y I'(x) nN=#a. LT
o : S N

Daremos un método para
construir un nucleo en D.

Consideremos los sigulentes conjuntos:.

Mo = {x}
No =T7(x}) n N
Bis1 =T (N1) ~ P (Mo U... UM U(N - {(NoU_... UN1)))

Mi+1 es un nacleo de la subdigrafica inducida por Bi+1. (tal

nicleo existe por hipotesis de.induccién)

Ni+1 = I"(Mie21) n ( N - (No U Nt U ... U N1))

Mo = {x}
No =T (x) n N
B1 =TI''(No) - T {Mo U (N = No))

M1 es un nucleo de la subdigrafica
inducida por Ba.

N1 = T (M1) n (N ~ No)

Para 1 =1

Bz = I'(N1) = I'" (Mo U M1 U (N - No U N1))

M2 es un nicleo de la subdigrdfica inducida por Ba.

Nz = T'(M2) n (N ~ (No U Ni1))




B3 =T (N2) = I'(Mo UM UM2U (N - (No U N1.U N2))

M3 es un nicleo de la subdigrafica inducida por Ba.

N3 = T"(Ma) A (N - (No U N1 U N2))

B ; . / T -
I /7) J /
- v/
) / Y,
S e -~
MNe W N2 a /

Observaciones:

— Por construccién thl) son los vértices adyacentes hacia Ni-1
y no son adyacentes a ningin Mi-1 nia N- (NoU ... U Ni-1).




— V(Ni) son los -vértices ,‘adyacehtués “hacia
N = (No U...U N1}, s :

Sea N = er) UVMVI U
Se afirma que N' es un nacleo.
Demostracion:
—~ N' es un conjunto absorbente.

Sea y € V(D). Tenemos varios casos:

Caso 1. vy € (Bt - Mi)

Ya que Mt es un nucleo de la subdigrafica
inducida por Bi, existe m € M1 tal que

(y.m) e F(D). Y como Mi £ N' entonces
me N

Caso 2. y € Nt

Por construccién de Ni, existe
me Ml S N' tal que (y,m) € F(D);

q q
Caso 3. y € V(D) - U B - ‘=1U N1
y ¢ Bi, por construccién, ésto implica que (y.m) € F(D) para

alguna me Mi o (y,n) € F(D) para alguna n € (N - U Ni).

i ﬁmm

Por lo tanto N‘ es un conjunto absorbente.




— N*' es un conjunto independiente.

Caso 1. No hay flechas entre los conjuntos:.:N <i(No-U ... U Nq)
Mo U M1 U...U Mq. Es decir: ’ T i :

. + 9 q, S £
1)t UM n (N.— oY Nl?’v LE

: g
- q - e : Y=
) T 1=oU MQ n (N 1=o'f1 Nl) :

i) Por hipétesis I‘+(Mc.|) n'N = o y. . por L(’:‘b‘ns.tx"u;ccj..én
q : e

I U M) n (N=-{(NoU...UNq)=oa:

11) T"(Mo U ... UMg) n N = No U ... U Nqg  por construccién,

Por lo tanto T (MoU ... UMq) n (N - (No'U%... UNq))' =2

Caso 2.. Sean x,ye€ N - (NoU N1 U... UNQ).

Es claro que (x,y) ¢ F(D) y que (y,x) ¢ F(D) ;a que X,y eN y N
es un nucleo.
Por lo tanto (x,y) ¢ F(D) y (y,x) € F(D).

Caso 3. Sean X,y € Mt para alguna 1 € 0,1,...,9

Ya que M1 es un nicleo, entonces (x,y) ¢ F(D) y (y,x) & F(D).

Caso 4. No hay flechas entre Mi y Mj para 1)
i,Je 0,1,...,9 , es decir:
1) T7(M1) n My = 2. Lo cual ocurre por construccién.

1) ' (M) n M) = a.
’ Supongamos que ésto no ocurre, es decir, supongamos que
existen bx ‘e M1 y bJe My tal que (bx '.bJ) € F(D}.

Consideremos M1 y M) minimal con tal propiedad. .-
Sea P = (bJ,n ,b

1 J_1,.,.,r~1‘.b‘,n]_1,... .no,xJ




Y sea . Q =,‘(b‘,‘nl_1,’...no,‘x)

Observacidn: C es un cliclo de longitud impar.

Caso a) Si la longitud del ciclo es tres,
b1=bi Yy que bJ=b“

quiere decir que

1

Por construccién no pueden existir las siguientes flechas: (b ’bx)'

(b‘,n‘) y (nl,b“:). Por lo tanto tenemos un ciclo dirigido de
longitud tres sin flechas simétricas,

lo cual contradice una de
las hipétesis del teorema.



Caso b} La longitud del iciclo-es 2p+l7; con - 2p+1.> 5,

Llamemos b ‘= O.
vy 20
TN

T V?P‘l,;

_Observacion: Las

siguientes n..

corresponden a los
nimeros impares en el
ciclo, y las b‘,xs a
los pares.

En éste ciclo se debe cumplir‘ el lema 2.3, por lo tanto cumple
con alguna de las siguientes condiciones:

a) Existe una diagonal (i, j) en el ciclo tales que 1i,j son de la
misma paridad.

Sabemos que : —~ No existen flechas entre dos vértices impares,
ya que n e N para 1=0,1,...,4 ¥ N es nucleo.

— No existen flechas entre dos vértices pares
por la eleccidn de bl y de bJ.

Por lo tanto no se cumple la condicién (a).

b) Existe la diagonal (0,2p-1). Es decir (bx"nj-x) e F(D) lo

cual no ocurre por construcecién Por lo tanto (b) no ocurre.

. Con ésto hemos llegado a una contradiccién, por lo tanto
r'(Mi) nMy =oe.

Por lo tanto N‘ es un conjunto absorbente e independiente, es
decir, N' es un nicleo de D.

#
El teorema 2.11 tiene dos hipdtesis: -

1) G es una grafica de Meyniel. Y 2) Todo ciclo de longitud
tres contiene dos flechas simétricas.

No podemos quitar la segunda hipétesis. Un ejemplo de ésto es
la siguiente grafica:

Sea G = Kn, en donde n es un nUmero impar, ¥y orientamos la
grafica de tal forma que el ciclo exterior quede dirigido y las
diagonales sean flechas simétricas.




Claramente G es una grafica
de Meyniel, y existen
ciclos de longitud tres que
no contienen dos flechas
simétricas.

S1 embargo, se sabe que éste tipos de digraficas no son
R-digraficas.

Teorema 2.12. ([10] Una grafica G es de Meynlel si y sélo si toda
orientacién D de G satisface que: D no contiene ciclos dirigidos
de longitud tres y todo ciclo de longitud impar tiene dos polos
consecutivos.

Para la demostracién del teorema haremos uso del siguiente
lema.

Lema 2.4. Sea G una grafica de Meyniel, entonces todo ciclo C de
longitud impar C = (0,1,...,2p,0) con p = 2 contiene alguna de
las sigulentes configuraciones

i) Existen dos diagonales (i,3) y (i+1,J+1) con i+l y 3
adyacentes.

1i) Existen dos diagonales (i,i+2) y (j,j+2). que no se
cortan.

configuracién (i) configuraciéon (ii)

Demostraciéﬁ: La demostracién se hara por induccién sobre la
longitud del ciclo.



— Sea C un ciclo de longitud cinco. Como:G es-de Meyniel, . entonces
C debe tener dos diagonales. ’ . ' :

Caso 1.. Las diagonales:se cortan.’

En . éste  casoc se cumple. la
‘configuracién (i), donde 1 = 3
y J=0.

cortan.

En éste caso se cumple la
configuracién (ii), donde i = O
y Jj=3.

— Supongamos que el lema se cumple para ciclos de longitud impar
menor que n.
Sea C un ciclo de G de longitud n con n impar.

Caso a} C tiene una diagonal corta que corta a e.

Nota: Una diagonal corta es i
de la forma (i,i+2).

°)‘~1|
AN
~

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que e = (0,k)
y corta a la diagonal (2p-1,1), y el ciclo

Ce = (0,1,...,k.0) es de longitud impar, es decir, k es
un numero par. Tomamos k minima con ésta propledad.
Si k = 2, entonces C cumple 20 R
con la configuracién (i), / X’
donde 1 =2p y J=1. { . -~
\
/
N

-

Si K > 2, por hipétesis de induccién Ce cumple con el
lema, es decir, Ce contiene alguna de las dos
configuraciones.

en




a) Supongamos que Ce contiene

la configuracién - (i).:

Caso 1. e = (i,1i+1), entonces existe Kur‘xfm'xmero
con 1 < J < k-1 tal que existan las cuerdas
y (0,J+*1) J§ o Jj+1 es un numero o
par. Por lo tanto vamos a tener un
ciclo de longitud menor que la de Ce
de longitud impar. lo cual contradice
la minimalidad de k.

Caso 2. e = (Jj,j+*1), entonces existe un numero natural 1
con 1 < i < k-1 tal que existen las diagonales (i+1,k),
(i+1,0) e (i,k). o had
i+1 tiene que ser un nuimero impar de SR T~
no ser asi habria una contradiccién , ~N
con la minimalidad de k. . S
,,\,J
c{// Aty
\ - -
Si - i+1 = k-1, las dlagonales (2p,1) e (i,k) cumplen con
L orraan la configuracién  (ii), por lo
P R tanto 1 =k - 3. El ciclo
/ ,'" C' = (0, i+1, i+2,...,k-1, k,0)

es de longitud impar al menos
cinco. Sea 1 maxima con ésta
propiedad.

W\ (renper)
)("ny\

Por la minimalldad de k y la maximilidad de 1, 0 no es
adyacente a los vértices 1i+2,1i+3, ..., k-2,k-1 .

1 no puede ser un numero par por

-]
\ la minimalidad de k, 1 no
e v / N\ puede ser un numero impar por la
! e \ \ maximilidad de i. Por lo tanto
[ \ 1 no existe.
o \ ’
\ -
\f‘
AR




Por hipotesis de induccién C*' posee alygrunéz
configuraciones del lema. G

— C' contiene la configuracién (i) -
Esta configuracién también se da en'.C,  puest
que no hay diagonales desde el vértice O

— C‘ contiene la configuracién (ii) .. ...
Entonces debe incluir alguno de’ lo

i+1, i+2,..., k-1,k . e
(=]
e N
} /,‘/’::7 \ ‘ Q$
JT N D
W o \
{ | Tomando ésta diagonal corta y
‘

la diagonal (2p,1) tenemos en
C la configuracién (ii).

b) Supongamos que Ce contiene la configuracién (ii).

Un caso es que existan las

diagonales (k-1,0) (0,2).
En éste caso obtenemos dos
diagonales que se cortan
(2p,1) y (0,2).
En éste caso C tiene la
configuracién (1).

-3
Otro caso es ‘aue C tenga alguna diagonal que no corta a
(2p, 1), tomando esa diagonal y (2p,1) obtenemos en C la
configuracién (1i).

Caso b) Ninguna diagonal corta es cortada por otra diagonal.

— Si C posee dos diagonales cortas que se cortan, obtenemos en
C la configuracién (i).

— Si C posee dos diagonales cortas que no se cortan, entonces
en encontramos la configuracién (ii).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que C contiene
una diagonal e = (0,k). Tomemos Ce = (0,1,...,k,0) un
ciclo de longitud impar (k es un namero par, k = 4).

~



Sea K minima con tal propiedad. Por hipétesis de

induccién Ce contiene alguna de las configuraciones del -lema.

a) Supongamos que Ce contiene la configuracién (1).

La misma
configuracién estaria en C,

con excepciéon del caso en que

e = (i,i+1). .
O=xy
; ; S
-En. tal.caso, existe un numer.o
o E natural j con’' 1 < < k-1 fal >~
R e NUEOEE R . que existen-las.cuerdas (0,3) iy
Loet 1 (0,3+1). : R

AN . o - j+1 es un numero par, por
lo cual contradice la minimalidad de K.

Si e =(jJ, j+1) ver caso anterior.

b) S1 Ce posee la configuracién (ii), la misma configuracién se
encuentra en C, al menos de que una diagonal fuera (0, k-1)

y la otra (1,1+2).

Sea m el maximo indice -impar
con k-1 = m < 2p-1 que sea
adyacente a 0.

Tomemos el ciclo (O,m,m+1,...,2p,0).

Haclendo el razonamiento anterior. -a. éste
obtenemos una diagonal (i',1 °*+2).

Tomando las diagonales

nuevo ciclo

(1,1+2) e (1°,1'%2) et
encontramos en C la the /// ~
configuracion (ii). e ’/ N
N Al °
e o ~
28
- ] T IR
[ \
\
N i
Y~ \ /s
_~ .
"=




Teorema 2.12. Una grafica G es de Meyniel si»y:sélo si toda

orientacién D de G es tal que D no contiene ciclos dirigidos de
longitud tres, satisface que todo ciclo dirigido:de longitud impar
tiene dos polos consecutlvos

Demostracidn:

=) Sea G una grafica de Meyniel y D una orientacién de G tal que
no contiene ciclos dirigidos de longitud tres.

Se tiene que demostrar que todo ciclo dirigido de longitud R

impar admite dos polos consecutivos.
La demostracién se hara por induccién sobre la longitud del -
ciclo.

—~ Si C es un ciclo de longitud cinco, el teorema se sigue.

— Sea C un ciclo de longitud n, con n un numero impar y n > 7, y
supongamos que el teorema se cumple para todo ciclo de longitud
impar menor que n.

C es un ciclo de longitud impar, por lo tanto cumple con el
lema 2.4, por lo tanto C contiene alguna de las configuraciones.

Caso 1. Supongamos que C contiene la configuracién (i).

Es claro que el unico caso que hay que analizar es el caso en
que la orientacién esté dada como sigue

(1,1+1), (J,5+1), (1,]3) y (J+1,i+1)
Sea k un numero natural con

oY i+43 = k = j-1 minima con la
)/i propiedad de que (k,j) e F(D).

Tenemos dos ciclos: (i+1,...,k, J, J+1,1+1) y
(i+1,...,k, J, i+1).

Uno de los dos es de longitud impar, y por hipdtesis de
induccion, tal ciclo contiene dos polos consecutivos.

Sabemos que J es un polo, ya dque (1,J) € F(),
y (k,J) € F(D). En la trayectoria (j+1,i+1,...,k) debe
haber dos polos consecutivos.

— Un caso es que los polos sean i+1 y j+l1. En tal caso J
y J+1 son polos consecutivos en C.

- Un segundo caso es que los polos no son i+l ni j+l1. En tal
caso esos polos también son polos consecutivos en C.



Por lo tanto C tiene dos polos consecutivos.

Caso 2.. Supongamos que C tiene la confiéuraéién: (11)."

Existen (i,1+2) € F(D) 'y (3,j+2) 'v‘e,“F(D) ya que debemos
orientar las aristas de tal..forma: que-:no-se. formen ciclos
dirigidos de longitud tres. - :

emos 142 = 0.

v Por.-hipétesis de induccién,
‘el siguiente ciclo

I E : (0,1,..., 3, j*2, j+3,...2p~1,0)
T VT K tiene dos polos consecutivos.

|
\ /\' Estos polos también son polos
\ y consecutivos en C, salvo el caso

en que los polos sean 2p-1 y O.
Ne&— P4
i Art
Supongamos que los polos son 2p-1 y 0.
Sea k un nimero natural con 2 = k = 2p-3 minima con la
propiedad de que (k,2p-1) e F(D).

Alguno de los cliclos ( o0,1,...,k,2p-1,0) o
(0,1,...,k,2p-1,2p,0) es de longitud impar y posee dos polos
consecutivos.

2p-1 no puede ser uno de los polos por la eleccidén de k. Por
lo que los dos polos deben encontrarse en la trayectoria
(2p,0,1,...,k), en tal caso los polos también son polos
consecutivos en C. .
Lv
C""V-\/-O\ o =lv2
[ \O
r ~
AN
/7 \

| \n
\ [
\ /

422 N L/ .

. e
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Por lo tanto C tiene dos po‘los_consecutivos.

¢) Se tiene que demostrar que si toda orientacién sin ciclos
dirigidos de longitud tres de una grafica G satisface que todo
ciclo de longitud impar tlene dos polos consecutivos, entonces G
es una grafica de Meyniel.



Supongamos que G contiene un ciclo C de longitud impar q\ie no'

posee dos diagonales, sea C de longitud minima.

C puede contener a lo mas una diagonal.

Orientemos el ciclo de tal forma que quede un ciclo dirigido'y
su diagonal de tal forma que no se forme un ciclo dirigido de
longitud tres, a las aristas de G-C las orientamos les damos una
orientacén aciclica, y a las aristas que hay entre G-C y C las
orientamos hacia C.

[S)
Claramente obtenenos una

digrafica sin ciclos dirigidos
de longitud tres.

AN
?
/

I .

Y sin embargo tiene un ciclo
de longitud impar con solamente
un polo. Lo cual contradice la
hipétesis del teorema.

do
Q (o’

. L #
o o
P

La hipdtesis de que no existan ciclos dirigidos de longitud
tres no se puede suprimir.
Un ejemplo de ésto es la siguiente griafica.

Claramente ésta grafica es de
Meyniel. Los polos en el ciclo

oz/
son a y d, y sin embargo no \
son consecutivos. .

Graficas M -libres.

En ésta parte de la tesis se estuduaran las propiedades de las
graficas M ~libres, en particular se demostrara que éste tipo de
graficas, si son finitas, satisfacen la conjetura de Berge-Duchet.

cr



Definicion:

Sea B es una familia de graficas. Una grafica G es una
grafica B-libre si G no contiene subgraficas inducidas'isomorfas

a elenentos de B.

Si B consta de una s6la grafica H (g8 = H ) escribiremos
H-1libre, en lugar de B -libre. . R

Sea M= { M, M2, M3 }, donde ‘M1, M2 y M3 - son las siguientes
graficas:

[ ]
4 o
o/ \ s 0< \c
/ \ [
W v : Ma
Para cada nlimero natural m, sean U = (uo,ul,.... um_l) y
W = (wo,wi... , wm_l) dos conjuntos ajenos de cardinalidad m.

LLamaremos Sm a la siguiente grafica:
V(Sm) =UuW
Sm [U] & Knm Sm (W) = Kn®

W, ady5m uj o j=1

Ejemplo: Sea m = 3.

e A S LT i T




De una forma similar:se cié‘f,ine;:la siguiente digrafica: |

St u-= ,,(uo'u,t".,' :

ajenos,, denotamos Su-

V(Sw) =Uu W

péri'; 'i 23

. :
xadysuylek‘{,{ “para J =1

Teorema 2.13. [7) Sea G una grafica M -libre ( puede ser infinita).

Sea Q un clan maximal de G, con |V(Q)| = 3, y sea I un conjunto
independiente maximal de G. Si" QNn 1 =02 entonces G tiene una
subgrafica inducida isomorfa a Sw con {uo,ul,uz....) S Q y

(wo,wl.wa } s 1.

Demostracidn: Usaremos induccién sobre r (Sr).
— Sea r =3
En G tenemos un clan maximal Q y un conjunto independiente I
maximo tal que Q n I = o. Entonces existen u e Q vy v € I
tal que (uo,uo) e A(G), u e Q tal que (wo.ui) ¢ A(G). Por lo

tanto ue I entonces existe w e I tal que (u1'"1) e A(G).

Caso 1. [uo,wl) e A(G)
Yo g W En éste caso existe uze Q . tal . que
L \“\ (u,,w,) & A(G).
Oy o wy

Caso 1) (u,w ) e AG).
En,»és’c\ie S
G. |

S U USGW W = M3
Hgrty e MgiVNg Wy ] & Ma,

lo cual contradice la hipoétesis del teorema.

" son ‘dos conjuntos:



Caso i) (uz,wo) € A(G).

Como I es un .conjunto independiente
maximal, existe ~w.e I ‘tal que

(wz’ uz). E A(G)

P o',t"i. 2' 1’
7“lo cual.no puede ser ya que
. :G-es M -libre.

( o (u) 2 AG).
v /‘;‘T\\U S8 [ruo'ux'uz’wx'wzl & M3

lo cual no puede ser.

e)  (wuuy) # AG) vy (w,u) e AG).
G [uo.ul.uz.wz.wol = Mz

/"_;T"\~_ . :
\i ~ ; 96 lugjuiu,ww ]l =M
\ O Lo cual tampoco  puede
\<L' g ocurrir.
w, o

o
We

Yy

Por lo tanto, el Unico caso posible es que (wz, uo) € A(G)

en éstecaso G [ u,u,u ,w ,w,w ] = Sa
o' 1’2" 0" 1’ 2

—_— e—————

. \\\“1\\2:\::1 *




=-Ya-que:.|V(Q)] = 3~ entonces existe:

by (Q-' f’uo’ ,“1) .'

) € ACG).

(u]
G ““o'“;'"

w wl)] = M3

2'"0’
"Pero ésto no puede ser.

Caso &l » (uz,wo) € A(G) y (uz,wl) ¢ A(G)

v i G ““o'“:'“z’”o’”1” = M2
U, 0 1) LT Esto contradice la
" hipébtesis.,
u)b wl
Caso 1i}) [uz.wo) ¢ A(G) y (uz.wx) e A(G)
5= G ““o'“;’“z’”o'“x” = M2
S I P Lo cual no puede ser.
- .
¢/
We Ly,
Caso iv) (uz,wo) € A(G) y (uz.le ¢ A(G).
Como I es un conjunto
N o u, independiente maximal
yd V2 existe v, € I tal que
V4 ~ (uz.wz) € A(G).

£

<
£
£0

w




a) lw,u)) € AG) y '(wz,:ux),¢ A(G)
G [, \i vu wowxw)]-sm;‘“ g i
Por -, 1o tanto este caso no i
puede ocurrir.::

b) (wz.uo) € AG) .y
G ““o'“v“a'“f"z”
Esto tampoco puede ocurrir.

c) ”57(“2"“07) ,g,A(G); e Wi ) e A(G)

G [{u U, v W] M2

Lo cual no puede ocurrir.

g)_' Y el ultimo caso es. que (wz.uo) e A(G) y que

(w u1) € A(G) Tomemos las sigulentes igualdades:

'u'=u o W =W v M= ow,
o 1 1 2

Haciendo lo mismo que en el

caéo (1) se llega a que G
D contiene una subgrafica
VoW s inducida isomorfa a S3.

— Ahora supongamos que G tiene una subgrafica inducida isomorfa a
Sr, con (uo.ul,....ur._l) € Q (wo,wl....w } s 1 y que

r-1
(u‘,wj) € A(G) o 1 = j.
Como Q es un clan maximal, existe un vétice
ue (Q- (uo,ux,...ur_l) ) tal que (ur,wr_i) ¢ A(G).




Observacidn:+ (u,w) € AG) . V i'e {o,1,...r-2), de lo
' I T=2) /0 (whu) e TAG))

(G).©

contrario - sea k.= max /{

“entonces (u , W)
Lt S

.G [{Yk'uk'uk¢1'wkf1 N

Como I es un conjunto independiente maximal,. exiysfe un
W e ( 1~ WorWyve o oW ) tal que (",'”,.’)"E’A(G)"'-,

Observacidn: (wr.u‘) € A(G) vVie (0.1....r;1)“
De lo contrario tomemos t = max {i e {0,1,

A(G)}, tenemos dos casos:

a) t>0

S1 (u_,,w) e A(G) » G [{u_,,u,u7,

el




Si- (u _ %) g&‘g)__i G [(pi‘_l,u'_:.ut..v.i,wh,‘wr)_‘]_ : EMz

Por lo tanto G T[{u,u ., u¥o U wiwiii., W}l & Sra
R K RS S A 0"’ r

tg s 1
con {uo.ul,...,ur) SQ 7' Vy ‘Yqv'ylr'f'"“r) & I.

Corolario 2.5. Sea G una grafica finita M -libre. Si Q es un
clan maximal der G con jvi@| = 3 e I es un conjunto
independiente maximal de G, entonces Q n I = o.

#

Teorema 2.14. [7] Sea G una grafica, son equivalentes:
a) G es una grafica M -libre.
b) Para cada grafica inducida H de G, donde In es un conjunto

independiente maximal de H y Qu es un clan maximal de H con
|V(Q)| = 3, entonces Qi n In # @.

an




Demostracidn: Este teorema es una con's'ecixenci’a del corolario

2.5 y del hecho de que Mi con -1 .€7{1,2} 3)?
independiente maximal Qi tal que I1 nQi =

t‘.‘i"erﬁé un. conjunto

Teorema 2.15. [7] Sea G una grafica“#M~ -—libre no bipart‘.ita." entonces

son equivalentes las siguientes condiciones

a) G no contiene Cazn+1 , C2ns1° con '~*n‘"=“2'~ c"omo' subgraficas
inducidas de G. : A -

b) Para cada subgrafica inducida H de G ‘con I un conjunto
independiente maximal de H y Qi un clan maximal de H, tenemos que
Qi n In = o.

7/
Demostracion:

a) = b) Sea G una grafica # -libre no bipartita tal que no
contiene Can+1 como subgrafica inducida ( con n = 2 ). Sea H
una subgrafica inducida de G, sea Iu un conjunto
independiente maximal de H y Qi un clan maximal de H.

Observacidn: H contiene ciclos de longitud tres, si no los
tuviera, entonces H seria una grafica bipartita, por lo tanto
In n QH = 2.

Como H tiene ciclos de longitud tres y G es M -libre,
usando el teorema 2.14 se tiene que I nQH # o.

b) =» a) Supongamos que G contiene un ciclo Can+1 como
subgrafica inducida, para alguna n = 2. Entonces Can+i es
una subgrafica que contiene un clan maximal Q y un conjunto
independiente maximal I tal que Q n I =@, lo que cotradice
la hipétesis.

Si G contiene Ca2n+:® como subgrafica inducida para alguna
n =z 2, entonces G contiene un ciclo de longitud cinco como
subgrafica inducida o una M3, 1lo cual contradice las
hipétesis del teorema.

Por lo tanto G no contiene Czn+1 ni  Czas1®  como
subgriaficas inducidas.

Sea M =Mu{Cemei/nz=2}).

Las graficas M.—libres son perfectas y satisfacen la condicién
(a) del teorema 2.15..

&a



# no contiene ninguna de las sliguientes graficas:”

— Gréaficas trianguladas.
= Graficas co-trianguladas.
— Gréaficas de comparabilidad.

— Graflcas de co-comparabilidad.
Ejemplos:
1. Los ciclos de longitud par

(Cen con n =2 2) son M -libres
y no son trianguladas.

2. M3 es triangulada y no es M -libre.

3. Cs° =2 Cs no es triangulada,
es co-triangulada pero si
M ~libre.

0

w

4, Ciclos de longitud impar no
son de comparabilidad y si
son M -libres.




S. M2 es de comparabilidad y
no es M -libre.

6. M3 es de co-comparabi’lidad
y no es M -libre, .,

S

Teorema 2.16 {7] Sea G una grafica M -libre, si existe una

orientacién normal. tal gque G sea una R—-digréfica entonces G es
una grafica sin ciclos de longitud tres.

* Una crientacion normal es una orientacién en donde todo clan de
G tenga un vértice absorbente.

Demostracidn: Sea G una grafica M -libre y supongamos que G
contiene un ciclo de longitud tres. Supongamos que G tiene una

orientacién normal 6= b con la cual D resulta ser una
R -digréfica. Sea Q un clan maximal de G, tomemos un vértlice
u e V(D) y sea Nuun nicleo de D - {u} .

Si {u} v Nu es un conjunto independiente, entonces {u} v Nu es
un nuicleo de D.

Por lo tanto, supongamos que Nu es un conjunto independiente
maximal de G. Por el teorema 2.13 se cumle que:

QA Nuzo (- ul)nhNu=o

Por lo tanto Ny es un nucleo de D, lo cual contradice el hecho
de que D es una R -digrafica. "

Por lo tanto G no contiene ciclos de longitud tres.



Teorema 2.17. Sea G una grafica M -libre y sea D una orientacién

normal de G. Si toda subdigrafica indida Do de D, sin ciclos de
longitud tres es una R-digrafica, entonces D es una R-digrafica.

Demostracién: Supongamos que D no_es una R-digrafica, y sea
Do una subdigrafica de D que sea R -digrafica, por hipdtesis
sabemos que la grafica subyacente Go de Do es A -libre y tiene un
ciclo de longitud tres, lo cual contradice al teorema 2.16.

Teorema 2.18. Sea G una grafica M -libre. G es una grafica
perfecta si y sélo si toda orientacién normal de G es
nucleo-perfecta.

Demostracién: Sea G una grafica perfecta M -llbre, y sea D
una orientacién normal de G.

Sea Do una subdigrafica inducida de D, sin ciclos de longitud
tres.

Como G es una grafica perfecta, la grafica subyacente de Do es
una grafica bipartita, por lo tanto Do es una R-digrafica, y por
el teorema 2.17, tenemos que D es una R-digrafica.

Con éste Ultimo teorema se comprueba que las graflicas M -libres

cumplen con la conjetura de Berge-Duchet.

R7?




CONCLUSIONES.-

Los progresos realizados en torno al estudio de la conjetura
de Berge-Duchet son pocos y estan enfocados a demostrar que
algunas clases conocidas de graficas perfectas son
nicleo-perfectibles y encontrar clases amplias de graficas que
satiafacen la conjetura, la dificultad del problema ha sido
equiparada por los autores de ésta con la de la conjetura fuerte
de las graficas perfectas.

Graficas perfectas que son nucleo-perfectibles:

1. El complemento de las graficas fuertemente perfectas. Y como

consecuencia de ésto
1.a) Las graficas trianguladas y las cotrianguladas
(complemento de las trianguladas).
1.b) Complemento de las graficas de comparabilidad.
(Graficas de comparabilidad son aquellas que
admiten una orientacién transitiva y antisimétrica).

2. Graficas de Meyniel.

3. Graficas perfectas libres de Ki1,3 y de Ka-e.

4. Las gréficas de lineas satisfacen la conjetura de Berge-Duchet.

~O
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