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INTRODUCCIÓN 
La decadencia de las familias de hombres notables en tiempos pasados ha sido objeto 

de frecuentes observaciones y estudios, los cuales fueron el preámbulo de lo que hoy 

día se conoce como la Teoría de Procesos de Ramificación. Las primeras observaciones 

sobre la extinción de familias de hombres importantes, fueron hechas por Thomas 

Malthus, quien relata en uno de sus ensayos ([4]) que en la ciudad de Berna de 487 

familias burguesas 379 se extinguieron en espacio de dos siglos, de 1583 a 1783. 

Sir Francis Galton (1822-1911) hace un estudio de la decadencia de la nobleza in

glesa y otras familias de hombres insignes; desde un punto de vista eugénico (estudio de 

todo aquello que afecta la calidad de la progenie humana)[9]. Galton dio explicaciones 

sociales y biológicas de las frecuentes extinciones de familias que observó. Luego un 

renombrado botánico suizo Alfonzo de Candolle, en su publicación de 1873, volteó la 

atención de Galton a la posibilidad de una interpretación probabilística del fenómeno 

([10], pág. 389) y ese mismo año Galton proporciona una formulación precisa al pro

blema, apareciendo como el" Problema 4001 " en el Educational Time[2]: 'Una nación 

grande en la cual sólo nos preocuparemos de los varones adultos, de número N, y de 

los cuales cada uno lleva diferente apellido, colonizan un distrito. Su ley de población 

es tal que en cada generación, a0% de los hombres adultos no tienen niños varares que 

alcanzen la edad adulta, a 1 tienen sólo un niño varón, a2 tienen dos; y asf hasta a5 que 

tiene cinco. Las preguntas que se formulan son las siguientes: 

1.- Encontrar qué proporción de los apellidos se va a extinguir después de r genera

ciones. 
2.- Encontrar cuántos casos habrá en el que el mismo apellido sea llevado por n per

sonas'. 

Galton, recibió sólo una respuesta al problema, de una persona que nunca percibió 

su complejidad, y se la mostró a un amigo, el clérigo y matemático Reverendo H. W. 

Watson. Éste transformó el problema en uno de iteración de funciones generadoras de 

probabilidad[3]; de hecho, asf es tratado hoy día. Si f(x) = "f:.p;xi, Pi = a;/100, es 

decir la probabilidad de que un padre t~nga j hijos varones que alcancen la edad adulta, 

entonces \i\'atson define la sucesión recursiva J. = J._ 1(!). Concluye que la respuesta 

a la primera pregunta es el término independiente de x en J.(x) y da el número de 

apellidos con s representantes en la r-ésima generación como el coeficiente de x• en 
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fr(x) multiplicado por N. Además Watson descubre, para la función generadora de 

probabilidid binomial, que la probabilidad q, de extinción final, debe satisfacer la 

ecuación q = f(q), a partir de aquf agrega erroneamente que siempre q = l. Él 

estaba consciente que esto podría parecer una contradicción al principio Malthusiano 

de incremento exponencial del total de la población y argumentó con sutileza en forma 

extensa, que el total de la población puede bien crecer a pesar de que cada apellido 

específico eventualmente se perderá. 

Fue un actuario danés, J. F. Steffensen, quien resolvió totalmente el problema for

mulado por Galton y publicó el primer análisis completo de la probabilidad de ex

tinción[l4]. Este problema se ha denominado en la literatura el Proceso de Galto11-

Watson. También las formulaciones de Steffensen están todavía en uso: Suponga que 

un individuo y sus descendientes procrean n hijos con probabilidad Pn· Entonces la 

probabilidad q de que su familia se extinga es la más pequeña raíz no negativa de la 

ecuación s = f(s), de aquíque q < 1 si y sólo si m =/'(!)>l. 

En el presente, existen en la literatura procesos de ramificación más generales que 

el proceso de Galton-Watson, corno: Procesos de ramificación de tiempo continuo 

de nacimiento y muerte, procesos de ramificación donde se permite la dependencia 

entre vida y reproducción, procesos con individuos de tipos diferentes, procesos de 

ramificación con inmigración, etc. 

Parámetros muy imporatntes en un proceso de Galton-Watson, son la media del 

número de descendientes por individuo y la probabilidad de extinción del proceso. Por 

lo cual, dos problemas que merecen especial atención, es la estimación de la media 

de reproducción basada sobre una historia completa del tamaño de la población, y 

la estimación de la probabilidad de extinción, basada sobre el tamaño actual de la 

población y la distribución de descendientes. 

El objetivo principal de este trabajo, es presentar, algunos resultados generales de 

los estudios que se han realizado acerca de la estimación de esos dos parámetros y 

extender las conclusiones del tratamiento Bayesiano. Un compendio de todo lo que se 

ha desarrollado en cuanto a la estimación de parámetros en los procesos estocásticos, 

en particular los de ramificación se puede encontrar en[57]. 

Es natural presentar corno preludio al problema de estimación, los principales re

sultados probabilísticos que sobre el proceso de Galton-Watson existen, esto es, un es

tudio general de la función generadora de probabilidad y su relación con los diferentes 
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parámetros que el proceso involucra, asú como una revisión de Teoremas Límite sobre 

el comportámiento asintótico del mismo. Todo esto permite abordar la problemática 

de la estimación mencionada anteriormente. 

Históricamente el problema de estimar la media de reproducción y la probabilidad de 

extinción, ha sido resuelto utilizando Inferencia Estadística Clásica. Casos particulares 

como el de una distribución de descendientes parametrizada por una ley Poisson o el de 

descendencia binaria, han sido resueltos utilizando técnicas de estimación Bayesiana. 

El presente trabajo considera la aplicación de las técnicas de estimación Bayesianas 

en el caso general, esto es, sin parametrizar la distribución de descendientes, analiza 

las dificultades del procedimiento y obtiene la solución para una clase de problemas 

restringidos. El lector podrá también observar, la dificultad en la aplicación de los 

métodos Bayesianos de inferencia para estimar la probabilidad de extinción. 

Para la comprensión del material que aquf se presenta se suponen conocimientos 

básicos sobre Procesos Estocásticos, en particular Cadenas de Markov, también cono

cimientos de Estadística Clásica y Bayesiana. 

El trabajo está organizado de la siguiente manera: El capítulo 1, presenta resul

tados generales sobre Cadenas de Markov que se supondrán conocidos a lo largo del 

trabajo¡ El capítulo 2, describe el Modelo de Galton-Watson, da un estudio general de 

la función generadora de probabilidad y de Teoremas Límite sobre el comportamiento 

asintótico del proceso, asi como un breve estudio sobre la progenie total del proceso¡ 

En el capítulo 3 se exponen métodos de estimación y resultados asintóticos para la 

media de reproducción y la probabilidad de extinción. 
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Capítulo 1 

PRELIMINARES 

1.1 CADENAS DE MARKOV 

En esta sección y sus apartados se presentan resultados básicos acerca de Cadenas de 

Markov que se suponen conocidos para el lector. Es por esta razón que las definiciones 

y resultados, se presentan de una manera general y sin entrar en detalles. Para un 

mayor análisis sobre este tema, el lector puede revisar ([49, 40]). 

La propiedad de Markov se define precisamente con la siguiente ecuación: 

(1.1.1) 

para cualquier selección de enteros no-negativos n y los números x 0 , • • ·, Xn+I •cada uno 

de los cuales es elemento de :F. Las probabilidades condicionales P(Xn+t = ylXn = x) 

son llamadas las probabilidades de transición de la cadena. A los sistemas que poseen 

esta propiedad se les llama Cadenas de Markov. En este trabajo se estudiaran Cadenas 

de Markov que tienen probabilidades de transición estacionaria, es decir, aquéllas tales 

que P(Xn+t = ylXn = x) no depende den, éstas también son llamadas cadenas de 

Markov Homogéneas. 

I. FUNCIÓN DE TRANSICIÓN Y 

DISTRIBUCIÓN INICIAL 
Sea Xn, n ?. O, una cadena de Markov que tiene espacio de estados :F. La función 

P(x, y), x, y E :F, definida por: 

P(x,y) = P(X1 = ylXo = x), x,y E :F, (1.1.2) 



es llamada la Función de Tronsición de la cadena. Ésta es tal que: 

P(x,y) ~O, x,y E :F, (1.1.3) 

y 

L:P(x,y) = 1, x E :F. (1.1.4) 

Dado que la cadena de Markov tiene probabilidades estacionarias, nosotros vemos que: 

P(Xn+l = ylXn = x) = P(x,y), n ~l. (1.1.5) 

y de la propiedad de Markov se sigue que: 

P(Xn+l = YIXo = Xo,··· ,Xn-1 = Xn-1,Xn = x) = P(x,y). ( 1.1.6) 

En otras palabras, si la cadena de Markov está en el estado x al tiempo n, entonces no 

importa como llegamos ax, esta tiene probabilidad P(x,y) de estar en el estado y en 

el siguiente paso. Por esta razón los números P(x,y) son llamadas las probabilidades 

de transición en un paso de la cadena de Markov. 

La función ir0 (x), x E :F, definida por 

ir0 (x) = P(Xo = x), x E :F, (l. l. 7) 

es llamada la distribución inicial de la cadena. Ésta es tal que 

ir0 (x) '=:O, x E :F. (1.1.8) 

y 

L:iro(x) =l. (1.1.9) 

La distribución conjunta de X 0 , • • ·, Xn puede ser facilmente expresada en términos de 

la función de transición y la distribución inicial. Por ejemplo: 

También, 

Por inducción se ve facilmente que 

P(X0 = xo)P(X1 = x1IX0 = xo) 

iro(x0)P{x0 , x¡ ). 

P(Xo = xo, X1 = x¡)P(X1 = x2IX0 = Xo, X1 =xi) 

iro(xo)P(x0 , x1)P(X2 = x2IXo = xo, X 1 = x1 ). 

P(Xo = Xo, · · •, Xn = Xn) = iro(xo)P(xo, X1) · · · P(xn-1, Xn)· (1.1.10) 
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II. CÁLCULOS CON FUNCIONES DE TRANSICIÓN 
I 

Sea Xn, 'n ~ O, una cadena de Markov sobre el espacio :F, que tiene función de 

transición P. En este apartado Mostraremos como varias probabilidades condicionales 

pueden ser expresadas en términos de P. También podremos definir la función de 

transición en n-pasos de la cadena de Markov. 

Comenzaremos con la ecuación 

P(Xn+I = Xn+I > • • •, Xn+m Xn+mlXo = Xo, • · · ,Xn = Xn) 

Para probar (1.1.11) escribimos el lado izquierdo de la ecuación como sigue 

P(Xo = Xo, · · ·, Xn+m = Xn+m) 
P(Xo = Xo, · · • ,Xn = Xn) 

Por (1.1.10) el cociente es igual 

1ro(xo)P(xo, X¡)·•· P(xn+m-1> Xn+m) 
1ro(xo)P(xo, x¡) · · · P(xn-1> Xn) 

lo cual se reduce al lado derecho de (1.1.11). 

Aquf es conveniente enunciar el siguiente Lema: 

LEMA 1.1.1 Sea (!1, A, P) un espacio de probabilidad y suponga que los conjuntos 

que se mencionan abajo estan todos en A. 

(i} Si D; son ajenos y P(CID;) = p independientemente de i, entonces P(CI U; D;) =p. 

{ii} Si C; son ajenos, entonces P(U; C¡jD) = L; P(C¡jD). 

La demostración del Lema se basa en el uso de probabilidad condicional. 

Podemos reescribir (1.1.11) como sigue 

P(Xn+I = Yi. ... 'Xn+m 

(1.1.12) 

Sean A0 , • • ·, An-t subconjuntos de :F. Se sigue de (1.1.12) y del Lema 1.1.l (i) que 

P(Xn+I = Yi. · • · , Xn+m YmlXo E Ao,- · · ,Xn-1 E An-i.Xn = x) 

P(x,y1)P(y¡, Y2) · · · P(Ym-i.Ym). 

3 
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Sean B1, • •• ,f3m subconjuntos de :F. Se sigue de {1.1.13) y del Lema 1.1.l {ii) que 

L • · · L P(x, yi)P(y¡, Y2) • • • P(Ym-1' y;,;) .. · 
111EB1 11mEBm 

La función de transición en m-pasos Pm(x, y), se define por 

Pm(x, Y)= L · · · L P(x, y¡)P(y¡, Y2) • • · P(Ym-21 Ym-1)P(Ym-1, y), 
JIJ Um-1 

para m;:::: 2, diremos P1(x,y) = P(x,y), y 

{ 
1 X= y 

Pa(x,y) = o: en otro caso. 

(1.l.14) 

(Ll.15) 

Vemos que si tomamos B1 = ···'= Bm-l = :F y Bm ={y} en (1.1.14) tenemos 

Pm(x,y) = P(Xn+m = YIXo E Aa,···,Xn-1 E An-i.Xn = x). {1.1.16) 

Eñ particular, tomando Ao = · · · = An-1 = :F, vemos que 

Pm(x,y) = P(Xn+m = YIXn = x). (1.1.17) 

También se sigue de (1.1.15) que 

Pm(z,y) = P(Xn+m = ylXo = x,Xn = z). {1.1.18) 

Y por análisis del n-ésimo paso y probabilidad condicional tenemos 

Pn+m(x,y) P(Xn+m = YIXo = x) 

2:P(Xn = zlXo = x)P(Xn+m = ylXo = x,Xn = z) 

LPn(x,z)(Xn+m = ylXo = x,Xn = z), 

Y concluimos por (1.1.17) que 

Pn+m(x,y) = 2:Pn(x,z)Pm(z,y). {1.1.19) . 
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Esto es lo que en la literatura se conoce como la ecuación de. Chapman-Kolmogorov. 

Sea 7l'o l.f dlstribución inicial de la cadena de Markov. D~do que·. 

P(Xn =y) = '.EP(Xo = x,Xn =y) 

L P(Xo = x)P(Xn = ylXo = x), 

"' 
vemos que 

P(Xn =y)= Lll"o(x)Pn(x,y). (1.1.20) 

Esta ecuación da el calculo de la distribución de Xn en términos de la distribución 

inicial ll"o y la función de transición en n-pasos Pn· 

Es conveniente usar la notación P .. (-) para denotar las probabilidades de varios 

eventos definidos en términos de una cadena de Markov que comienza en x. Así, 

{1.1.14) puede reescribirse como 

(1.1.21) 
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III. TIEMPOS DE ESPERA 
Sea A urt subconjunto de :F. El tiempo de espera TA de A se define por 

TA = min(n >O: Xn E A) 

si Xn E A para alguna n > O, y por TA = oo si Xn # A para toda n > O. En 

otras palabras, TA es el primer tiempo positivo para el cual la cadena de Markov está 

(espera) en A. En este trabajo se estudiarán sólo tiempos de espera de conjuntos que 

consisten de un sólo punto. Denotamos el tiempo de espera de un punto a E :F por T •. 

Una importante ecuación que involucra tiempos de espera es dada por 

n 

Pn(x,y) = L P,.(T, = m)Pn-m(y,y), n ;=:l. (1.1.22) 
m=l 

Para verificar (1.1.23) debemos observar que los eventos {T, = m, Xn =y}, 1 :S m :S n, 

son ajenos y que 
n 

{Xn =y}= LJ {T, = m,Xn =y}. 
m=l 

Hemos descompuesto el evento {Xn =y} de acuerdo al tiempo de espera de y. De esta 

descomposición tenemos 

Pn(x,y) P,.(Xn =y) 

n 

L P,.(T, = m,Xn =y) 
m=l 

n 

L P,.(T, = m)P(Xn = ylXo = x,T, = m) 
m=l 

n 

L P,.(T, = m)P(Xn = ylXo = x,X1 #y, .. .,Xm-1 # y,Xm =y) 
m=l 

n 

L P,.(T, = m)Pn-m(y,y), 
m=l 

y de aquf que (1.1.22) se cumple. 
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IV. ESTADOS TRANSITORIOS Y RECURRENTES 
Sea Xn,~n ;::: O, una cadena de Markov con espacio de estados :F y función de 

transición P. Sea 

Entonces Pxu denota la probabilidad de que la cadena de Markov comenzando en x 

este en el estado y en algun tiempo positivo. En particular, p"" denota la probabilidad 

de que la cadena de Markov comenzando en y regrese a y. Un estado y es llamado 

recurrente si Pw = 1 y transitorio si Pw < l. Si y es un estado recurrente, una 

cadena de Markov que comienza en y regresa a y con probabilidad uno. Si y es un 

estado transitorio, una cadena de Markov que empieza en y tiene una probabilidad 

positiva 1 - Puu de nunca regresar a y. Si y es un estado absorbente, entonces Py(T, = 

1) = P(y,y) = 1 y de aquf que Pw = l; asi un estado absorbente es necesariamente 

recurrente. 

Denotamos por ly(z), z E :F, la función indicadora del conjunto {y} definido por 

l"(z) = { 1, z =y o, z #y. 

Denotamos por N(y) el número de tiempos n ;::: 1 para los cuales la cadena está en 

el estado y. Dado que ly(Xn) = 1 si la cadena está en el estado y al tiempo n y 

ly{Xn) =O en otro caso, vemos que 

00 

N(y) = L l"(Xn)• (1.1.23) 
n;;:;J 

Usaremos la notación Ex(·) para denotar la esperanza de variables aleatorias definidas 

en términos de una cadena de Markov que empieza en x. Por ejemplo 

(1.1.24) 

Se sigue de (1.1.22) y (1.1.23) que 

00 

L Ex{l"(Xn)) 
n=l 

00 

LPn(x,y). 
n=l 
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Sea 
00 

G(x, y)= E.,(N(y)) = L; Pn(x, y). 
n=l 

Entonces G(x,y) denota el valor esperado del número de visitas a y para la cadena de 

Markov que da comienzo en x. 

TEOREMA 1.1.1 {i) Sea y un estado transitorio. Entonces 

y 

P.,(N(y) < oo) = 1 

G(x,y) = -
1 

Pzy , X E :F, 
- Puu 

la cual es finita para toda x E :F. 

(ii) Sea y un estado recurrente. Entonces Pu(N(y) = oo) = 1 y G(y, y) = oo. También 

P,,(N(y) = oo) = P.,(Tu < oo) = Puu• x E :F. 

Si P:r,u =O, entonces, G(x, y) =O, mientras si Pru >O, entonces G(x, y) = oo. 

Para la demostración de este Teorema ver ((40], pág.20) 

OBSERVACIÓN 1.1.1 Si y es un estado transitorio, el valor esperado G(x,y) es 

finito, por lo cual tiene que ocurrir que cada una de las 

Pn(x,y) -t O, 

de donde obtenemos que 

J~~ P[Xn = y] = O. 
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Capítulo 2 

PROCESO DE 
GALTON-WATSON 

Imaginemos objetos que pueden producir o generar un número aleatorio de des

cendientes de la misma clase (estos quizás pueden ser hombres, bacterias conocidos o 

neutrones producidos por una reacción en cadena), durante su vida, con una función 

de probabilidad (ley de reproducción ) digamos: 

P[número de dese. = k] = Pk para k = O, 1, 2, ... 

donde Pk ;::: O y L:k:o Pk = l. Si suponemos que todos los descendientes se reproducen 

independientemente uno de otro e individualmente tienen progenie de acuerdo con la 

distribución de probabilidad anterior, el proceso {Zn}, donde Zn es el tamaño de la 

n-ésima generación, es llamado un proceso de ramificación de GALTON-WATSON. 

EJEMPLOS DE PROCESOS DE RAMIFICACIÓN DE GALTON- WATSON 

Hay numerosos ejemplos de procesos de Galton-Watson que surgen naturalmente en 

varias disciplinas cientfficas. Listaremos algunos de los mas prominentes. 

a- Multiplicador de Electrones: Un Multiplicador de Electrones, es un aparato 

que amplifica una corriente débil de electrones. Una serie de láminas son colo

cadas en el camino de los electrones emitidos por una fuente. Cada electrón, al 

golpear la primera lámina, genera un número aleatorio de nuevos electrones, los 

cuales al golpear la siguiente lámina producen otros y asf se continúa. Sea Z0 el 

número de electrones inicialmente emitidos, Z1 el número de electrones produci

dos sobre el impacto en la primera lámina de los Z0 iniciales¡ en general sea Zn 
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el número de electrones emitidos por impacto en la n-ésima lámina de los elec

trone~ emitidos en el la lámina (n -1). La sucesión Z0 , Zi, · · ·, Zn, ···constituye 

un proceso de ramificación de Galton-Watson. 

b- Reacción en Cadena de Neutrones: Un núcleo es dividido por una colisión ca

sual con un neutrón. El resultado de la fisión da un número aleatorio de nuevos 
neutrones. Cada uno de esos neutrones secundarios puede chocar con algún otro 

núcleo produciendo un número aleatorio de neutrones adicionales y as[ sucesi

vamente. En este caso el número inicial de neutrones es Z0 = l. La primera 

generación de neutrones comprende todos aquellos producidos de la fisión cau

sada por el neutrón inicial. El tamaño de la primera generación es una variable 

aleatoria Z1 • En general la población Zn en la n-ésima generación es producida 

por los choques al azar de Zn-l neutrones individuales de la (n- 1)-ésima gen

eración. 

e- Supervivencia de los Apellidos de Familias: Aquf (como a menudo sucede en 

la vida) sólo cuentan Jos descendientes masculinos, los cuales desempeñan el papel 

de !_as partículas, y Pk es la probabilidad de que un varón recien nacido se con

vierta en progenitor de exactamente k niños varones. Este esquema supone dos 

simplificaciones artificiales. La fertilidad está sujeta a tendencias seculares y, por 

lo tanto, la distribución {Pk} cambia en la realidad de generación en generación. 

Por otra parte, es seguro que la herencia y el medio ambiente comunes produzcan 

semejanzas entre hermanos, con lo que se contradice la suposición de indepen

dencia estocástica. Este modelo se puede refinar de modo que se tomen en cuenta 

estas objeciones, pero las características esenciales permanecen inalterables. 

En general tenemos un árbol con multiples ramas que surgen a raíz de los nacimientos 

de partículas. 
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2.1 DESCRIPCIÓN MATEMÁTICA 

Sea {Xn;}n?;o.;?:1 variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas 

(v.a.i.i.d.) enteras con densidad {pk}k?:O (ley de reproducción). Si consideramos que el 

proceso da inicio con un individuo, (Zo = 1), entonces podemos construir el número 

de descendientes de cada generación como sigue: 

Zo 

Z 1 Xo,1(# de descendientes de la lrª particula) 

Zn 

2:Xn,;, nEN 
i=I 

(2.1.1) 

es claro entonces que el número de partículas en la n-ésima generación, Zn, es una 

variable aleatoria y evidentemente si Zn = O-entonces Zn+k = O para toda k ~ O. 

Decimos entonces que O es un estado absorbente y si Zn toma ese valor, la población 

se extingue. 

Obsérvese que: 

Zn-1 

= P( L Xn-1,j = klZo = 1, · · ·, Zn-1 = kn-1] 
i=I 

kn-1 

= P( L Xn-1,j = klZo = 1,- · ", Zn~I = kn-d 
j=l 

como las Xk,; son independientes, los dos argumentos son independientes 

kn-1 

= P( L Xn-1,; = k] que es la kn-1 convolución de {pk} 
j=J 

ya que la¿:;;;;¡• Xn-i,; es independiente de Zk, para k = 1, · · ·, n - l. 
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Por otro lado 
1, 
Zn-1 

P[ L Xn-1,j = klZn-1 = kn.:1] 
j=l 

y por lo tanto, 

kn-1 

P[ L Xn-1,j = k!Zn-1 = kn-1] 
j=l 

kn-1 

P[ L Xn-1,j = k] 
i=I 

P[Zn = klZa = 1, · · •, Zn-1 = kn-1] = P[Zn = klZn-1 = kn_i], 

la cual no depende den. Esto es, el modelo de Galton-Watson es una cadena de Markov 

homogénea. 

Ahora, si comenzamos con una partícula Z0 = 1 tenemos: 

P(l, k) = P[Z1 = klZa = 1] = Pk (2.1.3) 

y nos interesa estudiar, cómo crece la población a partir de este individuo (el esquema 

se puede generalizar a tener una población inicial de k individuos). En particular es 

de interés determinar si la población se extingue y con qué-probabilidad lo hace, esto 

es calcular P[Z; = O para alguna i ;::: 1]. Este problema fue abordado por H. W. 

Watson, quien convirtió el problema en uno de iteración de funciones generadoras de 

probabilidad, y fue tan útil su método, que hoy día se sigue aplicando al estudiar 

los procesos de ramificación. Por lo cual la siguiente sección tratará brevemente la 

propiedades de la función generadora de probabilidad (f.g.p), y su relación con los 

procesos de ramificación. 
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2.2 FUNCIÓN GENERADORA DE PROBABI-
' LIDAD Y PROPIEDADES ELEMENTALES 

La función generadora de probabilidad (f.g.p) de una variable aleatoria X entera, 

con función de probabilidad {pk}k;::o, es por definición 

f(s) = E[sx] = EPkSk (2.2.1) 
k=O 

para -1 ~ s:::; l. Hay dos relaciones importantes que conciernen a la f.g.p, la primera 

la relaciona la densidad {Pk} como sigue: 

la segunda con la función generadora de momentos M(t) = E[e1X]. Si f(t) y M(t) 

existen para una variable aleatoria X, para t E R, entonces 

M(t) = f(e'). 

Sea P(i,j), i:;:: O, j :;:: O definida por 

i 

P(i,j) = P[Zm+l = ilZm = i] = P[:L Xm,k = j] 
k=l 

Puesto que para cada i :;:: O P(i,j) es una probabilidad, la función generadora de 

probabilidad g(s) de P(i,j) está dada por 

00 

g(s) = :LP(i,j)s; = [f(s)]i, (2.2.2) 
j=O 

esto es, para cada i:;:: 1 fija, es la i-ésima potencia de f(s) ya que P(i,j) es la densidad 

de una suma de i v.a.i.i.d. 

Nos interesa ahora obtener la función generatlora de probabilidad (f.g.p), cuando 

tenemos que n generaciones han pasado y comenzamos con una partícula, i.e si 

Pn(i,j) = P[Zn = ilZo = l] ==> J.g.p = fn(s) = EPn(I,j)s; 
j=O 
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utilizando la i;cuación de Chapman-Kolmogorov (1.1.19) tenemos que 

fn+1(s) = f Pn+1(l,j)s; 
j=O 

00 00 

E E Pn(l, k)P(k,j)s; 
j=Dk=O 

f: Pn(l, k) f: P(k,j)~; 
k=O j=O 

f: Pn(l, k)(f(s))k 
k=O 

fn(f(s)) (2.2.3) 

Análogamente se puede obtener que: 

(2.2.4) 

Resultados importantes los cuales se enunciarán más adelante, en cuanto al com

portamiento del proceso de Galton-Watson, son obtenidos de los momentos de la v.a 

. Zn. 

Los momentos de variables aleatorias enteras cuando existen, pueden ser expresados 

en términos de las derivadas de la f.g.p en s = l. Para la media, m, tenemos: 

m = E[Z1] = LP(l,j)j = J'(l) 

y tomando regla de cadena obtenemos: 

E[Zn] = LPn(l,j)j = /~(1) = f~-1(1)/'(1) = ••· = [f'(lW = mn 

ya que Ín(l) = JUn-1(1)) => /~(l) = f'Un-1(l))f~-1(l) = /'(l)f~-1(1) 

y fn-1(1) = L:P(l,j) = 1 
; 

similarmente usando el hecho de que 

1::+1(1) = /"(1)[!~(1))2 + J'(l)J::(1) 
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se prueba que. 

J::(l) = /"(l)[m2n-2 + m2n-3 + ... + m"-1] 

y de aquf que, tomando u2 = varianza(Z1 ), se concluye que 

{ 

a•xm•-1 x(m"-1) 

V AR(Zn) = ,r-1 
n X u 

Si mf 1 
Si m= 1 

(2.2.6) 

otra forma de ver esto, es aplicando los resultados para la media y varianza de suma5 

aleatorias de variables aleatorias: 

Sean ek y N v.a con momentos finitos: 

E[ek] = µ y V AR[~k] = 172 

E[N] = 11 y V AR[N] = ¡ 2 

lo que se quiere es determinar la media y varianza para X= el -f · · · +eN· El resultado 

se obtiene fácilmente utilizando la esperanza condicional, y a lo que se llega es que 

E[X] 

VAR[X] 

µ •11 

11. 172 + µ2. ,2 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

ahora bien para nuestro caso la ecuación Zn+i = L:f,::1 X.,; caracteriza la evolución del 

proceso de ramificación como sucesivas sumas aleatorias de variables aleatorias. Sean 

la media y la varianza de la distribución de descendientes P[Xn,j 

reproducción). 

k] = ]lk (ley de 

Sea M(n) y V(n) la media y la varianza de Zn bajo la condición inicial de que 

Za= l. Entonces por las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.8) tenemos: 

M(n + 1) 

V(n + 1) 

mM(n) 

u 2M(n) + m2\'(n) 

la condición inicial Za = 1 genera una recursividad en las ecuaciones anteriores. Como 

M(O) = 1 y V(O) = O, tenemos que .M(l) = m x 1 = m, M(2) = m x .M(l) = 
m2 y en general .M(n) = m" para n = O, 1, 2, .. ·· De aquf que la media aumenta 
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geometricame.nte si m > 1, decrece geometricamente cuando m < 1 y permanece 

constante s? m = l. 

Ahora sustituyendo M(n) dentro de V(n + 1) tenemos: 

con V(O) =O tenemos la siguiente recursividad: 

V(l) u 2 

V(2) u 2 
X m + m 2 

X V(l) = u2. X rn+.u2 
X m 2 

V(3) u 2 x m2 + m 2 xV(2f~·,,.~·XIÍ12 fu2 x m 3 + u2 x m 4 

y en general se tiene: 

V(n) u2[mn-1 + mn + ... + m2n-2 

0'2~n-l [1 + m + ... + mn-1 J 

V( ) 2 n-1 { n n =a m ~ 
1-m_ 

si m = 1 
si m :f 1 

la varianza del tamaño de la población crece geometricamente si m > 1, crece lineal

mente si m = 1 y decrece geometricamente si m < l. 

Mencionamos anteriormente que la extinción de la población ocurre cuando el ta

maño de ésta se reduce a cero. Ahora definimos 

To= min(n >O: Zn E {O}), 

como el primer tiempo n para el cual Zn = O, y es obvio entonces, que Zk = O Vk ~ n. 

Haciendo uso del análisis del primer paso podemos calcular la probabilidad de que 

la población muera a lo más en n generaciones, esta probabilidad se denotará como 

sigue: 

qn = P[T ~ n) = P[Zn =O.) (2.2.9) 

Para calcularla, supongamos que una sola partícula digamos Z0 = 1 tiene X01 = k 

descendientes, y cada uno de ellos generará otra descendencia, y si la población original 

muere a lo más en n generaciones, entonces cada una de esas k-líneas de descendientes 

debe morir a lo más en n - 1 generaciones. Ahora las k sub-poblaciones generadas por 
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n-< :3_j_j\ 1 I /\ \ ~ l-./ ~~ 

1 1 / t 1 1 \ /'\ ' 1 • -"\""• ,/ ' . , ' ·--·--;-'-/ ....... __ ....... '-...__ l / 
--.._ / 

K -suc.esivos .:5Vbpcbla.c.iotí~ 

n-------------------------"' 

Figura 2.1: El diagrama ilustra que si la poblacioIÍ original muere a lo más en n gen

eraciones, entonces las sub-poblaciones generadas por distintos descendientes iniciales 

debe toda morir en a lo más n - 1 generaciones 
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los distintos descendientes de la partícula original son independientes, y ellos tienen 

las mismas 'propiedades estadísticas de la partícula original. Por tanto la probabilidad 

de que una partícula cualquiera muera a lo más en n - 1 generaciones es qn-l, por 

definición, y la probabilidad de que las k sub-poblaciones mueran a lo más en n - 1 

generaciones [qn-d\ ya que ellas son independientes, AsÍ: 

00 

qn P[Zn =O]= L P[Zn =O; Z1 = k) = 2: P[Zn = OIZ1 = k)P[Z1 = k] 
k=O k=O 

(2.~;10) 

es claro que q0 

descendientes). 

o y q1 Po (probabilidad de que la partícula original no t1mga 

EJEMPLO 1: Supongamos que una partícula no tiene descendientes con probabili

dad p0 = ~ y tiene dos descendientes con probabilidad p2 = ~ 

entonces por la recursión anterior tenemos : 

2 

qn 2:Pk(qn_i)k = Po(qn-1)0 + P2(qn-1)2 

k=O 

~ ~( )2 - 1 + 3(q._i)
2 

4 + 4 qn-l - 4 

como q0 =O introduciéndolo en la rccursión anterior tenemos : 

q1 = .2500 q6 = .3313 

qz = .2969 q1 = .3323 

q3 ~ .3161 qs = .3328 

q4 = .3249 qg = .3331 

qs = .3292 q10 = .3332 

La función generadora de probabilidad está dada por: 

1 3 2 
f(s) = - + -s . 

4 4 
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Figura 2.2: función generadora correspondiente a la distribución p0 = 1/4 y p2 = 3/4. 

AquÍ qk = P[Zk = O] es la probabilidad de extincíon a lo más en la generación k. 

Podemos ver claramente de la figura (2.2) que las probabilidades de extinción se 

acercan por abajo a la más pequeña solución de la ecuación q = f(q). Esto de hecho 

ocurre en los casos más generales. Si q es tal que q = f(q), entonces veremos que q es 

la probabilidad de que la población se extinga en algun tiempo finito. La alternativa 

es que la población crezca indefinidamente, y esto ocurre con probabilidad 1 - q. 

Para el ejemplo que tenemos a mano; f(s) = ~ + ~s2 y la ecuación q = f(q) es una 

simple ecuación cuadrática cuya solución es: 

- 4±v'I6=12 -{ 1 
q - 6 - 1/3 

la 
0

mas pequeña solución es q = ~. la cual puede ser comparada con el aparente límite 

de la sucesión q" calculada en el ejemplo anterior. 

Puede pasar que q = 1, esto es la población seguro se extingue en algun tiempo. 

Esto se refleja en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 2: La distribución de descendientes es Po=~ y p2 = ~· 
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f(u) 

Ui•Hu1i--------~~ 

Ui•flv.'1-~~~--=-~--,~ 

Figura 2.3: función generadora correspondiente a la distribución p0 = 3/4 y p2 = 1/4. 

Resolviendo q = f(q) = ~ + ~q2 obtenemos. 

la más pequeña solución es q = l. Es lógico que esto pasara pues la probabilidad de no 

tener descendientes es más alta que la probabilidad de tener dos, pero que pasa en el 

caso extremo donde las dos probabilidades son iguales. El siguiente ejemplo mostrará 

lo que llega a pasar. 

EJEMPLO 3: La distribución de descendientes es p0 = ~y P2 = ~-

Resolviendo q = f(q) = ~ + ~q2 obtenemos 

q=2±v'4=4°=1 
2 

Ja más pequeña solución es q = l. Vemos pues que aún en el caso extremo la población 

se extingue seguramente. En general la clave es, como lo muestran las figuras (2.2) y 

(2.3), si la función generadora cruza o no Ja identidad, esto es, si J(s) = s. Dentro 
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de un momento se probará que la función f(s) es estrictamente convexa eri-[0,1], de 
• I _:. - . ·<- ·. ·-. . ,,: <;>. 

aqui que la 'gráfica de f(s) puede inlersectar a la recta de 45° en a lo más dos puntos. 

Sabemos que /(1) = 1, es decir, en el punto (1, 1) hay una intersección y tenemos-una 

de las dos raíces, como se puede observar en las figuras (2.2) y (2.3). Si m =f'(l) > 1, 

entonces la pendiente de la tangente a la curva f(s) en s = 1 excede a uno y el caso 

representado en la figura (2.2) es similar, esto nos dice que hay una solución O< q < l. 

Si m = /'(1) ::=; 1, entonces la pendiente de la recta tangente en s = 1 es menor o igual 

a uno y esta situación queda representada por la figura (2.3), en donde necesariamente 

q = l. En otras palabras la extinción es segura si la media del número de descendientes 

por individuo no excede a uno. Aquf sólo hemos dado un resultado intuitivo en base 

a las figuras (2.2) y (2.3), por lo cual más adelante formalizaremos este resultado con 

un Teorema. 

Ahora bien, como todas las propiedades de las funciones de transición Pn(i,j) están 

contenidas en Ja función generadora de probabilidad fn(s), y el estudio de teoremas 

límites que enunciaremos más adelante, también depende de esta función, es necesario 

precisar un poco más acerca de la propiedades más simples de la función generadora 

de probabilidad. Hay dos casos que se deben observar sobre la f.g. p: el primero es que 

la /( s) puede ser una función lineal si Po+ p¡ = 1, en cuyo caso, como se muestra en la 

sección de ejemplos importantes, iteradas de esta función y la probabilidad de extinción 

del proceso son facilmente calculadas. El segundo caso y el más común, es cuando f(s) 

es estrictamente convexa, esto se da si p0 + p1 < 1 como se verá en el siguiente Lema y 

aquf, tanto iteradas como la probabilidad de extinción no son triviales de calcular. 

LEMA 2.2.1 Si f(s) es la función generadora de pmbabilidad de un pmccso de Galton-

1.Yatson, y suponemos que p0 + p¡ < 1 y Pj < 1 paro toda j 2 O, entonces: 

(i) /(·) es estrictamente convexa y creciente en (O, 1]; 

{ii} /(O)= Poif(l) = l; 

(iii) Si m ::=; 1 entonces f(t) > t paro t E (O, 1); 

(iv) Si m > 1 entonces f(t) = t tiene una única raí:: en [O, 1); 

(v) Sea q la más pequeña raíz de f(t) = t paro t E [O, 1). Si m > 1, y q E [O, 1) es tal 

que f(q) = q, entonces f(t) > t paro toda t E [O,q) y f(t) < t, paro toda t E (q, 1). 

Demostración: ((48], pág. 4) 
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(i) p.d. f creciente en [O,l]: 

00 . 

f(s) = LP;si con s E [0,1) 
i=O 

si s 1 < s 2 entonces s{ < s{, p;s{ < p;s~ y esto implica:· 

00 00 

¿p;s~ < ¿p;s~ 
i=O i=O 

f(s 1 ) < f(s 2 ) por lo tanto es creciente en (O, 1]. 

p.d./ Convexa 

Sabemos que si f es derivable y f' es creciente => f es convexa 

f'(s) = f jp;sH 
j=O 

como f es derivable ya que la suma converge absolutamente, basta probar que f' es 

creciente, es decir, si s 1 < s2 entonces f'(si) $ f'(s 2 ). Asi, por el mismo argumento 

anterior, término a término f'(si) < f'(s 2) con desigualdad estricta, ya que p0 +p1 < l. 
De igual manera, esto es, utilizando el mismo argumento se demuestra que la derivada 

de la f.g.p f'(s), es creciente y convexa. (ii) p.d./(O) = p0 ; /(!) = 1 

f(s) = 2:,p;s; =Po+ p¡s + P2S
2 +···=Po+ f p;s; 

j:O j=J 

de aqu( que 

/(O)= Po+ f P;(O); =Po , /(!) = f P; =l. 
i~ ~o 

(iii) p.d Si m $ 1 entonces f(t) > t para t E [O, 1) 

Obsérvese que si m = /'(1) $ 1 entonces: 

00 

f'(s) = 2:,ip;sH < 'EiP; $ 1, s E [O, 1) 
j=O j=O 

Por lo tanto, aplicando el Teorema del Valor Medio tenemos que para toda t E [O, 1 ), 

existes E (t, 1) tal que 

/(1) - f(t) = f'(s) < l, 
1 -l 
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entonces f(l) - J(t) < 1 - t y por lo tanto t < f(t). 

(iv) p.d Si m > 1 entonces J(t) = t tiene una única raíz en (0,1) 

Si m = f'(l) > 1 entonces existe ó >O tal que f'(s) > 1 paras E (1- ó,l).ya que 

la derivada es continua. y si seguimos el procedimiento aplicado en el ·inciso atllerior 

tenemos que J(t) < t, para toda t E (1 - ó, 1). 

Por otro lado tenemos que J(O) = p0 ?. O, de aquf que t = J(t) tiene al menos tina 

solución en el intervalo abierto (O, 1 ). 

Ahora bien para probar la unicidad, supongamos que tenemos dos soluciones a la 

ecuación t = J(t), digamos s0 y t0 con O ::; s0 < t0 < 1; por el Teorema del Valor Medio 

tenemos que existe ( E (s0 , t 0 ) tal que 

J'(O = f(to) - J(so) = to - so = l, 
to-so to-so 

y también existe r¡ E (t 0 , 1) tal que 

J'(r¡) = J(l) - J(t0 ) = 1 - to= l, 
1 - to 1 - to 

por lo tanto J'(O = J'(r¡) = 1 lo cual es una contradicción, ya que J es estrictamente 

convexa por (i) y si ( < r¡ entonces J'(() < J'(r¡). 

(v) p.d Si m > 1 y q E (O, 1) es tal que J(q) = q, entonces J(t) > t para toda 

t E (O,q) y f(t) < t, para toda t E (q, 1). 

Por el Lema(2.2.1) inciso (i) vemos que la función generadora de probabilidad es es

trictamente convexa y creciente por lo cual si t E [O,q) entonces f(t) > t. Ahora si 

t E (q, 1), por el mismo argumento usado en (iv), lomando q = 1 - ó tenemos que 

J(t) <t. 
o 

LEMA 2.2.2 Sea q la más pequeña raí= de f(t) = t para t E (O, IJ. Si t E (0,q) 

entonces fn(t) l q cuando n-> oo. Si t E (q, 1) entonces fn(t) ¡ q cuando n-> oo. Si 

t = q Ó 1 entonces fn(t) = t Vn. 

Demostración: ([48], pág. 5) 

Si O :5 t < q, iterando ésta desigualdad por (i), (iii) y (v) del Lema (2.2.1) y recordando 
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que fn(s) = J.Un-1(s)), ten.emos: 

t. < . f(t) < J(q) 
. t < f(t) ~.¡;(t) < h(q) 

< f(t) < h(t) < fa(t) < fa(q) 

< J(t) < h(t) < fa(t) < · · • < fn(t) < Ín(q), 

además fn(q) = q. Para ver esto último, sabemos que fn(q) = f;,-. 1 (f(q)), y como q es 

la más pequeña raíz de f(t) = t, tenemos Ín(q) = Ín-1 (f(q)) =fn-1(q) =' fn-2(f(q)) = 

fn- 2 (q) = · · · = q V n ~ l. También por lo anterior tenemos que J~(t) l L :S q, como 

f es continua nosotros podemos tomar 

L = Ji..~fn+1(t) = J!..~f(fn(i}) = J(J!..111Jn(t)) = J(L) 

entonces L = f(L) pero como q es la más pequeña raíz en [0,1] entonces L = q. Si 

q < t < 1, argumentando similarmente se muestra que 1 > fn(t) ! L ~ q donde 

L = f(L), por lo tanto L = q por el inciso (iv) del Lema (2.2.1). La tercera parte de 

este Lema es evidente. 
o 

OBSERVACIÓN 2.2.1 La convergencia fn(t) l q paro t E [O,q) es uniforme dado 

que fn(O) :'S fn(t) :S q. 
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2.3 PROBABILIDAD DE EXTINCIÓN 

Como se mencionó en la primera sección de este capítulo 

00 

P(Z¡ =O para alguna i;::: 1] = P[LJ Z¡ =O], 
.i=l 

es llamada la probabilidad de extinción del p:roceso y dado que 

la sucesión {[Zn = O]}n~o es creciente y por lo tanto tenemos lás siguientes igualdades: 

P(Zn i: O para alguna n 2: 1] = 
P((Z1 = O)LJ(Z2 = O)LJ .. ·] 

Ji.~ P((Z1 =O) LJ(Z2 =O) LJ · · · LJ(Zn =O)] 

(2.3.1) 

pero por las ecuaciones (2.2.4) y (2.2.9) tenemos 

Ji.~ J(qn-iJ = Jim, J(f(qn-2) 

Ji.~ J(f · · · f(qo)) =Ji.~ fn(qo) =Ji.~ fn(O) 

hemos obtenido entonces que 

mostrando también que el último límite debe existir. 

TEOREMA 2.3.1 Si m = E[Zi] ~ 1, la probabilidad de extinción es q = l. Si 

m = E(Zi] > 1, entonces la probabilidad de extinción q es la única solución no negativa 

menor que 1 de la ecuación J(s) =s. 

Demostración: ([28], pág. 7) 

Sabemos que q00 = limn-oo fn(O), y por el Lema (2.2.2) fn(O) --+ q tomando t =O. De 

aqu{ que q00 = q. Si m ~ 1 por el inciso (iii) del Lema (2.2.1) tenemos que q = l. Si 
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m > 1 por el inciso (iv) del mismo Lema que q es la única solución no negativa menor 

que uno en 1'el intervalo [O, 1) de la ecuación q = J(q). 

De aquf en adelante podemos escribir q00 = q para la probabili~ad d~ extin1dcfo:na: 

pequeña raíz de la ecuación f(t) = t para t E [O, l]. 

WATSON [3] dedujo que q era raíz de la ecuación t 

noticia que si m > 1, la raíz relevante es menor que l. 

DEFINICIÓN 1 En un proceso de Ca/ton- Watson podemos distinguir tres casos: 

(i) CRÍTICO: cuando la media de reproducción es igual a uno. 

(ii) SUB-CRÍTICO: cuando la media de reproducción es menor a uno. 

(iv) SUPER-CRÍTICO: cuando la media de reproducción es mayor a uno. 

Todavía podemos decir más sobre el comportamiento de nuestro proceso con el siguiente 

Teorema: 

TEOREMA 2.3.2 Independientemente de cual sea el valor finito de la media de re

producción tenemos que: 

Ji_~P[Zn = k] =O, k = 1,2,. .. 

Mas aún Zn -> oo con probabilidad 1 - q y Zn ->O con probabilidad q. 

Este teorema dice que el proceso de Galton- Watson es inestable. La población se ex

tingue o crece indefinidamente. De hecho para el caso subcrz'tico y crítico, sabemos que 

el proceso se extingue seguramente, que es uno de los dos casos descritos en el enunci

ado del Teorema. Pero para el caso supercrílico lo que tenemos es una probabilidad de 

extinción menor que uno, y por el enunciado del Teorema vemos que esta probabilidad 

de extinción q, es muy cercana a cero o muy cercana a uno, ya que la población a la 

larga nunca se encontrara con un número fijo o estable de individuos mayor que cero, 

es decir es una cadena de Markov con un sólo estado absorbente. 

Demostración: ((28], pág 8) 

Primero mostraremos que cada uno de los estados k = 1, 2, ···es transitorio¡ esto es, si 

nosotros tomamos Rk = P[Zn+; = k, p.a j;::: llZn = k] entonces Rk < l. Ya que por 
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lo visto en el Capítulo ( 1) si un estado es transil.u:io, la probabilidad 

encontremos a la cadena en este estado es cero. Y si I''"" 1.vuu .• , .. ,,uu, ... ~ •• ~ .... v~ 

si p0 = O, entonces 

Rk P[Zn+; = k, p.a j ?!: 

P[Zn+I = klZn = k) 

dado que Po = O 

P(Zn+I = klZn = k) 

P(Zn+t = kiZ,; = k) 

P(k,k) = p~ <l. 

Si Po > O sabemos que: 

P[Zn+i # k,j ?!: llZn = k) ?!: P[Z.+; = O,j ?!: llZn = k) 

P[Z,+I = OIZn = k) 

P(l:.O) 

donde en el segundo paso se uso el hecho de que 

{Zn+l = OIZn = k} e {Zn+2 = OIZn = k} e {Zn+J = OIZn = k} e .... 

Entonces 

Rk P[Zn+; = k, p.a j ?!: llZn =l.:) 

1 - P[Zn+j f k. j ?!'. J IZn = k) 

:5 1-p~<l 

de aqnf que k = 1,2,··· son estados transitorios. Dado que {Zn} es una cadena de 

markov, por lo obtenido en el capítulo 1, tenemo; que: 

Ji_~ P[Zn = k) = O. 

Y como sabemos que q = P[Zn--+ O] por la ecuación y Teorema (2.3.1) la prueba queda 

concluida. 
o 
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Este comportamiento inestable descrito por éste último Teorema es diferente al compor

tamiento en poblaciones biológicas, las cuales tienden a alcanzar un estado de balance 

con su medio ambiente. Sin embargo el proceso de Galton-Watson se ha usado para 

representar tempranos estados en el desarrollo familiar, antes de que el ambiente esté 

saturado. 
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2.4 EJEMPLOS IMPORTANTES 

Algunas funciones generadoras de probabilidad son fáciles de iterar, el siguiente 

ejemplo nos muestra uno de estos casos. Cabe señalar que la función generadora de 

probabilidad J(s) que presentamos a continuación no es estrictamente convexa ya que 

no se cumple el supuesto de que p0 + p1 < l. 

Ejemplo 1: Sea f( s) = q+ ps, donde O < p < 1 y p+q = 1. El proceso de ramificación 

asociado es un proceso de muerte pura. Dentro de cada período cada individuo muere 

con probabilidad q y sobrevive con probabilidad p. Las iteradas fn(s) en este caso 

son completamente determinadas como sigue: fi(s) = q + p(q + ps) = 1 - p2 + p2 s 

e iterando, obtenemos fn(s) = 1 - p" + p"s. Si nosotros seguimos la ecuación de la 

f.g.p para la n-ésima generación dado que se tiene una población inicial de tamaño k, 

tenemos: [fn(s)Jk = [! - p" + p"s]k. La distribución del tiempo T de extinción puede 

ser determinada de la f.g.p como sigue: 

ya que 

P[T = nlZo = k) P[Zn = OJZo = k] - P[Zn-1 = OIZo = k) 

Un(O)jk - Un-1(0W 

(1 - p")k - (1 - p"-l)k 

P[T = n] = P[T $ n] - P[T $ n -1]. 

La probabilidad de extinción q = limn-oo fn(O) = l. 

Ejemplo 2: Distribución de descendientes geométrica 

(2.4.1) 

Consideremos un proceso de ramificación cuyos descendientes siguen una distribución 

geométrica modificada definida por 

Pk = bck-I para k = 1, 2, · · · (2.4.2) 

y Po= l-í:~1 Pk> donde b,c >O y b+c $l. Cuando b = c(l-c), esta es la distribución 

geométrica usual Pk = ck(l - e), para k = O, 1, 2, · · ·· Cuando b=(l-c), entonces esta 

es la distribución geométrica con p0 = O y Pk = ck- 1(1 - e), para k = 1,2, · · ·· Es 

posible determinar explícitamente un número de cantidades relevantes para un proceso 

de ramificación, utilizando una distribución de descendientes geométrica generalizada. 

29 



Primero, 

la correspondiente f.g. p es: 

f(s) = 1 _ _ b_ + bs f:(cs)k-1 = 1- (b+ e)+ bs·'· ::~(1-- b ~e)+ s(c2 + b- e) 
1-c k=I l,-c< .. 1::-:~ .. <J;Jl-'c)+s(c2-c) 

la media /'(1) = b/(1 - c) 2 • 

Notemos que f(s) tiene la forma de una transformación li~eal fracciona): 

f(s) =a+ (3s 
'Y+ ós 

Es importante recalcar las propiedades de una transformación lineal fracciona): 

(2.4.3) 

(i) Las iteradas de una transformación lineal fracciona) son de nuevo transformaciones 

lineales fraccionales, para /(s) definida por (2.4.3), simple álgebra da: 

f(f(s)) = o("f + (3) + (oó + {3
2
)s 

_ oó + "(2 + ó('Y + (3)s 
(2.4.4) 

(ii) Siempre existen dos soluciones finitas (posiblemente idénticas) para la ecuación 

f(s) =s. Las soluciones son llamadas puntos fijos de/. Si /(s) es una f.g.p, entonces 

s 1 = 1 es uno de los puntos fijos y nosotros podríamos ver que otro punto fijo s0 es 

menor que uno, igual a uno, o mayor que uno, de acuerdo a si /'(1) es mayor que, igual 
o menor que uno. 

Para la f.g.p dada en (2.4.3), se puede verificar por álgebra directa que el segundo 

punto para e > O y e+ b < 1 es: 

I-b-c 
sa=---

c(I - e) 

{iii) Para cualquiera dos puntos s¡, i =O, 1, es fácil ver que 

f(s) - f(s;) ·rf3- aó 
s-s¡ ('Y+ós)('Y+ós¡) 

de aquf que 

(2.4.5) 
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si nosotros ahpra tomamos s0 y s1 los dos puntos fijos distintos de f (-) y escribimos 

w = f(s), tbemos: 

(2.4.6) 

donde k puede ser calculada de (2.4.5). 

Usando (2.4.6) nosotros facilmente obtenemos las iteradas fn(s) = Wn de /(s): 

W2 - So= k W¡ - So = k(k s - So) 
W2 - S¡ W¡ - S¡ S """'.'" S¡ 

y en general 

Wn-So =k"(S-So) 
Wn - S¡ S - S¡ 

(2.4.7) 

para la f.g.p de una distribución geométrica dada por (2.4.4), notando que los puntos 

fijos son s0 = (1 - b - c)/(1 - c)c y s1 = 1 obtenemos: 

k = (1 - c)2 = _!_ 
b m 

donde m es la media de una distrib1,1ción geométrica. Para m # 1 los dos puntos fijos 

s0 y 1 son diferentes¡ de aquí que, resolviendo para Wn en (2.4. 7) tenemos 

s0 - (--'ñ )[(s - so)/(s - l)] 
Wn = 1-(].)[(s- so)/(s-1)]' m # 1 

la cual puede ser escrita en la forma: 

fn(s) = l - m"(~) + m"[(l - so)/(m" - s0 )]2s 
m" - so 1 - [(m" - l)/(m" - s0 )]s 

(2.4.8) 

entonces las probabiliclades de extinción de la n-ésima generación son: 

n 1 - So 
P[Z. =O]= /.(O)= 1 -m (--) 

m"' - s0 

note que esta expresión converge a s0 cuando n --+ oo si m > 1 y a 1 si m < l. 

La próbabilidad de que en la n-ésima generación la población tenga un tamaño, i.e 

P[Zn = k], k = 1, 2, · · · puede ser calculada por simple expansión en serie de potencias 
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de (2.4.8). Po.demos calcular también la probabilidad de que el tiempo de extinción T 

sea menor Ó igual a n, como sigue: 

P(T :5 n} 

p[T =n] 

P[Zn =O] =fn(O) •• 

en el caso m # 1, tenemos: 

P[T = n] = 1 - m:(~n-:t){~i~·~1;1 t~!_7:;~0:0 ) · 
~n?\F(;~~~~~~i~;18~;=o)~?~~~; ~l;~,·' .' 

.· ~---·-~·,;:,_;_ .. ;[.,'"/~~ ,,'. ~--

si m = 1, entonces b = (1 :-:-c)2 y la~cÚ¡;cióilJ(~) =''.Siié;;:é tií:í~r~íz.dobie s = 1 y no 

hay otra raíz. De hecho' · · ·.~.·.( •. < .. , . >· · '.;~·. · 

entonces 

y por inducción 

!(;) ~c}(113~~Lf,c;--I~t1)S 

h(s) ¡(/(s)) 

e - (2c - l)((c-{2c-l)•lj 
(1-cs) 

i _ ¡cc-{2c-l)•)¡ 
e (1-cs) 

2c - (3c - l)s 
l+c-2es 

fn(s) = ne[(n + l)e - l]s 
1 + ( n - 1 )e - nes 

en el caso m=l nosotros tenemos las probabilidades de extinción como sigue: 

P[Zn =O]= /n(O) = ne para n = 1, 2, · · · 
1 + (n - l)e 

y el tiempo de extinción T tiene una distribución 

P[T=n] /.;(O) - fn-1'0) 

ne (n - l)e 
l+(n-l)e l+(n-2)e 

e(l - e) 
[l + (n - l)e][l + (n - 2)e] 
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Ejemplo 3: El. más importante proceso de ramificación dentro de la biología son aquellos 

de descendéncia binaria. En.particular un proceso de Galton-Watson es binario si la 

donde 

. si k es impar 

, T-
y = L Xn,i la suma. de j v .a..i.i.d 

i=l 

con probabilidad p 
C?n probabilidad 1 - p 

y ahora tomemos Y'= L.Í=t x;' 

con probabilidad p 
con probabilidad 1 - p 

la. cual resulta ser una v.a 13ernoulli, de aquf que: 

=k] 

P[l' = k] = P[l'' = k/2] = ( k~2 ) l'2(1 - ¡i)i-k/7 si k es par 

ya. que la }" es una suma de j v .a Bernoulli con parámetro p y su distribución corre-

sro.ndc a una v.11 Binomial (j,¡1). :' .. ;e 

Por la ecuación (1.1.10) en el Capítulo 1, tenemos: 

de aquf que 

33 



f P[Zo = i,Z1 '= 21:1, Z2 = 2A·2 .. '. · ,Z,.= :a.,,] 
i=I . . 

(2.4.9) 
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2.5 TEOREMAS LÍMITES 

Darlo que Z,, = i. el proceso {Z,,H; /;=O. J.···} e·~ la suma dn i i11dcpc11dic11t.c.>s 

copias de los procesos { Z0 = 1, Z1, Z2 , • • ·). Usando la propiedad el~ l\larkov tenemos: 

Sea 

entonce:; 

H(i.;) 

Y de aqufque:'' 

E[Zn+k\Zn = in~ Zn-t = i'?-.-t' · · ·, ~1·'= i1~·,zu ,~ io] 

= E(Zn+k\Zn = i;.)= i~E(Z¡\Zo"." 1) = i.mk. 

E(11'7l+k\ll'n ='in]~ m~+k E (Zn+k/(Znfm") = i,.] 

"1:~+kE(Zn+k\Z~ = Ín~n] = in:::.n:t ;; in• 

' ' 

(2.5.1) 

(2.5.2) 

. (2.5.3) 

Es decir el proceso es una martingala. Lo cual nos llevá:~. enUni:iar el siguiente 

Teorema: 

TEOREMA 2.5.1 Si O< m < oo, Wn = z.m-n, y :Fn es ldu-::álgcbi·a genernda por 

Z0 , Zi, Z2, · · ·, Zn, en Ion ces la sucesión {H'n; :Fni n = o,·1, 2,'•' ·}'e.< una martingala, 

además como H1n ~ O, e:ristc una v.a. IV tal que 

lim H1n = IV c.s 
n-oo 

(2.5.4) 

Demostración: ((48], pág. 9) 

La prueba es clara por (2.5.3) y el hecho ele que cualquier martingala no negativa 

converge con probabilidad 1. 
o 

De la definición de ll"n y (2.5.4) observamos que Z,,(tc) crece como 111"1\'(w), esto es el 

análogo estocástico de lo que se llama Ley l\laltusiana del crecimiento geométrico ele 

poblaciones. Aunque el teorema anterior da un claro resultado con sólo una hipotesis 
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muy Ml1il; esto 110 ,,,,11111.1• s~tisf11<;t.orio e~1 el s~ntidi> drquc 110 estamos cliciPndo 11acla 

acerca ck• li! 1·.a.dl1• Es.claro por el •1cor;~-ma ele• F~toti <11;~ , 

é· Ni·ar! ·· . b¡11ik ü;;; Mr i¡1r,;1~ i[znt ,. 
pero ésfa nci eliilii;1a la\~~sibiliJ1c1':fa J:~ \¡/~ O, en c11yo c~so el teorema ria dice 

nadaC~~~pt~qÜ~ 1h~ es ~·nfa~tor ele r10rmalizaci6i1 muy gra11cle, De hecho, si 111 ::; 1 

sabemb~ q1Íecon, probabiÍiclad 1 Zn = O para una n sufici~~temente grande y de aquf 

que .\Fes d~sde luego degenerada en O. Este teorema realmente adquiere significancii! 

en el caso supercrítico 111 > 1, incluso en este caso puede pasar que P(\V = Ó) ,;,, l. 

Sin embargo, si a 2 < oo entonces nosotros podemos afirmar que IV es no degenerada. 

Asi tenemos las siguic11tes caracterizaciones. 

2.5.1 CASO SUBCRÍTICO 

Cuando 111 < 1 la probabilidad de que el proceso se extinga es 1. Por lo cual, 

para describir un comportamiento asintótico no trivial en esos casos Kolmogorov[36] y 

Yaglom[37] propusiero11 un mecanismo de condicionamiento, Zn dacio el evento {Zn > 
O}. El principal resultado clP esta sección es el Teorema (2.5.1.2). el cual menciona que 

cuando 111 < 1 la distribución de {ZnlZn >O} converg<' a una distribución propia. 

Este resultado fue probado primero por 'Yaglom[37J bajo restricciones de momentos. 

La prueba fue simplificada y las suposiciones ele momentos fueron remo1·idas por Joffe, 

Senela y Vere-.]ones[38]. 

Dado que la f.g.p es derivable podemos aplicar la expansión en serie de Taylor 

alrededor de uno y obtener un residuo el cual jugará un papel crucial en el análisis del 

caso subcrítico. Ln expansión en serie de Taylor para una función f(;r). está dada por 

donde 

R ( ) 
_ J"(c)(;r - :ro)". ( ) 

n ;r - n ! ' e E x, Io • 

entonces 

f(s) f(l) + ~f(J)(s-1) + R2 
· ds 
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= l -m(l -.,)+r·(s)(l -8) 

para alguna función r· tal que lim, 11 r(.•) =O. 

r( q l :i; ;~{;'I0 ~;?; ' #; q < 1, .. 

r(l'._:.:) O, .y ' :?'. \:··:·\·-
r'(s) .;§ o;· o~:!; s'< L 

de aqui que r: [O, 1) H [O, m],de~r~ciJil}"t • 
... ·\ .. ·,• -·· 

LEMA 2.5.1.1 Para cua/q~j~rj;o~li·:~_I, 
_ .... "_'._ ·~;s.:.: 

t~u~~r.s~r·i~:~·TINk1oú ~ oo 
k= 1 ,,,,,,,:, -<! k=.1 

·-~f:: ,.~:.·:,_·, ·,,.' !_ •• 

- -_·. . . ': ';·:·.· . -. - __ , .. ·. - '' ~-. -.. -. -~ . _,_ ... - ·.- .. :• 
Ja demostración de esle.J~ina:,5e~áomitldá:vet.([39], piÍg. 27 ). 

Si reemplazamos ~p~~:./k(s)::·~~·Ii~~~l~¿ión'(;.5'.ii1J}obtenemos 
f(fk(s)) 

Ík+1(s) 

1 - Ík+1(s) 
1 - fk(s) 

1 - m(l - fk{s)) +ro fk(s)(I - fk(s)) 

1 + [! - Jk(s)](r o fk(s) - m) 

{l r·ofk(s)} 
m ----

111 

y el producto de esas ecuaciones para O :5 k < n es 

(! - f(s))(l - f2(s)) · · · (! - fn(s)) = m" TI {l _ r· o fk(s)} 
(1 - s)(I - J(s)) .. · (1 - fn- 1 (s)) k=O m 

por lo tanto 

---=111 1- ---1 - f,,(s) n ·rr•-I ( ro fd-<)) 
1-s ~o 111 

(:!.T>.l. 1) 

(2.5.1. 2) 

(2.5.1.3) 

dado que O :5 1'/111 :5 1, m-"{1- f,,(s)} /( 1 -s) decrece a algun límite .p(-') ;::: O cuando 

n --> =· En particular 

P[Z,, >O) = 1 - fn(O) ~ m".p(O). (2.5.1.4) 
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- -, ___ - _-

ya que so~;~~···:::; 1 yf'(s) 

y con so = Po (siendo positiva en el caso subcrítico) obtenemos; escribiendo a = 
/'(po) >O, 

(2.5.1.i) 

donde b = min{a,(1 - p0 )}. De la ecuación (2.5.1.7), el Lema anterior y el hecho de 

que 1· es una función decreciente tenemos que 

y lo siguiente ha sido probado ([39], pág 29): 

TEOREMA 2.5.1.1 En el caso subcrítico, 

r -n P[Z O] { O si L. l'k~· log k = = 
n!.!~. 711 n > = <p(O) >O eo otro caso 

o Pu = 1 
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TEOREMA 2.5.1.2 E11 rl ca.<o 1i11brrítlcii (éol1)i0 < 1) 

existe ¡mm k· E N, 

·oo 

- lf 'T'(O) < oo ~ °L;Pkk log k < oo 
k=I 

Demostración: ([39], pág: 29) •· 

Sea Yn(s) laf.g.p de Zn dado el evento Zn >O, entonces 

Yn(s) = E[sz•JZn >O]= f P[Zn = kJZn > O].l 
k=I 

f: P[Zn = k;Zn >O] k 

k=I P[Zn > O] ·' 

f: P[Zn = k] sk 

k=I P[Zn >O] 

1 00 

P[Z O] L P[Zn = k·]sk 
n > k=I 

fn(s) - /.(O) = l _ 1 - fn(s) 
1 - Ín(O} 1 - Ín(O) 

(2.5.1. 8) 

n-1 

1-(1-s) Il{l-rofk(s)/m}{l -rofk(O)/m}-1
• 

k=O 

Obsérvese que fk(s) 2: fk(O) y r no se incrementa, los términos en el producto son 

mayores que uno. Como g,,(s) está acotada por abajo por cero y de la última igualdad 

tenemos que esta función decrece, tenemos pues que g,,(.•) ronverge. digamos a una 

función g, i.e g,, ! g. Y dado que el límite de g.,(s) parn cada s E JO, l] existe. 
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<'I Tcorcnrn el<• rn11t.i1111idad ([50], p1íg. 28!J) clicC'o <¡11() esta es co11cliciú11 n<'C<'saria y 

suficicnt e para qn<' cxist a 

el caso su bcrít.ico, se tiene 

Además, de la ecuación 

mk 1 
lim =--, 
k-oo (1 - fk(O)) ip(O) 

y 

1 - Ín+I 1 - f O fn(O) 
YnDf=l-1-fn+i(O). f-fn(O) --tl-(J-g)m. 

o 
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2.5.2 CASO CRÍTICO 

El caso m=I e~ cu un sentido el más int.cresa11tC'. El, Teorema (:2.;l.l) dice que 

Zn -:+ O con probabilidad l. Y también sabemos quc,ellí1nilc de¡irobabilicladcs 11; 

de la sucesión de distribuciones condicionales de {Z.IZ.; >,'Ó}son cero); de aquíque 

este proceso diverge a infinito. Podremos ver más addantc'~uC:llna norlllalizació11 es 

necesaria para que el proceso condicionado converj~ a un,límil~-nodcgenerado. El 

proceso modificado podrá entonces converger a una, ley límlle :tl~i\;~rsal, {la ~ual será 

d~ lamisma forma para todas la funciones generado;asae probabilidad). 

Nu~stro acercamiento dependerá deun muy cuidados6 análisis cle!'co1nportamienlo 

asintótico de fn(t); Vimos también en la s~cci~n (~)·d~,~stecapítul~ que J.(f) i L y 

ahora necesitamos conocer la razón de:converg~ncia. J::Í siguiente lemma será básico 

para este estudio: 

LEMA 2.5.2.1 Su¡1onga 111 = 1 y'cr2 < oo;: E11to11dés 

1 {, 1 1 }' aÍ 
lim - --- =-

n-oo n J - J.(.•) ] - S, ',, ~ 

1miformcmc11tc c11 O :5 s < l. 

Demostración: ([39], pág. 24) 

Sea O :5 s < 1. Vimos que la f.g.p la podemos expresar como una expansión en serie 

de Taylor como sigue: 

ya que 

f(s) = f(l)+df(J)(s-l)+d
2
f(l)(s-l)

2
+R

3
(s), 

ds ds 2 2 - · 

f(s) 

d2 f(s) 
~l·=l 

d2J(l)(s-1)2 ,, 
1 + m(s - 1) + --;¡;2--

2
- + R3(s) 

771=1 

00 

I:k(k-1)/lk 
k=O 

E[Zl] - E[Zi] = E[Zf] - 1 = \!ar[Zi] = a 2 
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esto tiltimo porque• si 111=1, 111 =- E(Zi] = (E[í',i])2. lk aq11fq11!• 

- -- _- -- -___ - -- ,,:•(,¡, .: 1¡2 --•. 
J(s) ·-•;,,_ .1 +(s -l)t •?> +Ha(·') 

. *ªj'.i'f ;:~~¡)(~~;~· ~ . 
. ;i".fii~;~J{I!~~ 

, .. ~ '¡-•;:;:.~';:,'·, , .. " . 

. -~ ~.\~'.,2.j~j~~t~_1(~~-;);fi(:t-
para alguna funcióÍI ~tal C!'!c!i~~rr~a)·;;o, ' 

·-" .'··. ·, "J_'.- '· < i:'·~ 

-- 1 -·1J(s)-:_i·~:~ 1~·.;;~=~((~)~{'_s) 
-· ~(! ::..:~) 2 + r(.•)(1 -s)2 

W- f(s))(l - s) 

1- s {"2 } 
1 - J(s) 2 + r(s) 

sumando y restando u 2 /2 tenemos 

.,2 .,2 1 - s { .,2 } 
2- 2+1-f(s) 2 +r(s) 

.,2 + .,2 [~ -1) +T''(s) 
2 2 1-f(s) 

.,2 .,2 [J(s) - s] '( ) 
2 + 2 1 - f(s) +r 8 

-----..--.. 
r"(.!1) 

esta última igualdad del hecho de que lim, 11 T'
11 (s) =O como veremos a continuación: 

lim f(s)- s 
•TI 1-f(.•) 

L'llóJ;ITAL lim J'(s)- l 
•ll - f'(s) 

f'(l) - 1 =O ya que J'(l) = 111 = 1. 
-f'(l) -
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y definimos p(.•) = r;'(.~) -\-r1(s) la·c;iai S<' va a cc•ro rnn11do ·' T 1. 

Iterando cst.o,,t.cpclnos: 

~ü+~ri~,l¿l~u~;", .·.· .... · 1 1 

rt'{F;_ÚJn;:t(~}if• 'j~~f~'i:1(s)}t{1 c.. fn:.i(s) "7 1 - s} 
. • . '« ·.' '•' .t.:::..•:»·; , ' ,,-~,,- .• _,, .. • - - ' ·- , . • 

lomando 

·. {···1··•·1}"''.;.2 

hm --- =-
n- n. 1 - fn(s) 1 - s . 2 

ya que fn(O) ~ fn(s) :<; 1 y fn{O) j 1 la convergencia fn .¿ 1 :es uniforme y como p 

tiende a cero, la prueba queda concluida. 

TEOREMA 2.5.2.l Si rn = 1 y u 2 <oc, cnlo11ccs 

(i) J_0,111P[Zn >O] = 2/u2
; 

(ii) lim E [z" IZn >o] = u2 /2; 
n-oo n 

(iii) lim P [z" ~ uJZn >o] = 1 - e?", u?: O 
n-oo 71 

Demostración: ((39], pág. 25) 

(i) 

nP[Zn >O] 11{1 - fn(O)} 

{.!.( 1 -1)+.!..}-1-1 :! 
ll 1 - fn(O) n u 2 
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(ii) 

[z .. 1 r ] E -:;;- Z., >O ¡,·[z.,] {l - .f.,(OW 1 

'" ·11 

ya que 

ll 

en la sección 

+ -1 -+ 1- - - + -1 (u2) (u2 1)-t 
n(l-exp(';;"))} 2 2 u (l + uu2/2) 

donde 1/(1 +uu2 /2) es la función generadora de momentos o la transformada de Laplace 

de una distribución exponencial con parámetro .X= 2/u2 • Luego entonces el Teorema 

de Continuidad, dice que si una sucesi 'on de funciones generadoras de momentos 

converge a una función generadora de momentos, entonces la sucesión de funciones 

de distribución, convergen a la función de distribución caracterizada por la función 

generadora límite. De aquf que (iii) se cumple. 

o 

2.5.3 CASO SUPERCRÍTICO 

Sea 111
., = m-n Z.,. Por el Teorema (2.5.1) sabemos que existe una '"ª· 11' tal que 

.,li.!~. 11'., = IF C.8, 
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~' . . . ' .. : _- - .- - --, . --. --- . -

pero si m :5.1 I~ cxti11ciÓ11 es segura, de aé¡uf,é¡ue no tiene/sentido estudiar I~ v.a. IV., 

pues su limite es una ":ª· dcgcn~rad1f. ~~ a~f pÚa ~l rnsb supercríti~o. dadoqut• la 

extinción ll(l. es s6g1ira;')í.\Jr ,Í,~óla.:.h~(~ig~jc¡1),t~;(f,«;,p,;s,n'a sg;~ c~unc,iadc¡;. 
'\:,;'._· :Ei~ .'. ,·::_,- ·. ", '-'-,·· . ··.· ' :' ;'·, ·" ~~- -. 

~¡1~:.~::[(~i!·i;~ff{l~[f }.~~2;'~¿5·;~'z:·.~·'¡;·. c;1lón.tcs:··.· 

~_:,. :-·.;:<·<~ :, .(:,~):_ .¡!'"> ,';; 
(ii) E(\\')= 1 yVa~(W) = mi-1" .. 

(iii) P(\I' =O)= q:: P(Z,; =O p.a, 11) 

Demostración: ([48), pág 9) 

(i) 

E(W.;1) 

y 

pero 

entonces 

E[(W.,+k - W .. )2
] 

1 . 2 
m2nE(Z.,) 

_!_
2 

[Var(Z .. ) + (E(Z .. ))2 ] 
m" 

E[E[IV .. +kW .. IW .. ]] 

E[W .. E[Wn+klW.,]] = E[W.:J 

E[W,;+d - E[ll',;] 

se sigue que \F., converge en la media cuadrática a una \'.a H'. ya que en la igualdad 

anterior probamos que { 1 V .. } es una sucesión de Cauchy, en donde para un número /; 
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' ' ' 

e~ t.n1;-, pP<-l~~c1 .. u1-co1110 H<' <p_ii<·i-·a. Y_p.or ~·1 

y 

y por teoría est.andar de martingalas se sigue qué' ' 

a2 
\lar(H-') = --

m2 - m 

o 

o 

(iii) Si r = P(lV = O) entonces E(IV) = 1 implica r < !, además, por análisis del 

primer paso, vemos que r debe satisfacer: 

r = L:P(ll' = OIZ1 = k)P(Z1 = ~·) 
k 

LP(Wn-+ OIZ1 = k)P(Zi = k) 
k 

Ll'dP(H'n ..... o)]" 
k 

Ll'k[P(H' =O)]" 
k 

f(r) 

por lo tanto r = f(r) y de aquf que r debe de ser igual a q. 
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2.6 LA PROGENIE TOTAL 

Est inrndores para la nl<'elia d<' rcproeluccióu y la prohahilielad el<• c•xti11ció1,1, asi como 

propiedades asintóticas ele estos, que seráu t.rntaclas eu el sig~1ie1üc .. capítÍ1lo;' estau 

y 

sigue: 

sf o hn(s). 

ahora bien, sea 

1'k = P[Yoo = J..·] k = 1, 2, · · · 

se sigue que h"'.(8) = E[s"~]. Es claro que si m ::; 1 Zn -+O con probabilidad uno, 

lo cual implica que} :X. < oo y por lo tanto h""(s) es finita. Para el caso supercrítico 

( m > 1 ). sabernos que Z,. -+ O con probabilidad q por lo cual } ;,, podría 110 ser finita, 

pero hx es siempre finita como se puede observar a conti11uació11: Sea O ::; s ::; 1, 

entonces 

hoc.(8) =E v~]::; f -'"1{ :S tl'k < 1 
k=O k=O 
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de aqüi que 

(2.G.2) 

:\hora veremos que h00 (sf es);olu~ión¡úuic'a a c:sta ecuación. Si !I <» algu11a fu11ció11 

entre cero y-~~no ~ue'reslll!lve(2.Ci'.~)- );_;g(s).> k~(s); .m~lo11ces por el T\·.M. ·tenemos 
que exist~ (~ (h;,,(,•).~(~)·) tal q~~: .. .. .. ': ..... · 

lh;o(s)'- g(s)I •·· •.•• lsfohoo(sf~_;s/og(s)!.··••···._ .•. _ .•. 

s lf(Í1~(s)) ;J(g(s))i = ;f'(O lhoo(s) - g(-<)I 

~ · sm lhoo(~) --~(~)f,. 

entonces ' . . . 

- lhoo(s) -::g(s)I ::;sm.IÍ1oo(s)-:: g(s)i, 

y como 1ns,;<. I par~•O $ s:< rnf1 ~~te; implica~ü_é¡hoo(,s)- g(s)I< lh;;(s) - g(s)i, 

lo cual es unacontradicción. Por l~tanfo; /i:(s)·='g(s)-~ara O$ s < m-1 ; asf la 

ecua.ción (2.6.2) sólo puede teneÍ'. unasoltició!I s~bre CJ intervalo (o, 1 ). 

En el caso m $ 1, sea el mapeo s 17 ;¡ f(s), obteriiendo la.derivada de Ja función, 

esto es 

cl[s/ f(s)] _ f(s)-' sf'(s) > f(s) - s 
0 cls - [f(s)]2 - · [f(s)]2 > ' 

ya que m = f'(I) $ 1 y J es creciente. Lo cual no dice que el mapeo es estrictamente 

creciente. Además se observa que es la inversa de /i 00 (s) esto es: 

/(lioo(s)) = hoo(s) = JUioo(s)) =s. 
f(hoo(s)) f(hoo(s) 

En el caso supercrítico con q > O consideremos un nuevo proceso con función gene

radora de reproducción g(s) = f(qs)/q, esto es: 

g(s) = f(qs) 
q 

t (qs)kPk 

k=O q 

"" 2:: (l- 1 pk)sk 
k:-0 
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""' ¿q'-'p• 
k=O 

1 .·. . q 
. = . - f(q) '= - '= L 
. q . ·.·.·.• q .. 

,:., ··.· .. 

Dado que g'( 1) = J'(q) < 1 este procesó e~'s~b~;ític6. ben olemos la.función generadora 

qh debe de satisfacer la (2.6.2)y acll'.níás lí~es.:•f.multij)Iiradapórla i~versa de qs/ f (qs ). 

___ ·-·"-" _ <;{,·~ér·-- · 
- c~~~~[~~tr;~~[Zd 

L 111 k = --¡-:-;;;- s1 111 . .,. 
n ·{ .1-".'n+J . • ~ l 

k=O 11 + 1 si 111 = J 

y también se verifica que 

\' [YJ-{a2{(1-1112"+ 1)/(J-m)-(2n+l)m"}/(1-m) sim#l 
ar n - (2n+t)(n+l)nff2 si n1 = 1 

6 

Para resultados significativos de esta sección usaremos una simple consecuencia del 

Teorema de Bailo! ([:19], pág. 40): Sea X¡, X 2 , • • • v.a.i.i.d enteras 110 negativas y sea 

sk su suma parcial 

k 

sk = ¿xj 
j=1 

entonces. si E[Xi] < 1 

P[S• < ~· Vk] = 1 - E[Xi] (2.6.3) 
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TEOREMA 2.6;1 Sen l~k = l'[Z,.~ 1 = ¡.:¡z/=)]. J'J11l0111·1s /'[l~ = /.·] = tJ'k,k-1 

k EN. Mrí" grnu·a/mrnlc,siz0 :;,;j ¿N; tutr;/1~i.< 

. P[FQ> = /.·] d (f)~;2.kij' k~i· 
Demostracion: ([39), pág. 40) 

Para O :::; s :::; 1 sea X 1 , .\'2 , .. • v.a independie~li!s t6,n .{¡1k} y sean 

X 1 (s), X 2 (.-), • • • v.a independientes con 

(2.6.4) 

y 

j=O. 

'f:.fa;sitf¡¡(~) ,;,·J(st)/ J(s) (2.6. 5) 
:;-t: ,--,-,, 

Definimos las sumas parciales Sn(s)L='i=J21X;(s), S. = LÍ=t X,, y So(s) = O. 

Suponga que comenzamos con m.:::; 1 ~ntC:mccs··· 

E[X(s)] = f;kP[X(s}=kJ=f:kpksk/f(s) 
· k=O k=O 

1 00 k s 00 k-1 
-f( ) L l.·pks = -J( ) L kpks 

S k=O S k=D 

sf'(s) [ 
J(s) < 1. paras E 0.1 ). (2.6. 6) 

ya que s:::; J(s). lo que implica que s/f(s) ::; 1 y como f'(s) < J'( l) ::=; 1 paras E [O, 1) 

tenemos que sf'(s)/f(s) < 1, y 

E[X(l)] = j'i;)) = .f'(l) = 111, 
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n, 

pero 

= 
1 = l:P[Sn(s)=n-

n=k 

= L P[S .. +;(s) < 11 - /; 
n=k 

= [ n~ ] E P Sn(s) + i=~I X;(s) < 71 - k + j Vj E NJSn(s) = 11 - k P[Sn(s) = 11 - kJ 

oo [ n+i ] E P 11 - k + i=~I X;(s) < 11 - k + j Vj EN P[Sn(s) = 11 - kJ 

"' [ n+J ] E P i=~I X;(s) < j Vj EN P[Sn(s) = 11 - k] 

E P [~X,(s) < j Vj EN] P[Sn(s) = 11 - kJ 

OC• 

P[S;(s) < j, Vj EN) L P[Sn(-•) = 11 - k] 
n=k 
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(2.íi. i) 
' ' . - ' 

~ªª:~,~~: ~cua~ió.11~'se~1,ti~fe :~t (i~{¡·~},)' ~~.~~~1;~~i. c¡uc la f.g:p d(, la ''·ª s;, (.,) esta 

~:L;:'. --~~~~ 
Fs.1.¡(t) ·.··• E[t~·<>;í¡~:e¡1f~.<:>f}+A' .• i•>] •·.·. 

;(¿[txcy>Jl~?t(~((:r)~········ 
;,':· '-".· 

------~,.·~--~---::..>· <-·:_ ,_ .-~r <·. . . 
E[st5"]/(J(~))Y'= LP[Sn =" l.·].hk /[f(s)]" 

. . . ':j. k=O 

~ P[Sn =.k]s\k 
- t'o [J(s)]n .. ' ... 
···•· .. ~.~·:, .. 

donde A = P[Sn ( s) = k] = P[Sn = k]si/¡j(~]¡• para /.· e= O, l., · · '.' 

Ahora sea 11 = h~l(s} ~;¡J(~)~~í()~·~~~~." 

sf'(s) _ h,,¡,(11)f'(h=(ii)) Ec:(!,6.2)!'(. / (. )) 
--- - l 00 U U 
J(s) . . j(h 00 (u)) 

y diferenciando (2.6.2) en 11 tenemos: 

Jo h00 (11) + 11J'(h 00(u))h;,,(11) 

o 

l sf'(s) f(s) f(hoo(11)) Ec.(2.6.2) lroo(ll) 
- f(s) = lr;_,(11) = h;,,(u) = uh~(u)' 

Sustituyendo u= s/ J(s) y s = '1 00 (11) dentro de (2.6.6) tenemos: 

y esto implica 

'100(11) ~ [ l "[ ¡-k 1=-1, ( )¿_PS,.=n-ku hoc.(11) , 
U loo U n=I.· 

llh'.x,(11)[/i 00(11)Jk 
hoo(u) 

00 

L P[S,. = 11 - k]lln 
n=k 

52 

(2.6.S) 



[h,.,.(11Jt- 11i;,,,(ú) .,,.¿::,Pts .. =" - .qu"- 1
• 

n=f .. 

donde B = P[}~ = k]. Y dado que h 00 (0)~ O, esfo concluye la prueba para m ::; l. 

Para el proceso supercrítico con q > O, la consecuencia del Teorema de Bailo! se 

aplica dado que: 

l-1 {h(s)}k-1 

l-I f Pn'-l,n-kq1 -kS~-l(k,;- ])/(n_ -1) 
n=k 

"' L Pr.-l,n-ks"-
1(k- l)/(n -1). 

n=k 

Tomando k = 2 tenemos: 

oc JJ n-1 L n-l,r1-2S 

11=2 ,, - 1 

"' l' ,k 
L~ 
k=I k 
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o 

La función grncradora de prohahilichtel c•s esl rictanl!'ntc• necient1· y tiene uu11 i11vers.1í !l· 

cuya n-ésima iterada la dc11ol~In(JR por f/,,,!i EN; 

creciente. cóncava, difcrenciablc; )• 

C .. (-<)= - logg .. (.•), lo que .nos 

TEOREMA 2.6.2 En un 

donde 

Similarmc11lc, 

Demostración: ([74, 73]) 

Primero observemos que dado que f(s) :S: s,parii. q,:S: s :S: 1, g(s) debe ser mayor o 

igual a .- y por lo tanto g,, j con g00 un~ fuiíf
0

ió~ lfrnile; Dacio que 

s = fn og .. (s):S:fno9oo(s)-+ q 

si g00 (s) < 1, g00 (s) = 1 paras> q. Y ahora tomando la expansión en serie de Taylor 

de (2.5.1.1), 1 - J(s) = {m - r(s)}(l - s) y sustituyendo s por g(s) para q < s < 1 

obtenemos 

como hicimos antes, tomamos el producto y tenemos 

n } ( 1 - s) 
m {l - Yn(s) = n • 

ílk=I {J - r O g(.< )/111} 
(2.6.9) 

Esta representación dice algo acerca de C,, ( .<) dado c·I - log .r - 1 - J' cuando .r ! 1. 

En particular 

111 
(2.6.10) 
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y por lo tanto 

de aquÍ que 

sea l > O, y 

el caso con normalización m-n se sigue simplemente. 

o 

TEOREMA 2.6.3 Co11sidere u11 proceso de ramificación supercrítico co11 va1·ia11::a 

fi11ita de reproducción a 2 • Cua11do n -; oo, la dislribució11 de { p·~+t -Z0 )/};,-m }~ 

dada z. > O, es asi11tólicamenlc normal con media cero y varia11::11 a 2 • 

La demostración de este teorema no se incluirá en este trabajo. ([39}, págs. 48-49). 

En este momento es importante enunciar dos nuevos y funcionales teoremas límites, 

que nos ayudarán a demostrar algunas propiedades asintótica,, las cuales enunciaremos 

más adelante. La idra dr su prueba es dada en ['11 J. 
Sea { ~"} una sucesión de , .. a.i.i.d sobre (fl. B, P ). con 

E((¡) =O y O < E((;J = a 2 < +oc. 
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cspat"io y clc!iniltloS 

Suponga 

P(·ID). 

dond' 1 Fº es el proceso de Wicner .. 

TEOREMA 2 Bajo las hipótesis del 

Entonces, pam cualquier Q « Pv, 

Q{w: }~(t,w) .s; x} ~ Q{w: ¡,¡;.(t,w). oJ s; x} 

do11dc ll'" es el proceso de ll'ic11er, 00 es Q-i11depc11tfic11te de \V• y 

Q{w: 00 (w) s; x} = Q{w: O(w)::;: x}. 
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Capítulo 3 

ESTIMACIÓN DE LA MEDIA 
DE REPRODUCCIÓN Y LA 
PROBABILIDAD DE 
EXTINCIÓN 

Como un problema dP estimación paramétrico para un proceso estocástico, general

mente se entiende' lo siguiPnte. Sea {Xk; !.· ?'. 1) el proceso estocástico definido sobre un 

espacio d<' probabilidad (H.:F,P8 ). Suponga que el vector X(n) = (X¡,X2,··· ,Xn) de 

\•.a posiblPm<'t<' dependient<'s, tienen una densidad de probabilidad conjunta P(X¡n¡: 0). 

que depende de parámetros desconocidos 0 = (01,···,0,), donde la forma funcional 

de esta densidad Ps fonocicla mientras el vector 0 es desconocido, y x¡,.¡ = (xi,···. x,.) 

denota una muestra o realización el<' 11 obserrnciones del proceso estocástico. Dacio 

que no conocernos el \·ect or de parámetros 0, se desea obtener una buena estimación 

de este, a partir el<• la muestra dt> obserrnciones (J· 1 • • • ·, x" ). Todo esto nos llern a 

formular la siguienlt> definición: 

Un Estimador: Es una estadística que toma valores en el espacio parametral y cuyo 

valor se aproxima al verdadero valor ele 0. 

Lo que sP quien• PS un Estimador para el vector de paránwtros que in\'olucra nue

stro proceso. Obviamente, hablar el(• un estimador involucra también, el hecho ele poseer 

criterios matemát iros de optimalidad que nos permitan \'er que tan buenas o que tan 

malas han resultado nuPstras aproximaciones. 1'.luchos criterios de optimalidad tales 

como: suficiencia, eficiencia, insesgamiento, han sido desarrollados y estan disponihles 

para seleccionar un buen estimador entre la clase de posibles estimadores y muchos 
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crit crio~< -asín t.ót.ico~d•; opt imalidad tales co1110,consistcm<·ia; <'ficic•11da asint<it ica. su-. . 

ficicncia asi11tóí.in1. i11scsga1ni-!'11t.o 11sintótico·esian· disponihl~'S p<tril s"1Pcciu1111r _ lnu•ríos 

estimador($ ele ~11tre la clásc de posibles esti11111dorcs·c11á11do i·st.udiaínos propiedades 

mues! ráles a la larga de los estirnador<'s. 

Este capítulo no tiene la finalidad de abordar un cst.tidio profundo acerca de las 

propiedades que tendrán los estimadores para la media y la probabilidad de extinción 

del proceso de Galton-Watson, pero sial menos dar una idea de la calidad de las esti

maciones. 

INFERENCIA ESTADÍSTICA PARA LOS PROCESOS ESTOCÁSTICOS 

Hoy día existen dos enfoques en lo que a luff:l'cncia E .. tarh'.<'lica Sí' refiere, el enfoquP 

Clásico y el Baycsia110. A continuació11 se presenta11 brevemente. métodos de de in

ferencia estadística para el apartado dr Estimación Paramélrico. utilizando estos dos 

enfoques. 

a- Estimación Clásica (Método de Máxima Verosimilitud): Cabe sei1alar que 

existen varios métodos de estimación clásica([.55], págs 2i3-290). pero eneste tra

bajo sólo hablaremos del método de l\láxima Verosimilitud (MV). Propiedades 

d!' éstos estimadores como: normalidad asintótica (bajo ciertas condiciones de 

regularidad), compl<•tes, consist<'11cia, el que csten basados en estadísticas sufi

cientes, cutre olras[5G]; hacen que estos estimadores sean generalmente buenos, 

y por lo tanto objeto de nuestro estudio. 

Sea X = (X1, ···.X,,) un \'!'ctor aleatorio de ohsen·acioncs. cuya distribución 

conjunta está descrita por una densidad fn(:r\0) sobre el espacio Euclideano 

o-dimensional IR". El wctor dP paramctros desconocido 8 está contenido en el 

espacio panimctrico fe IR'. Para un :r fijo definimos la Fu11ciá11 de Verosimilitud 

de :r como L(8) = Lr(0) = fn(:r\8) considerada como una función de 8 E f. 

Definición. CualquiO" é = é(:r) E r q1H ma:rimizr L(E-)) sobn r r.• llamado 

Ull estimador Má.rimo \'cmsímil(EM\') del partímdro drscorwcido e. 

Frccuentemcntc para obtener un El\IV, es rrnis fácil, para efectos de cálculo. 

maximizar el logaritmo de In \'erosimilit.ud logL(0) en lugar d'-' L(8). 

Como ejemplo de funcionamiento del método considere. 1111 proceso estocástico 

:\larko\'iano discreto {X,,; 11 2: 1} definido sobr<' un espacio de probabilidad 
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(r!. ;f, PB) rnn·unycd.()r d1I,vari~hlf:s:~l~11t.oil~s p~sil>l~111~;1tc dcp<·ndi•.·11t<~s.\(n) = 

(X1. ···.X.,), tcnit•ncló una ;1,~11sicl~~l 'c~;11ji~i1t~/,'(,~¡;,¡; ~).¡donde ,~¡ p11ní11wt.ro •. 

0 = (01,•· ·;O,) E:r d¿nd~.J' .:su1i.~ul~26nj;;;,1b~ahiér!cidec'iespacio;E11diclcíino· .• 
r-din~ensional,y x 1 ~¡ ·~· (;;,. :·.,x~)·d~fr~t~fon~"~i1~~tradc;,·:¿¡Jsc;yaci~1;cs'•del 
proceso estocástico en cuesti6~1. 'Es~~ihi111bs }k( O) "=:. f'(.~k 1 :~~LU; .°) '¡;ar~ la 

densidad condicional de xk dadÓX1:f\2;(; ·~'~~¡: Sea Ln(f)) .. l~,;run~ió~de 
verosimilitud asociada con (x1, · · · i ~n)e~to~~cit1rJriciÓ;1 d~ ~e~d~il1;ilit~cÍL~(8) 

está dada por , YE ; ···•··.•·• s ', ·, ,,.; . 

Ln(0) = P(}{(n);Ei)~:~·.';~;-~: -··- ~·-,:-~-·-,, <.:·/· 
.-·---~ 

= P(X1; 8)P(~2IX(;¡;~~l ''.,.'pc;~nl:Yi~-Y>: ~) .. 
TI 

=TI Pk(0), 
k=I 

donde P1(0) = P(XtlX0 ;8) = P(X1 ; 8). 

Como lo que se quiere es maximizar la verosimilitud o la log-verosimilitud como 

función de 0, un método muy usual es derivar esta función con respecto a cada 

entrada del vrctor 0. de aqui que bajo ciertas condiciones el estimador máximo 

verosímil de 0 puede ser obtenido de la solución del sistema 

8log
8
L .. (0) =O, i =l. 2, ... , r. 
o, 
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b-Estimación Bayesiana (Pérdida Esperacla Mínima):.);¡¡ r.itc'todok1~Íil estildis

tica dásicil •ªJl~rcé~ ilnleel iuvestig~dor é·o;;,o un ro;1j1111to di.• tt•cni!'.as ilisladas 

ca.da unad!'. (~~-~u·~lcs.rcsult.a apropiildil .cu dct~r111inados rnsos·y IH1jo Ciertas 

co11dici0ncs .. l;os ;riétodos clásicos por otra parte, liri1itil11 eÍ cor1cc•pto de pro

babiliclacla aq~'6Jlo~ sucesos en los que puC>de11 definirs<' frecu<~nci;i~ rclat.i~·as, Ío 

que reduce serfamenle su utilidad práct.icn. Adermis, no dispone de una base 

axiomática en la qiie pueda fundamentarse, por lo que ocasionalmente da Ju

gar a resultados contradictorios. Sin embargo, hoy resulta posible ofrecer una 

metodología estadística unificada. totalmente general, la cual recibe el nombre de 

Estadística Bayesiana; que se deriva de analizar cuidadosamente el proceso lógico 

que debe seguirse para lomar una <lecisió11. La diferencia fundament¡¡J entre los 

métodos clásicos y los baycsianos, radica e11 que el segundo utiliza un énfoque 

de probabilidad diferente el Subjdivo ver ([54], Cap._ G), que permite ampliar-el_ 

concepto clásico de probabilidad y se fundamenta en un cuerp~ axiomático que 

elimina la posibilidad de obtener resultados contradictorios. 

La teoría de inferencia estadística es bajo el marco baycsiano, Ún problema de 

Teoría de Decisión. Esto es, todo problema de inferencia estadística tendrá la ·es

tructurad<' un problema de decisión en prc•seucia de incertidumbre. Un problema 

de decisión e11 ambiente de incertidumbre es una estructura de la forma ('D, A. U). 

en donde 'Des rl conjuuto de opciones, el cual debe ser exhaustivo. es decir que 

agote todas las posibilidades quP p11eda11, en principio, parecer razonables. A 

es una colecció11 dt• sucesos inciertos relevantes que modifican o condicionan las 

posibles consecueucias de las opcioues en 'D. U es una función de utilidad para 

el decisor particular. Si U es la utilidad, L = -U es una posible fuución de 

pérdida asociada al problema de decisión. Tambié11 se incluye uno medida de 

probabilidad!' asociada a los elementos de A ([71], págs. 10-15). 

Antes de formular el problrma de inferencia que compctP a est<' trabajo (la esti· 

n1ación ), con10 un problenta dP decisión, t enf'tnos que· Psf a blc·n·r conceptos básicos 

que serán fundamc11tales no sólo c11 la formulación del prol>lcma. sino tambii•n en 

su solución. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que Pstamos iuteresados en el valor de1 

1Si los sucesos inciertos en que estamos intt-resados son de la forma {A,. i = 1,2.· ··}podemos 

considerar en su lugar la cantidad O= 1, ~.···,de forma que P(.4,) = /'(O) 
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O c¡1w dc11omi11an'iilós ¡rnránwtro de i11tl-i·1;s,· ·gr co11óeimir•11lo difiponiblnsohrP 

el \'alor. dr• ·11 deber~ ser rx¡>r<'~ado 111C'dia11t<' una mrdid11 d<' :probabilidad qu<' 

descrih11 c.] gradó drcreencia cid in\•C"Stig11dÓr en Ja orn~renci.a dg.Jcis, distintos 

pcísÍbles·val~re~ de O. Se trata. pues de ·mta cá11t idad2áiealoriaoCu);a.clf~tribuciqn 
de prohabilicla~I dc~éribc · Jáinform11ción. sobre el va!Ór de 0~¡;1e'.ji~icia;lnici;1le;se 
posee; .. cstii di~dibu~ió~·.recil>e el nombr~ de Disfribu¿ió1i'l71i¿iai~~ o'(i¡]j~ p~g. 
12~). :.~>.~,:-,'. ' ,·, ·'~/,.' ,:. -- ';-.~'=-

'-'"~; : -~-;: 

Frecue~teril~nte'co.n .obJeto de mej~rnr .1.a. inforn~~ciórl q~(, inicialiii~Üte s~'tiene 
sobre el valor del p~fam<itr~ de interés 0,és posible re~lizar uÜ~~~~eriITi~nt~·cuyo 
re.sulta'.do .1: es una cantidad aleatoria con ~na di~trihucJ?!! 'ffrl~)C}Je d?p~ri'c!e. 
de O; en. talca~o, la obs.en·ación •de x proporcionará inform~c.ióri' ~ob~e eÍvalor 

de O. Como fm1ción de .r para un \'alor O = 00 fij~; P(~¡oOJ es una dell~idacL 
de probabilidad que describe la probabilidad de obtener los distintos posibles 

valores dex, si el parámetro de interés tuviese el valor O = 00 • Como función de 

O, para un x = x0 fijo, P(xolO) es una función que describe, Ja \'erosimilitud de 

Jos.distintos valores de O a la luz del resultado experimental obsen·ado x 0 • Los 

valores de O que hacen grande P(x0 10) son aquéllos que hace11 más plausible la 

observación del resultado x 0 que ha sido observado; de manera que. después de 

observar .r0 , estos valores de 11 resultan más \'erosímilcs que los demás. Como 

se mencionó en el apartado clásico, la función de O, P(x0 IO) es la Función de 

Verosimilitud (de O dado xo) y se denota Lr0 (0). Cabe señalar que la función de 

verosimilitud es una función positiva de O, pero no un11 función de probabilidad 

([il], pág. 134). 

Supongamos que, con objeto de mejorar la información de que se dispone inicial

mente sobre el valor de O, se realiza el experimento descrito c11 el párrafo anterior, 

esto es, se lle\'a a cabo un experimento que da lugar a resultados x con proba

bilidad P(xlO). Como función de x y O, P(xlO) es el modelo probabilístico que 

define la relación entre los resultados experimentales J' y el parámetro de interés 

O. Sea P(O) la distribución inicial asignada a O. Después el" ol»<'r\'ar el resultado 

x del experimento, la información de' qm• disponemos sobrr <'l rnlor de O estará 

descrita por su Di.<trib11ció11 Final P(Ol.r). El Trn1·rn111 de /3aycs ([71], págs. 

145-146) permite obtener la distribución 111 distrihució11 final P(O[.r) a partir de 

la distribución inicial PtO) y la fu11ció11 d<• \'Crosimilitud del resultado obtenido 
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P(.r!O). 11sÍl'(O!.r) =.1'(»10)/'(0)/ /'(a·) rl~!11rle /'(:r) 1·s-l11 JJi.-//'ihuriií11 l'n;lir!iÍ't1 

o .\lmyi1111/ d<' .. r.([71], p;ig: _l:l!J). 

:~;:7dr1i;~r:~~:~~ª~:1~t:~Js-~}~e~~;~1fe~:1~(;¡~~b::~:t ,;~~i~d;-e~~:;~~:,~:~·~ ':,';: 
problelTia dci E.~Úm~·~ió~ Pu~lual. Eircoiísecll~ncia, el proble1na de infereriCia so

bre o ~llede ser dés~~ilo cc>1ii6 uií j>r~Úie1ka de det_isióri, cuyo espacio de opciones 

'Des el espacio paraméÚic'! ~e donde se debe seleccionar el valor estimado O para 

O; cuyo'e~pació de su~e~cis inclertos A es igual al conjunto { Ao = {O}} parn O E r. 
Y cuyafurició~~cle ~tilidad _o.pérdida es una medida de la discrepancia entre el 

verdadero ''.alar del par.imetro de intereés y su estimació11. Frecuentemente sin 

embargo, especi_almente en problemas de investigación, el decisor estará intere

sado en obtener la mayor cant.idad de información posible sobre el parámetro de 

interés, de -formaque no resulta razonable que se limite a una simple estimación 

puntual de su \•alor. Cuando se culmina una etapa de investigación se deben 

comunicar las conclusiones finales sobre la magnitud de interés. junto con la ar

gumentación en que tales conclusiones descansan. En términos más tc'.,cnicos, los 

investigadores deben comunicar su conocimiento acerca del parámetro a travd 

dP. una distrilrnción final, junto con el modelo, los datos y la distribución inicial 

utilizadas para obtenerla. Por parte de la comunidad ciC'ntífica. la utilidad dC' 

sus conclusiones puede ser medida por la cantidad ele nu!'va información propor

cionada. Dacio lo anterior, el problema de inferPncia sobre O pm·de ser descrito 

de u11a manera más gP.neral, nuevamente como un problema de decisión, cuyo 

espacio paramétrico es el conjunto r de valores posibles de O, cuyo espacio de de

cisiones es la familia de las posibles distribuciones finales ele O, y cuya función de 

utilidad o pérdida es una cierta medida de la diferencia o divergencia que exist<• 

entre la verdadera distribución final para el parámetro de interés y la distribución 

final estimada. (!71). pág 212). 

La solución de cualquier problema de iuferc11cia estadística bajo el enfoque bayc·si· 

ano, en particular la estimación paramétrica. cst<Í basada en el uso de un conjunto 

de axiomas llamados en la literatura Priuripios d1 ColHn 11cia {!71]. págs. 22-

28). los cuales, si son aceptados por el decisor, permiten 11siguar formalnwnte 

una medida cuantitatirn el<' sus pr<'Íerencias entrP las consecuencias, tal medida 

esta dada por la función de utilidad U o pi•rdida L. En consc•cuc·nria se prueba 
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nwdiant<· <'I uso d<' dichos axionrns q11c<:l 111<;todc1 piir;í n•wJ\•,.r rualqÚi<•r prob),,ma 

º" inferencia cst~dística. es 111i11imi=m• ill/1;?,:¡¡;;1rf;/~\Ji;;:11¿/11( [i I ]. plip,~,• :i~::JG). 
Este \•alor c~J><;rado ;is có11ré's¡;,;<:{óciil11'·,}islri!1llcii1Ú'.fii\~1 <FD•!::'./¡¡,¡~¡_,'C'..dei1itc•n\, 
o ([53], cap:.i). .. <; ;.rf (:{•'•. :e 
E,·identerncntetenen10s dos p'robl~rn~s,~l.de 61;teh~f\1iJa d:i,str,il);1ci6n ihici~l paril 

el parárnetr~ e~·cuestio~~; p()dei;dai'.la. f J~ciÓ~·;J~·~~~;licl~~s~si ªelª al.r~ol~I~rn~ 
de decisión. 

La 'elección de una distribución inicial;>~;ª ;Jft~i~~~d~~t'iil~aclpar~el p~r~.rT1etro 
\'aria de decisora decisor, es decir del¿oriocirni~ht6'~ l~iinforma~ióri'quecad~.u~o 
posea a-priori sobre d comportamienl~ del ;~rá1~~tr'?.En particular,,el decisór 

puede hacer uso de Familias Conjugadas([il]ipág;· 1 Ú) pa'ra repres:ent.a'r la infor> 

mación inicial que tiene sobre el parámetro d~ int~rés; 1.:..1 elección con;focc a unos 

resultados matemáticos especialmente sencillos, ya que éstas tienen la propiedad 

que para cualquier distribución inicial perteneeiente a una familia conjugada, se 

obtiene una distribución final que también perfcnece a ella, esto es, son· fami

lias cerradas bajo el muestreo. Por otro lado, la inferencia estadística Bayesiana 

ha sido rcpet i<lanwnt<• drscrita corno la metodología que permit.P combinar de 

forma consistPntc la información inicial con la información experimental. Tal 

descripción sugiere inmediatamente> un problema importante que todavía carece 

de una respuesta incontrovertida: se trata de determinar la forma en que deben 

realizarsr inf<•rencias cuando no s<' dispone d" información inicial o cuando tal 

información 110 s< quicl'f o 110 se puldc utilizar. 

Desde un punto dt> \'isla I3ayesiano, el problema quedaría solucionado si se pudiése 

determinar una disil'ib11ció11 inicial de referencia, que describa la situación en 

que los datos experimentales contienen toda la información rele\'aute, en lugar 

de proporcionar tan sólo una parle d<' ella como sucede cuando S<' dispone de 

información inicial. 

Se ha trabajado mucho en la obtención de distribuciones iniciales que ailadan 

poca información a la información cxpC'rimental, empezando por los trabajos 

de Bayes[59] y Laplacc[6S] basados en consideracionPs de simetría. Intentos 

más mo<l<'rnos se basan en exigencias el<• in\'arianza (.lcffreys[Gi], Barnard[5S]. 

Hartigan[G3], Box k Tiao[C.2] y .Jaynes[(i(i] ), en límites de funciones ele distrihu

ciou conjugadas (l\o\'ick[(i9]. DeGroot[.5·1] cap. 10) o en argumentos basados en la 
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teorÍit <lr l1íiilformaricí1iJlay11rs[CH]; G<!ó<l[Cif1], Zelkr(70] .y.ll<'.rnarclú\Ciíl]). Estos 

trabajos ha1i de1í10slraclo qui; la mayor parte de Jos rc;nltado>< 1111n;,;rii·os cl~sirns 
enco11lradÓs ·,,111.a ~)J"Ac~ita ~011 ~aso!ipariic.111,~r,,sdc lam;t oclología j3,itycsia11a . 

.... ,._·/J<· - . . . .,. -

En·. cuantÓ ilo'ijü'eJFllli'tion~dC Pérdida se.reficri: l1a)'aoclamÍi( '"ª~icdad .. de é~tas 
en lalit.ei~lu~~~({71J, ~k 214)'. La ~dopdcin ~(! ~·;1a "~J d~tas t111;c,ion(!s; o <le• 

cualq1{¡er otrafllnciÓn de p¿r<lida propia, <lep~ncÍerk<lc las ra:zones que motiven 

el pro~le~a de inferencia. 
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3.1 ESTIMACIÓN DE LA MEDIA DE REPRO
DUCCIÓN 

Estimación Clásica (Método de Máxima Verosimilitud): 

Como primer ejemplo considere que la distribución de d.esceudicntes .está p~ran1(!

. trizada por alguna familia de distribuciones. El estadístko podría'elegir 'como. caSo 

particular, trabajar con una distribución Poisson que tiene parárhet;b >.,esto es 
- ... . ',··.·._-·, ·- _'' "'· ·.·;.>-' .. -

.. ·---~·.:.:· \.- <:: ' ' 
Supongamos que el proceso comie~za'con Zo :: (ancestros y'.(¡uc'z1 ;Zh · · ·, Zn in

dividuos fueron observados en las 11 primeraúcncráci9i1(!ÚDái:I~ ~tic el parámetro..\ 

por definición mide par; esta distr-ibución,- el número p'rom~di~'.de d~scendiente~, éste 

coincide con la media (m), que es el número promedio de d~sci:ndientes ·por individuo 

en un proceso de Galton-Watson. El problema es entbnces'~stihiá; ..\. La ftinción de 

\'erosimilitud asociada al problema está dada por -

Ln(..\; Zo, · · ·, Zn) 

donde 

esto últ irno ya que las \'ariahles {X;,j} son independientes y con la misma distribución 

(Poisson[..\j) y que esta distribución es cerrada bajo el operador suma. De aquf, que la 

verosimilitud queda expresada como 

Ln(,\; Zo, · · ·, Zn) 

con 
n 

¡\· = i;' ... ¡~.._.;TI;"!. 
k=I 
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Como "' 11t<'11donó al. principio del capítulo, 1111 mP.todo cl;isico <111<' sm•l<• dar bur11as 

C'St.imacio11Ps,es el de l\l;ixima Verosimilitud. Si se utiliza este rn"•todo ¡rnrayst.imar Pl 

parámetro .>., dcbc'.mós maximizarla verosimilit.ud com~ fu11ci6u dC' .>.. U11a forma muy 

rnmú11 de Jrnccr .esto,.es derirnr esta fu11ci611 con rcspcci.o al ¡>arámetro:e igualarla a 

cero, para: encontrar el pUiito crítico>. que maximiza 

simplicidad técnica aplicamos la 

donde Z¡n) es eLJ~lo~{~o, 
.>.tenemos 

si igualamos lt cero la derivada para nn,1P,nP1° "' 

máximo verosímil, >. es 

• (i1+i2+•··+in) 
.>.= ( . . ) 1 +11+···+1n-I 

y por lo tanto <'I estimador máximo verosímil de la media de reprod uccic>n en un proceso 

de Galton-\Vatson <¡U<' tiene distribución <l<> d<>sccndientcs Poisson(.>.) es 1i1 = >.. 
Ahora consideremos problemas no parametrizados, el primero de ellos es el <l<' de._ 

scen<lencia binaria: Suponga que <>l ¡>roc<'so comienza con Z0 a11cest ros y que Z1 , • • ·, Z,, 

individuos fueron obsen·ados en las 11 primeras generaciones. Excepto Z0 esos números 

son tocios pares Zj = 2Xj y de la ecuació11 (2.4.10) su función de verosimilitud esta 

ciada por: 

L.(p, Z0 • • • ·, Z.) = 

( 
Zo ) ( Z1 ) ( z,,_, ) ¿:· X ¿:"-' z L:" X x. X2 .. . X,, J1 ,., '(l - p) •=O .,- ·=• " 

pero 

n 

¿x; 
i:::l 
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<'ntoncc~ 

Ln(p, Zo,' · ·., Znf= 

}';,..,. Zo 
2 .. 

L:i1
=o Z1 - Zo 

2 

~ C(.Z •z '}; Z)pP'~-ZO)/l(I -p.·)l;n-'1-(l'.-Zo)/2. 
o~ .. 1~_·,0.·;., •• '~. , •• -,-:_, '" •• :·~·.. : • 

~. • 1:n i_~1.f_c.~};·~ ~~;ln"2+_(}'::y---;:n .. f~º] 111(1.·~ p) 

y deri\·and? para riÍ;;xJ~iz~/ic~cn1~~· 

(3.1. 2) 

igualand() la derivada de la log-verosimilitud a cer~'.p:raobtencr d valor de p que 

maximiza esta función tenemos: 

Yn - Zo .Y~-1 - (Yn .;.: Zo)/2 
~= 1-p. 

desarrollando esta igualdad nos queda 

y como 

• }~ -Zo 
JI= 2Yn-I ' 

m = E[Zi) = E[2Xi] = 2E[Xi) = 2p 

ya que las X; son v.a Bernoullis,utilizando el principio de invarianza para los esti

madores máximo verosímiles, tenemos que el estimador de máxima \'erosimilitud para 

la media de reproducción es 
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doud<· h = O. 1, '.!. · • · y ¿:¡;;Q i k =· 11 i· Dado que la <~xjirc•sió11 ;rnl<•rior "" p;íra cada valor 

c•n unii 11olaeiói1 ~i111¡ilificacla jiarit 

cualquier 

y 

Z;!rn;;;,¿,{•. 
.. n;;;ofr! (3:1.3) 

(3.1.4) 

la verosimHit11cl de' uri ~iregló {Zjk;j ::; 11} es el producto de las densidades dadas en 

(3.1.2). ya que. cad~ r~nglónde esa matriz es independiente de otro, porque estamos 

haciendo n repeticiones del ensayo de observar para cada generación cuantos descendi

entes del tipo k para /.- = O, 1, 2, · · · se tic11e11. De aquf, que la \'erosimilitud cst.á dada 
por: 

(3.1.5) 

aplicando el logaritmo a la verosimilitud tenemos 

00 = = 
e+ L Zok log/lk + L Z1klogpk + ... + L Znk logpk 

k;O k;O k;O 

n 

e+ L(L Z,Á·) log/lk. 
k=O j=O 

por lo cual teucmos quC' encoutrar el máximo el<' 

n 

L(L Z;Á·) logpk. (3.1.6) 
A.·=O J=O 
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r<'spect o a p1, ¡>2 , • • •• 

Sin embargo, si. {oí,}(;" PS cúalquier dist.rih11cici11 d<• proh11hilid11d~· t.od;" las s1111111s 

esto 

donde 

es una distribución de probabilidad. De aqu( que sólo tenemos que encontrar el máximo 

de 

""' L dk log 71k, 
k=O 

y aplicando la ecuación (3.1.6), esto es equivalente a encontrar el ¡r{áxinm de 

00 00 00 p 
L <h log Pk - L dk log dk = L dk log T ::S O 
k=O k=O k=O ( k 

'---v-' 
no de11ende dr 111 

por lo tanto el valor de Pk que maximiza la verosimilitud debe maximizar 
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LEMA 3.1.1 8(11 {/'o, •. llE (C),a E~}. In r/risr dr dr11.•idntlrs cnr1 n·s¡>r·r/o "nlf/IÍ11fl 

111crli<fo (T·fiuila ¡1 . .<~bn (.l', A)., :S'w .1' 11f.q111w L'ladíslíi:r1 .<o/J1:r <«< •··'l'ªrio. Si c;rj,,¡, 

1111 lsÚ1;1arlor /1ifí;rifpo ;1cro.~1'1ni(O rlc' Ü· ba.<ii;Jo)obm •ob.~¿nuicio11c.5 .\····y O =.·g o T 

·1in1·a·· algul1a~g, :~~/¿11cc'sg escl.úlfrnado'r: A1.v,Ydi ~ b~;a"l:o,sob1·c .i,/,~cr~aci"¡1c.< .d~ 
T(x), x. E X, la densidad de T et. c~1;.rcspcclo a /.a medid~ ¡1T:-1 ; · · .. · 

para la· demos\ ráción de esleLe;ri~ .ver ([39], ~á~; 4CÍ)i 

Para aplicar.esté Lema mnsideremos las ~ariiibles ale~lorifü; Znk=número de indi

viduos en la n-ésima geúeración con ,exactamente l.· descendi~nles. 

OBSERVACIÓN 3.1.1 supongamos que hay 1111 11úti1cm in'fillito 11umemble de rc

su//ados c11 un experimento. Denotamoilo.< p~'.<ibles rc:<1;llacl,os del experime11topor 

iu, i 1 , i 2 , • .. y sw¡1k = P(ik) para k-= 0,1, 2; ... ;_(:on L,~0 /lk = J. Supo11gamos que 

repetimos d experimento n. vece~. }' sea h /~ v:~ qui dcíwÍad 11úmcro de veces q~c 
el rcsu//ado Ík ocurre en n ensayos k = 0,,1~ 2,, '>Si los,cnsayos. so11 repetidos e inde

pcndirntcs en/onces la densidad disc'i'cia: dedas;vrfriablcs li, 12 , • • • es u11a 11111//inomial 

genemlizadn 

"" 00 

h.1,. ... (ii..i2, · · ·l = rt! TI,,~·¡ TI h! 
k=O k=O 

TEOREMA 3.1.1 E11 un pmccso de Ga//on- ll 'also11 co11 Z0 ancestros los es/.imado1-cs 

máximo l'Crosfmil de Jlk y m basados e11 obscl'l'acioncs de {Zik;j::; 11} son 1·cspccliva

me.n/c, 

n 

fü L Z;k/}~ 
j=O 

Demostración: ([39], pág 47) 

En particular en nuestro caso tenemos, para Zi = llj y variables aleatorias Z.,k tales 
que 

P[z · z · IZ J { O si L,k,:,0 Ík # llj 
JO= lo. 'Jl = 1¡,• •. J = llj = ·. ·'íl"" ¡'/ íl'° . 1 11,. k=OPk k=O lk· 
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<•st.o es. función mítc·rior <'r-; 

y por 

(3.l. 8) 

(.'.3.J.9) 

Del Lema(3. l. l) tenemos el siguiente Corolario: 

COROLARIO 3.1.1 El estimador máximo vcros{mil de m basado sobre- obscn•cz

cio11es (Za,···, Zn) es 

Demostración: 

• ( }'n - Za 
m 11) = --.. -

} n-1 

Encontramos en (3.1.8) que el estimador máximo verosímil para lamedia ele repro-

ducción basado en observaciones {Z;~·, j :5 11} es 

para k = O, 1, · · · y j :5 n. Ahora sea la estadística 

00 TI n 

}·~ = L L Z;k = L Z;, 
k=Oj=D j=O 

por (3.1.9) el estimador de la media puede ser escrito como 

• ( ) 1·;, - Za (}' 1· ) T(Z z ) 111 n = -
1
-.. -- = 9 ·n, ·u-1 = O• •.. • .,n • 
n-1 
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dondP 

' ~ "'· .. :. . . . ' - ; ·. 

y por el.Lema(3.l.l) Te~ el éstbriadormáid~o ve'rosíJl1ilyara 111 hasado sobre ohserc 

vaciones(Zo; · · · , Z;i ). 
o 

Dada las propiedades de los estimadores de máxinÍ~ verosiinilit~d, q'uc se mencionaron 

anteriormente, e~ iniportanté el e~tudio de sus propiedades aiilltc\ticas1yaqu~ éstas 

permiten dar una idea de que tan buenos son los estim~dorcs en el .lí~1it~. Obvi~mente 

si m :::; 1, O~•+I -.Z0 )/ }·~ -+ 1 - f,:: c.s. Esto también se daenel ca_so ~upercrílico con 

probabilidad q. El Teorem~ (2.6.1) nos dice que P[}~ =· k) =Jl/l·)Pk,k-t· De aquf 

que este límit.<' satisface: 
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8f<,ll~,.~ I.'i,~·Í11J 2~~~~lr .. ·~~·'·g;~{t~~t·!~ .;.f.,., ( ''" ),,,,_ · 
"-- - ;··;..:o , '·~ <)_,;:~-;,•,. " . - - . 

,;, offibo<go'i ~~~i~:~i~}f &l~~!tlif lj~~~!lt'7 .. 
:::,::,;·~7!t~~~";~~~~~~~~~t#k~!f;;!~~~~:(~::'.ii";,, 

' --,--~---~ 

" 

y 

ya que si B = {~f#~(~)~'~}~nto~ces·r.ar~'tÓda w Es; i/}~. 

l'~l 1 Vn+1/m"+1 IVm/(nr--1) ·x> 
Yn .. :=.m Y,./m" -+ mWn1/(m.:.: 1y=m c.s, 

por lo tanto, para toda w E B, 

}·~+J 
-- - - __. 11l 
}·~ }~. 

en otras palabras el estimador es fuertemente consistente, condicionado a no extinción. 

Respecto a la razón de convergencia se tiene que 

(}";,+1 - Zo) }'n+t - Zo - m}·~ 
}·~ - 111 = }·~ 

I:;:0 (ZJ+t - mZ;) 
Y,. 

cualquier término Z;+ 1 -mZ; es la suma de Z; v.a.i cada una con distribución Pk pero 

trasladada a la media cero, es decir: 
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IJ,. aquÍ <¡ti<' }·;,+ 1 - Zu-:- 111}·;, ticrw la distrilrnciói1 de uw1 s11111a 

es 

el 

(i) 

(ii) 

Ji_~ Q{w; ,,.-1(1 +m + · · · + m")~(171(w)- 111):5 x} = [º <l>(;r · 0-)dS(w) 

donde 

1 1r I ' <l>(:r) = -- e-1 21 dt 
v"h "" 

y S(w) = PA(W < w) y W es el límite casi seguro de {Zn/m"}. 

Demostración: ([41], y [57] pág. 79) 

Con la ayuda de una sucesión {On::i de \'.a.i.i.d sobre (!1, B, l') cada una distribuida 

como Z 1 , es posible escribir para w E A. la¿:;'.¡:¡' Z;(w) como 

Zo+ .. ·+Zn(~·) 

I:: (;( .... ·). 
i=l 



Ento11n·:' 

1 + Z1 + · · · + Z,. -+ l F c .. • 
1 +m+···+m" 

como ~· E A entone<.':< 

·:;{ f f ?'<i'+'.'..+. ~~¡~.\:r(i( )- ) }. 
='·: Q{· ~:; .. u¡z¡ ;·~'..·.i'i"(~w2 m · • 

',, ,:. ' :' ·,~·._ -, .· .. - . ' ,. ;: . . " '" - . 

.. ·~· ·q:(~!~?S~~~,_~J¿:A~~(x)} 
ya que por.el Teor~~~.:1;,"~º~},!t.f.i~Jk .. :Jn~;~J~ ... Zof°·'.;j:Z~(w) 'f.''n y··O = iv 
tenemos •i•'·.:>•\(·:.;.\::'. .. f" · ·. ·. -.:• ~ :: . . .

0 
·• 

. }~ .. (~,w}·~i:~~i .. ~~~>··~~(~l~f~~Er~t;za]±-~·.·)x_~n_CJ)l 112 
_,_,,_.:~_~; -;-' :;¿=---:_ ~·;·,: .,_ -·-.; ·:f~- ~-.. _:;:~·;_ - ·, ~ ~-·''::~';!,- ="- --

y como 

Q{w: }~{t,~) S x} S i~w?11r·(t,c.J)$ ~} 
donde 11'" es el proceso de Wiener, el cu~I para caélá t 5~ describe con una densidad 

Normal(O,t); y como en este caso t = 1, estoprueb~ (i): 

De igual forma para cualquier Q «: PA 

Q{w: u-1(1 + m + · · · + m")112(ñ1(w) - m) S x} = 

Q w: 17 -1(! + m + ... + m")1¡2¿_.i=1 .,; w - m 
{ 

"'Zo+ .. ·+Zn("')·l(t:: ( ) ) } 

[Zo + · · · + Zn(w)] 

0 ,. X ='=--'-----'-~--'--~-" 
{ [

(l+m+···+mn)]l/2 LZ~t'"+Zn(<")-l(é,,(w)-m)} 
- u. · Zo + · · · + Zn(w) a[Zo + · · · + Z.(w)J112 

y bajo las mismas hipótesis del Teorema 1 y usando el Teorema 2 tenemos 

)·~(l,w) = ~ }';,(J,w) ( )
1/2 

''" 
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lo cmil nos 1Hr<' <¡11<• 

·- . . . 

= 8{¿.: }~~(1,Gy::; i) ":"'. Q{w :.\\1·(l,w)\\ 1;; 11~ ::;·x) 

y este límit.e .• eslgua.1ajf ~(i1~dS(w),i~o11d(S(.ui)=,:P.l(l\1 ~1u) .• 

0=~:"~\i:1;.%~~~rt~i'~,~~;~~~tj~1rr1e~r~~~:i~:1\t ;; ,, ¡, 

LEMA 3.1.2 .Sea A ::; {w?: Z,;>i'(){·kr~;:Ói~·;~,i'.·:Tl~:i~~;~~~i1:'cFtdÍ1pila a11tcrior¡ 

o< P(A) < i..c~~sid~; ~·~ci1i~il;~~~fü{l~;~~;~~3:~,~~;13~<'.~füW;: :Ji"'~~c~s 
P,1(An(x)) ~. F(x)=·· :;• '•':};• 

implica qur. 

Demostración:([41]). 

este Lema implica qué 

-_=-,,-->-.c-,.-"'=--h 
--~-:"º"~-~~ :-:>0-- ·:-~{..,:;,,:;--=-

--." ·- · '-,.;·- _;,--.'-

P{w: .,.- 1(Zo + .. ,+ Zn(w))! (rl1{w)- m) ::; xlZn >O} -+ <l>(x), 

y esto nos permite dar un intervalo de confianza aproxhriado para m. Dada Zn > O 

es un intervalo de confianza aproximado para m con el (1 7 a) x 100% de confianza, 

donde t~0 es tal que 1 - <l>(t~ 0 ) = !o. 
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ESIMACIÓN BAYESIANA (PÉRDIDA ESPERADA MÍNIMA): 
--·-·· ,,·.c.- .. '•_,_ 

Ccmsid<'rc:111os nucvam~nte la dis.trilrnción de dcsre11dicnt.cs pai:;111~<'Lrizada.·¡;~,r la famili11 

Poisson(,\). 13ayd.ian~mentc el cstadíst.icodebc asigná~,Un}' ;Íi~trih\1c'i6IJ ini~ial, que; 

considere.represente su·. conocirnieút~ a-prior,i dcl_¡,arárnctro cl~¡nf~r~.( Eri!:1~i rÍ¡cular '•si 

~~~:::r1 :::j;:¿~~·~:::1i.~i:~fij6!1~{c1~~~~t:;fii;~)~6~Y;i~~i~~~6~j1~i~llii~cl~:~· 
'r·:~:':-:: "."':::. ·>/.?•' <·:; ;_·,.{::~(:.·~;.?~:<'~.:·u:~:, 

dada pOr •.,·:, . f'.) .. ···: · •;,.•. " · ··· •: :,:;:;; 

Go.P(>.)·=/c!.l>-~i.1i.c.'P.'.f2ft~.:.;hc.º.·oo. ·¡·(·~t· -~;~ji·6f;,.:'.:.·• ,_.,.,-.,- ~-.. ·¿;,> .}'."_;_:.: '.<\ :-: ~=~--
_, .. -.':'.L'·.-

Esta distribución par~ val~rcs de a•~· /(plledé t'Om~~JiíÜd1a'sfÓfrúá.~(sÍmétricas, ses' 

gadas y en particular ~i o·-,+ o0.ladistiibu~i'6~;G~ar;¡·ri'i~ ~~'.i~i~~i;ri~ ~:u~~ distribución 

Normal Es tan dar ([72]; vol. 1, pág'.' i io), ''' 
Asf la distribución final para éfparÚnet~~ X~stá dá~fll-por> ' 

• -- -- ~- - ,. -·- - ,__ __ ._-·-e e:--· .. ---~~'": --'-"'·"--' - º'Y~---~-.,.-.';" ... __ .,_~.o-·--=-,,_. 

~-~~-cc-i' ~~~:·~~-;~ ·-":·:· -- "-,-, ~~·.:_~--~~~-:'.· ~;~:-~· ~ 
P(AIZcn¡) = •: 

P( ~(1g]~ (~.l• d~n.de?ft:<"ti~ .<#J·/·;~; ,Z,,)·. 

]( . c~~11+i1+··:+1n_f(>.<Íi;;~fin):\[G'0 :~(>.)]/P(Zcnll 
M. c-l(l+í1+··+Ín-1+P>l~: ).Cofi;+i>+··:+in).,.i. 

Dado lo anterior P{AIZcnil es una densidad Gamma con parámetros a·= o+ i 1 + i 2 + 

• '• + Ín Y /3" = 1 + Í¡ + ·' • + Ín-1 + /3. 

Para estimar el parámetro en cuestión, aplicamos el criterio de Pérdida Esperada 

J\Hnima. Para esto el estadístico debe elegir una función de pérdida que considere 

apropiada al problema. En particular, si decide trabajar con una pérdida cuadrática, 

digamos L(A. d) = (>. - d)2 , la solución de Bayes, es la Media de la distribución final 

del parámetro y la pérdida asociada, la Varianza de la distribución final ([53], cap. 7). 

Esto <'S 

- a· o+ i 1 + i 2 + · · · + i,. 
>. = E[.\JZcn,J = ¡3· = 1 + i, + ... + i,._¡ + ¡3" 

Si el estadístico no dispon<' de información inicial, o no quiere o no puede utlizar 

tal información: pu<'dc optar por trabajar con distribucionc» iniciales de referencia 

(que son utilizadas como se mencionó al inicio del cajiit ulo. para represe11lar casos de 
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poca infon11nció11 i11idal). En p111't.icnlilr, si. d<'cidPut.ilizar distril.11cio11<·s co11j11gadns 

dr referencia, dcl;nll<i~cr!óf/3 t.e11de/a c'cro([Tl);piÍg;. IDS) <·n l;, distril111d<í11 fiiinl 

parn el ¡lilriÍmetro.\ y~I~~tirri~;Í()rJÍ111i\~;,,1;_;8.,'-()bl.i~ni~és 

•.••··· .... :t '.n .á:~~1.~.~;:i~~;~~S;:~. , ..... ·. 
{;'(.'.; :-,~:~·.·:~:(;.i~· ;. ;··(~· .. :-/:_~.;/ ., .'.\-.:.': ·.· ~ .. ·:'. ·:'·~~' .. , ¡,· 

~~:)c~}:~::~~¡;njt~t~i~:á~~~~~d:rt:}~~~~:~~=~~J:º.~ie::~::t::r:~•.·~~1i~ac~:: :i:: 
q~e es inip~opi;;),'. 

Ahor·a'-'oti'a::•v~t()mamos casos en donde la función de descendientes no. está pa

rametri~ad~~;T~nenios crimo caso particular, considerar primeramente dc~cendicntes 
binarios.: Si el i~vestigador d~cide asignar una distribución conjugada-com-o s~cn{~~éi()~ci 
al principiO del capítulo, la forma casi binomial de la verosimilitud en la ecuación 

{3.1.2), hace que una distribución BETA· para p, sea conjugada para el-problema 

((71], pág. 176): 

. . .. r(a b) . . . . • .. ·._._ ·.··· .. 
B b(P) = --'-p•-1(1-p)H a b:>O.yO:<p<-1 

_. ª• r(a)r(b) · ' . --. > --; - ··• 

esta distribución también loma muchas formas: simétricas, sesgá'das y en particular una 

distribución uniforme en el intervalo unitario seleccionando-a =· b d l. Dado que hemos 

asignado una distribución inicial para 71 y tenemos la verosimilitud, la distribución final 

para p queda como: 

P(plZ(nl) = 
P(Z(nliP)P(p) 

P(Z(n)) donde Z(n) = (Zo,. · ·, Zn) 

[C{Zo,,,., Zn )p(l'n-Zo)/2(1 _ p)l'n-1-(l'n-Zo)/2][Ba,b( 71 )] 

P<Z<nl) 

/\ / P¡Z(n)) plO'n-Zo)/H•J-1 (1 _ 11 )¡¡;,_, -(1'., -Zo)/Hbl-1 ...._____,.__ 
/\' !'\ úcleo <le una distribución B<•\11. 

78 



ESTA 
SWI 

101 11 DEIE 
• ll 911lttA 

Por lo rual la cli,t.rih11cicí11 final para ¡• ,., 1111a lkta(o. Ji)."º" " = p·;, - 7.11 )/'2 +"y 
H = } ~.::1 _;_o·;, - Zu)/'2 + b. ll<'JIC'lldi<'11do dC'I co11t<·xto del probl('llla CJlll' "' t.rnhaj<', 

el estadísti~Ó de!JP elegir la f1111ció11 d<· l""rdicla q11<' rn11,idc·n· 111á, apropiada, para·Ja 

estimación del parámetro en c11es1.icí11. Si decidirnos 1111e\•a11wntc 111.ilizar uná fundón 

de péraid~ cuadrática, digamos L(¡1, r/) = (p - cl)2, aplicando el criterio de l\línima 

Pérdida .Esperada se obtiene como s_olución de. Báyes el:,' la ~1cdia de.la .distribución 

final para final del parámetro y como pérdida esperadála:\lariariza de ia: distribución 
- . ,• .. -••• -- ·- -· • : -,-· ,: -· -,'; .,-_ .·;-,:-· .. •e,'·_-. '<' .. -· , ._, •. : 

el pará"met~b~ ·~ ··.·-: :·~;,~_; :~:~\t: · '· ·- · · 
Por lo cual el estimáclorbaycsiaJC> p~·~~ ;·:tj~'cclarí~ ~orno: 

-·· _;:. ., .. - ~'--:-'.· g)['.:~~ ;3~, "<"·-, -: 

fi·= E¡,,1zu,' ··'':':rilZ~~;.~;;.~~fi;i~:.s ___ . ~, ··--
. -- '~~-~'.t-}f'. }~ c;;·:'(}·~¡::__:zº/ii :?I 

... - (l,~n -7,:Za/2)+ ~ ±!Xn-'-1 :- (}~,-- Za/2)+ b 

y como m = EJZ1}~~~[l1 ) ~-;,,;{de~itlº:lll mlsni6~pi6'c~cli~i~htO ant~iior, elcsti~ 
mador de Bayes par~ la mediad~ r6prCidíicci6n ~:: 'ó:¿ ,~, '1 : .. 

ñ1 E[mlZa,· · ·_, Zn]= t¡2k1z:, .. · .~n] 
Y~ _:za +·2a 

2E[plZa, · · ·. Zn] = }" . b 
n-1 +a+ 

El estadístico puedl' de elegir también como distribución inicial una distribución con

jugada de referencia o no informati\'a haciendo tender tender a cero los parámetros a 

y b de la distribución BETA inicial. Se obser\'a también que en este caso P(p) no 

es una distribución de probabilidades porque no tiene integral finita y por lo tanto es 

impropia, la estimació11 está dada por 

. }~ - Zo 
m=~· 

Desde un punto de \'isla llayesiano 1111 problema de estimación queda resuelto al 

reportar el \'alor d" y la correspondiente pérdida esperada, sin embargo, poseemos 

mucha 1111is información sobre O, específicamente conocemos tocia la dist ribuciciu final 

para el parámetro. Utilizando algunas pérdida" adecuadas, lo que obtelll'lllus como 
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rst.inrnclon•s hn)«•sianos ¡;;m1 111 s~n ci1;{1;t:il~~ cFla cli:itl"iliúdon-li{litl clc•I p11riÍ11wt ro y 

esto ob\'iamc·ntc~n~s- hrlncla ma~.?r infor111ttci.¡ín.E11 ¡)articu1F~ •• ·si<-1 rsiadístico cl!'c:icl" 

trabajar .. C()n 1i;ia pérdÍd~ .del;ésiilci L(<l;;,,f,,; ¡¡, ,::: di' (P.érdiéla.• ahsol11t11), h1.solució11 
- . ·,' .- ' - . ' • .... ,- , '"' ,, ..• ,-.:-" "•-, .. __ ,_ -- ·- ., ,.,._ . ., •. >o. .: '. • "C:-

dcBayc,; estf dada i{>dfcilalqüi~i. ni'~aii{íia''_<lci' ia'\li~tribii~ió;r Híi~f ¡;ara cl-panímetro 
([53], c~Í>. 7 ). ·• ,,c,;:;,(J~{ :\ic'' ·~;"\ <•• /:', 

Si él estadí¿ticó decide irallaj~~ ~ri~ ~riai~¿;;¡¡~fa 'cÍJiti~¿, > -
'" - .. - - -- - . . - " -.~-. - - '~~~-· . -·- ' .. - , .... , 

··t.;:::<"• ~"'- ·.,:,.·::.;_, '. :,S'. 

i(d ¿}{;/(·~(-ldt~:rf <:b" 
--_.-. ··' rl :-: ·p eri ótro caso 

En cuyo caso el estimador de bay~~esd~:~n~~dlJ ([53], cap. 7) de la distribución 

final del parámetro. Luego entonces, si queremos utilizar estas pérdidas para estimar 

- la media de reproducción cuando paramelrizamos la distribución de des,ccndicnles c01i 

una distribución Poisson o cuando tenemos descendencia binaria, sólo tenemos• que 

encontrar la mediana y moda para las distribudones Gamma ~: Beta rcspecfr,;;unente. 

Las expresiones para la moda de distribuciones Gamma y Beta pueden ~nconfrar¿e en 

([72]. vol. 1, pág. 168; \'ol. 2, pág. 44 ). 

Lo más relevante de este método de esi.imación- Bayesiáno és que· al poseer una 

distribución final para la media de reproducción, podemos cakul~r la probabilidad ele 

que este parámetro· sea menor o igual a uno, pará el caso.de descendencia binaria 

tenemos: 

es decir con probabilidad 1 estamos en el caso crítico y subcrítico, o sea con probabilidad 

1· el proceso se extingue seguramente. Análogamente para el caso de distribución ele 

descendientes paramctrizada por una distribución Poisson. 

En cuanto a Estimación Clásica se refiere, el problema de estimar la media de re

producción <'11 un procC'so de Galton-\Vatson está totalmC'nte rC'suelto en la literatura. 

para casos en los que la distribución ele descendi<'ntes está parametrizada por alguna 

distribución de probabilidad conocida y parn el caso no paramétrirn ([57]. rnp. 1 ). En 

relación a Estimación Bayesiana. la literatura sólo registra resueltos el caso de cl(•scen

dencia binaria y el caso donde la dist ribuciém de dcsc<'11Clie11tcs se paramct riza con 111111 

distribución Poisson. Tratando de profundizar 1111 poco más est<' estudio tomaremos el 

1nis1no esqucnHt para rPsoh·er el caso general. esto l'!". cuando tPnc-1110~ u11a distribución 

so 



ele cl<>sc<>ncliP11f<•s dacia por {Pk} para k = O, 1, 2, · ·., '"to cs, la clist rihtH'irín 110 C'SI IÍ 

paramrtri~acla, y s11po11i<'nclo que comoinformadón t.e11e111os~el n1írnero dr· indivicluos 

obtenidos en 11 generaciones, ~si.o es- Z0 , • ·, '· Zn.· La. <listrihución final para el .vector 

\1 = (Po· l'l • ... ) se puede calcul~r c~mo sigile: 

Como la última expresión es un producto de convoluciones, esto hace que el cálculo 

de la distribución final para el vector \1 sea bastante complejo, dado que calcular la 

distribución de sumas <le variables aleatorias independientes no es trivial, a menos que 

la distribución de éstas sea cerrada bajo d operador suma. Todo esto hace que la 

elección de una familia conjugada sea para muchos casos difícil de encontrar. 

Sin embargo, si en forma alternativa, pensamos en E 1, E2 , ···,E,.; una sucesión <le 

experimentos donde Ek es el experimento en el que se observa el número ele descen

dientes para cada uno dP una co!Pcción de hk miembros de la población en la k-ésima 

generación, supongamos que se tiene un número finito de descendientes; Z0 = 1 y que 

P[# dE. dc.<c. = !.·] = Jlk para k =O, l, · · ·, n. Entonces: 

P[Z1 = /.·11\']0(\!) 
P[Z1 = ki) 

o: P[Z1 = k1 l\']0(1') = l'k1 O(V). 

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, si S<' decide usar como distribución inicial 

una familia conjugada, conviene tomar una distribución Dirichlet como conjugada para 

el problema, esto es TI(\') es una distribución Dirichlet para el vector\!= (p" ···,p .. ) 
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ron w-ctor de• panÍnlf't.ros n =(ni.···, nn) ([ri•I], pág. ··HJ). Enlonn•s 
.1. ' ,.· .. 

• :, ·=··- . _-,_>n· ·,_. PI'' 
P( \!IZ1 = kj)cxJJ ¡i:'• , 

donde 

?! 1.)'~·:;ü:f~'.~)~1}~::~.;.~;~;· 
y fl(\/) es una distribuclón.irliti~l'.DÍtiC:h1~Vi~ii'/a'.!e1!;;x;tqry ~ (p1 , ·: • ,pn ), con \'eclor 

fl (2) 

ex ITPÍ' , 
i=O 

donde 

( 2 ) { 0!
1
> si i # k 

O· = 1 
' a! ) + 1 si i = J.·. 

De igual manera en nuestro tercer paso al incorporar la información y considerar el 

hecho de que Zn = Lk=O l.·Zn-1,k tenemos: 

P[\'IZ1 =l.·¡, Z10 = io, .... Z1n =in; Z20 = io, ... 'Z2n =in] 

xP[Z20 = io, · · ·, Z2 .. = i.IZ1 = k1, Z10 = io, · · ·, Z1. = i., \/] 

P[Zw = io,. .. , Z1n = i.IZ1 = l.·1, l']P[Z1 = l.·11\']fl( \!) 
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donde 

¡a¡ ~-{ 0)2l si. i # /,: 
O¡ ...., . (2) 

_:_.·O¡ +.1.:sii.=/,·. 

De aqu ( que para el 1-ésiriio ¡;aso te11cll10s: 
. .· .·, - ;::~-- :·,':; .. ,, 

P{.\~ lt~«a ~~--~jf1:JJ~· :;" · 

> .. '. .~~:·,·.· ., .:,!:~· ' . 

-o:JJp~~·l, ;_ 
i~.º ·~· 

donde 

. y como 

es el mícleo de una distribución Dirichlet, se obtiene entonces que la distribución final 

para el vector \/ dado que hemos incorporado toda la información paso a paso es: 

P[\!jtoda la inf.J = (3 r{¡3) (¡1 fr pf·-' 
f( 1 """ f n) t=O 

(3.1.10) 

donde ¡3; = oJ"l + 1 y 2:: /3; = ¡3. 

Si ahora lo que queremos es obtener la distribución final de la media de reproducción 

como función de la distribución final del vector \1. esto es: 

" m=L:/,·l'k· 
k=O 

nos encontramos con algunas dificultadPs. L:tilizando el Teorema de Cambio de Vari

able o Función Característica 110 es posible dar explícitamente la forma funcional de la 

distribución final para la media de reproducción. por tanto es con\"enientc recurrir a 

83 



a]gun tipo <l<' aproxirnacicín para dicha distriln1ciém li11al. Cal><' sd1alar. q11 .. si sólo 11os 

interesa dar 1111a cst.i1llació11 pu11tual para la nw<lia d<' n•produc-cicín y dP-cidi111os utilizar 

pérdida cuadrática, sabe~nosquc-c•J estimií<lor h;iyesiailo para hl lllcdiit de reproducción 

es E[m\toda la inf.], esto.es: 

y 

VoJ\'iendoal ]l~oblcma.dedescrib'ir laaistiibugió1\final·par~ ni;restilta inuy conveniente 

utilizar una técnica de ~pr~~imacióri de distrihúcioües. Un resultado que aparece en 

la literatura Bayesiana, es el de aproximar la distribución final de un parámetro O, 

con una distribución Normal([54], pág. 215). Este resultado se-obtiene!ª partir de 

propiedades límite de la función de verosimilitud ([54], pág. 213), que establecen que· 

si se cumplen ciertas condiciones de regularidad ([5·1], pág. 208) y tama1ios de muestra 

grande. Ja función de verosimilitud puede aproximarse por cierta distribución.:N'ormal, 

para \'a lores de O en una vecindad de Él 0 • Donde 

y 

esto es, la sucesión de estadísticas { On(X1 ,. ·., Xn ); n = 1, 2, .. ·). es una sucesión 

consistente. Se sigue de esta aproximación que si la distribución inicial del parámetro 

O se representa por una función de densidad positiva y continua en una pequeiia \'l'cin

dad del punto 00 , entoncC'S la distribución final para el parámetro O 1•star;Í a]t amente 

concentrada en una Yccindad de Él,,. y en esta Yccindad puede ser aproximada por la 

misma distribución !'\ormal que aproxima a la \'erosimilitu<l en la lllisma Yecindad. 

En general, la aproximación de una distribución poco tratable. mediaute 1111 modelo 

que sPa m<Ís simple, se puede plantear como 1111 problema ck t!Pcisión que 11at 11ralme11te 

requiere a su \'CZ de Ullil distribución inicial y una función d<' utilidad o pérdida. El 
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grado el" difirnltarhle ('stc· problema pn('d<• s('r co11sidcrnhlc c·spPciah11P111i· si sc•.t.or1111 

e11 cuenta_ quc•,('I espacio ·c1c_ opciones c•s un c•spacio de funcionc·s (<'I c•spadod(' todas las 
·- ' . . .., 

posibles di~triliuéioncs que se pueden utiliz~r como aproxi111ació11 ). 1 ina shn1jlifkadó11 

comúnmente-aceptad~ es la de n1ecl_ir 111 pérdida en términos de la cliferenciá, en.una 

escala ap;opi¡¡cla, entre Ja' densidad que la aproximación asigna al valor verdádero del 

párámetroy ¡~· de~sicl~d que asigna ~lmismo pünto la distribudón original. En 01 
caso se dice cíuc lá utilidad COHespondiente es ]ocal, Una función de u ti Ji dad de esta 

clase que ha sido !lluyutilizada es la llamada logarítmica 

U(q(·),p(·)) = lcigq(O) - logp(O), 
' - ··. 

' . . . 

puest~ que c11 ést.as condiciones el suceso incierto rele\'anic csprccisariiente CI valór ele~ 

sconoéido de_l(la í:íérdida' esperada a minimizar es_l~;llamacla'.cliscrepancia logarítmica. 

La discre;¡~ciil lo~~rítmica entre unaclensiclad ele pr~llabilidaclp(~) ;. su aproximación 

q(O) es el valor'cle la integral 

-, ~, 

Si O tiene una distribución discreta basta, como siempre, sustituir en Ia'defini~icfo>Jas -
densidades ele probabilidad por probabilidades y la integral por una;sun1~~- ._'·, .·,: 

La aproximación q(O) será tanto mejor cuant.o menor sea la cliscrepanci'a-~f;(·~),g-(0)}. 
Si se decide usar la medida Logarítmica, para encontrar una aproxi!lladó~'Normal 

a la densidad p(O), se obtiene el siguiente Teorema: 

TEOREMA 3.1.2 La mejor aprorimación 11ormal a una distribución p(O_), con media_ 

E(O) y dcsviaciá11 /(pica D(O). es 

N{O/E(O),D(O)}, 

es/o es aquella distribución normal co11 la misma media y dcsviació11 típica que la 

dislribució11 origiual. 

Este teorema se ge11eraliza al coso de distribuciones multh·ariadas, en donde la mejor 

aproximación Normal l\lulti\'ariacla es aquella distribución l'\ormal l\lulti\'ariada con el 

mismo \'CCtor d<' medias y la misma matriz ele co\·arianzas que la distribución multi

\'ariada original. 

Para la demostracicin del Teorema ,·er ([71], págs. 178-198). 
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Es int uit.ivanient.e i11111ediato que;; en• general, lo mejor aproxiluocirrn Normal· no 

nccesorianícnt.ces \111a büena aproxiiiú1cióí1; <~ito es, 110 sicníprc; tiene• ui1a}li~crepa11cio 
pequeÚ Ühvi~;ne1ftc)a. c~lidaddc.lá ~pr~~lr1i~cló11~~lc)i~11d~;:a ti'i'. i¡ÍH~· tiÍÚ pilrc~iclo 
seaJa."'diStrJ~ucié>n :~·~rda'dera·.-.a ·sti_."ajfrb~(~_~a-~i~i1, n~-r~~Lº.-,:>:\·: ,;-,!_L ___ 'é--~-+'~-~-- :,;!':, .-j'/··--·, ·-·-· L', 

En cualcíuier caso, se puede proponer como tma"'•primera apr¿~iínación i\ la ~is
tribución de m, la Normal Multivariada,con. vector;~~ mediasyriiatf\zcli;viria;;~as'.. 
y covarianzas iguales a los de la distrib~éión. fin~! ob·t~nÍ~a eri (3J :7); · Co~o la•clis

tribución final resultó Dirichlet sabemos qu~; . 

E[l'.L= 

Óo~(p/,pj) ·•• 
{3fü3o + 1) 

/1 = 

Ahora sea/\. =-(1,2,-··,n); como mes combinación lineal de las entradas de_\!.esto _ 

es: 
n 

m = ¿k,pJ = Jí\11
, 

j=O 

entonces m se distribuye aproximadamente normal con: 

E[m] = E[I\\'1] = l\ E[\11
] = J\¡1 

\/ AR[m] = \l AR[l\
0

\'

1
] = l\FAR[F']l\1 = K'E.1\ 1 

De aqu{ que podremos calcular como se hizo en el caso binario P[m :::; J], es decir, la 

probabilidad de estar en el caso crítico o subcritico. 
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Ot.ra forma para-~proxi~~ar la distribuciónfin~I ,]<,_Ja.media de reprcid11Cció11 !'s ut i

lizar técnicas d~ simulaci6n , Dado quc]aclistribución final pa~a ~I ,:c~tor F rc•sultó una 

clistribució;¡ Di~icÍ;let#;1 _\'Cct~icleparamctms é = ({11, :. • ·, ¡3") y la cli~t ribución final 

para in es\1~~'"~ci;hbi~~~i6ri-1inda1 d6 las:cntradis-d~ el v~l~r \/,·lo que se elche hacer 

si se quiere -aproximar la distribu~ión flnaÍ par~ m -utilizando ~imulación, es diseñar 

un algoritmo que simulé vectores Dirichlet. dad.o el vector de parámetros ¡3". Después 

generar una muestra de éstos vectores y valua_r tantas veces el valor de 11i. como vectores 

hayamos generado, utilizando las entradas de estos vectores, las cuales representan la 

distribución de descendientes. Como opciones pueden aplicarse técnicas descriptivas y 

después Bondad y Ajuste para dar una distribución aproximada para m. o aplicar nue

vamente la medida logarítmica para dar una aproximación 1'orm.al a la distribución m; 

Todo este procedimiento nos lleva nuevamente a calcular la probabilidad aproxiinaclá -

ele que la media corresponda al caso crítico o subcrít.ico. 

Se observa que, ele no haber supuesto un número finito ele descendientes, habría 

que parametrizar la distribución ele descendientes para obtener'_un número .finito ele 

parámetros a estimar, y poder aplicar alguna técnica ele infcreilcia,-Cómo ene] casó de 

la ley de reproducción parametrizacla por una distribución Poisson', tratada al inicio ele 

este apartado. 
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3.2 ESTIMACIÓN DE LA PROBABILIDAD DE 
EXTINCIÓN 

Considerarc•mos este problema como sigue. Sean X1 • • • •• Xn variables aleatorias 

independientes e idénticamente distribuidas que sólo loman valores enteros. Sea l'k = 

P(X; =J.,), y denotemos por f(s) = LPk-'k a la función gen.eradora de probabilidad de 

la distribución {pk}. En el contexto de procesos de ramificación la variable aleatoria 

X; representa el número de descendientes producidos al final de su vida por el i-ésimo 

individuo de una muestra aleatoria den individuos. Dadoesto,estimaremos la,proba

bilidad de extinción q basada en una muestra de X 1 , • • ·, Xn, y además abordaremos el 

problema de estimar otras funcionales de J(s), tales como la deriva~a de laf.g.p válu

ada en q, f'(q), cuya rel<'rnncia se ubic_a en el estudio decomp()rtamiertlos asintóticos 

acerca de la probabilidad de extinción. 

Sea la v.a Z;, el número de individuos en la muestra con i descendientes. Los valores 

que toma la: V.a Z; son tilles que L~J ::; = n,· de aqüf que ladislribucion conjunta de 

Zi, Z2 , • • • dado V = (p¡,p2 , • • ·) es: 

(3.2.1) 

y 
00 

LPi = 1 
i=l 

De aqui que la función de verosimilitud está dada por: 

aplicamos logaritmo a la verosimilitud antes de maximizar con respecto al vector de 

parámetros y tenernos 

log L.(F) = log(clc) + ::¡ logJ11 + .::2 logp2 + · · · + ::dogpk + · · · 
= L ::¡ log JI; + C. 

i;;:::d 

l\faximizar esta función implica encontrar el máximo de L,i,;; 1 ::; log p; como función de 
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p¡. Dividi<·ndo y mnltiplicilndopor Ek'=1 .:1<t.cn~mos: 

O:> - oo ::; log Pa 'X• =t 
1(p, l =···E-.:k L2 ---o;-:-.= 11 ¿: .,,.... log ,,, 

- k=l ,.. Í;::::l Í:k=l -k ~ 1=1 11 

.. ,.,, ,. . ::':, - '.!' :-.: ::::.~~'. \:.-'";_'· .. ' " .. , -' .e: .·.-e,·-.'··::.-~-; -"-1-

Y de igual f~tma q\le~I{ la ~ecció~'it~teri6?~1&W>T' q~e r;.Jaximiza est.a verosimilitud se 
obtieríe~~~~'dc) ·:·:·•';••'· "' 2:e-'!i.'. '·';,;•i•{;:X ••. ;>·· 

• • •fok (11 );;·_~·g·t~t~~~~:1:;~} •;·~·' . ' . 
7,•·,· -"~ . ' -

esta probabiÚdad claramenu(dep~ndC:0,'c1<tji( ~~;S~Yi~~}d;;;¡(,~ ~¡.~~d~s números Pk ( 11) 
~ -~.;,~':-'.,,; ~ -.;-)~,-:~·-",~·--· •: .:,·~:~~.c-.'-~~:·::::'·. ~·"--~:~~~;;' 

es fuerterí1ente corísistentc y com; :r: x. ;é·;;,:· :,~· :: <:: .. 

· J~.~~-(S)i;~;;~r~J=ª~·~·~,;~·J~~-:~~;~vz __ ,' :. 
nuestro estimador es insesgaclo'. _•S?~)~{sf~ f1U1i).<~\·1~ fu~Jión ':~1i:~a~ora de 

probabilidad empírica .. ~1~ adelant~ c~~sid~~a~~1rio~ es~ima~ioncs de funcionales de 

f( s) por correspond ient~s f\lndonales ae7n(s); 

Dado que {pk(n)} son los estimadores máximo verosímiles de {pk}. Ín es un es

timador máximo verosímil de J y cualquier funcional de Ín es un estimador máximo 

verosímil de la correspondiente funcional de f (tocio esto por la propiedad de in\'arianza 

en los estimadores ele máxima verosimilitud). Sin embargo, para resolver el problema 

de estimar q y J'(q), necesitamos saber más acerca del comportamiento de j,, y sus 

derivadas como estimaciones de f y sus derivadas. Sea Jk(s) la función que denota la 

k-ésima derivada de J en s, Jº =J. y similarnwntt• para Ín· Como una observación. S<' 

verifica fácilmente realizando un procedimiento análogo al utilizado cu el Lema 2.2.1 (i) 

que Ín es una función convexa. El siguiente Teorema presenta una serie ele propiedades 

atracti\·as dC' j,.k como 1111 estimador de Jk qm• necesitaremos postC'riormenl.c en nuestro 

desarrollo. 

TEOREI'v1A 3.2.1 Pam cualquier k;::: O y OS-' S s 1 , do"'h .< 1 "-' cualr¡111tr 111Í111ao 

menor que 11110, Í,~(s) es 11n cstimado1·fuo·lcmcntt consistrnl< de fk(s) en d srnlido de 

que j~(s)-+ J"(s) c.s. cuando 11-+ oo y 11nifor111cnlc ¡iarn O::;.- S s 1 • Si Jk(l-) <oc: 

todo lo anterior también es l'álido con s 1 = l. 
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Demostración: ( [ 45)) 

Primero mostraremos qm• ,f,~(.,)-+ Jk(.,) c .. , para cualqui<•rO :5,.. < 1 y ¡, ;::: O. Sro 

cu¡ =.k! ({}: 

Dado .qúe.elprfn~;rJ¿r;~ino ~n ladesigu~ldad,es.la c~ia·d~unascrie COIJ\;crge1ite yel 

seg1uido s~l~~dóri~ndC> m grandé ); aplicándola Le)• Fuerl_~ h~~cqu~ max IH- PJ 1 --+ 

O c.spara cilalquier valor fijo m, y por lo tanto .f!(s)-+ Jk(s) c;s. Lac~nvergencia 
uniforme en s se sigue dado que el primer término de la desigualdiio es la cola de una 

serie que converge uniformemente para O :5 s :5 s 1 < 1 y el segun.do término converge 
- . 

casi seguramente, pero su com•ergencia no es debida a s sino a las Ü'J} y estas· no 

dependen de s. Además Jk(I-) < oo, entonces el k-ésimo moment()faclorial de.X¡es 

finito, y ciado que .f! es justo el k-ésimo momento factorial mu~tral; la Ley Fuerte de 

los grandes números dice que .f!(l-)--+ Jk(I-) c.s yla uniformicladsobrc O ~s :51 

se sigue como arriba. 

También tenernos que: 

E[j;(s)) = É [Ef:;(~!~k;~(sk-i] 
00 k!E[f>k(n )]sk-i 
t; (k-j)! 

f: k!pk(n)sk-J = Ji(s) 
k=j (k-j)! .. 

Para obtener una COJ!\'ergencia a una dist rihución Normal. escribimos c;k la función 

indicadora del evento {X;=~·}. Para cualquier O :5 s < 1 
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Las \·ariabl<•s al!'a\.orias 

""' L cu .. ~k 
k=O 

con 1 $ i $ 11 son independientes : idénticamente cJistriliuíd¡is y 

y 

\1 ar. [f: c;¡;.•k] .•.. 
· k=O · 

dado que e;; . Cik es ceri> pára,j .,,,, Esta Variariza es cero si y sólo si Ja ley de 

reproducción es deg~nera<lli. Si este n!> es el caso, por~¡ Teorema Cen.:'raJ de Límite 

tenemos: 

.fii(jn(s)- J(s)) n~ N(O,l) 

Vf(s 2) - /2(s) 

y por lo visto acerca de in se sigue que q 

<Ín = inf{s ~O; Ín(s) = .•} 

es un estimador Máximo verosímil consistente para q, además 

(3.2.2) 

TEOREMA 3.2.2 Si 111 > 1 y p0 > O, c11lo11ce$ (q,. - q),fii es a$i11lóticamen1' 

Normal con media cero y varian=a {f(q2
) - q2

} /{ 1 - f'{q)}2. Si m = 1 y O < a 2 < oo, 

entonces 

lim P[(l _ ·,.),fii :5 u]= { c!'(u/2) si 11 ~O 
n-oo q Ü CT1 0/1'0 C<l$0 

Si m < 1, cnlo11ces con pmbabilidad uno q,. es igual a uno de algun índice en adelante. 

Demostración:{[39], pág. 50) Dado que j,.(i¡,.) = (¡,., Por el Teorema del Valor 

Medio tenemos que: 
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para algurrn "" cutre <j., )'.. q y.s., depende ·cJe X1 , ·;·,X,.; y daclo.<pre'f(q) =<¡se li<'ll<' 

que: 

· .. {fn(q)+J(q)}Vii;G:. f[q.,;(q{2 q)HÚn)Jc--J(q)}'J;i• 
. ', _:;;_~'.·. -· ... ·:.'. ~:-,/~é~ ._'/::'.~~ ;~:~~ /~~~~-.:)i<~ ~;:·6,:,"f,--~~//)?~~'i·:~\:-,~/;· .. ;·; . .V <'. --·'.> 

.. ¿" ?'/ ;·r.·:· "'C •f)<Jn::-:,(<J,.,¡--:,q)f'!.(~~));':: qJy'ñ 

..•. · .. ";:· .. ;fü'. ... ·;;¿~ ¿··¿·:. <i/·.~. :,~~··~~·: )~(~.~?;r~~~)~·;•·:·.·.·., .... ·. ... . . 
sabemos que el !ad.o i~q~ierdo:Cle'estajúitimá',iguald~d;•porJa ecuación (3.2.2) es a-

s'.ntótica~e.~FN(,b,~~f2),.2···~~r~~~~Ú~~;)'~'tá&tj~+~y~··q·~~'por~l.'.teorema anterior 

f~ ( s) -+/'( s) ~.s ulliforf11#111ent~ efüuna;v~cillt~- ~{q;é~to' prueba el primer inciso. 

="~;:~J"!f;J:~~~¿~i.~~~~ic~~l~~;;,\~~;~#~~i~~;oo.d~ " 
P[(I - <Ín)\lñ::; u] .,,; 2: 'p(1:_ ~zv'ñ.s ~:1 = P[far'--u¿'{ñy?.f~(9n_)) .. 

Prf,¡(1 "- u/../ñ) 2: <j~J = P[Ín(I ¿•ufytíi}~j-- u/yl,ij° 

y dado que j~(s) existe para todas, podemos expandcr Ín(·fcri seriesd~tayloral
rrededor de uno y quedarnos con el polinomio de grado dos, esto és:T·· ... 

Ín ( 1) + j~ ( 1 )[1 - u/ ../ñ - !) + Í~'~sn) [1 ~ u/0-~~ 1)2+ ]l3(s~) 
Ín(l) + Í~(l)[u/../ii) + j;(sn)u 2/2n + Jl:i(s.,) .· 

donde 1 - u/../ñ :5 Sn :5 1 y Sn depende de Xi,···, Xn y es tal que R3(;,.)--> O cuando 

Sn j 1. De aqui que: 

P[(l - <in)../ii :5 11) P[l -f~(l)u/../ñ + j;(sn)u 2/2n 2: 1 - u/../ñ] 

P[Í;(sn)11/11 ::'.:: 2{Í~(I) -1}/../ii) 

P[(f~(I) -1)vn/J;;(s.,) :5 u/2)--. <l>(u/2) 

Como 1 - u/ ../ñ < Sn < 1 esto implica que s,, -+ 1 y 

j;(sn) _, j~'(I) = VAR(X¡) = a 2 c.s 

Sabemos que 

(Í~(l) -1)../ii-+ N(O,a2
) en Distribución 
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ya que• 

~, - ··.~ .. :;-:Lj'":.X; .:_ - I 

f;,O ¡ =: L. 1.·1•k e:.~ 11 rn.= ¡ (ti:: 1. 
.. '. . ·.· .. ,•]l . ·:· -' 

Finalmente, si m <. 1, entonces p~~ I~.~~); ~',, 16~ grandes mí meros 

· j~(/)Jf~x.'i; 
. 71.,,.,' 

- - ,' ~ ·.·- ',>:·· __ ~/:._-- -
es casi seguramente, estrictamente menor que urio ·para ~lgun índice. De ese índice en 

adelante f¡" = J. 

Otra posible enfoque de estimación para tratar de estimarla probabilidad de ex

tinc!óil es utilizar inferencia Bayesiana, lo qúe habría qltc estimar aquí· sería j,., ya que la 

estimación de la probabilidad de extinción q es la más pequeña solución a la ecuación 

in(s) = s. Siguiendo el enfoque ele la sección anterior habría que asignar una dis

tribueión inicial para el \'eclor l', luego si no se parametriza la ley de reproducción hay 

que suponer un número finito ele descendientes y se obtiene una distribución multino

mial como verosimilitud asociada al vector, aplicamos el Teorema de Bayes y obtenemos 

la distribución final para \/. Como se ha venido planteando desde la sección anterior, 

el estadístico ptwde decidir utilizar familias conjugadas para expresar su conocimiento 

apriori sobre el wctor l'. Por el contrario si no se restringe la distribución de descendi

entes a un número finito, se debe proceder a paranwtrizar dicha distribución con alguna 

distribución de probabilid>td conocida. para obtenrr un número finito de par;Írnet.ros a 

estimar; luego se obtiene la verosimilitud y puede obtenerse la distribución final. De 

igual manera que para la nl(•dia de reproducción, la función j,. es combinación lineal 

de las entradas del vector l', y utilizando Teorema de Cambio de VariablP o Función 

Característica no es posible dar explícitamente la forma funcional de su distribución 

final. Podemos recurrir como antes a técnicas de simulación para e11co11trar una aprox

imación a la distribución final, y un procedimiento a seguir podría ser el mismo que ya 

co1ncntan1os. 
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COMENTARIOS FINALES 
Est<' t rnlmjo se 11hica e11 un IÍr<·a <¡11<' atÍll t•stá poco <'xploracla. S<' 1 rata tlt· la l11f<'r<'t1-

cia Estadistica para Procesos Estocásticos. Existe 1111a gran cauticlacl de co11t.riln1ciones 

e11 el área el<• procesos, especialmente cu lo <¡11<' se refiere a procesos de ramificación, 

pero en su i.rimensa mayoría se ocupan de tratamientos más bien deductivos y no in

ferenciales. Por otra parle, cuando se revisa la literatura sobre inferencia cn procesos, 

se encuentra q11e e) enfoque predominante es el llamado frecuentista y que muy .POCOS 

resultados han sido ohtenidos mediante la alternativa Bayesiana. 

Muy especlficamente en los procesos de Galton-Watson, se ha mostrado que el pro

blem.a fundamental es estab.lec~; la p~obabilidad de extinción. puede reducirse a la 

estimación de la media de reproducción Jii. Bajo diferentes hipótesis, en el modelo y 
- ·- - .. 

en el muestreo, es posible obtener estimaciones frecuentistas. tanto puntuales como de 

inte~valos, par~ ~n. 

El enfoque Bayesiano, como se ha indicado, ha recibido mucho menos atención. 

Sin embargo, existen reportes en Ja literatura para algunos de los casos más sencillos. 

En este trabajo el tratamiento Bayesiano se há aplicado a rnriantes más generales 

del proceso de Galton-\Vatson. En términos generales y a nivel conceptual es claro, 

como ocurre con muchas otras aplicaciones del paradigma de Bayes, que obtener una 

distribución de probabilidad para el parámetro de interés, ofrece más y mejores posi

bilidades de análisis del fenómeno. Concretamente, en el caso tratado en este trabajo 

la probabilidad final del evento 111 ~ 1, describe la seguridad que puede tener el inves

tigador en la extinció11 dt•I proceso. 

Por otra parte, la aplicació11 del enfoque de Bayes, aun cuando es formalmente 

muy simpk', no ll<'ct'sariam<'llll' puede llemrse acabo de manera automática. Especial 

cuidado requiere la especificación de la distribución inicial. En este trabajo se han 

empleado distribuciones conjugadas, informativas y de referencia que conducen a re

sultados intuitivamente aceptables y razonablemente simples. Sin embargo no es esta 

la única posibilidad, queda abierta la inY<'stigación en este sentido. Adicionalmente, 

ocurre que para mia vari<'dad de casos, la distribución final de• 111 no pued<' sPr deter

minada por complt:'t o en términos analit iros. En esas condicione, se puede11 ensayar 

aproximaciones Yarias. utilizando técnicas de simulación o bien recurriendo a la nor

malidad asintótica de la distribución final. Estas posibilidades no se exploraron en este 

trabajo y quedan también planteadas como lineas de actiYidad futura. 

9.¡ 



En r('Slllll<'n, el c•nfoqu<' Baycsiano pronwte resultados nHÍs co111plrtos pnrn la inf<'r

cncia en proc-c•sos de· Galton-Watson. pero a\111 en casos rdat.ivanwnl<' si111pl<'s e11trai1H 

un grado de dificult.nd que requiere un estudio atin más profundo. 
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