- W23s
e
Universidad Nacional Auténoma de México

Facultad de Cibnc'iﬁa{é <

EL PROCESO DE GALTON-WATSON,

ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE EXTINCION
Y LA MEDIA DE REPRODUCCION

T E SIS

que para recibir el titulo de:

A CTUARTIO

Presenta

DINO /MON VASQUEZ

—

México, D.F. 1992

FALLA U OR'GEN |



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



-~

' Contenido

INTRODUCCION
1 PRELIMINARES 1
1.1 CADENASDEMARKOV . . ... .. .. viiineeinnn P |
2 PROCESO DE GALTON-WATSON ‘ e o
91 DESCRIPCION MATEMATICA . . . .. .. ... . ... 000 11 S
2.2 FUNCION GENERADORA DE PROBABILIDAD Y PROPIEDADES i_
ELEMENTALES . .. .. ..ot iimnenann.. e 13
2.3 PROBABILIDAD DE EXTINCION ........... i 2B
2.4 EJEMPLOS.IMPORTANTES . ........... [N ... 29
2.5 TEOREMASLIMITES............. ... 0 0ue...: 35
251 CASOSUBCRITICO. ... .......%0 ... i, 36
252 CASOCRITICO . .. ..ottt i e e e 40
253 CASOSUPERCRITICO . . . .. ..o v i i iii s i 44
26 LAPROGENIETOTAL . . .. .. .ot mi .. 47

3 ESTIMACION DE LA MEDIA DE REPRODUCCION Y LA PRO-

BABILIDAD DE EXTINCION 57
3.1 ESTIMACION DE LA MEDIA DE REPRODUCCION .. . . .. ... 65
32 ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE EXTINCION . . .. .. 88

REFERENCIAS



’ INTRODUCCION

La decadencia de Jas familias de hombres notables en tiempos pasados ha sido objeto
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de frecuentes observaciones y estudios, los cuales fueron el predmbulo de lo que hoy
dia se conoce como la Teoria de Procesos de Ramificacién. Las primeras observaciones
sobre la extincion de familias de hombres importantes, fueron hechas por Thomas
Malthus, quien relata en uno de sus ensayos ([4]) que en la ciudad de Berna de 487

familias burguesas 379 se extinguieron en espacio de dos siglos, de 1583 a 1783.

Sir Francis Galton (1822-1911) hace un estudio de la decadencia de la nobleza in-
glesa y otras familias de hombres insignes; desde un punto de vista eugénico (estudio de
todo aquello que afecta la calidad de la progenie humana)[9]. Galton dio explicaciones
sociales y biolégicas de las frecuentes extinciones de familias que observé. Luego un
renombrado botanico suizo Alfonzo de Candolle, en su publicacién de 1873, voltes la
atencion de Galton a la posibilidad de una interpretacién probabilistica del fenédmeno
([10], pdg. 389) y ese mismo afio Galton proporciona una formulacién precisa al pro-
blema, apareciendo como el " Problema 4001 ” en el Educational Time[2): ‘Una nacién
grande en la cual sélo nos preocuparemos de los varones adultos, de nimero N, y de
los cuales cada uno leva diferente apellido, colonizan un distrito. Su ley de poblacidn
es tal que en cada generacion, a% de los hombres adultos no tienen nifios varores que
alcanzen la edad adulta, a; tiencn sélo un nifio varén, a; tienen dos; y asi hasta as que
tiene cinco. Las preguntas que se formulan son las siguientes:

1.- Encontrar qué proporcién de los apellidos se va a extinguir después de r genera-

ciones.
2.- Encontrar cudntos casos habrd en el que el mismo apellido sca llevado por n per-

sonas’,

Galton, recibio sélo una respuesta al problema, de una persona que nunca percibié
su complejidad, y se la mostré a un amigo, ¢l clérigo y matemdtico Reverendo H. W.
Watson. Este transformé el problema en uno de iteracion de funciones generadoras de
probabilidad[3]; de hecho, asi es tratado hoy dia. Si f(z) = S piet, p; = a;/100, es
decir la probabilidad de que un padre tenga j hijos varones que alcancen la edad adulta,
entonces Watson define la sucesién recursiva f, = f,.,(f). Concluye que la respuesta
a la primera pregunta es el término independiente de z en f(z) y da el nimero de

apellidos con s representantes en la r-ésima generaciéon como el coeficiente de z* en



f+(z) multiplicado por N. Ademds Watson descubre, para la funcién generadora de
probabilid#d binomial, que la probabilidad g, de extincién final, debe satisfacer la
ecuacién ¢ = f(q), a partir de aqui agrega erroneamente que siempre ¢ = 1. El
estaba consciente que esto podria parecer una contradiccién al principio Malthusiano
de incremento exponencial del total de la poblacién y argumenté con sutileza en forma
extensa, que el total de la poblacién puede bien crecer a pesar de que cada apellido

especifico eventualmente se perdera.

Fue un actuario danés, J. F. Steflensen, quien resolvié totalmente el problema for-
mulado por Galton y publicé el primer analisis completo de la probabilidad de ex-
tincién[14]. Este problema se ha denominado en la literatura el Proceso de Galton-
Watson. También las formulaciones de Steffenscn estdn todavia en uso: Suponga que
un individuo y sus descendientes procrean n hijos con probabilidad p,. Entonces la
probabilidad ¢ de que su familia se extinga es la mds pequefia raiz no negativa de la
ecuacion s = f(s), de aquique ¢ < 1 si y sdlo sim = f'(1) > 1.

En el presente, existen en la literatura procesos de ramificacion mds generales que
el proceso de Galton-Watson, como: Procesos de ramificacién de tiempo continuo
de nacimiento y muerte, procesos de ramificacién donde se permite la dependencia
entre vida y reproduccidn, procesos con individuos de tipos diferentes, procesos de
ramificacién con inmigracion, etc.

Pardmetros muy imporatntes en un proceso de Galton-Watson, son la media del
nimero de descendientes por individuo y la probabilidad de extincion del proceso. Por
lo cual, dos problemas que merecen especial atencidn, es la estimacién de la media
de reproduccién basada sobre una historia completa del tamafio de la poblacién, y
la estimacidén de la probabilidad de extincién, basada sobre el tamafio actual de la
poblacion y la distribucién de descendientes.

El objetivo principal de este trabajo, es presentar, algunos resultados generales de
los estudios que se han realizado acerca de la estimacién de esos dos parametros y
extender las conclusiones del tratamiento Bayesiano. Un compendio de todo lo que se
ha desarrollado en cuanto a la estimacién de pardmetros en los procesos estocisticos,

en particular los de ramificacién se puede encontrar en[57).

Es natural presentar como preludio al problema de estimacion, los principales re-
sultados probabilisticos que sobre el proceso de Galton-Watson existen, esto es, un es-

tudio general de la funcién generadora de probabilidad y su relacién con los diferentes
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parametros que el proceso involucra, astt como una revisién de Teoremas Limite sobre
el comportidmiento asintético del mismo. Todo esto permite abordar la problemidtica
de la estimacién mencionada anteriormente.

Histéricamente el problema de estimar la media de reproduccién y la probabilidad de
extincién, ha sido resuelto utilizando Inferencia Estadistica Cldsica. Casos particulares
como el de una distribucién de descendientes parametrizada por una ley Poisson o el de
descendencia binaria, han sido resueltos utilizando técnicas de estimacién Bayesiana.
El presente trabajo considera la aplicacion de las técnicas de estimacién Bayesianas
en el caso general, esto es, sin parametrizar la distribucién de descendientes, analiza
las dificultades del procedimiento y obtiene la solucidon para una clase de problemas
restringidos. El lector podrd también observar, la dificultad en la aplicacidn de los

métodos Bayesianos de inferencia para estimar la probabilidad de extincién.

Para la comprensién del material que aqui se presenta se suponen conocimientos
basicos sobre Procesos Estocésticos, en particular Cadenas de Markov, también cono-

cimientos de Estadistica Cldsica y Bayesiana.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera: El capitulo 1, presenta resul-
tados generales sobre Cadenas de Markov que se supondrén conocidos a lo largo del
trabajo; El capitulo 2, describe el Modelo de Galton-Watson, da un estudio general de
la funcidn generadora de probabilidad y de Teoremas Limite sobre el comportamiento
asintdtico del proceso, asi como un breve estudio sobre la progenie total del proceso;
En el capitulo 3 se exponen métodos de estimacion y resultados asinidticos para la

media de reproduccién y la probabilidad de extincién.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 CADENAS DE MARKOV

En esta seccidn y sus apartados se presentan resultados basicos acerca de Cadenas de
Markov que se suponen conocidos para el lector. Es por esta razén que las definiciones
y resultados, se presentan de una manera general y sin entrar en detalles. Para un

mayor analisis sobre este tema, el lector puede revisar ({49, 40]).

La propiedad de Markov se define precisamente con la siguiente ecuacién:
P(Xn41 = Tnp1|Xo = 20, -+, X = 2) = P(Xp1 = Zn1|Xn = 24) (1.1.1)

para cualquier seleccién de enteros no-negativos n y los nimeros zo, - * * y Tn41, cada uno
de los cuales es elemento de F. Las probabilidades condicionales P(Xnq1 = y[Xn = )
son llamadas las probabilidades de transicion de la cadena. A los sistemas que poseen
esta propiedad se les llama Cadenas de Markov. En este trabajo se estudiaran Cadenas
de Markov que tienen probabilidades de transicién estacionaria, es decir, aquéllas tales
que P(X,;; = y]X,: = z) no depende de n, éstas también son llamadas cadenas de

Markov Homogéneas.

I. FUNCION DE TRANSICION Y
DISTRIBUCION INICIAL

Sea X,, n 2 0, una cadena de Markov que tiene espacio de estados F. La funcién

P(z,y), z,y € F, definida por:

P(z,y)= P(X, =y|Xo=12), z,y€F, (1.1.2)



es lamada la Funcién de Transicién de la cadena. Esta es tal que:
7
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P(z,y) 20, zye7F, . ; o (1.1.3)

S P(z,y)=1, z€F. (1.1.4‘)

Dado que la cadena de Markov tiene probabilidades estacionarias, anof.fés vemos qﬁe:
P(X, 1 =yl X, =2)=P(z,y), n21, : (1.1.5)

y de la propiedad de Markov se sigue que: '
P(.X,H,] = yl)&’o =Ty ,X"..l = Zn_l,X,. = 37) = P(a:,y). (1.1.6)
En otras palabras, si la cadena de Markov estd en el estado z al tiempo n, entonces no
importa como llegamos a z, esta tiene probabilidad P(z,y) de estar en el estado y en
el siguiente paso. Por esta razén los mimeros P(z,y) son llamadas las probabilidades

de transicién en un paso de la cadena de Markov.

La funcién m¢(z), ¢ € F, definida por
mo(z) = P(Xo = 1), z€F, (1.1.7)
es llamada la distribucién inicial de la cadena. Esta es tal que

mo(z) 20, z€F. (1.1.8)

S o mo(z) = 1. (1.1.9)
La distribucion conjunta de X, - -+, X, puede ser facilmente expresada en términos de
la funcién de transicién y la distribucién inicial. Por ejemplo:
P(Xo =20, X, =71) = P(Xo=2z0)P(X: = 11| X = o)
wo(zo) P(z0,21).

También,

P(Xo = 2, X; = 3,, Xy = z3)

P(Xp =19, Xy = II)P(X? = I2|Xo =10, X; = 11)
wo{zo) P(xo, 21 ) P(X2 = 22| Xo = 70, X1 = ).

Por induccién se ve facilmente que

P(Xo=x0,++, Xn = &) = mo(Z0)P(z0,21) "+ - P(ZTa-1, Zn). (1.1.10)



II. CALCULOS CON FUNCIONES DE TRANSICION

Sea Xn,/'n 2 0, una cadena de Markov sobre el espacio F, que tiene funcién de
transicion P. En este apartado Mostraremos como varias probabilidades condicionales
pueden ser expresadas en términos de P. También podremos definir la funcién de

transicion en n-pasos de la cadena de Markov.

Comenzaremos con la ecuacion

P(Xn+1=1'n+11""xu+m = zﬂ"l'leU’_—xof"'vXn::tn)

P(%nyTn41) * P(Zntmets Tagm):  (1.1.11)
Para probar (1.1.11) escribimos el lado izquierdo de la ecuacién cémo;sigue

P(XO = Loy vXn+m = zn+m) ;
P(onzo,..‘,xn_—.z"'.)".' g

Por (1.1.10) el cociente es igual

To(Zo) P(Z0, T1) * * * P{Zp4m-1, Tnitm)
Wo(xo)P(fm Il) e P(mn—la In) !

lo cual se reduce al lado derecho de (1.1.11).

Aqui es conveniente enunciar el siguiente Lema:

LEMA 1.1.1 Sea (Q,.A,P) un espacio de probabilidad y suponga que los conjuntos
que se mencionan abajo estan lodos en A.

(1) Si D; son ajenos y P(C|D;) = p independientemente dei, entonces P(C|\J; D;) = p.
(ii) Si C; son ajenos, entonces P(U; C;|D) = ¥; P(C:| D).

La demostracién del Lema se basa en el uso de probabilidad condicional.

Podemos reescribir (1.1.11) como sigue

P(Xn+l=yh""Xn+rn = ymlxll:IOu"'an—l=In—hxn=z)

P(Iyyl)P(ylvyﬁ)"'P(ym—hym)- (1-112)
Sean Ag,- -+, An_1 subconjuntos de F. Se sigue de (1.1.12) y del Lema 1.1.1 (i) que
P(Xn+1 =, 'an+m yleO € AO# M 1Xn—1 € An—hxn = I)

P(z)yl)P(ylvyZ)"‘P(ym—hym)~ (1.113)



Sean By, --+, B, subconjuntos de F. Se sigue de (1.1.13) 'y del Lema‘1.1.1 (ii) que ~
1 : . g

P(Xp1 € Bl,---,Xn+mEBm|X°EAO’“"X"-"E‘A”
= 3 o 3 P(z,p)P(yny2): 2

nEB; VmEBm

"'(1,;11,1'4)

La funcidn de transicidn en m-pasos Pp(z,y), se define p6r "‘,

Pa(zy) =3 3 p(:,y,)P(y,,yz)...p’(y.a;z,ym-l)iP(Q.‘,.'.x‘;’g),‘*_'_ {1.‘1".}15)

n ¥m=—1

para m > 2, diremos Pi(z,y) = P(z,y), y

, “en otro caso.

e ={ 5 5t

Vemos que si tomamos Bl= :i=‘Bm_1 =Fy B, = {y} en*(l.i.iti) tenemos 7 D
Pa(e8) = P(Xntm = 9lX0 € A+, Xos € Ans Xy =2). b(.vl:l.Vl‘G)

En particular, tomando Ag = +++ = A,_y = F, vemos que ' FREtE (e )

Pu(z,9) = P(Xngm = y|Xn = 2). | (1.1.17) -

También se sigue de (1.1.15) que

Pu(z,y) = P(Xutm = yjXo = 2, X = 2). (1.1.18) .

Y por analisis del n-ésimo paso y probabilidad condicional tenemos

P(Xatm = y|Xo = z)

P,.+,,.(:c,y)

o P(Xa=2|Xp = 2)P(Xpym =yl Xo = 2, X, = 2)

ZP"(z,z)(Xn.,.,,, =y|lXo = z,Xn = 2),

Y concluimos por (1.1.17) que

Posm(z,y) = Y Pulz,2) Pu(z,y). (1.1.19)




Esto es lo que en la literatura se conoce como la ecuacnon de Chapman-Kolmogorov.'

Sea. 7ro 12 dxstnbucmn mlclal de la cadena de Markov Da lo'q

o .P(Xn =y) = 3 P(Xo==z,Xa = y)‘

3 P(Xo = 2)P(Xa = ylXo = 3),.

vemos que

P(Xn = 3) = 3 mo(2)Pa(z, ). (1.1.20)

Esta ecuacién da el calculo de la distribucién de X, en términos de la distribucién

inicial 7o y la funcién de transicién en n-pasos P,.

Es conveniente usar la notacién P;(.) para denotar las probabilidades de varios
eventos definidos en términos de una cadena de Markov que comienza en z. Asi,

(1.1.14) puede reescribirse como

P(Xn+l € Bls""Xn-f'm € Bm|X0 € A01"' ’An-l € An-h n= -T)
= Po(X1 €By,+ 'y, Xm € Bn). (1.1.21)




Cx}‘
II1. TIEMPOS DE ESPERA o
Sea A uf subconjunto de F. El tiempo de espera T4 de A se define por

T4 =min(n>0: X, € A)

si X, € A para algunan > 0, y por Ty = oo si X, # A para todan > 0. En
otras palabras, T4 es el primer tiempo positivo para el cual la cadena de Markov estd
(espera) en A. En este trabajo se estudiardn sélo tiempos de espera de conjuntos que

consisten de un sélo punto. Denotamos el tiempo de espera de un punto e € F por T,.
Una importante ecuacidn que involucra tiempos de espera es dada por
n

Pi(z,y) = Y. P(T, = m)Pa_m(y,y), n2 L (1.1.22_).

m=1

Para verificar (1.1.23) debemos observar que los eventos {T), = m, X, =y},1 <m.<n,

son ajenos y que
n
{Xn=y}= U {Ty =m, X, =y}
m=1

Hemos descompuesto el evento {X, = y} de acuerdo al tiempo de espera de y. De esta

descomposicidn tenemos

P,,(.’L’,_!/) Pz(xn =y)

= 2 Pl =mXa=y)

m=1

= Z P(T, = m)P(X, =y|Xo =2,T, = m)

m=1

= Z PZ‘(TV = m)P(X" =y,x0 = I,X] ?é y!"'yxm—l 76 anm =y)

ms=l

n

= . P,(Ty = m)Pn—m(y7 ),

m=

y de aqui que (1.1.22) se cumple.



IV. ESTADOS TRANSITORIOS Y RECURRENTES

Sea X,,’n > 0, una cadena de Markov con espacio de estados F y funcién de

transicién P. Sea
Pzy = Pe(T, < o0).

Entonces p,, denota la probabilidad de que la cadena de Markov comenzando en r
este en el estado y en algun tiempo positivo. En particular, p,,, denota la probabilidad
de que la cadena de Markov comenzando en y regrese a y. Un estado y es llamado
recurrente si p,, = 1 y transitorio si p,, < 1. Si y es un estado recurrente, una
cadena de Markov que comienza en y regresa a y con probabilidad uno. Si y es un
estado transitorio, una cadena de Markov que empieza en y tiene una probabilidad
positiva 1 — p,, de nunca regresar a y. 5i y es un estado absorbente, entonces Py(T, =
1) = P(y,y) = 1 y de aqui que p,, = 1; asi un estado absorbente es necesariamente
recurrente,

Denotamos por 1,(z), z € F, la funcién indicadora del conjunto {y} definido por
1, z=y
1,(2) = ’
@={3 7Y
Denotamos por N(y) el nimero de tiempos n > 1 para los cuales la cadena estd en

el estado y. Dado que 1,(X,) = 1 si la cadena estd en el estado y al tiempo n y

1,{X,) = 0 en otro caso, vemos que
o0
N(y) =3 1,(Xn). (1.1.23)
n=1

Usaremos la notacién E.(-) para denotar la esperanza de variables aleatorias definidas

en términos de una cadena de Markov que empieza en z. Por ejemplo
E:(ly(Xn)) = Pz(Xﬂ = y) = P,.(:t,y). (11'24)

Se sigue de (1.1.22) y (1.1.23) que

EAN() = E. (i y(m)

n=1

= 3 E(1,(X.)

n=1

= i P,,(z,y).

n=1



Sea

-~

n=1

Glz,y) = BN = 35 Palery).

Entonces G(z,y) denota el valor esperado del niimero de visitas a y para la cadena de

Markov que da comienzo en z.
TEOREMA 1.1.1 (i) Sea y un estado transitorio. Entonces

P.(N(y) < oo)g 1

G(I,y)=1£:; ’ -’DE.T,
v e -

la cual s finita para toda T € F.

(1) Sea y un estado recurrente. Entonces P,(N(y) = o0) =1 y G(y,y) = oo. También
P:(N(y) = 00) = P(Ty < o0) = pyy, =€ F.
Si pzy =0, enlonces, G(z,y) = 0, mientras si p;, > 0, entonces G(z,y) = oo.

Para la demostracion de este Teorema ver ([40], pig.20)

OBSERVACION 1.1.1 Si y es un eslado transitorio, el valor esperado G(z,y) es

finito, por lo cual tiene que ocurrir que cada una de las
P"(l', y) b 0)

de donde oblenemos que
Jim PX.=y]=0.
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Capitulo 2

PROCESO DE
GALTON-WATSON

Imaginemos objetos que pueden producir o generar un nimero aleatorio de des-
cendientes de la misma clase (estos quizds pueden ser hombres, bacterias conocidos o
neutrones producidos por una reaccion en cadena), durante su vida, con una funcién

de probabilidad (ley de reproduccién ) digamos:
Plnimero de desc. = k] =py para k=0,1,2,...

donde px > 0y 2220 P& = 1. Si suponemos que todos los descendientes se reproducen
independientemente uno de otro e individualmente tienen progenie de acuerdo con la
distribucién de probabilidad anterior, el proceso {Z,}, donde Z, es el tamafio de la

n-ésima generacién, es llamado un proceso de ramificacion de GALTON-WATSON.
EJEMPLOS DE PROCESOS DE RAMIFICACION DE GALTON- WATSON

Hay numerosos ejemplos de procesos de Galton-Watson que surgen naturalmente en

varias disciplinas cientificas. Listaremos algunos de los mas prominentes.

a- Multiplicador de Electrones: Un Multiplicador de Electrones, es un aparato
que amplifica una corriente débil de electrones. Una serie de liminas son colo-
cadas en el camino de los electrones emitidos por una fuente. Cada electrén, al
golpear la primera lamina, genera un nimero aleatorio de nuevos electrones, los
cuales al golpear la siguiente lamina producen otros y asi se continta. Sea Z, el
nlimero de electrones inicialmente emitidos, Z, el nimero de electrones produci-

dos sobre el impacto en la primera ldmina de los Z; iniciales; en general sea Z,



el nimero de electrones emitidos por impacto en la n-ésima lémina de los elec-
troned emitidos en el la ldmina (n —1). La sucesién Zg, Z1,-+ -, Zn, +- - constituye

un proceso de ramificacién de Galton-Watson.

b- Reaccidén en Cadena de Neutrones: Un nicleo es dividido por una colisién ca- .
sual con un neutrén. El resultado de la fisién da un niimero aleatorio de nuevos
neutrones. Cada uno de esos neutrones secundarios puede chocar con algiin otro
nicleo produciendo un niimero aleatorio de neutrones adicionales y asi sucesi-
vamente. En este caso el nimero inicial de neutrones es Z; = 1. La primera
generacién de neutrones comprende todos aquellos producidos de la fisién cau-
sada por el neutron inicial. El tamaifio de la primera generacién es una variable
aleatoria Z,. En general la poblacién Z, en la n-ésima generacidén es producida
por los choques al azar de Z,_; neutrones individuales de la (n- 1)-ésima gen-

eracion,

c- Supervivencia de los Apellidos de Familias: Aqui (como a menudo sucede en
la vida) sélo cuentan los descendientes masculinos, los cuales desempeian el papel
de las particulas, y px es la probabilidad de que un varén recien nacido se con-
vierta en progenitor de exactamente k nifios varones. Este esquema supone dos
simplificaciones artificiales. La fertilidad estd sujeta a tendencias seculares y, por
lo tanto, la distribucién {ps} cambia en la realidad de generacién en generacién,
Por otra parte, es seguro que la herencia y el medio ambiente comunes produzcan
semejanzas entre hermanos, con lo que se contradice la suposicién de indepen-
dencia estocastica. Este modelo se puede refinar de modo que se tomen en cuenta

estas objeciones, pero las caracteristicas esenciales permanecen inalterables.

En general tenemos un rbol con multiples ramas que surgen a raiz de los nacimientos

de particulas.
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2.1 QESCRIPCI(’)N MATEMATICA

Sea {Xn;}n>0,>1 variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
(v.a.i.i.d.} enteras con densidad {pi}s»0 (ley de reproduccién). Si consideramos que el
proceso da inicio con un individuo, (Zo = 1), entonces podemos construir el niimero

de descendientes de cada generacion como sigue:

Zy =1

Z, = Xoy(# de descendientes de la 17 particula)
21

Z2 = le.j
j=1
Zn

Zoyr = 3 Xnj, n€EN (2.1.1)

=1

es claro entonces que el niimero de particulas en la n-ésima generacién, Z,, es una
variable aleatoria y evidentemente si Z, = 0-entonces Z,4¢ = 0 para toda & 2> 0.
Decimos entonces que 0 es un estado absorbente y si Z, toma ese valor, la poblacién

se extingue.

Obsérvese que:

PlZn=klZo=1,2s =k, Za=kyy -+, Zny = kny) =

Zp-
= P[Z Xn—l.j = k|Zo =1y Zny = kn—l]

J=1

kn—y X
=P[Y Xuori=klZo=1,+, 201 = ku_1)

i=1
como las X ; son independientes, los dos argumentos son independientes

kn-l
= P[Y_ Xn-1; = k] que es la ka-y convolucién de {px} (2.1.2)

i=1

ya que la E;f;;' Xn-1,; es independiente de Zy, para k =1,-++,n—1.

11



. Por otro lado -
Zn—y . knci

P[ E X"_ 1,5 = klZn-‘l = k _1] '.=‘ P[Z A,. 1,i = k‘Z,...; = L"_]]
=1 A J_l : . E
kn-)

P Xo-1,5 =]
i=1

y por lo tanto,
PlZ,=Fk|Zo=1,--+,Zpn-y=kn1] = PlZy = k| Zn-1 = ku-1},

la cual no depende de n. Esto es, el modelo de Galton-Watson es una cadena de Markov .

homogénea.

Ahora, si comenzamos con una particula Zg = 1 tenemos:
P(1, k)= P[Zy =k|Zo=1] = p& (2.1.3)

y nos interesa estudiar, cémo crece la poblacién a partir de este individuo (el esquema
se puede gencralizar a tener una poblacidn inicial de k individuos). En particular es
de interés determinar si la poblacidn se extingue y con qué-probabilidad lo hace, esto
es calcular P[Z; = 0 para alguna 7 > 1]. Este problema fue abordado por H.W.
Watson, quien convirtié el problema en uno de iteracion de funciones gencradoras de
probabilidad, y fue tan til su método, que hoy dia se sigue aplicando al estudiar
los procesos de ramificacidén. Por lo cual la siguiente seccién tratard brevemente la
propicdades de la funcién generadora de probabilidad (f.g.p), y su relacién con los

procesos de ramificacidn.
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2.2 F,UNCIC')N GENERADORA DE PROBABI-
LIDAD Y PROPIEDADES ELEMENTALES

La funcién generadora de probabilidad (f.g.p) de una variable aleatoria X entera,

con funcién de probabilidad {pk}«p0, es por definicion
. o
I(s) = E[s*] = Y ms* (2.2.1)
k=0 N

para —1 < s £ 1. Hay dos relaciones lmportantﬁ que conciernen a la‘f.g. p, la prlmera.

la relaciona la densidad {p;} como sigue:

la segunda con la funcién generadora de momentos M(t) = E[e'x] Si f(t) y M(t)

existen para una variable aleatoria X, para t € R, entonces
M(t) = f(e").
Sea P(i,j),i 20, j > 0 definida por
. . - I3 '. o
P(i,j) = PlZmi1 = j1Zm =1} = P[3 Xy = j
k=1

Puesto que para cada i > 0 P(i,j) es una probabilidad, la funcién generadora de
probabilidad g(s) de P(i, j) esta dada por

g(s) = iﬁ)P(i,J’ )s? = {f(s)) (2.2.2)

esto es, para cada 1 > 1 fija, es la i-ésima potencia de f(s) ya que P(37,j) es la densidad
de una suma de 1 v.a.ii.d.

Nos interesa ahora obtener la funcién generadora de probabilidad (f.g.p), cuando

tenemos que n generaciones han pasado y comenzamos con una particula, i.e si

Pa(iri) = P(Z0 = 1120 = 1] = f.g.p = fuals) = 3. Pall, )’

5=0
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utilizando la':q'(:u‘é(’:ién de Chapman-Kolmogorov (1.1.19)~tehemos que

“’-Kfr":+1(_5) = iP,.H(l,j);gf

1l
M %

33 Rl k)P(k;j)st |

0 k=0

w,
1

1]
N MS

P(l k)ZP(L,J , ‘

j=0

= ZP(l k)[f(S)]"

k=0 : FA
= fulf) (2.23)
Andlogamente se puede obtener que:
S (8) = f(fu(s)) (2.2.4)

Resultados importantes los cuales se enunciaran mas adelante, en cuanto al com-

portamiento del proceso de Galton-Watson, son obtenidos de los momentos de la v.a
" Zp.

Los momentos de variables aleatorias enteras cuando existen, pueden ser expresados

en términos de las derivadas de la {.g.p en s = 1. Para la media, m, tenemos:

m = ElZ)] = 3 P(1,4)i = f'1)

y tomando regla de cadena obtenemos:

ElZa) = 3 Pa(1,9)i = fu(1) = fiaF () = - = [ = m" (2.2.5)

ya que fo(1) = f(facr (1)) = f(1) = f'(fasr (D) faca (1) = F' (1) fasa (D)
v far(D) =3 P(L7) =1
similarmente usando el hecho de que

wpr (1) = 1O + £ 1)
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se prueba que

4 » f,',’(l) = fl/(l)[mzn—2+m2n-3+,__+mn-1]

y de aqui que, tomando ¢? = varianza(Z;), se concluye que

a?xm™ ! x(m"-1) Sim # 1 ) H
= m—1 .2, L
VAR(Z,) { n X o? Sim=1 : (2:2 6)

otra forma de ver esto, es aplicando los resultados para la media y varianza de sumas
aleatorias de variables aleatorias: ]

Sean & y N v.a con momentos finitos:
Eled=n y VARG =0’
E[Nj=v y VAR[N] =+

lo que se quiere es determinar la media y varianza para X = £ ++ .- +{n. El resultado

se obtiene ficilmente utilizando la esperanza condicional, y a lo que se llega es que

E[X]
VAR[X]

pev (2.2.7)

v-at 4oyt (2.2.8)

ahora bien para nuestro caso la ecuacién Z,,, = Ejz;', X,,; caracteriza la evolucién del

proceso de ramificacién como sucesivas sumas aleatorias de variables aleatorias. Sean
m = E[Xojlu1o1 ¥ 08 = VAR[X, 1,521,
la media y la varianza de la distribucién de descendientes P[X,; = k] = pi (ley de

reproduccion).

Sea M(n) y V(n) la media y la varianza de Z, bajo la condicion inicial de que

Zo = 1. Entonces por las ecuaciones (2.2.7) y (2.2.8) tenemos:

M{n+1)
Vin+1)

mM(n)

[l

a?M(n) + m?*V(n)

la condicidn inicial Zg = 1 genera una recursividad en las ecuaciones anteriores. Como
M(0) =1y V(0) = 0, tenemos que M(1) = mx1 =m, M(2) = m x M(1) =

m? y en general M(n) = m" para n = 0,1,2,--.. De aqui que la media aumenta
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geometricamente si m > 1, decrece geometricamente cuando m < 1 y permanece

constantesi m = 1.

Ahora sustituyendo M(n) dentro de V(n + 1) tenemos:
V(n +1) =c’m" + m?V(n)

con V(0) = 0 tenemos la siguiente recursividad:

v(Q) o?

V(2)
V(3)

o? x m + m? x V(1) 2P

o2 xmi4 m?_:’x;V(2)'
y en general se tiene:

V(n) . &2[ﬁn-l'+ mn +._ o m2n—?

'b’zrﬁ"_l[1+m+---+m“'1]

 aaan sim=1
Vi) = o'm {‘1—_",1,:‘ sim#1 -

la varianza del tamaiio de la poblacién crece geomelricamente si m > 1, crece lineal-
mente si m = 1 y decrece geometricamente si m < 1.

Mencionamos anterjormente que la extincién de la poblacién ocurre cuando el ta-

mafio de ésta se reduce a cero. Ahora definimos
Ty = min(n > 0: Z, € {0}),

como el primer tiempo n para el cual Z, =0, y es obvio entonces, que Zx = 0 Vk > n.

Haciendo uso del analisis del primer paso podemos calcular la probabilidad de que
la poblacién muera a lo mas en n generaciones, esta probabilidad se denotard como
sigue:

gn = PIT <n]= P[Z,=0]) (2.2.9)

Para calcularla, supongamos que una sola particula digamos Zp = 1 tiene Xp1 = &
descendientes, y cada uno de ellos generara otra descendencia, y si la poblacién original
muere a lo mds en n generaciones, entonces cada una de esas k-lineas de descendientes

debe morir a 1o més en n — 1 generaciones, Ahora las k sub-'poblaciones generadas por
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Figura 2.1: El diagrama ilustra que si la poblaciofi original muere a lo mds en n gen-
eraciones, entonces las sub-poblaciones generadas por distintos descendientes iniciales

debe toda morir en a lo mis n — 1 generaciones
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los distintos descendientes de la particula original son independientes, y ellos tienen
las mismas ‘propiedades estadisticas de la particula original. Por tanto la probabilidad
de que una particula cualquiera muera a lo mds en n — 1 generaciones es gn_1, por

definicidn, y la probabilidad de que las k sub-poblaciones mueran a lo mids en n — 1

generaciones [gn.—1]*, ya que ellas son independientes, Asi:

n PlZ.=0= Y P{Z. =02, = K| = Y P|Zn = 0|Z: = k|P[2Z) = k]
k=0 k=0 IS

Sl = Slan), e

es claro que go = 0 y ¢1 = po (probabilidad de que la particula Vorfigina'lip i.:':ga_
descendientes). : P :

EJEMPLO 1: Supongamos que una particula no tiene descendientes con probablh-

dad po = ! y tiene dos descendientes con probabilidad p, = 3

entonces por la recursion anterior lenemos : :

2
@ = 2 pe(dn-1)* = Poln-1)® + P2(ga-1)?

k=0

_ 1.3 2 _ 1+3(gan)?
= 4+4(Qn—1) = 4

como go = 0 introduciéndolo en la recursion anlerior tenemos :

q = .2500 ¢s=.3313
g2 = .2969 g7 =.3323
g3 =.3161 g3 = .3328
gy = .3249 g5 = .3331

=.3292 g = .3332

La funcidén generadora de probabilidad estd dada por:

blw
L]
~

fs) =5+
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y=Fu
U, (i
Qe

U,=0 Uy

Figura 2.2: funcion generadora correspondiente a la distribucidn pp = 1/4 y p, = 3/4.

Aqui gi = P[Z; = 0] es la probabilidad de extincion a lo mas en la generacicén k.

Podemos ver claramente de la figura (2.2) que las probabilidades de extincién se
acercan por abajo a la mis pequefa solucién de la ecuacion g = f(g). Esto de hecho
ocurre en los casos mas generales. Si ¢ es tal que ¢ = f(g), entonces veremos que ¢ es
la probabilidad de que la poblacién se extinga en algun tiempo finito. La alternativa
es que la poblacidén crezca indefinidamente, y esto ocurre con probabilidad 1 — ¢.

Para el ejemplo que tenemos a mano; f(s) = 1 + 2s? y la ecuacidn g = f(g) es una

simple ecuacién cuadrdtica cuya solucién es:

4 VIE=12 [ 1
7= 6 =113

la mas pequefia solucién es ¢ = 1, la cual puede ser comparada con el aparente limite

de la sucesién g, calculada en el ejemplo anterior.

Puede pasar que ¢ = 1, esto es la poblacién seguro se extingue en algun tiempo.

Esto se refleja en el siguiente ejemplo,

EJEMPLO 2: La distribucién de descendientes es po =2y p» = 3.
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Figura 2.3: funcién generadora correspondiente a la distribucién pg = 3/4 y p, = 1/4.

Resolviendo ¢ = f(¢) = 3 + 1¢* obtenemos.

4+/6-12 {1
1= T s

la més pequefia solucién es ¢ = 1. Es légico que esto pasara pues la probabilidad de no
tener descendientes es mds alta que la probabilidad de tener dos, pero que pasa en el
caso extremo donde las dos probabilidades son iguales. El siguiente ejemplo mostrara

lo que llega a pasar.

EJEMPLO 3: La distribucidn de descendientes es pg = 1 y p; = 3.

Resolviendo q = f(g) = 1 + 1¢* obtenemos

_2EVA-d
g=—5——=

la mds pequefia solucién es ¢ = 1. Vemos pues que aiin en el caso extremo la poblacién
se extingue seguramente. En general la clave es, como lo muestran las figuras (2.2) y

(2.3), si la funcidn generadora cruza o no la identidad, esto es, si f(s) = s. Dentro
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de un momento se probari que la funcién f(s) es estrlctamente ‘onv k'a en:[0,

aqui que la graﬁca de f(s) puede intersectar a la recta de 45° eh a lo mas dos puntos
Sabemos que f(1) = 1, es decir, en el punto (1,1) hay tina 1nt.ersecc1on y: tenemos unak )
de las dos raices, como se puede observar en las figuras (2.2) y (2.3) Sim = f’(l) >1,
entonces la pendiente de la tangente a la curva f(s) en s = 1 excede a uno 'y el caso
representado en la figura (2.2) es similar, esto nos dice que hay una solucién 0 < ¢ < 1.
Si m = f(1) £ 1, entonces la pendiente de la recta tangente en s = 1 es menor o igual
a uno y esta situacion queda representada por la figura (2.3), en donde necesariamente
g = 1. En otras palabras la extincidn es segura si la media del nimero de descendientes
por individuo no excede a uno. Aqui sélo hemos dado un resultado intuitivo en base
a las figuras (2.2) y (2.3), por lo cual mds adelante formalizaremos este resultado con
un Teorema.

Ahora bien, como todas las propiedades de las funciones de transicién P,(7,5) estdn
contenidas en la funcién generadora de probabilidad f,(s), y el estudio de teoremas
limites que enunciaremos mas adelante, también depende de esta funcién, es necesario
precisar un poco mds acerca de la propiedades mds simples de la funcién generadora
de probabilidad. Hay dos casos que se deben observar sobre la f.g.p: ¢l primero es que
la f(s) puede ser una funcién lineal si py+p; = 1, en cuyo caso, como se muestra en la
seccidn de ejemplos importantes, iteradas de esta funcidn y la probabilidad de extincién
del proceso son facilmente calculadas. El segundo caso y el mds comiin, es cuando f(s)

es estrictamente convexa, esto se da si pp -+ < 1 como se vera en el siguiente Lema y

aqui, tanto iteradas como la probabilidad de extincién no son triviales de calcular.

LEMA 2.2.1 Si f(s) es la funcidn generadora de probabilidad de un proceso de Galton-
Watson, y suponemos que pg+p; <1 y p; <1 para toda j > 0, entonces:

(i) f() es estrictamente conveza y creciente en [0, 1);

(i) £(0) = po; f(1) = 1;

(i#i) Si m < 1 enlonces f(t) >t para t € [0,1);

(iv) Sim > 1 entonces f(t) =t tiene una inica raiz en [0,1);

(v) Sea q la mds pequeria raiz de f(1) =t para t € [0,1}. Sim > 1, y g€ [0,1) es tal
que f(q) = g, entonces f(t) >t para teda t € [0,9) y f(t) <1, para toda t € (g,1).

Demostracién: ([48], pdg. 4)
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(i) p.d. f creciente en [0,1]:

f(s) ijs’ con s.€ [0 1]

J_U
si.s; < s, entonces s] < s}, pisi < pisi 'y esto im;;lica:'~
S opis <Y pisy
=0 i=0 " . N .
f(s1) < f(s2) por Io tanto es creczente en [0 1]
p.d.f Convexa R .
Sabemos que si [ es derivable'y f’ es ‘creciente => f es convexa

f'(s)= }:JP Tt

j=0

como [ es derivable ya que la suma converge absolutamente, basta probar que f’ es
creciente, es decir, si s; < s; entonces f'(s;) £ f'(s2). Asi, por el mismo argumento
anterior, término a término f'(s;) < f'(s;) con desigualdad estricta, ya que po+pm < 1.
De igual ma;lera, esto es, utilizando el mismo argumento se demuestra que la derivada

de la f.g.p f'(s), es creciente y convexa. (i}) pd.f(0) =po; F(1)=1

o0 . o0 .
J(8) =0 =po+ms+pes®+-0=po+ Y p;s

=0 =1
de aqui que
=
F(O) = po+ 3ps(0F = po , S(1) = Yopi=1
i=1 =0
(iii) p.d Si m <1 entonces f(i) > t para t€[0,1)

Obsérvese que si m = f'(1) < 1 entonces:
J'(s) = ZJP;S"’ < Zm <1, seln)
=0

Por lo tanto, aplicando el Teorema del Valor Medio tenemos que para toda ¢ € [0,1),

existe s € (t,1) tal que

O =J0 _ p <,
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entonces f(1) — f(1) < 1 -ty por lo tanto t < f(i).

(iv) p.d Si m > 1 entonces f(t) = ¢ tiene una tunica raiz en [0,1)

Sim = f'(1) > 1 entonces existe § > 0 tal que f'(s) > 1 para s E (1= 6"1)7’ e
la derivada es conlinua. y si seguimos el procedimiento aphcado en el “'1 c15 a.nterxor i :

tenemos que f(i) < {, para toda f € (1 — §,1).

Por otro lado tenemos que f(0) = po = 0, de aqui que t= f(‘tjitienéial menos una fo
solucién en el intervalo abierto [0,1). v ’

Ahora bien para probar la unicidad, supongamos. que tenemos dos soluciones a la
ecuacion ¢ = f(t), digamos sg y 1o con 0 < sp < g < 1; por el Teorema del Valor Medio

tenemos que existe £ € (sg,10) tal que

7e) = Slto) — fso). . to—5

= = 1’
o — So .o — 5
y también existe n € (£p,1) tal que
1) = f(to)  1—ty -
fl(n)= fg f( 0) 0 1'

1—to 1-1

por lo tanto f'(€) = f'(n) = 1 lo cual es una contr_adiccién, ya que f es estrictamente
convexa por (i) y si £ <5 entonces f'(¢) < f'(n).

(v)pdSim>1ygqe€l01) es tal que f(q) = ¢, entonces f(t) > t para toda
t€(0,9) y f(t) <t, para toda t € (q,1).

Por el Lema(2.2.1) inciso (i) vemos que la funcién generadora de probabilidad es es-
trictamente convexa y creciente por lo cual si t € [0,9) entonces f(t) > t. Ahora si

t € (g,1), por el mismo argumento usado en (iv), tomando ¢ = 1 — 6 tenemos que
HOESA
a

LEMA 2.2.2 Sea q la mds pequeria raiz de f(t) =t para t € [0,1). Sit € [0,q)
entonces fu(t) T ¢ cuandon — oco. Sit € (g,1) entonces fo(t) | g cuando n — oo. Si

t=gq ¢ I entonces fu(t) =t Vn.

Demostracidn: ([48], pig. 5)
Si0 <t < g, iterando ésta desigualdad por (i), (iii) y (v) del Lema (2.2.1) y recordando

23



que fn(s)

< IO<hO< A0
< f(i) < fz(i) < fs(t) < fa(Q)

t < f(t)<fz(t)<fa(t) <fn(t)<f..(q), E

ademds f,(q) = q. Para ver esto iltimo, sabemos que f,,(q) f,,__,(f q)), y como g es
la mds pequefia raiz de f(t) = {, tenemos fu(g) = fon (f(q)) =fa (11) = fo_2(f(a)) =
Jn2(q) = = ¢V n > 1, También por lo anterior tenemos que f,.(t) T L < g, como

[ es continua nosotros podemos tomar

L= lm fon(t) = lim f(fa(1)) = f(lim fu(8)) = f(L)

N=+00 N=—00

entonces L = f(L) pero como q es la mds pequeiia raiz en [0,1] entonces L = q. Si
¢ < 1 < 1, argumentando similarmente se muestra que 1 > f,(t) | L > g donde

L= f(L), por lo tanto L = g per el inciso (iv) del Lema (2.2.1). La tercera parte de
este Lema es evidente.
m]

OBSERVACION 2.2.1 La convergencia Ja(t) T g para t € [0,9) es uniforme dado
que fn(0) < fu(t) < q.
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2.3 PROBABILIDAD DE EXTINCION

Como se mencioné en la primera seccién de este capitulo

P(Z; = 0 para alguna i> 1] P[U Z; = 0],

si=1

es llamada la probabilidad de eztinéién dgil pilﬁdc';:gq y,élado qué E

Z = 0't=>fZ,nf'i=~ 0 pare nxk
la sucesién {[Z, = 0]}npo s crecienge y k’;:k)or lblta;t;o tenemos las sxgmentes igualdades:
P[Z, =0 para algunan Z 1] = |
= Pz = O)U(Zz = O)U]
= lim P{(2,=0)| J(Zz=0){J---U(Zn = 0))
= lim P{Zn,=0)= lim g = goo I X 5Y
pero por.las ecuaciones (2.2.4) y (2.2.9) tenemos

lim gy,

N 0O

Jim f(gn-1) = lim f(f(gn-2)
Jim f(f--- f(g0)) = Jim fu(qo) = lim fu(0)

Nn—00

I

hemos obtenido entonces que
e = Jim = Jim £2(0)
mostrando también que el dltimo limite debe existir.

TEOREMA 2.3.1 Sim = E[Z,] < 1, la probabilidad de extincidn es ¢ = 1. §i
m = E[Z;] > 1, enlonces la probabilidad de extincidn q es la inica solucién no negativa

menor que I de la ecuacion f(s) = s.

Demostracién: ([28], pdg. 7)
Sabemos que g = lim,eo fn(0), ¥ por el Lema (2.2.2) f,(0) — g tomando ¢ = 0. De

aqui que go = g. Si m < 1 por el inciso (iii) de! Lema (2.2.1) tenemos que ¢ = 1. Si
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m > 1 por el inciso (iv) del mismo Lema que g es la finica solucién:no negativa menor.

que uno en‘el intervalo [0,1) de la ecuacién ¢ = f(g). =

De aquj en adelante podemos escribir o, = g para la prqbai?iliaé.
pequeiia raiz de la ecuacién f(t) =t para t € {0,1].
WATSON [3] dedujo que g era raiz de la ecuacidn { = f(t),

noticia que si m > 1, la raiz relevante es menor que 1.

DEFINICION 1 En un proceso de Galton-Watson podemos disting;ir trescasos :
(i) CRITICO: cuando la media de reproduccion es igual a uno. A e
(ii) SUB-CRITICO: cuando la media de reproduccidn es menor a uno.

(iv) SUPER-CRITICO: cuando la media de reproduccidn es mayor a uno.

Todavia podemos decir mds sobre el comportamiento de nuestro proceso con el siguiente

Teorema:

TEOREMA 2.3.2 Independieniemente de cual sea el valor finito de la media de re-

produccion lenemos que:
lim P[Z, =k} =0, k=1,2,---
n—oo
Mas atin 2Z,, — oo con probabilidad 1 — q y Z, — 0 con probabilidad q.

Este tcorema dice que el proceso de Galton- Watson es inestable. La poblacién se ex-
tingue o crece indefinidamente. De hecho para el caso subcritico y critico, sabemos que
el proceso se extingue seguramente, que es uno de los dos casos descritos en el enunci-
ado del Teorema. Pero para el caso supercritico lo que tenemos es una probabilidad de
extincién menor que uno, y por el enunciado del Teorema vemos que esta probabilidad
de extincién ¢, es muy cercana a cero o muy cercana a uno, ya que la poblacién a la
larga nunca se encontrara con un nimero fijo o estable de individuos mayor que cero,

es decir es una cadena de Markov con un sdlo estado absorbente.
Demostracién: ([28], pag 8)

Primero mostraremos que cada uno de los estados k = 1,2, - - es transitorio; esto es, si

nosotros tomamos Ry = P[Zn4; =k, p.a j 2 1|Z, = k] entonces Ry < 1. Ya que por
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lo visto en el Capitulo (1) si un estado es trans:lmo, la probabllldad _ la larga e

,lemos esta

8i pg = 0, entonces

Rk=

dado que pg =0
= PlZny = kIZ :
= PlZ.11 _k|Z: = K
= Pk =ph <1
Si pg > 0 sabemos que:

PlZuy; # ki 2 1Zy =k 2 PlZiy;j=0,j 21|20 = k]
P[Z,,“ - 0|Z,, = k]
P(%.0)

= P:;_-

donde en el segundo paso se uso el hecho de que

{Znt1 = 01Z, = k} C {Zn+2 =0Z, =k} C {Zn+3 =0{Z, = k} C---.

Entonces
Ri = PlZwy=Fk paj211Za=H
= 1= P[Zuj# bk j 212 = k)
< 1-pb<1

de aqui que k = 1,2,--- son estados transitories. Dado que {Z,} es una cadena de

markov, por lo obtenido en el capitulo 1, tenemos que:
']LIEO PlZ,=K)=

Y como sabemos que g = P[Z,, — 0] por la ecuacién y Teorema (2.3.1) la prueba queda

concluida.
[m]
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Este comportamiento inestable descrito por éste iiltimo Teorema es diferente al compor-
tamiento erf poblaciones bioldgicas, las cuales tienden a alcanzar un estado de balance
con su medio ambiente. Sin embargo el proceso de Galton-Watson se ha usado para

representar tempranos estados en el desarrollo familiar, antes de que el ambiente esté

saturado.
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2.4 EJEMPLOS IMPORTANTES

Algunas funciones generadoras de probabilidad son ficiles de iterar, el siguiente
ejemplo nos muestra uno de estos casos. Cabe sefialar que la funcién generadora de
probabilidad f(s) que presentamos a continuacién no es estrictamente convexa ya que
no se cumple el supuesto de que py +p; < 1.

Ejemplo 1: Sea f(s) = g+ps,donde0 < p < 1y p+¢q = 1. El proceso de ramificacién
asociado es un proceso de muerte pura. Dentro de cada periodo cada individuo muere
con probabilidad ¢ y sobrevive con probabilidad p. Las iteradas f,(s) en este caso
son completamente determinadas como sigue: fo(s) = ¢+ p(g +ps) = 1 — p* + p%s
e iterando, obtenemos f,(s}) = 1 — p" + p*s. Si nosotros seguimos la ecuacidén de la
f.g.p para la n-ésima generacién dado que se tiene una poblacion inicial de tamano &,
tenemos: [f,(s)]¥ = [1 — p" + p"s)*. La distribucién del tiempo T de extincién puede

ser determinada de la f.g.p como sigue:

I

PIT=nlZo=4 = PlZy=01Z=k— P|Zy, = 01Zo= k]
[fn(o)]k - (fn—l(o)]k (241)

(Q=pf = =p

"l

ya que
PT=n]=P[T<u]~PF<n-1].
La probabilidad de extincién ¢ = limp—.eo fu(0) = 1.

Ejemplo 2: Distribucién de descendientes geométrica
Consideremos un proceso de ramificacion cuyos descendicentes siguen una distribucién

geométrica modificada definida por
pe = b para k=1,2,.-- (24.2)

ypo=1-3"%, pr,donde b,c > 0y b+c < 1. Cuando b = ¢(l1—c), esta es la distribucidn
geométrica usual p, = ¢*(1 - ¢), para k = 0,1,2,--.. Cuando b=(1-c), entonces esta
es la distribucién geométrica con pg = 0 y pr = c*"}(1 —¢), para k = 1,2,---. Es
posible determinar explicitamente un nimero de cantidades relevantes para un proceso

de ramificacién, utilizando una distribucién de descendientes geométrica generalizada.
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Primero,

la correspondiente f.g.p es:

f@=1- i S = 15

k=1

la media f/(1) = b/(1 — €)%

Notemos que f(s) tiene la forma de una traﬁsformamqn ljﬁgal fraccional: _

a+ fs
¥+ és

f(s) = (2.4.3)

Es importante recalcar las propiedades de una transformacidn lineal fraccional:
(i) Las iteradas de una transformacién lineal fraccional son de nuevo transformaciones *

lineales fraccionales, para f(s) definida por (2.4.3), simple dlgebra da:

a(y + B) + (ab + B*)s
ab + 9%+ 6(y+ f)s

f(f(8)) =

(ii) Siempre existen dos soluciones finitas (posiblemente idénticas) para la ecuacidn
J(s) = s. Las soluciones son llamadas puntos fijos de f. Si f(s) es una f.g.p, entonces
8y = 1 es uno de los puntos fijos y nosotros podriamos ver que otro punto fijo sq es

menor que uno, igual a uno, o mayor que uno, de acuerdo a si f'(1) es mayor que, igual
O menor que uno.

Para la f.g.p dada en (2.4.3), se puede verificar por dlgebra directa que el segundo

puntoparac>0yc+bd<1es:

s _1-b-c
" T d1—¢)

(iii) Para cualquiera dos puntos s;, i = 0,1, es ficil ver que

f(s) = flsi) _ 1B —ab

s—s8  (7+8sHy+8s)
de aqui que
J(s) = f(s0) _ v+6s1, 5—s0
)= = G5 Es G (24.5)
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si nosotros ahora tomamos s y s, los dos puntos ﬁjOS dlstmtos de f ( ) y escnblmos
w = f(s), ténemos: e GRS e i

w—sg _

;(i:,io.j , ’

w—8; . 8—8 (‘ 46)
donde k puede ser calculada de (2.4.5). ‘ ;
Usando (2.4.6) nosotros facilmente obtenemos las 1teradas f,,(s) = w,, de f(s)
Wp—So _ Wi —So _ k(ks'—-so) '
Wy — 51 wy — 81 - 8 = 817
¥ en general
Yn 7 %0 _ gm0 (2.4.7)
Wy — 81 S8

para la f.g.p de una distribucién geométrica dada por (2.4.4), notando que los puntos

fijos son sp=(1 —b—¢)/(1 —c)cy s; =1 obtenemos:

donde m es la media de una distribucién geométrica. Para m # 1 los dos puntos fijos

sp y 1 son diferentes; de aqui que, resolviendo para wy en (2.4.7) tenemos

w, = s0 = (g=)l(s = s0) /(s — 1)]
" T= (M- so)/(s -1

m#1
la cual puede ser escrita en la forma:

1-5 m"{(1 — so)/(m" — s0)}%s

mr —so’ 1 —[(mn—1)/(m" — sp)]s

fals) = 1 = m(

(2.4.8)

entonces las probabilidades de extincién de la n-ésima generacién son:

— Sp

PlZ, =0] = fnﬂ)—l—m"( )

— Sg

note que esta expresion converge a sg cuandon s ocosim>lyalsim<1.

La probabilidad de que en la n-ésima generacién la poblacién tenga un tamafo, i.e

Pi{Z,= k], k=1,2,.-- puede ser calculada por simple expansién en serie de potencias
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de ('2 4. 8) Podemos calcular también la probablhdad de que e] tlempo de extmcxon T

sea menor ¢ igual a n, como 31gue
“P[T £n}
pIT =n] = P[T<n]

I
-
N
!
=

en el caso m # 1, tenemos:

P[T=n] =

sim=1, entonces b= (1

~ hay otra. raxz De hechd

entonces

B c’_ (26 - l)[lc—ﬂc—l)s[]

- (T—cs)
T
2c— (8c—1)s

14+¢—2cs
y por induccidén

nef(n + 1)c —1]s

Jals) = 14+ (n-—1)—nes

en el caso m=1 nosotros tenemos las probabilidades de extincidon como sigue:

nce
P[Z" =0] = fn(O) = m paran=1,2.-.

y €l tiempo de extincidn T tiene una distribucidn

P[T=n] = fi(0)— fau(0)
nc __n-1)
l+4(n—1)c 1+4+{n-2)c

c(l1—¢c)

14+ (n=1)fl + (n —2)]
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L‘Jemplo 5’ El més Jmportantc proceso de ramlﬁcacnon dentro dela biologia son aquellos
de descendéncia binaria.- En. partxcular un_proceso de Galton- Watson es binario si la

ley de reproducc:on satisfac ‘po =D, pz p para 0 <p<&l.

donds

+ la suma de J vaiid

- ;o { 2 “con probabilidad p
Xoi =

! 0 con probabilidad 1= p
y ahora tomemos Y/ = {=1 "\‘f"‘

Awi _ [ 1 con probabilidad p
2 ~ | 0 con probabilidad 1 —p

la cual resulla ser una v.a Bernoulli, de aqui que:
PlY =k =PlY' =k/2] = ( k2 ) PR - 11)5"‘/2 si k es par

ya que la ¥’ es una suma de j v.a Bernoulli con pardmetro p y su distribucion corre-

sponde a una v.a Binomial (j, p)- e -

Por la ecuacién (1.1.10) en el Capitulo 1, tenemos:
P(Zy =g, Z, =iy, Zn = 1) = P(Zy = g} Pig, 11} P(i1,12) - - Pine1,in)
de aqui que

11[21 = 2k1,Zz = 2k2,~ "1Zn = 2kn] =
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2.5 TEOREMAS LIMITES

Dado que Z, = i. ¢l proceso {Z,4x; k= 0.1,-:+} es la suma (l( 7 unlcp(ndmnlm

copias de los procesos {2y =1, Zy, Za,+ -}. Usando la propiedad dé Markov L( ncmo‘;

r[ n+k|Zn‘—‘lvn7n 1'-'
(2.5.1)
‘Sea:

enlonces |

n]n-}-k

Evm/(z ) = :,.1.' -

Y de aqunque

Es decir el proceso es una martlngala Lo cual nos lleva e unéi-arlél'siguientev
Teorema: i
TEOREMA 2.5.1 $i0<m < o0, W, = Z, m"‘, y .'Fn es InU algcbm yenc1ada por

Z0yZyy 22,y Zn, cnlonces la sucesion {Wo Fuin = 0,1,-, } es una martingala,

ademds como W, > 0, eriste una v.a. W tal que

"ll_.r& W, =W cs . (2.5.4)

Demostracién: ([48], pag. 9)
La prueba es clara por (2.5.3) y el hecho de que cualquier martingala no necgativa
converge con probabilidad 1.

[m]
De la definicion de 1V, v (2.5.4) observamos que Z,{w} crece como m"W'(w), csto es el
analogo estocdstico de lo que se llama Ley Maltusiana del crecimiento geométrico de

poblaciones. Aunque el teorema anterior da un claro resultado con sélo una hipotesis
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muy d(-lul ml()’ ) < diciendo nada

acerca do la

orema o dice

De hecho st < 155

h :sabemo ‘qué. con probablhdad 1 Z = 0 para una n sufc:entemcnte grande v “de aqu1“ o 7

- 'que H ‘es desde lucgo degenerada en 0 Este teorema rea]mcnte adqmere sngmf‘cancm 5

=1

“én’ el caso supercritico m > 1, incluso en este caso pucde pasar que P(\V = 0)
‘Sin embargo, si % < co entonces nosotros podemos aﬁrmar que W.esno degenerada

Asi tenemos las siguientes caracterizaciones.

2.5.1 CASO SUBCRITICO

Cuando m < 1 la probabilidad de que el proceso se exlinga es 1. Por lo cual,
para describir un comportamiento asintético no trivial en esos casos Kolmogorov[36] y
Yaglom[37) propusieron un mecanismo de condicionamiento, Z, dado el evento {Z, >
0}. El principal resultado de esta seccion es el Teorema (2.5.1.2), el cual menciona que
cuando m < 1 la distribucidn de {Z,]Z, > 0} converge a una distribucién propia.

Este resultado fue probado primero por Yaglom|[37] bajo restricciones de momentos.

La prueba fue simplificada y las suposiciones de momentos fueron removidas por Jofle,

Sencta ¥ Vere-Jones{33].

Dado que la {.g.p es derivable podemos aplicar la expansion en serie de Taylor
alrededor de uno y obtener un residuo el cual jugard un papel crucial en el andlisis del

caso subcritico. La expansion en seric de Taylor para una funcion f{r). esta dada por

= MM ae) (@ =zl

J@)= 3 = + ()
&
donde
Ra(a) = LI Z 200 (2,2,
entonces
1o = jy+ L1y 4 g,
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L-_=» l—m(lr—— u)+1(77) l—~) ] : (2.5.1% li

para alguna funcmn r lal quc‘ lnn,“ r(<

1 -m(l —fk(s)) + ro fL(S)(l - fk(s )
141 = oo file) = m)

TUs))

fk+1(5)
1= fena(s) { T‘Ofk(S)}
—_— = my{] - -

1= fils)

m

y el producto de esas ecuaciones para 0 < k < n es

(= (N = fa(s))--- (1 = fuls)) T 70 fi(s)
(1=s)(1 = f(s))---(1 = faur(s)) mkl;Io{l— m )

por lo tanto
1 —1‘f =m 'ﬁ( _ rofk( )) (2.5.1.3)

dado que 0 < »/m < 1, m™{1 — f,(5)}/(1 — s) decrece a algun limite »(¢) > 0 cuando

n — oc. En particular

PlZ, > 0] =1 = fu(0) ~ m"z(0). (2.5.1.4)
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Pero por relacionde’ convergencia® > 0 six sOlo s

y con so = py (siendo positiva en el caso subcritico)-obienemos; escribiendo ‘a - =

f’(pﬂ) > 01

1 —m* < fi(0) = fe-1(po) S 1—d*" Y 1-p) <1 =0 (2.5.1.7)

donde b = min{a,(l — py)}. De la ecuacidén (2.5.1.7), el Lema anterior y el hecho de

que r es una funcién decreciente tenemos que

Soro fi(0) < Sor(1 -—mM <o S pkloghk < oc
y lo siguiente ha sido probado ([39], pig 29):
TEOREMA 2.5.1.1 En ¢l caso subceritico,

0 st Tmhklogh=00 o0 po=1

nll-'.]o]c. mT P2y > 0] = { @(0) >0 en ofro caso



TEOREMA 2.5 1 2 Ln rl caso subrn nlrmi(mn po < I)

l\l/ >0] = 1'&

erisie para k € Ny

y si g(s) = T bist

Demostraclon ([39],

Sca g,.(.s) la {.g. p dc Z dado el evenl.o Z > 0 entonces

gnls) E[sz"IZ,. 0= S P20 = k|Za > O)s*
k=1 )

PlZ, =k 2, > 0]
- E PlZ, > 0] <
_ & PlZ=d
- ZP[Z >0]A

= P[Z >0]ZP[Z,,—I\]S

o ) = Sal®) _ 1= Suls)

1= f.(0) T 1 ful0)

(2.5.1. 8)

n-1

= 1=(1=5)[I{1 —ro fu(s)/mH1 —ro fi(0)/m}~".
k=0

Obsérvese que fi(s) = fi(0) ¥ r no se incrementa, los términos en el producto son
mayores que uno. Como gy,(s) esta acotada por abajo por cero y de la ltima igualdad
tenemos que esta funcidon decrece, tenemos pues que g,(s) converge. digamos a una

funcion g, i.e g, | g. Y dado que el limite de g,(s) para cada s € [0,1] existe.
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el Teorema. do cmmnmddd ([50] pag 289)'{(}“60; queosta.es condicion” necesariay.

suficiente para que rmsla

cumpliendose automati

para b, 20y $b

ando’n oo tenemos

quc con\crge a‘una’si k'—00.

Como g,‘(s) — g{s) cuando “por _esta%f en

el caso subcritico, se tiene que

Ademds, de la ecuacidon (25 1.

= hm —

b T o) S

l_fn-H .]—fof,‘(())

R Sy (1) M R A ()

—+1—(1-g)m.
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2.5.2 CASO CRITICO

El"caso' m=1 es en un sentido ¢l mas: interesante, Ll 'Icorvnm (" ¥ l) dice que

Z, —‘rO'con probdbﬂidad LY tdmlnen sahomos ques cl hmlt dt‘ )rol)dlnh(ladeq by

de Ia sucesion de dlstnbuuoncs cond:cnona]cs de” {/ |7 > } son cerg y dc Aqunquc

El mguxentc !emma serd !)amco‘

uniformemente en 0 < s < 1.

Demostracidn: ([39], pag. 24) s : :
Sea 0 < s < 1. Vimos que la L.g.p la podemos expresar come una expansion en serie

de Taylor como sigue:

4, g FLO =1

fis) = J()+ ds? -2
= 14+m(s—1)+ ‘Pf(l)(q;“ +R3()

ya que
f(s) = Zl’ksk

k=0
df(s)

ds
& f(s)
ds?

ot = m=1

|s=l = Z I\(L - ])I‘k
k=0

= E[z2)~E|Z) = E|2} - 1 = Var|Zy) = o?
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esto dltimo. porque sim =T, nr' = L[/, = (E1ZD3 DEaqui ques

PR
a9

o F '-11f(s) {%“H(S)}w E

sumando y restando 0?2 tenemos-

o 1-s (o?
= ?‘?J”l—f(s){_a'”(s)}

esta ultima igualdad del hecho de que limq; r/(s) = 0 como veremos a continuacion:

. f(s) — ¢ vuopiTaL lim f(s) =1

1= () =T
= ﬂl)—_*-l-’:‘() ya que f'(1y=m =1,

=f(1)

s



y definimos p

lterando esto

tomando: -

ya que fu(0)' < fu(s) € 1 yfa(0) 11 1a 'coxlw‘érg'e;x]cia"f,} =1 jﬁcsf"\miformc y como p

tiende a cera, la prueba queda concluida.™ .

TEOREMA 2.5.2.1 Sim =1y o® <00, enlonces
. . Y
() Jim nP[Z, > 0] =2/d%
‘. . Zn 2
(i) Jim £ [_1_1_]2" > 0] =0°/2;
. Zn =3u
(#17) nlLrgloP[TSuIZn>0]=l—e?',u20

Demostracién: ([39], pig. 25)
(i)
11{1 - fn(O)}

S (S WS W G}
- n (l—fn(O) - )+n ag?
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(i)

ya que

-vista en’la seccién

(i) De la ec

(?.27)>7ten<’3n\10:s

2, > 0=

=l s ot

(

iEres REAR ) (, 1)*_ x
T —exp(5)) “\F)\TY) T arwey

donde 1/(1+u0?/2) cs la funcién generadora de momentos o la transformada de Laplace

;'_,[] - f?,(exp ’ —‘exp('T“)]

:I=

0"

de una distribucién exponencial con parametro A = 2/0?. Luego entonces ¢| Teorema
de Continuidad, dice que si una sucesi 'on de funciones generadoras de momentos
converge a una funcién generadora de momentos, entonces la sucesién de funciones

de distribucion, convergen a la funcién de distribucidn caracterizada por la funcién

generadora limite. De aqui que (jii) se cumple.

2.5.3 CASO SUPERCRiTICO
Sea W, = m™Z,. Por el Teorema (2.5.1) sabemos que existe una v.a. W tal que

nli_palc_ W, =W cus,
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(i) /]imn;_;,,o PE[(’:
(ii) E(H ) =1
(ii1) P(H = 0)

Demostracién: ([48], pig’ 9)

(i)
E(W?) = m-..nE( ) :
= F[Var(Z,.H(E(Zn))z]
B ' 2,.on ;1__ ) .
. _]2_ [a m im 1) +n12"]
men mé—m
2 _ -n
_ (a(l2 m )+l)
ms—m
Y )
E[(H’Mk — W, 2]-—- ElW ,,+k]+E[W2]—"E[H ke Wy
pero
E[‘H Whl = E[EW, eWa W)
= E[W,E[W,.|W,)] = E[W?
entonces

E[(Wasr = W) E[W2,,] - E[W?

o*m~

= 5 (1=m™*) n,k=0,12---
m? —m

I

se sigue que W, converge en la media cuadrdtica a una v.a W, ya que en la igualdad

anterior probamos que {I,} es una sucesién de Cauchy, en donde para un nimero k



fijory n muy-grande:dicha median cladr s “Lan pequena; coma se quicrat Y por el

Leorerma ail

ge en la'media de agui que

v por teoria estandar de martingalas:se sigue qu
gt i

m?2-m"

Var(W) =

. D V

(1ii) Si r = P(W = 0) entonces E(W) = 1 implica r < 1, ademas, por analisis del
primer paso, vemos que r debe satisfacer: ‘

r

STP(W =0j2, = k)P(Z = k)
k

Il

3T P(W, = 0|2, = k)P(Z, = k)
k

>omlP(W, — 0}

k

SomlPW = 0))*
k

]

f(r)
por lo tanto r = f(r) ¥ de aqui que r debe de ser igual a q.
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2.6 LA PROGENIE TOTAL

Estimadores pald la media de re produccmn vla probal)l]ndml do (-\tmcmn d‘ol como

aieatd‘rla. :‘Ob\'ia-

= sfoli,.(s).

ahora bien, sca -

p=PYu=k] k=12,
se sigue que ho.(s) = E[s¥=). Es claro que si m <1 Z, — 0 con probabilidad uno,
lo cual implica que Y. < oo y por lo tanto h.(s) es finita. Para el caso supercritico
{rn > 1}. sabemos que Z, — 0 con probabilidad ¢ por lo cual Y., podria no ser finita,
pero h, cs sicmpre finita como sc puede observar a continuacion: Sea 0 < s £ 1,
entonces

ho(s F[ )“]_i.skjilsgjl)l(l

k=0



de aqin que T

Ahora’ verenios que hy

entre’

entonces-’

g()para0< S<ome ,asl]a :

En el ‘caso m < 1 ‘sea’ cl mapeo
esto es : o e o
I _ )= s6) f(s) ~sio

ds . FIOTS 1O

vaque m = f’ (1) <1y f es creciente, Lo cual no dice que c] mapeo es estnctamente

creciente. Ademads se observa que es la inversa de heo(s) esto as:

, hoo(s) _ flheols)) _
Iheale)) = 70,209 = T thoats)

En el caso supercritico con g > 0 consideremos un nuevo proceso con funcién gene-

radora de reproduccion g(s) = f(¢s)/g, esto es:

g = {22

; :"g(sn < ih (s) —g(s)h



donde ¢4~ =i v

Dadq que g’(i) =“f">(q) <Tleste -ri;fpc

de la progenic total porhcnlm

P :-E‘mk ={ 1=m .8 .Ul;# ‘1 .

n+1" s m=1"-
y tambien se verifica que

. , o {(1 =m*tH)/[(1 —m)—(2n+ )m"}/(1 —m) sim#1
VarfY,] = {2n+1)(nt1)na?

ra sim=1
Para resultados significativos de esta seccién usaremos una simple consecuencia del
Teorema de Ballot ([39], pdg. 40): Sea X;,Xs,:+- v.a.d.id enteras no negativas y sea

Sk su suma parcial

d

o

k
k=2
j=1

entonces. si £[X;] <1
PlSe < k VA = 1 — E[Xy) (2.6.3)
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TEOREMA 2.6.
ke N. 'Mds gener

Demostracion: ([39], pdg: 40)

Para 0 < s < 1 sea Xy, Xa, -+ v.a indepe T

Xi(s), Xa(s),+ - v.a independientes cc')_nv,

Definimos las sumas parcxalcs S (

Suponga que comenzamos con m < ] ntonc

E[X‘s)]

- k=0

f kPlX(s) — =

i

= T )Z“’*s o =

sf'(s)
I(s)

ya que s £ f(s). lo que implica que s/ f

tenemos que sf'(s)/ f(s) < 1,y

EX()) =

<

1.

() £1ycomo [’

')

fn)

para s € {0.1),

= ['(1) = m,

S = Ty Xjo v Sols) =

"15;""'*‘[?[)"':” 1‘] = “ Prre=n

icion {p) v scan

(26.4)

S kpes/1(s)
k=0

k;)k.s"' !

(2.6. 6)

()< ['(1) £1paras€0,1)



ademas 1)6r (.27.‘6.3“) 7

s,

L;ar ) Le) dc G rau(l{

.. n;, tendriam

pero’:

lo cual es

ecuacxon en e Slg en

= 3 PlSw(s) <n—k+j!
= L

i=n41

= iP[S(s)-%- Z X(s)<n-k+]VjEN|S .s)—n—L]P[S (s)=n—k} .

[=%] "+J o .
= ZP[ra—L—f- ',-(.s)<n—k+jVj€NJP[S,,(s):n——k]

i=n41

= il’[" : \’.—(s)<jvJ'eNJ PISa(s) = 1 ~ K]
n=k f=n+l

= i {J Xi(s )<jVjeN}P[S,.(s)=n—k]
n=~k i=1

= PIS)(s) <J, Vj € NI S PlSa(s) =n— ]

n=k
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(2,6..7) ‘_

hc.o(u)f (oo(u)) Ecz62).
S heo(u))

'f.( )= I ("w(“))“ (2.6.8)

¥ diferenciando (2.6.2): enrrt.trteinémos_:‘
“h'x('u) = fohoo(u)+uf (b))l (u)

G [SIEY
o (e

1— sf'(s) _ fls) _ Jlhoeolt)) Ecz6.2) hoo(ur)
fs) TR (w) B (u) T uhk! (u)

Sustituyendo u = s/f(s) y s = hoo(tt) dentro de (2.6.6) tenemos:

_ heo(u) Zp[s‘ =1 = kJu"[heolu)]7F,

uhl (u)

y csto implica

uh:_b(u)[hw(")]k B . o .
T(U) - ,E:‘:P[‘Sn—ﬂ-—l\]“
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: '1'"'_.4 Rt

Integrando de cero a's-

Para L= 1 pc‘:inemos daf.g.

donde B = P[Yo, = K. Y dado que hu(0)

, esto concluye la prueba para m £ 1.

Para ¢l proceso supercritico con ¢. > 0, la  consecuencia del Teorema de Ballot se

{fs} ZPqJLk

aplica dado que:

k-O

fhos(N)! = q*-_“{h'(s)}*"f -_ f

k) e o k
= ¢T3 Pisrn-igl”
n=k K

i Pgks" N k=1 /(n— 14).

n=k
Tomando &k = 2 tenemos:
oo ]) L 2‘:"-1
n=1n=2"
hools) = Z — T
= n
*



La flmcmn g(-n(-m(lom dc prolmlnllddd os (-slrxcidmvmo (r('( u‘nl(- ¥ lwn(- uni inversa g.:

8i goo(8) € 1, g (5) = para §>.4.. \’ ahora tomando la expansion en serie de Taylor
de (2.5.1.1), 1 = f(s) = {m=r s)}(l — 5) ¥ sustituyendo s por g(s) para g < s < 1

obtenemos .
1— g(s)_ m™!
(1-s) = {1 -}’

como hicimos antes, tomamos el producio y tenemos

(-s
Mi=idd - 7‘°J( s)/m}’

Esta representacion dice algo acerca de C,(s) dado ¢l —logor ~ 1 — 7 cuando x | 1.

m"{l - ga(s)} = (2.6.9)

En particular

= lim AT g) 1 (2.6.10)

‘nel noe (1 = n~-1 ) m

Jim

n—0oo
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nando 1. — oo

Ignorando la-dependencia sobré.,

vipor lo fanio:

el caso con normalizacién m™" se sigue simplemente.

[m]

TEOREMA 2.6.3 Considere un proceso de ramificacion supercritico con varianza
finita de reproduccion 0®. Cuando n — oo, la distribucidn de {(Yo 41~ Z6)/ Y —m} VY,

dada Z, > 0, es asintéticamentc normal con media cero y variunza o®.

La demostracidn de este teorema no se incluird en este trabajo, ([39], pags. 48-49).

En este momento es importante enunciar dos nuevos y funcionales teoremas limites,
que nos ayudaran a demostrar algunas propiedades asintdticas, las cuales enunciaremos

mads adelante. La idea de su prueba es dada en [41].

Sea {£.} una sucesion de v.a.li.d sobre (. B, P), con

E£)=0y 0< E(£)= 0% < +oc.
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Considere: las sumay parciales {.

Sl n( 20,
en otrg-caso.

(i) (vnfan) 50,0
Suponga f.aml.:_ic’n‘_iqu
P(-|D). Enlonc

con respeetoa: Pp(

donde 1" es el proceso dc‘ Wi‘e‘ne;., :
TEOREMA 2 Baje las hipdtesis ('qul'Te’q
V(6w = (an/wm(w))}

Entonces, para cualguier Q &« Pp,

Qfw s Yi(tw) S 2) "=F Qfws W (tw) - 0§ < 2}
donde W= ¢s el proceso de Wiener, Oy es Q-independiente de W= y

Q{w 1 Op(w) € 2} = Q{w: O(w) < 7).
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Capitulo 3

ESTIMACION DE LA MEDIA

DE REPRODUCCION Y LA
PROBABILIDAD DE

EXTINCION

Como un problema de estimacidn paramétrico para un proceso estocastico, general-
mente se entiende o siguiente. Sea {Ny; & 2 1} el proceso estocdstico definido sobre un
espacio de probabilidad (9. F, ). Suponga que el vector X = (X, X, ¢+, X)) de
v.a posiblemete dependientes, tienen una densidad de probabilidad conjunta P(Xny: ©).
que depende de parametros desconocidos © = (4;,--+,0,), donde la forma funcional
de esta densidad es conocida mientras el vector @ es desconocido, ¥y og.y = (1, ¢+ . 7y)
denota una muestra o realizacion de n observaciones del proceso estocdstico. Dado
que no conocemos ¢l vector de pardmetros 9, se desca obtener una buena estimacion
de este, a partir de la muestra de observaciones (21.---,2,). Todo esto nos lleva a
formular la siguiente definicidn:

Un Estimador: Es una estadistica que toma valores en el espacio parametral y cuyo

valor se aproxima al verdadero valor de O.

Lo que se quiere es un Estimador para el vector de parametros que involucra nue-
stro proceso. Obviamente, hablar de un estimador involucra tambicn, ¢l hecho de poseer
criterios matematicos de optimalidad que nos permitan ver que tan buenas o que tan
malas han resuhtado nuestras aproximaciones, Muchos criterios de optimalidad tales
como: suficiencia, eficiencia, insesgamiento, han sido desarrollados y estan disponibles

para seleccionar un buen estimador entre la clase de posibles estimadores y muchos

[
=1



(‘nlvrm: asmtohcos (l:- optu : llm, su-

])xnd s('l(-(‘( |ul|u|‘ ]nl(*llos

! d(‘ cnirc L\ clasc (](' posnhlcq (‘stunddo: udndo vxtu(lmmm pmpw(]ad('\ .

B mucstrnlcq a‘'la ldrga de’los estimadores, - = R : .
Es\c capltulo no tiene la finalidad de abordar un leud:o pm[uudo acmca “de Tas
propmdades que tendrdn los estimadores para la media y la prol)ablhdad de extincion
del proceso de Galton-Watson, pero sial menos dar una idea de la calidad de las esti-
maciones.
INFERENCIA ESTADISTICA PARA LOS PROCESOS ESTOCASTICOS
Hoy dia existen dos enfoques en lo que a Inferencia Esfadislica se refiere, el enfoque
Cldsico y ¢l Baycsiano. A continuacién se presentan brevemente, métodos de de" in-
ferencia estadislica para el apartado de Estimacion Pararhc’lrigb, utilizando estos :dos_

enfoques.. .

a- Estimacién Cldsica (Método de Maxima Verosimilitud): Cabe seixr‘alar' quc‘
existen varios métodos de estimacion cldsica([55], pags 273-290), peré en este tra-
bajo sélo hablaremos del método de Madxima Verosimilitud {MV). Propiedades
de éstos cstimadores como: normalidad asintdtica (bajo ciertas condiciones de
regularidad), completes, consistencia, el que esten basados en estadisticas sufi-
cientes, entre otras[é(i]; hacen que cstos estimadores scan gcnera]mente buenos,

¥ por lo tanto objcto de nuestro estudio.

Sea X = (X, --.X,) un vector aleatorio de observaciones. cuya distribucién
conjunta estd descrita por una densidad f,(z|©) sobre el espacio Euclideano
n-dimensional IR*. El vector de parametros desconocido © estd contenido en el
espacio parimetrico ' CIR*. Para un z fijo definimos la Funcidn de Verosimilitud

de  como L(O) = L,(O) = fu(r]|O) considerada como una funcién de © € T,
Definicion. Cualquicr O=0)erl que maximize L{O) sobre ' cs Hlainado
un cstimador Mdrimoe Verostmil(EMV') del pardmetro desconocido ©.
Frecuentemente para obtener un EMV, es mis facil, para cfectos de caleulo,
maximizar el logaritmo de la verosimilitud log L{©) en lugar de L(©).

Como ejemplo de funcionamiento del método considere. un proceso estocdstico

Markoviano discreto {X,; n > 1} definido sobre un espacio de probabilidad



(2.F, Po) coirunive

i(?;lr 1 )

r-dimensional’y

proceso estocdstico en: cuestidn.

densidad condicional de Xk“‘d;iydo‘

verosimilitud asociada con (z4i-

esta dada por

donde P,(0) = P(X1|X0;©) = P(X1;©). = - o - : o
Como lo que se quiere es maximizar la verosimilitud o la log-verosimilitud como
funcién de ©, un método muy usual es derivar esta funcion’ con respecto a cada
entrada del vector ©. de aqui que bajo ciertas condiciones el estimador maximo

verosimil de © puede ser obtenido de la solucidn del sistema

dlog L.,(®)

a0, =0, l=1‘.2,-“,r.
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aquellos sucesos en loc que puodcn defmlrn.c- frocu('ncm': lcla(nae, lo’

babllldad
que. reducé senamenl.e su utilidad- practica. Ademds, no d:sponc d(- una baso‘
' a\loma.tlca en'la que pueda fundamentarse, por lo que ocasmnalmentc da ]u-
gar a: resultados contradictorios. Sin embargo, hoy resulta posnb]e ofreccr una
metodologm estadistica unificada. totalmente general, la cual rccnbc el nombre de- :
Estadistica Bayesiana; que se deriva de analizar culdadosamcnlc cl proceso loglco
que debe seguirse para tomar una decision. La- dlfcrcnna fundamcnldl entre Ios
métodos - cldsicos y los bayesianos, radica en que-el segundo utiliza:un enfoquc

de probabilidad diferente el Subjctivo ver ([54], Cap._6), que¢ pcrmnc dmp]lar cl

concepto cldsico de probabilidad y se fundamenta en’un cu(.rpo a\lomatlco que

elimina la posibilidad de obtener resultados contradlctonos

La tcoria de inferencia estadistica es ba]o el marco baycsmno, un problcma dc
Teoria de Decision. Esto es, tode problema de inferencia estadistica tcndra la‘es-
tructura de un problema de decision en presencia de incertidumbre. Un problema
de decisién en ambiente de incertidumbre es una estructura dela forma (D, A, U).
en donde D es ol conjunto de opciones, el cual debe ser exhaustivo, es decir que
agote todas las posibilidades que puedan, en principio, parecer razonables. A
es una coleccidn de sucesos inciertos relevantes que modifican o condicionan las
posibles consecucncias de las opciones en D, U es una funcidn de utilidad para
el decisor particular. §j U es la utilidad, L = —U es una posible funcién de
pérdida asociada al problema de decision. También se incluye una medida de

probabilidad P asociada a los elementos de A ([71], pags. 10-15).

Antes de formular el problema de inferencia que compete a este trabajo (la esti-
macién), como un problema de decision, tenemos que establecer conceptos basicos
que serdn fundamentales no sélo en la formulacion del problema. sino también en

su solucién.

Supongamos sin pérdida de generalidad que estamos interesados en el valor de!

1Si los suceses incicrios en que estamos interesados son de la forma {A;, i = 1,2....} podemos

considerar en su lugar la cantidad # = 1,2, - . -, de forma que P(4;) = P(H)
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ol)r(- '

0. que: deriominardings pdrammm de. nnc LI ronncunwnlo (hﬁpoml)l( :

do prolmlnhdad qn(- o

~de’ probalnhdad que descrlbe la probabnhdad de obtencr los dmmtm posnb]es o
va]ores dc :r, si e] paramel ro dc interés tuviese el valor f = 00. ‘Como funcién de
0, para’un.x = ayg fijo, P(x0]0) es una funcidn que describe, la verosimilitud de
- los-distintos valores de @ a la luz del resultado experimental observado zg. Los
“valores de § que hacen grande P(xo]?) son aquéllos que hacen mds plausible la
observacion del resultado 1y que ha sido observado; de manera que, despuds de
. observar 1y, estos valores de # resultan mads verosimiles que los demas. Como
se menciond en el apartado cldsico, la funcidn de 0, P{xq|0) es la Funcién de
Verosimilitud (de & dado rg) v se denota L, (0). Cabe sehalar que la funcién de
verosimilitud es una funcién positiva de 8, pero no una funcién de probabilidad
([71], pag. 134).
Supongamos que, con objeto de mejorar la informacién de que se dispone inicial-
mente sobre el valor de 8, se realiza el experimento descrito en el parrafo anterior,
esto es, se lleva a cabo un experimento que da lugar a resultados = con proba-
bilidad P(x[0). Como funcién de r y 0, P(x|0) es ¢l modelo probabilistico que
define la relacién entre los resultades experimentales » v el parametro de interés
0. Sca P(0) la distribucion inicial asignada a 0. Después de observar e} resultado
x del experimento, la informaciou de que disponemos sobre el valor de 0 estara
descrita por su Distribucién Final P{8|r). El Teorcma de Bayes ([71], pags.
145-146) permite obtener la distribucidn la distribucidn final P(0|r) a partir de

la distribucién inicial P(4) y la funcién de verosimilitud del resultado obtenido
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Y: cuya funcron e utxlldad'_ perdlda esiuna med:da de la, d:screpancna entre el

verdadero valor cl parametro de mtereec v su estimacién. Frecuentemente sin
i _embargo, especm]mentc en problcmas de investigacion, el decisor estara intere-
sado en ol)lcncr la ma)or cantldad de mformacmn “posible sobre el parametro de
mteres de forma que no resulta razonable que sc limite a una simple estimacién
puntual de su valor. Cuando se culmina una etapa.de investigacion se deben
comunicar las conclusiones finales sobre la magnitud de interés, junto con la ar-
gumentacion-en que tales conclusiones descansan. En términos mds técnicos, los
investigadores deben comunicar su conocimiento acerca del parametro a traves
de una distribucidn final, junto con el modelo, los datos y la distribucion inicial
utilizadas para obtencrla. Por parte de la comunidad cientifica. la utilidad de
sus conclusiones puede ser medida por la cantidad de nueva informacion propor-
cionada. Dado lo anterior, el problema de inferencia sobre 0 pucde ser descrito
de una manecra mds general, nuevamente como un problema de decisién, cuyo
espacio paramétrico es el conjunto I' de valores posibles de 8, cuyo espacio de de-
cisiones es la familia de las posibles distribuciones finales de 6, y cuya funcion de
utilidad o pérdida es una cierta medida de la diferencia o divergencia que existe
entre la verdadera distribucion final para el pardmetro de interés y la distribucién
final estimada. ([71], pag 212).

La solucién de cualquier problema de inferencia estadistica bajo el enfoque bayesi-
ano, en particular la estimacién paramdétrica, esta basada en el uso de un conjunto
de axiomas llamados en la literatura Principios de Coherencia ([71]. pags. 22
28). 1os cuales, si son aceptados por el decisor, permiten asignar formalmente
una medida cuantitativa de sus preferencias entre las consecuencias, tal medida

esta dada por la funcién de utilidad f o pérdida L. En consecuencia se prueba
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posea a-priori sbbré el comportamiento del

puede haccr uso dé Familias Con]ugafim([( l]

resultados matematicos cspecralmeme sencﬂlos ya que éstas tlcncn la propledad
que para cualquier distribucion inicial pcrtenecnente a ‘una faml]la conjugada, se
“obtiene una distribucién final que también pertenece a élla, esta s, son fami-
lias cerradas bajo ¢l muestreo. Por otro lado, la inferencia estadistica Bayesiana
ha sido repetidamente descrita como la metodologia que permite combinar de
forma consistente la informacion inicial con la informacién experimental, Tal
descripcion sugiere inmediatamente un problema importante que todavia carece
de una respuesta incontrovertida: se trata de determinar la forma en que deben
realizarse inferencias cuando no se dispone de informacidn inicial o cuando tal

informacion no se quicre o no se¢ puede utilizar.

Desde un punto de vista Bayesiano, el problema quedaria solucionado si se pudiése
determinar una distribucién inicial de referencia, que describa la situacién en
que los datos experimentales contienen toda la informacién relevante, en lugar
de proporcionar tan sdélo una parte de ella como sucede cuando se disponc de
informacion inicial.

Se ha trabajado mucho en la obtencidn de distribuciones iniciales que anadan
poca informacién a la informacién experimental, empezando por los trabajos
de Bayes{59] y Laplace[68] basados en consideraciones de simetria. Intentos
mas modernos se basan en exigencias de invarianza (Jeffreys[67], Barnard[38].
Hartigan[63], Box & Tiao[G2] v Jaynes[6iG]), en limites de funciones de distribu-

cion conjugadas {Novick{69]. DeGroot[34] cap. 10) o cn argumentos hasados en la
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cualquler otr funclon de. perdlda propm, dep nderd:dc las razones

c motiven

: el prob]cma dc mfercncna.
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3.1 ESTIMACION DE LA MEDIA DE REPRO-
DUCCION

Estimacion Clasica (Método de Maxima Verosimilitud)

Como primer ejemplo considere que la distribucion de deﬁccndlcntes cqta paramc-

-trizada por alguna familia de dxstrlbucmncs El estadlsmco podna eleglr como as

coincide con la media (m), quc es el niimero promedlo de deqcendlentes por mdxvnduo

en un proceso de Galton-Watson. El problema es: entonces estimar A: La funcxon de :

verosimilitud asociada al problema esta dada-b'or ;

It

Pllp =12y = lh
P(Zy = 1)P(1, ;1)13(:],12).T

La(X; 2o, -+, Z0n)

If

el (3_11'-1!':7.") ;
donde

J . =3\ P k
P(j‘k)=P[Z"+|=k|Z"=j]=P[len.i=k] = : [E"’ ) [

=1
esto ltimo ya que las variables {X;;} son independientes y con fa misma distribucidn. .

(Poisson[A]) y que esta distribucidn es cerrada bajo el operador suma. De aqui, que la
verosimilitud queda expresada como

6—.\'\1', C—-’,,\(,’]A)I; C—i,._l.\(l‘n_l/\)i"

i N ind

K EXP{~A1 41y 4ig+4- e +4in )} Nivtiztotin

Lo(A: Zoy-+ -5 Zn) 1.

(3.1. 1)

i

con

. . hid
K=iim /T
k=1



Como se.mencionéd al NG hio del ca nmlo iun molodo clasic o-que suolo ddr I)uvnas .
1

lmar (-I

(‘HlllndClOll(‘S ‘08 L] dc Md\lma \’crounnln ud Slx 0 utlh/a este. ll]l‘l()(‘O pam

"X tencnios

dlog Ly(\Zn))

si igualamos a cero la denvada para obtene

méximo verosimil, A es R
(i1 izt +1ia)

A= : -
(P +i 4 Finma)

¥ por lo tanto ¢l estimador maximo verosimil de la media de reproduccion en un proceso
de Galton-Watson que tiene distribucidn de descendientes Poisson(\) es 11 = A.

Ahora consideremos problemas no parametrizados, el primero de ellos es el de de-
scendencia binaria: Suponga que el proceso comienza con Zp ancestros y que Zy,+--, 2,

individuos fueron observados en las n primeras generaciones. Excepto Z; esos niimeros

son todos pares Z; = 2X; y de la ecuacion (2.4.10) su funcién de verosimilitud esla
dada por:
Lu(pyZo.---,2n) =

A VA i nt Y
( .\": ) ( .\’12 ) ( X, ! )]IZ-_ (1 —p)Zmu DI S

pero

Sy, = k2N

2
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Py Z.__k :"V=uzi‘—zu

entonces

(B2

igualandgi"]:ag(:,icylji_v_adarV(,l’e Ia log-véi‘osilﬁili.tud ¥ ! tener éil,\'élor ‘de p que*
maximiza estafuncién tenemos: ‘ ' L
Ya— 20 Yoo — (Y-

25 :

desarrollando esta igualdad nos queda

¥ como

m = E[Z] = E[2X,] = 2E[X,] = 2p

ya que las X; son v.a Bernoullis,utilizando el principio de invarianza para los esti-
madores maximo verosimiles, tenemos que ¢l estimador de maxima verosimilitud para

la media de reproduccion es
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En otro cago’la.proba

la;v‘efbs‘ir:n}lht.ud de’un’ar [:;lo" _1 < n} e< el producto dc las densxdadcs dadas en
(3.1.2)0 3

haciendo’ n rcpctlc:one% del ensayo de observar para cada generacmn cuantos descendi-

ue cada renglo de esa matnz es mdependlente de otro, porque estamos

entes del Llpo k para l\ =0,1,2,--- se lienen. De aqui, que la verosimilitud esta dada
por: ' :
zm():kZoL) Zi (Ekzn—lk) Znk
I]Z k| e Sz =g I (3.1.5)

aplicandd el ]ogariLmo a la verosimilitud tenemos

Zo! Zok (Z kZoy)!
'°’°’(nz ) et + s ()

+1Og(HPEIk) + o+ log ((_Z:,I,_f‘[,éz"_:,:_ﬁ)_') + log(pr"k)

log Ln(p)

I

C+ Z Zox log pi + z Zylogps + -+ + Z Znk log py
k=0 k=0 k=0

C+ SS 2, k) log i,

k=0 j=0

il

por lo cual tenemos que encontrar el maximo de

Z(Z Zik) log py. (3.1.6)

=0 )=0
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Para aplicar lo anterior:

la progenie total, la cual pod

L N sz O\ o
(E)(zi‘;ozﬁozﬂ wmp

donde
: Z;?:o ZJK

—_—t— = d},
TootioZik X

es una distribucién de probabilidad. De aqui que sélo tenemos que encontrar el maximo: -
de

Z d;: log pi.,

k=0

y aplicando la ecuacion (3.1.6), esto es equivalente a encontrar el maximo.de

Sodilogpr — Y dilogdi = delog& <0
k=0 k=0 k=0 dk

no depende de py

por lo tanto el valor de pi que maximiza la verosimilitud debe maximizar

o

i
1y log =,
Z(‘ ogdk

k=0



sulladm eniun chcrmunlo Dcnotam

genmah ada f ‘

Siita{iryiz, o) =n! II Pl /H il
donde i, € {0.-- - n} yTiloir=n:

"TEOREMA 3.1.1 En un proceso de Gallon-Watson con Zy ancestros los eslimadores

mdzimo verosimil dc p, y m basados en observaciones de { ikid S} son respectiva-

menlc,

e o= 3. Zu/Y,

j=0 .

(Yos1 ~ Zo)/ynrx

il

Tity,

Demostracién: ([39], pag 47)

En particular en nucstro caso tenemos, para Z; = n; v variables aleatorias Znx tales
que )

PlZo = i0.Z

J

‘ . 0 S SR ik # 1
=t |Z, =05l =4 0 Ry o - =
=izl = {0 e

a8




esto s, hacerld. ig “funicion alterior. es

cero.. Detaquiier

y por el princi

Del Lema(3.1.1) tenemos el siguiente’ Coro]ario: -

COROLARIO 3.1.1 El cshmadm mdzimo verosnml de ‘m basado sobm observa- '

ciones (Zo,+++,2y) €8 '

Y, - Zo
Yo

m(n) =

Demostracion: : . ’
Encontramos en (3.1.8) que e} estimador médximo verosimil parala media-de repro-
duccién basado en observaciones {Z;k, j < n} es ;

D 2 Dy ¥ A7

m= S = H(Z)-
i Z;I=o Zjk (Z3¢)

para k= 0,1,---y j < n. Ahora sea la estadistica

';'=ZZ7JK"E

k=07=0
por (3.1.9) el estimador de la media puede ser escrito como

Ya— 4o

m(n) = v
n-1

= g()‘;l‘)‘;l—]) = T(Z()- Tt Z" ).
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donde

Tlay,as

simg 1, ()..-H—Zo)/) —0]—

probabilidad q. 'El Teorema (2.6. ]) nos dice que: P[)’ e

que este limite satisface:



s1/m® ;
Yofmn W (m =

por,lo tanto, };ara toda w € B,

- —m

Yo Y

en otras palabras el estimador es fuertemente consistente, condicionado a no extincion.

Respecto a la razon de convergencia se tiene que

(Yoe1 — Zo) Yo — Zo—m)Y, _ Z:=0(ZJ'+1 —mZ;)

Y —m = Y. Y,

cualquier término Z;41 — mZ; es la suma de Z; v.a.i cada una con distribucién py pero

trasladada a la media cero, es decir:

EZiyy —mZj] =,E[,Zj+’] - mE{Z;] = mitt = m x m! = 0.
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De aqui que Yigi = Zo — 5 ticneda distribucion de unassuina

‘Los :préximbs ‘leoremas’
w Z;,A’> 0, k= (j;],?_,f
TEOREMA 3.1.1 Sea m

confunifo de¢ no-ertincidn,

(i)

(ii)

“donde”

y S(w) = Pa(W < w) y W cs el limite casi seguro de {Zy/m"}.

Demostracién: ([41], y [57] pdg. 79)

Con la ayuda de una sucesion {£},5; de v.aii.d sobre (€, B, ) cada una distribuida
como Zy, es posible escribir para w € A. la 3" Zi(w) como

Zot -+ Znlw)

> &lw)

=1



Fintonces

l+Z1++Zu ’ :
—— e W ek
B BE T SRR o 11 L b :

como & €-4 entoncest, -

ya quc ’p-

tcnemos g

'y como.

donde W'~ es el proceso de Wlener, el cual: para cad . 1r5e descnbc con una densxdad

Normal(0,1); y como en esle caso {.= 1, esto prueba ( )

De igual forma para cualquier @ < Py -
Qo {l+m+ - +m" W mw) -—m) <z} =

Q {w iVl dmt-edm )Uzzzﬁ o 1(vfe(w) —m) }

[Zo+++ Zalw))

it

ol [Qmt e mn]VE R (g ) — m)
< N ot ¥ 2ol olZo+ - + Zfw))1/?

y bajo las mismas hipdtesis del Teorema 1 y usando el Teorema 2 tenemos

ot ay, 1/2 -
541,@:(;—) Ya(low)

-1
ot



o cual nos dice g5
1o cual nos dice que

(

o Qfw :,UV;-](IIZTF?HI g ,,']‘v‘:i)i/z

v este mi

0< P(A) < 1.

implica quc

Demostracidn:{[41]).

este Lema implica que

Plw: o™ (Zo+ - + Za(w) (n(w) —m) <412, > 0) = ¥(a),

y esto nos permite dar un imefvalq de"éor’,\ﬁan'z'a' ap,‘é,xi'aa 4o para m. Dada Z, > 0
L= (0 ool Zo 4.0 4 Zp)2)

es un intervalo de confianza_aproximado para m _con el (1 fq)'x 100%. de cénﬁanza,

donde ty, es tal que 1 — ®(t1,) = la.
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ESIMACION BAYESIANA (PERDIDA ESPERADA MINIMA) k

bt dlsmbucxon

Dado lo anterior P(A|Zn)) es uﬁa densidad Gamma?on parémetros:d‘_ =a %’i, +i2 +
iy A =140+ i + 8.

Para estimar el par:imétro en cuestion, #p]icamos el criterio de Pérdida Esperada
Minima. Para esto el estadistico debe clegir una funcién de pérdida que considere
apropiada al problema. En particular, si decide trabajar con una pérdida cuadritica,
digamos L(),d) = (A — d)?, la solucién de Bayes, es la Media de la distribucién final
del pardmetro y la pérdida asociada, la Varianza de la distribucién final ([53], cap. 7).
Esto es
a+itigt- iy

= E[MZ, = - - -,
ENZw) = 5 = T s v 5 8

Si el estadistico no dispone de informacion inicial, o no quiere o no puede utlizar
tal informacién; puede optar por trabajar con distribuciones iniciales de referencia

{que son utilizadas como se menciond al inicio del capitulo. para representar casos de

-1
-1

simétricas; ses-"



])OCd mfmmacnon nnrml);

c ODF cr\a Cl’] eStC C?lSO quc

esta dlstnbuc:on t.amblcn toma muchas formas 51mctncas sesgadas en particular una

b=

dwtnbucmn uniforme en el intervalo unitario séleccionando a ."Dado que hemos
asignado una distribucion inicial para p y tenemos la verosumhtud, la distribucidn final

para p queda como:

PplZm) =

= -llgp—('(')z—l?))’;@ donde Zny = (Zo,**+, Zn)
n
[C(ZOv' o Z,,)p“’n—z")/2(1 _ P)yn_, —(l’..—Zo)/2][Bﬂ‘b(l,)]
PiZny)

IX
P Zwm)

- l\'/P(Z(,,)) p[()'n'-Zo)/2+n]-l(] _ p)[)'n-\ = (Yo =Z0)/24b)~1
N et

p()n —2Z0)/24a-1 (] _ ’))Yr.-]—()'n-zo)/'-’-fb—l

K Nicleo de una distribucion Beta.



1 S U
s{ﬁ? B U0 mu

“Porlo ('lld] la distribncion final para p es nna Betalo d), con o = (Y, = Zo)f2+ay
A= )r, 7 —'().. = Zu)2 + b Dependiendo del contexto del problema qm‘ s h.«nlm_](v '
cl qualelICO debe clegir-la funcién de pérdida que considere mads d[)l()])la(ld, para ]d‘*'-"

. cshmacxon dd ])dldlﬂ(‘“’() en cuestion. S decidimos nuevamente: uhh/ar una fuu(lon

de perd;da cuadrauca dlgamos L(p d) = (p— d)"’, aphcando e] crltcno dc A\l]lllﬂlﬂ‘,’::"k"

a Medla dc la dxslnbumon»' :

Pcrdlda Esperada sc obtlene ‘como solucmn de Bayes ¢

y como m anterior,-el esti~

E[m | Zo.

Y. = Zg2

9 e 2= T !
2EplZa,- -+ 22} Yoo +aib

El estadistico puede de elegir también como distribucién inicial una distribucién con-
jugada de referencia o no informativa haciendo tender tender a cero los parametros a
y b de la distribucion BETA inicial. Se observa también que en este caso P(p) no
es una distribucién de probabilidades porque no tiene integral finita y por lo tanto es

impropia, la estimacion esta dada por

Desde un punto de vista Bayesiano un problema de estimacion queda resuelto al
reportar ¢l valor d° y la correspondiente pérdida esperada, sin embargo, posecmos
mucha mas informacion sobre 0§, especificamente conocemos toda la distribucién final

para el parametro. Utilizando algunas pérdidas adecuadas, lo que obtenemus como



ial d(' pmnm('lm A\

"7) de. Ia (lxstnbllc:on
,fnal dcl paramctro Lucgo entoncc«. si quercmos utlhzar estas perdldas pdra estimar
~la- mcdla de rq)roducmon cuando parametrwamos la dm nbncnon de dcsceudu.mes con -

una; dlstrlbucmn Poisson o cuando tenemos deqcendencxa binaria,. solo tcncrnos que .

encontrar la mcdlana y moda para las dlstnbumones Gamma \ Beta respectwamente -
Las expresiones para la moda de dlstnbucmncs Gamma y Bcla pueden encontrarse cn
([7"] vol. 1 pag 168; vol..2, pag. 44).

- Lo mads relevante de este mélodo de esumaclon Ba\esmno qul. a] posecr ‘una

distribucion final para la medla de rcproduccnon podemos calcular la’ probal)lhdad de

que- este’ pardametro’ sea menor o lgual a uno, para el caso‘ de descendencna bmarla
tenenios: -

(/2 F(a + ,3)

o I(] p)ﬂ ldp ;

es decir con probabilidad y estamos en el caso critico y subcritico, o sea 'con probabilidad
v el proceso se extingue seguramente. Andlogamente pafa el caso de distribucién de
descendientes parametrizada por una distribucién Poisson.

En cuanto a Estimacién Cldsica se refiere. ¢l problema de estimar la media de re-
produccion en un proceso de Galton-Watson esta totalmente resuelto en la literatura,
para casos en los que la distribucion de descendientes estd parametrizada por alguna
distribucién de probabilidad conocida y para el caso no paramétrico ([37), cap. 1). En
relacion a Estimacion Bayesiana. la literatura sélo registra resueltos el caso de descen-
dencia binaria ¥ el caso donde la distribucion de descendientes se parametriza con una
distribucién Poisson. Tratando de profundizar un poco mas este estudio tomarcios ¢l

mismo esquema para resolver el caso general, esto es, cuando tenemos una distribucion
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de descendientes (ld(]ﬂ por {m} para. I- 01,24, esto: es, l,l dlslnlmr ion no. esta L

paramr(n/add )’ 'ﬁll[)()lll(‘ll(k) (Illf‘ COHIO lllf()!'nld(‘l()ll 1(‘”(‘[]](‘)\ (.‘I lllllll(‘lO fl(‘ lll(ll\'l(lllﬂ'ﬂ

- lm d:stnlmuon hndl para c-] vcctor"

Como la ltima expresion es un producto de convoluciones, esto ]mbeque el cdlculo
de la distribucién final para-el vector V sea-bastante complejo, dado que calcular. la
distribucién de sumas de variables aleatorias independientes no es trivial, a menos que
la distribucion de éstas sea cerrada bajo ¢l operador suma. Todo esto hace que la
eleccién de una familia conjugada sea para muchos casos dificil de encontrar.

Sin embargo, si en forma alternativa, pensamos en £y, Ey, .-+, E,; una sucesién de
experimentos donde Ej. cs el experimento en el que se observa el niimero de descen-
dientes para cada uno de una coleccién de by miembros de la poblacion en la k-ésima
generacion, supongamos que se tiene un namero finito de descendientes; Zp = 1 y que

Pl# de desc. = k] = py para k =0,1,---,n. Entonces:

P2y = K{VIII(V)
P[Zl = /\’1]

& P[Z = k|V]I(V) = pi, TI(V).

PIV|Z) = k]

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, si se decide usar como distribucion inicial
una familia conjugada, conviene tomar una distribucion Dirichlet como conjugada para

el problema, esto es T1(1V) es una distribucién Dirichlet para el vector V = (py, -+, py)

81



sonces

Pn), con vector

con exactamentc

ndo paso Lenemos:

o I‘.l

vin (\f)* -

donde

0(2)={ asl) sii# ko

a1 sii=k.
De igual manera en nuestro tercer paso al incorporar la ir:]fc;rijnrac’ic}h );'con'side"rar el
hecho de que Z, = ¥} kZ,-1,4 tenemos: :
PV|Zy = ki Zio=do. oo+ Zan = ini Zpo = o, 'Z’Y?‘ ='"], B
o Pl = io\ Zan = inls = by, VIPIZy = K IVII(V)
X P|Za0 = oy Zan = inlZ) = k1, Zro = Hoy+ -2 Zin = imy V]
Pl = oy s Zon = inlZs = k VIPIZ) = by VIT(V)
X P|Zyo = ion -+ Fgu = in|Z2 =k, V] '

n ]
I i Y
1 n -
i=0 M=o 1!

n
oM
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donde-

;'Zl-—_lr.() = "U; LR Zl—).‘n = in] .

donde- . T S
' v ol = g("_” Il E A L_ N
v '("’])—i-l su-l.

. ¥ como

n ( f“"“i -1
I1» :

es el micleo de una distribucidn Dirichlet, se obtiene entonces que la distribucidn final

para ¢l vector V dado que hemos incorporado toda la informacién paso a paso es:

P[Vitoda la inf]= —mlﬁr(—ﬂ: I:_([Jpo‘_’ (3.1.10)

donde &, = o™ +1y ¥ 5 = 5.

Si ahora lo que queremos es obtener la distribucion final de la media de reproduccion

como funcién de la distribucion final del vector V. esto es:

n
m= Z kpi.
k=0

nos encontramos con algunas dificultades, Utilizando el Teorema de Cambio de Vari-
able o Funcion Caracteristica no es posible dar explicitamente la forina funcional de la

distribucion final para la media de reproduccion. por tanto es conveniente recurrir a



algun tipo de dpm\unduon para (h(lm dlslulmcmn final. C ahe gof 1alar; qm- si u.ulu nos

interesa dar una (‘ahnmcmn punludl pdl‘rl ld m('dm de wprodl ( mu ¥ (l«rudmlm utlhﬁdl

pérdida cuddrdhm sal)emo‘ : ho para nedi eproduccion =

es E[m\toda Ia mf], esl

atilizar una tccmca de aprommdclon de dls\.rlbucmncs. Un resu]tado que aparece en-
la literatura  Bayesiana, es el de aprommar la dlstnbuc:on fllal ‘detn palamcl.ro 0, .

con' una distribucién Normal([afl] pag. r’1;)) Este rcsultado se Ob,

propiedades limite de la funcién de verosimilitud ([54], pag 213), que estableccn quc’j

si se cumplen ciertas condiciones de regularidad ([54], pag. 208) y tamanos dc muestra .

grande. la funcion de verosimilitud puede apm\lmarse por c1erta dlstrlbucmn Normal

para valores de @ en una vecindad de ©,,. Donde

n = 0’1!(“"19' . ,‘\r;)’.‘

y
lim 0,(Xy,+ -+, X,) =04 c.s.,
Nn—oo

esto es, la sucesion de estadisticas {0,(X,,-+-,X.); n = 1,2,..-}, es una sucesién

consistente. Se sigue de esta aproximacion que si la distribucion inicial del pardmetro
0 sc representa por una funcién de densidad positiva ¥ continua en una pequena vecin-
dad del punto g, entonces la distribucidn final para el parametro @ estara altamente
concentrada en una vecindad de ©,,, y en esta vecindad puede ser aproximada por la
misma distribucién Normal que aproxima a la verosimilitud en la misma vecindad.
En general, la aproximacion de una distribucién poco tratable. mediante un modelo
que sea mas simple, se puede plantear como un problema de decision que naturalmente

requiere a su vez de una distribucion inicial y una funcion de utilidad o pérdida. El
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rado de (hfunl!d(l (lc (-slc' )rol)lcma )ll(‘(](‘ ser C(msldvmlal(- ox wcmlm(-nll- s) SO 10m-n can
l

: ¢ ])ll('d(.ll utlh' oo nprc:xnndmon) lina®

la de m(-dnr ]a pcrdlda en tcrmmm dc la dnferenc:a, cx'

’ caso se dxcc quc ld‘utlhdad corrcspondlente es‘ ]ocal Una funcnon dc uulldad de csta

: U(q( ) ,,( )) = log q(o) 10gn(0)

p(0)

§{p(0) q(” )} "/P(ﬂlog a0 d

Si se decide usar la medida Logaritmica, para encontrar una aproximacién Normal -

a la densidad p(8}, sc obtienc el siguiente Teorema:

TEOREMA 3.1.2 La mcjor aprorimacion normal a una d:slrtbucwn p(0) “con mcdm,, ELaei

E(0) y desviacion tipica D(0), es
N{O|E(0), D(6)},

eslo €s aquella distribucion normal con la misma media y desviacién {ipica quec lo

distribucidn original.

Estc teorema se generaliza al caso de distribuciones multivariadas, en donde la mejor
aproximacion Normal Multivariada es aquella distribucién Normal Multivariada con cl
mismo vector de medias ¥ Ja misma matriz de covarianzas que la distribucion multi-
variada original,

Para la demostracién del Teorema ver ([71], pags. 178-198).
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3(B0+1)

BifBo=by) —f10,
E(ﬁo-H‘) B

—Bnﬁl . ﬂn!ﬂo-ﬁm[
5 (Fo+1) B3(00+1)

~Ahora-sea:K =:(1,2,-:%,n); como m es combinacién lineal de las entradas.de V esto
est T )

m= ZI:JPJ = KV,

J=0

entonces m se distribuye aproximadamente normal con:
Elm)= E[RV' = RE[V!] = Kn
VAR[m] = VARV = KVAR[V]KN' = KEA?

De aqui que podremos calcular como se hizo en el caso binario P[m < 1], es decir, la

probabilidad de estar en el caso critico o subcritico.
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sn.se qulerc aprox1mar ‘la dlstrlbucxon ﬁnal ‘para ! utlhzando smmlacnon. os dxscnar

un algorxtmo que 51n1ule veclores Dmchle(/ ado el vector de’pardmetros 3°.Después
generar una muestra de estos vectores y valuar tantas veces el valor de 7. como vectores.
hayamos generado, utilizando las entradas de estos vectores las cuales repreqcntan laﬁ
distribucién de descendientes. Como opciones pueden aplicarse tecmcas deﬁcrlptlvas y
despucs Bondad y Ajuste para dar una distribucién aprommada para m,.0 ap]xcar nues:

vamente la medida logaritmica para dar una aproximacién 1\orma] ala distribucién m.‘ '

Todo este procedimiento nos lleva nuevamente a ca]cular la probdbl]ldad aproxxmada';

de que la media corresponda al caso eritico o subcrmco

Se observa que, de no haber supuesto un nimero ﬁmto de’ dcqcendlcnlcs, habria®

que parametrizar la distribucion de descendientes pard obtcne “an numero ﬁmto dc ;

pardmetros a estimar, ¥y poder aplicar alguna técnica de mfercncm como en e] caso de

la ley de reproduccién parametnzada por una distribucién Polsson tratada al'i 1mc10 de

esle apartado.
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3.2 ESTIMACION DE LA PROBABILIDAD DE
' EXTINCION

Consideraremos este problema como siguc. Sean Xj,---. X, variables aleatorias

independientes ¢ idénticamente distribuidas que sélo toman \‘alorés enteros. Sca‘ =

P(Xi = k), y denotemos por f(s) = ¥ pest a la funcxon generadora de probabllldad de e
la dlerlbucxon {r}. En el contexto de procesos de ramxﬁcacxon la \arxablc aleatorlaf‘f';»
.\ fepresenta ¢l nimero de descendientes produc1dos al ﬁna] de su uda por el i esnmo: i

vmdwlduo de una muestra aleatoria de n 1ndw1duos. Dado es\o, estlmarcmos la proba-,: e

- bilidad de extincién ¢ basada en una muestra de Xy, -'; ,X P adunas abordaremos el

’prob]ema de estimar otras:funcionales de [(s); tales como: la dernada de la fg p \alu- e 3

:ada"en q, f'(q), cuya relmancta s¢ ubica‘en e] estudlo de comportdmlentos asmtotlcos

acerca de la probablhdad de’ extmmon

Sea la v.a Ziy el numero de mdwlduos én ]a muestra con i descendlemes Loq valores-

fZ son tales que Z,_, 5=

que Loma Ia v
ZyyZay- - dado V = (p;,pz, 7 )es.

y

De aqui que la funcién de verosimilitud esta dada por:
Lo(Vi20, 29y )=PlZi = 2,2, = 22,0+ |V]

aplicamos logaritmo a la verosimilitud antes de maximizar con respecto al vector de

pardmetros y tenemos

log La(V) = log(ete) + =1 logm + zalogpe+ -+ zplogpe + ¢+ ¢

I
[\/Ja7

zilogpi + C.

i

Maximizar esta funcion implica encontrar el mdximo de T2, =i log p; como funcidu de

88




a esta verasimilitud se

es fucrtemente consis

nuestrd estimador es i

Dado que {pk(n)} son los est\madorcs maximo \'crosumlcs de {pc}, f. es un es-
timador mdximo verosnrml de Iy cua]quler funcional de f, es un estimador maximo
verosimil de la corrcspondientc funcional de f (todo esto por la propiedad de invarianza
en los estimadores de maxima verosimilitud). Sin embargo, para resolver el problema
de estimar ¢ y f'(g), necesitamos saber més acerca del comportamiento de f, y sus

derivadas como estimaciones de f y sus derivadas. Sea f5(s) la funcién que denota la

k-ésima derivada de f en s, fO = f, y similarmente para fu. Como una observacion, se

verifica facilmente realizando un procedimiento analogo al utilizado en ¢l Lema 2.2.1 (3)

que fy es una funcion convexa. El siguiente Teorema presenta una serie de propiedades
. . K . . . .

atractivas de f,, como un estimador de f* que necesitaremos posteriormente en nuestro

desarrollo.

TEOREMA 3.2.1 Para cualquicr k2 0 y0 < s < sy, dondc & ¢s cualquicr nimero

menor que uno, f,‘;’(s) es un estimador fucrlemente consisiente de f¥(s) en el sentido de

que ff(s} — f*¥(s) c.s. cuando n — oo y uniformentc para 0 < s < s Si f¥(1-) < o<

todo lo anlerior tambicn ¢s vdlido con sy = 1.
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Demostracmn [45])

ancro mostmwmos qm' f,’,‘(.s) — [‘( s) ¢os para cualquier-0 <8< vk 2 0. Sea

0 cs para 'cualqmer valor ﬁ]o m,'y por] lo tanLo fn( ) f (s)=cs La con\'Crgencmn
umforme en s se sigue dado que el primer término de la desngualdad es'la’ cola de una’ -
serie que converge uniformemente para 0. < s €5 < 1 y el scgundo tcrmmo con\ergc o

casi seguramente, pero su convergencia no.es deblda as, smo a la&. {p‘7 :

dependen de s. Ademas [*(1-) < oo, entonces e] k- esnmo momemo facLorxal de.

finito, y dado que f* es justo el k-ésimo momcnto factonal mumtral la Lé :‘Fuerte de,y o

los grandes nimeros dice que f"(l—) -—r v la uniformidad sobre 0 < < )

se sigue como arriba.

También tenemos que:

Hpalnob-
o
DD T

& Mpe(n)s*—7 .
E,- CETR

[zi‘

Para obtener una convergencia a una distribucién Normal. escribimos ¢ la funcion

indicadora del evento {X; = k}. Para cualquier0 < s <1

n Az sk
fils) = S LZL:‘.:ICL..}_

i=1
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Las variables aleatorias. |

con 1'<'i'< n so

:independientes elidénticamente distribuidas’y.

dado que e,_, cik e cérd é

tenemos :

J7Mﬂ ﬂmmme” s mag
VI =T A

¥ por lo visto acerca de f,. se sigue quc g
= inf{s 2.0; f"(s) = s}
es un estimador Maximo verosimil consistente para ¢, ademas

TEOREMA 3.2.2 Sim > 1 ypo > 0, enfonces (G, — q)\/n es asintéticamente
Normal con media ccro y varianza {f(¢%) — ¢*}/{1 — f'(¢)}*. Sim =1 y0 < &% < oo,

entonces

"11230 Pl(t = ¢.)vn € u} ={ gl(u/?) stu>0

en olro caso

Sim < 1, enlonces con probabilidad uno ¢, €sigual a uno dc algun indice en adelante,

Demostracién:([39], pag. 50) Dado que f,(¢.) = Gn. Por el Teorema del Valor

Medio tenemos que:

Sal@) = G — (G — ) f1(s0)
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para alguna s, (n(ro G-V ¢ yi 5y dependesde Xy ~dado quef(g) =4 sc tiene”

que:

=) = fn(1)+fé(l)[1 ~u/VR=1] +f—‘5—’u

= 1)+ Lo/ + o 20+ Rafs)

donde 1 —u/\/i € sp < 1Y sn depende de X, Xn v es tal que R;.”(é,,‘) —; 0 euaﬁdq :

s T'1. De aqui que: ‘ ‘

PIL= fo(tu/va + Ji(sa)u?/20 2 1 = u//n]
Pfi(sn)u/n 2 2{f3(1) — 1}/v/]

Pl(f2(1) = D/ fl(sa) < u/2) — (uf2)

Pl = gn)v/n < 1]

Como 1 —u/y/n < s, < 1 esto implica que s, =1 y
j;'(sn) - f(1) = VAR(X;) = o% c.s

Sabemos que
(fall) = 1)V/7 = N(0,0%)_ en Distribuciin .



ya que

cs casi seguramente estrlctamente mcnor que uno para. algun mdlce De ese. mdlcc en

ade]antc Gn =10

Otra p051ble cnfoqu(* dc cstlmacmn para lratar de esumar la probahllldad de ex:

, tmcnon cs uh]xzar inferencia Baycsnana lo que habna quc estlmar aqu1 sena f,‘, ya quc la_

estimacién de la probabilidad de extincion ¢ s la mds pequena solucxon ala ecuaaon_

f,.(s) = s. Siguiendo el enfoque de-la seccién anterlor habria® que, asngnar una: dis-
iribucion inicial para el vector V, luego si no se parametnza la lev de reproduccnon hay
que suponer un nimero finito de descendientes ¥ se obtiene una dlsmbucmn multino-
mial como verosimilitud asociada al vector, aplicamos el Teorema de Bayes y obtenemos
la distribucion final para V. Como se ha venido planteando desde la seccidén anterior,
¢l estadistico puede decidir utilizar familias conjugadas para expresar su conocimiento
apriori sobre ¢l vector V. Por el contrario si no se restringe la distribucién de descendi-
entes a un nimero finito, se debe proceder a parametrizar dicha distribucion con alguna
distribucion de probabilidad conocida. para obtener un nimero finito de parametros a
estimar; luego se obtiene la verosimilitud y puede obtenerse la distribucion final. De
igual manera que para la media de reproduccién, la funcién f, es combinacion lineal
de las entradas del vector V, y utilizando Teorema de Cambio de Variable o Funcién
Caracteristica no es posible dar explicitamente la forma funcional de su distribucién
final. Podemos recurrir como antes a técnicas de simulacion para encontrar una aprox-

imacion a la distribucién final, y un procedimiento a seguir podria ser el mismo que ya

comentamos.
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COMENTARIO S FINALES

Este “'dhd jo'se ll])lCd en un drea que atin estd poco explorada. Se trata de la Inferen-

cia Estddlshca para Procvsos Estocdsticos, Existe una gran cantidad d(' comnimcmncs

en el Area d(- procctzos especialmente en lo que se refiere a procesm de ramlhcacaon, :

pero en su mmcnsa ma\'ona se ocupan 'de tratamientos més bien (lcducuvos y no’in-
fercncnales. Por otra parte, cuando se'revisa la literatura sobre mfercncxa LI) procesos
se encuentra ‘que el cnfoque predommante es el llamado freCuenhsta v que muy pocos

~rcsultados han sndo obtemdos medlante la alternatwa Bayesiana.

Muy especnﬁcamente en Eos procesos dc Galton Watson se ha mostrado quc cl pro- :
blcma fundam(,ntal cs estableccr la: probab)]ldad de extincién’ pucdc rediicirse a la’

;csumacmn dc la mcdla dc rcproduccnon m. Bajo. diferentes hnpotcms en el modelo %

en el mucstreo, cs p051blc obtener cstlmacmnes frecuentlstah. tanto puntuales como de

mtervalos, p a m.

El enfoque Baycsnano. como ‘se_ha mdlcado, ha TCCIbldO mucho menos “atencion.
Sin embargo, existen reportes én.la literatura para algunos de los casos mas gcnmllos. :
En este trabajo el tratamiento:Bayesiano se:ha aplicado a-variantes mas gc’neralcvs”
del proceso de Galton-Watson. En términos generales y a nivel conceptual cslclaro.
como ocurre con muchas otras aplicaciones del paradigma de Bayes, que obtenu‘ una
distribucién de probabilidad para cl pardmetro de interés, ofrece mas y mejores pOSl-’
bilidades de andlisis del fenémeno. Concretamente, en el caso tratado en_esle Lrabajo,,
la probabilidad final del evento m < 1, describe la seguridad que puede tener el inves-~

tigador en la extincién del proceso.

Por otra parte, la aplicacion del enfoque de Bayes, aun cuando es formalmente
muy simple, no necesariamente puede llevarse acabo de manera automatica. Especial
cuidado requicre la especificacion de la distribucion inicial. En este trabajo se han
empleado distribuciones conjugadas, informativas y de referencia que conducen a re-
sultados intuitivamente aceptables y razonablemente simples. Sin embargo no es esta
la dnica posibilidad, queda abierta Ja investigacion en este sentido. Adicionalmente,
ocurre que para una variedad de casos, la distribucidn final de i no puede ser deter-
minada por completo en términos analiticos. En esas condicione, se pueden ensayar
aproximaciones varias, utilizando técnicas de simulacién o bien recurriendo a la nor-

malidad asintética de la distribucion final. Estas posibilidades no sc exploraron en este

trabajo y quedan también planteadas como lineas de actividad futura.
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En resumen, el enfoque Bayesiano promete resultados mis (onlplf‘lm para la mf('r-
encia en: procesos de Galton-Watson, pero atin cn casos rcldln’amonlo snnploa entrana;

un grado de dificultad que requiere un estudio adn mds plofundo.
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