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Introducción. 

El presente trabajo consta de dos partes. La primera pre- 

tende constituir una exposición de la teoría cuántica de disper

sión, asequible a un estudiante al término de una carrera profe

sional en la Facultad de Química con mínimos conocimientos de

mecánica cuántica, y en una versión que se utiliza en algunos

de los métodos más poderosos para el estudio de la estructura

electrónica de los metales líquidos. La segunda contiene los

resultados de un estudio de la aplicación de la teoría, dirigida

a evaluar algunas de sus características que sólo pueden investi

garse en la práctica. 

El texto debe mucho a la literatura del tema, como recono- 

cerá fácilmente el lector entrenado. Creo que su principal fuer

za está en reunir presentaciones y argumentos que, en general, 

se encuentran dispersos. Aqui aparecen con un enfoque unificado. 

La teoría formal recibe un tratamiento bastante completo, pero

las aproximaciones y aplicaciones se han escogido con el criterio

de que aclaren conceptos fundamentales o sean útiles al estudio

de los metales líquidos que hace el Departamento de Química Teó- 

rica. 

El orden de la presentación es el siguiente: teoría de dis- 

persión por un potencial, teoría formal de dispersión, teoría de

Lloyd, métodos de cálculo y programas de computadora, y resulta- 

dos del estudio de la convergencia espacial y en momento angular

de la teoría de Lloyd. El texto incluye cinco apéndices a la

parte teórica: formalismo de operadores, funciones esféricas de

Bessel, esféricos armónicos, números de Gaunt y funciones de Green. 



Notación y Convenciones. 

El problema de notación ha sido siempre un obstáculo para

el estudiante de teoría de dispersión. No parece posible hallar

un sistema de notación que no tenga duplicidades de símbolos o

de sus significados, y que al mismo tiempo mantenga una buena re

lación con las nomenclaturas más comunes en la literatura. En

este trabajo se ha intentado mejorar un poco esa situación, aun- 

que quizás las escasas mejoras que se logren den lugar a nuevos

defectos. Aparentemente se ha logrado un compromiso razonable, 

y no más. En esta sección se señalan los puntos más obvios que

no se definen en el texto o que se prestan a confusiones. 

Los vectores aparecen subrayados y sus magnitudes no. Los

ángulos de los vectores, b vectores unitarios en su dirección, 

aparecen subrayados y con acento circunflejo. Se llama t al

tiempo, c a la velocidad de la luz, E a la energía, / ó m a la

masa de las partículas dispersadas ( generalmente electrones), H

al hamiltoniano, H. al hamiltoniano de partículas libres ( energía

cinética). 

k es la raíz cuadrada de E y k el vector de onda. Las ma- 

trices K y T denotan las de un solo dispersor, con minúscula, y

las formales o las de cúmulos, con mayúscula. Las matrices se

denotan con letras o números gruesos, o subrayadas con una tilde, 

o, si no hay riesgo de confusión, sin ninguna distinción especial. 

l representa ángulo sólido y a las matrices de MIMer. V repre- 

senta al potencial y al volumen. e es la magnitud del momento

angular en unidades de ñ
e

y
n

es la posiciSn espacial de un dis- 

persor. L representa el par ordenado de índices de momento an- 



gular; 
co Q

Se usan unidades atómicas con fl = 1, 2m = 1, ao = 1; si

m es la masa en reposo del electrón, la unidad de energía es el

Rydberg, 1Ry = 13. 6 eV. Para las funciones especiales, véanse

los apéndices respectivos. En caso de duda, hemos usado la no- 

tación y convenciones que usaba la escuela de Lloyd hacia 1970. 

usamos indistintamente caracteres mecanográficos y manuscritos. 

En todos los casos de posible confusión, el contexto ( mágico

recurso último de las notaciones poco claras) indicará inequí- 

vocamente el significado de los símbolos. Ojalá el lector no ten

ga ocasi6n de citar la frase " donde dice A, debe decir B y debe

entenderse C, léase C"(
46). 
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I. Dispersión Simple. 

Empezaremos por estudiar dispersión simple pues ésta con- 

tiene esencialmente todos los conceptos que se usarán más ade- 

lante, y aqui aparecen en forma natural y con significados fi- 

sicos muy transparentes. La presentación está muy abreviada, 

y en todo caso referimos al lector a Merzbacher( 1). 
El problema consiste, fundamentalmente, en encontrar qué

fracción de un haz de partículas se detecta a un ángulo sólido

dado después de ser afectado por un potencial. Esto se mide

básicamente con la función - , llamada sección transversal

diferencial de dispersión, que definimos por

ció _ I(A) 

d1Z Io
1) 

donde I. es la intensidad del haz incidente ( número de partícu- 

las por unidad de área por unidad de tiempo) e ITI) es el núme- 

ro de partículas por unidad de tiempo detectado en una diferen

cial de ángulo sólido entre 11 y L1+ dSI. 

Para investigar el proceso, describiremos las partículas

con un paquete de ondas

r10)` 

31áJ ilap(¿k.(r- roÍ) 
d3

k ( 2) 

Aqui f(k) es una función suave, con la forma de un pico

estrecho centrado en -0 y con anchura & k. Así, -¡( r , O) es un

paquete centrado en ro con momento bastante definido alrededor

de ko. Suponemos
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pero en dirección opuesta, así que el paquete se desplaza hacia

el origen. Suponemos además que ro es suficientemente grande

para que en t = 0 el paquete completo esté a la izquierda del

origen. En estos términos, el problema consiste en hallar la

forma del paquete de ondas a t muy grande, después de atravesar

el dispersor. 

Si el sistema paquete -dispersor puede describirse por el hamiltoniano

H = T+ V = Ho+ V , 

con eigenfunciones tn,, entonces el problema estará resuelto

cuando podamos expander

y entonces

3) 

n

r,t) cRtn( r) P -n (-tEnt  ( 4) 

La fórmula que hemos escrito para el paquete de ondas es

precisamente su expansión en un conjunto ortonormal y completo

de funciones, las ondas planas exp( ik• r), pero éstas son eigen- 

funciones de Ho y no de H. Demostraremos que se pueden reempla

zar éstas por ciertas eigenfunciones de H, las funciones de

onda de dispersión, que asintbticamente serán similares a las

ondas planas, con la forma

r C
r

El segundo término es una onda esférica saliente, que se
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extingue conforme r.* C4 , e introduce la amplitud de dispersión

f que la modula. 

Se demostrará que existen esas soluciones de la ecuación

de Schr5dinger, y que la expansión de - f en términos de ellas

tiene iguales coeficientes que para ondas planas. 
Entonces po- 

dremos escribir

Wt) ly r) d3iR, ( 6) 

con

W - ML
IJ k

siendofL la masa de las partículas dispersadas. 

Se puede ver que el paquete de ondas se deforma poco en el

proceso de dispersión. Entonces podemos escribir la ec.( 6) 

aproximadamente como

4t

i. exp( tk ~ Vot)+ Lwo ( 2-1, l(¿ +k¡

rr)
3 ;

7) 

con{ 

V U= 0/ rt , 1' 1 Wo = N.Vo % 

Si ahora suponemos que f, a diferencia de , varia lenta- 

mente con k, y que s6lo es apreciablemente distinta de cero

para

N ia
escribimos

i wot

1ko1r11 f( r to-/ o1, 0 e (
s) 

r T
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Así se tiene el paquete inicial ( excepto por el factor de

fase e°
t , 

carente de significado físico) desplazado, sin cam

biar de forma, como si V no apareciera en el hamiltoniano, y su

mado a un paquete de ondas esférico dispersado que indica que, 

en un detector fuera de la dirección del haz incidente, medimos

una réplica esférica del paquete original, 
retardado por

r

V0

y modulado por la amplitud de dispersión

fk ( r) 

o

El caso en que, a diferencia de lo supuesto, f varía rápi- 

damente con k, corresponde a una resonancia y no lo trataremos

aquí. 

Ahora pasamos a calcular las secciones transversales de

dispersión. La probabilidad de observar la partícula en el de- 

tector entre los tiempos t y t + dt es

VO It (40—Vot/ 0)
1L

A -a at (
9) 

Integrando sobre el tiempo, la probabilidad total de de- 

tectar la partícula entre ri. y S1+ dSl es: 

I- F,
o(
r)11dn r°° 1Ir( rIo, 0) 1

z

dr' ( 10) 

e* 

Por otra parte, la probabilidad de que una partícula inci- 

dente atraviese una unidad de área perpendicular al haz incidente, 
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antes de llegar al dispersor, es

J_, CO

y la intensidad de un haz incidente compuesto de N partículas

es

El número de partículas de ese haz que se dispersa entre

ZI y ri+ dR es, a partir de ( 10) 

o

Entonces, con estas dos ecuaciones y la ( 1), 

dem: 

Esto nos permite cambiar el objeto de nuestro estudio de

Q a f, en el entendido de que Ifl2 contiene la misma información

que Q y puede ser más fácil calcularla. 

Funciones de Green. 

Ahora debemos demostrar que existen eigenfunciones de la

ecuación de Schr8dinger con la forma asintbtica ( 5), y que es

valida la expansión

r,o) = f 9 (k)exp (- Gk- ra)-\ K(r) d31 ( 12) 

Usaremos la técnica de funciones de Green para resolver la
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ecuación de SchrUinger, 

V2. +

k —V( r))+ - 0 ( 13) 

Lá ecuación homogénea que corresponde a ( 13), si conside- 

ramos a Vt arbitrariaménte como una
inhomogeneidad, es la ecua- 

cion de Helmholtz, y la función de Green debe ser tal que

7Z+

2y) G (r,r,) _ ( '

n1 (
14) 

y con ésta, la solución de ( 13) será) 

4(r) = «r) +JCx( r,E) V (r')+( r') dar' ( 15) 

siendo 0 una solución de la ecuación homogénea; en nuestro

caso,'` 

r) _4
2kr+ G(r,r')V( ' r')d3r ( 16) 

Determinemos ahora G. El tratamiento que expondremos proviene

básicamente de Kraut( 2). Usaremos coordenadas cartesianas rec- 

tangulares. 

Resolveremos ( 14) usando transformadas de Fourier; sea

R = r - r' 

Escribimos ( 14) como

axy

y antitransformamos sucesivamente con

iK R - iK R - iK R
e

x x e Y Y e
z z

multiplicando ( 17) por este producto e integrando de - OD a + OD
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sobre cada una de las coordenadas. Obtenemos, con

K = ( Kx. KyrKz) , 

K2 + 

Ky + 
K2 - 

k2J F ( Kx, Ky, Kz) _ - e -

iK• R — — (
18) 

donde F es la antitransformada de Fourier de G ; lo anterior

se logra en el supuesto de que

áG + ^ G ^ I _
00 =

O ( 19) 

a-- 00

con q = x, y b z

Kraut justifica esta condición un tanto a posteriori y en

coordenadas cilíndricas, y remitimos a él al lector interesado

en este punto. 

La ecuación ( 18) es algebráica y despejamos de allí a F, 

iK• R
e — 

F( K) _ - — 
K2 - k2

20) 

Ahora podemos obtener G haciendo una transformada de

Fourier en ( 20), tarea más fácil de señalar que de practicar

como se verá. Nuestras condiciones a la frontera son: 

1) La función de onda debe ser regular en el origen. 

2) A distancias muy grandes debe contener un término en ondas

planas libres más un término en ondas esféricas salientes. 

Primero hay que notar que la transformada de Fourier de ( 20) no

es única; esto sólo refleja el hecho de que " la función de Green" 

de la ecuación de Helmholtz no es única, lo cual es fácil de en- 
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tender si consideramos que las soluciones a una ecuación dife- 

rencial s6lo están determinadas hasta que damos. condiciones. de

contorno o condiciones a la frontera. 

Entonces, haremos en (. 20) 

G( R)- 1
3 ^

RK)éK_ R (
21) 

2

d3K e`
K-R 22

Para proceder más simplemente, fijamos el eje del espacio

K sobre el vector R e introducimos en él coordenadas esféricas

r, 0 , 1) con los nombres ( K, o(, p) ( módulo, colatitud, colon- 

gitud). El paso de ( Kx, Ky, K
z ) 

a ( K, O(, p) se logra convencio- 

nalmente con la transformaci6n

K = K sen 0( cos? 
x

K = K sen 0( sen (
23) 

K = K cos 0( 
z

d 3 K = K2 seno( dK¿Ofd 

respecto a coordenadas esféricas, ver Arfken( 3) o Morse y

Feshbach (4) ) . 

En estas condiciones, 

K• R = KR coso( (
24) 

Con ( 23) y ( 24) reescribimos ( 22) como
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0oR0 o

Tf LTr 6KRcusa =-(

zn)
3 ? - 

z
sen,ad(x8 8K ( 25) 

0 K — . 
K 

Haciendo el cambio de variable

u = coscX , 

lve
KRcosoc iKR ¿ KR. 

serla da = e - e ( 26) 
o tiKR

Además, 

S2.Tr

d = z r 27) 

Con ( 26) y ( 27) hacemos la integral sobre ángulos, y ( 25) 

queda como

GCR) - 
KR

S °° e
KR _ 

e
t

K K c 29, 

n) O y (K1 - 1t) 

la que separamos en dos integrales - 

ao

e
LKR c,> i.KR

MK
711Y)) o ÍR (K - 4) ( I—n o ¿ R (K2- 1) 

En la primera integral cambiamos K por - K e invertimos los

límites de integración. Tenemos ahora

G( R)=- , éKdKEco tlW-0

KR

Si pretendemos evaluar esta integral a lo largo del eje

real, encontraremos singularidades en

K = - k , K = k

y como habíamos notado anteriormente la integral no está bien

definida. El procedimiento que usaremos se basa en la técnica
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proveniente del teorema del residuo en la teoría de funciones de

variable compleja, y en definir la integral con k+
2= k2 + 

i<X en

el limite (X-+ 0+. 

Esencialmente, la técnica consiste en evaluar una integral

en un contorno cerrado formado por la linea que nos interesa ( el

eje real en este caso) y otros tramos en que la integral sea

fácil de calcular. Si el integrando tiene polos de orden n ( sin- 

gularidades en el integrando y en sus primeras n - 1 derivadas

respecto al argumento de integración), la integral evaluada en el

contorno completo es igual a la suma de 21U por los residuos del

integrando en los polos. Definimos el residuo por

n- 1

Res f (zlim= lim ( 
d

n- 1 (
z - z) n f (z) 

z--> zdz
o

0

n1

y es el coeff_ciente del término en

z - z0 ) -
1

en la serie de Laurent de f alrededor de z . Si n = 1
0

llamamos simple al polo y resulta que

Res f (zo) = lim ( z - zó f (z) 
z -s z 0

Para el teorema del residuo, los polos deben estar en el área

encerrada por el contorno y no sobre el contorno mismo. Para

más detalles, véase Arfken( 3), Kraut(
2), Churchill( 5). 

Dennery(
6). 

Nuestro integrando tiene polos simples, como señalamos, en

K / V - k - iE K N k + i¿ 

con 1 » = L > 0



Así, ( 30) pasa a

G( a) _ 
z

Un, 
CO 1KR .

E1
KdK ( 31 ) 

como dijimos arriba, debemos cerrar el contorno, y lo hare- 

mos con una semicircunferencia de radio infinito en el semiplano

inferior, 

ImK < 0

Así, la integral sobre esa semicircunferencía es 0 ya que

32) 

e
KR 

e e

y en la semicircunferencia

ImK- i - OD

por lo que se cumple el lema de Jordan(
6). 

El polo encerrado por el contorno está en K = - k - if, y

se le rodea en la dirección negativa ( la de las manecillas del

reloj) lo que cambia de signo a la integral. Nos queda tan

solo evaluar el residuo del integrando en

k + it) 

Re K
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Para ello utilizamos primero el siguiente resultado (
Ref.( 5), 

p. 178) : si B ( z) y A (z) son analíticas cerca de a, y B ( z )--> O, 

B'( a) y 0 cerca de a, entonces

f( z) = A( z) / B( z) 

tiene un polo simple en a y

Res f (a ) = lim A( z) 
ízíá B' ( z) 

En nuestro caso

p_ I( MOR i,k.R ( 
33 ) 

0 y1YR yTfR
Escribiremos R y no R porque ya vemos que G sólo depende de

esta magnitud. Pudimos hacer esto desde la ec. ( 28). Nótese que

esta función de Green se ha obtenido al reemplazar k por

k + i£ 

Para indicar esto, la llamaremos G+, 

ikR

R) _ -
e

GTTIT _R
34) 

Es necesario señalarla así para distinguirla de la que lla- 

maremos G-, que proviene de reemplazar k por

k - i& 

método igualmente válido para apartar del eje real el polo de

nuestro integrando. Procediendo de manera similar a lo hecho

entre las ecs. ( 31) y ( 34 ), integrando ahora en el semiplano

superior, resulta
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ikR

G_ ( R) _ - 
e

4TrR

35) 

Como en ambos casos la integral evaluada sobre el eje real

es la misma, debemos introducir alguna nueva consideración para

escoger una de estas funciones de Green. El procedimiento or- 

dinario, que sólo mencionaremos superficialmente (
v. Kraut ( 2)) 

consiste en hacer una transformación de Fourier de espacio Wj

fv = ck

a coordenadas de tiempo. Cuando se procede así, se ve que G

corresponde a una onda esférica que se expande desde el origen

en tanto que G corresponde a una onda esférica que se contrae

hacia el origen. Como nuestros resultados previos son que es en la

onda dispersada donde aparecen ondas salientes; 
después de la

interacción con el potencial, llamamos a G+ " retardada", " de

ondas salientes", o " causal", y a G " avanzada", " de ondas en- 

trantes", o " anticausal". 
Consideramos con esto que G+ describe

correctamente a un sistema físico ordinario en que las causas pre- 

ceden

re-

ceden a sus efectos. 
Evidentemente, así, el propagador contiene

las condiciones a la frontera del problema. Sin embargo, G es

un propagador válido matemáticamente, y que podemos usar si se

nos ocurre (!) describir el proceso de dispersión en términos de

ondas incidentes esféricas entrantes. G tiene análogos impor- 

tantes en la teoría formal de dispersión y, si bien lo descarta- 

mos por ahora en favor de G+, no lo olvidaremos. 

Sustituimos ahora ( 34) en ( 16) y obtenemos para la función

de onda
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rk cu -¿
k- k r- 

yn V r')( r')cPr' ( 36) 

C211) Ir- rI

Igualmente podríamos usar ( 35) y obtener

Cr1N
21T

e -
1 V(r')* (r')dY (37) 

O
Esta funci6n representa una descripci6n en ondas entrantes

del proceso de dispersión, a la que no haremos más referencia

por el momento. 

La expresión ( 36) puede simplificarse más si buscamos su

forma para potenciales que son efectivamente cero fuera de una

regi6n finita, y consideramos al observador lejos de la regi6n

de dispersión. En tal caso

r1
r'« r, r-r' I = ( r22r'•r+r'

Z),., 
r\-

z r N "(1- rrrlZ s

en todo el intervalo de inte
L`

graci6n de ( 36), y podemos escribir

A
iM

e.
r- el.

Irl

V( r()i +(
r1) Jr' (38) 

Con k' = k r , 

que satisface la condición a la frontera de onda saliente. 

Si identificamos ( o definimos) 

e - 
u 

V — ( 39) 

podemos observar que la ec. ( 38) es igual a la ( 5). Así hemos

cumplido ya una parte importante de lo que nos proponíamos: 

mostrar que hay soluciones de la ec. de Schr3dinger ( 13) con
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una forma asintótica correcta. 

Pasaremos ahora a demostrar la validez de la expansión

12), con lo que completaremos las aseveraciones hechas antes

de escribir la ec.( 5). Lo que necesitamos demostrar es que

nuestras funciones de onda de dispersión equivalen, al princi- 

pio del proceso, a las ondas planas, es decir, que a tiempo

cero no hay contribución de la onda dispersada, o sea, 

V(r) _ 0 ( 40) 

Como hemos escogido en general

V( r) = 0, r> a

basta demostrar que

lK) exPC t, .' r,+ 1, Ir- r'I t r ( C) d3k . 0 ( 41) 

Hemos supuesto quel!!( k) varia lentamente con k, lo cual corresponde

al caso, bastante común, de paquetes de ondas con alguna incerti- 

dumbre en vector de onda y de energías lejanas de las de resonan- 

cias. Entonces, 

T (
k) yÉ 0

sólo para

k áv k

y entonces

n

klr - r' I N ko• kir - r' l

por lo cual escribimos en vez de ( 40) 
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vi+ o

ft, 1 ( 42) 

21T)
3'-*( ko1C—ojO) 1fáo( r') 

Esta última cantidad es cero porque kolr - r, i apunta más allá
del dispersor, donde por hipótesis ir es cero en

t = 0

Entonces es cierta la ec. ( 40) y por tanto hemos demostrado la

validez de la expansión ( 12). Esto completa nuestro programa

inicial. 

Ondas. Parciales y Corrimientos de Fase. 

Ahora pasamos al caso en que el potencial de dispersión tiene

simetría esférica; en tal caso la simetría del problema de dis- 

persión es cilíndrica. Reemplazamos V( r) por V( r), y podemos de- 

mostrar que existen eigenfunciones del cuadrado de la magnitud del

momento angular alrededor del dispersor y de su componente en la

dirección de k. Nuestra ecuación de Schri5dinger es ahora

V (r)* = V  ( 4 3 ) 

y buscamos sus soluciones con forma' asintdtica

e~
COS

44

eLkr ( ) 

r

Además, buscaremos la conexión entre éstas y las del pro- 

blema del campo central, con forma
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Rtk( r) 9L -(-a) 45) 

La parte radial de esa soluci6n satisface la ecuaci6n

1 d (¿ I, d + t(e+ 1) + V(r) k R t#,(
r) 0 ( 46) 

FI- dr dr r2. 

obtenida por un proceso de separación de variables en ( 43), en

coordenadas esféricas), con la condici6n a la frontera de que R

sea regular en el origen. 

En regiones donde el potencial es cero, 

RtkH = AtjAr)—IB, T) t*) (
47) 

jt y nt son las funciones esféricas de Bessel y Neumann resp.) 
Entonces, asint6ticamente, 

senij, 
r- eTr/Z) + e cosí. r - 1T/ 2

F1rI kr ( 
4 8 ) 

En ausencia del dispersor, se debe tener

V = 0 y Bt = 0

para excluir completamente la solución irregular en el origen. En

estas circunstancias Rek( r) tiene n nodos cuando kr - LTY = n . 

Cuando el potencial no es cero, la solución irregular si contri- 

buye a la funci6n de onda. Así, podemos ver el proceso de dis- 

persi6n como el proceso en que se mezcla a una onda regular en

el origen una que es irregular en ese punto, para formar la

onda saliente. Entonces, la magnitud relativa de la contribu- 
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cion de la solución irregular es una medida de la intensidad

de la dispersión, y ésta será, cuantitativamente, 

BE / Al

Para determinar este cociente, podemos proceder como en los

casos más simples de potenciales discontinuos, casando las solu- 

ciones dispersada y libre en

r = a

La solución libre será una función de Bessel, como dijimos, 

y la dispersada puede evaluarse en ese punto integrando la ecua- 

ción de Schr5dinger dentro de la esfera en que ocurre la disper- 

sión, usando incluso un método numérico ( para más detalles, 

Loucks ( 7)). 

Ahora escribimos ( 48) en la forma

QRtk(r) rvA, s n,(kr 22, l_" Dt w r—flT (
49) 

kr
T

A f;.r

y escogemos para

BE / At

la forma

Bt =tan. qt
At

50) 

donde

qt ER
No hemos perdido generalidad, pues la tangente recorre todos

los valores reales, y seguimos disponiendo de dos grados de li- 

bertad para especificar ( 45). Ahora ( 48) se puede escribir como
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Rut rv ccosgt sen( kr- C1T/2)+ j- sengtcos(I,r- tlT/2) 
kr hr (` 1) 

y utilizando la identidad trigonométrica

sen(a+b) = sen a cosh + cos a sen 6 ( 52) 

podemos poner ( 51) en la forma

Rtk NAt sen( hr- M/L++'/ 1) ( 53) 

kr `
l. 

R` k tiene n nodos cada vez que kr - 1511 + VIt = n1r. 

Comparamos ( 53) con la forma asintStica de la función es- 

férica de Bessel, y notamos entonces que el proceso de disper- 

sión nos ha modificado una función de onda de electrón libre

cambiando su fase por 11V Por tal raz6r,, esta cantidad recibe

el nombre de corrimiento de fase. Es una función del momento

angular, de la energía y del radio de la esfera en que el poten- 

cial se anula ( esta dependencia ha sido estudiada y permite cal- 

cular corrimientos de fase resolviendo numéricamente ecuaciones

diferenciales, cfr. Calogero M). Los corrimientos ce rase

pueden relacionarse con las derivadas logarítmicas de la función

de onda radial (( 1), ( e)). 

Por cuanto a la dependencia del corrimiento de fase con el

momento angular, debemos señalar que el primero es significativa- 

mente distinto de cero sólo para momentos angulares pequeños. Un

argumento clásico nos indica que una partícula será poco afectada

por un dispersor finito si pasa muy lejos de 61 o si lo hace con
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un momento lineal muy alto ( masa grande o velocidad grande); el

producto de distancia mínima ( parámetro de impacto) y momento

lineal es la magnitud del momento angular y por tanto la partí- 

cúla no será dispersada si su momento angular es alto. 

A mayor abundamiento, la partícula " siente" el potencial del

dispersor apantallado por el " potencial centrifugo", que en el

caso cuántico es el término

U+1) 
r

2

de la ec. ( 46). Este apantallamiento es grande a momento angular

grande, e impide a la partícula aproximarse al origen, donde el

potencial es grande, y por tanto la dispersión es débil a momento

angular grande ( Faber, ( 9)). 

Para calcular amplitudes o secciones transversales de dis- 

persión, empezaremos por expanderlr(+) en términos de las solucio- 

nes ( 45), que forman un conjunto ortonormal y completo de fun- 

ciones: 

aLA)R(cos O Rci,H (. 54) 

El argumento r de T se ha escrito como r,g porque la sime- 
tría cilíndrica del problema nos hace irrelevante la coordenada

T. Para determinar los coeficientes de esa expansión, usamos

las expresiones asintbticas de ambos lados de ( 44). Para r gran- 

de, 

é _

ékrco
ÑC \ 2, tÍ sen (kr—T/2) P (cos 8) 55) 
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Comparando los coeficientes de los términos en

Pt (cos 9) e%p kr

r 9) N C2Q+1 11 einesen( r — C` I/ 2+ntiPit(cosl
k r

2t912 kr ( 56) 

que s6lo difiere de una onda plana por el factor

eigt

razón por la que se le llama onda plana distorsionada. 
Compa- 

rando los coeficientes de las exponenciales en (
56) y ( 44), 

fk(e) = (1/ t C2e+ 1) értt sen gtPQ (cos9) ( 57 ) 

Para la sección transversal de dispersión, 
usando ( 11) e integran- 

do sobre ángulos, obtenemos la llamada sección total, 

58) 

Con esto, hemos analizado las funciones de onda, las amplitu- 

tudes y las secciones transversales de dispersión en componentes
de momento angular definido y justificamos así el titulo de nues- 

tra sección, pues se conoce como ondas parciales a las eigenfun- 

ciones de momento angular. 

Momento Angular y Funciones de Green

Nos falta analizar en momento angular el
propagador. Lo lo- 

graremos básicamente investigando las funciones de Green para la
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ecuación de Helmholtz. 

Volvemos a escribir la ec. ( 14), que es la ecuación homo- 

génea correspondiente a la de Schr8dinger, ec.( 13), si conside- 

ramos que el término inhomogéneo es V' l: 

V2+
I)G-( r- e) 

59) 

En coordenadas esféricas, esta ecuación es

1 á rl +

bar, Ó Sede
1 a

r2 ar ar rze ae + r25e a
z

PL _ p r--r 
1 (

60) 

rzsen8

Trataremos de resolver esta ecuación por separación de va- 

riables; por comodidad, definimos

r202 =0r
c61) 

Or2 _  
rl — (

62) 

a ár

171- 
1— a L — d= 

n - 

sen á9 '
5 ?%) t

sernz8 De (
63) 

8

Sabemos que

Vn.
2. 

L( n) - — Wl * 1/ JL( ) (
64) 

porque los esféricos armónicos son eigenfunciones del cuadrado

L
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escalar del momento angular( 10) al cual podemos identificar en

la ec. ( 63). Proponemos una expansión de G en esféricos ar- 

mónicos, 

GCr,r ') = 2 FL ( r, r'-,9',  CV,/ ( 65) 

Nótese el término en

T - T® ' 

cuya forma se debe a la multicitada simetría cilíndrica del pro- 

ceso de dispersión. 

Usando ( 61) y ( 64), sustituimos ( 65) en ( 60) y obtenemos

sen6
66) 

y nuestra tarea es ahora calcular los coeficientes F en esta ex- 

pansión. Para ello, procedemos en la manera habitual en estos

casos (
11) . 

multiplicamos ( 66) por Y*( C» e integramos sobre £X

lo que nos permite aprovechar la ortogonalidad del conjunto de

los esféricos armónicos para eliminar un buen número de términos. 

Obtenemos

7, +k - U+I) IFL _ SCr- r')y C 2) ( 67) 

Aprovechando que el L. D. sólo depende por YL(( t en £Y, definimos

una parte radial de F , KC , por la ecuación

F Cr,r'; 8;') _ y C') K Cr,r') ( 68) 
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Esa parte radial satisface la ecuación

Or + J2r M+1) 1 Ke (r,r') =Wr -r) ( 69 ) 

Para poner esta ecuaci6n en una forma más manejable, intro- 

ducimos la función -%r por

K'( r,r') _ u( r,r') ( 70) 

Wr

Sustituyendo ( 70) y ( 62) en ( 69), 

riLKe _ 1 ( rL Lift + rdvt _ tVC ( 
71) 

dr dr x dr1 dr y
Así para

r # r' , 

69) es

r1 d1Vc rdor, — -- +í 2r—C( M»vt =0 72) 

dr + dr y
C omo

la -y¡)- 1/ 1 =- CC+/
2i2

73) 

r'Lvt +rd_ut 
zr2 e+ 21T) Ut - 0 ( 74) 

1dr dr

Esta es la ecuaci6n de Bessel. Sus soluciones son funciones de

Bessel de orden ( t + 1/ 2), con argumento kr, las cuales al ser di- 

vididas por la raiz cuadrada de su argumento, ( ver ec. 70) pasan

a ser funciones esféricas de Bessel. Un conjunto completo y li- 
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nealmente independiente de soluciones para ( 69) es

Las condiciones a la frontera que necesitamos para determinar

nuestra solución indican que K debe ser regular en el origen y al

infinito, pues la fuente no está en ninguno de esos puntos. La

función esférica de Bessel es regular en el origen; 
para r -! pp

ñ o- ( fw) rv (-! 1*' e ( 75) 

r

que en nuestras condiciones es finita en

r-+ oo

Entonces, 

Btk¿ (kr) 1 < r (
76) 

Ahora bien, Kt
debe ser continua en

r = r' 

y por tanto

At t( r') =Bt f tt( kr') (
77) 

que se satisface si

AL = C` h+t (
kr1 ) 

BL = Ct j, (
kr1 ) 

Integrando ( 69) en un intervalo de longitud 2¿, F,> 0
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centrado en r' 

E -lo dr 1 ti-¿ 

78) 

o sea

kr" Cc it(kHIMNr1 ( 79) 

d (krl d (kr') 

y, como la cantidad entre corchetes es el wronskiano de las fun- 

ciones esféricas de Bessel y de Hankel ( ver apéndice) valuado en

r' , 

Ct = 
2 (

80) 

k t

Entonces

A

BL=—Lkic( kr') ( 82) 

Con esto, ( 76) pasa a

oL <. r' (
83) 

Una forma condensada muy común de escribir esto es

AjtW,%Ari) ( 84) 

donde r< (r » es el menor ( mayor) de r y r'. 

Sustituimos ( 84) en ( 68) y esto en ( 65) , y obtenemos
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G(r,r'; e, 8'; T-') _- ti, C, r<li, C# r,) LC1 L/ LCl L') (

85) 

La ec. ( 84) nos da la. parte radial de esta funci6n de Green y

es de muy frecuente aparici6n. Nótese además que el subíndice

t en ella nos indica claramente que lo que hemos hecho ahora es

analizar el propagador en ondas parciales. 

Matrices de Dispersión. 

Hemos escrito antes, en la ec. ( 47) 

R',( r)=Atí,(kr)- Btr1Q(kr) ( 86) 

Introdujimos en ( 50) los corrimientos de fase por

BE /At Am qt 87) 

y señalamos que este cociente nos indica la intensidad de la dis- 

persi6n. Vamos a bautizarlo con el nombre de " matriz de reactancia" 

o " matriz k", 

ht = -O/ M tan Ott 88) 

En términos de ésta,( escribimos ( 86) como

P,tk(r-) =C e( ¡ 0T) + k k tr Nr)) ( 89) 

Así, la matriz k nos indica, para la onda parcial t, la contribu- 

ci6n a la onda total de la función irregular en el origen, en

unidades de la amplitud de la onda regular en el origen. 

Ahora podríamos cambiar nuestra descripci6n del proceso de
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dispersión cambiando de condiciones a la frontera. En vez de su- 

poner ondas planas entrantes y ondas planas salientes, comenzare- 

mos por hacer una descripción en términos de ondas esféricas entran

tes para la onda incidente, a las que el proceso de dispersión

añade ondas esféricas salientes. Describiendo unas y otras ondas

con funciones de Hankel, tendremos

Rtk(r) = DtN (kr) + Sth"t(kr)) ( 90) 

Esta ecuación define la " matriz de dispersión" o " matriz S". 

Tiene mucho uso en mecánica cuántica, y es especialmente frecuen- 

te ( y fitil) en física nuclear. Recordando la definición de las

funciones de Hankel en términos de las de Bessel y las de Neumann, 

Ro,(r)=Dt(i,(kr)-¿nt(kr)+SLjt(kr)+St¿nt(kr» ( 91) 

Como ( 91) y ( 89) representan la misma función de onda, 

92) 

Como las funciones de Bessel son linealmente independientes

de las de Neumann, ( 92) es cierta si los coeficientes de cada una

de ellas son iguales en ambos lados de la ecuación: 

Ct —Dt 1 1+ St / (
93) 

Ct tan nt = Gt (St 1) ( 94) 

Sustituyendo ( 93) en ( 94) y dividiendo entre D, 
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tan Qt Seta 1 1, _ t J` - L ( 95) 

o sea

r 

sp _ iAanrI, ( 96) 

f. 

L + tan Rt
Escribimos

tan rIt = Sen rpt / cos rlt
de donde

st
en 1t

GoS rIL- tSen alt
que se puede escribir como

St = é `` 98) 

Así tenemos una expresión para la matriz S en términos de

los corrimientos de fase. 

Otra manera en que podemos describir el proceso de dispersión

es en términos de una onda incidente plana a la que se suma una

onda esférica saliente. El principio de este tratamiento se hizo

precisamente bajo esa hipótesis, pues son éstas las condiciones

a la frontera que mejor representan una experimento de dispersión

típico. Escribimos entonces

Rt \ I / =_ Ft ( it /— tkttfl \M/ ( 99) 

lo que nos define la " matriz de transici5n" o " matriz t". Proce- 

demos en forma similar a lo hecho para relacionar la matriz S y

los corrimientos de fase, recordando ahora la independencia lineal

entre funciones de Bessel y funciones de Hankel, para obtener de
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99) y ( 89) 

Ct=Ft (1- tktt) 100) 

Ct tan qt =Fc ktL (
101) 

de donde despejamos

an n,c

i,(1+ itan,r t) (

102) 

Multiplicamos por (- i)/(- i) para hallar

tC = _ SC.in 4L ( 103) 

cosr- i,senrZ 
0

tt = —(JA) sen q, e¿'
tl

Comparamos con ( 57) y vemos que

104) 

LPL( CIOS9) ( 105) 

Desde el momento en que señalamos las condiciones a la fron- 

tera a las que corresponde la matriz t debimos suponer que ha- 

llaríamos una conexión como ( 105) entre ella y la amplitud de

dispersión. 

Así como usamos ( 89) para conectar los corrimientos de fase

con las matrices de dispersión, podemos conectar éstas entre sí

usando las ecuaciones que las definen. Así, igualamos ( 89) y ( 90), 

Ce( i,(kr)+kk,nt(kr))_Dt( R.Ar)+SeflAr)) ( 106) 
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de donde

Gt _Dt(l+Se) 

Ce kkt =A (SI—¡) 
De aqui, 

VStA

stz 1- i kkt
iZiUt

Igualamos ahora ( 89) y ( 99) 

107) 

108) 

109 ) 

110) 

C,(jX)+%knAr)) =F(jArHhttrt(V)) ( 111) 

que es válida] si

Ct _-Ft ( 1— Lktt) ( 112) 

Ctk.kt .-Ftktt ( 113) 

Despejamos, como arriba, 

kt= —U,_ ( 114) 

k,} 1- t

lj _- ( 115) 

1tLkkt
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Para relacionar las matrices s y t preferimos hacerlo usando

sus definiciones en términos de los corrimientos de fase, recor- 

dando las identidades trigonométricas

seri 1 LI _ 
i_— qc

2
116) 

y

sen2n` = 2 seri 9ECos 91 ( 117) 

Usando ( 98) escribimos

St= cos2,gt+ tsen2.rlt
118) 

Además, usando ( 104), 

1
senqj 

cosq,+ U sen
2

C 1 ( 119) 

Aqui usamos ( 116) y ( 117), 

Vt = ( 4. Sen2r 1+ cos2/ A) ( 120) 

z1. 
l

o sea, con( 

G = \ (
121) 

De aqui, además

St _ 1 — k Vt (
122) 
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Densidad de Estados y Suma de Friedel

Para terminar con este capitulo, vamos a calcular el número

de estados que se deben a la presencia del potencial de alcance R

a cada energía, del cual podemos deducir el número de electrones

presentes. Sin demostración, indicamos que a la energía E hay

n (E)= 2m 3, 1 E'A (
123) 

fi1 1yTfz

estados por unidad de energía por unidad de volumen para electrones

libres ( 26)' en tres dimensiones, para cada valor del spin. 

La presencia del potencial produce otros estados, cuyo número

puede calcularse evaluando el flujo de partículas ( 181 19) 
ó la

densidad de carga ( 27) . Usaremos un argumento simple, basado en

el original de Friedel (
9, 22) 

Llamamos

r 1nr = 

fL1— 
1.`/ ( 124) 

r2

a la energía cinética radial de una partícula en presencia del po- 

tencial. Al menos cerca de una frontera a> R que incluya a la re- 

gibn de dispersión y para momento angular pequeño, 

kr 125) 

y si suponemos que en esa frontera la función de onda se anula, te- 

nemos, de comparar ( 53) y ( 48), que

k, a+ Qt n + 1/ 2T ( 126) 



34 - 

significa que el valor de n que indica la presencia de un estado

en presencia de V( r) se ha corrido por rX/W con respecto al valor

para la partícula libre. Cada estado de e definida tiene degene- 

ración

2t + 1

en simetría esférica, así que a laenergía E existirán

N( E)= í5- (2C+fi9, 

Jl (
127) 

1T c
estados, cantidad que se conoce como suma de Friedel. De ( 98) se

sigue que

IN ` E) -- 4E(21+UrdnSt 128) 

t

y de ( 1222), entonces, 

rN( E)= 1E (2e+1) lmCn( 1 2Lktt) ( 129) 

1T c

para cada valor del spin. 

Lloyd consiguió generalizar ( 128) y ( 129) para un sistema de

dispersores. 



Teoría Formal de Dispersión

Vamos a desarrollar ahora un formalismo general para estudiar

problemas de dispersión. El objeto de hacerlo es poder tratarlos

en una primera forma general, utilizando y produciendo sólo ecuacio- 

nes entre operadores, en independencia de toda representación par- 

ticular. Una vez obtenido este formalismo, es posible pasar a ha- 

cer uso de las coordenadas que mejor representen las variables im- 

portantes y la simetría de un proceso. Todo esto permite tratar

problemas aparentemente exóticos, como interacciones con spin, po- 

tenciales no locales, problemas de muchos cuerpos, etc. además de

los ya mencionados en las secciones anteriores. 

Para los fines de este capítulo, usaremos el lenguaje formal

de operadores y vectores de estado. Al respecto, sugerimos al lec - 

for revisar los capítulos correspondientes en. Merzbacher(
l. 

y Rodbex

y Thaler
12, 

aunque nuestra discusión es autoconsistente. 

El vector de estado que representa el sistema en ausencia del

potencial o antes de que ocurra la interacción con el mismo, es de- 

cir, el vector de " partículas libres" se denominará

y llamaremos

i+\ b+ 
i

al vector de estado con la condición a la frontera de que sólo con- 

tenga estados de partícula libre y " ondas salientes". Evidentemente

el índice i representa a todas las coordenadas de la representación
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que se escoja, y los productos interiores y cantidades similares

contienen entonces sumas sobre indices discretos e integrales so- 

bre coordenadas continuas siempre que se indique o se sobreentien- 

da una suma sobre i. 

Primero escribiremos en notación formal la ecuaci8n de

Schr5dinger. Al efecto, notamos que

r) 

puede verse como la componente o proyección en espacio r del vector

de estado *, o sea, 

r) =<rIJr> 

Igualmente, el potencial

1) 

V( r, r') = < rIV' r'> 

es la representación espacial del operador abstracto V, así que

V if

se proyecta en espacio r para escribir

rlvl*> = < rI V' r'
I < r' 1

1 / ( 2) 

La proyección indicada se logra con la integración

1C/' r1V1r> = fd 3r' < 11 Vi '> f(r') ( 3) 

Lo que buscamos es la representación espacial de

Vt

es decir, 

V( r)*( r) 
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pues este término aparece en la ec. de Schr6dinger. Un potencial

local es

V( r) = S( r - r') V( r, r' ) 

y ésta es una manera de decir que incluye correlaci6n haciendo un

tipo de promedio sobre la posición de la 2a. partícula. otra for- 

ma de promediar para obtener potenciales locales es a través de

expresiones del tipo

Id 3rI V (r, r' )p (
r' ) 

que incluyen un factor de densidad de partículas. 

En forma similar, y en unidades atómicas, 

como

Ho( r) = 5( r- r') Ho( r, r') = - 5( r - r'),92

Entonces escribimos la ecuación de Schrodinger

E*( r) - HO( r)*-- V ( r)*( r) (
6) 

E<_ I*> - <_ IHoffi = <rl° 1jt> (
7) 

Esta es la representación espacial de

E - H0) t = Vt (
8) 

6, con

H = H + V (
9) 

0

E - H) t = 0 (
10) 
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Este resultado es simple únicamente en apariencia. Ahora

está abierto a usarlo con potenciales no locales, con operadores

que no necesariamente han de ser diferenciales, etc. Así, en un

problema particular, la aplicación de ( 10) implica operaciones ma- 

temáticas que corresponden especificamente a la representaci6n que

se escoja. 

Si intentamos ahora escribir una ecuaci6n integral para la

funci6n de onda, podremos obtener una expresión formal para la fun- 

ci6n de Green. Esta adquirirá en el proceso un significado más ge- 

neral como propagador en coordenadas cualesquiera, vgr. entre esta- 

dos no de diferente posición sino de diferente energía. 

Notamos que

k+) (
r) 

como la usamos en el capitulo anterior, contiene a la funci6n

0 (r) 

y a la función de Green. 

Y' k (r) 

es la representaci6n espacial del vector de estado

Ok = I k> 

Yr, k <
r) k, = e

La funci6n de Green

G( r, r' ) 

puede verse como la representaci6n espacial de un operador abs- 
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tracto G, operador ó función de Green b propagador. Como hicimos

antes con el potencial, 
escribimos

G( r, r')=< rjGjr'> 

12) 

Hemos escrito antes ( ec. I ( 14)) 

E +
V2)

G0( r,
r1) = b( r- r') (

13) 

que ahora vemos como la representación espacial de

E - Ho) Go = 1 (
14) 

por lo que formalmente Gees la inversa de

E - Ho

Go = ( E - H 0 )-
1 ( 15) 

Esta forma de considerar a G nos será de gran utilidad más

adelante(

15). 

Definamos ahora los operadores

Gó o = (
E- H + iE)-

1
Y G+ 

1 = (
E- H + iE) ( 16) 

Este nos es útil porque tiene la representación espacial

G+( r, r') =, t/ Ho + iF)- llr,`/ ( 17) 

o

Pasamos a la representación k por el operador de proyección

c2
6 I>" I 18) 

Y
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W.(r,r_')= 6 < I > d3 « ICE -Hót l'I "
á3 '< '

Ir( 19) 

CM
de donde

G (rr)_ < ffid3V C -
º' 

t

d3RN « `
1r' (

20) 

porque

u

21) Esto último puede demostrarse expandiendo la primera

inversa en una serie de Taylor en
operadores. Esta se aplica a un

conjunto cualquiera de eigenvectores y el resultado se "resuma" para

encon- trar la función representada por lo que ahora es una serie de

Tayloi en eigenvalores, con la misma forma funcional que la de

operadores, y que hallamos a la derecha de
la igualdad en ( 21). Este es el

ar- gumento clásico al

respecto. Otra presentación más simple es

escribirH 0a = 

EAOa

Luego, Ea - Ho + i£)0n = ( Ea - En + ¡F_) 

On

Aplicamos Ea - Ho + 
i¿)-1 desde la izquierda en ambos
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On Wirt,=([ En+ C 

de donde

T--- Yn ( Ea- Ho+ W- 1On
a n— 

que es ya la ec. ( 21). 

Recurrimos a la propiedad de la delta de Dirac de que

D3 -k
1

f (k') ¡(kA) - M) 
22) 

y pasamos de ( 20) a

CGó( r,
r1) _ 

U_173j<[
jk>

d3k1

YT--+¿ 
k1E¡> ( 23) 

Con ( 11) 

que es la ecuación ( 22) del capitulo anterior. Así, el formalismo

general se reduce a la teoría que ya conocemos si proyectamos

nuestros operadores y estados en la representación adecuada. 

Hemos visto en el capitulo anterior la importancia de térmi- 

nos de la forma

iE

ya que se relacionan con las condiciones a la frontera satisfechas

por los propagadores. En nuestro tratamiento general, 
notamos que

el signo + corresponde correctamente a las condiciones a la fron- 

tera de ondas salientes, o causales. 
Igualmente podríamos evitar
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los polos con el cambio

iE

y tendríamos

Go = ( E - H - iL) -
1 ( 25) 

Una forma más de hacer integrales en variable compleja con- 

siste en tomar su valor principal(
6), 

es decir, seguir un con- 

torno sobre el eje real que simplemente excluye los polos, y al

que llamamos

Gó = P ( E - Ho) -
1 26) 

Aqui el símbolo P indica la operación de tomar la parte prin- 

cipal, y una comparación con ( 24) y ( 25) nos permite escribir

G0O(( G+ + Go ) 

de donde obtenemos la similitud formal entre la parte principal

de un operador y la parte real de un número complejo. Go re- 

presenta condiciones a la frontera de onda saliente y por tanto

Go corresponde a un propagador de ondas estacionarias. 

Definimos ahora un operador general de transición, que tam- 

bién contendrá implícitamente las condiciones a la frontera, por

4

Tli) - Vli+> (
27) 

es decir, un operador que tenga sobre los estados de partícula

libre el mismo efecto que el potencial tiene sobre los estados de
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dispersión. También definimos el operador llamado " matriz de

onda" ( de M95ller) por la expresión

IV> = 0110
28) 

Es decir, el operador de Moller nos produce los estados de

dispersión al aplicarlo sobre los estados libres. De ( 27) y ( 28) 

es evidente que

T iy = Vdli> 

es decir, 

T = V11 29) 

Trataremos de relacionar ahora los propagadores G+ y G+ de

la ec. ( 16), es decir, los propagadores de ondas salientes de los

estados libres y de los estados de dispersión respectivamente: 

G+ - G+ = ( E- H+ iE)-
1 - (

E- H+ V+ iE)-
1

Multiplicamos desde la derecha por

JL= ( E- H+ V+ iE)-
1 (

E- H+ V+ iF-) 

al primer término, y al segundo por

j,= (E- H+ iE)-
1 (

E- H+ iE) 

desde la izquierda, en un proceso que equivale al de suma de co- 

cientes en álgebra, para hallar

E- H+ V+ ie)-
1 (

E- H+ V+ iC) ( E- H+ iE) -
1 - 

E- H+ V+ iE)-
1 (

E - H+ W ( E- H+ i¿)-
1 = 
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E- H+ V+ is)- 1 V( E- H+ i6)-
1 = 

G+ VG+ 

es decir, 

G+ - Gó = Gó VG+ = G+ VG ( 30) 

La segunda igualdad puede obtenerse con el mismo proceso si, 

en vez de despejar H de ( 9), se usa esa ecuación tal como está

escrita. 

La ecuación I ( 16) es la representación espacial de

i+> i> + G+ Vli+> 31) 

que se conoce como ecuación de Lippmann y Schwinger. De aqui, 

G+ V 1 i+> _ i+ - Ii ( 32) 

y de ( 30) 

Go = G+ - + VGó (
33) 

De ( 33) y ( 31) , usando ( 32) 

i+> = Ji> + G+ V ( l i+> - I i+` + 11>) 

o sea, 

Ii+, _ (1 + . G+ V) Ii) ( 34) 

Comparando con ( 28) 

Q+ = 1 + G+ V

Es Gtil calcular una inversa para la matriz de onda. Selec- 

cionaremos una forma, sugerida si se quiere por el azar o por la
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necesidad, y nos limitaremos a demostrar que es en efecto una

inversa para el operador de M011er. La forma escogida es

1 - GóV

y la multiplicamos por ( 35) 

1 + G+ V) ( 1 - GoV) = 1 + ( G+ - Go - G+ VGO) V

N

Usando ( 30) se ve que esto es simplemente

1 + G+ V) ( 1 - GoV) = 1 ( 36) 

1 + GV) _ ( 1 - GoV)-
1 ( 37) 

Igualmente se demuestra que

1 - G+ V) _ ( 1 + GoV)-
1 ( 38) 

Con tal inversa, 

1 - GoV) J + = 1 = n+ - GóV + 

de donde escribimos otra forma para la ec. de Lippmann- Schwinger

en las condiciones a la frontera de ondas salientes, 

n+ = 1 + G+ VXX 39) 

La matriz de M011er es un operador unitario en ausencia de

estados ligados( 13). Ello se demuestra escribiendo primero

J

pues, si

40) 



es ortonormal, como corresponde al hecho de que se trata de

eigenvectores de un operador hermitiano

It> _ I ¡}> Sea JO 41) 

1
que es la ec. ( 28) . 

Esbozamos tan solo el resto de la demostración, fundamental- 

mente algebráica y poco nutritiva: 

2} tS+= Z I = 11
k. 

pero

IbXbl
b

donde el indice b se usa para los estados ligados, y la suma sobre

ellos aparece debido a que los estados de partícula libre s510

pueden producir estados no ligados(
12)

0(

47). 

Así, 

rY)t=k- E: ¡bYbl ( 42) 

b
y esto se conoce como deficiencia de unitariedad. 

Estableceremos ahora otra relación entre el potencial y el

operador de transición; escribimos ( 29) usando ( 35), 

T = V( 1 + G+ V) = V + VG+ V ( 43) 

También escribimos ( 29) pero usando ( 39), y

T = V( 1 + G+ T) = V + VG+ T ( 44) 
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Así tenemos, respectivamente, una ecuaci6n implícita y una

explícita para T en términos de potencial y propagadores. Si

comparamos ( 43) y ( 44) , 

G + V = G + T ( 45) 
0

y entonces, usando ( 30), 

G+ = G+ + G+ TG+ ( 4 6 ) 
0 0 0

que ya es una fórmula explícita para G+. Con ( 30) y ( 35), 

G+ = Ja G+ ( 47 ) 
0

y comparando ( 46) y ( 47), 

r%+ = 1 + eT ( 48) 

lo que también puede demostrarse usando ( 35) y ( 45). 

Nos preguntamos ahora c6mo contar estados en este formalismo

o, en otras palabras, buscamos fórmulas para la densidad de esta- 

dos. Recurriremos a una vía indirecta, y empezaremos establecien- 

do algunas identidades sencillas para números complejos. 

Con 7J¿ E iR

Z- LE
Z2+ 2

es ddeÍci rr

Im _ — El ( 49) 

L 4

Una representación de la funci6n delta de Dirac es ((
13)

P. 90) 

UTR
E O? ¿ 
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ya que

o¡ 
U 1 C = o VZ #O
F.4 0 írT
y

a_Z — / F, C. lo (
51) 

s00 t + 
14)) 

De ( 49) y ( 50) se sigue, sobreentendiendo, como es frecuen- 

te, el limite F, 40

Im( z+ if,) = 
TTS( z) ( 52) 

Ahora reemplazamos z por E - H. Las reglas comunes del álge- 

bra de operadores dan sentido a las expresiones que resultan, 

como se vió vgr. después de la ec.( 21). Entonces, 

Im ( (E - H + iE) -
1) = -

JTO ( E - H) ( 53) 

o, con ( 15) 

ImG; = - 1Í` ( E - H) ( 54) 

Si ahora tomamos la traza de ambos lados de la ec.( 54) e

integramos entre una Eo y Eo +& Eo , estaremos haciendo una in- 

tegral de una delta de Dirac que aumentará en 1 cada vez que

E - H = 0

es decir, cada vez que la energía sea la de un estado del siste- 

ma; cada vez que esto ocurra, la traza de ( 54) habrá aumentado e
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Tr

y ése es el numero de estados entre E y E + AE. El número

de estados por unidad de energía será: 

d( E) _ - , 1 ImTrG+ ( 55) 

Recuérdese que

ImTrA = TrImA (
57) 

pues la traza es finalmente una suma). 

La densidad de estados por unidad de volumen es

dV( E) = - ;

T1, 
ImTrG+ ( 58) 

Si el sistema está formado por fermiones aproximadamente

sin interacción ( gas de Fermi), cada estado puede ser ocupado

por dos partículas, y la densidad de partículas es

dP( E) _ - 2n- ImTrG (
59) 

dPV( E) _ - ñ- ImTrG+ ( 60) 

donde hemos evaluado la densidad de fermiones por unidad de ener- 

gía y por unidad de volumen. 

Todas estas cantidades pueden verse como la suma de una

contribución de partículas libres, 

2
ImIrGo

61) 

y una densidad de partículas atrapadas ( o repelidas a ciertas

energías) por el potencial, que corresponde exactamente a la suma
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es
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Por comparación entre ( 60) y ( 61), esta densidad adicional

n( E) = - 2 ImTr( G -' Gó) (
62) 

b, con ( 30) 

n( E) = - 2ImTr( GóVG+) ( 63) 

Ahora recurrimos a ( 16) y tomamos derivadas respecto a la

energía, suponiendo que el hamiltoniano no depende de ella ( es

decir, que el potencial es independiente de la energía): 

dG+ 

Gó + ( E - H0dEdE = 0 ( 64) 

1.1

dE = - (
E - Ho)- 1Go

lo cual, con ( 16) nuevamente, es

dGo+ 2

dE o

65) 

Con la misma suposición de que el potencial es independiente

de la energía, 

d G+ 

dÉ (
1 - ev) _ - V ( 66)

0 dE

Ahora reescribimos ( 63) usando ( 47), 

n( E) = - Z ImTr( GóVd Gó ) (
67) 



51 - 

La traza de un producto de operadores es invariante respec- 

to a permutaciones cíclicas en el orden de los mismos, de donde

2

n( E) = - tt, ImTr (S2+ Gó V) ( 68) 

Usando ( 65), 

dG

n( E) = - Z ImTr(- n+ dE V) ( 69) 

Usando ( 66), 

n( E) = -  ImTr (£! 
dms (

1- GóV) ) ( 70) 

Con ( 35) y ( 37), 

n+= (1- G+ V )-
1

Sustituímos en ( 70), 

71) 

n( E) = - ImTr (( 1- GóV)-
1 d (

1- GóV)) ( 72) 

que se reconoce hasta en el Granville como

n( E) _ - ImTr ( 1- GóV) ( 73) 

6, recordando al mismo Granville y que la traza es una suma, 

n( E) = - Z dEImTrtn ( 1- G+ V) ( 74) 

Si integramos sobre energías, obtenemos la contribución

del potencial a la densidad integrada de estados, 

N( E) = - Z ImTr tn( 1- GoV) ( 75) 
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Esto seria maravilloso si lo pudiéramos calcular, y vamos a

tratar de obtener a partir de ( 75) expresiones que incluyan a. las

matrices que hemos ido definiendo. 

Empezaremos por establecer algunas nuevas propiedades de la

matriz T. Para ello, recurrimos a ( 44) de donde

T( 1 + GóT)-
1 = 

V ( 76) 

Con ( 29) , 

V

VA+ (1 + GáT)-
1 = 

V ( 77) 

1 + GóT)-
1 =

á ( 78) 

Con ( 35) 

y

1 + eV) (1 + GóT)-
1 = 1L 79) 

1 + GóT)-
1 = 

1 + G+ V)-
1 80) 

Esta inversa está en ( 37), y

1 + GOT) -
1 = 

I- G0V ( 81) 

Así, escribimos ( 75) como

N( E) = - 9Y ImTr to ( (1 + GóT)-
1) ( 82) 

S, con una identidad algebráica elemental, 

N ( E) =  ImTr t (1 + GóT) ( 83) 
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Para proseguir, vamos a proceder con menos detalle y, lamenta- 

blemente, menos formalidad. Buena parte de lo que haremos corres- 

ponde en forma a lo que llevamos hecho, y al menos en esto justifi- 

camos el no repetir argumentaciones. 

Hasta ahora, hemos basado nuestro tratamiento en unas ciertas

condiciones a la frontera, a saber, que el estado inicial del pro- 

ceso de dispersión es el de partículas libres y el final es de on- 

das salientes. Podemos basarnos ahora en los vectores que llamare- 

mos

respectivamente " estados entrantes" y " estados estacionarios", con

los significados que indican sus nombres y en el entendido obvio

de que satisfacen condiciones a la frontera iguales a las de sus

nombres. 

Correspondiendo a las nuevas condiciones a la frontera, debemos

definir los propagadores

0

Go ó

de ondas entrantes y de ondas estacionarias para partículas libres, 

y

G y
Go

para los estados de dispersión que satisfagan las respectivas con- 

diciones a la frontera. 

Escribimos de nuevo las ecuaciones ( 25) y ( 26), y algunas



identidades obvias que resultan de ellas y de la discusión subse- 

cuente: 

1 ( 84) 

Go = ( E - Ho - iE ) 

G = ( E - H - if,) -
1 ( 85) 

G = ( e)t (
86) 

G001( G0 + ó) (
87) 

G° o( ( G+ + J) (
88) 

Go _ 

Pe (
89 ) 

Esta Ultima ecuación nos indica que podemos escribir siempre

Go = Gó - ik
9 0 ) 

con lo cual se define & como una solución de la ecuación homogé- 

nea, que es tanto como decir un propagador de partículas libres. 

Tanto G0o como & 
son hermitianos pero ( 90) sólo lo es para energías

negativas. 

Ahora presentamos lo que se conoce como matriz
K, operador

que se define por la condición

K' i> = V ( ie\ (
91) 

La analogía entre ( 91) y ( 27) nos permite usar la maquinaria

empleada con la matriz T para establecer la ecuación de Lippmann- 

Schwinger para estados estacionarios, 

Iie = ji> + GoV Ii
e\ (

92) 
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v la relación

K = V + V% K

Definimos también una matriz S, por la condición

ilSl>> = < i- Ij+> y

CV= 1 + G V

9.3) 

94) 

95) 

y una segunda matriz de Moller, en analogía con ( 28), por

1i > = -al¡> ( 96) 

Con ella escribimos

ijSIJ> = < ij (ri.)
t(

j& I7> ( 97) 

de donde

Luego

S = (. 6)t (a) ( 98) 

SS _ (£ tn+ (£) t ( 99 ) 

Usando ( 42), 

ss+ _ ([ 1 ) t (i - E lb >< b1 ) tl = 
b

SI ) tn.+ - F. (n )f 1b> < b1n
b

SS+ = IL ( 100) 

ya que
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Cl+)t Ib> = 0 101) 

como se demuestra en (
13), 

p. 88. Puede hacerse otro tanto con

StS

y demostrar que

SO = StS A 102) 

es decir, que S es unitaria. Esta unitariedad nos permite escri- 

birla como

S = e
lin ( 103) 

con la sola condición de que el operador ( o matriz) r1 sea hermi- 

tiano. Si esta ecuación parece poco natural, puede verse que equi- 

vale a haber definido

1' t= - $ Im tns ( 104 ) 

esta ecuación también parece poco natural si no se tiene en cuenta

lo que llevamos y lo que nos falta). Es obvio, pero vale la pena

recordarlo, que las funciones exponencial y logarítmica usadas

aqui son matriciales o de operadores, según el caso. 

Emprendamos ahora algunas manipulaciones abstrusas que termi- 

narán por relacionarnos las matrices S y T. Lo primero será es- 

cribir las ecuaciones ( 31) y ( 34), 

Ji> + eVli = Ji'> + óvIi+¡ 

y la adjunta de la ecuación de Lippmann- Schwinger para ondas en- 

trantes, obviamente ( je) 
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j- 1 =< j I + < j IVG 105) 

Con esto, reescribimos ( 94) como

Sji = < j- li+i = <j li+> + < jJVG+ 1i+> ( 106) 

o, tomando eigenvalores, 

Sji = < jll+> + 
E.- E.+¡ E<

j1VIl+` 

7 1

Tomando este ejemplo, seguimos con

j Íi+i= <jli> +<j1GoVli+i + E
7: 

E. 
1 +

iE<
jlVli+> _ 

jiii + E1 EJ+ <
jlvli+i
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De ( 107), ( 109) y ( 27) resulta que

P

Sji = < j1ii - 21Ti6( EiEj) ZjJTI¡> (
110) 

S = ¡ - 21fiS (EiEj) T

Es decir, S se relaciona con la parte de T que conecta esta- 

dos de iguales energías, parte comúnmente llamada " on the energy

shell". El contenido físico de esta relación es básicamente el

siguiente: 

La matriz S contiene toda la probabilidad de transición en- 

tre estados, en tiempos infinitos, e incluyendo la posibilidad de

que el estado inicial y el final sean uno solo. Entonces la ma- 

triz T nos da la transici6n entre estados diferentes, en tiempos

y distancias finitos, y con iguales energías como corresponde a

la conservaci6n de la energía (
16). De allí el interés del quí- 

mico en la matriz T a pesar de que es más común el uso formal de

la matriz S en otros campos científicos. 

Hemos de introducir ahora una nueva rajadura en el rigor de

nuestro tratamiento. Llegados a este punto, los tratadistas re - 

definen en maneras variadas la matriz T y por tanto cambian algu- 

nos detalles de la ec. ( 111). La literatura más formal ( vgr. la

correspondiente a la representaci6n de Heisenberg) escribe

S = 1 + T
112) 

y redefine su nomenclatura, en tal forma que T lleva ahora sólo

la parte " on the energy shell" del operador de transición y la
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normalización de los estados ha sido cambiada por un factor de

21f i

También puede pensarse que este cambio de normalizaci6n se

hizo en la ecuación ( 27) y que lo escrito hasta aquí debe norma- 

lizarse de nuevo en consecuencia. 

Algo similar ocurre con otros autores, como Lloyd y su es- 

cuela. Allí sería necesario cambiar la normalizaci6n del trata- 

miento para obtener

S = 1 - 2ikT 113) 

que tiene el mérito de corresponder a la ec. ( 122) del primer ca- 

pítulo. Hemos preferido no hacer ese tratamiento porque la nor- 

malizaci6n sólo se justifica al final, produciendo confusión en el

camino, y señalar este cambio aquí. En lo sucesivo, usaremos la

relación ( 113) para las matrices S y T. 

Si volvemos a buscar la parte debida al potencial de la den- 

sidad integrada de estados, hallamos que

N( E) = 
1Y

Im 1̀'r tnS ( 114) 

No demostraremos esta fórmula. En (
16), 

Roman la demuestra

para estados ligados en un caso con simetría esférica, usando fun- 

ciones de Jost de las que no nos hemos ocupado. En (
17) 

se ha- 

lla una f6rmula igual, pero demostrada también en un caso particu- 

lar: el modelo de muffin -tin para materia condensada. 

De ( 114) y ( 113), 

N( E) = 1ImTr tn( 1- 2ikT) ( 115) 
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y de ( 114) y ( 104), 

N ( E) = - Z ImTr ( n 1l 116) 

Esta f6rmula da exactamente la suma de Friedel pues en un

sistema con simetría esférica la representaci6n de h en momento an

gular es diagonal y sus elementos de matriz son los corrimientos

de fase del capítulo I. 
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I. Teoría de Lloyd. 

19) 

La teoría de dispersión múltiple de Lloyd (
18

aplica la

teoría formal que hemos descrito a una estructura en la cual la

dispersión s6lo ocurre en regiones finitas y ajenas. Si éstas

son esféricas la geometria es la del modelo de " muffin -tin" 
22) 

así llamado porque un esquema del mismo es similar a una charola

para hornear panqués. El caso más tratable es aquél en que las

regiones son esféricas, el potencial dentro de ellas se considera

local y esféricamente simétrico, y el potencial entre ellas ( po- 

tencial intersticial) es cero. La teoría se ha extendido a re- 

giones no esféricas, potenciales no esféricos
23) 

dependientes

de spin y otras variables, 
potencial intersticial diferente de

24) 
cero , y presencia de un escalón de potencial fuera del con- 

junto de potenciales dispersantes ( cúmulo). Se ha demostrado

que para un conjunto peri6dico ( y por tanto infinito) de disper- 

18, 19) 
Expondremos

sores, la teoría coincide con el método KKR P

brevemente los aspectos sobresalientes de la versión más simple

de la teoría, con una característica pérdida en pretensiones de

rigor y formalidad. 

En el modelo señalado, es claro que a un dispersor llega una

onda formada por la onda incidente en el sistema y la onda dis- 
persada producida al incidir ésta sobre los otros dispersores pre- 

sentes. Esto garantiza el nombre de dispersi6n múltiple, y nos

invita a expander las ondas mencionadas en diferentes orígenes de
coordenadas ( cfr. 

18, 19, 20, 21). Aqui procederemos explícitamente

sólo para el caso más simple. 
Empezamos escribiendo una expansi6n

bien conocida (
1, 

cap. 10): 
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e1k
X1 =

2 4(TiQij t1 (kxl) YL ( k)Y* ) 
Li

1 LL 1

y 4iTi` lj L1 ( kx1 L ( k)YL( X1) ( 1) 

Ll
1 — 1

Si multiplicamos en ambos lados por

n

y
2 (

k) 

e integramos sobre ángulos de k , 

J¿k
ik' x1

e YL
2 (

k) _ 

1 n , 

41Ti ij 11 ( kxl) YL Cxl) dkYL ( k) YL ( k) ( 2) 

L i 2 1

1

De aqui, por ortonormalidad de los esféricos armónicos, 

f^ ik' xi ^ t2 ( 3) 
Jdk e YL ( k) = 41U jt2( kx1) Y( Xi) L22

Ahora, como

elk'(
x1+x2) = 

elk•
x1

elk•
x2 ( 4) 

se sigue de ( 1) que

ik•( x1+x2) 
e = 

y 41Titijtl (kxl) YL ( k) YL ( xl) 4ffi 2j12( kx2) YL2( k) YL2( x2) ( s) 

L1
1 1 L2

Multiplicamos por

n

y (k) 

3

e integramos sobre ángulos para obtener como en (
3) 
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4j( i 3jt3( k1x1+ x21 ) YL ( x) = 

3 - - 

y9R¡ ipljjl(kxl) YL1( zl) 4T[ it2j12( kx2) YL2( x2)JdkYL1YL2YL3 = 
1 2

C
L

44[

it,
jt,(kxl) YL ( x1) 741ri 2jt2( kx2) YL 2) CL L ( 6) 

L1 1 L2 2 - 1 3

ver apéndice sobre números de Gaunt) 

Si definimos

t L

OL1L3( x2) = Y- 41Ti 2jt2( kx2) YL ( 2) CL L ( 7) 

1, 2
21 3

obtenemos de ( 6) 

41íi13jt3( k¡ xl+ 121 ) YL3( xl`) _ 

41rillj/ (kxI) YL1( 1)Q L1L3( x2) ( 8) 

1
7

Ponemos

11 r t 9) 

22 1 r-0
10) 

para escribir de ( 8) 

41ri13jt3(
k1r - ro¡ )YL3(

r ) _ 

11
L44i jt, t`)

YL1(
r L) aL1L3( - ro) ( 11) 

Se ve así que la matriz & cambia el origen de coordenadas de
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á a ro , es decir, que lleva las ondas de un centro de simetría

a otro, propiedad que nos sugiere su uso como propagador. Lo

identificamos con el definido en II. 90 porque es solución de la

parte homogénea de la ec. de Schr6dinger, ya que es una combina- 

ción lineal de soluciones de la ec. de Helmholtz ( cfr. I. 47, 

I. 64). 

En forma similar pueden expanderse muchas otras funciones

similares (
20 , 21) 

y nos conformaremos aqui con introducir un

análogo de la función de Green, 

G
0

L

GL L ( 12 ) = - ik Y' 41Ti
t2

h + ( kx2) )YL ( 12) CL
2 (

12) 

1 3 L2

lo cual nos redondea una situación muy similar a la de la ec. 

I. 84. Ahora podemos escribir

ik41( i l3h+
t3 ( kl r - rol )YL3 (ró) = 

L4

13) 

At—rol

rol r- 

Las variables de que disponemos ahora son momento angular y

posición en el espacio, y decimos por ello que trabajamos en una

representación mixta espacio -momento angular. Más afín, estamos

acercándonos a particularizar posicibn* en el espacio a la posición

de los centros de los dispersores, que evidentemente es un típico

parámetro estructural del químico. 
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En esta representaci6n, también llamada rL, la ecuación de

Lippmann- Schwinger 11. 31 se escribe

RL, L( r) = 4ff i jC ( kr) 6L' L + 

r00 (
14) 

j
OD

J
r2dr < rLIG+ Ir L) < r L J VI r L R

2 (

r

J 1 1 2 2 0 1 1 1 2 2 L L 2) 

1 2 O O

Aquí

RL, L( r) 

representa la amplitud de una onda en r que entró al sistema con

momento angular L y se detecta con L', y cumple precisamente el

papel de

I i+ 

de la teoría presentada en el capítulo II. Las funciones de onda

de partícula libre tienen parte radial

410 jL ( kr) 

como se entiende en ( 1). 

Especificamente, para el propagador, 

GL' L( R) ( RI # 0

R) _ ( 15) 

GL' L — 

ik6 L' L IRI = 0

N6tese la analogía entre el papel jugado por

ik5L' L

y la adición del término

i¿ 
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en ( 16), evitando en este caso la singularidad de ( 12) en el

origen. 

El propagador ( 15) se puede poner como en II. 90, 

kQGo+ = Gó - i 16) 

si definimos L

L

CL, L 4ÍÍijln11 (kr) ( j`) RI 3, 0
G

DL( R) _ 
L1 1

17) 

0 `
RI = ' 0

Y

L (R) = I,1
CL1L 4íi1

al
J t i MOYLl (

R) R # 0

18) 

k' L R = 0

con las debidas disculpas por duplicar la notación de ( 7)= n6te- 

se nuevamente el tratamiento de singularidades, que obviamente

corresponde a las condiciones a la frontera. 

Demostremos que estos propagadores son hermitianos, a partir

de que los números de Gaunt son reales, 

L1 * L1
CL % = CL , L ( 19) 

es decir

J YL' YLYL1 f L*' YLYL1 ( 20) 

Además recordamos la relación

YL = (- 1), y ( 21) 

Entonces
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L1 _ - s

YL1 LL' - YL1J YLYL YL1 - YLl YLYL YL1
m

YL J YLYL (-
1) m1YL1 = YL1(-

1) 1 YLYL' YL
1

1

es decir

Ll _ L1

YL1 LL' - YL1CL% 

Entonces

22) 

AL' L( r) = Ory CL
Lf

17YL ( r)i11(kr) _ 
Ll 1

t  

41Tl C , LY1(_) i

1Ll
L ] l 1( kr) = 41i CLL' E1T YL1( r) i 1J i l (kr) 

1 L1

o sea

ALIL( r) = & LI (-
r) 

23) 

Por tanto, & es hermitiana si los indices se toman como de

espacio y momento angular. La demostración equivalente para

Qo0

es muy similar. Véase que de aqui se sigue que (
16) es hermitiana

sólo a energías negativas. 

También es posible demostrar que á es unitaria, como corres- 

ponde a su papel de cambio de coordenadas. En ( 11), expandemos

cada término de la suma con la misma fórmula ( 11) alrededor de ro, 

es decir, con r en el papel de t , y hallamos
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411i1

jt (k1r- ro)) YL(/ ó) _ ( 24) 

77— 41TirCijt,( k+r-() YL ( r- o)&L'( ro= —1) QL' L(
1'- ro) 

L' L1 — — 
1 — 1 — — 

lo cual requiere que

1 L1L, ( ro- ) QL' L( - ro) = 6L1L ( 25) 

o sea

Q(r o - 
t ) Q ( - r o) = ii 26) 

Volvamos ahora a ( 14); habiendo señalado algunas propieda- 

des de los elementos de matriz de los propagadores, 
sigamos ade- 

lante bosquejando la teoría de dispersión. 

Si el potencial es local, 

rLIVIrIL' i - VLL' ( r) &( — (
27) 

r

y ( 14) se simplifica a

RL' L( r) = Mi` j L ( kr) SL' L + 

fo x2dx rL' G+ JXLI VL L
1 22RLL(

x) ( 28) 

LiL2

Con todo este aparato, escribimos II. 27 como

Y, I, LIT (' L' QL' L (,'- ro) kL' L(!) RL' L ( 11) ( 29) 

1
1
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Aqui están por determinar los elementos de la matriz T, y

hemos indicado que. el efecto del potencial en cada dispersor que- 

da contenido en el lado derecho, a través de

ñ,L' L( C) 

elementos de una matriz que contiene a lasmatrices k de todos

los dispersores, que están en posiciones 1 . 

Si el potencial es esféricamente simétrico, 

ÑL' L( l) - kL ( I ) 8L' L 30) 

y la matriz del lado derecho es la definida en I. 88. Corresponde

entonces a II. 29 y II. 35 la solución

LL ITII ' L' l - 

wk.(
1- Clók)- 11 LLI' L' (

31) 

con k y G de las ecs. ( 29), ( 30) y ( 12). 
Al . 

Podemos obtener una matriz T que sólo tenga indices de mo- 

mento angular y un origen, r o , por medio de á y

TL' L( r0) = 
L

L & L' L1( ro- L1)< QILIITI 1 2L2">AL2L( 1 2- 1o) 
1 1 212

32) 

Esta matriz..podria ser la base de una teoría de " ctmulos de

cúmulos"(
25), 

y nos permite calcular la densidad de estados 11. 115

y otras cantidades como secciones transversales, amplitudes de

dispersión, etc. 



70 - 

Sin demostración ni explicación, escribimos

t Li K¡ ( ' L'> = I k( 1 - Go k)-
1 (

33) 

L Q L L

Esta matriz puede pasarse, en forma similar a ( 32), a un

solo origen e indices de momento angular, y usarse en teorías de

cúmulos de cúmulos". Siendo producto de matrices hermitianas, 

es hermitiana también y esto es una enorme ventaja. 

Finalmente, y en la hipótesis de que el potencial es repre- 

sentado por la matriz de matrices k de un solo dispersor, se si- 

gue de II.( 30) y II.( 37) que podemos escribir

para la función de Green del cúmulo, cuyos elementos estarán iden- 

tificados por dispersor y momento angular y que ha de ser útil en

el estudio de procesos de transporte. 
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Apéndice A. 

Fbrmalismo de operadores

28) 

Este formalismo es básicamente obra de Dirac Vamos a

señalar solamente los aspectos del mismo que hemos usado en el

texto. 

Suponemos que cada estado de un sistema cualquiera es des- 

crito por un vector ( ket) 

1i' 

al que se suele llamar vector de estado. La selecci6n de una

etiqueta para el mismo es casi una cuesti6n de gusto personal, y

nos parece que lo que más contribuye a un uso claro es darles la

misma etiqueta que demos a los estados, por igual en el caso de

indices discretos que de continuos. Los vectores de estado for- 

man un espacio vectorial complejo y hermitiano. 

El adelanto que se logra al introducir este lenguaje es que

con 61 podemos tratar formalmente las propiedades de cualquier

sistema y s6lo al final escoger algún espacio vectorial común pa- 

ra especificar completamente nuestra descripci6n; por ejemplo, 

la llamada representaci6n de Schr8dinger, que es la habitual en

los cursos de teoría cuántica y en la mayor parte del trabajo

teórico én sistemas at6micos y moleculares, 
utiliza funciones

complejas continuas, derivables y cuadrado- integrables. 

Cada forma de reemplazar nuestras cantidades abstractas por

números es una representaci6n. Para fijar completamente una re- 

presentación se requiere sólo un conjunto completo de vectores

bras), que obviamente forman una base del dual de algún espacio



72 - 

vectorial, al que pueden transformarse en manera simple. Se

construye la representación tomando un ket cualquiera y forman- 

do su producto interior con todos los bras de la base. El con- 

junto producido con esa operación es la representación del ket

en el espacio de los bras, y es único para cada ket. Este pro- 

ceso suele llamarse proyectar el ket en los bras pues el produc

to interior tiene asociado precisamente el significado de la pro

yecci6n de un vector sobre otro, de componente de un vector en

la dirección de otro. 

Decimos que un conjunto V de vectores es ortonormal cuando

el producto interior

1) 

si i y j son indices discretos, y cuando

jO =AL á( i,- á) (
2) 

si i y j son indices continuos. 

Para indices discretos, es fácil demostrar que

3) 

y para el segundo, que

f _ 4) 

El símbolo I u) 0
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es un operador de proyecciSn; es obvio que sólo corresponde a

números o vectores cuando se realiza la operación de producto

interior que indica. Evidentemente

5) 

sil P> representa un vector cualquiera. En este caso y en lo

subsiguiente entendemos que

F— 
denota una suma sobre indices discretos y una integral sobre ín- 

dices continuos, entre los límites en que estén definidos si no

se indica lo contrario. 

También es fácil ver que

QIP> 01AIP> 

Los observables o variables dinámicas se representan por

operadores, que deben ser lineales y hermitianos. Entendemos

por operador una función con dominio e imagen en espacios vec- 

toriales, y que la expresión

I*> = 0,10
se lee " li> es la imagen de J» bajo o Ji> es el resul- 

tado de aplicar (Y sobre J» ". Sin embargo, por ahora mantendre

mos los operadores tan en abstracto como. los vectores. 

Ahora tenemos que encontrar cómo reemplazar operadores por

números, esto es, cómo hallar representaciones de operadores. 

Las representaciones se dan en espacios vectoriales, 
pero ahora

con el producto escalar
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GLd=<* LICrlj> 
7) 

que recibe el nombre de representación de « en el espacio de las

li ( o J» ), y que es única. Estas representaciones son más

complicadas que las de los vectores de estado en cuanto a que in

cluyen dos etiquetas o índices de vectores de la base. La mane- 

ra natural de arreglarlos es en una matriz, 

1 I C I I I> OCIOC IO <11( 9 l3> .. . 

Q19 < 2ICID ... 

por lo cual •las cantidades definidas en ( 7) reciben comúnmente

el nombre de elementos de matriz del operador. 

El interés de representar los operadores por matrices reside

en que ambos conjuntos comparten un buen número de propiedades. 

Las relaciones algebráicas entre operadores se preservan entre

las matrices que los representan. Lo mismo ocurre con las rela- 

ciones de conmutación, con las ecuaciones de eigenvalores, con

propiedades de hermiticidad, unitariedad, etc., etc. 

El operador unidad se representa con la matriz unidad. 
De- 

cimos que una representación es diagonal cuando lo son las ma- 

trices que la forman, 
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V — ki p
r( ) (

8) 

según sean los indices continuos o discretos. si los indices

son continuos, el producto de matrices involucra integraciones

en lugar de sumas. 

Recordamos que la diagonalización de una matriz produce

sus valores y vectores propios. 
Igualmente, una representación

diagonal de un operador tiene como base vectores propios del

mismo, y la diagonalización de un operador se entiende simple- 

mente como un cambio de base en un espacio vectorial. 

Las funciones de operadores con imagen operador se constru

yen en igual forma que las matriciales, y para las funciones

elementales comunes el camino habitual en ambos casos es usar

la serie de Taylor; por ejemplo, si V. es un operador o una ma- 

triz, 

02
3! S! 

Esta operación es más inteligible si se hace actuar ( 8a) so- 

bre un vector de estado ( lo que equivale a multiplicar la matriz

que representa a ( 8a) por el vector que representa al de estado), 

y se observa que el resultado es una serie de potencias compleja
que multiplica al vector. La serie de potencias corresponde pre

cisamente a la de la función ( en este caso el seno) si el argu- 

mento es el eigenvalor del operador. 
Esta técnica recibe el nom

bre de " resumacibn". 
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Definimos la traza de un operador por la traza de su matriz. 

Como un cambio de representación se logra por una transformada

de similitud, vemos que la traza de un operador es independiente

de la base que se escoja. Así, si indicamos en algun punzo que

debe tomarse la traza de un operador, el procedimiento a seguir

es escoger una base completa cualquiera, formar elementos de ma- 

triz diagonales del operador, y sumar ( o integrar) sobre el indi

ce de los mismos. El determinante de un operador se define por

el de su matriz, y es igualmente invariante a cambios de base. 

Teniendo presentes esas invariancias, consideremos la fun- 

cibn

Trtna
y pongamos a e en una base diagonal, donde

Trtn6'_ Cn( XL
es precisamente igual a

Cn det Or C n 6'L
pues al evaluar el determinante son cero todas las multiplicacio

nes con elementos no diagonales de ! Y. Así, en cualquier repre- 

sentacibn, 

Trtn&= Gndet( 9) 

Es frecuente la identificación

rffi =WP> ( 10) 



77 - 

que recibe el nombre de función de onda. Por lo mismo se usan

para el vector de estado ( P> los símbolos

Una base muy común son las funciones complejas de la posición en

espacio, 

r

que da lugar a la representación de Schr5dinger. Otra base común

son las funciones complejas del vector de onda ( cantidad de movi- 

miento lineal en unidades atómicas), o del " espacio reciproco" 

k

para la cual, en la normalización común, 

1: __>-' 3
d3 (

11) 

y

b

Es claro entonces que

representa a la función de onda en r con eigenvalores k, y

rJÚ = e`k' r ( 13) 

en la normalización usual. 
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Entonces, de ( 6), 

2-7
y de ( 9) y de ( 13) 

r_1- < rl r> 
d3,` 

1 •

r (
15) 

es decir, que la funcibn de onda en la representaciSn r es la

transformada de Fourier de la de la representación k. ( Por

cierto que en esta propiedad se puede basar una demostración

del principio de incertidumbre de Heisenberg). 
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Apéndice B. j AAa f

Funciones de Green

Reunimos aquS algunas de las propiedades más importantes de

las funciones de Green para operadores diferenciales autoadjun- 

tos. 

La adjunta de un operador diferencial es tal que

v* Llu - u (Li v) * = 0 Q1 ( u, v*) 

donde L1 es el operador, L1 su adjunta y Ql depende bilinealmen
te de sus argumentos. Un operador diferencial es autoadjunto 0

hermitiano si, en un espacio de N dimensiones

J dx v* Llu - u (L1v) * = 0

y tiene eigenvalores reales y eigenfuncicnes ortogonales y com- 

pletas
48) 

es

Una forma de escribir estos operadores en tres dimensiones

L1 = 71 . [ p( rl)O1' + q( r1) (
1) 

Buscamos las soluciones de

L1 y ( r1) + f (r1) = 0 ( 2) 

Definimos la función de Green como la solución de

L1G( rl , E2) = - S ( rl - r2) (
3) 

y a las soluciones de la ecuación homogénea asociada con ( 2) por



80 - 

L1 yo( r1) = 
0 4) 

Utilizando el teorema de Green, se puede ver que una solu- 

ci6n de ( 2) es

y( r1) = yo( rl) + 
SG( ri , r2) f (r2) dr 2 ( 5) 

lo cual se puede verificar aplicando L1 a ambos lados de la
ecuación, y usando las ecuaciones ( 3) y ( 5) y la propiedad ele- 

mental de la delta de Dirac

S( rl) O ( rl , r 2 ) dr1 = h ( r2) 

N6tese que G representa físicamente el efecto de f en r2

sobre y en rl, cualquiera que sea su significado físico, razón

por la cual recibe el nombre de propagador. Evidentemente, y

s6lo está completamente determinada si se dan condiciones a la

frontera, y éstas deberán quedar contenidas en la función de

Green, que satisface las mismas que y. 

Investiguemos ahora la ecuación de valores propios

L1 - L i) T i (r1) = 
0 ( 6) 

y la inhomogénea

L1 - t ) T ( r1) = f (rI) (
7) 

Ahora la función de Green es tal que

L1 - t ) G( r1 . r2) = S ( r1 - r2) (
8) 
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y proponemos para ella un desarrollo en soluciones de ( 7), 

G( ri 1 r2) = Ya i (r 2) T i(r1) (
9) 

Sustituimos ( 9) en ( 8), 

lo) 

Multiplicamos por una solución normalizada cualquiera de

8),? ( rl) e integramos sobre r , aplicando ( 6): 

Como las soluciones de ( 6) son ortogonales por ser L1 hermi- 

tiano, 

a ( r2) C 7 - ` ai (r2) = T 7 ( r2) 

o sea

a. j (r2i = d ( ri ( 12 ) 

De ( 12) y ( 9), 

G( r,,r_z) 2: ( Mr2)(Mr) ( 13) 

L CL - 
Esta ecuación es la expansión de la función de Green en

eigenfunciones del operador correspondiente que satisfagan con- 

diciones iniciales o condiciones a la frontera dadas. Es claro

que la función de Green, al variar

A , 
tiene un polo simple siem

pre que
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para alguna i. 

14) 

En aplicaciones en teoría cuántica, l, es la energía y L1 el
hamiltoniano; entonces la función de Green tiene un polo en ca- 

da estado del sistema. Esto es consistente con la interpretación

de ( 3) 

G = Li 15) 

ya que los polos de la función de Green corresponden a los ceros

de L1 . 
Se puede ver que, en general, 

G( r1 , r2) = G* ( r2 , rl) ( 16) 

También se puede demostrar que la función de Green es con- 

tinua en el punto

rl - r2

y que su primera derivada tiene una discontinuidad en ese punto. 

Esta discontinuidad se estudia mejor en una dimensi6n tras sepa- 

rar el operador diferencial y es la inversa del coeficiente del

término de segundo orden en la parte de L1 correspondiente a una

coordenada dada. 
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Apéndice C. 

Unciones Esféricas de Bessel, Neumann y Hankel. 

Al separar la ecuación de Helmholtz en coordenadas esféricas, 

se obtiene para la parte radial

r1d' R + 2r+ Eer2- 11+1)] R = 0 ( 1) 

dr dr
La experiencia o la intuición sugieren el cambio de variable

R( kr) = 
Z( kr) 

kr

2) 

con el cual la ecuación ( 1) pasa a

r1 d1Z + r dZ +[ k2r2-(

C+'/ 2)
1] -

z = 0 ( 3) 

d r1 dr

que es la ecuaci6n de Bessel de orden

C+ 1

2

con t entero. Entonces Z debe ser función de Bessel 6 de

Neumann de ese orden, o alguna combinaci6n lineal de las mismas. 

La ecuaci6n ( 1) es muy común ( en mecánica cuántica corresponde a

la ecuaci6n de Schr8dinger para partículas libres) 

sus soluciones reciben los nombres

CX 1r jtt. 1 x) ( 4 ) 

Z7c
función esférica de Bessel, ( 

1
ne(x)- (- 1)

W
V- + ` A ( 5) 7SXSX t . 
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función esférica de Neumann, 

y

h¿ ( x) = h() ( x) = j` ( x) + int ( x) (
6) 

ht ( x) = h(

t2) 
x) = jt ( x) - inc ( x) ( 7) 

funciones esféricas de Hankel, todas de orden t . Todas éstas

son ortogonales entre si, y cada conjunto ( Bessel, Neumann, etc.) 

es ortogonal por cuanto al indice 4 . 

Sus series de potencias son

t2yt
l

W
5 ff ( 26 2e-} ! s! 

r S . 7)T; 
x 5 (

2S _ Zt
Para

t = 0

sus expresiones en términos de funciones elementales son

jo (x) = 
sen x ( 10) 

x) n _ - cos
x

o (

11) 

Obviamente, la función esférica de Bessel es regular en el

origen, 
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12) 

jo( o) = 1

y la de Neumann diverge en ese punto. 

En general, para argumentos pequeños, 

It ( 13) 

7` ( x) ry r2T- T+-l-).rr

con

y

nt ( x) rV
t (

2t +

1 (

14) 
x

1. 3. 5 ... m , m impar

2. 4. 6... m , m par

2m):: = 2m m: (
16) 

2m + 1) :: _ (
2m+ - 1j 17) 

2m m! 

Se sigue de ( 13) y ( 14) que en el origen todas las funciones

esféricas de Bessel son regulares y las de Neumann irregulares. 

Para valores grandes del argumento, 

j x) IV 1sen( x - 2 ) 
18) 

nt, x) ru - x COS ( X
C" ) 19) 

En lo sucesivo f representa una función esférica cualquiera

de Bessel o de Neumann,. Las relaciones de recurrencia más utiles
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A + 1 f ( x) (
20) 

f ( - 1( x) + 
f + 1 ( x) x

df L ( x) 
f 1- 1 ( x) - ( C+ 1) f C+ 1 ( x) _ ( 2C + 1) --( Tx— 

df t

Tx

df` ( x) - 

dx - x

22) 

con las cuales es fácil construir la fórmula ( o el valor numérico) 

de funciones esféricas de Bessel y de sus derivadas para cualquier

orden; para ello, conviene tener a mano las expresiones

t, 

jl(x) = 
sen x cos x ( 23) 

x

7 ( x) __ 
3 1 l sen x- 2 cos x (

24) 

2 ` X x J x

nl (x) _ _ 
x

cos x _ sen x

2 x

25) 

n2( x) 3 - x 1 cos x -  sen x (
26) 

x x

Para las funciones esféricas de Bessel la paridad es la de

it (x) = (- 1)
C

J C (- 
x) 

27) 

y la norma

2C 1i
Para las funciones esféricas de Neumann, 

la paridad es con- 
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traria a la de t , 

n C ( x) = (-
1) 

t + 1
nt (- x) 

29) 

Para evaluar en x los wronskianos de estas funciones usamos

la fórmula

con

Wt ( JE , nc ) = Wt ( J , h¿) _ - WC ( nt , 
h+ ) = x ( 30) 

Wt(f, (-c) f2 Cx)l =  
d,( x df2C
dx dx

Para el wronskiano es común en la literatura el símbolo á. 
Se pueden encontrar deducciones de las fórmulas reunidas aqui en

las refs.(
3 y 4), un buen número de fórmulas adicionales en las

refs. (
29, 30 y 31)# (

31), 

y tablas de valores numéricos en
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Apéndice D. 

Esféricos Armónicos. 

Al separar la ecuaci6n de Helmholtz en coordenadas esféri- 

cas polares, se obtiene para la parte angular

á sens d®(tm+- 919- 41l + 

sen9 1 d9 ) sen% se

cuya parte azimutal es

1— £_ `) _—m; (
2) 

soluciones obvias de ( 2) son

E9) = e LmT ( 3) 

que forman un conjunto ortogonal, 

lo
4) 

Entonces, la normalización se logra escribiendo

érn( 5) 

r
Para la parte polar ( ángulo de colatitud) se obtiene

m - p e . 0 (6) 
sen 9 B d9 s , n 8

Las soluciones de esta ecuaci6n son los polinomios asocia- 

dos de Legendre, 
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P` ( X) = ( 1 - 

x2)
m/ 2

dxm Pt ( x) (
7) 

x = Cose

y los polinomios de Legendre

8) 

1
dt (

x2 - 
16 (

9) 

Pt ( X) _ 7 dXt

Así, podemos escribir ( 7) como

2 m/ 2 ám
dxm

t (

x2 - 
1)

t ( 10) 

Pt ( x) _ 7_ (
1 - x ) 

2 t: 

11t
y m son enteros, 

tU

y como ( 10) es una derivada de un polinomio de grado 2t , reque- 

rimos que

m Q
il) 

para obtener funciones no
idénticamente cero, y que

12) 

tim

porque no está definida la operación de tomar derivadas un núme- 

ro negativo de veces¡ ( 11) y ( 12) se resumen en

IM11t (
13) 

De ( 7) , 
14) 

Pt ( x) = Pt ( x) 

Además, 

t - m)! 

Pi ( x) (
14) 
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y la paridad es ¿+ m, 

p` ( x) = (- 1)! + m pm ( x) 16) 

E1 conjunto de polinomios asociados de Legendre es ortogo- 

nal, 

SMIML :
17) 

y

1Pm
xlpmb) dx = 2 c ,-

m--- bt t
18) 

1 (
4 t 1+ ( 1,- 0 , 2

Las soluciones de ( 1) son, entonces, los esféricos arm6ni- 

cos ( o bien traducido, funciones armónicas esféricas) 

Denotamos

L = ( t , m) (
20) 

n = (e , T) (
21) 

para escribir abreviadamente

YL( n)= YT ( 9  ) ( 22) 

De ( 5), ( 17) y ( 18) escribimos, ya normalizado a 1 sobre

Junas, _ i (
rr+ lm)/

2rW 1- 1m11! 
Ptm (

COSGW,7) i (+ Iml)! 
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Las constantes de normalización suelen escribirse con dis- 
tintas fases. Hemos escogido la usada por Lloyd

19) 
otra fa- 

se común es la de Condon y Shortley (
32) . 

Al respecto, véase

Butkov(
33) 

pag. 618. 

Así definidos los esféricos armónicos forman un conjunto

l

ortonormal, 

1fdem. U( U1.¡ L1(

1n- 
L, L2 (

24) 

con

y

d11 = sen8 A dJ ( 
25) 

SL 26) 

L1L2 = O
11 t2Sm1m2

Tienen paridad t , 

YL (-
1)

t
YL (_n) (

27) 

donde se usa el símbolo

n= IT - 9, 1T + gyp ) (
28) 

para los ángulos del vector - r si. Q representa los de r. 

De ( 23) , 

Y l (n) = Yn*( n) (
29) 

Los esféricos armónicos son funciones propias del cuadrado

de la norma del momento angular, 



92 - 

2YL( A) _ ( i+ 1) YL( n) (
30) 

L

y de la proyecci6n z del momento angular, 

con

LzYL (n,) = MY ( n.) (
31) 

Se usan frecuentemente las expansiones siguientes: 

f 41TLt \ kr/ 2+ 1 YL( k) YL( r) ( 32) 

m=- 

4' ff Y* ( k) Y( r) 
21+ 1 m=_! 

L L

OD

P (
r• 

rZl r< 

1' - r \ i lr
t 

1 l= 0 / 2 i

33) 

r4 = min (rl, r2) , 
r > = max (r1, r2) (

34) 

y finalmente

elk -r = 4T5: 
it

jt ( kr) YL( k) YL( r) (
35) 

L

41jEcit
jt ( kr) YL( k) YL( r) 

L

donde

o t

E c= 0 > 

36) 
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Apéndice E

NGmeros de Gaunt. 

Definimos los números de Gaunt por

l

Con esta definicibn

tt' 

vLL  AL, 2
J é(

n1'- mZ+m3( m,

P P"
13

sen8d8(
2) 

ICI

CI JO 3

donde el argumento de los polinomios asociados de Legendre es

cos 9

Y

A L3 __( 2 3+ 1i( e,—Im, l) I. 3I) I

C ItT}(,- Im, l)( 3+ Im31jl (
3) 

En ( 2) 

J  O 2118m+ r"3, 0

por lo que los números de Gaunt son reales, 

L3 L3
CL1L2 = ( CL1L2 ) 

También se ve en ( 2) que

L3 Ll

CL1L2 _ CL 3 L 2

4) 

5) 

6) 
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La integral sobre Q en ( 2) puede pasarse a la forma

Po , b)
Ptm1 `

x IP,3
3

1ñ I % ) 

y ha sido evaluada por Gaunt (
49) (

v. Condon y Shortley(
32)). 

Los

números de Gaunt son diferentes de cero s6lo si

ml + m3 = m2 (
8) 

11+ t2+ C3 es par ( 9) 

tl+ e2> t3 l 1 1 - 121 ( 10) 

cíclica en los indices 1, 2, 3 llamada " regla del triángulo"). 

La fórmula completa para los números de Gaunt es

L3
CL1L2 1CC2C3f

con: 

yIT (2L2+ 1) (
12' 

CI::— t3 %t)t( tI+t2—3! ( 2. 3 + 1Í t! ( 13) 

44,)!4- 

t,+ L W ( t4- ynt) i( íz iÍ2 l( 13- m311( í3+ m311
14) 
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C3 - Ín4 - Sm 1-

115tt,+ m1 (
15) 

tm 41
5 s. CAZ m1 s). C 3 i

donde la suma se detiene cuando se intenta obtener el factorial

de un número negativo. 

En ( 12) y ( 13) , 

tt = ( t1+ 2+ t3)/ 2 16) 

La tabla de números de G aunt que acompaña a este apéndice

ha sido confrontada con las integrales calculadas directamente

por el grupo de P. Lloyd en Bristol en 1971 (
34) . Véase también

37), ( 38), ( 39). 
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IV. Empleo de la Teoría. 

1. Un Método de Cálculo

Describiremos a continuación el camino que hemos esco- 

gido para calcular diversas cantidades utilizando la teoría

de Lloyd. 

Partimos de una tabla de corrimientos de fase para el

potencial esféricamente simétrico de un átomo de un cúmulo

en materia condensada. 
Estos se calculan habitualmente en

el programa CRYS/ DERI/ ASIL. Con I. 88 calculamos las matri- 

ces k de un solo dispersor, 

k = - 1 tan lt(E) (
1) 

E

que transferimos a la diagonal de III. 30, 

tL' L = kE ( 1) 6L' L

2) 

Construimos el propagador III. 15 entre dispersores, 

con III. 12 ( excepto por un factor de fase) 

L4 3

y con ( 2) y ( 3) formamos la matriz

1 - Gók
4) 

y la invertimos. 

Ahora construimos el propagador III. 18, entre los

dispersores y el origen del cúmulo, 
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S` t /
IRI = 0

Estas expansiones multicéntricas de los esféricos arm6ni- 

cos no contienen a los corrimientos de fase y uno de sus índi- 

ces puede tener cota superior diferente de la del otro, que se

ría el máximo para el que se disponga de corrimientos de fase. 

Ahora, con III. 31 y III. 32, formamos la matriz T del cúmu

lo, 

6) 

y calculamos el número complejo

D = det( 1- 2i I -ET) (
7) 

y el número real indicado en II. 115

como

Im tnTr (1 - 2i 47ET) = Im UD ( 8) 

Im (. nD = argD = 
ImD ( 9)

R@ D

y lo multiplicamos por 1/ 1j para obtener la densidad integrada
de estados a la energía E. Repetimos el proceso de ( 1) a ( 9) 

y en cada iteración aumentamos la energía en & E; al final de

cada iteraci6n aproximamos la densidad de estados por unidad de

energía por la derivada de la densidad integrada, 
calculada

numéricamente como
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n( E). 
N( E) - N( E - AE) ( 10) 

AE

Una alternativa al procedimiento anterior es basar el cál- 

culo en la matriz K del cúmulo. Para ello se requiere reempla- 

zar ( 3) por III. 17, ( 4) por

1 - Go k , (
11) 

0 N

6) por

K = & Ñ ( 1- Gó (
12) 

k)& 

7 ) por

D = det ( 1 + i rEK) ( 13) 

y 11. 115 por

N ( E) = - Z Im LD ( 14) 

Un cálculo como los que describimos será sensible a los

siguientes parámetros: 

a) LSS: máxima ` para la que se proporcionan corrimientos

de fase, que será la máxima e en las matrices de ( 2) y ( 3) 

y en el primer indice de ( 5). 

b) LMS: máxima C a que se llevan las expansiones multicén- 

tricas; es la máxima L en ( 6) y ( 7), y en el segundo ín- 

dice de ( 6). 

c) La geometria del cúmulo: número de dispersores y forma y

tamaño total del cúmulo. 

El indice LSS queda determinado básicamente por la t a la
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que los corrimientos de fase son pequeños
para toda energía, y

es convencional (

36). 
Keller(

35) ha calculado el efecto del nd

mero de dispersores, forma y tamaño del cúmulo sobre la densi- 

dad de estados del diamante, y encontró que bastan 8 disperso- 

res para obtener una banda prohibida, 
lo cual sustancia impor- 

tantemente el método de cúmulos. Véanse también las refs. ( 50) 

a ( 55) . El trabajo que describiremos prosigue esa investiga- 

cibn utilizando sistemas y medidores diferentes. 
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2. Programas de Computadora. 

Vamos a describir simultáneamente dos programas de com- 

putadora que siguen el proceso descrito en el apartado ante- 

rior. Uno de ellos se basa en la matriz T y otro en la K del

cfunulo. Su estructura es prácticamente igual y difieren en

unas pocas instrucciones. Ambos han sido escritos en FORTRAN

IV. G para la computadora Burroughs B6700- 7700 del CSC de la

UNAM. Su estructura es la siguiente: 

Se fija un intervalo de energías y un incremento para re- 

correrlo. A cada energía se procede como sigue: 

se obtienen corrimientos de fase por interpolaci6n en una ta- 

bla leida previamente ( secuencia 13100 a 13400) y se forma

1) ( 13500); con esto se llena un vector que contiene la dia- 

gonal de ( 2) ( 13700 a 14300). 

En la subrutina GMTRIX ( 18200 a 31200) se forma ( 3) 6

II1. 17. La informaci6n geométrica del cúmulo ha sido prepara- 

da en ANGLE ( 31300 a 35300) con los vectores de posiciones re- 

lativas de dispersores en coordenadas esféricas. 
En GMTRI X, en

tre 30300 y 30700 se forma ( 4) 6 ( 7) segfin el caso. 

Si se ha calculado ( 3), GTODA ( 35400 a 38700) calcula la

diagonal de III. 34. 

La subrutina TMTRI X ( 38800 a 42300) produce la inversión

de ( 4) 6 ( 7) ( 40000), el cálculo de ( 5) y el producto ( 6) 6

12). El propagador ( 5) al origen ( DELTA) y del origen

MELTA) se calcula en DELTAM( 48000a 51300) y BLOCK ( 51400 a

55700) con informaci6n geométrica preparada en POSDEL (
42400- 
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47900) ( vectores de posición respecto al origen del cúmulo). 

La subrutina ASIL ( 55800 a 63500) hace el proceso de

7) a ( 10) 6 sus equivalentes para matriz K. 

Recorrido el intervalo de energías, la subrutina DENS

63600 a 67500) resume los resultados. 

Se utilizan las siguientes subrutinas: 

INTER( Y, X, N, Z): halla Y( Z) si Y( X) está dado por un vector

de N puntos y X como otro . 

TIEMPO( CUERDA): escribe los tiempos de procesador y e/ s uti- 

lizados, en segundos, y el letrero de 6 caracteres contenido

en CUERDA. 

CARTE( I, X, T, N): produce una gráfica con N curvas de I puntos, 

con X en las ordenadas y T en las abscisas. 
El valor X( J, K) 

es el del punto K de la gráfica J y corresponde a T( K). 

MIMAX( V, VMIN, VMAX, N): asigna a VMIN y VMAX el mínimo y el

máximo valores del vector de N palabras V. 

DETC( A, N): evalúa el determinante de la matriz compleja A, 

de orden N, por una técnica de pivoteo de Aitken. 

CMINV( B, N, D, C): invierte la matriz compleja B, de orden N, y

asigna D el determinante de B y a C la matriz inversa. 

NL( L, R): evalúa la función esférica de Neumann de orden L y

argumento R usando una serie de potencias. Si R es cero im- 

prime una advertencia y da a NL el valor -
1060. 

El criterio

de convergencia garantiza precisión de 6 cifras o truncamiento

de la serie en 150 términos. 

JL( L, R): evalúa la funci6n esférica de Bessel de orden L y
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argumento R con un procedimiento similar al de NL. 

C ( LT1, M l, LT2, W2, LT3, W3) : evalúa los números de Gaunt. 

LT1, MT1 corresponden al esférico armónico que entra conjuga- 

do en la integral. 

YC( L, MM, CTH, PH): evalúa los esféricos armónicos complejos de

momento angular L, MM con

CTH = cosl

PH = 

Usando la definici6n en términos de polinomios de Legendre

P( N, M, X): evalúa el polinomio asociado de Legendre de indices

N, M y argumento X por medio de una serie de potencias. 

F( N): evalúa el factorial de N. 

DF( N): evalúa el doble factorial de N. 

ESCMAT( A, N, NOM): escribe la matriz compleja A de orden N pre- 

cedida por el orden y el letrero de 6 caracteres contenido en

NO M. 

Las matrices de dispersi6n están en los siguientes arre- 

glos: 

AKSS: ( 2), después de 14300. 

GMAS: ( 3) 6 III. 17, al salir de GMTRIX. 

G: ( 4) u ( 11), al salir de GMPRIX. 

DELTA, RDELTA: ( 5), al salir de DELTAM. 

TMAT: ( 6) 6 ( 12) , al salir de TMTRIX. 

En el caso de indices mixtos posici6n- momento angular, 

éstos se han anidado como sigue
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L= 0 L= 1

M= 0 M=- 1 M= 0

Disps. 1 a NUMSC bis tris

L= 2

M= 1 M=- 2 p=- 1 . . . 
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Instructivo Para el Uso de los Programas. 

Este instructivo se aplica por igual a los cálculos

k- K y k- T. 

Tarjeta Formato y Contenido

No. 

1 ( 2I2), IFILE, ISAL. Número de los archivos de entrada

y de salida, respectivamente. Si son 0, la lectura es

de tarjetas ( IFILE = 5) y la salida es por impresora

IFILE = 6) 

2 ( 2A6). NOMBRE( 1), NOMBRE( 2). Titulo alfanumérico. 

3 ( 3X, F10. 6, 10X, 4I3, 3F10. 6, 15, L1, I4) 

AO constante de malla del cristal ( bohrs) 

LSS t máxima para la que se proporcionan corrimientos

de fase. 

LMS t máxima en expansiones multicLntricas. 

NPH número de energías y de corrimientos de fase por

cada Q

NUMSC número de dispersores en el cúmulo. 

EMIN cota inferior del intervalo de energía ( Rydbergs). 

EMAX cota superior del intervalo de energía ( Rydbergs). 

EDELTA incremento " grande" para recorrer el intervalo

de energías ( el " chico" se fija como . 001 x EDELTA). 

Rydbergs). 

ATOCEL número de átomos por celda unitaria de la es- 

tructura. 

4 ( 8F10. 6) coordenadas cartesianas de ro en unidades de
A0. 



105 - 

Tarjeta Formato y Contenido

No. 

5 ( F10. 8). LSS + l tarjetas. Factores de escala para

los corrimientos de fase. 1 si se dan como 0. 

6 ( 8F10. 6) NPH valores de energía para la tabla de

Qt( E). ( Rydbergs). 

7 ( 8F10. 6) LSS + 1 juegos de tarjetas, cada uno con NPH

corrimientos de fase correspondientes a las ener- 

gías de 6; orden creciente det . 

8 ( 8F10. 6) NUM SC tarjetas, cada una con las coordenadas

de un dispersor ( unidades de AO). 

Descripción del Resultado de los Cálculos. 

En distintos puntos del programa se producen los tiempos em- 

pleados para llegar a ellos. Se reproduce toda la información

leida en tarjetas; los corrimientos de fase se proporcionan en

forma tabular. 

A cada energía, se proporciona el valor de la energía y n( E) 

y resultados conexos: ReD, ImD, n( E), N( E). Los cálculos k - K

proporcionan la matriz K, y los cálculos k- T la diagonal de

ImG+ . 
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Resultados y Conclusiones. 

Se presenta a continuación un resumen de resultados obténi- 

dos al calcular densidades de estados y matrices K y G de cúmu- 

los pequeños de átomos de metales. Siguiendo las ideas del mé- 

todo de cúmulos para el estudio de estructura electrónica de me- 

tales líquidos, hemos ubicado los dispersores en sitios de la ma

lla cristalina del sólido. Hemos comprobado la invariancia del

resultado ante transformaciones unitarias. Los cálculos hechos

con un solo dispersor en el origen de coordenadas coinciden, 
como

deben, con un resultado exacto obtenido de la suma de Priedel. El

objetivo de nuestro estudio ha sido investigar la convergencia en

espacio y en momento angular de la teoría de Lloyd aplicada al mo

delo de cúmulos de Keller como se ha expuesto antes. Todos los

cálculos que se resumen se realizaron en la computadora Burroughs

B6700/ 7700 del CSC de la UNAM. 

Hemos estudiado la densidad de estados de un cúmulo de Au, 

formado por un solo dispersor en distintas posiciones, 
progresi- 

vamente más alejadas del origen, con el programa basado en T. En

contramos que la convergencia en LMS baja enormemente al alejar

el dispersor del origen, requiriéndose valores superiores a 5

cuando el dispersor está a más de 3 celdas del origen. Sin embar

go, a esa distancia, la densidad de estados es menor que la del

origen en un orden de magnitud, y comparable a la de electrones

libres; ello se presenta desde que la distancia es 2 celdas. 

Nuestros resultados sugieren la conclusión de que, para metales de

transición, es necesario usar al menos 2 capas de vecinos en un

cálculo de densidad de estados, pero que posiblemente sea innece- 
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sario incluir dispersores más alejados que la tercera capa de ve- 

cinos. El programa basado en K tiene una convergencia en LMS no- 

tablemente superior, lo que sugiere su uso en cálculos en cúmulos

grandes. 

En sistemas de dos dispersores de Au encontramos resultados

similares a los de la fórmula exacta de Lloyd ( para una revisión

general, v.(
36)), 

aunque a un costo en tiempo de computaciSn mu- 

cho más alto. En general, se requieren valores grandes de LMS a

menos que los dispersores sean primeros vecinos en la malla cris- 

talina. La anchura de la banda d que encontramos es intermedia

entre la de cálculos de bandas relativistas (
40) 

y no relativis- 

tas( 41), lo que básicamente se debe a que usamos una teoría no

relativista con un potencial en que los " cores" atómicos han si- 

do tratados relativistamente(
42)'( 43), 

como se discute en detalle

en (
44). 

Los cálculos basados en K tienen nuevamente mejor con- 

vergencia en LMS que los basados en T. 

Hemos usado los programas basados en K para investigar tam- 

bién el comportamiento de la misma matriz K en la representación

de momento angular, concentrándonos en los elementos d( L= 2) de

su diagonal, la cual representa su promedio esférico, en siste- 

mas de 2 dispersores. Encontramos que la convergencia en LMS de

estos elementos de matriz es muy superior a la de la densidad de

estados. Si ésta se construye básicamente con el determinante de

K, hay que entender que el efecto se debe a la baja convergencia
de los elementos no diagonales de K. 

La convergencia espacial de K es, por lo menos, curiosa. 

En cúmulos que sólo difieren entre sí por la distancia entre
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dispersores, se obtienen curvas similares para K2m2m( E), pero pa- 

ra distintos valores de m. Hemos descartado la posibilidad de

que esto sea un artificio del cálculo debido a las orientaciones

de los cfunulos, pues en todos los cálculos con 2 dispersores éstos

se situaron en el mismo eje de coordenadas, excepto en una prueba

inicial ( y positiva) de invariancia ante rotaciones. 

En cirmulos de At hemos obtenido resultados similares a los

anteriores, con la ventaja de que LSS es 1 y no 2, y de que la

convergencia en LMS es notablemente mejor que en Au, al menos a

las energías con que trabajamos. En principio, no hay diferencias

importantes con otras regiones de energía, pues los corrimientos

de fase de AL no tienen saltos ni cambios abruptos entre 0 y el

nivel de Fermi, cosa que sí ocurre en Au. 

Los resultados, usando tanto K como T, señalan una convergen- 

cia muy rápida en LMS: el resultado con LMS = 2 representa ya

todas las características de los de valores superiores de LMS , 

si bien es llamativo que los resultados de K s6lo coincidan en su

forma general con los de T. Unos y otros se aproximan bien a cál- 

culos hechos con la fórmula exacta. 

Cuando la energía es semejante a . 03 Ry, encontramos un pico

muy agudo en la densidad de estados, que se halla también con la

fórmula exacta. No encontramos huellas aparentes de este pico en

los espectros de rayos X suaves(
45). 

Ello puede deberse a que el

experimento no lo detecte por ser demasiado ancha la ventana o por

ser baja la convoluci6n de la densidad de estados entre esta ener- 

gía y el nivel de Fermi, o bien puede deberse a que se trate de un

artificio del cálculo de corrimientos de fase. En todo caso, este
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pico se presenta a energías demasiado bajas para tener interés

en el estudio de materia condensada y prácticamente no contribu- 

ye a la densidad integrada de estados. 

La diagonal de la matriz R para cúmulos de A! de 2 disper- 

sores presenta una convergencia en LMS superior a la observada

en Au. Al menos a 4 cifras significativas, la calculada con LMS = 2

es idéntica a las de valores mayores, 
hasta 5 cuando menos. 

Calculamos la parte imaginaria de la diagonal de la matriz

G+, analizada por dispersor y momento angular, 
para ver cuántas

capas exteriores de vecinos se requieren para que ImG+ 
tenga el

mismo valor en dos capas sucesivas dentro del cúmulo, que es tan- 

to como preguntarse cuántas capas de átomos representan a un ma- 

terial condensado, en el que ImG+ debe ser independiente de la po- 

sición del dispersor. 

Los cúmulos que utilizamos son lineales, de hasta 9 disper- 

sores. Esto introduce un error importante, pues la proyección de

esféricos armónicos de dispersores alejados del origen es defi- 

ciente; no se puede remediar esta situaciSn sino aumentando el

valor de LSS, e introduciendo corrimientos de fase adicionales. 

Hemos procedido sin esta mejora, y los resultados han sido sufi- 

cientemente claros como para hacerla innecesaria. 

ImG+ es igual, dentro de un margen de . 1 a 5%, según el valor

de L, para el dispersor interior de un cúmulo de 3 dispersores y

para los dispersores interiores de uno de 5 dispersores. En un

margen de 2. 5 a 5%, son iguales entre si los elementos de ImG+ 

de dispersores interiores de sistemas de 5 y 7
dispersores. El

cúmulo de 9 dispersores que estudiamos queda muy mal
descrito por
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nuestro cálculo. No hemos separado el efecto que en ello tengan

el número de dispersores del cúmulo y la distancia de dos mal des

critos al origen ( unos 20 bohrs). Notamos que en general todos

los dispersores interiores dan los mismos elementos de ImG+, cual

quiera que sea el número de capas de vecinos que se describe. 

Desde este punto de vista, basta con tomar 2 capas de átomos, o

en todo caso 3, para obtener cantidades representativas del seno

de un material condensado. En 3 dimensiones, y en las estructu- 

ras cristalinas comunes, esto da de 7 a 18 dispersores. Esta es

una validaci6n nueva g independiente del método de cúmulos para

metales. 

Los trabajos más inmediatos para continuar éste serian adap- 

tar nuestros programas para, por un lado, calcular secciones trans- 

versales y amplitudes angulares de dispersi6n y, por otro, hacer

análisis espaciales de densidad de carga, 
información químicamente

muy valiosa en ambos casos. La Dra. Carmen Varea ha desarrollado

un formalismo en aritmética real que posiblemente permita dismi- 

nuir enormemente el tiempo de computadora que actualmente se re- 

quiere para estos cálculos. 



Conclusiones. 

1) La convergencia espacial es tal que podemos asegurar qué se

requieren cuando menos 2 capas de dispersores, pero que en

general los efectos de cuartos vecinos en adelante son des- 

preciables, para calcular n( E). 

2) Para calcular n( E) puede ser necesario acudir a valores muy

altos de LMS, especialmente en la vecindad de resonancias y

fenómenos similares. Ello requiere de un tiempo de computa- 

dora excesivo y es preferible calcular n( E) con la fórmula

exacta de Lloyd. 

3) Se pueden hacer confiablemente cálculos de matriz K a baja

LMS, quizá con la intención de hacer cúmulos de cúmulos. 

4) La matriz ImG+ tiene buena convergencia espacial: 
esencial- 

mente son iguales entre si los dispersores interiores de un

cúmulo, y diferentes de los exteriores. Se requiere tener

precaución con los dispersores muy lejanos del origen. 

5) La convergencia espacial de ImG+ demuestra que los átomos

interiores de cúmulos de tan pocos como 3 dispersores exhiben

una situación similar a los del sólido ( ImG+ relativamente

independiente de la posición); esto es una validación nueva

del método de cúmulos para metales. 
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Tabla 1. 

Densidad de estados de un cúmulo de 1 dispersor de Au en

3. 8469, 0, 0). 

Cálculo k - T. 

n ( E) 

E( Ry) 1 Disp. en 0 1 Disp. en ( 3. 8469, 0, 0) 

exacto) LMS = 3 LMS = 4 445 = 5

62 18. 57 13. 82 17. 53 18. 40

63 19. 97 15. 01 19. 01 19. 82

64 21. 37 16. 34 20. 55 21. 24

65 22. 73 17. 85 22. 16 22. 64

66 23. 99 19. 61 23. 78 23. 96

67 25. 07 21. 74 25. 32 25. 11

68 25. 92 24. 50 26. 77 26. 05

69 26. 42 28. 32 27. 95 26. 65

70 26. 62 34. 20 28. 86 26. 95

71 26. 42 43. 51 29. 34 26. 84

72 25. 90 56. 63 30. 00 26. 40

73 25. 08 65. 78 28. 97 25. 63

74 24. 02 62. 99 28. 12 24. 61

75 22. 82 53. 52 26. 93 23. 42

76 21. 51 42. 71 25. 48 22. 10

77 20. 19 33. 53 23. 90 20. 77

78 18. 87 26. 79 22. 27 19. 42

79 17. 61 22. 13 20. 68 18. 15

80 16. 42 18. 84 19. 17 16. 93



Tabla 2

Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispersor en

11. 54, 0, 0). Cálculo k - T. 

E ( Ry) n ( E) 

LMS = 3 LMS = 4

62 4. 69 6. 88

63 4. 60 7. 26

64 4. 43 7. 68

65 4. 18 8. 17

66 3. 82 8. 73

67 3. 36 9. 38

68 2. 77 10. 15

69 2. 12 11. 01

70 1. 46 11. 91

71 0. 92 12. 62

72 0. 62 12. 88

73 0. 64 12. 53

74 0. 94 11. 70

75 1. 42 10. 70

76 1. 96 9. 74

77 2. 47 8. 93

78 2. 92 8. 26

79 3. 30 7. 74

80 3. 61 7. 32



Tabla 30

Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispersor en

19. 23, 0, 0). cálculo k - T. 

n( E) 

E ( Ry) LMS = 3 LMS = 4

62 4. 20 4. 54

63 4. 09 4. 57

64 3. 96 4. 57

65 3. 80 4. 52

66 3. 64 4. 39

67 3. 50 4. 16

68 3. 39 3. 81

69 3. 33 3. 34

70 3. 33 2. 77

71 3. 39 2. 22

72 3. 49 1. 86

73 3. 60 1. 81

74 3. 71 2. 09

75 3. 82 2. 59

76 3. 91 3. 14

77 3. 99 3. 62

78 4. 05 4. 01

79 4. 11 4. 30

80 4. 16 4. 50



Tabla 4. 

Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispersor en

26. 94, 0, 0). Cálculo k - T. 

E n ( E) 

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

LMS = 3

4. 23

4. 18

4. 09

3. 99

3. 87

3. 79

3. 73

3. 73

3. 77

3. 84

3. 93

4. 02

4. 08

4. 13

4. 17

4. 21

4. 24

4. 27

4. 28

LMS = 4

4. 02

4. 10

4. 16

4. 21

4. 20

4. 16

4. 06

3. 91

3. 73

3. 58

3. 48

3. 58

3. 73

3. 91

4. 12

4. 26

4. 36

4. 42

LMS = 5

4. 21

4. 07

3. 91

3. 75

3. 59

3. 48

3. 41

3. 38

3. 37

3. 38

3. 40



Tabla 5. 

Densidad de estados de cúmulos de Au de 1 dispersor en

X, 0, 0). Resultados de máxima LMS de las tablas 1 a 4. 

cálculos k - T. 

E

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

X = 3. 85

18. 40

19. 82

21. 24

22. 64

23. 96

25. 11

26. 05

26. 65

26. 95

26. 84

26. 40

25. 63

24. 61

23. 42

22. 10

20. 77

19. 42

18. 15

16. 93

n( E) 

11. 54

6. 88

7. 26

7. 68

8. 17

8. 73

9. 38

10. 15

11. 01

11. 91

12. 62

12. 88

12. 53

11. 70

10. 70

9. 74

8. 93

8. 26

7. 74

7. 32

19. 23

4. 54

4. 57

4. 57

4. 52

4. 39

4. 16

3. 81

3. 34

2. 77

2. 22

1. 86

1. 81

2. 09

2. 59

3. 14

3. 62

4. 01

4. 30

4. 50

26. 94

4. 21

4. 07

3. 91

3. 75

3. 59

3. 48

3. 41

3. 38

3. 37

3. 38

3. 40



Tabla 6. 

Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispersor en

3. 8469, 0, 0) y en ( 5. 44, 0, 0). Cálculo k- K. 

E ( Ry) 

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

3. 8469

LMS = 3

4E=. 01 AE= 10- 5

15. 418 16. 207

17. 107 18. 006

19. 040 20. 089

21. 266 22. 466

23. 781 25. 109

26. 547 28. 022

28. 862 31. 005

32. 491 33. 963

35. 289 36. 494

37. 497 38. 353

38. 879 39. 190

39. 149 38. 878

37. 507

36. 474

5. 44

LMS = 3

4E = . 01 AE = 10- 5

13. 828 14. 573

15. 441 16. 318

17. 350 18. 411

19. 635 20. 905

22. 347 23. 838

25. 527 27. 306

29. 256 31. 267

33. 510 35. 883

38. 482 41. 198

44. 313 47. 651

51. 437 55. 366

59. 218 62. 579

63. 836

60. 686 56. 301

LMS = 6

AE 01 AE= 10- 5

18. 283 18. 972

19. 706 20. 400

21. 143 21. 852

22. 577 23. 266

23. 937 24. 552

25. 137 25. 686

26. 140 26. 513

26. 813 27. 063

27. 180 27. 203

27. 135 26. 994

26. 751 26. 423

25. 550

24. 460

23. 862 23. 196



Tabla 7. 

Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispérsor en

3. 8469, 0, 0). Cálculo k - K

E( Ry) n( E) 

LMS = 3 LMS = 5 LMS = 6

62 15. 416 18. 405 18. 553

63 17. 104 19. 821 19. 956

64 19. 034 21. 242 21. 352

65 21. 256 22. 648 22. 721

66 23. 768 23. 968 23. 988

67 26. 530 25. 115 25. 068

68 29. 506 26. 053 25. 929

69 32. 468 26. 653 26. 445

70 35. 267 26. 946 26. 653

71 37. 478 26. 830 26. 462

72 38. 869 26. 385 25. 955

73 39. 152 25. 612 25. 166

74

75 36. 505 23. 398 22. 917

76 34. 005 22. 085 21. 609

77 31. 193 20. 750 20. 289

78 28. 290 19. 408 18. 969

79 25. 537 18. 130 17. 715

80 23. 002 16. 912 16. 524



Tabla 8. 

Densidad de estados de un cúmulo de Au de 2 dispersores en

2. 72, 0, 0) y (+ 5. 44, 0, 0). Cálculo k - K. 

E ( Ry) n ( E) 

2. 72

LMS = 4 LMS = 4

63 22. 176 18. 461

64 23. 570 20. 837

65 23. 950 23. 199

66 23. 532 25. 221

67 22. 187 26. 892

68 22. 268 28. 675

69 22. 198

70 34. 539 49. 527

71 22. 340 39. 762

72 26. 046 39. 362

73 31. 201 39. 952

74 20. 325 38. 561

75 21. 724 36. 132

5. 44

LMS = 6

22. 761

23. 731

24. 565

25. 553

23. 331

25. 418

24. 644



Tabla 9. 

Diagonal " d" de la matriz K de un cúmulo de Au de 2 disperso- 

res en (+ 2. 72, 00). 

KLL (
2 2) 

E( Ry) m=+ 2 m=+ 1 m= 0

62 217 354 588

63 174 401 683

64 099 457 810

65 061 524 1. 009

66 696 606 1. 544

67 577 709 2. 220

68 728 841 911

69 494 1. 016 1. 302

70 430 1. 513 2. 099

71 138 217 956

72 058 2. 219 2. 751

73 253 3. 982 4. 935

74 530 319 4. 919

75 1. 086 65. 753 7. 477



Tabla 10

Diagonal " d" de la matriz K de un cGmulo de Au de 2 disper- 

sores en (+ 5. 44, 0, 0) 

E ( Ry) 

65

66

67

68

70

72

74

m=+ 2 0

LMS = 4 LMS = 6

2447 2447

3464 3464

4704 4704

6260 6263

3623 3655

2. 1799 2. 1834

6. 7716 6. 8146

KLL ( Q= 2) 

m = + 1

LMS = 4 LMS = 6

6275 - . 6275

7252 - . 7252

8458 - . 8458

9994

1. 4837 - 1. 4844

2. 6136 - 2. 6174

6. 5788 - 6. 6281

m = 0

LMS = 4 LMS = 6

1574 1574

1465 1465

1335 1335

1174 1173

1971 1974

0940 0947

1. 1000 1. 0871

Tabla 11. 

Densidad de estados de un ctmtulo de AC de 2 dispersores en

5. 40, 0, 0). Cálculo k - T. 

E ( Ry) n (E) 

01

02

03

05

07

09

LMS = 2

AE 02 AE= 10- 5

10. 068

LMS = 3

AE _ . 02 AE = 10- 5

10. 070

2. 441 2. 463

2. 891 3. 311 2. 931 3. 371

2. 988 2. 649 3. 070 2. 658

2. 525 2. 280 2. 658

LMS = 4

AE=. 01 AE= 10- 5

10. 075

6. 680 4. 432

3. 415



Tabla 12. 

Densidad de estados de un cúmulo de Ak de 2 dispersores en

2. 70, 0, 0). Cálculo k - T. Resultados seleccionados para

comparación. 

E ( Ry) 

n( E) 

n ( E) 

AE = 5 x 10- 3

LMS = 2 LMS = 4
6

LMS= 5, DE= 5x10- 

01 6. 264 6. 267 6. 266

02

11. 573

4. 345 4. 345

03 151 150 : 150

04

035

1. 948 1. 948

05 2. 013

1. 948

2. 016

Tabla 13. 

Densidad de estados de un cfunulo de AL de 2 dispersores en

2. 70, 0, 0) . Cálculo k- T con LMS = 5. 

E( Ry) n( E) 

AE = 5 x 10- 3 4E = 5 x 10- 6

010 8. 352 6. 266

015 4. 545 2. 931

020 11. 573 4. 345

025
1. 036! 

030 50. 002 150! 

035 170! 195

040 030! 1. 948

045 1. 990 1. 975

050 2. 023 2. 016

055 2. 069 2. 069

060 2. 125 2. 131



Tabla 14. 

Densidad de estados de un cúmulo de AR de 2 dispersores en

2. 70, 0, 0). Cálculo k - K. 

E ( Ry) n ( E) 

10. 070

03

LMS 3 LMS 4

05

AE = . 02 áE = 2 x 10- 5 AE = . 02 AE = 2 x 10- 5

03 24. 411 25. 554 24. 441 25. 554

05 2. 016 2. 016

07 2. 236 2. 348 2. 237 2. 348

09 2. 545 2. 550 2. 545 2. 550

11 2. 706 2. 694 2. 707 2. 695

Tabla 15. 

Densidad de estados de un cúmulo de AR de 2 dispersores en

5. 40, 0, 0) . Cálculo k - K. 

E ( Ry) n ( E) 

LMS = 2 LMS = 4

DE = . 02 AE = 2 x 10- 5 ¿ E = . 02 AE = 2 x 10- 5

01 10. 068 10. 070

03 5. 115 2. 441 5. 125 2. 464

05 2. 891 3. 311 2. 933 3. 373

07 2. 989 2. 650 3. 075 2. 763

09 2. 526 2. 281 2. 670 2. 459

11 2. 300 2. 191 2. 517 2. 449

13 2. 263 2. 207 2. 566 2. 557

15 2. 297 2. 255 2. 696 2. 704



Tabla 16. 

Densidad de estados de un cúmulo de Ak de 2 dispersores en

11. 46, 0, 0). Cálculo k - K. 

E ( RY) 

4

AE = . 02

n ( E) 

12. 521

6. 230 1. 645

LMS 2 LMS = 3 LMS = 4

AE=. 02 a= 2x105 AE=. 02 4E= 2x105 4E=. 02 AE=
2x105

01 13, 155 13. 251 13. 253

03 6. 303 898 6. 628 1. 458 6. 655 1. 531

05 1. 123 1. 451 1. 979 2. 630 2. 144 2. 905

07 937 328 2. 398 2. 041 2. 788 2. 545

09 038! 453: 1. 802 1. 437 2. 422 2. 175

Tabla 17. 

Densidad de estados de un cúmulo AR de 2 dispersores en

19. 09, 0, 0). 

E ( Ry) n ( E) 

LMS = 2

DE = . 02 4E = 2 x 10- 5

01 11. 332

03 2. 706 - 3. 709: 

05 - 3. 900 ! - 2. 969

07 - 1. 496 ! - . 319

LMS = 4

AE = . 02 AE = 2. x 10- 5

12. 521

6. 230 1. 645

1. 488 1. 617

825 034



Tabla 18. 

Diagonal de la matriz K de un cúmulo de ASC de 2 dispersores

en (+ 2. 70, 0, 0). LMS = 3 y LMS = 4 ( coinciden). 

E ( Ry) KLL

Tabla 19. 

Diagonal de la matriz K de un cúmulo de ASC de 2 dispersores

en (+ 5. 40, 0, 0). LMS = 2 y LMS = 4 ( coinciden). 

E ( Ry) 

C = 0 k = 1

m= 0 m=+ 1 m= 0

01 3. 4380 4581 0230

03 0192 8147 0498

05 5. 5417 3730 1089

07 4. 2010 4954 1475

09 3. 3633 5972 1829

11 2. 7817 6757 2152

Tabla 19. 

Diagonal de la matriz K de un cúmulo de ASC de 2 dispersores

en (+ 5. 40, 0, 0). LMS = 2 y LMS = 4 ( coinciden). 

E ( Ry) KLL
k = 0 k = 1

m= 0 m=+ 1 m= 0

01 6. 7714 2821 0218

03 4. 2227 8757 0571

05 2. 6067 1. 1602 0844

07 1. 8521 1. 3067 1037

09 1. 3793 1. 3098 1164

11 1. 0395 1. 2308 1240

13 8029 1. 1192 1272

15 6316 1. 0013 1271



Tabla 20. 

Diagonal de la matriz K de un cúmulo de AQ de 2 dispersores
en (+ 11. 46, 0, 0). LMS = 2 y LMS = 4 ( coinciden). 

E( RY) KLL

R = 0

C = 0 R = 1

m = + 1

M = 0 m=+ 1 m= 0

01 3. 7167 1. 1948 0176

03 1. 2223 1. 9239 0293

05 2896 1. 2301 0261

07 0605 7385 0178

09 0682 4090 0099

11 1135 2097 0042

13 1363 1085 0011

15 1350 0721 0. 0000

Tabla 21. 

Diagonal de la matriz K de un ctamulo de Ak de 2 dispersores
en (+ 19. 09, 0, 0). LMS = 2 y LMS = 4 ( coinciden). 

E ( Ry) KLL
R = 0

M = 0 m = + 1

01 1. 4779 1. 9288

03 0326 6990

05 2155 0476

07 1524 0888

09 0500 1605

11 0180 1315

13 0322 0724

15 0451 0341

R = 1

m = 0

0106

0045

0001

0006

0015

0013

0006

0001



Tabla 22. 

Diagonal de la matriz ImG+ de cúmulos de AL de NUMSC disper- 

sores en (+ X, 0, 0). 

E = . 7 Ry

NUMSC Q m

3 0 0

5

7

1 + 1

1 0

0 0

1 + 1

1 0

0 0

1 + 1

1 0

X = 0

8862

6357

7340

8491

6744

7337

8687

6497

7337

ImG

X = + 5. 40

8298

6980

7282

8774

6427

7338

8531

6694

7337

X = + 10. 80 X = + 16. 20

8335

6930

7282

8729 . 8346

6452 . 6886

7338 . 7282



Figuras. 

1. Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispersor á

3. 8469 bohrs del origen. 

Curva No. Calculo tipo LMS

1 k - T 3

2 k - K 3

k - T 5

3 k - K 5

exacto

2. Densidad de estados de un cúmulo de Au de 1 dispersor a

26. 93 bohrs del origen. 
Calculo k - T. 

Curva No. LMS

1 3

2 4

3 5

3. Densidad de estados de un cúmulo de Au de 2 dispersores

con coordenadas (+ 5. 44, 0, 0) LMs = 4, ro entre los dis- 

persores. Cálculo k - T. 

Curva No. Iroj, bohrs

1 . 3535

2 . 7071

3 1. 5000



4. Densidad de estados de un cúmulo de Au de 2 dispersores en

X, 0, 0) . ro = 
0. Cálculo k - T. 

Curva No. X( bohrs) LMS

1 2. 72 4

2 2. 72 6

3 5. 44 4

4 5. 44 6

5 11. 54 4

6 11. 54 6

5. Densidad de estados de un cúmulo de Au de 2 dispersores en

5. 44, 0, 0). Cálculo k - K. 

Curva No. LMS

1 4

2 6

6. Elementos " d" de la diagonal de la matriz K de un cúmulo de

Au de 2 dispersores en (+ 2. 72, 0, 0). 

Curva No, m

1 + 2

2 + 1

3 0

7. Elementos " d" de la diagonal de la matriz K de un cúmulo de

Au de 2 dispersores, en (+ 5. 44, 0, 0) 

Curva No. m

1 + 2

2 + 1

3 0



8. Densidad de estados de un cúmulo de A2 de 2 dispersores en

2. 70, 0, 0). LMS = 2. Cálculo k - T. 

Curva No. AE

1 . 01

2 10- 5

9. Densidad de estados de c1mtulos de AZ de 2 dispersores en

X, 0, 0). LMS = 4. Cálculo k - K. 

Curva No. X( bohrs) 

1 2. 70

2 5. 40

3 11. 46

10. Listado del programa descrito en la sección IV. 2. 
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1, 511T LIST 311- GLE
S1= T LIALI1lFU
RLSLT FI. EL

F11 -L 7= FILE7, U' 11T= I: I:, K, RLCGuU= 14, FfLrrCY. 114( = 3U, l INKHCRD

Ll1GICNL lifYCDT
Cu' 1F' LLX ZLPU, IJAl) A, CUYIr) LT P12I
rt)rtllUrl/ Ur+[ PU' J/ R1E ;, PIrZEHO ' IADA, Pio, F' I2?, AU3EI:

pI4/ 12, 56637061/ 
DATA PI/ 3. 141592654/, ZERU/ t0., 1.)/ NADA/ f)., 0. 1) 

CU' IPLEX GLIAS GE

GÚWPLEXAG,, FDEI TÁ, XDÉLT(
90 Á. TMAT(

9UrQt1) 

PEAL KS5
COMflOH/ ARItEG/ YS3( 90) rG( QOrr70) rDELTA ( 90, 90),

XDELTA

1( 9U 90) TIIAT( 9U, 9U), AKSS( 90) 

REAL , K!(

I1t
LCO^ i11UNLRJA/ EIIEIiGY, Lt+IN, EIIAX, EDELTA, KAPA, Y.KXrCOMDET, HAYCDT

INTEGER ATOCELCUMt1Ut;/ ENTEHO// NUMSC, LSS, LtOS, N1, N2, AO, JOE., ATOCEL, NE, LSSItLMSI
REAL LX LY, LZ
COMMolijOSIC/ LX( 20), LY( 20) tLZ( 21) , ROM

IMi DLNSON NOMBRE( 2 CF ))# 

I PSHIFT( 2Uz, P0' 1( 90 rPrt( 1Or90) rE( 90) 

I DIMENSION F ARAG( 1U

FORIIAT J//) FORMA TT ' CALCULATION OF THE DENSITY OF STATES FOR
1I03 ' $ CCAT ERER^ IN ' 2A6) 

FORAAT5/,
T t1AXYMUM SINGLE SITE PHAS SHIFT=' z03) 

FORMAT /// ' ENERGGY REGION: EMIN= , F12. 8, Ér- AX° 

WITH STEN EDELTA= 1, F12. 8) 
1FORIIAT jj2) 

FORMATA6FURf1AT,2jIO. o, 4I3r3F1U16 j5rL1) 
FORFIAT VALUE OF Lr1S IS rÍ3) 

FORIIAT IF9 10. 8) 

FÚRÍIÁT
FI6 6) 

III USED IN CAL üLATIpN WITII ggCFz
FORrIAT PHASEE§. IIIIFT USED IN CALFULAp771IOFJ WIITtt P9CF= 
FORfiA (" ENERGY S—P ASESNIfT P—PHSHFT

TT )) 1FORHAT gFIIOP ION OF" SCATTERE R ' / ' tYÚBERGS

COFIPLE X t)F' , 

F12. 8, 

F7. 4) 
7•)

PftASESH

LY LZ' 

FORMA S" FOR ENRGY= r F12. 
FORMAT FFUR L=', I3 ' SINGL ITE pNASESfi FT= '. F10. 4, 

K - MAT IX= ', F10 4

1Ft RHpTT( TTIrtE II J UEppNDS IS ' F8 2i

FURWA:T( Fil 5 A F 1. 5, F12. S, F16.) 
FURtiAT( ( F4 , 1XjFURtiA1T SS CACCULA 1011 1 Ttl r ATOF' S// UACEEL ") 

FURt1Aj5" ORIGIN FOR TILE CLT R SET Aj A3F1.; 

FOR? 1A t" VOLUME PER ATOM S AO** 3) S , F 1. 

READ( 55 4 ) IFILE. ISAI
IF( ISAL $ b) ISALa6
IF( IFÍLC. L5. 0) IFILE=5
IF( TFILE. 11E. 5) REWIND IFILE
IF( SAL. NE. b) REWIIID ISAL
READ(tIIFjILE, 416 NOMBRE

READ( IFILEP417 Z. AO, R , LSS, LMS, NPH, NUFISC, EMIN, EMAX, EDELTA, ATOCEL
1 11AYCDT

AI222= 5o./( PI* PII) 
DC Cox 001* EDELTA
DGRNgE= DELTA

A03TETTCm 00 *

PATOCEL/(
AO** 3* tJUMSC) 

A 314N4P= Pt2ÍNtt* Áq** 3/ FLOAT( ATOCEL) 
R AD( jFIILE. 44100) Ro
NR I TE ( I $AL, 412 )' lIJ' tSC, 110' lBRE
RO( j)=RU( I)* AO

33WRITE( I3A1, 4112) Pu
NRITE( ISAL, 41111ATOCEL
OWITF ISAL, 4113 AU* AU* Ao



750u

7bi; 0
770o
7900

791 P
8000

81o0
82ce
83on
84UO

8500
8600
8700
8800

8900

9200
9300
9400
9500
9bun
9700
9800
9900

10000
10100
10200
10300

10400
losoo
10600
10700

Ó900
11000
11100
11200

11400
lison

11600
11700

11800

11900
12000
12100

12200
12300
12400
12500
12t>o0

127uo
12800
1290n

13ooc

1311, 0
12oo
1 300
1 41, n
135oo
13bun

13Kiió
13900

14000

141un

142uc
1430n
1440o

14500

14(Í u
1480o
14Qun

ISoOu
15fon
152u1
153un

154(>0

IRI TE I3ALr1131LS3
JRITE ISALP418 LM3

1• JRITEIgAL 411
JRITE ISALr4111 E1'1IIJ E' IAX, EDELTA
IJE=( E' AX- L11IIJ)/ EhFt4, A+ 1
tJ11= 111, ISC*(( SS+ 1)*` LSS+ 1)) 

1J2= SLi1Si1 * L!' St1
tJ3= L53+ 1 * LOS+ 1

JQE= u

1JJUL= 0ggo+ 
Dd I LIi=1, LS31

READ( IFILE 419) 3CF)( LIT) 
IF(

TSTCFff(

JLLCITS.
E0. 0. SCF( LIT)= 1. 

2 RÉÁDf ÍFILE, 4110p0p)( E( I), I= ltNPH) 

DO 3 LIT= I, LSS1
3 READ( IFILE, 4100)( PH( LIT, I), I= 1, NPH) 

DO 5 LIT= I, LSSI
r o 5 I= I, IJPH

5 Pt1( LIT, I = PIJ(

LI119
T, I)* SCF( LIT) 

WRITE ISALP411
WRITE ISALP410 ) SCF(( 1)) 

IF( LS GT. 0) WR TE( ISAL, 1J102) SCF( 2) 
WRITE ISAL, 411
W RI

TT
E

I1IS1SAL;
410 ) 

7

WRÍTÉII IÁL. 411))
E( I) rPH( 1, I), PH( 2, I) 

9 WRTTEr(

IIISAL,
4105) 

LXAIDIII(
á_CX¡¡

Lt4l 00) LX( I), LY( I), LZ( I) 

LZ(

i1=
LZ( Í)* AO

1u WRIT ( ISA L, 4100) LX( 1) vLY( I)# LZ( I) 

Lt1S1= L! 15+ 1

r' Ii( 3, I) 

FJUh1P= O. 
KKX= O
CALL TIEMPU(' A ANGL') 
CALL ANGLE
CALL PUSDEL

CAJLLGYIEMU" . ANGL" ) 

K= 1

11 CuNTIAUE
IFSHAYCUT) GO TO 4
IF EIJERGY. GT EMAX) GO TO 12
WRITE( ISA(, lob) ENERGY
KAPA= SORT ( ÉIJERGY) 
CALL TIEMPO( " A KS3") 

n0 13 LIT= IrLSSI

ou 4I=I, NPIJ
14 PU' A I PH( LIT I) 

PS14F i(LIT)= IbTER PU1.1, E IJPrI EIJERGY) 
KSS( LIT')=- SIIJ(. PSII FT( LIS))/ r(COS( PSHIFT( LIT))* KAP

13 CutJTINUE
NAK= O

U lo LIT= I, L3S1
L2A11= 2* LI T- 1
DO lo t1L= 1, L211
DO 16 IJ3= I, IJUIISC
NAK=' JAK

lu Chll( 1T2+ÉI+I itj (>ÉIK3. 
Wi1 jTE( ILAL, 4115
DU 15 LIT= 1 L  1

1; cJItT E( ISnL, lJ1u ) l IT- 1, I- SNIFT( I. IT), h3S( l IT) 

CALL TIL11Pu(" n G") 
CALL G11TI: IX
CALL TI(. I' PD(" i! E G") 



55oc
56004114

57m) 6
58011
5900
bout) 

bloo

f) 20(" 
630n

64+)0 4
6501) 

6600
6700 CCC

6800
6900
6910
6920

6930
694017
695018

70oo

12

CCC

FORMAT ( I1, F9. 5, 7F10.` i) 
CuNT I' luL
CALL TILIIPU(" A T") 
CALL T tTPIX
CALL TIL11PU(" DE T") 
WRITE( ISAL, 411) 
CALL ESCHAT( JHAT,; 12R"' 1A

CALL TILMPU A ASIL ) 
CAL  ASIL

CALLDTIEMPO( 6 AS L") 
EL ARREGLO THAT HP IENE

T. K") 

A LA MATRIZ K DEL CUr1tJLO- 

WRITTE( I3AL, 411) 
IF( EDELTA. EO. UCFIICO) G() TO 17
EDELTA= LCHICO
GO TO 18
EDELTA= DGRtJDE
CONTINUE
ErJERGY= ENERGY+ EDELTA

WRITE I3AL. 411) 
WRITE ( 8 TIME( 2)/ b0. 

WR IISÁL; 41ITÍ
GO TO 11
CUNTIIJIJE
CALL TILMPO(" A UE1JS") 
CALL DEtiS
CALL TICMP( 1(" D. DEIJS") 
CALL EXIT
END
SUBROUTINE GMTRIX
EL ARREGLO G C014TIE14E AL PROPAGADOR G( 0) PARA CALCULAD K

COMPLE ZERU NADA
Comm orJ UM ROfJ/ RIEIJ, PI, ZERO, tJADA, PI4, PI22oA03ETC, PI2INV, A0316P

C0t1PLEX ESF, 11ANKEL
IrJTEGER C1, C2, SL
COMPLEEXX GRAS GE , ITRAN' 

COMFIUN/ ARREG/ GE( 90 90 GMAS( 90, 90) 
REAL KAPA, DETPEDETÍN, RSUM, OFRSUr", PI, ENERGY
INTEGER FSIGtI FYJ11P
CUMPLEX G, DEL fA, XLELTA, Tt
REA KS') 
CUMOtJ/ CtJERJA/ EIJERGY, EMItJ, ErIAX, EDELTA, KAPA, KKX
CUMI1orJ/ ENTERO/ NUlliC,`` 3S LMS 1J1 , N2, A0, OC

CUEMEfL11OtJ/ A1?RFG/ KTTSS 90)
T(

QurG
O90, 0 , DELTAI 0, 90), 

1CD'{ f1( 1j

AN690
UL/ zUSTHE( t29Ú), ft1212901, APHI( 290) 

REAL LX LY LZ
CUMt1ON/ OSÍC/ LX( 20) LY( 20) ILz( 20) 
IrJTEGER NUMSCpN LSS, Z, N1, I, J, K, L, NPH
REAL rJL, JL
COMPLEX Y
COMPLEX

AUC
C, StJC1, SUC2, A2C, S2C1, 32C2

DO 10 I= 1, tJ1
DU 10 J= 1 rJl

10 G( I, J)=(. r1 LX( u. o, 0. 0) 

C1= 0
C2= 0

CONST= KAPA* PI4
IOPL= 1
L1= 0

21 COUTI' 1111
111=- L 1

22 CutJT I NUE
L2= L1

31 CUOTI JIJE
801 IF ( L2. EU. L 1 )' IL=; 11

IF( L2. rIE. L1 2
LIAX= L1+ L2
LUTI= L2- 1 1
n12 1L

41 DU S") 1= 1, 11U' 1z3C
J
IF'(_

JIr!
I

F(
LL( J. r12) Aíi1> ( LII.
TI;IIIIS) G(STU

OU 05) J= 11, 1nJt1SC

E' 1. L2)) J1= 1+ 1
3() 



231uc
23200 IF( J. LO. I) GuT I 100
23300
23400

IF ( J GT 1) G,) TO 101
KF;=( 3- 13* t. 11t1SC+ I-( J*(• T+ 1))/ 2

23500 P= R 12( Kf:) 
23(3u0 THETA=-(,' 03TIIE( KK,) 
237oo FI= APIIIIKf.)+ PI
238un GUU TT_ 14I, 2
Mozz 9

o
1U1 KK - J1 jI+( 1- 1)* I1( 1' 1SC-( I* I- I)/ 2

R= R1TT2( KK) 
KK) 

24200 FIEAPIIÍ (
KY1)JL

2430n 102 CUNTIIJUL
z4400 1090 R = KAPA* P
24500 S2C1= tJAUA
24600 499 SUCI= 52C1
24 00 L3- LMI
24800 72 CONT1! 111(1, 
24900 HANKEMNL( L3, RI) )*( G, 1)** L3
25000 PARID=(- 1.)** L3

252oo 71 X= C( L1, 3z. 112 L1. 111 L3. t13) 
Aux= C( LL44I,

33rt1. 33L2p12
L3 IIV

22255530pU0
25508 ÍF( ARS( X). LT. 0. 001) FGÚTO 1699

R600
SUCI= IIAIJKEL* ESF* X + S' JC1

55700
2S9Ó0 1699 IF( Ab3( AUX) LT. 0. 001) GOTO 73

ESF= ESF* PAPIU260W00
oo S2CI= IIAIJKLL *[ SF * AUX + S2C1

2620n
2630o 73 CUNTIIJUL
Z64W00 M = t13+ 1

81oo IF( I13 GT. L3) GOTO

Moo 81

IG3wL3
1

7•) L3OTO2b6b800i GOTO

GF ;
GT. 01AX) 

27000 71) CONTINUE

2J2TJ2OO JCCC2= C2+ J
27300
274on

5
6

G( 1C1, JC2)= SUC1* CUIiST
G( JJC2, IC1)= 5201* Cu1IST

22 5o 108
CUNTIIJUE

2R08
2770A

b8

50
CUN 1r.,1IE
Coll IIJUE

22780oC901) riZ2Z=
C2+, JUI1SC

28000 IF( 112. GT. L2) GOTO 40
28100 GUTU 41
2820o 40 CONTINUE
283oo L2= L2+ 1
28400
285on

IF( L2 GT. LSS) GUT0 24
GOTU 11

28600 24 CONTI' JUE
28700 3u CUIJTINUL

8800 C1= CI+ IJUMSC
28900 C2= C1
290un r11= 111+ 1
29100 IF( I11. GT. J. 1) GOTO 23
29200

29300 GUTU 22
294u0 23 L1= L1+ 1
2950o IF( L1 GT. LSS) GOTU 20

129b00
2970(% 20

GUTQ
CUNT IIIIJL

299W) DO 9u I= 11111
29901) 90 G( 1. I)= 1, a1, a
300ot` DU 4{) 1= 1, t11
3Uluo ITU 140 J= 1, 111
302un 140 G' 1A5( I, J)= G( I, J) 
30300 OU 12u I= 1. ill
301,100 Du 1?,) J= 1. IJ1
305C1. 1e0 G( IIJ)= - G( I, J)* AK3S( J) 

30aon Do 130 I= 1, 141
3070r• 199 G ( T I)= 1 + G( I, I) 
30800 2500 FOP AT4/ X. 10F11 • 1) 
3uvnn 25U1 FURIIAT t I. l, c' F8., J3
310W, I3(, CU' JT 1 111L
311(, f) RCTUR 4
312ue F, J') 



31304 3041" UUTINL AIJ(; LC
311101, RLAL LX t. Y, LZ

PF31C/LX( 20), LY( 20), LZ( 20) 3151 n CU1110. I
ATOC31b;, n

317oo
IIiT-; 1. 
CO' 1! 1() li/ LNTERn/ IJi1rl;; C, ,; S, LMS 11J N2 AU. JnE ATOCEL

2 29US, AF' III 2no31K04
319Un

CO' 11W1/ ANG11LG/ CUSTOL 290 , p

FPI= 3. 1111592054
320ov K= 1
32lo0
3220o DG 50 1= I, N' IMSC
32300 J - I+ l
32400 I ( 1. GT. iIUItSC) GU TO SU
325on DO bu J= J1 NM-13C
32boo RX= LX( I)- LX J) 

RY=LYon (I) - LY J) 

H SURT(
I((

F): X* RX+ I)2Y* FiY+ RZ* RZ) 9oo

P00
3300o IF( RX) 1010# 1040, 1081) 
33luo
33200

lolu IF i1uY) 102u u2U, 1030
ATAIJ( RY/ RS(- PI

334n
1020 FI= 

FTYXTÁ, 1( HY/ RX)+ PII5vo103u
GUTU 1090

33600 1040 IF ( RY)) 1050, 1Ub0, 107c) 
33700 1050 FI= -u 5* PI
33800 GUTU 1090
33900 lobo FI= 0. 0
34000 GUTU 1090
341un, 1070 FI= u. S* Pl
342on GUTU 1090
343oo 1080 FI= ATARY/ RX) 

44un logo

CUNTI4IJ( 
TIIEjA= R'Z`/ f' 

333450n
30oo CC STtIM = THETA

349Ó0 R K+(
K)- I

Oon bu C N I U
3 100 50 CONTINUE

353oo ENDTURr1

SUBROUTINE GTGDA
55001;
5400

C SULU LLENENT03 DIAGONALES
boo
700

IFJTC[GER ATTGGE`` 
COSIJIOIJ/ ENTEROlNUMSC, L3S, Lr4S, N1, N2, A0, JOE, ATUCLL, NF55800 COMPLEX GF AS, GE

15900 CO' IPLE% G, DELTA, XDELTA, TMAT
S600o
36100

RLAL KSS
COMf101J/ ARREG/ KSS( 90), G( 90, Q0), DFLTA( 90, 9u), XUELTA

6200
6300

1 90 90) TMAT( 90 90), AK$$S( 90) 
COM ION/ ÁRWEGMU90, 90), GMA3( q0. 90) 

6400 COPIPLEX NADA, 304A
56500 DATA NADA /( u., 0.)/ 
MS6bOO LSSI= LSS+ I

DO 1 I= I, NUMSC

b9Ób KU, IA= NADA

700n WRITE(( 6, 410jjjjI
S71oo WRITE( 6, 4102) 

1736o DÓ 5 L, 1, LSS1
S7400

1. L+ L• 1
DU 2 J= I 141

S7500 S¡J f-•IAAT=^ EIIIAtf,( KK J)* G 1AS( J, K) 

7700 SU' IAE Á

AIOO)[•
1. 11- L , gI1MA

7800 K= K* 13Cj1IU
790o S CONT I T IL

MBoon 4 CONTTII, 0L
oo 1 CON TIIn1E

M8200 RETURW
OO

Moo
4100
410t

FURI IAT ( I X 2I3 2GI5 8
FOIJIATJ" SCAf TERÉR , 3 

í8500
i8604

4102
4103

FURIIAT( L 1" 1OXt G
FURISAT( 15X," OIAGGr1AL 1_ LEM rJTS OF G- I' ATRIX") i97n) FrJU



38801) SUB? OUTINE TMTRIX
89U0 CO' 4I' LEX ZERONULL

39000 CU' II10N/ UIIEROfI/ RIEH PIAZEROi tJULL, PI4, PI22, AO3ETCrPI2INV, A0311
391uI CUM, IUIJ/ EIJTEPO/ IJI1tIGC, LoSrLM5, tit , N2, AUrJOL
3921• 0 REAL KSS
393(i.) COtIPLCX G DELTA, XDELTArTMAT
SQ41PÚ CU' 411UU/ AHj2E'G/ F: S,( 70) rG( QUr90) L DELTA( 90r') 0) r

396dti ICU
LTA( 90, 90), T: IAT( 9u, 90), AKSS( 90) 

EX 11

397ci CO" IPLEX St1I`12# 303
39Rí( 0

99( Íu CALL TILMPU((" A Ct1; 1V") 

400U( 1 CALL GIjNV( G. t11, D, G) 
401604102 FORIIAT( U& T( 1- G(+)* h)= ", 2G15. R) 

4Ú20o CALL TILMPO( D CFI, JV") 

4030( 4100 FORMAT (] X 4M3 F
4040e CALL TIEt4POf" A DLTA ) 
40500 CALL DELTAI+ 
40600 CALL TIEIIPO(" D. ULTA") 

40700 DO 5 NC1á1. N2
40800 DO 5 UC2= 1rÚ2
40900 í1C3= 0
41000 St1M3=; IULL
4110o
41200
41300
41400 Do 81JC3= 1, N1
41500
41600 S1.11=111 -ILL
41700 DU IJC4e1 III
418009 SU'-12= 31* XDELTAQC4rtIC2) 

420005 TSÁT( tJC1M+
D) LTAr3Cj: 11C3)* AKSS( NC3)* SUt42

42100
42200 RETURN

42úúñ SUBROUTINE POSDEL
42500 COMPLEX ZERO 14AUA
4 600 COMFI0IJ/ UMEROÑ/ RjEtJrPI, ZERO, NADA, PI4, PI22, AO3ETC, PI2INV, A031
4270C REAL LX LY ÍCLLZ
42800 CO' 4tIUtJ/ POS/ LX( 20) rLY( 20), LZ( 20) rRo( 3) 
41J900
4 000 CO' 4MUN/ ENTERO/ NUMSC, LSS, LMS* NI, N2, A0, JOE
43100 REAL KSS
44200 COMPREA, LEX G, DELTA, XUELTA, TMAT

400 CoMt40N/ ARREG/ KSS( 90), G( 90, 90), DELTA( 90, 9O)# XDELTA( 90, 90), 
43500 1TIIAT( 90, 90) 
43600 INTFGER Cl C2
4 700 COM ION/ EIJEAJA/ EtJERGY, EMItJ, EtIAX, EDELTA, KAPA, KKX
4Soo LOGICAL, RNOO
42900 CUMM014 DEDELT/ TtIETA, FIrC1, C2, RIrRN00, FID( 20), TETAD( 20), RD( 2
44000
44100
44200 DO 6 II , IJUMS
44300 RX= RO( 1)-LX( I 
44400 RY: Ro 2 - LY(( I
44500 RZsR0 3- LI( I 
44600 RtJ00x T UE. 
44700 R= O) ( RX* RX+ RY* RY+ RZ* RZ) 
44800 IF R) lb, 7, 16
449007 CONT IIIIJE
4555000 RNO0= FALSE. 

45 ÚÓ1b ÍF((RU) 17 18 17
4530 18 IF( RY) 2221, 0

4540070 FIsPI* 0
45500 GO TO 21
4560022 FIs- PI* 0. 5
4570G GO TO 23
4580021 17I= 0
45900 GO Tá 23
4600017 CONTINUE
4blOO FI =AT AN( RY/ RX
462o0 IFSRX) 24, 23, 2
4630024 IF` RFF 320, 26, 2

4b5o 2 GO U 23
466002u FI_ FI- PI
4670n23 RI= KAPA* R
46R tin TIIETA= PZ/ P
i4b9on Gu TU 3u
47000 8 CO' JT I. PIL



471( Jr) R= O. 
472oo TIILTi, 
1173oo FI= O. 
471100 3„ FI1)( I)= F1
47500 TETAD ( I)= TIIETA
476tin RU( I)= R

477( JO 6 CUNTINUL

479i n PETLIRIJ
479U0 END
48000 SUBROUTIItJE UE TV
48100 CUI 1t10ti/ ENTER017NUI+SC, LSS, LMS, tll, N?, AO, JOE,. NE, AtOCELPL$ rIPLMSI
Moo REAL L LY LMoo

CU' 1t10N 05 C LX( 20), LY( 20), LZ( 211), R0( 3). 

48400 REAKSS, KAPA
48500 COMr' LEX G DELTA XUELTA, TMAT
48600 COMI4UIJ/ APbEG/ KS( 90), G( 90, 90), DELTA( 90, 90), XDELTA( 90, 90), 

48700 1Tt1AT( 90, 90) 
48800 IrJTEGER C1 CC2
48900 COMION/ EN . A/ E, JE ' GY, E1iIW, Ef1AX, ET) ELTA, KAPAvKKX
49000 LOGICA` PNOO
49100 CU 111or45LEUELT/ THETA, FI, C1, C2, RI, RNOO, FID( 20), TETAD( 20), RD( 20) 

49200 no 6 I= NUrisc

49300 FI= FID( S
49400 TIIETA- T TAU( j) 49500 R1= KAPA* RD( I
496on

CjOU=
R1. NE. 0. 

8
49100 __ 
49900 DO 13 Lit1= 1, LSS1
W1_ 

00 ÚO
131'

1 M= 1, L1+ Litl
502o0 H1= 111' 1- LiM
50300 n0 14 L2M= 1, LIIS1

0400 L2=L211- 
0500 UU 14 ' 41m= 1 # L2+ L2! I

55obon

50700 14
112= 112' 1- L2tl
CALL [) LOCK( L1, M1, L2, M2) 

50t100 C1= CI+ NUMSC
50900 C2=

t51000 13 CU`J INUE
51100 6 CON I1JUE
512() 0 RETURN

W0SURROUTINE BLUCK( L1, M1, L2, t12) 
515(: 0 CUMr' LLX ZERO, IJAUA 0316P

51boo CÚ' 11' 0' 1/ UMEROtJ/ RIFU, PI, ZERO, NADA, P 14, PI22, A03ETC, PI2INV, A
51700 CU' 1PLEX RESSEL
51x00 CO' tr' LEX G11) ELTA, XUELTA, TMAT
511400 INTEGER C1, C2
55200) LOGICAI5(, ÉUEL2to0 T/ TIIFTA, FI, C1, C2, rI, RN005
52200 REAL KSS
523on CU' 4110( J/ ACI' EG/ KSS( 90), G( 90, 90), DELTA Me90), XDELTA

524u() 1( 90, 90), T11AT( 90, 9u) 
52500 CU' 1PLE; X ZLTA, 3UII, JU111, YC
52bun REAL L
SS22701, 

5No') Lr1IIJ= A6S( L1—L2) 
52901) Lt1AX= L1+ L2
53000 som=( U, U) 
51100 SU' 11=( o0) 
53200
533on

IF ( 1: tJU05 Go Tn 2
IFJLHIIJNE 0) GO To G

53401) IF 1q1 tit. nt M) TO 8
51500

bG0

SUIt=( 1 10.) 
i.. U.) 5

5370n
sU111= 
GU TO R_ 

53Ru0 2
539o0

cOIJTIUIJL

DU 5 L31= LIIIIJ+ I, L. iAX41
540u0

541oo
L3:; L31- 
HLSSEL Í)*(

0, 1)** L3

L(*; 514 2u
r"43

j
DU L4= f, L3+ L: i+ 1

44, 1r. 

y45uc
n3= 41- L3- 1
ZETA= RFSSLL* YC ( L3,' 13, T11ETA FI) 

54br, 0

547o" 
IF( CAGS( ZCTA). E` l. O.)")' TO

X= C( L2. 1; 2, L1, 111, L„` 13) 

54Kr.,1 IF( X. 1JE. 0. 0) S :'- sUII+ X* Z TA
5490n

550Un
AUX= C( L1, t11, L2,' 12, L+,* 3

7 IF( AUX. I; F.. u.);, 1i II= sUt11+ AUX* ZETA*( 1NUL_3



551t; 0 5 CUr177 1) 1IL
A COflTk1JL

S' 3u i OLLTA( C21CI )= SIF1* 1' I4
XDELTA( C1, C2)= SUr•)1* 1' I" 1

555") C2= C2+ 1
55r), a PLTUR1¡ 

5; 7oo END
55A.) o SIJHROUTIIIL ASIL
55000 LOGICAL HAYCOT
561) u') CU' 1PLLX ZEF' U IIAUA
56106 CU") rlOrl/ urlll' 0rJ/ RIE 1, PI, ZERU, UAUA, PI4, PI22, A03ETC, PI2IMV, AU31b
56200 REAL KSS
563,) o PEAL KAPA
5b400 CUNIPLEX G 1- LLTA XUELTA, THAT
565Un C0' 1110! J/ LIJFJA/ EfJECGy, L1`) 11J, E11AX, EDELTA, KAPA, K.KX, COMPLT, IIAYCDT
56buu CU' 411Oll/ Akl' FG/ KS3( 90), G( 9019()), DELTA( 90, 9U) oXDELTA

567Un j190, 9V) ITIiAT( 9U 9G) 
5bAb^ CU'• 1T, UlJ/( F1JS D/ DÉFISSTUM) 
569o0 IUTCGLF' ATOCE

570o0 CUHIIU) J/ LHTER05IJUMSC, LSS. LMS, tll, N2, A0, JOL, ATUCLLPIIE
571bn Cu' ll1uU/ PA3IL/ FJU 1F', ULDFRS

720n cCJIIPLLx COb1UET DETC
573oo 413 FORHAT(" PEAL ART OF DET= ", FIO. 7," IMAGINARY PART DF DET

574on IFIU 71575C0 410 FORN (' CHA) JGF IN UEIJSITY OF STATES IS ' F1017) 

57bu0 411 FORTIAT(' UEUSITY OF STATES PER IMIT VOLUME * un IS Flo. 7) 

57700 412 FORIIAT ' CHANGE III INTEGRATED DFIJSITY OF STAT S= 
57Auo +'+', F10. 8) 
579ut' 4101 F_OI1N! AAyT ( I5 3'F',J5 9) 
590i'a IIIFfj

FI(
AXCCCyyDf)) ) KAX 5, 1102) CUIIDET

588200 41U2 FU(
HA'Y(

2jl2
600IU 26

dBAOn Du 2 II= i, n2
1

58500 DO 2 J- 1, 1; 2
58buo IF( I—J) ib, tl. 1u

5587oo 11 T11AT( I J) o1.+ KAPA* ZERO* TMAT( IIJ) 

589Í)n 10 TIIAT( IPJ = KAF' A* ZERU* TfiAT( I/ J) 
59000 CCC TMAT Cu I VJL AHURA LA F' JRMULA DE LLOYD - PARA 14 A PARTIT' DE K
59100 2 CONTINUE
59200 CALL TILMPO(" A DETC") 
593on CO"•1DET- DETC(( THAT 1421
59400 CALL TIEMPO(" U UÉTC ) 
59500 2u UETVE= PEAL( CUr16ET)) 
59bOn DETIM= AIMAG( COMDETD597oo WRITE(( 6 413) UETRE, IETIM
59800 IF( DETRÉ 5, 4 5
59900 4 IF( DETIM 15 1L, 13
60000 13 FRSUM= 0 5555* PÍ
boIo0 GU TO 14
jo 200 12 FR,50030. 
bo3un GU To 14
bo4uo 15 FRSUM=- U. 5* PI
u0500 GO TO 14
bobull 5 FRSUM= ATAU( DET Irl/ UETRE) 
bU706 IF((DETUE 1b, 14 14

40800 10 IF( DETIM 18, 18, 9

b0900 18 FRSUM= F1?SUM- PI
U1000 GO TO 14
b11b0 19 FkSUr1= FkSU" 1+ PI
01200 14 CUNTIOUE
b130n FSIGN= O
tbl4uo IF HAYCDT) G0 TO 17
615U0 IF EIJERGY-( Efl1lJ+ U. S*' ) ELTA) ]] 20, 20, 17

blbo0 17 IF( P3y11* ULUFI<S. GE { q1. 1GU TO 23
ul7un IF( AHSFPSUII- ULLUF1' 5). LE. 4.) GO TO 23
b180a IF ( OLUFP0 22, 24, 24
blQuo 22 FSIG) l=- 11
b2000) GO TO 25 
U210n 24 FOIG11= 1
622uo 2, FJ1) l1P= F3M! l"— F3IGN
b230n Gu To 21
u24uc 23 F3lGrl= O. 
0256„ 21 CunTINUL
u20vo 1) L11SST SF• KX =( FRC))' 1— OL,'' FRS)/( PI* E() ELTA)+ 2.* FSIGII/ EVELTA

ó27,) o l) E) JSST` fKX= ?* hErISST( KKX) 
u2J+„ 0 HPITE ( b, 41ü) ) EI ST( KKX) 



n; 1 F( b uil) I) EUSST( KF" X)* AU3ETC+ F' 122* 3111tT( EtJErGY) 

2u cutjWRIT[( b 412) FPSUM/ P1, 2. * FJ IInF' 

OLD( Rs= PStit' 

KKX= KKX+ 1
RLTUHII
EIIn

SUBROUTIWE DE14S
CUMPLEX ZERU IJADA
COMl1011/ UMEROjJ/ RIIEIJ, PI, 

AU316FZERO, t1ADA, P I4, PI22, A03ETC, PI2Itly, [)
EtJSG( 1, 90), ENEGRA( 90) 

kEAIIJKaPA
LOGICAL HAYCUT
IUTCCGEP ATOCEL
CUf41 t0 11/ LNTERO/ uUM3C, LSs LMS N1, N2, AO, JOE ATOCEL NE
CU' Jt1OIJ/ LNERJA/ EtIERGY, Er•IÍ N, EÍtAX, EDELTA, KA A, KKX, OM, DET, HAYCPT

CUMIIUIJ/ LENSID/ DENSST 00 ) 

y FURIIAT( 5(/)) 
AOETC= 100.* ATGCEL/( AO** 3* NIlt1SC) 

WRITEfb 1) 
1 FORMA ( X ' EFJERGY', 5X ' CHANGE IN DENSITY OF STATES', 3X, 

TOTAL UEJSITY UF S7AfES') 
3 FURIIAT(, 10 S 13X)) 
5 FORfiAT(/ i, X,' DEWSITY OF STATES PER UNIT VOLUME* 100',/) 

DU 22 I= 1, tJE
EtIERGY= LMIIJ+ EDELTA* I

2 WRITE b 3)) ErJE[ rGY, DEIJSST( I), DEtJSST( I)+ AO316P* SORT

i (EtIjL4 y)*[), JufiSC

Í( ÍIAYYIC_iTrEll 1[ 42011N- EDELTA

E6DNEPGY((= É)tlIN+EDELTA* I_ 

EEEGRÁ( Í) DEtJSST( I)* AoETC

pp BgR =
ENERGY

GY
UÉÑIIB( 1, I0I) **

SQRR3T ( lJJER8E)LI
g42I11V

6 WRITE( b 3) ENERG, UEUSST( I)+ DELIBR

CALL ( tJE, DENSG, ELJEGRA, l) 

WRI7FORMA T( íHI) 
RETURII
EIJD
REAL FLIUCTIOIJ I1ITER ( Y, X, N r Z ) 

C INTERPOLACIOU F,(); J NPP PUNTOS

DATA UPP / 5/ 
0I4LUSION Y( 9000), X( 9000) 

DIMEIJSIUN FUMO) 

FLI( A,.}, C,(., T)=( A*( D- T)- b*( C- T))/( D- C) 

DU RUAL= 1 11

1

CÚiTiIIjK AL ) 2# 2,, l

2 IU= t1AXU ( l , VUAL- IJPP/ 2) 
IU= IilIJo ( IU, IJ- I1Pp+ 1 ) 
L= IU
FUO

l3
J = Yf(

L)
P

3 L= L+ 1
l) U 5 IX= 1, tJPP- 1
DU 4 K= 1, IiPP IX
Fill ((K)= fU( FU1( K), r0l( K+ 1 X( I11) rX( IU+ IX) rZ) 

4 IU= I,11+ 1

Í 1TER2FPUi ( 1 ) 
RLTURN
F, JD
SU131? UUT114L TIEI•IPU( CUE" DA) 
JPITE((b2 CIJF_kDA
T 1= T I' lE ( 2 / UU. 

T 2= T I, IF 13 )))))) / b 0. 

Jlt( TE( b 1) T1, j7
2 Fr) Rr)¡ t10UX *' lh) 

1 F( RIIA T9( X," I. UC io ", F1G. 5, EN/ SAL ", F 1U. 5/) 

RETURtI
Fill) 



708, 0 SUM0, 1TINC CAPTL( I, X, T, IJ) 
709oo DIt-ILNSIUIJ XPL( 1G000I, XPLU( 10000), TG( 4, 10000) 
710oo DI' ICIJ31UN X( N, I), T() 
711 u DI' ILNSIUN L( 101), 1%( 6) PIS( b) 
71203 Cu' fi1U.' J/ TITPE/ TITULO( 2t,) 
713uo DATA IS/' r# r r r* r r+ r r- r rpr/ 

714w) 999 FOP14AT( I A6) 
715u0 20 FURIIAT 1H+, E14. 5) 
716un 21 FG -RHA T 2X) I717011 22 FUPMAT IHl) 
71840 23 FUP11AT 15X15(' I
719Uo Z4 FURMATib( IoX, C10 3)) 
720u, 
721oo

25
30

FORf1APIH+, 14X, 161
FORIIAT( 1H+ I4X, 101A1s

72222UO
723ov

WRITE( 6 2S

CALL ' 1IAH ( T, T0, TF, I) 
7240% DO 1 K= 1,! J
725un DUJ=1, I
72boo 2 XPL J)= X( K, J) 
727o0 CALL 11I11AX ( XPL, X14It1, Xf 1AX, I ) 
7280o XPLO( K)= XMIN
729m, KK= K+ rJ
73000 1 XPLO( KK)= XIIAX

73100 KK-- 2.* JJ
73200 CALL MI11AX( XPLO, X11IN, XMAX, KK) 
733UO DO 333 K= 1, N

7734únon

7P5oo 3 DO K

738óÓ
4

I=
1(, 51

DO
5

JS21101
L( J) H2) 7¡3900

4000 DOp= 

74200
743oo 8

IF( ÍGj1I, IÍÍ)- K) 7 8, 7

SJI=

g1000.*(
III- 1)/( Í- 1)+ 1. 5

74500
pp(JIJT)II=/

IS( II+2) 
7 WQRIIE( U66, 

7774700
0)( L( KK), KK= 1, 101) 

74900 L( KK) 215M 01

750no 6 CONTINUE
75100 IF( K- 51J17, 18, 17
7S2oo 17 SJ= K+ 4 / 5. 
753oo JK= J
75400 IF( K- SJ) 9, 10, 9
7555GpO 10 SJ= XM X-( K- 11)*( XFIAX- XMTN)/ 50. 

57 70Ó 9
WRITE 6, 220p) SJ
WRITE b, 21) 

758on IF( K- 0) 4, 14, 4
75Qoo 14 U( 11 J- 1 101
7600o 11 L( J)= jj3 15
76loo

14
WpIIITTTEEESb, 25' 

20 XMIN
77763Ó0 ti

COATIt1b
784c,0 WRITF( 6, 23) 
76500 DO 12 J= 1, b
ij6600

76700
76800

12 A( J= TO+( J- 1)*( TF- To)/ 5. 
WRITE(( 6, 24 ( A( J) J= 6) 
WRITE46 41 J- 2 S(, J= 3, b) 

769o0 41 FORMATT( X, CL RVÉ ,/, X,' X((', I1,' :', A1, 1X
770oo 1 ,' X(', I1,':', A1, 1X
77100 2 - .' x(', I1,'):', At IX

773ún 3RETURtJ •* X('. Il, ')='.A1 S

775óó SUSRUUTINE MIr1AX(( V, VMIN, VMAX, IJ) 
77bCo DI' I[ NS ON V( 1oou3
777oo VIIAX= V 1) 
778(t3 VtIIU= V 1) 
779oo DU 1 I= 2, 11
78000 IF( V( I)- VI1AX) 2, 2, 3
781 it! 3 VIIAX= V( 1) 
782on GU To 1



45
n

bU
7

C**** 
5u

8

70

9

lout

80
e**** 

199

IF ( V:' lII- V( I)) 1, 10
V' 1T J= V ( I ) 
COIJTI',' IL
RETURN
END
CU1•JF' LEX FLJNCTIU1; L+ ETC( A, tJ) 
CO' IPLEXA( g0, vu) 
EVALIIATLS TIIE DLTERIIIt ANT OF A
CU' IPLEX T t R
REGIIN COMMATIUN UF DET
DETCccmrLX( 1. 0, 0. 0) 
DU 10 = l IJ
PIVUT= AbB ( A( I, I))*( CABS( A( I, 1) 
K= I
LOUK Oh PIV11T ELOUIT

I1= I+ 1
IF( II. GT 1J) GO To 50

O 20J=Í11, lJ
RK= NEAL( A( J, I) 
Rl% It1AG( A( J I ) 
AV= 1tK* RK+ RI* I
IF( PIVAV AV) 30, 2C, 20

K= J
r, IIJT ItJUE

COMPLEX ! tATPIX WITH RO" PIVOTI" I

K IS THL ROW WITH THE LARGEST ELEMEN
It, TERCHANGE ROWS
IF( K- I 40, 50, 40
DO bO 3= I, N

15

D T á- T
TCc

END IJTERCHANGE ROWS
C0' JR NUE

RKAL6A( I
Í,

I) 
RIxAI, IA ( ( I ) 
IF RK 8u, 708
IRI 8U001,U8rlLT, 
PETUUTRIN

CÚLTIPLY RUVJ I HY- A( I, J)/ A( I, 

TF( I1 GT Il) GO TO lu
DO 9u J= 11, 11
W=- A( J, I)/ A( I, I) 
Du lu0 L= I, tl
A( JLLL)= iA( J, L)+ IJ* A( I, L) 
CUNIIt111L
CuNTINIIE
Du 110 I= 1011
UETC= UETC* A( I, I)/ LAUS( A( I, I)) 
PETUR11

FIID
SURPOUTINE C' III M,011, 1U, C) 
CU" IPLEX A, U, fsIl,.1, IOLU H, C

DIIIEIJSIU1J AU( luo), L(¡) 0), M( 90), 

I 0_ - IJ

nu 5 I= 1, G
I0= 0+ H
DO J= 1. 11
IJ=IIO+ J
A( IJ)= e( I, J) 
CUIJ Illo

3EAR H FOR LARGCST FLEMENT
D= CtIPLX( t. 0, 0. 0) 
tJK=— N
DO 8U K= 1, 11
t1Y= 11K+ 1! 

M K = K
KK= NK I K
RIGA= A( KK) 
D 2V J= K Il

1U=
1:*(• 1- 1 5

I) 2U I= K,• J

IJ=I7+ 1

1) AIA) AN) IT TO ROTI J

90, 90), C( 900, 90) 



861un lo IF( CALJS( f1I(; A)- C,\ ft,,( A( IJ))) 15, 2(, 2U
6b2un 15 H1GA= A( IJ) 
663G0 L( K)- j
1, 6401 LPWJ
Go5an 20 CUN j.l' IL
hb000 C IIJTERCIIATIGL ROuS
6o7oo J= L(( K) 

o800 TF( K) 35, 35, 25
i36g40 25 KI= K- i; 
u7oon Du 3u I_ 1, U
671m) K1= h; I+ rl
873ooe

JIUILK=- KfJI) 

874U0 A( KIj=A( JI) 
875uo 3uAA( JII)= 1InLD
u7 00 C INTEPCHANG1 COLUIUI,; 
b39iu0 35 12' 4( K) 
67.9on IF( I- K) 45, 45, 38
679or. 39 JP_ 11*( I- 1 ) 
88000 DO 40 4= 1, 11
881UU JK= NK+ J
í1820o JIIaJP+ J
683on HOLD=- A( JK) 
8840u

AffiJ=A JI) 
118501 4U A JI) = IIOLD
bRn(,( I C DIVILE CUL' IMN l; Y ' tIIIUS PIVOT ( VALUC OF PIVOT ELEMENT IS
88700 C CON AIiiED 111 RIGA) 
8811u(' 45 IF( CABS( HIGA)- 1 E - 2U) Ib, 4b, U8
899oo 40 D= C11P`` Xí(0 U, Q, U1
890Co I`) PITF ( h, I Sn

g$

8Q1on 1 FORIIAMHU, 2uX," MATPI7 5I, IGULAP", SX," DFTEPIlIrJAIITE>" 2112. 5/) 

893oo 4A Do 551JI= I , 11
8Q400 IF( I- K)) 5u, 55, 50
89500 50 IKa1JK+ I
89600 A( IK)_ A( IK)/(- BIG#,) 
897oo 55 CU14TII11IIL
b98o0 C REDUCE PATRIX
69900 DO 6 al, N
90000 IK3NK+ 190100 HQLsD_ A IK) 

ll
90Ws D 55 J= 1, IJ
90 00 19a J+ 14
90500 IF( K) b0, o5, 60
906U0op F( K) 62, 65, b2
907Un o2 áR J -+ K
90Ruo A( I ): 6 LD* A( KJ)+ A( IJ) 
90900 65 CID IINUE
91000 C DIVIDE POW BY PIVUT
91100 KJsK- IJ
91300

D9 775 JMI, N

9140o
91

00KIF(J-- K) 70 75, 70
91500 7 A( KJ)= A( KJS/ RIGA
9160n 79 CONtTJIJUL
91700 C PRODUCT OF PIVUTS
9181jo D= D* RIGA
91900 C REPLACE PIVOT UY RECIPROCAL
92000 A( KK))- 1 O/ RIGA
921011 8u CUNT IN

923ÓQ C
K_

1JFINAL
POW A141) COLD- h INTLRCHANGE

924Un IOU K= K- 1) 
925oo IF( K) 15U, 15U, 1U5
92600 105 I= L KK
927on IF( 1- K) 12U, 12U, lUA
92800 log JO= N*( K- 1=)) 
929011
93000

DON
JK=* SI- 1) 

il J ,, 

93 ónon

933o) JII- JR+ J
9 400 A( JK)=- A( JI) 
935or llu A( J1) = HOLh
93h, n 121) J -' 1( K) 
937;, n IF( JJ - K) loo, luo, 1l5
93Kcn 125 KI= K- U
939c Du13 1 I= 1,; 1
9400, 1 KI= 1íI+- I
941Un HULL- A( KI) 



J
AiKI) =

t; II- K+=%iJI) 
13u A( JI) = 11ULU

G TU 1dU
15a Ii=—U

DOX55 1= 1011
I (I + tl

oU155 J= 1, 11
IJ=IO+ J
C( I J)= 9( IJ) 

155 RÉTURÍ¡
t1L

EIIU
REAL F! IIICTIOII IJL( L ) 

C**** TO EVALUATF SfIIERIEAkL NEUMANN FUNCTIMS
tJL=- 1 OL60
IF( P) 30, 10, 20

lu r1RITR , I IL
I FORMAT // ERROR IN SPHERICAL IJEUMAfIll FUNCTIUt: R= 0

RETURN

20 IF( L) 40, 30, 40
3u

RLTUKIIS(
R)/ R

COAPUTATIUIJ UF SUi1

40 A= 1. 0
SU' 1= 1. 0
1T= 

50 SÚ%1SU°
1iÁ2* 11T*( 2* IlT- 1- 2* L)))* A

IJT= IiT+ 
RI= ABS( A/ 31111) 
IF( RI.. OE 6) GOTO 80
IF( I T—+; 0 30, 70, 6( 

60 WRIITE( , 2 LRR

ItJ r EFl ritl) FUrvCTIUN DIU rJCT COtJVERGF AFT[ r 1` 2 FURHAT // 5ERIE
R 88I0ER11S L=', 13 , 

GOTO 80
70 CONTINUE

GUTO 50
80

IIIL= 2DF ( L1)* SUI1/ ( R** ( L+ I) ) 

RETUR1J
END
REAL r0lJlCTIUN JL( L R) 

C**** CALCULATES GESSEL UICTIONS UF ORDER L ANp ARGUMENT N
IF R) 2U, 10,?. 0

10 IF L. EO. 0) L= 1. 0
0) JL= 0. 0

FUETUAN
20 A= 

s R**L/ UF( L1) 
I K= 1

30 AM- 1R* ii/( 2. 0*( 2. 0* K+ 2. 0* L+ 1. 0)* K)* A

i ÍF( A6S( A/ S( 1( 1). LT. 1. OE- 6) GOTO 40

K=KiIF(K1LE. 150) GOTO 3o
WRITt( 6. 1 i 1 FURt•1AT(/// SERIES FUR SPHERICAL BESSEL f- UtJCTION DIP t! nT CUt1VfR

JA TER 150 TERIIS L= ', I3,' R= ', F15. 8) 

1 40 JL= SUt1
METURN

4CTION C( LTIINTI, LT2I' IT2, LT3, MT3) 
C**** CUIIPUTES THE GAUNT NUMBERS

I14TLGLR S
D C**** CtIECK GENERAL CONDITIONS
D LI= LT3
D HI= llT3
D L2= LT2
0 M2= 11T2
D L3= LT1
D M3= 11T 1
11 LT= L1+ L2+ L3

f
RL_= LI+ L2+

L32)*
Z. 0

ü IFJPL—RL1) 10, 2u, 1, 
3 10 C= O O

D 2n ÍFt( Af3S( r41). GT. L1). UR.( ABS(' 12). GT. L2). M:.( AP)S( I' 3). rT. 131) Gur(; 



3oo LI?=L1+ L2
Soo L11= I/: 4S( L1- L2) 
5oo L23= L2+ L

i6111f L27= Io%83iL3—L2) 

R( r L2113=

L2
113

19Í0 L33= IABy( LI—L3) 

o0
o

Wap IF(( L1331. GT. L12l. UR.( L3. Ll L11))))? Go70 1lI0

33ü0 ZF( LZ GT, l13 tUlF L2. LT. 3 )! G[
L1T8LTaU)• OR..( L3. LT. 0)) GO70 10

3400 C**** REAPRA

4GF11E1JT
bF tH.L ; 1

3500 LT= LI+ 2+ / 2

3600 CLUE
L

RT* L1+ 1)*( 2* L2+ 1)/( 4* 3. 1416*( 2* L3+ 1)))*(- 1)**( L1- L2

58o0 1ccOÉF2= SORT( F( z* T- 2* L1)* F( 2* LT- 2* L2)* F( 2* T- 2* L3)/ F( 2* LT+ 1))* 

3900 1( 2* LL3+ 1))* F( LLT)/ F( LT- LL11)* F( LT- L2)* F( lT 

4pp00 COEEF3= 5WIT( F( L1+ L2—L3)* F( L1-' 11)* F( L2 r1?* l(L3- M3)* F( L3+ M3)/ 

4100 l( F( 2* LT+ 1)* F( LI—L2+ L3))* F( L2+ L3- L1)* F Ll+ f) l)* F L2+ M2)) 

430O0
F1 44O3U

4500 '+ T= L1- 111- 5
4600 IF( llT. LT. 0) GOTU 40

47oo F2=( t1T) 

4800 MT= 3—t13- 3
4900 IFS11T LT. 0) GOT? 40

FF`—` LZ- L3+ M1tS). LT. 1; FF= FF+ F( LI+ M1+ S)* F( L2+ L3—MI- S)* F1/( F( S)* 

5100 1FFg2**

gF(
t1T)* F( L2—L3+ f11+ S ) 

5300
GOTÓ13053o0

5400 40 C= COEF1* CUEF2* COEF3* FF
5500 RETURN

500o END
5706 COMPLEX FUNCTION YC( L, t•1M. CTH, PH) 
5800 M= M11

5900 C**** EVALUATES CUf1PLEX SPHERICAL HARMONICS Y( L," 1), CTH= CnS( THFTA) 

6000 C**** PH -':PHI
61Oo Z=( 2 4* L+ 1. 0)/ 12. 5663753
02oo IF ( f) 1000, 1010, 1000
600 1000 A= 1 0
b 00
6500
6600 C= t1* PH
6700 Z= Z* F1L—M))/ F( L+' 1) 
680n IF

Z 1070, 1090, 1100
6900 1010 Ir Z11020, 1 90 11( 040
70oo 1020 Z= SQR.T(- 1. 0* )* L, o, CTH) 
7lu0 1030 YC= LHPLX( O. O, Z) 
72c0 RETURIJ
730n 1040 Z= SORT( Zz* P( L, U, CTH) 
7400 lo50 YC= CMPLX Z, 0.)) 
75U0 RLTURIJ
774400 1o60 A=(- 1. 0)** I1

77G0 f3= A
Min C= M* PH
79o0 Z= Z* F (( L— f•1)) / F( L+' I) 
80Oo IIF Z) 1070, 1109u, 1) o0
8100 1070 Kg 6ZT( l

U* Z)* P( L, t1, CTH) 
H82z00 X= Z* SIN((CS* A

o0 Y= Z* CoS( C)* H
8400 1080 YC= CMPLX( X, Y) 
8500 RETURtI
8600 1090 YC= G40LX( u. 0, 0. 0) 
87oo RETURIJ
880o ll0u Z= SORT( )* P( L, 11, CTH) 
6900 X= Z* COa C))* A
9000 y= Z* SIIrJ [ C)* pp
191lu0 111U YC= CMPLX( X, Y) 
í92U( 1 RLTURU
i9 00 END
19401) FUNCTIt1I, DF IJ
19500 C**** AF= 101Jf1LF FACJOkI;, L OF N
196(; U IF( N) lU, 1u, 30
197vI

1I) a1r: 1 C F" UrtLFFFAtTUt: InL f1FJDIFICAU , POR A. fISANTY, J1JLjt) OF. 1976

1v9Vn RLTURII
U01" 0 31) 11f;= 11/ 2. i, 

ú2 r0 If (t , Et.. 1tI) r,rJTU 5U



T= 1 U
DU Av K= 1, 1J, 2

4J T= T* K
OF= T
GUTU 10U

50 T= 1. 
7ú

o
IF(,. LT. 2) GOTO

f1U un K= 2, U, 2
OJ T= T* F
71p DF= T

10u RETURiJ
E ND
FLl JCTIO11 P( IJ It X) 

C**** T11IS FIJIJCTIUÍJ tVALLIATES ASSOCIATIP LFGE11DPE POL VIJUIlIALS OF
C**** ORD R( fJ h1) ARf31' 1EUT X
C**** TRE T S(' ECIAL CASL'S

F111= 11- 1
5 IF (10201 10, 2u

lo P= 1. 0
RETURiJ

2ú IF( X) SU, 22, 50
22 RI—I: F1/ 2

R I
Z

141111
RIsBS( RI- RI
IF( I:

I) 
I. GT. O. 002) GUTO 30

GOTU 40
30 P= O. ú

RETUR. J

40 T=((- 1)**(( U- 11)/ PD
P= T * DF M+f I- 1) / DF ( I J—. 1) 
RETURU

50 IF( 5l- ABS( X))). GT. 0. JU1) GOTO 70
bo IF( (I . E0 0) P= X** N

IF 1. í IJE. 0) P- 0. 0
ri

7J CONTINUL
C**** NOVJ TU COMPUTE GEUERAL CASE

WI= 2* iJ- 1
IF( tJN) 9G, 8Ur9U

80 SUfA= UF( IJI ) 

90
G( 1000
B= D
SUM= H

lifi.
EU. 1) GUTO 1000

KPI= IJIt/ 2
DO ? sl K= jj, KM

T2= I: M- 2. U* F. t 1. 0
T3= i Jf- 2. O* Kt 0
fi=-( T2* T3)/ . 0* X* X* T1* K))* fJ

I19 gU, 1= S11" 1+ Ft
10UJ J=lX1=1. 0- X* X

R2= U. 5* M* ALUG( X1) 
P= T* EXP( R2)* SI1" 1
PETURIJ
EUD
FUIJCTIUI. F (. J) 

C**** F= N FACTORIAL
IF (ti)) 10, 20, 30

lV F= 0. 0
GOTO 100

20 F= 1 0
GOT6 100

30 RF= 1. 0
IF( Ii. LT. 2) GOTO S0
DU 40 L_ 2, Il

40 RF= L* J< F
SU F= RF

loo PETURII
F_tJD
SU6. OUTIuE ESCMAT( A, JJ, t4+1M) 
CUfIF' LLX A( 90, 9O), 
I11J I TE ( o, 4101) 1, 
D,

RITF I((
b, ÚIUU) (( ILJL.i( I, J) ), J= 1, 1J) 

111UO FURfAj( 4( 2i3, 2G1S. 7)) 
JIUt FRITEC6 4102)

13j

4102 FURIIAT( M
PITUPU
FtJO
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