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Introduccidn.

El presente trabajo consta de dos partes. La primera pre-
tende constituir una exposicibén de la teoria culntica de disper
sibén, asequible a un estudiante al t&rmino de una carrera profe
sional en la Facultad de Quimica con minimos conocimientos de
mecénica cufntica, y en una versifn que se utiliza en algunos
de los métodos m&s poderosos para el estudio de la estructura
electrbnica de los metales liquidos. La segunda contiene los
resultados de un estudio de la aplicacibén de la teorfa, dirigida
a evaluar algunas de sus caracteristicas que sflo pueden investi
garse en la préactica.

El texto debe mucho a la literatura del tema, como recono-
cerd f8cilmente el lector entrenado. Creo que su principal fuer
za est8 en reunir presentaciones y argumentos que, en general,
se'encuentran dispersos. Aqui aparecen con un enfoque unificado.
La teoria formal recibe un tratamiento bastante completo, pero
las aproximaciones y aplicaciones se han escogido con el criterio
de que aclaren conceptos fundamentales o sean fitiles al estudio
de los metales liquidos que hace el Departamento de Quimica Teb-
rica.

El orden de la presentacidn es el siguiente: teoria de dis-
persifén por un potencial, teoria formal de dispersibn, teoria de
Lloyd, métodos de cilculo y programas de computadora, y resulta-
dos del estudio de la convergencia espacial y en momento angular
de la teoria de Lloyd. E1l texto incluye cinco apéndices a la
parte tebrica: formalismo de operadores,vfunciones esféricas de

Bessel, esféricos armbénicos, nfimeros de Gaunt y funciones de Green.



Notacidn y Convenciones.

El problema de notacién ha sido siempre un obsticulo para
el estudiante de teoria de dispersién. No parece posible hallar
un sistema de notacidén que no tenga duplicidades de simbolos o
de sus significados, y que al mismo tiempo mantenga una buena re
lacidén con las nomenclaturas m&s comunes en la literatura. En
este trabajo se ha intentado mejorar un poco esa situacibdn, aun-
que quizds las escasas mejoras que se logren den lugar a nuevos
defectos. Aparentemente se ha logrado un compromiso razonable,
vy no m&s. En esta seccidn se sefalan los puntos més obvios que
no se definen en el texto o que se prestan a confusiones.

Los vectores aparecen subrayados y sus magnitudes no. Los
angulos de los vectores, & vectores unitarios en su direccibn,
aparecen subrayados y con acento circunflejo. Se llama t al
tiempo, ¢ a la velocidad de la luz, E a la energia, ,46 m a la
masa de las particulas dispersadas (generalmente electrones), H
al hamiltoniano, Hj al hamiltoniano de particulas libres (energia
cinética).

k es la raiz cuadrada de E y k el vector de onda. Las ma-
trices K y T denotan las de un solo dispersor, con minfiscula, y
las formales o las de climulos, con mayGscula. Las matrices se
denotan con letras o nfimeros gruesos, o subrayadas con una tilde,
o, si no hay riesgo de confusibdn, sin ninguna distincidn especial.
L) representa angulo s6lido y a las matrices de Mgller. V repre-
senta al potencial y al volumen. ! es la magnitud del momento
angular en unidades de & y !; es la posicién espacial de un dis-

persor. L representa el par ordenado de indices de momento an-
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Se usan unidades atémicas con h =1, 2m =1, a_= 1; si
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m es la masa en reposo del electrdn, la unidad de energia es el
Rydbefg, 1Ry = 13.6 eV. Para las funciones especiales, véanse
los apéndices respectivos. En caso de duda, hemos usado la no-
tacién y convenciones que usaba la escuela de Lloyd hacia 1970.
usamos indistintamente caracteres mecanograficos y manuscritos.
En todos los casos de posible confusidén, el contexto (m&gico
recurso Gltimo de las notaciones poco claras) indicard inequi-
vocamente el significado de los simbolos. 0Ojald el lector no ten
ga ocasién de citar la frase "donde dice A, debe decir B y debe

entenderse C, lé&ase C"(46).



Dispersidn Simple.

Empezaremos por estudiar dispersidn simple pues ésta con-
tiene esencialmente todos los conceptos que se usarén mis ade-
lante, y aqui aparecen en forma natural y con significados fi-
sicos muy transparentes. La presentacibén estd muy abreviada,
y en todo caso referimos al lector a Merzbacher(l).

El problema consiste, fundamentalmente, en encontrar qué
fraccidén de un haz de particulas se detecta a un &angulo sdlido
dado después de ser afectado por un potencial. Esto se mide

basicamente con la funcibn %51' llamada seccidn transversal

diferencial de dispersidn, que definimos por

de _ 1)

T - (1)
dao Io

donde I, es la intensidad del haz incidente (nfimero de particu-
las por unidad de &rea por unidad de tiempo) e I(Q)) es el nfime-
ro de partfculas por unidad de tiempo detectado en una diferen
cial de &ngulo sbélido entre Ly Q1+ df.

Para investigar el proceso, describiremos las particulas

con un paquete de ondas

Y (e0) ﬂ%{f)‘hf?(‘s) exp (ik-(r-ro) &*k (2)

Aqui ?(E) es una funcidn suave, con la forma de un pico
estrecho centrado en Eo y con anchura[&&. Asi,1r(£_,0) es un
paquete centrado en r  con momento bastante definido alrededor

de Eo' Suponemos

k /X,



pero en direccidén opuesta, asi que el paquete se desplaza hacia

el origen. Suponemos ademds que r, es suficientemente grande
para que en t = 0 el paquete completo est& a la izquierda del
origen. En estos términos, el problema consiste en hallar la
forma del paquete de ondas a t muy grande, después de atravesar
el dispersor.

Si el sistema paquete-dispersor puede describirse por el hamiltoniano

H=T+V=H+V,
con eigenfunciones‘yn , entonces el problema estard resuelto

cuando podamos expander
«{;(r,o) .—.;‘ Catrn(c) (3)
y entonces

‘\[f(r,‘t) 2 Z'_L cnYa (©) exp (-iEnt/h) (4)

La férmula que hemos escrito para el paquete de ondas es
precisamente su expansidén en un conjunto ortonormal y completo
de funciones, las ondas planas exp(ik-r), pero éstas son eigen-
funciones de HO y no de H. Demostraremos que se pueden reempla
zar &stas por ciertas eigenfunciones de H, las funciones de
onda de dispersidn, que asint8ticamente seré&n similares a las

ondas planas, con la forma

+ A ). A\ LRY
"{fg_(!) o (ﬁ]")% e"‘i-.'l +fg([)_e': (5)

El segundo término es una onda esférica saliente, que se



extingue conforme r4®@ , e introduce la amplitud de dispersidn
f que la modula.

Se demostrari que existen esas soluciones de la ecuacibn
de Schrddinger, y que la expansidn de‘fen)términos de ellas
tiene iguales coeficientes que para ondas planas. Entonces po-

(r,b) = X o(R) exp (-ikro-wt) Y () &h

con

ik
A

siendo/L la masa de las particulas dispersadas.

w

—
—

Se puede ver que el paquete de ondas se deforma poco en el
proceso de dispersién. Entonces podemos escribir la ec. (6)

W{f(,t) J‘q(ﬂ etpl- ik, +v, £) 4l ﬂ( “')%(M &(ﬂ &')c\ k(7

con

VD:‘{.‘&-_ o/}k ) t\,wo = ILV:'/ZI
Si ahora suponemos que £, a diferencia de ?, varia lenta-

mente con k, y que sbdlo es apreciablemente distinta de cero

para
/\

P~
vtk

escribimos

e )= le-vob) € + (rW(rk gt OYe ™

8)



Asi se tiene el paquete inicial (excepto por el factor de

fase éﬂht , carente de significado fisico) desplazado, sin cam

biar de forma, como si V no apareciera en el hamiltoniano, y su
mado a un paquete de ondas esférico dispersado que indica que,
en un detector fuera de la direccién del haz incidente, medimos

una réplica esférica del paquete original, retardado por

X

v
(o]

y modulado por la amplitud de dispersién

£ (x)
=g

El caso en que, a diferencia de lo supuesto, f varia répi-
damente con k, corresponde a una resonancia y no lo trataremos
aqui.

Ahora pasamos a calcular las secciones transversales de
dispersién. La probabilidad de observar la particula en el de-

tector entre los tiempos t y t+dt es

L
o @ |y vt OF 40 ®

Integrando sobre el tiempo, la probabilidad total de de-

tectar la particula entre Q0 y Q.+ aqQ es:
l'&o(;‘jlzdﬂfw l*{r(r'E,,, 0)|* dr* (10)
= -00

Por otra parte, la probabilidad de que una particula inci-

dente atraviese una unidad de &rea perpendicular al haz incidente,



antes de llegar al dispersor, es

£: Nf (rko ’ O)I" dr'

y la intensidad de un haz incidente compuesto de N particulas

Loy [ lyalen, o) dr

El nfimero de partficulas de ese haz que se dispersa entre

es

Qy0D+ aQl es, a partir de (10)

14O - 16, G dQ ) [ ek, OFdr

is

Entonces, con estas dos ecuaciones y la (103,

4 - Iy, @

Esto nos permite cambiar el objeto de nuestro estudio de

ga £, en el entendido de que |f\2 contiene la misma informacién

que @ y puede ser mds félcil calcularla.

Funciones de Green.

Ahora debemos demostrar que existen eigenfunciones de la

ecuacidn de Schrddinger con la forma asintética (5), y que es

vdlida la expansidn
E/O) :SQ(&)QWP (-bﬁ'ro)‘h;(t\ CP&. (12)

Usaremos la técnica de funciones de Green para resolver la



ecuacién de Schrodinger,

(Vl*'kz‘\/(r))’*’ =0 (13)

La ecuacién homogénea que corresponde a (13), si conside-
ramos a V*‘arbitrariamente como una inhomogeneidad, es la ecua-

cién de Helmholtz, y la funcidén de Green debe ser tal que

( vz"'g)G’ ([,[") e g(\:,r_‘) (14)

y con &sta, la solucidn de (13) serd

V()= 600) + [GLoOVVE P s

siendo ¢ una solucibén de la ecuacidn homogénea; en nuestro

\lfk(r)-_)x e* |Gl e (e ao

Determinemos ahora G. El tratamiento que expondremos proviene
bidsicamente de Kraut(z). Usaremos coordenadas cartesianas rec-
tangulares.

Resolveremos (14) usando transformadas de Fourier; sea

R=r-r'

Escribimos (14) como

3 }’ K 6 -%) Sln-4)S§ (2-2) 17

TRk G= ) Sly-4)6( (17)

y antitransformamos sucesivamente con

-iK_R -iK_R -iK_R
e X'X e YY e zz

multiplicando (17) por este producto e integrando de -@p a + 00



sobre cada una de las coordenadas. Obtenemos, con

5 = (KXIK er) ’

Y
K24 k2 4 k2 - k2] F (RK.K)= -e == (18)
X y z x'y'"z

donde F es la antitransformada de Fourier de G ; lo anterior

se logra en el supuesto de que

G L iK.G -iKeq S
o tifqla)g ™™t =0 (19)
9
4:-00
cong=1x,y 06 z
Kraut justifica esta condicibén un tanto a posteriori y en
coordenadas cilfndricas, y remitimos a &1 al lector interesado

en este punto.

La ecuacidn (18) es algebrdica y despejamos de alli a F,

e
B(K) = = =—=
- Kz—k

-iK-R
— (20)
Ahora podemos obtener G haciendo una transformada de
Fourier en (20), tarea m&s f&cil de sefialar que de practicar,
como se veri. Nuestras condiciones a la frontera son:
1) La funcidn de onda debe ser regular en el origen.
2) A distancias muy grandes debe contener un té&rmino en ondas

planas libres mds un término en ondas esféricas salientes.

Primero hay que notar que la transformada de Fourier de (20) no

es finicaj esto sblo refleja el hecho de que "la funcibén de Green

de la ecuacidn de Helmholtz no es finica, lo cual es fécil de en-



tender si consideramos que las soluciones a una ecuacibén dife-
rencial s6lo est&n determinadas hasta que damos. condiciones, de
contorno o condiciones a la frontera.

Entonces, haremos en ( 20)

G(R)__ 43K F(K)e ™

(21)

1

(22)

G(R): (—YJ&K

Para proceder més simplemente, fijamos el eje del espacio
K sobre el vector R e introducimos en &l coordenadas esféricas
(r, 0 ,?) con los nombres (K,o(,p) (m6dulo, colatitud, colon-

gitud). E1 paso de (Kx, K_, Kz) a (K, ,ﬁ) se logra convencio-

y
nalmente con la transformacidn

K. = K senX coss

X
K_ = K sen

v X sen ﬁ (25
Kz = K cos X

3

ak = x? sen® de(Xdp

(3) o Morse y

(respecto a coordenadas esféricas, ver Arfken
Feshbach(“ )
En estas condiciones,

K-R = KR cos®& (24)

Con (23) y (24) reescribimos (22) como



- 9 -

G A s

Haciendo el cambio de variable

u = cos™X,

KR _ o~ KR

g“’ L KReosa
KR

s € sena do =

(26)

Ademis,

(" dp =21

Con (26) y (27 ) hacemos la integral sobre dngulos, y (25)

queda como
© _KR _-iKR
€ € KdK 2%

GR)- (U\') S0 R(K- k‘\
la que separamos en dos 1ntegrales
(R\ o j\ e— KR
('l.T() o LR(K2- kz) 'LT\')" R(K-K)

En la primera integral cambiamos K por -K e invertimos los

KdK(29)

lfmites de integracifn. Tenemos ahora

GR)._« [® ”
) J-oo «.R(Y\" R)KC\K =

Si pretendemos evaluar esta integral a lo largo del eje

real, encontraremos singularidades en

y como habiamos notado anteriormente la integral no estd@ bien

definida. El procedimiento gue usaremos se basa en la técnica



proveniente del teorema del residuo en la teoria de funciones de
variable compleja, y en definir la integral con k+2= k2 + it en
el limite X=>0".

Esencialmente, la técnica consiste en evaluar una integral
en un contorno cerrado formado por la linea que nos interesa (el
eje real en este caso) y otros tramos en que la integral sea
f8cil de calcular. Si el integrando tiene polos de orden n (sin-
gularidades en el integrando y en sus primeras n -1 derivadas
respecto al argumento de integracién), 1la integral evaluada en el

contorno completo es igual a la suma de Ali por los residuos del

integrando en los polos. Definimos el residuo por

n-1
Res £ (zo) = lim (n_ll). d
3 z=» z, = dz

n
=T (z—zo) f(2z)

y es el coeficiente del té&rmino en

- -1
(z zo)
en la serie de Laurent de f alrededor de zo. Si n=1

llamamos simple al polo y resulta que

Res f (z ) = 1lim (z-2 )f (2)
2>z 2

Para el teorema del residuo, los polos deben estar en el &rea
encerrada por el contorno y no sobre el contorno mismo. Para

(3) (5)

m&s detalles, v&ase Arfken Kraut(z) , Churchill

Dennery (6) .
Nuestro integrando tiene polos simples, como sefalamos, en

KV -k - if KNk + if

1>Ye=% >0



Asf, (30) pasa a

GR).L G,m,X
(Z“ €20 J_o uR[\'\ (k*‘e)"]

debemos cerrar el contorno, y lo hare-=

—LKJ\
(31)

Como dijimos arriba,

mos con una semicircunferencia de radio infinito en el semiplano
inferior,

ImK< 0

Asi, la integral sobre esa semicircunferencia es 0 ya que
KR -itRReKk || RImK (32)
|€*®|<le™ e

y en la semicircunferencia

ImK—> - Q©
por lo que se cumple el lema de Jordan(G).
El polo encerrado por el contorno esté& en K = -k - if vy

se le rodea en la direccidn negativa (la de las manecillas del
reloj) lo que cambia de signo a la integral. Nos gueda tan

solo evaluar el residuo del integrando en
-(k + if)
ImK

> i ReK

Y




- e =

pPara ello utilizamos primero el siguiente resultado (Ref. (5),
p. 178): si B(z) y A(z) son analfticas cerca de a, y B(z ) =>»0,
B'(a) # 0 cerca de a,.entonces
f(z) = A(z) / B(2)
tiene un polo simple en a y

Res f(a) = lim éiEL
z+»3 B' (2)

En nuestro caso

L(R+{E)R _ elkR T

G(R) =-km -

€+0 T ATR TR

Escribiremos R y no R porque ya vemos que G sbdlo depende de
esta magnitud. Pudimos hacer esto desde la ec. (28). Nb6tese que

esta funcidn de Green se ha obtenido al reemplazar k por
k + if
Para indicar esto, la llamaremos G+,
&R - S (34)
TR

Es necesario sefalarla asi para distinguirla de la que lla-

maremos G , que proviene de reemplazar k por

k - i§ )
método igualmente vdlido para apartar del eje real el polo de
nuestro integrando. Procediendo de manera similar a lo hecho

entre las ecs. (31) y (34), integrando ahora en el semiplano

superior, resulta



-ikR

G (R) = - %T;R— (35)

Como en ambos casos la integral evaluada sobre el eje real
es la misma, debemos introducir alguna nueva consideracién para
escoger una de estas funciones de Green. El procedimiento or-
dinario, que sblo mencionaremos superficialmente (v. Kraut (2)

consiste en hacer una transformacién de Fourier de espacio W,
w = ck

a coordenadas de tiempo. Cuando se procede asi, se ve que G+
corresponde a una onda esférica que se expande desde el origen
en tanto que Gl corresponde a una onda esférica que se contrae
hacia el origen. Como nuestros resultados previos son que es en la
onda dispersada donde aparecen ondas salientes, después de la
interaccién con el potencial, llamamos a G+ "retardada", "de
ondas salientes", o "causal", y a G "avanzada", "de ondas en-
trantes", o "anticausal". Consideramos con esto que G+ describe
correctamente a un sistema ffsico ordinario en que las causas pre-
ceden a sus efectos. Evidentemente, asf, el propagador contiene
las condiciones a la frontera del problema. Sin embargo, G es
un propagador v4lido matemdticamente, y que podemos usar si se
nos ocurre (!) describir el proceso de dispersién en términos de
ondas incidentes esféricas entrantes. G~ tiene andlogos impor-
tantes en la teorfia formal de dispersibn y, si bien lo descarta-
mos por ahora en favor de G+, no lo olvidaremos.

Sustitufmos ahora (34) en (16) y obtenemos para la funcidn

de onda



kT tk.lf'-
O™ i | S VO oo

Igualmente podriamos usar (35) y obtener

i o lRlc-E
Vk()’\ii )%e&r ":Wg - f'\ V(r)\‘&(r)d}rl‘”)

Esta funcién representa una descripcidn en ondas entrantes

del proceso de dispersibén, a la que no haremos mas referencia
por el momento.

La expresidn (36) puede simplificarse m&s si buscamos su
forma para potenciales que son efectivamente cero fuera de una
regién finita, y consideramos al observador lejos de la regidn

de dispersién. En tal caso
P \e-0l= (20 +r) ¥ o (1= Zr"r)"‘Nr(1 """)

en todo el intervalo de integracibn de (36) , y podemos escribir
'k-r ke _Lkr
oy e - € Ve
WO\ =, —=— (s &' o)
() A s Yt
Con k' = kT,

que satisface la condicibén a la frontera de onda saliente.

si identificamos (o definimos)
i~ —ikr' +
&(EL%%)’" V()i () d*r i

podemos observar que la ec. (38) es igual a la (5). Asi hemos
cumplido ya una parte importante de lo que nos proponiamos:

mostrar que hay soluciones de la ec. de Schrodinger (13) con



una forma asintdtica correcta.

Pasaremos ahora a demostrar la validez de la expansidn
(12) , con lo que completaremos las aseveraciones hechas antes
de escribir la ec.(5). Lo que necesitamos demostrar es que
nuestras funciones de onda de dispersibén equivalen, al princi-
pio del proceso, a las ondas planas, es decir, que a tiempo

cero no hay contribucién de la onda dispersada, o sea,
ikl iklic-rl
‘P (R)g*=d*h e\r V(r')#k(r)ds (40)

Como hemos escogido en general
V(r) =0, rp»a

‘P@exp (—“.&'Eu‘f:“E-E")lYI ([‘)d?’k, :O (a1)

+
Hemos supuesto queqi(k)varialentamente con k, lo cual corresponde
al caso, bastante comfin, de paquetes de ondas con alguna incerti-
(]
dumbre en vector de onda y de energias lejanas de las de resonan-

cias. Entonces,

P 0 #0

sbdlo para

&
ke

| &>

y entonces
Kz - o' | ok k|e - e

por lo cual escribimos en vez de (40)
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P 9k exp [h-Chulr -1
= 2MAV(R,|c-r',0) Vo ()

Esta filtima cantidad es cero porque‘gg'E - £" apunta mds allé

(42)

del dispersor, donde por hipétesis'*’es cero en
t=20

Entonces es cierta la ec. (40) y por tanto hemos demostrado la
validez de la expansidn (12). Esto completa nuestro programa

inicial.

Ondas. Parciales y Corrimientos de Fase.

Ahora pasamos al caso en que el potencial de dispersidn tiene
simetrfa esférica; en tal caso la simetria del problema de dis-
persidn es cilindrica. Reemplazamos V(r) por V(r), y podemos de-
mostrar que. existen eigenfunciones del cuadrado de la magnitud del
momento angular alrededor del dispersor y de su componente en la

direccidén de k. Nuestra ecuacidn de Schrddinger es ahora

7YV <

y buscamos sus soluciones con forma asintbética

‘ iRkrcos 0 LRI
,\Wl—- i (QT'T');A ekr +¥k(9) erk

Adem&s, buscaremos la conexién entre é&stas y las del pro-

(44)

blema del campo central, con forma



Ru(nN9.(Q)) 45

La parte radial de esa solucibn satisface la ecuacidn

[41 d ().t U Lv/)- k]R GO

ar) rr

(obtenida por un proceso de separacibn de variables en (43), en
coordenadas esféricas), con la condicién a la frontera de que R
sea regular en el origen.

En regiones donde el potencial es cero,

.Rl,k(r) = ALJL(&J’) 'Btn((kr) (47)

(]t y ng son las funciones esféricas de Bessel y Neumann resp.)

Entonces, asintéticamente,

Ru(r)ru Ay senlhr -LT1/2) | B, cos(hr -LT/2)
kr kr : (48)

En ausencia del dispersor, se debe tener

V=20 vy B!
para excluir completamente la solucibn irregular en el origen. En
estas circunstancias Rtk(r) tiene n nodos cuando kr - gg:= A .
Cuando el potencial no es cero, la solucidén irregular si contri-
buye a la funcién de onda. Asf, podemos ver el proceso de dis-
persién como el proceso en que se mezcla a una onda regular en
el origen una que es irreqular en ese punto, para formar la

onda saliente. Entonces, la magnitud relativa de la contribu-



cidn de la solucidn irregular es una medida de la intensidad

de la dispersidn, y ésta serd, cuantitativamente,
Bt/AL
Para determinar este cociente, podemos proceder como en los

casos mas simples de potenciales discontinuos, casando las solu-
ciones dispersada y libre en

r = a

La solucidn libre seri una funcidén de Bessel, como dijimos,
y la dispersada puede evaluarse en ese punto integrando la ecua-
cidn de Schrodinger dentro de la esfera en que ocurre la disper-
sién, usando incluso un método numérico (para més detalles,

Loucks (7)).

Ahora escribimos (48) en la forma

Ru(r) mA,, sen (kr -211/2) +B.t cos (hr-L11/2) (49)
r AL wr

y escogemos para

By /Ay

la forma

By _tan 5
A!, = rzc (50)

donde
No hemos perdido generalidad, pues la tangente recorre todos
los valores reales, y seguimos disponiendo de dos grados de li-

bertad para especificar (45). Ahora (48) se puede escribir como



= 5l =

Ruwrv L Lcosn sen(kr LTT/Z)+__ senrkcos(hr -(Tl/2)

(51)
y utilizando la identidad trigonométrica

(52)

sen(a+b) = sena.cosb +cosa senb

podemos poner (51) en la forma

Ru N_é_r(_ sen(&r = MT/Z Hh) (53)

Rl,k tiene n nodos cada vez que kr - %——“ + Y\" = nll.
Comparamos (53) con la forma asintbética de la funcibn es-
férica de Bessel, y notamos entonces que el proceso de disper-
sidén nos ha modificado una funcién de onda de electrdn libre
cambiando su fase por QL° Por tal razén, esta cantidad recibe
el nombre de corrimiento de fase. Es una funcifén del momento
angular, de la energia y del radio de la esfera en que el poten-
cial se anula (esta dependencia ha sido estudiada y permite cal-
cular corrimientos de fase resolviendo numéricamente ecuaciones
diferenciales, cfr. Calogero (8)). Los corrimientos de fase
pueden relacionarse con las derivadas logaritmicas de la funcifn
de onda radial ((1), (8)).

Por cuanto a la dependencia del corrimiento de fase con el
momento angular, debemos sefialar que el primero es significativa-
mente distinto de cero sblo para momentos angulares pequenos. Un

argumento clédsico nos indica que una particula serd poco afectada

por un dispersor finito si pasa muy lejos de &1 o si lo hace con



un momento lineal muy alto (masa grande o velocidad grande); el
producto de distancia minima (par&metro de impacto) y momento
lineal es la magnitud del momento angular y por tanto la parti-
cdla no serd dispersada si su momento angular es alto.

A mayor abundamiento, la particula "siente" el potencial del
dispersor apantallado por el "potencial centrifugo", que en el

caso cuintico es el término

Lt+1)

r2
de la ec. (46). Este apantallamiento es grande a momento angular
grande, e impide a la particula aproximarse al origen, donde el
potencial es grande, y por tanto la dispersifén es débil a momento
angular grande (Faber, (9)).
Para calcular amplitudes o secciones transversales de dis-
persidn, empezaremos por expanderﬂy(;) en términos de las solucio-

nes (45), que forman un conjunto ortonormal y completo de fun-

ciones:

‘H; (r.6) :}_f ac(k)R(COS B) Ru‘ (r) (54)

El argumento r de1v se ha escrito como ryB porque la sime-
trfa cilfndrica del problema nos hace irrelevante la coordenada
?. Para determinar los coeficientes de esa expansidn, usamos

las expresiones asintdticas de ambos lados de (44). Para r gran-

“ e threo
2 ::fak “%\JEEl(Qt*f)SEH\(:;?‘LTDQQ Y%(COSB)

(55)



e

Comparando los coeficientes de los términos en

Pt (coz G) exp(- ikr+bT1/2) / kr

Vi (r0) NZ @44 it et sen(hr L TV/2 +ndPcosh

(2“) r (56)

que sblo difiere de una onda plana por el factor

i

e

razén por la que se le llama onda plana distorsionada. Compa-

rando los coeficientes de las exponenciales en (56) v (44),

fu(®)-(/RZ_ 2D senfilcosd) o

Para la seccidn transversal de dispersidn, usando (11) e integran-

do sobre &ngulos, obtenemos l1a llamada seccidn total,

ag= (L\ﬂ'/kl)z'; (Zt“’") SCT\'L 10 (58)

Con esto, hemos analizado las funciones de onda, las amplitu
tudes y las secciones transversales de dispersidn en componentes
de momento angular definido y justificamos asi el titulo de nues-
tra seccibn, pues se conoce COmo ondas parciales a las eigenfun-

ciones de momento angular.

Momento Angular y Funciones de Green

Nos falta analizar en momento angular el propagador. Lo lo-

graremos basicamente investigando las funciones de Green para la



ecuacidén de Helmholtz.

Volvemos a escribir la ec. (14), que es la ecuacidn homo-
génea correspondiente a la de Schrddinger, ec.(13), si conside-

ramos que el té&rmino inhomogéneo es va

(Vz-rﬁp)(} :%([_L') (59)

En coordenadas esféricas, esta ecuacidn es

LS Lt
rt arQ * Trsend o0 “9& r’sen@ %% N
4.‘&.26' % r-r')a(0- °) (60)
r*sen
Trataremos de resolver esta ecuacibn por separacidén de va-

riables; por comodidad, definimos

r"V’ =Vr2' +V;’i &g
T3

(62)

Va - B
sene ae(sene 36) T 5entd 99+ i

Sabemos que

A Y.(Q) = -UEDI(CD) (6

porque los esféricos armdnicos son eigenfunciones del cuadrado

e



= 23 =

(10) al cual podemos identificar en

escalar del momento angular
la ec. (63). Proponemos una expansidn de G en esféricos ar-

ménicos,

Glrr';8,850-0) -2 Fu (o090 9. B9) o

N6étese el término en
vy
cuya forma se debe a la multicitada simetrfa cilindrica del pro-

ceso de dispersidn.

Y (V2 *#-uc»«mr,r'-,e‘,q;)um)__s<r-r')3(g)_g>
¥ sen

(66)
y nuestra tarea es ahora calcular los coeficientes F en esta ex-
pansién. Para ello, procedemos en la manera habitual en estos
casos(ll) : multiplicamos (66) por YR(Q) e integramos sobre Q),
lo que nos permite aprovechar la ortogonalidad del conjunto de
los esféricos arménicos para eliminar un buen nfmero de términos.

[Vrl +hzr1. . [(£+1)]FL = S(r—r‘)\jt(O.W (67)

Aprovechando que el L.D. s6lo depende por YE@ en)., definimos

una parte radial de FL ’Kt , por la ecuacidn

o (T,r'} 8‘,(\;) = Bt (Q')Kg(r,r') (68)



Esa parte radial satisface la ecuacibn

(Ve k-t Sy @

Para poner esta ecuacifén en una forma m&s manejable, intro-

ducimos la funcibn v por

Kt(r)‘d) = U______(,(T,f') (70)
Thr

Sustituyendo (70) y (62) en (69),

Lo et gty o

Asi para
r #r',
(69) es

rt erv(' % rg}& }{Q +( lrz“tz(e"‘"»vt‘:o (72)

Como

= E(ﬁ*ﬂ-V‘l = —(L"'1/2Y- (73)

'Ld1 d 2 2 )
dI:{t +r U( &' ’(Q"\' ).U-l ‘0 (74)

~ Esta es la ecuacidén de Bessel. Sus soluciones son funciones de
Bessel de orden (L + 1/2), con argumento kr, las cuales al ser di-
vididas por la raiz cuadrada de su argumento, (ver ec. 70) pasan

a ser funciones esféricas de Bessel. Un conjunto completo y Li=



nealmente independiente de soluciones para (69) es

{4u(hn) e (R}

Las condiciones a la frontera que necesitamos para determinar
nuestra solucidén indican que K debe ser regular en el origen y al
infinito, pues la fuente no estd en ninguno de esos puntos. La

funcidn esférica de Bessel es regular en el origen; para r —»Q

M: (‘kr) n ("l. (i CW (75)

=

r

que en nuestras condiciones es finita en
r =»Co

Entonces,

_[Aju(hr) oLr{r
Mo M g v rer

Ahora bien, Kt debe ser continua en

y por tanto

Agjt (kr ) :Bc '\,{ (h,r') 77

que se satisface si

Ay Ctht(kr‘)
By = Cyig (kr')

Integrando (69) en un intervalo de longitud 2§, £yo



centrado en r'

bm d_KQ Pt -4 - (78)
0 dr lre

b C ) dhiChe) Rk dinChe) ]
G i dhite) _hiRridihe ]_1

y, como la cantidad entre corchetes es el wronskiano de las fun—

ciones esféricas de Bessel y de Hankel (ver apéndice) valuado en
£,
""kr.z“k ="Lk (80)

Entonces

‘ Az;—&%i(kr') ~(81)
BL :-ij((kr‘) (82)

Con esto, (76) pasa a

) _ {~ikhi (e)jelkn) - 0£r<r’ o
i ‘{—Lck ;'L(kr') aﬁt(m r'ar

Una forma condensada muy comn de escribir esto es

Ko,(r,r') = -ij(,(k&“\: (kr) (84)

donde rg hr>) es el menor (mayor) der y r'.

Sustituimos (84) en (68) y esto en (65), y obtenemos



G(r,r'; 9,9' s _?‘) E -bkz‘_ i(_(ﬁ,&“\{ (,{r))(jl-( Q)Lj:( Q!) (85)

La ec. (84) nos da la parte radial de esta funcibén de Green y
es de muy frecuente aparicién. N6tese ademds que el subindice
t en ella nos indica claramente que lo que hemos hecho ahora es

analizar el propagador en ondas parciales.

Matrices de Dispersifn.

Hemos escrito antes, en la ec. (47)

le(ﬂ =Ad(,(kr) ‘Btna(kﬂ (86)

Introdujimos en (50) los corrimientos de fase por

Bi/A =tan Nt (87)

y sefialamos que este cociente nos indica la intensidad de la dis-
persién. Vamos a bautizarlo con el nombre de "matriz de reactancia"

o "matriz k",

hﬂ - -(1/&) tan M (88)

En té&rminos de &sta, escribimos (86) como

Ru() =C( jt(hr) +h ke Ckn) oot

Asi, la matriz k nos indica, para la onda parcial t, la contribu-
cidén a la onda total de la funcidn irregular en el origen, en
unidades de la amplitud de la onda regular en el origen.

Ahora podriamos cambiar nuestra descripcidén del proceso de



dispersibén cambiando de condiciones a la frontera. En vez de su-
poner ondas planas entrantes y ondas planas salientes, comenzare-
mos por hacer una descripcidén en términos de ondas esféricas entran
tes para la onda incidente, a las que el proceso de dispersibn
afiade ondas esféricas salientes. Describiendo unas y otras ondas

con funciones de Hankel, tendremos

R () = Dy (ks () + Sk (ko)

Esta ecuacidn define la "matriz de dispersién" o "matriz S".
Tiene mucho uso en mec&nica cuéntica, y es especialmente frecuen-
te (y Gtil) en fisica nuclear. Recordando la definicidn de las

funciones de Hankel en té&rminos de las de Bessel y las de Neumann,

Ra™=Dyje(h)-inghr) +Seje(hr)+Spiny(hr) v
Como (91) y (89) representan la misma funcidn de onda,
Cyjgler) -Cybann, ny (kr) = Dyjtien) (1+S)+iDN (RAG-1) 02

Como las funciones de Bessel son linealmente independientes
de las de Neumann, (92) es cierta si los coeficientes de cada una

de ellas son iguales en ambos lados de la ecuacién:

CL :D[(1+Sz) (83)
-Cetanng =AD (-1 o

Sustituyendo (93) en (94) y dividiendo entre D,



_tannt -Sataﬂm :{'Sl—{' (95)

S[ = .('_’_t'.g_r-\—-m (96)
{+tan M

Escribimos

tan n, =Senng/cosn

de donde
S, - Sosntisenty
cosn,-isenny

que se puede escribir como
24Ny
S(,: e (98)

Asf tenemos una expresidén para la matriz S en términos de

(97)

los corrimientos de fase.

Otra manera en que podemos describir el proceso de dispersidn
es en términos de una onda incidente plana a la que se suma una
onda esférica saliente. E1 principio de este tratamiento se hizo
precisamente bajo esa hipbétesis, pues son éstas las condiciones
a la frontera que mejor representan una experimento de dispersidn

tipico. Escribimos entonces

le‘( r) :FL (j!,(h.r) "i‘kt(, h{(hr» (99)

lo que nos define la "matriz de transicidn" o "matriz t". Proce-
demos en forma similar a lo hecho para relacionar la matriz S y
los corrimientos de fase, recordando ahora la independencia lineal

entre funciones de Bessel y funciones de Hankel, para obtener de



(99) y (89)

C(, :‘-H(1'i;h.tf) o (100)

‘Cg tan n :Fg ktt | !

de donde despejamos
t(, = - t’an, nt
h,“ﬂtanna (102)

Multiplicamos por (-i)/(-i) para hallar
___senm
k(cosn,-isenny

t(_ = —(1/&:) sen ruem‘ (104)
Comparamos con (57) y vemos que

&(G) 120'_ (?-L+1)tLR(COS e) (105)

Desde el momento en que sefialamos las condiciones a la fron-

(103)

tera a las que corresponde la matriz t debimos suponer que ha-
1larfamos una conexidén como (105) entre ella y la amplitud de
dispersidn.

Asf como usamos (89) para conectar los corrimientos de fase
con las matrices de dispersibén, podemos conectar éstas entre si

usando las ecuaciones que las definen. Asi, igualamos (89) y (90),

CQ( 1!,({"[') +k hcnt(hr)) :D,(ﬁ[(kr\ +ng\’i(kr\) (106)



de donde

C[:DQ“*’SQ)

= 31 =

Cy kb =Dy (Sp-1)

1+ikk,
aho

Igualamos

Ch)-Khunhe) e -k b (k)

que es vélida si

ra (89) y (99)

C,-F, U-ihty)

Ctkkt ZFQ ktl

Despejamos,

hyo te
= -tk

t{-__ﬁl____
" {+ikke

como arriba,

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)



= 320

Para relacionar las matrices S y t preferimos hacerlo usando
sus definiciones en té&rminos de los corrimientos de fase, recor-

dando las identidades trigonométricas

sen e {—cos2fy (116)
2
Yi

56“2”‘ :ZseanCOS rh (117)

Usando (98) escribimos

SL :COSZQ{“'LSC“ZQ{ (118)
Adem&s, usando (104),

by =- JE (senncosn,+isen‘n,)

- (119)

Aquf usamos (116) y (117),

tQ - _Zi_i(l,seﬂzrh ‘1 +C052 r)e) (120)

o sea, con (118),

:_._- S _1)
t’l Z‘_“k( t | (121)

De aqui, ademas

St:""Q“’Ltt (122)



Densidad de Estados y Suma de Friedel

Para terminar con este capitulo, vamos a calcular el nfimero
de estados que se deben a la presencia del potencial de alcance R
a cada energfa, del cual podemos deducir el nfimero de electrones

presentes. Sin demostracibn, indicamos que a la energia E hay

N(E)-(2mp2 | E*%
) oam

estados por unidad de energfa por unidad de volumen para electrones

(26)

libres , en tres dimensiones, para cada valor del spin.

La presencia del potencial produce otros estados, cuyo nfmero

(18 , 19)

puede calcularse evaluando el flujo de particulas 5 la

densidad de carga (27). Usaremos un argumento simple, basado en

el original de Friedel (9g 220

ﬁqf ___k‘l_ ﬂ%_%i) (124)

a la energfa cindtica radial de una particula en presencia del po-
tencial. Al menos cerca de una frontera a»R que incluya a la re-

gidn de dispersidén y para momento angular pequefio,

N
hr 2 (125)

y si suponemos que en esa frontera la funcidn de onda se anula, te-

nemos, de comparar (53) y (48), que

hea+n, = (n+l/2)T



significa que el valor de n que indica la presencia de un estado
en presencia de V(r) se ha corrido por lhﬁﬂ'con respecto al valor

para la particula libre. Cada estado de e definida tiene degene-—

racibn
20 + 1

en simetria esférica, asi que a la energia E existirén
N(E) :-'{_—‘_2;; (2L+1)QI(E) (127)

estados, cantidad que se conoce como suma de Friedel. De (98) se

SKJ‘UEEqu)e:L z (2(:*1) Im an SQ, ) (128)
me

y de (122), entonces,

N(E) :_Tir_; (28D Imln(1-2iRT) =

para cada valor del spin.

Lloyd consiguid generalizar (128) y (129) para un sistema de

dispersores.



Teoria Formal de Dispersidn

Vamos a desarrollar ahora un formalismo general para estudiar
problemas de dispersién. E1 objeto de hacerlo es poder tratarlos
en una primera forma general, utilizando y produciendo sblo ecuacio-
nes entre operadores, en independencia de toda representacidén par-
ticular. Una vez obtenido este formalismo, es posible pasar a ha-
cer uso de las coordenadas que mejor representen las variables im-
portantes y la simetrfa de un proceso. Todo esto permite tratar
problemas aparentemente ex6ticos, como interacciones con spin, po-
tenciales no locales, problemas de muchos cuerpos, etc. ademés de
los ya mencionados en las secciones anteriores.

Para los fines de este capitulo, usaremos el lenguaje formal
de operadores y vectores de estado. Al respecto, sugerimos al lec-
tor revisar los capitulos correspondientes en,Merzbacher(l) y Rodber
y Thaler(lz), aunque nuestra discusibn es autoconsistente.

El vector de estado que representa el sistema en ausencia del

potencial o antes de que ocurra la interaccién con el mismo, es de-

cir, el vector de "particulas libres" se denominaré
i) 6 ¢i
y llamaremos
¥ (+)
|1 > 6\Vi
al vector de estado con la condicién a la frontera de que sdlo con-—

tenga estados de particula libre y "ondas salientes". Evidentemente

el fndice i representa a todas las coordenadas de la representacidn



que se escoja, y los productos interiores y cantidades similares
contienen entonces sumas sobre fndices discretos e integrales so-
bre coordenadas continuas siempre que se indique o se sobreentien-
da una suma sobre i.

Primero escribiremos en notacién formal la ecuacidn de

Schrddinger. Al efecto, notamos que

S
puede verse como la componente o proyeccibén en espacio r del vector

de estado *‘, o sea,

1;(5) =<z|1¥> (1)

Igualmente, el potencial

Vioet) *Lzpvie

es la representacidn espacial del operador abstracto V, asf que

vy

s@ proyecta en espacio r para escribir

EIVYY = V[ (2)

La proyeccidn indicada se logra con la integracién

V¥

fd3r'<£|V'£'>*(£') (3)
Lo que buscamos es la representacifn espacial de

vy
es decir,

V(r)¥(r)



pues este término aparece en la ec. de Schrodinger. Un potencial
Y

local es
V(r) = $(x-r")v(r,r')

y &sta es una manera de decir que incluye correlacidén haciendo un
tipo de promedio sobre la posicidén de la 2a. particula. Otra for-
ma de promediar para obtener potenciales locales es a través de

expresiones del tipo

Id3r'V(£.£')P(£')
que incluyen un factor de densidad de particulas.

En forma similar, y en unidades atbémicas,

H (r) = §(c-r")H (£,e") = - §(x - \°

Entonces escribimos la ecuacién de Schrodinger

EY(r) - H (0= V(@(D) (6)
como

| 4> - {zlH ¥ = <ZIVIVD <L

Esta es la representacidn espacial de

(E-H )Y = vy (8)

6, con

H=H +V (9)
o

(E—H)Y= 0 (10)



Este resultado es simple finicamente en apariencia. Ahora
estia abierto a usarlo con potenciales no locales, con operadores
que no necesariamente han de ser diferenciales, etc. Asi, en un
problema particular, la aplicacién de (10) implica operaciones ma-
tem&ticas que corresponden especificamente a la representacifén que
se escoja.

Si intentamos ahora escribir una ecuacibén integral para la
funcidn de onda, podremos obtener una expresién formal para la fun-
cién de Green. Esta adquirird en el proceso un significado més ge-
neral como propagador en coordenadas cualesquiera, vgr. entre esta-
dos no de diferente posicién sino de diferente energia.

Notamos que

sl

como la usamos en el capitulo anterior, contiene a la funcidn

}sk(_r_)

y a la funcibn de Green.

#y

es la representacidn espacial del vector de estado

@ () = x|K) = etk L (11)

La funcidén de Green
G(r,r")

puede verse como la representacidn espacial de un operador abs-



tracto G, operador & funcidn de Green 6 propagador. Como hicimos
antes con el potencial, escribimos
G(r,r') =<zl6lc’ (12)
Hemos escrito antes (ec. I (14))
2 . - L]
(E +9°) 6 (r,r') = §(xr-r') (13)

que ahora vemos COmO la representacidn espacial de
(E - HO)GO =1 (14)

por lo que formalmente Gges la inversa de

E-H_,
o
P —1
G, = (E-H) (15)

Esta forma de considerar a G nos serd de gran utilidad més

adelante(ls).

Definamos ahora los operadores

+ +

o= (E- H_ + ic)'l y G (E- H + ia)"1 (16)

Este nos es fitil porque tiene la representacién espacial

¢z, =Lz|(E-H, + i) e (17)
Pasamos a la representacidn k por el operador de proyeccién

1 | " 3R d3&n
ame | IDEIEEEE -1

Y
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de;d°fd-e_1 Dk SER) R K1),
G([[)_mg<d_>dkm (20)

. { B\ g(&l k)
<&"E_H°+L€ &' -(2“)3 kz &:lz‘”'& (21)

Esto filtimo puede demostrarse expandiendo la primera inversa
en una serie de Taylor en operadores. Esta se aplica a un conjunto
cualquiera de eigenvectores y el resultado se "resuma" para encon-
trar la funcién representada por lo que ahora es una serie de Tayloz
en eigenvalores, con la misma forma funcional que la de operadores,
y gue hallamos a la derecha de la igualdad en (21). Este es el ar-
gumento clésico al respecto.

Otra presentacidén mds simple es escribir
o =
£ fa E£¢a
Luego,
(E, -H, + i€)p, = (E, - E, * i)

Aplicamos

)

(Ea--Ho + i£)—1 desde la izquierda en ambos lados;



Z(Eif Hoﬂ«ﬁ)—i(Ea'Ent 1& ¢ =( Ea'E. e LQ(E&—Hot TLO—‘ ?,
rrErab - Eam +10)7 o

que es ya la ec. (21) .

Recurrimos a la propiedad de la delta de Dirac de que

Jd3h £k §(- ) = FK)

y pasamos de (20) a

G+(T r\ 4 j("‘h' d3kﬂ_ <k.\r'> (23)
&

Giler) (PR _er D |
B-RK 46 3

que es la ecuacibn (22) del capitulo anterior. Asi, el formalismo

general se reduce a la teoria que ya coOnocemos si proyectamos
nuestros operadores y estados en la representacifn adecuada.
Hemos visto en el capitulo anterior la importancia de té&rmi-

nos de la forma

ig
ya que se relacionan con las condiciones a la frontera satisfechas
por los propagadores. En nuestro tratamiento general, notamos que

el signo + corresponde correctamente a las condiciones a la fron-

tera de ondas salientes, O causales. Igualmente podriamos evitar



los polos con el cambio
_18
y tendriamos

1 (25)

Go = (E-Ho—lg)
Una forma mas de hacer integrales en variable compleja con-
siste en tomar su valor principal(6), es decir, seguir un con-

torno sobre el eje real que simplemente excluye los polos, y al

que llamamos

o _ i =1,
Go = P(E Ho) (26)
Aqui el sfmbolo P indica la operacifn de tomar la parte prin-

cipal, y una comparacidn con (24) y (25) nos permite escribir
o, + -
GJX(GO ke Go)

de donde obtenemos la similitud formal entre la parte principal
de un operador y la parte real de un nfimero complejo. G; re-
presenta condiciones a la frontera de onda saliente y por tanto
Gg corresponde a un propagador de ondas estacionarias.

Definimos ahora un operador general de transicidn, que tam-

bién contendri implicitamente las condiciones a la frontera, por

o1y = viit) (27)

es decir, un operador que tenga sobre los estados de particula

libre el mismo efecto que el potencial tiene sobre los estados de



dispersidén. Tambié&n definimos el operador llamado "matriz de

onda" (de Mgller) por la expresidn

1= QN 2
Es decir, el operador de Mgller nos produce los estados de

dispersidén al aplicarlo sobre los estados libres. De (27) y (28)

es evidente que
. &
T[i) = vA|i)
es decir,
T = vl (29)

Trataremos de relacionar ahora los propagadores G: y G+ de
la ec. (16), es decir, los propagadores de ondas salientes de los

estados libres y de los estados de dispersibén respectivamente:

1 1

¢t -6 = (E-H+ig)"" - (E-H+V+if)

Multiplicamos desde la derecha por

1

4= (E-H+V+ig) = (E-H+V+ig)

al primer término, y al segundo por
- E-n+ie)"t (E-H+1i€)

desde la izquierda, en un proceso que equivale al de suma de co-
cientes en &lgebra, para hallar

1

(E-H+V+ig) = (E-H+V+i€) (E-H+ib s

1

1 E-H+iD (E-H+if) ~ =

- (E-H+V+if)
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= (E-H+vV+ig) L vE-H+i6) Tl =6} Ve
es decir,
¢t gt = vt = ¢t et (30)
(o) o (o]

La segunda igualdad puede obtenerse con el mismo proceso si,
en vez de despejar Ho de (9), se usa esa ecuacibn tal como estd

escrita.

La ecuacidn I (16) es la representacibn espacial de

1i*) = 1) + G’;v|i+> (31)

que se conoce como ecuacién de Lippmann y Schwinger. De aqui,

Gt vty = 11*) - 11) (32)
y de (30)

+ oAt

6t =6 -3"ve, (33)

De (33) y (31), usando (32)
137 = 1) + ctvla™ - 1Y) + |9
o éea,
1i*Y = a4+ ¢"'w i (34)
Comparando con k28)
Q' =-1+c'v

Es fitil calcular una inversa para la matriz de onda. Selec-

cionaremos una forma, sugerida si se quiere por el azar o por la
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necesidad, y nos limitaremos a demostrar que es en efecto una
inversa para el operador de Mgller. La forma escogida es
+
1= GOV
y la multiplicamos por (35)
+ + + + +. +
- = + - -
(1L+6VM(1-gV it (G G, = G VG )V

Usando (30) se ve que esto es simplemente

(1+6WVa-gw-=1 (36)
6

1+c'v = @ -gwn?t (37)
Igualmente se demuestra que

(1-¢w=a+gn?t (38)

Con tal inversa,
+ + + +
1-cwva =1=0 -¢'v"*
: o o
de donde escribimos otra forma para la ec. de Lippmann-Schwinger
en las condiciones a la frontera de ondas salientes,
ot =1+ c'vd (39)

La matriz de M#ller es un operador unitario en ausencia de

(13)_

estados ligados Ello se demuestra escribiendo primero

a =315l (30)

pues, si

{IQ}



es ortonormal, como corresponde al hecho de que se trata de

eigenvectores de un operador hermitiano : i
+\i ¥ i+
Q h’>:§: \ ﬂ >SL3 IH > (41)
\ !
que es la ec. (28).

Esbozamos tan solo el resto de la demostracidn, fundamental-

QY37 PCHDG]

QNI PN
:;\1*><i*| " 1T 1ol

donde el fndice b se usa para los estados ligados, y la suma sobre

ellos aparece debido a que los estados de particula libre sblo

pueden producir estados no ligados(lz);(47)-

B(ﬂ)fz ]]."Zb ‘b><b\ (42)

y esto se conoce como deficiencia de unitariedad.
Estableceremos ahora otra relacién entre el potencial y el

operador de transicibn; escribimos (29) usando (35),
+ +
T=V(lL+GV) =V+ VGV (43)
También escribimos (29) pero usando (39), y

T = V(1 + GgT) - A VG;T (44)



=0 =

Asi tenemos, respectivamente, una ecuacién implicita y una
explicita para T en términos de potencial y propagadores. Si

comparamos (43) y (44),
ctv = ¢'r ' (45)
o
y entonces, usando (30),
¢t = ¢t + g'rg’ (46)
(] O O
que ya es una fdrmula explicita para ct. con (30) y 135) ,
+ =ﬂFGZ » (47)

y comparando (46) y (47),

£ = % G;T (48)

lo que también puede demostrarse usando (35) y (45).

Nos preguntamos ahora cémo contar estados en este formalismo
o, en otras palabras, buscamos férmulas para la densidad de esta-
dos. Recurriremos a una via indirecta, y empezaremos establecien-

do algunas identidades sencillas para nfimeros complejos.

con 2,6 €R
| z-iE
Z+iE T E+E

es decir

Im >
2+L£ zl+ &

Una representacién de la funcibn delta de Dirac es ((13), p.90)

tim ._Ea—» i) 8(2)

€0 2+

(49)

(50)



ya que

€40 244 ¢*

P Bl <. el o

1 ;!2“P£;l
({d4)y

De (49) y (50) se sigue, sobreentendiendo, como es frecuen-

te, el 1lfmite £-20

n(goyg) = -Wh=) (52)

Ahora reemplazamos z por E-H. Las reglas comunes del dlge-
bra de operadores dan sentido a las expresiones gque resultan,

como. se vid vgr. después de la ec.(21). Entonces,

1m((E—H+ie)'1) = -7 § (E-H) (53)
o, con (15)
InG = -T§ (E-H) (54)

Si ahora tomamos la traza de ambos lados de la ec. (54) e
integramos entre una E0 Yy Eo +AEO , estaremos haciendo una in-

tegral de una delta de Dirac que aumentard en 1 cada vez que

E-H = 0

es decir, cada vez que la energia sea la de un estado del siste-

ma; cada vez que esto ocurra, la traza de (54) habréd aumentado €



y ése es el nGmero de estados entre Eo 4 Eo + AE. E1l nfimerc
de estados por unidad de energia ser@:

d(E) = - £ mrret (55)

n

(Recuérdese que

ImTrA = TrImA (57)
pues la traza es finalmente una suma) .

La densidad de estados por unidad de volumen es

Sieae A +
dy(E) = W—rmTrG (58)
si el sistema estd formado por fermiones aproximadamente

sin interaccibén (gas de Fermi), cada estado puede ser ocupado

por dos particulas, y la densidad de particulas es

dP(E) = - ;'2—r ImTrG (59)
dpy(B) = - 1%"v InTrG' (60)

donde hemos evaluado la densidad de fermiones por unidad de ener-
gia y por unidad de volumen.
Todas estas cantidades pueden verse como la suma de una

contribucién de particulas libres,

2 .
o ImG, (61)

y una densidad de particulas atrapadas (o repelidas a ciertas

energfas) por el potencial, que corresponde exactamente a la suma



de Friedel.

Por comparacidn entre (60) y (61), esta densidad adicional

es

n(E) = - % ;mTr(G+ -§) | (62)
6, con (30)

n(g) = - 131, ImTr (G) VG') (63)

Ahora recurrimos a (16) y tomamos derivadas respecto a la
energia, suponiendo que el hamiltoniano no depende de ella (es

decir, que el potencial es independiente de la energia):

+
G (E—H)dG°=0 (64)
o o dE
[s}

+
dacg

b _ —3oi
aE (E Ho) Go

lo cual, con (16) nuevamente, es

o e (65)
dE o

Con la misma suposicibn de que el potencial es independiente

de la energia,

“5
dG
d + - () .
IE (1- GOV) et v 1 (66)

Ahora reescribimos (63) usando (47),

n(E) = = %,Im'rr(cgvd ) (67)



to

La traza de un producto de operadores es invariante respec-

permutaciones ciclicas en el orden de los mismos, de donde

2
A(E) = = %,mrrr(n.*e; v) (68)

Usando (65),

+
n(E) = - 12-1, ImTr (- OO —= V) (69)
Usando (66),
_ 2 + d +
n(E) = - 2 InTr (A g5 (1= GV)) (70)

Con (35) y (37),

1

aQ*- 1-6lv)” (71)
Sustituimos en (70),

nE) = -2 mre(a- i)t 4 (a-eiv) (72)
que se reconoce hasta en el Granville como

n(E) = - 12-rImTr 5 ha-¢w (73)

6, recordando al mismo Granville y que la traza es una suma,

. 2 d +
n(E) = - & g InTr ln (1 G V) (74)
Si integramos sobre energias, obtenemos la contribucibn

del potencial a la densidad integrada de estados,

N(E) = - 12? Inrr bn(1- ¢} v) ‘ (75)



Esto seria maravilloso si lo pudiéramos calcular, y vamos a
tratar de obtener a partir de (75) expresiones que inciuyan a.las
matrices que hemos ido definiendo.

Empezaremos por establecer algunas nuevas propiedades de la

matriz T. Para ello, recurrimos a (44) de donde

Ta+ gm = v (76)
Con (29),

vt e gt = v (77)
6

aa+ent-1 (78)
Con (35)

1+ cdwa+cnt=1 (79)
y

1+ gmt=+ e (80)

Esta inversa est& en (37), y

1

#o=1l _ . _
(1 + GOT) =1 GOV (81)

Asi, escribimos (75) como

NE) = - 2 mrebn (2 + ¢T)7h (82)
L1 [s}
6, con una identidad algebrdica elemental,
N(E) = %ImTr',n (1 + GoT) (83)



Para proseguir, vamos a proceder con menos detalle y, lamenta-
blemente, menos formalidad. Buena parte de 1lo que.haremos cor¥es—
ponde en forma a lo que llevamos hecho, y al menos en esto justifi-
camos el no repetir argumentaciones.

Hasta ahora, hemos basado nuestro tratamiento en unas ciertas
condiciones a la frontera, a saber, que el estado inicial del pro-
ceso de dispersién es el de particulas libres y el final es de on-
das salientes. Podemos basarnos ahora en los vectores que llamare-

mos

1) o 1D

respectivamente "estados entrantes" y "estados estacionarios", con
los significados que indican sus nombres y en el entendido obvio
de que satisfacen condiciones a la frontera iguales a las de sus
nombres.

Correspondiendo a las nuevas condiciones a la frontera, debemos

definir los propagadores

de ondas entrantes y de ondas estacionarias para particulas libres,

2

para los estados de dispersibén que satisfagan las respectivas con-
diciones a la frontera.

Escribimos de nuevo las ecuaciones (25) y (26), y algunas



identidades obvias que resultan de ellas y de la discusibn subse-

cuente:
g = (=0~ 16" (84)
o o -
- it
G = (E- H- i¢) (85)
¢ = (&t (86)
Co(c + G) (87)
(o] (o) o
Peot (6" + @) (88)
® = pc' (89)

Esta Giltima ecuacibn nos indica que podemos escribir siempre

+ o ¢
g =G - ik A (90)

con lo cual se define A como una solucifn de la ecuacibén homogé-
nea, que es tanto como decir un propagador de particulas libres.
Tanto GZ como {\ son hermitianos pero (90) sblo lo es para energias
negativas.

Ahora presentamos lo que se conoce como matriz K, operador

que se define por la condicibn

kli) = vli) (91)

La analogfa entre (91) y (27) nos permite usar la magquinaria
empleada con la matriz T para establecer la ecuacibén de Lippmann-

Schwinger para estados estacionarios,

1> = i) + cvliy (92)



y la relacibn
K = V + VGOK : (93)
pDefinimos tambi&n una matriz S, por la condicibn
Kilsliy = &l y | (94)
O =1+Gv (95)
y una segunda matriz de Mgller, en analogia con (28), por
[i7) = LX]id , (96)

Con ella escribimos

<ilslid = il whtaahli> (07)
de donde

s = et wah : 98)
Luego

sst = (DhHtntahta 99)

Usando (42),

sst = @Y a- §Ib>< bl LY =

ottt - 2;_ @) ¢ b1l

sst =4 (100)

ya que



@5ty = o (101)
como se demuestra en (13), p. 88. Puede hacerse otro tanto con
sts
y demostrar que
sst = sts =11 (102)

es decir, que S es unitaria. Esta unitariedad nos permite escri-

birla como

55
F o (103)

con la sola condicibn de que el operador (o matriz)r\ sea hermi-
tiano. Si esta ecuacibén parece poco natural, puede verse que equi-

vale a haber definido
= 1
n=-3Im lns (104)

(esta ecuacibn tambi&n parece poco natural si no se tiene en cuent:
lo que llevamos y lo que nos falta). Es obvio, pero vale la pena
recordarlo, que las funciones exponencial y logaritmica usadas
aqui son matriciales o de operadores, seglin el caso.

Emprendamos ahora algunas manipulaciones abstrusas que termi-
nar&n por relacionarnos las matrices S y T. Lo primero seri es-

cribir las ecuaciones (31) y (34),
o+ . + .. + +
1i'y = 1) + gvii) = 1id + Gvli')

y la adjunta de la ecuacibn de Lippmann-Schwinger para ondas en-

trantes, obviamente (je)



IR

SR CARRER Y | (105)
Con esto, reesecribimos (94) como
= <51 = G+ Glvet > (106)
o, tomando eigenvalores,
= ¢ility> + Elj‘-_E'i'Ti‘E<leli+>
Tomando este ejemplo, seguimos con

<5TVi*d= iy +CGIEvIET> + gjfm<j\v‘i+> -

e 1 A = 1 : =
<j\1> + E_l——Ej—:E<J‘V|1> + W(lel-"-)

1 dorst
<3\ id> + 6= 1E B EFIE E—j:—ﬁ-i-;—izKleh S (107)

Notamos ahora que

1 .y 1 -1 gl -
- i —E_+1 —E_+1 —E_.-1
Ei Ej+1e E] E1 ig El E] ig E1 EJ i€

. 1
. 20IM 5wt (108)
Ei Ej+1€

Para hallar esta cantidad, hacemos una comin divisibn de nfimeros

complejos,

E.-E.-ig
N 1 oy 5 i _
2iIm E—iﬁ?—ﬁ = 2iIm ( Ei-EJ)Z‘-l-_c-z-)—

e 2 € ml : _
= 2i TW_ 211TS (Ei E]) (109)

Para esta representacién de la funcién delta de Dirac,

(3)

véase



De (107), (109) y (27) resulta que

854 = <jli) - zﬂi.s(Ei—Ej)<j|Tli) (110)

o]}

s =4 - 2Mi§ (Ei—Ej)T (111)

Es decir, S se relaciona con la parte de T que conecta esta-
dos de iguales energias, parte comfinmente llamada "on the energy
shell". El contenido ffsico de esta relacibn es b&sicamente el
siguiente:

La matriz S contiene toda la probabilidad de transicidn en-
tre estados, en tiempos infinitos, e incluyendo la posibilidad de
que el estado inicial y el final sean uno solo. Entonces la ma-
~triz T nos da la transicién entre estados diferentes, en tiempos
y distancias finitos, y con iguales energias como corresponde a
la conéervaci&n de la energia (16) | pe allf el interés del qui-
mico en la matriz T a pesar de que es més comfin el uso formal de
la matriz S en otros campos cientificos.

Hemos de introducir ahora una nueva rajadura en el rigor de
nueétro tratamiento. Llegados a este punto, los tratadistas re-
definen en maneras variadas la matriz T y por tanto cambian algu-
nos detalles de la ec. (111). La literatura mas formal (vgr. la

correspondiente a la representacién de Heisenberg) escribe

S =1+ (112)

y redefine su nomenclatura, en tal forma que T lleva ahora s6lo

la parte "on the energy shell” del operador de transicibn y la



normalizacién de los estados ha sido cambiada por un factor de

- 2MMi

Tamb ién puede pensarse que este cambio de normalizacibn se
hizo en la ecuacidén (27) y que lo escrito hasta aqui debe norma-
lizarse de nuevo en consecuencia.

Algo similar ocurre con otros autores, como Lloyd y su es-
cuela. Alli seria necesario cambiar la normalizacién del trata-

miento para obtener
S = 1 - 2ikT (113)

que tiene el mérito de corresponder a la ec. (122) del primer ca-
pitulo. Hemos preferido no hacer ese tratamiento porque la nor-
malizacibén sb6lo se justifica al final, produciendo confusién en el
camino, y sefalar este cambio aqui. En lo sucesivo, usaremos la
relacibén (113) para las matrices S y T.

Si volvemos a buscar la parte debida al potencial de la den-

sidad integrada de estados, hallamos que

N(E) = f—ll' ImTr Uns (114)

(16)

No demostraremos esta f6rmula. En Roman la demuestra

para estados ligados en un caso con simetria esférica, usando fun-

(37) se ha-

ciones de Jost de las que no nos hemos ocupado. En
lla una f6rmula igual, pero demostrada taﬁbién en un caso particu-
lar: el modelo de muffin-tin para materia condensada.

De (114) y (113),

N(E)==%?ImTrln(l—2ikT) (115)



y de (114) y (104),

N(E) = - %,ImTr lan : (116)

Esta f6rmula da exactamente la suma de Friedel pues en un
sistema con simetrfa esférica la representacifn de N en momento an
gular es diagonal y sus elementos de matriz son los corrimientos

de fase del capitulo I.



I. Teoria de Lloyd.

La teoria de dispersibn mfiltiple de Lloyd(laflg)'aplica’la
teoria formal que hemos descrito a una estructura en la cual la
dispersibn s6lo ocurre en regiones finitas y ajenas. Si éstas
son esféricas la geometrfa es la del modelo de "muffin-tin"(zz),
asi llamado porgque un esquema del mismo es similar a una charola
para hornear panqués. El caso més tratable es aquél en que las
regiones son esféricas, el potencial dentro de ellas se considera
local y esféricamente simétrico, y el potencial entre ellas (po-
tencial intersticial) es cero. La teoria se ha extendido a re-

(23)

giones no esféricas, potenciales no esféricos , dependientes

de spin y otras variables, potencial intersticial diferente de
cero(24), y presencia de un escaldn de potencial fuera del con-
junto de potenciales dispersantes (ctimulo) . Se ha demostrado
que para un conjunto peribédico (y por tanto infinito) de disper-—

(18'19). Expondremos

sores, la teoria coincide con el método KKR
brevemente los aspectos sobresalientes de la versibén m&s simple

de la teoria, con una caracterfistica pérdida en pretensiones de
rigor y formalidad.

En el modelo senalado, es claro que a un dispersor llega una
onda formada por la onda incidente en el sistema y la onda dis-
persadé producida al incidir &sta sobre los otros dispersores pre-
sentes. Esto garantiza el nombre de dispersibn mfiltiple, y nos
invita a expander las ondas mencionadas en diferentes origenes de
coordenadas (cfr. l8'19’20'21). Aqui procederemos explicitamente
sblo para el caso mas simple. Empezamos escribiendo una expansidn
it

bien conocida cap.10):



e = i (kx.)Y. (K)y*(X.)
% Tt 10 Wt
i 5
11 ~
SY A gy kxyE Ry &) (1)
e, Ly 177L, =1

Si multiplicamos en ambos lados por

v. (%)
L2 -

e integramos sobre &ngulos de k.,

e Yy & =
- L2 -—
1, . A
=7 AW iy (kxg) Yy (" ) | aky (k)y (k) (2)
L1 y

De aqui, por ortonormalidad de los esféricos armdnicos,

ik-x 1
~ iy ] Lai g .2
Iﬁg e YLZ(E) = 41 jgz(kxl)Ychgl) (3)

Ahora, como

JE D) ¢ = (4)
se sigue de (1) que

ih-(§1+x2)

e =

L % 2
Y a by, xp¥h By, GL M 25, (e ¥Y) ()Y, &) (5)
L1 1 1 L2 2 2

Multiplicamos por
Lol
Y. (k)
3

e integramos sobre angulos para obtener como en (3)



i
afli 3j[3(k|_§1+§2| Y¥ (ﬁ) =
3

£ =
_24411 p (kx )Y (gl)g afli ng(kxz)Y )‘(deL Y;‘ YL =

2

1
_Zml L Gexy L1@1’§4“1 Je tkx)) ¥, (")cLL -
2

3

(ver apéndice sobre nfimeros de Gaunt)
Si definimos
Lo

A _ Ao,
L1L3(_)£2) —% 4L j.z(kxz)YLz(gz)CLlL (7)

2 3

obtenemos de (6)

1
afti 25, (k| x, +x0 )Y, (ﬁ) =
3

j
L3

1 .
=% ami Y4 (kx)Y, (X)) &) (8)
i;-l 3(1 1YL, AL1L3 25

Ponemos

(9)

X
[
s
|
Lot

%=Lz, 10

para escribir de (8)

t
afli 3jl. elz - 2 )Yy ({'_\_r_o) d
3 3

= .ll.
§14"1 e - !_\Hqu/-\l_)A.LlLB o -

(11)

g

Se ve asi que la matriz A cambia el origen de coordenadas de



N G A=

es decir, que lleva las ondas de un centro de simetria

| o-—

ar,.
a otro, propiedad que nos sugiere su uso coOmo propagador. Lo
identificamos con el definido en II.90 porque es solucibén de la
parte homogé&nea de la ec. de Schrodinger, ya que és una combina-
cibn lineal de soluciones de la ec. de Helmholtz (cfr. 1.47,
I.64).

En forma similar pueden expanderse muchas otras funciones

(20 , 21)

»
similares y nos conformaremos aqui con introducir un

andlogo de la funcibén de Green,

G
o
Lo+ Ly
(xy) = =ik ¥ WL B, Uax)¥. &)C (12)
Crry 2 5 G 2 1y Rk,

lo cual nos redondea una situacifén muy similar a la de la ec.

I.84. Ahora podemos escribir

t A~
: 3
-ikafli ~h L (k|£-£ol)YL3 (E-z,) = (13)

(DMK EDG (L) et
KA KRICILED B (L) el L

Las variables de que disponemos ahora son momento angular y
posicibn en el espacio, Yy decimos por ello que trabajamos en una
representacibn mixta espacio-momento angular. Mé&s ain, estamos
acercdndonos a particularizar posiciﬁn'en el espacio a la posicibn
de los centros de los dispersores, que evidentemente es un tipico

parametro estructural del quimico.



En esta representacibén, tambi&n llamada rL, la ecuacibn de

- Lippmann-Schwinger II.31 se escribe

R, (r) = 44! iy e b+

o o (14)
- 2
+ é '[:rldrl[.; rzdr2<rL|G;|r1L]><rlL]l v| r2L2> RLZL(rz)
142
Aqui
Ry, p, (T)

representa la amplitud de una onda en r que entr$§ al sistema con
momento angular L y se detecta con L', y cumple precisamente el

papel de
-
de la teorfa presentada en el capitulo II. Las funciones de onda

de partficula libre tienen parte radial

4ﬂi" g (kr)

como se entiende en (1).
Especificamente, para el propagador,
Gpup(R) [R] # 0
+ (R) = (15)
-ik §

L'L [Rl =0

N6tese la analogia entre el papel jugado por
_1k8L'L
y la adicibdn del té&rmino

i€



en (16), evitando en este caso la singularidad de (12) en el

origen.

El propagador (15) se puede poner como en II.90,

- & - 1l
si definimos
Gz'L(B) =

0
Yy

Ly

A ®

1

Sy

con las debidas disculpas por duplicar la notacién de (7);

L {
S
K Cpup 4L ‘ng, o)y, @
L X

G
E Curp 4L I (ko ®)

(R)

|

R

x

3

(16)

(17)

(18)

néte-

se nuevamente el tratamiento de singularidades, gue obviamente

corresbonde a las condiciones a la frontera.

Demostremos que estos propagadores son hermitianos, a partir

de que los nimeros de Gaunt son reales,

o L i
L'L L'L
es decir

* = * *
f 130 _r b AR R

1 1
Adem8&s recordamos la relacidn

Y

= (-1)“&1‘

*
L

Entonces

(19)

(20)

(21)



SN T

1
* = y* = * * =
YLchL' Y IYL L' Y fY p Y
=y [YiYL.(-l)leL - ¥ (-1)m1f
1 1 1

es decir

Y* cLl, =Y L.l

Ll LL Ll LYk
Entonces

L t
il o NP S
By (@) = 41rEL Cpitn, ) 3 1q (kr)
1

i
= MY c Y
Ll : 4 Ll

O sea

AL.L(E') = A*IL' (—_r_)

NEY Y

'
L'L Ll

(22)

(23)

' L !
@ 1 Y00 - arEe b al v (D 154, (ko)

Por tanto, & es hermitiana si los fndices se toman como de

espacio y momento angular.

G+

La demostracifn equivalente para

es muy similar Vé&ase gque de aqui se sigue que (16) es hermitiana

s6lo a energias negativas.

También es posible demostrar que A es unitaria, como corres-

ponde a su papel de cambio de coordenadas.

En (11), expandemos

cada té&rmino de la suma con la misma f6rmula (11) alrededor de

es decir, con r,en el papel de L v

vy hallamos

Lo

’



= 68 =

a1t 3, (|z-r )y, E-T) = mish
4

) ,
=2 2 ami Yy (qz-xd)yy E-T) By o~ DAL U= 2
L' L, 1 ik

lo cual requiere que

%\ALIL' (£O- i)AL'L(!- -£0) = SLlL (25)

O sea
Az, -LH)at-z) =4 (26)

Volvamos ahora a (14); habiendo sefialado algunas propieda-
des de los elementos de matriz de los propagadores, sigamos ade-
lante bosquejando la teoria de dispersidn.

Ssi el potencial es local,

S(r"r') (27)

r

&nivie'ny = V. ()
y (14) se simplifica a

R, () = amit o ko) 8y, *

L'L

L]
2 W=t
o [Dfa 2 el vy g R 0 (28)
L 12

Con todo este aparato, escribimos II.27 como

"%‘, g,(iLlT\ [ARADYAY L'Ll(.':' = Lol =§. (D) RL'Ll(—l—l) )



Aqui estdn por determinar los elementos de la matriz T, y
hemos indicado que el efecto del potencial en cada dispersor que-

da contenido en el lado derecho, a través de

K L)

elementos de una matriz que contiene a las matrices k de todos
los dispersores, que est&n en posiciones !_.

Si el potencial es esféricamente simétrico,

ko) =k )8 . (30)
y la matriz del lado derecho es la definida en I.88. Corresponde

entonces a II.29 y II.35 la solucibn

luirTltn) = [xa-Gix)™1] L (31)

con k y G de las ecs. (29), (30) y (12).
Podemos obtener una matriz T que s6lo tenga indices de mo-

mento angular y un origen, r , por medio de l& y

o]
R Lg-_l LzZ.Lz AL'LI(EO--!‘-1)<—Q-1L1\T‘L2L2>AL2L(L2_£O)

(32)

Esta matriz .podria ser la base de una teoria de "cfimulos de

cﬁmulos"(zs)

, Y nos permite calcular la densidad de estados II.115
y otras cantidades como secciones transversales, amplitudes de

dispersibn, etc.



Sin demostracifn ni explicacidn, escribimos
_1 : ¥
YL = STy 33
<_!‘_L\ I__. L> [5(1 ON) ] L ll‘Lv \ :

Esta matriz puede pasarse, en forma similar a (32), a un
solo origen e indicés de momento angular, y usarse en teorias de
"ctimulos de cGmulos". Siendo producto de matrices hermitianas,
es hermitiana tambi&n y esto es una enorme ventaja.

Finalmente, y en la hip6tesis de que el potencial es repre-
sentado por la matriz de matrices k de un solo dispersor, se si-

gue de II.(30) y II.(37) que podemos escribir

G-(U-GiR' G

para la funcibén de Green del cfimulo, cuyos elementos estar@n iden-
tificados por dispersor y momento angular y que ha de ser Gtil en

el estudio de procesos de transporte.



Apéndice A.

Formalismo de Operadores

(28)

Este formalismo es b&sicamente obra de Dirac Vamos a
sefialar solamente los aspectos del mismo que hemos usado en el
texto.

Suponemos que cada estado de un sistema cualquiera es des-
crito por un vector (ket)

id>
al que se suele llamar vector de estado. La seleccifn de una
_etiqueta para el mismo es casi una cuestidn de gusto personal, ¥y
nos parece que lo que mis contribuye a un uso claro es darles la
misma etiqueta que demos a los estados, por igual en el caso de
f¢ndices discretos que de continuos. Los vectores de estado for-
man un espacio vectorial complejo y hermitiano.

El adelanto que se logra al introducir este lenguaje es que
con &1 podemos tratar formalmente las propiedades de cualquier
sistema y sb6lo al final escoger alglin espacio vectorial comfin pa-
ra especificar completamente nuestra descripcibn; por ejemplo,
la 1lamada representacifén de Schrédinger, que es la habitual en
los cursos de_teoria cusntica y en la mayor parte del trabajo
tedrico én sistemas atdmicos y moleculares, utiliza funciones
complejas continuas, derivables y cuadrado-integrables.

Cada forma de reemplazar nuestras cantidades abstractas por
nfimeros es una representacién. Para fijar completamente una re-
presentacién se requiere sb6lo un conjunto completo de vectores

(bras), que obviamente forman una base del dual de algfin espacio



vectorial, al que pueden transformarse en manera simple. Se
-construye la representacibn tomando un ket cualquiera’y formgn-
do su producto interior con todos los bras de la base. E1l con-
junto producido con esa operacibn es la representacibn del ket
en el espacio de los bras, & es Gnico para cada ket. Este pro-
ceso suele llamarse proyectar el ket en los bras pues el produc
to interior tiene asociado precisamente el significado de la pro
yeccibn de un vector sobre otro, de componente de un vector en
la direcci6n de otro.

Decimos que un conjunto V de vectores es ortonormal cuando

iy =Aify
<Gliy=A (i)

si i y j son indices continuos.

Para indices discretos, es fécil demostrar que
Z lla)(“ :1 (3)
v
y para el segundo, que
I llaxl:'dlz :1 ' (4)
El simbolo ‘L)(Ll



es un operador de proyeccidn; es obvio que sblo corresponde a
nfimeros o vectores cuando se realiza la operacibén de producto

interior que indica. Evidentemente
\P) =) ldlP) %
b v

si| P> representa un vector cualquiera. En este caso y en lo

subsiguiente entendemos que

2

denota una suma sobre indices discretos y una integral sobre in-
dices continuos, entre los limites en que estén definidos si no
se indica lo contrario.

: <Qﬁ3>1':i Z:E}‘L;ZCTP> (6)

Los observables o variables din@micas se representan por
operadores, que deben ser lineales y hermitianos. Entendemos
por operador una funcidn con dominio e imagen en espacios vec-

toriales, y que la expresibn

DA
se lee "|i) es la imagen de | i) bajo@ " o " 1i) es el resul-
tado de aplicarcy sobre Ij) " gin embargo, por ahora mantendre
mos los operadores tan en abstracto como. los vectores.

Ahora tenemos que encontrar como reemplazar operadores por
nGmeros, esto es, cbmo hallar representaciones de operadores.
Las representaciones se dan en espacios vectorialés, pero ahora

con el producto escalar



@Lj = <LI®\A> b )

que recibe el nombre de representacibn de:cren él espacio de las
li) (o Ij) ), Y que es Gnica. Estas representaciones son més

complicadas que las de los vectores de estado en éuanto a que in
cluyen dos etiquetas o indices de vectores de la base. La mane-

ra natural de arreglarlos es en una matriz,

Aoy Alo12y oelss ...
QIO Q1012) ...
SIoy . . :

L
por lo cual las cantidades definidas en (7) reciben comfinmente

el nombre de elementos de matriz del operador.

El interés de representar los operadores por matrices reside
en que ambos conjuntos comparten un buen nfimero de propiedades.
Las relaciones algebrédicas entre operadores se preservan entre
las matrices que los representan. Lo mismo ocurre con las rela-
ciones de conmutacibén, con las ecuaciones de eigenvalores, con
propiedades de hermiticidaa, unitariedad, etc., etc.

El operador unidad se representa con la matriz unidad. De-
cimos que una representacibn es diagonal cuando lo son las ma-

trices que la forman,



. - .. % (8)
@-b‘-mgu 0 61,\:%8('»-;) e ,
segfin sean los indices continuos o discretos. Si los indices
son continuos, el producto de matrices involucra integraciones

en lugar de sumas.

Recordamos que la diagonalizacién de una matriz produce
sus valores y vectores propios. Igualmente, una representacibén
diagonal de un operador tiene como base vectores propios del
mismo, y la diagonalizacibén de un operador se entiende simple-
mente como un cambio de base en un espacio vectorial.

Las funciones de operadores con imagen operador se constru
yen en igual forma que las matriciales, y para las funciones
elementales comunes el camino habitual en ambos casos es usar
la serie de Taylor; por ejemplo, sif’ es un operador O una ma-

triz,

sen G: @‘ Q3 +@_§— ses (8a)
3 S

Esta operacidén es més inteligible si se hace actuar (8a) so-
bre un vector de estado (lo que equivale a multiplicar la matriz
que representa a (8a) por el vector que representa al de estado) ,
y se observa que el resultado es una serie de potencias compleja
que multiplica al vector. La serie de potencias corresponde pre
cisamente a la de la funcibn (en este caso el seno) si el argu-
mento es el eigenvalor del operador. Esta técnica recibe el nom

bre de "resumacidn".



= o5 o

Definimos la traza de un operador por la traza de su matriz.
Como un cambio de representacifén se logra por una transformada
de similitud, vemos que ia traza de un operador es independiente
de la base que se escoja. Asi, si indicamos en algfin punto que
debe tomarse la traza de un operador, el procedimiento a seguir
es escoger una base completa cualquiera, formar elementos de ma-
triz diagonales del operador, y sumar (o integrar) sobre el indi
ce de los mismos. El1 determinante de un operador se define por
el de su matriz, y es igualmente invariante a cambios de base.

Teniendo presentes esas invariancias, consideremos la fun-
cibn

Trin®

Yy pongamos a © en una base diagonal, donde
Trin®-=2_ CﬂOlL

b
es precisamente igual a

indet & :E; Ln Oi,i,

pues al evaluar el determinante son cero todas las multiplicacio
nes con elementos no diagonales de Ciq Asi, en cualquier repre-

sentacidn,

TrinG=lndet® (9)

Es frecuente la identificacidn

-\Vp(‘:) :<l1“>> | (10)



que recibe el nombre de funcién de onda. Por lo mismo se usan

para el vector de estado ‘P) los simbolos

WG 1)

Una base muy comGn son las funciones complejas de la posicibn en

espacio,
r

que da lugar a la representacifén de Schrddinger. Otra base com@Gn
son las funciones complejas del vector de onda (cantidad de movi-

miento lineal en unidades atémicas), o del "espacio reciproco"
k
para la cual, en la normalizacibén comfin,
A k)
Z ’(ﬂ? dk (11)
& . %
Yy

S‘&k‘ — (2“)3 8( k—k_"\ (12)

Es claro entonces que

gelixy

representa a la funcidn de onda en r con eigenvalores k, y

<[“ﬂ7 = e\.\y[ (13)

en la normalizacidn usual.



Entonces, de (6),

Mgl SRR

V() =<chi= (127["' Brekiv) T as)

es decir, que la funcién de onda en la representacibn r es la
transformada de Fourier de la de la representacibn k. (Por
cierto que en esta propiedad se puede basar una demostracién

del principio de incertidumbre de Heisenbergq).



Apéndice B.

Funciones de Green

Reunimos aqui algunas de las propiedades més importantes de

las funciones de Green para operadores diferenciales autoadjun-

tos.
La adjunta de un operador diferencial es tal que
* _ + * *
v*Lju u(L1 V) VQl (u,v*)
donde L1 es el operador, LI su adjunta y Q1 depende bilinealmen

te de sus argumentos. Un operador diferencial es autoadjunto o

hermitiano si, en un espacio de N dimensiones
N ol
* =
de [v L,u u(le) ] -0

y tiene eigenvalores reales y eigenfuncicnes ortogonales y com-

pletas(48).

Una forma de escribir estos operadores en tres dimensiones

es
Ly =Ny - [p(gl)vl ] + aq(x,) (1)
Buscamos las soluciones de
= 2
L,y (x;) + £(xy) 0 (2)
Definimos la funcidn de Green como la solucidn de

Ly8il, 1z} = = § iz, %) (3)

y a las soluciones de la ecuacibén homogénea asociada con (2) por



Ly vo(ry) =0 (4)

Utilizando el teorema de Green, se puede ver que una solu-

cibn de (2) es
vy = v e+ folm . xy fixyar, (5)

lo cual se puede verificar aplicando L1 a ambos lados de la
ecuacidn, y usando las ecuaciones (3) y (5) y la propiedad ele-

mental de la delta de Dirac

Sh(El) §(xy »zy) dr; = hixy)

N6tese que G representa fisicamente el efecto de £ en r,
sobre y en Iy cualquiera que sea su significado fisico, razbn
por la cual recibe el nombre de propagador. Evidentemente, y
s6lo estd completamente determinada si se dan condiciones a la
frontera, y &stas deber&n quedar contenidas en la funcibn de
Green, que satisface las mismas que y.

Investiguemos ahora la ecuacién de valores propios

L, -bg ) =0 (6)
y la inhomogénea

(L=t )@ (r)) = £z (7

Ahora la funcién de Green es tal que

(L

-t ) = 8-y (8)



y proponemos para ella un desarrollo en soluciones de (7),

Glr; »Ip) = Zl a ()@ ; () | ©)

Sustituimos (9) en (8),

;ai,([ﬂ l—i(Pi,([‘D ‘Z; cai’([ﬂ) C?L([A z S(E‘—[‘Z\ e

Multiplicamos por una solucidn normalizada cualquiera de

(8),?3.(5_1) e integramos sobre I, » aplicando (6):

ZLaL(EZ)C'L(q) j \q%) ‘% ia—b ([Q(ijl?l) =@ (Y_ﬂ (11)

Como las soluciones de (6) son ortogonales por ser L1 hermi-
tiano,
a.l(r . - a.(r = Ax
3(_2)13 4 &) = 4y
o sea

4(r) = _filc,) bd
ti-t

G(r. r.)- P(R) Pu(ry) 13
(t, 0, % b -1 =

Esta ecnacifn es la expansidn de la funcibén de Green en

eigenfunciones del operador correspondiente que satisfagan con-
diciones iniciales o condiciones a la frontera dadas. Es claro
que la funcibn de Green, al variar ﬁ , tiene un polo simple siem

pre que



g, =l (14)

para alguna i.

En aplicaciones en teoria cuéntica, ﬂ es la energia y L1 el
hamiltoniano; entonces la funcién de Green tiene un polo en ca-
da estado del sistema. Esto es consistente con la interpretacibn

de (3)
(15)

ya que los polos de la funcibén de Green corresponden a los ceros
de Ll'
Se puede ver que, en general,

G(ry »xp) = G*(r; ., ;) (16)
También se puede demostrar que la funcién de Green es con-

tinua en el punto

y que su primera derivada tiene una discontinuidad en ese punto.
Esta discontinuidad se estudia mejor en una dimensibn tras sepa-
rar el operador diferencial y es la inversa del coeficiente del

término de segundo orden en la parte de L1 correspondiente a una

coordenada dada.



Apéndice C.

Funciones Esféricas de Bessel, Neumann y Hankel.

Al separar la ecuacifén de Helmholtz en coordenadas esféricas,

rld_lB +2rd_B +[h?r1"[“+”]R =0 (1)
drt dr

La experiencia o la intuicidn sugieren el cambio de variable

Z (kr)
kr

R(kr) = (2)

con el cual la ecuacidn (1) pasa a

A d*Z ordZ JREAHAZ =0
dr1+dr+kr‘( il i

que es la ecuacibn de Bessel de orden

1
L+ 3

con l entero. Entonces Z- debe ser funcibén de Bessel 6 de
Neumann de ese orden, o alguna combinacibén lineal de las mismas.
La ecuacidn (1) es muy com@in (en mec&nica cuéntica corresponde a
la ecuacién de Schrddinger para particulas libres)

sus soluciones reciben los nombres

W) :J{TI.; Jhyl(ﬂ .

funcibén esférica de Bessel,

1+

(5)



funcidn esférica de Neumann,

Y

ny (x) {0 = 3y 0+ ing ) (6)

hy (x) = G 0

jp () - iy (x) (7)

funciones esféricas de Hankel, todas de orden l . Todas &stas
son ortogonales entre si, y cada conjunto (Bessel, Neumann, etc.)
es ortogonal por cuanto al indice l .

Sus series de potencias son

(1P (54D)! 2
1[(1) 2’%2 \/7_ (26+2f.ﬂ5‘5' Xl | (8)

» \"“ (-)° (5= .25 (9)
= g ) 10720

Para
t=o0

sus expresiones en t&rminos de funciones elementales son

. _ senx

Jo(x) e (10)
_ - cosXx

no(x) e (11)

Obviamente, la funcidn esférica de Bessel es regular en el

origen,



OIS (12)
y la de Neumann diverge en ese punto.
En general, para argumentos pequefnos,
2 x‘
]t (x)v m (13)
(2t -1):!
ng (x)rv 31 (14)
X
con
1.3+5,.,, m , m impar
mi! = meZ (15)
2+4+6.,, M , m par
2m!! = 2" m! (16)
(2m+ 1t = EEEL) (17)
m_, :
2 m.

Se sigue de (13) Yy (14) que en el origen todas las funciones
esféricas de Bessel son regulares y las de Neumann irregulares.

Para valores grandes del argumento,

3y o L sen(x - %L) (18)
ny (x)V - -}1; cos (x - Lg— (19)

En lo sucesivo £ representa una funcidén esférica cualquiera

de Bessel o de Neumann. Las relaciones de recurrencia m&s fGtiles



= LR =
son
LT T e b ) : (20
p ety L+1 % I x . 9
dft (X)
£ro (0 = (LHDE), (0 = 2+ (21)
(X) t
L e e ~ B (22)

dx
con las cuales es fé&cil construir la férmula (o el valor numérico)

de funciones esféricas de Bessel Yy de sus derivadas para cualquier

orden; para ello, conviene tener a mano las expresiones

. _ senx _ COSX
]1(X) = —xz—- — (23)
3, (%) =(%-§ senx - —5 COSX (24)
x X
L cos X sen x )
o) = = =g s == (25)
X
nalx) = = 3 - —1- cos X - 3 sen x (26)
2 = ;2'

Para las funciones esféricas de Bessel la paridad es la de

j'. (x) = (—l)t j'. (- x) (27)

y la norma

f h (’X)h 'X\d’X (2[, ﬂ 8"1"2. (28)

Para las funciones esféricas de Neumann, la paridad es con-—



traria a la de l,

L+1

ny (x) = (=1) ny (-x) (29)

Para evaluar en x los wronskianos de estas funciones usamos
la férmula

3 _ 1 . + S +,_ 1
w!(](_rn")_fw! (J'.'h',) = wt (nc rh!)“xz (30)

con

{:‘ ('70 {1 (70

d_fr,(ﬂ d_f?_(’ﬂ
dx dx

o es comfin en la literatura el simbolo [S.

WL(&(’X),& (X“ =

Para el wronskian

Se pueden encontrar deducciones de las f6rmulas reunidas aqui en

3y 4h un buen nfimero de fdrmulas adicionales en las
(31)

las refs.

refso(zg’ AUy 31% y tablas de valores numéricos en



Apéndice D.

Esféricos Armdnicos.

Al separar la ecuacidn de Helmholtz en coordenadas esféri-

cas polares, se obtiene para la parte angular

3@ ¢ @M\, 0 & )
— d‘e(se“gié e) %1_6 4 f L 1e+NO®)&(¢)=0 "

cuya parte azimutal es

A M, ,
@(‘?\ dg- i

Soluciones obvias de (2) son

3lg)= £

que forman un conjunto ortogonal,

“ -
L‘L e.tm.q)eum@ d(? _ z;“' 8"\1"\7_ (4)

Entonces, la normalizacién se logra escribiendo

ém(‘ﬂ :\%—iﬁ ébm? (5)

Para la parte polar (&ngulo de colatitud) se obtiene

sarg e G5 ) (M- g @00

Las soluciones de esta ecuacidén son los polinomios asocia-

dos de Legendre,



m _ 2,m/2 a"

PL (X) = (1-x ) Ezn‘ PL (X)
con

X = COSB

y los polinomios de Legendre

L b
1 d 2
Py (X) = 5 (x° = 1)
t sl L axt

Asi, podemos escribir (7) como

2.m/2 a" +t

m 1
P (x)=—-i——(1—x) = _—,(x"-1)
. 2 i dxm+t

A y m son enteros,

120

y como (10) es una derivada de un polinomio de grado 2t ,

rimos que

‘m&t

para obtener funciones no idénticamente cero, y que

-1em

porque no estd definida la operacidn de tomar derivadas un

ro negativo de veces; (11) y (12) se resumen en

Imi&l
De (7).,
Py (x) = P (%)

Ademés,

(f —m):
-m _ gy ——— pI
pl) = C0E ST B ()

(7)

(8)

(9)

(10)

reque-

(11)

(12)

nGme-

(13)

(14)

(14)



2 Ng0L =

y la paridad es t+ m,

m _ { +m _m -
Pt (x) = (-1) P. (x) (16)

El conjunto de polinomios asociados de Legendre es ortogo-

; , (+my)! '17)
[ PR - de- eSS,

f Ph ’X\.Pl,_ ’n d’X _(72___.5 (lilﬂm\' 8[ . 18)

Las soluciones de (1) son, entonces, los esféricos armbni-

cos (o bien traducido, funciones armbnicas esféricas)

9 (0,9=-0; 00,

Denotamos
L= ({,m) (20)
0:=(9,9) (21)

para escribir abreviadamente
m
T 0 =y L8 L (22)

De (5), (17) y (18) escribimos, ya normalizado a 1 sobre

Y- (ey™™ \/@m (LIl P (cosf) e
(P 1 (23)
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Las constantes de normalizacidn suelen escribirse con dis-

tintas fases. Hemos escogido la usada por Lloyd(lg). otra fa-

se comfin es la de Condon y Shortley(32). Al respecto, véase

Butkov (33) pag. 618.

Asf definidos los esféricos armdnicos forman un conjunto

ortonormal,

fdQHLq(Q)8L1(O) = %L\\—‘L (24)

con

an = senf aé dg (25)

aLlL2 = 8‘1 '_28 mlmz. (26)

Tienen paridad t.

'
v (Q) = (-1 ¥ (-Q) (27)

donde se usa el simbolo
-0= (-0, T +(?) (28)

para los &ngulos del vector -r si Q) representa los de r.

De (23),
YO =Yy () _ (29)

Los esféricos armdnicos son funciones propias del cuadrado

de la norma del momento angular,



A2 _
LY () = Lt+Dy (D)
y de la proyeccibn .z del momento angular,
LY (Q) = mYp (Q)

Se usan frecuentemente las expansiones siguientes:

k- 4
1) (_—‘-‘r__.r) — 2 oy hoyud

m=-{

4T ™y ¢
STTT S0 ()

con

L A oA
i gy (kr)YL(E)YL(g)

(1]
I
I8
]
3

™M

o
=™

£ 3 Goyf®y @

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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Apéndice E

Nimeros de Gaunt.

Definimos los nfimeros de Gaunt por

CLqL XdQBL,(QYjL?_(O\\jLB( \ (1)

Con esta definicibn
~ L L (M- +mOe
‘L = Au:;g dee e [ t:\s senfdf

donde el argumento de los polinomios asociados de Legendre es

cos B

y

\_L - r 'ltu\)(?.(ﬁ\)(?.tyﬂ(& ‘Mqt)l((,l \mzl)] ls-lm,,l)l
2 \I TP Hm D Ly im, D ( (e (3

En (2)
u”T .
J~ (i eey("\‘-rnli{“i)q) 211‘.6
por lo que los nfimeros de Gaunt son reales,
L3 figns
c = (C ) (5)
babo byls

También se ve en (2) que

C = C (6)



GV e

La integral sobre B en (2) puede pasarse a la forma

[ RGP 6P b ey

y ha sido evaluada por Gaunt“g)(v. Condon y Shortley(32)). Los
nfmeros de Gaunt son diferentes de cero sb6lo si
m, +my =m, (8)
!1‘*' '.21' .,3 es par 9)
t1+ czé '-3%"11 _!2‘ (10)

(ciclica en los indices 1,2,3 llamada "regla del tridngulo").

La f6rmula completa para los nimeros de Gaunt es

L, .
cL1L2 = clc2c3f (11)

con:

D)2 +l) (_phttle
SRR )

(12)

C)__—_ fg‘*%’tb‘.(‘:ﬁt;’tﬂ)[(lﬁtft;\.‘ (2 t}"'ﬂ! Ltl (13)
(Ly =L+ L)) (trm(ttm\(k-ts\l

Caz ( '«1 +la- Ls“. ((.-mb! (tf‘mz“. (ls‘ms“. (lvm;\!
N DU -G bl b b (e m (el a0
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s+l tm
{_Z ([,‘+m,+5)\.(l7_+t,3~mr5)! () Ll (15)

= (lme-) (la-taemge
donde la suma se detiene cuando se intenta obténer el factorial
de un ntimero negativo.

En (12) Y (13)1
o= cby+ly+Ly/2 (16)

La tabla de ntimeros de Gaunt que acompafia a este apé&ndice
ha sido confrontada con las integrales calculadas directamente
por el grupo de P. Lloyd en Bristol en 1971 (34) . Véase también
(37), (38), (39).
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IV. Empleo de la Teoria.

1. Un Metodo de C8lculo

Describiremos a continuacibn el camino que hemos esco-
gido para calcular diversas cantidades utilizando la teoria
de Lloyd.

Partimos de una tabla de corrimientos de fase para el
potencial esféricamente simétrico de un &tomo de un cfmulo
en materia condensada. Estos se calculan habitualmente en
el programa CRYS/DERI/ASIL. Con I.88 calculamos las matri-

ces k de un solo dispersor,

kg = = ‘l-lztan rh(E) (1)

E

que transferimos a la diagonal de III.3O0,

s = ¥ Wb @

Construimos el propagador III.15 entre dispersores,

con III.12 (excepto por un factor de fase)
Gha (L) £l Lﬂ‘u“(m.kﬁ\H,'\)-'\t.ﬂé\&-t‘\))C.‘:L“J L0 Lt
PL\= =/ - ()
S jtet
y con (2) y (3) formamos la matriz
1-Glk (4)

y la invertimos.

Ahora construimos el propagador III.18, entre los

dispersores y el origen del cfimulo,



Ok e

T coamt 1, (R Y. R) .
B BT ok

S\.‘L I‘&\ =0 )

Estas expansiones multicéntricas de los esféricos arméni-
cos no contienen a los corrimientos de fase y uno de sus indi-
ces puede tener cota superior diferente de la del otro, que sg
ria el miximo para el que se disponga de corrimientos de fase.

Ahora, con III.31 y III.32, formamos la matriz T del cGmu
lo,

A+ +.3
T=A"k(1-6kD (6)
y calculamos el nimero complejo

D = det(1-2i |ET) (7)

y el nfimero real indicado en IT,115

tm nTr(1-2i yET) = ImlnD (8)
como
_ - ImD_
Im LnD = argD = D 9)

y lo multiplicamos por 1/ para obtener la densidad integrada
de estados a la energia E. Repetimos el proceso de (1) a (9)

y en cada iteracién aumentamos la energfa en (AE; al final de
cada iteracibn aproximamos la densidad de estados por unidad de
energia por la derivada de la densidad integrada, calculada

numéricamente como



N(E) - N(E-AE)

n(E): AE

Una alternativa al procedimiento
culo en la matriz K del cfimulo. Para

zar (3) por III.17, (4) por

“
K = A+l‘, (1-62pb-

D = det (1 + i VEK)
y II.115 por

N(E) = - % Im tnD

(10)
anterior es basar el cél-

ello se requiere reempla-

(11)

(12)

(13)

(14)

Un cdlculo como los que describimos seri sensible a los

siguientes parfmetros:

a) LSS: méxima L para la que se proporcionan corrimientos

de fase, que ser8 la mixima t en

y en el primer indice de (5).

las matrices de (2) y (3)

b) LMS: méxima t a que se llevan las expansiones multicén-

tricas; es la méxima l en (6) y

dice de (6).

(7), y en el segundo in-

c) La geometria del c@mulo: ntmero de dispersores y forma y

tamano total del cfimulo.

El indice LSS queda determinado bdsicamente por la t a la



que los corrimientos de fase son pequefios para toda energia, y
es convencional(36). Keller(35) ha calculado el efecﬁo del nfi
mero de dispersores, forma y tamafio del cfimulo sobre la densi-
dad de estados del diamante, Yy encontrb que bastan 8 disperso-
res para obtener una banda prohibida, lo cual susf.ancia impor -
tantemente el método de cimulos. Véanse también las refs. (50)
a (55). El1 trabajo que describiremos prosigue esa investiga-

cibn utilizando sistemas y medidores diferentes.
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Programas de Computadora.

vamos a describir simult&neamente dos programas de com-

- putadora que siguen el proceso descrito en el apartado ante-

rior. Uno de ellos se basa en la matriz T y otro en la K del
ctmulo. Su estructura es practicamente igual y difieren en
unas pocas instrucciones. Ambos han sido escritos en FORTRAN
IV.G para la computadora Burroughs B6700-7700 del CSC de la
UNAM. Su estructura es la siguiente:

Se fija un intervalo de energfas y un incremento para re-
correrlo. A cada energia se procede como sigue:
se obtienen corrimientos de fase por interpolacién en una ta-
bla lefda previamente (secuencia 13100 a 13400) y se forma
(1) (13500); con esto se llena un vector que contiene la dia-
gonal de (2) (13700 a 14300) .

En la subrutina GMTRIX (18200 a 31200) se forma (3) 6
III.17. La informacién geométrica del cimulo ha sido prepara-
da en ANGLE (31300 a 35300) con los vectores de posiciones re-
lativas de dispersores en coordenadas esféricas. En GMIRIX, en
tre 30300 y 30700 se forma (4) & (7) segfin el caso.

Si se ha calculado (3), GTODA (35400 a 38700) calcula la
diagonal de III.34.

La subrutina TMTRIX (38800 a 42300) produce la inversibn
de (4) 6 (7) (40000), el c&lculo de (5) y el producto (6) 6
(12). " El propagador (5) al origen (DELTA) y del origen
(XDELTA) se calcula en DELTAM (48000a 51300) y BLOCK (51400 a

55700) con informacién geométrica preparada en POSDEL (42400 -
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47900) (vectores de posicidn respecto al origen del cfimulo).
La subrutina ASIL (55800 a 63500) hace el proceso de,
(7) a (10) 6 sus equivalentes para matriz K.
Recorrido el intervalo de energfias, la subrutina DENS
(63600 a 67500) resume los resultados.
Se utilizan las siguientes subrutinas:
INTER(Y,X,N,Z): halla Y(Z) si Y(X) est& dado por un vector
de N puntos y X comootro.
TIEMPO (CUERDA): escribe los tiempos de procesador y e/s uti-
lizados, en segundos, Y el letrero de 6 caracteres contenido
en CUERDA.
CARTE (I,X,T,N): produce una gridfica con N curvas de I puntos,
con X en las ordenadas y T en las abscisas. El1 valor X(J,K)
es el del punto K de la gréfica J y corresponde a T (K).
MIMAX (V,VMIN,VMAX,N): asigna a VMIN y VMAX el minimo y el
miximo valores del vector de N palabras V.
DETC (A,N): evalfa el determinante de la matriz compleja A,
de orden N, por una técnica de pivoteo de Aitken.
CMINV (B,N,D,C): invierte la matriz compleja B, de orden N, y
asigna D el determinante de By a C la matriz inversa.
NL(L,R): evalGa la funcidn esférica de Neumann de orden L y
argumento R usando una serie de potencias. Si R es cero im-
prime una advertencia y da a NL el valor -1060. El criterio
de convergencia garantiza precisién de 6 cifras o truncamiento
de la serie en 150 términos.

JL(L,R): evalfa la funcibn esférica de Bessel de orden L ¥y
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argumento R con un procedimiento similar al de NL.
c(nT1,Mr1,LT2,M'2,LT3,M'3): evalGa los nfimeros de Gaunt.
LT1,MIl corresponden al esférico arménico que entra conjuga-
do en la integral.
YC(L,MM,CTH,PH): evaltia los esféricos arménicos complejos de
momento angular L,MM con

CTH = cos®

PH =q

Usando la definicibn en términos de polinomios de Legendre
P(N,M,X): evalGa el polinomio asociado de Legendre de indices
N,M y argumento X por medio de una serie de potencias.
F(N): evalfia el factorial de N.
DF (N): evalfia el doble factorial de N.
ESCMAT (A,N,NOM) : eséribe la matriz compleja A de orden N pre-
cedida por el orden y el letrero de 6 caracteres contenido en
NO M.

Las matrices de dispersifn est&n en los siguientes arre-

glos:

AKSS: (2), después de 14300.

GMAS: (3) 6 III.17, al salir de GMIRIX.
G: (4) u (11), al salir de GMIRIX.

DELTA ,XDELTA: (5), al salir de DELTAM.
TMAT: (6) & (12), al salir de TMIRIX.
En el caso de fndices mixtos posicién-momento angular,

éstos se han anidado como sigue



Disps.

1 a NUMSC

bis

=1
M=0
tris
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Instructivo Para el Uso de los Programas.

Este instructivo se aplica por igual a los cdlculos

k-Ky k-T.

Tarjeta
No.

1

4

Formato y Contenido

(212) .IFILE, ISAL. NGmero de los archivos de entrada

y de salida, respectivamente. Si son 0, la lectura es

de tarjetas (IFILE =5) y la salida es por impresora

(IFILE = 6)

(2A6) . NOMBRE (1), NOMBRE (2). Titulo alfanumérico.

(3%x,F10.6, 10X, 413, 3F10.6, I5, L1, I4)

A0 constante de malla delcristal (bohrs)

LSS L m&xima para la que se proporcionan corrimientos
de fase.

LMS ! m&xima en expansiones multicé&ntricas.

NPH nfmero de energias y de corrimientos de fase por
cadat

NUMSC nfmero de dispersores en el clmulo.

EMIN cota inferior del intervalo de energia (Rydbergs).

EMAX cota superior del intervalo de energia (Rydbergs) .

EDELTA incremento "grande" para recorrer el intervalo
de energias (ell“chico" se fija como .001 x EDELTA).
(Rydbergs) .

ATOCEL nfimero de Stomos por celda unitaria de la es-
tructura.

(8F10.6) coordenadas cartesianas de r, en unidades de

A0.
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Tarjeta Formato y Contenido

No.

5 (F10.8). LSS+ 1 tarjetas. Factores de escala para
los corrimientos de fase. 1 si se dan como 0.

6 (8F10.6) NPH valores de energia para la tabla de

QﬁE). (Rydbergs) .

7/ (8F10.6) LSS+ 1 juegos de tarjetas, cada uno con NPH
corrimientos de fase correspondientes a las ener-
gias de 6; orden creciente del o

8 (8F10.6) NUMSC tarjetas, cada una con las coordenadas

de un dispersor (unidades de AO0).

Descripcién del Resultado de los Célculos.

En distintos puntos del programa se producen los tiempos em-
pleados para llegar a ellos. Se reproduce toda la informaci6n
leida en tarjetas; los corrimientos de fase se proporcionan en
forma tabular.

A cada energia, se proporciona el valor de la energia y n(E)
y resultados conexos: ReD, ImD, n(E), N(E). Los c8lculos k-K
préporcionan la matriz K, y los c8lculos k- T la diagonal de

mect .
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Resultados y Conclusiones.

Se presenta a continuacidén un resumen de resultados obténi-
dos al calcular densidades de estados y matrices K y G de clmu-
los pequefios de &tomos de metales. Ssiguiendo las ideas del mé-
todo de cfmulos para el estudio de estructura eleétrbnica de me-
tales liquidos, hemos ubicado los dispersores en sitios de la ma
1la cristalina del s8lido. Hemos comprobado la invariancia del
resultado ante transformaciones unitarias. Los c@lculos hechos
con un solo dispersor en el origen de coordenadas coinciden, como
deben, con un resultado exacto obtenido de la suma de Friedel. El
objetivo de nuestro estudio ha sido investigar la convergencia en
espacio y en momento angular de la teoria de Lloyd aplicada al mo
delo de cfimulos de Keller como se ha expuesto antes. Todos los
cidlculos que se resumen se realizaron en'la computadora Buxroughs
B6700/7700 del CSC de la UNAM.

Hemos estudiado la densidad de estados de un cfimulo de Au,
formado por un solo dispersor en distintas posiciones, progresi-
vamente m&s alejadas del origen, con el programa basado en T. En
contramos que la convergencia en LMS baja enormemente al alejar
el dispersor del origen, requiriéndose valores superiores a 5
cuando el dispersor estd a més de 3 celdas del origen. Sin embar
go, a esa distancia, la densidad de estados es menor que la del
origen en un orden de magnitud, y comparable a la de electrones
libres; ello se presenta desde que la distancia es 2 celdas.
Nuestros resultados sugieren la conclusidén de que, para metales de
transicidén, es necesario usar al menos 2 capas de vecinos en un

calculo de densidad de estados, pero que posiblemente sea innece-



- 107 -~

sario incluir dispersores mas alejados que la tercera capa de ve-
cinos. El programa basado en K tiene una convergencia en LMS no-
tablemente superior, lo que sugiere su uso en célculos en cfimulos
grandes.

En sistemas de dos dispersores de Au encontramos resultados
similares a los de la férmula exacta de Lloyd (para una revisibn
general, v.(36)), aunque a un costo en tiempo de computacibén mu-
cho mas alto. En general, se requieren valores grandes de LMS a
menos que los dispersores sean primeros vecinos en la malla cris-
talina. La anchura de la banda d que encontramos es intermedia

(e y no relativis-

entre la de c8lculos de bandas relativistas
tas(41), lo que b&sicamente se debe a que usamos una teoria no
relativista con un potencial en que los "cores” atébmicos han si-

(42), (43)

do tratados relativistamente , como se discute en detalle

en (44). Los c&lculos basados en K tienen nuevamente mejor con-
vergencia en LMS que los basados en T.

Hemos usado los programas basados en K para investigar tam-
bién el comportamiento de la misma matriz K en la representacidn
de momento angular, concentrindonos en los elementos d(l==2) de
su diagonal, la cual representa su promedio esférico, en siste-
mas de 2 dispersores. Encontramos que la convergencia en LMS de
estos elementos de matriz es muy superior a la de la densidad de
estados. Si &sta se construye bsicamente con el determinante de
K, hay que entender que el efecto se debe a la baja convergencia
de los elementos no diagonales de K.

La convergencia espacial de K es, por lo menos, curiosa.

En cfimulos que sb6lo difieren entre si por la distancia entre
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dispersores, se obtienen curvas similares para Kom2m (E) » pPero pa-
ra distintos valores de m. Hemos descartado la pqsibilidad dg
que esto sea un artificio del c&lculo debido a las orientaciones
de los cfmulos, pues en todos los célculos con 2 dispersores &stos
se situaron en el mismo eje de coordenadas, excepto en una prueba
inicial (y positiva) de invariancia ante rotaciones.

En ctmulos de Al hemos obtenido resultados similares a los
anteriores, con la ventaja de que LSS es 1 y no 2, y de que la
convergencia en LMS es notablemente mejor que en Au, al menos a
las energias con que trabajamos. En principio, no hay diferencias
importantes con otras regiones de energia, pues los corrimientos
de fase de Al no tienen saltos ni cambios abruptos entre 0 y el
nivel de Fermi, cosa que si ocurre en Au.

Los resultados, usando tanto K como T, sefialan una convergen-
cia muy rapida en IMS: el resultado con IMS = 2 representa ya
todas las caracteristicas de los de valores superiores de 1IMS ,
si bien es llamativo que los resultados de K s6lo coincidan en su
forma general con los de T. Unos y otros se aproximan bien a cal-
culos hechos con la fbrmula exacta.

cuando la energia es semejante a .03 Ry, encontramos un pico
muy agudo en la densidad de estados, que se halla también con la
f6rmula exacta. No encontramos huellas aparentes de este pico en

(45). Ello puede deberse a que el

los espectros de rayos X suaves
-experimento no lo detecte por ser demasiado ancha la ventana o por
ser baja la convolucibén de la densidad de estados entre esta ener-

gia y el nivel de Fermi, o bien puede deberse a que se trate de un

artificio del calculo de corrimientos de fase. En todo caso, este
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pico se presenta a energias demasiado bajas para tener interés
en el estudio de materia condensada y précticamente no contribu-
ye a la densidad integrada de estados.

La diagonal de la matriz K para ctmulos de At de 2 disper-
sores presenta una convergencia en LMS superior a la observada
en Au. Al menos a 4 cifras significativas, la calculada con LMS =2
es idéntica a las de valores mayores, hasta 5 cuando menos.

Calculamos la parte imaginaria de la diagonal de la matriz
G+, analizada por dispersor y momento angular, para ver cuéntas
capas exteriores de vecinos se requieren para que ImG+ tenga el
mismo valor en dos capas sucesivas dentro del cfimulo, que es tan-
to como preguntarse cuéntas capas de &atomos representan a un ma-
terial condensado, en el que ImG+ debe ser independiente de la po-
sicién del dispersor.

Los cfimulos que utilizamos son lineales, de hasta 9 disper-
sores. Esto introduce un error importante, pues la proyeccibn de
esféricos armbénicos de dispersores alejados del origen es defi-
ciente; no se puede remediar esta situacifén sino aumentando el
valqr de LSS, e introduciendo corrimientos de fase adicionales.
Hemos procedido sin esta mejora, y los resultados han sido sufi-
cientemente claros como para hacerla innecesaria.

ImG+ es igual, dentro de un margen de .1 a 5%, segfin el valor
de L, para el dispersor interior de un cfimulo de 3 dispersores y
para los dispersores interiores de uno de 5 dispersores. En un
margen de 2.5 a 5%, son iguales entre si los elementos de ImG+

de dispersores interiores de sistemas de 5 y 7 dispersores. El

ctimulo de 9 dispersores que estudiamos queda muy mal descrito por
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nuestro calculo. No hemos separado el efecto que en ello tengan
el nfmero de dispersores del cfmulo y la distancia de los mal des
critos al origen (unos 20 bohrs). Notamos que en general todos
los dispersores interiores dan los mismos elementos de ImG+, cual
quiera que sea el ntmero de capas de vecinos que se describe.
Desde este punto de vista, basta con tomar 2 capas de atomos, o
en todo caso 3, para obtener cantidades representativas del seno
de un material condensado. En 3 dimensiones, y en las estructu-
ras cristalinas comunes, esto da de 7 a 18 dispersores. Esta es
una validacibén nueva e independiente del método de cfimulos para
metales.

Los trabajos mas inmediatos para continuar &ste serian adap-
tar nuestros programas para, por un lado, calcular secciones trans-
versales y amplitudes angulares de dispersibn y, por otro, hacer
andlisis espaciales de densidad de carga, informacifén quimicamente
muy valiosa en ambos casos. La Dra. Carmen Varea ha desarrollado
un formalismo en aritmética real que posiblemente permita dismi-
nuir enormemente el tiempo de computadora que actualmente se re-

quiere para estos célculos.
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Conclusiones.

1)

2)

3)

4)

5)

La convergencia espacial es tal que podemos asegurar que se
requieren cuando menos 2 capas de dispersores, pero que en
general los efectos de cuartos vecinos en adelante son des-
preciables, para calcular n(E).

Para calcular n(E) puede ser necesario acudir a valores muy
altos de LMS, especialmente en la vecindad de resonancias Yy
fenbmenos similares. Ello requiere de un tiempo de computa-
dora excesivo y es preferible calcular n(E) con la f6rmula
exacta de Lloyd.

Se pueden hacer confiablemente c&lculos de matriz K a baja
ILMS, quiz& con la intencibn de hacer cfimulos de cfimulos.

La matriz ImG+ tiene buena convergencia espacial: esencial-
mente son iguales entre si los dispersores interiores de un
cimulo, y diferentes de los exteriores. Se requiere tener
precaucidén con los dispersores muy lejanos del origen.

La convergencia espacial de ImG+ demuestra que los &tomos
interiores de cfimulos de tan pocos como 3 dispersores exhiben
una situacién similar a los del sblido (ImG+ relativamente
independiente de la posicibn); esto es una validacién nueva

del método de cfimulos para metales.



Referencias y Notas.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

Merzbacher, E., Quantum Mechanics 2°. ed., Wiley, N.Y., 1970.

Kraut, E.A., Fundamentals of Mathematical Physics, McGraw-Hill,
N.Y., 1967.

Arfken, G., Mathematical Methods for Physicists, 2°. ed.,
Academic Press, N.Y., 1970.

Morse, P.M. y Feshbach, H., Methods of Theoretical Physics,
McGraw-Hill, N.Y., 1953.

churchill, R.V., Brown, J.W., Verkey, R.F., Complex Variables
and Applications, 3a. ed., McGraw-Hill Kogakusha, Tokyo, 1974.

Dennery, P., Krzywicki, A., Mathematics for Physicists, Harper
& Row, N.Y., 1967. '

Loucks, T.L., The APW Method, Benjamin, Reading, 1967.

Calogero, F., Variable Phase Approach to Potential Scattering,
Academic Press, N.Y., 1967.

Faber, T.E., Introduction to the Theory of Liquid Metals,
Cambridge Univ. Press, Londres, 1972.

Levine, I.N., Quantum Chemistry, 2°, ed. Allyn & Bacon, 1974.

Anderson, J.M., Mathematics for Quantum Chemistry, Benjamin,
Reading, 1966.

Rodberg, L.S. ¥ Thaler, R.M., Introduction to the Quantum
Theory of Scattering, Academic Press, N.Y. 1967.

Garcia-Moliner, F., Quantum Mechanical Techniques, Winter

Colloquium on the Theory of Imperfect Crystalline Solids, ICTP,
SMR 7/3, Trieste, 1970.

Gradshteyn, I.S. y Ryzhik, I.M., Table of Integrals, Series
and Products, Academic Press, N.Y. 1965.

Ziman, J.M., Elements of Advanced Quantum Theory, Cambridge

Univ. Press, Cambridge, 1969.



16)

17)

18)
19)
20)
21)

22)

23)

24)
25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

Roman, P., Advanced Quantum Theory, Addison-Wesley, Reading,
1965.

Ehrenreich, H.y Schwarz, L., en Solid State Physics, Vol. 31,
150-286 (1976).

Lloyd, P., Notas manuscritas, 1969.

Lloyd, P., y Smith, P.V., Adv. in Phys. 21, 69 (1972).

Johnson, K.H., en Adv. in Quantum Chemistry, 7 , 1973, p. 143.
Sack, R.A., J. Math. Phys. 5, 245 (1965) .

Ziman, J.M., Principles of the Theory of Solids, 2a. ed.
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1972.

Evans, R. y Keller, J., J. Phys. C: Solid St. Phys. 4, 3155,
(1971).

Keller, J., ibid, L85 (1971).
Keller, J., Tesis Doctoral, cap. 8.

Kittel, C., Introduction to Solid State Physics, 4a. ed.,
Wiley, N.Y. 1971.

Kittel, C., Quantum Theory of Solids, Wiley, N.Y. 1964.

Dirac, P. A. M., Principles of Quantum Mechanics, 4a. ed.,

oxford University Press, Londres, 1958.

Watson, G.N., A treatise on the Theory of Bessel Functions,

‘'2a. ed., Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1952.

Erdélyi A, Magnus, W., Oberhettinger, F. y Tricomi, F., Tables
of Higher Trascendental Functions, McGraw-Hill, N.Y. 1955.

Abramowitz, M., y Stegun, I.A., Handbook of Mathematical
Functions, Applied Mathematics Series 55, NBS, 1969, reimpreso

por Dover, N.Y.

Condon, E.U. y Shortley, G.H., The Theory of Atomic Spectra,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, (reimpr. corr.) 1951, pag. 176



33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)
41)

42)

43)

44)

45)

46)
47)

Butkov, E., Mathematical Physics, Addison-Wesley Pub. Co.,
Reading, 1973. :

Lloyd, P. et al., manuscrito, 1971.

Keller, J., J. Phys. C: Solid State Phys. 4, 3143 L97 1)

Keller, J., "Computers in Chemical Education and Research"

(E.V. Ludefia et al., eds.), Plenum Press, N.Y., 1977,

p.- 225-260.

Rose, M.E., Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, N.Y.,
1957.

Brink, D.M. y Satchler, G.R., Angular Momentum, 2a. ed.,

oxford Univ. Press, Londres, 1968.

Harris, F.E., Computational Methods of Quantum Chemistry,

Nota técnica T XVII, Uppsala Univ., Uppsala, Suecia, 1967.
Kupratakuln, S., J. Phys. C., Solid St. Phys. 3, s109 (1970).
Kupratakuln, S. et al., J. Phys. C, Solid St. Phys. 2, 1886.

Liberman, D., Waber, J.T., ¥ Cromer, D.T., Phys. Rev., 137,
A27 (1964).

Garritz, A., Tesis de Maestria., F. Quimica, U.N.A.M., Méxi-
co, 1974.

Keller, J. et al., Relativistic Effects in Gold, rem. a pub.
(1977).

Fabian, D., Soft X-ray Band Emission from Solids, CRC Critical
Reviews in Solid State Sciences, Agosto 1971, p. 255.

Esta frase fue hecha de mi conocimiento por Rafael Fernéndez.

Esto se debe a que el conjunto de las soluciones de la ec. (10)
es completo e incluye tanto a los estados de dispersi6n como

a los ligados; asi, la completez se expresa por

*z;n*xm +2;_ leY<bl =41



48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)

En lo que resta de este apéndice se sobreentiende que al
hablar de un operador se habla también de las condiciones
a la frontera, que deben ser homogéneas. Véase al respec
to8), pags. 268, 272 y 273.

Gaunt, Trans. Roy. Soc. A 228, 151 (1929).

Keller, J. y Fritz, J., Proceedings of the Fifth Interna-
tional Conference on Amorphous and Liquid Semiconductors,

Taylor & Francis, Londres, 1974, pag. 975.

Keller, J. y Jones, R., J. Phys. F: Metal Phys., L33-36
(1971) .

Keller, J., Fritz, J. y Garritz, A., J. Physique 35,
C4-379 (1974).

Keller, J. y De Teresa, M., Proceedings of the International
Conference on the Electronic and Magnetic Properties of

Liquid Metals (en prensa).

Keller, J., Weinberger, P. y Calderén G., Monatshefte fur
Chemie 106, 1429-1436 (1975).

Keller, J., J. Phys. C: Solid St. Phys. 4, 185-87 (1971) .



Tabla 1.

Densidad de estados de un cfimulo de 1 dispersor de Au en
(3.8469,0,0).
C4lculo k-T.

n (E)

E(Ry) 1 Disp. en 0 1 Disp. en (3.8469,0,0)

(exacto) LMS =3 LMS = 4 s =5
.62 18.57 13.82 17..53 18.40
.63 19.97 15.01 19.01 19.82
.64 21537 16.34 20,55 21.24
.65 22.73 17 .85 22.16 22.64
.66 23.99 19.61 23.78 23.96
.67 25.07 21.74 25.32 25.11
.68 25.92 24.50 26.77 26.05
.69 26.42 28.32 27.95 26.65
.70 26.62 34.20 28.86 26.95
AA L 26.42 43,51 29.34 26.84
.12 25.90 56.63 30.00 26.40
« 13 25.08 65.78 28.97 25,163
.74 24.02 62.99 28.12 24.61
+ 75 22.82 53.52 26.93 23.42
.76 21.51 42.71 25.48 22.10
i 20.19 33.53 23.90 20.77
.78 18.87 26.79 22,27 19.42
.79 1761 22.13 20.68 18.15

.80 16.42 18.84 19.17 16.93



Tabla 2

Densidad de estados de un cGmulo de Au de 1 dispersor en
(11.54,0,0). Cé&lculo k-T.

E (Ry) n(E)

IMS = 3 LMS = 4
.62 4.69 6.88
.63 4.60 7.26
.64 4.43 7.68
.65 4.18 8.17
.66 3.82 8.73
.67 3.36 9.38
.68 2,77 10.15
.69 2.12 11.01
.70 ~ 1.46 1.9
.71 0.92 12.62
.72 0.62 12.88
73 0.64 12.53
.74 0.94 11.70
.75 ) 1.42 10.70
.76 1.96 9.74
.77 2.47 8.93
.78 2.92 8.26
.79 3.30 7.74

.80 3.61 732



Tabla 3.

Densidad de estados de un c@mulo de Au de 1 dispersor en
(19.23,0,0). C&lculo k-T.

n(E)
E (Ry) ‘ IMS = 3 LMS = 4
.62 4.20 4.54
.63 4.09 4.57
.64 3.96 4.57
.65 3.80 4.52
.66 3.64 4.39
.67 3.50 4.16
.68 3.39 3.81
.69 '3.33 3.34
.70 3.33 2,71
.71 3.39 ' 2.22
.72 3.49 1.86
.73 3.60 1.81
.74 3.71 2.09
.75 3.82 2.59
.76 3.91 3.14
17 3.99 3.62
.78 4.05 4.01
.79 4.11 4.30

.80 4.16 4.50



Tabla 4.

Densidad de estados de un cfimulo de Au de 1 dispersor en
(26.94,0,0). C&lculo k-T.

E n(E)

IMS =3 LMS = 4 LMS =5
.62 4.23 4.02 4.21
.63 4.18 4.10 4.07
.64 4.09 4.16 3.91
.65 3.99 4.21 3.75
.66 3.87 4.20 3.59
.67 3,79 4.16 3.48
.68 3.73 4.06 3.41
.69 3.73 3.91 3.38
.70 3.77 3.73 3.37
.71 3.84 3.58 3.38
- 72 3.93 3.40
<73 4.02 3.48
.74 4.08 3.58
.75 4.13 3.73
.76 4.17 3.91
=17 4.21 4.12
.78 4.24 4.26
<19 4,27 4.36

.80 4,28 4,42



Tabla 5.
Densidad de estados de cfmulos de Au de 1 dispersor en
(X,0,0). Resultados de m8xima LMS de las tablas 1 a 4.

Calculos k-T.

n(E)
E _ X=3.85 11.54 19.23 26.94
.62 18.40 6.88 4.54 4.21
.63 19.82 7.26 4.57 4.07
.64 21.24 7.68 4.57 3.91
.65 22.64 C 8L 4.52 3.75
.66 23.96 8.73 4.39 3.59
.67 25.11 9.38 4.16 3.48
.68 26.05 10.15 3.81 3.41
.69 26.65 11.01 3.34 3.38
.70 26.95 11.91 2,77 3.37
.7 26.84 12.62 2,22 3.38
.72 26.40 12.88 1.86 3.40
.73 25.63 12.53 1.81
.74 24.61 11.70 2.09
.75 23.42 10.70 2.59
.76 22,10 9.74 3.14
.77 20.77 8.93 3.62
.78 19.42 8.26 4.01
.79 18.15 7.74 4.30

.80 16.93 732 4.50



Tabla 6.

Densidad de estados de un cGmulo de Au de 1 dispersor en

(3.8469,0,0) y en (5.44,0,0).

E(Ry)
.62
.63
.64
.65
" .66
.67
.68
.69
.70
<71
<72
.73
.74

<75

3.8469
IMS = 3
AE=.01 AE=10"
15,418  16.207
17.107 18.006
19.040  20.089
21.266 22.466
23.781  25.109
26.547 28,022
28.862  31.005
32.491  33.963
35.289  36.494
37.497  38.353
38.879  39.190
39.149 - 38.878
37.507
36.474

5

LMS =
AE = .01

13.828
15.441
17350
19.635
22,347
25.527
29.256
33.510
38.482
44.313
51.437

59.218

60.686

5.44
3
AE=10"

14.573
16.318
18.411
20.905
23.838
27.306
31.267
35.883
41.198
47.651
55.366
62.579
63.836

56.301

Célculo k - K.

5

AE=.01 AE=10

18.283
19.706
21.143
22.577
23.937
25.137
26.140
26.813
27.180
27.135

26.751

23.862

=6

18.972
20.400
21.852
23.266
24,552
25.686
26.513
27.063
27.203
26.994
26.423
25.550
24,460

23.196

5



Tabla 7.

Densidad de estados de un cfimulo de Au de 1 dispersor en

(3.8469,0,0). Calculo k-K

E (Ry)

.62
.63
.64
.65
.66
.67
.68
.69
.70
.71
72
73
.74
.75
.76
17
.78
.79

.80

IMS = 3
15.416
17.104
19.034
21.256
23.768
26.530
29.506
32.468
35.267
37.478
38.869
39.152
*
36.505
34.005
31.193
28.290
250531
23.002

LMS =
18.405
19.821
21.242
22.648
23.968
25.115
26.053
26.653
26.946
26.830
26.385
25.612
*
23.398
22.085
20.750
19.408
18.130
16.912

IMS =
18.553
19.956
21.352
22.721
23.988
25.068
25.929
26.445
26.653
26.462
25.955
25.166
*
22.917
21.609
20.289
18.969
17.715

16.524



Tabla 8.
Densidad de estados de un clmulo de Au de 2 dispersores en

(+ 2.72,0,0) y (+ 5.44,0,0). Calculo k- K.

E (Ry) n(E)
2.2 5.44

LMS = 4 LMS = 4 LMS = 6
.63 22,176 18.461
.64 23.570 20.837
.65 23.950 23.199 22.761
.66 23.532 25,221 23,731
.67 22.187 26.892 24.565
.68 22.268 28.675 25.553
.69 22.198 *
.70 34.539 49,527 23.331
1 22,340 39.762
.72 26.046 39.362 25,418
.73 31.201 39.952
.74 20.325 38.561 24,644

.75 21.724 36.132



Tabla 9.
Diagonal "d" de la matriz K de un cGmulo de Au de 2 disperso-

res en (+ 2.72,00).

Ky (2=2)
E(Ry) m=+2 m=+1 ' m=0
.62 .217 - .354 - .588
.63 .174 - .401 - 683
.64 .099 - .457 - .810
.65 - .061 - 524 -1.009
.66 - .696 - .606 -1.544
.67 - L577 - .709 -2.220
.68 ' .728 - .841 - 911
.69 .494 <1.016 -1.302
.70 .430 ~1.513 -2.099
£93 .138 217 - .956
72 .058 -2.219 -2.751
.73 = ,253 -3.982 -4.935
.74 - .530 - .319 -4.919

.75 -1.086 -65.753 -7.477



Tabla 10

Diagonal "d" de la matriz K de un cfimulo de Au de 2 disper-

sores en (+ 5.44,0,0)

E (Ry)

m==i_2

LMS = 4
.65 - .2447
.66 - .3464
.67 - .4704
.68 - .6260
.70 .3623
o 12 -2.1799
.74 -6.7716
Tabla 11.

IMS = 6

- .2447
- .3464
- .4704
~ 46263

.3655
-2,1834
-6.8146

(2=2)

m=+1 m=0
IMS =4 IMS =6 LMS = 4
= +6275 - .6275 .1574
- 7252 = 7252 .1465
- .8458 - .8458 .1335
- .9994 .1174
-1.4837 -1.4844 «1971
-2.6136 -2.6174 - .0940
-6.5788 -6.6281 1.1000

LMS =6

.1574
.1465
+1335
1173
.1974
. 0947
1.0871

Densidad de estados de un cfimulo de Al de 2 dispersores en
(+ 5.40,0,0).

E(Ry)

.01
.02
.03
.05
.07
.09

2,441
2.891
2,988
2,525

3,311
2,649
2,280

Célculo k-T.

2.463
2,931
3.070
2.658

n(E)
IMS = 3 LMS
2 AE=10"° AE=.01
10.070 10.075
6.680
3.415
3.371
2.658

=4
AE=10"
4.432

5



Tabla 12.
Densidad de estados de un cfimulo de A% de 2 disperéores en

(+ 2.70,0,0). Cé&lculo k-T. Resultados seleccionados para

comparacibn.
E (Ry) n(E)
LMS = 2 LMS = 4 IMS=5, AE=5x10"°
.01 6.264 6.267 6.266
.02 4.345 4,345
.03 ° - .151! - .150! - .150!
.04 1.948 1.948
.05 2.013 2.016
Tabla 13.

Densidad de estados de un cGmulo de AL de 2 dispersores en
(+ 2.70,0,0). C&lculo k-T con LMS =5.

E (Ry) n(E)
AE = 5210 AE = 5x10°°

.010 8.352 6.266
.015 4.545 2.931
.020 11.573 4.345
.025 E -1.036 !
.030 50.002 - .150!
.035 - .170! - .195 !
.040 - .030! 1.948
.045 1.990 1.975
.050 2.023 2.016
.055 2.069 2.069

.060 2.125 22131



Tabla 14.

Densidad de estados de un cfimulo de A% de 2 dispersores en

(+ 2.70,0,0). Célculo k -K.

E (Ry) n(E)
IMS = 3 IMS = 4
AE = .02 AE =2x10"> AE = .02 AE = 2x10"

.03 24.411 25.554 24,441 25.554

.05 * 2.016 * 2.016

.07 2.936 2.348 2.237 2.348

.09 2.545 2.550 2.545 2.550

.11 2.706 2.694 2.707 2.695
Tabla 15.

Densidad de estados de un cfimulo de A% de 2 dispersores en
(+ 5.40,0,0). C&lculo k -K. '

E (Ry) n (E)
ILMS = 2 IMS = 4
AE = .02 AE = 2x107° AE = .02 AE = 2x10

.01 10.068 10.070
.03 5.115 2.441 5.125 2.464
.05 2.891 3.311 2.933 3.373
<07 2.989 2.650 3.075 2.763
.09 2.526 2.281 2.670 2.459
.11 2.300 2.191 2.517 2.449
.13 2.263 2.207 2.566 2.557
.15 2.297 2.255 2.696 2.704



Tabla 16.
Densidad de estados de un cfimulo de A% de 2 dispersores en

(+ 11.46,0,0). Céalculo k-K.

E (Ry) n(E)
IMS = 2 IMS = 3 IMS = 4
AE=.02 AE=2x10° AE=.02 AE=2x 10° AE = .02 AE=2x 107°
.01 13.155 13.251 13.253
.03  6.303 .898 6.628 1.458 6.655 1.531
.05 1.123 1.451 1.979 2.630 2.144 2.905
.07 .937 .328 2.398 2.041 2.788 2.545
.09 - .038! - .453! 1.802 1.437 2.422 2.175
Tabla 17.

Densidad de estados de un cfimulo A% de Z dispersores en

(+ 19.09,0,0).

E (Ry) n (E)
IMS = 2 IMS = 4
AE = .02 AE =2 x10"° AE = .02 AE = 2. X 107>
.01 11.332 12.521
.03 2.706 - 3,709 ! 6.230 1.645
.05 -3.900! - 2.969 ! 1.488 1.617

.07 -1.496 ! - .319: .825 - .034:



Tabla 18.

Diagonal de la matriz K de un ctmulo de A% de 2 dispersores
en (+ 2.70,0,0). 1IMS = 3 y IMS = 4 (coinciden).

E (Ry) K

LL

2 =0 L =1

m=0 m=+1 m=20
.01 -3.4380 .4581 - .0230
.03 - .0192 - .8147 - .0498
.05 -5.5417 - .3730 - .1089
.07 -4.2010 - .4954 - .1475
.09 -3.3633 = 5972 - .1829
.11 -2.7817 - .6757 - .2152
Tabla 19.

Diagonal de la matriz K de un cmulo de A% de 2 dispersores
en (+ 5.40,0,0). IMS = 2 y LMS = 4 (coinciden).

E (Ry) K1

2 =0 L =1

m=20 m=+1 m=0
.01 -6.7714 - .2821 - .0218
.03 -4.2227 - .8757 - .0571
.05 -2.6067 -1.1602 - .0844
.07 -1.8521 -1.3067 - .1037
.09 -1.3793 -1.3098 - .1164
.11 -1.0395 -1.2308 - .1240
.13 - .8029 =1.1192 - .1272
.15 - .6316 -1.0013 - .1271



Tabla 20.
Diagonal de la matriz K de un ctmulo de A& de 2 dispersores
en (+ 11.46,0,0). IMS = 2y ILMS = 4 (coinciden) .

E (Ry) KLL

2 =0 g =1

m=20 m=+1 m=0
.01 -3.7167 -1.1948 - .0176
.03 -1.2223 -1.9239 - .0293
.05 - .2896 -1.2301 - .0261
.07 - .0605 - .7385 - .0178
.09 - .0682 - .4090 - .0099
.11 - .1135 - .2097 - .0042
.13 - .1363 - .1085 - .0011
.15 --.1350 - .0721 0.0000
Tabla 21.

Diagonal de la matriz K de un cfimulo de A% de 2 dispersores
en (+ 19.09,0,0). ILMS = 2 y IMS = 4 (coinciden).

E (Ry) K

LL

L =0 == 1

m=0 m=+1" m=0
.01 -1.4779 -1.9288 - .0106
.03 - .0326 - .6990 - .0045
.05 - .2155 - .0476 - .0001
.07 - .1524 - .0888 - .0006
.09 - .0500 - .1605 - .0015
ol - .0180 - .1315 - .0013
.13 - .0322 - .0724 - .0006

RS - .0451 - .0341 - .0001



Tabla 22.

Diagonal de la matriz ImG+ de ctmulos de A% de NUMSC disper-

sores en (+ X,0,0).

E=.7 Ry
- ImG

NOMSC ¢ @ X =0 X =4 540 x~=310,80 X=3 16,20

3 o 0 .8862 .8298
1+1 .6357 .6980
1 0 .7340 .7282
5 0o o0 .8491 .8774 .8335
14+1 .6744 .6427 .6930
1 0 .7337 .7338 .7282
7 0 0 .8687 .8531 .8729 .8346
1+1 .6497 .6694 .6452 .6886

1 0 .7337 . 7337 .7338 .7282



Figuras.
1. Densidad de estados de un cGmulo de Au de 1 dispersor a

3.8469 bohrs del origen.

Curva No. C&lculo tipo LMS

1 k-T 3

2 k-K 3

k-T 5

3 k-K 5
exacto

2. Densidad de estados de un cimulo de Au de 1 dispersor a

26.93 bohrs del origen. Cé&lculo k-T.

Curva No. LMS

1
2
3

3. Densidad de estados de un cimulo de Au de 2 dispersores
con coordenadas (+ 5.44,0,0) LMS = 4, L entre los dis-

persores. Célculo k-T.

Curva No. iz, |, bohrs
1 .3535
2 .7071

3 1.5000



4. Densidad de estados de un cimulo de Au de 2 dispersores en
(+ X,0,0). T 0. cC8&lculo k-T.

Curva No. X (bohrs) ILMS
1 2.72 4
2 2372 6
3 5.44 4
4 5.44 6
5 11.54 4
6 11.54 6

5. Densidad de estados de un cfimulo de Au de 2 dispersores en
(+ 5.44,0,0). Cdlculo k - K.
Curva No. LMS

1
2

6. Elementos "d" de la diagonal de la matriz K de un cimulo de
Au de 2 dispersores en (+ 2.72,0,0).

Curva No. m
1 + 2
2 v it
3 0

7. Elementos "d" de la diagonal de la matriz K de un cGmulo de
Au de 2 dispersores, en (+ 5.44,0,0)

Curva No. m
1 + 2
2 + 1



10.

Densidad de estados de un cGmulo de A% de 2 dispersores en

(+ 2.70,0,0). IMS = 2. Cé&lculo k-T.

Curva No. AE
1 .01
2 ' 10°°

Densidad de estados de cfimulos de AL de 2 dispersores en

(+ x,0,0). LMS = 4. C&lculo k-K.

Curva No. X (bohrs)
1 2.70
2 5.40
3 11.46

Listado del programa descrito en la seccifn IV.2.
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