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INTRODUCCION

El objetivo principal de eate trabajo es utilizarlo como
apuntes en la materia de Matem&ticas Aplicadas a la -~
Ingenieria Petrolera.

Se presenta el método de expansién por eigenfunciones; -
esta presentacién es una traduccién del libro Ecuaciones
Diferanciales Parciales Elementales, de Paul W. Borg y
James L. Mc Gregor.

El médtodo de expaneidn por eigenfunciones muestra la --
solucién de problemas que involucran ecuaciones diferen-
ciales parciales, con coeficientes constantes y algunas
aecuaciones diferenciales parciales con coeficientes -
variables.

Los Capitulos I, II y III se consideran necesarios para
tener una idea mfs amplia sobre las ecuaciones diferen--
ciales parciales, pero estfn simplificados debido a que

este temA e8 muy extenso.
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CONCEPTOS  BASICOS
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1. Introduccién.

En este capitulo se estudian la definiciép de ecuacién diferencial
parcial, los conceptos de grado y orden, la solucién general y 1la
particular de dicha ecuacidn.

Por comodidad se abrevia el nombre de ecuacién diferencial parcial
como EDP.

2, Ecuaciones diferenciales parciales.

Definicién.
Toda igualdad que relaciona una funcidén con sue variables :I.ndepen-
dientes y sus derxivadas se llamad EDP,

Concepto de orden.
El orden de una EDP es el de la derivada de mayor orden que aparez
ca en la ecuacién. Ejemplo:

Y: 28

%E—s’ + 57 = 8(s,t) EDP de tercer orden.
e 2le . 28 - un,

T -+ 38“ Y EDP de segundo corden.

Concepto de grado.

El grado de una EDP esté dado por la potencia a la gue csté eleva-
da la derivada de mayor orden, siempre que la ecuacidn se pueda -
expresar como un polinomio de esa derivada. Ejemplo:

Y + 2u = U EDP de primer grado.
x

+ 2% - 2 EDP de segundo grado.
ax‘



En cuanto & la linealidad de una EDP, el concepto se maneja de -
forma levemente diatinto a como se hace para una ecuacién ordina-
ria, que es lineal o no lineal. En el estudio de EDP se presenta
una tercera alternativa presentada por las ecuaciones causilinea-
lea.

Una EDP es lineal, si lo es en la variable dependiente y en sus -
derivadas, Ejemplo :
By _ 2 _ 2

x 224 - =
ox: Xt D¢

B
Una EDP es cuasilineal, si es lineal en la derivada de mayor -
orden y no lineal en las otras derivadas o en las variables depen
dientes, Ejemplo :

e, (22)- 2l .
oxi 2y EFL

Una EDP que no regponde a ninguna de las dos definiciones anterio
res, es no lineal. Ejemplo:

-3k -39 - 54

Solucidén de una EDP.
Como se ha observado en los ejemplos anteriorea, una EDP es una -
relacién de la forma:

FOX,¥y 0o, Uom, Wy oo Uy, Uyy,oeed = O )

donde U es la variable dependiente; entonces la funcién WU (%,9)000)
donde las variables independientes x,y,..-, junto con todas sus -
derivadas parciales, satisfagan a la ec. (1). A esta funciébn ® -
se le llama solucién de 1a Ec. (l). Ejemplo:



AP _ax AN 0  E€0P,

Robar gue U(x,¥)z=axt+ayebd es solveior,
%%— =2 X %Nu za.

"Sustituyendo en la EDP i

2ax-2ex=0

oo UCX,Y) o6 aoclucibn de la EDP,

3. Solucién general.

Uns funcién U(x,Y,...) es solucién general de una EDP de orden M,
81 lu satisface al sustituiria en la EDP y ademks las condiciones
auxilisres apropiadas para la EDP, Ejesplo 2 :

_a_l_u_agi_uk + 2 %%:g £DpP .

ax2 IXIX

Ul = fo (xey) o+ Fafaxey) = Fla,x+a,9)+ Flaaxray),

donde F, y iy oon funciones arbitrarias :

%‘)L‘L_-_- A Ay Ry %;3-:0—.‘5”4- ayF3
2% —a,FvraF ?D‘Yj = Q}F + 03 AT
X y

-t
pin . a?FraazF;
ox oy



Sustituyendo en la EDP

alF'taif-3ala Fi+2ar 57+2aiR" =0
F“(ai-3af+2ad)+ R*(al-2a,e,+2ad)s0
£'(al-30,a,42al) =0 .

Coomo @z =2,
ai-3a,a,+2a¥) F=0

o=zo0,

En eate caso, esta solucibn contiene dos funciones arbitrarias y -
la EDP es de segundo orden.

Del ejemplo (2) se concluye que la golucién general de una EDP de
enésimo orden, con m variables independientes, contiene 4 fun--
ciones arbitrarias independientes, de (m-)) variables.

En la préctica se busca una solucidn particular que satigfaga ---
clertas condiciones auxiliares.

4. Operador lineal y ecuaciones lineales.

El operador es una relacién que se aplica a una funcién dando =---
otra funcién. Ejemplos :

Du-= -sﬁ‘-;, ’

Du = 2%,

l

Q
o



Un operador A es lineal si dadas las funciones, u.lui',;‘,‘ ﬂm, ¥
las constantes C,(,,...C, 8e tiene : ’ :

Alc i, + ugJ- e e ('7,21.',)= GAU,+ C:Au;-#. --TCnAu»",

donde la funcidn (,%,4+Callg+...+ Cnln=2, €8 una combinacién lineal
de U,,Uz,-er, Um -

Ejemplos de operadores lineales :

(1) La transformacidén de una funcién U de dos variables en una -
funcién de tres variables :

RU= vr(n,y,2)= Ur(xy)+ Uly,e)+UCx),

(2) La transformacién de una funcidén % de dos variables en una -
funcién de una variable :

Su=wix) = U0 +Uy (x,0),

(3) E1 llamado operador lineal integral, que transforma U(x,¥) -
en una funcién V-(X,4) de dos variables:

Tu=veow = g - g+ Gmpt drdp.

La suma de dos operadoree lineales F y G estd definida por:

(F+re)u= FUrou,

dando como resultado otro operador lineal. Ejemplo :
(Fre)lau +CU) = FLGU ¢ CalUa) + G(CUT QU
(C.F2 + G F %)+ (LoU + C26Uz)

= GIFtGYU + CalFre) U,




La scuacién :

Aus=f, (2)
es lineal si A es un operador lineal; estas ecuacién es homogénea

sl f=0 y es no homogénea si §#o,

ahora si D, Da,.--, son los operadores para la diferenciacibén -
parcial %ox ,3/9¥ ,.... ¥ @y +0:iqa ..., de ciertas funciones -
X ,Y s..., ddemis DRz OYoxt , DE=2Wpyl, entonces el opera-
dor lineal A se pusde escribir:

A= @,D*+a,; 0,0, +Qaa DF+a,0, + @, D3 +Qa ,

para el caso més general de la ecuacién diferencial parcial de -
segundo orden, con dos variables independientes.

De enta manera la Ec{l)escrita en forma desarrollada es :

WU, DA+ @3 D03 + A3, D +4, D, + Q203 +a.) = f, 3

o bien:

Oy U + Xy Uny +Raza Uyy 1A Un+ Q3 Uy + Ro WU =, (4}

En el caso especial en que A, ,Qa,..., Qo Sean constantes de la
acuacién, se dice que tiene coeficientes constantes.

El estudio de una ecuacién diferencial ordinaria es bastante eim--
plificada cuando la acuacién es lineal, porque todas las solucio~~
nes pueden ser obtenidae por combinacién de soluciones particula--
res, usando el principio de superposicién.

El problema tipico es encontrar una solucién de la EDP que satis--
faga ciertas condiciones auxiliares.



Estas condiciones son lineales que se expresan en la siguiente --
forma:

gu=g, (5)

donde B es un operador lineal y g es una funcién determinada.

La condicién auxiliar lineal (5) es llamada h gé onoh é
nea ya sea que g=0 0 g0 .

Como un ejemplo se considera el problema :

'U_Q_=u.‘.., ccxaly, o ¢t
Ux{o0,t)=0, o<t

UL, 1, t) =0, o<t

'th,o)— x? (I-l’c)J~ o¢excet,

La primera ecuacién es la EDP, las ecuaciones restantes son condi-
cicnes lineales auxiliares.

La propiedad mis importante de la ecuamcién lineal homogénea es que
cumpla con el principio de superposicién.

si 5+, %2 ,...,n son funciones cualesquiera, €i, Cg,...,Cn 80N ~
constantes cualesquiera, A es un operador lineal y W, , Ugs«.«s 'lbn
son respectivamente soluciones de las ecuaciones:

AU =4 5 AUz=f3 2 v o o AUn=Fm,
entonces:

= + + C
U=CUS QU2 .. ¥ 0Un, o8 una solucién de la ecuacibn,

AU=C frCfate.+Cnfn 2 AlC, 2+ UL +0 et CnUm )
TGAU + AUt L A AUn =C F+Cafat telnfn,
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Si w,, %,,++s Uy son soluciones de la ecuacién lineal homogénea
Y ¢,,€1,...,,Cn 80n ciertas constantes, entonces ¢,%,s CaUatioat(nln
es también una solucidn de dicha ecuacidn.

Si 2 es una solucién de AU=§{ y V" es una solucién de AU=0, --
entonces waU+v €8 una aaluc;én de Aw=o0.

Se tienen dos casos especiales del principio de superposicién.
El primex caso especial se tiene para $=f;=...=f,=0 y el segun
do caso especial es aquel que 7z2,%U,=U.4, 2f,Usntr, foz0, 650 =1,

A veces se encuentra infinidad de soluciones de una EDP lineal -~
homogénea. Por ejemplo la ecuacién:

Ux+ Uy =0,
que tiene las soluciones:
u,,(x,v):(x-y)"', MEOs I R, 0,

esto recomienda que :

Uw = L Conlly CX,Y),
nxo

También son soluciones de la EDP lineal homogénea, si se tiene ~-
Cn='/mi, ©8to es:

n

& (x- ~y
uu.y)=;‘%= e,
=0 M

Y facilmente se verifica que esta funcién es una solucién de :

ui"u3=0.
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5. Punciones de valores cosgplejos.
Una funciSn de valores complejos para uns variable real es de la -
forma;

FOx) = §,0%) wify (%),

donde F(x) y 4(*) son las partes real e imaginaria respectiva-
mente de #(x) y se escriben como sigue:

fx)=Re lf o0t fitx)=r.mff(§;; .

Dos funciones de valores complejos son iguales si sus respectivas
partes resles @ imaginarias son iguales,

Cada funciSn de valores reales se considers como una funcién de -
valores complejos si la parte imaginaria es igual a cero.

Las siguientes ecuaciones son ejemplos de operaciones algebraices
extendidas a oflculos con funciones de valores complejos:

f; Cf+id ) =-’; 0o ed '5; fy(x)
b .
L (foeiho)dx = [ foadxedf fo0d >

Una funcién de valores complejos es llamada continua, diferencia--~
ble, etc. si las partes real e imaginaria tienan las correspondiep
tes propiedades.

La funcién exponencial compleja es de particulsr importancia y -
eath definida por :

e(-uil)l - e"‘"(c"f’” LaenBx) ,

donde o y £ son constantes resles.
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Todas las reglas de flgeabra y célculo para funciones exponenciales
reales se cumplen para funcionas de valores cormplejos.

6. Solucién particular,

Definicién.

Una solucién particular de una EDP, es una funcién arbitraria que
se cbtiene de la solucifn general y valumndo sus funciones arbitra
rias.

La obtenciSn de una solucién particular de una EDP homogénsa con ~
coeficientes constantes se presenta por el método de funcibén -
exponancial y por el método de separaciSn de variables.

SoluciSn particular de la EDP homogénea con coeficientes constantes
por el método de funcién exponencial:

(6)
?(O,’ Dg) U=0,
donde:
P(T,s) =Qn,m ST An, e TUS™ 4.0+, S +Q,,0 P +00,5100e,

es un polinomio en * y S , y D 9%, Dy =272y,

La funcisn exponenciale*™*$§¥% tiene las propiedades:

rx+ey
D, er--t‘y - a& ey:vt’l =Tre »
L]

x+SY Ta+SY
D,e ™*s 4 e’ =se .
R e



13.
Se sustituye U =@y

en Ec (6) y se tiene:
sy
Pir, ™" =0,

asf 8i 7 y ¢ es una solucidn de la ecuacién algeb:aiéa: .
P(r,s)z=0,

entonces e"™*$Y eg una solucién de 1la ecuacidn diferencial: (6).:

Ejemplo por el método de funcién exponencial:
37.(,‘ --72‘-3 =0

EDP homogénea_,
donde:

A= TR,

Ur= Te™r33,
Uy = se™

Sustituyendo en 1a EDP homogénea :
are™ * - gase”

nriy =0
(ar-2s)e™>*33 o
3r-25=0
'r:%. S,

donde § puede ser elegida arbitrarijamente y v es entonceg deter--
minaga:

u = eix: 53

puede ser cualquier nGmero complejo; asi esta ecuacidn tiene un
nGmero infinito de aoluciones.
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Solucidén particular de lm EDP homogénea con coeficientes constan--
tes por el método de separacidén de variables.

Con este método se buscan soluciones que son productos de funciones
de una sola variable.

Por ejemplo considerando la ecuacidn:
3Ux- AUy =0 EDP homogénea ,

se busca una solucién de la forma:
wUlx,N) = @x) YY),

'y sustituyendo en la EDP homogénea :
3P =20V =0}

dividiendo entre @)Y (y) :

PRIV _ 2o yiy) °

Pex)y(y) Pex) YLy)
3 @) 2 p(y) ,
43V} YLyl

Asi los dos miembros son independientes de X y Y ; lo anterior se
iguala a una constante > para que cada término dependa sélo de una
variable:

ag?(:J)=:. s R A ) . U

integrando ¢

Jin@=re@ 2L Y=AY,
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lﬂlf:xg 5 znyg;._':?z .

Como #=x y Y=y

Lox=2a H 2 = 2._&;,
7 ¥ J »Y %
X = ea} J y-.-'e"‘}"

Pinalmente se tiene 1a solucién por el método de separscidén de --
variablea:

w=er¥er¥
= eXF¥ ]
Otro ejemplo por el método de separacién de variables:
X Uun AXUN~ Uy = O,
Sustituyendo U= @ Y(Y) ¢ reacomodando términos:
Uz @Y 3 Uy = @)UY 7 Unr =PIV )

X2 @YY 4 X @200) W) =P (x) YY) - o
T @) v

22 QU x @ L W,
@ v

Igualando los dos términos con X :
xtprrx P =A@
Alrr x@'~-rp=0

Yr-a¥=o0,



U=x" ge deriva y se suatituye en el primer término:

x =1.x(r-l)
Upx= T (T4) X
XA r-DX TV x X TV oA %" =0
Flr-)x ™+ TXT - A x 20
rixT-ax"z0
ri-x=o
T= % J

(r-2)

*
como r=% JX entonces xT= x"rr,

Se integra el segundo términos
¥’'-Yyaz=o0
f%-' =/A
lyy=2v¥.

Solucidn:

16.
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CAPITULO 1I

ECUACIONES DIPERENCIALES PARCIALES LINEALES DE COEFICIENTES

CONSTANTES CON DOS VARIABLES INDEPENDIENTES.
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1. Introduccién.

En este capitulo se desarrollan las condiciones auxiliares para la
EDP de primer orden y de segundo orden con coeficientes constantes,
comparando el desarrollo con el de la ecuacién diferencial ordina-
ria para una mejor comprencién del procedimiento.

También se obtiene la solucién general de la EDP de primer orden -
mediante la introduccién de nuevas coordenadas que correasponden a
una rotacién de ejes., De manera similar se obtiene la solucibén --
general para la EDP de segundo orden mediante la introduccién de -
tres nuevas variables.

2. Condiciones auxiliares.

Una condicién auxiliar para una ecuacién diferencial es otra ecua-
cién que involucra funciones o conatantes independientes y que --
deben satisfacer la funci6n solucidn de la ecuacitn diferencial.

Un grupo de condiciones auxiliares que involucra elementos indeter
minados (constantes o funciones) es propio de una ecuacién diferen
cial, si para cada uno de estos elementos indeterminados, hay una
y 8élo una funcién la cual satisface tanto la ecuacién diferencial
como las condiciones auxiliares.

La teoria fundamental para ecuaciones diferenciales ordinarias --
afirma:

i Qo,Q4..-,0n-1,80n constantes cualesquiera, entonces la ecuacién -
diferencial es :

QU™ Ut Oy WH AU = f (), (1)
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donde f(x) es una funcién continua que tiene una y solamente una
aolucién tal que 3

U@ U, Wy, 8" (0) 2 Up, (2)

Cada una de las Ecs (2) ea una condicién auxiliar para la ecuacién
diferencial (1); el teorema enuncia que el conjunto de condiciones
auxiliares de las Ecs (2) es apropiado para la Ec (1l).

Entonces, en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias con -
coeficlentes constantes, es un conjunto de condicicnes auxiliarea
apropiados para tods ecuacién del mismo orden.

Se puede hacer una comparacién anfloga de condiciones auxiljares -
para la EDP de primer orden con coeficientes constantes.

La EDPP de primer orden con coeficientes constantes es :
AUx+bUy + CU = (x,Y), (3)

donde @, b,C son constantes y §(X,Y) es continua en todos los -
puntos,

En la siguiente seccién me ve que, ai e (%) es uns funcién -
diferencial en todos los puntos, entonces ésta es una y sflo una -
solucién U (x,¥) de la Ec (3), tal que para toda %

U(x,0) = U, (X}, (4



20.

3. Ecuaciones de primer orden.

Una forma de encontrar la solucién general de la EDP de primer =~-
orden, se basa en la introduccién de nuevas coordenadas ¢§.,%) -—-
correspondientes a una rotacién de los ejes (x,¥ con un #hgulo o :

T 4Y

- \

§Y;

x » X

quedando la EDP de primer orden de la forma:
wy +Rw = @7, (5)

La soluci6én general de la Ec (5) se obtiene de una ecuacién dife--
rencial ordinaria teniendo 7 como un patamecro Yy reemplagando las
constantes arbitrarias de la solucidén por funciones arbitrarias --
de 7 .

Entonces se regresa al sistema original de coordenadas para obte--
ner la solucién general.

Como ilustracién considérese la siguiente ecuacidn diferencial :

U +dUy-AU= L, (6)
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‘81 los ejes (§,7) son obtenidos girando los ejes (X,Y¥} un éngulo -
X , los ejes (¢, ) y (Xx,Y) estfn relacionados por las ecuaciones:

£ =xcoset+ 3 sew o 4 x = ftaso(-’?.rtﬂa(}
(n

«
i

£ sene+ o],

P =X SEVNA Y €COS o ’

Por tanto sl %(x,y) es una solucién de la Ec (6) : .

ULx,Y) = U (Fcosn ~Paend, Fsena+ Peosa) = w (.?:"?)

ug:.ﬁ‘.";—ul— .__':Z —cos-acw‘.-.s‘e-nqcoy
= - % 5§ L)

Uy = %%2 oy oF

2% . D7 R Sene Ug 4 COS of LIp .
oY o7

Sustituyendo los reaultados anteriores en la Ec (6)

3(0); COSof~ aJ—pse'ﬂo()+‘/(wfsevc( + w«,?co.sa)-.?w By

(3cos + 4sem o) wg +{y co.sa(—Jse-nnr)w7 -2eo=1,

Para satisfacer la ecuacibn anterior se elige o¢ como :

Sene a 4 s coCcose =L
S >

& (4coset —asena) oy =0

(3cosm+qsenx)¢9;=swf, 3
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Sustituyendo lom resultados en la ccuacién anterior queda

S‘wi—:zw.—.t

- 2 =
(U; S,w .

{
_—
3

Es de la forma de la Ec (S5).

Para la Ec (5) también se utiliza el método de combinaciones linea
les :

(5) = el = [l

0 sea : -

x=AE+BP
-_-Cg-ob’?/

donde A, ‘B, C, D, son constantes a ser determinadas.

Se tiene :
3U + 4 Uy =-2U =
como ¢

Qw. ax2£+u,@i 2x A 2 =C -
xS 287 @ BT
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'Se ‘toman las condiciones de A*3 , ¢34, para que el sistema tenga -
solucién B y D son arbitrarias, queda

w (57 = U0y
w;.—..?u, + 42Uy

- =1,
Cu; 2o

(8)

(9

[alb 4
9w
<
X,
1}
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Entonces :

MY P

n W
2]
g
<

g
4§,

por lo que :

£=3

pex-59.
Sustituyendo los resultados anteriores en la Ec (9) queda :

Uxy) = - 5 +g(x- 3v) e, (10)

Para encontrar la solucién partiéular de la Ec (6), que satisface
las condiciones auxiliares (4), se sustituye la Ec (10)en la Ec -
(4) y queda :

Ue (X)) = Z'Z- +g(x).

Entonces se tiene :
gw=g(x-%y)e™
Uol= Uo (x-Fy) €7
Y
g = Us (Wt g o
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Sustituyendo los resultados anteriores en la Ec (10) me tiene
—---5—42%[ -2 !
U(x,y) = Uo (x-2y)+3],

Esta es una solucién finica que satisface la EDP y la condicién -~
auxiliar.

4. Ecuaciones de segundo orden.

La resolucién de las ecuaciones de segundo orden es més complicada
que para las ecuaciones de primer orden.

La ecuacién general de segundo orden de coeficientes constantes, -
es la siguiente:

A Upr #2bUxy +CUyy +hUx+ R Uy + €U = flxy), (11

donde &, b, C‘h/k,f& son constantes. Eata ecuacién puede ser --
transformada en una y 8dlo una de las siguientes formas:

) - 12
Wep + Q?7 + Ym = @l£7) (12)
SE

el i i ,94)

--{15)
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donde Y varia de -, e, 0.

2
si (ac~b">0}, 1a Ec (11) se reduce a la Ec (12) y se llama scua--
cién eliptica o de Laplace.

si (ac- ba<0), la E¢ (11) me reduce a la Ec (13) y se llama ecua-
cién hiperbdlica.

si (ac—p? -o) la Ec (1l1) se reduce a la Ec (14) y se llama ecua-
cién purabéllca o de calor; también se puede reducir a la Ec {15)
y en este caso se llama ecuacidn degenerada.

Ejerplo de Transformacién de una ecuacidén de segundo orden:

YUnx~29Uny + 1 hyy- 12U - Uy ~SU =0 (e -

a=yq 3 as=Rk4 [, C=1 Sooac=bra-io0,

Es una ecuacion hiperbélica.

El primer paso es, rotacién de ejes en la form vista pan
cién de primer orden, con el fin de eliminar (w;,,,)

A (x,¥) :’u(gwscx-?sew«, & senx -r'»fcos-t)
. Dw _ 26 Dw '
Us = FX = 3% g
Uyp= 2 22 = 22w =(cosx we = *‘P”“ “"7)
Bx ox ox? S .
22w = costeaopyp - R SET CosX Wi o+ se-n"-( w?’?
ox b
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Uy =% _ 35 dw , 27 2w = s g .
Y= 5 B3 5§ T B3 B - o g i@y

Uygy = ’aa§ %‘&’:%}-:(‘e’vq—w;-; o5 o cwnp )t

?.:_;43. = 6N Weg + 2 SeTe cosex Wy + cos .((.).,,,,

2L _ semer €05« g +(casTma S;’”'Qn(')‘w; ?‘

59 Sexnacrosa o.),,,,

Sustituyendo estos resultados en la Ec (16) e igualando s
€-cos o, (ueda : -

(dcr-24sc+i1s?) Wep + (14 5¢ ~29¢ct5Y)w ey, +
+ (4s3+ay scfsz)ww-(rzc-‘?s)w‘- +(ms-‘7<)w7-sw.-.o . (17)

El coeficiente g9 en 1a Ec (17) se iguala a cero; y Segin la -~

gr&fica siguiente se determina el sen«al y el cos= 4, sustitu--

yendo estas funciones en dicha ecuacién: =

Sen « =

ulw

oS X = 4
= s

- :w’s; + R0 w,',? “’f-f*’ﬁ,f:;‘f’ ;‘Of :
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Ccambiando de signo la ecuacién anterior. y dividiéndola entre' 5 se
tiene :

cuf; - 4 Wyy + 3(4.25 + o T O,
Se cambia ew,g, 7, por U,% Y, quedando:

Uyy = dUyy + Uy + U =0, (1’8)A,
'El_segundo paso es un cambio de la variable dependiente:

U= e w. (19

Sustituyendo la Ec (19) en la Ec (18) queda’:
U= pew + e®Fwon
Urrz B2€Tw + £ wn + £ Wi + €5 cna
Uy = 7w,
Uyy = ea’ wS»
Wax~4 tiyy +2F+3) won + (A4 ?P*l) =0
RP+3)wWax=o J ﬁ:-g_

T e -1 '
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El tercer paso as cambiar de escalar :
x = e 5 ¥y = Y,

donde 4 y v son cambios de coeficientes w;i,td”, en la trans---
formacién de ecuaciones:

2 L 22 3 22 - L 2%
DR 9;" / B33 vt gl

Sustituyendo en la Ec (20)

4 - = ws=
/an;;__;iw,, T w=o0

. B
—L--_ﬁ—

=
Py 9

Asf ee tiene la forma estfindar de la Ec (16):

(‘)Fﬁ - Wypy - =0 R



CAPITULO IIX

ECUACION DE CALOR

30.
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1. Introduceién,

Los ejemplos clésicos para la aplicacién de la EDP en la ingenierfa
son ecuacién de Darcy, ecuacién de onda unidimensional, y ecuacién
de calor.

En éste caso se desarrollar8 la ecuacién de calor por su flcil --
comprensibén del fiujo de calor a través de un material conductor.

2. Plujo de calor unidimensional,

Considérese una barra uniforme compuesta de un material conductor,
con longitud L , con un frea de seccién transversal a. , y super-
ficie lateral ajislada. Si se toma la temperatura en doterminadas -
secciones transversales a un tiempo t , se notarf que no es la -
miema debido a que el calor se transfiere longitudinalmente a ---
travas de la barra, de la parte caliente a la parte fria.

Sean U(x,t) y € la temperatura de la barra y su deneided.

El calor que es suministrado por unidad de masa, con un aumento de
la unidad de temperatura, es una constante ¢ llamada calor espe-
cifico de una sustancia.

La masa de la barra entre la seccibn % y x+dx es Cadx.

Ls energia calorffica que debe ser suministrada a esta parte de la
barra para cambiar su temperatura de cero a U (xt} es U(x,t)ceadx,

Asi, la enexgim calorifica contenida en la barra entre xzady X =b
a un tiempo ¢ es :
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b
Q)= At,gceadx. "
o

El calor puede aumentar por flujo a través de las caras o.,b o -
por energia creada como resultado, por ejemplo, de una reaccién -
quimica.

La ley de la conservacidn de la energia estf dada por :

48 <[ flugde] + [ olon,]. @

El término de flujo de calor se representa por la funcidén F(x,t).
que se define como la cantidad de calor que fluye a través, de un
Srea unitaria transversal, por unidad de tiempo, en la direccién -
positiva del eje X . El ritmo de flujo de calor a través de la -
seccién en xza. es AFCa,t) y el ritmo, flujo de calor a través -
de la seccidn en xzb 8 ~ AF (b,t), entonces :

[g{::‘t’] =-A[Flot) - Fla, t]

(ver la siguiente figura)

¢, Fea.t)
F(a.,t)
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Eato puede ser relacionado a la funcién temperatura, utilizando la
ley fisica empirica, la cual establece que el flujo de caler en un
punto cualquiera es proporcional al gradiente de temperatura en -~
ese punto; su representacidn es :

F(x,t):-Kg—;“:(x,t) J K>o , 3

K es la constante de proporcionalidad que caracteriza el mnteti.ul
de la barra y se llama conductividad de calor.

El signo menos en la Ec (3} define la disminucién de 1la temperncuxia :
de 1a regién & a 1la reqién b de la barra.
El término flujo de calor puede escribirse de la siguiente forma :

i -l sl -k B

=Lba%'('< au(x t))Adx.

Derivando 1a Ec (1} con respecto a T , queda :

- ‘D
da = ce B (o) Adx,

Sustituyendo lae dos ecuaciones anteriores en 1a Ec {2) y despejan
do calor producido se tiene :

[Fodao]= Lb[”’%"-f-‘*:”- 2 (K x| Adx. @
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Cuando la barra no tiene flujo de calor y el calor producido es -~
cero, entonces la Ec (4) e8 igual a cero. Supdéngase que la Ec (4)
es una funcién continua de X , entonces la integral es cero a --
travéa de (0,4 , pero si en algfin punto Xo no es cero, me deduce
una contradiccién, supéngase que la Ec (4) es positiva en¥Xe ., -
entonces en un pequefic intervalo (o.,b) contenido en Xo es positi
vo, debido a esta alternativa de (a,b) la Ec {4) no es cexo. Esta
contradiceidn presenta que la integral no puede ser positiva o -~
negativa en ciertos puntos, entonces:

€l Bt (x,0)- & (k8% (x,t) =0, (s)

de donde :

-k 2% - 2
g:é&_c—e%,ﬁ-k Uém ’ (6)

agui k=|§k? es una constante positiva llamada difusividad del -
calor.

La Ec (6) se llama ecuacién de calor; es lineal, homogénea y para-
bSlica.

3. Término fuentae.

Si la fuente interna de calor esté presente, el flujo de calor es
en una dimensién, esto es, el ritmo de produccién de energia por -
unidad de volumen por unidad de tiempo §(x, t,%) , es funcibén de -
la seccién transversal, del tiempo y de la temparatura local.

El término fuente para la regién atx<b es el ritmo de produccién -
de calor en la regién y es igual a :
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b .
f Q% t, Ulx,¢)) Adx, ' )
(-9

ai la Ec (7) se incorpora a la Ec (4), puede escribirse :

b

L{CC’?%-%(K 2Y)- ¢ (x. t, W) | Adx =0, 7   ,(8>7

8i el integrado es contfinuc queda :

2
%%=h aa—% +$(zat1'u)/ (9)

K
donde q(x,t,U)= q,(x ¢t u)/ce vy k= 7@

.

Para la situacién en la que el calor se absorbe internamente afn
ritmo por unided de volumen, por unidad de tiempo. Entonces q(™/t/U)
es negativo

q it ul=-cCqlixt,u),

La Ec (9) no es lineal y es muy dificil de resolver.

Cuando la funcién de calor es independiente de la temperatura local,
como el calor causado por una corriente eléctrica fluyente cn la --
barra, la ecuacién diferencial es :
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)

n .. ]
Se =h Th v gy, (;o)

que es una ecuacidn lineal no homogénea.

Alternativamente, el término fuente puede ser proporcional a la -
temperatura local :

FOLEW) =T (%, ¢) U Ix,¢),

por ejemplo, el calor puede ser producido por una reaccién quimica
a un ritmo proporcional a la temperatura local entonces, de la -
ecuacién (9) se tiene :

2y _p 2u
24 =k B4 +riutiu, (1

que es una ecuacién lineal homogénea.

Con los dos tipos de fuentes de calor (como la corriente a travéas
de la barra y la reacciédn quimica) en combinacién queda la siguien
te ecuacidn general lineal :

U = 3 e)u x,t) . (12)
DU =k QY + TCx, ) U + QN ¢)
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4. Barra no uniforme.

Una situacién mfe complicadm que el caso ys visto corresponde a -~
una barra de seccidn transverssl constante, pero con densidad, -
calor especifico y conductividad variables en funcién de X ; la -
ecuacibén respectiva es :

c(=)Pex) B - & [Kkix) B8]~ q,(xtw)=0, (13)

introduciéndo el calor especifico por unidad de volumen Q (x) =
= Cx)0Cx) y q(x,t,2) =?.°‘4‘:wﬁw queda la siguiente ecuacibn:

g!c!_-=q-'&-j%(i<(x)g%}+$(x,f,u), (14)

forma simplificada de la fuente puede ocurrir, como ya se mencioné,
conduciéndo la funcién que queda de la forma lineal, inhomogénea y
con coaficientes variables.

5. Condiciones inicial y de frontera.

Se ha mostrado para una barra con una determinada composicién y -
una distribucién del término fuente, que la funcién de temperatura
Ulx,t} es una solucién de una cierta ecuacién diferencial parcial.

En cualquier problema de flujo de calor se tienen datos adiciona--
les, los cuales singularizan la eclucibén para la ecuacidén diferen-
cial, gue es la distribucién de temperstura buscada. Los datos --
adicionales usualmente son un par de condiciones de frontera y una
condicién inicial.
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Las dos condiciones de frontera describen el intercambio de calor
de los extremos de la barra con el medio ambiente; la distribucién
de la temperatura en toda la barra a un tiempo inicial ¢=p est§ -
dada por la condicién inicial.

Por ejemplo, considdrese una barra uniforme sin fuente de calor, -
suponiéndo la temperatura U(X,0)=$¢(x) a un tiempo £=0 y que los
dos extremos de la barra ason colocados en contacto con fuentes a -
una temperatura de cero., Se tiene asi una distribucién de tempera-
tura en toda la barra y existe una temperatura de cero en los ex-
tremos a cualquier tiempo posterior.

Deade un punto de vista fisico, es posible que la funcidn tempera-
tura a través de la barra a un tiempo £>O esté completamente ---
determinado.

La funcién temperaturs U(x,¢) serf una solucién del siguiente --
problema, llamado problema de valores inicial-frontera, ver la --
siguiente figura;




Problema: Encontrar una funcién U(x,¢) para osX‘-L, t:!o
sea solucién :

E.D. %‘E=h%% J o<xc L e

wni{o,t)=0 }

UL, t)z O

c.1.  wulx0)=fx) J o<x ¢ L,

en este problema a%t; a%x/ a,k: son funciones continuas de X
y ¢ para >0 y o< x<?C

Otra forma de condicidén de frontera puede ocurrir cuando unc o -
ambos extremos de la barra son aislados; si el extremo x= o €3 -~
aislado, entonces el flujo de energia en XwoO as cero, la corres--
pondiente condicién de frontera U x(0,t)J= 0O ; similarmente, 8i el
extremo X=. est& aislado, la condicién de frontera U (L, &)s0 seré
reemplazada por KUx(L,t) =0,

Otra posibilidad se tiene cuando un extremo de la barra, por ejem-
plo x=0 , o8 colocado en contacto con una fuente de calor a una -
temperatura & . La condicién de frontera en, Xx=o es U(Ot)=oC,

Si la temperatura de la fuente de calor varia de una manera pros--
crita, entonces e¢ serf una funcién dada del tiempo aczoa((t) y esta
condicién de frontera es dependiente del tiempo.

Todas estas condiciones de frontera son lineales.
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Asi{ las C.F, y C.I. del problema de valores frontera-inicial cons-
tituyen un grupo de condiciones auxiliares apropiadas para la --
ecuacién diferencial.

6. Condiciones de continuidad.

Anteriormente se supusc que las propledades de la barra varfan -
continuamente; cuando esto no surge naturalmente, se suponen dos -
barras de seccidén transversal 4. , la primera con una longitud L,
Y conscantes térmicas €, G, K,, Rk, ; la segunda con una longi-
tud L3 y constantes térmicas c,,, €a, Ka, bz . la primera barra
tiene una temperatura uniforme de cero y au extremo irquierdo sa -
mantiene a esta temperatura, la segunda barra tiene una temperatu-
ra uniforme de 100°F y au extremo derecho se mantiene & esta =~--~
temperatura,

Al tiempo €=o se ponen en contacto la barra derecha y la izquier-
da; se busca la distribucibén de temperatura en las barras paxa ¥>0.
Juntas las dos barras se consideran como una sola con longitud de

L+ Lg ; 1a distribucién de temperatura U(xt) en esta barra -~
gerf una solucién del problema siguiente:

E.D. ﬂe:h(‘x}'uxx;o<x(“ ! ; tvo
Ly Ex L Lyrhy

Ulo,t) =0
) f ; to0
w (Lt t) =100

c.I. @Ah(x0) = F£{(x), s edx < Ly +dg
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h("‘)={ ky, o<x <Ly i : 1)
h& Li<x<Lg .

%} {o) 0<% <L
* = { Goo) L; & x<KL+Lg, (16)

En cada intervalo 0<x<L , Ly <%n&Ly4ly, U(x,¢) Berk continua y -
tendrf derivadas continuas. Sin embargo, 1. © sus derivadas pueden
ser discontfnuas en Ly ; para acompletar la declaracién del pro-
blema, se debe especificar la naturaleza de la discontinuidad al -
escribir :

Ay lx, ¢) odx<L,

4 (an
Malx, &) ; Lex<dl, iy,

WUix,t) =

se dice qua las barras estén en perfecto contacto térmico en Xxal,
8l el flujo y las temperaturas son contfnuas en X=L; 1 esto es,
8is

Jmu,(‘:-‘;t)=u (t,¢) =£’~1u1(1.+e,e)= Wals, t) . (18)
€% ér0
Y

. . (19)
%-53 K, %L(L,—E,t):k,gg Lz..,g):é.;-%k; CLvet) = kgL, t),
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La condicién (19) es también una consecuencia matemfitica de la ley
de conservacifn y la suposicién de que U y sus derivadas son de -
frontera.

Ahora al inicio del capitulo se tiene :

b
5 b
Lce S (x,)Adx= A[K B L 0))

donde C(x), @(Xx) y K(X) gon definidas en términos de €i,€2 .,
@,,01, k,, Kg , justo como R(x) fue definida en términos de =--

1YRg
Ahora e;cogiéndo aul~€,b3l+€ ge obtiene :

L+ €
KJ g-—;g(b‘vé/f)' K, %‘(Ll‘éjf) "(._‘ [c? %%]dx-

Para € % © , la integral tiende a desaparecer, ya que sl integran-
do es limitado :

Hom [ky QB4 0, €) -k G (€, 0] 2K, BYS (0, €)- K, U (L)) = o,

ast

KaGte,t) = K, BB (et
#ato es, el flujo de calor es continuo en L,.
Las condiciones (18) y (19) son llamadas condiciones de continuidad.

Para completar la formulacién del problema de valor inicial-fronte
ra debe especificarse que estas dos condiciones se cumplen, o -
alguna condicién alterna se cumple en cada lugar donde las propie-
dades del calor conducido tengan una diascontinuidad.
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En el dibujo sigulente cada seccién de barra con propiedades de -
conductividad media de calor tiens una discontinuidad:

U, = o U 4= l00

° 4 Ly¥ly

Es de interés considerar los casos cuando forman alternativas de -
una o ambas condiciones de continuidad pueden ser més apropiadas.
Por ejemplo, el caso de una pelfcula de Sxido entre las doe barras.

7. Condiciones de frontera en general.

La condicién de frontera definida en un punto de una barra es de -
primera clase o condicién de Direchlet :

Ulx,,t) = (¢}, (20)

La condicién de frontera definida por el flujo de calor a través -
de la seccién transversal de una barra es de segunda clase o condj
ci6n de Newman:

= ¢
U (x, 1) By, (21)
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La condicién de frontera definida por la unién entre la barra y -~
una fuente de calor em de tercera clase o condicién de Robin :

U, ¢}+ h -g—",:(x.,,t):»'(t) héo . (22

Dandole una interpretacién ffsica a la condicién (22), se supone -
que se tiene una barra uniforme con conductividad K , con un in--
tervalo de osx 4L , el extrem izquierdo en contacto con una fuep
te de calor a una temperatura de Y(¢&) y con la temperatura de la
barra igusl a 2UCx,¢),

Se coneidera una pelicula entre la barra y la fuente, como grasa u
6xido, entonces me dice que :

WULot) =¥(¢),

Esto no es correcto, por lo que se tratarf como una barra compues-
ta con Ke , que es la conductividad de la peliculs, Lo es el -
espesor de la pelicula y %o(x,t) ea la temperatura de la pelficula.

Suponiéndo un contacto térmico perfecto entre el extremo de la --
barra y la pelfcula, la condici6én de continuidad en Xw=o serf :

Ulo,t) = Ues (0, ¢),

K %}‘:"' (o,t) =Ko ?":;;L;: (o,¢) , (23
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Ademfis, la temperatura en el otro extremo de la palxcula. qua es —“
calor almacenado, se tiene : ;
Uo (’La; ﬁ)ﬁ Y,

Puesto qua Lo es muy pequefio, se puede aproximar la derivada‘ po: v
el cociente diferencial :

m;uat-Lo,tJ—u(o,t) = Y(t)-nulo,t) .

ox =Lo ~Lo

Tomando la aproximacién en (23) se obtiene de u(x,t) en x o lu
condicién de frontera :

B (o0 =- e[ Y -uon]

U (0,¢) = L“ k a”‘ {0,) = ¥[t),

(24)

la cual es una condicién de frontera de tercera clase con h:l—nK/t..

Una condicién de frontera tal como «U(o,¢)~- U (L,t) =0 ., que involu-
cra valores de U y su derivada en los doa extremos de la barra, -
ge llapa condicién de frontera mezclada, mientras que una como -~
ULt} +hU(1L,0)=0 , que involucra valores de ¥« y su derivada -
en un extremo de la barra, se llama condicién de frontera sin -
mezcla.
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La condicién que. relaciona los valores de frontexa U{(o,t}a  wa-
U(x,¢) , 0¢x <t en el interior de la barra se llama condicién
laterxal:

L
fz.((o,f).[° w(x,ty g (xdx . (25)

Si el extremo de la barra estd en contacto con un fluido agitado a
una temperatura dada en un recipiente, con una capacidad de calor
(capacidad calorifica) la condicién de frontera se expresa :

WUo,t)+h U (0,8)+hy Ue (O,8) z0 .
8. Problemas de equilibrio.

Cuande la temperatura en cada punto de una barra es independiente
del tiempo, se dice que la temperatura estf en equilibrio y el «-
flujo de calor en la barra se llapa estado de flujo permanente. En
este caso :

- L7
dt - °

Asi, en el caso mAs general de conduccién de calor en una barra no
uniforme con fuente interna, la ecuacidén diferencial (13) satisfe~
cha por la funcidén de temperatura es : - -

=1 4 dUly u)=o.
Uil ol ["(") rrd AR A (26)
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La distribucién de temperatura en un estado de equilibrio es com-
pletamente especificada por condiciones en la frontera,

El problema de determinar una solucién de (7), que satisfaga condi
ciones de frontera dadas, es llamado problema de valores en la -
frontera. Por ejemplo :

Si la temperatura en una barra uniforme de longitud L eath en -
equilibrio cuando la temperatura en los extremos lizquierdo y dere-
cho son a y b reapectivamente, entonces la distribucién de tempera
tura 2U{X) en la barra es la solucién de un problema de valores en
la frontera :

gp. 2% -5 odx<L
dx?
C.F. Uco)s o UlL) = b .

Los problemas para una barra son problemas de valores en la fronte
ra para ecuaciones de frontera ordinariaa.

Se dice gue una substancia conductora de calor uniforme tiene la -
miema propiedad térmica en cada punto si es isbtropa. La funcién -
de temperatura satisface una scuacién diferencial lineal homogénea
de segundo orden en x ,% Yy puede ser presentada como ecuacién de
Laplace :

Uyt Uyy =0, (27
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Considérese una placa de una sustancia uniforme isétropa sin fuente
de calor y en equilibrio térmico. Se coloca la placa en el plano -
horizontal X ,Y ; en el espacio X,y,% B8e supone que la tempera
tura U es uniforme en todas las lineas verticales, asi que U es -
una funcién 2L ¢x,¥) , 8l se tiene la hip6tesis de la funcién --
tenperatura que satisface una ecuacién lineal homogénea y de segun
do orden.

Suponiéndo que-‘la placa es cuadrada como en la siguiente figura, -
de longitud L por lado, a una temperatura cero en los lados dere-
cho e izquierdo y con una temperatura ¢¢x) y f(x) en los lados --
superior e inferior respectivamente, entonces ‘U(Xx,y) es la solu--
cién de valores en la frontera:

E.D, Usxx + Uyy =0, odxey o<Y¢ L

\
8]
~e
2
~
T
V3
A
1
Q

:v’u(oJ:‘) Ok<’31<‘j._

'ffm(‘g,o‘)" = fx) ; Ulx,L) =g0) o<yl

U0




49.

La interpretacién fisica del problema indica que lae condiciones -
auxiliares son apropiadas para la ecuacién diferencial (27): Esto
es, que para }(x) y §(x) arbitrarias hay solamente una soluci6n -

para la ecuacién diferencial que satisface las condiciones auxilia
res.



CAPITULO IV

METODO DE EXPANCION POR EXGENFUNCIONES

50.
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t. Introduccidn,

En este Capitulo se desarrolla un método para que la solucién de -
EDP con coeficientes conatantes y con coeficientes variables no -~
sen trivial, .

El método es de expansién por eigenfunciones y su principal objeti
vo es de proveer la técnica necesaria para la formulacién y solu=--
cién de problemas que involucran EDP, para coeficientes constantes
y para algunas ecuaciones con coeficientes variables.

2. Conceptos del método.

El caso ms simpla se tiene cuando la EDP y las condiciones auxi--
liares son homogéneas:

E.D. 2u-h 2% tr0 ; oexal (¢4]
ot o x?
C.F. B(o,¢t) To ; (2)_
; tro R
UlLt) =0 . : ‘ (3): :

G x,0) = $x) , : oexcl, (DN
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Este método es general y puede ser empleado para soluciones de -
problemas homogéneos con valores inicial-frontera; para EDP con -~
coeficientes constantes y para algunas EDP con coeficientes varia-
bles.

Finalmente, sus resultados son bfsicos para la solucién de proble-
mas no homogéneos.

En algunas consideraciones el procedimiento es simple. Las funcio-
nes particulares que satisfacen la ecuacién diferencial pueden ser
dadas por separacidén de variables. Con esto se da un paso para las
ecuaciones que requieren la solucién por separacién de variables -
que satisfacen las condiciones de frontera y la ecuacifn diferen--
cial.

Por ejemplo, para el problema formulado antes, se buscan funciones
de forma especial:

Ulx,t) =2 Tlt) ¢(x),
que satisfagan a (1), (2) y (3).

Las tres ecuaciones son lineales y homogéneas; de aqui, s{ el nfi--
mero de tales funciones pueode ser encontrado, entonces cualquier -
combinacién lineal de ellos también satisface las tres ecuaciones.

La jdea de este método es encontrar suficientes funciones para --
casos especiales de una combinscién lineal formada, la cual satis-
face la condicibén inicial (4).
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3. Conceptos de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En el curso del trabajo se quiere resoclver problemas de valores -
inicial-frontera para ecuaciones diferencinlee ordinariss de segupn
do orden del tipo 3

Cotx)92€ 4 G0 @ , (X1 @+ 2= p. (s}
dx? odx

El interés estaré principalmente en los casos especiales de la Ec
{5) los cuales pueden ser resueltos explicitamente; por ejemplo, ~
P% A P20 0 RPN @20, no obatante se utilfza el sspecto -
méa gensral pars la solucidn de {5) y se formula un método que ---—
puede ser usado en todos loas casos.

Considerando 1a Ec (5) en al intervalo o% ™ ), el nfimero = -
puede ser real o complejo y es una constante independiente de x -
que es un parfmestro.

otra solucién de ln Ec {5) puede ser determinada prescriblendo el
valor de @(x) y @{x) en un punto del intervalo (a,b) .

Esta solucién es primerc funcifn de Xy por supuesto de A -
cuando esta Gltima dependencia es importante, se escribe @(x,n)
y @(x,2) .

El teorema de la teoris de ecuaciones diferenciales ordinarias --
explicitamente establece:

Si los coeficientes Co(x) , & ¢(%x) , €a2¢(x) geon continuos en ~
(a:b) v G #O en todo el intervalo, entonces para cualquier punto
fijo X, en €a,b) y para constantem cualesquiera o« y O ,-
1s scuacidén diferencial tiene unicamente una solucidén @(x)z @xN).
satisfaciéndo en Yo las condiclones iniciales:
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@P(%e) = ;e (x) =P, (6)

AdemSs . P (x,2) y @’(x,X) ‘son continuas y continuamente diferen
ciales de X y > para atx<by toda X .

Es conveniente ‘separar las dog soluciones especiales si se hace ~
SROIE OCxN) Yy ©(n) =@ (x,a) las cuales satisfacen las siguien-
tes ecuaciones:

(p'(xo)-:, ; 'Vq,'(Xo -]
(7)
@ (x)=0 S ey (o) =4,

Se llamaran @ (Xx) y @ (X) a las soluciones b&sicas de la Ec -
(5) en Xe .

Si estas soluciones son conocidas, es ffcil construir la solucién
general (@(x) . la cual satisface la Ec (6), ya que :

@lxy) =Kt t B0 =X

P Cxo) = A0 71 =B,

Pero l2 ecuacién tiene inicamente una solucidn que satisface la Ec
(6), anl que :

wex) = @ (x) & ©(x)= K@ (x)+ B bGix), 8)
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La solucidn general de la Ec (5) es representada en términos de 1la
solucién b&sica de Xo por la Ec (8).
Considerando el caso especial mfis importante de la Ec (5) :

Pr+A@ =0, (9)

Se empleza por encontrar la solucién bésica en X, =0, ello  --
satisface : .

@ (o) =} 7 (P;(o)=o :
: (10}
(D,'(O)" [»] <Pal.(o)=’/ B

y es fundado facilmente, que ellas - son ‘dados por las aiéuientes -
ecuaciones : ot S N

G(x) = @ (x,x) = €co§ X N3l

sen x L‘S
Vo .

(11)

i)

¥

Pa(xy= Qg (X, X)

Estas ecusclones son correctas si 7~ es positiva; si A es --
negativa § compleija, se utilizan las series de taylor definidas -~
por las funciones trigonométricas :

a 4 < o -an
CosZ:/-g_’.d-g—,—__e_'—.;...:Z(,,)" 2
2! i 6! o an!
? [-<]
s:nz—.e-_";.‘,._’:‘z_,...;: ey g

“
*

nwo - Ganey i
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B ;y'f(‘].i)v' ea“equivalente a :

¢

: . W g
(e.<xx)=|—x—,+>s -75;-)\3%-4'-') .
‘ S (12)
[ = - -x”"xr- Jx’ IRV
Qa(x,x)_x zﬁ-fx-l_ )"T,T* ”
A .

y esta serie converge para todo valor real o complejo de

Cuando A ea negativa, entonces Az-s? para 570 que es frecuente-
mente utilizada para soluciones bisicas en términocs de funciones -

hiperbdlicas. La ecuacidén diferencial (9)- es:
(P"— S"(P= o J

y las soluciones que satisfacen a  la’ Ec’ (10) son :

5 @lx) = senh xS
I3 /

B(x)=coshxs J

o, para S=J/-Xx:

@ (x) =@ (x,2) =cos hx/x
(13)

W (x) =@ Oux) = senh xJX |

iy

Se verifica que las Ecs (11} y (13), que parecen diferentes,-
son realmente la misma. Si se utilizan las férmulas siguientes:
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Cos @ = L___.c__".; st , cosht = e+et
2

Sen o = 3—_—_—"; ez J semht = gf- & ")
2

Yy haciéndo £ = Lo , se obtiene:
Cos hi6 = Cos @
Senbhieo = {sen d,

por lo tanto:

Cos Ax/~* a cashi xvx = cos x VT

senbx T2 - senbia/x - Sen XVE
v s X

’

esto muestra que’las Ecs (11) y (13) son reslmente cquivalentes.
Cusndo A =0, 1a Ec (9) ee simplemente:

" =

_o)

y las soluciones de éeta que satisfacen a la Ec (10) son:



. 58,

@cx) = @ Cx,0) 21 ,
i R i

@ex) = @ x,0) = X,

Esto ujuata con’ 1a Ec 2y, ento o 81 se hace 7~ 20 “éh 1 Ec -
(12) se obtiene la Ec (14) . sin’ emba:go, 8i se hace’ 1—70 en‘la‘Ec
(11} ae tiene :

lim  cos x -
Ao o=

Por lo tanto esto es correcto para interpretar la segunda solucién
bésica de @, (»,2\) cuando X =0 como :

@ tx,0)x lim @ (2 = I'm penxJXx |
A=o vy

En resumen las soluciones bfsicas pueden ser consideradas como de--
finidas por la Ec (11), para todos los valores de > , 8i se defi
nen las funciones trigonométricas por sus expansiones de Taylor (12).

Si A es positiva, las funciones trigonométricas en la Ec (1l) --
pueden aln ser interpretadas en la forma usual.

Si A es negativa, la férmula equivalente de la Ec (13) puede ser
mis conveniente que la Ec (11}, S5i A=0 la expresidn Sen»Vifx -
puede gser correctamente interpretada como :

fim senX¥X = x
A0 ™
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De acuerdo con la Ec (8), la solucién general de la Ec (9) es la -
familia de funcionea:

@P=Acosx /7 9_-*%_*_@_ , (15)

donde A y U wson constantes cualesguiera. Aveces es incorrecto
establecer que la solucién general para la Ec (9) sea :

Pz AcosxVx + B semx/n.

Cuando A =T , esta se reduce a :

@ = Al -e-G‘D:AI

la cual no es la solucién general de @*=0 , mientras que la Ec
(15) se reduce a :

P=A+8x,

la cual es la solucidn general do :
@ﬂ: o

4. Soluciones del problema m&s nimple y problemas de eigenvalores.

En eata saccién y la préxima se determina la solucidén de los pro--
blemas homogéneos de valores inicial-frontera (1) a (4). Entonces
el problema es la ecuacién de calor, el cual tiene ambas condicio-
nes de frontera de primera clase.
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Se emplexs por buscar una soclucién de la ecuscién diferencial (1)
por sepsracién de varisbles, que también satisfaga las cnndicianel
de frontera (2) y (3).

Pare la solucidn de variablee separmdas AUlx,t)=T(E) Pix) -, 1a
ecuacién diferencial puede ser escrita:

4T . L. 42¢ e
RT(O d¢ o Tdxi

De los miembros de 1a Ec (16), uno depende de £ y el Stro de X ,
¥y 8u valor com@n es l& constantes -A , obteniéndcae las ecusciones
diferenciales ordinarias:

4T =
dt*th o (an

428 Lo,

dxt (i8)

Para la solucidn por separacién de variables las condiciones de -
frontera son :

T(t) (o) =0 J ¢ vo (19)
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T e(L)=0 3 tro . (20)

La primera de estas condiciones de frontera sers satisfecha ya sea
poxr @Co) o alternativamente por T (¢)x=0 para toda € >0 .

La segunda solucibn conduce a U=C de las Ece (1), (2) y (3), por
lo que esta solucién no es utilizada para construir una funcién -
que también satimfags a la Ec (4), por lo que se requiere que ---
@)= 0 .

Similarmente la segunda condicién nos conduce a requerir que  ---
@(L) 30 , asl ¢ debe satisfacer las ecuaciones:

2 - N
%’T‘¢x(p-o ; 0<dxet (21)
@) =20

R{CET-N

Estas ecuaciones siempre tienen una solucién independiente de los
valoras de A , la llamada solucién trivial, es decir @=:0O que
produce U= la cual no interesa.

Se llega asi al problema llamado de eigenvalores.

Un valor de A que dé una solucién no trivial se llama un eigenva
lor y la solucién no trivial de ¢ ase llama eigenfuncidén corres--
pondiente al eigenvalor. La solucién general de la Ec en (21) es t
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@ix)= A wosx /A + E—‘-’%{‘—“ ) (22)

donde A y B son independienteas de ™ . La condicifn de frontera
®w) =0, requiere que Az0 y de aqui cualquier eigenfuncién es
de la forma :

Bsenx VX |

P(x) = ou

De la segunda condicién de frontera :

o=@() = Bseniyx, (23)

VX

para B =0, da una solucién trivial; para que dé una solucién no -~
trivial X debe ser escogida tal que :

sen LVX - (24)
= . I A VX =T Vi=nl .,

ey °o J; as 3 i

Invernumente ei A satisface la Ec (24), entonces la funcién -

P= satisfaciéndo ambas condiciones semejantes de fron

tera si @#0 y de aqul X\ ‘es un eigenvalor; as{ cada eigenvalor
es una raiz de la Ec (24), la cual tiene un nGmero infinito de --
raices :
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)\.“=(1’-7z-2j m=1, 2,3, .. (25)‘

Estos son los elgenvalores.

Las eigenfunciones perteneciéntes a los eigenvalores Ay, son, =-=-
Bsen x./x/./x las cuales son mltiplos constantes de :

@ (x)senx/xn, =sen ezz%);;q:i,.?,:f,... (26) -
El factor de tiempo TCt) que debe ser més utilizado con @n(x) -

es una solucién de (17) con A =Xm , esto es :

Ad_E-Q-;\'nktZO- : (27)

Resolviéndo la Ec (27) por integracién y sustitucién la Ec. (25)~
queda : -

T (t) = e—i\'nkt-_- E)Ap(_ ﬂ.’?.%&t_) ; msd,. . (28)
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Finalmente, la solucién de la ecuacién de calor para la forma espe
cial deseadsa es :

U 6,05 Tn(8) ¥ (x) =& " Esenx /s SMILR, .., (29)

donde An:m%p?) /L% , o también es constante multiple de &sta -
funcidn.

Regresando al problema para encontrar todos los eigenvalores, si -
2=0 en el miembro izquierdo de la Ec (24), entonces se puede in--
terpretar como :

lim sem tJX ;L
‘m e L ; to

A0 4

asl que A\ =0 no es un eigenvalor.
Un valor diferente de cero puede ser un eigenvalor si y solamente
af

‘SemiSX =0 {30)

También existen eigenvalores complejos: para esto se muestra que -~

L¥ za-Lff donde o y B aon reales.

Para esto se requiere encontrar todos los valores reales de or y
tal que :

0 = Sen(x+4P)
O=seno CoSA L + cosxSen i p
o =Serndo coshlP + A COsocsen s P



65.

Ambas partes, real e imaginaria del miembro derecho de la ecuacién
debe ser cero, esto es, debe tener:

aAY
Zx Senoccos hB =0, (31)
coshx
AV
g i
x s sERhBP =0, (32)
senhX ; - :

Para la Ec¢ (3l), el coshf2! Y el genoi =0 , entonces.:

A =nir =20 , 1| *a vo
/ / 7 s
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Pero #i 1la Ec (32) con & =nT y el cosa=%{ , entonces el semhB=0,
por lo tanto B=0 vy

LIR sxXsipamim m=0,21,t2,... (33

El valor 7 =0 -debe ser excluido porque corresponde al valor =0,
que como sé ve ho as un eigenvalor.

Los eigenvalores son por 10 tanto An»<(MA/Y? , M= 1,8, -0y
como se establecis al principlo, por lo que todos los elgenvalores
son reales.

5. Solucién continua; ortogonmlidad.

Se ha encontrado un nmero infinito de funciones Um (x,¢), m=1,2,...,
cada uns de los cuales satisface las Ecs (1), (2), (3): ya que estas
ecuaciones son homogéneas y lineales, parxs cualquier combinacién -~
lineal de ostas soluciones gueda :

~
U, ¢) = 3. bo Un (x,¢), (34)

mxt
también satisfacen las Bes (1), (2) y (3).

El valor inicial Un(x%,¢) es :

Uy (x;0) = s8en wgx ,
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¥ asf el valor inicial de 1la Ec (34) es :

A
AUm (%, ¢} =’"Z_,: by sen '—'ZZF/

pero como esta no satisface las C.I., entoncel se aplica una serie
. infinita como la serie de Fourier :

-4 -x ht
UE) = § bnhn (X, t) = L bn@ " senmrx. (35)
LY} nsi
La Ec (35) matisface la Ec (4) :
Ulx,0) = f(x) = f by sem m (36)

La funcién sen (m7r/L) tiene la propiedad llamada ortogonalidad,
con la que facilmente se determina bm
Esta propledad generalmente se define como :

Para dos funciones ¢ (x) , P(x) reales definidas en un intervalo,
se dice que son ortogonales en el intervalo donde :

/" Poyoxydx =0 a &x< b,
a
Una secuencia f£inita o infinita de W (%, G(X),e =y G (X « v ey

para funciones de valores reales definidas en o $x€b es llamado
un sistema ortogonal en el intervalo (a,b] si y solamento s :
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[ - : L p
f @y (x) Loy (x) dx='0" ,~Cun.nc/a mE o 37
a R - . .

) : '

[ G x)dx> 0 . Corr 722 4,2, oo s
a - B [ . i

El hecho de qde el sistema :

$ix)= sen mgx. 3 =0,a,... (38)

’
sea un sistema ortogonal en el intervalo (o0, L) , que es ffcil de
verificar al integrar por métodos elementales de célculo en la -~
funcién :

/ senx Senf xdx

Sirm y /7 son enteros :

¢
TX x = s 5/ A2
,Lv sy 2ZX sex ﬂZE_dR o J &l om , (39) ,
- 2
jfscnﬁz?t’_‘] dx= =%, ; D=a, D, e (40)

©
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En la Ec (36) bm se determina utilizando la propiedad de ortogo-
nalidad y multiplicando por sen(wmx/r} e integrando término =&
término

"
[ $(n)sem mnxdxzf' b.,,fse-nJL’L sen MILE dx, (1)
o L

"=

El miembro del lado derecho es cero excepto para’ m =wm. Asi 1! -
gerie infinita se reduce a un término : :

L . R
f Fex) gen TN dx = bml (sen -zz_'EL)‘d-,. = b % .
(4

L
b.,,;-.-%./, f(u)sen@dx. (42)

La smerie (35) con Av dada por la Ec {25) y la constante bm --
definida por la Ec (42) es la solucién de problemas de valores inj
cial y de fronters.

La serie (36) con &, dada por la Ec (42) se llama expansiSn de ~-
eigenfunciones de #¢x) .

Si la funcién £ ¢%) es muy simple, la constante &% definida por
la Ec (42) puede ser evaluada expl{citamente.

Por ejemplo si £(x)=i , 0% % %L, entonces :
O i N esPRY

_‘A_ sinesmon,

I
6,,.:%_ }o Sen I dx :_,.’-3-'i (- cosnT) = fl-(‘)"]
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Asi
bim =0 by, = Yamer , y /a Sevie para fex)es ;

o
fo=ra S L_,enﬁ_':':.":zz_t ;5 e<x L,

meo Amn

- Para X=g Yy xX=0 .esta ecuacién no se cumple, pero para la solu--
cibn.de las Eca (1) a (4), donde fcC>x) =4 + @8 :

@ ~AzetRE 2
Ux,t) = L € @ms DT » = 43
! ™ ,,,L,o R+ 1 sen L / AJWW-PZ"EQ (43)

6. Condicién de frontera de segunda clase.

Cuando los dos extremos de la barra son aislados, la funcidn tem--
peratura es determinada por la solucién del siguiente problema :

E.D. M{élzun ; tr0 5 oex<is (4a)
Ux = (o,¢) =0 ’ (45)

(46)




nL

CI.. UM =40 ;  e<x<k. e un

Como antes, se buscan funcicnes no triviales 'Zl(;:"t)‘ TC(:) @( x) ’
las cuales satisfagan la ecuacién diferencial.y. las condiciones
frontera, T (¢t} @8 una solucién de : :

dT ; .
- +Ax kT ; tr0

Para t¢C(x) se encuentra el siguiente problema de eigenvalores 3~

para qué valores de {A) el sistema?

ll_“*«:D -
@ It ;e axeL G (ae)
Pio)= 0,

tiene solucién no trivial ? : e e T e LS
La solucién general de la Ec (49) es

@Cx] A cosx/R +« B3enxJ/x

para 1a condicién de frontera @‘¢c)=o0 y con = © la eigenfuncién
a8 :

@(x)= A cos ®JX .
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Ia segunda condicién de frontera de la Ec {49) es :

o= QL) = ~AVY sem LV,
que debe ser satisfecha por la geleccidn de A asf que :

Ar0o .~ JX sen L VX =o (50)

Las raices de la Ec (50) son los eigenvalores para la Ec (49), el
miembro izquierdo de la Ec (50) se deavanece si A o seNLJSIX es .
cero y entonces se ve que los eigenvalores son :

An =(2Z) ; meo,i,a, ... (51)

La eigenfuncién correspondiente a A=A, e8 A cos XVA que es un
mdltiplo de :

@y (x) = COS '!LZ‘T_-E; N20,1,2, .00 (s2)
Aplicando el principio de esta ortogonalidad :

n
/ O (%) @ (x) dxz=0 , &5 m#Em, (s3)
0 .
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y también !

i
f Brex) dx=t (54)
o .

&
/ @} (x) dx =£— . (55)

Asl en la seccién (4) se pueden usar las Ecs (53) a la (55), para
determinar loa coeficientes A. para expansién de una eigenfun---
cibn :

o9 5o An @ Ox)cdx Ag + L Amcos 2. (56)

LYY
En la funcién $<¢x), se encuentran :
L ¢ e
Ao = .'.]' FO0P ) dx = J_/ Fex)dx,
Ry A T Joru e S

Y

" ¢ L
Ay = .%. j fex) BrCx)dx = %/ F Cx) cos ”’z"x dx, n&o.
o o

La diferencia en la férmula para Ao y Am , M# 0, g5 una coneg
cuencia de la diferencia entre las Eca {54) y (55). Por convenien-
cia, se escribe en lugar de la Ec (56) :
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o
(x) = 2o a 13 x,
Foo =8+ 5 Qn cos mpx ¢ (s7)

Para el coeficiente Q, se tiens la siguiente férmula :
L
Um = 27/ £ cos nIx dx w@=0,1,2,... (58
.

La solucidn de la EDP (44) que satisface 1as condiciones de fronte
ra (45)’ y (46) con A=A, . AB{ se tiene la secuencia de funciones:

Um (x,4) = e"‘f‘b‘t cos mzx 3 mMzo,4,2,... (59}

Notando que-.de U(X,t)=1  se forma la serie infinita :

Ut = o+ ¥ a, e ht nrx (60)
LEY]

Por lo tanto se escoge la constante ©-m como en ' la Ec (58).
finalmente las acuaciones (58) y (60) proveen la solucién para el
problema formulado en las Ecs {44) a (47) .

7. Férmula de Breen y algunas aplicaciones a problemas de eigenva-
lores. ’
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En los problemas de eigenvalores considerados anteriormente, se -~
tiene la facilidad de resolver completamente y esplicitamente la -
ecuacibén y determinar dichos eigenvalores.

Sin embargo, esto no es posible en mucho de los problemas que se -
estudiaréin después, entonces para determinar los eigenvalores, es
necesario emplear métodos aproximados, gréficas o procedimientos -
numéricos.

Asf, esto es importante para esatablecer un avance de la determina-
cién de los eigenvalores, por ejemplo, todos los eligenvalores son
reales.

En esta seccién se va a estudiar una f&rmula que tiene amplia -~
aplicacién para problemas de eigenfunciones por eigenvalores o --
expansién de oigenvalores.

La £6rmula de primer orden y usada por Lagrange, después generali-
zada por Green es llamada £6rmula da Green, de esta £Srmula se --
pueden establecer variae propiedades importantes para eigenfuncio-
nes por eigenvalorea.

En particular se redescubrieron propiedades de la solucién de los
problemas de eigenvalores que se habian considerado anteriormente,
perc sin hacer uso de conocimientos explicitos de las soluciones .

si # y 9 son funciones contfinuas con primera y segunda deriva-
da sobre un intervalo a % x4 b , entoyces:

Fa-terad(r9-490- R0 (&)

¥ por lo tanto :
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b
L [ Femgon-fong e (flugom-joagim] " 6 (62)

xX=oLe

Se define el operador lineal A por Af=-f" o aixbSlicaments :

-k (63)

A= — .

dx*

Entonces la Ec (62) podr{a ser escrita as{ :
[[ (Af)g = FUAg) Jdx = - [§G - }g']:' (64)

La Ec (64) es la f6rmula de Green para el operador A sobre el -
intervalo Ca,4) & brevemente, f6rmula de Green.
En la secuencia se necesitan otras propiedades del operador A

Cuando f es una funcién de valores complojoa para la variable --
real x , se tiene :

fo =00 t4 4, ),

donde '}', Yy f'a son reales, la funcién conjugada -} (%) ea defi-
nida por :

;(x) =) =i,
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si f, y +a tiensn ceptinuided en la primarn Yy segunda derivadas,
entonces ambss } y § son s

R A
= --(f-‘]') —‘f "-"7‘1-
chlicuqntamnt- 3

Af= 44 . (65)

Ahora se considera el problema de elgenvalores (21) el cual puede
ser escrito :

AP = 2 ¥ ( P“+2¥=0)
@)= 0 (66}
@iLj= o,

Se empleara la f£6rmula de Green en el estudio de los problemas y -
despubs se ver& como los resultados pusden ser extendidos & problg
mas con otras condiciones de frontera.

La primera proposicifn basada sobre la siquiente férmula de Green
as:

Los eigenvaiores del prohlema (66) son todos reales.
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Prueba: Se obmerva que 8i A es un eigenvalor complejo del problg
ma con eigenfunciones ¢ , entonces el conjugado X es también -
un eigenvalor con eigenfunciones ¢ ; se tiene :

AT=Ae =3¢ =7,

agl esta ¢ sgatisface la ecuacién diferencial con > remplazada
por X .,
Por otra parte :

asf ecsta ¢ satisface las condiciones de frontera.

Finalmente, (¢ no es igual a cero (esto es una eigenfuncién}, de -
modo que P tampoco ea igual a cero, por lo tanto X es un eigen-
valor con eigenfunciones ? .

Cuando ™ es algln eigenvalor y @ una eigenfuncifn correspon---
diente, Be determina la siguiente integral :

L —
I'-'-[ [(A@) @ - @(A%))dx, (67)
(]

en dos formas diferentes, usando la Zérmula de Green con }1¢,9=%:

T=-(@@x) - P(x)P ) ]:
== [@'(0) @)~ V) T () ] + [@'to) Blo) - @0) d'e)
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y esto es cexro porque (o) = @(L) =V-’(°l= c?(tl =0 ; esto es por las -
condiciones de frontera, por lo tanto T =0 . Por otxa parte subs
tituyendo A@=2¢APa AP en (67) db :

T=[ o ex@dx=(a-%) [“lec?dx,

‘donde @G ={ @), y con T =@ 8e tiene :

) - , ;
ja-%] LWMI‘ dx =0, ST ey

Ahora ¥ es une funcién continua diferente de cero donde sea so~~
bre o< x £L , an{ esto 1

-_— L
|- [fleon)? dx #o
0
Por lo tanto se migue con (68) donde A=X =0 , A= X y también )
es real, esto completa la prueba.

El conjunto de todos los eigenvalores de un problema de eigenfun--
ciones a veces se llama expectro del problema y la expansidén de la
funcidn oe llama representacidn expectral de la funcién.

Por ejemplo, cuando se declara en esta terminologia, problema -
espactral (66), miente en los ejes reales.

Un argumento similar empleado arriba, establece la siguiente pro--
posicién.
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Para el problema (66) lam eigenfuneiox;n- que paertenece a diferentes
eigenvalores son ortogonales.

Prueba: Cuando P4 y @, son eigenfunciones para distintos eigen-
valores X; Y Ay, . respectivamente, se tiene :

L
/L[(A 7)) @, - PilAg,) dx = (Ag-2y) f' @ (x) Gy (x)dx,

y usando la férmula de Green se obtiene :
L z
], A e) G- % (AR k< -[0] 0 0 -GG ). (en)

La expresi6én en el lado derecho de'la Ec {69) es cero porque ambos
wf Y % desaparecen a x=0 y %= L , entonces se tiene :

L
(%3 -2 p) f % maxdx =0,

y cuando Ak y Aj son eigenvalores diferentes, Aj-Ap# O, se
debe tener :

. )
[ @3 (x) Pp(Ndx = 0. (70)
-3

Esto muestra la preposicién.
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En la prueba la expresidn :
[rf;- 0D @y (0= @5 (x) P10 ) . (1)

La Gltima preposicién encontrada desaparecio porque @ vy -
satisfacen las condiciones de frontera. La expresién consiste de -
cuatro términos y cada término separado es cerxo.

Otro caso en que cada uno de los cuatro términos es cero, surge si
en lugar de «(o)=0 , (p(t)=0 tenemos las-condiciones de frontera
@%a)z=0, P/(L)=0.

También 8l esté distribuida con el problema de eigenvalores(h es ~
una constante real) :
A@=X2¢
oz 0
)+ hvw=0 |,

(72)

Entoncesa la expresién (71) es cero con la condicién de gque ¢§ y
¢y, son eigenfunciones, entonces se escribe :

@l (L) B (1) ~ @5 (L) @) (L= -Ch L0 R (L) + ;W [h Y, (1)) =0,

Hasta aqui se que la proposicién anterior no 86lo es véilida para -
los problemas de eigenvalores (21) y {46), sino también para otros
problemas incluyéndo el (72).

8. Nuevas aplicaciones de la férmula de Green: Normalizacidén de -
constantesn,
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51 f‘?n (&) } es un sistemd de funciones ortogonal en ai intervalo,
antonces la integral de valores :

L ‘
L [Q‘n (k)]ad'x, - (73)

es a veces llamada normalizacién de constantes para. el uiséamay’
ortogonal. Ello ocurre en la determinacién del coeficiente- b-n “en”
una expancibn : :

400 ='"Z b Ba (),

En realidad se tiene :

bx =/°L,L<x) @n (x)dx/Lmel Cx)dx,

si Pm (™) ea una eigenfuncién de la Ec (21) correspondiente a -
un eigenvalor An y € es cualguier conatante diferente de cero,
entonces @,"(x) z (@ (x) también es una eigoenfuncién correspon---
diente al mismo eigenvalor.

Se puede usar cualquiera @» (X) o @n*(x) como la eigenfuncibn --
representativa, pero naturalmente no se deben usar ambas porque -
después no son linealmente independientes.

Si escogemos @Y(») en lugar de @»(x) como la eigenfuncién  --
representativa, entonces la constante normalizada seré diferente.-
Asf, la normalizacién de constantes depende de los cambios do las
eigenfuncionen.

Para determinar la integral de la Ec (73) en el caso especial ---
@uex) = sen (203) e usan conocimientos de lss funciones trigo--
nométricas.
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Un método alternado, el cual puede ser adaptado cuando @Pm CX) son
eigenfunciones, es emplear la fSrmula de Green, como #se tiene el -
método ilustrado en relacién con el problema de eigenvalores (21).

Al resolver el problema de eigenvalores Be ve que cualquier eigen-
funcién, es un miltiplo de la funcién :

@®(x,\) = §_¢__Cv‘;; x (74)

el cual es definido para todo valor de X , no exactamente eigen--
valores. Eato es la solucidn de :

@' +NP=0 .
Plo) =0 (75)
oy =1,

De la férmula de Green se tiene :

(A—A)/o @ x,2) @x, “)dx ?[f[?f(xv;i) (x, )‘P"(x})‘))t_{x“

donde : @ (o,X) = ‘P(O;/J.):u, S

@l

76)-

;L‘P(*:l) Ple,p)dx= ("'(L,Ma?u,;q
° iy /‘-
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Se enfatiza que s £ > Y no son hecesarios los elgenvulorea De -
la Bc (74) sigue :

lim @lum = @(x,),

y 1a cqnyergenciieé uniforme para: o &£X €L:como’:’

pig [ 0o eoyadx = Lo dn L om

“Ahora se combina 1u Ec (76) con la Ec (77) y se obtiene :

IL(W"”‘)F x _,,m N L) w(z..x) QL P
o M=

“Utilizando reglas auxiliares para evaluar los limites se tiene :

L 7
j (ol )% =pnun) pean)_ PN RLLL) (78)
- Q

que se puede tomar para cnalquier valor de A .

Ahora si A es un problema de eigenvalor (21), A = X, , entonces
@ (x,2) también satisfacen las segundas condiciocnes de frontera,
egto es @(L,Aw)= 0, entonces ¥(Xx,Xin) es una siguiente eigenfun
cién para Am .

Entonces de la Ec (78) se obtiene :
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e eeanleg) L

De ’ lg Ec ”(74).' sa tiene :.
li"(L,VAV,,‘):cqsL flm,,

L =
% @) =5 cos L P

ya que el . sen LVX =0

AThm T

2oun) | A cesif,
[ax @L,n) Fras <p§ LA,
de agqui 1la Ec {79) llega a mer : =

I3 2 :
] [semx s J“«] dx = Lo cos?e SAm L (80)
A e v S e I :

El cual conviene con el resultado de loa chlculos mis elementales,
porque el cos?l/Zm a2 | .

Resumiéndo, que la Ec (78) puede ser obtenids por otras for--
mas :
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PraeA@ =0, -{81)
y derivando la ecuacidn con respecto a A

¥ \” @ - {82)
(DA +>‘%’5~'* ¥=o0.

Aplicando la férmula de Green a las dos funciones @, O¥/DA da:

3 ARS
” - ’ D@
[[erag-wgey)dr=[epE-e38))] .
En el miembro izquierdo de la Ec (B83) se subtituyen las Ecs -

(81) y (82) entonces :
‘I 2@ “Ydx = [ @id
[[[e 38~ o(38) )ox=[ o2
o
En el miembro derecho de la Ec (83) el término X =O desaparece porque

®(o,")=0 Y:

[%g}x=o -_-% @(0,A) =0,
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Por lo tanto la Ec {B3) es equivalente a :

[ [ 38 -0 (30,

el cual es el mismo para (78).

Se observa que la funcién @C¢™,X\) involucrada en la Ec (78) es -
por todos loe valores > . ®(o) 20 satisface las condiciones -
de frontera, pero @¢L) 30 no satisface las condiciones de fron--
tera excepto si > es un eigenvalor del problema (21). Consecuente
mente la Ec {(78) puede ser aplicada a otros problemas de -
elgenvalores en que la condicidén de frontera con x = o €% ¥ADz0O
pero la condicién de frontera con x =L puede ser diferente para
@)oo

Por otra parte pasando de la Ec (78) a la Ec (79) se usa la condi-
cién de frontera @Ci) w © en la Ec (79) y es vélido sdlo si Am
e8 eigenvalores de el problema especial {21),.

9, Primera férmula de Green: Eigenvalores positivos y negativos.

La solucidn del flujo de calor encontrada es de la forma :

Ulne) = F Cm € *eq 0,

y el eigenvalor A+ tiende a ser positivo. Si A m es negativo,--
entonces @~ - oo como € —yo3 , mientras que A m >0 , -
entonces e “*M™hE  permanece como condicibn de ¢ ~r00 . Asf los -
eigenvalores negativos son asociados con la funcién temperatura el
cual son indefinidos por largo tiempo y en sistemas que tienen una
fuente de energia en contacto se esperan cigenvalorce negativos.
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En el cago de flujo de calor en una barra, la temperatura se incre
menta de uno a otro limites:

a) porque esta es produccién interna de calor en la barra §

b) porque uno de los extremos de la barra est§ conectado a un meca
nismo el cual hace posible que la barra extraiga calor con un --
acercamiento indefinido.

En un problema de eigenvalores, la presencia de eigenvalores nega-
tivos pueden estar asociados con otros como :

a) una produccién especial de calor en la ecuacién diferencial &
b) el carficter especial de una 6 mfs de las condiciones de frontera.

Si la temperatura U(X,t) , 0&x%< ¢ , ¢ >0, en la barra satis-
facen las condiciones de frontera :

(Kun-hU) _, =0 (84)

con h positiva, el flujo de calor en el exterior de la barra con
% =0, es una parte proporcional de la temperatura de la barra.
En éste caso si la barra es caliente, tiende a enfriarse.

Sin embargo, sila Ec (84) se satisface con .} negativa, entonces el
flujo de calor en el interior de la barra con X=0O , es una parte
proporcional de la temperatura de la barra. En éste caso si la --
barra est§ caliente, ésta tiende a calentarse mfa debido al acerca
miento indefinido con el mecanismo el cual hace posible que la --
barra extraiga calor, tal que el problema de flujo de calor en --
realidad parece otro.

No obstante las condiciones de frontera de la Ec (84} confp negativa
pueds ocurrir, en particular como el resultado de transformaclén -
de otro problema. ’

La dicha discuci6n sugiere la siguiente conclucién.

Para examinar brevemente la ecuacidn diferencial y las condiciones
de frontera en un problema de eigenvalores puede ser posible acer-



tar que este no es un eigenvalor negativo.

Dicha informacién es de gran valor cuando uno prueba la determina-
cién de eigenvalores. Esta especulacién es apoyada por la siguien-
te proposicién :

Entonces @ (x) es una solucién no trivial de :

@P’+A@ a0 ; o4 <L,
se tienen :
L
a) si Ge'l, ez real. entonces A es real.

B gy Felt 20,

entonces A 20,

e) sy 5?’1." 70, entonces X\ >0,

Antos se demuestra la proposicién utilizads en el problema de -
eigenvalor de la Bc (72). Si A es un eigenvalor y ¢ una eigen-
funcibn correspondiente, entonces ¢ es una solucién no trivial
de @¥+A¢20 an O0o< = &L , y de @Col=0 , @i} a-hecL)
encontramos :

- - - 2
~Fe' [ =P witor-F L) n hle ), (83)

La constante # en la Ec (85) es dada para ser real, ~ P¥’I" es
resl y de aquif, parxa la parte (a) de la proposicién A es resl.

De modo que los eigenvalores de la Ec (72) son todos reales, (asf
muchos de estos se pueden encontrar por el método de la seccién -

(6).
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Si adicionalmente h 2 0 se conoce, entonces de 1a Ec (85) se -
concluye que -@‘{'l: *o , para la parte (b) de la proposicién
A2p0 , para h2 , entonces los eigenvalores de la Ec (72) -
son reales y no negativos. Una prueba sobre la proposicién se hace
usando la férmuls llamada primera £5rmula de Green.

La f£6rmula de Green que se emplea en los procedimientos de asta -
seccibn, es una secpencia de la primera f6rmula llamada segunda -
férmula de Green, sin embargo tiene mfs aplicacicnes que la prime-
ra f6&rmulas,

Se establece la primera férmula de Green para transformar la inte-
gral :

& Lo,
-»L (Af)gdxr- jn f 3"-7‘ )
de la integracién por partes, se obtiene :
Lon ‘ 7 [ _ ¢ ’ L,
[ #gdx= [0+ 597 < =[ & ra)ex- [figax.
Asf, utilizando la definicién (63) :

f"(Af)g dx = f‘f'g'a/x— [f’g]: . (86)

Eata es la primera f£6rmula de Green. Similarmente se tiene :

llf(Ag) dx s/‘f‘g'dx- [fg'].‘ P (87
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1a segunda férmula de Green se obtiene cuando la Ec (87) es extraida
de la Ec (86).

Pars probar condicidén principal se propone utilizar la Ec (86) con -
$2@,93 ﬁ . Asf utilizando la relacién A@ =A@ se obtiene :

Afe5dn = [0 -[¢F]"

o [3
X/‘,L(?{adx =-@¢ fj; I‘P'lad"/k tee)

por hipbtesis ¢ es no trivial :

/L!w‘ dx >0

@ntonces f,"ll"l"dx 206 de la Ec (BS) se ve que A on resl si
- @'l esxeal, 8L - F@’)F 20 entonces A2o y si -f@'LO0
antonces A Yo .

10. Problemas con condiciones de frontera de tercera clase.

Ahora se considera el problema de eigenvalor :
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®‘+av =0, oexeL,
@)= 0, (89)
Plushpy=o,

donde h es una conatante real,

Usando los métodos de la seccidn 6 6 la seccibén 8 facilmente se ve
que todos los eigenvalores son reales. Ademfs se ve en la seccién
8 que estos son eigenvalores no negativos si h> o0

En el caso especial de h =0 , es el mismo problema qua el (49),-
el cual fue solucicnado en la seccién 5 .

Se tiene que resolver el problema donde h >0 6 h <O .

La solucidn general de la ecuacién diferencial es :

@ = Acosx/% + B senx/x
Va

8i esto satiaface ¢/(o)= 0 , se debe tener 3= ¢, para cualquier
funcién que es de la forma :

@=Acosx/x . (90)

Con A #0 puede satiefacer la segunda condicifn de frontera si y -
adlo af :
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@A)~ AT 5enLVX = h @),
“V& SendVX thecos LVX = 0, (a1}

y que la Ec (91) es una ecuacién cuyas bases son los eigenvalores.

Si el cost/E =0, entonces X no es und rafz, porque el scnivX =t|
Yy VX # O ; esto aclara que la Ec (91) no es satisfactorio. Por -
lo tanto we divide la Ec (91) por el cos &LJX y obtener cualquier
scuacién conlas mismas raices, es decir :

LVX Tan LV = LA, (92)

Suponiéndo h real, se buscan las raices de la Ec (92) y se sabe
Que estas raices son reales.

Cavo ££) 3430 | En este caso conocemos las raices de la Ec (92)-
que son todas no negativas, puesto que de LVE =S5 o Az, )% ge
encuentran las raices reales de :

STanS= Lh (93)

Entonces 1a lan (-Ste-Tan S viendo que si S eas una rafz de -
1a Ec (93) entonces =S también es una rafz, pero eatos dos valg
res de S dan el mismo eigenvalor A =»C %) =G-3%4)3 | por lo -
tanto esto es necesario pars encontrar las raices no negativas de
la Ec (93), eatas raices pueden mer establecidas gré&ficamente por
plancs 6 por diagramas individuales de gr&ficas para las funciones:
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Y, =Tan s

La siguiente figura ilustra el caso Lh = W% . Las raices de’la Ec (93)
son los puntos de intersecciSén de las dos gréficas. N

Ya J
N f
g s &2 >s
Houl e

Solucién gréfica O STams =L h CGh="%)

En cada intervalo m7<s<¢(m+4)T la funcién Y« , establece incrg
mentca de © a+o al mismo tiempo Y, es8 positiva y con un -
decremento establecido,

Por lo tanto esto es exactamente una interseccién de puntos en el

intervalo correspondiente a un valor :

Sm =T + Am M=20,1,2,0 40, (94)
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donde o <oy < /7 . e8to no es una interseccién de puntos en el -
intervalo (m+ )7 £5 (4 )T . Asf estos son infinidad de eigen-~-
valores dades por :

\}3\1 =§f,___.1:r‘rz’a;, 7 MN= 0,1t , 2,00, (95)‘

donde @z %n/L . - ; .
La revisién de la figura anterior ‘muestra esto :

(96) °

pUSES > o7>
Y

m’-';zo;'.:o. . ‘ A (97
De lu; eiggnfu.nciones se tiene esta férmula :

Cn(x)= cos xJxm = Cos ( Bl o,—,,)x m """"(98)""

Las constantes normalizadas :

[L[qa," (x}]'dx -_-/‘Cas’xJA_,, dx
S (-]
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Pueden gser evaluadas ambas, utilizando £&rmulas trigonométricas &
por el método de la seccidén 7 encontrando :

X : ,
fv cos¥x Vi dx = 4 +2-%” [ @)’ e

] (e, (X)szr ._{./;., (H'L I[qa (")J

(100)

estas son equivalentes porgue @A+ e8 una solucién de 1a Ec (92).
Es importante notar que esta normalizacién de conetantes realmente
varian con 2 .

Casolid): h >0 . En este caso se sabe que las raices da la Ec
(92) son reales, pero sin embargo no se conocen si algunos de -~
estos eigenvalores son negativos.

Se verz brevemente para h <0 , qua es axactamente un eigenvalor
negativo.

Para comprobar lag raices negativas de la Ec (92) se substituye -
L¥X=z iy donde U es real y no cero :

LIXTan L V% = zUuTanU,

sem i
AU Tos au

A8l se tienen que encontrar las raices reales de :

uTanh U =-yh, on
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y con (93) es suficiente para encontrar las raices positivas, en--
tonces se grafican los puntos pars encontrar la interseccién de -
las dos curvas, ver la figura siguiente :

Y= Tam b U o <UL ©

Vo= - 40 /u

! u, > %

Solucién gréfica de 2 Taw 42 = -2 h (L/y:-gz)

Para U que va de © a +c@ 1la curva ¥Y; 8e incrementa de © a
4 , mientras que la hiperbola Y; decrementa de +a® & o0 Ch<o).
Entonces la interseccién de las dos curvas es U=Uo que corres--
ponde a un eigenvalor negativo :

= ul /12, {102)

La eigenfuncién correspondiente al eigenvalor No e8 ¢

@, (%) =cos xJZXm = cos h(Uox/si). (103)

Para encontrar gl eigenvalor positivo teniénde LVX = S se recurre
de nuevo a la Ec (93) pero con h <0 . La solucifn estf ilus
trada en la siguiente figura, se encuentra una rafz positiva de la Ec
(93) en cada intervalo (Mm-4IT<sS<mN, M=1,2,..., 1lamadas éstas -
raices S, y del eigenvalor correspondiente a x,,,‘,,,l/‘_w gse
tiene :



) m=a,2,...
y
% 52 33 s
W § T
LA
Solucién gréfica de s Tans =

donde &p <C y

—:.llL <o; € 93 ¢...< 05 < G, % 0L, (205)
Iym O =0 -
v 1106)

Cuando se ha encontrado la ecumcién cuyas raices son los eigenvalg
res de un problema, hay frecuentemente la tentativa de simplificar
inmediatamento la ecuacién, pero se debe tener cuidado en este
proceso; por sjemplo, la ecuacién

= db . (4‘/, =-72’),

198, -

(104)



99.
SenAVX T3enJR cos VX =0,

puede ser simplificada dividiéndo por VX 'pax-a obtener la nueva -
ecuacidn. : :

senJ/a + cos JX = O,

Pero la nueva acuacién no tiene las mismas raices como la ecuacidn
original; en realidad cada rafz del semVA=0O es una raliz de la -
ecuacidn original, pero no es una raiz de la nueva ecuacidén. En -~
general, si se divide una ecuacién por un factor F(A) se pierden
rajces, o sea las raices de F ()

Similarmente si se multiplica una ecuacién por un factor FCx) se
ganan raices, o gea las raices de F ().

Por ejemplo si la ecuacién :

senfX 4 cesvXT = o,
=
se simplifica multiplicando por (A para obtener la nueva ecuacién:
sSen/x + VA cosJXA = o,

entonces A= 0 ea una rafz de la nueva ecuacién pero no de la ecua
cién original.
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CONCLUSIONES

Este trabajo es la traduccién de la parte inicial del libro
Elementary Partial Differential Equations, de Paul W, Berg
Yy James L. Mc. Gregor, con el objeto de facilitar al alumno
el curso de MatemSticas Aplicadas a la Ingenieria Petrolera
de las siguientes generaciones,

Debido al poco espacio disponible para este trabajo., no fue
poeible ampliar los temas tratados, por lo que en algunos -
casos puede ser diffcil su comprensidn.

El estudio de los temas tratados en este trabajo permite -
ver la gran aplicacidn que tienen las ecuaciones diferencia
les parcimles en la Ingenieris Petrolera.



© 3 3 » % > 0 % oA o 9

T <

101.

NOMENCLATURA

Conatante
Constante

Constante

Derivada cualquiera
Funcién

Gravedad

Cualquier constante raal

Parte imaginaria de ecuacio-
nes complejas.

Constante
Subindice
Subindice

Flujo de calor por unidad de
vol. por unidad de tiem.

Radio

Velocidad

D - X 7 AR R I

N

0

Tigupo

Vﬁtiéble
Variable
Variable
Variable
Operador lineal
Operador lineal

Cualquier operador

Flujo de calor
Constante
Longitud

Energia de calor

Cualquier opexador

Operador en condiciones
de frontera

Cualquier funcién

Variable
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Exponencial
Infinito
Alfa

Bata

Gama

Delta
Epsilon
Eta

Tata

Lambda

Xi
128

Sigma
Tau
Pi
Psi

Omega

102,

(&ngulo)

{constante)

(constante)

(diferencial)

(variable)

(coordenada)

(8ngulo)

(variable cualquiera)

{variable)

{(variable}

(valor 3.1416)

(dencidad del material conductor de calor)
(sumatoria y variable respectivamente)
(calor especfifico por unidad de volumen)
(valor nulo)

(coeficiente variable)

(coeficiente variable)
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