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I N T R o D u e e I o N 

El objetivo principal de eate trabajo ea utilizarlo como 
apuntes en la 11111teria de Matem6ticaa Aplicadae a la 
Inqenieria Petrolera. 

Se preaenta el método de expanai6n por ei9enfuncionea1 -
esta preaentaci6n ea una traducci6n del libro Ecuaciones 
Diferenciales Parciales Elementalea, de Paul w. Borq y 
James L. Me Gregor. 

El método de expanai6n por eigenfunciones muestra la -­
soluci6n de problema.11 que involucran ecuaciones diferen­
ciales parciales, con coeficientes constantes y algunas 
ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes 
variables. 

Loa Cepitulos I, II y III 3e consideran necesarios para 
tener una idea más amplia 11obre las ecuaciones diferen-­
cialea parciales, pero eat6n aiDt>lificadoa debido a que 
este tema es muy extenso. 



2. 

CAPITULO I 

CONCEPTOS BASICOS 



J. 

l. Introducci6n. 

En eote copitulo oe estudian la definici6n de ecuaci6n diferencial 
parcial, loo concepto• de qrado y orden, le ooluci6n qencral y la 
particular de dicha ecuaci6n. 
Por comodidad 1e abrevia el nombre de ecuaci6n diferencial parcial 
como EDP. 

2. Ecuacione1 diferenciales parciales. 

Dafinici6n. 
Toda igualdad que relaciona una función con eue variables indepen­
diente• y sus derivadas se llama EDP. 

Concepto de orden. 
El orden de una EDP es el de la derivada de mayor orden que apareA 
ca en la ecuaci6n. Ejemplo: 

EDP de tercer orden. 

EDP de segundo orden. 

Concepto de grado • 
El grado de una EDP est6 dado por la potencia a la que cat' eleva­
da la derivada de mayor orden, siempre que la ecuación se pueda 
expresar como un polinomio de esa derivada. Ejenploi 

EDP de primer grado. 

EDP de segundo grado. 



4. 

En cuanto a la linealidad de una ~P, el concepto 11e maneja de 
forma levemente distinto a COlllO se hace para una ecuaci6n ordinll­
r!A, que ea lineal o no lineal. En el estudio de EDP se presenta 
una tercera alternativa presentada por las ecuaciones causilinea­
leo. 

Una EDP ea lineal, si lo es en la variable dependiente y en sus -
derivadas, Ejercplo 

Una BDP es cuasilineal, si ea lineal en la derivada de mayor 
orden y no lineal en las otras derivadas o en las variables depen 
dientes, Ejemplo : 

a'e ( <n)::¡= "~' • ... .,.~ + C>~ i) ~ .. 

Una EDP que no responde a ninguna de las dos definiciones anteri.Q. 
res, es no lineal. Ejenplot 

Soluci6n de una EDP. 
Como se ha observado en los ejertplos anteriores, una EDP es una -
relaci6n de la forma: 

F(x,-:1, ••• 1L,U..,.,1L':I, ••• t1.,.,.,,'lL~~ 1 ... 1::. o~ (l) 

donde U. es la variable dependiente; entonces la funci6n 1.A.. ( "' ':j, • • .,J 
donde las variables independientes XJ~~···J junto con todns sus -
derivadas parciales, satisfagan a la ec. (l). A esta funci6n U. -
se le llama soluci6n de la Ec. (l}. Ejemplo: 



~-.ale ~'11..n!,'1) =o 
ex --,V- EC>P • 

P.064.T t¡"t: 'U.C,.,lll>: a.x• • a.'J + 6 ~,. •olucio'n. 

Su•tituyendo en la EDP 1 

aa.,.-acz..,.=o 
•"• 'U. C>:, ~) es aoluci6n de la EDP, 

3, Soluci6n general. 

s. 

Una función 'U('JC,~ 1 ••• ) ea aoluci6n general de una EDP ele orden')')~ 
si la eatiaface al sustituirla en la EllP y ac!em6a lea condicione• 
auxiliares apropiadas para la EDP. Ej•llplo 2 : 

donde F, ':J ~ son funciones arbitnriaa : 



Buatituyendo en la EDP 

F,"(a.~- 3a7+~MJ + 1=,¡>(C1.:-::la.,a.,.-+:2a.¡J .. o 

~· (a.~ - 3a,a.~ .. .:la.~)=- o 

(a.i- 3a., et~ -t- :la.";) Fa.": o 

o= o. 

6. 

En este caso, e11ta 1oluci6n contiene doa funciones •rbitrariaa y -
la EDP ea de aegundo orden. 

Del ejemplo (2) ae concluye que la aoluci6n general de una EDP de 
enéairm:> ordon, con "'"1 variable• ind.ependientea, contiene 'J') fun-­
cionea arbitrarias independientes, de ("'1·1) variables. 

En la pr6ctica se bueca una aoluci6n particular que satisfaga 
ciertas condiciones awciliare•. 

4. Operador lineal y ecuaciones lineales. 

El operador ea una relaci6n que so aplica a una funci6n dando 
otra función. Ejemplos : 
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Un operador A e• lineal si dadas las funciones, '!(
11 

u., ... , 'U..,, y 
las constantes e,,.. e",,,, .,,c..,, se tiene : 

donde la función C,u,+c.,u.+ •• ,., e,. u~" U• es una combinación lineal 
de 'U. 1 ,, ui .... .. ,, U.,, . 

Ejemplos de operadores lineales : 

(1) La transformación de una función 'U. de dos variables en una -
función de tres variables 1 

(2) La transformación de una función U de dos variables en una 
función de una variable : 

( 3) El llamado operador lineal integral, que transforma 'lt (?e, y) -
en una función 'V"C~,~¡ de dos variable•: 

TU."" "tr C-x,\J) = J.'I: 'U (f,'1?) Jt>r.- ~)' + ( 'J- ..,,a d rd-p. 

La suma de dos operadores lineales F y G está definid1 por: 

dando como resultado otro operador lineal. Ejemplo : 

(F-t G)(c,u,,. c. u,_)~ F (c.v., .. C2U.2) + G((,Zl..t-C2u.J 

=- (c. FU, T c.,_ F ZI,) .. (t,i:,u, .... C,GZ<2) 

=. C,(F-1-G)'U., .¡- C2(!=.-6)U2, 



B. 

La ecuaci6n 

(2) 

es lineal oi A ea un operador lineal; eata ecuaci6n es homoqénea 
li f :.o y ea no homogénea ai f?. o • 

Ahora ai D,,D¡1• 0 •J son lo• operadores para la diferenciación 
parcial i>/Dle. ,rJl"Y, ..• , y a.. 11 , 0. 1 a. , ••• , de ciertas funcioneo -

?C , ~ , ••• , ademáa D,ª: 't>o/tnc.l , o:= t> 1/u ~i , entonces el opera-
dor lineal A ae puede escribir: 

A= <:t,. D.' ... a.,. D,D~ +a.,.. o;+ a.,O, +a., 0 2 +a.., 

para el caao m6s general de la ecuación diferencial parcial de 
segundo orden, con dos variables independientes. 

De esta manera la Ec(l)escrita en forma deaarrollada os 

U.(a. 11 0,2 + a,, 0,0. +n,, 0~ +Q.,0, -ta., 02 TClo) :f, 

o bien: 

(3) 

En el caeo especial en que o..., , o..,,,, .•. , O.o sean constantes de la 
ecuación, se dice que tiene coeficientes constantes. 

El estudio de una ecunci6n diferencial ordinaria es bastante eim-­
plificada cuando la ecuaci6n es lineal, porque todas las solucio-­
nes pueden ser obtenidas por combinación de soluciones particul~-­
roa, usando el principio de auperpoeici6n. 

El problema tipico es encontrar una aoluci6n de la EDP que aatis-­
fngu cierta e condiciones auxiliaros. 



Eataa condiciones son lineale• que ae expre•an en la •iguiente 
forma a 

donde U em un operador lineal y ¡ e1 una funci6n determinada. 

9. 

(5) 

La condici6n auziliar lineal ( 5) e1 llamada homogénea o no homogé­
nea ya sea que ~ :o o ~ ;f o • 

Como un ejemplo as considera el problema : 

'U.t-=U. ... ic., 

'U.,.(o,~J:O~ 
'U,.C1,t)=o, 
'U.(">1 0): '" (1 -"J4

, 

Q(.X<.f 

o< t. 
o<. t 
0( )l.<.' 

o <e 

La primera ecuaci6n ea la EDP, las ecuacionea reatantes son condi­
cionas lineales auxiliares. 

La propiedad mh importante de la ecuaci6n lineal homog6nea ea que 
cumpla con el principio de 1uperpoaici6n. 

Si h, J-.i , ... ,¡-.,,son fwicionee cualeequiera, c., e~, ... ,C.,, son -
cona tantea cualesquiera, A ea un operador lineal y 'U.1, "l.t.2, ... , 'U.,, 
son reapectivamente solucionea de las ecuacionea1 

A'U.,=f, AV..:i=h; •• • ; AU...,=f..,, 

entonce si 

u. :c .. u, .. e~ U.a ........ c ... -u.,,, .. una aoluci6n de la ecuaci6n, 

A2l.=C.f, .. c:tf2 ••.• · ... c..,+.., :A(c,'Z(,TCa'U.:t-t ...... c,,u.,,J 
-= e, A a, ... C.:t A 'Z<.:i .. l •• +e,, A u.,, =e, ¡., ... c2 h + • • • + ,.,, ¡.,,. 



lO. 

Si 'IL, 
1 

'21. ._ 1 ••• )U'1) son ooluciones de la ecuaci6n lineal hoar:>génea 
y c,,,c2 ., •• ,,, C't1 aon ciertas constante•. entonces c,v.1 .¡. C.t'U.t.-t_.. .. -t('.,,U'" 
ea también uno 1oluci6n de dicha ecuación. 

Si 1.L es una soluci6n de .4U-.f y 'V" ea una aoluci6n de A IT= o , 
entonces W:."U.-t"V es \,lila eoluci6n de Aur:o. 

Se tienen dos casos eapeciales del principio de auparpoaici6n. 
El primer caso especial se tiene para f1"f~=···=f-.=o y el aegun 
do caso especial es aquel que "7J:.:t,"U,:'U,f1 :f, U.a,t:.'tri f¿ .=.o~ e,= C.a.: 1. 

A vecea se encuentra infinidad de soluciones de una BDP lineal -­
homogénea. Por ejemplo la ecuaci6n: 

que tiene las soluciones: 

esto recomienda que : 

U l,.,11) "'r C.,,'U,. C x, Y), 
·n.o 

..,., ~o,,,,, a,, ... ,,, 

También son soluciones de la EDP lineal homogénea, si se tiene 
c..,,='l-n!,1 esto es: 

Y fá'cilmente se verifica que esta función es una solución de i 
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5. Funcione• .S. velore1 co111lejoa. 

Una funci6n de valoru co111lejo1 par• una variable real H .S. h -
forMr 

fC><l = f, ll<) .. ;Jz C"<l,. 

4onde f.C><) y +l "> 110n lu partea rHl e imaginaria rupectiv•­
... nte de fCx) y H e1criben co., ligue: 

Do• funcione• de valore• coq>lejo• ion iguales 11 aus reapectiv•• 
part11 rHln e imaginaria• ion igualea, 
C•I!• funci6n .S. v1lor11 rHlH me conaider• COIDO una funci6n de 
valorH con¡>lejo• li 11 parte imaginaria ea igual a cero. 

La1 •iguiente1 ecuacionaa aon ejeq>loa de operacione• algebraicas 
extendidu • °'lculo• con funcione• de valorea con¡>lejo•: 

Una funci6n de valoreo coq>lejo1 e1 llamada continua, diferencia-­
ble, etc. si lu partea real a imaginaria tienen 111 corraopondia.n 
te• propied1de1. 

La funci6n exponencial conplej• •• de particular ioport•ncia y 
a•t' definid• por r 

donde oc y P aon con11tante1 reale•. 
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Toda• lae reglH de '1gebr• y dilculo p•ra funcione• exponenciele• 
redH H c~l•n p•r• funcionH d• v•lorH coq>lejo•. 

6, Solución p•rticul•r. 

Definición. 
Une solución p•rticuler de un• EDP, eo une función •rbitr•ri• que 
ee obtiene de le •olución general y v•luendo •u• funcione• •rbitrA 
riH. 

La obtención de une aoluci6n p•rticul•r de une EDP homoqlne• con -
coeficientes conatente• •e pre•ent• por el m6to4o d• función 
exponencial y por el m6todo de aep•ración de v•ri•blea. 

Solución particular de la EDP homog6ne• con coeficientes COl18tanteo 
por al m6todo de función exponancialr 

(6) 

done!•• 

1'cr,s) =a.,,,"",..,. s""+ ª"'..,.., r" .s--'-.. ... +o.,,, ,..s +a. 1, 0 t"+Oo.,,Sf"a.,., 

ea un polinomio en ,. y s • y o, .. é>A>'><... o .. "' a/¡, :l • 

La función e>eponencial e r • .. $ ~ tiene lH propiedadea: 
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Se suotituye 'U.-. e'••SY en Ec (6) y se tiene: 

PCT, s) e.,.,. .. sy :o_, 

as1 sir y s es una ooluci6n de la ecuación algebraica: 

1'('1',S): 0 1 

entonces e~•~s~ ee una solución de la ecuación diferencial (6). 

Ejemplo por el método de funci6n exponencial: 

donde: 

'tl:: er• ... ~" 1 

U,.-::. .,-e'lll•s.=-,, 
'U.:1 :. se.,"'"''~ • 

EDP homogénea,.. 

Sustituyendo en la EDP homogénea 

"Jre1"•••)1 _ :2St:T""""" ::.O 

(J"r-;u)e'"" ... ~ =o 

3r-;/.S:O 

r2j-s, 

donde s puede ser elegida arbitrariamente y,... ea entonces dcter-­
minada: 

'U.=- el" e .s. ,1 

puede ser cualquier número complejo; así esta ecuación tiene un 
número infinito de aolucionea. 
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Solución particular de la EDP homogénea con coeficientes constan-­
te• por el método de separación de variable•. 

Con este método se buscan soluciones que son productos de funciones 
de una sola variable. 

Por ejemplo considerando la ecuación: 

EDP homogénea 1 

1e busca una solución de la forma: 

y sustituyendo en la EDP homogénea 

dividiendo entre 'P(~J'PC"Y) 

3 'f''C~J YIY) _ ll <eC1<J /V'(yJ = 
0 

t:pC~)'flY) ~(><)"'f/(Y) 

Asi los dos miembros son independientes de ~ y ~ : lo anterior se 
iguala a una constante ). para que cada término depende s6lo de una 
variable: 

integrando : 

; 
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J..,, ({': 4 _r.e ; 1.,, IY = ;\. X. 
3 :¡ 

Co...,o ,, = ?< !1 'P=-::1 

J.71?< = ;>.t j 1...,,y: ;>._,L 
;¡ 

"A:"' e:i.t 
~ 

'll: e~f, 

Finalll18nte se tiene la aoluci6n por el método de aeparaci6n de -­
variable11 

'1.L = e"t e: :o.t 
'U..,, e~c+•fl. 

Otro ejerrq>lo por el método de separación de variables: 

Sustituyendo U·:<(>C•)?/IC'i) y reacomodando t6rminoa: 

; 'U ':J : (/>(>.) 1"'(y) 

<r.2 re"C?s) ?(C;!) =t ~ 'f'(") ?//CyJ - Cf(JU.f{~ : o 
í('(x) fi'Cl/J 

?:~ ((J" + )( 1(1' = ~ • 
rp 'IV 

Igual•ndo loe dos términos con ).. 1 

"X"-((J•-r'X'P':;. ;i.rp 

J.• 'P'' -r l<. 'l'' - ). 'P::. o 

'V''-:\. l" "'º· 



'U :'le" se deriva y se sustituye en el primer término: 

'Z(,.: TXfr-1) 

'U.,= r ('f~) ;ii c.--~¡ 
':le~ r(.r-1.)~ 'T-:a) + ') r )( cr .. iJ - A "X .... = o 
l"(r-1)-x.-+- TX.,. - ).;t..,..::ao 
,-ax.,..-).')l.r:.o 
't":t-x,.,o 
T=±J'>: ~ 

como r: .t .[?: entonces ?< r: ?< ±.r;; • 

Se integra el segundo término• 

'lf'- '!l';l: o 

/f:: !). 
l.,, 1{ = Á 1' • 

Solución: 

16. 
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C A P I T U L O II 

ECUACIOllES DIFERENCIALES PARCIALES Lil\IFALES DE COEFICIENTES 

CONSTANTES COll 005 VARIABLES IllDEPENDIEllTES. 
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l. Introducci6n. 

Zn este capitulo •e dea•rrollan las condicione• awciliarea para la 
EDP de primer orden y de segundo orden con coeficientes constantes, 
comparando el deaari:;ollo con el de la ecuaci6n diferencial ordina­
ria para una mejor comprenci6n del procedimiento. 

También se obtiene la soluci6n general de la EDP de primer orden -
mediante la introducci6n de nueva a coordenadas que correaponden a 
una rotaci6n de ejes. De manera similar se obtiene la soluci6n -­
general para la EDP de segundo orden mediante la introducción de -
tre• nuevas variables. 

2. Condiciones auxiliares. 

Una condici6n auxiliar para uno ecuaci6n diferencial es otro ecua­
ción que involucra funciones o conatantea independientes y que 
deben satisfacer l• funci6n soluci6n de lo ecuoci6n diferencial. 

Un grupo de condiciones auxiliares que involucra elementos indeteI,. 
minados (constantes o funciones) es propio de una ecuación diferen 
cial, si para cada uno de estos elementos indeterminados, hay una 
y a6lo una funci6n la cual satisface tanto la ecuación diferencial 
como las condicione• auxiliares. 

La teoria fundamental para ecuaciones diferenciales ordinarias 
•firma: 

Si aa1 a,1 .... ,..o.,,.11 son constantes cualesquiera, entonces la ecuación -
diferencial ea : 

a...?i"'+- a,u'""°"'.¡. .•• +a.,,_, u'+ a,,u "'fe"', (l) 
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donde f ( ><) eo una funci6n continua que tiene una y aol•mente una 
1oluci6n tal que 1 

... , ,, (-tl-1} 
... (o) ~ u. J u. (O) .. ""• , ••• .J 'Z.I. Co) ':u...,_, • (2) 

Cada una de las Ecs (2) es una condici6n auxiliar para la ecuaci6n 
diferencial (1)1 el teorema enuncia que el conjunto de condicione• 
auxiliareo de las Ecs (2) ea apropiado para la Ec (1). 

Entonces, en el ca10 de ecuaciones diferenciales ordinarias con 
coeficientes con1tantea, es un conjunto de condiciones auxiliares 
apropiados para toda ecuaci6n del miamo orden. 

Se puede hacer una comparaci6n an6loga de condiciones auxiliares -
para la EDP de primer orden con coeficientes constantes. 

La EDP de primer orden con coeficienten constantes es : 

a.u,.+ b'U. ~+CU. =-f C>< 1 'Jl 1 

donde 0.1 b 1 C son cona tan tes y f (?<,~) as continua en todo1 los 
puntos. 

(3) 

En la siguiente oecci6n ee ve que, si 'Uo { "><) eo una funci6n 
diferencial en todos loa puntos, entonces ésta es una y sólo una -
soluci6n 'U (.,,1 i¡) de la Ec (3), tal que para toda ")(. : 

'U("><,ol: U 0 ("><). (4) 
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3. Ecuaciones de primer orden. 

Un• forma de encontrar la aoluci6n general de la EDP de primer 
orden, ae basa en la introducci6n de nuevas coordenadas Cf 1 'f') 
correspondiente• a µna rotaci6n de loe eje e (1rC., ':91 con un e'ngulo o( : 

h
y 

-
: 

quedando la EDP de primer orden de la forma: 

(5) 

La soluci6n general de la Ec ( 5) se obtiene de una ecuaci6n dife-­
rencial ordinaria teniendo ?/ cóm::i un parámetro y reemplazando laa 
constantes arbitrarias de la solución por funciones arbitrarias -­
de "? . 
Entonces se regresa al sistema original de coordenadas para obte-­
ner la soluci6n general. 

Como ilustración considérese la siguiente ecuación diferencial 

3U..+<tU~-2U=L, (6) 
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Si loe ajee (f,'f) son obtenido• 9irmndo loo ejes (x,~J un 6n9ulo -
O( , lo• ejeo (f, '1") y (')< ¡:j) eetin relacio1111do1 por lH ecuacioneu 

; 

; 

::tri;' .= p CO~A( - "1?.s~P(} 
(7) 

~ ::. ;!'*$el7-<.-+'7?CX2roe . • 

Por tanto ai '21.('l<;:I) ea une solución de la Ec (6) : 

'U,('X/I) ='U. (feo.so< ·'>f11eno<,~ ;".se'l')-c-+ '>/'cos"<) =::., (§,?¡') 

U,. = ~ : 'ilJ.. ~ -+ í2.'.?Z J2l!.I : COS °' WJ" - Se.,, O( C.V'l 
el><. 'l>'l<. C>j 1'X V"? 

Suetituyendo loe resultados anteriorea en la Ec (6) : 

3 ( w§ e.Oso<- W-p se'T)o() + 4 ( wf se-o O( + ~ to.s °') -:lw "1 

(3COS"<+'lse.,,.,)wj+('fcos0(-Jse..,"')w7 -.:¡>CJJ= 1. 

Para satisfacer la ecuación anterior se elige D( como : 

; coso( 

('leo.so< -3SC"7>.,.) w., :O 

(3 co&~+ 'I senv<) w(!: s w~, 
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Suatituyendo 101 resultados en la c.cuaci6n anterior queda 

~wF- ~=-::. 1 

""! - %: w =- :F· 
E• de la forma de la Ec ( 5) • 

Para la Ec (5) también se utiliza el método de combinaciones line_! 
lee : 

( ~} ::: ¡¿~/ ,. /'[ , "! • 

O sea : 

x=A~-i-13'f' 

~~c~..:t>~ 

donde A, 13, C. 1 t>.., son constantes a ser determinadas. 

Se tiene : 

cono : 
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Se .toznan las condiciones de A,s3 .1'~'-1, para que el eiatesna tenga -
aoluci6n e y p son arbitrarias, queda : 

w (t¡,'f): u(x,~) 

W.f "'3 'U,, -t '{'U.:J 

w§ -::z w == 1. 

Utilizanc!o el factor_ integrante (e-:z.~} 

:Integrando 1 

-- -

f (W¡ li?•:ZI_ ~ W c?"')di~J e:~"f 

Pero como 

'~ = ?< ~ A~ +e? 
~ -- C3í+O'l". 

(B) 

(9) 
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Entonces : 

I! ~¡ 11 1 ~I = 

por lo que 

Sustituyendo loe resultados anteriores en la Ec (9) queda 

(10) 

Para encontrar la aoluci6n particular de la Ec (6), que satisface 
las condiciones auxiliares (4), se sustituye la Ec ( 10) en la Ec 
(4) y queda : 

'21. (¡.,) "- ;!¡-+ c¡¡C>-). 

Entonces se tiene : 

9'"> =<Je"'-~ ':I) e~ 
) ~~ 

'U.(x)='Uo('><-~!I e 
'Y 

'J (") : u. ("X) -t t . 



Sustituyendo loe reaul ta.dos anter:i.ores en la Ec ( lO) 1e tiene 

Bata es una soluci6n !ínica que satisface la EDP y la condici6n 
auxiliar. 

4. Ecuaciones de segundo orden. 

25. 

La reeoluci6n de las ecuaciones de segundo orden es más complicada 
que para las ecuaciones de primer orden. 

La ecuaci6n general de segundo orden de coeficientes constantes, -
ea la siguiente: 

donde 0-, bJ e, h., h ,eJ son cona tantea. Esta ecuación puede ser 
transformada en una y e61o una de las siguientes formas: 

(12) 

( 13) 

(14) 

(15) 
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donde '/ varia de - 1,.. r;,. 1 • 

Si (a.e -b:i.>o}, la Ec (ll) se reduce a la Ec (12) y se llama ecua-­
ción elíptica o de Laplace. 

si (ac-b"-<o)1 la Ec (ll) se reduce a la Ec (13) y ee llama ecua-
ción hiperbólica. 
Si (Q.C -b• : o), la Ec (ll) se reduce a la Ec (14) y se llama ecua-
ci6n parabólica o de calor: también se puede reducir a la Ec (15) 
y en este caso se llama ecuación degenerada. 

Ejemplo de Transformaci6n de una ecuaci6n de segundo orden: 

4V..u-::l'l'U~-:i -t 11 'U.,¡'j - l:l'U" - qv.:i -S-U. =O (16) 

o.. "' y .:i. h = :¡ 'f ; e = 11 • • a. e-.¡,"-"' -100 • 

Es Wla ecuación hiperbólica. 

El primer paso es, rotación de ejes en la forma vi8t8 Paia''.ia-ecu.!. 
ción de primer orden, con el fin de eliminar (W~"l) 

1.lt,_,~) .,,'U.( 9cos<><-~Se'Jll-<, f: SUOo( -t"('cos.,):. CU( t¡,..p) 

_ C>w _ti~+ !2;?Z. ~ = coso<W~ - se-n.;.-w_"? 
'1.1., - DX" - ª"' a9 ci-x 9'1" . - - ---··ré-···~- .. 

'U~'>: :<2... ~ : a "-w :: (<OS o( W~ - SQ>1o<' e.o.,,,).:¡• 
f)'):: 0)1:; é:))C.:l 

~ . .. . -
~ = cos~.-; e.U¡¡_ ::<! se?1-c cose< w~ "? .¡. s e7' -< w •rp 
19 ;>. ~ 
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~ =. ¡;e.,, .. "' w~F ... ::¡ .se.,,.,. coso< "'f'? ... <os .. ~.-.WV"l'_'.'.--

~~ ~seno< cos"" wFf. .,.<cos"-<-Sen<loi)t'.J"#if?Se;,~.%s~w...,.~. 
:-· - '..' .:._ 

sustituyendo estos resultado• en la Ec (16) e i9u•lÍlndo •""·""':Y. 
c=cos°" queda : 

( '"/C •-2'{SC+11s") wfl -+ ( 14 se -:iq(c'-5".JJ w ¡:., + 

+ (qs•+ ll'I se.., s«) w,,.,, -C 1~c -Ys) w~ ... ¡,~s-'lc)"-''7 -s-w.:. o. (17) 

El coeficiente C.VfT en l• Ec (17) se igu•l• • cero: y según la 
gr&fica siguiente se determina el Jf'TJlllC :a 1. y el cos:D(': ~ , sus ti tu-­
yendo estas funciones en dicha ecuación: 
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Cambiando de signo la ecuación anterior y dividiéndola entre 5 ae 
tiene 

Se cambia «.1,f, y, por 'U, "Jt1 )J 1 quedando: 

El segundo paso ea un cambio de la variable dependiente: 

P'>< '(.( .. e w. 

sustituyendo la Ec (19) en la Ec (18) queda : 

-u.. ,. .P elil" w -t e"" w.,, 
V.,,,.-::. ¡;<e 8~w.,. Be""w,, + Peª"w,. + eP"w"" 

'Ll.:1 = e""c.u, 

iu.,ll = e 11
" W11 ~ 

C:z.&+3)w,.=o ; P=-~ 

.2:. ¿:¡, = -o • ., 

(18) 

(19) 
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El tercer paao ea cambiar de eacalar 

donde -""' y 1.1 oon cambios de coeficientee w11 ,, ~1 en la trana--­
formaci6n de ecuaciOnee: 

; 

Sustituyendo en la Ec (20) 1 

.*( w¡¡, - ~~ c...J.,,1' - f ..., :. o 

Aa1 ae tiene la forma eat6ndar de la Ec (16): 
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C A P I T U L O III 

ECT.171CION DE CALOR 
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l. Introducci6n. 

Los ejemplo• cl6aico• para la aplicaci6n de la EDP en la ingenieria 
11on ecuaci6n de Darcy, ecuaci6n de onda unidimensional, y ecuaci6n 
de calor. 
En éste caso se deaarrollar6 la ecuación de calor por su f6cil 
comprenei6n del flujo de calor a través de un material conductor. 

2. Plujo de calor unidimensional. 

Considére11e una barra uniforme compuesta de un material conductor, 
con longitud L , con un 6rea de sección transversal Q.. , y super­
ficie lateral aialada. Si Re torna la temperatura en doterminadas -
seccione• transversales a un tiempo t , se notar6 que no es la 
misma debido a que el calor se transfiere longitudinalmente a 
travé• de la barra, de la parto caliente a la parte fria. 

Sean U.(ic,t) y !? la temperatura de la barra y su densidad. 

El calor que ea suministrado por Wtidad de masa, con un aumento de 
la unidad de temperatura, es una constante e: llamada calor eape­
c1fico de una sustancia. 

La masa de l• barra entre la eecci6n 'X y ><~ch ee G'a.d')<. 

La energia calorifica que debe ser suministrada a esta parte de le 
barra para cambiar su temperatura de cero a tl("l<,t) eo V.("><,t)cea.dx, 

Aei, la energia calor!fica contenida en le barra entre -..:.a. y "" = b 
a un tiempo t ee : 
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b 
Q(t)=L Utlr.,é) cea.d"l<. (1) 

Bl calor puede aumentar por flujo a través de laa caras o. , b o -
por energía creada como resultado, por ejemplo, de una reacción -
qu!mica. 

La ley de la coneervaci6n de la energía eet6 dada por 

(2) 

El t6rmino de flujo de calor ee representa por la funci6n F(-x,t). 
que se define coroc> la cantidad de calor que fluye a través, de un 
&rea unitaria transversal, por unidad de tiempo, en la dirección -
positiva del eje ">< • El ritmo. de flujo de calor a trav6a de la 
secci6n en x :o.. es AF"Co.11:) y el. ritmo, flujo de calor a travós -
de la eecci6n en ")<.-: b es - A F ( b, t), entonces : 

(ver la siguiente figura) 

.+--, ·9__.____t) ~§__.__,) ~ )( 
o o. b 



33. 

Eato puede ser relacionado a la función ten¡>eratura, utilizando la 
ley f1oic• emp1rica, la cWll eotablece que el flujo de calor en un 
punto cualquiera ea proporcional al gradiente de temperatura en 
eae puntar su representación e1 : 

F<x,tJ ::-1<.~ (i.:,t) J K>o • (3) 

K es la constante de proporcionalidad que caracteriza el material 
de la barra y se llam• conductividad de calor. 

El signo menea en la Ec (3) define la diominución de la temperatura 
de la región <>. a la región b de la barra. 
El término flujo de calor puede escribirse de la siguiente forma : 

[F~,~~e¡ = A[I< ~(l(,tJ/,..b -1< ~ <x,iJ /,..."- J 
b 

: [ fx ( /<. ~1; (x,tJ}A dx. 

Derivando la Ec (l) con respecto a t , queda 

el.a = e <;; g3:!,.. ( x t) A áx. * 
dt ~?<. ' 

Sustituyendo las doa ecuacioneo anteriores en la Ec (2) y despejan 
do calor producido se tiene i 

b 

r?io.1o, ., ]=l [cr~cx,t!- ¡i__ (1< <>1.1.cx,tJ)1Adx. 
r,oclvuGO . 1' t <>X ~ 

(4) 
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Cuando la hmrra no tiene flujo de calor y el calor producido es -­
cero, entonces la Ec (4) es igual a cero. SupónqHe que la Ec (4) 
es una funci6n cont!nua de 'X , entonces la integral es cero a 
través de ro, L) I pero Si en algún punto i<'o no 88 Cero, 88 deduce 
una contradicci6n, eup6n9aee que la Ec (4) ea positiva en Xo , 
entonces en un pequeno intervalo (o..1b) contenido en Xo ee posit!. 
vo, debido a esta a~ternativa de (a., I¡) la Ec (4) no es cero. Esta 
contradicci6n presenta que la integral no puede ser positiva o 
negativa en ciertos puntos, entonces: 

de donde : 

aquí R:l</<:e es una constante positiva llamada difusividad del 
calor. 

(5) 

(6) 

La Ec (6) se llama ecuaci6n de calor1 es lineal, ho1110génea y para­
b6lica. 

3. Término fuente. 

Si la fuente interna de calor está presente, el flujo de calor es 
en una dimensión, esto es, el ritmo de producción de energía por -
unidad de volumen por unidad de tieaq>o ~(X, t,UJ , es funci6n de -
la sección transversal, del tienpo y de la temperatura local. 
El término fuente para la roqi6n o.oc~b es el ritmo de producci6n -
de calor en la re9i6n y es igual a : 
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b L q.,(')(,t, 7.1.(">c,l:)) Ad"~ (7) 

d la Ec (7) se incorpora a la Ec (4), puede escribirse 

(8) 

si el integrado ea continuo queda 

(9) 

donde i<'l<,t,U.)= c¡.,C><,t:,v..)/c(> 

Para la eituaci6n en la que el calor ae absorbe internamente aún 
ritmo por unidld de volumen, por unidad de tiempo. Entonces <¡ C 'X,t;u.) 
es negativo : 

q., ( '>< 1 t,'U.) = - C <." q. (X, t, V..) , 

La Ec (9) no ea lineal y ea muy difícil de rcaolverª 

Cuando la funci6n de calor ea independiente de la temperatura local, 
como el calor causado por un• corriente elictrica fluyente on la -­
barra, la ecuación diferencial ea : 
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(10) 

que es una ecuación lineal no homogénea. 

Alternativamente, el término fuente puede ser proporcional a la 
temperatura local : 

~e')(~ t, 'U.) = r (?<, t) 'U. e"><, t),, 

por ejentJlo, el calor puede ser producido por una reacción química 
a un ritmo proporcional a la temperatura local entonces, de la 
ecuación ( 9) se tiene : 

(ll) 

que as una ecuaci6n lineal homogénea. 

Con los dos tipos de fuentes de calor (como la corriente a través 
de la barra y la reacción quimica) en combinaci6n queda la eiguien 
te ecuación general lineal : 

~ = k. ~:l11 + -re :x, t:J u + q ex, t) • 
at ~ 

(12) 
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4. Barra no uniforme. 

Una •ituaci6n m'• complicada que el c•ao ya viato corresponde a 
una barra de eecci6n tran•veraal conatante, pero con densidad, 
calor especifico y conductividad variables en función de "}< ; la -
ecuaci6n respectiva ee : 

(13) 

introduciéndo el calor específico por unidad de volumen (j" ( )<) = 
: C(><)c.'C'l<) y <t<><,t,U) =<f,C>i,t,uJ~ quede 11 siguiente ecueci6n: 

(14) 

forma simplificade de la fuente puede ocurrir, como ya 1e mencionó, 
conduciéndo la funci6n que queda de la forma lineal, inhomogénea y 
con coeficientes variables. 

5. Condiciones inicial y de frontera. 

Se ha mostrado para una berra con una determinada compoaici6n y 
una distribuci6n del término fuente, que la función de temperatura 
1.J.(lc, t) es una solución de una cierta ecuación diferencial parcial. 

En cualquier problema de flujo de calor se tienen datos adicione-­
lea, loe cuales eingulnrizan la solución pnra la ecuación diferen­
cial, que ce la dietribuci6n de temperatura buscada. Loa da toe 
adicionales usualmente son un par de condiciono11 de frontera y una 
condición inicial. 
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Las dol!I condiciones de frontera describen el intercambio de calor 
de loa extremo• de l• barra con el medio ambiente; la diotribuci6n 
de la temperatur• en toda la barra a un tiempo inicial t-=o eat4 -
dod• por la condici6n inicial. 

Por ejemplo, con11idtireae una barra Wliforme sin fuente de calor, -
auponiéndo la temperatura '11.(X,O),. fC><) a un tiempo t-:.o y que loa 
dos extremos de la barra 11on colocados en contacto con fuentes a -
una temperatura de cero. Se tiene así una di•tribución de tempera­
tura en toda la barra y existe una temperatura de cero en loe ex­
tremos a cualquier tiempo posterior. 

Desde un punto de viata f!sico, es posible que la funci6n tempera­
tura a través de la barra a un tiempo t >o ea té completamente 
doterminodo. 

La funci6n temperatura '!J.(x,t) sed una soluci6n del siguiente 
problema, llamado problema de valores inicial-frontera, ver la 
siguiente figuro: 

t 



Problem1: Encontrar una 
•e• •oluci6n : 

E.D. 

C.F. 

C.I. 

'ZA. (o, t) =o l 
'U (L, t)"' O J 

'U. ( lC,O) = f ('Je) 
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. 
I O()t(L_, 

en eate problema l1%~ J él~lc/ "~• •on funciones continuas de :>e 
y t para t >O y o< x < t. 

Otra forma de condici6n de frontera puede ocurrir cuando uno o 
amboa extremos de la barra son aislados: ai el extremo >e :z. o es 
aial1do, entone•• el flujo de energía en X•O oa cero, la correa-­
pendiente condici6n de frontera u.,. (o,rj:O 1 limilarmente, si el 
extremo x:L eat6 ai1lado, la condici6n de frontera UCL, t).:O oer6 
reemplazada por lo: 'U.,. (l., t) ; o, 

Otra posibilidad se tiene cuando un extremo de la barra, por ejem­
plo :i-:-:.o, e1 colocado en contacto con una fuente de calor a una -
temperatura CI( • La condici6n de frontera en, 'X:.o ea 1.L(O,, 't) :=OC",, 

Si la temperatura de la fuente de calor varía de una manera proe-­
crita, entonce• O( ser6 una funci6n dada del tienpo ac=a<(t) y e1ta 
condici6n de frontera es dependiente del tiempo. 

Todas estas condiciones de frontera son linea lee. 
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As1 las C.F. y C.I. del problema de valores frontera-inicial cons­
tituyen un grupo de condicioneo auxiliares apropiadu para la 
ecuaci6n diferencial. 

6. condiciones de continuidad. 

Anteriormente se supuso que las propiedades de la barra varían -
continuamente; cuando esto no aurge naturalmente, ae suponen dos -
barraa de sección tranaveraal a.. , la primer• con una longitud L 1 

y constantes térmicas C,1 (?,., I<,,, ti., 1 : la segunda con una longi­
tud L,i y constantes térmicas i:a, ea, Ka, b;i , la primera barra 
tiene una temperatura uniforme de cero y su extremo izquierdo &'3 -

mantiene a esta temperatura, la segunda barra tiene una temperatu­
ra uniforme de lOOºF y su extremo derecho se mantiene a esta 
teq,eratura. 

Al tienpo t: o se ponen en contacto la barra derecha y la izquier­
da: se busca la distribución de temperatura en las barras para t>o. 

Juntas las dos barras se consideran como una sola con longitud de 
J.,+ L.~ : la distribuci6n de temperatura 'U('l<,,t) en esta barra 
ser6 una aoluci6n del problema siguiente: 

E.D. 

/ 
'U,º·~) -= º ¡ 

C.F. 
'U.(L,+La}·J =100 

C.I. 'IJ. (><,O) : f (X) J o<><<. L,+.I.:¡ 
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~('X): { h., O<'><(, L.¡ 
(15) 

12.a. L.1 (X (L.;¡, 

fb<\ :. { (o) o <. 'l< <. '-• 
(16) 

(100) L1 (. "" < L,-+ L;t , 

En cada intervalo oc.x(L .1 L1 <.k<L1 .. L.i,, U( .. ,,,tJ eer' continua y 
tendr6 derivada a aontinuas. Sin embargo, 1A.. o aua derivada1 pueden 
oer diacont1nuaa en L.1 1 para aconplatar la declaraci6n del pro­
blema, H debe eepacificar la naturaleza da la discontinuidad al -
e•cribir 1 

'U. cx,tl :. 
iu, ("ll., t) 

l?A.a.(x, t:) 
; o<. x< L., 

(17) 
L1 < "k 4'. L, ... .La, 

ae dice quo las barra• eat'n en perfecto contacto t6rmico en "2 L 1 

ei el flujo y laa teq:ieraturaa son continuas en "k = L.1 r eato ea, 
1i1 

(18) 

y 

(19) 
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La condición (19) es también una consecuencia mateJD6tica de la ley 
de conservación y la suposición de que 'U y sus derivadas son de -
fronter•. 
Ahora al inicio del capitulo os tiene r 

donde (("< ),, (! (X) y f<. (") son definidas en términos de C,, C 4 J 

e,,ea, "-•J 1<.;¡ , justo como h.(><) fue definida en términoo de -­
\:i., y 11.a.. 

Ahora escogiéndo o. .. L.-~ J .b-sJ.,+E- se obtiene : 

Para (-JO, la integral tiende a desaparecer, ya que el integran­
do eo limitado r 

•a1 • 

Ka ~(L,,t/: K, ~(L.,'C) J 

esto ea, el flujo de calor ea continuo en L,. 

Las condiciones (18) y (19) son llamadas condiciones de continuidad. 

Para conpletar la formulación del problema de valor inicial-front!!. 
ra debe especificarse que estas dos condicionee se cumplen, o 
alguna condición alterna se 'cunple en cada lugar donde las propie­
dades del calor conducido tengan una discontinuidad. 
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En el dibujo aiguiente cada secci6n de barra con propiedadea de 
conductividad media de calor tiene una diacontinuidad: 

1 
1 

'U.1 ~'U~ 
1 
1 

k,~ 7 tt .. 0ei~'" 
1 

1: .i.&wll~~ ?>t ~" 
1 

1 

Ea de interh condderar loa cuo• cuando forman alternativas de -
una o ambaa condicione• de con~inuidad pueden aer m6a apropiadas. 
Por eje~lo, el ca•o de una pel!cule de 6xido entre lea doe barree. 

7. Condicioneo de frontera en general. 

La condición de frontera definida en un punto de una barra eo de -
primera claae o condici6n de Direchlet r 

'Ll ("><.,t.) :! o( (t). (20) 

La condici6n de frontera definida por el flujo de calor a travh -
de la eecci6n transversal de una barra •• de segunda clase o condi 
ci6n de NeW11111n• 

~(x,.,t): /3tt:J. 
°()1< 

(21) 



La condici6n de frontera definida por la uni6n entre la barra y 
una fuente de calor eo de tercera clue o condici6n de Robin : 

44. 

'U('X.o 1 t);-h ~~ (X 0 ,t) = Y(t) h ~o • (22) 

Dandole una interpretaci6n fiaica a la condici6n (22), se supone -
que se tiene una barra uniforme con conductividad I'. , con un in-­
tervalo de o~ X" L , el extrem izquierdo en contacto con una fuan 
te de calor a una te~era tura de 'f( t) y con la te~eratura de la 
barra igual 11 'Z.1.Cx,t), 

Se considera una pel1cula entre la barra y la fuente, coma grasa u 
6xido, entonce• •e dice que : 

'UlO¡t) -,,'f(t), 

Eato no e• correcto, por lo que ea tratar6 coma una barra conpuea­
ta con K • , que eo la conductividad de la pel1cula, /.o ea el 
espesor de la pel!cula y tLo(x,t) es la te~eratura de la pel1cula. 

Suponiéndo un contacto térmico perfecto entre el extremo de la 
barra y la pel1cula, la condici6n de continuidad en X•o eerl : 

'U(o,t) : 'U., (o, t.),, 

K ~(o, é) = Ko é>a~º (o,.t) (23) 
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AdemAa, la temperatura en el otro extremo de le película, que ·as -
calor almacenado, se tiene 

'U.o (-L., t),. 'f(t), 

Puesto que Lo ee muy pequef\o, se puede aproximar la derivada·. ·por 
el cociente diferencial : 

'l.l.o (·Lo, t) - U lo, t) = 
-Lo 

yCtl-U.(o,t) 
-Lg 

TO!Mndo la aproximaci6n en (23) ae obtiene de V..(~1t) en X"" O la 
condici6n de frontera : 

K ~ (o t) :::. _.fe_ [ "'l(t) - 'U lo,tJ) 
'C>l< 

/ Lo " 

6 

'U. (o, t) = ~ ~(o,+.)" 'cl(t.), 
l<o Cl'>< (24) 

la cual ea wia condici6n de frontera de tercera clase con h-= L. tc/t., • 

Una condici6n de frontera tal como V.Co,<)- v.. (L,t):::. o , que involu­
cra valoree de "U. y su derivada en loe dos extrei:nos de la barra, -
se llama condición de frontera mezclada, mientras que u.na como 
1LJl!L,t}-+h'ZLl11 0)::iO , que involucra valoree de U y su derivnda -
en un extremo de la barra, se llama condici6n do frontera sin 
mezcla. 
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La condici6n que relaciona los valores de frontera U.Co.1 tJ a 
1l (')C, <:) , o, x < t , en el interior de la barra se llama condici6n 
lateral: 

(25) 

Si el extremo de la barra está en contacto con un fluido agitado a 
una temperatura dada en un recipiente, con una capacidad de calor 
(capacidad calorífica) la condici6n de frontera se expresa : 

V. (o,t)-t h, U, (o,t)-th~ Ut (o,t).:: o. 

B. Problemas do equilibrio. 

Cuando la temperatura en cada punto de una barra es independiente 
del tiempo, se dice que la temperatura est6 en equilibrio y el 
flujo de calor en la barra se llama estado de flujo permanente. En 
este caso : 

As1, en el caso id.e general de conducci6n de calor en una barra no 
uniforme con fuente interna, la ecuación diferencial (13) satisfe­
cha por la función de temperatura ea : 

Q3&. :: -1- _cL [i<(X) lffi.]+ <¡. (x,'l.l)::. O. 
dt CJ"(~) dl< el>. 

(26) 
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La diatribuci6n de temperatura en un estado de equilibrio es com­
pletamente especificada por condicione• en l• frontera. 

El problema de determinar una aoluci6n de (7), que aatiefaga condi 
cionea de frontera dada•, es llamado problema de valores en la 
frontera. Por ejemplo 

Si la temperatura en una barra uniforme de longitud L eet' en 
equilibrio cuando la temperatura en loe extremos izquierdo y dere­
cho aon a.. y b respectivamente, entonces l• diatribución de temper.!. 
tura "2J.(~J en la barra ea la solución de un problema de valores en 
la frontera : 

E.D. éJ:!: "-O; 
dx" 

C.F. 'U.Co):Q. 'ZHL) ~ b. 

Loa problemas para una barra son problemaa de valores en la front.!!, 
ra para ecuaciones de frontera ordinariaa. 

Se dice que una aubetancia conductora de calor uniforme tiene la -
misma propiedad térmica en cada punto si es ia6tropa. La funci6n -
de teltq)eratura aatieface una ecuación diferencial lineal homogénea 
de segundo orden en ")( , ~ y puede ser preaent•da como ecuación de 
Laplace : 

(27) 
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Con11id6rese una placa de W1a sustancia uniforme ia6tropa sin fuente 
de calor y en equilibrio térmico. Se coloca la placa en el plano -
horizontal ?( , ~ : en el e•p•cio >c 1 " 1 ~ se supone que la temper!, 
tura 1l ea uniforme en todas las lineas verticales, aei que 1A. es -
una función '2L t >e, :1) , si se tiene la hipótesis de la función -­
temperatura que satisface una ecuación lineal homogénea y de segun 
do orden. 

Suponiéndo que· la pbca ea cuadrad• como en la siguiente figura, -
de longitud L por lado, a una temperatura coro en loe lados dere­
cho e izquierdo y con una temperatura 9CKJ y fC><) en loa lados 
superior e inferior respectivamento, entonces 'UC "" 'j) es la solu-­
ci6n de valoree en la frontera: 

E.D. 'U.~~ -+'U.~!! "'O; o <. )( (. ~ 

{

tzJ.. (O¡ ':j) 
C.P. 

. . 'lÁ ex, o) 

:: o o'-:¡ ( 1.. 

'IJ..()<,J..) = w<x) o' :1 <:.L. 
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La interpretaci6n f1sica del problema indica que las condicione• -
auxiliare• son apropiadas para la scuaci6n diferencial (27): Esto 
es, que para Jcx¡ y iC><) arbitrarias hay oolamente una 1oluci6n -
para la ecuaci6n diferencial que 1atiefacs la1 condiciones auxili~ 
re•. 



so. 

C A P I T U L O IV 

METODO DE EXl'ANCION POR EIGENFUNCIONES 
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' • Introducci6n. 

En eate Capitulo se desarrolla un método para que la soluci6n de -
EDP con coeficientes conatantea y con coeficientes variables no 
sea trivial. . 
El método es de expansi6n por eigenfuncione• y su principal objeti 
vo es de proveer la técnica necesaria para la formulaci6n y solu-­
ci6n de problemas que involucran EDP, para coeficientes constantes 
y para algW\aS ecuaciones con coeficientes variableo. 

2. Conceptos del método. 

El caso m6s simple ea tiene cuando la EDP y las condiciones auxi-­
liares son homogéneas: 

E,D, ~=R.~ t-¡o o.e ><t.L (1) 
l)t º",. 

C,F, { ilCo,t) "º 1 (2) 

; ~>o 

u (1.,t) .. o (3) 

C,I, 'tl(><, o} = t<><J ; o('><.<. J.. • (4) 
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Este rn6todo es general y puede ser empleado para soluciones de 
problemas homogéneos con valoree inicial-frontera: para EDP con -
coeficientes constantes y para algWlas EDP con coeficientes varia­
bles. 

Finalmente. sus resultados son l>Asicoe para la soluci6n de proble­
mas no homogéneos. 

En algunas consideraciones el procedimiento ea simple. Las funcio­
nes particulares que satisfacen la ecuación diferencial pueden ser 
dadas por separaci6n de variables. Con esto se da Wl paso para las 
ecuacionoe qua requieren la soluci6n por separación de variables -
que satisfacen laa condicione• de frontera y l~ ecuación diferen-­
cial. 

Por ejemplo, para el problema formulado antes, se buscan fwicionee 
de forma especial: 

u.cx,tJ = T(tJ ~c-x.), 

que satisfagan a (l), (2) y (3). 

Las tres ecuaciones son lineales y homogóneae; de aqui, si el nú-­
mero de tales funciones puede ser encontrado, entonces cualquier -
combinaci6n lineal de ellos también satisface las tres ecuaciones. 

La idea de este método es encontrar suficientes funciones para 
eaeoe eepecinles de una combinaci6n lineal formada, le cual satis­
face la condici6n inicial (4). 
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J. Conceptos de ecuaiciones diferenciales ordinarias~ 

En el curso del trabajo ae quiere resolver problemas de valorea · 
inicial-frontera para ecuaciones diferenciales ordinarias de segun 
llo orden del tipo 1 

(5) 

El interés esta.r6 principalmente en loa caeos especialea de la Ec 
(5) los cuales pueden ser resueltos expl!citamente: por ejemplo, -
<P"'+ ).q:':;:o o ,..~., ..... ,..4' 1 ... xc¡>zo, no obstante se utiliza el aspecto 
mh general para b solución de ( 5) y se formula un método que --­
puede ser usado en todoe loe caso11. 

Considerando la Ec ( 5) en el intervalo o~.,. "b, el número ;>. 
puede eer real o complejo 't ee una constante independiente de -x -
que es un par6metro. 

Otra solución da la Ec (5) puede ser determinada prescribiendo al 
valor de <p(><) y q>~x) en un punto del inter'lalo (a. 1 b} 

Esta solución ·ea primero funci6n de 'X y por supuesto de ;>. , -
cuando esta <U.tima dependencia ee importante, se escribe 4''"°'"') 
y <P'C><i"-) • 
El teorema de la teoría de ecuaciones diferencinlea ordinarias 
expl!citnmente establece: 

Si los coeficientes (o''<) , C. ( :><) , C:1 '") son continuo• en -
(a., b) y Co-#0 en todo el intervalo, entonces para cualquier punto 
fijo 'X 0 en (o.,b) y pera conetnntee cualesquiera O( y IJ ,­
la ecuaci6n diferencinl tiene unicamente una eoluci6n <i'C><): q>(><,1'), 
eatiefe.ciéndo en "Xo las condiciones iniciales: 
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i ~I C?t.) "'P. (6) 

Ademh <P (><, ">.) y ~1 (><, >..) ·son continuas y continuamente difersn 
cialea de X y ">.. para Q.~ '><. !::b y toda 'X • 
Es conveniente ·separar las dos soluciones especiales si se hace 
Cf,c•<>= 'l',C><, )..) y 'l'a C><J ;<¡¡¡(><,,\) las cualea satisfacen las siguien­
tes ecuaciones: 

cp,(x.)""I cp#, ex.)= o 

1 ({',' C"><.)-= o 
" 

Cf~ (Xo) ~ 1. 

Se llamaran q>, (X) y 'Pa l><} a las soluciones básicas de la Ec 
(5) en "Xo 

(7) 

Si estas soluciones son conocidas, es f6cil construir la eoluci6n 
general (p("x) , la cual satisface la Ec (6), ya que : 

<Plx.) "o(•f -t P•O-::o( 

cp {xo) :::. d. •O .,. ~· 1 ~ fJ • 

Pero la ecuación tiene !ínicamente una soluci6n que satisface la Ec 
(6), ad que 1 

(JI(><) " °ip (X 1 d IP lX) = o( <1'1 (XI + IJ % C'>c), (8) 
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La soluci6n general de lo Ec ( S) es representada en términos de la 
solución b6sica de ?<.o por la Ec (B) • 
Condderando el caso especial mio imporUnte de la Ec ( 5) : 

.Se empieza por encontrar la soluci6n básica en ?c. :. o . ello 
aatisface : 

(p,(o):I epa Col = o 

(9) 

(lO) 

CO,'co) ... o 

y ea fundado facilmente, que ellas son _dados por las siguientes -­
ecuaciones : 

(11) 

Estas ecuaciones aon correctu d ?- ea positivar d "- ea 
negativa 6 compleja, ae utilizan las aeriea de t•ylor definid•• 
por las funciones trigonométricas 1 

G.s i!; ,_ r. s.::. -~ 
.., ,_,,.. ~-a.,., 

+ :. ~ "-! <¡, (i ! ..... Ci7iT! 

s .. ,., ? "" i! - l.! ;? ,. ~+••• "" C-•J"" 
2,., ... , 

+ =L" J! ~: '1-! 
'"'º ¡:;;;;;)¡ 
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As1 la Ec '(11) ea· equivalente a 

• ')<~ 2 ".. 3 ' 
(f,(x,:..): 1-l-:¡ -t;I; '1! - A~ -t ""/ 

(12) 

(¡>~(:o.,:>.)-::.)(-,..25.!-t) ... ~ ,. .. - ),,1.2S! ...... / 
J ! 5' l ~ ! 

y esta serie cqnverge para todo valor real o complejo de ,\, 

Cuando ~ es negativa, entonces "-:: - sª para S )O que es frecuente­
mente utilizada para soluciones b6aicas en términos de funciones -
hiperbólicas. La ecuación diferencial (9) ea: 

<p"-5~({'=0; 

y las soluciones que satisfacen • l• Ec (10) son : 

Q:¡ CxJ :. cos h :>< s $Cn 6 )c. s 
.s ,1 

o, par• S = t=>.. : 

((11 (X) : cp, ('X, :l.) = CoS Ji)( fi 

(13) 

Se verifica que laa Eca ( 11) y ( 13), que parecen diferentes, -
son realmente la mi11ma. Si se utilizan las fórmulas siguientes: 
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Co.s e::. e..:•~ c-..t• 
Ct>.S lt f ~1:..,. ~-e 

.;¡ ,/ 
:2 

Se71 e ~J.tl_ t!.-.t.• 
se?'I h t t - t 

"' / ~ 
.!/. ;l. ) 

y haciéndo t ,. ,,: e , H obtiene: 

Cos h.< e ,,. Cos Q 

por lo t•nto: 

esto muestra que' las 
Cuando 'A -:. o , la Ec 

Ece (lll y (13) son reolmentc equivalente&. 
(91 ce aimplemente: 

y las soluciones de ésta que aati•facen a la Ec (10) aon 1 
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(14) 

Esto ajusta con la Ec (12), esto ea; si se hace ").:o en la Ec -
(12) oe obtiene la Ec (14). Sin.·embargo, Bi. se hace· ).-)0 en la Ec 
( ll) ae tiene : 

''"" >.-10 

Por lo tanto esto es correcto para interpretar la segunda solución 
bhica de ~ ,,.., X) cuando )t ..:.o como : 

4'.o. (')< 1 0) "- !•~ W;i. ('X, °AJ"" ¡,·,.., 
,.~ ).-tO 

En resumen las soluciones b6aicas pueden ser consideradas como de-­
finidas por la Ec (ll), para todos loa valores de ).. , ai ae defi 
nen las funciones trigonométricas por sus expansiones de Taylor (12). 

Si ). es positiva, las funciones trigonornétricaa en la Ec (11) 
pueden aún ser interpretadas en la forma usual. 
Si ;l. es negativa, la fórmula equivalente de la Ec (13) puede ser 
mh conveniente que la Ec (ll). Si ,..,. O la expresión se,., >..t;:"/,¡;¡ -
puede ser correctamente interpretada coroc> : 
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De acuerdo con l• Be (8), la aoluci6n general de la Be (9) ea la -
familia de funcionea 1 

Íf=Aco•" !):' + (15) 

donde A y Q aon constantes cualesquiera. Aveces es incorrecto 
establecer que la soluci6n general para la Be ( 9) sea : 

Cuando ">. -:::r O , esta se reduce a 1 

cp.,, A· I i" a· o,. A / 

la cual no es la soluci6n general de íp~: o , mientraa que la Ec 
( 15) se reduce a 

la cual as la solución general do 

(/>": o. 

~4· Soluciones del problema mh simple y problemas de eigenvalores. 

En esta secci6n y la pr6xima se determina la solución de los pro-­
blemas homogéneos de valores inicial-frontera (1) a (4). Entonces 
el problema es la ecuación de calor, el cual tiene ambas condicio­
nes de frontera de primera clase. 
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Se e~ieca por buacar una 1oluci6n de la ac\19Ci6n diferencial (ll 
por separación de variabl .. , que también aati1fa9a i .. c:iimdicionH 
de frontera (2) y (3). 

Para la eolución de variables aeparadaa '1.tC><,t) -:rT< t> lp( ,_) 
ecuación diferencial puede 1er escrita: 

_,_ .sLI = _,_ ~ 
lffCtJ .i t: ~1><.1 d xi 

lll 

(16) 

De loa miembros de lo Ec (16), uno depende de t y el ótro de ':>t , 
y au v1lor com<ín ee la con1t•nte -A • obteniéndose las ecuaciones 
diferancialeo ordinaria&: 

(17) 

(18) 

Para la solución por aeparación de variables las condiciono• de 
frontera son i 

f(t)q:>(o) -=ó ; ~ )O (19) 
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TCl:-J 'f(LI :o ; t,. o (20) 

La primar• de e•t•a condiciones de frontera ser.6 satiafech• ya •ea 
por (/Co) o alternativamente por TCf:I •o para toda C >o 

La aagunda aoluci6n conduce a "U.:O de los Eca (1), (2) y (J), por 
lo que esta aoluci6n no ea utilizada para conatruir una función 
que tambi6n aatiafaga a la Ec (4), por lo que se requiere que 
(((oJ: O 
Similarmente la aegunda condición no• conduce a requerir que 
"'''-)"O , Hi 'f debe aatiafacer laa ecuacioneo: 

ql(p) ~ o 

·(¡>(i.) =o. 

O <x <. L (21) 

Eataa ecuaciones siempre tienen una aolución independiente de 101 
valorea de ,.. , la llamada solución trivial, u decir íP•O que 
produce U '!!'O la cual no intereoa. 

Se llega aoi al problema llamado de eigenvalorea. 

Un valor de ~ que dé una •olución no trivial oe llama un eigenv!. 
lor y la solución no trivial de <p se llama eigenfunción corre1-­
pondiente al eigenvalor. La solución general de la Ec en (21) ea t 
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(22) 

donde A y 6 eon indapendientAe de "- • La condici6n da frontera 
<pe.o) =o , requiere que ~•O y de •qu1 cu•lquier aiganfunci6n es 

da la forma : 

Da la segunda condici6n da frontera 1 

o ... "'(1.) (23) 

Para 13 =o, da una solución trivial; para que dé una solución no -
trivial "- daba ser escogida tal que 1 

=o ,· (24) 

Inversamente si ;>.. antisface la Ec (24), entonces la fWlci6n 
'ICJCJ-= ~ satisfaciéndo ambas condiciones semejantes de fron. 
tara si o ,¡,o y da aqut )l. ·ea un aigenvalor; ast cada eigenvalor 
ea una ralz de la Ec ( 24), la cual tiene un número infinito de 
r•icea : 



A.,., = (Zfl" t ; 

B•to• son loa eiqenvalorea. 

Las eigenfuncionea perteneci,nte• a loa eigenvalores "-.,.., 11on, 
13 &tri >r. .n:/vx lao cudeo aon mÚltiploa cona tantea de 1 
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(25) 

El factor de tiempo TC"t") que debe ser m6a utilizado con (f.,(><} -
es una soluci6n de ( 17) con '). : ,._.,., , esto es : 

J.I+')...,.,kt:o. 
dt 

Resolviéndo la Ec (27) por integraci6n y suotituci6n 
queda : 

(27) 

lo Ec, (25)-
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Final1119nt1, la aoluci6n de la ecuaci6n de calor para la forlllll HP!l 
ci•l deseada ea 1 

-;1.wlr.t 
'U.., (><,t) .. T..,(t) '(.,(ik.}:<? senx!;:; ; 17.:'1_., :z, • •• _, (29) 

donde ?...., ,f.n•q•J/J.~ , o también es conatante multiple de éota 
función. 
Regreaando al problema para encontrar todos lo• eigenvalorea, si -
).~o en el miembro izquierdo de la Ec (24), entonces se puede in-­
terpretar coino : 

i J.. f:. o, 

as1 que ')."O no ea un eigenvalor. 
Un valor diferente de cero puede ser un eigenvalor si y solamente 
s1 : 

·s.,.,,,LJ"Y:=O • (30) 

También existen eigenvaloree complejos: para esto se muestra que -
LJr =o1.-J.P donde ce y JJ aon realee. 
Para esto se requiere encontrar todos loa valores reales de O( y 
P tal que : 

O : Se7'(o<, .+ A_p) 

o =sen ot co.s A..,/) ..¡. r::o .s o< SC?n ,,,¿ # 
o = se"' o< cos /, P -+ ..< cos o<"'""" h P 
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Amba1 p1rte1, re1l e iJDlginlri• del miembro derecho de la 1c1111ci6n 
debe ••r cero, ••to ••• debe tener: 

-----+----->-x senotcos hP =-o, (Jl) 

.::or,lrx 

------.!'----~~~ 
serihll:. 

ó:>SD( St!>? h,Jí? :o• (32) 

Para la Ec ( 31), el co:s hli! I y el ,. • .,, "' "o , entoncaa : 

I "'::.º" tJ .1 ta .J ••• 
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Pero •i la Ec (32) con G( =nTT y el cos.c:tl , entobC<a• el sc.,,118:o1 
por lo tento /J•O y • 

L l'J4 =a( +.i. ,e ... "'" m•O,~I,,:!:~_, ••• (33) 

Bl valor ,,., so ·debe ser excluido porque corresponde al valor "'=o, 
que coJIC ae ve no eo un eigenvalor. 
Loa eigenv•lora1 son por lo tanto "" .. e~ tr/ ¡.J~ J ...,.., •• ,, a., ••• ,J 

corno se estableció al principio, por lo que todo• lo• eigenvalorea 
ion reale1. 

S. Soluci6n continua, ortogonalidad. 

Se ha encontrado un n<ímero infinito de tuncionea i,¡., (,.,e¡,.,, :1,:1., ••• , 
cada una de loe cuales oatiaface laa Ece (1), (2), (3), ya que estas 
ecuacione• son homogéneas y lineales, par• cualquier combinaci6n -­
lineal de astas soluciones queda 

¡J 

'U. ("X,t)-:: r: b., U.,, (x,t), (34) .. r, 

.también satisfacen las Eco (1), (2) y (3). 

El valor inicial '!.(..,, ('l<1 t) ea 1 

'U.., (X¡O) ,. &en ~ / 
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y H1 el valor inicial de la Ec (34) H 1 

¡¡ 

11.t.,, ('l(,t} : [' b., sen ~ 1 
"'"' L 

pero corno esta no satisface las c.I., entonce• se aplica una 1erie 
.infinita con>:> la serie de Fourier 1 

<XI "" -l..,ld: 
'U('l<;tJ =[ b.,,'U.,(x,t)=L b.,<2' sen'"~?i:. 

•• , 1':t 

(35) 

La E~ (35) aatiofllce la Ec (4) 1 

(36) 

La fUnci6n .sen (-nTT>./L) tiane la propiedad llamada ortogonalidad, 
con la que facilmente H determina b-n 
Eata propiedad generalmente se define como : 

Para dos funciones 'f' (>: J , 71"l1t) realeo definidao en un intervalo, 
1e dice que aon orto9onale• en el intervalo donde 

; 

Una secuencia finita o infinita de 11'.C?<J, ".C><), • • •.1 ~ .. ( e1:J, • • • J 

para funciones de valoree roa lea definida e en Q. *'le' Si b ea llamado 
un eistema ortogonal en el intervalo r a.. b) s1 y 1olamento e1 1 
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b l IP,, (>e) tf.,.. (>c) .J?<' = (J .. . (37) 

J...b ~ CxJ dx> o c.,,, '>'J= /¡:/ I •o • 

El hecho de que el sistema 1 

(JB) 

•ea un oistema ortoqon~l en el intervalo e o J t.) • que ea f6cil de 
verificai; al integrar por métodos elomsntalea de cUculo en la 
función 

Si """ y "71 son enteros 

(39) 

; ,,..,, = l..1 ::z,, ••• (40) 
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En la Ec (36) b,,. oe determina utilizando la propiedad de ortogo­
ñaUdad y multiplicando por se.,,(•rr:lt/LJ e integrando término e 
t6rmino 1 

El miembro del lado derecho ea cero excepto para .,, =.,,,, As! 11 -
aerie infinita •e reduce a un término a 

De 

b.,, ,. .iL f' f (><) se.,, '!1.IU! d x . 
L lo 1-

(42) 

La oerie ( 35) con )...., dada por lo Ec ( 25) y la constante b.,, 
definida por la Ec ( 42) eo la solución de problemas de valores ini 
cial y de frontera. 
La serie (36) con b.,, dada por la Ec (42) se llama expansión ue -­
eigenfuncioneo de fe-..) . 
Si la funci6n f C") ea muy simple, la constante 6.,, definida por 
la Ec (42) puede ser evaluada expl!citemente. 

Por ejemplo si /. {,. J '° 1 , o ~ )\ 4: L , entonces 
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Ad 
b • .., :o J bó\..,+1 = 'i'/c;i.,,,.11TT J 'J la .seue pora fC><J es 

f (><): 1 = !L f. -'- _,en (2m••)tr> 
Tr ""ªº .1"'1'• L. 

o<>c<.L.. 

Para X-::o y x =o esta ecuaci6n no se cumple, pero para la solu-­
ci6n,de lu Eca (l) a (4), donde f CxJ = .._ es : 

6. Condici6n de frontera de segunda clase. 

Cuando los dos extremos de la barra· son aislados, la función tem-­
peratura es determinada por la eoluci6n del siguiente problema : 

E.O. i t "º ; (44) 

(45) 

C~F. 

(46) 
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C.I. 'U (><,o) :::. .¡. C><) ; O(l<<l.., (47) 

Como antes, se buscan funciones no triviales 'U C><; tJ '::'T,t'i:,-'q,r ><) 
las cuales aati1fagan la ecuación diferencial y las condiciones de 
frontera. T (e) os una aoluci6n de 1 °------- -

; t>O 

Para cpC>t.) se encuentra el siguiente problema de eigenvalores 

Para qué valorea de ( :>..) el aistema? 

((l"-+ )..t{J.,, o 
'f'Co) :. o 

<fto) ~ o I 

; o (.le.<. .L 

tiene aoluci6n no trivial 
La soluci6n general de la 

rp C'X} A cos )< ,/'>. + 

Ec (49) es 

(48) 

(49) 

Para la condición de frontera qJ1 ,oJ =o y con [3 '='O la eigenfunción 
es : 

(tJ (>J ... A cos ">< ,/:;. • 
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La segunda condici6n de frontera de la Ec ( 49) es 

que debe ser satisf~cha por la selecci6n de aa! que , 

"""'º J>. s e.,., L. ,¡-¡: =. o (SO) 

Las raices de la Ec (SO) son los eigenvalores para la Ec (49), el 
miembro izquierdo de la Ec (SO) se desvanece si ::>.. o seTILJ;. es 
cero y entonces se ve que loa eigenvalores son : 

(Sl) 

La eigenfunci6n correopondiente a ~..,..,..., es A e.os xi/A que es un 
múltiplo de • 

U>.,, (><) ~ Co.S ~ ; 71 ':::&. o~ I ~ 2..,1 ••• (S2) 

Aplicando el principio de esta ortogonalidad • 

f. L ((l.., (><) <f'..,, (?!) cJ ')< : 0 (SJ) 
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y tambi6n : 

(S4) 

l. f. 'P.,/" (k) d.)< : ~ (SS) 

Ae1 en la sección (4) ea pueden uoar las Ecs (53) a la (SS), para 
determinar loa coeficienteo A.,, para expansión de una eigenfun--­
ción : 

00 

jcxJ L. 
1t •o 

A.,, IP.,, (x)r;J,, -..A 0 + f A.,.,cos ?!~"><. ... , (S6) 

En la función f C><) , ae encuentran 

y 

La diferencia en la fórmula para Á o y A'" , ..,., :1: 0 , es una cona§. 
cuencia de la diferencia entre las Ecs (S4) y (5S). Por convenien­
cia, se escribe en lugar de la Ec ( 56) : 
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(57) 

Para el coeficiente a..,, se tlene la siguiente f6rmula 

CI..,,: 1:-lL f(><) COS ~ch 
• L 

(56) 

La eoluci6n de la EDP (44) que satisface las condiciones de front.!!. 
ra (45) y (46) con ;>.. = ')...,,. J.st se tiene la oecuencia de funciones: 

'11= o,'¿ a.,, ••• (59) 

Notando que de '?(
0
('<,t) =- 1 , se forma la serie infinita : 

u ''"t) "'to., (60) 

Por lo tanto ae e e coge la constante o."' como en la Ec { 58) . 
Finalmente las ecuaciones (5B) y (60) proveen la solución para el 
problema tormulado en la~ Ecs (44) a (47) • 

1. F6rmula de Green y algunaa aplicaciones a problemas de eigenva­
loree. 
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En 101 problemas de eigenvalore1 con1iderados anteriormente, ae 
tiene la facilidad de raoolvar C011t>lata ... nte y eoplicit•mente la -
ecuaci6n y determinar dichos eigenvalore1. 

Sin embargo, e1to no ea posible en mucho de los problemas que se -
e1tudiar6n después, entonces para determinar loa eigenvalorea, es 
necesario emplear métodos aproximados, gr,ficaa o procedimientos -
numéricos. 

Así, esto ea importante para efltablecer un avance de la deterrnina­
ci6n de loa eigenvaloree, por ejemplo, todo• loa eigenvalore11 son 
reales. 

En esta secci6n se va a estudiar una f6rmula que tiene amplia 
aplicaci6n para probleioas de ai9enfuncionae por ai9envalores o 
expansión de oigenvalorea. 
La fórmula de primor orden y usada por Lagrange, después generali­
zada por Green es llamada f6rmula de Green, de esta f6rmula ae 
pueden establecer varias propiedades importantes para eigenfuncio­
nes por eigenvalorea. 

En particular se redescubrieron propiedades de la eoluci6n de loa 
problemas de eigenvalores que se habian considerado anteriormente, 
pero sin hacer uso de conocimientos explicitas de las soluciones • 

Si f y e¡¡ son funciones continua• con primera y aegundil deriva­
da sobre un intervalo o.!.. ")( <.. b , entot~ces: 

(Gl) 

y por lo tanto 
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Sa clafine el operador lineal A por A f = -f" o aimb6licamente 1 

(63) 

Entonces la Ec (62) poclr!a eer escrita aa1 1 

(64) 

La Ec (64) ea la f6rmula ele Green para el operador A aobre el 
intervalo (~,6J 6 brevemente, f6rmula de Green. 
En la aecuenci• ae necesitan otraa propiedades del operador A 

Cuando f ea una función de valorea complojo• para la variable -­
real X , ae tiene 1 

f (") = .J. ('>cJ.,...: f,.. (><)_, 

donde f 1 y f ;¡, aon roalee, la funci6n conjugada f C><) ea defi­
nida por 1 

¡(X)-:: f-, (:><) -.<. f'4 C><) 
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Si f 1 y f;., tienen C'V\tinuid•d en la pri"1era y segunda derivadae, 
entoncH ambll• f y .f aon r 

Con1acuentemente ' 

A{-:. Af · 
(65) 

Ahora ae considera el problema de eigenvalores (21) el cual puede 
1er e1crito ' 

A<p = "'- 'fl 

Q'(O) ': 0 

Cf'CL.J-::: o. 

(66) 

Se en¡>leara la f6rmula de Green en el e•tudio de loa problemas y -
despuéa 1e ver' como loa resultados pueden 1er extendidos a probl~ 
mas con otras condiciones de frontera. 
La primera propoeici6n basada sobre la siguiente f6rmula de Green 
ee: 

Loa eigenvalorea del problema (66) son todo• reales. 
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Prueba: Se obmerva que •i ;l. es Wl eigenvalor coa¡>lejo del problit 
ma con eigenfW>cionee q> , entoncea el conjugado X eo también -
un eigenvalor con eigenfunciones ¡¡ r ae tiene 1 

as1 esta ij satisface la ecuación diferencial con :>. req;ilaz1da 

por " 
Por otra parte ; 

éPCo) :: <Pfo'¡ "o 

q;c1.1 = if(L¡ =o~ 

•al esta ¡¡ satisface las condiciones de frontera. 

Finalmente, cp no ea igual a cero (esto ea una eigenfunci6n), de -
modo que Q tampoco ea igual a cero, por lo tanto "° es un eigen­
valor con eigenfuncionea 7/ 
Cuando ;.. es algún oigenvalor y 'I' W>a eigenfW>ción corre1pon--­
diente, se determina la siguiente integral : 

(67) 

en dos forl!llle diferentes, usando la fórmula de Green con !-•"• W2 if: 

r-: - ( q>'(x) .¡(>e) - 'f( ><) iP' (X) J ~ 
:- ['l''(~l c;;cq- 'P(<J<i'(xl) + (cr•co¡ iPCoJ- <peo¡ if'Col), 
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y esto ea cero porque 'fC•l • 'f'(LJ: <P<•I • c'i«J =o 
condicione• de frontera, por lo tanto r-:. o 
tituyendo ~'P=>.~Aijl,.~ en (67) di : 

1 e•to ea por laa -
Por otra parte aub.!. 

donde (/'(7C}(jcx) = f <i'cxl 1 ~ , y con I :. o se tiene 

o. (66) 

Ahora <f' H una funci6n continua diferente de cero donde aaa ao-­
bre o~ ")( ~ L , ••1 e1to t 

Por lo tanto ae aigue con (66) donde ;i.-): =o , ,.. ,. ):. 
e1 real, e•to completa la prueba. 

y t1mbilin >. 

El conjunto de todos loa eigenvalorea de un problema de eigenfun-­
cionea a veces ae llama expectro del problema y la expanai6n de la 
funci6n ae llama repreaentación expectral de la funci6n. 

Por ejemplo, cuando se declara en e•t• terminolog1a, problema 
espectral (66), miente en loa ojea realee. 

Un argumento similar empleado arriba, establece la siguiente pro-­
posición. 
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Pera el probleme (66) l•• eigenfuncione• que pertenece a diferentes 
eigenvalore• son ortogonale•. 

Prueba 1 Cuando 'Pi y fl'lo. •on eigenfunciones par• distinto• eigen-
valoree >.j y X11. , respectivamente, •a tiene : 

y uaando la f6rmula de Green ae obtiene : 

(69) 

r. ~xpreei6n en el lado derecho de 'i. Ec (69) es cero porque ambos 
<P,. y 1fi. desaparecen a '>< w o y >< = l.. , entonces se tiene : 

y cwindo ::>.i. y Aj son eigenv•loree diferenteo, ).j-?.11, ~ D,. se 
debe tener : 

(70) 

Esto muestre l• prepoaici6n. 
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En la prueba l• exprelii6n 

(71) 

La última preposición encontrada desaparecio porque ~i y fPtt 
satisfacen las condiciones de frontera. La expreai6n consiete de -
cuatro términos y cada término separado es cero. 

Otro caso en que cada uno de los cuatro términos ea cero, surge si 
en lugar de CICo): o fp(L) =o tenemos las-condiciones de frontera 
C(''Co):o, q1'(L):O. 

También ei eet6 distribuida con el problema de eigenvalores(h es -
\UlZI constante real) 

cp'col: o (72) 

C/''(L)-. h cp CL) : O 

Entonces la expresión (71) es cero con la condici6n de que 'fi y 
qt" son eigenfWlciones, entonces se escribe : 

Hasta aquí se que la proposición anterior no sólo es válida para -
los problemas de eigenvalores (21) y (46), sino también para otros 
problemas incluyéndo el (72). 

8. Nuevas aplicaciones de la fórmula de Green: Normalización de 
constantes. 
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. Si 191,, C>J i H un 1iatema de funciones orto9on1l en el intervalo, 
1ntoncH l• int19r1l d1 v1lorH 1 

J 
L ~ 

[<p.,, (><1) d"") (73) 
o 

ea a vece• llamada normailizaci6n de constantes para el sistema 
ortogonal. Ello ocurre en la determinación del coeficierite · -b..,., en_ 
uno exp1nci6n 

"' f (l<}':: [ b.,, <f'..,(11), .... , 

En realidad se tiene : 

Si !f..,, ('l<) es uno eigenfunci6n de lo Ec (21) correepondicnte a -
un eigenvalor °"T1 y c. es cualquier constante diferente de cero, 
entonces 'P.,,"'<.xJ :. C CA,C1C.) también oa una eigonfunci6n correspon--­
diente al mismo eigenvolor. 

Se puede uur cualquier• Q'.., t~) o C/ln "(x) como lo cigenfunci6n 
representativa, pero naturalmente no ae deben usar ambas porque 
después no son linealmente independientes. 

Si escogemos cp_,:(11.} en lugar de (f.,., (.)1) como la eigonfunción 
representativa, entonces la constante normnilizada eer6 diferente. -
Ae1, la normalizaci6n de constantes depende do loe cambios do las 
eigenfuncionee. 
Para determinar ln integrel de la Ec (73) en el ca•o eapccial 
QJ.,.c.x)-: '.e.-n l ~J ee uenn conocimientos de las funciono• trigo-­
nométricns. 
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Un m6todo alternado, el cual puede ser adaptado cuando CP.., ex) son 
ei9enfuncione1, e1 eq>lear la f6rmula de Green, como ae tiene el -
método iluatr1do en relaci6n con el problema do eigenv1lores ( 21) • 

Al resolver el problema de eigenvalorea se ve que cualquier eigen­
funci6n, ea un múltiplo de la funci6n : 

(74) 

el cual ea definido para todo valor de ;\. , no exactamente eigen-­
valorea. Eato ea l• 1olución de : 

<t"+).C(':o, 

í(J(o) :O 

Cito) = 1. 

De la f6rmul• de Green se tiene t 

donde 

~·._~: !~ .. ;;~.:J- ·Í, ;~,: ' -_:;-:, ~:. "• 

((' (o
1

)..) = Cf'(01J-<)= o,-----~-,'""-- __ ,,,_, -~-~-~=--:oo"- e-~--
"1"/·- ·~: ;::.~·- ; 

rp'(L,>J fP(L,¡<J; rp(',_,~i~'(L,f'o} ' 
-r-'-

(75) 

(76) 
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Se enfatiza que ¡.< 1- >. y no son necesarios los eigenvalores, De -
la Ec (74) sigue r 

y la convergencJa es uniforme para e ~>e ~L-como z 

(77) 

Ahora se combina la Ec (76) con la Ec (77) y se obtiene 1 

·utilizando reglas auxiliares para evaluar los limites se tiene 

que se puede tomar para cualquier valor de "-. 

Ahora si A es un problema de cigenvalor (21), A ~ '). "rl , entonces 
c.p (')(, >.) también satisfacen las segundas condiciones de frontera, 

asto es <p( L, ~.,,)=o, entonces f.fCX ~ )...,,} es una siguiente eigenfun. 
ci6n para )..,, 
Entonces de la Ec (78) se obtiene : 



es •. 

(79) 

De · la Ec (74) se tiene : 

<R '(L1 :>..,)-:: c:os L ¡:;::;, ,1 

f.>: fp(J..1 ?-) : :l.;.,, cos L . .r¡;;;, 
-% = .¡ A • .,.,., J.. J>, + ~;>, e os L ¡-=¡:: 

ya que el /Se71 L /); "' O r 

de aquí l• Ec (79) llega a ser 

(80) 

El cual conviene con el roaultado de los c6lculoe m6s element1les, 
porque el C:oJ~.L~ ~ I 

Resumiéndo, que la Ec 
mas : 

(78) puede ser obtenida por otr•• for--
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(81) 

y derivando la ecuación con respecto a ;>... 

(82) 

Aplicando la fórmula de Green a las dos fUnciones q>1 'C>l"/é)~ da: 

En el miembro izquierdo de la Ec (83) se subtituyen las Ecs 
(81) y (62) entonces : 

frrp·~- ~r~)"]fr=l~ªdx. 
o 

En el miembro derecho de la Ec (03) el término )l. :o desaparece porque 
'i'(01 '>.):0 Y 
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Por lo tinto l• Ec (83) as equiv•lente • • 

el cual H el mismo par• ( 78) • 

Se observa que la función ~l"' ,:>.) involucnda en la Ec (78) es -
por todo• loa valoree ').. • 4'CoJ '=to o •atisface las condiciones -
~e fronter•, pero Q>CJ..J :a o no satisface las condiciones de fron-­
tera excepto si :>. ea un eigenvalor del problema (21) . Conaccuent~ 
mente la E e ( 78) puede ser aplic•da a otros problemas de 
eigenvalore• en que la condición de frontera con "X .. o es 'f'Co) ~o 
pero la condición de frontera con x :r L puede ser diferente para 

"''"l. o . 
Por otro parta pasando de la Ec (78) • la Ec ( 79) se usa la condi-
ci6n da frontero <4>C'-l • o en l• Ec (79) y es vUido s6lo si -;:i...,., 
es eigenvalores de el problema eopecial {21) • 

9. Primera f6rmula de Greena Eiqenvaloree positivos y negativos. 

La solución del flujo de calor encontrada es de la forma 

y el eigenvalor A,., tiende e ser positivo. Si 7-..,., es negativo, --
entonces e·~h.t _,,, oc:> como t: -> oo , mientras quo ')......., ) o 
entonces e - >.~h. t- permanece como condición de -1: -:rOCJ • As! los 
eigenvaloree negativos son asociados con la función temperatura el 
cual son indefinidos por largo tiempo y en eiatemDa que tienen una 
fuente de energía en contacto se esperan cigenvaloroe negativos. 
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En el caso de flujo de calor en una barra, la temperatura se incr§. 
menta de uno • otro l!mitea: 

a) porque esta es producci6n interna de calor en l• barra 6 
b) porque uno de los extremos de la barra est6 conectado a un mee,!. 
niemo el cual hace posible que la barra extraiga calor con un 
acercamiento indefinido. 

En un problema de eigonvalores, la presencia de eigenvalorea nega­
tivos pueden estar asociados con otros como : 

a) una producción especial de calor en la ecuaci6n diferencial 6 
b) el cadcter especial do una 6 mh de las condicione• de frontera. 

Si la temperatura 'U ("x, t) , o !o.)<~ t 
facen las condiciones de frontera : 

t ) o , en la barra ea tia-

(84) 

con h positiva, el flujo de calor en el exterior de la barra con 
")<.-::o , as una parte proporcional de la temperatura de la barra. 
En éste caso si la barra es caliente, tiende a enfriarse. 

Sin embargo, sita Ec (94) se satisface con .h negativa, entonces el 
flujo do calor en el interior de la barra con )(=o , es una parte 
proporcional de la temperatura de la barra. En éste caso si la 
barra est4 caliente, ésta tiende a calentarse m6a debido al acere~ 
miento indefinido con el mecanismo el cual hace posible que la 
barra extraiga calor, tal que el problema de flujo de calor en 
realidad parece otro. 
No obstante las condiciones de frontera de la Ec (84) con h negativa 
puede ocurrir, en particular como el resultado de transformación -
de otro problema. 
La dicha diecuci6n sugiere la siguiente conclución. 
Para examinar brevemente la ecuación diferencial y las condiciones 
de frontera en un problema de cigenvalorcs puede ser posible accr-



tar que e•t• no •• un eigenvalor negativo. 
Dicha in!ormaci6n H de gran valor cuando uno prueba la deter11ina­
ci6n de eic¡anvalorem. !eta H¡>ecuJ.aci6n H apoyada por la dguien­
te propodci6n r 

Entonen (f Cx) ea una •oluci6n no trivial de r 

a) SI (j lf'' loL .. real. entonces..\. ea real . 

b) SI ;¡ 'I'' I! ~o, ). ~o, entonces 

e) SI (j 'I'' 1: "'lo, entone•• ). ) o. 

Antas aa demue•tra la propodci6n utilizad• en el problema de 
eiganvalor de lo Ec ( 72) • Si "- ea un eigenvelor y cP una eigen­
funci6n corre11pondiente. entonce• <¡> eo un• •oluci6n no triviol 
de ~ ..... .1..,. o en o< .... C.L • y d• fP'CoJ: o • "' CLI ,. -h "C'-J 
•ncontramo1 i 

(85) 

La constante Ai en la Ec (85) es dada para ser real, - ~"'lo'- •• 
re•l y de •qui, para la porte (•) de la propooici6n A ea rHl. 
De modo que loa eigenvalorea de la Ec (72) son todo• realo1, (aa1 
muchos de estos se pueden encontrar por el método de 11 eocci6n 
(6). 
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Si adicion11lmente h !: O H conoce, entonces de la Ec (85) oe 
concluye que - 11'1' I! ~o , para la parte (b) de la propcoici6n 
:>. !!. o , para h ~ , entonce• lo• eigenvalorea de la Ec (72) -

aon realH y no nagativoa. Una prueba aobre la propcaici6n ae hace 
UHndo l• f6r11t1la llamada prU.ra f6rmula da Green. 
La f6rmula de Green qu• oe emplea en lo• procedimientos de &ata 
aecci6n, ea UIUI aecµencia de la primera f6rmula llamada aequnda 
f6rmula de Green, 1in embargo tiene mb aplicacionea que l• prime­
ra f6rmula. 
Se eatablece la primera f6rmula de Green para tranaformar la inte­
gral : 

r• I ~Lf''o'~. -·)., (Af)g d)< = )a "e,., 

de la inte9r•ci6n por parte1, •e obtiene 1 

Aai, utilizando l• definici6n (63) 1 

(86) 

Bota ea la primera f6rmula de Green. Similarmente ae tiene 1 

(87) 
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la oegunda f6rmula de Green oe obtiene cuando la Ec ( B7) ea extra id• 
de la Ec (86) • 
Para probar condici6n principal ae propone utilizar la Ec (06) con -
f : ~. :J " tf . A-1 utilizando la relaci6n ~ <p = ;>,. <P oe obtiene 1 

o 

(88) 

por hip6tHi1 q .. no trivi•l 

J.L /'f/~ ch >o 1 

11.ntoncea /.
4

1 '#'IQ.dx !. & de la Ec (BB) 1e ve que ?l. ea real ll. 
- r;~·¡,'- ea real, •i - i'P1 1; ~o entonen ?lo~" y •i -i<11

/0'->o 
entonceo )\.>o 

10. Problema• con condiciones do frontera de tercera clase. 

Ahora ee considera ol problema de eigenvalor i 



<P"+>.<P= o, 
t:/''Co);. O / 

l'f'{L)+/,ip(LJc O;, 

donde h ea una constante real. 

92, 

(89) 

Usando loa métodos de la oecci6n 6 6 la aecci6n B facillDElnte se ve 
que todos loe eigenvaloraa aon realea. Adem'8 ae ve en la eecci6n 
B que estos son ei9envalorea no negativo• si h ~ O • 
En el cHo eapecial de h : o , ee el mi•mo problema que el ( 49) , -
el cual fue aolucicnado en la 1ecci6n 5 
Se tiene que resolver el problema donde h 7' o 6 li <. O • 

La aoluci6n general de la ecuaci6n diferencial ea 1 

ai esto satisface 'f''coJ = o , ae debe tener B =o, para cualquier 
funci6n que ea de la forma : 

rp = A cos ")( ff . (90) 

Con A 11.0 puede satisfacer la aegunda condición de frontera si Y -
e6lo a1 : 
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<p 1(¿'):: - A.Jr sen J.. fi =- - h IPCL),, 

-fi :sen J. n:: +h co.s L.¡-¡:= o, (91) 

y que la Ec (91) e• un• ecuaci6n cuya• baiael!I 11on loe oigenvalorea. 

Si el co&Ltlr =O, entonce• ,._,, no es una 1·aiz, porque t!ll ac'1Li/J. .:.t I 
y olJ: "O 1 a•to aclara que la Ec (91) no el Htiofactorio. Por -
lo tanto oe divide la Ec ( 91) por el co• l.JX y obtener cualquier 
•cuaci6n conl•• mi•ma• raice•, e• decir 1 

(92) 

Suponiéndo h real, oe buocan lu raiceo de la Ec (92) y so sabo 
que eataa raicea •on realea. 

C'''"º C lJ : '1 >o , En eota cuo conocamo1 lu roiceo de la Ec ( 92) -
que son todu no ne91tivu, puHto que de L J>. = S el :>..:(</4)ª ae 
encuentran la• ralee• realea de i 

(9l) 

Entonces la 7Q. n {•S)c ·Ta_., S viendo que oi S e1 uno raiz de -
la Ec (9J) entonceo -S también eo una ra!z, pero eotoe do• val2 
reo de S dan el mismo eigenvalor -:.. .. C '/4J" ::(-5,1L)~ • Por lo -
tanto esto ea necesario para encontrar la• raice• no negativa1 de 
la Ec (93), estas raices pueden ser establecida• 9r6ficamente por 
planos 6 por diagramas individuales de gr6ficaa para l•• funcione11 
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y, = Ío."f! 

o ~ s = ao. 

La liquiente figura iluatra el caoo l..h "~ • Las raicea de 'la Ec (93) 
son los puntos de interaecci6n de laa doa qdficas. 

Solución qdfica de S Ta.TI S .,. L I¡ (Lh= ~) 

En cada intervalo '17"<.s<.(..,+;!Jrr la funci6n ~' , emtablece incr.1t 
mentoa de o a + ClO al miamo tiempo ~ ~ ea positiva y con un -
decremento e•t•blecido. 
Por lo tanto esto e• exactamente una intereecci6n de punto• en el 
intervalo correspondiente a un valor 

(94) 
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donde o < ~ < nza , esto no ea una intersección de puntos en el 
intervalo (?I-+ :J-111 !: s !. (>1+d 7T • lis! estos son infinidad de eigen-­
valores dados por r 

~= ~ = 1Ul: ... o.;, 
'- J. / 

(95) 

donde a;; = cr'.., /.L . 
La reviai6n de la figura anterior muestra esto 

(96) 

y 

,, • .,., o:;; =o. (97) 
'71-100 

De las eigenfunciones se tiene esta f6rmula 

(98) 

Las constantes normalizadas : 
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Pueden ser evaluadas ambas, utilizando fórmulas trigonométricas 6 
por el método de ~a sección 7 encontrando : 

(99) 

6 

(lOO) 

estae son equivalentes porque ';I\..., ea una ooluci6n de la Ec (92). 
El importante notar que eata normalización de constantes realmente 
varian con 'Y1 

. Ca.5o (J: i.) : h >O . En eote caso se sabe que las raiceo de la Ec 
( 92) son reales, pero 1in embargo no ae conocen si algunos de 
estos eigenvalorea aon negativos. 
Se vera brevemente para h <.O , que es exactamente Wl eigenvalor 
negativo. 
Para conprobar laa raices negativas de la Ec (92) •• subatituye· 
L (): = ;. (.(. donde 1.l eo real y no cero : 

Aet se tienen que encontrar las raice• reales de 1 

'U T a."11 h v.. = - J. h I 
(lOl) 
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y con (93) ea auficiente para encontrar las raices poaitivas, en-­
tonca• ae 9rafican loa puntos para encontrar la interaecci6n de 
las dos curvaa, ver la figura siguiente 1 

~. = "T"am h 'U o <-U <. <o 

l)f~.~ 
Solución grUica de '2.t ra..,, 6 Z( = - 2< h 

Para 'U.. que va de O a + m la curva Y 1 se incrementa de o a 
i , mientras que la hiperbola Y. decrementa de + oo a o Ch<o). 

Entonce• la intersección de las dos curvas es 'Z.t.~ 'Uo que corres-­
pende a un eigenvalor negativo : 

'-.o:- 'U}/ L2
• (102) 

La eigenfunci6n correspondiente al eigenvalor A o es : 

(/'
0 

(X) =' COS )t n:;; COS h ('Uol</1-) • (103) 

Para encontrar el eigonvalor positivo teniéndo L~: S ae recurre 
de nuevo a la • Ec (93) pero con h <O • La soluci6n eat6 ilu!. 
trada en la aiguiente figurá, ae encuentra WlB raiz positiva de la Ec 
(93) en cada intervalo ("'·!Jrr<S<'"IT, .,,.,,~, ••• ., llamadaa éataa 
ralees s..,., y dol eigenvalor correspondiente • )..,, ~ s,,,J.¡ .L...,.a. se 
tiene 1 



'71 a 1,, ::t" • • • 

y 

s 

Soluci6n gráfica de s ~ .... s = J..h 

donde ~ (CI y 

- a~ < cr, e: o¡ <. ••• < o.;; < o;;,., < ..• " 

,, • ..., o.;:; ;. o. 
'1'1-fOO 
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(104) 

(105) 

(106) 

Cuando •• ha encontrado la ecuación cuyu rdce1 oon loo oigenvall!. 
re1 de un problema, hay frecuentemente la tentetiva de simplificar 
inmediatamento la ecuaci6n, pero se debe tener cuidado en este 
proceso; por ejeaplo, la ecunci6n : 
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puede ser simplifica.da dividiéndo por .;-s: para obtener la nueva -
ecuaci6n : 

Pero la nueva ecuación no tiene las mismas raices como la ecuaci6n 
original: en realidad cada ralz del tSe..,,{'$.-:. o es una ra1z de la 
ecuaci6n original, pero no es una ra!z do la nueva ecuaci6n. En 
general, si se divide una ocuaci6n por un factor F CA) se pierden 
ralees, o sea las raicea de != ( ~) • 
Similarmente si se multiplica una ecuaci6n por un factor ~C~) se 
ganan raicoo, o sea las ralees de F (A) . 
Por ejemplo si la ecuación 

~ .._ ca..s ff = o , 
l'5\ 

se simplifica multiplicando por .¡-;:- para obtener la nueva ecuaci6n: 

entonces ": o ea wia ra!z de la nueva ecuación pero no de la ecu!_ 
ci6n original. 
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e o N e L u s 1 o N E s 

Eate trabajo es la traducci6n de la parte inicid del libro 
Elementary Partial Differential Equations, de Paul w. Berg 
y James L. Me. Gregor, con el objeto de facilitar al alumno 
el curso de Matem6ticas Aplicadas a la Ingeniería Petrolera 
de la• siguientes generaciones. 

Debido •l poco espacio disponible para esto trabajo, no fue 
posible attqJliar loa terna• tratadoa, por lo que en algunos -
ca101 puede ser dificil au comprensi6n. 

El estudio de loa temas tratados en este trabajo permite 
ver la gran aplicaci6n que tienen lae ecuaciones diferenci~ 
lea parciale1 en la Ingenier1a Petrolera. 
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NOMENCLATURA 

o. Conatante t Tienpo 

b Constante CJ.T Variable 

e Constante X Variable 

d Derivada cualquiera ~ Variable 

.¡. Funci6n i! Variable 

'iJ Gravedad A Operador lineal 

h cualquier constante real 13 Operador lineal 

,¡ Parte imaginaria de ecuacio- D Cualquier operador 
nas compleja&. 

h constante F Flujo de calor 

.,.,, Subíndice K constante 

"1 Subíndice L Longitud 

~ Flujo de calor por unidad de Q Energia de calor 
vol. por unidad de tiem. 

')'" Radio s Cualquier operador 

'1r Velocidad t Operador en condiciones 
de frontera 

~ cualquier funci6n 

'U. variable 
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e Exponencial 

co Infinito 

C>(' Alfa ('ngulo) 

j3 Beta (constante) 

'¡f Gama (constante) 

A Delta (diferencial) 

f Epailon (variable) 

"? Eta (coordenada) 

e Teta (6n9ulo) 

;>.. Lambda (variable cualquiera) 

/'- Mu (variable) 

f Xi (variable) 

TT Pi (valor J.1416) 

(' Ro (dencidad del material conductor de calor) 

I: - O"' Sigma (aumatoria y variable respectivamente) 

...;¡- Tau (calor eepec1fico por unidad de volumen) 

~ Fi (valor nulo) 

r Psi (coeficiente variable) 

w Omega (coeficiente variable) 
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