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INTRODUCC OH 

Un problenw. es bien pl..l.nle.ldo en el sent1dei ci~ H.l1 .. fa.r.:.lrd ~1 

s.l.=:;J.sfac~ t?l t::rJ..t.er10 de -e;d~teru:i-1. unic::ld.l.d y est.:tb1l1ct.:t.d de l3 

:,;~lU\!1ón; esto es:, ::i.1. t.1ene 

~~n~!nuament.e de los d.l.tó~. S1 un pr~bl~m.a 

Orü t:::.:i t.:¡ue depende 

s~tlsface ~lgun.l de 

lA~ ccndiclones, se dice que es un problen~ nt.l.l-pl~nt.~~da. 

En pr:tcl1~.ln~nt.e lod.l.~ l:t~ Area~ de la tecn1c~ y !.l. clenc1.:t. 

sur9en problemas cuya tcrt~u1..l.c.16n m.a.t.en\.\t1c.'\ corr~sponrJe ~ los 

?t'~bl::=rn.3s m.a.l-pl.i.n.le-ados. Denlrt:) de es.t.eis. wt-1.l. cl~se import.i.n.Le 

lo ccnst1t.uye-n las. probleni.as: 1nverso.s.. En l~rm.1nos gener.lles, 

re.s:olvtl-r ur-. proble~ J.nverso c.cnsi:':l~ en det.e-rnu.nar ~ descubrir 

l.l.s caus.:t.s ~ue dieron lugar .l. ciertos fenómemos obs~rv3dos. 

En !.l. .J.clua11dad, el metodo m..\s ~mpleado p.l.r.l. lA resoluc1on 

de problemas. mal-pla.nt.eadeis e-s el ~tod:," do :·e~t.cla.l"t'.z-.::..: íon de 

T11th.onoL•. el ~u.al p~rmlt.e hallar .:;oluclorseo; apr-o:<J..mad.as a tale~ 

problemas. 

Espec.iAl ~lenclón merecen l~s ecu~ciunes integr~les de 

Fredholm de prll'l"ler~ cl~se que, teniendo núcleo 

t~ne-r in~rs.a. resultar~ no .).COt..¿d~. Ot!' >lh.l la pres.enc1a de 



J.nest.lbllidad en l~ solución. Desde mediados de siglo se han 

ut.1l12ado "Lét!n.1cas de regularización" para resol ver éstas: 

ecuaciones integrales:. Es: Tikhonov quien pres:ent.a un es:ludio 

s1s:t.em.l.l1co y el ma.rco conceptual para s:u resolución. 

Es pertinente nolar que 1 mientras: que et ~todo de 

reeuLru·tzacíon de Tíkh.onou es clá.sico en su concepción 

Cm1n1m1zación de un funcional sobre un espacio). la elección del 

parámetro de regulari2.aci6n es t.odav!a una cuest.i6n que sigue 

siendo objeto de est.udio. 

El presente trabajo llene como objet.o. presentar las idea~ 

cent_r3les de la Teoria de Regularización de Tikhonov • y la 

resolución de algunas ecuaciones integrales: de F'redholm de 

primera clase. La elección del par~melro rué en base al 

conoclmient.o de la discr-epancia. 6, en el dalo inicial. En el 

primer capitulo s:e introduce el coru:::eplo de problemas 

1n3.l-plant.eados. exhibiendo ejemplos. El segundo capitulo trata 

las ideas: centrales: del málodo. Un enroque más moderno 

bosquejado en el capiulo tercero. Por últ.imo son presentados, en 

el úlllmo capitulo, los resultados numé-ricos obtenidos as! como 

l.3.!::. rut.lnas rn.3.s import.a.nles. para ser lmplemerit..ada.s. en otros 

lengu~Jes de programación. 

En e=:t.e e~pacio deseo expresar mi gr.'.lt.it.ud al Dr. Salvador 

Párez Esteva por su paciencia y comprensión. 



CAPITULO 

En este cap1t.ulo nos concenlraremas:, con 3.lgún detalle. en la 

discusión de problemas bien y mal planleados. 

Comencemos: por tomar las: cl~sicas: ecuaciones: de !:>. 

f1s:ica-m.alemá.t.1ca. con condiciones: de frontera tipo <:a.uchy. 

t) "'u --+ "'u - o en int.cro. u-r en "°· ne IR2 

"x' ~· 
donde O es un dominio simplemente conexo 

y ñ es compacto. 

(o ~=i du xeCa,b), l>O. uCX.O)cgCx) • xe [c.,bl 

""' '" uCa,t.)=0, uCb,t.)=0 V l>O 

((() ~ ... "'u xe(a,b), l>O. uCx,0)=,,Cx) xieCa,bJ 

iJX' iJt' du(x,O~ 
~ 'l<:x) xE'Ca,b) 

"' uca. t)=O, uCb,D=O 



Se s~bc Cver por ejeno.plo el libro de Tijonov-Sanursk11 C16)) ~ue la 

soluc16n a cada uno de los problenus exJ.sLe y es única. 

Chequemos ahora que sucede con las solucio~e$ a los problem.a.s t:J, 

((~, í(t) cuando los dalos iniciales sen ligeramente ~r~urbados. 

Pr-oblcma i) 

\J.r sus: respee:t.ivAs. soluciones .a.l problema .::J. 

Not.ernros que 

Sea u=tJ1-u~ , ent.onc.es u es también una func16n .armónica y por 

ende min uc;:(), ~x u(X) Xt!!!!l, son ~lcanzados en l• ~rontera. por 

lo que: 

(1.1) 

la desigualdad (1.1) nos est..\ lnd1.c.Ando que la solución al 

problema i) es e~table bajo ligeras per~urbAc!ones de los datos 

1n1c1ales. 

Problema 11) 

Sean g,, g,. e CCa,bl y sean u,, u,. las respect.ivAs soluciones al 

problema: 

~ ~, u,cx,o>~,cxJ, con í•l,2 

at ~x.r 

Supongamos que 

def'inamos:: ~cx. l:> J:t. -e, 

El pr-1nciplo del m6dulo mAximo para. l.z.. ecuación de calor. at"irrrta. 

que e.1 u(x.t.) s.afist.ace la ecuación de calor en Ca,b)xCO,Tl 

entonces su valor m.!x.imo y m1nimo se llene p~ra t~o. x•A 6 x-b. 



Ahora bien las func1 ones 

sat.isf acen la.s: hip6t.esis del principio del módulo rn.a.xJ.mo y adem.!.s 

v(Cx.0)2:0. v(Ca, t.)~0. v(Cb. t:>~O í=1,2 

pcr lo que: 

ví.C:.c,t.)2:0 par.a. a<x<b, O<t.~ 

por lo que: -c~uCx,t.), uCx,t.J~e pAra a<x<b , O<t.ST 

o bien tu 1Cx,t.)-u.i:Cx 0 t.Jf!:c en Ca,b)xCc.TJ, es decir la 

solución es est.able a ligeras pert..urbaciones en el dat.o inicial. 

Problema 111) 

Tome-mos el 1nt.ervalo C0,1l y cualquier c>O, supongamos 

que en Ca,bl: 

sup I"' Cx:>-'I' (><) !<-+-

donde: 
V xeta,bl 

oo,cx,0) 
---- ~ 'l',C x) • 

Ahora bien, V xe(a,bJ, t.e[0,1l t.enemos que: 

x+t 

u,Cx,t.)•91Cx+t.) + f',Cx-t.) + + J ~ 1 Cc:::Uda 
x-t 

x+t 

u,Cx, t.) •p.,Cx+t.) + .,.cx-t..J + + f '1'.i:CcUdo 

x-t 

por lo que: 

3 



x+t 

+ J f\11,Ca)-\tl•'ru Ida s --"- + ~ + .l!:.._ .::!: 2c 
_, 2 2 2 

por lo que se llene estabilidad en la solución, bajo ligeras 

perturbaciones A datos y/o condición inicial. 

Es debido a lo anterior expuesto, en parte. que se pensAbA que no 

era posible la e>d.stenc1a de problemas f1s1cos que conduj~ra.n a 

modelos m.3.lemátJcos, cuyaCs) solucionCes) no rueraCn) estable(s), 

bajo ligeras p.erturbacione~ a los datos in!ciale-s. 

Pero es Hadatnard quien en 1917 da a conocer su problemA de C:a.uchy 

para la ecu~ción de L.aplace: 

C1.2l en o. con condiciones iniciales 
uCO,y)•O t .tueO,y.) _ A

0 
senCny) 

""' 
Para e~te problema se tiene la tunc16n 

uCx,y)•~ senhCnX) senCny) que eir. solución y sat.ist'ace las 
n 

condic1ones 1n1c1ales V A0 e~. 

ll 

IR' -> 
4 



UCO.y)•~ senhCOJ senCny)=O; UxCx=O.y)= An senh.Co) senCny>=O 
n 

Como caso particular tomemos los coericientes en t. once$ 

An -+ O cuando n oo, ahora bien el problema C1.2) tiene como 

solución ul!IO en O. sin embargo 

indetirlidal'nl!'nt.e rna.nt.eniendo n,y fijos y x lo suticient.ement.e 

grande. 

Asi es que el problema de Hadamard no e¡,:: estable a perturbaciones 

de datos en la .frontera. A primera instancia. se preguntará. el 

lector si t.al ejemplo de HadamArd no es uno simplemente 

pat.ológico. Pero. con el desarrollo de la t.ecnologla, y en 

particular el de las computadoras digitales, se convirt.16 en una 

verdadera necesidad, saber si lal o cual problem.a numé-rico es 

est..1.ble. 

La solución de cualquier problema cuant.ilalivo generalmente 

t.erminA al hallar una solución \J a part.ir de un dato inicial =· 
En 1 o que sigue supondromos que ue:U 1 zEF U,F 

~. con ~ dt.i, d1res~t.ivament.e-. Supongamos ahora 

que hemos de.tinido con toda precisión el concepto de ~olución y 

dalo inicial Cp.ej. solucion clAsica, solución 

generalizad.a de minimos cuadrados ele.:>, adem.!.s supondremo3 que 

ex.J.st.e una. (mica solución u a tal problema. La cuestión de 

determinar u•R(;:e), apart.ir del dalo inicial z. se dice ser 

estable si: 

t) V c>O, le corresponde al menos un 6Cc:>>O t.a.l que la 

desigualdad im.plic~ donde 



El problema de det.erminar u. apart.ir de 2 ,se 11.nmarA bii&n 

planteado si las siguientes condiciones son satisf~h.as: 

t:J para cada zeF exist.e una solución ueU. 

lt~ esta solución es única. 

t!!~ el problema es estable en los espacios CU,F). 

Un problema que no sea bien planteado se denom.1.na.rA mal 

planteado. 

El que un problem.a. sea bien o mal planteado, no es cuest.ión 

exclusiva de operador, ni de los i!>Spacios d~ trabajo. M.is 

adelante dar6 ejemplos de problezn.as, qu~. siendo ma.l pla.nte•dos, 

podemos ºregular1:zar 11 el proceso de solución, modit'icando los 

espacios de trabajo, o el operador. 

EJEMPLOS DE PROBLEMAS MAL PLANTEADOS 

a> SUMAS DE SERIES DE FOURIER 

comOn que al estar trabajando en varias ram..s de la 

matemAlica la solución a cierto problema. sea expresadlL como una 

serie, digamos: de Fourier. 

1.e. uCX)• ~ anco~(nx) donde los coeficientes ªn son conocidos 

n"° 
sólo por aproximación Ce-j. at.ravé3 d& prodyct.os ~). Dada 

la expansión: 

., 
uC.x) • ) ancasCnx), lomemos 

nfti 

def'inimos: 

b =a+~ 
n n n 

con &>O. 



Ahora bien, en la mét.ricA de t 2 : 

arbitrariamente paqueNo. Ahora bien. eslimd'mos: 

n&Axlu1Cx)-u2 c>O I• ~ ~ +oscnx:> 
n•O 

esla expresión no converge sl x=O. As! que el problema de hallar 

sumas de ser1d11 da Fourier 1 con aprox.1m.ac10n de coeficlent.es,es 

inestable. Si en ve-:z de utilizar la nornul del mAxJ.mo. usaramos la 

norma de L2 • nuestro problern.a seria estable. ya que apartlr del 

teorema de Paraaval: 

b) ECUACION DE FREI>HOLM DE PRIMERA CLASE C1) 

Consideremos la 1teUac16n d& inle-gral de Fredholm de 1ª clase, 

i;:cx,s~uCs~ds•zCx) ¡ c~XSd • uCs)e CCa,bJ. 
a 

Que en notación operacional podemos escribir corno: 

ACuCs)) •zCx'.>, A:U-.F, U,F espacios JJ'll!olricos. con m~trlcas: 

d0 Cu,, u..>• mAx fu,Cx.)-u,Cx.) ( 

xe(a,bl 

7 



sean u,Cs), :z,Cs) ~o.les que J:cx,s)u,Cs)ds• 2,CX) 

a 

b 
se.l. 2.:.(x)-=2,Cx:J+tl JkCx,s)senCns:)ds. Una 

a 

solución al 

est..\ dado por u.,_=u,Cs)+N senCns). Ahora bien, 

problema. 

debido al teorema de Riern.ann-Lebesgue. Pero por otra parle, 

duCu1 ,u2 )•""'X ¡u1Cs)-u2Cs)I• ""'x IN senCns)I• jNj, que 

se [a,b) seca.bl 

necesar1amenle es pequeno. MA.s adelante se dari. un ejemplo p.a.ra 

el caso general. 

e) ECUACION DE FREDHOLM DE PRIMERA CLASE (2) 

Tomemos el problema de resolver la ecuación de F'radholm d~ 1ª 

clase: 

(1. 3) y(s) "'CCa,bl 

Supongamos que la. función kC-, -) es acolada en a:sx, •:!!'::b y &d'l!tmAs 

todos sus puntos de discontinuidad se hallan en un noinero t1n1t.o 

de curvas: 

t~~kCs), kat,2, .. ,n ~k(s) es continua. 

entonces el operador detinido por la ecuación C1.3l es lotalmcntt 

continuo CVer apéndice AJ. 

Puesto que la runc16n li::Cs,t.) ~ acolada e-n [a,blxCa.bl. si 

Lotn.3.mos cualquier seCa.bl la integral: 

8 



.. 
,bkCs:, t.)uCl)dt. ex.l.sllrá. Sean Mcsup lkCs, t) I • 
Ja a.Ss, t.~b 

G•{cs,t.)e[a,blx[a,bl: al menos para alguna k=l,Z •..• n 

Esle conjunto G es ab1erlo y por lo tanto Gc~F es; c~rrado, y como 

F'c::Ca,blxCa,bl ~ Fes compacto y como kCs:,t) es: continuo sobre 

F enlonces:kCs,l) es un1f'ormenente conU.nuo, por Jo que 

V Cs' ,l.), Cs",t.) e F' tales: que ls'-s"l<ó eXiste c>O tal que 

IHs', U-kCs", U(< 3c~-a) · 

Evaluemos aho"a ¡yts')-yCs")(:S llkCs',U-kCs",U((XCDldt 

" 

cada uno de eslos intervalos: abiertos 

tiene una longitud a lo ~s de 

{t, ¡t-111..,cs•) (< ,~..,,.} 
y como son a lo más n, 

la medida del conjunto P ser~ a lo tnA.s: ~ , por lo que: 

fplkCs',U-kCs",DllXCD(dt :5 J~(xCD(dt•2M ;M (XCD( 

:5~ M(xCD ¡~ ~ fXCD f 

PAra el caso de Q~Pc tendremos:: 

por lo qui!': 

(yCs'.>-yCs".>IS 2
; (>«"t.>l•--Ti"et.>1 < c(xC"t.>( .. yes.> e C[a,bl, 

g 



1.e. K xCl) a fc~.l)u(t.)dl define un operador de CCa,bl 
<l 

sobre sl nusmo e cabe notar que esle re~ultado es t.r1v1al si se 

supone que kC-.-) es continuo en ~s,!~b). 

correspondiente imagen. b.aJo K. 1.e. 

debido a 1a des1gu"1d.ad lyCs)-yCs') l<cfx<t) I· Si fxnet) f S L, 

IY0Cs)-ymCs')I<&~ V s,s•~ca.bl, V yn' y~e {yCs)J} es.lo implica 

que la sucesión {y(s)} es equicont.lnua y e:qu1acotada, por lo que 

{yCs)} es rel.at.ivament.e compacto en C[a,bl. lo ant.erlor implica 

que el operAdor es compacto. 

Estos operadores lot.almente continuos ~orm.a..n una clase muy 

importante dentro de los problemas mal planteados, como lo 

muestra el siguiente t.~rema y corolario. 

TEOREMA. Si A es un operador total mente cont.i nuo y 8 es un 

~ ~. los operadores AB, BA son t.otalment.e continuos. 

PRUEBA. Sean A, B , P.---tR , R ~ ~ !aruu;.b.. Si e-1 

conjunto Md? es :u::otado, BC!-0 t.ambien lo es. Por lo que ACBCMJ) 

relat.i vament.e comp.act.o, pero ACBOO)•ABOO 

relativamente compacto. 

Ahor.3. bien, ACJ-0 es relatlvAment.e comp~ct.o y como B a-s continuo 

E:!CACM)) es t.amblé-n relAlivamenle compacto. pero BCACN:i),,.BACM) es 

relat.1vamente compacto .. BA es lotalment.e conlinuo. 

COROLARIO. En un espacio méotrico de dimensión infinita. un 

oper3.dor lot.almente continuo, no puede tener un inverso cont.inuo. 

10 



Sea A:R-------tR un operador total~nte cont1nuo. R esp~clo Jnéotrlco 

de dimensión infinita. SUpong~mos que A-l eX1st.e y e~ cont1nuo, y 

AA-1 = I es lot.~lmente continuo (según el teorema). lo anterior 

no puede ser, ya que el operador identidad en espacio~ 

~trices de dimensión 1ntinlt.a no son t.ot.almente continuos (ver 

[10D. 

En vista de lo anterior y dado que el operador K:CCa,bl--+CCa,bl 

det1n1do por: 

K uCl)•~kCs,t)uCt.)dt.•gCs) es tal que K-1 • en caso 
a 

de existir, no es continuo. Esto nos lleva al siguiente hecho. 

Supongamos que tenemos a muestra dispos::ic!ón g
6

Cs) tal que: 

lgés)-g(s) 1"6. 
Si tralarancs de resolver Ku•g, nos enfrentaremos al problema de 

que K-t no es continuo y de que u
6

• K-1g
6 

no sea una elección 

apropiada pa.ra aproximar a K''g. 

dl EXTENSI ON ARMONI CA. 

Este es uno de los problemas clAsicos del anA11s1s. Consiste en 

ext.ender una función armónica uCp.8) del disco: 

Dr={cp,8): O:!:p<_r, 0~8!:2n }• 3.l disco O,.•{cp.tD: O~p.9!, O!S8!::Grr } 

donde R>r. 

Debido a 13 fórmula de Pois::son CMarsdenl12J p.146) se llene que: 

rr 

uCReí 8 )d8 a JK,.Cr,e;~)u,.C6)de 
R~+r~-2RrcosC6-~) -n 

1. e. 

se tr3la de una ec:uac!ón de Fredholrn de 1ª clase con núcleo: 

11 



KrCr.a.~)•,~-2-n_C_R_'_+_r-,-_-2_R_r~c-o_s_c_e_--~) 

como dato inicial. al hallar la soluc1on uCRei 8
). ~st.a result.arA 

ser 1neslable a pert.urbaciones sobre uCre16). por lo que el 

problema de la ext.ens16n Armónica result.ar.11 ser un problema mal 

plant.eado. 

el PROB!.EHA DE !.A ECUACIOll DE CA!.0!1 HACIA ATRAS. 

Est.e probleJ'J\3. consist.e en. conociendo l~ dislr1bUc16n de 

t.emperat.uras fC~suCx.'l? para T>O de un.a cierla barra met.Alica de 

long1t.ud L .. n. det.erminar la dislribuci6n de t.emperat.uras para 

t.•O. suponiendo que los extremos de la barra son mantenidos a 

t.emperat.ura const.ant.e•O. 

Tomando un sistema apropiado de unidades y escalamiento del 

t.1empo 1 la formulación m.atem.á.tica del problema. consiste en 

hallar uCx.t.~OJ t.al que si lomamos l•n. T•1 entonces 

ut•uxxº u<x,t.•n-rcx::i. uCO,t.)=uCn,t.)-0 

suponiendo que la soluc1.6n al problema aceplA un.a expansión en 

serle de pot.encias de la forma: 

uCx:>• ~ A.,Ct.) senCn>D, result.arA que los 

An.Ct.) deber.an de satisfacer el siguiente sist.em.a infinit.o de 

ecuaciones diferenciales: 

u -u ... 
l XX 

., 
"~~A,;_Ct.)+n2AnCt.) }senCmú•O, o bien 

para n=1. 2, '3 .. A'Ct.)+n2 A Ct.)•Q con la condición inicial 
n n 

12 



A Ct•O)•g Cx:J• a (" gCp~enCn~)d~, 
n n n Jo 

lo que: 

~ -n2t. 
ucx,l)• L. gn~ senCnx.), que- t.odavla puede e!l:crlblrse .3.s:l: 

n•' 

que para t."'1, debe sati sl'3.c::er: 

f(x)• J:-3. l e-n
2

senCn{):;en(nx.)g(1:)d,t'=S:KCx,{)gC!;')d{=KCgCx.)). 
o n o 

es decir, p.3.ra hallar uCx,tsrO)=gCx) tendremos que resolver la 

ecuac16n integrAl de Fredhclm de 1ª cl.3.se, y e::::le re:sult.a ser un 

problenu mal planteado. 

r) TOMA DE TOMOGRAFIAS POR COJ(?IJTAOORA EN MEOICillA. 

Es común que las propiedades cuant.1 t.aL1 V.3.S ::: de un objeto no 

puedan ser medidas directamente en un experimento. sólo tenemos a 

nuestra disposición la información u=Az.. El operador A est.A 

determinado por la nalurale2.:i del objeto y por los dlspos!livos 

utilizados duf'ante el experimente. En tale~ C3.~o:;, par.:i. deE:cubrlr 

la c:::t.ruct.ura interna deol objeto e::: ne:::cs.'.'lr!o aplicar rr.ét.odo!: 

m.at.e~l1CO!; para t.rat.ar e interpretar tales resultado!: u. Por 

ejemplo, cuando un rn.!-dlco es:cucha atr.'\vé-s de su e!;;tetos:cop1o. 

percibe 1nform..3.c16n alr.avés del ~anido y 13 1nterpret3 a b.3.Se de 

~u exper1enc13 y la de muchas generaciones de ristco~. Cu~ndo 

haz de rayos X es .aplicado. la m.'\nera QO que to-st."\ .:\b!;;orbld!i 

por el cuerpo hum:i.no se despli~g~ ~n un.3. panl3.ll3 e interpretada 

por los. exper los. 
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Es lmport.ant.e que 13!.: Ob$.erv~c!cne~ deb~r: ~er int.erpret.3das 

para det.ermi.nar l~s propiedades cuantitativas, es decir. hay que 

resol~r respect.o de z el problema inverso: 

C1) A%•u con un dato inicial aprox.imado 

En muchos casos est.os serAn problii!!!rn.:tS mal planteados, debido a 

que su soluc16n, en caso de exist.ir,es inestable respect.o al dat.o 

inicial u. 

El t.ratamJ.ent.o D\3.temAt1co de un d1aQn6st1co de datos queda 

enrnA.rcado, en oeneral, en tres etapas. 

ETAPA 1. Ya que cada dispositivo de .medición distorsiona en 

alguna. medida los valor~ del parAmet.ro observado u. Cn~tro 

dispos.itlvo nos: proporciona v•Bu en lugar de u), la primera et.apa 

consiste en remover l!tSt.as dist.orslones,1.e. tendremos qu. 

resolver Bu•v, res~t.o de u). Donde el operador B est.a definido 

por el dispositivo usado. 

ETAPA 2. Consiste en determinar las propledad&S ~ a partir de los 

valores u, e-s. decir, habri. que r'8-Sol ~r con re11:pect.o a z la 

ecuación Co sistema de ecuaciones): 

Esta es: la e-(:U&C10n fundarn&ntal 

del diagnóstico por computadora. 

ETAPA 3. Los valores result.ant.~ 2 deberi.n, en la mA.yorla de los 
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casos. ser representados en una forln3. conveniente p~ra su 

percepc16n visual, o bien ~obre papel o una pant3lla. ?ar~ hacer 

es~o hay que resolve:r r~pect.o a un~ función w<x.y) la ecuación: 

A.si que, un pa~uete de di~gnó~t.ico po~ computadora deberA 

r~olver lAs ecs. (1)-C3). Es.t..as ecu~c1one$ PodrAn ser lineales o 

no lineales. pero por re.-glA general ser~n ecuaciones: 1nt.e-grAles: 

deo Fr~holm de 1 ªclase. i. e-. represent.Ara.n problem.:?1.s mal 

p!a.nt.ea.dos:, condatos iniciales .aproxisn.sdos. As! que, par~ 

resolver l.ales problemas deber!.n s.er usados mcH.odos de 

rll!tQ'ula.r1zaci6n. 

Usualment.~ al t.omar t.omograf1a~ por computadora la 1nte-g~3.l.= 

J~ds:•u 
J! 

considerada sobrit la linea :e que-

pa.rt.e de-sde la .fuente di!: r3.yo.s y llc-qa hasta ~l det..e-c:t.or del 

mismo, pa.sando atraVés d~l objeto d~ estudio y adernA.s se tom.3.rAn 

sobre una gran cantidad de direcciones. 

VnA Vez qu~ tengamos los parAmetros u en mano Ces.~os de obtendrAn 

de lA$; rne-d1c1ones del de-t.~t.or)- los v""lcres. z ser.to 

delerrniru~.dos:. Si la radiación se propaga en linea recta At.ra~ 

del objeto, h.a.brA que r'l!.'Solver l~ ~u~ción 11ne~l de co~voluc16n: 

~c{.n) d~dn • -1t-- j.:cl,e)de 

Cx-~>''+<y-11)2 o 

Cplano) Q, sobre la cual las integrales son calculadas. y: 
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~· x cosC8) + y senC8). 

Cabe not.ar que est.A situaclon ocurre por ejemplo con los rayos x. 

Una vez en "'3no las propiedades %. ser~ conveniente repre-sent.ar 

la d1st.r1buc16n de valores z sobre la placa Q. sobre una 

pant.alla. Esle problema se reduce a resolver con res~t.o a la 

runc1on wCx.y) la ecuación lnt.egral de convoluc16n de 1• clase: 

JJHcx-{,y-n)wC{.n)d{dn• zCx,y) 
G 

BAJO est.as condiciones el problema de di.agn6st.1co por 

computadora se reduce a lb soluclon de las 3 ecuaciones 

integrales de convoluc16n de 1• clase . ., 
J KC l-l') uC l' , 8) dl' • vC l, 8) 

-., 
zC(.n) d{dn 

ex-{) 2 +C y-n) e 
11: ucx. y) 

JJHcx-{.y-n)wC{,n)d{dn• zcx,y) 
G 

La imagen de la d1st.r1buc16n de los valores de z sobre la placa 

ser~ llamada el lomograma. 

Para una exposic16n mas detallada se recomienda el libro de 

TH::honov y Goncharslcy, 111-posed problems in t.he nat..ural 

sel ene e~ [ 15] . 

g) PROilLEMA INVERSO DE CAl.OR 

En est.e ejemplo consideraremos el problema de determinar una 

fuente F•FCx,t.) en la ecuac16n de conducc16n de calor, apart.ir de 

16 



una dist.rlbución 1n1c1.al ucX.O)•hCxl y de un mon1t.oreo para t.>O 

desde el origen gCt.)auCo,t.). 1.e. habrA que resolver: 

¡ u,·uxx + FCx. t.) xeR, <>O 

c1." ucX.OJ•hC)() xe!R 

uCO,l)•gCl) DO 

1.e. buscamos uCx 0 t.) y. por ejemplo. FCx,t.J•fCt.)X'<l.b' 

Ut..1l12ando 11 t.ecnic.:1. de separacion de variables para resolver 

(1.d.l se lleg~ 3. la siguient.e expre~ion: 

K<:x, t) E 

Ahora bien. par.a uC0 0 t.)cgCt.) 

' ucx.t.)• J0J0Kc-~.t.-T)~CT)d(dT s1 escribimos: 

. 
HCl)• J~ct.l)dt obledremos, 

gCt.)• J~ct.-T)fCT) que es una ecuac16n de Volt.erra 

del primer t.ipo. 

De lo anterior ~e concluye. que, determinar f(t.) apart.1r de gCt.) 

result.a ser un problema mal planteado en general. 

cabe noLar que bajo ciertas condiciones sobre r. se puede llegar 

a establecer una dependencia continua. 

En [ 5 l se prueba que par a el caso Dd?. y OdR s:i : 
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!'CO)•O. r• y f'" acotada.~. dado T>O 3 M tal que 

¡reo I"' M e 1og 

sup .. ¡qs M e 1og 

10 

Le . 

...!._)-2--+ o 
l"I si.,_ O 



e A r I T u L o ~ 

problem.3~ in.al planle~dos. 1.e. D~do el problema: 

AU""'J• A:U---tV. Ué:U ge'/ U.V e!;;p.'.'t.clo~ m~tricos. 

A e~ inyect.1vo y la :i;o.luc16n U.e úf'liC..'.L 

FiJ~mos nuestra ~Lenclón en 

donde 6>0 es Uf'l c.1~rt.o m:lrgt?!n de ~rror pe!"'m1,:;1ble- en el d~t.o 

.1n1cl..1l goeV. Como s.oluc1ón .:>.!=Jroxim3d!\ .?.l pr-obleir.;::. CZ,1) lomamos 

que. st 

h.lc.emo~ tender 6 a O, la!:: ccrres:.pond1enles: ~olucion~.;::;; ~prcX1rn.3d3S 

u t.1e-nd3n hacia algún u-e:u. n1 mucho r.-~nos. que t.iend.a -" la 
"~ 

:::.ol u.:.1 on exact.a u •. 
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!..o que que en r~.a.11d.a.d no:::; 1nlere!:;.a. es;;, da.dos 6>0 y g..,eV 

t~l que d~Cg,g~)~6. tener un cr1ter10 para la elecc16n de algOn 

u~.! e0.6
111 <ueU: d.,CAu,g_,)~6>. de tal m.3.nera que 

podamos tener la siguiente convergenci~: 

si 6--tO enlences 

u --?Uc· T3.l c:r1 terio est.~ basado en la conslruc.ción de un 
&6 

DEFINICION 1. 

Oiremos que RC-,-:>:V,s:Y___,.u es un operador de r~u1ari:zac16n 

3.l proble/ll.3. C2.1) si satisface l.3.s s:iguienles propiedades: 

1) 3 6 1>0 tal que, R""RCg.'5,6) est.A. def'inido V 0<6<61 y adem.is 

V g~ lal que d..,Cg.s,g)!:6. 

d,..(u.s,u.;><.& 

ahora bien, supongamos que hemos conslruido uno de Lales 

oper.adores R:::1.R(-,-). Si t.om.amos u
6

•R<:g
4

,6), c:omo solución 

.aprox.J.mad.3., vemos que sJ. 6-.0 (1. e. gcs----+g) enlences u
6
-tu111 • 

A u.5 le denominaremos solución regulari2ad~ y al procedimiento de 

hallar u~. mediante un operador de regular1:zac16n, le llAmAremos 

método de regularización. 

~ la .3.nler1or d1scus!ón es evidente que cualquier ~lodo de 

regular1zac16n, define un mé-t.odo e$table para hall.:ir soluciones 

apt'o:d.m.adas a problemas m.al planteado!;. 
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P"'-rA los Cines del presente trabajo es conven1ent.e t.ener una 

segunda definición para los operadores de regularización. 

DEFINICION 2. 

Un operador R .. RCg.3-.có se dice que 

Cpara el problema 2.1) si satisface: 

de regularización 

1) 3 6/>0 tal que R•RC:g_,,có esta. definida V WO y V g
5

c: V t.al que 

d,.Cq 
5 

• g)!i6.S6,. 

ii) Existe una runción a•a(6) t.al que V c>O. 3 ó(c))O con 

6Cc)!S6, y adem.!s. si d,.Cg.5,g)~6C.c) entonces duCu.!!i,ui:):S:i;, 

donde u.,=RCg~,aC6)). 

Nuevamente observamos que si 6C .c::l---+0 C i. e. g .a---+g::I entonces 

u
4

---.ui:. Asi que, la cuest.16n de h~llar soluciones aproxlma.dAs al 

problema. Au~g (donde g sólo se conoce por aproximac16n 

g
5

) • es equivalente a: 

La const.rucc16n de operador de regular1:zac16n R=RC-,-), 

11) La determinación del parAmet.ro a=a(c) e p:ir~me-t.ro de 

regular1=ac16n) ap3rt1r del error 6. 

Ca.be not.ar que en ningOn momento ~e ha supuesto la un!cld.'.ld en el 

operador de re-gular1:zac16n. As! que, diferente~ operadores pueden 

definir diferentes sucesiones de ~oluc!cnes regul:trizada.z. 

La idea de Tikhonov par~ l;i construcc!ón de lalez op~radores 

de regular1~ac16n tiene car~cter var!acional. y con~l~le en 

hallar un minimo de un cierto runclcn:ll OCul definido en U,cu. 
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Cdonde u, es un subconjunto den~o de U). 

En lo que sigue ser~ Ctll l.:i s1gu1ente de!'inic:J.ón. 

DEFINICION 3. 

Sea O: U1sU----.1R+ un funcional continuo y no negat.1vo en UtSJ~ que 

sat.isf.:ic:e: 

1) dome ro •U1SU y U 1 es denso en u. uc~u. CAum:•g). 

11) V r>O el con.Junto Fr•{ueU,:OCuJ::r} es compact.o en U 1 • 

Ent.onces OCul se denominará. funcional de regul3.r1zac1ón. 

Lo que .:ihora nos proponemos es checar que en erecto Otul alcanza 

su mlnlmo en subconjuntos de u .. 

Sea 6>0, definimos 

y por el momento solo nos interesaremos en n def"!n.ido en FU
1

, 6 

AFI RMACI ON 1 : 

Si OCul e.:: un f'unc1onal de regul.:iri:zac16n y O:FU
1

•
6 
----+~+. 

entonces n .:ilcan:za su 1nt1mo en Fu
1

• 6 

PRUEBA. Como 050[ ul. ueFUuó y O l!'S cont.J.nuA, ent.once-s ex1st.e al 

menos una sucesión m1nimi2.3.nt.e Sin perder 

generalld.3.d podemos suponer que OCu 1 J~O[u~l?!.,. ~Cu"l V nelN 

ent.onces tendremos que: 

u"eF ne u.l que es: compa.ct.o en U1 , por lo que exis:t.& {unk} , 

subsuc:es16n de {un} , conve-rQent.e. 



!;ea u"• Lim un 
nk.--tCD }t 

Ahora bien d,.CAuw.g.s)::S'. 

por lo que: 

d,.CAuw.g.sl~6 • es decir. u"e Qc! n U,= rU •• ó" i.e. O es:t..3. definido 

.. 
en u . 

Ahora bien. veremos que OCul alcan~a su infimo en uw. 

En erecto: como u"• Lim un 
nk,-tOO k. 

Lim Olu 1~ncuwJainr 
nk.-(1) nk. 

y OCul es continua en uw ent.cnces 

(}(U] s;cbre F' U •• Ó 

por lo que OCul alcan=a su infimo en FU,. 6 • 

Supongamos que para todo 6 y g.s el m.!nimo de O sobre ~Upó es 

alcanzado en un sOlo elemento. Tal ~s el c~~o de lo~ funcionales 

c.u.adr..\t.lcos. 

Ahora bien • si definimos un operador a través den. 1.e. 

u"aRCg
6

,6), checaremos que el operador as! derinido resulta 

ser un operador de regularización. En efec~o. como: 

u"• Lim un y OCul es continua en u• entonce$ 
nk.-tcn >t 

Llm ncu J=OCu'"J=tnr O[ul sobre ru
1

• 6 
nk ---t>CO n"-

por lo que O[uJ .alcanza su 1nfimo en rU,.ó· 

Probemos ahora la propiedad (() para oper~dore= de regulari2ac16n 

Hagamo!:: la stguit?onte observ3c16n. Debido ..) que u"' rn.1nim1za a 
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O[uJ en FU
1

• 6 y puest.o que UeE F
01

• 6 CAue=g) claro que: 

ncu"1sncucl por lo que: u*e{u:OCulSOCucl} • Fe:• el cual e-s 

compacto en U1• 

P.ara e.a.da 6" se define F • Q n U, 
u,. '5" '5" 

En vista de lo que se prob6 en la ar!rmacion 1 • para cada 

FU,.6,; A!:l que. a cada sucesión {6.} ., .. le puede poneor en 

corres:pondenc::ia una sucesión {u:.}' Fe, Crec::.uérde-se qu,. 

.. 
u ... nú.nimiza .:i O en FU,,ó") el cu.al es: c::omp.act.o en U,. 

Por lo q~e e>dsle una subsuces10n convergont.e {u: }• sea 
nlt 

u = lim u* como cada .. 
nk ---f.a> n"-

te-ndrá qu• V u* ... 

utilizando el hiecho de que A es conl1nuo rittsultarA: 

d.,CA~,g)-0 1.e. AÜ•g, l.'1 unic!d.ad de la 

soluc1on que se supuso 1mpl1cA que u=Ue1 por lo que: 
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Esto mismo suceder~ para cualquier sucesión convergente de {u~"}· 

Se sigue que. para cAd.a sucesión {6n} de reales pos:it.ivos que 

converja a O, la correspondiente succ-sión {ud"} converge Cen 

U 1) hacia Ue• 

De est.a manera resul t.ará que- RC-, -) es un operador de 

regular1zac16n, en una vecindad de g. para la ecuación Au=-g. 

donde g sólo ~e conoce por .aproxi.m.a.c!ón. gd. 

Asi que. con es;t.e nuevo en.foque, el problema de hallar una 

solución para la ecuación: 

donde g sólo se conoce por aproximación, consls.t.e e-n 

minimizar ~l .funcional O[zl sobre el conjunt.o F •Q n U1 

u,.6 6 

donde 

As:! que, una Ve% conocido 6 y gd. es de tundar:tent..al importancia 

conocer explicit.ament.e a Q
6

. Es lmporlante observar que. con ésle 

enroque. se present.an serlas d!ticullades: Cp.ara poder ser 

llevado a una computadora), 

a) De.finir con precisión al conjunto Qd. est.o s.eo deberá 

hacer para cada 6>0. Si la razón de convergencia de las 

soluciones no es sur1~1enlement.e r~pida, la cant.idad de eslas que 

debe-rAn lorn.arse puede implicar gran trabajo. 
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b) el problema. en s1 de min1m.12ar Otul en F 
u •• .s 

Es pcr lo anterior que !:ería de gran ayuda saber que podemos 

hallar soluc.tones regular12ad.:is: s:1n el hecho de conocer 

Sea Mo={ueU,: Otul•Oo 1nf'.lmo de O sobre u 1) • 

Supongamos:. par s:.lmplicidad, que el conjunto de elementos u de 

U1• tales: que OC ul •Ou consta de un sólo elemento, u 0 • 

Dado un 6>0. puede s:ucl!!>der que el 1nf'1mo de n sobre U 1 no sea 

alcanzado en F' 

Mcment.Aneament.e supongamos: que 1nf' O(U]"' lnf' 0[Ulª0o· 
F' u, 
u,,.s 

Sea Uo ~al que mui~n,,. lomamos: a Uo corno soluc16n Al problemA 

var 1 aci anal d .. minimizar a OCul sobre F' Lo quo> nos proponetne:)S 
u,.a 

checar e• que u 0 es estable bajo peque Nos cambios en g.,. 

Para cualquier .c)O, U 0 e! 0& •{ueU1: 0[2]~+.c }· El o~rador A ~ 

cont.inuo y uno-a-uno, por lo que A ex.ist.e y continuo, 

P.ecuérdes:e que O.e es compact.o. 

En el caso en que u 0 e F' , demostraremos: que. p.ArA una clasl!> 
u,, es 

de operadores:, el problema de minim12ar ~ Otul en F es 
u,,.s 
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equivalente a encontrar un minimo de nrul sobre U, con t.al que la 

solución sat1s:raga: 

C2.2> 

Para lo cual serA necesario la siguiente der1n1c16n. 

l>EFIHICION d.. 

O.iremos que &1 runcional de rl!'gular1zac16n n: U,-tCR+ es: 

cuasi -monólono. si p.3.ra cada el ement.a u,.EU, que no est.A e-n M.,.. 

c..1.da vecindad di!' él 1 ncl uye- un e! ement.o u,eU, t.al que 

LEMA 1. 

El 1nf"1mo de un f'uncional cuas.1-mon6Lono en F para el cual 

F n M. ""~ es alcanzado l!'n un u c5 par .a el cual d,.C Au c5. g c5) =6. 
u, • .s 

PRUEBA. 

Supongamos que in!' Ot ul es alcanzado en un ut5 p3.r.:t el cual 

uEFu, .6 

ya que F l""IM.•<P- Pue~lo que A es: 
u,.c5 

cont.1nuo. entonces: ex!st.e una vecindad VCU.s) lal que para lodo 

u en dicha vecindad dCAu.Au.s)( 6 ;(3 . Ahora bien. 

dCAu,g6::>~dCAu,Auc5)+dCAu.,,g.s)< ó;(3 ¡1=- t5;(J < 6. por lo 

que para lodo ueVCu&) dCAu,gc5)(6, i. e. VCu.s)cQ.<5. Como O es 

cuas:1-mon6t.ono. !!'nlonces: en la vecindad VCu..,) e)(.1.s.t..e tm u, t.al 

que ncu,l<O(u.5). Est.o no puede ser ya que O alca.n:za su 1n!'1mo en 

uc5. Por lo t.ant.o dCAuc5,g.,J"'6a 
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Podemos U!:ar este último resultado par..'\ resolver el proble~ de 

rn.1.nlrtll:::ar el funcional 0[ ul. no en F' • sino en U, bajo la 
u,.o!5 

condición de que el elemento u 0 que buscamos satisfag3 la 

ecuación C2.2). 

Es:t.e es un problema con extremo condicionado. La técnica clásica 

para resol ver esta el as:e- de problemas e-s mediante e-1 uso de 

mu1t1p1J.cadores de L..agrange. es decir. habrA que minimi:tar el 

runcional ca. 3) en U,. 

(2.3) 
. 

MªCu.g
6
l= duCAu.g

15
) + aOCul 

donde el pará~tro numérico a esta determinado de la condición: 

d,.CAua.gc.'!S)•ó • donde u
0 

es un elemento donde el 

runcional Mªcu.g4 J alcanza su m.1x.1ma. cola 1nrer1or. 

S1 el rret.odo de LAgrange puede ser llevado a cabo, es decir, si 

existe a t.al que d 11CAua.g.s)•6. entonces el problema variacional 

original es: equivalente al problema de m.inim.i:zar el !'unclon.al: 

S1 aca(6) es tal que d.,CAu
0

.g
6

)=6, entonces la sol uciOn u de-1 .. 
problema original tambien nU.nimJ.za &l funcional 

inversamente. si uer es: tal que m.inim.iza el runclon.al M°Cu,g.sl y 

salis!'ace la cond1c16n d.,CAuer,g.a)•6, entonces minimiza al 

runcJ.onal OCul sobre F 
u,.~ 

Ahor-a lo que reost.a es establecer cond.1c1ones bajo las cuale-s el 

método de los multiplicador-es de Lagrange es Aplicable. 4otes de 

establecer tales condiciones, vale la pen3. hacer notar que los: 
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t'uncion.ales MªCu.g
4

l pueden ser de!'inidos !'ormalmenle sin 

relacionarlos: con el problema varia..cional de hallar extremos: 

condicionados: del funcional O[uJ. 

Si supcnernos que U es un espacio Jné.lrico y O[ul es: un funcional 

de regulari2ac16n definido en U1cU. entonces tendremos: el 

s:1gu1ent.e teorema. 

TEOREMA. Sea A un operador cont.inuo. A:u~v. para cada gc5eV y 

V a>O, eX1st.e uaEU, para el cual~ 

M°'ru.g¿¡:Jsd:CAu-gd) + o:OCuJ alcanza su m.lxima cot.a 1n!'er1or. 

PruebJllo 

Como A y n son cont.inuos: y Moc[u,g.,J~O ent.onces: exist.e una 

sucesión m..lnim.12.ant.e {u,,} para M°' sobre U,. Def'inamos: 

MªCu,,.g.sJ:sM~. sin pérdid.3. de generalidad podemos suponer 

que: M~:!:M~2::M~2:: . . . 2::M~ par a lodo n, por 1 o que 

,1. e. 

entonces (u,,}e <u: OCuJ~Q/a} que e!: compacto en U,. Por lo que 

eXis:t.e una s:ubs:uces16n convergente {un,.} de <u,,}, Se3. 

Como A y n son continuos. en U, se L.1.ene 

lim M°' :r:ol!m d--CAun..,gd)+a lim OC u l=CAu ,g )+o.OCu J•M°'Cu ,g la 
n. º• n_ n~ n,. 011 .5 or a 11 

Si el operador A es: lineal, U es: un espacio de Hilbert. y nruJ un 

t'uncional cuadrático, entonces: u
0 

es único. 

En CC1 l p-05) se demuestra que: Si def"inimos: uª•R,Cg,a,a). 
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enlonce-s R,o.R,Cg.s. a) resul tarA ser un ope-rador de regular1z.ac1ón 

para la ecuac1on C2.1). 

Como se Vi6 en el cap1Lulo anterior, existe una gran canLidad de 

problemas cuya t'ormulaci6n malom.At.!ca corresponde a lo~ llamados 

problemas mal planteados o mal condicionados. 

En est.e t.rabaJo. la clase de problem.a.s. que nos .tnt.eresan son 

aquellos cuya rormulaciOn corresponde a una e-c:uac16n de Fredholm 

del llpo: 

. 
C2.4J ACuCs))• J,KCx,sJuCs)dsa gCx) cSoc;d 

K,x.s)el...i:C[c,blxCc,dl), A:H,---t-H.i:• H,•L.i:ta.bl H.i:•L.,.Cc.dl 

Lo que ahora nos propanemos. es enmarcar el problel1\A dentro de la 

teor!a de Tikhonov. para lo cual necesitamos hacer .algunas 

observaciones. 

Como. tunc1onal de regularización tomamos a: 

y OCul ~ta dll!'t'inida. por: 

ca. !!D ntula f. ~P,C:s) lu'"Cs) 1'\:fs 
, .. 

donde los P,Cs) son f'unciones continuas y no neg.at.Jvas en [a,bl y 

u~ta.bl, 1. e. 

Debido a los teoremas de .inmersión de Sobolev (ver {131 vol. f5 
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compact.o en c•-•r a. bl y por lo t.ant.o en H1•L.er a. bl. pues Lo que l.:\. 

Para h.3.llar el punt.o cr1t.ico de un funcional cuadr.H.1co del 

t..ipo: Frul .. fAu-gJ:+alua: es suficient.e con resolver la. ecuación 

Ahora t.ranformaremos est.a· ecuación para el funcional O[uJ. 

Sean Fcu)=Otul. fct.)•Fcu.+t.w) donde weC;:Ca.bl y u. es t.al que 

o•cu.l .. O en el sent.ido Cdébil) de Gat.eaux. 

De la. expres16n ntul• S:iP,Cs) lu'''Cs.) l~t. se puede ver que es 
a,.o 

un product.o int.erno, definidc por: 

ent.onces Otuls:Cu,u)"=J:~P,Cs)lu'''Cs)f~s. por lo que: 
, .. 

. " 
por lo que f•ct.=0)=2Cu0,w)H=af .. ,~0P1u'""l"d~. integrando por 

part.es J-veces la expres16n anterior y t.orn.a.ndo en cuenta que . . 
w~la,bJ result.a.rA. que f.P,(.s)u'''loo/"ds=J.c-1) 1 ~,CP,u'1 ')'Wds 

• n • n 

por lo qu~ J. Í: P1Cs)u~P...t1 'ds= J. }: C-1) 1 ~1CP 1u11 ')wds=O 
J "'º J "º 

p.ua t.oda weC~la,bl, ent.onces: :l ( -1)' Y por lo 
¡ •• 

t.ant.c: 

O'tul=Llul"' 2 C-1) 1 ~~ 1CP,u'''). ~ dcnd~ se puede ver que 
¡.o 
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Se~n u.ve ~n·•ca.bl, consideremo~: 

(LU, V)= f. ¿ (-1)' 

'•O 

d' 
~,CP1u''')vds. in legrando por part.es an-1 

veces y utilizando el hecho de que u y v sat.is!'acen las 

condiciones naturales de rront.era, i.e. u,v~~'ca.bl result.arA: . " 
CLu,v)"'"J.L:c-1)' ~,CP/~.cJ>)uds. .. Cu.Lv), es decir L e-s 

'•O 

aut.oadjunt.o. De lo anterior se ve que L t.iene un inverso CkerCL:> 

trivial) el cual viene dado por la !'unción de Green asociado 

al !'uncional L. 

que e~ una ecuación de Fredholm dt"!' 2a. clase y que por la 

~lt.ernat.1va de Fredholm, en ca~o de tener soluc16n, esta e-s ónica 

y depende cont.inuament.e di!' f=L~A·g. 

Ahor-a bien, Sl tornamos ne ul • f Pgu~+P,u'"' , resul t..ar.6. que una 
a 

cond1c16n para que el funcional RCu,ol alcance su minimo en u •• 

es que: 

C2. 6) l (-a{~[ P1C)(.)~] -P0 Cx)uC)(.)}+ f Kcx, s)uCs:>ds-bCx:>)vC:x:Jdx + 
a a 

b 
C2.6.1) + a.P,CX>u'Cx)vCx) la•O 

En este caso, uCx:> es cualquier variación de la funcion uCx:>, de 

t.al forma que uCx) y uC:óTo(x) estén dentro de la clase- de las 

funciones admisibles, y ademá.s: 



~i que. si conocemos los valores en los extremos de la 

soluc!on .uCs). la ecuación C2.4) podemos t..omar como 

funciones admisibles • al m..lniml::ar el f"uncional C2. 3), sólo 

aquellas que coincidan con uCs) en los ext.remos. Las variaciones 

v(s:J se deben de anular en los ext.remos y la condicion C2. 6.1) 

ser.\. sat.isfecha. 

En est.e caso recien expuest.o, el problema de hallar una 

solución regularizada uªCs) se reduce a h~llar un~ solución a la 

ecUAción lnt.egrodiferencial: 

(2.7) lKcx.s)uCs)ds + a(~[ P,Cx)~] -P0 Cx:>uCx))=bCx) 
a 

En el caso en que no se conozcan los valores en los extremos de 

la solución al problema C2. 4..), La condicion C2. 7) sugiere 

tomar la condlc1on de frontera: u"Ca)""u'Cb)=rQ. 

EJEMPLO 1. 

Tomemos A:C[O,n]-+C[O.n] definido por: 

ACuCs))2 ~Cx,sJuCsJds • gCX). donde el núcleo est.a dado por: 

2 co -n.z 
KCx.s)=n}: e senCnxJ senCns), e$l..::>. f"ormulac16n corresponde al 

""' 
problema de hallar una dist.ribuc16n uCs) para t.=0, conociendo su 

d1st.ribuc16n gCxJ al tiempo t.=1, de est.a forma.. considerando que: 
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{ 

rr/2 si k=n 

= ~ : ~;~ 

Ent.onces result.arA que: 

Tomemos. por ejemplo gCx) = 2 (1"senCn>D ent.onces: .. ' 
de donde se 

deduce que: 

bCx)"' }: (1"e -" sen(nx.). 

".' 
S1 t.om.3.mos el ~uncional O[u) .... ~u•+u••. la solución regulari:z.a.da 

u
0 

est.a dada por la solución a la ecuación int.egrodiferencial: 

(' z "' Zn' 
J,,C-;¡- }:e- s.enCnx:>senCns.))uCs)ds 

Q n•I 

+ aCu-u• ')• 
- ' 
}: (1"e -" s.enC ruó. 

En est.e caso se t.omAn por conocidos, los valores en los ext.remc:'.)S 
d~ la solucion deseada. 

EJEMPLO 2. 

Consideremos la cuestión de resolver el problemA de la exlension 

armónica del di~co de radio p(1. al disco de radio 1. 

Ade~s se t.lene gC8) de!'inida sobre Ml, O•disco. Asi, buscamos 

una uCs) t.211 que: 
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o bien. g•Au 

Como se v16 anteriorment.e, una 3.prox1m.ac16n a t.al problema. 

~omando OCul""J:u•, est~ dado por la solución al siguient.e modelo: 
a 

AAu+ou=Ag 

" donde A Au • J Kct..s)u(s)ds 
-n 

n 
Rc~.s)~ f KC~.{)KCs,{)dC 

-n 

deb1 do a que: 

resul t.arA que: 

( 
J :cn~Cn{:>dl!= f :os&Cn()= n 

-n -rr 
n J cosCn!)senCn()d,e- .. O V n,m 

-n 

que. 

Por lo que la ecuación AAu+a.u<=Ag es equiV.3.lent.e a la siguient.e 

formulación: 

f n 1 t ~ 2n { ~ +-;;-¿ p cosCt.-s)luCs)ds + OI uCt.)= 

-rr "•' 

f n I I ~ [ 2ñ +-¡;-¿ pncos:Ct.-s)] g(s)ds. 

-n ""'' 

En el est.udio de problemas particulares, es dificil hallar 

expliclt.ament.e a o.=a.(6) CparArnet.ro de regularización ) para el 

cual R~RªCu,g~) sea un funcional de regularización. La elección 

del valor admisible del pa.r~met.ro o=aC6) depende escencialment..e 

de la in!'orm.aci6n disponible en el dalo inicial. g
6

• 

Exist.~ una gran cant.idad de principios para l~ elección de 

a::oo.C6) 0 ent.re los: cual e~ se mencionan: principio de la 
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discrepancia. CU3S1-opl1m.al1dad. seudo-optimalidad ele. Para una 

descrlpc16n det.allada de algunos de ést.os. y aún de ot.ros. ver 

e c1 D. 

A cont.inuaci6n describimos el principio que usamos al 

C3lcular nueslras soluciones regulari~adas. 

$!!:-a a,. o.ilt, ªJ• .. , a.. sección de una sucesión monótona p. ej. 

a.,•i::xoq• k""1,2, .. ,n q>O. 

P.a.r3. c.:!Lda valor de oi.,. se rn1nim.i~a el funcional M°'•[u,g.,,l, una vea 

hallada la solución ua.' calculamos la discrepancia d,.CAucc.'g6), 

y elegimos .aquel u t.al que d,.CAu ,9) ==6. 
ª>to ºko 
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CAPITULO 3 

§ 1. En est.e ca pi t.ulo t.rat.amos de d.;,,r ot.ros: enfoques: al 

problem3 de resolver la ecuación: 

H1=iL,,.ta,bJ, H,.=L.cc.dl y k:Cx,s:)et..,_cca.blx.Cc:,dl) 

~ vio en el cap1t.ulo anterior que Cpara una elección apropiada 

de a ) una solución aproximada al problema Au=g.5 C dCg,g6)~6 ) 

res:tJl.t.3ba ser la solución a la ecuación de Euler .asociada 

A"'Au+ou=A•g.5 Ct.om.ando OCul=Uul~· Est.a puede s:er llevad~ a una 

ecuación de la forma: 

(3.1.1) u•kAu+t 

La ecuación C3.t.1) puede t.ambi~n es:criblrse en la fOrnt.l: 
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(3.1. 2) CI->.Alu•f 

la alt.ernat.iva de Fredholm Cver Fomin f10l p-515) arirrna que. 

dado >-... o bien la ecuación (3.1.2) tiene una única solución, 

para lodo r. o bien, ~ es un valor propio de A. 

En el primer caso el operador 

biyección. y por lo t.ant.o está. i;arant.izada la eoxist.encia del 

operador CI->..A:>-1 ,que es acolado Cconlinuo en esp~cios ~t.ricos), 

siempre y cuando P.·l<-f- ,en éste C..1.SO el opeorador CI->..l:J-i 
IA! 

puede ser considerado como la suma de la serie de potencias: 

cuya convergencia est.A garant.!2ada por la condición l>..f<-f- . 
IAI 

A.!:1 que la solución de la ecuación C3.1.1) puede ser representado 

por: u.,.r+x.M+x~A~+ ... +>.."A."r+ . .. 

En C!Ol se prueba que CI-XA)~ se puede representar, Cpara 

pequetíos: valores de >...:>, en t'orm.a I +K donde K es un operador 

integral con nócleo de cuadrado integrable dependiendo de ~. 

§ 2 It/VERSA GENERALIZADA 

Una vez planteado nuesLro problema: 

(3.2.1) Kucg 

nos lnleresa saber dentro de que calegoria cae y que ~lodolog1a 

deber A usarse para hall.ar su solución. El problem.!l (3. 2.1) lo 
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podemos ubicar dentro de .:i..quellcs en los cuales se neces1t.l. 

hall ar un operador K·1
, que sea el 1 nver so de K , y que par a 

hallar la soluc1on u, baste :i.plicar K"1 a g, i. e. u=-K·1g. 

Decir que el problema. CK,X, Y; K: X---i>Y) es bien planteado, 

es lo mismo decir que K"1 existe y es. continuo. En est.e .3.p.:ii.rtado 

se 1ntroduc1r~ un concepto m.:\.s: general de solución al problema 

C3.2.1). donde el operador K lo consideramos. como una apl1caci6n 

entre espacios de Hilbert., i.e. 

K: X----i>Y, X, Y espacios de Hilbert. 

En lugar de considerar aquel elemento u, que satisface Ku:icg, 

consideraremos aquellos elementos. v que satisfagan: 

V ueX 

y dentro de est.o!: escogeremos aquel que tenga la norma de menor 

magnitud. A es:t.e elemento lo denotaremos: u+ y le llamaremos 

solución de m1nimos cuadrados: del problema (3,2.1). 

Por ahor.:ii. supong.:unos: que k: x_.,y es acotado. Ahora bien, el 

conjunt.o: 

{IKx-gl: xc!!X, gEY donde g es f"iJo} es acolado por 

abajo por O. entonces e:dst.e su inf imo. 

En [QJ se demuestra que t.al elemento ex.ist.e y es único. A es:t.e 

+ 
elemento u lo podemos pensar como la imagen de g bajo un cierto 

oper.ador: 

A este operador se le conoce en la litc:ratur.3. como la inversa 

generalizada del operador K: X-----tY. Adem.As: e5t.e operador ser.\ 

acotado Ccontinuo en espacios métricos) si y sólo ~i RCK) es 
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cerr3do. Y como solo esla~ interesados en operadores compactos 

K. R(JO ser.a cerrado si RCK) es de dimensión !'1n1ta.. En el 

lengua.Je de los operadores: de Frl!'dholm de 1 .. clase, es lo Mismo 

decir que el nucleo del operador K sea d~enerado. i.e. 

§ 3. TEOREMA DE PICAR!> 

Una termtnologla especial es yA t.rac:UcionA.l en el est.udio de 

ecuaciones de Fredholm d• 1• el.a.se. Ahora, introducimos est.os 

términos en el marco de la teor1a e-spect.ral mencionada 

ant.er1orment.e. 

Supongamos. que 

compacto. Puesto que CA8)•-a•Aw entoncir:s el operador : 

K"K: H1----.H1 es. compacto y aut.oadjunto, p.ara 

cada valor propio f1 de- JCwJC se cumple lo siguhmte: 

s:i l><l-1 .. /1-Cfl>c,x:l-CK"Kx,x:l-CKx,Kx:l•IKxl°>O 

ent.once-s los: valores propio: de KWK ser.in X~~~... design•mos 

por v,. v-E• v, •... los vec.tore~ propios correspondient. ... 1.•. 

suponer qui!' son ortonorm.a..les Cde otra t'orm.a podeir:oa aplicar el 

proceso de ort.ogonalizacion de Grah.a.m.-SchJnJ.dt.). 

Sea µ"• -}.:- y u..•µ.)<:v"• ~" Kv" 

entonces: {u.} es: ortogonal si y sólo si {v"} es: ortogonal. La. 
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sucesión {u", v"''"'"} es: llamado s1st.ema singular par.a K. 

El s:iguient.e t.eorenu nos: da una represent.ación para el operador 

J<.1' en t.é-rrnlnos de sus vect.ores y valores: propios:. Para su 

demost.rac16n ver cr101 p-200). 

TEOREMA CESPECTRAL). Se.3. T: H___,.H operador lineal compAct.o y 

aut.o.3.dJunt.o. H espacio de Hilbert.. Sean :>..,. >..., :>..,,... sucesión 

de su~ valores propio~ y w1 , w~, w,, ... los vect.ores: 

propios Cort.onormales) ccrrespondient.es 

Entonces para todo xoéi 

Utilizaremos el teorema anterior para probar i!-st.e- par de 

lemas que nos serán de utilidad. Sea .¡un• v";µ,,} sist.ema singular 

-- .J. lema A. iu,,} es un sistema completo en RCiO•NCK'") 

prueba.. 

Como K1': H1--tH, es lineal, compacto y aut.oadjunt.o por el 

t.eorema es:pect.ral 

K"J<xa l"-~Cx, v.;Jv"a }:ex, ),."y")),."v"•}:Cx, K"u")Y.'u..~K'C }:cKx, u.;Ju.;J 

" " " 

Kx=2CKx,u,,)u,, de donde se s:igue el result.Ado • 

prueba Obs:. K es inyectivo en RCK'"). 

Como .¡u,,} es un sistema completo en RCK). 
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KC K"'x) = }:cKK"'x, u")un•}:c K"'x. K"'u")U""" Í:CK"'x. >..."v") u"= ¿e K"'x. v,..)>...,.u,..= 

,., " " " 

Entonces K"'xa:o}:cK"x.v,,;Jv,., de donde se sigue el result.ado • 

Ahora nos proponemos relacionar esta t.erm1nolog1a con la 

solubilidad de la ecuación de Fredholm: Ku=g. 

El siguient.e result.!\dO se conoce como el t.eorenu de Pic::ard, y 

para probarlo nec~it.aremos: del s:iguient.e lema. 

LemA .. Sea K: H,~H~ un operador lineal y c::ompaclo ent.re espacios 

de Hilbert. H,. H,,. Si u+ exist.e. dado el problema Kuag, enlences 

Ku+a:Pg. C P es la proyección ort.ogonal de H.=fiñCKS'"+ImCK).1. sobre 

prueba. ~bido al teorema de la proyección ortogonal. para t.oda 

uEH1 suceder.A. que: 

gg-Ku¡'~!Pg+h-Kul' dond.o Pg"fiiiCIT y he!mCK).L, 

pero ng-Ku r· IPg-Ku+h 1·~ IPg-Ku u•+ Uh 1'2: Oh H' ahora bien, + s:i u es 

solución de m1n1mos cuadrados: 

V ueH, pero entonces sucederá. que IKu+-ggs¡Ku-g¡ 

!Ku + -g!Qlhl y ent.once~ ~Pg-Ku+H=O, es decir Ku+=Pg. 

TEOREMA. CPICARDJ Sea K: H1-tH.z un operador lineal compacto, 

con sistema singular {u,.,.v,.,µ,.,}. Una condición necesaria y 

suficient.e para que la ecuación Ku=g tenga una soluc16n 

generalizada u+ es que, geRCK) y adenú~: 

~µ~(Cg,u.,) ('<a> 

""' 
prueb!'I. 
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Por el teorenu del~ proyección ortcgon~l. dado géi~· se llene 

g•Pg+h donde Pge IrnCk) y he IrnCK)J., y como <u,) es una b.&.s:e de 

de lm<:kJ se t.1ene que-: 

"' "' Pg=l,CPg,u,Ju, "" ¿ Cg,u,)u, . ... 
.,:i Supongamos que"~,µ~¡cg,u") I'<"' , definamos u0="~'µ"Cg,u"'v" 

"' "' es ev1 dente que u.eH, ( "~1a.,.,u" converge si 1"~ 1 ~ <en ) 

Q) co 1 ('O 

Ahora bien, Ku.·"~1µ,.Cg,u,.)Kv,.•"~1(g,u,.)µ" ¡¡;;- u"• .. ?
1

Cg,u")u"aPg 

de donde s:e deduce que PgeimCK)y debido .!11 lell\3. anterior Ku•g 

tiene soluc16n general1%ad~. 

o+) supongamos que u+ existe. Debido al lema anterior Ku+mPg. Como 

{v"} es base de NCKJJ.. se tiene que 

co Q) ª" 
ahora bien, Ku + ="~1a,.,Kvn•"~1-¡:¡:un• pero "' Pg11"~1Cg,u")u,. 
de donde resulla. que a.,•Cg,u,.)µ" n•l,2,3, ... 

es decir "' u+= l µ,.Cg,u,.)v" y por lo Lanto ~~¡cg,u") I'<"'., 
""' " .. 

Lo que el teorema de Picard nos muestra es que, para que se lenga 

una solución general12ada al problema Ku•g es n&eesario que los 

coef'1c1enles de Fourier Cg,u") asociados a Q tiendan a O lo 

suf'lc!enlement.e rApido para que: 

o. 
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EJEMPLO 1. 

Consideremos. el problema siguiente: 

Ku=g, 

Este corresponde a la ~uac16n de calor hacia atrás en el tiempo. 
-n.i/ 

Ned!M\le el cAlculo d!rect.o se ve que ).,.=e i: y adem.1s se llene 

que: u.,•Vn"" J ~ 1 senCnx). µ"= eni:/.i 

Notemos que el kernel del operador K es si~t.rico y por lo t.ant.o 

~l operador @'S aut.oadjunt.o. As! que. debido a..l t.eorem.a. de Pica.rd. 

el problern.!1 de la ecuación de calor hacia a.t.rh &n el tiempo 

t.endrA solución, dado g, si y sólo s:.1 ~ 

~ n• l."' ICg, YZ/rilsenCns) I' < 
""' 

EJEMPLO<?. 

En i!!!!l problema de la extensión armónica de un circulo de radio 

r a un circulo de radio 1,t.ene=cs el opeorador K derintdo por: 

(<?) 

~ g(l'I). 

Este operador es: simélrico y por lo t..anlo aut.03.djunt.o. Al 

aplicar el clAsico Método de separación de variables para deducir 

la ecuación (2.). se pudo ver c.lar.:unent.e que los va.lores. propios 

asociados al operador son: r" y las t'unciones propl.as ~~ociad.as 
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fueron: 

u,•-1- correspondiente a rº•i 
-{2if1 

Uo:o.•1"" senCnS) correspondient.e a r .. ="-.z,.., 
fñ' 

Entonces K lendr~ la siguient.e descomposición espectral: 

"' KCf) =C f, 1/C ...f"2ñl) u,+ ¿ [ r"C f, u~) ul>"+r"C f, u,.... .. ) u°'.1] • 

Un sistema s1n~ular para el oper:idor esta dado por los valores 

propios: 

µ,al, µ,•1/r, µ,•1/r, µ,.•1/rª, µ,=1/r•, µ 0 =1/r', µ.,=1/r•, et.e. y 

por la sucesión de vectores propios asociados: 

~ n::z:1,a, ..• 
Cn) ''ª Cn) 1 

'• __ ,_ 
C2.n)' 'll. 

Asl que, una condición necesaria y suficicient.e para que el 

problel?lj C2) tenga una soluclon generali:ada u+, es que: 

y 

~-~ ¿r .... , ... 



METOOO GENERAL OE REGULARIZACIOH. 

En est.e apart.ado nos proponemos exponer un mót.odo general para 

const.ruir oporadores de ragularizaci6n, los cualos proporcionan 

aproximaciones ost.ables a la soluci6n de núnimos cuadrados. 

So vara que al oporador de regularización CK"'K+al)-' as un 

caso muy part.icular dol mét.odo, y se darA una axpros16n on ~orma 

de serie para calcular: 

u(I{ =CK"'K+o.l)'"'K·g 

donde K:H,---ttH.,, Ku .. g CHu H .. espacios de Hilbert.). 

Comencemos por def 1 ni r í<=K"K, donde K es ol operador adj unt.o do 

K .. (i.a. K·:H,,.--+H, y CKx,y) ... Cx,K'"yJ V xcl-1 1 , yeH..). Una 

condición necesaria para que u+ fuose solución do mínimos 

cuadrados del problema Ku=g es que K•g ... 1-::"Ku+, (vor Fomin l10l) 

asi que, si K t.uviose inverso 

esporamos aproXimar a u+ mediante R
0

CÍ()K•g 

uaK.·•K•g, aan asi • 

C ct>O ::>. donde 

La oxprosi6n Ro.CK) debo ent.endorse en el siguiont.e sent.ido. 

El t..ooroma espect.ral (ver Fomin [101) afirma que si A: H,---t>H• 

CHu H.a ospacios do Hilbert.) os un operador linoal. compact.o y 

aut.oadjunt.o con valores propios h" x.. h>•.. . Cor donados de 

acuerdo la dimensión dol subespacio que generan) y con 

vect..oro:. propios respoct.i vos Wu w.. w1 ••• , ent.onces para todo 

xeH,: 
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CEn el lenguaje del operador integral d~ Fredholm de 1• clase • 

la alt..ern.at..iva de Fredholm afirma. que A no t.iene espectro 

cont.inuo). Ahora bien. si r es una función real y cont..inua 

definida en C'C.A:J Cradio espect.ral) se define: 

fCtuCx) = Í: f().")C:x,w")w .. 

res.ulla que e-1 operador a~i definido es autoadjunt.o y compact.o 

ver CG!'oetschC )) . 

leD\ft 1. 

prueba. 

Sea P polinomio, ent..once.s PCK'Y.)K.-=K1>CKK"'). 

Se sigue in~diat.amente del hecha de que CKK.)"'=K~. en efect.0 1 

CK"K)"K"•CK"K) o(Y."K) •... o(K'10 •K"=K"·CKK') •... •CKK':>=K"CKK')" 

Asi pues, ¿a..cK"K)"•K" = 2:a..K"•CKK':>" K"•Ia..CKK':>" 
"_, 

por lo que, PCK"Y.) •K"=K'PCKK':>. 

Debido al t.eorema de aproximacion de Weierst.ran (ver B~rlle Ca l) 

para funciones continuas fCt.), resul t.a que fCK"'I() •K'"=K"'ofCKK9:1. 

1.e. 

Supongamos que la función R0Ct) es tal que 

y ade~s 

F.; Ct)-t1/t. 
a 

Seo. C' tal que ¡t. Ra.(\.) ¡se• , V \.<>[O, nK!'J , wO. 

Supongamos que t..enemos ~ nuest.ra di.sposicion g
6 

tal que dCg-g6)~ó. 



de1·1namos 
+ 

u . L.o que 

deseamos: hallar es una elección apropiada para a•a(6) de t.al 

rorma que las aproximaciones obtenidas u: ~ean regulares. i.e. 

lim R0CK~lK .. g., ~ K+g=u+. 

"-º 
Se.> rCrucmax l IRaCU 1 ' te[ O, DKl'l }. Obs. O<rCru<co ya que 

RccCt) es: cont.inua y [O, ftKi.il es compaclo. 

Como R Cll---t1/l si a---tO, enlences: real---.~ si a---.O. 
a 

Bajo las: anteriores: suposiciones: se tienen los s:iguienles: lemas. 

lema 2. Supongamoz que UC< aRC<cibK•g, U:"'ROICK)K .. g.s. f9-g. IS6. 

~ es: t..a.l que lt.R
0

Ct.) ISCª, le[ O, UKl"J. entonces: JKCu
0 
-u:) ~S6C~. 

prueba. 

Ya que Kcu
0 
-u:) .. i(RorcK:iK•cg-gcs) tendremos: 

fKCu
0 
-u:) 1.t= (KC uoi -u:), KC uª -u:) )=(K9KCuª -u:). Cuoi -u:))= 

(K°RªCi:)K·cg-g
6

l ,cu°' -u:::>)=-CKRotcí<lCg-g"). KCucx -u:l). 

Ul!l!zando la desigualdad de Schwarlz p~ra producto inlerno: 

IKCuot -u:) ILS6CgKcuot -u:) I• 1. e. IKCuOl -u:) l:S6C1 
• 

lema 3. Supongamos: que rCcUnm.áx {RªCll: le[O. IKl•J ~. 6 y C son 

como en el lemn 2: entonces lua-u: I~ 6 C (rCo.l)
1

.q 

prllt!'bA. 

ftuª-u:r = Cuot-uc:r,K~cwcKlcg-gc!l)) = cv.cuª-u:).RorCK)Cg-g.s)) 

:5 OKCuor -u:) 1 rCcU 6, y ut.llizando el lema 2. 
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lema 4.. Supong.a.mos q:ue {Roi~oc>O es una r.:un1lia de funcione~ 

a.onl1nu.a:.. definid.as eri [O. IKl"'l t.ale3 que: 

a) RªCt.) ____,. 1/t conforme ~---+O. 

b) ltRªCt)j es uniformemente 3.Cot.~do. 

entonces f?OICK)K•g----. K+g conf'orme i::c----110. ?3r~ t.odo ge:>cK+). 

prueba .. 

:::ist.ema singular para K. {v,..} es b-1.!:.e para ImOCJ por lo que: 

K·g ... .z: <:K•g.v,..)v,.., pP-ro Kvn=µ;,'V" crit.onces. 

R CK)CK.9)~\' R Cµ~')CK"9,v0)v0 ~'\' R Cµ~')Cg,Kv0)v0: a L. e.o L.. a 
n n 

=)p ... µ;.~°'Cµ;,~cg.u,..)v,... 

Como cada P.ª sat.izface .a) y bJ. Si a;__.,..Q CAplJ.canáo el teo1·ema de 

convergencia acotado). 

R0tcibK•g---.¿µ .. Cg.u .. :>v ... =u+11::.K+g • 

Teniendo est.os cu3.t.ro lemas eri m.a.no. pOOemos establecer lAs 

condiciones para tener regularidad en la aproxim.ae;ión 

Suponiendo que la función del p~r~met.ro a=aC6) salisf~ce: 



04 

si 6(rCcU) --tO. 

De lo anterior se deduce ~l siguiente: 

Teorema. Sea geOCK+), aCó)--tO, 6'TCoC6))__,Q, si a--.0, entonces 

Como caso particular t.o~mo~ el operador de regularización 

generado por la funclon R~Ct)=l/Ct.+oU, e~Lá definid~ para t.odo 

lt.R
0

cK:if es uniformemen~e acotado, por lo que: 

u
0

=RaCK::>K"'g::.CK1'+o.I)·'K·g, que coincide con la ecuación 

de Euler conocida, para el problenu de minimos cuadrados. 

Daremos ahora una expresion e:.cpl1c1t.a, en forma. de serie, para u0 

en términos del s:ist.ema singular de K; Cu",v,.;µ,.). 

Sabemos que: 

"' Y."g= ):cg, u.,)~"v" 
" .. 

Ahora bien, 

....., OO 1 V 
KcK•g)= }:µ~Cg,u,,::>__: por lo que: 

..... µ,. 

ró u·• 
e 2: --:7- Cg,u.) 

,. .. , µ,. +a 
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[ 1/a] J, l~aµ~ µ" Cg,u")V" = z: µ" Cg,u")V". 

Para una expos:1c16n mAs exten.:;a y det.allad~ se recomienda ver 

CCBD. 
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CAPITULO 4 

En e.ste i.:.aplt.ulo rept:irt.amos los r~~ult.,,.dos numéricos: 

Ci.:.omputac1onales) obt.enidos, as! como las. diferentes. t.écnic.as 

emple.ldas al resolver la ecu.ac16n C4.1) mediante la t.eor1a de 

regular1zac16n de Tikhonov. 

C4.1) AuCs)•~kCx.s)uCs)dseg(X) 
a 

Comencemos. por enumerar los problemas que se trabajAron. 

tl ~(x+sluCslds=gCx). 0SxS1, uC~)=s, gCx:JaX/2+1/3 

" 



2) ~(x-s)~uCs)ds=9Cx), OS~1 
" . 
uCs)ms, 9Cx'.>= ~2 -t- ~ - ~· 

3) r.: "' . 
" -n TÍ: e senCn:UsenCns)uC:s)ds=gC:.ó, OSX::rt 

o .... , 

con uCs::>=s.enCs). gC.x) =senCx)/e. 

con rz1/2, uCs)s:senCs:>, gCx)==senCx::>/Z. 

5) ~ cos(xs)u(s)ds=g(x), osx:o;1 

7) ~ (x+s+0.1) uCs)ds=gC>Ó, osx:o;1 

cosCx.) -1 
X 

con uCs::> ""SC10s.+1), gCx) ==5-1 Ox+:><C10x.+1) ln(~~~=~ 1 ) 

r r,::-7 u(s)ds=gCx), 0$XS1 Jo 
uCs)-=s, gCx)=-§cc1+;<), .. -xl'). 
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En est.os caso~. se emplearon diferenles uCx) y por lo t.ant.o gCX>. 

Algunos de est.os problemas y3 han sido objet.o de es:t.udio, como 

puede vers:e en CC11J p-120) donde se encuenlr3. una descripción 

m..!i.s delallad3. al respecto. 

La. elección de t.ales problemas t.iene la int.enc16n, ent..re otras. 

de cubrir la mAs amplia gama posible de tipos de núcld!OS kCx.s). 

En cad.l. uno de los problemas: trabajados. la runc16n gCx.) !'ue 

def'inida mediante la evaluación: 

J: kCx.sJuCs)ds•gCx) teniendo en mano la solución deseada. 
a 

FORMULAS DE CUADRATURA. 

En és:t.e apartado se describen algunas t6rmulas de cuadratura 

numérica. que se emplearon al discret.i:zar las int.egra.les que 

aparecieron al regularizar el proceso de solución de la ecuación: 

AuCs)~~ kCx,s)uCs:)ds=gCx:J. 
a 

b 
Dad.a la integral en su rorma general J f'Cx)dx buscamos 

a 

aproXlm3rla medianle sum.a del t.ipo: 2 a.,..,f'Cn"). 
" .. 

FORMULA DE SIMPSON. 

D3.d3. f'c:C"C a. bl 3.prox.1.mamos: 

J:rcx:>dx ~ -%- e rcx.:>+2¿rcxo!J) +4.¿rc ~c~ 1.,:>+rcx_:>] 
a J •I 
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donde n=Zm. h""(b-a.)1·n. X/=tlTJh 

con un error de tr unc~ml eot.o 1 gual a: C ~;6 h 
4

f'C {). Si se de!!: ea 

un error de truncamiento menor a ~. n deberA lamarse como: 

n\ ~~:=''lt''"''I· Est.a es una de las t'órmul.:\s: de c.uadr'"1t.ura 

~s empleada$ en la prActlca. 

FORMULA DEL TRAPECIO. 

Con f'eC:'ta.bl apro:clrM la 1nt.egral: 

j=0.1 •...• n. con un error cte 

truncamJ.ent.o: Cb-Wh.ir-• "('.µ)/1.Z. 3!;1 que. s.1. se desea un errar de 

t.runcanuento menor de c. n deb*rl tomarse de t3l f'orma que: 

n' > e~;~ ' lf' ' 1 

FORMULA DEL PUNTO MEDIO. 

Si teC"C a, bl t.endremos:: 

lf('.X)dx ~ Zh ~ f'(x~) dor,de h=Cb-a)/CZm+2). 
O ¡•O 

x 1=a.+Cj..,1)h. jsi-1.0.1 ••..• 2m-t1, ncr.2m 

~on un error de t.runcamie.-nt.o de Cb-a..)hl!.f• '(µ), Si e es un m..:irgen 

de error, n deberA tomarse de t.~l f~rma que; 

n• >d( Cb;~' ff" J). 

Es import.ant.e not.ar que t.od~s:. est..as. for-mULl!;:; u;;;an un pa.s:o de 

lnt..i;:grac16n .h. aonst4f'lt.e. En ::..'.\::o de que l.i función f(x) 
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present.e grandes: var1ac1ones, se recomienda ut.ili:zar el p.a.so de 

integr.l.C:.lon no uniforme. 

Para un.:i descr1pc16n m.!s completa y detallad.a de es:t.as: !'órmulas 

ver ( Durden[ 4 l p-182). 

Tres enrt::iques a la leerla de regular1:z:ac16n de Tikhonov fueron 

emple.J.dos al resolver C.3.d.l uno de los problemas: anteriormente 

mt::ont:.lon.l.dos. 

Dado el problema (4.1). se v16 en el capitulo 2 que una solución 

regular12ada est...\ dada por la solución la ecuación 

1ntegro-d!ferencial: 

(4,2) f Kc:.c.s)u(~)ds-+-a{P.,u- ~:.e C?1u• n=fKcs,x:>gCs:>ds 
a a 

donde Kcx.s:)• S:KC{.s)KC{.x:>d{ y como funcional 
a 

de regularización se lomó O[ul=S:P.uª+P1u•" 
a 

LA ec.uac16n C4.2) la s:ustiluimos por equ! vAl ente 1tn 

dlferencias: finil.l.S:: 

(4. 3) -+ {P1 _..1 •U~1+P1 ..,•u •• 1-CP,_.+P,,....1) •u.-h~•P0..-•UJ+ 

k =1. 2, 3, ... , n-1 

donde P1_.1:::P1Cs,.), P.,,.""P 0 Cs.,). u.=uCs:~. b.=b(s,.), s: 1•a+kh, 

h=Cb-a.)/n, K .... =Kcs..,s~. K.,. son los: coeficientes que se 
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obt.ienen al sust.it.uir la ecuación integral que a¡::iarece en la 

ecuación C4.2.l. 

Torn.ando Pu• P,s1. la ecu.3.cl6n Cd..3) se transforma. 

'"· 4) 
k=l, ..• n-1 

Conociendo los va.lores de 1:1. solución u en las ext..remo:;, uCaJ=u0 

y uCb) =u 1 , tonunda u.,"'Uo y u.,.,""u., y susti luyéndol!,) en 13. 

ecU.3.Ción C4.4) result..3.rá el ~iguient.e sistem.3. de ecuaciones de 

Cn-t)xtn-1) definido por: 

Cd..5J k .:1 •..• n-1 

~ - -donde b.•b.-K•.o"h"u0 -K,,. .. h•U1• 

el val1~r buscado de la solución 

et.ro enfoque consis:le en di~cretiz:ar directamente la ecu.3.ci6n 

l.nt.egr..1.l (4.1). mediante cualquiera de las: fórmulas de 

cu.a.dr.:itur.:i CS1mpson, t.rapecio, punto medio), para obtener un 

s1st.em.:i. de ecuaciones C4.5) que res:u.!t.ar.1 ser, generalmente, m.:i.l 

condicionado. 

Cd..8> AuC::x)~l kCx, s)uCs)ds 

" 
~ [ kCx,.. s 0 Ju0 +a¿:kcx...sa.1) u~,+4 ¿kcx,., sa,1.,)u~1_,+kCx,.. ::~)uln') • 

1•1 J"'I 

k""'1 .•• n para. el ca~o de la fórmula de Slmpson. 
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+ [ k:Cx.,s.~uo•2.2k:Cx,..s 1:;tu,+k.Cx,.,s:")u"] •gC).G,) k•1 •. n Ct.ra.pec-J.o) ... 
Eh l kC:x,,,s.i,)U.i,=gCx.) k•1 •. n Cpunt.o medio) n=Zm 

' .. 
Una m.a.nera de regul.1.rizar ~l proceso de solución para cst.cis 

!Sis.lemas: de ecua.cienes:. 11\3.l cond1e:1onados, e:ons1st..e en. hall.ar la 

solución de un sisle12U1. auXiliar de ecuaciones: 

(4.7) CB"B + a!)u=B'g, B es: la matriz res:.ult.Ant.~ de 

de lA d1screl1zac16n y e· es la lranspuest.a de B. 

En C[1 l p-Q5-10D) se pr-ueba que si a es elegido de una manera 

apropiada Cs:.e ~xhiben leoretn.3.s de ex.1.slencla), la solución 

obt.enl da al r ~ol ver converge hacJ.a la. solución. de 

rn.1n1mos cuadrados del sislem.a: su~g. 
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P~r~ un~ exposición complel~ y detallad4 e~ este enroque 

consultar CC1 l c3p. III ). 

'.3. 

solamente para op~radcres integrales auto-adjuntes Caquellos que 

t.tenen núcleo s:imé'lrico k:Cx.sJ==k::Cs • .>LJ). Consist.e en resolver la 

ecuación integral de Fredholm de se~unda clase: 

f 11:cx,s)uCs)ds +OluC:.c) = gCX) 

" donó~ o es el parAmet.ro de regulari:z:acJ.ón. En t.11.l c~so la 
d1scret12acion a la ecuación C4.6J tendr~ la s1gu1enl~ Corm.a: 

~ [ kCx.,,s..,)u0-+2¿kcx...s.i:,)U.r>+4.}:kCx,,,s.z,.,)u~,. 1 +kCx,.,s:,,,..,)u"""J + 
,., 

au.=gC)(,.) kcl ,z ... ,Cm:::n 

crormulh de Stmpson) 

+ [KCx..s 0 :>u0 +a¿1i::cx,.,s,)u,+kCx..,.s")u,..] + auCx_:>=gC~ 
'_, 

crormula trapecio) 

2h }:<e><.,s.)u., + auC><.)•gC,Y 

' .. 
Cpunlo medio) 

El m*Lodo para resolver los sistemas de ecuaclones resultante~ 

f'u* el deo El1mi~ac16n de Gauss. 
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( {x+s)uCs)ds"'q(x.), O:'.E.x~l, u(s) =s, gCx) •x.-'2+1/3, 

Discroli:zacions Tr apozoi da.l, 

/ll!'a; Par:..metro de Rogularl.zaciOn. 
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resultante de la discret.izaci6n del 
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L.>.s f1gur.a.s 2C.>.). Z(b), 2Cc.) mueslr.an 

.J.prax.unacJ.ones al prcbl!!'ma 2.: 

r1 '" ª" 1 j

0
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D1sc.rel.1z.ac1on: Tr.apezoid.al. 

Alf.n: P.ar.iJnel.ro de Regul.-r12.acién. 

N~rc de cond1c1on: U(Jmero de condición d~ l.:i nt.l.lr'1% 
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re::.ul tanto de 1 a di scrol1 ::ación del 

probloma. 
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:.PEUDI CE A. 

Algunas def1n1~1ones de t.opolcg1~ y el analisls funcional. 

A.1 Un.3. norm.3. D .. n definid.:\ en un subconJunt.o V de un 

espacio lineal X. es una regla que asigna. un número 

real element.os v" v~V 

slgu1ent.es propiedades. 

a) ¡v,p.o; ¡v,l=O s11 v,=O. 

b) ftav,!=(a( Qv,¡ 

e) ¡v,+v,¡!qv,ft+¡v,¡ 

la cual llene las 

defic16n posit.iva) 

e homegenei dad) 

Cd~sigualdad del t.riangulo) 

A.2 Un producto interno C "• •) definido en un espacio 

lineal X es una función definida en XxX, sobre los 

complejos con las siguientes propiedades: 

Cbilinealidad) 

b) c~.x;:>"'cx ... x,). CsirMt.rico) 

x 1 , x,., x, e X Cuna nornia l•I sera definida por 

int.erno, son espacios norma.dos. 

A .. 3 Un~ Uru:.Al ~ CX, l•I) es un espacio lineal 

X donde se ha definido una norma l•I· 

A.4 Un espacio ~ SE..Q prajuct.o ~ X C•, •) es un 

espacio lineal en el cual de ha det'!nido un C •, •) 

producto interno. 

A .. 5 Un.a suce~i ºº Q!t Cauchy en un e~p3ci o norm.ado X I ·a es 



un3. suces:1ón de elementos {X,..,.E X con la prop1ed.:id de 

que para cada c>O. exista NCc) tal que~ 

¡x..-x...B<.c si n.~NCc). 

A.6 .a.) Un subconjunt.o V de ur1 espacio lineal norma.do X H•U se 

dice que es cerrado s:1 toda suceos.ión de Cauchy {v"}eV 

converge a un elemento contenido en V. 

b) El conjunto cerrado m.is. pequeno que conliene a uno ya 

dado. V. es la c:err~dura de V y se denola V. 

e) Un espacio norm.ado X ll•D que es cerrado se dice t.ambién 

que ~s ~leto. 

A.7 Un espacio lineal. norma.do y completo s:e llama ~aci.Q. 

~~-

A.8 Un espacio line.l.l. normado y con producto interno s:e 

llama espacio ~ Hilb!'?'rt.. 

A. Q Un s.ubconJ unto V de un espacia nor mado X U• D se di ce 

que es denso en X si e ada elemento xeX es: 11 m1 le de una 

sucesión de ele~nt.os. de V. 

A.10 Un oper~dor K: VcY.---.WcY e-s: una regla que asocia un 

único elemento w~KCv) 6 KCv)eW para cada vcV. El 

conjunto mAs grande de X en el cual K es:t~ definldo de 

11 ama el QQm!.n!.Q. de K y se denat a por: Deme 10. El 

subconjunto def'inido p•.:ir W=(yeY 1 y=Kv , con veDomU:)• 

!!!>S. llamado el ~de K y se denot..1 por Ranc~:) o bi~n 

por ImCK). 

11 



A.11 Un operador es sobre si RanCK)=Y. 

Un operador es ypo-a-uno Cinyect.ivo) si para 

Un operador K es ~ si para t.odo v 1 v,wEl)omCJO y 

para lodo escalar a, n. KCav,+(N;J •o.KCv;J+/)KCv,;J. 

A.12. S1 K:OomCK)c::X-Y es uno-a-uno. ent.onces para cada 

we RanCK) exist.e un sólo element.o veDomCJiO;. denot.ado 

v•K..fw. El operador K..f as1 def'inido se llama e-1 

t=deK. 

A.13 Una t.opologia en X es una clase T de subconjuntos que 

sat.1sf'ace: 

a) L.a unión de cualquier clase de conjunt.os de T 

est.A en T. 

b) La int.ersecc16n de cualqu1er clase rinit.a de 

conjunt.os de T es un conjunto de T. 

A.14 Un conjunt.o abierto A en un espacio de Banach B l•I es un 

conjunt.o con la propiedad de que para cada Xl2A • existe 

un escalar &)0 lal que, {beB 1 lb-xi<" } e A. 

La clase T de conjuntos abiert.os de B l•I define la 

loP9! ogu rut a =ia en B l • I · 

A.15 Un subconjunto V de un espacio de Banach B l•l ll!!S 

~ Cen la t.opolog1.A de la norm.a) si cada el Ase dtt 

conjunt.os abiert.os cuya. unión cent.lene a V t.iene una 

subclase f'init.a que contiene a V. 

A.16 Un operador lineal K:X,~X.i donde X 11•1• y x. l•l 
son espacios lineales norm.ados. ~e dice que es ~ 

111 



si exist.e un número re.3.l M C:1!0) t.al que para t..odo 

x,eX, IKCx,) l:SMlx1 1. El valor m.1s pequeno que cumple 

con esta propiedad se denomina norma ~ operador ~-

A.17 Un funcional lineal F definido en un espacio lineal X 

es. un operador lineal cuyo rango es:t..á. cont.enido en el 

espacio de los es.cal.ares y cuyo dom.1 nio es:lá en X. El 

espacio de los funcionales line.ales acot3dos definidos 

en el espacio norma.do X 8 • I se denota por x·. 

A.18 Una sucesión ix..}cX se dice que converge débilment.e a. 

xeX si para todos los funcionalés lineales acolados: 

FeX•, JFCx,..)-FC)C) l___,o conforme n--tco. 

A.19 Un operador lir;eal K:X,--tX.z donde X, U•I y X.i: O•Q son 

espacios lineales normados, se dice que es ~ Co 

bien, t..otalmente continuo) si la imagen KV de cualquier 

conjunt.o acotado VcX, tiene una cerradura compact.a en 

X.i:· O bien. que RV sea compacto Cen la topologia de la 

norma en X11 I • g. 

A. 20 Sea B, I •U y B.i: I •U espacios: de Banach y T: 8 1---toB• un 

o~rador lineal acotado. Definimos el ~ ru!.lY.n!:.s 

T"': e;-.-.e~ por T"'FCb.) para todo FES;; b,EBI' 

lv 
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