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INTRODUCCI ON

Un problemy es blen planteads en ! sentido de Hadamard =@
sasisface el oriterio de axistencia, unlaeldad v estabelidad de ta
salucion; esto es, 54 tiene Aoluelidn Untea que  depends2
santinuamente de los datos. S un problema no satisface algupa de
las condiciones, se dice que es un problema mal ~planteado,

En practicamente todas 1as areas de la técnica ¥y la ciencia
surgen prablemas cuya rerpulacidn matemitica corrwsponde 3 los
problamas mal -plantzades. Dentro de d3tos. uha claze tmportante
1l genstituyen los problemas inversos. En términos gemerales,
rasolver un problems inverse consiste en deterainar & descubrir

laz causas que diercon lugar a clertos fenomemos observades,

En la actualidad, el metodo mis empleado para la resolucion

de problemas mal-planteadaes es el matodr de regulariscelon de
Tikhonov, el cual permte hallar sclucliones aproximadas a tales

problemas.

Especial atencion merecen las ecuaciones integrales de
Fredholm de primera clase gue, tenlendo ntGoleo en L,y en cazso de

taner inversa resultard npo acotado. De ahit la preseneia de
i



inestabtitdad en la solueidn., Desde mediados de siglo se han
utilizado "Léunicas de regularizacion' para resolver éstas
ecuaciones integrales. Es Tikhonov quien presenta un estudioc

sistematice y el marco conceptual para su resoluctédn.

Eg pertinente notar que, mientras gque el matode de
regularizacton de Tikhonou es clasico en su concepeidn
{minimtzacidn de un funcional sobre un espacio), la eleceidn del
parAmetro de regularizacién es todavia una cuestison que sigue

siendo objeto de estudio.

El precente trabajo tiens coms objeto, presentar las tdeas
centralez de la Teortia de Regularizacién de Tikhonov . ¥y la
resolucidn de algunas ecuaclones integrales de Fredholm de
primera clase. La eleccitn del pardametro fuéd en base al
conocimiento de la diserepancia, &, en el dato inicial. En el
primer capitule s2  introduce el concepto de  problemas
mal-planteados, exhiblendo ejemples. El segundo capitulo trata
las itdeas centrales del métedon. Un enfoque mis moderno es
bosquejado en el capiulo tercero. Por Gltimo son preszentadoz, en
el dltimo capitulo, les resultados numéricos obtenidos asi como
la= rutinas maAs importantes, para ser 1implemantadaz en otros
lenguajes de programacién.

En este espacio deseo expresar mi gratitud al Dr. Salvador

Pérez Ecteva por su pacienclia y comprension.
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CAPITULDO 1

En este capitulo no= concentraremos, con algtn detalle, en la
di=cusion de problemas bien y mal planteados.
Comencemos por tomar las clasicas ecuaciones de 1a

fisica~matematica, con condiciones de frontera tipe Cauchy.

z z
O 2 LU L5 en intCd, Usr en o0, O ¢ RS
ax* ay*
donde 01 es un dominio simplemente conexo
y 01 es compacto.
te> ofu sy xeCa, b3, t>0. ulx,00=glx), xe [a,b]
anc It uCa,td=0, uCd,td=0 V¥ t>0
ety a'u | 8%u weCa, by, L>0. ulx,03=p(30 xala,bl
ax* at* Hulx, 00

= 4oxd  xela,dd
e
uCa,t3=0, ulbd,t>=0



Sa aabe (Ver por ejemplo el libra de Tijonov-Samarskiy (18%)D que la
solucidn a cada uno de los problemas existe y es unica.
Chequemas ahora que sudede con las scolucicnes a los problemas (2,

t{d, (Lt> cuando les datos iniclales son Lligeramente perturbades.

Problema {)
Tomemos f,, . € CCOD tales que mix €~ f,] <2 en 63 y mean u,

uy, sus respectivas soluciones al problema 12,

Notemos que Eul X2 : Femu,CXY
"

Sea usuy,~u, , entonces U es tambidgn una funcidn armdnica ¥y por
ende min uCi), max uCi® Xe, son alcanzados en la frontera, por
lo que:

1.1 maxluCx | maxjuCo-u k< & , Rel

la desigualdad €1.1) nos estA indicando gque la solucidn al

preblema (D es estable bajo ligeras perturbaciones de los datoes
iniclales.

Problema 14D
Sean ¢g,. Q; « Cla,b) y sean u,, U, las respectivas zoluciones al
problema:

ou 8%y . u(fx.aJ-gthJ. con (=1,2

——

at ox*
Supangames  que mAX QX -g x> | mmax fulx, 0) ~ulx, 03 [<a
definamos: utx. L= e, ulx, LI mulsx, L2~uls, td, TCx, LI ™
El principlo del nddulo maximo para la ecuacidn de calor, afirma
que <1 ufx,t3 safistace la ecuacidn de calor en (a.2IxCO,T)

entonces sY valor maximo y minimo s2 tlene para t=0, x=a & x=b,

a2



Ahora bien las funciones VimUl s, LI ~uC ¢, LY, vp=UC ¢, £ 3l ¢, £
satisfacen las hipotesis del principio del méduleo maximo y ademis
vth.O>ZO. vtca.LJZO. vi(b.t)zo i=1,2
par lo que:
V((x.L)ZO para  adxdd , OLLET
por lo que: -g<ulx,td), ulx,tl)Ze para alx<b , KLsT
o bien |u|Cx.!.J-u‘Cx.L)|$:: en C(a,b)xCo,Tl, es decir 1ta

solucidn es estable a ligeras perturbaciones en w1l dato inicial.

Problems 111D

Tomemoe el intervaleo (0,13 y cualquier 220, supongamos

que en {a,dbl:

sup |RO0-0.00 [<—5 P osup ¥ GO-¥ GORK—S
donde:
Ul 0=pd , ulx,0)=p,(x> VY xela,bl
2u,Cx,0d ou,Cx,02
= W00, =¥, ¥ oxeta,b)
at at

Ahora bien, VY xela.bl, tel0,1) Lenemos que:

x+e
U, LI ®pC3ert) + plx-t) + —;— J' ¥,Co0da |
x=t
X+t
LK LI, UX+L) + pix-td + —;— I P londa
x=t

per lo que:

2masx fulx, LI~y L) [Emax] o Cxr L D-p,Cxt e fmax]e, Cx-tId-p,Cx+red |+



x+t
. j fpeod-veadda € P 25 .o,
x-t 2 2 2

por lo que e tiene establlidad en la solueldn, bajo ligeras
perturbaciocnes a datos y-so condicién intcial,

Exs debido a 1o anterior expuesto, en parte, que se pensaba que no
era posible la existencia de problemas fisicos que condujeran a
modelos matemAtices, cuyaCs) solucionCes) no fusralnd sstahlelsd,

bajo ligeras perturbaciones a los datos inicliales.

Paro es Hadamard quien en 1817 da a conocer su problema de Cauchy

para la ecuzclidn de Laplace:

dau‘dzu

1.2 = = " 2] en 0. con condicionas iniciales
* ax oy uCO,yI=0 ;  SuCO,yd An senCnyd
ax

Para este problemz ss tiens la funcién

ulx, yl= An senhCnx) sentny) que es seclucidn y =matizface lax
n
condiciones iniciales ¥ An a R.

%%

En efecto U__= n A_ senhfnxd senlnyd ; U =-n A senh(nx) senCnyd
xx n yy n

\\




WO, yom An genhC0) aenCnyl=0; UxCx=G.y.>= An senhCod senlnyd=0
n

Como caso particular tomemos los ceoeficlentes An- e—n. entonces

An — O cuando n — o , ahora bien 2l preblema (1.2) tiens como
solucion umO0 en ), =ih embargo e Maenhcnxd senCnyd crece

indefinidamente manteniends n,y fijos y X lo suficientemente

grande.

Asi ez gque el problema de Hadamard no es estable a perturbaciones
de dato=z en la frontera., A primera ingtancifa, se preguntari el
lector =1 tal ejemplo de Hadamard no es uno simplemente
patologico. Pero, con el desarrollo de la tecnologla, y en
particular el de las computadoras digitales, se convirtid en una
verdadera necesidad, saber =i tal o cual problema numédricoe es

estable.

La sgolucidn de cualquier problema cuantitative generalmente
termina al hallar una solucidn u a partir de un dato intelal =,
En lo que =igue supondremos que uel, =zeF , U,F esnaci Qs
metricos, con metrjecas du. d/respectzvamente, Supongames ahora
que hemos definido con toda precisidén el concepto de =olucidén y
de dato inicial Cp.ejg. solucion clasice, solucién
generalizada de minimes cuadrados ete.d, ademas supondremos que
existe una dnica solucidn u a Lai problema. La cuestiédn de
determinar u=RCz), apartir del dato intclal =, =& dice ser

estable si:

tO V £50, le corresponde al menos un &&£3>0 tal que la

<
desigualdad d/Czt .zzﬁ_rSCc) implica duCut .uz_,)(c. donde



u, =R(:13 . ueﬂRczz).

El problema de determinar 4 apartir de 2 ,se llamara bien
planteado =i las sigulentes condiciones son satisfechas:

t> para cada zeF existe una solucién uel.

[ esta solucidédn es Gnica.

tt1> el problema es estable en los espacias CU,FD.

Un problema que no sea blen planteado se denominars mal
planteado,

El que un problema sea bien o mal planteado, no es cuestidn
exclusiva de operador, ni de los espacios de trabajo. Mg
adelante daré ejemplos de problemas, que, siendo mal planteados,
podemos “reqgularizar' el proceso de solucidn, modificande los

espacios de trabajo, o el operador,

EJEMPLOS DE PROBLEMAS MAL PLANTEADOS

a) SUMAS DE SERIES DE FOURIER

E= comdn que al estar trabajando en varias ramas de la
matemitica la solucidn a clerto problema sea expresada como una
serie, digamos de Fourlier.

i.e uCo= Zancoanx) donde los ceceficlientes a, =on conacidos
n®

S0lo por aproximacidn Cej. atraves de productos intercnes>. Dada

la axpansién:

o
£
qu)-nzaancos:Cnx). tomemos b = a + =  con £0, n2, b ea,

o
definimos: v(xd= Enbncosc nx3
n&



Ahora bien, en la matrica de tz:

-~
'""Vlg.- E{nfli/na } = ;E que es

arbitrariamente paqueNo. Ahora bien, estinpemos:

max fu, €0, |- i—:‘cmchm
n=0
esta expresidén no converge si x=0. Asi que el problema de hallar
sumas de Serles de Fourier, con aproximacion de coeficlentes,es
{hestable. Si en vez de utilizar la norma del maAximo, usaramos la
nerma de La + huegtro problema serf{a estable, ya que apartir del

teorema de Parsaval:

© 1r2

[ J);Cucw-vtij' dx],/z- [ Y n/z cE- :2] = [ e

n={

b) ECUACION DE FREDHOLM DE PRIMERA CLASE (1)
Consideremns la ecuacidn de integral de Fredholm de 1" claze,

I:Cx.s)u(s.)ds-zcﬂ ;i ¢Sxsa . ulCsde Gla,dbl.
a

Que sn notacidn opsracional podemos escribir como:

ACuCed)=zCx), A: U——F, U,F espacios métricos, con metricas:
2 1/2

duCamy, O™ [ L2 )=2,Cx] dx] mientras que:

e

duCuy, updm mAx fulxd-u x|

xela,b)



sean ul=s), z(s) tales que FCx.s)u.(s)ds= =0

a

]
sea 2 Oxd=2CxI+N Jk(x.s)sen(ns)ds. Una solucidn al problema

a

Kus=z, esti dado por u,muC(s)+N senlns). Ahora bien,

2 .1f2
dx]——oo
Ne—p ©

el 205 |N| [Jd[ Jb[ka.s) sen(ns)ds]
[ a

debido al teorema de Riemann-Lebesgue. Pero per otra parte,

d,Cu uy = max |u1Cs)-UECS)|- max [N senCnsd f= |N|. que no
se [a,bl sela,d)

necesariamente es pequeffo. MiAs adelante se dara un ejemplo para

el caso general.

c) ECUACION DE FREDHOLM DE PRIMERA CLASE (2
Tomemos el problema de resolver la ecuacidn de Fredholm de 1=
clase:

c1.3 yC=dy= rkts.t)x(t_)d!. . y(s) e« Cla,b}
(-3

Supongames que la funcién kC(-,-) es acotada en asSx,s<d y ademis
todes sus puntos de discontinuidad se hallan en un nomero finito
de curvas:

L-pth). k=t ,2,...n ¢thJ es continua,
entonces el aperador definido por la ecuacion (1.3} es tgtalmente
gcontinue CVer apendice AJ.
Puesto que la funeiédn kCs,td) es acotada en la,blxfa,d), =i

tomamos cualquier sela,] la {ntegral:



kas.L)uct)dt. existird. Sean M=sup {(k(s.Ld}],
a ass, t<b

G:{c:.t)era.b]x[a.bl: al menos para alguna k=1,2....n se

cumple: |L—¢h s < ,efm }

Este cenjunto G es abierto y por lo tanto cCaF es cerrado, y como

Fela.dIxta, bl + F es compacto y como kCs,t) es continuo sobre
F  entonceskCs,t) es uniformenente continuo, por 1o que
¥ (s',t), C=",t) @ F tales que |5'-s"|<8 existe £0 tal que

A
b-

Isz'.t)-k(s".L)[(ac a_)'

Evaluemas ahora |yCs°*d-yCs'")|s rlsz'.LJ-sz",L)“x(L)ldt
a
Ahora bien P*G tfe-sca0dfc -S= LU {t:jt-s s ¢ £
ora bien. P U [t lesestdfc 25 } U (b ita g i< )
. L
cada uno de estoz intervalos abiartos {L. it ah(s J{< ,2""}

tiene una longitud a lo mas de l—g—:-r—; Yy como =on a lo mis n,

la medida del eonjuntoe P seri a lo mas

3; v por lo que:
. f r
Ip|k(s LE-kCsT D | xCtd |dt = meco]dv.-am 5 I
s% MjxCtd |= -2% ot |

Para el caso de Q-=Pc tendremos:

I [KCs " L3 -KCS" LD [ Ctd fdbs sfors Comad M) |2 —E—ctd]
Q
por lo que:

lycst o-ycs s fg—|xcz3|+—§—|xn)( < elxCed] + yC=) e Cla.dl,

8



t,e, K xCtd = ﬁ(:.t)u(t)dt define un operador de Cla,b)
a

=obre 1! miemo ( cabe notar que este resultado es trivial =i se

supone que k{-.-) es continuo en ass,ts$b).

Sea {xncn)} un conjunts acotado en Cla,dl, ¥y sea {ynCs)} la

correspondiente 1magen, bajo K, {.e. yn(sb- Jf(s.t.)xnct.)dt.
a

debldo a la desigualdad |yesd-yCs o <efxctd}. st |xnC!.J| = L,
IynCs)—ymCs'J|<t:L Vv s.stela,b), Yy, v, {y{s))} esto implica
que la sucesidén {y(s)} es equicontinua y equiacotada, por lo Qque
{y(s)} es relativamente compacto en Cla.bl, lo anterier implica
que el operador es compacto.

Estoz operadores totalmente continuos forman una clase muy
importante dentro de los problemas mal planteados, como lo

muestra el siguiente tecrema y corolario.

TEOREMA. St A es un operador totalmente continuo y 8 es un
operader acolade, los operadores AR, BA son totalmente continucs.
PRUEBA., Sean A,B :R~———R , R gspacio gde Bapagh., S el
conjunto McP es acotado, BCM tambien lo es. Por lo que ACBCMY)
es relativamente compacto, pero ACBCM)I =ABCMD - AB o
relativamente compacto.

Ahora bien, ACH) es relativamente compacto y como B es continuoc
HCACMYD esc tambien ralativamente compacto, pero BCACMII=BACM) e=x

relativamente compacte < BA es totalmente continuo.

COROLARIO, En un espacioc métrico de dimensidn infinita, un
operador totalmante continue, no puede tener un inverso continuo.

10



Sea A:R———R un operador totalmante continuo, R espacio metrico
de dimensidn infinita. Supongamos gque A" extste y es continuo, ¥y

AA-‘(= I ez totalmente continuo (segln el tecremad. le anterior
no puede 3er, ya que el operador tdentidad en espaclos

métricos de dimensidn infinita no son totalmente continuos Cver
[101>.
En vista de lo anterior y dado que el operador K:Cia,b}l—Cla,bl

definido por:

K uCL)-fk(s.L)uCL)dL-g(s) es tal que K_', en  caso
a

de existir, no es continuo. Esto nos lleva al sigulente hecho.
Supongamos que tenemos a muestira disposicidn gﬁCs) tal que:
gécs) -gCs) |£6.

Si trataramos de resolwver Ku=g, nos enfrentaremos al problema de
-1 -1

que K no ez continue y de que ugH K g NO sea una eleceldn

aproplada para aproximar a K'g.

d) EXTENSION ARMONICA.

Este es uno de los problemas clésicos del anslisis. Consiste en

extender una funcidn arménica uCp,8d) del disco:

D,={cp.a>: O<p<r, Ozo=2n } al disco D.-{cp.e>: 0sp<R, O=0zan }

donde R>r.

Debido a 1a rféormula de Polszon (MarsdenllZ] p.148) se tiene que:

i

- &
wre!®= R -r ucRe % de o bien,
an 0 R*4r*-2RrcosC-¢)
n
£, .} L8,
uCre "= REf-p uCRe "dd8 x Kalr . 8;9u.(8de |, 1L.e,
o an RE4r C-2RPCOSCH-PD -

se trata de una ecuacidn de Fredholm de 19 clase con ndcleo:

i1



R pé .
KrCr.e.dﬂ . L.e. dada la funcién uCre®
2nCR*+r*-2Rr cosCo-¢

o)

coma dato inteial, al hallar la soluecidn u(Rete)

ser inestable a perturbaciones sobre uCreteb. por lo que el

., d=ta resultars

problema de la extension arménics resultars ser un problema mal

planteado,

e) PROBLEMA DE LA ECUACION DE CALOR HACIA ATRAS.
Ezte problemas consiste en, conociende la distribuciédn de
temperaturas f{xI=ulx,T? para T»0 de una clerta barra metalica de
longitud L=, determinar la distribucién de temperatura=s para
t=0, suponiendo que loz extremos de 1a barra son mantenidoz a
temperatura constante=0,
Tomando un sistema apropliado de unidades y escalamiento del
tiempo, la formulacién matemitica del problema consiste en
hallar ulx.t=0) tal que si Ltomamos len, T=1 entonces

L e UCx, L=T)=fCxd, ulo,td=uln,Ld=0
suponiendo que la solucidn al problema acepta una expansion en
serie de potencias de la forma:

u(xJ-g ALL) senlnx?, resultari que lox
'

n-
AnCL) deberan de satisfacer el sigulente sistema infinito de

ecuaciones diferenciales:

2

]
u, U s Z{Anﬂ.)ﬂ\ An(\.)}sen(nx)-o. o bien
et

para n=1,2,3, . A;\Ct.)+nzAnCL>-0 con 12 condicidédn intcial

iz



2
A CL=0)=ag (xD= 2 rgC{)sentnf)d(. entonces A (L)=g b [. por
n n —" o n n
lo que:

o
uCx, ti= 2 gne—n "sen(nx.). que todavia puade escribirse asi:
nel

@ 2
qu.t.)"Jﬂ 2 chne " lsentnxd sentngddy
o .7,

que para t=1, debe satisfacer:

2
re s f'_z_ Z e =;enCnZDsenCnx)gC.’j)dz=JﬂKCx.Z{)gC£)dt=KCng}3.
on (4]

es decir, para hallar ulx,t=0)=g({x) tendremos que resclver la
ecuacion integral de Fredhelm de 1“ clase, y ecte resulta ser un

problema mal planteado.

) TOMA DE TOMOGRAFIAS POR COMPUTADORA EN MEDICINA.

Es comun que las propiedades cuantitativas = de un objeto no
puedan ser medidas directamente en un experimento., =6lo tenemos a
nuestra disposicidn la informacién u=mAz. El operador A esta
determinado por la naturaleza del objete y por los dizpositivos
utilizados durante el exparimente. En tales casoz, para descubrir
1a ectructura interna del objeta o= necesario aplicar nitodos
matemAticos para tratar e interpretar tales resultados u. Por
ejemplo, cuando un médico escucha alravés de su estetoscopio,
percibe informacidn atraves del conido ¥y 1a interpreta a baze de
Zu experiencia ¥y la de muchas generaciones de fisicos. Cuando un
haz de rayos X es aplicade, la manera on gque #sta ec absorbida
por el cuerpo humano se despliega en una pantalla e interpretada

por los expartos,

13



Ee2 importante que las chsarvacicnes deban zer interpretadas
para determinar las propledades cuantitativas, es decir, hay que

regolver respacto de z el problems inverso:

[4%] Az=u con un dato inicial aproximado

En muchos caszos estos seran problemas mal planteados, debido a
que SU Solucidn, en caso de extistir,es (nestable respecto al dato

iniclal u.

El tratamiento matematico de un diagnostico de datos queda
enmarcade, en general, en tres etapas.

ETAPA 1. Ya que cada dispositive de medicién distorsiona en
alguna medida loz valorez del parametro observado u, C(nuastiro
dispositivo nos proporciona v=Bu en lugar de u), la primera etapa
consiste en remover estas distorsiones,i.e. tendremos  que
resolver Bu=v, respecto de ud). Donde el operador B exta definido

por el dispositive usado.

ETAPA 2. Consiste en determinar las propiedades z a partir de los
valores u, es decir, habri que resolver con rexpecta a z= la

ecuacidn (o sistema de ecuacionexd:

2 Azey Esta ex la ecuacién fundamental

del diagnésticoe por computadora.

ETAPA 3. Los valores resultantes z debersn, en 1a mayeria de los

14



casos, sar representados en una forma conveniente para  su
percepcitdn visual, o bien sobre papel o una pantalla. Para hacer
esto hay que rescolver respecto a una funclén wWiX,y) 1a ecuacidn:
[4: 2] Dw=z
Ast  que, un paquete de diagnostico por computadors debera
resolver las ecs. (1)-~C3). Estag ecuaciones podran ser lineales o
ne lineales, pero por regla general serin acuacicnes integrales
de Fredholm de t%iase, i.sa. representaran  praoblemis  mal
plantesdes, condatos inlciales aproximsdos. Asi que, para
resol ver tales problemas deberin ser uzados métodos de
regularizacion,
Usualmente al tomar tomografiaz por computadora 1a integral:

jz ds = o considerada =zobre la linea ¥ que
P4
parte desde la fuente de rayos y llega hasta el detecter del

mismo, pasando atraves del objeto da estudic y ademis =e tomaran

sabre una gran cantidad de direcciones.

Una vez que tengamos los parametroes u en mans Cestos de obtendran
de las mediciones del detectord, los valores =z seran
determinados. S la radiacién se propaga &n linea recta atraves

del objeto, habra que resolver la ecuacidn lineal de convelueldn:

«©

KK yI= II ZCr.wd dfdn ._:?_ F,cc,e)dg

- 1 (x*t)zﬂ{ y-n)a o

Donde CZ,8) son los parametres normales de 1a lines ¥ en la placa

Cplanc) Q. =obre la cual las integrales son calculadas., y:
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Xau x cos(O) + y senCe),

Cabe notar que ezta situacion ocurre por ejemplo con los rayos x.

Una vez en mano las propiedades z, seri conveniente rapresentar
la distribucién de valores 2z sobre la placa Q, socbre una
pantalla, Este problema se reduce a resolver con respecte a la
funcion WwiX,y? la ecuacldn integral de convolucién de 1* clase:

J' HEx=Z, y-mdwCE . nddldy= zCx,yd
]
Bajo estas condlecfones el problems de diagnéstice por

computadora se reduce a 12 <solucion de las 3 ecuacicnes
integrales de convelucidn de i* clase,

o

Ixc L0 5uCs BYdE = VL, 6)

-

o

II _ZCL.m d8dy Loy yd
v { CxtrZecyn3Z

I HCx=Z . y=ndwCl , nddldny= 2{x,y)
<)
La imagen de la distribucién de los valores de z sobre la placa

sera tlamada el tomograma,

Para una exposicién mas detallada se recomlenda el libro de
Tikhonov y Gonecharsky., Ill-posed problems in  the natural

sciences (18],

9> PRODLEMA INVERSO DE CALOR

En este ejemplo consideraremoz el problema de determinar una

fuente F=FC(x,L) en la ecuacitdn de conduccidén de calor, apartir de

i8



tns distribuelén inieial uCXx,00=h(3) y de un monitoreo para t>0

desde el origen gCtdmuCo,td, t.e. habra que resolver:

u, =y + Flsx, b xeR, t>0
t xx

€1.48 uCc, 03 =h( 0 xR
uCO, LI =gCt) £>0

i.e, buscamas uCx,t) y, por ejemplo, FOX,tI=2fCtIX .
Utilizando la tecnica de =eparacion de variables para resolver

(1.4 se llega a la siguiente exprezion:

3
uCx, L= IO[ KCx=f , L~ ¢ df dT  donde
D

&
KCx, L) = __e__ci/i'ﬁ_ .
4nt

Ahora bien, para uCO,td=gCLd

t
ulx, td= J I KC~2 ,t=1IfC12d¢ldr <«1 escribimos:
o’D
.
HCLy= IKC!.L)d: obtedrenos:
.

.
glLd= IHCL-?)X'CT) que &S Una ecuacidn de Volterra
°

del primer tipo.

De 1o anterior == concluye, que, determinar £Ct) apartir de gCtd
resulta ser un problema mal planteade en gensral.

Cabe notar que bajo clertas condiclones sobre f, se pusde llegar
a establecer una dependencia continua.

a
En [S 1 se prueba que para el caso DAR y DAR =1

17



FC®, I)=rCLIX (0 ¥y bajo las condicicones
£COI=0, £* y " acotadaz, dado ToO0 3 M tal que

Jrees = M C leg 2 )'2 1.e.
al

sup Jalse 4 ]S M (log 3% o
Icl sl £—» O
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CAPITULO pei

fa en =21 vapitulo  anterior S2 menciond  una  omanara (no
fiecesartamente estable) de hallar  zoluctanes  aprosamadazs  a

problemas mal planteados, i.e¢. Dado el problema:

<2.12 Au=g, A: U———V. usld ge¥ U,V espaclos matricos.

A wc inyeclivo ¥y la zoluelén u, es Gnica.

filamos nuestra atencion en Es= (u&U:d,c‘\u.q)‘:d}.

donde 40 e&c un cierte margen de error permisibhle en el dato
intecial gaV, Como zolucidn aproximada 21 problemz (2.1 tomamos
cual quier u.eEs. De antemanc nada nos puede asegurar que, st

hacemoz tender § a O, laz correspondientes foluciones aproxtimadas

-

u tiendan hacla algén u €U, nl mucho menos que tianda a la
£

zolucidn exacta uy.
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Lo gue Que en realidad noez interesa es,. dades 50y gaev

tal que d.Cg.gsber. tener un criterio para la eleccidn de  algdn

u‘ EQ_,JH(ueU:d,CAu.gA)Sé). de tal manera que st 5—0 entonces
£}

podamos  tener la sigulente convergencia:
udr —u,. Tal eriterio esti basado en la construccidn de un
[

operadaer R=RC 0 83,

DEFINICION 1.
Diremos que RC-,-D:VEV——U es un operador de reguiarizacién

Al problema (2.1) si satisface las siguientes propiedades:

13 3 56>0 tal que, R=RCgs.6) esti definido ¥ 04545, y ademas

v 9, tal gque d_ng.g)EG.

14) ¥ £50 3 5,25,(£,9), tal gque
=1 d.(gd.gbﬂésée entonces tomando UGHRCQG.GD resulte que

duCua.u,K.c

ahora bien, supongamaos que hemos construlde uno de tales
operadores R=R(~,-). st tomamas Ua"k(ga'é)' come solucidén
aproximada, vemos que si §——0 (1. &, gd-——»gJ entonces U —tUe:
A u, le denominaremos solucidn regularizads y al procedimientco de
hallar U mediante un operader de regular{zacidén, le llamaremos
métodoe de regularizacion,

[ la antertor discusion ec evidente que cualquier método de
regularizaclién, define un método estable para hallar scoluciones

aproximadas a problemas mal planteados.
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Fara los fines del presente trabajo es conveniente Lener una

segunda definicicén para los operadores de regularizacison.

DEFINICION 2.

Un  operador R-RCgé.oD se dice que es de regularizacion
Cpara el problema 2.1) =i satisface:

[} 3 520 tal que R-R(g‘.a) esta definida V00 y ¥V g,= vV tal que

d.Cg, . gIs6ss,

14) Existe una funcidn a=aldd tal que V £0, 3 &£I20 con
SLeI8S5, y ademiz si d‘Cg‘!.g)SzSCc) entonces d,,(u&.v.rg)sa.

donde u, =RC g, aléd).

Nuevamente observamos que si &C2)——0 C(i.e. g‘—»g) entonces
U, U, Ast que, 1a cuestién de hallar soluciones aproximadas al
problema  Au=g Cdonde g sélo se conoce por  aproximacién a
gsb . es equivalente a:

13 La construccidn de un operador de regularizacidn R=RC-,-),
11 La determinacién del parimetro o=als) ¢ pariAmetro de

regularizaciénd apartir del error 6.

Cab= notar qus en ningdn momento sSe ha supussio la unteldad en el
operader de regularizacidn., Asil que, diferentes operadores pueden

definir diferentes sucesiones de soluclicnes regularizadaszs,

La idea de Tikhonov parz la construccién de taies operadores
de regularizacién tiene caradcter variacional, y conciste en
hallar un minimo de un cilerta funcicnal Nlul definido en UcU,
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Cdonde U, es un subconjunto denso de W.

En lo que zigue serd otil la siguitente definicidn.

PEFINICION a.
Sea X U.EU-—«——»I}Z* un funclonal continue y no negativo en USU, que
satisface:

1) doml{O=UcU y U, es densoc en U, ugel, CAug=gd.

110 ¥ r>0 el conjunto Fr- ueU,:n[uJSr} es compacto en U,.

Entonces O{ul se denominari funcional de regularizacidn.

Lo que ahora nos proponemos es checar que en efecto Qlul alcanza

SuU minime en subconjuntos de U,.

Sea &0, definimos FU..é =Un Q‘. Q‘- uel): d_CAu.96356}

y por el momento solo nos interesaremos en (1 definido en FU 5
s

AFIRMACION 1:

Si Mu) ez un funcional de regularizacion y f:F, —-—bR‘.

U.é

entonces N alcanza su {nfimo en F
u.s
PRUEBA. Coms 0=<Q{ul, ueFU s Y 1 ex continua, entonces existe al
e
menos una Sucesidn minimizante {u,,} en FU & Sin perder
s

generalidad podemos suponer que O[ul20lu,lx. .. 200u,} V nealN
entoness tendremos que:

”"Equ.J que es compacto en U, por lo que existe {unh} .

subsucesisdn de {un} . convergente.



»
Zea u= Limu , como F es compacto en U,, u*eU,.
n filu
0 K
Lo}
L] £
ora blen LCAU = CAu , Au +d,CAu_ , =
Ahora ACAL g, 05 dCAU AU D+dCAU g IS K L oo
(.3 .3 n ~

por lo que:
> = » =
d,CAu .ga)_é . ®s decir, U e Qa nyv FU,.G' i.e. N1 esta defintdo

”
en u .

»*
Ahora bien, veremas que ONMul alcanza su infimo en u |

»* L]
En efecto: como u = Lim u y fifu) es continua en u entonces
n, —o k

(3

Lim Otu l=ntu™lainf Oful sobre F
—— "

n U.s
R

por lo que Qlu) aleanza su Infimo en FU ]

-

Supohgamos que para todo & y g, el minimo de {1 sobre FU s ©s%
.
alcanzado an un sélo elementon. Tal =3 el caso de los funciocnales

cuadriticos,

Ahera blen . si definimos un operader a traves de ), 1.e.
»

u =RCga.6>. checaremos que el ocperador asi definido resulta
ser un operader de regularizacién., En efecto, como:

u"= Lim QY Nlu) es continua en u™ entonces
n -~ R
R

Lim Oy d=0lu™l=tns Ofu) sebre Fy,

n,—no a3

W&

por lo que filu) alcanza sy infimo en FU o5
1

Probemos ahora la propiedad () para operadorez de regularizacisn

Hagamos la stguiente observacidn. Debido » que u” minimiza a



A u) en FU s Y puesto que u.€ FU (AU,=g) es claro que:
N

W&

»
n[u*lsn[ugl por lo que: ue{u:n[u]smu,]} = Fee &1 cual es

compacto en U.
Sea {g,,}ev tal que o<g,g9,.0%8, donde {6"} ——+0.

Para cada &, se define F =Qnu
U, &

En vista de lo qQue se probéd en la afirmacion i , para cada

FU 5 existe un elemento u: el cual minimiza al funcional Nlul en

1482y L]

FU 5. Azt que, a cada sucesidén {6,.} s le puede poner en
1+ 6n

correspondencia una sucesidon {u:}e Fer Crecuérdese que
.

»
u:eFUnéﬂy ud,. minimiza a 0 en F‘U 6,,) el cual es compacto en U,

Por lo que extste una subzucesidn convergsnte {u: }. rea
n
a3

~ o »
u=iim u, .+ coma cada u, eF

U,
n—to "n

ze  tendri que Vu:
" n

n

d,CAu: o9, 328, . tomando el limite conforme n ey
o n .
. «

utilizando el hechoe de que A es continuo resultaré:
d,,(AG.g)-O , l.e. AG-g. la unicidad de 1la

sSoluclien qua se supuso implica gue G=u=. por lo que:

lim u* = U
Sn .
n——s N

24



Esto mismo sucederi para ctialquier Sucesidén convergente de {u‘s }

Se sigue que, para cada sucesidn {6,,} de reales positivos que

converja a 0O, la correspondiente sucesidn {ua} converge (en

U,d hacia u..
De esta manera resultard que RC-,-) es un operador de

regularizacidn, &n und vecindad de g, para la ecuactién Ausg,
donde g s4le e conoce por aproximacicn, 9,

Az{ que, con este nueve enfoque, el problema de hallar una
solucidén para la ecuacidn:

Au=g
donde g S6lo se conoce por apraximacidén, Gy consiste en

minimt zar &l funcional NLz) sobre el conjunto F Q2 n U

e

donde Q5= uel,: d C Au, gdbstﬁ}.

ASi que, una vez conoccido & y gy ©S de fundamental importancia
conocer explicitamente a Qd‘ Es importante observar ques, con ézte
enfoque, se presentan serias dificultades: (para poder ser

llevado a una computadorad.

a) Definir con preclsidn al conjunto Q‘,' estlo se deberé
hacer para cada &0. Si la razédn de convergencia de las
soluciones no ez suficlentemente rapida, la cantidad de estas que

deberAn tomarse puede implicar gran trabajo.



B) al problema en st de minimizar Qlul en F
Ua

Ez por lo anterior que serfa de gran ayuda =saber que podemos
hallar soluciones regularizadas =in el heche da& caconocer

explicitamente a Qa'

Sea M°={ueu.: Qlul=0, infimo de O sobre U,]

-~

Supongames, per simplicidad, gque el conjunto de elementes u de
U, tales que 0Olu)=N, consta de un sdélo elementsn, u,.

fado un &>0, puede suceder que el infimo de 0 sobre U, no =sea

aleanzado en F .
U.s

NMomentaneamente supohgamos que  inf (ul= inf OLul=Q,.
F '
u,,s

Sea u;, tal que NOlul=f,, tomamos a u, como =molucidén al problema

varifacional de minimizar a filul] =obre F . Lo que nos proponemos
U, &

checar es que u, es ectable bajo pequelos cambios en 9,

Para cualquier £50, uge D;" uell: Dl 2] L0 +e } El operador A ez
continuo ¥ uno-a-uno, por 1o que Aexiste y es continuo,

Recuérdese que D: es compacto.

En el caso an que U, & F s demastrarenos que, PAra una clase
U.s

de operadores, el problema de minimtzar o O{ul en F (-3
U,.a

=la]



equivalente a encontrar un minimo de fi{ul sabre U, con tal que la
=olucidn satisfaga:
2.2y dCAu,.gsJ us.

fara lo cual sera necesario la siguiente definicion,

DEFINICION 4.

Diremos que el funcional de regularizacion 2 (.1,—-—0(!2+ es
cuasy ~monstons, i para cada elemento u,sl, que no esta en M,
cada vecindad de &1 {neluye un elemento uel; tal que

nlui<cniu,l.

LEMA 3.
El infims de un funcional cuas!-mondlone en F para el cual
U,s
F N M, =p es alcanzado en un u, para el cual d.(Aud.g'sJﬂ&.
U,a
PRUEBA.
Supongamos que inf Olu) es alcanzado &n un U_ para &l cual
uear e
U6
dCAua.gs)-rxé. uagﬂ. ya que F ﬂM.-d; Puesto que A es

U.s

continuo, entonces existe una vecindad VCué) tal gue para tedo

u en dicha veeindad dCAu.AuGD< 6;{} . Ahora bien,
5~13 _ 543
dCAu.gcbsd(Au.Aud)-*dCAua.gaJ( ——é—" Fii = < &. por lo
que para todo ueVCua) dCAu.gaJ<6. 1.e, VCUd)CQa‘ Como es
cuasi-monsdtono, entonces en la vecindad VCUGD existe un u, tal
que n[u,Kn[u‘l. Esto no puede ser ya que O alcanza su ({nfimo en

u,. Por lo tanto d[Aua.gé)Béu
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Podemos uzar este dltime resultado para resolver a1 problema de

minimizar el functonal Qfu), no en F . =ino en U bajo la
U.s

condicidn de que el elempento u, que buscamos satisfaga 1la

ecuacidn C2.2).

Ezte es un problema con axtreme condicionado. La téenica clasica

para resolver esta clase de problemas es mediante el uso de

multiplicadoeres de Lagrange, es decir, habriA que minimtzar =1

funeional €2.3> en U.

2. M¥lu,g, 1= d:(Au.geb + antul

donde el parimetro numdrice a esta determinado de la condicidén:
d‘,CAuu.gab-é » donde ua es un elemento donde el

runcional M“ru.gal alcanza su maxima cota {nferior.

S el metodo de lLagrange puede ser llavado a cabo, &g deeir, =i
existe a tal que deAua.gd)-é. entonces el problema variaclonal
original es equivalente al problema de minimizar =1 funcional:
M“[u.gsl. esto es:

St asals) es tal que du(Auu.g‘D=6. entonces la solucidn u, del
problema original tambien minimiza el funcional N“[u.aai.
inversamente, si u_ es tal que minimiza el funcional M“[u.gal '
zatisface la condicidén d,,CAum.ge)-é. entonces minimiza al

fun2ional 0Ofu) sobre F
U, s

Ahora lo que resta es establecer condiciones bajo las cuales el
método de los multiplicadores de Lagrange ez aplicable. Antes de
establecer tales condiciones, vale la pena hacer notar gque los
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funcionales N“[u.gg] pueden sar definides formalmente =in
relacionarlos con el problema vartacional de hallar aesxtremes

condicionados del funcional O{ul,

Si suponemos que U ex un espacio métrico y Q[ul es un funcional
de regulari{zacién definido en UelU., entonees tendremss el

siguiente teorema.

TEOREMA, Sea A un operader continuo, A:U——>V, para cada gdev y
Y a0, aexiste uueU. para el cual;

N“(u.gdl=d:CAu~gaJ + aflul alcanza su maAxima cota inferior.
Prueba.
Comy A y 01 son continuos y M“[u.gdlzo entonces existe una
sucesidn minimizante {u} para M™ sobre U,. Definamos:

M“[u,,.ga]-ld‘:. sin pérdida de generalidad podemos supoher
que: MTZM‘:EMT: . ZM? para todo n, por lo que

ofil U, SN RAC AU, g I +onlu, ISHTRQ L L.e. at u,_]s-%—
entoncez {u e (uw:0lulsQra} que e=s compacto en U. Por lo que

existe una subsucesidn convergente {un‘) de {u,}, Sea uu=11m u
n,

Coma A y €1 son continuos en U se tiene

1im M =1y
n,
n

nm d‘(Aun‘.ga)m 1im Of un‘l=CAuu.g6J+cO[ua)-M“[uu.ga]n
. .

o

81 el operader A es lineal, U es un espacio de Hilbert y 0fu) un

funcional cuadratico, entonces u, es unico.

En Cf{1 )} p-8%3) e demuestra que: Si definimos uu-R.(gd.aD.
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entonces R,ﬂR.Cga.aD resultara ser un coperador de regularizactdén

para la ecuacion (2.1).

Comn se vid en el capitulo anterior, existe una gran cantidad de
problemas cuya formulacidn matematica corresponde a los 1lamados
problemas mal planteados= o mal condicionados.

En este trabajo, la clase dee problemas que nos {nteresan son
aquellos cuya formulacion corresponde a una ecuacidn de Fredholm

del tipo:

.
2.4 ACuCs3d= IKCx.s)u(s)dsn oo esxsd
.

Kix,qdel Cla, bIxte,d]), A:He———mH, Hel la,2) H=llc,d}

Lo que ahora nos propenemes, es enmarcar el problems dentro de 1a
teoria de Tikhonov, para lo cual necesitamos hacer algunas

abservaciones.

Coma funcional de regularizacidn tomamos a:
Qatu.gaiﬂﬂAu—gdl“raﬂtu) y Olul esta definida por:
.

n
c2.5) otul= J' YPgss juesd s
.

Teo
donde loz P,(s) son funclones continuas y no negativas en [a,bl y

vl a. b}, 1.e, : Cla, bl————R".

Debide a los teoremas de inmersicdn de Sobslev (ver {131 wol, 8§

p~339-342), dado r>0, el conjunto nrn(uesc“ta.b): AMul<r} es
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compacto en C™'la,bl y por lo tanto en Hi=L.[a.b), puestoc que la

inyeceidtn Ca,b) \———H, es continua.

Para hallar el punto ceritico de un funcional cuadritico del
tipo: Flul=jAu-gf*+ajul® es suficiente con resolver la ecuacisdn
2 a

de Euler asociada: CA’A+afl’JU,=A'g (AT transpuesta de A3.
Ahora tranformaremos ecta ecuacidn para el funciopal luld.

Sean FCw=0lul, FCLI=FCu.+twd) donde wetila,bl y u, es tal que
N {u,1=0 en el sentido ¢débil) de Gateaux.

n
De la expresién 0lul= JLZP,CSDIU‘“CSD[‘%L se puede ver gue es
Q.o

"
un producto interno, defintde  por: Cu, vy = IbzP,u‘“v'"ds
Qo

[ )

entonces Nlu) SCU.UD"=I ZPJCs)ju“’cS) |‘ds. por lo que:
)0

FOLI =FC U, +Lw) =0 UgHLws Ugtbwd =0 Ug ) Ugd j+ELL Ug s W)+ L5 W, W),
. n
por lo que ?‘CL=O)=aCuq.w)"=BI EP,U"'w“'ds. integrandoc por
.D-O
partes j-veces la expresién anterlor y tomando en cuenta gque

v .
3
weCila, bl resultard que j P,Cs)u“’w‘"ds=I -1’ :—‘E,CP‘U"')MS
- .

» . n
d’
SR LS - ’ AL <
por le gue L P lsdut’wiidse L ZC 1> a-s-,CP,u')wd,.=o
ey 1o

)
para toda weCila,d], entonces ZC—n’ g:,CP,u"')=O Yy por 1lo

se0

tanto:
- )
' tul=Llul= 2(-1)' g—s-,CP,u"’). De donde se puede ver que

la nueva ecuacién de Euler toma la forma CAA+alduy,=A’g.
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Sean u.v € Ci™'la.b), constderemos:

.-
1
lu,vd =I 2(—1)‘ g;,(P,u“’)vds integranda por partes  2n-4
1=0

veces y utilizandoe el hecho de que u y v =satisfacen las

condiciones naturales de frontera, l.e. u,veCi™'(a.d) resultara:
. n
d’ e
CLu.v)ﬂI 2(—13‘ SoCPVIIudesCu, L), es declr L es
10

autsadiunteo. D¢ lo anterlior se ve que L tiene un inverse CkerCld
es trivial) el cual viene dado por la funcidn de Green asociado
al funcional L.

L"ngJ*J'GCx.L)g(L)dt. por lo que:

A"Autolu=A’g se transforma en  LYATAu+ous=L-A’g
que e= una ecuaclén de Fredholm de 2a., clase y que por ia
alternativa de Fredholm, en cazo de tenar sclucién, esta ez dnica

y depende contlnuamente de £=L"A’g.

Ahera bien, St tomamos n[ul-Jquu“P.u" ., resultars que una
a

condicidén para que el funcional Rlu,al alcance su minimo en ug,

es que:
ca.8y Jb(-c.{g—x[ P.Cx):—%} -Pocwucwpricx.s:ucs:ds-bcx))ucwdx +
a a

b
a0
a

(2.0.1) + aPx0u’ OO v

En este cazo, ulxd es cualquier variacidn de la funcion ulxd, de
tal forma que ulxd ¥y ulxd+uvlx) esten dentro de la clase de las

funciones admisibles, y ademis:
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ECx.s)=fKC:,s)KCZ.>Od{ y bx= JdK((.ngctJdr_’.
<

[

A=t que, si conocemo= los valeres en los extremos de la
solucien ,uls), a la ecuacien (2.4 , podemos tomar come
funciones admisibles , al! minimizar el funcional (2.3}, solo
aquellas que coincidan con uCs) en log extremos. Las vartaciones
v(s> se deben de anular en los extremos y la condicion (2.6.1)
sera satisfecha,

En este caso recien expuesto, el problema de hallar una
solucidén regularizada uaCs) se reduce a hallar una sSoluclén a la
ecuacion itntegrodiferancial:

2.7y ka‘Cx.s)qust + c(gg[ P.Cx)g;] “Po3OUC30 YB39
a

En el caso en que no se conozean los valores en los exiremos de

la solucién al problema (2.4.), La condicion (2.7) suglere

tomar la condicion de frontera: u*Cad=u’'Cbl=0.

EJEMPLO 1.
Tomemos A: C[ 0, n] ——<C[ O n1] definido por:

ACuCsdd= rl:c:-:.s)ucg)ds = glx), donde el ntcleo esta dado por:
(<]

« -
ch‘s>=_r2f'z e Mzentmd sentnsd, =sta formulacién corresponde al

net
problema de hallar una distribucisn uls) para =0, coneciends su

distribueidn glsxd al tiempo t=1, de esta forma. considerando que:
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] s k=n

rsenc ngdsentk¥Idy =
o 8 kr0

o

{n/z’ =1 k=n

Entonces resultari que:

- =
Rex,s2= rs«x.z)xcs.z:dzs _§_ Ee'a‘sencw senCns).
0

e

Tomemos por ejemplo glxds 2 fAsentnx)  entonces:

) 2 m
b= r( %Ee_"senCnstenCnxJ)(Zﬂ,:en(ns))ds. de donde se
o

net et

deduce que:

m z

BCsO = zﬂ,‘e- senCnxd.

ney

Si tomamos el funcional n[u]nru'+u“‘. la solucidn regularizada
o
Y. esta dada por la solucldn a la ecuacidn integrodiferencial:

2 Q -a2n® _n
J}.(——— ze sen{nxdsenlnedjulsdds + alCu~-u’'d= 2 fine  sentnxd.
o

et LEX]

En este caso se toman por conocidox, los valores en los extremos
de la solucion desesada,

EJEMPLO 2.
Consideremos la cuestion de resoclver el problema de la extansion

armdnica del dicco de radic pdl, 2l disco de radio 1,
Adem3z se tiene gC8) definida sobre a0, (i=disco. Asl, buscamos

una ucs) tal que:

114 o
gltd= I [ 2—:——0-% Epn(cQSCnt.DcoscnsD +zentntlsentingsd)] uCsdds
-n

near
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© blen. g=Au

Como sSe vid anteriormente, una aproximaciédn a tal problema,

tomando mu]ﬂru‘. esti dado por la solucitn al siguiente modelo:
a

AAu + au = Ag
. n _ i
donde AAu = KCt,=dulsdds . KCt.sd= jKCL.()K(s.(}d!.
-n -
En nuestro problema;
= Ty 1 % » 1 1 R n
RCt,sdm= I_f'_zi +£Y 6" costnCL-g33] [ ~5x +—) " costz-s] que.
ne ATy
T LA
I cen (nddl= Icos ngl=m
debido a que: -n -

n
Icos(nt)sen(n:)dt =0 ¥ nm
-

1 1 @ 2n
resultara que:; Klt,=d= —2—'!-4’—"—2;: costnCt-sd).

et

Por 1o gque la ecuacidn A Au+tausA g eg equivalente A la sigulente
formulacion:

bt o
1 1 2n
I_E,_ﬁ +.n_z P cosCt-sdlusdds + a uCtd=
a

oy 1 n
I__,[-,-_é'? *TE p cosCt-sd>] glsdds.
net

En el estudio de problemas particulares, ez dificil hallar
explicitamente a oa=als) Cparametro de regularizaecion 3 para el
cual RHR“Cu.ga) sea un funeional de regularizacién, La elecetidn
del wvalor admisible del parametro o=olé) depende escenclalmente
de la informacidn disponible en &l dato infctlal, g,
Existe una gran cantidad de principlos para la eleceldn de

a=zalsd, entre los cuales =2 menclonan: principio de la
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discrepancia, cuasi-optimalidad, seudo-optimalidad etc. Fara una
descripcien detallada de algunos de éstos, y aun de otros. ver
€L 0.

A continuacién describimos el principle que usamog  al
caleular nuestras soluclones regularizadas.

Sea o, 0z O,.... 0O, secciédn de una sucesidn mondtona p.ef.

a=a,q” k=1,2,...,n q0.

Para cada valer de o se minimiza el funcional M“'[u.g‘l. una vea

hallada la solucién u_ . caleculames 1a disecrepancia d,CAu“.qab.
N .

¥ elegimos aquel u tal que dLAuU_  ,Q)=6,
uhﬂ o

ko
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CAPITULO 3

§ 1. En este capitulo tratames de dar otrosz enfeoquez al
problema de resolver la ecuacién:
€3.1.0) Aumg, A: H——H, definide por

.
ACuCsdd =J‘k€x.s)u(s)ds=g(>¢ . esxsd donde
.

HeLla,bl, Healle.dl y kCse,sdelCla,bixle,d1d

Se vit en el capitulo anterior que C(para una eleccldédn apropiada
de o 3 una soluclidén aproximada al problema Au=gé [ d(g.gdvsé 3
resultaba ser la solucidn a la ecuacidn de Euler asoctada
A'Itu-hmunA'gd Ctomande NLul=fufdD. Esta ptuede ser llevada a una
ecuacidn de la forma:

€3.1.1>  usAfusr tomando:  A=—i— ; R=-a'A; £=aA"g,

La ecuacidn €3.1.1) puede tamblén eccribirse en la forma:
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31.2) CI-ADdu=r
la alternativa de Fredholm Cver Fomin [10] p-515) afirma que,
dado A, o bien la ecuacidn €3.1.2) tiene una unica soluclén,

para todo £, o bien, XA es un valor proplo de A

En el primer caso el operador I-MA: H——H, es  una
biyecetdn, y por lo tanto estid garantizada la existencia del
operador CI—sz—x.que 2s acotado (continuo en espacios métricosd,

siempre Yy cuando |X|<f_— .en éste ecase el operador -2k~
1Al

puede ser considerado como la suma de la serile de potenclas:;
S SO VLTS SSV TET CRINSLy (R

cuya convergencia esta garantizada por la condiciédn |x|<+ .
13
Asi que la solucidén de la ecuacisdn €3.1.1) puede ser representado

por: UsLAAAL#XIREL 4, AA"ANL+ L .

En (10l se prusba que <I-AAY" ze puede representar, Cpara

pequelios valores de A), en forma I+K donde K es un operador
tntegral con ntcleo de cuadrado integrable dependiendo de A,

§ 2 INVERSA GENERALIZADA

Una vez planteadoe nuestro problema:

€3.2.1> Ku=g

nos interesa saber dentro de que categoria caes ¥ que metodologia
deberi usarse para hallar su soluclén., El preoblema (3.2.1) 1o
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podemos ublcar dentro de aquallos en los cuales se nece=ita
hallar un operador K', que sea el inverso de K , y que para
hallar la seclucien U, baste aplicar K' a g, {.&, u=aK'g.

Decir que el problema CK,X,Y; K:X——Y> es bien planteado,
es 1o mizmo decir que K existe y es continuo. En este apartado
se tntroduciri uyn concepto mis general de soluciédn al problema
€3.2.1), donde el operador K lo consideramas come Una aplicacién
entre espacios de Hilbert, L.e.

Ki XY, X,Y espacios de Hilbert.
En lugar de considerar aguel elemento u, que satisface Ku=g,
consideraremos aquellos elementos v que satisfagan

|ku-gjsfKu-g| vV ueX
y dentro de estos escogeremos aquel que tenga la norma de menor
magnitud, A este elemente lo denctaremos ut y le llamaremos

solucidn de minimos cuadrados del problema €3.2.1).

Por ahora supongamos que K:X——Y es acotado. Ahora bien, el
conjunto:

{le-g|: xeX,. geY donde g es ﬂ.Jo} es acotado per
abajo por O. entonces existe su infimo.
En {8) se demuestra que tal elemento existe y es tGnico. A ezte
elemento u+ lo podemos pensar como la imagen de g bajo un clerto
oper ador:

u+=K*g

A este opperador oe le conoce en la literatura como la inversa
generalizada del operador K:X——Y. Ademis este operador csera
acotade Ccontinuo en espacios métricos) si y sé6le sl RCKY es
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cerrado. Y como Solo estamos interesados en operadores compactos
K, R(X) seri cerrado st R(KD es de dimensidn finita. En el
lenguaje de los operaderes de Fredholm de 1* clase, ex lo mismo

decir que el nucleo del operader K sea degenerado, {.e.

KCx,83= Z 5: 6050 $.C2)

el me

§ 3. TEOREMA DE PICARD
Una terminologla especial es ya Lradicional en el estudio de
ecuaciones de Fredholm de 1* clase. Ahora, introducimos estes
términos en el marco de la teoria espectral mencionada
anteriformente.
Supongamat que K:H————3H, e un operador lineal y
compacto. Puesto que CAB).-B'A. entonces el operador :
K"K:H.—-—’H. e2 compacto y autcadjunte, para
eada valor propio f3 de X"k se cumple lo siguliente:
sL X[t o+ AC/30 =K Ko, XD 5C K, Ko = [Kx | S0
entonces los valores proploz de K”K serdn AEAPAR:. .. dexignemna
POr Vi, Vi, Vau... los vectores propios correspondientes, i.e.
K"Kv,=*Av, ¥ neN. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que Son ortonormales (de otra forma podemos aplicar el
proceso de ortogonalizacion de Graham-Scehmidt).

b 1
Sea = g UKV = v Kv,

Puesto que C|.1,,.u,,,:»H oC 42 KV, i Ky, O = Ao Cv,,.v,,,)H
« v v

™

entonces {u,,} es ortogonal si y =dlo si {v,,} es orteogonal., La

40



sSucesion {u,,.v,‘.p,,} es llamado sistema singular para K.

El sigulente teorema nos da una reprecentacion para el operador
KK en términos de sus vectores y valores proplos. Para su
demostracidn ver C[10] p-260),

TEOREMA CESPECTRAL), Sea T:H-——H operador lineal compacto y
autoadjunto. H espacio de Hilbert. Ssan A,. X; A, ... Sucesién
de  sug valares prepios ¥y W, War Was. o le vectores

propios Cortonermales) correspandientes
Entonces para todo xeH TX"‘Z AL WO W,
"

Utilizaremos el teorema anterior para probar déste par de
lemas quer nos seriAn de utilidad. Sea {u.,V.;u.} sistema singular

para ¥:H——H,..

lema A. {u.} es un sistema completo en RC—K)-NCK'DJ'.
prueba.  Obs. K es inyective en RCKD,
Como KK:H——H, ez lineal, compacto ¥y autoadjunto por el
tearema espectral
KXo PR 50 VD Vo 0 V) AoV m Y30 KU DK =K JOKSE, 1D U
" " ~ n

pero AuU,=Kv,, entonces ZCX.K’u,,)u,‘é?CK) asi que

"

Kxﬁchx.u,,Ju,, de donde se sigue el resultado m

n

[ 4
lema B. {v.} &5 un sistema completo en RCK J=NCKDY .
prueba Obs. K es inyective en RCKD.
Come {u,} es un sistema completo en RCKD.
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KCK™O =§:c KK'x, u,> un-}:c K™, KU, u,Ec K'sts AnVid u,=2€ K™%0 Vi) Aelin=

n n

K¢ 2( K*, v,3v,, pero como E( K¢, v I v eRCKD €K u =A V).
n n

Entonces K'x'ﬂzCK’x.v,.Jv,, de dende e sigue el resuyltadeo =

Ahora nos proponemos relacionar esta  terminologia con  la
solubilidad de la ecuacion de Fredholm: Ku=g.

El siguiente resultade se conoce como el teorema de Pleard, y

para probarlo necesfitaremos del siguiente lema.

Lema. Sea K: H~—>sH, un operador lineal y compacito enire espacios
de Hilbert H,, H, St u* existe, dado el problema Ku=g, entonces

Kut=Pg, ¢ P es 1a proyeccidén ortogonal de i'ii,“irr:c—K)"a.:(mCKD'L sobre
ImCKy. )
prueba. Debido al teorema de la proyeccidn ortogonal, para toda
ueH, sucederi que:

fg-Kuj*=}Pg+h-Ku]* donde PgelnmCky y helml K)'L.
pero  Jg-Kul*=fPg-Ku+h[*=[Pg-Ku*+[h[=[h}|* ahora blen, si u es
solueidn de minimos cuadrados:

IKu+-gIS|Ku-g[ V ueH, pero entonces sucederi que
lKu+-g|=|h| y entonces nPg-Ku’|=0. es dectr Ku'=pg.

TEOREMA., CPICARD) Sea  KiH——H; un operador lineal compacto,
con sistema singular {u,..v,..y,,}. Una condielédn necesaria y
suficiente para que la ecuaciédn Ku=g tenga una solucidn

generalizada u+ ez que, geR(K) y ademis:

[+ ]
P [-Ia p

prueba,
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Par el tecrema de la proyeccidn ortegonal, dade geH,, se tiene
1
g=Pg+h donde Pge ImCE> y he ImK) , y como {u) es una base de

de ImM(KY =e tiene que:

o m
Pg=2CPg.u,)u. = 2 Cg.udu,.
, .

rey ‘-

@
« Supongamos gque Eyﬂ(g.u.)F{m . definpamos u,= ip,(g.u,,)v,,

o o
es evidente que u.eH, ( Za,,u,, cohverge sil Ea.,‘ <w )

= net

o w @
Ahora bien, Ku,= Eu,‘(g.u,)i(v,.- ECg.u,,)u,, :‘—‘— u,= 2(g.u,,)u,=Pg

ey net Al

de donde se deduce gque PgeimCKdy debido al lema anterior Kusg

tiene solucidn generalizads,
2) Supongamos que u’ existe. Debido al lema anterior Ku+=Pg. Come

L @ «
{v.} e&s base de NCK) , se tiene que u'= Ea.,v,, (Eq“ < @),

e rat

=3 [--J- ]
ahora bhien, Ku’-—: Ea,,xv,,u Z‘Tu,,. pera Pg= ZCg.u,Ju..

et net

de donde resulta que a.=Cg,uop, n=1,2,3,...

=] o
es decir u'= 2 Hl G UdV, ¥ POr lo tanto vafcaiud | g

nay et

Lo que el teorama de Picard nos muesira es que, para que Se tenga
una solucién generalizada 21 problema Kumg es necesario que los
coeficientes de Fourier (g,u,) asoclados a g tiendan a O lo

suficlientemente raplide para que:

|(g.u,,) 1
————ee —— O,
neE

"
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EJEMPLO 1.
Censtderemos el problems sigutente:

-t
Ku=g, Kue= Jﬂé ge n’sen(nx)sen(ns))u(s)ds
0" a3

Este corresponde a la ecuacidén de c¢alor hactla atris en el tiempo.

Medtante el calculo directo se ve que )s“:e_n‘/‘ y ademis se tiene
- - = n"!

que: U, =V, r"i_"‘ senlnxXy, .= &

Notemos que el kernel del operador K es simétrico y por lo tanto

wl operador es autecadjunto. Asi que, debido al teorema de Picard.

el problema de la ecuacidn de caler hacia atrds en el tiempo

tendrA solucidn, dado g, si y sdlo si:

z
ie" [<g.v2/nsencnsd |* < o

EJEMPLO 2.
En el problema de la extensidén arménica de un circulo de radio
r a un circulo de radio i,tenemos el operador K definido por:

T oL1-rt) uCgd dgp

f
@ KCueEdd= - I _TCIFZr eoaCag T

o [ "ol et Srrcoscnca-g333ds = gced
I_"(g L Yrreo & geey.

Este operador es simétrico ¥y por lo tanto auteadjunto. Al
aplicar el cliAsico método de separacién de variables para deductr
la ecuyacidn €2), se pudo ver claramente que los valores propios
asoclados al operador son: r” y las funciones proplas asociadas
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fueron:

u,- correspondiente a r9%1
¥2r)
U= MB— correspondiente a r"sk,, nxi
v
Ugn® M correspandiente a r"=x.,, n>1
Y n

Entonces K tendri la sigutente descompozicién espechral:

o
KCEO=CL 4 /CY 20 Dy E[ FOCE Uad Ut C T Upnad U]

et
Un sistema singular para el operader esta dado por los valores
Proplos:

B, =T, e, pe=iord, pgsisrd psisr?, pstsrt, etel y

por lz sucesién de vectores proplos asoclados:

UV 2250600 UV ~SEDERD oy o
cmy e preo
Ug=V,= L.
cam

Asl que, una condicidn necesaria y suficiciente para que el

problema (2) tenga una solucidn generallzada u+. s gque:

C.m
Zr,, [€g,Cn?Dcostndd) | 1w y

net

con
ir,.. 1C(g.Cn* D sentngdd Yo

net
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METODO GENERAL DE REGULARIZACION.

En este apartade nos proponemos exponer un método general para
construir operadores de regularizacién, lox cuales proporcionan
aproximaciones estables a la solucidén de minimos cuadradoes.

Sag vera que ©l opesrador de regularizacidn C(KX+aId™ es un
caso muy particular del método, y se dard una expresion en forma
de serie para calcular:

u“=CK'K+cnI)"K'g

donde K:Hy=e——H,, Kuxg (H,, H, espacios de Hilbertl.

Comencemos por definir E=K'K. donde K es el operador adjuntoc de
K (1.0, K:iHy—H, y CKx,yd=(x,K'yd ¥ xeH, yeH). Una
condicién necesaria para que u* fuese solucién de minimos
cuadrados del problema Ku=g es que K'gnK'Ku*. (vor Fomin (103)

. asi que, si F  tuviese inverso unz"K’g . aan ast,
esperamos aproximar a u* mediante EO‘CEJK'g ¢ o0 2, donde

Ru( 2 es continua.

La expresidn RGC?() debo entenderse en sl sigulente sentido.
El tecrema espectral (ver Fomin {101) afirma que si A:He———H,
CH,, H, ospacios de Hilbertd> es un operador lineal, compacto y
autoadjunte con valores propios Avs Aas Ayu... Cordenados de
acuerdo a la dimensidn del subespacio que generan) y con
vectores propios respeclives w, w, W, ... entonces para todo
xeH,:

Ax= z AnC3t Wad W,
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CEn el lenguaje del operader integral de Fredholm de 1* clase ,
la alternativa de Fredholm afirmd que A no tlene espectro
continuoel. Ahora bien, si £ es una funcion real y continua
definida en oCA) Cradio espectral) se define:

FCACD = E(’C).,.)Cx.w,‘)w,,

rezulta que =1 operador asi definido es autoadjunte y compacto

ver (Groetsch( 1),

Asi pues, aproximaremos u'= Eu(f’:)b:'g.

lema 1. Sea P polinomic, entonces PCKKIK™=K'PCKK™.
prueba.
Se sigue inmediatamente del hecho de que CKKD'=KK, en efecto,

sea PCLO= Ea,,l" asi que PLNFIoK = ZG“CK'K)"-K' . pero:

" et

CKKITK=CKKI aCK Ko, .. KWK oK =K aCKK D 0. .. oCKKD=K'CKKD"

AstL pues, za.,CK’K)"-K' = za“x'.cxm" = K'oEa,,CKK')"
4 e

et
por 1o gque: PCXK) oK =KPCKKD.

Debido al teorema de aproximacion de Welerstrap (ver Bartle {2 1)
para funciones continuas fCL), resulta que FOKK) oK™=K el CKKD ,
1.2

Ea(K’KJ K" om K -RmCKK')n

Supongamnos que la funcién Ea( L2 es tal que F:a(t.)—ﬂ./c st a——0
¥y ademis It EO‘CL)| es uniformemente acotado.
Sea C* tal que [t RCWLI[SC*, ¥ te[O, JK[*]. o0O.

Supongamcs que tenemos a nuestra disposicien dg tal que ng—gé)Sé.
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det'tnamos u:=EaCK’K)K'ga come  aproximacidén  a u+. Lo que
deseamos hallar es una eleccidn apropiada para a=als) de tal
forma que las aproximaciones obtenidas u: sean regulares, L.e,
. + +

iim Ra(K’K)Kga — K geu .

o—s 0
Sex rCod=max { IRact)i : L[ OLJKE®T }. Obs. OKrCcd<o ya que
Rgct) es continua y [0, JK[*] es compacto.
Comn Eact.)—al/t. i oa—0, entonces riad——o =i a0,

Bajo la= anteriores suposiclones se tienen los siguientes lemas,

. 8 = =R cBiK'g, u’=R RoK'g . Jg-g_]<s.
lema 2 upongamos que u RHCKJKg u RuCK)K s le g‘| 5
5
C* es tal que |LRGCLJ|$C‘. te[ 0, K|l . entonces lKCua‘ua)HS&C'.
prueba.
~ .~ -
Ya que KCu -u 2=KR (K)K'Cg-g . ) tendremos:
o o o E-1

IKCu -0 4= (Keu -u®d,Keu -u®3)=(KKcu ~u’y,Cu_-u®y)=
o o o [=1 o o o o o o

~ S By el - _ .8
(KRu(K)K Cg g‘s) .Cuu ua)) (KRNCK)CQ gab.l‘((u"l u“)).
Utslizando la desigualdad de Schwartz para producto interne:

freu -u®> fschkcu ~u®yf, t.e. Ky _-u®> j$6Ct
o Vo oo o Yo

lema 3. Supongamos que rled=mix {R CLd: te[O, fKi*1}. 6 y C son
=
como en el lemn 2 entonces |u“—u: fs 6 € (rCed) .
E-4 o - .
prusha. Camo uu—ua=K’R’uC)\)Cg g, tendremos:
S = - K - = -u? % -
Ju ~uS ) = cu -u KR (RdCgg,>) = CKCu ~ul3.R CRICg-g,3>

s JkCu ~uldf rced 6, y utilizands el lema 2.

e
Ju_-u® et Cad =8%hCeo. t.a.  u_-u®|E6C Creadd m
o o oV
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lema 4. Supongamoz Jgue (Ra}u>o es una familita de funciones
continuas dafinidas en (o.pcﬂ‘] tales que:

ay Rucw et 1L cONLOrme feme—sQ,

by ](.RD'C(J] ez uniformemente acotado.
entonces E“CQJK'Q ————r K+g conforme ao——Q. Para todo geDcK+J.
prueba.
Como RuCE)K'g=K'R’°‘Cl—Og. RacfiJK’g&ImCK’J. St {U. Vet es un
sistema singular para K. {v.} 235 base para IsCK'D por lo que:

K'gﬂz €K' Vad Ve DPEFO Qv,,=p;,‘v,., entonces
Rexrgd =2 HECK g, Vi v, ast gue para cada R_ tendremos
R CHICK9d =2 R CpABICK G Vi) v,,=2 R CHiDCG, KV v,=
" n
=Ep,, ;.:,',"RQC whig.udv,.

Como cada En satisface 2) y b). Sf a0 CAplicando el teorsma de
econvergencia acaotadod.

R“C ¥ K’g-—-——va.,C gD v,‘=u*=l<+g "

Tentendo estos cuatro lemas en mans, podemos sestablecer las

condicliones para tener regularidad en la aproximacidn u:.

Suponlendo que la funciédn del parimetro a=als) zatisface:

o: (0, ) e—s {0} e&s continua, no negativa y ol0d=0,

L4

& v
&y f=fu —uuﬂ*éc {rCsy)

EE-] +
Sea fu ~u_, . fsjui-u frju -u

Ahara bien, ua=RaC§)K'g entances ua-——-—ﬂi’g=u+ 2 -0
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-
‘por lo que: |u~u:‘c6) §—0 s1 &(rCe0) —0.
De lo anterior se deduce el sigulente:
Teorema. Sea geDCK*). als) —0, 5TCalsId—=0, si a—0, entonces
] + +
Y sy —K g=u =4 a—0,
Como caso particular tomemosz el operador de regularizacidn

generado por 12 funclion E“CL)=1/CL+0\J. ectd definidy para todo
t20, >0, es continua en [OH] VMO ¥y I—Lé;—lsi entonces
ILRGCEJI es uniformemente acotado, por lo que;

uu=Em(§)K'g=CK’K*uID"K'g. que coincide con la ecuacidn

de Euler conocida, para el problema de minimos cuadrados.

Calculemas ahora maxR_Ct3]. £30. Max I——’—Ix L_ =rcad st t20

t+a o
oR Cod magt =L srcen=20 0 et 60
Y a(a) on('éa— rendil si oa=mé+n - T i &—0.

Daremos ahora una expresion expllieita, en forma de serie, para U,

en términos del sistema singular de K; Cu,.evaipad.

Sabemos que:

w
K'g= g udnv,

net

Ahora bien,

M por lo que:

o
Rekrgr = E—i,(g. und
4

e Ha

[ 4] "
R = YR L gy Y =Y —T cgiu) va=
WSS Ee o o) Matta
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- {1/a]
E——i—i—u—yg Ho €O0UIVL = Y Ha €8.UDV.
" n 1

nat P

Para una exposicidn ms&s extensa y detallada se recomienda ver

<rsln.
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CAPITULO 4

En  ezte capitule reportames los resultados numédricoes

Cecomputacionales) oblenidas, asi como las diferentes técnicas

empl cadas al resolver la ecuacidn (4.1) mediante la teorifa

regulartzacidn de Tikhonov,

4.1> Aqu)nrkcx.sJqu)dszgcx) efsgd
a

Comencemos por enumerar los problemas que se trabajaren,

12 r(x+s)u(snds=gcx3 . 05251, uCsd=s, glx)ex 2+1.-3
o

de



3]

3

5

&>

7

.
f(x-s) uCselde=glxy, 0<x%i
o

&
2x
3

+

ulsdess, glxd= - —%

X
12

z

[
2 -
JJI—;—Z e " sentndsentnsdud sdda=glx), O<xim
] -

nay

2
con uled=senled, glxd=senlxd /e,

n 1 1 o
J' (zi+i- ) ¥ eostnlx-2D)ulsdds =gl ~nixsn
o 2,

an o
"

con r=1/2, ulg)=senla), glx)=senlsd. 2.

r cosCxsdulsdds=gix), 0<Sx<y
o

con ulgdes, glxd= s_e;(_ﬁ

f e™Pucsyds =g, OSxcst
(-3
csd=e?, gtso= 1. ¢
con uCsd=e”, gld= ——— Ce

.
r (x+2+0.1> uCsdde=gCx), OSxs1
o

con ulsd=sCi0s+1), glxD=B-10x+xC10x+1I1In(

r jx‘le s, ulsdds=glx), OSx51
[

uCsdI=s, gCsxd =—13<< 1 43 sy,
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En estos casosz, se emplearon diferentes wuCx y por lo tanto gCxd.
Algunos de estos problemas ya han sido objeto de estudio, como

puede verse en C(11) p-120) donde se encuentra una descripeidn

mas detallada al respecto.

La eleccidn de tales problemas tiene la intencidédn, entre otras,
de cubrir la mas amplia gama posible de tipos de nGeleos kCx,=D.
En cada uno de los problemas trabajados, la funcidn g€xd fue

definida mediante la evaluacliéon:

Jb kKCx,2lulsdde=gCsO teniendo en mano la soluclén deseada.
a

FORMULAS DE CUADRATURA.
En déste apartado se describen algunas férmulas de cuadratura
numérica, que se emplearon al diseretizar las integrales que

aparecieron al regularizar el proceso de soluclén de la ecuacidn:

Aulsd ﬂjb kCx,sdulsdds=g(d,
a

2}
Dada 1a integral en su forma general Jer)dx buscamos
. a

aproximarla mediante una suma del tipo: Ea,,an,,).

FORMULA DE SIMPSON.

Dada feC'la, bl aproximamos:

- "
be‘Cx)dx = —';— [er.>+aerxg,> +42rc Kegd HEC Ko 1
a .t

1= 3



donde n=2m, h=2Lb~D,n. X=at+)h

- .
con un error de truncamiento tgual a: -—%%)- hrcrd. S5 se deswea
un error de truncamlento menor a £, n debers tomarse como:

S Chad e,

nY——gse~ [1°). Esta es una de las férmulas de cdadratura

mas empleadas en la practica.

FORMULA DEL TRAPECIO.

Con r<«C®a,bl aproximar la integral:

et
Jberde ~ —g— [rOed+2f tCxd 40001
<

)
=1 B=Cb-ad~n, s, mat fh, J=0.4,. .., 0, con un arror g
truncamtento: Cb-odh®f**¢u0 /12, asi gue, si Se desea un error de

troncamtento menor de £, n deberd tomarse de tal forma gue:

Ch-ad?

nt > T 1

FORMULA DEL PUNTO MEDIO.

Si feC a,b) tendremos:

-
rerde m2h Jrex,)  donds heCbeod/Came2d,
a

=0
®,=atl 410k, §=2-1,0.1,... . 204L, n=2m
con un error de truncamlento de (h-odh*''Cud, Si £ es un margen
de error, n debera tomarse de tzl forma que:
Co~ad? e
n* )d(—-—m—- ir ])
Es importante notar que todas estas férmulaz usan un paso de

integracidn ,h, constante, En oaso de que la funcidn 0D

jio
a



prezents grandes variaciones, s¢ recomienda utilizar el paso de
integradion ho uniforme,
Para una descripelidn mis completa y detallada de estas férmulas

ver (Burdenld ] p-182).

Tres enfoques a la teorfa de regularizaclén de Tikhonov fueron
empleados al resolver cada uno de los problemas anteriormente

mencionados.

1.
Dade el problema €4.1), se vid en el capitulo 2 que una solucidn
regularizada esta dada por 1a soluclidn a la ecuacian

integro~diferencial:

4.2} ff(x. sduC :)ds*u(P,u——g—x (Pur) }=Ich= XOglsdds
a a

donde KCx,sd= rKC(.s)KC(.x)dt y como funcional
a

de regularizacion se tomd (Hul =J’bP,u‘+P.u"
Q

La  ecuactdn 4.2 la sustituimos per su  equivalente en

diferencias finitas:

€A —fy (P U P st CPL P st R e Pose )+
.
+ zf_,.u,-mb_. k=1,2,3,....n-1

.o
donde P =P, P,.=Pgls), u=uCs),. bi=bls), s,=atkh,

h=tb~ad,n, K,,=FCz.,s). K., son los coeficientes que =e
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obtienen al sustituir 1la ecuacién integral gue aparece en la

ecuacion (4.2,

Tomando Py, P*l, la ecuacidédn €(4.3) se transforma en:

C4. 48 -—::—,{u,_.+u..|—(a+h') U+ zi—i,,-u,-hﬂ:. k=1,. .. n-1

-0
Concciendo los valores de la solucién U en los extremosz, utad=u,
y ulbd=u, tomande u,su, Yy U..~u4, ¥ sustituyéndoloe en la
ecuacidn (4.4) resultari el =igulente sistema de ecuaciones de

{n-1)xin=-1) defintdo por:

et
4.5 ——;‘T (Ut U, —C 2R U+ EE.,»u,.rwS. k=1...,n-1

o
donde By=b,~K.ehetto=Kehau,.
u,muCa+rkhd e el valor buscado de la soluctdn

regularizada en el punto a+kh.

2.

Otro enfoque consiste en discretizar directamente la ecuacidn
integral C4.1>, medlante cualquiera de las  férmulas  de
cuadratura CSimpson, trapecio, punto mediod, para cbtener un
sistema de ecuaciones (4.5) que resultari szer, generalmente, mal

rondiclionado.

4.6 Kucoszcx.sncs:as
a

et

-
—% { ka,.s.,)uﬂEEk(:g.s,,) u,,M.szx.. SgdUg kG S0 U] =
in s

=gl
k=1...n para el caco de la férmula de Simpson,
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ey
—;‘—-—[XCX..so)u.,ﬁ-:Ek(x..s,)u,+k(:-c..5,,)u,.]qux,) k=1, .n Cirapeciod

s

-
2h Zka.,.s,,Du,ﬁngQ k=1..n Cpunto mediod n=2m

) =0

Una manera de regularizar el procese de solucién para estos
sistemas de ecuaciones mal condicionados, consiste en hallar la
solucidn de un sistema auxiliar de ecuaciones:

4.7 CB'B + aldu=B'g, B ez la matriz resultante de

de la discretizacisn y B® es la transpuesta de B.

En Ci1 1 p-85~108) se prueba que 51 o es «legida de una manera
aproptada C(se exhiben teosremas de existenciad, la solucidn
obtentda al rexolver 4.5 converge hacla la =oelucién de

minimos cuadrados del sistema: Hu=g.
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Para una exposicién completa y detallada == éate  enfoque

consultar C{1 1 cap. IIX ),

a.

El tercer enfoque lo suglere Grostach ({8 1> y es aplicable
solamente para operadores integrales auto-adjuntos Caquellos que
tienen nocleo simetrico k€K,s)=k(s,x0)>. Consiste en resolver la

ecuacidn integral de Fredholm de zegunda ¢lase:

C4.8) rkcx.s)ucs)ds +ouCx) = gl
a

donde o es e! parametro de regularizacldn, En tal caso la
disaretizaclion a la ecuacidn (4.6) tendra la siguiente forma:

et m

—% O, 2, u°+22kc M Sg> u‘,*d.Zka,,. P TR S o -Jun 150N I

oy ey
+  auEgix) k=1.2...,8m=n

as5, 848,¢. .. G420 Q=R { KL, L. CXpn=d Cformuls de Simpson)

-—2— [k(x_.s.,)uo-n?.Zka.,s,)u,*kcx..s,.)u,,] + aulx) =gl Xy

3=t

ams,lsls<...{8,%D [N S A U &7 | (formula trapecto)

m

2h zkcx,.s,,)uq + auCxI =gCxy
24

ars s8¢, . . {3,.,3h CEN A S L4 Cpunto madia)

El matodo para resslver los sistemas de ecuactiones resultantes

fus el de Eliminacién de Gauss,

[~



Aproximacion y valor esacto

frroximacion y valor cxacto

...0'4 ST u,{,

Hodo por aproxinar

Figura 1.(b)

T
Scluclon oxacta ¢4

AN .
Solucion regul,

9 B.2 .4 2.6

Hoda por aproxinsr




fiyurs L.(c)

T T T
Salucion oxacts e+

G.Sr

Solucton rogul. oos

‘Huncro de condlclon:1.5¢e802

Aproximsclon u valor cxascto

alfa=ixifc-4

Hodo por aproxinar

Las figuras 1Cad, 1<H), 12ed muestran una stcesién de

aproximaciones al probloma 1,:

r(xbs)u(s)ds"quD. 0%x5l. uCs)=5, gCRI=x/a+1/3,
=3

Discretizaciont Trapezoidal,
Alfa; Parametro de Regularizacidén.
Humere de condicion: Hoamero de condicidn de }a matriz

resultante de la discretizacién del

problema.



Aproxinacion y valor exacto

Aproxinacion y valor oxacto

Figueas 2.(a)

olucion exacta
luclon regul. o

T

e

Hodo por aproximes

Figura Z.(b}

T T 7

Catfaca.oone

8.6

Holo por sproxinar



Figura 2.4¢}

¥ )

Y valor exacto

fAproximacion

i L i

8.4 6.6 6.8 1

Hoda por aproxinar

tas rfiguras 2C€ad, a2¢hd, a2ce) muestran  una sucesidn  de

aproximiciones al problema 2.:

.
(x-s*uCeds=gld, Ofxel, ucsdem, glxd=—g +ox - &+
o iz '3 " %

Discretfzacion: Trapezoidal.
ALfD: ParAmetro de Regularizacidén.
Numero de condicion: Homers de condicten de  1a matriz

resultante de la dizcretizacién del

problemy.



fpronimacion y valor oructo

v valar exacte

Arroxinecion

pigura d.tag

¥
Solucion exacta:

T H ¥
Doees ! Solucion resul.

T

Hodo por aproxinae



Figura 3.(c)

axacta +ey, © Solucion regul.

Apruxinmacion y valor cxacto

Hodo por aproxlmar

Las figuras 3Cad. 3>, 3Ced muestran una sucasidn de
aproximaciones al problema 3,:
P
a3 J}.;;ia_nsnnCnsteh(ns)u(s)ds-qu). OSxEn
o nes
.

con ulsl=senlisd), glxd=sonlxd-e.
Discretizacions Trapezoldal,
Alfa: Parametro de Regularizacidn.
Numoro de condicion: Humero de condicieén de la matriz

resultante de la discretizacidn del

problema.



Aproximacion y valor oxacto

Apruxinacion ¥ valor cxacto

Flgura 4.€a)

8.8}

Soluclan axdcta

Soluclon rngu!:m

1 L £ 1 |

-4 ] -2 -1 8 1 2 3 4

Hado par aproxinar

Flgura 4.(b)

“Solucion exacta

B e B PR A
Solucion regul. o0

alfa=8.88053

Munoro do condicion=9.9

Hudo por aproxinap



rigura 4.4c»

Aproxinacion y valor exacto

Hodo por eproxinmar

Laz  figuraz  4Cal, 4cbd ., 4Cel  muestran  una  suceston  de

apr oxkimaciones al problema 4.:
T4 "

o j (é‘T"n—i rcosCnlx-sIIuCsddsTglxd .  ~nfwsm
- A

con r=1,2, ulsl=senls), glxd=senCxd/ 2.

Discretizacton: Trapezoldal,
Alfa: Parametro de Regularizacidén.
Numero de condicion: Homere de condicien de  1la  matriz

resultante de la dizeretizacton del

problema,



Aproximacion y valor exacto

Aproximacion y valor exacto

Figura b.{a)

Solucion exacta

BB frrernireeinsetie e
Soludion regula

8 8.2 8.4 8.6 8.8 i

Hodo por aproximar

Figura 5.(b)
Lo, reserenseeens S, s [ y

Soluclon exacta :+4++3
"""" Solucion regul

condicion3i.

Nodo por aproximar



Figura Y.

T T

Aproximacion y valor exacto

8.4 8.6

Hodo pur apraxinar

Las ftguras $Cady, Kby, SCed) muestran  una

apraoximaciones al problema %5,

) rcasCx;Du(s)dsng‘Cx). [aL4%48
L 4

con uCsys=s, glxd :e:C;a L COsCxY -1

xr
Discretizacions Trapezoidal.
Alfa: Parsmetro de Regularizactsdn.
Numero de condicion: Namero de condicién de

suce=idn de

la

matriz

resultante de la discretizacidn del

problema,



y walor exacto

Aproximacion

Aproxinacion y valor exacto

Figur. tb.tay
2.8 T T Y T

Hado por aproxinar

Figura 6.(b)

2.8 T T T T

Sbluclnn oxacta ¢+

Nodo por apraxinar



Figura 6. {(c)

2.8 T T T
]
H Solucio axacta ¢+e
H b
vzt [ TR
H Solucia® reyul. ouo
5
3
a
£
2
u
q
X alfazg,c1%
o
13 N
< Hunero de cundiciunzq3.734 "
' . : ;
[} 0.2 0.4 9.0 8.8 1

Hodo por aproxinac

Laz figuras ©Cad, [-14 =518 oLed muestran  una sucesidn de
aproxtmaciones al problema 6.:
) r e P ulerda=glx). Ofxst
o
con qu)-es. ngJ-;-C’;—SCex”-l)A
Mscretizacions Trapezotidal.
Alfa; Paramstro de RPegularizactén.
Humeto de condiclon: Homero de condicidn de la  matraiz
resultante de 13 discretizacidn del

problema,



ESTA TESIS W BEBE
$ALE UE LA BIBLIGTECA

biyura 4oy

12 T ¥ T
J Y1 RN
)
. - :
© . H
H Solucion wxacta tre
H ¢ Bl i e e
5 Solucien regularizada ooo”
= : .
>
a [} SRR
I3
o
H
_:' qL
x
[
&
A
<
2R AR OS SOOP S 4
Nukaro' de condlclans18.243
o ; ; ; ;
] 8.2 8.4 6.6 8.8 1
Nodo por aproxinar
Flgura 7.(b)

12 ; : . -

Solkcion exacta vesl

Soluclon regularizads ooo

4lfazg8.5

Aproxinacion y valor exacto

Nunera de coudlciau=31.458

2 ~

8.6 ¢.9 1

Nodo por iproxinar



Frguea 7.0

12 — T ~r

¥ valor wxacte

Arroximacion

Hodo por aproxinar

Lax figuras 7Cal, 7¢bd, ) mUestran una sUcesidn  de

aproximaciones al problema 7.

i g -
) I (xr2+0.13 UCEddzegl:0, Omxst
o

10%+1

= O =5
can uCs)y=cCi10s+1), gl =5 10x+x(10x01)1n(10x’1 >

Discretizacion: Tr apezoldal .

Alfa: ParAmetro de Regularizacion.

Numero de condlefon: Homero de condleton de  la  matriz

resultante de la discretizacion del

problema.



Aproxinaclion y valor exscto

Aproxinaclon y valor exacto

Figura, 0Ga)

Soluclun exacta sve

T T T T

Solucion rogul.:

alfa:p.89001

Nunero de condlcion=60.662

" i L L

8.2 8.4 8.6 4.8 1

Nddo por aproxinar

Figura 8.¢b)

a.2 0.4 8.6 4.6 1

Nedo par aprox) iar



Fiyura 8.(c)

T T

.Suluc jon regul.

Aprroxinacion y valor exacto

" Kunero de condicion=16.663

.6 8.8 1
Hodo por aproxinar

Lag raguras acay, BCbh), BCe) muestran una sucesion de
Aproamuloncs al problema 8.:

x

= UCaddsmglxy, Ofx<t

uCcy=s, ngJ-—B—((l ) R0y,
Digcretlizacian: Trapezoidal.
Alfa: Parimetro de Regularizacion.

Kumero de condicion: Hemero de

esultante de

preblema.

condicidn  de  la

mateiz

la diecretizacidn del



APENDICE A.

Algunas definicicnes de topologia y =l analisis funclonal.

Al Una porma =] defintda en un subconfunte V de un
espacio lineal X, e2 una regla que asigha un namero

real a  elementes v, vevy o, 1a  cual tiens las
sigutentes propiledades.

a) §vijz0; fwvif=0 =11 v;=0. ¢ deficién positivad
BY favi=la]l fvj Chomegeneldad)
e fvervesivif+ival Cdesigualdad del triingulo)d
A.2 Un producto interns Ce,«) definidec en un espacio

lineal X es una funcidn definida en XxX, sobre los

complejos con las siguientes propiedades:

A) €, 43,030, =0, 3, +0 3, %) Cbilinealidad)
B) X, X80, ,X%,). Csimetricod

€Y Coug, Xa) =0l X, 30

d) Cxu%x220, €3¢, x2#0 si X0,
Ry Hege X, & X Cuna norma [ef sera definida por
i §*=Cxq. %> . Asl que loz espaclos con preducto

interno, son espaclos normados.

A.3 Un espacio lineal permade ¢(X, J«§d es un espacio lineal

X donde se ha definido una norma |]sf.

A. 4 Un espagio linea) con products interno X Cs,e) es un
espacioc lineal en el cual de ha definido un Cs,sd

producto interno.

A5 Una gucesion de Cauchy en un ecpacio normado X faf es



A.10

ad

b>

Una sucezion de elementos {%}e X con la propledad de
que para cada £>0, exista NC£ tal que:

33w f¢e  si n.m2NCed.

Un subconjunto V de un espacio lineal normade X [«f se
dice gue es gerrade si teoda sucesion de Cauchy {v.leV
converge a un alemnsnto contenids en V.

El conjunto cerrade mis pequenc que contlene a uno ya
dado, V, e la cerradura de V y ze denota V.

Un espacio nermado X J|«]] que es cerrado se dice tambien

que es completo.

Un espacio lineal, normado y completo se llama espacie

de Banach.

Un espacio lineal, normado y con preducte interno se

llama espagio de Hilbert,

Un subeonjunts V de un espacio normade X [,'-u s dice
gque es genso en X si cada elemento xeX ez l{mite de una

sucesidn de elementos de V.

Un operador K:VeX——WcY s uUna regla que asocia un
unico elemento w=K(v) 6 K(vleW para cada veY, El
conjunto mAs grande de X en el cual K esta definldo de
llama el dominioc de K y se denota por: Dom(Kd., El
subsonjunto definido por Ws{yeY | y=Kv . con veDomCK}
as llamado el pange de K y se denota por RanCi) o blen

por ImCKD.



AL Un operador es seobre si Ran(Kd=Y,
Un operader es upno-a-une Cinyectived si  para
Vi VeeDomCKY Kv,2Kv, 11 v\=v,.
Un operador K es lipeal =i para todo v, veDomCKd y

para todo escalar a, f3, KCav,+3v =akivD +KCv) .

Ad2 St K:DomCKdeX——Y es uno=-a-uno, entonces para cada
we RanCK) existe un sélo elemento veDomCKd; denotado
veK*w. El operador K' asf{ definido se llama el

inverso de K.

A.13 Una topolegia en X es una clase T de subconjuntosz que
satisface:
a) La unidn de cualquier clase de conjuntes de T
estd en T.
b)) La interseccidn de cualquier clase Tfintta de
conjuntos de T es un conjunto de T,
A.14 Un conjunto ablerto A en un espacio de Banach B |-| &= un
conjunto con la propledad de que para cada xed , existe
un escalar £>0 tal que: {beB | fb-x]<s } c A.
La clase T de conjuntos abiertos de B J+] define la

topologia de la norma en B Jaf.

A.13 Un subconjunto V de un espacic de Banach B |} e=
compacto Cen la topologia de la normad) si cada clase de
conjuntos abiertos cuya unidn contiene a V tiene una

subclaxe finita que contiene a V.

A.18 Un operadoer lineal K:X,——sX, donde X ‘I'l' y X, |-|

son espacios lineales normados, Se dice que es acotado
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A.A7

A.18

A. 18

A.20

si existe un nOmereo real M (203 tal que para todo
xaX, IKCx) fSMix}. El valor mas pequenc que cumple

econ esta propliedad se denomina norma del operador K.

Un funcional lineal F definlido en un espacle lineal X
ez un operadeor lineal cuyo rango esta contenido en el
espacio de los escalares y cuyo dominle esta en X, El
ecpacioc de log funcionales linealec acotados definidos

en el espacio normado X f+f se denota por X°

Una suceesidn {&.}eX se dice que converge débillmente a
xeX =i para todos los funcionales lineales acotados

FeX®, ]FCx,,)—-FCxJ|——s0 conforme n—am.

Un operader lineal K:X—X. donde X, fof vy X; fof sen
espacios lineales normades, se dice que es gompacto Co
bien, totalmente continuo) i la imagen KV de cualquier
eonjunte acotado VeX, tiene una cerradura compacta en
Xe O blen, que KV sea compacto Cen la topologia de la

norma en Xz |«f.

Sea B, {+] v B; || espactos de Banach y T:B-——H, un
operador lineal acotado. Definimoz el pperador adiunto

T": Bj—B] por TFCb) para todo FeB;; beB,.
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