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CUINT R oD U c c?r"I' 0N

icado ledican su vida a la

Muchos son los cientificos que han
1nvestigacién de la Teorfa de Grdecas

Crestin en 1869 encontrd gque era posible dQEECCﬁﬁnArriodas'las
aristas de una digréfica conexa de tal méhera'qderla digréfica
resultante tenga un subdrbecl generador H. Este Y otros. resul tados

relaclionados se describen en el cap{tuloc Une,

Gallalt y HMilgram demostraron que en un# digféfica D=C(X, > sin
flechas multiples ni lazos, el nﬁnimc*:hdmefo de trayectorias
elementales que parten a X es menor o,'igual al ndmeroc de
independencia de G. En el capi@ulé dos se muestra una

generalizaclidédn de este resultado;

Roy e 1independientemente Gallai (1887 y 19868), probaron que el
numero cromdtico de una digrdfica sin ciclos, es menor o igual al
nuimero de vértices de una trayectoria dirigida de longitud maxima
contenida en esa digrdfica. En el capitulo itres se presenta el
sigulente resultado con el fin de fortalecerlo:

Para toda digrd fica sin ciclos G, existe un conjunto independiente

S, tal gue AN(G-SO < ANCGD.

H. Galeana-Sdnchez y Hugo A. Rincdn Mejia obtuvieron algunas
condiciones suficientes para digrdficas que satisfacen la
sigulente conjetura propuesta por J. M. Laborde, C. Payan y N. H.
Huang en 1982

Toda digrd fica D tiene un conjunto itndependiente S, que intersecta
toda trayectoria dirigida de longttud mdxima.

En el capitulo tres se presentan también algunos resultados
cbtenidos por Galeana y Rincdn scbre conjuntos independientes vy
trayectorias dirigidas de longitud midxima, que es el tdédpico gque da

titule a esta tesis,
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El. objetivoe de esta tesis es presentar una recopilacidn de los
Gltimos - resultiados oblenidos por clenii{ficos dedicados a la
investigacidn de la Teoria de Gréaficas, concernientes a
trayectorias dirigidas y conjuntos independientes en digréficas,
asi como dejar ablertas algunas proposiciones para su estudio

posterior,



PRELIMINARES

Una grdfica Gﬁconsﬁa
11amados ’vértices,;di
conjunto. de pareé;

llamades aristas o ¢

Cu,v) € 4G

Si w y v sonidos
y: spnﬂadyacentes.

diremos que

Dos aristas en Y comun: Una

arista -tnctid s extremos.

El grado défun ,es §l numerc de
aristas" ‘que.: ﬁénfde ivértices

adyacentes a

Los vecinos: ‘el .. conjunto

rcwy =4 u e veod |

Dos grdficas 6 y H son tsombrfaé si existe “una” “funcidn- -

£:VC(G> » VIH> blyectiva tal que
U es adyacente a v en G sii fCu es adyacente a fCud en H.

Un camino C, es una sucesidn alternada de vértices y aristas tal
que vértices y aristas consecutlvos son adyacentes. Si el camino

empleza en u ¥y termina en v lo llamaremos un uv-camino.

Un paseo P es un camino en el gque no se replten aristas,
o 3



Una trayectoria T es:un caming

La ﬁépéﬁt@dfde_ N

"ahi§pasfqﬁé'§ontign

VUné‘ Qrﬁfi;&fVG: es

S uv=camino!

Una' grédfica H ‘es  unpa subgrdficdr;de :
CVCHY S VCGY y ACHD S ACGD. S

Las componentes conexas de una gréfica G s' i asﬂSubéréficés de G

maximas con la propledad de ser conexas.

Una grafica X es una 5ubgrdfica tnducida - de G!éi,VCHD S VCGY ¥y
Cu,vd € ACHD si ¥y séle si Cu,vde AC(G)., )

Si en una grédfica G todo par de vértices es adyacente entonces
declimos que G es completa. La cual denoctamos por Kp. donde p es

el numero de veértices de G.

Denctamos por K;—e a'la grédfica completa de p vértices menos la

arista de e,
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cidn de V(G) en los

enga ‘un extremo en Vi

' Una grifica G es btpartt conpleza‘ si existe una particidn

{V V. } de V(G) . de tal manera ‘que- todo vértice de V es adyacente
a todos los vertices de V ; ‘La’ escribiremcs como Kn donde

]V | = n vy [V] - lV[“ 1 entonces G recibe el nombre

de estrella Y la denotames por K Lm

Dada una gréfféajb,elfcomplemento de G denotado por 6%, es unma
gréfica Lal que ikVCG°3'=’VCGD y u es adyacente a v en 6° st Yy

sélo si u no es adyacente a v en G,
Una grédfica G:es un drbol si G es una grédfica conexa y sin cleclos.

Sea v & V(GD, si el numeroc de compenentes conexas de § - v es
mayor que el numero de componentes conexas de G, entonces a v lo

llamaremos punto de corte.

Sea A4 £ VG, si el numerc de componentes conexas de 6 - 4 es
mayor que el numero de componentes conexas de G, entonces a 4 lo

llamaremos conjunteo de corte.



kAlgunés;éJéhpi§s de
: L

FiguraNo.

. €6 = Ca,b,c.die, fr R
b v P Caydd,Ca.hd € ACGD

&'és adyacente a g

R S : Ca, /0 es adyacente a (f,ed
£ ,k?' k ¢ S Leydd incide en d ‘
' ' resd = Cavg.d,ed
T =Cf,a,9,0,0d
€ d ‘ ECiE Cheg by d, R
‘ ' L ey =8
8,08 = 4

a

FIGURA No.

Una digrdficae D consiste en un céhjﬁhtoﬁfinito;. no ‘vac{o, de
cbjetos llamades vertices, denotados pgf VCDS, " junto con una
coleccidn de pares ordenados de distintos elementos de veod,

llamados flechas Caristas dirigidas), denotados por 4CDD.

Si f = Cu,v) € ACD) diremos que u es adyacente a v o f itncide en

V.

El ingrade de un vértice v en D, denotadc por é;CvD es el numero

de vértices adyacentes haclia v, es decir, el numeroc de flechas gque

llegan a wv.

El exgrado de un veértice v en D, denctade por 6;Cu3 es el numero
de vértices adyacentes desde v, es decir, el numero de flechas que

salen de v,



“es; ‘el : conjunto

“econjunto

funcidn o : VCDD 4
Cuyvd € ACDD e Colud, oty

a -»_ndi;cida de. VD.‘ st Ve s yeps

Una  digrifi V
4 U e ACDY con u; woe VCHD,

Yy (u:,"u'D_’ :

Un camino no dirigtde C de D es una sucesidn aliernada de vertices
y flechas € =4 w,u,...,u_} tal que Cu,u D e 4D ©c

: : o 1 n 1% L+s

Cu, .u_LD € ACD). Si.C empleza en u ¥y termina en v diremos que C

1rd
es un uv-camino no dirtgildo.

Un camine dirigido €~ de D es una sucesidn alternada de vértices Yy

flechas ¢~ = { v ,u,uw,..., v} tal gue C u,u_ D e ACDD.
o 1 2 n 1 ies

Una trayectortia no dirigida T de D es un caminoc no dirigido en el
que no se repiten vértices.



Un' camino’ cerra

el primerc.y.

Un camino:iic

primero’

es un camino cerrado dirigide en el que no se

reblltén»yér [} e]_."primero y el ultimo son el mismod.

Una" digréfica’ D es conexa si para tode u, v e VCDd “existe un

uv—caﬁmihb no dirigide y por lo tantso un vu-c miiino’h’o ""dirigido.

Una digrdfica D es fuertemente. conex ‘todo u, v e Ve

existe un wu-camino dirigido.. ..

Para cualquier S1 € veoy, o D[,:S‘; dené‘hat"la subdigrd fica de D

inducida por Si.
Un arco Cui.uz) € ACD) es astmndtrico si Cuz.u1> e ACDD.

kLé. part‘e asz:mét}ii:d de D denotada por Asym(D> es la subdigréfica
'gener‘ador'a‘qeuicuyos arcos son los arcos asimétricos de D.

8



Denctamos: p

denotamos po alvcégjﬁnto de

fFinalmenLe,
kvérttces Lermtnales Cres

: as;prayectcrias
dirigidas de longitud méxima d

Algunos ejemplos de 1os conceptc n eriores “se encuentran en la

Figura Ne. 2.

viDd = Ca,b,c,d,e,f,g,hd
Ce,dd, Ch,g> € ACDD

¢ es adyacente a d

Ce,fd incide en f

- b 5¢d = 0
S5Cadd = 4
9 D
I3 N GECaD = 4
h rochd = Cg.ad
' ] ;cm = Ced
e 4 = Cfharg.b,0d

C = Cb,d,ec,b2
T" = Ce.b,a,e,
c” =cCa,e,f

FIGURA No. 2



CAPITULDO

En este capitulo se describe el concef:i,i ‘tj i;a/k.‘,rgr‘é‘.fiic‘:a
"quasiéfue'rtemente conexa Yy alguncskﬂr,e‘sz; acionados | con

arborescencias para reafirmar este concepte

Arborescencias

En una digrdfica D=C(V,LD, un vértice o es llamado ralz si todos los
vértices de D pueden ser alcanzados por medio de trayectorias
dirigidas gque comienzan en a.

Una gréafica D es guasi-fuertemente conexa ., S1 para cada par de
vértices x, y, existe un vériice 2(x,y> desde el cual existe una
trayectoria dirigida a x y una trayectoria dirigida a y.

Una digrdfica fueriemente conexa es quasi-fuertemente conexa porque
puede darse que 2(x,y2=x; €l inverso no es cierto.

Una arborescencia se define como un drbol gque tiene rafz.

FIE N

Arbomscencia



Lema 4.1 .- :Unaxc¢nd£cfén necesaria’’y ‘suficiente para - que una -

digrdfica D=CV,U) tenga una

conexa,

Dem.

Tecrema 1.1 TR R PPy
Sea H . una digré{ich de bbdén  w1, ‘Las siguientes
propiedades son5e§uiyélentésfy cada.una‘caracteriza una

arborescencia: -~

15 H es gfc si

30 ersfuq érb61 con una rafiz a

4> Existe a en VLN tal que cualguier otro vértice estd

conectado con €l por una dnica trayectoria desde a

il



LBy

75 H no tiéﬁe §iqi§sy
g 6gcajéof~5ﬁc¥???jﬁY

Demf

=C1)

Hes un drbol -

|« Htiene n-i flechas

€2 W (B
(2> » H es conexa y sin cicles

» H es un 4rbol

“lema 1.4.% H tiene una raiz a

€3 a €4

La raf{z a del d4rbol ¥ tlene la propiedad (4D

C4) w I
k 'Sup, que la propiedad de gfe no se plerde

cuando una flecha (x,y2 se quita

% existen 2 trayectorias elementales
[z.c*,cz.....x] y [a.d;.dz.....yl que no pasan
por la flecha (x,y2

iz



» existen dos ‘trayectorias en la grdfica D de 2

S ’-iy'_‘tly,""f}dybfsiftrayectorias de a a y, lo cual

‘contradice la'propiedad C43.

By
lema £ 1.

Higfe w H tiene una rafz’a

No puede existir una flecha incidente en a
'porque la grifica obtenida -de ¥ guitando esta
flecha tiene la rafz a y es qgfc, lo cual

contradice. la propiledad (53,

‘Por lo tanto S;Coo:o y :5;!Cx>=1 con € x=ed

B W L7

El ntmero de flechas en H = }:jz_ E;ijb =n-1 ya

que H es conexa y tiene n-i flechas
-» H es un drbel y por lo tanto no tiene

cicles.

> J’R’, (@) *1 Y
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T a1y

Qérticef x#®a, " el viaje

f ¥V oxEal

Corolarin 1.1 ;
Una digrdfica Dt

es una - arboresc

ca’ generadora- que .

,iﬁs'qfc.

Dem.

»> St D no es. gfc, entonces no puede iener una grdfica

parcial gue sea una arborescencia.

’«3 Sl D es gfc, podemos quitar todas las flechas que no
. afecten la propiedad de que D sea gfc., Cuando no
“haya - mds flechas que se puedan quitar, la grdfica
resultante serd una arborescencia (Teo 1.1, prop 5.

Tecrema 1.2

Sea D=C(X,E> gréfica conexa y x e XCDo,

Es posible orientar todas las aristas de U de tal manera
que la digrdfica resultante D°=CX.UD tenga un subirbol

generador ¥ tal que:
1> K es una arborescencia con raiz x,

%



[=9)

3L

~Dem,. :

1> ~¢oﬁ§£rﬁui‘mos,

diferentes como
Dada la. sucesién *

~vértice x; cuyo {ndi

posible de mane’ra ;qu‘

. ird
orientamos  la arista:

Entonces ™ tomamos=:

Terminamos cuando  todos los . vériices estén en‘t la

secuencia.

Sea X la grdfica formada por las ariét.as ’dirigidas

por este procedimiento.

Por el iteorema 1, X es una arborescencia con raiz x,

porgue H es conexa y 5;Cx1>=0. 5;Cx,‘) =1 para t®1

23 Sea [xj.xk] donde. jJ<k, una arista de £ tal que
ij,ka e H. Esta arista determina un ciclo de la

base ascciada con #.

15



CP.D. St cfi‘ent‘a;f.gﬁs ‘“(’x,.ixk), ; déﬁf X, é".;xj‘ , “entonces el

todos. los vértices x,

barborescencia de H con

Sea - u =_7:"[czrl1".";¢'z. fii;igido no

asozlads a H. -

En H existe una "i;‘bka):/e::vtoxj"lva';‘dir'i'gida de a 2 «
contenida en X, y ct Ca'z".a'iD—tray dirigida £ X.
Entonces az € Cahl.aib—tray dirigida = X, de otro
modo tendriamcs ‘en 4 un vértice de ingradoc al menos

2!
w3 La .yad-tray dirigida s X4
- iri" 72

ra, <al
irg -2

‘Sup, fa2<auzi i

- 3 Caz.qhziftray c:’ir.x’fig’ida

Sabemos que Catéi'?irvz:‘:

16 =



S Bd S
» . a <afla Ka,

tr1 2 ite
-5 a

HowiEica e
T . ir5 . Tie2

»o. <l a,

b5 ap
i+8 i+2

up.a < a
Sup 2 tre

- F Caz.ah‘D—tray dirigida = Tz s H
Como Ca, ,a 3 S D
. ir9 1+4 =]
a> ,Si Cahs.at“D e H » g € Tz
s a < a !
2 i+9

17

= 3.C a0 aiﬂ) ~tray

F un ciclo dirigido

contenido en X !

S etray dir £ H



Todés,iésiciréﬁitos de D, son

losrc;;iés aéociédos con H

18



G‘a:i‘l‘érir‘fv Y Milgram. y se

Er este capftul
ara esiablecer su’

define “el. conc

relacidn con Lr a:
El teorema de Gallai-Milgram

Sea O = CX,U0 una digrédfica sin f‘lech;s_ﬁrim.’xll

y Milgram demosiraron  gque el minimo  numer

dirigidas en que se puede partir X es menor o igual ayciDi

Def.
a (D) = No, de independencia de D
oD = Max { |A|, 4 € X, A es independiente }
4 es indepenrndiente sl no existie una flecha ‘de D con ambos
terminales en 4
Obs.~

La igualdad se alcanza cuando la digrédfica D tiene un
conjunto independiente S° con |S°| = olD) y todas las

flechas gue inciden con So estdn dirigidas hacia afuera de So

D o
b q T\: (d,e)
Tt (hg,a,¢b)
d e «@)=p



De!‘.r

Obs.’ EORNA = : ¥ :
. Si’ x'es un.punio alslado,

entonces:x.

irigida” mdxima por

contensidn tal que termina en un punt z é'SCHD"y cada punto
sea diferente kde 2z tiene  exgrado

Una rama terminal es una trayector

de la trayectoria que

igual a 1 en K.

Teorema 2.1

Sea D = (X, una digrédfica, y sea H un bosgque de arborescencias

contenids en D, R CHob = R , 5 Cf{) = So .Entonces para tedo

bosque de arborescencias H S D tal que R(HD =1 Ro SCHY € S° y |SCHD |

sea minime, existe $ un conjunto independiente en D tal que

intersecta cada rama terminal de H.
Cie. No existe un bosgue de arborescencias H'

SCH'D = So y ISCH'S| < fsCHD| 2

tal que RCH'D = Ro ,

Dem.
Por- induccidn sobre la cardinalidad de V(DD

Si VC:D) =1 'la demostracién es inmediata

Sea D = C(X,UD una digrédfica |X| = n,

sup., ‘que el Tec 2.1 es clerto para toda digréfica con n-1

puntos.

Pl



Caso II

Cya que todarama ter

SCHY no les kindeprendieh:t'e'. ﬂt‘_le'éha.

con ambos terminales en SCH

cbs. - a & RCH>

Si a € RCH), como a € SCHD "séri'a' un. punto. aislado de

#, y .considerande H' =

x

U Cb.a'.J""e‘s' un bosque’ de
arborescencias o gk -
o RCH'S € RCHY € R
L SCH'Y S St £ S,
Y ademds :
ISCH'S| = [SCH| - 1
ya que |SCHY | es minimo

a & RCHD

como a & RCHD

- = Ca1,a> flecha de N
.
y 6HCa13 =1

=31 6;Ca13 # 1, H tendrfia al mencs dos descendientes de
a en SCHY o H'=H—Ca1.aDU<b,a> tendria
RCH'D> € RCHY = Ro

SCH'D € RCHY € 5

(=]

A



y ademds

k Sea D7= D—{a}

por hipétesis de induccidn H “=H -«{a} es Vun bosque de ;

arborescencias contenido en D

RCHZD RCH D  ya que am RCHD R
SiHoD CSCH > - {aep U «{al} va que 5 Cad=l

H'=H - {a} es un bosque de arborescencias

RCH™ € RCHY € RCHD = RCHD w RCH™ € RCHDS

SCH™ = CSCHY - fap U {a}
SCH™ . € CSCH : =dapu {a. } = SCH:D
o SCH 3 SCH > :

N

p.d. |scn“'>1 .eé"m’inimo
‘Dem. por contradiccidn:

Sup.’ |SCH™>| no es minimo

» d X' bosque de arborescenclias tal que

RCH'D € RCH D RCHo)
SCH'D € SCH 2 = SCHOD



ru{abu Ca,ad
H''-bosque- de arborescencias € D

Sea H p

RCHTY = RCH D
S SCHD = CSCHD - {abb v {al}

CCISCH™| = 1SCH |

R(H'l) . -
SCH' 'Y

= RCH' €

n

/"f.j,:w(r.:;,)?a"éwe' 1SCHY| es minimo

es bosque de
= RCH D
o

U e}

T Tya que [SCHY |

es minimo

Caso I e 5

D e, @ SCH'D, b e SCH'Y -
Cndtese {a b} € SCHTIS
: : BE T L

SCH®) srfscg:‘)‘; scHd -Habl v {a}

IscHd| s |SCHD | -2 = ISCH> | =2



Lo U {a } :

1 1SEH 3] ST < |SCH 3
M2 : SCH 31

u‘|scH>| I

IscH]

e

: { } es bcscue de arborescencias con
: RCH-aD S RCH -

} H —‘{ } es bosque de arborescencias

sCH-ad = cs - {ap U {a} = SCH - @

Yy C|SCH ‘a>|_¢s minimo.

_Por ‘;hipdtesis; % nddééisn. existe $' ° un ~.conjunto
indepcndieﬁ£¢?e talgue [ﬁﬁehsecta a cada rama terminal de
’HQQ 9fcdmcf§H’ las raﬁ%sfterminales de H que -terminan
en,a"t;engn punts a a 'y se extienden como

ramasﬂtéfmfhalg por ‘lo tanto intersecta a S°.

Corolario 2.1 . ClLas Vergnas 1978

Una grédfica quasi -fuertemente conexa tiene una
subgrdfica generadora que es una arborescencia con a lo

mds olD> puntos terminales.

D

Dem.

Una grdfica gfe tlene una arborescencia generadora
H° » RCHQD = {ro}



"Sea M una arborescencia tal que RCHD € RCH D
) SCHD € SCH D
y |SCHD | minimo

'por el Teoc 2.1 L i
- Z-un independiente S en D gque.intersecta a

toda rama terminal de H.

q‘CD’JZ]S»lzlrjama,s terminales de H|=|ptos. terminales de N|

Corolario 2.2 CGallai-Milgram theorem 19801

L,,kEZi.fthﬂxr\iinofnL’mieroxde trayectorias dirigidas en que se

,,,v‘,pu‘éden' partir V(D> es menor o igual a aCld,

Defn.
S : Sean Cir, . ,Cn las componentes gfc de D
S Co Cn
NO
E . SN S - >~
T o EMSTE

v C.‘ "3 a lo mds o C‘iD ramas terminales Ccorolarioc 1) y
se puede descomponer en SCHY trayectorias dirigidas
cbtenidos quitando en cada paso la trayectoria de

longitud mdxima con vértice terminal SCHD.

25



¥y como QCb} é,:: afCD Cya ‘que no hay flechas entre

una. componente: C ;ctra) se . tiene el resultado.

Corolario 2.3 - CLintal iQ?B?

Existe una partiﬁiénmﬂ‘d VD nxtrayectorias dirigidask
y un 1ndepend1ehtgns'ae D : .

de M.

cada e1emento

Definicidn. : B - . -
Tornec es  una . gridfica. completa dirfgida 'sin” aristas:
simétricas. . o PR

J
£j." Tormes
Corolaric 2. 4 (Rédel's theoremd

Si D es completa antisiméirica Cun tornecd, entonces D
tiene una trayectoria dirigida 'que contiene "a todo

vértice de O hamiltonianod.

Dem.

all2=1 «(por ser torneo

por corolaric 2.2 = 3 una particidn de V(DDE olDd=1
trayectoria dirigida

ie. 3 unaktrayectoria que contiene a todo vértice de D



Corolario 2.5 LDt luort

néitiva. entonces el minimo
nﬁmébo deftta igidas ' en que se puede partir
VeDy es igp ;7k ‘ ‘

Dem.

cor 2.2

=+ Elminimo numero de trayectorias'dirigidas,que

parten V(D> £ oCD>

Si Dre$:transitiva » cada camino dirigido induce

una completa

» - por cada particidn en trayec-—
torias dirigidas tenemos una

particidn en completas
Y claraméhte alD) £ {completas que parten VCDD |
cor 2.2

';lén p;biiéular alDd < min no de trayectorias £ oD
i dirigidos que parten a

L [49»>]
ke % Yo x(DP)=3
%s
minimo nuimero de trayectorias = al

dirigidas gque parten a V(DD
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uertemente’ conexo tiene un ciclo dirigido

“los -~ puntos: ; Ceircuito

ultad§ sé>sigue

os ‘puntos de D

" Sea a € VCDY - VCuﬁ g
como U es fuertementie conexa,
- = una trayectoria dirigida o

de z a v que contiene a a’

tal que ' — u = {2.Q} y k;ﬂ) =2

Cyo que paosc por & = liene longitud ol menos 20

L4 S7 SRR P A 4GV N
Sean €y, y Cy’,uwd las flechas de pup’ que llegan a w

Cuupts ~ {Cy.w).(y'.w)} es una arborescencia con raiz w

y terminales {y.y'}
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generadora con raiz wy .

s ter‘ir}in‘é.yle;sv ‘contenids en

“‘Esta“ arborescencia

contié_ng a_'ht':ki'do' "Ur‘i"o's:f' de puUy' empieza en w ¥y
podemos- extender a un ciclo

tt';doilos puntos de uuu’

Koz |p(+1> |l
ya que g era un clclo de longitud mdxima

Conjetura 2.1 = CBermondd
i El . conjunto de vértices de una digrdfica fuertemente

‘conexa se puede partir en oCD> ciclos dirigidos o

puntes.
Conijetura 2.2 CLas Vergnasd
Una digrédfica fuertemente conexa tiene una

arborescencia generadera con a lo mds al(ld-1 vértices

terminales,



‘Conietura 2.3 CBerged

Teorema 2. 4 Sceal

Para. -toda

las trayectorias de M,

Probaremos que existe una"familiak dgf irayectorias
distintas M' gue parten V(IO ;”:’
[M" | 2alDd ¥y ACH'Dc ACMD

Demostracidn por induccidén scbre la cardinalidad de VIDD

Si |viDD =1 1la demostracién es inmediata.

Suponemos que la afirmacidn es valida para digrédficas con

menos de n puntos.

Sea D una digréficgbqgn¥n puntos
(RRUREEEN




;‘@ch},; {aé,...,ak}

ACMTY = {az.as....} + alD) puntos iniciales
de las trayectorias

ajenas

5l




Qe Oa Ca (34l

-’(Cq’.‘;-.l‘z?.ys:. e ’yacmu} es la particidn
B S : de D buscada

2

#
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induceién 3 una .particién
“trayectorias dirigidas . .

N aanvi} o
y h\’étem}os} acD™Y < ol Dd

St alD™ < oCD> & D™= b1
St b e acH™>

si b1 es punto inicial de M"
extendemos la trayectoria de H“' que empleza

en b1 a una que emplece en a,.

& Az Qe(®)+L

N ~ =

: ,‘2 /':(mm

Andlogamente si a, € ACH"D
podemos suponer {bz.az} — ACH") =0
1acH™™ | € aCDd -t
Mo {[ail} es una particidn de V(DD en
a lo mds olDd trayectorias dirigidas
cuyosh puntos iniclales pertenecen a

«{ai.as,. . .aa@ﬂ}



CAPITULO 3

Conjuntos - independientes y trayectorias dirigidas de
’ longitud midxima en digridficas.

Introduceidn

Sean”_xCD)' y. ACDY. el ntmero cromdtico y el numero ce
Vérti¢55'defuna'thayectoria dirigida de longitud méxima de

Una digréfica D “sin ciclos.
Roy y. Gallal probaron qdé;”,éCDbzks ACDD N & B

Claramente una coloracidn apfopiada de D.es una particidn
de sus veériices en ccnjdnpos~independientes. Por lo que

una generalizacidn de (1) puede exXpresarse como sigue

Conletura C1 CJ. M. Laborde, C. Payan y N. H. Huang €1982))>,.
Para tcda digrédfica sin ciclos D, existe un conjunto

independiente S tal que

AND-S> < NCDD

En este trabajo, las grdaficas consideradas son finitas
dirigidas (il.e. digrdficasd y sin cicles., Y en este
capfitulec se demuestra la conjetura ! para digrdficas que
poseen nucleoc & co-nulcles y para digrdficas tales que todo

veértiice tiene grado a lo mds 3.

Definicidn Un conjunto independiente S de una digrdfica D = C(X,E>
se dice gque es co-nuclec de D, si para tode y e X-S, hay

un x € S tal que (x,y> € E.



nuclec S " ‘entonces.

emente grdficas no

unto’ independiente ‘es

Corolario

De: . hecho, éuandoztnﬁtamqs

posible mejorar. la éfibmacién
siguientes resultados: e
Proposicidn 2 : Sea D .una digrdfica stmétriéé' conexa

diferente de Kn. Entonces existe'ﬁﬁfédﬁjunﬁo‘Lndependiente
S tal que o L
ACD=-S) = NCDD>-2
Demostracidn,
D no es completa = contiene un conjunto §
independiente maximal con [S| = 2
Buscamos ACD-S) £ A(DD-2
Supongamos gue no se cumple
Sea Cxa.x .....xk_1> una trayectoria de longltud mdxima

en D-S,  CASACDDD
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osicién, -

Sea TCDD el conjun erminales iniciales de D

de una irayecto ngitud mi&xima de D.

Probaremos 16/ sig

Proposiciéﬁf‘a:’: Sea' D una digrdfica simdtrica. Entonces
: ' para tode x € T(DD, existe un conjunto
~independiente s con las siguientes

propiedades

1Y) x €S
il S € 7DD
TLL) ALD-SD = NCDD>-1

Dem. i
Por-inducecidn sobre la cardinalidad de V :
" Sea x e TCDD :



_Genfetura ¢z =

P - eenjunto
" independiente: o
i 5 € TCm

8> ACD=S = ACDd-1

Dada una digrdfica D, denotamos como rexo Yy rcx al
conjunto de vecinos que entran ¥y salen de un vértice,

respectivamente.

Claramente, si y es un vértice en TCDD n (x> entonces
toda trayectoria dirigida de longitud mdxima con origen y
contiene a x. En general, si y pertenece a TCID n I'Cx),

esto no es verdad,

Entonces la prueba funcionaria si la siguiente conjetura

fuera cierta :

Conietura €3 Para teda digrdfica D Z un vértice " x con las

siguientes propiedades

12..x € TCo



FLLD V y € zCDD‘k‘r-Cx). toda Lraye*toria dirigida de

méxima‘con crice 'en v contiene & x :

Cem. ,.‘

"conjunto inaependiente s TCDd> que
intersecta a Loda trayectoria dirigida de longltud

) méxima

Y sea x € TC(D) que satisface las propledades > y {1

de la conjeturaks
Si ANCD .- %) < ACDY se cumple C2.

St ACD - x> = NCDY consideramos lo siguiente

AP@r’,hipétesis de 1induccidn existe en D - x un

_conjunto independiente J tal que J € TCD = x3 € TCDD
NCED =50 = > < NED = XD :

;ié. J intersecta a toda trayectoria dirigida de

‘longitud mdxima de D - x,

Por lo tanto J U {x} intersecta a toda trayectoria de

longitud mdxima de D.



Propcéiciéﬁ‘@

Dem.

Por

Sea

trayéﬁ@éria

b5T~P~D ‘No hay flechas de 2 a

fSupongamos que existe ;iﬁ

de.a = irayectoria de 1ongit
ACD -~ X2 = ACD3, asf”

contiene a-x -l L

Sea D una digréfica tal que todo veértice
tiene grado < 3, Entonces D satlisface C3
Y. entonces c2 'y ¢,

coﬁtradiccién.

xe TCDO » Ty e [TCDY —~ NCxd1 tal que y es el

origen de la trayectoria dirigida de longitud maxima que

no contiene a x,

De nueve sea Z € [TCDD — NCy>] tal que es el origen de

la

trayectoria dirigida de longitud médxima gque no

contiene a y.
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' Cbnt{ndahdgy procedimi

ray tp;ia-dirigida de longitud mdxima con

‘ne econtenga a xz. se obtiene una

%
% g
L -
Y .
- .
L[] [
> L]

Conclusiones :

1. El teorema de Gallal-Roy puede expresarse como sigue

QEI conjunte de vértices de cualquier digréfica puede
éer partide en A conjuntos independientes Cdonde A es
t_el“hﬁmero de vedrtices de una trayectoria dirigida de

'longitud mé&ximal,

_Alternativamente, otro resultade es el siguiente :
El cénjunto de vertices de cualquler digrédfica puede




“ Proponemos. la

Conjetura Cé-.

§Sf la respueste es

llPara valores pequeﬁos de:p

afirmativa

A ‘continuacidn tenemos algunas condlcionés . suficientes para

digrdficas gque satisfacen la conjetura cf.

Definicién

Un nuclec N es un conjunto N < V(DD indepéndiente ; le. gque para
cualesquiera x,y € N, x no es adyacente a y, © que no hay flechas
con ambos terminales en N y es absorbente si para cada y € V(D-ND

existe al menos un x € N tal que yx es una flecha de D.

Teorema 3.1
Cualquier digrédfica sin ciclos dirigidos tiene un ndcleo.



Antes de demostrar’ eétet‘f.edréma;_vydélr’nos'tfrarfemésﬂ,:el ‘sigulente’ lema:

LEMA 3.1 7

St D es una digrifica s':_lv.ﬁ'k_cilclé : ntéhc}k’es‘?éﬁ;fD évxi’s,tb.ve‘:al‘
menos un punto de kex"g’rAavdoi’ . - S T
Dem. i _k . :

Supongamos que no existe’un punto ,- ~es’ decir qué
teds punto tiene e*gra’do}hé)'{.&r

Sea 2 € V(D), peor la supt

2 —z es flecha de D.
o "1

Como z, tiene exgrado  mayor.

que 2, -z, es flecha de D.'.y’i’:’a‘siﬁsu esivamente.

zi‘—zw1 es flecha de D.
Como el conjunto de. vértices de D ,ésixburhr

entonces existen io > Jo tales que g =z
o
Por lo tanto D tiene algun ciclo dirigido. -

Dem. Teo 3.1

Sea N ={z € V(D> ~ & Ca>=0}

=] D
Por el lema anterior, No es no vacio.
Sean W ={w € V(D) ~/ I CwnN = B}

o D o

D =D - CN WD

1 [=] (=]

- St D1=a entonces claramente No es ndcleo de D
- Si Dfa
Sean N={z € V(D> ~ & (2)=0}
1 1 L)
— +
W1—{w € Vi v F‘DCw)hN1=e}

D =D - (NW)D
2 "1 11



continuamos con el" rog miento anter ont n+l

el primer'

b =D ~CN Uy
entonces cla Y; i j s nuclec 'de D. |

Teorema 3.2 -
Sea c '

i entonces )\C D-—S) < )\C DD

Dem.

Supongamos que existe una trayectoria de longitud mdxima

T con § — V(IO =0 y denotamos por 2z, al punto final de T.

Claramente z, e [CVCDO-CO) — CVCDO-SD) y come S es un
kernel de D-C entonces existe ye S tal que Czo.yDeACDD.



Las cond 31 que ﬁﬁa digféfica,£§§§a
un nucles. S por: diferentes autores.
JCD) satisface la propiedad P

Diremos. dhe'u
,D[ItD)] satisface al “menos. una

si para cada

de las siguﬁe

td Toda trayectoria dirigida de longlitud mdxima de D

~con origen en 'y, contiene a x.

1) ' Toda tirayectoria dirigida de longitud mdxima de D
que contiene a X ¥y no comienza en x también contiene

a y.

Tecrema 3.3

Dem.

Sea D una digréfica, Sl cada subdigrdfica inducida 4 de
D tiene un vértice xe ICH) que satisface la propledad P
entonces existe un ceonjunto independiente $ < ICD> tal

gque X(D-55 < ACDD.

Induccién sobre la cardinalidad de V(DD

Sea:x un_veértice cohokénllalhipé{esis,del teocrema 3.3.



n héiaabk'ge'jcumplé con
la hipstesis

aépendiente en

ada trayectoria

b{én’se observa

:independiente. con

" las propie

ff‘QOmo‘ye£ICD—k>~y‘XCD-x>=ACD). tenemos que

: CQ.yJ & ACD), entonces Cy,x> € Asym DLICD3) y

‘iﬂéXisie,,una trayectoria dirigida de longitud
médxima de D con origen y que no contiene a x.

. Esto es‘por ti) de la propledad P donde S=J es

un conjunto con las propiledades regqueridas,

'Un resultade similar para el teorema 3.3 se probd y come
una consecuencia se obtuve gue cualquier digrdfica D con
méx {5DCx)=5;CxD + 5;(x3 7/ x € VCD} £ 3 satisface la
conjetura C1. Aplicando el tecrema 3.3 obtenemos los

teoremas 3.4 y 3.5 que generalizan este resultado.
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Teorera 3.4

ﬁSupongamos que el enun~iado anterior es falsc y Sea x un

~fvér ice en ICDD. entonces existe un vertice Vv en F CxD —

xICDJ con Cx,v) € Asym D que es el origen de la
lLréyectorié dirigida de longitud mixima de D que. no

éoniiené a x 'y 'existe una‘ trayectoria dirigida de
longitud'méxima de D que nc éomienza en X, gue contiene
a X peroc no contiene a y. »

Sea -z un vértice en F;CyD —~ICDY "¢dn Cz,y) € Asym D due
es el origen de una trayectoria dirigida de longitud
médxima de D que no contiene a y y existe una trayectoria
dirigida de longitud mdxima de D gue no comienza en v,

gue contiene a y pero no contiene a 2.

Continuands este proceso obtenemos un ciclo dirigido

c’ = an.x ,...,xn_D tal que para 0 £ i £ n-1 existe:

15,,Una trayectoria dirigida de longitud mdxima en D con'

origen x que no centiene a x " Cmed nd y

.,ayk Una trayectoria dirigida de longitud méxima en D que

no comienza. en X que contiene a X, .pero, no

contiene a X, Cmod nd.



~Teorema ‘3.5 e ) . Gt e
Sea D una”dyigra'fica tal- qu,e{;' todo ciclovr diriaido:

contenido en . Asym D tiene un vértice- x que satisfacef
DIF 1 & K7 - donde nCxd = §7Cx> o DIFTCGA) = K

D - nix} ST men!
mCxd = 5'Cx>.‘ Entonces existe un conjunto independien—

te § = ICDD tal que ACD-SO < ACDD.

Dem.

Probaremos gque cualquier digrdfica que satisfaga la
hipdtesis del teorema 3.5 tiene un vértice xe I(Dd que

satisface la propledad P,

Por contradicecidn,

Supchgamos que el enunciade es falso, procediendo como
~en la prueba del tecrema 3.4 cobtenemos un cicleo dirigido
C: = CXo.xi.....xn_xD centenide en Asym D tal que para

0 =i 2 n-1 existe:



15 U

: 'ED"'V.

‘mod nd.

ncitud maxima de D con

Cdenctada med nd oy

e,’longitud mdxima de D que
contiene a x,  pero no

Ahora analizamos

toria’ dirigida con Ko >

la eleccidn ‘de an

Caso 2.

k

Existe un vértice x, e C? con DITICx D1 =K

mC ka = :SDC ka . Sea -

trayectoria ci ri gica de

ﬁ : ‘,"—-syo?xk.yl, Ve ,yq) una

,_~1'sz-1) } s A R%
Ve, ,zpD es una trayec-

=1+ &Ko, contradiciendo

M

mix,
k

ldn’gi}iud mixima de D con




Los vert ‘ ', a_ interna isomérfa en
1 n ser considerados

Teorema 3.8

: ’ G i
e - .
Sea ‘ - FDF)SD = K
nlx>: 5 siexiste un
conjuni D( NCDD,
rleo =K,
SRS + ) niKy

'l'ér'cya.rdinalidad ce C'.

n onces el tecrema 3 8 se cumple directamenie cel

‘;‘,51 cr2e
'Leorema 3 2.

Sup 'C'=e y. sea N un nucleo de D-C, Como N es un
conjunto - independiente podemos asumir gque existe una
trayectoria dirigida de longitud médxima de D,

T =kCz°,zt.....zn) tal que N —~ 7 = 0,

'Casc 1.
K z € VCDD—C :
‘Tenemcs z e CVCD)-CD‘.

CVCD)—NJ y.ya‘que N es un nuclec

de D-C ; : K g
- 3 y e N tal que Cz .y: € 4Dy T' =TuU <z _,y) es
una traye;:»t.cria.k diri‘g,ida de. D con XT'2 =4 + &2

‘contradi¢iends la: el evc;gi én de T,



rigida de D

Entonces N Lr‘{z“} es .un conjdntc 'indeﬁendiente. De
hecho es un nicleoc de D-C, donde C = C—{zn} entonces
por la hipdtesis de induccidn existe un conjunto
independiente § € V(DD tal que ALCD-SO < ALCDD.

Corolaric 3.3

Sea D una digrédfica.
Si existe un conjunto
C g CVEDS ~TCDD) U {xe V(D) | rreos &, an)=é—CxD}
D x> D
gue intersecta cada ciclo dirigide de D entonces existe
un conjunto independiente $ < V(DD Lal que AID-SOCACDD.

zpem;rjby
fréshitédo fundamental muy conocide en la tecria de

: és é&tablece gue cualgquier: digrdfica sin ‘ciclos



Teorema 3.7

ré!‘i ca B -ori entada'-

digr&fica B —orientada D entonces S~ o

es

dependi ente maximal "‘_deA :

ayector ia dirigida - de. longl t‘q{d o

Ya, que s ‘esun- conjunte independiente maximal y T. una
traye\.toria dirigi*a de longituc méxima entonces exist.e
vy €5 tal que(yx) e ACDD;

Ahora probaremos que “si Cy,xge ACDD "entences Cy.x,\_’.) €
ACDY para toda 1S 41 £ n. Ve :

Suponemos que Cy,xib e A(D) yasgue ;(x 2% ) € ACDY ¥

D es una digrafica Bi-or'i ent.ada entonces

{cy. X 2sCx_ WY } n ADd»@;  cuando Cx, Y& AL
~lenemos:

T’;:Cxo,x‘.. Cea X MeX X .th es una trayectoria
dirigida de D con &7T'2> =1 + &7 lo cual contradice la
forma en que 7T fue elegida, de aqui tenemos

Cy.xl_l) € ALD>,

LI Y -
por 1o que Cy.xol y T Cy,xo,xi....,xnb es una



.contria'dif‘c; endo ‘nuevamente: ‘J.Aa-;el eéci:én "‘,d'e‘ T, .

C;Sn‘si’{der ando
ser 'B;%ﬂo'ri entada

. ‘t.e'o:rebma.y 3.8,

trayectoria’ dirigida de D, ((T") B DR R &

ip_ét'.\e:‘sis de
itirse en el

Claramente una digrafic:
y séle si D' la satisfa

inversa de D obtenida al i

ny

arcos de D 2.

" Por . le tante apl'icalndo"k el principloc de dualidad

direccional. tenemos qde j'par'a cada tecrema o corolario

existe un teorema o corolario dual que se obtiene al

reemplazar nucleo por contcleo, ICDd por 7CDD, 5;Cx3 por
5;Cx), F;Cx) O por F;Cx) y Bi—orientada por

Bz-cri entada,



APENDICE A

Ndcleos

Ei concepto de nucleo de una digrafica fue introducido por‘John Von'
Neumann y Oskar Mcrgenstern en 1853 como herramienta de-interés .en

la Teorta de Juegos. Demost*aronjque toda digréfica f*n*ta sin

ciclos posee un nucleo  unico;
pur amente grafico.‘-Ribhadeoﬁ
digréficas gue  poseen‘: nucleo
digraficas bipartitas cu niz.a 3
finitas sin ciclos impares »ienen nucleo La demostracién original

del Teorema de Richardson ‘es bastante ccmplicada. en 1871 Vicior

Neumann Lara introdujo el conceptc de semdnuc‘eo que Dernutié una

demostracion mucho mas simple.

En 1675 Romanowicz, Zbigqniew demostrdé que una digrafica enla cual
cada ciclo impar no simétrico tiene una diagonal simétrica que ‘es

imparmente aciclica, tiene nucleo,

Posteriormente en 1979, P. Ducket present¢ en su tesis doctoral

algunos resultades interesantes sobre la existencia de nuclecs en

digréaficas.

Conceptos Preliminares

Dadas dos digrdficas D y H denctaremos DUN é la uni~n de D y H que
es la digrédfica definida como sigue:
ACDUHD = ACDD U ACHD y VCDUMD = VCDD U VCHD.

Si Do es una subdigrdfica de D, una flecha de D que no es flecha de
Do es una pseudodiagonal de D° siempre y cuando ambos puntos
terminales de la flecha sean vértices de DO. Si f=Cui.uzD con

v1eS1S VCDOD.vZGSZEVCDOD es una pseudodiagonal de D° y . Se dird que



'de 

S es una v, S - pseudodiagonal de pseudodiaééﬁa},

D o una- S S - pseudod*agona1

Sea f=cu1;uz) una psehdodiééona-v S‘ﬁﬁﬁa

diagonal de D cuando Cv, 'uDzACD e/ sveb >

se dird que f es una 1QSZ—'cia o ﬂiagdnélfde

D o una $ S5 -diagcnal de D ..
° 172 “o
Conceptos y Teoremas Fundsme

Definicidn .al. C(Von N
Sea D una—di art
ad s es ind
b> Para todo

Los sigulentes resultados fuéréh,obténidbs‘por“vfctor‘NeUmann Lara:

Definicibn a2. .- :

Sea D una digréafica, Diremos que S € V es semindcleo de D si

a) S es independiente !

b Para cada flecha f que va de $ a x Cen virtud de lakcohdiciéh
anterior x € V-S> existe una flecha f' que va de x a S. '

Claramente © es semintcles de D,

Tecrema al, .-

Sea S un seminucleo de D, : S
{veV-$ / no existe flecha de v 545}'y s

subdigrafica B de D inducida por g

’séhinﬁcleo de la

semindclec de D,
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Como consecuencla del

Teorema a2,
Sea S un. semind

7. nicleo " de la

,Definicién a3..

Diremos que D es. R- dicr'fica si't d igr fica piehé'de D posee

un seminucles no trivial Ces

Observacidén al. ‘ s . :
Es clarc que si D es R-digrifica. yiD es igbéfl;# plena .de D

entonces D_ también es R-dis

Teorema a3, ) :
Toda R-digrd fica posee:al: menos: un ndcleo: -
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 APENDICE B
R-digréfi as

Tecrema bl Lo
Sea D una digrédfica, Tekibﬁf

dfica y‘para cada

ue? al menos una de. las dos: s

ad> Cada ciclo cirigido imp

di agonal. ; :
bd Cada ciclo 1mpar u{,}?%P§¢Ud°'
diagonal’, : k

Entonces D es R?digtéfica.

Teorema b2,

cada~ff¥Cu.v>eA ~se

Sea D una digrifica;.
satisface la siguiente propiedad S
: iene alguna VCCDC - pseudodiagonal .

> Cada ciclo impar C por
Entonces D es R- digréfica si Y sélo si’ toaa subdigréfica plena H de

Dtal que Hn 4 = 0, es. R—digréfica

Teorema b3.
Sea D una digréfica‘ij:

cada ciclo dirigido;iméé

que D~ T es R-digrédfica y para
N.T. % 0, se ‘tlene VCO3: c

Entonces D es R-digrafica.

Teorema b4. . o
Sean D una digrdfica y 4 c. ACDD tal que para cada ciclo impar C con
Crn4d # B se satisface VY(C) = Cw)“ Entonces D'es R-digrédfica si y
sélo si  toda subdigréfica plena H de D tal que HN4d = © es

R—~digrafica.

Tecrema bS.
Sea D una digrafica, 'siexiste TcV(D)-tal que para cada ciclo
dirigido impar C de D con VCCIAT # © tenemos ACCO=FCCY. Entonces D



‘es R-digrafica si'y sélo si D-T es R-digrafica. .

AplicapiQnesl

Del Teorema pa.

J‘igréficaby:tada

tiene ' dos

Nota bi. Este
DichetC1979>

3% Sea U una digréficalial
posee una pseudcdiagonal"fc

y cr=c*, Entonces D es—R- i

Nota E2. Este implica el
Romanowicz, Zbligniew (19750:.

existe f=Cu,vledCCd tal 'gue < es . imparmente

aciclica. Entonces [ tiene nﬁgfeﬁ}

Del Teorema bé4.

4) Sea D una digrédfica, F}'ACDD={feA¢DDi/!f es imparmente aciclica
en D} B ) S :f"r:' o . EEE
"D 'es R-digrédfica si y sdlo si toda spﬁdigréfica plena 4 de D tal



(D> es R-digrdfica | entonces D es

Resigrars

Noia b3. El reciprococ de €5 es falso. Basta considerar un kéiélo

impar con alguna“ psyeudodi agonal imparmente acficli ca.

5%
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