


UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



Int.roducci6n 

?reliminares 

Cap.it.t.il_o I_I 

CapÍt.ulo -III-' 

Apéndice A 

Apéndice 8 

Bi bl i ografí a 

INDICE 

Arborescencias 

Teorema de Gallai-Milgram 

y result.ados relacionados 

Conjuntos independient.es y 

Trayect.orias dirigidas de 

longit.ud máxima en digráficas 

Núcleos 

R-digráficas 

Po.g. 

1 

3 

10 

19 

34 

63 

66 

69 



I N. T R ó o -u e e I º·· N 

Muchos son los cient.ificos que han d~dicado·ydedican su vida a la 

investigación de la Teoría de Gráficas. 

Crestin en 1969 encontró que era posible direccionar todas las 

aristas de una digráfica conexa de tal manera: que la digrá!'ica 

resultante tenga un subárbol generador H. Este y otros resultados 

relacionados se describen en el capitulo uno. 

Gal tai y 11i.tgram. demostraron que en una di gráfica D=CX,W sin 

!'lechas múltiples ni lazos, el mínimo número de trayectorias 

elementales que parten a X es menor o igual al número de 

independencia de G. En el capitulo dos se muestra una 

generalización de este resultado. 

Roy e independientemente Gat tai C1967 y 1968), probaron que el 

número cromático de una digráfica sin ciclos, es menor o igual al 

número de vértices de una trayectoria dirigida de longitud máxima 

contenida en esa digráfica. En el capítulo tres se present.a el 

siguiente resultado con el !'in de fortalecerlo: 

Para toda di.gráfi.ca si.n ciclos G, existe 'L!n conj'L!nto 1.ndependiente 

S, tat q'L!e ~(G-S) < ~(G). 

H. Gateana-Sánche¡¡: y H'L!go A. 

condiciones suficientes para 

Rincón /1ejía obtuvieron algunas 

digrá!'icas que satisfacen la 

siguiente conjetura propuesta por J. 11. Laborde, C. Payan y N. H. 

H'L!ang en 1 988 : 

Toda di.gráfica D tiene 'L!n conf'L!nto independiente S, q'L!e 1.ntersecta 

toda trayec torl.a dirigida de ton.gi t'L!d mdxima. 

En el capítulo tres se presentan también algunos resultados 

obtenidos por Gatean.a y Ri.ncón sobre conjuntos independientes y 

trayectorias dirigidas de longitud máxima, que es el tópico que da 

título a esta tesis. 
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El objetivo de est.a tesis es presentar una recopilación de los 

últimos resultados obtenidos por científicos dedicados a la 

investigación de la Teoría de Gráficas, concernientes a 

trayectorias dirigidas y conjuntos independientes en digráficas, 

así como dejar abiertas algunas proposiciones para su estudio 

posterior. 
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Una gráfica G const:a 

llamados 

conj unt:o de 

llamados 

Si t.< y 

diremos 

ari st:a 

El grado 

aristas 

adyacentes a 

Los \lecinos 

rC\I) 

Dos gráficas G y H son isomorfas si 

f: VCG) -t VCH) biyectiva tal que : 

objetos 

con un 

de G 

e ACG) 

adyacentes. 

común. Una 

el número de 

vértices 

es el conjunto 

existe una función 

u es adyacente a \1 en G sii fCu) es adyacente a fC\I) en H. 

Un camino C, es una sucesión alternada de vértices y aristas tal 

que vértices y aristas consecutivos son adyacentes. Si el camino 

empieza en u y termina en \1 lo llamaremos un u\1-camino. 

Un paseo P es un camino en el que no se repiten aristas . 
.? 



Una tra.;yec toda T_ es· un __ cami río en el 

La 

aristas que 

Una gráfica 

uv-..cami no. 

Una gráfica H es una subgráftca. 

VOD s VCG) y ACH) 5 ACG:l. 

de 

Las componentes conexas de una gráfica G SOi) las subgráficas de G 

máximas con la propiedad de ser conexas. 

Una gráfica H es una subgrd.ftca tnductda -de G_ si VOD S VCG) y 

Cu,v:i e ACH) si y s~lo si Cu,v)e ACG). 

Si en una gráfica G todo par de vértices es adyacente entonces 

decimos que G es compieta.. 

el número de vértices de G. 

La cual denotamos por KP, donde p es 

Denotamos por KP -e a la gráfica completa de p vértices menos la 

arista de e. 
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subgráfica 

de VCG) en los 

V 
1 

Una grá!"ica G es biparttéa compteta si exist.e una part.ici6n 

{V
1

,V
2

} de VCú) de tal manera que t.odo vértice de V
1 

es adyacent.e 

a todos los vértices de V La escribiremos como J<. donde 
2 n,m 

IY
1
1 = n y iV

2
1 = m Si IV

1
i= 1 ent.onces G recibe el nombre 

de estrella y la denotamos por 1<
1

,m 

Dada una gráfica G el complemento de G denotado por G'", es una 

gráfica tal que : VCúc) = VCG) y \l es adyacent.e a v en Ge si y 

s6lo si \l no es adyacente a v en G. 

Una gráfica G es un drbot si G es una gráfica conexa y sin ciclos. 

Sea v E VCG), si el número de componentes conexas de G v es 

mayor que el número de componentes conexas de G, entonces a v lo 

llamaremos punto de corte. 

Sea AS VCG), si el número de component.es conexas de G A es 

mayor que el número de componentes conexas de G, entonces a A lo 

llamaremos conjunto de corte. 
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Algunos ejemplos de los conceptos 

Pi gura NO. 1. 

e 

e d 

anter.iores se encuentran en la 
.:_1~ _-. 

VCG) = Ca,b,c,d,e,f,g,?0 

Ca, b), Cg, h) e A(G) 

a es adyacente a g 

Ca,/) es adyacente a C/,e) 

Cc,d) incide en d 

reo) = ca,g,d,c) 

T Cf,a,g,b,c) 

e Ch,g,b,c,d,h) 

tCC) = 5 

ó
0

Ce) = 4 

Una digrdfica D consiste en un conjunto !'inito no vacío, de 

objetos llamados vértices, denotados por VCD), junto con una 

colección de pares ordenados de distintos elementos de VCD), 

llamados !'lechas (aristas dirigidas), denotados por ACD). 

Si f Cu,v) e ACD) diremos que u es adyacente a v o f incide en 

v. 

El ingrado de un vértice v en D, denotado por ó~Cv) es el número 

de vértices adyacentes hacia v, es decir, el número de !'lechas que 

llegan a v. 

El exgrado de un vértice v en D, denotado por ó~Cv) es el número 
D 

de vértices adyacentes desde v, es decir, el número de !'lechas que 

salen de v. 
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Los 

Sean D y H 

función a 

e 'U. 'U) e AC D) 

Una 

es· la suma del 

el conjunto 

si VCH:> S VCD:> 

con u, v e ve H:>. 

Un camino no dirigido C de Des una sucesión alternada de vértices 

y flechas C = { 'U
0

,'U
1

, ••• ,u,., t.al que cu,,u,H) e ACD) o 

cu,.,.
1

,u,:> e ACD). Si C empieza en u y termina en v diremos que C 

es un uv-ca~ino no dirigido. 

Un camino dirigido C~ de D es una sucesión alt.ernada de vért.ices y 

f'l echas C~ = { u
0

, u
1

, u
2 
.... , u,., t.al que C ul' u, .. 

1 
) e AC D), 

Una trayectoria no dirigida T de D es un camino no dirigido en el 

que no se repiten vér.t.ices. 

r¡ 



no se repiten 

Un 

el 

Una di gráfica 

cerrado dirigido en el que no se 

primero y el últ.imo son el mismo). 

D es conexa si para todo u, v e VCD) exist.e un 

uv-camino no dirigido y por lo tant.o un vu-camino no dirigido. 

Una digráfica D es fuertemente 

exi st.e un uv-caníi no dirigido.-

Para cualquier 

i:nduci:da por S
1

• 

S VCD), 

'U, v E VCD) 

suodí.gráfí.ca de D 

La parte asi:m.étrí.ca de D denotada por AsymCD) es la subdigráfica 

generadora de D cuyos arcos son los arcos asimétricos de D. 
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una 

'U~rtices 

dirigidas 

Cresp. 

si 

T. 

Algunos ejemplos de los concép't..cs"-il:nFeriores se encuent.ran en la 
Figura No. Z. 

a. 

+ e 

e d 

FIGURA No. z 

9 

VCD) = Ca,b,c,d,e,f ,g,h) 

e e • d) • eh. g) e AC D) 

e es adyacent.e a d 

Ce,/) incide en f 
ó .. CcD o 

D 
ó-CcD 4 

D 

ó CcD 4 
D 

r .. Ch) 
D 

Cg,cD 

r~Ch) Ce) 

T Cf,a,g,b,c) 

e = Cb,d,c,b) 
T~ Cc,b,a,e,f) 
e~ Ca,e,f,a:J 



C A P I T U L O 1 

En este cap!t.ul o se describe el concept.6 dl a~;~o/es~encia, gráfica 

quasi-fuert.ement.e conexa y algunos re~url.~d6s ~~laÚonados con 

arborescencias para reafirmar est.e concept.o·. 

Arborescencias 

En una digráfica D=CV,U), un vértice a es llamado ral2 si todos los 
vértices de D pueden ser alcanzados por medio cie t.rayectorias 
dirigidas que comienzan en a. 

Una gráfica D es quasi:-fuertemente conexa si para cada par de 
vért.ices x, y, exist.e un vért.ice 2Cx, y) desde el cual exist.e una 
trayectoria ciirigicia a x y una trayectoria dirigida a y. 

Una digráfica fuertemente conexa es quasi-fuertemente conexa porque 
puede darse que 2Cx,y)=x; el inverso no es cierto. 

Una arborescencía se define como un árbol que tiene raíz. 

a. 

10 



Lema L...1.. 
digráfica D=CY,(}) 

suficient..e para que una 

D sea quasi -ruert..ement..e 

conexa. 

Dem. 

', ."_,· 

.. :i Si D t..iene una raiz~· conexa 

.,, Sup .. D es .qfc. y sus vért..i ces son ,x 
.n 

3 .z
2
:en 

3 .z-. 
9 

eri'c 

3 2 en 
n 

VCD) t..ai que 3n z
2

x
1
-t..ray y 2z'(

2
-t..r ay, .. :; _, 

··-

-
vcn:i=,.t.iú qui!< :3n 2

9
2

2 
-t.ray y 2

9
x

9 
-t..ray, 

- --=" !~ - - " 

tal que 3n z¡.;2¡..:._1~5ra,x y 2~~~...:"t.ray 
.;;".::._;),,'.·· :·. 

Por. lo, ~ant~ ·;.. es· ra!z de D 

Teorema L...1.. 

Sea H una digrá!'ica de orden n>1. Las siguientes 

propiedades son equivalentes 'y cada una caract..eriza una 

arborescencia.: 

D H es qfc sin ciclos 
:·:··· 
."·'. 

' 
e:i H es qfc.y Ú~nén-1 flechas 

3) H.·es un árbol con una raíz a 

4) Exist.e a en YCH:l t.al que cualquier ot..ro vért.ice está 

conectado con él por una única t.rayect..oria desde a 

il 



5) H·es. qrC:·.· __ y est.a· propiedad 

iieÚía>s~ quit.a de Ji 

6) H es qf é y 

ó~Cx)=1 \ti C.x;í<a) 

7) H no. tiene ciclos, 

ó~Ca)=O, ó~Cx)=1 

Dem. 

Cl) .. Ce) 

C1) .. H conexa y,.sin ciclos 

.. H es un ar bol 

.. H tiene n-1 flechas 

Ce) .. C:S) 

Ce) ,. H es conexa y sin ciclos 

.. H es un árbol 

l•mo. 1. l ,. H tiene una raiz a 

C:S) .. (4) 

La raíz a del árbol H tiene la propiedad (4) 

(4) .. (5) 

Sup. que la propiedad de qfc no se pierde 

cuando una flecha Cx,y) se quita 

,. existen e trayectorias elementales 

t:e,c
1
,c

2
, ••• ,x) y t:e,d

1
,d

2
, ••• ,yl que no pasan 

por la flecha ex.y) 



~ . 

.. exist.en dos t.rayect.orias en la gráfica D de e 

a: y y .do.s t.rayect.orias de a a y, lo cual 

la propiedad (4). 

t.iene una raiz a 

No puede exist.ir una flecha incident.e en a 

porque la gráfica obtenida de H quit.ando est.a 

flecha t.iene la raíz a y es q:fc, lo cual 

cont.radice la propiedad C6). 

Por lo t.ant.o ó~(a)=O y ó~Cx)=1 con Cx~a) 

(6) .. (7) 

El número de flechas en H = l: .n ó-Cx.) =n-1 ya 
J =t H J 

que H es conexa y tiene n-1 :flechas 

.. H es un árbol y por lo tanto no tiene 

ciclos. 



Dem. 

Teorema 1.e 

(7) .. (1) 

Comenzando er{'.un· v~rtice, .. b;>'a, viajando por la 

gráf¡ca. e& ·di~e:t::cfÓi../;contrari a a las flechas. 

ni ng"i:in véFt..rse jse :~nt~:int..ra~á dos veces, porque 

l'l.CiciÍ:ck... 
;:\~'.;:··:·;{:-·. ·-'·:·~>:· 

·";~:·.· ~ ·. •, ' 

lleg~ll\os, .. a un vértice x"'ª• el viaje 

co~U~úa~!l por~IJe ó~Cx)=1 V ;q:a, 

?o~• i•~;f?JJ~ ~~ via:je s6lo puede t..érminar. en el 

_;é(t1;~~I~ ·:i~··· c!Je ei es raíz 

,_. -;:~~i,:::"' ~Ri~·~.~f~~;·\~';-~-:-. ·-
- -"•e 'oit;'~:~~-~::~:::;·· :'.';iS.~ <t~ 

·,,;-~: ·<-~1f-~·:, ·;,.. 
que 

..) Si D no es qfc, entonces no puede tener una gráfica 

parcial que sea una arborescencia. 

•) Si D es qfc, podemos quitar todas las flechas que no 

afecten la propiedad de que D sea q!'c. Cuando no 

haya más flechas que se puedan quit..ar, la gráfica 

result..ant..e será una arborescencia CTeo 1.1, prop 5). 

Sea D=CX,E) grá!'ica conexa y x
1
e XCD). 

E~ posible orientar todas las arist..as de D de tal manera 

que la digrá!'ica resultante D
0
=CX,W t..enga un subárbol 

generador H tal que: 

1) H es una arborescencia con raíz x
1 

14 



circuitos 

3) los ciclos 

Dem. 

Dada la 

vértice x. 
J 

posible de 

b) r ex.:> ~ 
o J 

Entonces 

orientamos 

tomamos-

la 

X; .... 1 
arista 

~-E-_- r éx.:> o- J {x • ... 1 •xi}. y 

Cxi; *t..-1 J de xi a xi.•1 

Terminamos cuando todos los vértices estén en la 

secuencia. 

Sea H la grát'ica t'ormada por las aristas dirigidas 

por este procedimiento. 

Por el teorema 1, Hes una arborescencia con raiz x
1 

porque H es conexa y ó~Cx1)=0, ó~cx,)=1 para i;o<1 

2) Sea [Xi,xl<l donde i<", una arista de E: tal que 

Cxi,xl<) lf! H. Esta arista determina un ciclo de la 

base asociada con H. 

15 



3) 

P.D. Si o:-ien~a:r.os(xj,xlc) de xlc a xj, 

ciclo es un ci~cuft.o; 

- '·-.·,: ... ·::~. ·.-· .:.· .... ~· -.. ·.·· --. -- -"' .: ',,__ -· -, ... - - - _,. ;-_ - ,-,.,' ---· - .- ;· . 

ent.onces el 

- - ' ~· ... : __ ... - - :/ "'-'.~;·.::·_-~-~~ ._ 

Si eXJ.;.t.e una 't:i:'a:yectori.a dirigida· de 

conLeni da ~n H. entandes:';( t'. )? "< ······. 
X a 

Slip. 

Sea µ 

asociado a H. 

e:.:·_/-

En H exi st.e una t.rayect.or.i a di ri gi da de ª· LH 
a a. 

L 

cont.enida en H, y 3 Ca
2
,ai.)-t.ray dirigida s H. 

Ent.onces a
2 

e CalH'al)-t.ray dirigida s H, de et.ro 

modo t.endríamos en H un vért.ice de ingrado al menos 

2 ! 

T 5 H 



Sup. 

a) Si Ca. ,a. ) e H .. a. e T 
L.,.1 · .. v~z i.•1 

b) Si H 

di ri gi.da 5 H 

ª· .... 

,. ªi ... 1 < ª2 < ªi .. 2 < ªt ... 1 

.. 3 un ciclo dirigido 

con~enido en H ! 

b) ... 3 ''\ ... s'ªi .. 2)-:-~ray dir s H 

a <" a. 
2 1..1'4 

.. cz:ÍTS < '\ ... z 

.. ª2 <" ª•+2 

·· ªt .. s < ª2 

.. 3 Ca
2
,ai .. ,)-t.ray dirigida 

Como ca. ,a. ) 5 D 
1.'f'!I t.+4 o 

SH 

a) Si e a. , a. :> e H .. 
LTS \.+4 ªl+s e T2 

,. ª2 < ªt+s 

11 



b) Si e a. , a ) e H 
\."1"9 \.1'4 

.. 3 ., a, .... ª,•s) ~J.r ay .. ªi. ... , < ~i. ... 9· . .. a < ª· 2 , ... .. a < a 
2 as 

.. ª· < a , ... 2 

Conlinuando así oblenemos que 

Pero como 

;+·•· :::,ca~.a:):t.:ray ciir).gidá s H 
.. a. < a . a -

z>, -.1 _q. 

,;,_._. 
'•Y_,. . ~ 

µ es __ .-~~·.-~_:! ,6:f6 : .. ~~~-tj;:_i ~d-o _con H_ 

Todos los circuilos de D son 
o 

los ciclos asociados con H 

lB 

< ª· , .. 9 

dir s H 



C;A ~ I_T U LO _2 

Milgram, y se 

est.abl ecer su 

El t.éorema de Gallai-Milgram . .y resultados ·~elacionados 
',? ··--· '""" 

.-. ~'.\:, 

''.·.:·-,·-_-. 

-"-'--:'< 

Sea D = CX,U) una di gráfica sin flechas múit-ipfes ni; laz.;~~: ~GaÚ~i 
---

y J.'.ilgram demost.raron que el mínimo número' _de·: t.rayeclori:as 

dirigidas en que se puede part.ir X es menor o igual Q(D) 

Def. 

Obs.-

No. de independencia de D a CD) 

a CD) Max IAI, A s= X, A es independient.e } 

A es i ndeper.di ent.e si no exi st.e una flecha de D con ambos 

t.erminales en A 

La igualdad se alcanza cuando la digráfica D t.iene un 

conj unt.o i ndependi ent.e S 
0 

con 1S
0 

1 aC D) y t. odas las 

flechas que inciden con S
0 

est.án dirigidas hacia afuera de S
0 

o. 

b 1,: (cl,e) 

Ti= U, s ,a., e, b) 



De!". 

Obs. 

De!". 

Sea H un bC.sque ºcie<: arborescencias, denot.aremos : Re}{) . al 

conj unt.o de r a! ces de l. as ar bor escenci as de H, Y por, ;e H; al 

co.njunt.o de lc:>s .vé~t.:ic"és t.erminales de las arbo~"esC:encias de 

H. 

Si x esun pu~t.o aislado, ent.onces xe 

Una rama t.erminal es una 

cont.ensi6n t.al que t.errr~na en un 

máxima por 

de la t.rayect.oria que sea di:fere.rit.e de 2 t.iene exgrado 

igual a 1 en H. 

Teorema 2.1 

Sea D = CX, LJ:l una digráfica, y sea H
0 

un bosque de arborescencias 

cont.enido en D, R CH) = R S CH) 
o o o 

bosque de arborescencias H S D ~al que RCH) 

S
0 

• Ent.onces para t.odo 

s R 
0 

se H) s s 
0 

y 1 se fD 1 

independient.e en D t.al que sea mínimo, exist.e s un conjunt.o 

int.ersect.a cada rama t.erminal de H. 

Cie. No exist.e un bosque de arborescencias H' t.al que RCH') S R
0 

se H' ' s s 
0 

y 1 se H' ' 1 < 1 se H:l 1 ' 

Dem. 

Por inducción sobre la cardinalidad de VCD) 

Si VCD) 1 la demost.raci6n es inmediat.a 

Sea D = CX,U) una digráfica IXI = n, 

sup. que el Teo Z.1 es ciert.o para t.oda digráfica con n-1 

punt.os. 

'2.0 



H 
o 

H bosque 

y t.al que 

Caso I 

ya 

Caso II 

SCH) no es independiente 

con ambos terminales 

obs. - a ti! RCH) 

Si a e RCH), como a e SCH) a sería- un punto .aislado de 

H, y considerando H' H u Cb, a) es un bosque de 

arborescencias 

y además 

como a e RCH:i 

RCH') 5 RCH:i s R 
o 

SCH') 5 SCH) s s 
o 

ISCH') 1 = ISCH)I - 1 ! 

ya que JSCH:il es mínimo 

a e RCH) 

,. 3 Ca
1
,a) flecha de H 

6"'"Ca) 1 y H 1 

Si ó"'"ca) ~ 1, H t.endría al menos dos descendient.es de 
H 1 

a en SCH) ,. 
1 

H' =H-Ca
1

, a)UCb, a) 

RCH') 5 RCH:i 5 R 
o 

SCH') 5 RCH:i 5 S 
o 

2l 

t.endría 



y además 

¡scH•:> t = JSOO 1 ::-1 

que':¡ SCH:> l '.es •mini mo 

concl 

-~~t~: ;,•,".~·,,e 

> . :·<i ' ·~.'i'.:\" ... ' .. ~.:~-.· 
' .· .. ::-- -~.:·· .. · " < 

:'~e ~j riª es independi ent.e 

·~·;u t.al que o, a e se HJ 

a re RCHJ 

¿;•ca :i 1 
H · 1 

Sea D~= D-{ a} 

por hip6t.esis de inducción H:=H
0 
-{a F es t.in.~:bo~qu.e de 

arborescencias cont.enido en D~ 

RCH ::> 
o 

ya que are RC H:> RCH~:> 

SCH~:> 
o 

H~= H -

CSCH
0

:> - {a}:> U {a
1

} ya que ó~Ca1:>==1 
{a} es un bosque de arborescencias 

RCH~:> 5 RCH:> 5 RCH ::> 
o 

SCH~:> = CSCH:> - {a}::> U { a
1

} 

SCH~:> 5 CSCH
0

:> -{a}' u {<:t
1

} 

.. se H~:> .· s se H~:> 
o 

p. d. ISCH~:> 1 .es m!nimo 

Dem. por cont.radicci6n: 

Sup. ISCH~:> 1 no es m!nimo 

• 3 H' bosque de arborescencias t.al que 

RCH' ::> 5 RCH~:> 
o 

SCH':> 5 SCH~:> 
o 

RCH ::> 
o 

SCH ::> 
o 



ISODI. 

eseH"J - {a.}) u {a.
1

} 

Sea H' ; = H' U { a. } U e '\ , a.) 

H' • bosque d.e arborescencias s D 

ReH' ') '= RCH') S ReH-) = RCH) 
o o 

se H' ·' = srn •' s se H-, = e se H ' - { a.}' u { a. } o o 1 

1 S(H' 6 1 = 1 sew) 1 < 1 SCH-) 1 = 1 se H) 1 

¡se H'' ?i'< 1 SC/{) 1 1 ya que 1 SCJD 1 es mi ni mo 

RCH' ''' ;;.R.C:.H;S~s ReH-, = RCH' 
'O:,-~;:<~;·_.<.;L-~- _____ _ _ O O 

se fl· !5 ,,;\e sew' ..;-{ b }l u {a.} 
.':~·::~_ .::±,~)· >-- ;" ... · , 

¡seH•¡) ¡} ;_.: is~1·)¡ < ISeH-) I 

,._., ;.-" 

~ 1.SC:H'~)i 

Caso II.c) 

a.
1 

e se H'' , b e se H'' 

enót.ese {a.
1
.'b} e seH:)) 

jSCH)j 

ya -que 1 Se H) 1 

es mínimo 

SCH') s SC:H-) = CSCH) - {a.p u {a.} 
--o o 1 

¡seH')i ~ ISCH-)j - 2 = ¡seH)j.:; 2 
o . . o 



Por 

Sea/{••:-= H~ u laJ u Ca ,a) u {a} 
'¡. _,· , ·,', 1 1 

ISCH' ') i - ISCH')' · +, 1 :S ISCHO) 1 1 < ISCHO) 1 

1sch'~·) 1 < 1srn) 1 · r - '. - o 

En D -'{p}. }{
0

- {a} es bosque de a1·borescencias 

H; -:{a} ·es bosque de arborescencias con 

RC H-a) s RC H -a) 
o 

SCH-w 

y ·ISCH 

5 eso- {a}' u {a,} 5CH - a) 
o 

a) 1 es minimo. 

hip6t.esis ;.de inducción, exist.e s· un conjunt.o 

independient.e er{ o··¡af:'qt..i~.i~t.ersect.a a cada rama t.erminal de 
- - - - : --=·-. _, __ : -~-.- ____ ·.,-~Oc·----·- "'- "--""'~-- . -- -

H-a y como ó+c'a;S=:ii<f.;.s·:·ra~s terminales de H que terminan 
' H •·; O;>( ,'' 

en a t.1 enen. como~·penult.imo punto a a y se ext.!enden como 
' - _;-;!>~;:>---~?~>:;:,.::~:"¿:t<:;,'.{~'-.:.:· .. -_-,.-_ - ' 1 

ramas. t.'ermi·nales••ae·;,,H• .. ,,.,.:·a;· por lo tanto int.ersecta a s•. 
e 

Corolario 2.1 ·e Las Vergnas 1976) 

Una grá:fica quasi-:fuert.emente conexa t.iene una 

subgrá:fica generadora que es una arborescencia con a lo 

más ~CD) punt.os terminales. 

Dem. 

Una grá:fica q:fc tiene una arborescencia generadora 

H
0 

.. RCH
0

) = {r
0

} 



Sea H una arborescencia tal que RCH) E RCH) 
o 

SCH) E SCH ) 
o 

y ISCH) 1 mínimo 

por el T•o z. 1 
.. 3 un independiente S en D que i ntersecta a 

toda rama terminal de H. 

oiCD)~ISl~lramas terminales de Hl=iptos. terminales de HI 

·El.e mínimo número de trayectorias dirigidas en que se 

pueden partir VCD) es menor o igual a oCD). 

Dem. 

Sean e
1

, ••• ,en las componentes q~c de D 

c. e.A 
0-:~ _1 "'-

(lt>T~ 

V ei. 3 a lo más ocei.) ramas terminales Ccorola.ri.o 1) y 

se puede descomponer en SCH) trayectorias dirigidas 

obtenidos quitando en cada paso la trayectoria de 

longitud máxima con vértice terminal SCID. 

2.5 



y como cxCD) = E~=•· o.ce,_:> Cya que no hay :flechas ent.re 

una compor;iente e, y otra) se tiene el resultado. 

Corolario ~ C L inial 1979) 

Definición; 

Existe una part.ición H d¿· VCD:> en tr'ayectorias dirigidas 

y un i nciependi ent.e S de D ~(,¡¡; i ~f~r.{ecta a cada elemento 

de /1. 

Torneo es una 

simétricas. 

di'rigida sin aristas 

Ej. lorneo 

Cor ol ar i o ª'-..%, C Réde i ' s theor em) 

Si Des completa antisimétrica Cun torneo), entonces D 

tiene una trayectoria dirigida que contiene a todo 

vértice de D hamiltoniano). 

Dem. 

cxC D) =1 cpor ••r torneo> 

por coroto.rlo z. z .. 3 una partición de VCD):!ó o.CD)=1 

trayectoria dirigida 

ie. 3 una trayectoria que contiene a todo vértice de D 



Corolario 2.5 

Si D es una Cii'gr'affé:a .·t.ransit.iva, en t. onces el mínimo 

número de trá.y~ct.o~J.~5 · Jj.;¡gidas en que se puede partir 

ve D) es igual ,;·. oéfo ~·· 

Dem. 

cor 2. 2 
,. El mínimo número de t.rayect.orias dirigidas que 

part.en VCD) :S aCD) 

Si D es t.ransi t.i va .. cada camino dirigido induce 

una complet.a 

,. por cada part.ici6n en t.rayec

t.orias dirigidas t.enemos una 

part.ici6n en complet.as 

Y clarament.e a(D) :S fcomplet.as que part.en VCD) 1 

cor 2. 2 

en part.icular aCD) :S mín no de t.rayect.orias :S a(D) 

dirigidos que part.en a 

VCD) 

mínimo número de t.rayect.orias a(D) 

dirigidas que part.en a VCD) 

'l'l 



Corolario 2;5 cca.m.~on.' s t.heorem-1959) 

,._, 
~ '. . -. -- ' 

Todo t.c:-neo fuert.einent.e conexo t.iene un ciclo dirigido 

que ••. éé>nú en'e a. :t.odos ,. 1 os de· _ D Cci rcui t.o 

haiiíi1 tC>ni'~r,6j ; 

Dem, 
. ~· .·. 

Sea µ un ciclo. di~fgfdo de:;iongi~t~ ~áXJ.ma.. 
, ~'-3 ¡;;.,-- ;<<: ::./:· ,;·.r;·.; ~~5:'· J: \: :<·· /· ,:· · i~i;-._, 

~ ... -.;>'·;-_. :_::/" ,,_·) "">:~;-:' . " :,;.: ).~ ·>:· .. ·-.·~::.-~'.:· : .. -

Si µ cont:'i ene a 't.odos Tos ~\Jrilosti:!t.:·~ D,:: el'.re~ul t.ado 
.. ; ··':!,,,<>.;·, __ '.•.·,=:-: .. : -~·eo- '. 

··~ . 

se sigue 

De ot.ra fórrriá sup. que µ no co.nÚen~ a' .t.odos los punt.os de D 

Sea a e VCD) - VCµ) 

como D es fuert.ement.e conexa, 

~ 3 una t.rayect.oria dirigida µ• 

de z a w que cont.iene a a 

t.al que µ• - µ = {z,w} y .teµ') ?!: 2 

e yo. que pa..eo. por a .. li.•n• tongi.\.ud o.l meno• 2) 

IVCµUµ')I > JVCµ') 1 

Sean Cy,w) y Cy',w) las flechas de µuµ• que llegan a w 

CµUµ') - {Cy,w),Cy',w)} es una arborescencia con raiz w 

y terminales {y.y•} 

ZB 



cont.eni do en 

Est.a arborescencia es_ una :t.r'ayeC::t.oria dirigida que 

cent.! ene a t. cides - los punios de µuµ' empieza en w y 
;, ( ! -·.: .<-. - -~ 

t.ermi na en ___ y_ p _':>/ ,~- y~;l ª->-podemos extender a un cielo 

dirigido-que cont01en'e.a t.cidos los punt.os de µuµ' 
;_;_,;,_ 

' . ,:: ::-- '. ' ~. ~ -

sea y_ t.<ll c;{d]\-,' , _ 
.ll: y;-=: 1 µ 1 +1> 1 µ 1 

ya que µ era un ciclo de longit.ud máxima 

Con1et.ura ~ CBermond) 

El conjunt.o de vért.ices de una digráfica fuert.ement.e 

conexa se puede part.ir en 0tCD) ciclos dirigidos o 

punt.os. 

Con1et.ura 2.2 

Una 

C Las Vergnas) 

di gráfica fuert.ement.e conexa t.i ene una 

arborescencia generadora con a lo más 0tCD)-1 vért.ices 

t.erminales. 



Con1et.ura fuj! caefge) -

En 

que 

cxC D) 

Teorema 2.4 

Para 

o.CD) 

Dem. 

sea 

Est.o es posible hacer 

una t.rayect.oria 

Y sea ACH:J={a
1
,. .. ,ale} el 

las t.rayect.orias de H. 

Probaremos que exist.e una 

dist.int.as H' que part.en VCD) 

IH' !So.CD) y ACH')c AC/f.J 

en 

de 

t.rayect.orias 

Demost.ración por inducción sobre la cardinalidad de VCD) 

Si jVCD) 1=1 la demost.ración es inmediat.a. 

Suponemos que la afirmación es válida para digráficas con 

menos de n punt.os. 

Sea D una digráfica con n punt.os 

H = {µ1,µ2'' .. ,µJe} 



. . 

Sea.·D' ="D-VCµ )--· 
... ; .' . 1 

o.CD) 

Caso 2) 

... 
-- ~ iff"'J ·=ci:x(D) 

... 
AC 11"') e { a

2
, ••• , ª>t} 

31 

as 

de 

,.·_-_ : 

en 

o.CD) puntos iniciales 

de las trayectorias 

ajenas 



1 A( H .... , 1 =0ti:: [;)· 
. . 

.... 
I ~CH> ~ "{ ¿:-n ! '."~Cl)) :!:1' 

Caso 2a) 

µ.=Ca J 
1 1 

.... .... .... 
{ ( ª1. µ;). µ; .. ... µ~(l))'t1} es la part.ición 

de D buscada 



... 
D =D-a 

i 

o.CD•) :S o.CD).· 

:· ,;,, ' ! .-.:.-' ~-

p ar~idi~n·j:~ej VCD~a? en e.CD) t.rayect.orias 

di rigi da.s• 

por; hip6t.esi's de ~inducci6n 3 .una cpart.ici6n 

H"'• él;liCD) en deo•) t.rayect.orias d¡rígidas 

Si c.C D•) ( c.C D) 

e ACH••., 

.. 
Si b 

i 

si b
1 

es punt.o inicial de H•• 
extendemos la trayectoria de H•• que empieza 

en b 
1 

a una que empiece en a
1

• 

Análogamente si a e ACH••) 
2 •• 

podemos suponer { b , a } - AC H ) 0 
... i 2 

• " 1 AC H ) 1 :S o.C D) -1 

.. H•• u { [a
1
J} es una part.ici6n de VCD) en 

a lo más e.CD) t.rayect.orias dirigidas 

cuyos punt.os iniciales pert.enecen a 



C A P ~ T U L O 3 

Conjuntos independientes y trayectorias dirigidas de 

longitud maxima en digraficas. 

Introducción 

Sean xCD) y >-.CD) el número cromático y el número de 

vértices de una trayectoria dirigida de longitud máxima de 

una digráfica D sin ciclos. 

Roy y Gallai probaron que CD 

Claramente una coloración apropiada de D es una partición 

de sus vértices en conjuntos independientes. Por lo que 

una generalización de C1) puede expresarse como sigue 

Con jet.ura C1 CJ. M. Laborde, C. Payan y N. H. Huang (1988)), 

Para toda digráfica sin ciclos D, existe un conjunto 

independiente S tal que 

En este trabajo, 

dirigidas Ci. e. 

las gráficas 

digráficas) y 

consideradas 

sin ciclos. 

son finitas 

Y en este 

capítulo se demuestra la conjet'llra ! para digráficas que 

poseen núcleo ó ce-núcleo y para digráficas tales que todo 

vértice tiene grado a lo más 3. 

Definición Un conjunto independiente S de una digráfica D = CX,E) 

se dice que es ce-núcleo de D, si para todo y e X-S, hay 

un x e S tal que Cx,y) e E. 



Corolario 3.1 - Si 

di gráfica 

De hecho, cuando 

posible mejorar la 

siguientes resultados: 

Proposición 8 Sea D una 

S_ entonces 

conexa 

diferente de Kn. Entonces existe un'conjunto independiente 

S tal que 

Demostración. 

A.( D-S) ~ A,( D) -8 

D no es completa ,. contiene un conjunto S 

independiente maximal con ISI ~ 8 

Buscamos A.CD-$) ~ A.CD)-8 

Supongamos que no se cumple 

Sea Cx
1
,x

2
, ••• ,xA._

1
) una trayectoria de longitud máxima 

en D-S, (A_=A.CD)) 

35 



Proposición 3 1 

Dem. 

Sea D una digrá:fica simétrica. Entonces 

para t.odo x e TCD), existe un conjunto 

independiente S con las siguientes 

propiedades : 

0 X E 5 

iO SSTCD) 

iiO ~CD-5) = A.CD)-1 

Por inducción sobre la cardinalidad de V 

Sea x e TCD) 



un 

las 

lo 

Conjetura conjunto 

O S 5' TCD"J 

' O h.( D-5) = >-.CD) -1 

Dada una digráfica D, denotamos como r-Cx) y r+Cx) al 

conjunto de vecinos que entran y salen de un vértice, 

respectivamente. 

Claramente, si y es un vértice en TCD) n r.,.Cx"J entonces 

toda trayectoria dirigida de longitud máxima con origen y 

contiene a x. Er. general, si y pertenece a TCDJ n r-Cx). 

esto no es verdad. 

Entonces la prueba :funcionaria si la siguiente conjet..u!'a 

:fuera ciel'ta : 

Con Jet u!' a C:S ?a!'a t.oda digl'á:fica D 3 un vértice x con las 

siguientes propiedades 

i) x e TCD) 



i:o V y e TCD) - [-Cx), t.oda t.rayecloria dirigida de 

l C:."ngft_ucf'má.xi ma c~n origen en y cont.i ene a . x. 

Dem. 

t.i ene un 

J. S TCD) que 

int.ersect.a a t.oda trayectoria dirigida de longitud 

máxima. 

Y sea x e TCD) que satisrace las propiedades i) y ii) 

de la conjetura 3 

Si '».CD - x) < '».CD) se cumple ca. 

Si '».CD- X) ='».CD) consideramos lo siguiente 

Por hipótesis de inducción existe en D x un 

. conj u_nto _independiente J tal que J S TC D - x) S TC D) 

X.CCD X) - J) < '»..CD - X) 

ie. J intersecta a toda trayectoria dirigida de 

longit.ud máxima de D - x. 

Por lo tanto J U {x} intersecta a toda trayectoria de 

longit.ud máxima de D. 



Ver emes que ·J t.; { xJ es _i ndependi ent.e. 

a) P. D.. No hi..y xJ-Úecha'en'.D. 

b) 

Suporiga~b{qJ~ i~isfe xy ~ xJ-:-!'lecha en D, y e J. 

Como.y ,iij¡)~~·¡·5t;e,:;;:. ú;:,a.·'t.rayeáoria dirigida de 

1~~~~~!~.·i,~:f ~j~ ~4~\j}i~~~!(Í¡~~~:mc~:;.,::"~: 
'' ... :,;'· ·•CPues:;>.;C:C:Oii:= XCD_;,'-,x) XCD)) 

., \: ,.;; •• ·.·: •• ~.-.~·.~.·-.,.· ,<_.·, 0 --.-•\;;,·., .-,,_;·~t~··. oi· ;;:·· ': .. --~:-E-~ __ ::~:1_; <"·· ;,._, •••• <-'·-'· 
;;.;'·¡ \~};~/·:~::y 

P.D. No hay flechas de :J ·a_: x/} , ... •·;~•: .·· 
Supongamos que exist.e yx ;/·j~···>t1~~na en D, 

y e TC D - X) por lo t.ant.o y t:i's el• pun.to i ni ci al 

de"= trayectoria de lo;.,gii..u"ci~á~inia de D - x 

>.;e D - x) = )..CD) , así que "Y es~:una, t.rayector i a 

y 

de 

longi t.ud 

contiene a x 

en y y no 

Proposición 4 sea D una· di gráfica tal que todo vértice 

tiene grado ~ 3. Entonces D satisface C3 

y entonces C2 y C1. 

Dem. 

Por cont.radicci~n. 
Sea xe TCD) .. 3 y e CTCD) - N-Cx)J t.al que y es el 

origen de la trayectoria dirigida de longitud máxima que 

no contiene a x. 

De nuevo sea Z e r TC D) - N-C y) J tal que es el origen de 

la trayectoria dJ. r i gi da de longitud máxima que no 

contiene a y. 



Conclusiones 

De una \l' ayector:i. a dir 1 gi da de longitud máxima con 

orige~ x1;~~1J~ n"o contenga a x
2

, se obtiene una 

t.rayei::t.ori a_:"dirigüia de longitud mayor, af'íadiéndole el 

arco Cx ,· x) 
P. .1 

> 

1. El teorema de Gallai-Roy puede expresarse como sigue 

El conjunto de vértices de cualquier digráfica puede 

ser partido en ?.. conjuntos independient.es Cdonde ?.. es 

el número de vértices de una t.rayect.oria dirigida de 

l ongi t.ud máxima) . 

Alt.ernat.ivament.e, et.ro resultado es el siguiente 

El conjunto de vértices de cualquier digráfica puede 



e. 

Conjetura f;i. 

afirmativa. 

A continuación tenemos algunas condiciones 

di gráficas que satisfacen la conjetura et. 

Definición 

el 

de 

Proponemos la 

c.i.6n de 

la respuesta es 

suficientes para 

Un núcleo N es un conjunto N e VCD) independiente ; ie. que para 

cualesquiera x,y e N, x no es adyacente a y, o que no hay flechas 

con ambos terminales en N y es absorbente si para cada y E VCD-i'D 

existe al menos un x e N tal que yx es una flecha de D. 

Teorema ª'-1.. 

Cualquier digráfica sin ciclos dirigidos tiene un núcleo. 



Ant.es de demost.rar' est.e t.eorema, demost.raremos el_siguient.e- lema: 

LEMA ~ 

Si D es una digráfica siri ciclos dirigidos,. ent.onces en D exist.e al 

menos un pi.mt.o de- exgróido O.

Dem. 

Supongamos que no exist.e un puriL; de.:-exgrado O, es decir que 

t.odo punt.o t.i ene exgr ado mayor C)-. j_~,j¡ii a _1. 

Sea 2
0 

e Ve D) , por la sÚposÚ:{ 6r{•eXf st.e 2
1 

e Ve D) t.al que 

2
0 
-2

1 
es flecha de D. , , ·<_ --• . 

Como 2
1 

tiene exgrado mayo~' cjtJe__,Ó, - ent.onces exist.e 2
2 

t.al 

que 2
1
-2

2 
es flecha de D, y·asi ·suces1vament.e. 

Cont.inuando asi, t.enemos una sucesión de vért.ices- t.al que 

2t-2\.+
1 

es flecha de D. 

Como el conjunt.o de vért.ices 

- --
·-· 

de D es. un coi;iJunt:éi '.firiit.o; 

ent.onces exist.en i > j
0 

t.ales que 2. = 2. 
o ~ ~ 

Por lo t.ant.o D t.iene algún ciclo dirigido; 

Dem. Teo 3.1 

Sea N
0 
={2 e VeD) / ó;e2)=0 t 

Por el lema ant.erior, N es no vacio. 
o 

Sean W
0
={w e VeD) / r+Cw)nN ;it 0} 

D o 
D =D - CN uW) 

1 o o 

- Si D =0 ent.onces clarament.e N es núcleo de D 
1 o 

- Si D ;it0 
1 

Sean N1={2 e VCD) / ó;e2)=0} 
l 

1 
lt'1={w e VCD) / r+Cw)nN .. 0} 

1 D 1 

D =D - CN UW) 
2 1 1 1 



Teorema 3.2 

Sea 

U ene 

- Si 

- Si 

D =0 
2 

D "'0 
2 

Sean 

entonces claramente N
0

UN
1 

es núcleo de D 

N
2
={2 EVCD,2?c./ó~Cz)=0} 

.:.: .. :·.,, ·.:·:· ·. ' 2 

k'
2
={w e VCD;)· ¿;r~Cw)nN2,.0} 

-:• ··2 

o =D -cN t:.Jw )' . 
9 2 ; 2 .\'.2 

- Si D =0 ent. N UN UN es núcleo de D 
9 o •, 1 '2 

- Si D "'0 
9 

Sean N
9 
={ z e VCD

9
); / ó;Cz) =0} 

',.· .·.' ': '' 9 

W
9

={w e V(D
9
:i'. / f;c;;ÓnN

9
,.0} 

'' 9 
D =D -CN uk') . 

4 9 '9 -.s ,',_ ' 
- Si D =0 ent.; NúNUNUN 

_-4 "~- ,. __ C:--_- o~·:~_i. -_,_2 ,_--S __ -

:·es . núcleo de D • •• 

anterior hasta encontrar nT1 

Si D-C 

conúcleo 5) 

entonces. >:..CD-5) <.'>-.CD). 

Dem; 

Supongamos que existe una trayectoria de longitud máxima 

T con 5 - VC7?=0 y denotamos por 2
0 

al punto ~inal de T. 

Claramente 2
0 

e rCVCD)-C) - CVCD)-S)J y como 5 es un 

kernel de D-C entonces existe ye 5 tal que Cz
0

,y)eACD). 



Entonces ·T' = T U (z
0

,y);es._una trayectoria dirigida con 

.f;CT') > .tCn, 10 ''ll.lecc6nt.radice la opci6n de. T. 

·,:•· 
Corolario ~ 

Sea Duna digr<~.fi'~~.!~~; iii·i~'b;i•c}e~p·.· DrJ(O)J t¡~né un 

núcleo S 'e r~sú!i · ~g cbnt.ifi iii6 • s:~ ·eni.:onces' ~C D-S')_ < Ú D) . 
·'··:: .-_,._~:;,·.-.:té·¿·:':·~~",. . .--.. , _· ;:·:~.: ·! .-.. -t• 

.- .i· - ~--~~-~_;._:_·:<.~~ti'::,~;~?;- ':.•·.·_é.·_,;;_~_:'.::.-.. -\'·"::> ' '•'. ~ ~ 

Las condiciol"le~)~~fiéi~~\~~ para que una digrá!'ica tenga 

un núcleC>. han·ÍiiidÓ i"riv;;'ii'fl.'g'aéilis por diferentes autores. 

Diremos qUe un v~~-t_~¿~·;-~e JCD) satisface la propiedad P 

si para cada Cy,f.). e·Asxm D[ ICD) J satisface al menos una 

de 1 as si guf ent.E.~"" éóridieioneis: 

o Toda t_rayectoria dirigida de longitud máxima de D 

con origen en y, contiene a x. 

iO Toda trayectoria dirigida de longitud máxima de D 

que contiene a x y no comienza en x también contiene 

a y. 

Teorema ~ 

Dem. 

Sea D una digráfica. Si cada subdigráfica inducida H de 

D tiene un vértice xe ICH) que satisface la propiedad P 

entonces existe un conjunto independiente S S !CD) tal 

que ~CD-S) < ~CD). 

Inducción sobre la cardinalidad de VCD) 

Sea x un vértice como ei_n la hip6tesis del teorema 3. 3. 



si cumple con 

ente en 

se observa 

independiente. 

n ACD) .,, 0 

como'ye'ICD-x) y ACD-x)=ACD), tenemos que 

cx,y) e ACD), entonces Cy,x) e Asym DCICD)J y 

exis,te una trayectoria dirigida de longitud 

máxima de D con origen y que no contiene a x. 

Esto es por LL) de la propiedad P donde S=J es 

un conjunto con las propiedades requeridas. 

Un resultado similar para el teorema 3.3 se probó y como 

una consecuencia se obtuvo que cualquier digráfica D con 

max {ó Cx)=ó+Cx) + ó
0
-Cx) / x e VCD)} :S 3 satisface la 

D D 

conjetura Cl. Aplicando el teorema 3. 3 obtenemos los 

teoremas 3.4 y 3.5 que generalizan este resultado. 



Teorera 

er 

Supongamos que el enunciado '7nterior es f'also y sea x un 

vér_tice en !CD), entonces existe un vértice y en r~Cx) -

_IC D) con C x, y) e Asyrn D que es el origen de la 

trayectoria dirigida de longitud máxima de D que no 

contiene a x y exis~e una trayectoria dirigida de 

longitud rnáXirna de D que no comienza en x, que contiene 

a x pero no contiene a y. 

Sea 2 un vértice en r~Cy) - !CD) ·con Ca, y) e Asyrn D que 

es el origen de una trayectoria dirigida de longitud 

máxima de D que no contiene a y y existe una trayectoria 

dirigida de longitud máxima de D que no comienza en y, 

que contiene a y pero no contiene a 2. 

Continuando este proceso obtenernos un ciclo dirigido 

e~ = Cx
0
,x

1
, ••. ,xn_

1
) tal que para O S i ::: n-1 eXiste: 

1) Una t~ayectoria dirigida de longitud rnáXirna en D con 

origen x, que no con ti ene a xt. .. 
1 

C mcd n) y 

2) Una .trayectoria dirigida de longitud máxima en D que 

no comienza en· xL, que contiene a xl pero no 

con ti ene a xl_
1 

C rnod n). 



Po.r lo lant.S es un ciclo dirigid~ contenido. en ·Asym· D 

Por lo 

n 

. i somórfas 

Teorema ª"-ª 
Sea D una digráfica tal que lodo ciclo dirigido 

contenido en Asym D tiene un vérlice-x que satisface: 

ocr
0
-cx:>J ~ x.• donde ncx:> = ó-Cx:> o ·o(r .. c.X::>J - ;: x.• , 

nCX) D D m<x> 

mCx:> ó~Cx:>. Entonces eXisle un conjunto independien-

te S E ICD:> tal que 'A.CD-S) < 'A.CD:>. 

Dem. 

Probaremos que cualquier digráfica que satisfaga la 

hipótesis del teorema 3.5 tiene un vértice xe ICD:> que 

satisface la propiedad P. 

Por contradicción. 

Supongamos que el enunciado es falso, procediendo como 

en la prueba del teorema 3. <. obtenemos un ciclo dirigido 

C.. = C x , x , ... , x ) contenido en Asym D tal que para 
n o 1 n-1 

O ~ i ~ n-1 existe: 



1) Una t.rayf!.ct.o.riél. dAri~ida, de lpngit.ud máxima de D con 

orf~eij ~¡.:.~~~ir\e'.~.~1:'~'.7iff~ ~¡ .Xt+< Cd.enot.ada mod n) y 
• :~.';~:- e•;'· /::(; t'. ·-,~);r:.· ;,J~/ J·:.;: 

2) Un~\~~}~~t.~~J. ~!#'df~h~l':icíaY de l óngit.ud máxima de D que 

no c~~:~~i~'.~i~;1:·;~~::t¿·~f ~pe cc:int.iene a x, pero no 
cont.i ene:·~.a "x.· ·,·.~:i.C denot.ada mod n). Ahora analizamos 

·r •• ':·::.· •• ~:·~:·- •• _>.,?.::,·Y0~~1~·~-~ .. /?'.~\:I/::·::j;·- .. >:-
los dos. caso.s,•¡::iosiblés 

':'' .· ....... .;;·· :-.•.. ·.~··.;.-.•. •.•. ·_,.-_-f_ .. . 
':;_j.\::_ , ... 

<~>:, . ~~~:_,' 
·Caso 1\·, .. ;,:> •f·'· 

e :·~,2 .Y· . d'( ::~ . . . . 

Exi~t;~~~IJ~~1f't~~~.gr~R~~·, ~ •• ~c~.con 'Drr~cxK)J ~ <cxk> , 

· nC x1? · ~ ·~fi:.:P~'.~[;f:,:{~;~~ .. ~=~·20 ; 2 1, , .. , 2 ~) una t.r ayec-
for ia • di~igi"d~>';;'d;1 l cmgit. ud máxima de D con xk =z j 

·. e ()~~J;¡5:;;;~~~.~~':g':ji:~ntf~~e ~ xk_
1 

c:":.::;:;~ :.::~:;:J :•;: .. ·' < ):"> --~_:/· 

• '{cij~¡/~1c~}( "BSD°x~5 ACD) 

por lo t.a.nt.C>;{c2]~~{xk-?~ cxk-1,zi-•'} s ACD) y 

a!= cz:, ,zj_
1

,xk_
1
,xk,zj+i ,2P) es una trayec-

t.oria dirigida ·con lCot') = 1 + lCoú, cont.radiciendo 

la elección de ot. 

Caso 2. 

Drr+cx )J ~ K• 
D K mcxk> 

Exist.e un vért.i ce x e C ... con 
k n 

Sea una 

t.rayect.oria dirigida de long! t.ud máxima de D con 

origen xk c:¡~e nc:i C::º!1.t.~.E!nr;!.ª xk1-l 

.. {Cy1,xk+?•c,(k+1'~1)J SACD) 

Y f"''=Cy0=xk,x~.;1 ,y·1 ~·.: .. ,yq)· es una t.rayect.oria diri-



Los 

Teorema 3.8 

Den~t'.~i~~ 
ncx:i "',6~c:<:i. 

Pr o~edeinos./ poi-

considerados 

..... K..,. • 
n<x> 

existe un 

<:: >..co:i. 

~ .. 
K • 

n(X) 

la cardinalidad de C'. 

Si c•,,0'eni..onces el' teorema 3.8 se cumple directamente del 

teorema: 3. 2. 

Sup. C'""0 y sea N un núcleo de D-C. Como N es un 

conjunto independiente 

trayectoria 

T 

Caso 1. 

a e VCD:>-C 
n 

dirigida de 

= Ca ,z •... 
o 1 

podemos asumir que existe una 

l ongi tuci máxima de D, 
,a ) tal que N-T = 0. 

n 

Tenemos a n e e ve D) -C) - e V{D) -N:> y ya que N es un núcleo 

de D-C 

.. 3 y e N talque Can, y) e ACD:> y T' =Tu Can.y) es 

una t.rayect.oria dirigid~ de. D con le.T'') 1 + l(.T) 

cont.radiciencio. la elecci6n de T. 



Caso Z. 

que 

de D 

Entonces N u {z,.,} es un conjunto independiente. De 

hecho es un núcleo de D-C
1 

donde C1 = c-{2n} entonces 

por la hipótesis de inducción exist.e un conjunlo 

independiente SS VCD) lal que ~CD-$) < ~CD). 

Corolario ~ 

Sea D una digráfica. 

Si existe un conjunt.o 

C S CVCD) -TCD)) U 1xe VCD) J rD-Cx):O K." , n(x)=ó-(x)} 
1 nt><l D 

que inlersect.a cada ciclo dirigido de D entonces exisle 

un conjunto independienle S s VCD) tal que ~CD-S)<~CD). 

Dem. 

Un resultado fündamental muy conocido en la teoría de 

_nú(:leos est.ablece que cualquier digráfica sin ciclos 



dirigidos uE'tn.;un'riiicleo. 

Teorema ;a_...z 
D: es : una~ d{gr áf i e a 8 -orientada 

. ·.· .. /. . ·: ·. ' ' . ·. : 1 

entonces ··, t.'odo conjunto 

.. toda 

?Oí-. 

Sup. ;qG~ exiÚe 'uná digráfica 81-orientada D. 

es · . un::' ~,·cC>~j uritJo · J. ndependi ente maxi mal de. D 

T=C '::,,.;.c1;. ''.:.xl'\i" J~~~ t¡..ayebtor i a dirigida de .1 ongi tud 

máxima •de·'D ·con·S-'-.T = 0, 

' ' . 

Ya que S es un· conjunto independiente maximal y T una 

trayectoria dirigida de longitud máxima entonces existe 

y e S tal que Cy,xn) e ACD). 

Ahora probaremos que si Cy,x,)e ACD) entonces Cy,x,_
1

) e 

ACD) para toda 1 ~ i ~ n. 

Suponemos que 

D es una 

~ Cy, x,_
1
:i, cx,_

1
, y) 

tenemos: 

Cy, xt) e ACD) 

digráf'ica 

n ACD);<0; 

ya que -cx,_
1

,x,:i e ACD:J y 

El -orientada entonces 
1 

cuando e x,_
1

, y) e AC D) 

T'=Cx
0
,x

1
, ••• ,xt_

1
,y,x,,x,,.

1
, •.• ,xn) es una trayectoria 

dirigida de D con «.T') = 1 + .t.c:n lo cual contradice la 

forma en que T fue elegida, de aqui tenemos : 

Cy,x,_
1

) e ACD:J, 

por lo que Cy,X
0

) y T"=Cy,x
0
,x

1
, ... ,xn) es una 



t.rayect.oria dirigida de b. 1 + 

cont.radi 'ci endo nuevamente la elección de T. 

Sea D •·un~ dl'grárica deffofdá como sfgÚe: 
~ >~~ .. >·.:' ;' >,, : '·/. _· ~ ;_-;' ,. -.. :·?- .-,-:-·:-; 

·{·;}~::i~1.~~}i;.'. ~{0ih~~1T~º)',cx{. xi) •'?'s• xz)} . 
. - _, • - . ~- '. ¡'~1;_· :· 

;:·~:::;;::.:E ~f ~~~~~~1j~f~~I~:1'~~~~:::·~: 
t.eoreJl'.la .3. 6. 

-.-. ;<:;_. --

de 

el 

Clarament.e una digr~fica .D':satisfaée' la conjetura c1 si 

y sólc si D-1 la sat.isface; ,(!)°""1 de~l:lt.a a la di gráfica 

inversa de D obtenida ai invert.ir la dirección de los 

arcos de D ) . 

Por lo lant.o aplicando el principio de dualidad 

direccional t.enemos que para cada t.eorema o corolario 

exi st.e un t.eorema o corolario dual que se obt.i ene al 

reemplazar núcleo por conúcleo, ICD) por TCD), ó~Cx) por 

ó~Cx), r~Cx) por r~Cx) y 8
1
-orient.ada por 

B -orientada. 
2 



APENDICE A 

Nucleos 

El concept.o de núcleo de una digráfica fue int.roducido por John Von 

IJeumann y Oskar Morgenst.ern en 1953 como herramient.a de ·int.erés en 

1 a Teor 1 a de Juegos. Demost.:-aron que toda digráfica :finit.a sin 

ciclos posee un núcleo único. Post.eriorment.e y ya .con un enfoque 
,. - . . . .. - ' 

purament.e gráfico, Ri chardson. i nvesvi. gó. .diversas clases de 

di gráficas 

digrá:ficas 

que poseen núcleo; En ~::~a:~Ü cul1'.r encont.ró que las 

bipart.it.as Cfinit.as o in:finú/as):; y qt.ie las digráficas 

:finit.as sin ciclos impares t.ienen hC~l'eo; La demost.ración original 

del Teorema de Richardson es bast.ante complicada, en 1971 Vict.or 

Neumann Lara int.rodujo el concepto de seminúcleo que permit.i6 una 

demost.ración mucho más simple. 

En 1975 Romanowicz, Zbiqniew demostró que una digrá:fica en la cual 

cada ciclo impar no simétrico tiene una diagonal simét.rii::a que es 

imparment.e aciclica, t.iene núcleo. 

Post.eriorment.e en 1979, P. Ducket. present.6 en su t.esis doct.oral 

algunos result.ados int.eresantes sobre la exist.encia de núcleos en 

digrá:ficas. 

Conceptos Preliminares 

Dadas dos digrá:ficas D y H denot.a:-emos DuH a la uniAn de D y H que 

es la digrá:fica definida como sigue: 

ACDUH) = ACD) u ACH) y VCDUH) = VCD) U VCH). 

Si D
0 

es una subdigrá:fica de D, una flecha de D que no es :flecha de 

D
0 

es una gseudodiagonal de 

terminales de la :flecha sean 

D
0 

siempre 

vért.ices 

y cuando 

de D • Si 
o 

ambos puntos 

v es s ve D ) , v es svc D ) 
1 1 o z 2 o 

es una pseudodiagonal de D 
o 

f=C v s., v z) con 

, se dirá que 



f es una 

D o una 
o 

V S - ¡:Íseudoc:Ü agonal 
1 2 

ss-
1 2 

Sea /=Cv
1
,v

2
) 

diagonal de D 
0 

ruando 

se dirá que f es una 

D
0 

o una S
1
S

2 
-diagonal 

Conceptos y Teoremas 

Definición 

Sea D 

a) S es i1v'"''~"'"";1 

b) Para 

de 

Los siguientes result.ados fu~ron obtenidos por Victor Neumann Lara: 

Definición aa. 

Sea D una digráfica. Diremos que S ~ V es semin~cieo de D si 

a) S es independiente 

b) Para cada flecha f que va de S a x Cen virtud de la condición 

anterior x e V-S) existe una flecha /' que va de x a S. 

Claramente 0 es seminúcleo de D. 

Teorema a1. 

Sea S un seminúcleo de D. 

B = {veV-S / no existe flecha de v a s} ':y s• un. seminúcleo de la 

subdigráfica B de D inducida por B. 

semi núcleo de D. 

54 

·s u s• es un 



Teorema a2. 

Sea S 

B = { 

Definición ~ ... · 

Diremos que Des R-dior!fica-si t.oda 

un seminúcleo no t.rivial Ces deci; nr;;~v¡ci6).'iF 

núcleo de la 

plena de D posee 

Observación tl_,_ .•.. , • .> .. •'· · 
Es claro que si D es R-digráfi~~~{)' D -:~~'.~Jbdigráfica plena de D 

ent.onces D
0 

t.ambi én es R-d(~:;d.{~cdj. :te> '.':S 

Teorema ~ 

Toda R-digráfica posee al 

55 



Teorema !21...,_ 

Sea D una digráfica, 

tiET al menos una de las 

a) Cada ciclo 

diagonal. 

b) Cada cielo impar 

diagonal, 

Ent.onces D es 

Teorema ~ 

Sea D una digráfica; 

sat.isface la siguient.e 

APENDICE B 

R-di graf ica!i 

-· pseudo-

cada /=Cti, v)eA se 

.-· . ;_ o 
O Cada ciclo impar C .. t.iene alguna. VCC)Cu - pseudodiagonal. 

Ent.onces D es R-digráfica :Si 'y, sólo si t.oda subdigráfica plena H de 

D t.al que H n A = 0, es R .... digráfi~a. 

Teorema !;@...._ 

Sea D una di gráfica y T e V CD) .'~a( ql!e D - T es R-digráfica y para 

cada ciclo dirigido:imparcC:-j;~_!' _qll~- c.nT .. >' 0, se t.iene VCC)=C'~>. 
'".'· 

·''.-

Ent.onces D es R-digráfica. 

Teorema 12.4..:.. 
Sean D una digráfica y A e ACD) t.al que para cada ciclo impar C con 

CnA >' 0 se satisface VCC) = e'º>. Ent.onces D es R-digráfica si y 
s6lo si t.oda subdigráfica plena H de D t.al que HnA 0 es 

R-digráfica. 

Teorema b5. 

Sea D una digráfica, si exist.e TcVCD) t.al que para cada ciclo 

dirigido impar C de D con VCC)nT >' 0 t.enemos ACC)=F1 CC). Ent.onces D 



es R-digr•fica si y s6lo si D-T es R-digráfica. 

Aplicaciones 

Del Teorema ~ 

1) Sean D una 

ciclo impar 

Not.a 

Di chet.Cl 

Sea D_ 

(1,2, .... 

Í:) Una digráfica D' es' 

donde B e {2eVCD) / 2 

posee una pseudodiagonal 

, c·=c·c">. Ent.cnces Des 

Not.a ~ Est.e im~lica 

Romanowicz, Zbigniew C1975): 

Sea D una digráfica 

existe /=Cu,u)eACC) 

aciclica. Ent.onces D 

Del Teorema ~ 

cada 
- dos 

P. 

impar 

y 

es R-digráfica; 

de D 

e· por 'º 

obténi do por 

no simét.rico C, 

Cu,u) es imparment.e 

4) Sea D una digráfica, F CD)={feACD) / -! es imparment.e aciclica 
I, A, _ 

en D} 

Des R-digráfica si y s6l~si toda subdigráfica plena H de D t.al 



· 5) Seai D' una;. es R-digráfica ·, ent.onces D es 

R-di gráfica: 

Not.a b3. El reciproco de C5) es falso. Bast.a considerar un ciclo 

impar con alguna pseudodiagor.al imparment.e acíclica. 

5E> 
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