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RESUMEN

En este trabajo desarrollamos de manera de manera formal la
teorfa de autdmatas celulares para modelos hidrodinamicos en dos
dimensiones, siguiendo un esquema similar al que se lleva a cabo
en la teoria cinética cldsica.

Mostramos de manera precisa la manera de obtener las
ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes, las cuales son las
encargadas de describir el comportamiento de los fluidos, para
gases de red bidimensionales en los cuales el tiempo y el espacio
son discretos, y las cantidades fisicas se toman de un conjunto
finito de valores también discreto.

Con el fin de mostrar la utilidad que los autématas celulares
tienen para simular el comportamiento de los fluidos,
desarrollamos un experimento que consiste en simular el
comportamiento temporal de una onda de densidad dentro de una caja
de paredes rigidas, para los modelos de gases de red HPP y FHP.
Obtenemos algunos de los coeficientes de transporte, como son la
velocidad del sonido para HPP y FHP, y la viscosidad cinematica
para FHP.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION.

Cuando los cientificos intenta modela el flujo del agua, del
aire o de cualquier fluido, ellos escriben una ecuacién
diferencial de Navier-Stokes que describa como se comporta una
parte pequefia de una corriente continua. Para casos sencillos,
tales como el del agua que fluye por un tubo, los célculos y las
conjeturas correctas pueden producir una solucién exacta que
describa al flujo. Pero para problemas mdas complejos, tales como
el flujo turbulento del aire al rededor del ala de un aeroplano,
la solucién matemdatica no pueden ser encontrada con lapiz y papel
y es entonces que el andlisis nimerico por computadora es
necesario.

Alin cuando la idea de usar métodos discretos para modelar
ecuaciones diferenciales parciales no es nuevo, los ultimos afos
han visto crecer el interes por la simulacién del flujo de fluidos
mediante la técnica de automatas celulares, lo cual representa una
forma alternativa de aproximar las soluciones a las ecuaciones de
la hidrodinamica.

Los autématas celulares son idealizaciones matematicas de
sistemas fisicos en los cuales el espacio y el tiempo son
discretos, y las cantidades fisicas se toman de un conjunto finito
de valores también discretos. Los autématas celulares fueron
introducidos por von Neumann y Ulam, bajo el nombre de "espacios
celulares” [von Neumann, 1966], a principios de los cincuentas,
como una posible idealizacién de sistemas biologicos, con el
objeto de modelar auto-reproduccion biolégica. Dichos sistemas
se definen por cuatro elementos basicos:

a) Una red uniforme y regular (usualmente de tamafio infinito), a
la cual llamaremos £. Los vectores de posicion r para los
sitios de la red, son combinaciones lineales con coeficientes
enteros de D vectores base, donde D es la dimensiéon de la red.

b

Variables de estado s(t,r) discretas para cada sitio de
posicién r en la red, i.e., s(tr) = 0, 1, ..., & para un
autémata celular de k estados.

¢) Una vecindad Vr para cada sitio r de la red, la cual incluye un

namero finito de sitios de &, la cual denotamos por



V. = {s(t.r')}.
r

donde r' es un "vecino" de r, y que algunas veces incluye a r
mismo.

d) Una regla de evolucion en el tiempo discreto dada por un
operador &, definido simbédlicamente como

s(t+l,r) = & {{s(t,r']}r,E vr],

Para tener claros los conceptos anteriores, propongamos el
siguiente ejemplo que ilustraremos en la figura 1.1. Pensemos en
una red de pescar hecha de alambres que conducen corriente
eléctrica, la cual representa a £. La red tiene una regularidad
geométrica en sus conecciones y focos en cada uno de sus vértices.
La distancia entre vértices adyacentes de la red es uno y cada
foco puede estar o no encendido. Pintemos un disco de radio uno
alrededor de cada vértice de la red. Si la red es cuadrada, habra
cuatro focos en el périmetro del disco, mientras que si la red es °
triangular serédn seis. Estos focos, junto con el del vértice,
constituyen la vecinda Vr-‘ El estado del foco del centro s(t+l,r),

depende de los estados de los focos dentro del disco al tiempo t
anterior. Estos estados pueden tomar los valores 1 si el foco esta
encendido y O en caso contrario.

(a) (b)

Fig.l.I. Dos ejemplos de autématas celulares, construidos para
redes de pescar a) cuadrada y b) triangular, con focos en sus
vértices. Los focos blancos se encuentran encendidos (s(t,r)=l1),
mientras que los negros no (s(t,r)=0).



Para ilustrar la forma que puede tomar la regla de evolucién
temporal &, basta con mencionar la forma que dicha regla toma para
"el juego de la vida", el cual es un autémata celular de dos
dimensiones cuya evolucién en el tiempo ha sido estudiada
extensivamente [Wolfram, 1983]. La regla de evolucién es de
cardcter local y considera a un sitio como “"muerto” (asignandole
el valor 0), a menos que 2 o 3 de sus vecinos estén vivos (tienen
asignado el valor 1).

Los autématas celulares son lo suficientemente simples para
permitir un analisis matematico detallado, pero lo suficientemente
complejos para exhibir una gran variedad de fenémenos complicados.
Para los sistemas fisicos que contienen muchos elementos discretos
que interacttan localmente, la importancia de los fenémenos que en
él se desarrollan no radica en su complejidad, sino en el
movimiento colectivo que el sistema desarrolla al evolucionar. E!
comportamiento colectivo de un sistema fisico puede ser descrito
por una ecuacién diferencial, la cual puede ser aproximada por un
autémata celular mediante la introduccién de diferencias finitas y
variables discretas. Como sabemos la dindmica de los fluidos estd
{lena de fendmenos colectivos.

A nivel microscopico los fluidos estan compuestos de
partfculas discretas; pero a gran escala, ellos parecen ser
continuos también, por lo que pueden ser descritos por las
ecuaciones diferenciales parciales de la hidrodindmica. La forma
de estas ecuaciones es en gran medida indiferente a los detalles
microscopicos. Los cambios en las leyes de interaccién molecular
pueden afectar a los coeficientes de transporte, tales como el de
la viscocidad, pero no alterar la forma bdasica de las ecuaciones
macroscopicas. Como resultado de ello, el comportamiento general
de un fluido puede ser encontrado sin reproducir de manaera exacta
los detalles microscépicos de la dinamica molecular.

Como sabemos existe tanto un punto de vista continuo como uno
discreto para representar a un fluido y ambos conducen a las
ecuaciones de Navier-Stokes, que son las encargadas de describir
el comportamiento colectivo de un fluido disipativo. La imagén
intuitiva que tenemos de la dindmica que se desarrolla en un
autémata celular, se amolda de manera natural a la representacion
que ofrece la teoria cinética, (muchos elementos &tomicos simples,
colisionando con reglas de interaccién simples). Como mostramos en
la figura 1.2, la representacion clasica de la colisién entre dos
particulas, puede simularse de manera sencilla mediante autématas
celulares. En la figura 1.2.a, mostramos una colisién binaria de

particulas, con velocidades iniciales Ve v, ¥ finales v;, v’z,

vista desde el sistema de referencia del laboratorio en la teorfa
cinética cldsica. En las figuras L2.b. y l2.c.,, mostramos las
posibles simulaciones de dicha colisién binaria de particulas,
para dos modelos de autématas celulares definidos en dos distintas
redes, (cuadrada y triangular). En tales simulaciones
representamos las velocidades iniciales y finales mediante flechas
().



|

(a)

fig.2.2. Representacién de una colisién binaria a) en la teoria

cinética cldsica, en una autémata celular definido en b) una
cuadrada, c¢) en una red triangular.

La clase de autématas celulares utilizados para simular la
dinamica de un fluido, son llamados "gases de red". Historicamente
los gases de red surgen de los intentos realizados por construir
modelos discretos de fluidos.

El interes de la dindmica molecular es el de simular el
micromundo ‘"real" con el fin, por ejemplo, de calcular los
coeficientes de transporte; para ello uno concentra la masa y la
cantidad de movimiento en particulas discretas, que evolucionan en
tiempo y espacio continuos, y cuyas velocidades son también
continuas, las particulas en un sistema de estas caracter(sticas
tienen asociadas interacciones arbitrarias. Una variante a los
anteriores sistemas, que ha sido wusada para estudiar gases
enrarecidos, es aquella que considera a los valores de velocidad
como un conjunto finito de valores discrtetos [Gatignol, 1984]. El
tiempo y el espacio siguen siendo continuos en estos sistemas, los
cuales evoluciona de manera probabilistica obedeciendo las leyes
de la teoria cinética clésica. Kadanoff y Swift en un estudio de
ondas sonoras realizado en 1971, fueron los primeros en usar un
modelo de gas de red para simular un fluido. Pero en dicho modelo
el tiempo seguia siendo continuo.

El primer modelo de gas de red totalmente deterministico y
para el cual el tiempo, el espacio y el conjunto de velocidades
son todos discretos fué el modelo HPP, introducido por Hardy,
Pomeau y de Pazzis en 1973. Este modelo, cuya presentacién haremos
en el capitulo 2 de este trabajo, fué introducido para analisar,
de la manera mas sencilla posible, cuestiones fundamentales de la
mecanica estadistica, como son la ergodicidad y la divergencia de
los coeficientes de transporte para sistemas definidos en dos
dimensiones. Este modelo posee propiedades notables como son, un
equilibrio termodinamico local y el surgimiento de una escala de
separacién; esto es, la escala tfpica de movimiento colectivo £ es
mucho mayor que el camino libre medio l“: 2 » ln. Sin embargo la

macrodindmica a que se da origen tiene una forma que no es fisica,
la cual es poco Gtil para simular flujos bidimensionales. E!



modelo HPP tiene todos los elementos correctos excepto uno:
isotropia bajo el grupo de rotaciones de la red. El tensor de
flujo de cantidad de movimiento debe reducirse a un escalar por
isotropfa, pero esto resulta imposible para una red cuadrada. En
dos dimensiones la vecindad que tiene los requerimientos minimos
de simetria, y reticula el plano, es una vecindad hexagonal.
Debido a las limitantes existentes en la capacidad de cémputo de
los afios setentas, habrian de pasar muchos afios para resolver el
problema de aproximar las ecuaciones de Navier-Stokes mediante un
autémata celular.

Un nuevo modelo de gas de red, definido en una red triangular
y con una vecindad hexagonal, fué introducido por Frisch,
Hasslacher y Pomeau en 1986. Este modelo, conocido ahora como FHP,
simula de una manera aproximadamente correcta las ecuaciones de
Navier-Stokes, y puede ser usado para el disefio de maquinas
computadoras masivas en paralelo. Debido a su sencillez y la
importancia de los resultados que produjo, este modelo y en
general la técnica de autématas celulares ha creado gran interés
entre los investigadores dedicados a la modelacién de fluidos
[Doolen, 1989].

El presente trabajo pretende ser una revisién métodica de la
técnica de simulacién de fluidos por medio de gases de red. Para
ello, en el capitulo 2, comenzaremos por obtener las ecuaciones de
Euler y Navier-Stokes, que son las encargadas de describir la
dinamica de los fluidos, mediante la teoria cinética clasica. Con
este fin, describiremos de manera concisa, en ese capitulo, los
resultados importantes de dicha teoria. En el capitulo 3,
construiremos un simil discreto de la teoria cinética, obteniendo
resultados paralelos a los que se muestran en el primer capftulo.
Esta teorfa cinénita discreta se desarrolla fundamentalmente para
los modelos de gases de red de dos dimensiones, HPP y FHP. Los
resultados que ahi obtendremos, pueden ser generalizados para
modelos con mayor numero de velocidades e igual dimensién, 6 para
aquellos definidos en dimensiones mas grandes [Frisch et al.,1987;
Wolfram, 1987]. En el capitulo 4, describimos y analisamos los
experimentos que hemos realizado, con la técnica de gases de red.
Estos experimentos consistieron en simular una onda de densidad
dentro de una caja de paredes rigidas. Para el modelo HPP
obtuvimos, con estos experimentos, la velocidad del sonido cs,

mientras que para el modelo FHP, ademds de dicha velocida, también
obtuvimos el coeficiente de la viscocidad cinematica v para

distintas densidades medias. Finalmente en el capitulo 5
analisamos los datos obtenidos con las simulaciones efectuadas en
el capitulo 4 y damos la conclusiones generales de este trabajo.



CAPITULO 2

TEORIA CINETICA E

HIDRODINAMICA CLASICA

1L.INTRODUCCION.

En este capitulo estableceremos de manera general los
resultados mds Importantes de la teoria cinética e hidrodinamica
cldsicas, que seran utilizados de forma conjunta con el concepto
de autémata celular en el capitulo siguiente, para obtener la
teorfa cinética discreta para gases en redes, y a partir de ésta
la hidrodinamica.

Los resultados que aqui expondremos son de caracter general y
la forma de deducirlos puede encontrarse en casi todos los libros
de teorfa cinética y mecanica estadistica. Para la exposicion que
aqui haremos nosotros hemos tomado como referencias a los textos
de Huang (1963), Chapman (1952), Dorfman (1977), Harris (1971), y
Lifshitz (1981). En la seccion 2.2 obtenemos la ecuacion de
Boltzmann haciendo uso de la hipotesis de caos molecular
(Stosszahiansatz). En la seccién 2.3, estableceremos el concepto
de cantidades conservadas para colisiones binarias, y con él
obtendremos los invariantes colisionales (masa, cantidad de
movimiento y energia), as{ como las ecuaciones de conservacion de
estas cantidades en el sistema. En la seccion 2.4, mostraremos la
tendencia del sistema a estados de equilibrio estable, mediante la
utilizacion de la, cantidad H y el teorema que rige su
comportamiento. Finalmente,en la seccién 2.5 mostraremos las dos
primeras soluciones aproximadas a la ecuacién de Boltzmann, las
ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes, utilizando la técnica
perturbativa de Chapman-Enskog.



2.ECUACION DE BOLTZMANN.

En la teorfa cinética clasica de gases el sistema bajo
consideraciéon es un gas diluido de n particulas similares de masa
m encerradas en una caja de volumen V. El estado completo del
sistema al tiempo t, asi como los procesos que en él tienen lugar,
quedan determinados por la funcién de distribucion de f(r,v,t). La

cantidad  f(r,v,t} BN 53v, representa el numero promedio de
particulas del gas que al tiempo t se encuentran en una vecindad

de volumen Sar = J8x3ydz alrededor del punto r = (x,y,z) con
velocidad en una vecindad de volimen &°v = ﬁvx6vy6vz alrededor de
la velocidad v = (vx,vy,vz). Es importante hacer dos aclaraciones.

La primera se refiere a que las vecindades de volumen & y 5%
deben ser pequefias, la primera respecto al volimen de la caja, y
la  segunda respecto a la magnitud de alguna velocidad
caracteristica del gas como puede ser la velocidad del sonido.
Pero estas vecindades deben ser también lo suficientemente grandes
con respecto al tamafio de las particulas como para que

,f(r.v,t)Bsrﬁav sea un numero grande respecto a 1, pero pequefio
respecto a n. La segunda aclaraciéon se refiere a que la funciéon de
distribucion se encuentra definida saobre un conjunto
representativo de sistemas similares al que estamos estudiando.

Una vez que hemos definido la funcién de distribucién de
velocidades, el siguiente paso es encontrar como varia ésta en el
tiempo, Para ello consideremos las particulas que al tiempo t

tienen velocidades y posiciones en el rango dr v (de aqui en
adelante representaremos por d’rd® a las vecindades de volumen
Saréav), alrededor de r y v respectivamente. Al tiempo t = t + 3t

estas particulas como resultado de su movimiento bajo la
influencia de una fuerza externa F = F(r), tendran posiciones y

velocidades en los rangos d’r'd®  alrededor de r' y V', con
r'=r+vét y v'=v +(F/m)8t. En ausencia de colisiones

Flrevat, v+£6t, t+8t) = flrv,0) = 0, (2.1)

mientras que en caso contrario

F of
flr+vst, v+55t. t+8t) - flr,v,t) = 7 col&t, (2.2)
af
que define formalmente al término 3t)cor QY€ representa la

cantidad en que varia el nimero de particulas en el elemento de

volumen d°r d% alrededor de {r,v) entre t y t+8t por efecto de
las colisiones.



Expandiendo en serie de Taylor a primer orden en &t el
término del lado derecho de la ecuacién anterior, tendremos que

3 F il
G+ vty + gny) S = (g (2.3)

Como unicamente estamos interesados en las propiedades de bulto
del sistema, podemos escribir al término de colisiones como una
ecuacion de balance, esto es .

af
3T o3t = (r,-r)) at (2.4)
donde
l‘_&tdnrdgv es el nimero de colisiones que ocurren entre t y
t+8t, en las cuales una de las particulas antes de
colisionar se encuentra en la vecindad d°rd’v
alrededor de (r,v), y después no.
F+5td3rdav es el nimero de colisiones que ocurren entre t y

t+5t, en las cuales una de las particulas después
or . . 3 3
de colisionar se encontrara en la vecindad d'rd’v

alrededor de (r,v).

Para calcular el término de colisones es necesario conocer la
dindmica de las mismas. Como el gas que estamos considerando es
diluido, entonces las Unicas colisiones entre partfculas del
sistema que debemos tomar en cuanta son las binarias.

Para describir las colisiones binarias en el gas, tomaremos
como sistema de referencia el del centro de masas de las
particulas que intervienen en el choque, por lo que las
velocidades importantes en el proceso seran usv-v, ¥ u'=v;-v",
donde vy v, son las velocidades de las particulas antes del

,

choque y v;, v, las que adquieren después de la colisién. En dicho

sistema de referencia el choque de las particulas es simétrico,
por lo que podemos fijar nuestra atencién en una sola de las
particulas. El problema es equivalente a la dispersién de una
particula por un centro de fuerza fijo como se muestra en la
figura (2.1}, Dado que se conservan tanto la cantidad de
movimiernto como la energia en las colisiones, |u| = |u'|. Luego
entonces el estado final del proceso quedara especificado por los
angulos de dispersion 8 y azimutal ¢, que denotamos en conjunto
por el dngulo sélido Q, que se muestra en la figura 2.1.



Fig.2.1. Escogiendo el eje polar como paralelo a u, la distancia
de dicho eje a las asintotas de la trayectoria de la partfcula que
impacta, se le conoce como pardmetro de impacto b. Después de
interactuar con la particula blanco, el estado final de dicha
particula se especifica por los dos &ngulos de dispersion 6 y
azimutal ¢.

Si suponemos ademas que los efectos de las fuerzas externas
que actiian sobre el gas son despreciables, el nimero esperado de
colisiones para un elemento de volumen dado y entre particulas que
se encuentran en distintos rangos de velocidad, puede ser
calculado estadfsticamente. Utilizando ademdas la hipétesis de caos
molecular o Stosszahlansatz, podemos demostrar que

r o= fdavljdcjdb ful b ftrwt) firy 0. 2.5)
y que

i‘+ = Id“vl_[dt:fdb ju] b flrv',t) f(r.v;.t). (2.6)

De estas dos Gltimas expresiones y la ecuacién (2.3) obtenemos que
la ecuacién de transporte de Boltzmann para un gas monoatémico es

Grv +Loyye- Jdav]jd:J-db Ju] b (r5-5, 0, @7
donde
§ o= flrvt) f'=flr,v,t)
¥
fx = f(r,Vl.t) [’1= j(r,v'l,t)

En la derivacién de la ecuacién de Boltzmann estd implicita
una hipétesis de cardcter estadistico, conocida como hipétesis de
caos molecular o "Stosszahlansatz". Puesto que en dicha derivacién
solo consideramos colisiones entre dos particulas, es necesario



12013 cantidad

conocer la funcién de distribucién conjunta f
J'm(r‘,vl,vz,t)dsrdnvldnv2 representa la probabilidad de encontrar
una pareja de particulas en un elemento de volumen d:'r alrededor
de r, una de ellas con velocidad en el elemento de volumen davl
alrededor de vy la otra en el elemento de volimen d:iv2 alrededor

de Ve La hipdtesis de caos molecular nos dice que

f’“(r,vl,vz,z) = (rv,t) F(rv,n). (2.8)

Esta hipotesis indica que el evento de encontrar una particula con
N M 3
velocidad en una vecindad dvl alrededor de v, ¥ el evento de

. . 3
encontrar otra particula con velocidad en una vecindad dv2

. . o 3
alrededor de v, para una misma vecindad de volumen d°r alrededor

de r, a un mismo tiempo t, son eventos estadisticamente
independientes.

3.INVARIANTES COLISIONALES Y ECUACIONES DE CONSERVACION.

La ecuacién de Boltzmann es una ecuacién integro-diferencial
parcial no lineal, cuya solucién general no es conocida. Sin
embargo podemos obtener algunas propiedades generales importantes
del término de colisiones.

Definimos como invariantes de suma o propiedades moleculares
conservadas x, a aquellas funciones ¥ = x(v) que dependen de la
velocidad de las particulas del gas y que satisfacen la siguiente
ecuacién de conservacién

xv) + xtv) = x(v') + x(v‘l)‘ (2.9)

Para un gas con las caracteristicas del que hemos descrito en la
seccién anterior, las variaciones en la funcién de distribucién
flr,v,t) se deben unicamente a colisiones binarias de partfculas,
por lo que la razén de cambio de una propiedad molécular debida a
dichas colisiones es

ax 5
2= f &V x0v) B(55,). (2.10)
3t )col



BUF) = '[dsvlj-dcj.db [u] b (535 5,0

el cual se conoce como el término de colisién. Si utilizamos
argumentos de simetria en las colisiones (invariancia de estas
ante rotaciones, reflexiones e inversiones de tiempo), la ecuacién
(2.10) se puede escribir como

[ev anstan) = &[Gty uv-2tv s . @

De (2.10) y (2.11) se sigue que para las propiedades moleculares
x(v) el siguiente teorema, conocido como teorema de conservacion,
es valido

[3—’f]~ [ amsusy = o (2.12)

Los procesos de colisién binaria satisfacen leyes de
conservacién para la masa, la cantidad de movimiento y la energfa,
por lo que los cinco invariantes de suma serdn

x,(v) = m,
xz(v) =mv_, (2.13)

1

2 (V) = —;— m|v-wi?,

donde i = x,y,z y w es la velocidad promedio del sistema, la cual
definimos como

I v v f
w=<v>=——=ifdavvf (2.14)
rdvy "
con
n = n{r,t) = J‘ d*v flrv,t) (2.15)

De manera similar, podemos definir el promedio en el espacio de
velocidades de una cantidad A cualquiera como

11



.{‘davA_r
<A>=_3___=lfd“v,\f (2.16)
sy "

Si ahora multiplicamos ambos lados de la ecuacién de Boltzmann
(2.7) por x{v) e integramos sobre v, obtendremos

a n
a3 <ny(v)> + Vr <nvy(v)> - = F <va(v)> = 0. (2.17}

que es otra forma de escribir el teorema de conservacién. Esta
ecuacién serd la que enseguida aplicaremos a cada uno de los
invariantes de suma o colisié).

Si la cantidad conservada es la masa, de (2.17) obtenemos

o . -
2+ v (pw) = 0, ) (2.18)

en donde p es la densidad de masa definida como

p(r,t) = m Idav flrv,t). (2.19)

A la ecuacién (2.18) se conoce como la ecuacién de conservacién de
masa o continuidad. Apliquemos ahora la ecuacién (2.17) a la
cantidad xz(v) para obtener

p(% + wel)w = r;?]\ F - VP, (2.20)

conocida como la ecuacién de conservacién de la cantidad de
movimiento., La P representa al tensor de presiones, el cual se
define como

PIJ = p<(v]-w,](vJ-\vJ)). (2.21)

Finalmente la aplicacién de (2.17) se hace sobre la cantidad x:!(v)

para obtener

o (gY + WU T = -% veq -% PD. (2.22)

12



en esta ecuacién T representa la temperatura cinética para un gas
ideal, al ser usado el teorema de equiparticién de la energia,
mientras que q es conocido como el vector de flujo de calor. A
estas cantidades las definimos como

Tl t) = amclv-w 1% (2.23a)

qlr,t) = %mp((v-w]lv—wlz) (2.23b)
1 aw‘ BwJ

D” =35m 3—’: + —a-—): (2.23c)

4.EL TEOREMA H DE BOLTZMANN,

Aun cuando no es posible conocer en general la solucién a la
ecuacién de transporte de Boltzmann, podemos mediante el teorema H
establer la tendencia irreversible al equilibrio en un sistema
cerrado.

El teorema H establece que si la funcién f(r,v,t) es una
solucion de la ecuaciéon de Boltzmann, la funcién 3}(t) definida
como

M) = Idarfd“v Frv,b) Inflr,v,t) (2.24)
serd una funcién no creciente en el tiempo. Esto es
4 s 0 (2.25)
dt - :

El enunciado anterior se puede demostrar utilizando los
mismos argumentos de simetria en las colisones empleados en el
teorema de conservacién, ecuacion (2.11), en la ecuacién de
Boltzmann (2.7), asi como el hecho de que la funcién f(r,v,t) se
anula cuando la velocidad tiende a infinito, y también en las
paredes del contenedor del sistema.

Puesto que X estd acotado por abajo, pues nosotros hemos
impuesto que tanto el nimero de particulas como la energia
cinética total del gas sean finitos {Harris, 1971}, dicha cantidad
no puede decrecer indefinidamente, sino que tiene un limite
correspondiente a un estado del gas para el cual (8i/dt)= 0, pero
esto solo puede ocurrir cuando



PepE g

Inf +In [’l=lnj'+ln fl. (2.26)

De aqui que los logaritmos de la funcién de distribucién son
invariantes de suma o colisién, puesto que para colisiones
binarias estas cantidades unicamente pueden ser la masa, la
cantidad de movimiento y la energia, o una combinacién lineal de
ellas, tendremos que

In f = am + be(mv) + c%mvz, (2.27)

donde a, b y c¢ son constantes. Estas cantidades pueden ser
determinadas a partir de las condiciones

plr,t) = mJ-dsv flr,v,t)

W= <> o= % Jdav v flr,v,t) (2.28)
3 o1 [, L 2
<e> = E&T =4 Id v Zmv fr,v,t)

En equilibrio temodindmico w = O y entonces
/2 2
m -m{v-w)
f=n [2" T] exp[—zW]. (2.29)

conocida como funcién de distribucion de velocidades  de
Maxwell-Boltzmann.

5.LA SOLUCION DE CHAPMAN-ENSKOG EN SERIES.

El método de Chapmann-Enskog nos permite conocer la funcién
de distribucién para situaciones fuera de equilibrio, de manera
aproximada y se basa en él desarrollado por Hilbert. Este método
de aproximaciones sucesivas puede ser, en principio, extendido a
sistemas en los cuales los gradientes de las cantidades
termodindmicas son muy grandes. En la aproximacién a orden cero la
funciéon de distribucion que utilizaremos sera la de
Maxwell-Boltzmann, de donde obtendremos las ecuaciones de Euler.
La aproximacion a orden uno, nos proporcionara las ecuaciones de
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Navier-Stokes. Las aproximaciones a ordenes superiores no seran
mencionadas en el presente trabajo. La solucion en series a la
ecuacién de Boltzmann la obtenemos mediante la introduccién de un
parametro perturbativo £ de manera tal, que la f{recuencia de
colisiones puede ser variada de forma arbitraria sin afectar el
nimero relativo de colisiones de una manera particular. Es por
ello que nosotros consideramos el problema hipotético en el cual
la ecuacién de Boltzmann es

Grv ver, v B0, 0 = 300 (2.30)

y 1/€ mide la frecuencia de colisiones. Si § es pequefia, las
colisiones son muy frecuentes y el gas se comportard como un
contivo en el cual, el equilibrio local se mantiene en todos
lados. Supongamos que la solucién se puede expresar en forma de
una serie infinita en §

f= j.IDl+ EJ.[l] . E2},I2I P (2.31)

introduciendo esta serie dentro de la ecuacién de Boltzmann
modificada (2.30), e identificando coeficientes de potencias
iguales en €, obtendremos el siguiente conjunto de ecuaciones

0= a(flol}_:al)’

[g_ . "'V‘r . %'Vv ]J.[Ol - 8(J,un}.:n) . a(fmf:m)_ (2.32)

[a_ v+ %'Vv ]Im - ﬁ(fm'!l[z') . B(fmfi”) . a(flzlfllol)’

La primera de estas expresiones es el conjunto de ecuaciones
integrales acopladas consideradas en la discusién de la solucién
en equilibrio a la ecuacién de Boltzmann y el teorema ¥ . La
solucién mas general a esta ecuacién es la funcién de distribucién
de velocidades de Maxwell-Boltzmann

3

/2 2.
o) m -miv-w)
£ <0 () oo (U5 (2:33)

Las cantidades n, w y T son funciones arbitrarias del tiempo y del
espacio, esto es

n = n(r,t); w = wir,t); T = T(r,t).
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Para que estas funciones representen valores locales de cantidades
fisicas, densidad de numero de particulas, velocidad promedio y
temperatura, y asi poder encontrar las soluciones de orden mayor
que cero de las ecuaciones {2.32), debe ocurrir que

j;‘“d"v =n (2.343)
j _f“”mv & = pw (2.34b)
_[f"” mlv-w)? & = JnkT (2.34¢)
y
I e’y =0, r=123,... (2.35)
(r] 3,
I Mavdv=o0, r=123,.. (2.36)
J' I ém(v-w)z dv=0, r=123.. (2.37)

que junto con las ecuaciones (2.32) para rzl especifican de manera
Unica, a la funcién de distribucion de velocidades f que es la
solucién a la ecuacién de Boltzmann (2.30).

Como ya lo hemos mencionado antes, las diferentes soluciones
de la ecuacién de Boltzmann las obtenemos al expander a distintos
ordenes de aproximacién la funcién de distribuciéon. Supongamos que
estamos tratando con un gas que aunque no esté en equilibrio, no
se encuentra lejos de él. En particular supongamos que en la
"vecindad" de cualquier punto del gas, la funcién de distribucién
es localmente una de Maxwell-Boltzmann, y que la densidad, la
temperatura y la velocidad promedio varian sélo ligeramente en el
espacio y el tiempo. Para dicho gas es natural tratar con la
aproximacioén

frvt) 2 1%t (2.38)

con fw] dada por la ecuacién (2.33).

Si utilizamos e! método de aproximacién descrito arriba, se
obtienen las siguientes ecuaciones



— + Velpv) = O (Ecuacién de Continuidad) (2.39)
at
8 1 F
— + vV v+ - TP =— (Ecuacién de Euler) (2.40)
m
at
a 1
— + VY T+=(Vev) T=0 (2.41)
c
at v
donde c= 52'- es el calor especifico y P = gnkT es la presién

hidrostatica. Estas ecuaciones poseen soluciones que describen
formas de flujo que persisten indefinidamente en el tiempo, y por
lo tanto la hidrodinamica de flujos de gases no-viscosos.

Propongamos ahora que la funcién de distribucién sed de la
forma

1rv,t) = 1%ev,0) + gle,v,t), (2.42)

En donde la funcién g(r,v,t) es una medida del error cometido al

aproximar la funcién de distribucién en equilibrio local f'ul a la

funcién de distribucién real f. La férmula anterior representa la
aproximacién de primer orden en la expansiéon de Enskog para f.

A la funcion g la podemos estimar a partir de j'w',
observando que g « f'm ¥y que fw] depende de r y t dnicamente a
través de las funciones p, T y v (definidas en la seccién 2.3).
Utilizando esta aproximacion se obtienen las ecuaciones de la
hidrodinamica de primer orden

8p
— + Ve(pv) = 0O (2.43)
at (Ecuacién de Continuidad)
3 [ [

— + veU v=£-iP——V~v + =Py (2.44)
at moe 3 e

(Ecuacién de Navier-Stokes)

8 1 K o2

— + VeV|T = (VT + ,B'EV T (2.45)
at v ¥ (Ecuacién de Conduccién de Calor)



En las ecuaciones anteriores p es el coeficiente de viscocidad, k
el coeficiente de conductividad térmica, cv= 3/2 el calor

especifico y P es la presion hidrostatica. Estas ecuaciones
describen por completo el comportamiento temporal de un fluido,
con condiciones iniciales y de frontera especificas, bajo las
condiciones de una primera aproximacion.

Como mencionamos al principio de este capitulo, todos estos
resultados serdn ahora obtenidos para gases en redes. Utilizaremos
para ello el concepto de autémata celular, y variables de tiempo y
espacio discretas.



CAPITULO 3

TEORIA CINETICA

E HIDRODINAMICA DISCRETAS

LINTRODUCCION.

En el presente capitulo desarrollaremos la teoria cinética
discreta para gases en redes utilizando para ello un método
paralelo al desarrollado en el capitulo anterior, asi como la
discretizacién en el tiempo y el espacio. Esto nos permitird
obtener las diferentes ecuaciones de la dindmica de fluidos, y con
ello los distintos regimenes macrodinamicos que pueden ser
simulados con modelos de autématas celulares. Los articulos que
hemos utilizado como principales referencias para la realizacién
del presente capitulo fuerén los de Frisch et al.(1986, 1987),
Hardy et.al (1973 y 1976), Hasslacher (1987) y Wolfram (1986).

En la seccién 3.2, presentamos dos modelos de autématas
celulares utilizados para simular gases en redes conocidos como
HPP y FHP debido a las iniciales de sus autores, Hardy, Pomeau y
de Pazzis para el primero, y Frisch, Hasslacher y Pomeau para el
segundo. Asi mismo describimos la evolucién temporal de ambos
modelos, y algunas propiedades particulares referentes a las
simetrfas de las redes en las cuales se les define. Dichas
propiedades tienen gran importancia en la transformacién de
vectores y tensores, las cuales se muestran en el apéndice A. En
la seccién 3.3, discutimos la ecuacién de evolucién microdindmica
para automatas celulares, Para ésto, hacemos uso del hecho que la
evolucion global del modelo puede ser descrita en términos de la
evolucion local en cada uno de los sitios que constituyen a la
red. En la seccion 3.4, obtenemos las relaciones de conservacién
de masa y de cantidad de movimiento. También ahi se da cuenta de
las cantidades medias obtenidas al utilizar una descripcién
probabilistica en los modelos, las demostraciones de estas
relaciones se encuentran en el apéndice B. En la seccién 3.5
obtenemos de manera explicita, tanto la ecuacién de transporte
para gases en redes, la cual es similar a la ecuacién de
transporte de Boltzmann de la teoria cinética cldsica, como su
solucién en equilibrio. Dicha solucién es el equivalente a los
estados de Maxwell en la mecénica estadistica clasica y son por lo
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tanto crucliales para derivar la hidrodinamica., Los dos resultados
més importantes son, primero, que la poblacién media para gases en
redes estd dada por una funcién de distribucién de Fermi-Dirac, y
segundo, se determina una ecuacién para la poblacién media en
equilibrio a bajas velocidades que recupera la invarlancia
Galileana a nivel microscopico. Para obtener los anteriores
resultados se hace uso del Teorema H para gases en redes, cuya
demostracion se presenta en el apéndice C. En la seccién 3.6
encontraremos las ecuaclones macrodinamicas utilizando el
formalismo multi-escalas en las relaciones de conservacion de la
masa y la cantidad de movimiento lineal. Finalmente, una vez que
hayamos establecido dichas ecuaciones, en 1la seccion 3.7
obtendremos sus soluciones perturbadas a distintos drdenes, y con
ello las ecuaciones de Euler y de Navier-Stokes que son las que
nos interesan.

2.PRESENTACION DE LOS MODELOS.

Los modelos de gases en redes que estudiaremos en este
capitulo son el HPP ([Hardy, Pomeau, y de Pazzis, 1972], y el FHP
[Frisch, Hasslacher, y Pomeau, 1986]. Ambos modelos son ejemplos
de autéomatas celulares definidos en espacios discretos de dos
dimensiones. A la dimensién espaclal en la que se define un
autémata celular se le denota por D, y en nuestro caso D = 2. Para
el primero de estos modelos la dindmica de las particulas se
define sobre una red cuadrada, mientras que para el segundo la red
es triangular como se muestra en la figura 3.1,

(a) (b)

Fig.3.1. Forma de la red para los modelos: a)HPP, y b)FHP.

Para cada uno de los sitios de la red, a los cuales identificamos
por un vector de posicién discreto r, definimos su vecindad Vr

como el conjunto de sitios cercanos (ch)' con i =1,...,b y los

vectores c definidos por

4 para HPP.

6 para FHP. .1

e,= (cos(2n(i~1)/b),sen(2n(i~1)/b)), con b = {

En lo que sigue A se define modulo b, incrementindose en sentido
opuesto al del movimiento de 1las manecillas del reloj. Estos
vectores se muestran en la figura 3.2.
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2 3 2
c + c c c
3 1 4 1
c
4 v s 6
(a) (b)

Fig 3.2. Vectores ¢, en los modelos: a)HPP, y b)FHP.

Una vez definido el espacio donde tendra lugar la dinamica de
nuestros modelos, lo que haremos ahora serd definirla. Recordemos
de lo dicho en la introduccién general, que el tercer elemento que
caracteriza a un autémata celular es su configuraclén por sitlo.
Dicha configuracién se refiere a las posibles velocidades que
pueden tener las particulas presentes en un determinado sitio de
la red. Haremos la suposicién de que tanto la distancia entre
sitios adyacentes de la red, como el tlempo que le toma a una
particula desplazarse de su posicién original r a alguno de sus
vecinos cercanos, son ambos de magnitud uno. De estas supocisiones
se desprende que los posibles vectores de velocidad para las
particulas en la red son los especificados por la ecuacién (3.1)
Suponiendo ademds, que todas aquellas configuraciones por sitio
donde existan dos o mds particulas con la misma velocidad se
excluyen, podemos entonces especificar 1la configuracién de
velocidades por sitio a un tiempo determinado, por la funcién
vectorial

4 para HPP

6 para FHP (3.2)

s(t,r) = (si(t,r),.A.,sb(t,r)), con b = {

y donde

direccién.

1 si hay una particula con velocidad en la i-ésima
sl(r,t) =
0 si no la hay.

En las ecuaciones (3.1} y (3.2), & = 1,...,b. Las posibles
configuraciones por sitlo para los modelos HPP y FHP se muestran

en la figura 3.3. Existen un total de 2° configuraciones (b = 4 o
6 dependiendo del modelo), que son las que illustramos en la figura
(3.3).
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Fig. 3.3. Posibles configuraciones de velocidades por sitio de 1la
red para: a)HPP, b)FHP. La configuracién s(t,r) de cada uno de los
sitios de la red, tiene b componentes que toman los valores 0 o 1

Dicha configuracién pueden ponerse -como una combinacién de b/2 bit
derechos y b/2 bit izquierdos (b = 4 en HPP y 6 en FHP), que es
el cédigo que aparece en los margenes de cada figura. De esta
manera, por ejemplo el estado s(t,r)} = ¢, es (01,01) en HPP vy
(001,001) en FHP, donde para construirlos hemos tomado primero a
los bits que aparecen en el margen lzqulerdo y 1luego les hemos
pegado aquellos que aparecen en el " margen superior. Las
configuraciones sombreadas corresponden a las que 1lamamos
"colisiones interesantes" y que definiremos mas adelante.
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E! hecho de que en cada sitio y en cada una de las
direcciones de la red no debe haber méas de una particula, se
conoce como principio de exclusién en analogfa con la mecénica
cudntica. Este principio es de trascendental importancia para los
resultados que obtendremos en las siguientes secciones. Suponemos
también que la masa de las particulas presentes en la red es de
magnitud uno, entonces la cantidad de movimiento de las mismas se
especifica por los vectores ° dados en la ecuacién (3.1). Ademas

todas las particulas tendran igual energia cinética y cero energia
potencial.

El cuarto y ultimo elemento que caracteriza a un autdémata
celular es una regla de evolucién en el tiempo. Con el fin de
describir esta regla, definiremos ahora lo que llamaremos la
configuracién de un gas en una red, que denotaremos por la funcién
S(t), y algunas de sus propiedades. Esta es el conjunto de las
posibles posiciones y velocidades que tienen las particulas en la
red £ al tiempo t. Es decir,

S(t) = (sl(t,r). i=1.,b,yref) (3.3)

Como es facil ver, existen un gran nimero de posibles
configuraciones de la red, para un tiempo t dado. Definimos al
espacio de configuraciones T', como el conjunto de todas ellas. Ya

P b . . "
que en un sitio hay 2° posibles configuraciones, para una red con

m sitios hay m x Zb. que es la cardinalidad de I'. También podemos
notar que dar la configuracién de la red, a un tiempo t
determinado, es exactamente lo mismo que dar los vectores s(t,r)
para cada uno de los sitios.

Si ' consideramos un conjunto representativo de posibles
configuraciones de velocidades S(t), en el espacio I', podemos
asociar a cada configuracién

S(t) = (s‘(t).....sm(L). m = namero de sitios en £ },
una probabilidad P(t,S(t)) = 0, la cual cumple que

L P(t,S(t) = 1 (3.4)
Sel’

La evolucion en el tiempo de un gas en una red, se lleva

a cabo mediante la aplicacién del operador de evolucién & a una
configuracién inicial $(t), que se transforma como

S(t+) = € S(t). (3.5)

23



donde _S_(t+1)=(sl(t+l),...,sm(t+l), m = nimero de sitios en £ ).

El operador de evolucién & se puede descomponer en operadores
locales & de manera que

s(t+l,r) = & [(s(t,r'l) . (3.8)

rev]
T

Lo anterior quiere decir que el estado de las particulas del sitio
r al tiempo t+l, es el resuitado de aplicar el operador & a los
sitios de la vecindad de r al tiempo t. La nueva configuracién de
la red S(t+l) se obtiene al aplicar simultineamente a cada uno de
los sitios de la red el operador de evolucién temporal.

Es en el operador & donde introducimos los elementos fisicos
importantes para nuestros modelos. En el caso de los modelos que
aqui estamos tratando, Impondremos la condicién de que este
operador conserve dos cantidades dinamicas, que son la masa y la
cantidad de movimiento.

E! operador de evoluciéon temporal & puede estar constituido
de otro tipo de operadores mds especificos. En nuestro caso, y
debido a que estamos tratando con autématas celulares (el estado
de un sitio r al tiempo t, depende de los estados de sus vecinos a
un tiempo t-1), proponemos que

& = SeC 3.7

donde €’ es un operador de colisiones que conserva la masa y la
cantidad de movimiento, y S es el operador de traslacién que se
encarga de simular el movimiento de las particulas después de la
colisiéon. La eleccién de este orden en particular es sélo por
conveniencia, ya que degspués de un gran numero de iteraciones
llega a ser irrelevante qué paso ha sido el primero.

El operador C consiste en aplicar simultdneamente, a cada uno
de los sitio de la red, reglas de colisibn que transformen sus
estados iniciales, denotados por los vectores s(t,r) = (sl(t,r),

i = L..., b, r € £ }, en estados finales s'(t+l,r) = (S;(t+l,r),

i= 1,...,b, r € £ ). Estos estados que podemos llamar de "entrada"
y de "salida" no han sido trasladados, de tal manera que sélo se
toma en cuenta la configuracién de ese sitio en especial y de
ningin otro. Las reglas de colisién se eligen de manera que el
nimero de particulas (masa) y su cantidad de movimiento se
conserve en cada uno de los sitios (la conservacién de la energia
es una consecuencia de la conservacion de la masa). Las anteriores
restricciones a las reglas de colision por sitio, provocan la
existencia  de dos tipos de  colisiones que llamaremos
“interesantes" y " no interesantes”. Las primeras son aquellas que
transforman la configuracién de un sitio en una distinta; mientras
que las segundas dejan invariante la configuracién de ese sijtio
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antes y después de efectuada la colisién.

Para el modelo HPP las colisiones ‘"interesantes" son
uUnicamente aquellas que se efectuan entre pares de particulas que
tienen un encuentro de frente. Estas se muestran en la figura 3.4.
Todas las demds configuraciénes de velocidades por sitio de la red
son no-interesantes y pueden ser vistas en la figura 3.3.

Como podemos ver en esta figura 3.4, Las colisiones
interesantes para HPP lo que hacen es rotar en 90 las posibles
direcciones en las velocidades de entrada. Como para un estado de
“entrada” sélo existe un estado de “salida", (el estado (a) se
transforma en (b) y viceversa), este modelo sera determinista con
respecto al operador de colisiones,

(a) (b)
Fig.3.4. Colisiones "interesantes" para HPP.

En el caso del modelo FHP que nosotros utilizamos, el nimero
de colisiones  "interesantes” que se obtienen bajo las
restricciones de conservaciéon masa y cantidad de movimiento por
sitio, es mucho mayor que en el del modelo anterior y pueden verse
en la figura 3.5. Este modélo es conocido en la literatura como
FHP saturado.

Observando la figura 3.5, podemos ver que existen
configuraciones s{t,r), que al llevarse a cabo la colisién tienen
mds de una posible configuracién de salida s'(t+l,r). Esto nos
obliga a introducir en el proceso de colisién del modelo FHP, una
probabilidad de transicién A(s»s')z0, de una comfiguracién dada s
a alguna de las posibles s', la cual esta normalizada():s,A(s-)s’)=l

Vs). Esto hace que el operadarl C sea no-deterministico. Para

nuestros modelos A(s»s') dependerd unicamente de los estados s, s
y no del sitio en particular donde se lleve a cabo el proceso de
colision. Ademds de estas caracteristicas, A(s»s') cumple con las
siguientes propiedades:

a) Leyes de conservacién: la unica colecciéon de b numeros reales
a tales que

T (s;-sl) Als»s’) a = 0, Vs,s', (3.8)
1

son combinaciones lineales de 1 y de CpreeiCipp i.e. a

esta relacionada con la conservacién de masa y cantidad de
movimiento.
b) Invariancia bajo todas las isometrias que preserven el conjunto
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de velocidades.

c) Balance semi-detallado

T A(ses') = 1, Vs (3.9)
s

La suposicién (b) tiene consecuencias importantes sobre las
propiedades de transformacion de vectores y tensores, las cuales
explicamos en el apéndice A.

n | colisiones "interesantes”

el /N T

3 NS, LS
7 N
| 4 N
N Fig.3.5. Colisiones "interesantes"
N para2, 3 y 4 particulas
3 modelo FHP., La primera columna
muestra el ntmero de particulas
presentes en la configuracién,
la segunda nos muestra explicita-
3 7 x mente las configuraciones de velo-
cidades por sitio que 1 lamamos
"colisiones interesantes”.
configuraciones en cada renglén se
3 N A transforman entre si al !levarse a
cabo una colisién.
3 ‘—\ ‘/

XA A

Los vectores s'(t+l,r) son estados intermedios en el proceso
de evolucién en el tiempo de los gases reticulares. Esto se debe a
que las particulas presentes en las configuraciones s'(t+l,r) de
los sitios de la red deben ser todavia trasladadas. La traslacién
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de las partfculas se efectla de manera que
sl(t+l,r+cl) = s;(tH,r). (3.10)

Esta tltima ecuacién nos dice de que manera se mueven las
particulas presentes en un sitio, dependiendo de la velocidad que
tengan después de la colision. En la figura 3.6 podemos ver la
manera en que se efectia la evolucién temporal, para alglin sitio
de la red, al aplicar los operadores de colisién C y traslacién S
a sus vecinos cercanos.

Como podemos ver de las figuras (3.6b) y (3.7), para los
gases en redes de cardcter determinista, como es el caso del
modelo HPP, los operadores C y S no conmutan. La reversibilidad
para las reglas de evolucién de estos modelos se pueden lograr,
mediante la definicion de estados del autémata a tiempos
semi-enteros, con las particulas localizadas a la mitad de las
Ifneas que conectan sitios vecinos; la evoluciéon temporal del gas
comprenderd entonces los siguientes pasos, una semi-propagacion
seguida de una colisién, que es seguida de una semi-propagacién
nuevamente [Hardy et al., 1976]. En el caso de modelos
no-deterministicos, como lo es FHP, los operadores S y C sf
conmutan; esto se debe al caracter probabilistico en las reglas de
colisién, las que permiten, como podemos ver en la figura (3.6a),
que la configuracién inicial de velocidades, sed una de las
posibles configuraciones de ‘“salida" al |llevarse a cabo la
colisién.




L pa] o faid] o ddab
| L
1 I 11r

(v)

Fig.3.6. Evolucién temporal de las particulas en un sitio de la
red para los modelos: a) FHP, y b) HPP, En I damos las
configurac iones tanto del sitio r como de sus vecinos a un tiempo
t. En Il efectuamos la colisién en todos los sitios. Finalmente en
I11, trasladamos las particulas para asi poder obtener el estado
final de r al tiempo t+l. Este mismo procedimiento se aplica
simultdneamente a todos y cada uno de los sitios en la red. En el
caso del modelo FHP hemos puesto dos de las posibles evolusiones
de fa conf iguracién inicial que obtendremos después de la colisién.

HENE .

1
X ——l -.c> P - «T-» -
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b
1
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1 1 11

Fig.3.7. Evolucio6n temporal en el modelo HPP suponiendo que, se
efectia primero una traslacién S y después una colisién C entre
las particulas.

Mencionaremos finalmente que la dindamica de los modelos HPP y
FHP, es invariante bajo todas las transformaciones discretas que
preserven la simetria de la red sobre la cual se les definié
(cuadrada en el caso de HPP y triangular en el de FHP). Mds aun,
su dindmica permanece invariante bajo el intercambio de particulas
por hoyos (unos por ceros), lo cual definimos como la dualidad.

Por ultimo, y soélo por completez, mencionaremos que existen
dos variantes al modelo FHP que nosotros hemos mencionado. El
primero de ellos conocido como FHP-I es muy parecido al que hemos
tratado aquf, excepto que en él soélo se consideran colisiones
entre dos y tres particulas. La importancia se debe a que fué el
primer modelo de un gas en una red no-deterministico con el cual
se obtuvieron las ecuaciones de la hidrodindmica. El segundo es
una variente de siete bits del modelo de seis velocidades, llamado
FHP-II. Este modelo incluye una "particula en reposo"” de velocidad
cero, lo que acarrea como resultado nuevas reglas de colisién para
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los choques entre particulas al considerar la conservacién de la
masa, la cantidad de movimiento y, de manera independiente, de la
energia. Las posibles configuraciones por sitio para este modelo
se muestran en la figura 3.8. En dicha figura la bolita (o)
representa a la particula en reposo.

n configuraciones por sitio nce

N
IR
XX

%

: s
EEEEE A
N 5

Fig.3.8.Lista de configuraciones para el modelo de 7 velocidades
FHP. La columna 1 nos dice cual es el nimero de particulas y la
ultima el nimero de colisiones equivalentes que pueden ser
obtenidas mediante rotaclones sucesivas de n/3. Las
configuraciones con cuatro o mads particulas se obtienen mediante
la dualidad, al remplazar hoyos por particulas y particulas por
hoyos.
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3. LA ECUACION MICRODINAMICA.

De manera similar a lo realizado en la teorfa cinética
clasica, lo que nos interesa es poder describir la evolucién
temporal de aquellos modelos mencionados en la seccién anterior, a
partir de una ecuacién que toma en cuenta la dinamica microscépica
de los mismos, y que discutiremos a continuacién.

Lo que esencialmente queremos saber es como dada la
configuracién de la red al tiempo t, ésta evolucionard al tiempo
t+l, Como mencionamos en la seccién anterior, la evolucién
temporal de toda la red se realiza mediante dos reglas de cardcter
local, una colisién seguida de una traslacion.

Con el fin de iniclar con la descripciéon del caso més
sencillo, consideraremos primeramente la evolucién dindmica de los
modelos en ausencia de colisiones, esto es & = S unicamente. Lo
que podemos observar, es que algunas de las particulas presentes
en los sitios r’,(pertenecientes a la vecindad Vr), al tiempo t,

se moveran al sitio de posiciéon r al tiempo t+l segin sea su
velocidad. Esto es

S‘(t+!,r) = sl(t,r-c‘) (3.11)

Cuando tomamos en cuenta las colisiones, obtenemos que la
ecuacién microdindmica (3.11) se modifica ahora de la siguiente
forma .

sl(t+l,r) = sx(t,r-cl) + Al(s’), (3.12)
donde definimos a
a1 =0 [(s(t,r'))x_,evr]. (3.13)

La “luncién de colisién” Al(s), la cual puede tomar los valores 1,
-1 'y O, describe los cambios en sl(t,r) debidos a las
interacciones que tienen las particulas en el mismo sitio. Como
vimos en la secciébn 3.2, el proceso de colisién transforma un
estado de "entrada"
s(t,r) = (sl(t.r) =061, i=1 ..b)
en uno de “"salida"
s'(t+l,r) = (s;(t+1,r) =061, i=1..,b).

La realizacién de dicha transformacién tiene asociada una
probabilidad de transicion A(s+s’). Si s{t,r) y s'(t+l,r) no

tienen el mismo numero de particulas y la misma cantidad de
movimiento A(s+s’') = O.
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Lo que ahora quisiéramos es poder reescribir la ecuacion
(3.12) con el término de colisiones expresado de manera explicita.
Para ello utilizaremos la misma idea de la teoria cinética
clasica, y escribiremos a A)(s') en forma de una ecuacién de

balance. Dado un sitio de coordenadas r al tiempo t, calcularemos
ta ganancia y la pérdida de particulas a lo largo de una direccién
fija de velocidad debidas exclusivamente a las colisiones.

Comenzaremos analizando el caso del modelo HPP. Como podemos
ver en la figura (3.4) la unica manera de cambiar la configuracién
de velocidades en un sitio de la red s(t,r), es mediante la
colisién de frente entre dos particulas. Identifiquemos por el
subindice & ( =1, 2, 3, 4), a las posibles velocidades de las
particulas. Entonces, obtendremos una ganancia en la direccién &,
si en el estado de "entrada" s(t,r), las direcciones i+, i+3
estdn ocupadas, e i, i+2 vacfas y obtendremos una pérdida en la
direccidon §, si las direcciones i, i+2 son las ocupadas e i+], i+3
las vacias. De aqui que para HPP

AI(S) = 51+151+3“-5l]“_s|+2] - ||+z( RIS (3.14)

En el caso del modelo FHP, el nimero de colisiones posibles,
que cambian la configuracién de velocidades en un sitio, es mayor.
Como mostramos en la figura (3.5), ademas de las colisiones de
frente entre dos particulas, existen las de tres y cuatro
particulas. Es por ello que, utilizando un argumento similar al
anterior y con { definido médulo seis, el término de colisiones
serd ahora

als)= e LIRS LR (EERRI s )(l-éhs)

tr 141144
+ (l-c"‘ o2 5(1 s )(1 -s,, )(l -s,, )(1—5 )
- 113[15 )(ls )(ls )lls
+ S 1513 l'5(1 s )(1- -s,, )(l -5, )
- slsl e 4(l s, )(1 -s,, )(1 -s,, )
+ 815 1ezShst ™ s)(l =S, )(l -s,, )
* 825115 )“'S )“'5 )
+ smsmsm[l s )(1 -s,, )(l -s,, ) (3.15)
+ S1nSies l‘5(1 s )(1 -s,, )(1 -s,, )
- S50 1«:\“ s, )(1 -s,, )(l -s,, )
- slshasm(l-s )(l -s,, )(l s, )
- slsnzsm(l s, )-s,, )(1 -s,, )
- Sishash.’:“ sm)(l-s )(1 5. )
+ € smshzs“és“s(l s‘)ll s“a)
- (l-c ) 5,5115 10510 (175102 178 L)
* 58251 a%s S Sy, )
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En la anterior ecuacién €r representa una variable Booleana,

dependiente del tiempo y del sitio de evaluacién, que toma el
valor uno cuando la configuracién de velocidades se modifica,
debido a una colisién, y cero si permanece igual. Observemos en la
figura (3.5) que para las colisiones entre dos y cuatro particulas
existen dos posibles salidas a las que asignamos igual
probabilidad. Suponemos ademds independencia entre las variables
€

Podemos generalizar la idea anterior de cuantificar las
ganancias y las pérdidas de particulas para un sitio dado y
encontrar una Unica expresién para el término de colisiones de los
modelos que estamos usando y de algunos otros con todas sus
velocidade de igual magnitud. Para ello observemos que, del
proceso de traslacién, la {-ésima componente del estado final
sl(tﬂ.r) se obtiene de trasladar la misma componente de velocidad

en el estado intermedio s;(l,r-c‘). paso IIl de la figura 3.6.
Como podemos ver en la figura 3.4, la componente s; se encuentra
en varias configuraciones s' por lo que es conveniente sumar sobre

las 2% posibles configuraciones intermedias por sitio s’. Por otro
lado, los estados s’ en los sitios de la red se obtienen de la
aplicacion del operador de «colisiones C a un estado inicial
s(t,r—cl), como se muestra en el paso II de la figura 3.6. Como

también aqui existen varias configuraciones s que se transforman

en la misma s', sumaremos sobre todos los 2" estados iniciales s.
Por otra parte, la transicién de estados que tiene lugar durante
la colisién la efectuaremos, para cada tiempo, sitio y par de
estados (s,s’), mediante la introduccién de la variable Boolena

e 2 la que llamamos "una realizacién",(por brevedad en la

notacién hemos omitido la dependencia en tiempo y espacio de las
variables s y s'). Sobre la variable €sgr impondremos las

condiciones de que, dado un estado inicial s ésta serd uno para un
Unico estado s’, que llamaremos su evolucién, y cero para los

restantes 2°-1 estados de configuracién por sitio. Como es facil
de ver dicha variable cumple que

e o> = A(svs'), Y os.s (3.16)

donde <+> indica promedio sobre un conjunto representativo,
y una condicién de normalizacién especificada por

Ye,=1, v s (3.17

Dado que el sitio r-cl tiene al tiempo t un estado s(t,r-c‘)
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bien determinado, los 21 posibles estados de configuracién
restantes para ese sitio, deben ser descartados. Para efectuar
esta descriminacién introduciremos para el sitio r una delta de

Kronecker Bss" En dicha delta, s representa los Zh posibles
’ ]
p
estados de configuracién por sitio de la red, mientras que s es el
estado que tiene el sitio r-c, al tiempo t, (hemos elegido el

subindice p solo para significa que la configuracion de
velocidades s del sitio es probable). Utilizando los elementos
descritos arriba, podemos reescribir la ecuacién microdindmica
(3.12), como

sl(t+1,r) =7 si(t,r-cl)c (3.18)
o

,8
ss’’ss
P

A la delta de Kronecker 'Sss la podemos escribir en términos de
3
P
las componente sJ y sp-‘, como

(1-s )

s
I TP
Ss,sp = ];]sl (1 Sj) . (3.19)

De aqui que la ecuacién (3.18) serd entonces

s (15 )
- , - P} - pJ
sl(t+l,r) —st:'s’(t.r c:l)r:ss,r}sJ (1 sJ) . (3.20)

Observemos que para la ecuacién (3.20) la suma sobre s selecciona
al estado s = s que es el estado de "entrada”, mientras que la

suma sobre s’ junto con el factor Eegr seleccionan al estado de
“salida"., El factor s; asegura la presencia de una particula con

velocidad en la i-ésima direccién después de llevarse a cabo la
colisién.

Si utilizamos la identidad
%) (|~sN)
sl(t.r-cl) = )s: sl(t,r-c‘) |;[ s, (l-n]) (3.21)

junto con la ecuacién (3.20), obtendremos que
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%) (\--M)
A‘(s) = s)s:‘(s‘-s') essd} sJ (l—s]) , (3.22)

que es la forma general, que buscabamos, para el término de
colisiones. Adn cuando esta ecuacién junto con la (3.18) se
establecen para modelos de gases en redes no-determinfsticos,
estas relaciones pueden ser utilizadas para el caso de HPP; pues
para este modelo la probabilidad A(s+s') sélo toma los valores 1 6
0, y esto, en nada afecta el proceso de deduccién de dichas
igualdades.

4.LAS RELACIONES DE CONSERVACION Y LAS CANTIDADES MEDIAS.

El objetivo de esta seccion es el de deducir las relaciones
de conservacion de masa y de cantidad de movimiento, La
conservacion de las cantidades anteriores para cada sitio de la
red en el proceso de colisién, puede ser expresado por las
siguientes  ecuaciones validas para la funcién de colisién
A‘(s’(tyr))

L8 =0, vs e (0,1} (3.23)
1

T e (sLr) = 0, vs e (0,1)° (3.24)
1

donde (0,1)b denota el conjunto de todas las posibles palabras de
b-bits. La validez de las ecuaciones anteriores se deduce
facilmente de la definicién de la funcién A‘(s‘). En primer lugar

esta funcién es siempre cero para las configuraciones s(t,r) que
no cambian, al aplicarseles el operador de colisiones. Para
aquellas configuraciones de los sitios de la red que si varfan con
la aplicacién del operador de colisiones, figuras 3.4 y 3.5, la
funcién Al(s') nos dice que en caso de existir una particula con
velocidad c, en el sitio r al tiempo t, ésta cambiard su velocidad
a c, con k#l, al llevarse a cabo la colisién. Este hecho puede
verse como una pérdida para la direccién k, pero como una ganancia
en | para la nueva configuracién s'(t+l,r). Al aplicar una
interpretacién asi’ a todas las posibles velocidades LY de las

particulas a un determinado sitio de la red y sumar sobre todas
ellas, las ‘“ganancias" y las "pérdidas" de particulas para ese
sitio de la red se compensan. Esta situacién se ejemplifica en la
figura 3.9.
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sttir) = s(teln) t| ¢ lats)fea (s)
| 1 1 11
T T [ (1,00 -1 [ (-1,0)
» $ Z [ (0, D] 1 0, 1)
! 3 [(-1,0) -1 (1,0)
' . 4 |(0,-1] 1 | (0,-1)
(0,1,0,1) » (1,0,1,0) [T, 0 (0.0)
(1a) (1b)
i <, Al(sl c]Al(s]
1] (1,0) 1 (1,0)
IR
2 2 2 2
s(t,r) s(t+l,r) 3 [—%‘/—:) 1 [-%,‘/_3

e [Ea b

(o,1,0,1,0,1) » (1,0,1,0,1,0)

(11a) s [1,-“_?] -1 [-L'_‘@_]
2 2 2 2

[Zl 0 (0,0)

(11b)
Fig.3.9. Evaluacién de las funciones (3.22) y (3.23). En (la)
mostramos una posible colisién interesante para HPP y en (Ib)
evaluamos las funciones con una tabla. En (Ila) y (I1Ib) hacemos lo
mismo para FHP. Hemos usado las férmulas (3.14) y (3.15) para
evaluar a Al(s’(t,r)).

Aplicando estas relaciones de conservacién a las ecuaciones de
evolucion

sl(t+l.r+cl) = sl(t,r) + A‘(s'(t,r))

clsi(t+l,r+c‘) = c‘sl(t,r) + clA‘(s {t,r)),

obtendremos que
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T s‘(t+l,r+cl) =7 s‘(t,r) ‘ (3.25})
1 1

r cls‘(t+l,r+c]) =7 c)s‘(t,r). (3.26)
1 ¢

Estas son las ecuaciones de conservacién de masa y cantidad de
movimiento, para los sitios de la red. Lo que estas ecuaciones nos
dicen, es que la masa y la cantidad de movimiento que existian en
el sitio r al tiempo t, han sido trasladadas a sus vecinos
cercanos al tiempo t+l, y viceversa. Esto lo podemos ver
facilmente si analizamos con cuidado la figura 3.6

Si utilizamos una descripcién en términos de las posibles
configuraciones S(t) de la red, podemos deducir una expresién para
las cantidades medias. Esta se obtiene al promediar una cantidad
"observable" q(s(t,r)) (la cual depende de la configuracién que
tiene la red a un tiempo determinado), sobre un conjuto
representativo de configuraciones $(t) del modelo, esto es

<q(s(t,r)d= T q(slt,r))P(t,S(1)). (3.27)
Ser’

De esta ecuacidon podemos deducir lo que llamaremos la funcion
de distribucién. A dicha cantidad la definimos como Ia
probabilidad de encontrar una particula con una velocidad en la
direccion i, en el punto de coordenadas (t,r), esto es

fltr) = ¥ s(t,r) P(t,S(t)) = <s (t,r). (3.28)
' ser ? |

De la poblacién media podemos obtener el nGmero promedio de
panticulas por sitio p y el flujo de masa j (cantidad de
movimiento medio), como

plt,r) = 1 fl(t.r‘) (3.29a)
1

jttry =% cl_f](t.r). (3.29b)
1
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Estas son cantidades medias por sitio, de tal manera que
Osjlsl y O=p=b. La densidad se define como d=p/b. A través del

flujo de masa, definimos a la velocidad media u como
Jjt,r) = plt,r) ult,r). (3.30)

Recordemos que la dindmica de estos modelos permanece
invariante ante la dualidad, en cuyo caso si intercambiamos
particulas por  hoyos, ppcambia a ph=b—pp, d cambia a

dh=(b-pp)/b=l—dp. Jp a _]h=~Jp, y finalmente up a la "velocidad

media de hoyos' uh=-up~dp/(l-dp), PuUés j =p +u .

Para finalizar podemos observar que si tomamos el promedio de
las ecuaciones (3.25) y (3.26) obtenemos las relaciones de
conservacién para las poblaciones medias

L fltslrec) =T f(tr), (3.31)
1 1

T clfl(t+l,r+cll =7 clf‘(t,r), (3.32)
1 |

que es lo que buscdbamos. La forma explicita de deducir estas
ecuaciones puede verse en el apéndice B.

5.LAS SOLUCIONES EN EQUILIBRIO.

Hardy, Pomeau y de Pazzis mostraron que el modelo HPP tiene
una solucién muy simple en equilibrio estadistico (lo cual
llamaron estados invariantes), en el cual las variables Booleanas
en todas los sitios son independientes. Tales soluciones en
equilibrio son el equivalente para los gases en redes de los
estados de Maxwell de la mecédnica estadistica clasica, y son por
lo tanto cruciales para derivar las  ecuaciones de la
hidrodindmica. Existen soluciones similares para la clase de
modelos no-deterministicos en general, como es el caso del modelo
FHP. A continuacion discutiremos esas soluciones, recordando que
para el caso del modelo HPP la funcién A(s+s') s6lo puede tener
valores 0 y 1.
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5.1, La ecuacién de transporte y su solucion en equilibrio.

Con el fin de obtener una ecuacién de transporte semejante a
la de Boltzmann, tomaremos el promedio sobre un conjunto
representativo de las ecuaciones microdinamicas obtenidas en la
seccién 3.3. Después obtenemos sus soluciones en equilibrio.

Si tomamos dicho promedio sobre la ecuacién (3.11), en
ausencia de colisiones obtenemos que

j‘l(t+l,r+cl) - _fl(t,r) = 0. (3.33)

En caso contrario, cundo si tomamos en consideracién las
colisiones, ecuacién (3.12), encontramos que

Flerre) - g6 = Y Zs'(s"_sl) ess,assp P(t,S(t))

Ser

= Z (s]-—sl) <Ess'assp>' (3.34)

S8

donde por definicién

€ W8 2= Z €oe8gs PILS().
P ser P

Para encontrar el promedio que aparece en el lado derecho de
la anterior ecuacién, que es el producto de dos cantidades,
debemos tener en cuenta el significado que tiene. Este término se
refiere a cudl es la probabilidad de que el sitio r al tiempo t,
tenga una configuracién de velocidades s y que ésta s evolucione
en una nueva configuraciéon s'. Estos dos hechos son
estadisticamente independientes. Lo anterior se debe a que
mientras el primero de los términos se refiere al hecho de que
dada una configuracién de “entrada” s(t,r), encontremos sus
posibles configuraciones de "salida" s'(t+l,r), lo cual tiene que
ver con la interpretaciéon fisica que hemos hecho de s (s no puede
evolucionar en s’, si ambas no tienen igual masa y cantidad de
movimento), y no con encontrar, o no, a dicha configuracién en el
sitio r al tiempo t. El otro término, sss , se refiere al problema

b
de que dada una configuracién de la red S(t), en el sitio r al
tiempo t encontremos una configuracién de velocidades s(t,r), lo
cual tiene que ver mas bien con la manera en que podemos
distribuir las particulas entre los sitios de la malla. Es debido
a esto que podemos reescribir la ecuacién (3.34) como
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fitslrre )=fl6r) = ] (sms) <e > < assp>. (3.35)

S§

Si utilizamos la hipétesis de caos molecular en la representacién
a la delta de Kronecker, dada por la ecuacién (3.19), encontramos
que

S0 (l-sN) Sy (I—sm)
<assp> = I} <5]> (l-<s]>) = [J] [] (l—fJ) . (3.36)

La hipétesis de caos molecular para un gas de red lo que nos dice,
en principio, es que la probabilidad de encontrar una particula en
la direccién de velocidad &, nada tiene que ver con la
probabilidad de encontrar otra particula en la direccién de
velocidad 4 (con 4 # i), en un mismo sitio r al tiempo t. Esto es,
que los dos eventos son estadisticamente independientes.

Usando la expresion (3.36), junto con el hecho de que
€eg” = A(s+s') obtendremos que

s (1-s )
S (ttree -5 ()= § (s’l-s‘)A(s-’s’)fJ]flpJ a-5) Pl (@an

ss’

Con el fin de hacer que la ecuacién (3.37) tenga una forma
similar a la ecuacién de transporte de Boltzmann, lo que debemos
hacer es poner en forma diferencial el término del lado izquierdo
de la misma. Para poder realizar esto lo que haremos sera, de
manera similar a lo realizado en la teoria cinética clasica,
considerar elementos de volumen, a los que denotaremos por 6r’ que

sean lo suficientemente grandes comparados con la distancia entre
los sitios de la red, que denotamos por Es, para poder contener

un nimero considerable de particulas, pero que son ain lo
suficientemente "pequefios” comparados con el tamafio Lxx Ly de la

red (Lx y Ly son las dimensiones longitudinales de la red). En
cuanto a los intervalos de tiempo at, consideraremos que estos son

lo suficientemente ‘“largos” en comparaciéon con el tiempo de
colisiones, que denotamos por t, para que podamos observar los
3

cambios en [‘ debidos a ellas. Es por ello que las condiciones
para desarrollar en serie de Taylor el lado izquierdo de la
ecuacion (3.37) son
Led«L (yL)
o (3.38)
t«3s.
c t

39



Aln cuando siempre £s= 1y tc es instantdneo, el problema de las
magnitudes de Sr y 6: es un problema de escalas, en el cual

nosotros decidimos que es lo que designamos por ‘“grande" o
"pequefio”, en el sentido de los tamafios que estemos manejando
tanto en las magnitudes espaciales de la red, como en los tiempos
de evolucién dindmica del sistema que estemos estudiando.

Tomando en consideracién lo especificado en la ecuacién
(3.38), encontramos que la expresion en serie de Taylor del lado
izquierdo de la ecuacion de transporte (3.37) es

- 3 o .
f‘(t+1,r+c‘)-j‘l(t,r) = 5lﬁ + 6]_ e vr fl(t.r)

1|2 8* s oYa L .2(n 2
+ 5 6t ;24» Zsrﬁt[el'vr]a—{ +6r[el-\7r] fl(t,r) +s00 (3.39)

N
En la ecuacién anterior hemos introducido e] vector unitario e,

con el fin de hacer mas entendible la relacion que enseguida vamos
a deducir. Tomando el limite cuando 8t+0 en la expresién anterior,
el udnico término que sobrevive en el lado derecho es el primero,
por lo que la ecuacién (3.37) se puede escribir como

3 s) (l—sJ)
[ﬁ ‘e Vr]f](r,t) =7 (s;-s‘)A(s*s’)E[fj ar) V. a0

§s

Para obtener esta expresiéon hemos supuesto, ademds, que 5r= (:16t y

substituido Sp] por s por ser el conjunto de configuraciones por

]
sitio de la red el mismo para ambas. La ecuacién (3.40) es la
ecuacioén de transporte para gases en redes.

Como mencionamos al principio de esta seccién, también los
gases en redes muestran una tendencia a estados de equilibrio.
Esto se puede ver facilmente por medio de un Teorema H para gases
de red. Este teorema lo enunciamos y demostramos en el apéndice C.
Aqui lo que nos interesa es encontrar la solucién de equilibrio a
la ecuacién de transporte (3.40). Para ello definimos las
siguientes cantidades

R
(3.41)

=
n

mi~-f).
) J

Ya que nos encontramos en equilibrio, el término del lado derecho
de la ecuacién (3.39) debe ser igual a cero, por lo que
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sJ ll—sj)
J (s}=s) Alss?) 1} f,l ) Y=o (3.42)

S8

Si dividimos esta ecuacion entre [| encontraremos que
s's

S
) g’ !
LI (s}-s) Alsvs') [JIJ'J = 0. (3.43)

Multipliquemos esta ecuacién por In j’l y sumemos scbre { para

encontrar que

"J J-J J N
LI Alss") Inf—urri f]J = 0. (3.44)
s’s mai)s

Por otra parte, al existir balance semi-detallado (para los casos
particulares de los modelos que aqul tratamos, es detallado),
podemos intercambiar en la ecuacién (3.43) variables primadas por
no-primadas sin afectar su resultado, por lo que

IZAss) | nrl-pfl|=o0 (3.45)
s's ) J ) )

Sumando las dos ultimas ecuaciones, (3.44) y (3.45), obtenemos

n] ‘rjs‘l s s s

LY Als+s’)| In nilenii-niil=0 (a8
s's I 3 )

s
l'lj I] )
Finalmente si hacemos uso de la relacién {Roberts, 1973),

v t
¢ In——+y-ae=-1"In_d=Q,

con ¢ > 0, 4 > 0 y donde la igualdad se da si ¢ = y, obtendremos
que la ecuacién (3.46) es una combinacion de expresiones de estas
formas, con coeficiente no negativo A(s»s’). Para tener la
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igualdad a cero se debe cumplir que

, (3.47)

siempre y cuando A(s+s') # 0. Como todos los pasos anteriores son
reversibles, esta uUltima igualdad es equivalente a

Lin (F)s- s)Ass') = 0, ¥ 55 (3.48)
1

Esto significa que In [l es un invariante de colisiones, como lo

muestra la ecuacion (3.8). Utilizando el hecho de que las Unicas
cantidades que cumplen una relacién como la anterior para un gas
de red son combinaciones lincales de unos y de las velocidades <

(de la masa y de la cantidad de movimiento), concluimos que

Inf =- (h+q~c|). (3.49)

En la ecuacién (3.49) A es un nimero real arbitrario y q es un
vector D dimensional también arbitrario (en nuestro caso D = 2},
los cuales pueden ser determinados a partir de las propiedades
conservadas. Este invariante de colisiones es el mas general para
modelos de gases en redes como los que aqui usamos. Utilizando la

definicién de fl junto con la expresién anterior, encontramos que

en equilibrio la funcién de distribucién fl es

1

fl(t,l‘) = (3.50)

1 + exp(htqeec))

Para determinar los coeficientes A y q de la ecuacion anterior,
debemos recurrir a las definiciones de numero promedio de
particulas y de flujo de masa, esto es

1

p=Lf =) —— (3.51)
1 1+ exp(h+q-c’)
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1

, (3.52)
1+ exp(h+q-cx)

Pu:z{\ﬂ:Zc
1

Aun cuando estas ecuaciones parecen simples a primera vista y por
lo tanto esperariamos encontrar una solucién sencilla a ellas,
como en el caso del continuo, éste no es el caso y una solucién
general a dichas ecuaciones todavia no ha podido ser encontrada en
general. Para casos sencillos como el modelo HPP y algunos modelos
de FHP, los valores de las constantes A y q han sido ya
determinados [Hardy et al., 1976; Doolen, 1989]. Para modelos mas
complicados, como es el caso de un autémata celular de nueve
velocidades cuyas magnitudes son en general diferentes, y donde
ademds de los dos principios de conservacion de la masa y la
cantidad de movimiento, se cumple también el de conservacién de
energia (lo que implica la aparicién de un tercer invariante de
colisién asociado a este principio), existe una solucion basada en
argumentos de caracter termodinamicos [Rechtman y Salcido, 19901,

El que hayamos obtenido una distribucién de Fermi-Dirac no es
de extrafiarse, pues el modelo se construyé con un principio de
exclusion (no mds de wuna particula por cada direccion de
velocidad).

5.2. Equilibrio a bajas velocidades.

En la téoria cinética cldsica las funciones de distribucién
en equilibrio con velocidades medias diferentes, se relacionan
entre si mediante una transformacién de Galileo. Este tipo de
invariancia Galileana no se mantiene a nivel microscépico para un
gas en una red. Es por ello que no hay una relacién simple entre
las funciones de distribucién en equilibrio con velocidades media
nula y no nula. Para poder derivar las ecuaciones de la dinamica
de los fluidos, necesitarecmos unicamente equilibric a velociadades
bajas, esto es, que u = |u| << ¢, La u y la ¢ son respectivamente
la rapidez del fluido y de las particulas. Para dicho equilibrio
las funcién de distribucién puede ser calculada perturbativamente
en potencias de u.

Podemos escribir la funcién de distribucién en equilibrio
como

Il(p,u) = IFD(h(p,u) + q(p,u)-c‘), (3.53)

donde p es el numero promedio de particulas por sitio definido por
(3.29a) y Irn es la funcién de Fermi-Dirac

Fept¥) = (3.54)

1+e
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Mediante la propiedad que asegura la existencia de una
isometria que intercambia las velocidaes c Y c], [Frisch et al.,

1987), podemos encontrar que si u = 0,
P
f = 5 para ¢ = l,...,b, (3.55)

En lo que sigue usaremos d = p/b, que es la densidad que definimos
en la seccién 3.4, Ademds

e 1
f=g=——— -
1 + exp(h)

q(p,0) = 0.

Si utilizamos la invariancia de paridad (cx » =-c, u - -u),

propiedad P.1. del apéndice A, encontramos que
hlp.-u)} = hlp,u), qlp,~u) = -qlp,u). (3.56)

Usando el hecho de que la funcién Alp,u) es par y la funcidén
q(p,u) impar, obtendremos al expander en serie que

hipu) = h + h u®+ o(u?),
[} 2
3 (3.57)
qa(p.u) =qu, o),

donde

= = 4. 2 = &
hﬂ_ h(p,0), hz— (u Vu) hip,0) y q, (u Vu)qulp,o),

1
21
Estas Gltimas cantidades dependen tunicamente de p. Debido a la

propiedad de isotropia para los tensores de segundo orden

(propiedad P.4., apéndice A), las constantes hz y g son

escalares. Sustituyendo las expresiones de A& y q en la ecuacién
(3.53) obtenmos que

f](p,u] = [FD(hD + hzu2 +quee + o) + O(u4)]. (3.58)
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Si ahora hacemos una expansion de esta funcién de distribucién jl

en potencias de u al rededor de ho’ tendremos que '

= e 2, b2, 2 3
[l = frn + qlanu e hz[rnu + qufm(u c]) + olu’), (3.59)

donde ‘rru' fn’],

funcién de distribucién de Fermi-Dirac y sus primera y segunda
derivadas con respecto a u, en la direccion ¢ respectivamente. Si
calculamos con esta dltima ecuacién el nimero promedio de

y f;l') son los valores, evaluados en ho’ de la

partfculas (p = zlf‘), y el flujo de masa (pu = Zlc|fl). podemos

encontrar los valores de a4 ¥ de hz' Esto es

, v 2 1 2 ., 2
PeLigtlafgue v Lhfyu +Lsaq fip(ue) +
i 1 ) |

i 2 1 2 N 2
pu = ZCIIFD Lo gfg ue t okl WD %% I;-n (ure)” +
1 1 1 1

Utilizando la propiedad P.6 del apéndice A, que nos dice que los
momentos de velocidad de orden impar son cero,.y la ecuacién (A.l)
que nos da la forma explicita del momento de velocidad de orden 2,
podemos ver entonces que en la segunda de las ecuaciones
anteriores todos los térmimos del lado derecho excepto el segundo
son idénticamente cero, de ello podemos obtener 4 Por otro lado,

el primer miembro del lado derecho para la ecuacién en p, es igual
al Unico miembro del lado izquierdo, por lo que los miembros
restantes en el lado derecho seran cero. Tomando términos de
ordenes iguales en u, en esta ecuacién, vemos que el segundo de
ellos es idénticamente cero mientras que podemos sumar el tercero
con el cuarto e igualar la suma a cero y asi encontrar el valor de
hz. Los valores de h2 y q, que obtenemos son

pD b2 Db(b-2p)
q = |—||—— h = —,
! c2d] |plo-b) 2 2c%(b-p)®

Recordemos que D es la dimensién espacial de la red, d la
poblacion media en equilibrio (en cualquier direccién de
velocidad), p el nimero promedio de particulas por sitio, ¢ la
rapidez de las particulas y b el nlimero de velocidades en el gas.

La poblacién media en equilibrio calculada hasta segundo
orden en u sera entonces
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P pD
eq -
N (p.u) = 5 [-cz—d} ol pG(P)QmB uuuﬁ , (3.60)
donde

p*Y( b - 2p .
Glp) = oo -—b-?—p_ y Qlu{i = CWC\B_['C—D}saﬁ . (3.61)

Hemos puesto el superindice “"eq" en la ecuacion (3.60) para
resaltar el hecho de que la poblacion media estd evaluada en
equilibrio. Observemos ademas que el coeficiente G(p) del término
cuadrdtico se anula cuando p = b/2, esto es, cuando el numero
promedio de hoyos y particulas es la misma.

6.LAS ECUACIONES MACRODINAMICAS.

Como hemos visto en la seccién anterior los gases de red
admiten una solucién en equilibrio. Entonces, igual que ia teoria
cinética cldsica, podemos proponernos el encontrar las soluciones
perturbadas de dicha solucién, de tal manera que a distintas
aproximaciones obtengamos las diferentes ecuaciones de la dinamica
de los fluidos. Para este fin utilizaremos el! formalismo de
multi-escalas [Nayfeh, 1981], sobre las relaciones de conservacién
de masa y cantidad de movimiento del autémata celular.

El método de multi-escalas consiste en proponer que una
funcion dependa de un parametro £ y potencias de éste,
multiplicadas por las "variables fisicas" que determinan a dicha
funcioén, esto es

F(t,ri6) = g(t,&t,ﬁzt,...,r,ﬁr,.,.) (3.62)
6,
FLiE) = Fl it by T
donde t= t 6= £t b= €2,
y rE T r= Er, ...

Notemos que las tn y r_denotan diferentes escalas de tiempo
n

y espacio respectivamente, pués € es un parametro pequefio. De esta
manera en fugar de determinar ¥ como una funcién de t y r, la

determinaremos como un a funcidén de "u' t\, tz""’ro' LTI

46



Ahora bién, para aplicar esta técnica a un autémata celular
como los descritos en la seccion 3.2, designaremos por p(r) y u(r)
a el numero promedio de particulas y la velocidad media
respectivamente, en el sitio r de la malla. Suponemos ademds que

. . . . -1
estas cantidades estan cambiando en una escala espacial de £ (en
unidades constantes de la red). Esto requiere que el tamaiio de la

malla £ sea en si mismo al menos 0(64)‘ Los cambios espaciales se
suponen lo suficientemente regulares para permitir interpolaciones
con el propésito de calcular derivadas. Se supone también que el
nimero promedio de particulas es O(1) y que la velocidad u es
pequeiia comparada con la rapidez ¢ de las particulas. De esta
forma, se espera ocurran los siguientes fenémenos

1. relajacién al equilibrio local en una escala de tiempo del

orden de Eo,

2. propagacion de perturbaciones de densidad como ondas de sonido

en una escala de tiempo del orden de E'l,

3. efectos de difusién (y posiblemente advectivos) en una escala

de tiempo del orden de £

Usamos la siguiente convencién: para el tiempo, adoptamos que
t es discreto mientras que tl= &t, y tz= Ezt, seran tratadas como

variables  continuas. Por otra parte, para el espacio,
consideraremos a r como variable discreta y rl= &r como continua.

0] " N nr .
Denotamos por f:) la poblacion media en equilibrio basada en

los valores locales de p y u. Dicha poblacién estd dada por la
ecuacién (3.60). La poblaciéon media real jl(t,r) es muy cercana a

su valor de equilibrio y se puede expander en potencias de £ como

(1

D + ogh, (3.63)

e = f:m(t.r) + £

Las correcciones no deben contribuir a los valores locales de
densidad y cantidad de movimiento medio, por lo que

T f:“(t,r) =0 y T cxf:l)(t.r) = 0. (3.64)
1 ]

Una vez que hemos especificado la funcién _fl(t,r). lo que
haremos sera expanderla mediante una serie de Taylor. A las

derivadas espaciales y temporales las denotamos por at y

\7r = (am, «-= 1,...,D}, respectivamente. Entonces
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= . 1 . )
j|(t+l.r+cl)—fl(t,r) = [E‘Jl te Vo458 [cl Vr] a,
2
[ul-Vr] + oses _f“(t.r) (3.65)

Debido al método de aproximacién que estamos usando debemos hacer
la’ sustitucion

2
8, gat1+ 13 atz y v, g (3.66)

Expandiendo a su vez la j‘x, asi como las diferencias finitas en

potencias de &, tendremos que

2 1 2 2
[(EBU"E 612)+(Clu.sala)+§(satl+€ aLZ) *(CHX an.).(s H+E 61.2) *

1 2 (0) (1)
O ] [ A R S O X

Usamos Bm para denotar las componentes de Vn. Si substituimos

esta ecuacién en la relacién de conservacién de masa (3.31},
podremos reescribirla como

E|Z (a'-l * o8 )I:ﬂ) * €2§ (612 * (a(l * Claaim)z)f:m *

a1

§2§ (, + cmam);f” +0(e% =0 (3.68)

Por otra parte al susutituir la ecuacién (3.67) en la
ecuacién de conservacién de cantidad de movimiento (3.32)
obtendremos que

(0) 2 2y (0)
£ ?clll(atl * claalu)fl +€ ?cwc(atz + (al.l * Cllx.alll) )fl *
o jo

£* ? IR )j':” +o(g% =0 (3.69)

Tomando los términos de primer orden en &, en los desarrollos
perturbativos de las ecuaciones de conservaciéon anteriores (3.68)
y (3.69), obtendremos que
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(0 (o) _
atl?‘rl +BIBFCIBII =0

8P+ am("“fs) =0, (3.70)

(0) oy _
au zl: Cux'fl * 61[3 )Ecxacxﬁfl =0

a“ (pu’x) + 38 0. (3.711)

1 Pup =
donde Pu es el tensor de flujo de cantidad de movimiento, el

cual si usamos (3.60), puede escribirse como

- eq

P = ?cuz cig
Cz 4

= 5Pt pGlp) T + Ou), (3.72)

of ofBys uy u&

TmBa‘B = E‘:cm clﬁ 0175, (3.73)

y Glp) y Qmﬁ dados por las ecuacién (3.61), Las ecuaciones (3.70)

y (3.71) son las ecuaciones de Euler para un gas discreto.

Si ahora tomamos los términos de segundo orden en (3.68) y
(3.69) obtendremos que para la conservacién de la masa

) )
+alf3il:cll3fl ] +6“§ ‘fl +

1 (0)
7 9% [ a, )1: Sy +axB }E cl(lclBIl ) * o %: Cedy =0

O si utilizamos las relaciones (3.64), junto con las ecuaciones
(3.70) y (3.71)

8 p=o0. (3.74)

Al término de segundo orden en &, de la ecuacién (3.69), lo
podemos escribir como
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0 0) ) (1)
atzfljc f +§ [6 Zcmfl +aB):c c )+ a“)l:cm_fl +

1a’1 (L]
(1) (o] _
axﬂ?:mclﬁfl * 1«[2 uzcmclrif o anﬁgcxzclacm[l ] h

Si usamos como antes las ecuaciones (3.64) y (3.70), obtendremos
que el segundo y tercer término del lado izquierdo son cero. Por
otra parte, al sustituir (3.71) junto con (3.60) (hasta segundo
orden en u), en el ultimo término de ese mismo lado, obtenemos que

_ 2 -
alz(puaha Z cmclﬁj Tmﬁﬂs la,(pu(s)] = 0(u”). (3.75)

La ecuacion (3.74) nos indica que a segundo orden en &, no hay
difusiéon de masa ( sdélo hay una especie de particulas). La
ecuacion (3.75) describe la difusién de la cantidad de movimiento

sobre grandes escalas de tiempo (0({2)). Esta ultima tiene dos

contribuciones, el término que involucra a T“f375 se debe a la

propagaciéon de particulas y el término restante en la ecuacién
(3.75), de los que se encuentran dentro del paréntesis, involucra

la derivada de f w a partir de la poblacién media en equilibrio.

(n

Puesto que f se anula cuando el equilibrio es uniforme, esta

debe ser una cumbinacién lineal de gradientes (con respecto a rl).

de p y pu. La téoria lineal para la respuesta se puede usar en el
calculo de los coeficientes. Suponemos que u es pequefia puesto que
a ordenes significativos de equilibrio, las ecuaciones son
invariantes bajo el grupo de isometrias de la red.

Ya que el gradiente de p es un vector y el gradiente de pu es
un tensor de segundo orden, a partir de las propiedades enunciadas
en el apéndice A, podemos escribir que

a _
fi=0c amp-c-(l/:c

\ ™ (3.76)

- CIB + ¥ 60('3) am(puB),

donde ¢, ¥ y ¥ son funciones que determinaremos en seguida.

Sustituyendo esta ecuacién en las relaciones (3.64), y usando
las propiedades P.6., para los momentos de velocidad enunciados en

el apéndice A, encontramos que o = 0 y czw+Dx =0. Debemos observar
que ¥ debe depender de p pero no de u, ya que ésta se evalia a
= 0. Si sustituimos

2
c
IR =(yc c]B-D— [3)6 (puB)
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en el segundo de los términos entre paréntesis de la ecuacién
(3.75), obtenemos que

2
c =
)l: cmclﬁ(w cwc‘s + Y 5 576] aﬂlpua) =y aly(pus) T‘m%5 .

Por lo que al sustituir este resultado en dicha ecuacion,
obtendremos que

D _ 2
3 lpu) + am[( Wip) + ;z—b} L aly(pusl] =owWd. (@1

Una vez que hemos encontradoc de forma independiente los

términos a O(E’X) y a O(E'z) para p y pu, lo que, haremos ahora
serd conjuntar ambos para obtener las expansiones hasta orden dos
en las ecuaciones ({3.68) y (3.69). Escribiendo estas expresiones
en términos de las variables originales t y r (en la version del
continuo, ecuacién (3.66)), obtendremos las ecuaciones de la
macrodindmica

atp + aﬂ(puﬁ) = 0, (3.78})

o2
D pacxﬂ)

D
* [ [*”‘P’ *ZZZT] Tapys %y(PUs) ]

= o(ed®) + 0(£%u®) + 0(&%u).

al(pua) + aﬁ( pGlp) TaBa'é “7"6 +

(3.79)

La ecuacién (3.78) es la ecuaciéon de continuidad de la mecdnica de
fluidos, mientras que la ecuacién (3.79) es muy similar a la
ecuacién de Navier-Stokes.

La ecuacién (3.79) no es isotrépica, puesto que el tensor
Tocl?aé no lo es en general. Como este es un tensor de cuarto orden,

la forma general que dicho tensor debe tener, para ser isotrépico
es, {ver apéndice A)

+ Bﬁmﬁ s * Cs & (3.80)

Tapzs = Aupdys B «s%py *
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con A, B y C constantes. Ademas el tensor Ta es simétrico por

ByS
pares en (a,8) y (#,8). De la ecuacién {3.73) se sigue que

= bc‘[) - l], (3.8

g, 5

LT = LT
o aBry B ofia

Si el tensor Tal];yrs es isotrépico estas propiedades lo constrifien,

lo cual implicard que

be'

= SE5] -2
Tapys = DlOv2) [6a75]35 * %%y T D 5«35?,5} (3.82)

Hay que observar que no todos los modelos de autématas celulares
tienen asociados tensores isotrépicos de cuarto orden, como se
muesta en el apéndice A. Tales tensores no existen para modelos de
cuatro velocidades, cuya magnitud es constante e igual a uno, como
el HPP; una evaluacién directa del tensor de flujo de cantidad de
movimiento para dicho modelo, dado por la ecuacién {3.72), muestra
que

_ 2.2 P 4
P“- pG(p)(u] uz] 5+ ofu’),
- 22 4 P 4
P22~ pG(p)(uz ul) + 5+ olu’), (3.83)
con Glo) = 222, (3.84)

Este tensor FaB es el Unico tensor de segundo orden cuadratico en
la velocidad que contiene a u u

a a B B
(3.83) este tensor no es isotrdpico, por lo que en el modelo HPP
no es posible observar efectos hidrodinamicos.

y usu Sa . Como podemos ver de

Como también se muestra en el mismo apéndice A, para modelos
con mayor namero de velocidades el tensor Trx{33—5 sl es isotropico y

es de la forma especificada por (3.82). Sustituyendo entonces en
la ecuacion macrodindmica de la cantidad de movimiento (3.79) a
(3.82), obtendremos que
u?
)
c

2
- 63[(vc(p)+vp)[am(pu‘?l*'aﬁ(pua) -2 aaBa?(puB)J]

+ oled®) + o(g%®) + o8, (3.85)

at(pua) + E?B( pg(p)uauB) + am(c:p[l
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_ D b -2p 2_¢
gl =g 5T 0 S TP
bcq cz
vlel = - grpray ¥Rl v = e (3.86)

Como veremos mas adelante, v, es la viscocidad debida a las
colisiones de las particulas y V,, fa debida a su propagacion, la

cual es no negativa.

Con lo anterior hemos impuesto la isotropia a nivel
macroscépico, y la ecuacién (3.85) es muy parecida la ecuacion de
Navier-Stokes. La funcién (p), que aparece en las férmulas
anterjores, es de la forma [Frisch et al.,1987]

2
2 Lo Q
we) = 2 ,‘:—‘c)‘aBng"— , (3.87)
1o JoB

11y

donde

aAl:ul
4 = [—L] (3.88)
i a‘rl j'l= p/b

con Ar"l dada por la ecuacién (3.19). Esta es la matriz de
colisiones linealizada, evaluada a velocidad de equilibrio cero,
que ademas puede ser expresada de manera compacta como

bep-t,
(s) sJ), (3.89)

= - L JURTYVIRRETYN 1o P
b= ZES(Sl s} )A(s2s")d" (1-d)

donde p=1 s
1

7.LOS REGIMENES MACRODINAMICOS.

Escribamos ahora de manera compacta las ecuaciones
macrodindmicas para ia masa y la cantidad de movimiento deducidas
en la seccién anterior, con el fin de observar su similaridad con
las ecuaciones de la dindmica de fluidos. Esto es



n

ﬁtp + aB(pup) 0, (3.90)

3 2 2 3
Bt(pua)+613PaB = aBSaB+O(E" )+0(€ u")+0(E u). (3.91)

El tensor de flujo de cantidad de movimiento PaB y el tensor

de esfuerzos viscosos Sm’3 estdn definidos por

2
P = c:p[1-g(p1§ ]aaﬁ + pElpluyitg, (3.92)
y
- .2
Saﬁ = vip) [aa(puﬂ) + aB(pua) Dam{say(puz)] (3.93)
con

vip) = vc(p) v

donde g(p), c:, vy up se definen en.la ecuacién (3.86).

Se pueden hacer varias observaciones sobre las ecuaciones
anteriores. En primer lugar podemos notar que cuando la velocidad
u es muy pequefia podemos despreciar los términos de segundo orden
en u de la ecuacién (3.92), por lo que el tensor de flujo de
cantidad de movimiento Prx{i se reduce al término diagonal péaB‘ que

es el término de presiones. La presion estd dada por la relacién
"isotérmica"

P =clp (3.94)

donde c. representa la velocidad del sonido en el gas. De la

ecuacién (3.86) c= 1/VZ, pués |c| = ¢ = 1| para los modelos HPP y
FHP.

Por otra parte el tensor de flujo de cantidad de movimiento
para gases continuos estd dado por paB = padﬁ + pu U, Esta forma

del tensor Pm es una consecuencia de la invariancia Galileana, la

B

cual nos permite relacionar sistemas en equilibrio termodindmicos
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que tengan velocidad media nula, con aquellos para los cuales no
es nula. Para gases en redes con velocidades no-nulas, el tensor
de flujo de cantidad de movimiento dado por la ecuacién (3.92)
difiere por wun término aditivo en la presion y un factor
multiplicativo g(p), dependiente de la densidad, en el término
advectivo,

La ecuacién (3.93) es la relacion de esfuerzo-deformacion
para un fluido Newtoniano con viscosidad cinématica vc+ vy

viscosidad de bulto nula. La ausencia de traza en So( (lo que

B
implica la desaparicién de la viscocidad de bulto) es debida a la
falta de esta misma en el tensor Qlaﬂ definido por la ecuacién
(3.61).

La estrategia general por medio de la cual derivaremos las
ecuaciones de la dindmica de fluidos a partir de las ecuaciones
(3.90) y (3.91), es reescalar el espacio, el tiempo y las
variables de velocidad, de manera que los téminos no relevantes
desaparezcan cuando £ - 0. De esta manera al efectuar una
expansién a distintos érdenes en € para estas ecuaciones,
obtendremos los tres regimenes que nos interesan, y que son: la
propagacién del sonido, la propagacién amortiguada del sonido, y
la dindmica de fluidos incompresibles (Navier-Stokes).

7.1, Propoagacién del sonido.

Para obtener este tipo de régimen, consideremos una pequeiia
perturbacién a la solucién de equilibric con nimero promedio

de particulas Py Y velocidad cero. Esto es

p=p +p. (3.95)

Haciendo un desarrollo en serie de las ecuaciones (3.90) y (3.91),
en potencias de £, y tomando estos desarrollos a primer orden, lo
cual quiere decir que

r=¢'r, t=€'t, p= £, u =£U, a>0 (3.96)

obtendremos, tomando el primer término de las expresiones (3.62),
que a este orden en las variables reescaladas de tiempo y espacio

alp + pOV-u =0,
(3.97)
2 [
poalu *e Up' = 0.
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Eliminando la u en las ecuaciones de arriba, obtenemos una
ecuacién de onda escalar

@

|

P - c: %' = 0. (3.98)

@
™

t

Esto significa que perturbaciones en la velocidad y la densidad,
con amplitudes O{1) sobre escalas espaciales y O(§) en las
temporales, se propagan como ondas sonoras con velocidad . Como

el presente régimen involucra Unicamente tensores de segundo
orden, se puede aplicar por tanto al modelo HPP también. En el
capitulo siguiente discutiremos este régimen con mayor detalle.

7.2. Sonido amortiguado.

Para obtener este tipo de régimen procederemos de manera
similar a lo realizado en la seccion anterior, s6lo que ahora

N N . .. 2
incluiremos un tiempo adicional t2= £°t, y tomaremos en cuenta

para la relacién de escalas (3.96) que a > 1, de manera que p' y u
deben ser de orden O(£); de otra manera los términos no lineales
llegarian a ser relevantes. Ahora las ecuaciones son

atp + pov-u =0

2, ' 2 D-2 o5,
poatu + c‘Vp = pov(po)[v u + = UVeul. (3.99)

Podemos observar que el amortiguamiento se obtiene a escalas de

tiempo del orden de 0(5'2), y que el segundo término del lado
derecho para la segunda ecuacion se anula en dos dimensiones. Ya
que la propagacién y el amotiguamiento se encuentran en escalas de
tiempo que involucran diferentes potencias de &, no existe la
posibilidad de describir ambas en una sola ecuacion sin mezclar
los ordenes en §. También este régimen se discute en mayor detalle
en el capitulo 3.
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7.3. El limite incompresible (las ecuaciones de Navier-Stokes).

Las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes

alu + usVu = -Up + vVZu,

Gou = 0, (3.100)

pueden describir mucho de el comportamiento del flujo de gases
ordinarios a bajo numero de Mach (M = U/Cs« 1). Estas ecuaciones

se pueden derivar a partir de ecuaciones compresibles usando una
expansion en nUmeros de Mach, [Majda, 1984]. La idea esencial de
este método es que a ordenes significativos, las variaciones en la
densidad llegan a ser irrelevantes en todos los términos excepto
en la presion.

La misma forma de expansion puede ser aplicada en la dinamica
de gases discretos. La manera de hacerlo es congelar el numero
promedio de particulas ddndole un valor constante y uniforme p, en

las ecuaciones (3.90) y (3.91), excepto en el término de presiones
donde se conservaran las fluctuaciones para la densidad. Ignorando

R . . 3 2 2
los términos de 6rdenes superiores, O(£°u), O(Eu®), etc.,
encontraremos las siguientes ecuaciones

2
=—c2vlp- u_
poatulrpog(po)rou— c v [p pug(po)cz]'

(3.101)
Veu=0.

Como es de esperar, las ecuaciones anteriores no son invariantes
bajo transformaciones de Galileo, (lo cual se deriva de la falta
de ésta invariancia a nivel de la red). Para hacer que esto no
ocurra lo que se necesita es reescalar el tiempo y la viscocidad
de una manera conveniente; esto es

t 32_7 , v~ g(pu)v. (3.102)
o

Haciendo como en las secciones anteriores una expansion en
términos de &, y reescalando las variables como

r=¢"'", t L

-2
R —E(‘;;;TE t, u = EU,

2 p.glp)

s u®) _ "ol 2, - .

[p - pog(po)?] = — £°P, v = g(po)v . (3.103)
s
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Debemos observar que todos los términos significativos en la

ecuacién (3.90) son de orden O(EZ), y de orden O(ﬁa) para la
ecuacion (3.91). Las ecuaciones que obtenemos por medio de este
reescalamiento son

QU+ UV U= TP + vy,
(3.104)
v U

i

0,

en estas ultimas ecuaciones U es la velocidad reescalada del
fluido, como se mostré antes.

Las ecuaciones {3.104) son precisamente las ecuaciones
incompresibles de Navier-Stokes (donde Vl denota el gradiente ccn

respecto a r y 6‘ la derivada parcial con respecto a t). Para

1
obtener este resultado, la expansiéon se hace a gran escala y bajos
nimeros de Mach, manteniendo fijo el nimero de Reynolds. La
invariancia Galileana es reestablecida, al menos formalmente, por
medio de el reescalamiento en el tiempo.

Hay una variante a este formalismo, que conduce también a las
ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes, pero en términos del
fluja de masa j = pu en lugar de la velocidad u. De esta manera
las ecuaciones (sin reescalar) seran

g(po). . 2, 2
alj + TJ'V‘] = —csz + u(po)v 5

vej=0. (3.105)

Ya que j y g(pu)/p0 cambian signo al intercambijar particulas por

hoyos, esta ultima ecuacién no tiene invariancia bajo dualidad. La
ventaja de la representacién con j es que ésta da una mejor
aproximacién a los estados de equilibrio de las ecuaciones de
Navier-Stokes con nimeros de Mach moderadamente pequefios. Esto se
debe a que en los estados de equilibrio la ecuacién de continuidad
implica exactamente que V-j = O.

Como hemos podido observar, existe una forma de recuperar
todos los resultados importantes de la teoria cinética cldsica, y
a partir de ellos, poder obtener las ecuaciones de la
hidrodinamica. Una vez que hemos logrado esto, en el siguiente
capitulo trabajaremos con modelos que simulen fluidos en los
distintos regimenes macrodinamicos que hemos mencionado. Mediante
esas simulaciones podremos obtener los distintos parametros
introducidos en las ecuaciones de esta seccién, como son la
velocidad del sonido cs(modelos HPP y FHP) y la viscocidad

cinematica v, (FHP).
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CAPITULO 4

SIMULACION NUMERICA DE LA HIDRODINAMICA
CON

GASES DE RED EN DOS DIMENSIONES.

1. INTRODUCCION.

Los modelos, de gases en redes que describimos en la seccién
anterior han sido utilizados como formas alternativas para el
estudio de diversos fenémenos hidrodindmicos. Entre ellos se
encuentran las calles de von Karmann, la inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz y la inestabilidad de Rayleigh-Taylor, los cuales
podemos ver en la figura 4.1.

(0 (c)

Fig.4.1. a) Calles de von Karmann, b) inestabilidad de
Kelvin-Helmholtz, c¢) inestabilidad de Rayleigh-Taylor. (Tomadas de
G. D. Doolen, 1989, p.p. 323. 340 y 419.)
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En este capitulo obtendremos, mediante la simulaciéon en
computadora de los modelos HPP y FHP, como un primer estudio de

ellos, la velocidad del sonido ¢ para ambos modelos y la
viscosidad cinematica v_ para el modelo FHP.

En la secciéon 4.2 describimos la manera de implementar un
automata celular en una computadora, el significado fisico que
otorgamos a los sitios de la red, la forma como se lleva a cabo la
evolucién del gas en el tiempo y las caracteristicas de la
computadora que hemos cmpleado para realizar los experimentos.
Describimos también ahi, la manera de implementar los operadores
de traslacion S, y de colisién C. En la seccién 4.3 describimos
explicitamente los experimentos que hemos llevado a cabo para los
modelos HPP y FHP, y los resultados que con ellos obtuvimos.

2. IMPLEMENTACION DE MODELOS DE GASES DE RED EN UNA COMPUTADORA.

Los resultados que aqui daremos se obtienen al simular los
modelos HPP y FHP, en una computadora personal ACER 1100\33. El
tamafio de las redes que hemos usado es de Lx= 305, L = 95 sitios

en el caso de HPP y de Lx=295, Ly= 100 sitios en FHP. En esta
maquina el algoritmo que empleamos y que se presenta mas adelante
actualiza del orden de 10* sitios por segundo. Todos los programas

con los que efectuamos nuestros experimentos estan escritos en
Turbo Pascal.

La evolucién temporal para estos modelos de gases de red se
realiza por medio de un programa que sigue los 4 pasos necesarios
de la definicién de autémata celular:

1.~ La simulacién de una red discreta. En HPP es cuadrada y en FHP
triangular.

2.- Un estado para cada sitio de la red
s(t,r) = (s#t,r),sb(t,r)‘...,su(t,r)). 4.1

el cual es simulado en la computadora mediante una palabra de 8
bits, los cuales tienen una interpretacién fisica que daremos mas
adelante.

3.- Una vecindad, la cual tiene una forma cuadrada en el caso de
HPP y hexagonal para FHP (como se muestrdn en la figura 1 de la
introduccién).

4.- Una regla de evolucién temporal, la cual consiste de una
propagacion de las particulas presentes en cada uno de los sitios
de la red, seguida de una colisién, en la cual los nuevos estados
de los sitios en la red son determinados como una funcién de sus
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viejos estados de acuerdo a las reglas de colisién que nosotros
imponemos. -

Estos cuatro pasos que describiremos en detalle mas adelante,
son utilizados de manera general en la evolucion temporal de los
modelos HPP y FHP. Existen otros elementos, como son la
configuraciéon inicial, el tipo de condiciones de fronteras usadas
y la existencia o no de obstdculos en la red, todos los cuales
dependen del tipo de experimento que deseemos simular.

2.1. La red, los estados de los sitios y las vecindades.

Para llevar a cabo la simulacién de los modelos HPP y FHP en
la computadora, lo primero que debemos hacer es construir la red
en donde se lleva a cabo la dinamica de éstos.

Los tipos de redes mds sencillos que podemos implementar en
una computadora son aquellos que tienen una forma rectangular,
pués éstas se pueden simular facilmente mediante un arreglo
matricial. En este tipo de redes los sitics son etiquetados
mediante un vector r de coordenadas (x,y), con x e y enteros. Para
el caso del modelo HPP, esta manera de identificaciéon de los
sitios en la red resulta natural, y podemos verla en la figura
4.2,

5 - MW s o

Fig. 4.2. Ubicacién de los sitios en una red rectangular.

Para implementar el modelo FHP usaremos redes rectangulares y
lo que haremos serd tomar distintas reglas de propagacién para
lfneas pares e impares. En la figura 4.3a. podemos ver la forma
como se deforman las direcciones de propagacién y en 4.3b. la
forma en la que se transformardn ahora las trayectorias en la red
triangular, (las trayectorias horizontales no cambian).
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Fig.4.3. Deformacidén en una red triangular de a) las direcciones
de propagacién de las particulas, b) las trayectorias diagonales.

Una vez descrita la forma de la red sobre la que
trabajaremos, lo siguiente es especificar el significado que
daremos a los sitios en ésta, y el tipo de informacién de cdracter
fisico que contendran.

Como lo explicamos en el capitulo anterior, la configuracién
de velocidades para cualquier sitio en la red se especifica
mediante el vector s(t,r), formado de ceros y unos, y con 4 o 6
componentes dependiendo del modelo que estemos tratando (HPP o
FHP). La forma de simular esto en la computadora, es mediante la
identificaciéon de la configuracén s(t,r),de cada sitio de la red
con una palabra de 8 bits. De estos, 4 o 6 bits son usados para
especificar la informacién de las velocidades de las particulas
presentes en ese sitio. Uno de los bits que restan en la palabra,
es usado para indicar si el sitio pertenece o no a un obstaculo (o
a una pared). La manera como implementamos dicho cddigo de 8 bits,
en cada uno de los modelos usados, lo podemos ver en las figuras
4.4,

l

!
2
4
8
16

(a)

I(—-T—)



!
2
4
8
16
32
64

(b) .

fig.4.4. Cddigo de velocidades para a)HPP y bJFHP. Las flechas
indican las posibles direcciones de velocidades, para las
particulas. El simbolo m la existencia de un obstdculo en un
sitio de la red. La segunda columna muestra su implementacién en
cédigo binario y la tercera el nimero en base 10 que tienen
asociado las distintas velocidades de las particulas.

'/\T/\.l

Como puede verse de las figuras anteriores, la configuracién de
velocidades en cada sitio de la red es un nimero en base 10
expresado en sisitema binario. Para el modelo HPP la configuracién
de velocidades por sitio es un nGmero entre O y IS5, mientras que
en el caso de FHP lo es entre O y 63. Los obstaculos tienen
asignado el nimero 16 en el caso de HPP o 64 para FHP., El numero
16 o el 64, dependiendo del modelo, debe ser sumado a los
anteriores en caso de que el sitio sea un obstaculo. Esto quiere
decir que en los sitios de la red, podemos tener conjuntamente,
obstaculos y particulas. En la figura 4.5, damos algunos ejemplos
de esta representacion.

sttr) = 1, = [O[oJO[IO[I[I[T} = 23
(a)

sttr) = >-—> = [O[Iononlofy] = ss
(b)

Fig.4.5. Representacién en cédigo binario del posible estado de un
sitio y su equivalencia con un nimero de base 10, para a) HPP y
b) FHP.



2.2. La evolucion temporal.

Continuando con la descripciéon de los cuatro pasos generales
de la evolucién temporal de un gas en una red, presentaremos ahora
la forma en que se lleva a cabo la propagaciéon y la colisién de
las particulas.

Como mencionamos en la seccién 3.2, la evolucién temporal de
un autémata celular se efectta de manera local y de acuerdo con la
forma especificada por la ecuacion (3.5). Esto quiere decir que
para obtener el nuevo estado del sitio r al tiempo t+l, s(t+l,r),
deberfamos de aplicar el operador de evolucion & a las
configuraciones de los sitios vecinos (s(t,r'), r'e Vr), de

acuerdo con la ecuacién (3.6). Por simplicidad y eficiencia en el
proceso de coémputo, redefiniremos al operador de evolucién como
una propagacién seguida de una colisién, esto es & = CeoS. Esta
nueva forma del operador & no afecta en nada los resultades
obtenidos en el capftulo anterior, pués como mencionamos en la
misma seccion 3.2, cuando los tiempos de evolucién son muy
grandes, el efectuar primero una traslacién o una colisién no
tiene efectos significativos.

Comencemos por describir la forma en que se efectia la
propagacion de las particulas presentes en la red. Debido a la
interpretacién -fisica que hemos hecho de cada uno de los bits
presentes en la configuracién de velocidades de cada sitio s(t,r),
lo que tenemos que observar es cuales particulas (bits), que se
encuentren presentes en las configuraciones de los vecinos
cercanos del sitic r, al tiempo t, llegardn a este sitio en un
tiempo posterior t+l. La manera como realizamos esto en la
computadora, fue mediante un proceso como el siguiente:

I) Para el caso de HPP

s'(t+1,x,y) = [s(t,x-1,y) and 1] or [s(t,x+l,y) and 4] or
[s(t,x,y+1) and 2] or [s(t,x,y-1) and 8] or (4.2)
[s(t,x,y) and 16].

1I) Para el caso de FHP, y debido a la deformacién que hemos
efectuado en la red, el procedimiento es:

a) Si y es par

s'(t+],%,y) = [s(t,x-1,y) and 1] or [s(t,x+l,y) and 8] or
[s(t,x-1,y+1) and 2} or [s(t,x,y-1) and 16] or (4.3)
[s(t,x,y+1) and 4] or [s(t,x-1,y~1) and 32] or
[s(t,x,y) and 64].

b) Si y es impar
s’(t+1,x,y) = [s(t,x-1,y) and 1] or [s(t,x+l,y) and 8] or
{s(t,x,y+1) and 2] or [s(t,x+1,y~1) and 16] or (4.4)

{s(t,x+1,y+1) and 4) or [s(t,x,y-1) and 32] or
Is(t,x,y) and 64].
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En los procedimientos descritos arriba, la pareja ordenada (x,y)
representa al vector r en coordenadas cartesianas, los simbolos
"and" y "or" representan los operadores logicos de disyuncion y
conjuncién, y s’'(t+],x,y) es la configuracién intermedia del sitio
al tiempo t+l. A estos procesos légicos, que consisten en comparar
las expresiones binarias de nOmeros enteros (las configuraciones
de velocidades del sitio r y sus vecinos), los llamamos
enmascaramientos. El enmascaramiento del sitio r con el ntimero
16 o el 64, se efectla para determinar si existe o no un obstaculo
en ese sitio, en los modelos HPP y FHP respectivamente.

Una vez que las particulas presentes en los sitios vecinos a
r y que apuntan hacia él han sido trasladadas a dicho sitio, y que
hemos obtenido el estado intermedi s'(t+l,r), pasaremos a
aplicarle a éste el operador de colisién, para asi obtener el
estado final en el sitio r al tiempo t+l. Este estado es evaluado
mediante una tabla. Las tablas de colisiones que nosotros hemos
empleado en HPP y FHP se construyen de manera que la masa y la
cantidad de movimiento se conserven. Para el caso de colisiones
entre obstdculos y particulas, las velociades de éstas ultimas son
invertidas, pero la masa en r se sigue conservando. El
procedimiento que usamos para la construccién de las tablas se
encuentra especificado en el apéndice D. Las tablas construidas

con dicho procedimiento son matrices de 251 renglones y una
columna para el caso de HPP y 27-1 renglones y 3 columnas para
FHP. La manera de usar las tablas, es la siguiente
a) para HPP

s(t+l,r) = Tablals’(t+],r),1] (4.5)
b)para FHP

s(t+l,r) = Tabla{s' (t+l,r),
random{Tablals'(t+I,r},N 1} + 1] (4.6)
max

En estas expresiones Tabla denota a la matriz de colisiones. En el

caso de HPP esta es una matriz columna, mientras que para FHP,
Nm . S la dltima de sus columnas y la funcién random es tal que
a

0 = random(A) = A-1, con A ez, (4.7)

La configuracién intermedia s'(t+l,r), que es ademds Ia

configuracion de entrada en el proceso de colision, nos indica el

nimero del renglén. Tablals',N z‘xl nos envia a la coluna fina! de
m

éste, en la cual se encuentra contenida la informacién del nimero
de configuraciones de salida s(t+l,r). El nimero aleatorio dado
como segunda coordenada, nos indica el ndmero de la columna
elegida, que es siempre distinta de la Gltima. Esta direccién, nos
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indica el elemento de la matriz que tomaremos como configuracién
final para el sitio r al tiempo t+l. En la figura 4.6 damos un
ejemplo de la manera como se realiza el procedimiento en el caso
del modelo FHP.

2 1 2 4
,,(74 . sk\ﬁ\%,
16 16 32 32

s'(t+1,r)=27 Tablal27,1]=54 Tablal27,2]=45 Tablal27,3]=2
(a)

s(t+1,r) = Tabla[27,random{Tablal27,3]}+1]
(b)

Fig.4.6. Uso de la tabla en el proceso de colisién. a) En la parte
superior mostramos la configuracion de entrada s'(t+l,r) y sus
posibles configuraciones de salida s(t+i,r). En laparte inferior
representamos la parte correspondiente a la matriz de colisiones
que las representa. b) La forma que adquiere la ecuacion (3.6)
para este proceso en el caso de FHP.

La nueva configuracion de la red al tiempo t+l, la
obtendremos repitiendo los procesos de traslacién y colisiéon para
todos y cada uno de los sitios en ella.

Una vez que hemos descrito la forma como se efectian los
cuatro pasos generales de la evolucién temporal para un gas de
red, en la siguiente secciéon describiremos los experimentos que
hemos realizado con los modelos HPP y FHP.

3. LOS EXPERIMENTOS.

Los experimentos que realizamos se hicieron en condiciones
tales que pudimos wusar las ecuaciones de los dos primeros
regimenes macrodindmicos, obtenidos en la seccién 3.7. El primero
de ellos (la propagacién del sonido), nos sirve para determinar la
velocidad del sonido c, en HPP. El segundo régimen (la propagacién

del sonido amortiguado), nos sirve para encontrar ademds de la
velocidad del sonido e el valor de la viscosidad cinematica v(d)

en FHP, (d = p/b es la densidad, como se definio en la seccién
3.4).
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Las simulaciones experimentales en ambos modelos de gases de
red, consisten en observar el comportamiento dindmico de una
perturbacién de el nimero de particulas p', con respecto de un
valor de equilibrio Py Dicha perturbacién p' es periddica y

unidimensional. Enseguida explicaremos la manera en que hemos
efectuado estos experimentos para cada una de los modelos en
particular y cuales han sido los resultados obtenidos.

3.1. El modelo HPP.

Como ya mencionamos arriba, en el modelo HPP hemos simulado
una propagacién del sonido. Este régimen macrodindmico esta
descrito por la ecuacién (3.97), que para una perturbacion
unidimensional en el nimero de particulas p' es

—p - —p' =0 (4.8)
3.

Esta ecuacién de onda puede ser resuelta por el método de
variables separables, si proponemos que p' sed de la forma

pt,x) = pl(t)-px(x). (4.9)
Las soluciones generales a esta ecuacién son de la forma

p't(t) = Acoslwtrg) + A sen(uwt+d), (4.10)

p;(x] = Blcos(kxx) + stcn(kxx). (4.11)

donde Ax‘ Az’ B] y B2 son costantes y la constante de fase ¢ = O

por sencillez. La frecuencia de oscilacién w y el nimero de onda
kx estan relacionados por

™

(4.12)

*
"
_nnle

Proponemos ademds que a t=0, las condiciones a la frontera sean
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p;(O) =0 y p;(Lx) =0 (4.13)

donde Lx es la longitud de la caja a lo largo del eje x. Puesto

que las soluciones a la ecuacién (4.11) son superposiciones de
modos normales de oscilacién, consideremos el segundo de ellos
(n = 2) de modo que kx = 2n/Lx, y la ecuacién (4.11) tome la forma

’ - 2n
px(x) = sten[ T X ], (4.14)

x

debido a las condiciones de frontera que hemos impuesto. La
longitud onda es en este caso A = LxA Definiendo a T como el

periédo de oscilacién, la velocidad del sonido para HPP es

LX
e, = (4.15)

El tamafio de la caja donde realizamos el experimento es de
Lx= 305 sitios de largo, por Ly= 95 sitios de ancho. La

configuracién de los sitios en los bordes de la caja es la de un
obstdculo (s(t,r) = 16). La manera de implementar el perfil de
onda especificado por la ecuacion (4.14), en nuestra malla, fue
tomando pequefias regiones rectangulares de 5x5 sitios, a las que
llamamos células. Esta células representardn a los 'puntos
macroscépicos” («,y), de tal manera que para nuestra caja
« e {0, 0} e 4 € {0,,..,18). Dada una densidad de
equilibrio d =0.5 y una perturbacién a ésta, de d;=0.l (d°=p°/b y

d)‘(:p)’(/b], la manera de proceder es la siguente:

For 4 = 0 to 18 do
For @ = 0 to 60 do

pla,y) = Round[{OAS + [0.1 x sen[ g—o X ]]} x 100/; (4.16)

El procedimiento anterior nos proporciona un determinado ntmero de
partfculas p, que dependen del valor que tome &, y que se
distribuyen de manera aleatoria dentro de los sitios de la red
pertenecientes a la célula (a,y). Recordemos que en cada sitio de
la red podemos colocar hasta un mdaximo de 4 particulas con
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diferentes velocidades. La forma que tiene la distribucién de
particulas en la red al tiempo t = O puede verse en la figura 4.7.

3 CTRN

< >

k)

Fig.4.7 Configuracién Iinicial de particulas S(0) en la red, para
el modelo HPP. Las franjas mas oscuras indican el lugar donde
hemos tomado las medidas de la variacién de pla,y) en el tiempo.

Si @)= constante, todas las células con esta abscisa tendran
el mismo numero de particulas p(a:o,q). Para cuantificar las

variaciones que sufre p(t,c,y) al transcurrir el tiempo, tomaremos
diez de estas células con la misma coordenada @, pero distinta y,

de tal manera que lo que observamos son las variaciones de la
densidad en una franja. Una de estas franjas se encuentra centrada
en &= 1S y la otra en @ = 45, que corresponden a las abscisas de

la cresta y el valle de la onda a t = O.

La configuracién inicial S(0) de la red, se deja evolucionar
en el tiempo, de acuerdo a los procesos de traslacion y colision
de particulas descritos en la seccidon anterior. Cada diez pasos de
tiempo, efectuamos un conteo del nimero de particulas presentes en
cada una de las células de las franjas y tomaremos un promedio, el
cual asignamos como valor a p(t,@). En la figura 4.8 mostramos la
grafica de la densidad d(t,x,4) contra el tiempo t, para una
evolucion del gas de 10300 tiempos. Cada punto de la gréfica es la
densidad d(l,a:o] de particulas presentes en una célula, la cual

obtenemos al promediar sobre una franja con diez de ellas, y sobre
un conjunto de diez distintas repeticiones del experimento, que es
el nimero de veces que lo llevamos a cabo. Recordemos que se mide
en la cresta y el valle de la configuracién inicial de densidad
como se muestra en la figura 4.7.
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0.55 o

0,45

tlempo

Fig.4.8. Grafica de densidad contra tiempo en el modelo HPP. La
densidad media d°= 0.5 y la perturbacién d'= 0.l. La Ifnea de

trazo fuerte corresponde a medidas de la densidad hechas en la
cresta « = 15, mientras que la linea punteada corresponde a
medidas hechas en el valle @ = 45.

Si observamos con cuidado la figura 4.8, podremos ver que la
grafica de densidad contra tiempo muestra un decaimiento
exponencial hacia la densidad de equilibrio do' Puesto que dicho

decaimiento en d se efectia de manera muy lenta en el tiempo, para
el numero de datos que nosotros hemos medido, podemos considerar
que la amplitud de la onda no cambia en el tiempo y por lo tanto
la ecuacién (4.8) sigue siendo valida para nuestro experimento.

Haciendo un dnalisis de los datos que obtenemos para
d(t,a,y) mediante la transformada rapida de Fourier, implementada
en el paquete de programacéon MATLAB, encontramos que el periddo de
oscilacién es en este caso, para cada una de las realizaciones del
experimento

T = 412.9 unidades de tiempo,
mientras que la longitud de onda es
A = 305 sitios.

Con estos dos valores obtenemos que la velocidad del sonido es
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c= 0.7387 sitios/unidad de tiempo,

que concuerda muy bien con el valor cs=l/\/§ = 0.7071, que es lo

que téoricamente habiamos predicho en la secciéon 3.7. La ausencia
de error en la medida de la velocidad del sonido se debe al hecho
de que al analizar los datos de cada una de las repeticiones del
experimento, con la transformada réapida de Fourier, el periédo que
obtenemos es siempre el mismo. Sin embargo debemos mencionar que
al efectuar el analisis primero sobre 256 datos, luego sobre 512 y
finalmente sobre 1024 encontramos que los periodos fuéron variando
de manera tal que conforme aumentaba el numero de datos, el
periédo obtenido se aproximaba paulatinamente al que esperariamocs
obtener de acuerdo con la tecria.

3.2. El modelo FHP,

En el caso del modelo FHP podemos simular una propagacion del
sonido que se amortigua. Utilizando las ecuaciones de conservacion
de masa y cantidad de movimiento (3.99) y el hecho de que D = 2,
el régimen de sonido amortiguado para este modelo se encuentra
descrito para wuna perturbacion unidimensional del nimero de
particulas p’, por la ecuacién

3
8 o =0, (4.17)
ax“at

.@f_p'-czéz_p'_v(p)
at2 S ax? [
donde c, e la velocidad del sonido y v(po] la  viscosidad

cinematica. Al igual que en el caso estudiado arriba, para
resolver esta ecuacién diferencial por el método de separaciéon de
variables, propondremos que

p't,x) = p;(t)‘p;(x). (4.18)

Esta suposicion da origen a las siguientes dos ecuaciones
diferenciales

2
2 , 2,
— Pt kx P, = 0, (4.19)
ax
y
a ' 2 a ., 2 2 ., _
= kx v(po) ; Py + kx c, P = 0, (4.20)
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donde kx es el nimero de onda.

Para encontrar la solucién a la primera de estas ecuaciones,
la cual tiene la misma forma que (4.8), proponemos que para t=0
las condiciones de frontera sean

Lp@=0 vy ZLopw)=o (a.21)
ax ax

Al igual que en HPP, la ecuacién (4.19) tendra como solucién una
superposicién de modos normales. Tomando el primero de ellos

(n = 1}, de modo que kx= Ly

p;(x) = Blcos[ 7]:—’: X ] (4.22)

con Lx el tamafio en x de la caja. La longitud de onda dada es en
este caso A = ZLX. Si nuevamente definimos como T el periédo de

oscilacién, la velocidad del sonido para FHP sigue estando dada
por la ecuacién (4.15).

Por otro lado, para resolver la ecuacién (4.20), propondremos
que ésta tenga una solucién de la forma

’

P, = exp(tx(pu)t), (4.23)

con lo cual obtenemos una ecuacién caracteristica

o® - R%lp Ja + k2% = 0, (4.24)
x [ X 8
con descriminante

kW - 4k <o (4.25)
» s

El que el discriminante sea menor que cero, es un hecho que
obtenemos de manera experimental y que mas adelante mostraremos.
Definiendo

T T T (4.26)
x X s
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encontramos que la solucioén general para p;, tiene la forma

x

p; = [Alccs(ut} + Azsen(wt)] expl- (4.27)

2
3 v(po) .
2

De esta ultima ecuacién obtenemos que la viscosidad cinematica
esta dada por

2
Za(pO)Lx

2
n

vipy) = (4.28)

E! proceso de implementacion y de medicion para FHP, es
esenclalmente el mismo que el usado para HPP. Los cambios
consisten, en que ahora las longitudes de la caja son Lx =295 y

Ly = 100 sitios y el procedimiento con el cual creamos la

configuracién inicial de la malla S(0), dado por la ecuacién
(4.22), es ahora:

For 4 = 0 to 19 do
For «¢ =0 to 58 do

ple,y) = Round {po + [O.I X cos[ g——s- X ]]} x 150{; (4.29)

Al igual que antes, este procedimiento nos proporciona el nimero
de partfculas en la célula (a,y), las cuales distribuiremos de
manera aleatoria entre los sitios dentro de ella, 25 en total.

En este procedimiento tomaremos diferentes densidades de
equilibrio (du=pu/b). de manera que do = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 y

0.6, pués para el caso de FHP nos interesa saber como varia la
viscosidad cinemdtica v como funcién de la densidad de equilibrio
do‘ Las franjas de 10 células sobre las cuales se efectuan las

mediciones de p(t,a,y), se encuentran a ahora en €= 8y @ = 50.
Para cada una de las diferentes densidades de equilibrio do' el

tiempo de duracién de la simulacion es de 9000. Se ejecutaron 10
repeticiones de cada una de estas simulaciones para la misam d'o'

Debemos de destacar el hecho de que, alin cuando la forma de la
onda es la misma para cada una de estas repeticiones, la
configuracién inicial S(0) de la red no lo es, en principio. Esto
se debe a la manera en que distribuimos las particulas entre los
sitios de una célula, la cual es aleatoria. El perfil que tiene la
onda inicialmente (t = 0) se muestra en la figura 4.9.
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fig.4.9. Configuracién inicial de particulas S(0) en la red, para
el modelo FHP. Las franjas mds oscuras indican el lugar donde
hemos tomado las medidas de la variacién de pla,y) en el tiempo.

La forma que adquiere la funcién d(t,c,y) al evolucionar en
el  tiempo se muestra en la figura 4.10. Puesto que el
comportamiento d(t,a,y) es escencialmente el mismo para todas las
densidades, mostramos sélo el comportamiento para dn= 0.4. Cada

punto de esta grafica es, al igual que para la figura 4.8, la
densidad de particulas presentes en una célula, obtenido de
promediar scbre una franja que contiene a diez de ellas, y sobre
un conjunte de diez repeticiones del experimento. De manera
similar a lo que se realiza con el modelo HPP, las medidas de
densidad se llevan a cabo cerca de la cresta y del valle de la
configuracién inicial de densidad como se muestra en la figura
4.9,

0.55

o 2000 4000 6000 8000 10000 12000
tiempo

Fig.4.10. Grafica de densidad contra tiempo en el modelo FHP. La

densidad media do= 0.4 y la perturbacion d'= 0.1. La linea de

trazo fuerte corresponde a medidas de la densidad hechas en la
cresta @ = 8, mientras que la linea punteada corresponde a medidas
hechas en el valle € = 50.
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Los datos obtenidos de estas. simulaciones se analizan con la
transformada rdpida de Fourier, para cada una de las densidades
du’ En todos y cada uno de los experimentos que realizamos con

este modelo, el periddo obtenido fue

T = 787.4 unidades de tiempo.

La longitud de onda es

>

= 590 sitios,

por lo que la velocidad del sonido que obtenemos con estos datos
es

c = 0.7493 sitios/unidad de tiempo,

que de nuevo concuerda con la velocidad predicha tedricamente
(ci=0.7071)‘ La ausencia de error en la medida de la velocidad del

sonido, se debe al hecho de que al analizar los datos de todos los
experimentos realizados para las diferentes densidades medias do’

mediante la transformada de Fourier répida, el periédo que
obtenemos es siempre el mismo de manera similar a como ocurrié en
HPP. El fendémeno observado en HPP, referente al hecho de que al
aumentar el numero de datos con el cual se efectia el andlisis de
Fourier de la serie temporal, ¢! periédo obtenido se aproximaba
paulatinamente al que esperariamos obtener de acuerdo con la
teoria, vuelve a repetirse también en FHP.

Observando las grafica de d(t,x,y) contra t, vemos que la
perturbacién de la densidad d', tiende a anularse y por lo tanto d
tiende a su valor de equilibrio dn' Este hecho se debe a la

existencia 'de una viscosidad cinematica Ve la cual depende del
valor do' Para determinar el valor que tiene la viscosidad, para
cada uno de las distintas do' analizaremos los datos de las

graficas de la manera siguiente. Tomando los puntos en la grafica
que se encuentren separados por un multiplo entero de ©/2 de la
primera cresta (o valle), construimos una nueva grafica de In(d)
contra t. Puesto que el periédo que hemos obtenido arriba no es un
multiplo entero de 10, que es el intervalo minimo de tiempo en el
cual efectuamos las medidas de la densidad, tomaremos a T = 790 y

le asociaremos error &8t = i.lD, este error introducido en el
periédo nos produce un error en la densidad que nunca es mayor de
8d% = 5%. Como mencionamos anteriormente la pendiente de la recta
que obtenemos en esta grafica, a la cual |lamamos «, se encuentra
relacionada con la viscosidad cinemdtica v(dol de la manera

especificada por la ecuacién (4.28). En la figura 4.1 mostramos
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1n(d)

la gréafica de In(d) contra t, para la densidad media de do= 0.4.

En dicha grafica tomamos valores de la densidad hasta 600 tiempos
dnicamente. Hacemos esto para asegurar que la amplitud del "ruido"
que se observa en la grafica de d vs. t, no tenga un tamafio
comparable a la amplitud de de las crestas o valles de la misma
grafica y afecte de manera significativa el valor de la pendiente
u(do). Esta pendiente se obtiene ajustando una recta por minimos

cuadrados a los datos obtenidos en la grafica de In(d) vs. t que
se muestran en la figura 4.11, (una para m y otra para A). El
mismo procedimiento se aplica a los datos obtenidos para las
diferentes densidades du con las cuales hemos efectuado nuestros

experimentos.

L] 1000 2000 3000 4000 5000 6000

-2 + + + t

-2.5 {4 @

-3 1

N

s l! [/3\?
! \_m

densida media = 0.4. |

Fig.4.11. Grafica de In{d) vs. t, para una densidad media de
d0= 0.4. Los m corresponden a las medidas tomadas en « = 8, donde
originalmente se encontraba la banda cercana a la cresta de Py Y

los o corresponden a las medidas tomadas en « = 50 en la banda
cercana al valle de Py
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asomnoamme

BOMAIEDT O

Los datos para Vc(do} que obtenemos con este método de

dnalisis se encuentran reportados en la tabla 4.1, para los
distintos valores de du con que trabajamos y para las medidas

realizadas en las bandas cercanas a la cresta y al valle. Tomando
en cuenta los valores en los errores introducidos en las medidas
del periédo 8t y de la densidad 8d y la forma en que estos se
propagan, encontramos que el maximo error asociado a las medidas
de la viscocidad cinematica reportadas en la tabla 4,1, es del
157.. En al figura 4.15, se muestra la forma de la grafica de v,

vs. do'
TABLA 4.1
dy vld) o esta vldy) e
part 1 culas. 2 5
[ 2] (sll.lcs ] [sltlos ]
sltlos L., _sltlos
u. tlempo u. tlempo
140.98 140.98
.2 87.03 88.77
62.66 57.44
48.73 48.73
38.29 36.55
45.25 43.51
160
|
140 :
i
120 i
100
!
80 4
" \L\
=SS
. N}E{_ﬁ_ﬂ
20 i
0 4 e
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 o
densidad

Fig.4.12. Grafica de v Vs do' para el modelo FHP que toma en

cuanta todas las posibles colisiones entre 2, 3 y 4 particulas.
Los m son las medidas realizadas en la banda cercana a la cresta
de Py mientras que los A son para la banda cercana al valle.
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Aun cuando la grafica 4.15, tiene una forma parecida a la que
se encuentra reportada en trabajos de d'Humiére & Lallemand, 1987,
y Hasslacher, 1988, para el modelo FHP que considera unicamente
colisiones entre 2 y 3 particulas, en la literatura no se reportan
graficas de v vs. clO para el modelo FHP que nosotros hemos

simulado en el presente trabajo. En el siguiente capitulo haremos
un andlisis de estos resultados y daremos las conclusiones
generales al trabajo.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Los resultados que hemos obtenido en el capitulo anterior,
muestrdn la concordancia entre la simulacién del flujo de fluidos
con gases de red y la teorfa que los describe, la cual
desarrollamos en el capitulo 3. Aln cuando solo hemos trabajado
con 2 de los tres regimenes descritos en la seccién 3.7, estos nos
sirven para ilustrar las bondades de la técnica de simulaciéon de
fluidos con autématas celulares.

Dentro de las ventajas que este método de simulacién
presenta, se encuentran, su sencillez para realizar simulaciones
hidrodinamicas, la cual se debe a la simplicidad de los codigos de
computadora que se utilizdn; la gran rapidez para realizar
cdleulos, que se debe al hecho de que todos y cada uno de los bits
de la memoria son igualmente importantes, pués todo lo que uno
necesita saber es si existe o no una particula con determinada
direccién de velocidad para un bit dado, (principio de exclusion).
Ademds todas las operaciones para realizar dicha testificacion son
de céracter loégico. Puesto que al hacer medidas en un gas de red,
lo que hacemos es basicamente un contéo de particulas, en ellas no
existirdn errores. La implementacién de condiciones de frontera se
realiza de manera sencilla, y no requiere de mucho tiempo de
cémputo,(nosotros henos utilizado dnicamente la inversién de las
direcciones de velocidad de las particulas, pero también se pueden
simular reflexiones especulares y difusivas).

Por otro lado, el principio de exclusién que antes nos
produjo un eficiente uso de la memoria también representa una
limitacién, pués restringe los sistemas bajo estudio a aquellos
que son descritos por una funcién de distribucién de Fermi-Dirac.
Esto provoca una dependencia de la velocidad en la ecuaciéon de

estado para velocidades pequefias p = %d(l-é—vz), donde p es la

presién, d la densidad y v la rapidez del flujo, lo cual se
relaciona con el hecho, de que los modelos de gases de red pierden
la invariancia ante las transformaciones de Galileo, como vimos en
la seccién 3.5,

Las restricciones de no poder simular flujos con numeros de

Mach mayores a 1.5, de tener un rango restringido del nUmero de
Reaynolds o la imposibilidad para simular fenémenos térmicos, que
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presentan los modelos con una dtnica rapidez para todas las
particulas ([cl[ = 1), como los que nosotros hemos descrito y

usado en el presente trabajo, desaparecen al introducir distintas
rapideces para las particulas.

Lo realizado en este trabajo pretende ser una introduccién a
la técnica de gases de red para la simulacién hidrodinamica.
Muchas de las limitaciones mencionadas arriba pueden ser salvadas
con equipos de computo mdas poderosos, los cuales constituyen
ademds una herramienta muy (til para el estudio de fendémenos mas
complejos e interesantes que los tratados aqui. Pero no es sélo en
el terreno de la mecdnica de fluidos donde las técnicas de
autématas celulares han ido ganando importancia, como lo
demuestran investigaciones recientes en otras areas de la
investigacién cientifica. Es por ello que en trabajos posteriores
trataremos de profundizar mds en el estudio y la aplicacién de
esta nueva técnica con maquinas computadoras mds sofisticadas.
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APENDICES.

A. PROPIEDADES DE SIMETRIA DE VECTORES Y TENSORES.

Las suposiciones introducidas en la secciéon (3.2) para los

autématas celulares no deterministicos, tienen  consecuencias
importantes en las transformaciones de vectores y tensores.
Comencemos por definir a § como el grupo cristalografico de
isometrias que preservan globalmente al conjunto de vectores de
velocidad. Definimos un tensor como § invariante si este es
invariante  bajo cualquier isometria en 9, Un  conjunto
i-dependientes de tensores de orden p, (T =t i o=

1,

1., . op’

-,b} se dice que es ¥ invariante si para cualquier isometria

en § que cambie c| en cj, esta también cambia Tl en Tj. El momento

de velociada de orden p se define como £c ¢ _<-'c . De aquf

1 loet i iap

se sigue que

P.L.

P.2.

P.3.

P.4,

P.5.

Invariancia de Paridad. El conjunto de vectores de
velocidad es invariante bajo inversiones espaciales.

Cualquier conjunto de vectores {-dependientes Ula’ el cual

es § invariantes, es de la forma }\cm.
Cualquier de tensores i-dependientes th el cual es §
8 + ,.150‘[3.

Isotropia del tensor de segundo orden. Cualquier tensor ¥
invariantetaﬁ es de la forma usaﬁ.

Cualquier tensor de tercer orden ¥ invariante es nulo.

invarjante, es de la forma ?«cmc

Momentos de velocidad. Los momentos de velocidad de orden
impar son nulos. El segundo momento de velocidad estd dado
por

2

_be
);: cmt:],3 = Tauﬁ. (A.1)

Consideremos los siguentes tensores

(n)

® a ...
12

E o = );_' (c))a‘ e (t:l)m (A.2)

n

los cuales estdn determinados en un autémata celular por la
eleccién de las direcciones de velocidad de las particulas <.
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Estos tensores serdn invariante bajo el grupo de simetrias
discretas de la red si son totalmente simétricos en sus indices

. . . ‘e (
espaciales, y sin ninguna otra condicién. Los E") deben tener

+d-1 . . . ‘g
" n ) componentes independientes en un espacio de dimensién D.

Ahora bien los tensores isotrépicos E(") obtenidos con un

conjunto de M vectores ¢, en un espacio de dimensién D, deben ser

de la forma

& <o (A.3)
Eon) A(Zn) (A.4)
donde
(2)
AT = aaﬁ (A.5)
=5 5 45 5. +6 & (A.6)
op®ye T “ar®Be T “we’By ’

En general A(z") consiste de la suma de todos los (2n - I)I!
productos del sfmbolo de la delta de Kronecker para los posibles
pares de (ndices dados por la relacién recursiva

2n
2n-
A;z:) ' 6ocnz ;nz; 3 '3 an
12 n J=2 1) 277w 2n
Para un conjunto de vectores isotrépicos ¢, se encuentra a

partir de la relacién (A.2) que

1 )2 o 2n _ (2n-1)11 2n
w2l =0, VT = g @ Y (a8

y de manera similar que

2n

=j=

HECR o e v=20Q vl v (A.9)
1

En algunos modelos de automatas celulares, los cuales simulan
fluidos, se consideran particulas con velocidades ¢, de magnitudes

distintas entre si. Los tensores relevantes en tal caso son

[* 3 SPPN a
12 n n

EM = Towlle ™), ote) (A.10)
1 1
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Los pesos w(lc‘lzl se determinan tipicamente a partir del los

coeficientes en la expansiéon en serie de la ecuacion de
“Boltzmann" para soluciones en equilibrio local.
Si consideramos un conjunto de vectores unitarios ¢, aque

correspondan a los vértices de un poligono regular de M lados

2ni 2ni
c = [COST rsen—ye ) (A.11)

con { = 1, ..., M-l y M lo suficientemente grande. Cualquier
tensor Em construido a partir de dichos c, debe se isotrdpico.

La siguiente tabla muestra las condiciones necesarias de M para
obtener tensores isotrépicos. En general se puede mostrar que E
es isotrépico si y solo si, l?s enteros n, n-2, n-4,..., no
. . . n) : g .

dividen a M. Asi por ejemplo, E" debe ser isotropico siempre y
cuando n > M.

TABLA 1.Condiciones para que los tensores '™

§eén isotrépicos, con los vectores de la red

c elegidos para corresponder a los vértices
1 .

de un poligono regular de M lados.

g'? M> 2

AR Mz2, M#3
g M>2, M=4

g'® M=2, M#3,5
gl M>4, M=6
g M=z2, M#3,5, 7

B. CANTIDADES MEDIAS.

Para poder demostrar las relaciones de conservacién
enunciadas en la seccién 3.4, ecuaciones (3.31) y (3.32),
recurriremos a un "truco” que nos harda ver de manera sencilla
dichas relaciones. Comoc se menciono ya en la seccién 3.2, para
describir los posibles estados de un autémata celular, como los
que aqui hemos estado tratando, debemos recurrir a un espacio de
fadses T, el cual hemos definido como el conjunto de todas las
posibles asignaciones de la funcién S(t), o configuraciones de la
red. Dicho conjunto de configuraciones es cerrado bajo los
operadores de traslacién y colision definidos en la misma seccién.
Ahora bien, cuando dichos operadores son, como-en caso del modelo
HPP, totalmente deterministicos y por lo tanto invertibles, la
conservacién de la probabilidad se expresa como
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P(t+1,S(t+1)) = P(t,87'S(1) (B.1)

donde P(t+],S(t+1)) es la probabilidad de tener una confijuracién
S(t+1}) al tiempo t+l, la cual cumple con la ecuacién de
normalizacién (3.4). Como & consta de los dos operadores SoC,
podemos escribir de manera alternativa la ecuacién anterior como

P(t+1,S5(t+1)) = P(t,c7's(1)) (B.2)

Para el caso en que el operador de evolucién & no es totalmente
deterministico (el operador de traslaciones S es siempre
deterministico, mientras que el operador de colisiones C, puede en
algunos caso, como el del modelo FHP, no serlo). Debemos ampliar
el espacio de probabilidades para incluir no sélo el espacio fase
dé configuraciones iniciales, sino también el espacio de todas las
posibles elecciones de las variables booleanas e(ss'), las cuales
para cada tiempo y nodo seleccionan una unica transicién a partir
de un estado inicial s dado. Puesto que las € son elegidas
independientemente a cada tiempo, la evolucién temporal del
autémata es un proceso de Markov. Para construir dicha evolucién,
tomemos una posible configuraciéon de la red S(t), la cual puede
evolucionar a una configuracién $'(t+l), que ocurre si cada vector
s(t,r) de la malla evoluciona de manera independiente a cada uno
de los vectores s'(t+l,r), que es determinado por las variables
€gr (cuyo promedio sobre el conjunto representativo es
Als(t,r)»s'(t+l,r)), de donde obtenemos el producto sobre todos
los sitios de la red de la probabilidad de trancisién A(s»s').
Como en el espacio fase I' existen varias configuraciones S(t) que
pueden evolucionar a S'(t+l), debemos sumar sobre todas ellas. Por
ello es que la probabilidad al tiempo t+l, de tener una
configuracién propagada S'(t+l), estd dada por

P(t+1,8S8'(t+1)) = T 11 Als(t,r)ss'(t+1,r)) P(t,S(t)) (B.3)
Selrel

Si ahora utilizamos esta ecuacién y la definicién de cantidad
media, sobre las ecuaciones (3.24) y (3.25), obtendremos que

¥ f|(t+l,r+c‘) =¥ <5|(t“‘l"“‘°,)>
' 1

=7 ZSl(tH,rﬂ:x) P(t+1,S S’ (1))

1 S'el
= T sl(t+l.r+cl) L 11 Als»s")P(t,S8(t})
1 S'eT Sel’ rel

=y T s‘(t+1.r+c ) P(t,8(t)) % 1 Als»s’)
| SeTr ! S’eT ref

Pero el ultimo término es uno si tomamos en cuenta que
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n m m n
Llnx)= ¥ (nx,))
1

L e R N

¥ Alsit,r)ss’(t+l,r)) = L
S'el

De esta manera

r fl(t+l,r+c1) =T T s‘(t+l,r+cl) P(t.S(t))
1 Sel’ 1
=T ¥ sI(t.r) P(t,8(t)) =% <sl(t,r)>
Sel 1 i

=¥ ,f'](t,r).

p.d.
1 q.p

De igual manera se puede demostrar la ecuacién (3.32).

C. EL TEOREMA H PARA GASES DE RED.

Como ya se menciono en el primer capitulo de éste trabajo, el
teorema H se encarga de mostrar la tendencia de un gas a estados
de equilibrio estable. Para encontrar dicho resultado en los gases
de red, debemos recordar que en ellos las particulas estan
sometidas a un principio de exclusion y son indistinguibles, por
ello es la estadistica de Fermi-Dirac la que debemos aplicar en
este caso, y por lo tanto, analizar el comportamiento de la
siguiente cantidad

b
N Nlln(Nl)+(l-Nl)ln(1-Nl) c.n
i=1

Donde Nl serd la probabilidad de que una partf{cula del gas se
encuntre en el sitio de posicién r, con una velocidad en la
direccién { al tiempo t, mientras que (l-Nl) es la probabilidad de

que ocurra lo contrario. Antes de enunciar el teorema H,
definiremos ciertas cantidades y demostraremos algunos lemas que
nos serdn de utilida.

Definamos a p(s{t,r)) como la probabilidad de tener un estado

inicial s en la posicién r al tiempo t. Esta probabilidad cumple
que

T plsit,r) = 1 (c.2)
s
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por lo que en terminos de ella las Nl serdn

Nllt,r) =7 slp(s(t,r))
s (c.3)

=N, = ¥ (l-s‘)pls(t.rJ)
s

De manera similar a la anterior, podemos definir wuna
probabilidad para los estados finales o de salida s'(t+l,r), y con
ella las cantidades N;(t+1.r) y (1~N;(t+l.r))4

Si como en al secciéon 3.1, Ilamamos Als»s') a la probabilidad
de que un estado inicial s(t,r) cambie a algun estado final
s'(t+1,r) por medio de una colisidén, entonces

pls'(t+1,r)) = ¥ plslt,r))A(s0s’) (c.4)
s

Donde Als»s’) cumple obviamente con las dos condiciones inpuesta
en la misma seccién.

¥ Alsws’) = 1
e

y también
¥ Als»s') =1
s

que no son otras que las condiciones de balance semi-detallado.
Luega de haber definido estas cantidades, procederemos a demosatra
algunos lemas, en los cuales intervienen de manera explicita las
cantidades anteriores.

LEMA 1. Si f(x) es una funcién convexa, entonces

T flp'(s’(t+1,el)) = ¥ flpls(t,r)))
pe

s
PRUEBA:
Desigualdad de Jensen: Sea § wuna {uncién convexa sogre un

? @=l,

intervalo ablerto (a,b), sean x € (a,b). Si azl> oy ol

entonces

f(lg’a‘xl) s Elal;‘(x,)
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Aplicando esta desigualdad a p'(s') y p(s), e identificando a las
« con las A(s’(t+l,r)ss(t,r)), de la propiedad = de balance

semi-detallado| T A(s»s') = [ Als»s') = 1}, obtenemos que
s’ s

L fp'(s')) = L (L p(s) Als»s’)) s LT Als»s') f(p(s)
s’ s’ s s's

=1 (L Als»s’))-f(p(s)) =T f(p(s) q.p.d.
s s' s

LEMA 2. La siguiente desigualdad es valida

T p'(s’(t+1,r))n(p*(s'(t+1,r))) = T p(s(t.r)In(p(s{t,r)))
s’ s

PRUEBA:
La funcién f{x) = x In(x), es una funcién convexa(dzf/dxz >0)
por lo tanto podemos aplicarle el lema anterior a las cantidades

f(p'(s’)) = p'(s')In(p(s)) y f(p(s)) = p(s)in(p(s)),

y entonces substituyendo en la ecuacion del lema anterior obtener
el resultado deseado.

LEMA 3. La siguiente desigualdad es valida

b
¥ pis(t,r)) In[p(sit,r))] =LAN(tr) In(N (t,r) + [1 - N(t,r)]
s 1=1
<In(1 -~ Nl(t,r))).
La igualdad se da si y sélo si
(1-s))

oo 1
p(sn""'sb) =1U1N' (1- NI)

PRUEBA:
b b
lZ::l[NlIn N+I-N) In(1-N)] =l)::l( (E s;p(s) In N+

(63 (l-sl)p(s)) In (l-NIJ }
s
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b b
El [Nlln N1+(1_N1) ln(l-Nl)] =|Z T slp(s)In Nx-r(l-sl)p(S)ln(l-Nl)

1 =1 s

b 5 (1—sl)
=7 zm[m L) ] pls)
s i=1

b s (l"sl)
= § p(s)in ln Nl '(l—Nl)

=1

Construyamos ahora la cantidad

b s (1-sl)
mN, “_Nx)

1=1
x =

p(s})

Para cualquier x no negativa : In x = x - I; donde la igualdad es
valida solamente si x = 1. De aqui que

b8 (l-s]) b 5 (1-;[)
|£’1 N, (l-Nl) 1];[1 Nl (1_N1)
In =< -1
p(s) p(s)
Cb N ( 1=s )
m N1 (I-N)) b5 (1-s’)
p(s} In i=L < T Nl (I—N‘) - p(s)
p(s) 1=1
si ahora sumamos sobre todas las s
b s (1-s )
ﬂ N, a-N) b5 (1) .
Ips)In{——m————3 =7 q N (-N) "~ ¥ p(s)
s pls) s 1=1 s

las dos sumatorias del lado derecho son ambas iguales a uno, la
dltima por definicién de probabilidad y para la primera debido a

que se cumple el teorema del binomio, esto es
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s (1-s )
A -1 IR I I - B IR ) P T
TN —I:b]N‘(l N])+[b_l]mx N

1

b]. 1 (b-1) b],,0 b
A [JNI(I—NI) N [O}Nl(l—Nl) .

= (NI+(1—N‘)\b =1

por lo tanto

b s, (l"'s)]
moN N
vt lso,
s p(s)

o,

voos (l—sl]
Tels)n|qn Nl (l—Nx) - ¥ pls) In (p(s)) = O.
s i=1 s
q.p.d.

La igualdad se cumple si x = 1, esto es

boos (1~=l)
mN- (-N)
x = 12

p(s)

Esta dltima relacién corresponde a la aproximacién de Boltzmann,
pués nos dice que la probabilidad de tener el evento conjunto
s=(sl,...,sh). es igual al producto de las probabilidades de tener

los eventos individuales e | independientes S Puesto que las s,
son vaiables Booleanas (s):l o 0), al ponerlas como exponentes

aseguramos que el producto sea no nulo. Podemos ahora enunciar y
demostrar los siguientes teoremas:

El teorema H (local).

Si las reglas de colision satisfacen balance-semidetallado y
la aproximacion a Boltzmann, se cumple entonces la desigualdad

b b
l)=:l[N;In(N;)-I-(l-N;)ln(l—N;)] s.El[N;ln(N’I)+(I-N;)|n(1—N;)] sl
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Esto se demuestra fécilmente utilizando los lemas 2 y 3 que hemos
enunciados arriba.

Para encontrar un teorema global, sumemos sobre todos los
sitios de la red la ecuacién (C.1), (recordemos que en Ila
aproximacién -a Boltzmann los estados del sistema son homogenos).
Si denotamos por r el nimero obtenido al sumar sobre todas las
posiciones de velocidad y todos los sitios de la red, encontramos
la siguiente relacion

.
L NPy + a8t ) inge-nt )
J=1 {C.6)
r
s TNy + (N in-ne?].

=1

Debemos observar que ésta suma permanece invariante bajo una
propagacién. Por lo tanto podemos extender el teorema un ndmero
arbitrario de pasos de tiempo y asi obtener (bajo las mismas
hipétesis que para el teorema H local)

El teorema H (global).

La funcién

-
% NN (1-N) 1n1-N9) ] €n
J=t

no crece cundo un gas de red evoluciona en el tiempo.

Haciendo ahora la sencilla identificacién de las Nl con las
f‘, y sustituyendo dicha variable en las ecuaciones de los

Teoremas H (local y global), obtendremos los resultados deseados,
los Teorema H para gases en redes, los cuales nos muestran
claramente la tendencia de estos sistemas a estados de equilibrio
temporal.

D. CONSTRUCCION DE LA TABLA DE COLISIONES.

Para construir nutras tablas de colisones para los modelos
HPP y FHP, partiremos de la interpretacién fisica que dimos a los
bits de una palabra, de ocho de ellos, en la seccién 4.1 y de la
ecuacién (3.1) la cual nos dice que
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- [ COS[ZE(L—U]. sen[z:;(t—n}]'

4 para HPP.
con b = 6 para FHP.’ e ¢ modulo b.

Con estos resultados y el hecho de que la configuracién de
velocidades para cada uno de los sitios de la red es un numero

entero entre 0 y 2°-1 (entre 0 y 141 para HPP, y O y 191 para
FHP), construiemos el siguiente procedimiento general

Programa Tabla.

{Este programa construye la tabla de colisiones, utilizando para
ello dos procedimientos internos. E! primero de ellos que
llamaremos Légico, calcula la masa y la cantidad de movimiento de
las configuraciones de velocidades para los sitios de la red. El
segundo llamado Inversidn, invierte las direcciones de velocidad
de las configuraciones de los sitios.)

Procedimiento Légico(ntimero, masa, px, py);
Inicio
masa
px
124
For 4 =
Inlcla
mascara = (1 shi j) and nimero;
If mascara > O Then
inicia
masa = masa + 1;

uon oy

ofPRl9

to (b - 1) do

PX = pX + cos[z—"i];
b
Py =py + SEn[Egi]:
fin;
FiN;

Fin;

Procedimiento Inversién{nimero);

Constantes
b/2
derecha =2""- 1
izquierda = 2°- 2%

obataculos = 2";

Inicio

mascaraderecha = (nimero and derecha) shl(g};
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- , P b
mascaraizquierda = (nimero and izquierda) shr [—2 H
Inversién = mascaraderecha or mascaraizquierda or obstaculo;
Fin;

INICIO
For i = 0 to 2°"'-1 do

Inicio .
n=0; {n es el numero de salidas}
salidaln] = i;
Légico(i, masai, pxi, pyil;

If L= 21 then
{esta primera parte compara las masa y la cantidad de movimiento
de dos configuraciones, simulando la colisién entre particulas}

Inlclo

For k = 0 to 2°-1 do
Loégicolk, masak, pxk, pyk);
If [(masal = masak) and (pxi = pxK) and (pyi = pyk)] then
inicio
n=n+h
salidaln] = k;
fin
FiN
Else
{en esta segunda parte se invierten las velocidades de las
particulas, simulando las colisiones de particulas y obataculos}

Inlclo

n = n+l;

salidaln] = Inversién(i);
FiN;

Fin;
FIN.

Como podemos ver, esta tabla tiene cuando menos, para cada
“entrada", una salida que es la misma "entrada". La tabla que

construfmos con este programa, es una matriz de 2% renglones y
me+ I columnas. N & méximo {n} , donde n representa el nimero
ma:

de salidas (configuraciones finales después de realizada la
colisién), que tiene cada numero de entrada i (configuracién
inicial por sitio). Para varios de los nimeros de entrada i, habrd
salidas que estardn vacias, pués su configuracién de velocidades
no cambiard al realizarse la colisién. En la columna me+ 1 de

cada renglén {, pondremos el nimero de posibles salidas que no
esten vacfas. La configuracién de "salida" que tendrd un sitio
después de llevarse a cabo la colisién, la tomaremos de manera
aleatoria del conjunto de posibles salidas (columnas), que no
estén vacias para esa "entrada" (renglon {).
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