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INTRODUCCION

El concepto de espacio paracompacto fué introducido por Dieudonné
en el afio 1944 como generalizacidn de ciertos espacios compactos.
Posteriormente, se les han dado diferentes aplicaciones, a
nosotros nos interesard el hecho que en las variedades la
propiedad de ser metrizable es equivalente a la paracompacidad
(III.8).

Traba jando sobre este tema de metrizacidén, Urysohn establecié que
para los espacios segundo numerables la metrizacién y la
regularidad son propiedades equivalentes. En 1951, Nagata vy
Smirnov dieron, cada uno por su cuenta, una caracterizacidn
completa de los espacios metrizables mediante el siguiente
teorema: un espacio X es metrizable si y sélo si es Tz y poseé
una base o-localmente finita (III.4). Para esto, Stone habia
demostrado ya la necesidad de dichas condiciones al notar que
todo espacio métrico es paracompacto (III,2). Para probar que
estas condiciones son suficientes, se demuestra que el espacio es
perfectamente normal y a continuacidén se le sumerge en un espacio
de Hilbert generalizado.

Ahora bien, nuestra forma de atacar este problema serd por medio
de particiones de la unidad, quienes juegan un importante papel
en la topologfa moderna, el andlisis y la geometria diferencial.

Preguntas como: ;Se puede definir una estructura Riemanniana



sobre cierta variedad diferencial? (III.3) ¢Cuando se puede
extender diferenciablemente una funcion diferenciable definida en
un subconjunto cerrado de una variedad? (II.5) encuentran su
respuesta con esta poderosa herramienta.

En 1953 Michael demostrd el teorema principal que caracteriza los
espacios paracompactos mediante la existencia de una particidén de
la unidad subordinada a una cubierta dada (II.7).

Otro hecho importante, es que dada una particién de la unidad
¢={fx:x-——ar} y una familia de funciones continuas @={g1:x———al}
la funcién F:X———I dada por F(x)=lglfx(x)gx(x) es continua. De
esta menera, propiedades locales pueden ser extendidas a todo el
espacio X. Por ejemplo, un espacio de Hausdorff localmente

metrizable es metrizable si y sélo si es paracompacto (III.é6).



PRIMERA  PARTE

PARTICIONES DE LA UNIDAD:

EN ESPACIOS TOPOLOGICOS



I. ESPACIOS NORMALES Y PARTICIONES

DE LA UNIDAD

I.1.DEFINICION. Dada una cubierta abierta U={ui}, de X una
reduccién precisa de U es una cubierta abierta v={vl}l tal que

TicUy vi.

I.2.DEFINICIONES., Una familia de subconjuntos de X es punto
finita si cada xeX pertenece solo a un nimero finito de elementos
de la familia. Una familia {Ul}l de subconjuntos de X es
localmente finita si VYxeX existe una vecindad Nx tal que NxnUi=¢

excepto para un ntmero finito de Ui.



I.3.PROPOSICION. Toda cubierta abierta punto finita de un espacio

normal admite una reduccidén precisa.

DEMOSTRACION. Sea U={Ux}leI una cubierta abierta punto finita de
X.Démosle al cojunto I una relacién = de buen orden (teo. de
Zermelo). Sea io el primer elemento de (I,s); definimos el primer
cerrado Fj,= X—(U‘,,oUi) ¢ Uj, Y como X es normal, existe Vj,
abierto tal gque Fj,cVi,cVi,cUq, por lo que Vju(U, Ui) es
cubierta abierta de X ya que
X = Fiu(Upi0) © Vigu(U,,0i).

Dado i*el supongamos que para i<i* se ha definido Vi abierto tal
gue Ficvic\_/icUi con Fi=x-—((UJ<‘Vj)u(UJ>,Uj)) cerradc, ademés
(Uj“vj)u(UJZ‘Uj) es cubierta abierta de X y consecuentemente
(Ujslvj)u(UJ,lUj) también es cubierta abierta de X, ya que
X=F;U ((UJ<,Vj)u(UJ,,Uj)) ¢ (Ujs, V4 u(Uy,,04) .
De esta manera se puede obtener Fix = X-—((qu.vj)u(UJ,,.Uj)). Y
para construir Vjx mostremos ahora que (UJq.Vj)u(U,Z,.Uj) es
cubierta abierta de X. Supongamos que no lo es
i.e. existe xe X—((Uj<,.Vj)u(UJ=,.Uj))

» xeUj eV y  xeUp Uy

» xtllj eV Yy xel) .Uy
Por otro lado, U localmente finita » existe ko<i* tal que Uy, es
el Gltimo elemento para el cual xeUyg,. Ademds sabemos que

(UJSkij)U(Upkon) es cubierta abierta de X y xwUj para j>ko



. XeVy para alguna jske<i® !

(Uj“.Vj)u(UJm.Uj) es cubierta abierta de X

Fix = X—((Ujd.Vj)u(U,”.Uj)) ¢ Ujix y vya que X es normal
existe Vix abierto tal que Fix ¢ Vix ¢ Vix < Ujx ¥
(Ujﬂ.Vj)u(Ujﬂ.Uj) es cubierta abierta de X.
De esta manera, por induccién transfinita se construye V={V01a
cubierta abierta de X tal que GicUi ya que para x€X y U punto
finita existe i.eI tal que Xéjglg) y como UVirjsiodddUs:i>ie)

es cubierta de X, xel{vy:j=iodcdfvy:iel).

.~ V es una reduccidn precisa de U.

I.4.DEFINICIONES. Una particidn de la unidad sobre X es una
familia de funciones ¢ = {flzx~*~am}‘ continuas tales que
fi{x)z0, fi1(x)=0 excepto para un naGmero finito de fi’s y
Zlfx(x)=1 vxeX. Decimos que ¢ estd subordinada a la cubierta
U={Ul}‘ s5i Vi fi(X~-U1)=0. ¢ es localmente finita cuando todo xeX
tiene una vecindad Nx cuya imagen bajo cada funcidén f1 es cero

salvo para un namero finito de fi’s.

I.5.PROPOSICION. Si una particidén de la unidad ¢ estd subordinada
a una cubierta abierta localmente finita de X entonces ¢ es

localmente finita.



DEMOSTRACION. Sea ¢={fa}m subordinada a u={m}m s E£L{X-U1)=0
Vi, Para cada xeX existe Nx tal que NxnUi=¢ excepto para
i,,...,1,eT luego NxcX-Ur y fi{Nx)=0 vi diferente de i, con

j=1,..,n.

I.6,PROPOSICION. Si ¢ es una particidn de la unidad localmente

finita, entonces v¢’cd ):q’,fl:x——-—ﬂR es continua.

DEMOSTRACION. Sea ¢’c® y dada xeX sea Mx tal que fi(Mx)=0 excepto
para i,,...,1i,. f1; continua =» V¥e>0 existe Ui; vecindad de x tal
que yeUi; » |1 (y)~f1,(x)]|<e/n vi=1l,...,n.

Sea Nx=Mxn(l,_, Ui} , yeNx

n

> [T £1Y)=Lg E1(X) | S [ ) £1y(y) =E1)(x) |
=1

s Z!ij(y)—f:)(x)l s ne/n = ¢,
=t

Zd’ ,£1  es continua.

I.7.PROPOSICION. Si ¢={fj}j es una particién de la unidad
localmente finita sobre X y U={U'}: es una cubierta abierta de X
tal gque Vfjed existe UieU con f£3(X-U1)=0 entonces hay una

particién de la unidad en X localmente finita y subordinada a U.



DEMOSTRACION. Dada ¢={f;}J para cada jeJ sea Vi=X-£3'(0) vy
elegimos i(j)el tal que f£)(X-Uip)=0. Para cada 1ieI sea
W1=U{V3:i(j)=i} y Wi=¢ si no existe j tal que i(j)=i. Claramente,
Wi es un abierto contenido en Ui. W={WH5£I} es un refinamiento
abierto de U veremos que es localmente finito. Observese que ¢ es
localmente finita o {V;}jEJ es localmente finita, pues una
vecindad N de x intersecta solo a Vj,.,V), « £fj(N)=0 excepto
para 3Jji,.,jm.De esto se sigque que W es localmente finita, en
efecto con la notacién anterior si i es distinto de i()),-,1i(Jy)
an1=U{NnVJ:i(J)=i}=¢. Definimos ¢t:X————I como gn(x)=§f)(x) con
A={j:i(])=i} y gi=0 si Wi=¢; cada g1 es continua por (I.8) vy
g1 (X~-U1)=0 Vi porque si xeX-Ui entonces xex—vj=ff(0) para todo j

tal que i(j)=i. Finalmente Lgi=Lf;=1.

I,8,DEFINICION. X es perfectamente normal o ¥ A,BcX cerrados

ajenos existe f£:X——I continua tal que £~1(0)=A y £~!(1)=B.

I.9.PROPOSICION. Para un espacio X son equivalentes:

a) X es perfectamente normal.

b) Para todo cerrado CcX existe una funcidén continua f:X——I tal
que £7'(0)=cC.

c) X es normal y todo cerrado de X es un Gg.



DEMOSTRACION. (a=»b) Basta tomar C y ¢ cerrados ajenos para que

con la hipdétesis (a) exista f que satisface (b).

-]
(bsc) Sean C y f como en (b) entonces c=f“(0)=anf“[o,1/n) ie.
C es interseccidédn numerable de abiertos. Ahora, dada U vecindad
abierta de c, existe noelN tal que £ (0,1/no)cU. Sea

V=f'1[0,1/2no) + CcVeVcU. Por 1o que X es normal.

(c*a) Sean A y B cerrados ajenos de X normal, por (c) A=/{)Un
podemos suponer que UidUz2>-+. Como X es normal, para cada n
existe gn:X—I continua tal que gn(A)=0 y gn(X-Un)=1.

n «©
fn=l§12’lgl converge a una funcién continua f=l§12"gx:X—>I ya

] 0
-1

2'qix) = L 2 < £ para n

i=n+t

que ]f(X)-‘Z:IZ_‘gl(X) |

i=n+t
suficientemente grande, con lo cual tenemos convergencia uniforme

y £ es continua. Ademds, sl x¢A existe gk tal que gk(x)>0 por lo

que f(x)>0, asi f'1(0)=A. AnAlogamente, existe g continua tal gque

g '(0)=B. Sea h(x)=——af—)—-—
: £ (x) +g (x)

no se anula, h es continua y h™'(0)=a y h™' (1)=B.

como A y B son ajenos el denominador

I.10.PROPOSICION., Un espacio X es normal (perfectamente normal) «
\/U={U1}l cubierta abierta localmente finita puede encontrarse una

particién de la unidad subordinada a U (tal que f£i™'(0)=X-Ui ¥i).



DEMOSTRACION. Sea X normal (perfectamente normal) = para U

localmente finita existe una reduccidn precisa V={V1:\7:cUx} Y
1€t

para todo iel existe gi:X—— I tal gque gi(X-U1)=0 Y gx(\71)=1

(g1=1(0)=X-h y gqi'=Ui) ademas L9i(x)>0 y Egu:X—————R es
!

continua. Asi que fx——g—:X————yl es continua, con fi(x)=0 Viel
gi

excepto para un nimero finito de i’es y }:Ign(x)=l. i.e.

<I>={f1:x—>1}l es una particién de la unidad tal gque £i(X-Ut)=0

por lo que estd subordinadaa la cubierta U (£171(0)=qg1™!(0)=X~U1)

Reciprocamente, supongamos dgue para toda cubierta abierta U

localmente finita de X puede encontrarse una particién de la

unidad ¢ subordinada a U (tal que f£i1~!(0)=X-Ui).

Sean A,B cerrados ajenos de X =» Ui=X-A y Uz2=X-B forman una

cubierta abierta localmente finita de X.

» existe d>={f1,fz:x———>1} con fi(X-Ui)=f1(A)=0 y F2(X-Uz)=fz2(B)=0
(£171(0)=X=Ui=A y f271(0)=X~U2=B)

f1(x)

Asi que fi(x)+f2(x)>0. Sea F:X— I ; F(X)=———mmu

£1(x)+f2(x)

F resulta ser continua y F(A)=0 , F(B)=1 (F~!(0)=A ;F7l(1)=B).

. X es normal (perfectamente normal).

10



[l ESPACIOS PARACOMPACTOS Y PARTICIONES

DE LA UNIDAD

II.1.DEFINICIONES. Dada una cubierta U={Uqﬂer un refinamiento de

U es una cubierta V={V03ﬂ tal que para toda V) existe Ui con
ViycUi. Un espacio X es paracompacto si toda cubierta abierta

posee un refinamiento abierto localmente finito.

II:2, PROPOSICION. La paracompacidad es una propiedad débilmente

hereditaria.

DEMOSTRACION. Dado un subespacio cerrado E de X y una cubierta

11



abierta A={A1}l€[ de E con cada Ai=EnUi, Ui abierto de X. La
cubierta abierta (X"E)\J{Ul}‘EI de X tiene un refinamiento abierto
V={VJ}JEJ localmente finito, entonces {EmVJ}JEJ es un

refinamiento abierto localmente finito de A.

II.3.PROPOSICION. Si F es una familia de subconjuntos de X

localmente finita, entonces {E:EEF} es localmente finita vy

U(E: EeF)=U{E: EeF).

DEMOSTRACION. Dada xeX sea N una vecindad abierta de x gque solo
intersecta a Ei,..,Es de F. Ahora bien, EnN=¢ significa que el
cerrado X~N contiene a E, luego contiene a E, de donde EnN=¢;

esto sucede para todo EeF diferente de Ei, i=1,..,m por lo tanto

{E:Eep} es localmente finita. La inclusién W(E:EeF)cU(E:EeF)

siempre se cumple, veamos la otra contensién. 8i xeU(E:Eer) vy
N,Ei,..,Emn son como antes, toda vecindad M de x intersecta a

WE:EeF) luego MAUNEi:i=1,..,m) > (M N)NU(E:EeF) es diferente del

vacio, asi que xeUTE1:i=1,.,mJ=U(Ei:i=1,.,m)cU(E:EeF).
II.4.PROPOSICION. Sea X paracompacto.

a) Si es regular, entonces es normal.

b) Si es Hausdorff, entonces es T.

12



DEMOSTRACION. a) Sean A y B dos cerrados ajenos de X, para cada
beB sea Ur vecindad abierta de b tal que AnUb=¢. La cubierta
abierta (X—B)U{Ub:bEB} de X tiene un refinamiento V localmente
finito. Sea ’={VeV:VnB es no vacio}. Como cada Vev/ esté
contenido en algin U, An§=¢, Yy puesto que V'’ es localmente
finita Ang__ﬁ = Anl‘-lj_\—l = ¢ , luego x—“-}’\_l y l\-,’,v son vecindades
ajenas de A y B respectivamente.

Ahora si X es Tz para A={a} Yy B un cerrado que no contiene al
punto a, lo anterior es valido, con lo gue X es regular y

aplicando el inciso anterior X es Ti.

II.5. DEFINICION, Una familia de subconjuntos de X es og-localmente
finita si es la unién numerable de familias localmente finitas.

Las familias localmente finitas son o-localmente finitas.

II,6.PROPOSICION., Para un espacio reqular X son edquivalentes:

a) X es paracompacto.

b) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-
localmente finito.

c) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento localmente
finito.

d) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento cerrado

localmente finito.

13



DEMOSTRACION. Es obvio que (a=b). Supongamos gque X satisface b),
Dada U una cubierta abierta de X, sea V=ViuVau:+ un refinamiento
abierto de U donde cada Vn es localmente finita. 8§i V"=vléjvz Y
Wn=Vn—llzjnVl entonces w={w;,w:,..} es una cubierta de X que es
localmente finita, pues dado xeX, si n es el menor entero tal que
X€Vn, se tiene gque xeWn Yy VonWm=¢ para todo m>n. Luego
{WnnV:VeVn,nEIN} es un refinamiento de U localmente finito.
Entonces X satisface (c).

Veamos (c»d). Dada una cubierta abierta U de X, elegimos para

cada punto x un eiemento UxeU que lo contiene. Ahora bien, por
ser X regular, existe un abierto Vx tal que xeVxcVxcUx. Sea W un
refinamiento localmente finito de {Vx:XGX}, entonces {ﬁ:WEw} es
una cubierta cerrada localmente finita de X que refina a U.
Finalmente, supongamos gque X sdatisface (d). Consideremos una
cubierta abierta U de X. Sea F un refinamiento cerrado lecalmente
finito de U. Para cada punto x elegimos una vecindad abierta Vx
gue intersecta a solo un namero finito de elementos de F. Por (d)
{Vx:XEX} tiene un refinamiento cerrado ¢ 1localmente finito.
Ahora, para FeF el conjunto Ar = X—U{CeC:ch—F} contiene a F y
por el lema anterior es abierto. Veremos que {AF:FEF} es
localmente finita. Sea N una vecindad de x que intersecta
Gnicamente a los elementos C1,..,Cn de C; dado due CicVx, para

algn punto x, y que Vx, intersecta sclamente a los elementos

14



Fiy,...Fiyy, de F, se tiene para F diferente de Fi; que
NnFc‘l’.:JlCmF=¢ ; luego NnmAF = N—{NnC:CeC y CcX—F} < N—ll:JICx = ¢.

Con el fin de obtener un refinamiento de U, para cada FeF
elegimos un elemento UreU que 1lo contenga, ahora es féacil
comprobar gue @MnUmFtF} es un refinamiento abierto localmente

finito de U.

II,7.PROPOSICION, Un espacio regular o de Hausdorff es
paracompacto ¢ toda cubierta abierta de X tiene subordinada una
particién de 1la unidad; y en este caso existe siempre una
particién de 1la unidad localmente finita subordinada a una

cubierta dada.

DEMOSTRACION. =) X paracompacto y regular (o de Hausdorff) =» X es
normal.Sea U={Uqle cubierta abierta de X vy V={VOHEJ un
refinamiento abierto localmente finito de U.

Por la proposicién (I.10), existe una particién de la unidad
sobre X subordinada a V, y por (I.7) existe una particién de 1la
unidad localmente finita subordinada a U. Observamos gque la
particién obtenida es localmente finita.

«)Dada una cubierta abierta U={U'}|e1 de X vy ¢={fn}‘EI una
particién de la unidad subordinada a U no necesariamente

localmente finita. Para cada neN sea Va= {fl-l“/mll}‘a.

15



Por otro lado, vxeX f£i1(x)=0 para ieI—{ix,iz, ves, in}=I’ por lo que
X;Q;]—‘[lln,l] es una vecindad de x que intersecta a un nimero
finito de elementos de Vn precisando,

(X-l-gtr";"l[l/n.lj) N £1='(i/n,1] = ¢ excepto para ii,...,in.

Veamos que V=iE}Vn cubre a X. Sea xeX, como Zfl(x)=1. 3 existe io
1€1

tal que fio(x)>0; sea noeN con O<i/n,<fi,(x) = xefigy (i/n,,1]eV.
Finalmente, £1(X-U1)=0 » £i1~!(1/n,1]cUL.
. V es un refinamiento abierto o-localmente finito de U,

X es paracompacto. Y entonces, por la primera parte de 1la
4demostraci6n X admite una particién de la unidad ¥ localmente

finita subordinada a U.

16



il METRIZACION Y PARTICIONES

DE LA UNIDAD

III., 1, PROPOSICION, Sea ¢ una particidon de la unidad localmente

finita sobre X, entonces o:XxX——R definida por

a-(x,y)=z JE1(x)=fi(y)| es una seudométrica sobre X.
iel
Ademds, la topologia de X es mds fina que la topologia 4

definida por o.

DEMOSTRACION. VY Xx,y,2 € X se tiene que: Z{fx(x)-—fx(y)[ esté&
1€l

bien definida porquez |fx(x)-f1(y)}sz&(x) + fo(y) = 2
1€1 1€1 1€1

o(x,y)z0 es claro.

17



o(x,y) =) [f(x)=£1(y)| = ) {E(y)-E1(x)| = o(y,x)
1€l 1el

o(x,y) = ) |8 0)=E1(y)] = Y [E1(x)=E1(2) | +|Er(z)~E1(y) |

1€1 1€l

=Z]f1(x)—fx(z)] + Z|f1(z)—fx(y)| = o(x,2) + o(z,y).
1€l €1

0 es una seudométrica en X.
Por demostrar T,<T. Sea A en Ty » YxeX existe e(x)>0 tal que
B(x,e)cA. ¢ particién de la unidad localmente finita = para x
existe Nx tal que f£i(Nx)=0 vieI excepto para ii,...,in y como
cada fi es continua existe Nx tal que

y e Nk » [£i(x)-£i(y)|<e/n Vvi=1,...,n.

sea N =N""1@x"’l‘ € T. P.D. NcB(x,e)cA
11]
Sea zeN =» o*(x,z)=z I£1(x)-fi(z2) |=z [ £1y(x)~£15(2) | <&
1€1 j=1

. AeT y 1lx es continua.
III.2. PROPOSICION. Todo espacio métrico es paracompacto.

DEMOSTRACION. Como X es regular, basta probar que dada U cubierta
abierta de X esta admite un refinamiento o-localmente finito.
Sea U=<(Ux}mx por el teorema de Zermelo podemos asignar a I una

relacién de buen orden =. Para cada UieU y cada neN.

U‘v“={xex:d(x,x—Ux)zl/2" y d(x,X~Usy<1/2™! para todo j<i} es un

18



conjunto contenido en Ui. Ahora, si Ul,n=¢ definimos V(ULn)=¢
pero si U,n es no vacio sea V(UL")={XEX:d(X,ULn)(l/an}'
V(ULn) es un ablerto que contiene a Ui,n y contenido en Ui.

Sean Ui y Uj dos elementos distintos de U, podemos suponer j<i.

si zeV(U:”ﬁnV(ULn) existen xeUi,n Yy x’€Uln gue distan a lo més

n+2

})=1/2"". Por otro lado,

n+3

1/2™% de 2z, de donde d(x,x’/)=2(1/2

n+l

d(x’,x)=d(x’,X-U})-d(x,X-U})>1/2" - 1/2"'=1/2""" lo que no puede
ser por lo anterior. Luego V“={V(U1n):UEU} es una familia ajena
dos a dos. Mostremos que V=UJM cubre a todo X: dado xe€X, sea Uk
el primer elemento de U al cual pertenece X, para n un natural
tal que d(x,X-Ux)=1/2", xeUk,n c<V(Ux,n) , esto es porque d(x,X-
Uj)=0 Vvj<k.

. V es un refinamiento o-localmente finito de U.

III.3.DEFINICION. AcX es un conjunto cero si existe Y:X———I
continua con Y¥~'(0)=A. BecX es un conjunto cocero si existe

Y:X——I continua con X-y~!(0)=B

III.4.TEOREMA DE METRIZACION, Son equivalentes:

a) X es metrizable.

b) X es T3z y tiene una base o-localmente finita.

c) X es T1 y tiene una sucesién de particiones de la unidad (¢n)n

localmente finitas tal que la coleccién de coceros

{x—fl"(O) : fiedn, nsw} es base de X.
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DEMOSTRACION. X metrizable = X es T3 y paracompacto.

Consideremos Vn={B(X,Vn):XEX} cubierta abierta con alguna
métrica que defina su topologia. Por ser X paracompacto, existe
Un refinamiento abierto localmente finito de Va.

2U=U Un es una familia o-localmente finita. Veamos que es base de
la topologia. Sea A abierto y xeX consideremos nelN tal que
B(X,1/n)cA y UeUzn tal que x<U = diam(U)<l/n =» UcB(x,i1/n)cA.

. U es base o~localmente finita de la topologia de X.

b)sc) .Sea B=UBn base o-localmente finita de X, con cada Bn una
cubierta abierta localmente finita de X (de no ser asi, agregamos
conjuntos abiertos para gque cumpla esta condicién). Dada
cualquier cubierta abierta U de X siempre tiene un refinamiento
por elementos de esta base, por lo cual X es paracompacto y con
ello T4, de hecho es perfectamente normal.

Sea A abierto de X = VxeA existe VneBn tal que XeVncVnca,

Sea Fa=U4{{, ﬁmA} el cual es cerrado ya que es la unidén de una
familia localmente finita de subconjuntos cerrados de X. Y A=U Fn
. todo abierto A es F; y X perfectamente normal.

Para cada Bn existe ¢n particién de la unidad localmente finita
tal que Bn es la coleccidn de los coceros de las funciones de ¢n.
+.Se cumple la afirmacién.

c)»a) Para cada &n particién de 1la wunidad consideremos la

seudométrica on definida anteriormente, asi (X,on) es un espacio
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topoldgico seudométrico. Y la funcidn identidad gn:X———(X,on) es
continua. De esta manera F:x——eg(x,an) dada por F(x)=(gn(Xx)), es
continua, y el espacio producto es seudometrizable por tener una
cantidad numerable de factores.

Sea CcX cerrado y xe¢C; la familia de coceros es base =
X-fT}n(O)cx-C para alguna n y alguna i.

s Ccfiln(0) i.e. f£1,0(x)>0 y £1,n{C)=0.

. o, (X,C)>0 y xegn (C) .

+ F distingue puntos de cerrados y por ser X T1 también distingue
puntos.

» F es un encaje.

. X es homeomorfo a un subespacio de D(X,Un) seudometrizable.

. X es seudometrizable. Y como es T: es metrizable,

ITI,5,DEFINICION. Un espacio X es localmente metrizable si para

cada xe€X existe Nx vecindad de x metrizable.

III.6.PROPOSICION. Un espacio de Hausdorff localmente metrizable

es metrizable » es paracompacto.
DEMOSTRACION. =») Por proposicién I11I.2.

«) X de Hausdorff y paracompacto implica X T3. Basta por III.4

probar que X tiene una base g-localmente finita.
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Por las hipétesis existe U={U\}lEI cubierta abierta localmente

finita de X con cada Ui metrizable. Usando el teorema anterior,

sea Bt=n§1Bun una base de Ul con cada Bi,n localmente finita;
entonces Vn={BEBI,n:iEI} es localmente finita (para xeX existe
una vecindad N de x tal que N intersecta sélo a Uiy j=1,.,k; Yy
para neN existe Nn,1; vecindad de x gque intersecta un ndmero
finito de B’s en cada una de las Bi;,n correspondientes

Nnﬂ{Nu:j=l,.,k} es una vecindad de X gque intersecta un numero

finito de elementos de Vn) y dado xeA abierto de X, xeUr para

[+ ¢]
alguna 1ieI =+ existe Bi,neVn tal que XeBi,ncAnUi. = V=JLVn es

base de X.

III.7.DEFINICION. Una variedad topolégica M de dimensién m es un
espacio topolégico de Hausdorff localmente homeomorfo a R°, i.e.

3w, con U abierto de R" y V

para peM hay un homeomorfismo ¢:U

vecindad abierta de p en M.

III.8.PROPOSICION. Una variedad topolégica es metrizable « es

paracompacta.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de 1la proposicién

anterior.

Ademds, notamos gue toda variedad sequndo numerable es metrizable

por ser paracompacta.
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APENDICE

Una familia F={f5:x_——*1}¥es de funciones continuas es una
particién de la unidad sobre X si ré;s(x)=1, donde esta igualdad

significa que para cada xeX solo un conjunto numerable de fs no

son cero en X, y que la serie :§1f%(x) converge a 1 donde

{SI,SE,-..}={SES:fS(X) es diferente de cero}=S(x). Como la serie

es absolutamente convergente ; por el siguiente

Teorema: (Bartle. The elements of real analysis. pag 292)

Dada LX» serie absolutamente convergente en R?, cualquier

reordenamiento de la serie converge absolutamente al mismo valor.
No importa como se haga el ordenamiento de términos de S(x)

para obtener gque la serie Zfs(x) converge a 1.
= - 3 : . -1
F {fs.x———el}ges es localmente finita si {fs (oll]}ses es una
cubierta abierta localmente finita de X. Esto es, para cada XxoeX
existe Uo vecindad de X y So={Sl,SZ,..,Sk}CS(Xo) tal que para
k

todo xeUo fs{X)=0 VSe(S(Xo)=So) Y n;fsnm:l.

Una particién de la unidad F={fs:X——~%I} sobre X estd subordinada
a una cubierta U de X si la cubierta {f;l(o'lJ} de X es un

refinamiento de U.

De manera que nuestra definicidén original de particién de 1la
unidad localmente finita coincide con esta Gltima. Observamos que
sin hacer ningan cambio escencial a todo nuestro desarrollo

referente a particiones de la unidad, los resultados son v&lidos.
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SEGUNDA  PARTE

PARTICIONES DE LA UNIDAD

EN VARIEDADES DIFERENCIALES
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I DEFINICIONES

I.1.DEFINICION, Una variedad diferencial es una variedad
topolégica M junto con  una familia de  homeomorfismos
{Xl:Ul-—-)Xl(UI)CM}LE[ con Ui abierto en R" tal que:

(a) {:Xt(Us)}ml es cublerta abierta de M.

(b) ¥ i, Xi'eXi es una funcién t”.

(¢) La familia {(U"X‘)}:ex es maximal relativa a las condiciones
(a) y (b).

Una parametrizacién en peM es una pareja (Ui,X1) tal que
peXt(U1), se puede suponer en general gue UWi=B(0,e) e>0 ¥y

X1(0)=p. Una familia {(Ux,Xx)} que satisface (a) y (b) es una

1€l
estructura diferencial en M, Indicaremos una variedad de

dimensién m por M.
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Ejemplos. R" es una variedad diferencial con estructura

{(m“, identidad) } .

Sean M" y N" variedades diferenciales vy U={(U,X)} V={(V,Y)}
sistemas coordenados de vecindades para M y N respectivamente.
Entonces MxN es una variedad diferencial de dimensién m+n y un
sistema de coordenadas estd dado por {(W,Z)} con W=UxV vy
Z:UxV——MxN dada por Z(u,v)=(X(u),¥Y(v)).

Andlogamente, para A ablerto de la variedad M resulta ser una

subvariedad, con sistemas de coordenadas {(UnA,X]{} para las U

tales que UnA es diferente del vacio.

I.2.DEFINICION. Sean M" y N' variedades diferenciales. Una
funcidén Y:M—N es diferenciable si es continua, y vpeM dada una
parametrizacién Yj:Vj— >N en y(p) existe una parametrizacién
Xi:Ul———M en p con ¥(X1(Ut))c¥i(V)) tal que Y  'eyoXi:Ui—R" es
una funcién €°. Se sigue de (b} que la definicién es
independiente de la eleccién de las parametrizaciones,

Para AcM, se dice que y:A——N es diferenciable si existe y*:W—N

diferenciable con W subvariedad abierta de M que contiene a A y

W=y,

Definamos ahora la nocidn de vector tangente. Usando nuestra

. . 3
experiencia en R, un vector tangente en un punto p de una
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superficie en R’ se define como a’ (0) la velocidad en p=«(0) de
una curva a=oa{t) en la superficie. Como en el caso de variedades
diferenciales no tenemos un espacio ambiente, usemos una
propiedad caracteristica de vector tangente que sustituya 1la
nocién de velocidad. Para la variedad R", sea a:{-£,e)——R" una
curva diferenciable con a{(0)=p. «a(t)=(xi1(t),x2(t),...,xn(L)),
te(-g,c) entonces a«f (0)=(x{(0),x5(0),...,x,(0))=veR".

Sea f una funcién diferenciable definida en una vecindad de p con
valores en R. Podemos restringir f a la curva a y calcular la

derivada direccional segin el vector veR" como :
dfea naf dx, n 3
ot Jemo = T e T T at lemo T GBS

» La derivada direccional segin v es un operador sobre funciones

diferenciables que depende unicamente de v. Esta es la propiedad

caracteristica que usaremos para definir vector tangente en

variedades.

Sea M una variedad diferencial. Una funcidn diferenciable

a3 (-e,e)—M es una curva diferenciable en M. Supongamos gue

a(0)=peM, y sea D el conjunto de funciones M—-R diferenciables

en p. El vector tangente a la curva en t=0 es la

funcidn:«’ (0) :9——R definida por

10y (£)=oE®
d | S
) dt | t=0.
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En particular, si tomamos la curva coordenada

. a3
X ——X(0,..,%,.,0) el vector tangente a esta curva es (5— )o
X1

Un vector tangente a M en p es el vector tangente en t=0 de
alguna curva o:(-g,e)—>sM con o (0)=p.

Para una parametrizacién X:U——M en p=X(0) podemos escribir 1la
funcién £ y la curva « en esta parametrizacién por
FoX(Q)=F(X1,.0., %), Q=(X1,...,X0)€U0 y X loa(t)=(x1(t),...,xn(t))

respectivamente. . restringiendo f a a obtenemos:

d(EeX)o (X o) (t)
dt ’t=0 dt

b
~
—
o
-
H
——
W13

a8
f (—) )r.
]x1(0) ooy O)f

@ 3

8(feX) af
Expresando —— = ——
axi axt

En otras palabras, un vector tangente a M en p se expresa por

no E:
(*) v=af (0)= ¥ xi (0)(—)

1=1 axi °
independiente de la parametrizacidn X:; depende solamente de las
derivadas de a en un sistema de coordenadas.
El espacio tangente TpM es el conjunto de vectores tangentes a M
en p con las operacicnes usuales en las funciones y una

parametrizacién X1 ———M determina una base asociada

8 3
— ,ee.,— ¢ en TpM.
ax1 dXm
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Sean M" y N" variedades diferenciales y sea y:M——N una funcién
diferenciable. Para cada peM y cada veTpM escdjase una curva
diferenciable a:(-g,£)——M tal que a(0)=p y a’{0)=v, entonces
B=Yoat es una curva diferenciable en N con RB(0)=¥(p) \'
B’ (0)eTy(,)N. Ia funcién dyp: Tp¥—Ty ()N dada por dyp(v)=8’(0)
es una funcidén lineal que no depende de la eleccidén de «, esta es

la diferencial de ¥ en p.

Para X1:Ui——M y Y:Vj—— N parametrizaciones de p y ¥ (p)

3 n
respectivamente la expresién de B7(0) en la base {5——} de
yi
=1

Ty(»N asociada a la parametrizacidn Yj esta dada por:

ayi mooy a
grio) = ( Pxi(X .., x|y
1=1 x4 t=1 Xt
La relacién (x) muestra que f’(0) no depende de la eleccidn de «
Yy s : .
y B (0) = dyp(v) = (5—)()(1(0)) con i=1,..,m; j=1,..,n.
Xt
8y, . .. . ‘ :
Donde (5—) indica una matriz de nxm y {(xi{(0)) una matriz columna
X1
de m elementos. . dyp es una funcidén lineal de TpM en Ty N cuya
matriz en las bases asociadas a las parametrizaciones Xt , Y es
ay )
axy

Para M una variedad diferencial sea TM={(p,v): peM, veTpM}.

Dada {()lh,Ul)}1El una estructura diferencial en M consideremos

las parejas {((Xx,anP) , (Ux,(R"'))} definidas por
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(X1,dXip) : Y1 : UtXR™——X1 (Ui) XTpM ¢ TM

(q,v) »(Xi(q) ,dXia(v))
De esta manera, TM=U{(p}prM:pEM} y dando a TM 1la topologia
inducida por estas funciones, obtenemos una estructura

diferencial sobre dicho espacio.

I.3.DEFINICIONES. {y:M——————N diferenciable y biyectiva es un
difeomorfismo si y':N————M es diferenciable. Se dice dque
Y:M——N es un difeomorfismo local en peM si existe una vecindad
abjerta U de p tal que y|y:U——¥{U) es un difeomorfismo con y(U)

abierto de N.

De estas definiciones es facil ver que si ¥ es un difeomorfismo
local en peM y que si denotamos Y, =¢|, ¥ ¥;! a su inversa en y(U)
aplicando la regla de la cadena, obtenemos

Lepn=A0(¥0) 5o (V51D ()= (Vo) od (U31) i
y andlogamente para la identidad en TypmNi de esta manera,

dip: ToM—-Ty )N es un isomorfismo.

30



Il - PARTICIONES DE LA UNIDAD

DIFERENCIABLES

II.1.PROPOSICION. Sean K,FcR" compacto y cerrado respectivamente,
KnF=¢. Entonces existe una funcién oef” cuyo dominio es todo R",

su rango es [0,1] y tal que o(x)=1 ¥YxeK y o(x)=0 VxeF.

DEMOSTRACION. En dos partes

a) Sea B(ar5)={xem":]x—a|<c}- Mostremos que existe g:R———R de

clase €° positiva en B(a,tg), que toma el valor 1 en B(a,c/2) y

cero fuera de B(a,e).

Sea h:R sR tal gque h(t)=’0 tso
-1/t t>0

R es positiva en (0,»), todas sus

Dada de esta forma h:R

derivadas existen y son cero en t=0.
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h(e2-|x|?2)

Sea g:R"——R dada por g(x)= .
hle2-|x|2)+h{}|x|2-e2/4)

Como el denominador no se anula, g:R"—— R esta bien definida y
es de clase (. Cuando |x|z€ el numerador es cero, g(x)>0 para
jx|<e y cuando 0=|x|se/z g(x)=1. Asi gue g(x)=g(x-a) tiene las
propiedades deseadas.

b) Consideremos ahora B{ai,e) i=1,..,k tal que B(ai,e)<R"~F y

Kk
Kcll;'lB(al,c/z). Para cada B(ai,e) sea g, como en el inciso (a) y

K
definimos o:R"——R tal que o (x)=1- T (1-g, (%)) .

K
¥YxeK o(x)=1; esto es, o(RK)y=1 vy Vxe‘ng(ai,c) oc(x)=0, en

particular para todo xeF; - o(F)=0.

II.2.DEFINICION. Sea M una variedad diferencial, dada U={U1},_
cubierta abierta localmente finita de M, una particidn
diferenciable de la unidad subordinada a U es una familia
<1>={f\:l~l-———->{R}lEl de funciones diferenciables tal que:
1) v¥xeM £1(x)z0 y es cero excepto para un ndmero finito de i’es

en I
— T, T .
2) Sopfi=(fi1 (0,1})cUi Viel

3),LEr(x) = 1 VxeM,
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Observemos que la definicién de ¢ particién de 1la unidad

subordinada a U dada en la primera parte, difiere de esta en gue

las funciones fi:M R son diferenciables y ademdas en aquella

definicién se pedia fi(X-U1})=0 i.e. £i1'(0)>X-Ui . £1'(0,1]cth vy

. PP e
aqui se pide (£1°(0,1])cUs.

II.3.PROPOSICION. Sea M una variedad diferencial paracompacta.
Entonces dada cualquier cubierta abierta U de M existe una
particién diferenciable de 1la unidad subordinada a un

refinamiento localmente finito de U.

DEMOSTRACION. Sea U cubierta abierta de M, existe w refinamiento
de U por elementos de la forma W=Xi(B(0,1)) y W compacto (esto se
puede hacer tomando adecuadamente las vecindades coordenadas).

M paracompacto =» existe V refinamiento abierto localmente finito
de W y por tanto de U. Ademés, si VeV ¥ es compacto y V es una
vecindad coordenada. Es més, existe V'’ reduccién precisa de V
(porque M es metrizable). Ahora bien, como V es vecindad
coordenada y V’cV =» existen KcAcB(0,1) compacto y abierto
respectivamente tales que: Tr=x1 (K) y V=X1(A).

Por II.1 existe gv:R"——R diferenciable tal que gv(K)=1 y
gv(R"-A)=0.

Sea hv:M——I definida por hv=gveXi' diferenciable.

hv es tal que hv(x)=0 ¥YxeV y hv(x)=1 vxeV’,
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Sea F:M-————R dada por F(x)=v§}w(x), F esté&d bien definida es

siempre mayor que cero y es diferenciable porque V es localmente

_hv(x)

finita. . fv:M MR; fv(x)=
F(x)

es diferenciable y ¢={fv}vev es

una p.d.u. subordinada a V.

En el siguiente resultado haremos una aplicacién diferente de las
particiones de 1la unidad, ahora para la extensién a toda 1la
variedad de wuna funcién diferenciable dentro de un conjunto
cerrado, la cual es continua en todo M; de manera gque fuera de
ese conjunto cerrado nuestra nueva funcién diferenciable se
aproxime tanto como deseemos a la original. Para ello
necesitaremos del siguiente teorema de Weierestrass sobre
aproximacién de funciones continuas por medio de polinomios.

Sea f:K——R una funcién continua cuyo dominio K es compacto en
R". Entonces dada £>0 existe una funcién polinomial P:R"—R tal
que |f(x)-P(x)|<e vxeK (Bartle. The elements of real analysis

pag. 186).

II.4.,PROPOSICION. Sea M una variedad diferencial paracompacta y

AcM cerrado (posiblemente vacio). Para g:M——R continua tal que

g|l. es diferenciable y &:M——R continua y positiva , existe
h:M——5R diferenciable tal que g(p)=h(p) si peA y

lg(p)~h(p) |<e(p) si peM.
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DEMOSTRACION. Como g diferenciable en A cerrado = existe
g¥;W’'——R diferenciable con W’ abierto de M que contiene a A y
g* =9 Dado peA existe Up vecindad abierta de p con cerradura
compacta tal que UpcW’. Sea c=min{c(q):qeﬁp} » existen abiertos
Vp,Vp'cUp tales que |g(q)-g(p)|<c/z vaeVp y  |g*(q)-g*(p)|<e/2
vgeVp'. Sea Ve=VprVi's |g(g)-g*(q)|<e.

Sea WO=pQAVp » We es un abierto que contiene a A y VdgeWo
{g(a)-g*(q) [<e(q) . Sea ho=g*|,.

Consideremos ahora M-A, cubrémosla con vecindades coordenadas,

{(U:,xl)}m, con Xi:Ui=B(0,281)——Xi (U1)cH~A vy si

X1(B(0,81))=Wi; {w'}le[' cubre a M-A. Sea cx=min{€(q);qsﬁ,} y

sea P1 un polinomio que satisfaga la condicidén de Weierstrass

para €1 y geXi en B(0,51)

Definimos ht:M——R; hl(p)=Pl°XI1(p) si peWi y cero en otro caso.
» |hp(qg)-g(q)|<e(q) en Wi (notemos que hi es diferenciable en Wi
y puede no ser continua fuera de Wi).

Para simplificar nuestra notacién hagamos I=I‘u{0}, asi,

sea {fx:M—'——aI} una particién de la wunidad subordinada a

1€l
{w‘}xel 2 fi*hi:M——R es una func.én diferenciable gque se anula

fuera de sopfichi. Sea h:M >Ry h(p)=‘?:;xf1(p)hx(p
diferenciable, como lglfwl se tiene que: jg{p)-h(p)|
=[,LE(p)g(p) - LE(Pyhu(p) | = L £1(p) [g(p)=hi(p)|

si peWi = £1(p) (I(p)-hi(p))=0 y si peWwr » [9(p)-hi(p)|<e(p). Por

lo que |[9(p)-h(p)|<e(p) VpeM y hi,=g.
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Como una consecuencia de este resultado veamos una nueva forma

del teorema de extensién de Tietze (Un espacio topoldégico X es
nermal e para cada cerrade AcX, cada funcién continua f:A———R
tiene una extensién continua f:X-————1+ R. Dugundji. Topology

p&g.149.)

II, 5. PROPOSICION, (Teorema de extensidén de Tietze para variedades
diferenciales). Sea M una variedad diferencial paracompacta y AcM
un subespacio cerrado de la variedad. Entonces cualquier funcién

diferenciable f:A— R tiene una extensién diferenciable f£:M— R

DEMOSTRACION. Como f:A——R diferenciable significa que tiene una
extensién diferenciable a un abierto U de M que contiene a A, y

ya que M es normal, por el teorema de Tietze, f tiene una

extensién continua g:M R. Aplicando la proposicién anterior

para €:M——R; e(p)=1 VpeM, existe f:M »R diferenciable tal gque

36



i METRICA  RIEMANIANA

III.1.DEFINICION. Un campo vectorial diferenciable V sobre M es
una funcidén V:M—>TM tal que V(p)eTpM

con VpeTpM y tal que para cualquier sistema de coordenadas (X,U)

o a
las componentes V!(p):M—— R del vector V(p)=l);lv‘(p)a— son
= x1

diferenciables.

III.2.DEFINICIONES. Un producto interno en un espacio vectorial Vv
es una funcién p:VxV——R bilineal simétrica y positiva definida.

Usaremos también la notacién <,>. Al producto interno usual en R"

m
lo denotaremos «V,W» = l);thWx.
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Una estructura Riemanniana sobre una variedad M consiste de una
funcidén ¢ en M que a cada peM le asocia ¢p un producto interno en
TeM tal que para cualesguiera dos campos vectoriales
diferenciables V,W la funcién M——R; p———pp(V(pP) ,W(D))
diferenciable.

Observemos gque en un sistema de coordenadas (X,U) podemos

escribir
m 6 m a
ep(V(P) ,M(P)) = @p( L Vi(p)—, LW (p)—)
1=1 axi J=t %)
; LI,
= i J R _—) = i ] g
1)=1v (P)WI(p) wp(a)“ ' GXJ) U=1V (PYW(p)9i,i(p)
a 3
asi{ las funciones 9,j(p)=(—— , —) son diferenciables.
axi oax}

III.3.PROPOSICION. Sobre cada variedad diferenciable paracompacta

se puede definir una estructura Riemanntiana.

DEMOSTRACION. Por II.3, podemos tomar u={(m,xn}lEI cubierta
abierta localmente finita de M con una particién diferenciable de
la unidad @={f1:M———aR}lEI subordinada a U.

El difeomorfismo Xi:Ui——Xi1(Us) induce el producto interno

PL(V,W) = « dXip(V),dXip(W) ». V V,WeTpXi(U1) que identificamos

con TpM V¥V peXi(U:i).

es

Para cada ieI y cada peM sea FL:TpMxTpM————R dada por

FL(V,Wy=fi1(p)p}(V,W) si peXi(Ui) y Fi(V,W)=0 si peXi(U1); como

sop(f1)cX1(Ur) FY estd bien definida.
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Observemos que Fl:TpMxToM——sR es bilineal simétrica vpsM. Como
la suma de formas simétricas es simétrica, ¢p:TpHxTpM———R dada
por wp(v,w)=n§tF;(V,w), donde todos 1los sumandos excepto un
nimero finito son cero, es bilineal y simétrica VpeM. Ademas ¢p

es positiva definida, ya que para cada peM existe al menos alguna

jeI tal que fy(p)>0 por lo gque pp(V,V) = lg[ft(p)wl(V,V) =0

2 9,(Vp,Vp)=0 = <« dX75(Ve) ,dXib(Ve) » = 0 lo cual solo puede
ser si Vp=0. . ¢pp es la estructura Riemanniana que estabamos
buscando.

III.4,DEFINICION. Sea y:[a,b]——H una curva de clase ot i.e. de
clase ' por pedazos sobre una variedad Riemanniana M. Su
longitud estd dada por el valor de la integral

b dy d

¥ 47 12
L7=I( L e
(7) (@7“’(dt’dt)

a
El valor de la integral es independiente de la parametrizacién.
En vista que las variedades son localmente conexas por
trayectorias, toda variedad ccnexa es conexa por trayectorias; es
mds, cualesquiera dos puntos est&n conectados por una curva de

clase 9.

III.S5. PROPOSICION. En una variedad Riemanniana conexa d:MxM——R

d(p,q)=infimo{L(7);, de p a q es de clase 3{} es una métrica, la

métrica Riemanniana, cuya topologia coincide con la de variedad.




DEMOSTRACION. De su definicién se. tiene gque es simétrica y no
negativa. Para la desigualdad del tridngulo, usando el hecho que
una curva o de P1 a P2 y una 8 de P2 a P31 se puede juntar a una
curva ¥ de P1 a P3 pasando por Pz cuya longitud es la suma de las
longitudes de las dos curvas.

d(Pl,p3)=inf{L(1):7 de p1 a ps}SL(n) tal que 7. de pt a p3 pasa
por p2, asi que tomando infimo del 1lado derecho, se tiene la
desigualdad requerida.

Nos resta ver que P diferente de 9 » d(p,q)>0.

Para esto, veamos las siguientes desigualdades; sea peM, (U,6X)

vecindad coordenada de p tal que B{(0,1)cUy y X1 (0)=p. Para xeU
sean qi,3(x)=4d1,3(dq) con g=X(Xx) las funciones del producto

interior ¢q; son simétricas y positivas vxeUi. Entonces para cada

re(0,1} la funcién Gr:B(O,rrxs"" "R dada

G:-(x,cz)z(UTi::\lgl,J(x)oclacj)Vz es continua y positiva con dominio
compacto por lo gue su imagen tiene un minimo mr y un méximo Mr
(notemos que si definimos <ax, Bx>,=pa(dX(cx) , X (Bx}) ) con
ax, BxeTxR”  g=X(x) VxeU estamos trasladando el producto interno

del espacio tangente en la variedad al tangente ea R". De esta

m 172
manera, <o,o>.?=(pq(dX (a) ,dX(u)))“2=(”§19\,J(x)a‘a3) ).

Asi tenemos:

0 172
0 <m =m s (13)—:1g"’(x)°‘\“1) s Meos M
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1
y entonces

Mas atn, si B=(8',..,B")eR"-{0}, a=B/|B|es™
( m )2
(1) 0 < m|Bg| =nm|B]| = Uglgl,j(x)ala, s Me|B| = M1|B]

si qsB(0,1), consideremos una curva y:(a,b]——X(B(0,1))

diferenciable por pedazos tal gue y(a)=p y 7(b)=gq, luego

-1 e . _b( )"f X . )72
AXztn (5)= (5 (£), -, % (8)) v L) =[C Lonix(e)) ki (05, 6)) "t
a
b b n
y [laxzi, (9 lae = [(Lsecen'Zae =) x @-x" ) | =|x" (@)
a a

por (1) e integrando obtenemos

0<m1|XTl(q) |= mrlel(q) | sL(y)s MrlXTl (@) | sMx}XIi(q) |
de donde VYqeX(B(0,1))
(2)  o<m|Xi'(q)|s mr|Xi'(q) | =d(p,q)s Mr|Xi'(Q)| =M:]|Xi'(q) |
. si gex(B(0,1)) y g diferente de p, X'(g) es diferente de cero

por lo que d(p,q)zm>0

Ahora supongamos que deM es diferente de p y ge¢X(B(0,1)). Por

conexidad, para cualquier curva y de p a g como antes existe c,

a<c<b, 7'=7|[°cfx(8(0,1)) ¥y |x*(7'(c))|=1, entonces
q’=r’(c)eX(B(0,1,), q’ diferente de p. Es claro que
L(y)zL(y’)zd(p,q’)zmi>0 de donde d(p,q)zmi>0. -~ Vp diferente de g

d(p,q)>0 y d:MxM——R es una métrica.
Para probar la equivalencia de las topologias basta probar para

peM y con la notacidén anterior que toda Br=X:i(B(0,r)) O<r=1
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vecindad de p en la topologia original de M contiene una e-
vecindad Vc={qu:d(p,q)<c} en la topoleogia de la métrica
Riemanniana d e inversamente.

bado 0<rsl sea e£=m,r>0, si geVe(p) por (2)

[X"'(q) |s(1/m)d(p,q)<e/m=r = Vmr(p)cBr,

Ahora dada €>0 sea r=min{c/M1,1} si geBr qu(q)]<r y por (2)

d(p,q)SMr[Xq(q)]<M1rsc ~» BreVe(p); Y las topologias ceinciden.

III.6.DEFINICION. Un grupo de Lie es un grupo 06 con una
estructura diferencial tal que la funcién GXCG——6

(x,y)—>xy ! es diferenciable.
con lo que las traslaciones izquierda y derecha definidas de
G———06 por: Lx(y)=xy ; Rx(y)=yx son difeomorfismos.
Una estructura Riemanniana en 0 es invariante a la izquierda si:
<u,u>, = <d(Lx)u,d(Lx) V>, vx,yeG ; u,velTy6. i.e. si Ix es
una isometria. An&logamente definimos una estructura Riemanniana
invariante a la derecha; y una estructura invariante a la derecha
e izquierda es bi~invariante.
Para introducir en 6 una estructura invarjante a la izquierda
tomemos cualquier producto interno <,>, en Te® y definimos:
<u,v>, = <d(Ly-1)u,d(Ly-1)v>, vxeG ; u,veT«b,
Como Lx es un difeomorfismo, esto define wuna estructura

Riemanniana invariante a la izquierda.
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III,7.DEFINICION. Una funcidén afin propia de R es una funcién
g:R—-—R definida por g,,,(t)=yt+x ; t,x,yeR, y>0.

El conjunte 4 de las funciones g, , con (XIY)EN={(x,y)erR2:y>0} es
un grupo con la composicidn, esto es:

Sean g,,, ; dy,, €

1) GuyoGe,y (B) = gy (y/t+x’) = y(y/téx/)+x = yy'teyx/+x =
Gyx'+x,yy' (L) € 4.

2) 9o,1°Ux,y (L) = gy y (L),

3) g—x/y,l/yngx,y(t) = 90,1(t)

Ahora, daremos a H una estructura de grupo através de la funcidn
biyectiva ¥id—0H
O,y (X, ¥Y) .
Denotemos por 2=(X,y) los puntos en H, entonces
ZxZ' = (X, Y) & (x7,y7) = Bl (x,y) o (TH(x7,y7)) = (yx/+X, YY)
i=(0,1) es la unidad de (M,s) y 2 '=(-x/y,1/Y).
H es una variedad diferencial de dimensién 2 y las f’unciones
HXH———H H H———H
(21, 22) ——Z1°Z2 771
son diferenciables por cdémo estdn definidas.

» H es un grupo de Lie.

. . 2
Tomemos ahora el producto interno euclideano usual en R® en TiH

«u,ver = u,v,+u,v, con u,veTiH
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Recordemos que si Zo=(Xo,Yyo)e€H Lzt = L;::M estd dado por
- - Y
Lz0(2) = Z5'42 = (— - — , ;) = (E@) (2.

=]

Ahora, dado U=(u:,uz)eTzH calculemos

-1 a(f1,£2) (y u 1 1
azhz = Zom ] < por o | ) < S =

a(x,y)
. 1 1 1
Befinamos ahora <U,V>z = «—U,—V» = —(u,v,+U,v;}
Yo Yo Yo
vu, veTzH ; VzeH
1
g11=gaa= ,  g12=g21=0 en Zo=(Xo,Yo)eH y gu=gaz=l , gia=g21=0
Yo

en I la unidad en H. 1I.e. hemos construido wuna estructura
Riemanniana invariante a la izquierda sobre H a partir de 1la
estructura euclideana en la identidad del grupo; y hemos probado

la siguiente:

IIXI.8.PROPOSICION, El conjunto de funciones afines propias con la
ley usual de composicién es un grupo de Lie 6. Como variedad
diferencial es el espacio hiperbélico H y una estructura
Riemanniana invariante a la izgquierda de & que coincide con la
euclideana 9n=Y%aea=1 ; %12=921=0 estd dada por Yn=%z=1/yo’;

912=921=0,
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