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INTRODUCCION

Un problema central en geometria riemanniana es el estudio de var-
iedades completas M cuya curvatura seccional K tiene un signo fijo. Si
M es una variedad completa de dimension n > 2 con curvatura seccional
I; > 0 para todos los planos tangentes ¢, entonces los resultados mds
significantes fueron obtenidos cuando K, > 6 > 0, ya que por un teorema
cldsico de Myers M necesariamente es compacta.

Cuando K, > 0 y dim(Af) = 2 Cohn-Vossen obtuvo el siguiente resul-
tado:

Teorema : En dimensién 2 una variedad completa no compacta de cur-
vatura no negativa es difeomorfa a R? o es plana.

La demostracién de este resultado se baso en argumentos que involucra-
ban el teorema de Gauss-Bonnet para poligonos geodésicos. Tales argumen-
tos no son fdcilmente generalizables para dimensiones altas. No obstante,
existe una nocién importante de la teoria de Colhin-Vossen la cual admite
una generalizacidn: la nocién de lo que nosotros llamaremos un punto simple
en una variedad riemanniana.

Un punto p € M es simple si no existen lazos geodésicos basados en
el. Cohn-Vossen demostro que el conjunto de puntos simples es siempre
no vacio si K, > 0 v dim(M) = 2, nosotros demostraremos que los pun-
tos simples existen en todas las dimensiones si Ay > 0. Demostraremos
también que la existencia de uno de estos puntos tiene fuertes implicaciones
topoldgicas, va que concluiremos que M es contraible y difeomorfa a R"
para casi todas las dimensiones.

En el Capitulo 1 estudiamos propiedades globales de variedades rie-
mannianas. Demostramos el teorema de Hopf-Rinow y vemos como conse-
cuencia el teorema de Hadamard.



En el Capitulo 2 enunciamos el teorema del Indice de Morse para es-
tudiar el comportamiento de las geodésicas en una variedad.

En el Capitulo 3 introducimos conceptos relativamente nuevos con el
proposito de determinar la estructura topoldgica de una variedad rieman-
niana completa de curvatura positiva y demostramos que la existencia de
un punto simple implica que la variedad debe ser contraible.
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constante. Supondremos de aqui en adelante que nuestras geodésicas estan
parametrizadas por longitud de arco.

DEFINICION :Sea 7 : [0.a] — A una geodésica, un punto 5(t,) donde
to € [0,0a] es conjugado de (0) a lo largo de 7, si existe un campo de Jacobi
J alo largo de v, no identicarnente nulo, con J(0) = J(t,) = 0.

DEFINICION :El numero de tales campos linealmente independientes es
la multiplicidad del punto conjugado ¥(1,).

Observemos que si 4(t,) es conjugado a (0), entonces y(0) es conjugado
a ¥(t,). Observemos también que si dim(M) = n, existen exactamente n
campos de Jacobi linealmente independientes a lo largo de una geodésica
v : [0,a] — A4, que se anulan en y(0), esto se sigue de que los campos de
Jacobi Ji, ..., J son lincalmente independientes si y sélo si J{{0),..., J;(0)
son linealmente independientes, visto esto el campo J(t) := t7/(¢) nunca se
anula para t % 0. Por ello la multiplicidad de un punto conjugado nunca
excede n — 1.

Notemos que dada una geoésica v : [0,00) — M podemos asociarle a
p = 7(0) el primer punto conjugado a p a lo largo de v, a este punto se le
llama el punto de corte.

DEFINICION :El conjunto de (los primeros) puntos conjugados a un
punto p en M para todas las geodésicas que pasan por p se llama el lugar
de puntos conjugados a p y lo denotaremos por C(p).

Estudiaremos un poco las propiedades globales de las variedades rieman-
nianas y veremos como aplicacién de este estudio los teoremas de Hopf-
Rinow y de Hadamard. De ahora en adelante se supone que todas las
variedades son conexas.

DEFINICION :Una variedad riemanniana N es extendible si existe una
variedad riemanniana M tal que N es isométrica a un subconjunto propio
abierto de M, en caso contrario se dice que N es no extendible.
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DEFINICION :Una variedad riemanniana Af es geodcsicamente completa
si Vp € M, la aplicacién exponencial exp, : TobAl — M estd definida
Vv € T,M, i.e., si las geodésicas ¥(t) que parten de p. estdn definidas para
todos los valores de los parametros 1 € R,

PROPOSICION : §i M es completa, entonces es no extendibie.

. Demostracion :

Supongamos que A{ C A es isométrica a un subconjunto propio abierto
de una variedad N. Por la conexidad de N la frontera dAf de A en N
es no vacia, sean p € gAM y U € M una vecindad normal de p en N, sea
g € UMM y 7(t) una geodésica en NV con v(0) = p v 7(1) = ¢, entonces
a(t) 1= y(1 — 1) si [t} < & es una geodésica en M con o(0) = g, pero esta
geodésica no esta definida para ¢ = 1, lo que contradice el hecho de que A
es completa. &

Se puede mostrar que el inverso no es cierto, y consecuentemente la clase
de las variedades riemannianas no extendibles es mayor que la clase de las
variedades riemannianas completas.

Ahora induciremos una distancia en una variedad riemanniana M como
sigue: dados dos puntos p.q € A considerenos las curvas diferenciables
por partes que unen p y g v denotemos este conjunto por £2, 4, como M es
conexa, al menos existe una curva.

DEFINICION :Definimos d(p,q) := inf{L{y)ly € Q,,}. donde L(y) es
la longitud de .

PROPOSICION : Con la distancia d, M es un espacio métrico, esto es
(1) d(p.r) < d(p.q) + d{g.7)

(2) d(p,q) = d(q,p)

(8) d(p,q) 20 yd(p,q) =0+ p=g¢q

Demostracién :

(1), (2) y (3a) son inmediatas de la definicién de infimo, por lo que falta
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Sea A = {s € [0,7]ld(y(s),q) = r ~ s}, A es no vacio pues al menos 0 € A4,
es claro que A estda acotado por r. Queremos demostrar que supd = r y
como A es cerrado, entonces r deberd estar en A, i.e., y(r) = g, pero para
esto basta con demostrar que si sy < r cumple (1) entonces sg+a cona > 0
también cumple (1), para demostrar esto, sea B,(7(sp)) una bola normal en
v(so) ¥ sea T' = 0B, (7(sp)) su frontera, y yo = min{d(z,q)|z € T}. Basta
demostrar entonces que yo = (so + a). Supongamos que efectivamente
pasa lo anterior, como

d(y(s0)),q) = a+ min d(z,q)

= a+d(yo,q)
= d(7(s0),9)
=Tr—3=5

lo cual implica
r—so=a+d(y,q)
=a+d(7(se +a),q)

y por lo tanto d(y(so+a),q) = r—(s.+a), i.e., se satisface (1) para s, +a.
Para demostrar que 7(s, + a) = y, observemos que

d(p,yo) > d(p,q) —d(q,y0) =7 —(r—s,—a)=s,+a

Si tomamos una curva “quebrada” que una a py y,, tal que va de p a y(s,)
por v y de y(s,) a y, por un rayo geodésico, entonces, esta curva tiene
longitud s, + a, luego d(p, y») = 8, + a y como minimiza resulta geodésica,
de donde se concluye la demostracién.

Demostraremos ahora las equivalencias:

a) = b)

Sea A un cerrado y acotado, A C M. Como A4 es acotado, A C B, donde
B es una bola métrica con centro en p. Por (f) existe una bola B.(0) C
T,M tal que B C ezp,B:(0), como la imagen continua de un compacto
es compacto, y como A es un cerrado en un compacto, tenemos que A es
compacto.
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b) = ¢)

Basta con observar que el conjunto {p,} formado por una sucesién de
Cauchy es acotado, de hecho estd contenida en un compacto, v por lo tanto
contiene una subsucesién convergente, de donde la sucesidn original con-
verge.

¢) == d)

Supongamos que M no es geodésicamente completa, entonces alguna geodé-
sica normal 7 de A esta definida para s < s, ¥ no estd definida para s,.
Sea {s,} una sucesidn tal que s, — s,, entonces dada € > 0 existe N, tal
que n,m > N, = |, — s;m| < ¢, de donde se sigue que :

d(7(£n)a7(sm)) < lsn - SmI < €

i.e., {7(sn)} es una sucesién de Cauchy en Af. Como M es completa en
la métrica d, {y(sn)} — po en M. Sea (W,6) una vecindad totalmente
normal de p. Sea N tal que si n,m > N; entonces |s;, — s, < § ¥y tal
que Y(sn),7(sm) € W, luego, existe una geodésica g de longitud menor que
& que une a y(sn) ¥ 7(sm). Es claro que g coincide con 7y donde « esté
definida, pero g estd definida a partir de ¥(s,) en un intervalo de longitud
6, de donde g extiende a y mds alld de s,.

d=>a)
Se sigue de la definicidn.

b e)

=>)

Definimos K, = {& € M|d(z,p) < n}, claramente K, C K, y entonces
UK, =M.

=)

Por ser A acotado existe n tal que A C I{;,, pero A es un cerrado en un
compacto, lo que implica que A es compacto. &

Como consecuencia de este Teorema tenemos:

Corolario :Si M es compacta, entonces M es completa.
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Corolario :Una subvariedad cerrada de una variedad completa, es completa
con la métrice inducida, en particular las subvariedades cerradas de un
espacio cuclidiano son completas,

La idea es usar estos resultados para probar propiedades “globales” de las
variedades, como por ejemplo:

TEOREMA :(Hadamard) See M una variedad riemanniana completa,
stmplemente conera con curvatura seccional K(p,o0) < 0Vp e M yVo C
T,M donde o ¢s un subespacio de dimensién 2, entonces M es difeomorfa
a R".

Necesitamos para la demostracién la ayuda de algunos resultados prelimi-
nares que ahora demostramos.

Lema 1 : Sea M una variedad riemanniana completa con K(p, o) < 0Vp €
M yVo C T,M, entonces Vp € M C(p) = 0, en particular lo aplicacion
exponencial expy, : T,M ~— M es un difeomorfismo local.

Demostracion :

Sea J un campo de Jacobi no identicamente nulo a lo largo de una geodésica
7 : [0,00) — M donde y(0) = p y J(0) = 0 entonces

<J,J>=2<JJ >
< J>"=2<), 0 >+2<J"J>
=2|J' ]2 -2 < R(Y, )y, J >
y recordemos que h'(y',J) = SR(—J;’CTJ}—T}J—E lo cual junto con K(p,o) <0
implica que
<J,J>">0

de donde se sigue que < J,J >’ (t3) >< J,J >' (1) si to > #; como
J'(0)#£ 0y < J,J > (0) = 0 se sigue que también para ¢ suficientemente
pequeiia se tiene que:

< J,J>(t)>< J,J > (0)
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de donde Vi > 0 < J,J > (1) > 0 y 4(¢) no es conjugado de ¥(0) a lo largo
de 7. La segunda observacidn es consecuencia de este resultado ya que
los puntos criticos de la exponencial resultan ser precisamente los puntos
conjugados a v(0). =

Lema 2 : Seo M unc variedad riemennione y f : M — N an difeomor-
fismo local sobre una voriedad N, que posee le siguiente propiedad: ¥p € M
y Yo € TpM |dfp(v)] > |v]. Entonces f es una funcidn cubriente.
Demostracion :

Por las propiedades de espacios cubrientes, basta demostrar que f posce
la propiedad de levantar arcos de N, ie., dada una curva diferenciable
¢:[0,1] — N y un punto ¢ € M con f(g) = ¢(0) existe g : [0,1] — M
cong(0) =qy fg=rc

Para probar lo anteriar, observemos que, como f es un difeomorfismo local
en g, existe 6 > 0 tal que es posible definir g : {0,6] — M con ¢(0) = ¢
y fg = ¢, esto es, es posible levantar ¢ en un intervalo pequefio a partir
de g. Como [ es un difeomorfismo local en todo M, €l conjunto de valores
A C [0,1] para los cuales ¢ puede levantarse en A a partir de g, debe ser un
intervalo de la forma A4 = [0,1,).

Si mostramos que ¢, € A, tendremos que A es un abierto y cerrado en el
[0,1], de donde A = [0,1] ¥ ¢ puede ser levantada. Para demostrar que
t, € A, sea {tn} una sucesién creciente en A tal que t,, — t,, entonces
{g(1,)} estéd contenida en un compacto K C M, ya que si esto no se diera,
como M es completa, la distancia de g(t,) a g(0) serfa arbitrariamente
grande ya que:

dt

tn d
Loy, (v) = / || dt
0

fn dg '
=/0 Idfg(oy (- M dt

{a
> /0 lfj-,f’-l dt
> d(g(tr), 9(0))

lo cual nos dirfa que la longitud de ¢ de 0 a 1, es arbitrariamente grande,
lo cual es un absurdo, lo que demuestra la afirmacidén hecha.
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Como {g(t,)} C I, entonces existe un punto de acumulacién r € M de
{g(tn)}. Sea V' una vecindad de r tal que f|}’ es un difeomorfismo, entonces
c(t,) € V y por continuidad existe un intervalo I C [0.1] tal que ¢(I) C f(z).
escojamos n tal que g(t,) € V y consideremos el levantamiento h de cen [
que pasa por r, los levantamientos g v h coinciden en [0,1,) N I. pues f|V
es biyeccidn, por lo que h es una extension de g en I, de donde se sigue que
g estd definida en 1, y por lo tantot, € A. ®

Demostracién :( Teorema de Hadamard )

Como M es completa, exp, : Tp,Al — A estd bien definida Vp € M y
es suprayectiva, por el lema 1, ezp, es un difeomorfismo local, lo que nos
permite introducir una métrica riemanniana en 7,Af de tal forma que exp,
sea una isometria local. Esta métrica resulta completa, pues las geodésicas
de T,M que pasan por el origen son rectas. Por el lema 2, exp, es un
mapeo cubriente, y como A es simplemente conexa, entonces exp, es un
difeomorfismo. m

Llamamos a un punto p € M un polo si C(p) = 0, entonces todo punto de
una variedad completa M de curvatura no positiva es un polo de M.

Sin embargo, existen variedades no compactas de curvatura positiva que
tienen polos, como por ejemplo el paraboloide de revolucién

9
s=a"+ yz.

En realidad se puede demostrar algo mas general :

TEOREMA : 5i una variedad riemanniena M completa y simplemente
coneza tiene un polo, entonces M es difeomorfa a R".

Para una demostracién de este Teorema ver [6].



Capitulo 2

Teorema del

Indice de Morse

Sea v : [0,a] — M una geodésica. Denotaremos por V el espacio vectorial
- de campos vectoriales V' diferenciables por partes a lo largo de v que se
anulan en los extremos de 7, i.e.,, V{0) = V(a) = 0.

DEFINICION :La forma indice de -y es una forma cuadrdtica asociada a
la forma bilineal simétrica I, definida por:

L(V,W) = / {<V,W'> - <RH,V)Y,W >}dt
0
donde V,W g V,

De manera general llamamos fndice de una forma bilineal simétrica B en
un espacio vectorial E, a la maxima dimensién de un subespacio de E en
- la cual B esté definida en fortna negativa. La nulided de B es la dimensién
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del subespacio de E formado por los elementos v € E tales que B{v,u) =0
Yw € E. Tal subespacio es el espacio nulo de B.

DEFINICION :Decimos que B es degenerada si su nulidad es estricta-
mente positiva.

TEOREMA (Indice de Morse) : El indice de la forma I, es finito e
igual al niimero de puntos y(t) con 0 < t < a, conjugados a ¥(0), cada uno
contado con su multiphcidad.

Recordemos que la multiplicidad de un punto conjugado era el nimero de
campos de Jacobi linealmente independientes que se anulaban en el.

Antes de demostrarlo, demostraremos unos lemas.

PROPOSICION :Un elemento V € V pertenece al espacio nulo de I, si
y selamente si V es un campo de Jacobi a lo largo de .

Demostracién :

Observemos primero que como V es diferenciable por partes, para un nd-
mero finito de puntos ¢; se tiene que:

DI’( )# (t+) j=1,...,k—1

donde %%(tj ) = limyy; Dd:/ )y DV (1‘+) = llm1>t_., T “(t)
entonces

LV, W)= - / <V"+ RO, V)Y, W > dt
0
’ k—1
+Z< (t+) #)H(f)
j=1

Si V es un campo de Jacobi, entonces estd en e] espacio nulo de I;. In-
versamente supongamos que I,(V,IV) =0VI¥ € V. Sea0 =1, < t; <
++ < t = a una particién de [0,a] tal que V|[t;-;,;] es diferenciable. Sea
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f :]0,a] — R una funcién diferenciable, f(t) > 0sit # ¢; y f(t;) =0
para j =0,...,k.
Definamos W (t) = f($){(1"' + R(y’',V')7') entonces:

0=I,(V.") = / PO + RO VIR di
se sigue entonces que V' es campo de Jacobi en [t;-1,¢;], ahora definamos:

DV DV, _ .
T(t)= 7 ()= — () j=1..h=1

lo cual implica que:

DV DV
0=1(WT)= Z =) - Pl

por lo que V es de clase C? en cada t;, por la unicidad de las soluciones de
una ecuacién diferencial ordinaria V' € C, y por lo tanto V" es un campo
de Jacobi, =

Corolario :I, es degenerada st y solamente st los puntos y(0) y v(a) son
conjugados a lo largo de v. En este caso la nulidad de I, es igual a la
multiplicidad de v(a) como punto conjugado.

Como cada punto de M estd contenido en una vecindad totalmente normal
de radio 6 (i.e. tal que dados cualquiera dos puntos en ella existe una
tinica geodésica minizante entre ellos de longitud menor que &) y ¥([0,a])
es compacto, podemos escoger una particibn 0 =t, < t); < --- < tx = a de
[0,a] tal que 7|[tj—1,1;] esté contenida en una vecindad totalimente normal.
Asi, cada v|[tj~1,1;] es una geodésica minimizante.

En lo que sigue, se supone que estamos trabajando con una de estas parti-
ciones.

Sea V™ el subespacio vectorial de V formado por los campos V tales que
V|[ti-1, %] ¢ = 1,...,k es un campo de Jacobi. V™ tiene dimensién finita.
Sea V71 el subespacio vectorial de V constituido por los campos W tales
que W(t;) =0parai=1,..,4k
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PROPOSICION :V = VY@V, ylos subespacios V' y V= son ortogo-
nales con relacion a I, visto esto I, restringida a V¥ es positiva definida.
Demostracién :

Primero veremas que realimente es suma directa.

Sea V € Vy W € V™ tales que W(i;) = V(t;). Como 7{[t;~1,1;] no posee
puntos conjugados, W existe, por lo que V7 — W € V*, de donde se sigue,
que su suma es V, supongamos que existe ¥ € VY NV~ entonces por
estar en V* V/({;,.1) = V{¢;) = 0 y por estar en V™~ concluimos que.los
puntos correspoundientes sobre la geodésica son conjugados. lo cual es una
contradiccidn a menos que V = 0. De donde se sigue que efectivamente son
suma directa.

Sean V € V™ y W € V* entonces :

L(V,W) =~ / <V + R\ V)Y, W > dt
0

k~1 .
DV, , DV, _
“*"jE:l < "a‘{‘(ij)-'- —-ET(I‘.J- ),“ (i]) >=0

Por lo tanto V' y W son ortogonales con respectoa I, =

Corolario :El indice de I, es igual al indice de I, restringido a V™, en
particular, el indice de I, es finito, lo mismo pasa con lo nulided de I,.

Demostracién :( Teorema del Indice de Morse )

Sit € [o,a], v := 7][0,1], ¥y su forma indice correspondiente se denotara por
I, i(t) = indice de I,. :

Se afirma que tenemos entonces una funcién 7 : [0,a] — N. Sean t; como
antes, concluimos que i(¢) = 0 en una vecindad del cero, y que i(t) es no
decreciente, i.c., si ¢ > ¢ entonces i(s) > i(t). En efecto, por la definicién
de i(t) existe un subespacio U C 'V, tal que I; es definida negativa en U y
dim(U) = i(t). Todo elemento X € U se extiende a un elemento ¥ € V,
definiendo Y = 0 en [1,s], es claro que I}(X,X) = I(Y,Y) por lo que
i(s) > i(1).

Para obtener otras propiedades de i(t), observemos que el indice de I; es
el indice de la restriccién de I; al subespacio V;, denotaremos igual a la
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restriccion.

Supongamos que ¢ € [tj-1,1;]. Cada elemento de V; estd determinado por
su valor en ¥(ty),...,7(¢;-1), tenemos entonces que V; es isomorfo a la
suma directa:

Vi=T) & &g =25

de donde, al hacer variar ¢ en los espacios V; son isomorfos entre si e
isomorfos a S;. Podemos entonces, considerar las formas cuadraticas I
como una familia de formas en un espacio fijo S;.

Visto esto, como los elementos de V; son campos de Jacobi restringidos a
cada intervalo [tj__l,t j], I, varfa continuamente con la {.

Lema: Sie > 0 es suficientemente pequetia i(t — €) = i(1).
Demostracion :

Como 7 es no decreciente {(t — €) < i(2).

Si I es definida negativa es un subespacio 5 C S; y dim(S) = i(t), entonces
por continuidad existe € > 0 tal que I;. también es definida negativa en
S, lo que implica i(f — €) > i(t), y por lo tanto son iguales ®

Lema: En cada punto conjugado a y(0), i deja de ser continua y da un
salto igual a la mulliplicidad del punto conjugado.

Demostracion : ,

Sea d la nulidad de I;. Demostraremos que para € > 0 suficientemente
pequeno i(t +¢) = i(t) + d.

Sabemos que dim{S;) = n(j—1), por lo que I, es positiva en un subespacio
de dim(V{) = n(j = 1) — i(t) — d, por la continuidad, I;;. es definida
positiva en este subespacio para € > 0 suficientemente pequeiio, i.e.,

ift+e)<n(j—-1)~{n(j-1)~it)—-d} =i(t)+d

Para la otra desigualdad, sea v € Th;_,) v sea Jiv el campo de Jacobi
“quebrado™ (i.e. es campo de Jacobi en cada intervalo [tj_,,1;]) a lo largo
de v, dado por J,(tj—1) = vy Jiu(t) =0.
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Sea V} ., el campo vectorial a lo largo de 74, dado por V;,, = Jy,v en (0,1]
yV =0en[t,t+ €. Por el lema del indice:

e eWVias Vi) > Iipd(Jigeer Jiden)

de donde VI* € S; Ii(V,V) > I+ (V,V). Por lo que si I, es definida
negativa en un subespacio S C §j, Ii4. serd definida negativa en la suma
directa de S con el espacio nulo de Iy, luego i(t +¢) > i(t)+d. =

Corolario :5i7 es geodésica minimizante, i.e. minimiza la longitud entre
sus exiremos, ¥ no posee puntos conjugados.

Corolario :Ef conjunto de puntos conjugados a lo largo de una geodésica
es un conjunto discreto.



Capitulo 3

La Estructura de Variedades

con Curvatura Positiva

Denotaremos por d(p,q) la distancia métrica entre los puntos p,q € M.
Suponemos de aqui en adelante que las variedades son completas y abier-
tas. Suponemos también que todas nuestras geodésicas 7 estan parametri-
zadas por longitud de arco, i.e. ||¥(t)]| = 1 para toda t.

DEFINICION :Una geodésica 7 : [a,b] — M es un segmento si L(y) =
d(p, q) donde y(a) =p y ¥(b) = gy L(v) es la longitud de ~.

DEFINICION :Una geodésica v : [¢,00) ~— M es un rayo empezando en
P = 7(a) si y|[a,b] es un segmento Vb con b > a.

PROPOSICION : Eriste al menos un rayo de p a oo,

Demostracidn :

Escojamos una sucesién divergente de puntos g, € M, para cada g, sea
Yn : [0,an] — A el segmento tal que 7,(0) = p ¥ Ya(an) = gn, es claro
que los vectores direccién 4,(0) tienen un punto limite v en T,M y la
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geodésica v : [0,00) — M, (1) 1= exp{tv) es un rayo, ya que para toda {
fija, 1[0, 1] converge a ¥|[0,1], 1a cual es una geodésica minimizante entre
YOy (1) =

DEFINICION :Una geodésica 7 : R — M es una recta si y}{a, o0) es un
rayo Va € R.

En general las rectas no necesariamente existen en una variedad, como
ejemplo para lo anterior nos sirve el paraboloide de revolucidn z = 22442, va
que si p # (0,0,0) es claro que cualquier geodésica tiene puntos conjugados
a p y por lo tanto no puede minimizar distancia, en el caso de que M sea
simplemente conexa y la curvatura seccional I’ < 0, entonces todas las
geodésicas normales 7 : R — A{ son rectas, lo cual se sigue del Teorema
de Hadamard, ya que si X’ < 0, entonces en 4 no hay puntos conjugados y
por lo tanto minimiza la longitud entre dos puntos cualquiera en ella.

Lema 1 Sea v : B — M una geoddsice parametrizade por longitud de
arco, y v 2 0 a lo largo de v, donde r(t) es la curvatura de Ricci (Para
esta definicion ver [2]) de M en direccidn a y(t). Sir(tg) > 0, entonces la
restriccidon y, de y a [to — 7,10 + 7] tiene al menos indice 1, para todas las
7 > 0 suficientemente grandes.

Mds otin, st la curvatura seccional a lo largo de v es no negativa, Ky > 0
con respecto ol plano o C TyyM, ¥{t) € 0 y K, > 0 en ty entonces el
indice de v es el menosn — 1. .

Demostracion :

Consideremos la ecuacién lineal ¢"” + ap = 0 en la recta real, donde la
funcién a : R — R es diferenciable y a > 0. Sea ¢ su solucién global con
las condiciones iniciales estandar ¢(0) = 1y ¢’(0) = 0, si 2(0) > 0 entonces
la solucién ¢, tiene ceros en ~a; < 0 < asg, ie, ¢ -—-a}) o(as) =

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ty = 0. Para a := r(1)
sabemos que la solucién ¢ tiene dos ceros —a; < 0 < ag, escojamos campos
vectoriales ortonormales y paralelos Xy, ..., X1 a lo largo de « con

< X;,y>=0.

Mostraremos que I{pX;, oX;) < 0 para al menos una 1 < i < n -1,
donde I denota la forma indice de 7 restringida a {—aj,as], de donde si
T > maz(ay,az) se sigue la primera afirmacién.
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Recordemos que I, (X,Y) = foa{< XY > — < R(Y, X)W, Y >}dt de
donde obtenemos

as

HpXipX) = [ {<@'Xig'Xi> - < R(Y,oXi)v', 0X; >)dt
—a
- / (0% = Kao)dt
—ay

donde K;(t) := L, y o cs ¢l plano generado por Xj(t) ¥ 4'. Si sumamos
sobre los indices 1, obtenemos:

n—1 asg

D HpXi,pXs) =/ (0= 1) = (K1 4+ + K1) p?)dt

i=1 —

!

1 n—1 a9 Y
ZI(¢X1',9°X1~)—/ (¢ = rp®)dt
(3]

n-—1 —a

/_% [((0e") — (¢ + r))dt
=0

de donde es claro que al menos un sumando o es cero o es menor que cero.
Para probar la segunda afirmacion, escojamos una funcién m : R — R
diferenciable, m > 0 y m(0) > 0 tal que i, > m(t) para todo o 3 9/(t) con
t€ Ry ko > m(0), v/(0) € o, entonces la solucién de ¢" + me = 0 tiene
como ceros a —aj < 0 < aq, restrinjamos v nuevamente a [—ay,as]. Sea X
un campo vectorial paralelo a lo largo de v con < X,4' >=0. Si | X]| =1
v K(t) := K, donde ¢ es el plano generado por X(¢) y v'(t), entonces

az 5 o aq o
I{pX,pX) = (¢ = Ko*)dt < (' = mep?)dt =0

J—a —-—ay

de donde obtenemos que Ind(y;) > n—1siempre que 7 > max(a;,as). ™

Notemos que este lema no nos proporciona informacion sobre cudles puntos
pueden ser conjugados, sino que sélo nos garantiza la existencia de dichos
puntos. Tenemos ademds unas consecuencias de este lema:
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Corolario : S§i la curvatura de Ricci (o la curvatura seccional) es positiva
en cualquier punto entonces en M no existen rectas.

Corolario: Sila curvatura de Ricci o la curvatura seccional es no negativa,
entonces v (T es la curvatura de Ricci) o K deben ser idénticamente nulas
a lo largo de cualquier recta ~ en M.

Demostracién :

Por el corolario anterior, si existe una recta v en A, entonces la curvatura
de Ricci (seccional) debe ser menor o ignal a cero a lo largo de v, de donde
se sigue que debe ser nula. ®m

Si en el primer lema sustituimos K, > 0 por iy, > 0 el resultado no es
cierto, ya que tanto en el plano como en el cilindro se da la nueva condicién
y claramente existen rectas que pasan por cualquier punto.

Abhora reformularemos de una forma ligeramente mds general el lema 1,
suponiendo que L& > 0 en cualquier punto de A. En lo siguiente £,
denotard el espacio de todas las trayectorias diferenciables por partes
a:[0,1]— M depag.

Lema 2 Sca C C M compacto, entonces existe un conjunto compacto D D
C tal que cualquier geodésica en Q2,4 la cual corta C tiene indice al menos
n —1 para todos p,q € M —~ D.

Demostracién :

Se procedera como en la segunda parte de la demostracién del lema 1, pero
escogiendo una funcién m que acote la vurvatura para todas las geodésicas
normales v : R — A con v(0) € C, (lo cual es posible debido a la
compacidad de C). De donde basta tomar como D = {p € M[d(p,C) < 7}
donde 7 se obtuvo segin el lemal. =

Daremos ahora algunas definiciones basicas:

DEFINICION :Una geodésica parametrizada por longitud de arco v :
~ la,b] — M esllamada céncava con respecto a g € A4, si la funcién continua
s +— d(7(s), ¢) no alcanza un minimo relativo en un punto interior de [a,b].
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Es claro que si 4 es céncava con respecto a g, entonces también lo es
cualquier restriccién de 7.

Lema 3 Sea C C M compacto, enfonces eriste un compacto D D C tal
que toda geodésica y : [a,b] — C C M es concava con respecto a todos los
puntos g € M — D.

Demostracién :

Sea m la funcién que acota la curvatura como en el lema 2 y escojamos
D para C como antes. Sea ¢ la solucidn de ¢” 4+ mp = 0 con ¢(0) = 1
v ©'(0) = 0. Supongamos que g : [a,b] — C es una geodésica regular
en M,q € M — Dy que s — d(70(s),q) alcanza un minimo relativo en
so € (a,b). Sea v : [o,d] — M cond > 7, ¥(0) = ~vo(s0), 7(d) = ¢, si
calculamos la forma indice sobre 5 con X un campo paralelo a lo largo de
v con X(0) = 7y(s0) obtenemos:

I(pX, pX) < Ad(w'g —mep?)dt =0
de donde v no puede minimizar la distancia de ¢ a vy localmente. =
Como consecuencia de este lema obtenemos:
. Corolario Todas las geodésicas periédicas en M son constantes.

Observemos nuevamente que si sustituimos /X > 0 por K > 0 no se
puede concluir el resultado predicho, ya que mientras en el cilindro exis-
ten geddesicas periddicas que no son constantes y su curvatura es If = 0,
en el plano, a pesar de darse lo mismo, las tnicas geodésicas peridédicas son
constantes.

DEFINICION :Un conjunto no vacio A C M es totalmente converosi A
contiene la imagen de toda geodésica y € 2,,, para todos p,q € A.

Notemos que si la variedad M es un R™ ¢l que un conjunto sea totalmente
convexo equivale a Ja definicién de convexidad usual. Si la variedad fuera
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el paraboloide de revolucién, los tnicos conjuntos totalmente convexos son

{(z,y.2) €R®| z2=2?4+y’y:2<apa a€R}

Cualquier interseccidn no vacia de conjuntos totalmente convexos es total-
mente convexa. Algunos conjuntos totalmente convexos son de gran im-
portacia.

DEFINICION :Decimos que p € M es un punto simple si {p} es total-
mente convexo.

Notemos que esto significa que las dnicas geodésicas que empiezan y termi-
nan en p son las geodésicas constantes, i.e., no hay lazos geodésicos basados
en p.

La existencia de uno de estos puntos tiene fuertes consecuencias topoldgicas,
va que el espacio de lazos geodésicos €2, , resulta contraible y por teoria de
Morse, también M.

Lema 4 : Si cxiste un punto p € M tal que p es simple, entonces M es
contraible.
Demostracion :Supongamos que p € Af en un punto simple, denotemos
por §Ip, el conjunto de curvas diferenciables por partes que empiezan y
terminan en p, y por Qxr el conjunto de curvas continuas que empiezan y
terminan en p. Notemos que como E|Q, , no tiene puntos criticos (ya que
no hay lazos geodésicos basados en p) cualquier y € 2, , se puede contraer a
“un punto (Ver seccién 2.4 de [6]), de donde se sigue que 2, es del mismo
tipo de homotopia que p. Observemos también que 7x(Qar) = mpq1 (M)
de donde para demostrar que A/ es contraible, basta con ver que @, y
Qs tienen el mismo tipo de homotopia. Supongamos que no, i.e., existe
k> 1 tal que mx{Qas) es no trivial, entonces por [10] existe al menos una
geodésica basada en p, lo cual es una contradiccidn ya que p era un punto
simple, de donde se sigue que M es contraible. &

De hecho se puede demostrar un resultado mas fuerte que este: Si C' C M
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es un conjunto compacto totalmente convexo, entonces la inclusién de C en
M es una equivalencia homotépica.

Sea 5 : [0,00) — A un rayo, con p = 7(0). Consideremos las bolas
métricas

Bi(7(1)) = {q € M|d(~(t),q) < 1}

i.e., las bolas con centro en 7(t) ¥ radio ¢. Se sigue de la desigualdad del
tridngulo que By, (y(11)) C By, (7(t2)) si 0 < #; < ta. Definimos

B‘)’ = U Bl(')'(t))

>0

a B, se le llama el semi-espacio abierto para +.

Lema 5 (Construccién Baésica) El complemento cerrado M — B, de
cualquier semi-espacio B, es totalmente convezo.

Demostracién :

M — B, es no vacio ya que al menos 7(0) ¢ B,. Supongamos que existe
una geodésica o : [a,0] — M tal que

yo(a), 70(b) € M — B, 7o(s0) € B,

para algin so € (a,b), entonces existe un t; > 0 tal que yo(so) € By, (7(t1))
y un t3 > t; de acuerdo con el lema 3 tal que 4 es concava con respecto a
v(t2), pero yo(so) € By, (7(t2)) y por lo tanto la funcidn s — d(vo(s), v(t2))
alcanza un minimo absoluto en algiin punto interior de [a,b], lo cual con-
tradice lo supuesto. m

Describiremos ahora una construccién basica para conjuntos compactos to-
talmente convexos con respecto a un punto p € M. Sea B = {J, B, la
unién de todos los semi-espacios para rayos v emanados de p. Al ~ B =
ﬂv(]\/l — B,) es un conjunto cerrado y convexo que contiene a p en su fron-
tera, pero M — B debe ser acotado y por lo tanto compacto ya que de lo
contrario podriamos encontrar un rayo de p a oo contenido en A — B, lo
cual es imposible ya que todos los rayos de p a oo estdn en B.
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Lema 6 : Cualquier conjunto compacto C, estd contenido en un conjunto
compacto totelmente convero D. Mds ain, existe una filtracion C; de M,
Ci C int(Ciy1). U2, Ci = M, de conjuntos compactos totalmente con-
V€705,

Demostracion :

Para todo punto g € M —C existe un segmento v : [0,b] — M del conjunto
cerrado C a g, i.e.,

¥(0) e C, ~b)y=4q, p(C,q)=inf{d(p.q)lpe C}=L{y)=D>

Llamamos a una geodésica v : [0,00) — M un reyo de C a oo, si la re-
striccién de 7 a [0,1] es un segmento de C a () para toda ¢ > 0. Como
vimos anteriormente, al menos uno de estos rayos existe, hagamos construc-
ciones andlogas para el semiespacio asociado al rayo «, de donde es claro
queC C M- B,.

Formemos nuevamente B := | ), B la unién de los semiespacios abiertos con
respecto a todos los rayos de C a o0, es claro que A — B = (M — B,) es
cerrado y totalmente convexo, de donde sélo nos falta ver que es compacto,
para esto veremos que es acotado. Supongamos que no lo es, entonces
existe una sucesién b, € M — B, b, — 00, nuevamente podemos encontrar
segmentos de C a g, y por lo tanto los vectores tangentes en cero tendran
un punto de acumulacién lo cual nos lleva a la existencia de un rayo de C
a oo en M — B, lo cual es una contradiccién, de donde se sigue que M — B
es compacto.

Para la segunda parte basta con observar lo siguiente: como la variedad es
completa existe una sucesién de compactos K, tal que JK, =M y K, C
K41, entonces, sea C) = D, donde D es cualquier compacto totalmente
convexo, existe n; tal que D C intl{,,, por lo que podemos aplicar la
coustruccién anterior a Iv,,, y obtenemos Cy, para C, existe un ny tal que
Cy C intKp,, si aplicamos nuevamente la construccion a I, obtenemos
(3, es claro que podemos repetir el proceso inductivamente y obtener la
filtracién deseada. m

No todos los conjuntos totalmente convexos en una variedad se obtienen de
la construccién del Lema 6.

TEOREMA :El conjunto S de puntos simples en M intersecte todo com-
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pucto totalmente convexo C'. De esto S # 0.

Demostracion :

Escojamos un compacto D D C como en el Lema 3. Como C es compacta,
podemos definir una funcion h: A —~ D — C de la siguiente manera:

d(q. h(q)) = sup{d(g,p)lp € C}

es claro que h(g) es tnico, ya que de lo contrario habria dos puntos en C
los cuales son los mds alejados de g. pero esto nos llevaria a que cualquier
geodésica, que estd contenida en C por convexidad, que los une deja de ser
cOncava con respectoa g. @

Como fuerte corolario de lo anterior y del lema 4 tenemos:

TEOREMA : M e¢s contraible.
Demostracion :
Es consecuencia inmediata del Lema 4. ]

Notemos que como consecuencia de esto tenemos que el nimero de geodé-
sicas entre p y ¢ debe ser finito, ya que Serre en [10] demostro que existen
un nimero infinito de geodésicas entre p y ¢ si y sélo si algun grupo de
homotopia #x(A) con k > 1 es no trivial.

Regresaremos ahora al estudio de las geodésicas.

Lema 7 : Dado cuclquier conjunto compacto C C M, existe una cota A tal
que lo longitud de cualquier geodésica en C es menor gue A,
Demostracion :

Supondremos lo contrario y llegaremos a una contradiccién.

Supongamos que existe una sucesion {7y, : [-n,n] — C} de segmentos
geodésicos de longitud 2n. Podemos suponer ademas que ¥, (0) converge
a un v. Hagamos 7(f) := exp(tv). Sea A la cerradura compacta de (R)
en C y escojamos ¢ fuera de C tal que todo segmento geodésico en C sea
céncavo con respecto a g.

Sea p € A tal que d(p,q) = d{(p, A), existe una sucesién ¢, tal que t,, — p
y ¥(tn) — w, para la geodésica g{t) := eap,(tw) tenemos que d(q, g(t)) >
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En general M es llamada stmplemente concra al infinito si para cualquier
conjunto compacto C existe un conjunto compacte D O C en Al tal que
M — D es simplemente conexo. Para probar el Teorema (n > 8), nosotros
mostraremos que A es simplemente conexa al infinito. lo cual junto con el
lema 5§ se seguira de:

Lema 8 : El complemento M — C de cualguier conjunto compacto total-
mente convexo C de A es k — conero para 0 <k < n -2,
Demostracién :

Sea f : Sk — M - C una funcién continua representado una clase de
homotopia de (A — C).

Determinemos € > 0 tal que todas las bolas métricas abiertas de radio
centradas sobre los puntos de la vecindad

Vi={q | d(C,q) <¢}

de C' son estrictamente convexos y f(S*)NV = ¢. Dado g € V podemos
encontrar un unico punto h(g) en C, determinado por d(C,q) = d(h(q),q)
por razones de convexidad. Claramente h 1 V' — C es una retraccidn
continua. Ahora podemos definir un campo vectorial continuo Y en V - C:

Y(g) = (d(C\q) — ) (eaplUs)™" o h(g) # 0

donde U, es la bola abierta de radio € centrada en el origen del espacio
tangente T, M. Por argumentos estandar, podemos encontrar una subvarie-
dad W C V suave de dim(11") = n, con C C inflV, y fijando alglin punto
p € C, podemos extender Y|O1V" continuamente a un campo vectorial Z en
W con Z|6W =Y |0W, Z(q) # 0 de la siguiente manera: Notemos primero
que por ser la variedad contraible existe una seccidu no trivial, digainos
By : M — ToM tal que Ei(2) = (x,e;) donde e; es el primer bdsico en
R", sea ¢ : 1V — R tal que ¢|C =0y 9|01 = 1, definamos entonces

Z(2) = (1 = (2))Ei (2) + ()Y ()

por lo que es claro que Z definido de esta manera satisface la condicidn
descrita. Definamos un campo vectorial X en A tal que: X|IV = Z,
XV -W . =Y|V-WyX|M -V :=0, entonces existe una continuacién
F: DM 5 M de f tal que F|S* = f, p g F(D*t!), para M contraible
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y k +1 < n. Consideremos Fy : D**1 — A1, F/(a) := (—':rp(i‘.X.o F(a))
y Fi|S* = fsit > 0. Porloslemas 6 y 7 Fy(D*?) ¢ M ~ C para t
suficientemente grandes. notemos que ||.X|| estd acotado lejos de cero en
F(DMY)NW v exp(tX,) € C Vg€ M — T, t > 0 ya que C es totalmente
convexo, lo que termina la demostracion.  m

De estos resultados obtenemos que A es contraible y ademas simplemente
conexa al infinito. A continuacién enunciamos un Teorema de Stallings el
cual nos permite obtener el resultado enunciado.

Teorema : Todae varieded diferenciable, contraible y simplemente coneza
al infinito es difeomorfe ¢ R" sin 2 5.

Para una demostracién de este Teorema ver [12].
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