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INTRODUCCION 

Un problema central en geometría riemanniana es el estudio de var­
iedades completas .M cuya curvatura seccional J{ tiene un signo fijo. Si 
J..1 es una variedad completa de dimension n 2: 2 con curvatura seccional 
Ka > O para todos los planos tangentes a, entonces los resultados más 
significantes fueron obtenidos cuando Ka ;::: ó > O, ya que por un teorema 
clásico de Jvfyers AJ necesariamente es compacta. 

Cuando Ka;::: O y dim(Jil) = 2 Cohn-Vossen obtuvo el siguiente resul­
tado: 
Teorema : En dimensión 2 una variedad completa no compacta de cur­
vatura no negativa es difeomorfa a R2 o es plana. 

La demostración ele este resultado se baso en argumentos que involucra­
ban el teorema de Gauss-Bonnet para poligonos geodésicos. Tales argumen­
tos no son fácilmente generalizables para dimensiones altas. No obstante, 
existe una noción importante de la teoría de Cohn-Vossen la cual admite 
una generalización: la noción de lo que nosotros llamaremos un punto simple 
en una variedad riemanniana. 

Un punto p E J..1 es simple si no existen lazos geodésicos basados en 
el. Cohn-Vossen demostro que el conjunto de puntos simples es siempre 
no vacío si Ka > O y dim(Jil) = 2, nosotros demostraremos que los pun­
tos simples existen en todas las dimensiones si 1\ a > O. Demostraremos 
también que la existencia de uno de estos puntos tiene fuertes implicaciones 
topológicas, ya que concluiremos que AJ es contraíble y difeomorfa a R" 
para casi todas las dimensiones. 

En el Capítulo 1 estudiamos propiedades globales de variedades rie­
rnannianas. Demostramos el teorema de Hopf-Rinow y vemos como conse­
cuencia el teorema ele Hadarnard. 



En el Capítulo 2 enunciamos el teorema del Indice de Morse para es­
tudiar el comportamiento de las geodésicas en una variedad. 

En el Capítulo 3 introducimos conceptos relatiuunente nuevos con el 
propósito de determinar la estructura topológica de una Yariedad rieman­
niana completa de curvatura positiva y demostramos que la existencia de 
un punto simple implica que la variedad debe ser contraible. 
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constante. Supondremos de aquí en adelante que nuestras geodésica<> están 
parametrizadas por longitud de arco. 

DEFINICION :Sea ~, : [O, a] ___. JI uua geodésica, un punto~, (t 0 ) donde 
t 0 E [O, a] es conjugado de /'(0) a lo largo ele¡, si existe un campo de Jacobi 
Ja lo largo de¡, no identicamente nulo, con J(O) = J(t 0 ) =O. 

DEFINICION :El nlÍmero de tales campos liuealmente independientes es 
la rn'IJ,ltiplicidad del punto conjugado ¡ ( t 0 ). 

Observemos que si /'(t 0 ) es conjugado a /'(0), entonces ¡(O) es conjugado 
a /'(t 0 ). Observemos también que si dim(li1) = n, existen exactamente n 
campos de Jacobi linealmente independientes a lo largo de una geodésica 
1 : [O, a] ----+ li1, que se anulan en 1(0), esto se sigue ,de que los campos de 
Jacobi J1 , ... , Jk son linealmente independientes si y sólo si J{ (O), ... , Ji.(O) 
son lineahnente independientes, visto esto el campo J(t) := t¡,,(t) nunca se 
anula para t ::¡!:. O. Por ello la multiplicidad ele un punto conjugado nunca 
exceden - l. 

Notemos que dada una geoésica 1 : [O, oo) ----+ lif podemos asociarle a 
p = 1(0) el primer punto conjugado a p a lo largo ele ¡, a este punto se le 
llama el pmdo de corte. 

DEFINICION :El conjunto de (los primeros) puntos conjugados a un 
punto p en lilf para todas las geodésicas que pasan por p se llama el lugar 
de puntos conjugados a p y lo denotaremos por C(p). 

Estudiaremos un poco las propiedades globales de las variedades rieman­
nianas y veremos como aplicación de este estudio los teoremas de Hopf­
Rinow y de Hadamard. De ahora en adelantP se supone que todas las 
variedades son conexas. 

DEFINICION :Una variedad riemanniana N es extendiblc si existe una 
variedad riemanniana li1 tal que N es isométrica a un subconjunto propio 
abierto de 111, en caso contrario se dice que N es no extcndiblc. 
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DEFINICION : Una variedad riemanniana M es geodésicamente completa 
si Vp E .?i.1, la aplicación exponencial expp : TpM ----+ M está definida 
Vv E Tp.H, i.e., si las geodésicas "'r(t) que parten de p. estéín definidas para 
todos los valores de los parámetros t E R. 

PROPOSICION : Si 1'1 es completa, entonces es no extendible . 
. Demostración : 
Supongamos que Af C S es isométrica a un subconjunto propio abierto 
de una variedad N. Por la conexidad de N la frontera 3A1 de AJ en N 
es no vacía, sean p E 81\f y U C AJ una vecindad normal de p en N, sea 
q E UílM y 1·(t) una geodésica en N con ¡(O)= p y 1·(1) = q, entonces 
a(t) := ~¡(l - t) si !ti < bes una geodésica en M con 0'(0) = q, pero esta 
geodésica no está definida para t == 1, lo que contradice el hecho de que AJ 
es completa. • 

Se puede mostrar que el inverso no es cierto, y consecuentemente la clase 
de las variedades riemannianas no extendiblcs es mayor que la clase de las 
variedades riemannianas completas. 

Ahora induciremos una distancia en una variedad riemanniana Af como 
sigue: dados dos puntos p, q E M consideremos las curvas diferencia bles 
por partes que unen p y q y denotemos este conjunto por flp.q, como AJ es 
conexa, al menos existe una curva. 

DEFINICION :Definimos d(p,q) := inf{L(¡)j¡ E O¡i,q}· donde L(l-) es 
la longitud de 1 · 

PROPOSICION : Con la distancia d, AJ es un espacio métrico, esto es 
{1} d(p.r) S d(p, q) + d(q, r) 
(2) d(p,q) = d(q,p) 
(3) d(p, q) ~ o y d(p, q) =o {:==:}- p = q 
Demostración : 
(1), (2) y (3a) son inmediatas de la definición de ínfimo, por lo que falta 
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Sea A= {s E [O,r]id(¡·(s),q) = r - s}, A es no vacío pues al menos O E A, 
es claro que A está acotado por r. Queremos demostrar que supA = r y 
como A es cerrado, entonces r deberá estar en A. i.e., 1·(r) = q, pero para 
esto basta con demostrar que si s0 < r cumple (1) entonces s0 +a con a > O 
también cumple (1 ), para demostrar esto, sea Ba (¡( s0 )) una bola normal en 
¡·(so) y sea T = 8Ba(1(s0 )) su frontera, y Yo= min{d(:r, q)lx ET}. Basta 
demostrar entonces que yo = ¡(so+ a). Supongamos que efectiYamente 
pasa lo anterior, como 

lo cual implica 

d(r(s0 )),q) =a+ min d(J:,q) 

=a +d(yo,q) 

= d(¡(so);q) 

= r-s0 

r - s0 =a+ d(?Jo, q) 

=a+ d(¡(s 0 +a), q) 

y por lo tanto d(¡(s0 +a),q) = r-(s0 + a), i.e., se satisface (1) para s0 +a. 
Para demostrar que ¡(s0 +a)= y0 observemos que 

d(p, y0 ) 2:'. d(p, q) - d(q, Yo)= r - (r - S 0 - a)= S 0 +a 

Si tomamos una curva "quebrada" que una ap y y0 , tal que va de p a ¡(s0 ) 

por ¡ y de ¡(s0 ) a y0 por un rayo geodésico, entonces, esta curva tiene 
longitud s0 +a, luego d(p, y0 ) = s0 +a y como minimiza resulta geodésica, 
de donde se concluye la demostración. 

Demostraremos ahora las equiYalencias: 

a)==} b) 
Sea A un cerrado y acotado, A C .M. Como A es acotado, A e B, donde 
B es una bola métrica con centro en p. Por (!) existe una bola Br(O) C 
TplYf tal que B e exppBr(O), como la imagen continua de un compacto 
es compacto, y como A es un cerrado en un compacto, tenemos que A es 
compacto. 
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b) =::::::} e) 
Ba5ta con observar que el conjunto {Pn} formado por una suceswn de 
Cauchy es acotado, de hecho está contenida en un compacto, y por lo tanto 
contiene una subsucesión convergente, de donde la sucesión original con­
verge. 

e) =::::::} d) 
Supongamos que .U no es geodésicamente completa, entonces alguna geodé­
sica normal /' de -~1 está definida para s < s0 y no está definida para s0 • 

Sea { s 71 } una sucesión tal que s11 ~ s0 , entonces dada E > O existe ]\'0 tal 
que n, m > N 0 =::::::} isn - sml <E, de donde se sigue que: 

d(¡(sn),¡(sm)) ~ ls 11 - sml <E 

i.e., {¡(s 11 )} es una sucesión de Cauchy en M. Como J..1 es completa en 
la métrica d, {¡(s 11 )} --4 p 0 en M. Sea (H',b) una vecindad totalmente 
normal de p. Sea N 1 tal que si n, m > N1 entonces ism - s 11 1 < ~ y tal 
que ¡(s,,),¡(sm) EH', luego, existe una geodésica g de longitud menor que 
b que une a ¡(s11 ) y ¡(s111 ). Es claro que g coincide con /' donde¡ esté 
definida, pero g está definida a partir de ¡( s 11 ) en un intervalo de longitud 
b, de donde g extiende a¡ más allá de s0 • 

d=? a) 
Se sigue de la definición. 

b <===?-e) 
===>) 
Definimos!(,, = {:z: E .Mjd(:r,p) ~ n}, claramente K 11 C I{,1+1 y entonces 
LJK11 = M . 
.:==) 
Por ser A acotado existe n tal que A C J( 11 , pero A es un cerrado en un 
compacto, lo que implica que A es compacto. • 

Como consecuencia de este Teorema tenemos: 

Corolario :Si J..1 es compacta, entonces Af es completa. 
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Corolario : Una su/ivaríedad cerrada de una 11ariedad completa, es completa 
con la métrica inducida, en particular las .mbvariedades cerradas de un 
espacio euclidiano so11 completas. 

La idea es usar estos resultados para probar propiedades "globales" de las 
variedades, como por ejemplo: 

TEOREMA :(Hadamard) Sea 111 una 110.riedad riemanniana completa, 
simplemente conexa con curvatura secciona/ 11(p, a) :S O Vp E ,,1 y Va C 
Tpll1 donde a es un su.bcspacio de dimensión 2, entonces 111 es difeomorfa 
aR". 

Necesitamos para la demostración la ayuda de algunos resultados prelimi­
nares que ahora demostramos. 

Lema 1 : Sea 111 u.na variedad riemanniana completa con J{(p, a) :SO Vp E 
111 y Va C TpA1, entonces Vp E M C(p) = 0, en particular la aplicación 
exponencial e;i.:pp : Tp111 ----+ 111 es un difeomorfismo local. 
Demostración : 
Sea J un campo de J acobi no identicamente nulo a lo largo de una geodésica 
1·: [O, oo) ----+ 111 donde ¡(O)= p y J(O) =O entonces 

< J, J >' = 2 < J, J' > 
< J, J >" = 2 < J', J' > +2 < J"' J > 

= 2IJ'l2 
- 2 < R(¡',J)¡', J > 

<R( r J) r J> 
y recordemos que K(¡',J) = 1~,'xJ}; lo cual junto con K(p,a)::::; O 
implica que 

< J,J >"~o 

de donde se sigue que < J, J >' (t2 ) ~< J, J >' (ti) si t 2 > t 1 como 
J'(O) # O y < J, J >' (O) =O se sigue que también para t suficientemente 
pequeña se tiene que: 

< J,J > (t) >< J,J >(O) 
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de donde Vt >O < J, J > (t) >O y ¡(t) no es conjugado de ¡(O) a lo largo 
de ¡. La segunda obsen-ación es consecuencia de este resultado ya que 
los puntos críticos dr la exponencial resultan ser precisamente los puntos 
conjugados a 1·(0). • 

Lema 2 : Sea .~1 una 11ariedad riemanniana y f : Af --+ .r-.r un difeomor­
fismo local sobre una variedad N, que posee la siguiente propiedad: 'r/p E -~1 
y Vv E TpM ldfp(v)j 2: jvj. Entonces f es una funció11 c11.briente. 
Demostración : 
Por las propiedades de espacios cubricntes, basta demostrar que f posee 
la propiedad de levantar arcos de N, i.e., dada una curva diferenciable 
e : [O, 1] --+ N y un punto q E M con f(q) = c(O) existe g : [O, l] --+ M 
con g(O) = q y J g =c. 
Para probar lo anterior, observemos que, como f es un difeomorfismo local 
en q, existe ó > O tal que es posible definir g : [O, ó] --+ M con g(O) = q 
y f g = e, esto es, es posible levantar e en un intervalo pequeño a partir 
de q. Corno f es un difeomorfismo local en todo l\J, el conjunto de valores 
A C [O, 1] para los cuales e puede levantarse en A a partir de q, debe ser un 
intervalo de la forma A= [O, t0 ). 

Si mostramos que t 0 E A, tendremos que A es un abierto y cerrado en el 
[O, 1), de donde A = [O, 1) y e puede ser levantada. Para demostrar que 
t0 E A, sea { tn} una sucesión creciente en A tal que t 11 --; t 0 , entonces 
{g( tn)} está contenida en un compacto ]{ C l\1, ya que si esto no se diera, 
como l\1 es completa, la distancia de g( t 11 ) a g(O) sería arbitrariamente 
grande ya que: 

[1n de 
Lo,tn ('y)= Jo 1dt1 dt 

1
1,. dg ' 

= jdfg(t)(-d )1 dt 
o t 

('• d 
2: Jo 1d~1 dt 

~ d(g(t,, ), g(O)) 

lo cual nos diría que la longitud de e de O a t0 es arbitrariamente grande, 
lo cual es un absurdo, lo que demuestra la afirmación hecha. 
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Como {g(t 0 )} C K, entonces existe un punto de acumulación r E 1\1 de 
{g(tn)}. Sea V una vecindad de r tal que JW es un difeomorfismo, entonces 
c(t 0 ) E F y por continuidad existe un inteffalo J C [ü. l) tal qnr c(J) e f ( r). 
escojamos 11 tal que g(t 11 ) E 1' y consideremos el lcvant amiento h de e en I 
que pasa por r, los lernntamientos g y h coincideu en [ü, t 0 ) n l. pues JW 
es biyección, por lo que h es una extensión de g en I, de donde se sigue que 
g está definida en f. 0 y por lo tanto t0 E A. • 

Demostración : ( Teorema de Hadamard ) 
Como Af es completa, c.Tpp : TpM __. 1i1 estéÍ bien definida Vp E M y 
es suprayectiva, por el lema 1, cxpp es un difeomorfismo local, lo que nos 
permite introducir una métrica riemanniana en T1J11 de tal forma que expP 

sea una isometría local. Esta métrica resulta completa, pues las geodésicas 
de Tplll que pasan por el origen son rectas. Por el lema 2, expp es un 
mapeo cubriente, y como Af es simplemente conexa, entonces e:q>p es un 
difeomorfismo. • 

Llamamos a un punto p E 1\1 un polo si C(p) = 0, entonces todo punto de 
una variedad completa Al de curvatura no positiva es un polo de A1. 
Sin embargo, existen variedades no compactas de curva.tura positiva que 
tienen polos, como por ejemplo el paraboloide de revolución 

En realidad se puede demostrar algo más general : 

TEOREMA : Si una variedad riemanniana Ji.1 completa y simplemente 
conexa tiene un polo, entonces AJ es difeornorfa a R". 

Para una demostración de este Teorema ver [6). 



Capítulo 2 

Teorema del 

Indice de Morse 

Sea 'Y : [O, a] -t J..1 una geodésica. Denotaremos por V el espacio vectorial 
de campos vectoriales V diferenciables por partes a lo largo de 'Y que se 
anulan en los extremos de"(, i.e., V(O) = V(a) =O. 

DEFINICION :La forma índice de 'Y es una forma cuadrática asociada a 
la forma bilineal simétrica Ia definida por: 

Ia(V, W) = 1ª {<V', W' > - < R(·y', V)-/, W > }dt 

donde V, W E V. 

De manera general llamarnos índice de una forma bilineal simétrica B en 
un espacio vectorial E, a la máxima dimensión de un subespacio de E en 
la cual B esté definida en forma negativa. La nulidad de B es la dimensión 
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del subespacio de E formado por los elementos v E E tales que B(v, u')= O 
Vw E E. Tal subespacio es el espado nulo de B. 

DEFINICION :Decimos que B es degenera.da si su nulidad es estricta­
mente positiva. 

TEOREMA (Indice de Morse) : El índice de la forma la es finito e 
igual al número de puntos /'(t) con O< t <a, confugados a ¡(O), cada uno 
contado con su mu.ltiplicidad. 

Recordemos que la multiplicidad de un punto conjugado era el número de 
campos de Jacobi linealmente independientes que se anulaban en el. 

Antes de demostrarlo, demostraremos unos lemas. 

PROPOSICION : Un elemento V E V pertenece al espacio nulo de la si 
y solamente si V es un campo de Jacobi a lo largo de /'. 
Demostración : 
Observemos primero que como V es diferenciable por partes, para un nú­
mero finito de puntos ij se tiene que: 

DV DV 
-;¡¡(tj) # -;¡¡(tj) j = 1,. . ., k - 1 

donde ~~, (t:¡) = limt<t; ~~, (t) y ~:' (tj) = limi>t; ~!' (t) 
entonces 

Iu(F, W) = - foª <V"+ R(¡', F)¡', H7 > dt 

k-l DF DV 
+ 2= < -d (tj) - -d (t'j), W(tj) > . t t 

J=l 

Si V es un campo de Jacobi, entonces está en el espacio nulo de la. In­
versamente supongamos que la(V, W) = O VTV E V. Sea O = t0 < t1 < 
· · · < tk =a una partición de [O,a] tal que Vl[tj_ 1, ij] es diferenciable. Sea 
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f : [O, a] --. R una función difcrenciable, f(t) > O si t f. fj y f(lj) = O 
para j =O, ... ,k. 
Definamos TF(t) = f(t)(l,.,, + R(¡', F)¡') entonces: 

O= Ia(V, TF) =foª J(t)JJV" + R(¡1
, F)l'IJ2 dt 

se sigue entonces que V es campo de Jacobi en lti-l • ij], ahora definamos: 

DF DF 
T(ij) = -;¡¡(tj)- -;¡¡(fj) j = 1, ... ,k - 1 

lo cual implica que: 

k-l DV DV 
O= Ia(V, T) = L 11-d (tj) - -d (tj)ll 2 

. t t 
J=l 

por lo que V es de clase C 1 en cada ti, por la unicidad de las soluciones de 
una ecuación diferencial ordinaria V E C00

, y por lo tanto V es un campo 
de Jacobi. • 

Corolario :la es degenerada si y solamente si los puntos 7(0) y 7(a) son 
conjugados a lo largo de "(. En este caso la nulidad de la es igual a la 
multiplicidad de /'(a) como punto conjugado. 

Como cada punto de 111 está contenido en una vecindad totalmente normal 
de radio 8 (i.e, tal que dados cualquiera dos puntos en ella existe una 
úitica geodésica minizante entre ellos de longitud menor que 8) y 7([0, a]) 
es compacto, podemos escoger una partición O= t 0 < t1 < · · · < ik =a de 
(O,a) tal que ¡J[tj_ 1 ,tj) esté contenida en una vecindad totalmente normal. 
Así, cada "(l[tj_ 1 , tiJ es una geodésica minimizante. 
En lo que sigue, se supone que estamos trabajando con una de estas parti­
ciones. 

Sea v- el subespacio vectorial de V formado por los campos V tales que 
Vl[t;_ 1 , t;] i = 1, ... , k es un campo de Jacobi. v- tiene dimensión finita. 
Sea v+ el subespacio vectorial de V constituido por los campos lV tales 
que W(t;) =O para i = 1, .. ., k. 
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PROPOSICION :V= v+ ffiV-, y los subespacios v+ y v- son ortogo­
nales con relación a 10 , visto esto ! 0 restringida a v+ es positiva definida. 
Demostración : 
Primero veremos qu{' realmente es suma directa. 
Sea FE V y lF E v- tales que W(ti) = F(tj). Como ¡l[tj-I, fJ] no posee 
puntos conjugados, lF existe, por lo que F - TF E v+, de donde se sigue, 
que su suma es V, supongamos que existe F E v+ n v- entonces por 
estar en v+, F{tj-i} = F(tj) =O y por estar en v- concluimos quelos 
puntos correspondientes sobre la geodésica son conjugados. lo cual es una 
contradicción a menos que V = O. De donde se sigue que cfoctivamentE' son 
suma directa. 
Sean V E v- y W E v+ entonces : 

laCV, W) = - foª< V"+ R(/'1
, V)¡', W > dt 

k-i DV DV 
+ L < -d (tj)- -d (tj), lV(tj) >=o 

j=l 
t t 

Por lo tanto 1' y 1l' son ortogonales con respecto a la • 

Corolario :El índice de la es ig·ual al índice de la restringido a v-, en 
particular, el índice de Ia es finito, lo mismo pasa con la nulidad de la. 

Demostración:( Teorema del Indice de Morse ) 
Si t E [o, a], /t := 11[0, t], y su forma índice correspondiente se denotará por 
lt, í(t) = índice de J¡. 
Se afirma que tenemos entonces una función i : [O, a J ---t N. Sean ti como 
antes, concluimos que í(t) = O en una vecindad del cero, y que i(t) es no 
decreciente, i.e., si s > t entonces i(s) ~ i(t). En efecto, por la definición 
de i(t) existe un subespacio U C V 1 tal que 11 es definida negativa en U y 
dím(U) = i(t ). Todo elemento X E U se extiende a un elemento Y E V s 

definiendo Y = O en [t, s], es claro que 11(.X, X) = ls(Y, Y) por lo que 
i(s)?: i(t). 

Para obtener otras propiedades de i(t), observemos que el índice de 11 es 
el índice de la restricción de lt al subespacio v-;, denotaremos igual a la 



Cap. 2 Teorema del Indice de Morse 14 

restricción. 

Supougamos que t E [tj-i,fj]· Cada elemento de Vj está determinado por 
su valor eu 1(t1), .... ¡(tj_¡), tenemos entonces que v¡ es isomorfo a la 
suma directa: 

de donde, al hacer variar t en los espacios Vj son isomorfos entre sí e 
isomorfos a Si. Podemos entonces, considerar las formas cuadrática'> 11 

como una familia de formas en un espacio fijo Si. 
Visto esto, como los elementos de v; son campos de Jacobi restringidos a 
cada intervalo [tj_ 1, tj], 11 varía continuamente con la t. 

Lema: Si E> O es snficienterncntc pcquciia i(t - e) = i(t). 
Demostración : 
Como í es no decreciente i(t - e)~ i(t). 
Si 11 es definida negativa es un subespacio S C Sj y dim(S) = i(t), entonces 
por continuidad existe E > O tal que lt-€ también es definida negativa en 
S, lo que implica i(t - E) 2: i(t), y por lo tanto son iguales • 

Lema: En cada p·unto conjugado a ¡·(O), i deja de ser continua y da un 
salto igual a la rn·ultiplicidad del punto conjugado. 
Demostración : 
Sea d la nulidad de ft. Demostraremos que para E > O suficientemente 
pequeño i(t + €) = í(t) +d. 
Sabemos que dim(Sj) == n(j-1), por lo que 11 es positiva en un subespacio 
de dim(Vt) = n(j - 1) - i(t) - d, por la continuidad, 11+< es definida 
positiva en este subespacio para € > O suficientemente pequeño, i.e., 

i ( t + E) ~ n (j - 1) - { n (j - 1) - i (t) - d} = i ( t) + d 

Para la otra desigualdad, sea v E T-r{t;-t) y sea J1,v el campo de Jacobi 
"quebrado" (i.e. es campo ele Jacobi en cada intervalo [tj-li fj]) a lo largo 
de /t dado por J1,v(tj-1) = v y 11,v(t) =O. 
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Sea Vi,v el campo vectorial a lo largo de 'Yi+< dado por l~,v = 11,v en (O, t] 
y V=: O en [t, t +Ej. Por el lema del índice: 

de donde VV E Si 11 (V, V) > 11+c(V, F). Por lo que si 11 es definida 
negativa en un subespacio S C Sj, 11+c será definida negativa en la suma 
directa de S con el espacio nulo <le 11, luego i(t + i:) 2:: i(t) +d. • 

Corolario :Si¡ es geodésica. minimizante, i.e. minimiza la longitud entre 
sus extremos, ¡ no posee puntos conjugados. 

Corolario :El conjunto de puntos conjugados a lo largo de una geodésica 
es un conjunto discreto. 



Capítulo 3 

La Estructura de Variedades 

con Curvatura Positiva 

Denotaremos por d(p, q) la distancia métrica entre los puntos p, q E J..1. 
Suponemos de aquí en adelante que las variedades son completas y abier­
tas. Suponemos también que todas nuestras geodésicas "Y estan parametri­
zadas por longitud de arco, i.e. lh(t)ll = 1 para toda t. 

DEFINICION : Una geodésica ¡ : [a, b] ---+ M es un segmento si L(¡) = 
d(p, q) donde ¡·(a)= p y ¡(b) = q y L(¡) es la longitud de¡. 

DEFINICION :Una geodésica¡·: [a, ex:•)---+ J..1 es un rayo empezando en 
p =¡(a) si ¡l[a,b] es un segmento "lb con b >a. 

PROPOSICION : Existe al menos un rayo de p a. oo. 
Demostración : 
Escojamos una sucesión divergente de puntos qn E J..1, para cada qn sea 
/'n : [O,a,,J---+ J..J el segmento tal que 1 11 (0) = p y ¡· 11 (a 11 ) = q11 , es claro 
que los vectores dirección -}'11 (0) tienen un punto límite v en TpJ..1 y la 
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geodésica¡: [O, oo)----+ M, 1(t) := exp(tv) es un rayo, ya que para toda t 
fija, ')'n ![O, t] converge a 'yl[o, t], la cual es una geodésica minimizan te entre 
¡(O) y ¡(t). 11 

DEFINICION :Una geodésica¡: R __,Al es una recta si 1·1[a, oo) es un 
rayo Va E R. 

En general las rectas no necesariamente existen en una variedad, como 
ejemplo para lo anterior nos sirve el paraboloide de revolución z = :r2 +y2 , ya 
que si p :/:- (O, O, O) es claro que cualquier geodésica tiene puntos conjugados 
a p y por lo tanto no puede minimizar distancia, en el caso de que 111 sea 
simplemente conexa y la curvatura seccional I\ S O, entonces todas las 
geodésicas normales /' : R ----+ Af son rectas, lo cual se sigue del Teorema 
de Hadamard, ya que si J( S O, entonces en í no hay puntos conjugados y 
por lo tanto minimiza la longitud entre dos puntos cualquiera en ella. 

Lema 1 Sea /' : R --1 .~1 mia geodésica pararnetrizada por longitud de 
arco, y r 2'.'. O a lo largo de ¡, donde r( t) es la curvatura de R1'.cci (Pam 
esta definición ver [2]) de M en dirección a ¡(t). Sí 1'(to) >O, entonces la. 
restricción 'Yr de/' a [to - r, to+ r] tiene al menos índice 1, para todas las 
r > O s·uficienternente grandes. 
Más aiín, si la curval:um secciona/ a l_o largo de /' es no negatitla, Ka 2'.'. O 
con respecto al plano a C T1 (t)·M, 7(t) E a y Ka > O en to entonces el 
índice de 'Y es al menos n - 1 .. 
Demostración : 
Consideremos la ecuación lineal cp" + ai.p = O en la recta real, donde la 
función a : R ----+ R es difcrenciable y a 2'.'. O. Sea cp su solución global con 
las condiciones iniciales estándar <p(O) = 1y1/(0) =O, si a(O) >O entonces 
la solución ip, tiene ceros en -a1 <O< a2, i.e., i.p(-a 1) = cp(a2) =O. 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que to = O. Para a := r(t) 
sabemos que la solución <p tiene dos ceros -a1 < O < a2 , escojamos campos 
vectoriales ortonormalcs y paralelos X 1 , ••. , X n-I a lo largo de /' con 
< X;,1 >=O. 
Mostraremos que I(cpX¡, <pX¡) ~ O para al menos una 1 ~ i s; n - 1, 
donde I denota la forma índice de ¡ restringida a [-a1 ,a2 ], de donde si 
r > max(a 1 , a2) se sigue la primera afirmación. 
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Recordemos que Ia(X,Y) = f0ª{< X',Y' > - < R(¡',X)¡,1,Y >}di de 
donde obtenemos 

1ª" 
I(cpX;,ipX;) = {< ip'X;, 1./X; > - < R(·y',ipX;)·/,ipX; >}dt 

-a1 

= . ( 1./2 
- J\1<.p2 )di 1ª" 

-a1 

donde K;(t) := Ka y a es el plano generado por X;(t) y~/. Si sumamos 
sobre los índices i, obtenemos: 

~ I(ipX¡,<pX¡) = 1ª
0

2

1 

((n - l)c/
2 

- (I<1 + · · · + Kn-1)<p2 )dt 

1 n-1 1º2 ----=-1 Ll(<pX¡,ipX¡) = (cp'2 
- rip2 )dt 

n i=I -01 

= 1:2

1 

[((cpcp')' - ip(ip" + rip)]dt 

=0 

de donde es claro que al menos un sumando o es cero o es menor que cero. 
Para probar la segunda afirmación, escojamos una función m : R --+ R 
diferenciable, m 2: O y m(O) >O tal que Ka 2: m(t) para todo a 3 ¡'(t) con 
t E R y ka > m(O), ¡'(O) E a, entonces la solución de cp" + m9 =O tiene 
como ceros a -a1 <O< a2 , restrinjamos')' nuevamente a [-a1,a2). Sea X 
un campo vectorial paralelo a lo largo de¡ con <X,¡' >=O. Si llXll = 1 
y K(t) :=Ka donde a es el plano generado por X(t) y ¡'(t), entonces 

I(ipX,cpX) = .l:2

1 

(9
12 

- I<cp2 )dt < 1:2

1 

(9
12 

- m92 )dt =O 

de donde obtenemos que Ind(¡r) 2: n-1 siempre que T 2: ma.x(a 1 , a2). • 

Notemos que este lema no nos proporciona información sobre cuáles puntos 
pueden ser conjugados, sino que sólo nos garantiza la existencia de dichos 
puntos. Tenemos además unas consecuencias de este lema: 
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Corolario : Si la curvatura de Ricci (o la curvatura seccio11al) es positiva 
en cualquier punto entonces en .~1 no existen rectas. 

Corolario : Si la cu.roaLura de Ricci o la curvatura secciona! es no negatfoa, 
entonces r (r es la curvatu.ra de Rieci) o J{ deben ser idénticamente nulas 
a lo largo de cualquier recta -¡ en 111. 
Demostración : 
Por el corolario anterior, si existe una recta¡ en -~1, entonces la curvatura 
de Ricci (secciona!) debe ser menor o igual a cero a lo largo de ·y, de donde 
se sigue que debe ser nula. • 

Si en el primer lema sustituimos /(10 ~ O por K 10 > O el resultado no es 
cierto, ya que tanto en el plano como en el cilindro se da la nueva condición 
y claramente existen rectas que pasan por cualquier punto. 

Ahora reformularemos ele una forma ligeramente más general el lema 1, 
suponiendo que J{ > O en cualquier punto ele M. En lo siguiente ílpq 

denotará el espacio de todas las trayectorias diferenciables por partes 
a:: [O, l)-+ M de p a q. 

Lema 2 Sea C e 111 compacto, entonces existe un conjunto compacto D ::) 
e tal que cualquier geodésica en ílpq la. cual corta e tiene índice al menos 
n - 1 para todos p, q E M - D. 
Demostración : 
Se procederá como en la segunda parte ele la demostración del lema 1, pero 
escogiendo una función m que acote la vurvatura para todas las geodésicas 
normales ¡ : R --+ 111 con ¡(O) E C, (lo cual es posible debido a la 
compacidad de C). De donde basta tomar como D = {p E Mjd(p, C) ::; T} 
donde T se obtuvo según el lema 1. • 

Daremos ahora algunas definiciones básicas: 

DEFINICION :Una geodésica parametrizada por longitud de arco ¡ : 
[a, b] --+ 111 es llamada cóncava con respecto a q E 111, si la función continua 
s ~ d(¡(s), q) no alcanza un núnimo relativo en un punto interior de [a, b]. 
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Es claro que si ')' es cóncava con respecto a q, entonces también lo es 
cualquier restricción de ¡. 

Lema 3 Sea e e Al compacto, ento11ccs existe U1l compacto D ::::> e tal 
que toda geodésica /' : [a, b) ---+ C C -~f es cóncava C071 respecto a todos /os 
puntos q E A1 - D, 
Demostración : 
Sea m la función que acota la curvatura como en el lema 2 y escojamos 
D para C como antes, Sea cp la solución de 1.p'' + m¡p = O con rp(O) = 1 
y ¡p'(O) = o. Supongamos que JO : [a, b] ---+ e es una geodésica regular 
en M, q E Af - D y que s 1--> d(1 0 (s),q) alcanza un mínimo relativo en 
so E (a, b). Sea /' : [o, d) ---+ M con d > T, )(O) = /'o(s0 ), ¡(d) = q, si 
calculamos la forma índice sobre ~, con X un campo paralelo a lo largo de 
¡con X(O) = 1b(so) obtenemos: 

de donde ¡ no puede minimizar la distancia de q a ¡ 0 localmente. • 

Como consecuencia de este lema obtenemos: 

Corolario Todas las geodésicas periódicas en Af son constantes. 

Observemos nuevamente que si sustituimos ]( 2:: O por J{ > O no se 
puede concluir el resultado predicho, ya que mientras en el cilindro exis­
ten geódesicas periódica<> que no son constantes y su cur\'atura es ]( = O, 
en el plano, a pesar de darse lo mismo, las únicas geodésicas periódicas son 
constantes. 

DEFINICION :Un conjunto no vacío A e M es totalmente comexo si A 
contiene la imagen de toda geodésica ¡ E Opq para todos p, q E A .. 

Notemos que si la variedad Ji.1 es un R" el que un conjunto sea totalmente 
convexo equivale a la definición de convexidad usual. Si la variedad fuera 
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el paraboloide de revolución, los únicos conjuntos totalmente convexos son 

{(x, y, z) E R3 l z = x2 + y2 y z :S a p.a. a E R} 

Cualquier intersección no vacía de conjuntos totalmente convexos es total­
mente convexa. Algunos conjuntos totalmente convexos son de gran im­
portacia. 

DEFINICION :Decimos que p E AJ es un punto simple si {p} es total­
mente convexo. 

Notemos que esto significa que las únicas geodésica5 que empiezan y tenni­
nan en p son la5 geodésicas constantes, i.e., no hay lazos geodésicos basados 
enp. 

La existencia de uno de estos puntos tiene fuertes consecuencias topológicas, 
ya que el espacio de lazos geodésicos Op,p resulta contraible y por teoría de 
Morse, también 111. 

Lema 4 : Si existe un punto p E 111 tal que p es simple, entonces 111 es 
cont.ra{ble. 
Demostración :Supongamos que p E Af en un punto simple, denotemos 
por Ílp,p el conjunto de curvas diferenciables por partes que empiezan y 
terminan en p, y por rzM el conjunto de curvas continuas que empiezan y 
terminan en p. Notemos que como Elílr,r no tiene puntos críticos (ya que 
no hay lazos geodésicos basados en p) cualquier/ E Dr,r se puede contraer a 
un punto (Ver sección 2.4 de (6)), de donde se sigue que Dr,r es del mismo 
tipo de homotopía que p. Observemos también que iik(D,1t) = "k+I (M) 
de donde para demostrar que 111 es contraíble, basta con ver que Dr.r y 
Du tienen el mismo tipo de homotopía. Supongamos que no, i.e., existe 
k > 1 tal que 7fk(DM) es no trivial, entonces por [10) existe al menos una 
geodésica basada en p, lo cual es una contradicción ya que p era un punto 
simple, de donde se sigue que 1'1 es contraíble. • 

De hecho se puede demostrar un resultado más fuerte que este: Si C e 111 
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es un conjunto Compacto totalmente COn\"eXo, entonces la inclusión de C en 
111 es una equivalencia homotópica. 

Sea 1 : [O, ex,) ___, 1'1 un rayo, con p = 1 (O). Consideremos las bolas 
métricas 

B1(r(t)) = {q E Mld(í(t),q) < t} 

i.e., las bolas con centro en ¡(t) y radio t. Se sigue de la desigualdad del 
triángulo que B1 1 (/(ti)) e B1 2 b(t2)) si O< t1 ~ f2. Definimos 

B, = LJ B1(r(t)) 
t>O 

a B 1 se le llama el semi-espacio abierto para í" 

Lema 5 (Construcción Básica) El complemento cerrado 111 - B 1 de 
cualquier semi-espacio B 1 es totalmente convexo. 
Demostración : 
J..1 - B 1 es no vacío ya que al menos ¡(O) <f. B1 . Supongamos que existe 
una geodésica /o : [a, b] ___, M tal que 

'Yo(a), í'o(b) E M - B, /'o(so) E B, 

para algún so E (a, b), entonces existe un t1 >O tal que /o(so) E B 11 (r(t1)) 

y un i2 2'. t1 de acuerdo con el lema 3 tal que /'o es cóncava con respecto a 
¡(t2), pero /o(so) E B1 2 (1(t2)) y por lo tanto la función s 1--+ d(¡o(s), 1(t2)) 
alcanza un mínimo absoluto en algún punto interior de [a,b], lo cual con-
tradice lo supuesto. • 

Describiremos ahora una construcción básica para conjuntos compactos to­
talmente convexos con respecto a un punto p E 111. Sea B = U,, B1 la 
unión de todos los semi-espacios para rayos /' emanados de p. 111 - B = 
íl,,(111 - B1 ) es un conjunto cerrado y convexo que contiene a p en su fron­
tera, pero AJ - B debe ser acotado y por lo tanto compacto ya que de lo 
contrario podríamos encontrar un rayo de p a oo contenido en 1'.1 - B, lo 
cual es imposible ya que todos los rayos de p a oo están en B. 
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Lema 6 : C1ialqu.ier co11ju.11t.o compact.o C, está contenido en un conjunto 
compacto totalmente convexo D. Más aún, existe una filtración C; de l\1, 
C; C int(C;+1 ), LJ~ 1 C; = M, de conjuntos compactos totalmente con­
vexos. 
Demostración : 
Para todo punto q E ]\f -C existe un segrnento ¡· : [O, b] ---+ _U del conjunto 
cerrado e a q, i.e., 

¡(O) E C, ¡·(b) = q, p(C,q) = inf{d(p,q)jp E C} = L(¡) = b 

Llamamos a una geodésica ¡ : [O, oo) __, J'\1 un rayo de C a oo, si la re­
stricción de ¡ a [O, t] es un segmento de C a ¡(t) para toda t > O. Como 
vimos anteriormente, al menos uno de estos rayos existe, hagamos construc­
ciones análogas para el semirspacio asociado al rayo ¡·, de donde es claro 
que Ce M - B..,. 
Formemos nuevamente B := LJ.., B7 la unión ele los semiespacios abiertos con 
respecto a todos los rayos ele C a oo, es claro que J..1 - B = íl

7 
( J..1 - B 7 ) es 

cerrado y totalmente convexo, ele donde sólo nos falta ver que es compacto, 
para esto veremos que es acotado. Supongamos que no lo es, entonces 
existe una sucesión b11 E J..1 - B, b11 ---+ oo, nuevamente podemos encontrar 
segmentos de e a qn y por lo tanto los vectores tangentes en cero tendrán 
un punto ele acumulación lo cual nos lleva a la existencia de un rayo ele C 
a oo en J..1 - B, lo cual es una contradicción, ele donde se sigue que J..1 - B 
es compacto. 
Para la segunda parte basta con observar lo siguiente: como la variedad es 
completa existe una sucesión de compactos J(71 tal que LJ ]( n = J..1 y J(n C 
I<11+i, entonces, sea C1 = D, donde D es cualquier compacto totalmente 
convexo, existe n 1 tal que D C intl{n 1 , por lo que podemos aplicar la 
construcción anterior a A-111 y obtenemos C2, para C2 existe un n2 tal que 
C2 C int1{112 , si aplicamos nuevamente la construcción a J( 112 obtenemos 
C3 , es claro que podemos repetir el proceso inductivamente y obtener la 
filtración deseada. • 

No todos los conjuntos totalmente convexos en una variedad se obtienen de 
la construcción del Lema 6. 

TEOREMA :El conjnnto S de pnntos simples en .M intersecta todo com-
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pacto totalmente eo1111exo C. De esto S =f. 0. 
Demostración : 
Escojamos un compacto D :::> C como en el L<'ma 3. Como C es compacto. 
podemos definir una función h : .H - D ___, C dC> la siguiente manera: 

d(q, h(q)) = sup{d(q,p)IP E C} 

es claro que h(q) es único, ya que de lo contrario habría dos puntos en e 
los cuales son los más alejados de q. pero esto nos llevaría a que cualquier 
geodésica, que está coute11ida ell e por com·exidacl, que los une deja de ser 
cóncava con respecto a q. 11 

Como fuerte corolario de lo anterior y del lema 4 tenemos: 

TEOREMA : Mes contraible. 
Demostración : 
Es consecuencia inmediata del Lema 4. • 

Notemos que como consecuencia de esto tenemos que el número de geodé­
sicas entre p y q debe ser finito, ya que Serre en [10] demostro que existen 
un número infinito de geodésicas entre p y q si y sólo si algun grupo de 
homotopía 7ik(M) con k ;::: 1 es no trivial. 

Regresaremos ahora al estudio de las geodésicas. 

Lema 7 : Dado cualq·uier conjunto compacto Ce A1, existe una cota>. tal 
que /a longitud de cualquier geodésica en C es rnenor q1te A. 
Demostración : 
Supondremos lo contrario y llegaremos a una contradicción. 
Supongamos que existe una sucesión hn : [-n, n] --; C} de segmentos 
geodésicos de longitud 211. Podemos suponer ademas que i'n (O) converge 
a un v. Hagamos ~l(t) := e:cp(tv). Sea A la cerradura compacta de ¡(R) 
en e y escojamos q fuera de e tal que todo segmento geodésico en e sea 
cóncavo con respecto a q. 
Sea p E A tal que d(p, q) = d(p, A), existe una sucesión t,, tal que tn --; p 
y i'(tn)--; w, para la geodésica g(t) := e:i:pp(tw) tenemos que d(q,g(t)) > 
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En general Af es llamada simplemente conexa al infinito si para rnalquicr 
conjunto compacto C existe un ccmj11nto compacto D ::::> C en JI tal que 
.H - Des simpl<'nwnte conexo. Para probar el TPorema (11 2 5). nosotros 
mostraremos q11<' Jf PS sirnpl<'mr·nl<' cm1c·xri ril iufinito. lo cual junto con el 
lema 5 sr ¡.;pgniní ck: 

Lenrn 8 : El complemento Jf - C de cualquier co11.funto compacto total­
mente C017.'/ICXO C de Ji.f CS /; - C011e:ro para Ü :::; /; :::; 11 - 2. 
Demostración : 
Sea f : S"' ~ Af - C mrn función continua represeutado una clase de 
homotopía de r.k(M - C). 
Determinemos E > O tal que todas las bolas métricas abiertas de radio E 

centradas sobre los puntos de la vecindad 

V= {r¡ J d(C,q) <E} 

de C son estrictamente convexos y f (Sk) n V == 0. Dado q E V podemos 
encontrar un único punto h(q) en C, determinado por d(C,q) = d(h(q),q) 
por razones de convexidad. Claramente h : V ~ C es una retracción 
continua. Ahora podemos definir un campo vectorial continuo Y en V - C: 

Y(q) :== (d(C,q) - c)(c:rpJUq)-1 o h(q) i= O 

donde Uq es la bola abierta ele radio e centrada en el origen del espacio 
tangente Tq1'.1. Por argumentos está11dar, podemos encontrar una subvarie­
dacl lV e V suave de dim(ff) == n, con Ce intW, y fijando algún punto 
p E C, podemos extender YJ8W continuamente a un campo vectorial Zen 
W con Zj8W = YjaW, Z(q) i= O de la siguiente manera: Notemos primero 
que por ser la variedad contraíble existe' una scccióu no triYial, digamos 
E 1 : Ji.! --+ TpJi.f tal que E 1 (.T) == (:r, e1) donde e 1 es el primer básico en 
R", sea e; : W __, R tal que r,:;JC =: O y rl8Tr =: 1, definamos entonces 

Z(:r) == (1 - ip(.T))E1 (:r) + r,:;(:r)Y(.1:) 

por lo que es claro que Z definido de esta manera satisface la condición 
descrita. Definamos un campo vectorial X en 1\f tal que: XIW :== Z, 
XIV - lV := Y¡F - H' y Xj1U - F :==O, entonces existe una continuación 
F : Dk+1 --+ M ele f tal que FJS" == f, p t/. F(Dk+i ), para :tvr contraible 
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y k + 1 < 11. Consideremos F1 : D~·+I ---> "U, F1(a) := cxp(tX
0 

o F(a)) 
y FtlSk = J si t 2: O. Por los lemas G y 7 F1(D 1'+ 1 ) e M - C para t 
suficientemente grandes. notemos que llXll está acotado lejos de cero en 
F(Dk+1 ) n Hr y exp(tXq) 'f. C 't/q E M - lF, t 2: O ya que Ces totalmente 
convexo, lo que tc>rmina la demostración. • 

De estos resultados obt enemas que jf es contraíble y ademas simplemente 
conexa al infinito. A continuación enunciamos un Teorema de Stallings el 
cual nos permite obtener el resultado enunciado. 

Teorema : Toda 1iar1'.edad difcrenciable, contrafble y simplemente conexa 
al infinito es dij eom orfa a R" si 11 ;::: 5. 

Para una demostración de este Teorema ver (12). 
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