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I N T R o o u e e I o N 

El presente trabajo está dedicado al análisis de funciones de 

R' en R. Dentro de este análisis. estudiamos principalmente el 

comportamiento de una función. con el fin de establecer si existe 

un punto en el dominio de la función en el cual alcance su máximo 

o mínimo valor. Es de gran importancia este concepto. conocido co

mo la Teoría de máximos y mínimos. dado que muchos problemas teó

ricos y prácticos requieren de su conocimiento para determinar la 

solución de un problema especifico. 

En 1 a primera parte denominada " Puntos cri ti cos. máximos y 

mínimos "se desarrolla la teor1a para establecer: 

para poder a~c11 

mínimo valor. 

a. Condiciones necesarias 

b. Condiciones suficientes 

que en un ~unte la función alcanza su máximo o 

Estas condiciones necesarias y suficientes nos permitirán esta

b 1 ecer un teorema. con criterios claros y precisos para determinar 

la naturaleza de un punto critico. 

Después de la teoría desarrollada se presenta una se~ie de 

problemas. con diferente grado de dificultad. resueltos de formas 

diversas y los cuales muestran que en muchas ocasiones no son a

plicables los criterios establecidos. por no existir cond1ciones 

suficientes. 



La segunda parte de este trabajo consiste en analizar el com

portamiento de las funciones. pero ahora no en todo su dominio si

no en un dominio restringido G, integrado por los puntos que sa

tisfagan la relación g(x,yl - O. 

Si se trata de localizar los valores máximos y mínimos para 

J' : G -> R 

el problema es distinto al anterior. dado que J' no siempre alcanza 

su valor máximo o minimo en los mismos puntos en su dominio natu

ral que en un dominio restringido. Sin embargo. existe una forma 

de relacionar la teoría desarrollada en la primera parte con este 

nuevo problema. y esto es. mediante la Regla de los Multiplicado-

res de Lagrange. 

xi liar 

la cual nos proporciona mediante una función au-

h(x.y) = J'(x.yl - g(x,y) 

un punto (x.y). el cual cumple las condiciones necesarias estable

cida" en ···- ci¡,ui L.':dc. ·'-· ;.;, .... ~_.,;,'·" un análisis de la función J' res

tringida al conjunto G se puede llegar a determinar si este punto 

determina un valor extremo. 

En este trabajo aparece la demostración de la Regla de los Mul

tiplicadores de Lagrange para funciones definidas en R". después 

de la demostración se enuncia la versión para funciones definidas 

en R2 • Cabe mencionar que la demostración que aqui presentamos no 

utiliza los teoremas de la función inversa e implícita como suele 

suceder en los textos. Esta sección. como la anterior. es acompa-

ftada con algunos ejemplos. tanto en R' como 

• 



PUNTOS CRITICOS, MAXIMOS Y MINIMOS 

Para las funciones de varias variables. como para las funciones 

de una sola variable. una de las aplicaciones más importantes de 

la derivación es Ja teoria de Jos maximos y minimos. 

Sea U C R' y 

una función 

si consideramos Ja gráfica de .f. obtendremos una superficie. la 

representación de .f en R' que en ocasiones denotarnc.s por z=.f(x.yJ. 

Definición. Un punto p es un máximo local de la superf ic1e que 

es Ja gráfica de z = .flx.yl si_existe algún disco D 

con centi·o p tal que .flp l 2 .fípl pai·a todo p E O; 

el punto p 

todo p E D. 

extremos. 

es un minimo local s1 .f(p l ~ .f(p) para 

Los puntos máximos y m1n1mos se llaman 
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En muchos problemas práctjcos. puede determinarse la naturaleza 

del punto "critico" a partir de la naturaleza especifjca del 

problema, lo que nos llevará a decidir si se trata de un máximo o 

de un mínimo. Sin embargo. es importante tener condiciones genera-

les necesarias y suficientes para determinar la ocurrencia de 

extremos. 

A. CONDICIONES NECESARIAS 

Efectuando un razonamjento geométrico en el caso de dos dimen-

siones. la existencia de un punto extremo significa que en el 

punto p el plano tangente a la superficie z ~ .f(x,y) es para-

lelo al plano-xy. 

(p ) í' + (p ) 
ÓX ~y 

es paralelo al vectork. Es decir. n~T'k para algún escalar T lo 

que implica que 

íJ 

y por lo tanto 

(p ) 

'C-f 

ox 
o. en otras palabras, que 

?J 
í + -- (p ) 

·a y 

{p ) 

V'.f(p) o 

o 
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Se djce que p es un cr1tjco de f(x,y) sj f(p )=O. Como conse

cuencia tenemos que el primer paso para localjzar extremos, es re

solver el sistema de ecuaciones 

(X,y) = Ü 

(X,y) o 

No es fácil determinar si un punto critico es un extremo. Es 

más, un punto crítjco no necesariamente tiene que ser un punto 

máximo o mínimo. 

Consideremos los siguientes ejemplos. 

Ejemplo l. Consideremos la función 

f1x,y1 ~ x•y + y'x 

Obtengamos los puntos críticos . 

.f 
(X,y) 2xy + y' 

X 

.f 
(x.y) = 2yx + x' 

y 

Por Jo tanto, para localizar los puntos críticos es necesario re

solver el siguiente sistema de ecuaciones 

2xy + y' 

2yx + x' 

o 

o 

(1) 

(2) 
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restando (1) y (2). obtenemos que 

x2 = y2 
es decir 

y = X ó y = -x 

y si sustituimos y = x en (ll tenemos que 

2y2 + y2 = 3y2 = O· 

lo cual implica que 
y 0 . X o 

De forma análoga si y = -x 

-2y2 + y2 -y2 o 

implicando que 
y 0 . X o 

Lo que significa que el único punto critico es el (0.0). 

Si se conoce el problema que originó dicha ecuación o Ja super-

ficie correspondiente. puede ser relativamente sencillo determinar 

si un punto critico es~~ maximo local. minimo local o ninguno de 

estos casos. de otra manera. si se carece de criterios. el proble-

ma puede ser muy complicado. 
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Ejemplo 2. Consideremos la superficie generada por la función 

.f(x.yJ = x3 
en este caso 

(X. y) = 3x2 

ox 
'O .f 

ex.y) o 
OY 

los puntos críticos serán los puntos que satisfacen la ecuación 

3x2 = O 

es decir 
X Ü 

por lo tanto. los puntos críticos son todos Jos puntos sobre el 

eje-y. Sin embargo. es evidente de la figura. que ninguno de es-

tos puntos es un máximo o un mínimo local. 
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Ejemplo 3. Considérese ld función 

.f(x,y) = xy 

sus derivadas parciales de primer orden son: 

?; .f 
(X,y) 

'( X 

y 

?,:F 
(x,y) X 

•(:y 

por lo tanto para obtener los puntos críticos debemos resolver el 

sistema 

X Ü 

y o 

es decir. el único punto crítico es el (0,0). Sin embargo. para 

todo disco D con centro en (0.0J. la función puede tomar tanto 

valores positivos como valores negativos. dependiendo del cua-

' ;, ~ . }' ) . i'0r lo tanto, la función no tiene 

extremo en este punto. Geométricamente. la superficie que repre-

senta a la función .f(x.y) = xy es un paraboloide hiperbólico que 

no tiene punto máximo ni mínimo sino lo que se conoce como un 

punto silla de montar ( o simplemente. punto silla) en el origen. 
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B. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LOS VALORES EXTREMOS 

Si se considera un punto p en el cual ambas derivadas parcia-

les de la función se anulan, ocurre un valor extremo si y solo si 

la expresión 

.f(x,y) .f (a. b) donde p = (a .bl 

tiene el mismo signo para todos los valores (x,yJ en un disco D 

con centro en (a.b). 

Para motivar la condición general para determinar si un punto 

critico p de una función .f : R' --> R es un máximo local, un 

mínimo local o un punto silla, desarrollaremos la expresión 

.f(x.yl .f (a. bl 

por medio de la fórmula de Tayior de segundo orden para .f(x,yl. 

Donde 

(J .f ÍJ .f 
.f(x,y) .f (a, b) + (x-a) (a,b) + (y-bl (a,b) 

l(í X ?,y 

[ 2' .f r, ';f 

~ (x-al' Ca.bl + 2(x-a) (y-b) e 
+ 

'C x' 2x 2y 

+ (y-b)' 
?! ' .f 

(a.b) ] + R (a,b,x-a.y-b) 
~Y' 

R (a,b,x-a.y-bl 
->o 

11 Cx-a,y-blll 
cuando X-) a 

y-> b 

(a,b) 
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Aplicando las ecuaciones 

(a.bl = O 

o j' 
(a.bl o 

'óY 
se obtiene 

.f'(x,yJ 
o' .f o' j' 

= .f(a.bJ + ~ (a,b) x' + (a.bl X y 
'O x' 'O X ()y . 

+ ~ 
o' .f 

(a. b) y' + R (a • b. x • y l 
'óY' ' ( Fl l 

donde x = x-a , y = y-b. 

Asi la fórmula F1 puede ser escrita como 

.f (x, Yl A ~ + B x y + C y' + K + E ! F2 l 

donde E.-> O cuando (x .y l -> (0, 0) 

'(; ' .f ,.' .f 
b 

., 
(a.b) --- e 

?/.f 
(a,bl A ~ (a.b) 

'ó x' ax '(¡y OY' 

K .f(a.b) 

Para inicia~ el análisis, consideremos primero las funciones 

de la forma 

.f(x,yl A x' + e y' + K 

entonces 

V .f(x.yl = 2Ax í' + 2Cy j· 

y 'V.f(x.yl O implica que 

(X.y) = (0,0) 

es decir. (0,0J es el único punto critico. 
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Analicemos la función f 

CASO 1. Si A< O y C < o. (0.0J es un máximo local. 

Demostración 

f(X,y) = A x2 + e y2 + K (X.y} f (0,0) 

en particular 

fCO .OJ = K 

y como A < o y e < o tenemos que 

A x' i o e Y, i o 

por lo tonto 

Ax' + e Y, i o 

A x' + e y' + K s. K 

es decir 

f(x.yJ s. f(O.OJ 

CASO 2. Si A >O y e >O. (0.0J es un mfnimo local. 

Demostración 

dado que 

y como A < O 

por lo cual 

f(x.yJ A x' + e y 2 + K 

f(O.OJ = K 

y e < o tenemos que 

A x 2 l O y e y 2 i o 

A x' + e y' .?. o 

A X2 + e Y' + K .?. K 

(X.y) f (0,0) 
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y por lo tanto 

.fCx.yJ .?. .f(O.OJ 

con lo que queda demostrado que (0,0) es un mínimo local. 

CASO 3. Si A< O y e >O • (0.0J es un punto silla. 

Demostración 

Tornemos una trayectoria para acercarnos al origen, sea esta 

trayectoria la representada por la ecuación x = O, los puntos 

de esta trayectoria tienen la forma (0,y), para ellos 

.f(O,yl = C y' 

y corno e > O e y' .?. o . tenemos 

lo cual implica que 
C Y' + K .?. K 

.f(O,y) .?. .f(0,0) 

es decir, para estos puntos (0,0) representa un mínimo. 

Sin embargo analicemos que pasa con la trayectoria ortogo

nal a la anterior, y = O , los puntos que forman esta trayec

toria son de la forma (x.OJ y para ellos 

y dado que A < O 

lo cual implica que 

.f (X, 0) A x' 

A x' :5. O y obtenemos 

A x' + K !'. K 

.f(x.OJ !'. .f(O.Ol 

es decir, para estos puntos (0,0l representa un máximo 

De lo anterior podernos concluir que (0.0l. en este caso. 

no es ni máximo ni mínimo, sino lo que se conoce como un pun

to silla. 
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CASO 4. Si A >O y C < O • (O.O) es un punto silla. 

Demostración 

Al igual que en el caso anterior. consideremos una trayec

toria para acercarnos al origen. sea esta trayectoria la re

presentada por la ecuación x = O. los puntos de esta trayec

toria son de la forma (0.yJ, para ellos 

y como C < o 

.f <o . y J = e y2 

e y' i o . tenemos 

C y' + K i K 

lo cual implico. que 

.f(O,yJ i .f(0,0) 

es decir. para estos puntos (0,0) representa un máximo. 

Sin embargo analicemos que pasa con la trayectoria ortogo-

nal ! e: ¡¡r,t. _1.:-r : ::<: [Juntos que forman esta trayec-

toria son de la forma (x,OJ y para ellos 

y como A > O 

.f ( X , O ) = A x' 

A x' .?. O . tenernos 

A X' + K .?. K 

Jo cual implica que 

.f(x.OJ .?. .f(O,Ol 

es decir. para estos puntos (0.0) representa un minimo. 

Para este caso al igual que para el anterior .f tiene un 

punto si! la en (0. 0). 

11 



CASO 5. Si A m O o bien C - O, 

l Qué tipo de punto crítico tendremos ? 

Supongamos s.p.g. que C = O. si A ~ O haciendo una rota-

ción de la superficie la podemos llevar al caso C =O. 

Si C = O y A f O 

§(x.y) = A x2 + K 

tenemos dos casos 

a) Si A > O, §(x,yl tiene un mínimo local en (0,0) 

Demostración 

Como A > O, A x2 l O y por 1 o tanto 

A x'+ K l K 

es decir 
§(x,y) l §(0,0) 

por 1 o cua i .F i: i •': ·~ mJnimo local en (0,0). 

Graficamente se tiene una parábola que abre hacia arriba, 

en el plano-xz. 
----------------------, 

; y 
/ 1 
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fll Si A< O, .f(x.yJ tiene un máximo local en (O.O) 

Demostración 

Como A < O. A x' .s. O y por lo tanto 

A x' + K .s. K 

es decir 

.f(x.yl .s. .f(O,Ol 

por lo cual .f tiene un máximo local en (0.0). Gráficamente 

se tiene una parábola que abre hacia abajo, en el plano-xz. 

----------··--·---------' 

Con el fin de generalizar los resultados anteriores. considere-

mos las funciones de la forma 

.f{x,y) = A x' + B xy + e y' + K 

donde. por supuesto. B f O. Determinemos los puntos cr1ticos de .f 

(X.y) 2 A x + B y o ( 1 ) 

13 



(X.y) 2Cy+Bx=O 2 
'O y 

Despejando a y de ( 1 ) y sustituyendo su valor en ( 2 ) 

2 A X 
y 

B 

2 C ( 2 A X) 

B' x-4ACx 
B 

(B' - 4 A C) x O 

y despejando a X de ( 2 ) y sustituyendo su valor en ( 1 ) 

2 C X 

X = 
B 

2 A (2 e y> 
By - B' y - 4 A C y 

B 
(B: - 4 A C) y o 

obteniendo las ecuaciones 

(i.J' 4 A C) X = O 

CB' - 4 A CJ y O 

de donde concluimos que si (B' 4 A Cl f O. el único punto crí-

tico es (0.0J. El caso (B' - 4 A C) = O será tratado posterior-

mente. 

14 



C A S O (82 - 4 A Cl :j= O 

Analicemos primeramente el caso (B' - 4 A C) :j= O con A f O 

y e fo. 

Observemos que en la función f(x,y) ~ A x' + B xy + e Y' + K. 

K no toma parte en la determinación de los puntos criticos, ya que 

solo produce un corrimiento de la superficie hacia arriba o hacia 

abajo. por este motivo podemos ignorar el término K y escribir a f 

como 
.f(x,yl A x' + B xy + e y' 

[ B 
] + A x' + xy e y' 

A 

[ 
B r + [ 

B' 
A X + y e -

4A ] 
Y' 

2A 

A [ X + 
B r + [ 

4AC - B' ] y y' 
2A 4A 

A x ., + e 'y' ( F3 ) 

donde 

e.~ [ _4_Ac_

4

_:_B_' ] y' 

Con esta transformación de .f(x.yl al modelo de funciones tra-

tadas anteriormente. podemos analizar la naturaleza del punto crí-

tico {0,0) recurriendo a los casos anteriores. 

15 



CASO 1 '. Si 4AC > B' y A < o. entonces C'< o. 

Aplicando el Caso l. (0,0) determina un máximo local. 

CASO 2'. Si 4AC < B' y A > O, entonces C'> o. 

Aplicando el Caso 2, (0,0) determina un mínimo local. 

CASO 3'. Si 4AC < B' y A < O, entonces C'> o. 

Aplicando el Caso 3, (0,0) es un punto silla. 

CASO 4'. Si 4AC < B' y A > O, entonces C'< o. 

Aplicando el Caso 4, (0' 0) es un punto silla. 

Recordemos que al inicio de este análisis supusimos que 

(B' - 4 A Cl f O y A f O . C f O. Para completar el análisis 

es necesario considerar la posibilidad de que 4 A C =O. es de

cir que A 6 C sean cero. pero bajo la hipótesis (B' - 4 A C) f O 

o lo que es lo mismo B f O. 

CPSO 5' B' ·"·"·,,· · D y (0,0) es un punto silla. 

Demostración 

Supongamos primero que C = O y A f O: para poder escri

bir a r(x,yl en la forma ( F3 ). 

rtx,yl A x ·' + e 'y' 

donde 
B' 

C' 
4A 

al Si A<O, C'>O utilizando el caso 3, ya que por hi-

pótesis B'- 4AC >O, podemos asegurar que (0,0l es un 

punto silla. 

16 



B) Si A > O. e'< O utilizando el caso 4 aseguramos que 

(0.0J es un punto silla. 

En el caso en que A = o no podemos esribir a .f en la forma 

r F3 ) . sin embargo. podemos escribir o .f como 

.f(x.yJ = B xy + e y' 

[ 
B 

] e xy + Y' 
e 

[ 
B' B 

+y'] 
B' 

e X' + xy - x' 
4C' e 4C 

e [ Y + 
B r- B' 
-x x' 
2C 4C 

= A' x' + C y'' 
donde 

B' B 
A' y' =y+ -- X 

4C 2C 

lisis hecho anteriormente para asegurar que .f(x.y) en (0.0) 

tiene un punto silla. 

CASO 6', El único caso que resta por tratar bajo la hipó-

tesis (B' - 4 A CJ f O . es A = O y C = O en cuyo caso 

.ffx.y) 

.f ro. oi 

y (0.0) será un punto silla. 

Demostración 

Supongamos B > O 

B xy 

o 

17 



Tomemos una trayectoria para acercarnos al origen, sea es

ta trayectoria la representada por la ecuación y • x. los 

puntos de esta trayectoria tienen la forma (x.x). para ellos 

y como B > O 

.f(x. x) = B x' 

B x' l O . tenemos 

.f{X,X) l .f(0,0} 

es decir, para estos puntos (0,0) representa un mínimo. 

Sin embargo analicemos que pasa con la trayectoria ortogo

nal a Ja anterior. y = -x. los puntos que forman esta trayec

toria son de la forma (x.-x} y para ellos 

.f (X, -x) - B x' 

y como B > O - B x• ~ O . tenemos 

i :, , A ) ~ ;f ( Q , Ü ) 

es decir, para estos puntos (0,0) representa un máximo. 

Por lo tanto (0.0) es un punto silla. 

El análisis del caso B < O es análogo al anterior. 

Con esto terminamos de analizar el caso <B' - 4 A C) f O. 

iB 



Utilizando los resultados obtenidos y recordando que 

§: U C R' --> R 

puede ser escrita en una vecindad del punto crítico p = (a,b). con 

( F2 ), como 

§(x.yl A X2 + B X y +e y' + K +: 

donde x = x-a . y = y-b y E.-> O cuando (x ,y l ->O. 

Además 

A 
rú' § 

~ (a.b) B (a,b) e 
r¿' § 

~ (a.bl 
'/)x' 'é)y' 

K = §(a.b) 

Esto sugiere que en una vecindad lo suficientemente pequena del 

punto crítico la función es "casi" cuadrática. lo cual nos permite 

utilizar Jos resultados obtenidos con anterioridad. 

La relación entre A.B.C. definidas anteriormente. nos propor-

cionan suficiente información para determinar la naturaleza del 

puni_o crJt1c0 (a.b;, '"'' "' Li.ttiC• d.i' - 4 A Cl t O. Es decir tenemos 

condiciones suficientes para determinar si un punto crítico es má-

ximo local, mínimo local o punto silla. 

CASO 1". Si (B' - 4 A Cl < O. A < O o. en forma equivalente, si 

D 
r 2 § ' o'Y 'Y 

[ ú (a bl] [ (a,bl] [L. (a,bl] < O 
'(,x oy . - 'óx 2 Zy· 

y 
(a.b) < o ' 

entonces podemos afirmar que (a,bl es un punto crítico que 

determina un máximo local. En este caso D se llama Ja discri-

minante de Y en el punto (a.b). 
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CASO 2". Si ( 32 -

[ 
o 2 .f 

D 
ax?, y 

y 

4 A Cl ( o. 

(a.b)r- [ 
'~· 2 .f 
(1 

7'. > o o. en forma equivalente. si 

• 2 .f 

(a. b)] [ 
.1 j"': 

(a .b)] < o 
:1x;; ~\y2 

(a. bl o . 

entonces (a.b) es un punto cr1t1co que determina un m1nimo 

loCCll. 

CASO 3". Si D. definida como en los casos anteriores. es mayor 

que cero. entonces (a,bl es un punto silla. 

Ahora . ya estamos en posibilidades de enunciar el siguiente 

teorema. en el cual se reunen las condiciones necesarias para lo-

calizar puntos crit1cos y criterios para determinar la naturaleza 

de los mismos. 

TEOREMA. Sea .f(x,y) de clase C' en un conjunto abierto U en R'. 

Un punto (a.b) es un mínimo local de .f siempre y cuan-

do se cumplan las tres condiciones siguientes. 

al 

B l 

?; .f 

ax 

'bx' 

(a. b) (a .b) o 

(a.b) > o . 

f\ l .f ] 2 

I') D = [ ~ (a.b) 
.:x (y 

'.f ' .f 

[ ~ (a.b)] [ '.::-:- (a,b)] < O 
)X 2 uy· 

Si en B) tenemos< O en lugar de ) O y mantenemos la con-

dición I'). entonces tendremos un máximo local. 

Si en el Teorem.:i anterior. se tuv1<e>1·.1 [> ) O entonces r.endr1amos 

un punto silla. En el caso D = O. para conocer la naturaleza del 

punto critico se requiere de un análisis mayor. 20 



C A S O CB2 - 4 A CJ o 

Como hipótesis general en los casos anteriores (B' - 4ACJ f O, 

y únicamente existía un punto crítico. Para el caso (B' - 4ACJ=O, 

el análisis no es sencillo. sin embargo trataremos de mostrar con 

ejemplos los posibles comportamientos de la función .f(x,yJ. 

Ejemplo l. Considérese la función cuadrática 

.f (X• y) x' - 2xy + y' 

(X - y)' 
en este caso 

B' - 4AC ~ 4 ( 1) ( 1) - (-2) 2 

.. () 

sus derivadas parciales de primer orden son: 

(X.y) 2x - 2y 
'C X 

(X.y) = 2y - 2X 
:y 

por lo tanto para obtener los puntos crlticos debemos resol-

ver el sistema 

lo cual implica que 

2x 2y O 
2y - 2x = o 

2x - 2y O 
2x 2y 

X y 
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es decir. nuestros puntos críticos son todos los puntos sobre 

la recta y = x, en otras palabras. todos los puntos de la 

forma (x.xl con x E R. Analicemos la naturaleza de estos 

puntos. 

Para los puntos (x,xJ, 

.f(x,x) O 

y como 

.f(x,y) (X - y)' .?. 0 'íj (x,y) E R' 

podemos concluir que 

.f(x.yl .?. .f(O,OJ 'r.J (X.y) E R' 

por lo tanto. todos los puntos de la forma (x,xl jeterminon 

puntos mínimos locales de .f. 

\ / 

\~; 
/~~;;--

1 

¡ ______ _ 
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Ejemplo 2. Tomemos un función cuadrática similar a la anterior . 

.f(x.y) ~ - x' + 2xy - y' 

= - (X - y)' 

en este caso 

B' - 4AC - (2)' - 4(-il(-1) 

~ o 

sus derivadas parciales de primer orden son: 

ré .f 

(X.y) -2x + 2y 
2 X 

? .f 
ex.y> 2x - 2y 

éy 

por lo tanto para obtener Jos puntos criticos debemos resol-

ver el sistema 

~) ~;'' . .... - ~' 

2x + 2y = O 
2x - 2y O 

- 2x + 2y = O 
- 2x = - 2y 

X = y 

por lo tanto los puntos críticos. al jgual que en el ejemplo 

anterior son los puntos sobre la recta y= x. Analicemos su 

naturaleza. 

Para los puntos (x,x). 

..f(x,xl O 

y como 

.f(X,y) - - (X - y)' i Ü V (X .y) E R' 
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podemos concluir que 

f(X.y) ~ .f!O.Ol \¡' ( x. y l E R• 

por lo tanto. todos lo!" puntos de la forma (x.xl determinar, 

puntos máximos locale!" de .f. 

¡---------------------------------------, 

1 1 

~' ,. 

'ª siguiente manera 

.f ( x. y) = x' + 3xy' 

= X (X' + 3y' 

notese que .f no es una funcion cuadr6tica. como en el Ejemplo 

1 y 2. sin embargo podemos calcular D = B' - 4AC. el discri-

minante de .f. util1zandc las derivadas parciales de segundo 

orden. 

Las derivadas parciales de primer orden son: 

3x' + 3y' 

'oy 
<X.y) = 6xy 

24 



por lo tanto. los puntos críticos son los que satisfacen el 

sistema de ecuaciones 

3 (x 2 + y' l O 
=> x~o .y=O 

6 y ~ o 

es decir, el único punto cr1tico es el (0.0), determinemos la 

naturaleza de este punto. Las derivadas parciales de segundo 

orden son 

re 2 .f 

(X.y) 6x 
2x2 

?: .f 
(x,y) 6x 

'C·y' 

~2.f ~'.f 
(X , y) = ( X , y ) = 6y 

?y 'Ox ?x ?;y 

por Jo tanto D = B' - 4AC evaluada en (0,0) es cero. 

En este ejempiG. usegu~amos que (0.0) es un punto silla. 

Demostración 

f(0.0) = o 

Si nos acercamos al origen por Ja siguiente trayectoria y=O y 

X ( 0 

.f ( X , 0 ) = x3 
( 0 ya que X < 0 

por Jo tanto para estos puntos 

.f(X.0) ( .f'(0,0) 

es decir (0.0) tiene apariencia de máximo. No obstante si nos 

acercamos al origen por la ~rayectoria y=O y x > O 

.f(x.0) x3 ) o ya que X ) Ü 

25 



por lo tanto para estos puntos 

.f(O.Ol > J'(O.Oi 

es decir (0.0) tiene apariencia de m1n1mo. Por lo tanto el 

origen representa un punto silla. 

Concluyendo podemos decir que si <B' 4 A Cl = O, no pode-

mos asegurar que exista un número finito de puntos críticos. y lo 

que es más importante. no podemos conocer la naturaleza de estos 

puntos. 

.. 
\ 

\ 

i 

------ .+--~--·----· 
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EJEMPLOS 

Encontrar los puntos criticos de las siguientes funciones y deter

minar la naturaleza de estos puntos. 

ll §(x.yl = x' + 4xy 

Para localizar los puntos criticos de la función es necesa

rio calcular 

'O§ 
(x.y) 2x + 4y 

'O y 

'O§ 
(X,y) 4:-: 

Í) y 

Dado que la condición necesar1a para la existencia de ex-

tremos. es que ambas parciales se anulen en el· punto. pro ce-

2x + 4y O 

4x O 

de donde obtenemos, que el único punto donde se anulan las 

derivadas parc1ales. y por lo tanto el úni~o punto critico. 

es (0, O 1. 

Veremos ahora si el punto (0.0l corresponde a un má:<imo. un 

minimo o un punto silla. para lo que necesitamos calcular 

las der1vadas parciales de segundo orden. 

f(; ';. .f 

3 x: 
(X.yl 2 
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'ó 2 .f 

'ily' 

(X,y) 

(X,y) Ü 

'O 2 .f 
(X,y) 4 

'ilx OY 

Dado que las parciales de segundo orden existen y son conti-

nuas podemos hacer uso de los criterios que nos porporciona 

el teorema anterior para determinar la naturaleza del punto 

(0,0). Por lo tanto calculando 

D 
r'.f 2 l(:'.f r':f 

[{ ?x (O . O)] - [ 'il x' (O . O J ][ : Y' (O . O l] 

= (4)' - (2) (0) = 16 

y como D >O entonces (0,0J es un punto silla. 

Asi la función .f(x) tiene un punto silla en (0,0J. 

;·, 

·~~i/ 
"~~· 

i 
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2) .f(x.y) = x" + 2y' + 32x - y+ 17 

Para localizar los puntos críticos de la función es necesa-

rio calcular 

'O .f 
(X,y) = 4x3 

+ 32 
ox 
(l.f 

( X • Y ) = 8y3 - 1 

Igualando a cero las derivadas parciales para obtener los 

puntos críticos. entonces 

42 + 32 = o 

1 o 
=> X = -2 , y 

por lo tanto el único punto crítico es (-2.~J. 

Calcularemos ahora las derivadas parciales de segundo or-

den para determinar la naturaleza del punto crítico. 

IX./) 12x' 
'2 x' 

ÍJ '.f 
(x.yJ = 24y• 

'C y' 

e, .f ? '.f 
(X.y) (X.y) o ay ex éx ?y 

Las derivadas parciales de segundo orden existen y son 

continuas. de acuerdo a los criterios establecidos, y como 

D = 

D o - (48) ( 6) -288 
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3) 

es decir. D < O y 

(-2.l;) = 48 

concluimos que f en (-2.l;J tiene un mínimo. 

f(x. yl e, x' •, '),. 

Las derivadas parciales de primer orden son 

fx.yJ 2x 

(x.yJ = 12y' - 24y - 36 
Í:y 

Igualamos a cero las primeras parciales para obtener los pun-

tos críticos. obtenemos 

2x o 
12y' - 24y - 36 o 

=> 
X o 

(y+l) (y+3l o 
=> 

X = o y = -1 ó y 3 
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Por lo que tenemos 2 puntos críticos (0.-ll y (0.3). 

Para determin111- su naturaleza. calculemos las derivadas par-

ciales de segundo orden 

'o: .f 

'tx' 
{x,y) 2 

o' .f 
{x,yl = 24y - 24 

'iiy' 

~ '.f 
(X.y) 

~ 'iix 

o' .f 
--- (x.y) 
'¿x 'Ziy 

o 

Las derivadas parciales de segundo orden existen y son 

continuas. Utilizando los criterios para determinar la natu-

raleza de los puntos obtenemos que 

Para el punto (0,-ll 

r
·.'.f l' [ í;',f -;.'.f 

D .~ (0.-1) - -- (0.-ll][-:- (0,-1)] 
- Í:x' :'y' 

D =O - (2)(-48) = 96 

es decir. D >O y por lo tanto (0.-ll es un punto silla. 

Para el punto (0.31 

D = o (2) (48) 96 

como D < o y 
r('' ,f 

{ º· 3) 2 
r¿ x' 

concluímos que :f en (0,3) tiene un mínimo local. 

Así .f tiene un punto silla en (0.-ll y un mínimo relativo en 

(0,3). 31 



----------- - .---·-·--------

4l :f(x,yl = x 2 + 4xy + 2y2 - 2y 

Las derivadas parciales de primer orden son 

(X,y) = 2X + 4y 
'ílx 

7J :f 
(X,y) = 4X + 4y -2 

'Oy 

Lo que nos lle~a a 1~L0lve1 el siguiente sistema de ecuacio-

nes, para determinar Jos puntos críticos 

2x + 4y = O 
4x + 4y -2 = O 

resolviendo por sustitución 

de (1 l 
X = -2y 

sustituyendo x en (2) 

-ey + 4y - 2 = o 
- 4y - 2 o 

y = -~ 
=> 

X = 1 

( 1) 
( 2) 

Por Jo tanto el único punto crítico es el (1.-~l. 
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Las derivadas parciales de segundo orden son 

'O ' j' 
(x.y) 2 

'iíx' 

?J' j' 
-- (x.y) = 4 

'ó y' 

'O' j' r¿, 'j' 
(x.yl --- (x.y) 4 

'ily 'Ox 'llx ?y 

Dado que son continuas. podemos calcular 

D 
?!'J' 2 r"J' o'J' 

[ - (1.-1;)] - [+- (1.-~>] [-'- (l.-\;)] 
'ay ?! X ;· x' C Y' 

D (4)' - (2) (4) = 16 - 8 = 8 

es decir, D > O y por lo tanto (1,-~) es un punto silla. 

Así la función en ll ,-1;) tiene un punto silla. 
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51 flx,yJ • x' + 3y' - 4~ - 12y' 

Calcularemos las parciales de primer orden para localizar los 

puntos críticos 

(X.y) = 2X 
(x 

(X.y) = 12~ - 12y' - 24y 
Ííy 

Igualando a cero las parciales y resolviendo el sistema 

2x o X = 0 
=> 

12y' - 12y' - 24y o 12y (y' - y - 2 l o 

=> 
)'. = o 

12y (y + 1) (y -2) o 
=> 

X o y = o ó y -1 ó y 2 

Por lo tanto los puntos cr1ticos son (0,0J. (0.-11. 10.21. 

Determ1n,::i·Jc' c:uu.0:c f""··'-·--- '3on extremos relativos y cuales 

puntos silla. 

Las derivadas parciales de segundo orden son 

y 

(x.yi 2 

'ú'f 
(X.y) - 36y' - 24y - 24 

~y' 

'o, s 
(x,yl ay 'óx 

(X,y) o 

Dado que son continuas. podemos calcular Den cada uno de los 

puntos. 
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Para el (0.0l 

[~ 2 ·'.f 'd'.f 
D = 'óy 'Ox (O . O l] - [ ~ x' (Q • O l] [ 

0 
y' (O . O l] 

D = {0)' - (2) (-24l = 48 

Como D > O. tenemos el caso en que el origen representa para 

f' un punto silla. 

Para el punto (0.-ll 

D = (0)' - (2) (36) -72 

es decir. D < o y 
?: 2 f' 

(X.yJ 2 
?x' 

y por lo tanto en (0.-ll f' tiene un valor m1nimo. 

Pcir ult1mo en 10,2) 

D [ 
7: 2 :f 

r r ry ex 
(0,2)]

2 

- [ :·'f (0.2)] [ ~
2

~ (0.2)] 
.:'x.; c:y ... 

D (0) 2 - (2) (72) -14~ 

como en el caso anterior D < O y la segunda derivada parcial 

de .f con respecto a x es pos1 uva. por lo que (0, 2! es un 

m:fnimo. 

Así f' tiene en (0.0J un punto silia y en CO.-i) y (0.2J mini-

mos. 
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6) .f(x,y) = (X-11' - (y+5)' 

'r·: / 
d 
), 1 
~. j 
·~~ 

Para localizar los puntos críticos calculamos 

(X.y) 

'h 

igualándolas a cero obtenernos 

2 (x-1 l 
-3(y+5)' 

o 
o => 

2 (X-1) 

-3(y+5)' 

X = 1 ó y = -5 

es decir. las parciales de primer orden se anulan cuando 

(x,yJ = (1,-51, y el único punto crltico es este. 

Ahora calculando las derivadas parciales de segundo orden 

y verificando que podemos utilizar los criterios para deter-

minar la naturaleza del punto. obtenemos 

?' .f 
(X.y) 2 

'(. x' 
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(X,y) - -6(y+5) 

(:' .f 
(x,yl 

;{y :·X 
-, '.f 

(X.y) = Ü 
(x , Y 

Aunque las derivadas parciales de segundo orden son continuas 

para todos los puntos en R' . 

' l ,f 2 ·,' ,f r 2 ,f 

D = [-,--.- !1,-5)] - [-'- (1.-5)] [-.- (1.-5)] O 
'"y (X r,X' ''y' 

es decir. las condiciones no son suficientes para determinar 

si (1.-5) es un extremo. 

No obstante. analizando la función podemos decir que (1.-5J 

es un punto silla. 

Demostración 

Acerq11é;r,onc·s .• , l r.· ·~··o por la trayectoria y -5, para 

los puntos de esta trayectoria 

.f(x.-5) = (x-ll' l .f(l.-5) =O 

por lo que el punto sobre esta trayectoria, tiene apa-

riencia de mínimo. 

Por otro lado. s1 nos acercamc! al (1.-5) por la trayec-

toria x = 1 y y 2 -5 

.f<l.yl = -1y-sf ~ .f(l.-5l 

y por lo tanto. en este caso. -ol (l.-51 tiene apariencia 

de máximo, 

Por lo tanto el (1.-5) es u:; punto silla. 
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\ ·. 

71 flx.yl = 1x-11~ + 1y-1r 

Las derivadas parciales de primer orden son 

( f 

(X 
(x,yl 

(f 
{X.y) 

. ~J 

e igualando las parciales a cero 

4 {x-111' 
4(y-7)' 

o 
o => 

4{x-ll 1' 

4(y-71' 

X = 11 y = 7 

obtenemos que el 111.7) es el único punto critico. 

Para determinar la naturaleza del punto recurriremos al 

análisis de la función. dado que 

12(x-lll' 

'(; 'f 
lx.yl = 121y-7)' 

'e Y' 

.-.. 'f ;.'f 
(x.yl o 
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y en el íll. 7) 

'f '('f ','f 
D =[-e_._ (11.7l] - [-.- (11.7)][-~- (ll.7l] =O 

?y 'éx Cx' ~y' 

Analicemos la función. f(x.y) (x-11). + (y-7f es positiva 

para todos los puntos en R'. ya que cada uno de los térmi-

nos son positivos. e igual a cero si (x.yl = (11. 7). por lo 

tanto 
f (X. y l l f ( 11 . 7) rf ( x. y l E R' 

en otras palabras. (11.7) es un mínimo. 

Así f en (11.7) tiene un mínimo local. 

8) .f (X. y) = - X' y' 

Para localizar los puntos críticos de f. calculemos las pri-

meras derivadas parciales 

(X.y) -2xy' 

(X.y) - -2x'y 
y 39 



igualándolas a cero obtenemos 

-2xy' 
-2x'y 

<=> X = 0 Ó 

o 
o 
y = o 

es decir .. Jos puntos criticos son todos aquellos puntos que 

se encuentran sobre el eje-x o el eje-y, ademas del origen. 

Tratemos de utilizar los criterios establecidos para determi-

nar si estos puntos son extremos o no. Observemos qué ocurre 

y 

D 

é' .f 

'ex' 

re' .f 

éy' 

e' .f 
(x.yJ 

?y '2x 

(x,y) -2y' 

(X.y)= -2x' 

(x.y) 
·::x ?y 

-4xy 

(X.y)]. - [ .:'.f (X.y)] [ ;:'~ (X,y)] 
t"X' : y· 

16x' y' - 4x' y' 12x' y' 

e igual a cero para todos los puntos criticos. (X.O). (y.OJ y 

(0. 0) 

Ya que las condiciones no son suficientes para determinar Ja 

naturaleza de los puntos. por que D=O. tendremos que anali-

zar la función para determinarla. 

Si Cx.y)=(x.0) 
Si Cx.yJ=(O.y) 
Si Cx.yJ=(0.0) 

.f(x.0) 

.f(O.yl 

.f(0.0) 

o 
o 
o 

X E R 
y E R 
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y dado que .f(x.yl ~ -x'y' es negativa para todos los puntos 

(x,y) E R'. tales que XfÜ y Yfº· e igual a cero para los pun-

tos restantes. los puntos críticos. concluimos que 

.f(x.yJ 

.f(x,y) 

.f(x.yJ 

~ -x' y' !. 
= -x2 y2 ~ 

-x'y' 

.f(0.0) 

.f (X, 0) 

.f (o. y) 

es decir. los puntos críticos son punto2 máximos. 

Así .f tiene un máximo en el origen o en cualquier punto sobre 

el eje-x o eje-y. 

-----------------------! 

L~· 
: ,/(,~ ' -...:....~: '~-' ·:,_ f."¡/· ·J·-,.,, ' '\ 

." 

9 l .f ( x . y J = x' y + y' x 

Hallamos las derivadas parciales y formamos el sistema de 

ecuaciones 
? .f 

(x.yJ 2xy + y= 
'C X 

~ .f 
2xy (X.y) X' + 

?y 
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igualándolas a cero obtenemos 

en forma equivalente 

y C2x + yl 
X (X + 2y) 

2xy + y 2 O 
x' + 2xy O 

o 
o 

=> 
=> 

y=O 
x=O 

o 
o 

y= -2x 
y= -~x 

obteniendo así que el único punto crítico es el (0.0J. 

Hallamos las derivadas de segundo orden 

( '.f' ú 

'(;y (X 

'( l .f' 

?i x2 

•/.f' 

'(y' 

(x.y) 

(X.y) 2y 

rx.yl 2x 

é' .f' 
(x.y) 

é X {Y 
2x + 2y 

y formando el discriminante para el origen tenemos 

r ,. , .f' 
¡-· 

L 
... ' 1 r ·' .f' ] ····-(Ü,0) 

l x' 
o 

Por lo que tenemos que conéinuar con el analisis de ia fun-

ción si deseamos determinar Ja naturaleza del origen. 

Analizando el signo de Ja función obtenemos 

.f'(x.y) x'y + y'x 
Xy (X + y) 

de donde obtenemos que .f' es positiva. si y sólo si 

ó 
ó 

X ) 0 
X ( 0 
X ) 0 

y ) o 
y > o 
y < o 

y 
y 

y < -x 
y < -x 

e igual a cero para el origen y todos aquellos puntos sobre 

las rectas y=O. x=O e y=-x. 
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Analizando gráficamente estos resultados obtenemos 

+ 
+ 

+ 

es decir. se tienen 3 regiones donde la función es negativa y 

por consiguiente en las cuales se tienen depresiones. A este 

tipo de superficies se les llama "si 1 Ja de mono". por que una 

silla de mono deberfa tener 3 depresiones, en 2 de las cuales 

se apoyarían las patas y en la tercera la cola. 

Demostremos. ahora, que el origen es un punto silla. 

Acercándonos al origen por medio de la trayectoria 

con X < 0 

es decir 
f(x.~x) < f(O.OJ 

por lo tanto, para estos puntos el origen tiene apariencia 

de máximo. 

Sin embargo, si nos acercamos al origen por la trayectoria 

ortogonal a la anterior 

y = -2x con X ) Ü 

J(x.-2xl = -2x" + 4x' 
es decir 

f(x,-2xl > f(O.OJ 

teniendo el origen apariencia de mínimo para los puntos 

sobre esta trayectoria. 
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Por lo tanto ;f en (0,0) tiene un punto silla. 

10) ;f(x.yl = x' 

I 
/' ,, 

;/ 

Las derivadas parciales de primer orden son 

?J 
-,.,-ex.y) 3x2 

(X 

(, .f 
--(x,yJ O 
'2 y 

y se anulan cuando x=O. Obteniendo así. que los puntos crí-

ticos se encuentran sobre el eje-y. 

Hallamos las derivadas de segundo orden 

'ó';f 
(X,y) 6x 

'ilx' 

2 2 ;f 
(x,y) o 

Y' 

ro , ;f a' ;f 
ex.y) = ex.y) = o 

'()y 'ílx h 'dy 
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J J 

y el discriminante para los puntos sobre el eje-y es 

'O 2 .f ' 
D - [-(O.y>] 

'Oy 'ilx 

'O'.f r.'.f 
[- (0,y)] [-4- (0,y)] - o 

ílx' e y' 

Dado que las condiciones de la función no son suficientes pa-

ra determinar si estos puntos son puntos extremos o no, recu-

rriremos al análisis de la función. 

Podemos afirmar que los puntos sobre el eje-y son puntos 

silla. demostrémoslo. 

Demostraremos que dado (0.c). un punto sobre el eje-y. este 

punto es un punto silla . 

.f(O. C) u O 

Tomemos la trayectoria y = x-c con x > o. para acercarnos al 

punto (O. c) . 
.f(x.x-c) X ) 0 

es decir 
.f(x.x-c} > .f(O,cl 

con lo que demostron,os que para los puntos sobre esta trayec-

toria el punto (O.el tiene apariencia de m1nimo. 

Sin embargo, si tomamos la trayectoria y x-c con x < O, 

.f(x.x-c) ~ x < O 

y por lo tanto 
.f(x.x-cl < .f(O.c) 

con lo que demostramos que para los puntos sobre esta trayec-

toria el punto (0.c} tiene apariencia de máximo. 

Y podemos decir que .f en todos los puntos sobre el eje-y tie-

ne puntos silla. 
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llJ J(x.yl = xy 

,--·------···· -·-·-------! 
... (> 

\'· 

"' 
'. 

Las derivadas parciales de primer orden son 

r( ;f 
(x.yl y 

(X 

'e ;f 
(x.yl X 

'· X 

Igualamos a cero las pi 1meras parciales para obtener los pun-

tos criticos ,obtenemos 
X = Ü 
y o 

Por lo que tenemos un único punto critico, el origen. 

Para determinar su naturaleza. calculemos las derivadas par-

ciales de segundo orden 

':' ;f 
(X ,y) Ü 

{. ';f 
IX.y) 0 

(X.y) (x.yl 1 
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formando el discriminante para el origen 

~-';f ' ?';f (.';f 

[ -.. - (O.O)] - [- (0.0l] [- (0.0)] 
:y (,X 'óx' 'Jy' 

D = 

D = 1 - O = 

como D es positiva. podemos decir que el origen es un punto 

silla. de acuerdo a los criterios establecidos. 

(.-.+:J(y+~l' 

Tenemos 
d ;f 

(X.y) - 3(x+:~)' (y+~) - (y+~)' 
'Cx 

(x.yl 

Las condiciones necesarias proporcionan el sistema 

3(x+?,¡• (y+~l - (y+I;)' O 
(x+', l' - 3(x+;.,¡ (y+\;)' O 

en forma equivalente 

(y+~) [3(x+7o)' - (y+~)' l 
(x+?-,)[(x+.hl' - 3(y+~l'l 

o 
o 

=> y=-\; o (y+~)' 

=> x=-i·. o <x+ 1¡J' 
3(x+%)2 
3(y+~)' 

obteniendo así que el único punto critico es el (-}:.-~). 
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Hallamos las derivadas de segundo grado 

e' .f 
'Oy 'ilx 

'(;' .f 

'ilx' 

'O' .f 

dy' 

(X.y) 

(X.y) • 6(X+~) (y+l;) 

(X.y) -6 (x+':l (y+~l 

(X,y) 3(x+lfl' - 3(y+l;J' 
éx '6y 

las cuales se anulan en (-~.-~) y por consiguiente 

D [ 
~' .:f 

éy ílx 
(-J.:.-1;1]

2 

- [ ~'~ (-~.-1;1] [ o'.:f (-l-;.-~1] 
éx· 'i'y' 

- o 

Continuemos con el análisis de la función para determinar si 

el (-~.-~) es un extremo. 

Analizando el signo de la función obtenemos 

.f(x,y) (X+i'.:); (y+l!.) - lx+Y2) (y+lil' 
. ) (y+!.;) f (X+fa.) 2 - (y+l!.)' ) 

de donde obtenemos que f es positiva. si y solo si 

X > - :/. y > -!.; y X > y-3 
6 X > -~ y < -·~ y -x > y+4 
ó X < -1'; y > -~ y y+4 > -x 
ó X < -Y1 y < -1; y y-3 > X 

e igual a cero para e 1 (-.?~. -\;) y todos a que 11 os puntos sobre 

las rectas x-~~. y--~. y•-x-4 y y=x+3. Analizando gráficamen-

te estos resultados obtenemos 

+ 

+ 
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es decir. existen 4 regiones donde la función es negativa y 

por consiguiente en las cuales se tienen depresiones. 

Demostremos. ahora, que el {-.!1.-~) no es un extremo. 

Acercándonos al punto por medio de la trayectoria 

y = ~ {X+~-, ) 

.f{x.yl = {x+i':J' [~(x+'J J - (x+':) [~(x+ 12) J' 
~ rx+ ;:J" 'l-(x+Y;.J" 

= '1, (x+',¡" > O 
es decir 

.ffx.~rx+\Jl > .ff-~.-~I 

por lo tanto. para estos puntos el (-~,-~) tiene aparien-

cia de mínimo. Sin embargo. si nos acercamos al (-',,-~¡ 

por la trayectoria 

y = ~(3x+ '\ l 

.f(x,yl = (x+ 1,r [~f3x+'\JJ - (x+-'~I f~(3x+":;¡¡ 
= ·· .• (x+.' r -"';(x+',)" 
=-';,.,(x+'.J <O 

es decir 

teniendo el (->c.-~i apariencia de máximo para los puntos 

sobre esta trayectoria. 

Asi .f en (-J-,.-~l no tiene ni máximo ni mínimo. 

' 

@::~~LJ 
'~ ... . ¡ ./ ........... 
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13! .f(x.yJ - <y - 3x'J(y - x') 

Hallamos los puntos críticos 

(X.y)= -6x (y - x'l - 2x (y- 3x'l 
( x = 12x· - Sx-y 

(X • y) = (Y - >:' ) + (y - 3x' ) 
é y -4x' + 2y 

lo que implica que 

12x' 8xy 
-4x' + 2y 

o 
o 

( 1) 
( 2) 

si despejamos a y de (2) y sustituimos su valor en (1) 

=) 

y = 2x' 

12x' - 8x 1 2x' ) 

X = 0 

12x' 
-4x' 

y = o 

16x 
o 

obteniendo as1 que el i:mico punto critico es el (0.0i. 

Hallamos las derivadas de segundo orden 

(X.y) -By + 36x' 

é' .f 

{;y ? X 

y por consiguiente 

D 

,. x' 

(' .f 
(X.y) 2 

'e y' 

(X.y) (X.yl 
c'X ~·y 

• ' .f 
(O.o;) - [-:--;- (0.0)] 

= o - (0) (2) = o 

-ex 

[ 
• '.f ] 
~ <O.O. 

Condiciones que no son suficientes para determinar s: el ori-

es un extremo. 
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Analizando el signo de la función obtenemos 

f(x,y) • (y - 3x2 ) Cy - x• l >O 

<=> 

Cy-3x2 l > o (y-x• l > O ó Cy-3x2 l < O (y-x2 l < O 

=> y > 3x2 => y < x• 

e igual a cero para el origen y todos aquellos puntos sobre 

las parábolas y=3x2 e y=x2 • Estos resultados son mostrados 

gráficamente en el siguiente esquema 

~----+ 
~ + .. 

es decir, existen 2 regiones donde la función es negativa. 

Demostremos, ahora, que el origen no es un extremo. 

Acercándonos al origen por medio de la trayectoria 

y = 2x2 

f(x,2x2 l (2x2 
- 3x2 l C2x2 

- x2 J -x~ < O 

es decir 
f(x.2x 2 ) < f(O.OJ 

por lo tanto, para estos puntos el origen tiene apariencia 

de máximo. 

Sin embargo, si nos acercamos al origen por la trayectoria 

y = -x• 
f(x.-x• l = C-x2 - 3x2 l (-x2 - x 2 l = ex• > O 

es decir 
f (X , -x2 ) ) f ( Ü , Ü ) 

teniendo el origen apariencia de mínimo para los puntos 

sobre esta trayectoria. 
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Así 1' en (0,0l no tiene ni máximo ni mínimo. 

14) J'(x,y) = x"' - 3xy2 

Con derivadas parciales 

(x,yJ = 3x2 - 3y2 

Cx,y) = -6xy 

Las condiciones necesarias proporcionan el sistema 

=> 

3x2 
- 3y2 o 
- 6xy - o 

X = 0 y =O 

obteniendo asi que el único punto critico es el (0,0J. 

Las derivadas de segundo orden son 

o 2 j' 
(x,y) = 6x 

'O x• 

?/ 1' 
(x,yJ -6x 

ºY, 
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ex.y) 
3' .f 

ex.y) 
'Ox 3y 

= -6y 

tenemos que el discriminante para el origen es 

D 
7;'.f 2 -o'.f 2.f 

[ - eo.o>] - [- co.o>] [-º- eo.oi] = o 
'Oy 'ax \lx' \ly 2 

Por lo que necesitamos continuar con el análisis de la fun-

ción para determinar la ndturaleza del origen. 

Demostremos que el origen es un punto silla. 

Acercándonos al origen por medio de la trayectoria 

y = X con X ) 0 

.rex.xl x 3 
- 3x3 = -2x3 < O 

es decir 
.fex.;,;l < .feO.O) 

por lo tanto. para estos puntos el origen tiene apariencia 

de máximo. Sin embargo. veamos qué sucede si nos acercamos 

al origen por la trayectoria ortogonal a la anterior 

y = -x con X ( 0 

.fe x. -x l = x' - 3x3 -2x 3 > O 
es decir 

.f(x,-x) > .reo.O) 

teniendo el origen apariencia de mínimo para los puntos 

sobre esta trayectoria. 

Por lo tanto .f en (0,0) tiene un punto silla. 

Realicemos el análisis de la función utilizando coordenadas 

polares 
x = r cose y r sene 

.fer. el = r 3 e cos3 e 3 cose sen'eJ 

recordando que cos3e = cos3 e - 3 cose sen2 e 

.f(r.e) = r 3 cos3e 
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de donde obtenemos que f(r.el • O 

si e ·li.,,. e - 1,¡,.. 

estas 3 líneas, dividen al plano en 6 regiones. 

Analicemos el signo de f para estas regiones. 

e f(r,8) - r3 cos38 

~7T < e < 1,¡.,,. negativa 
~71' < e < .,. 71' positiva 

!./&'1T < e < '/• 71' negativa 
~,'1T < e < 3,1 7T positiva 
:i-,7T < e < "'• 71' negativa 

lJ_,(. '1T < e < "• 7T positiva 

Gráficamente 
+ 

nuevamente se tienen 3 regiones donde la función es negativa 

y como en el ejemplo 10), la gráfica de esta superficie co-

rresponde a un silla de mono. 

Así f en el origen tiene un punto silla. 
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15) Considérese la función cuyo dominio es R' y tiene la siguien-

te regla de correspondencia 

.f(x.yl 
si (X.y) 'f (O.O) 

si (X.y) = (O.O) 

La función.fes continua en todo punto ex.y) f (O.O). porque 

sus valores están dados por una función racional de x e y. 

donde el denominador no se anula. Sin embargo. en (O.O) .f no 

es continua. ya que aunque el valor de .f está definido. no e-

xiste el límite de .f cuando (x,y) ~> (0.0). La razón es que 

diferentes vías de aproximación al origen pueden proporcionar 

límites diferentes. 

Pues ei nos acercamos por la recta y=mx. con x t O 

xy x(mxJ 
.f{x.y) = 

x' + y' x' + m' x' 

m 
lim .f(x.x) = 

<x, y)-1\o, O) 1 + m' 

m 

l + m• 

es decir. el valor del límite dependerá del valor de m. por 

lo tanto la función no es continua. 

Dado que .f no es continua en (0,0). determinemos mediante el 

análisis de la función. si es un extremo. 

Si nos acercamos al origen por medio de la trayectoria y=x. 

con x f O, tenemos que 
x• 

.f(x.x) ~ > o 
2x' 

es decir. 
.f(x.x) > .f(O,OJ O 
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por lo tanto, para estos puntos, el origen tiene apariencia 

de m:ínimo. 

Sucede lo contrario. si nos acercamos al origen usando la 

trayectoria y = -x. 

-x' 
.f(x,-xl -12 < o 

2x' 
es decir, 

.f(x,-x) < .f(O,OJ = O 

teniendo el (0,0) apariencia de máximo para estos puntos. 

Concluyendo decimos que el origen no es ni máximo ni m:ínimo. 

Después de haber estudiado al único punto de discontinuidad, 

analicemos a la función .f(x,y), en el dominio R'-(0,0), y con 

regla de correspondencia 
xy 

.f(x,yl = 
x' + y' 

Dado que esta función es continua en su dominio, determinemos 

los puntos críticos. 

y (x' + y' l - xy (2xl x'y + y 3 - 2x'y 
(x.yl = 

(x' + y' l2 (X' + y' ) , 

y3 x' y 

( x' + y' ) , 

X (X' + y' ) - xy (2y) x' + xy' - 2xy' 
ex.y) 

(X' + y' ) ' (X' + Y' ) ' 

x3 - xy' 

(X' + y' )' 

Las condiciones necesarias nos proporcionan el sistema 

y - x'y = O 
X - xy' 0 
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en forma equivalente 

y (y2 - X2 ) B o 
.,,..,.> x-o, y-O ó y-x ó y--x 

X (X2 
- y') - 0 

como el (0,0) no está en el dominio de la función, concluimos 

que los puntos críticos, son aquellos que satisfacen 

y • X ó Y n -X 

Verifiquemos si .f es de clase C'. 

Las parciales de segundo orden son 

'O 2 .f 

(ly 'ilx 

C3y' - x'l(x' + y 2 l 2 
- 4y ex'+ y'lCy3 - x'yl 

a' .f 
'ilx 'i}y 

(x,y) = 

ex.y> = 

(X2 + y• >' 
3x'y' - x" + 3y' - x 2 y 2 

- 4y' + 4x'y' 

(X' + Y' )3 

- X~ + 6X 2 y 2 - y" 

Cx' + y' ¡3 

(3x' - y' l Cx' + y' l2 - 4x (x' + y' ) (x3 
- xy' ) 

(x' + y' >" 
3x" - x'y' + 3x'y' - y" - 4x' + 4x'y' 

ex 2 + y' )3 

- x" + 6x2 y 2 
- Y" 

(X' + Y' ¡3 

Como las derivadas parciales cruzadas son iguales calculamos 

~·.f e-2xyl ex' + y' l' - 4x (X' + y') ey 3 
- x'yl 

(X,y) = 
2x2 Cx' + y' l" 

ex• + Y' )3 
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2x3 y - 6xy3 

Cx' + y' ¡l 

?/ .f (-2xy) (X' + Y' )2 - 4y (X2 + Y') (X 3 - xy') 
ex.y) 

íl y' (x' + y' )~ 

-2x 3 y - 2xy3 - 4xºy + 4xy3 

(X' + Y' J' 

2xyº - 6x3 y 

Como las derivadas parciales de segundo orden son continuas . 

.f es de clase C' y podemos formar el discriminante para los 

puntos críticos 

Para los puntos (x,x). Xfº· 

D [~ Cx.xJ]
2 

- [ o'.f (x.xl] [ 'O'.f (x,x)] 
'Oy ílx 'él x' 'Oy' 

[~]'-
ax~ 

4x' ' -4x' 2 

= [~] - [-sT] o 

por lo que no podemos concluir nada acerca de la naturaleza 

de los puntos y necesitamos continuar con el análisis de la 

función. 

Para los puntos sobre la recta y = x XfO 
x' x' 

.f Cx.xl 
x' + x' 2x' 
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y por consiguient~ 

.f(X,y) S. .f(X,X) 
dado que 

0 S. (X - y )2 

O s. x' - 2xy + y' 

2xy s. x' + Y' 

y por consiguiente 
xy 

x' + y' 

Por lo que podemos concluir que los puntos sobre la recta y=x 

son extremos máximos de .f. 

Continuando con el análisis, para los puntos Cx.-x), xtD. 

o'.f , .• 'O'.f ra'.f 
D - [.0Y 'Ox Cx.-xi] - [~ Cx.-x>] [ 'íly' cx.-xi] 

4x~ 2 

= [s;¿-] [~]'=o 
Sx~ 

nuevamente las condiciones son insuficientes para determinar 

si los puntos son extremos o no. por consiguiente realicemos 

un análisis semejante al anterior. 

Para los puntos sobre la recta y = -x. X'f 0 

-x' -x' 
.f (X, X) = =- ~ 

x' + x' 2x' 

y por consiguiente 

.f(X,y) .?. .f(X,X) 
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dado que 

o i (X + y )2 

o i x> + 2xy + y> 

-2xy i x> + y> 

xy 
l -~ 

x> + y> 

Concluyendo que los puntos sobre la recta y=-x mínimos de ~-

Así ~ tiene extremos máximos en los puntos sobre la recta y=x 

y extremos mínimos en los puntos sobre la recta y=-x. 

1 

L __________ J 
16) Considérese la función 

x>y 
~ex.y) 

X~ + y> 

La función definida en R2 -(0,0) es continua, sin embargo 

no se puede extender a todo R'. de tal forma que sea continua, 

dado que 
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Acercándonos por y - mx 

mx 
.f(x.mxJ - ->o 

x' + m' x' x' + m' 

cuando x -> O 

Acercándonos por y = x' 

.f(x.x') = = ~ -> ~ 
x' + x' 2x" 

cuando x -> O 

por lo tanto la función no se puede definir en el (0,0J para 

que sea continua. 

Dado que esta función es continua en su dominio. determinemos 

los puntos críticos. 

2xy (x'I + y' ) X 2 y (4x3J 2x5 y + 2xy3 - 4x'y 
(X,y) = 

<x' + y' J2 

2xy3 - 2x5 y 

(x" + Y' J2 

1J ;f x' (x' + Y' J - x'y (2yJ x• + x' y' - 2x2 y 2 

(x.yJ = 

~y (x" + y' ) 2 ex" + Y' J' 

x6 - x'y' 

ex" + Y' J' 

Las condiciones necesarias nos proporcionan el sistema 

2xy - 2x5 y = O 
x' - x' y' = O 

en forma equivalente 

2xy (y' - X') o x=O ó y=O ó y=x' ó y=-x' 
=> 

x 2 ex" - y' J = O x=O ó y=x2 ó y=-x2 
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obteniendo así que los puntos críticos se encuentran en las 

curvas 
X = 0 y ~ x' y Y = -x' 

estas curvas. sin contener al (O.O). 

Verifiquemos si S es de clase C2
• 

Las parciales de segundo orden son 

'iJ'S 

'iJy 'Ox 

o'S 

'iJy 'iJ X 

ex.y) 

ex.y) 

(6xy' -2x~) Cx' +y2 )2 - 4y (x' +y2 ) (2xy3 -2x5 y) 

( x' + y' >" 

6:i5 y 2 - 2xq + 6xy4 - 2x5 y 2 - 8xy 4 + axs y 2 

(x' + y' >' 
12x5 y 2 - 2xy' - 2xq 

ex' + y"J3 

C6x5-2xy' l Cx' +y')' - Bx3 Cx4 +y' l cx•-x2 y') 

Cx' + y' >" 
6xq - 2x5 y' + 6x5 y' - 2xy' - Bxq + Bx5 y 2 

(x4 + y' )3 

12x5 y' - 2xy' - 2xq 

(X' + y')º 

Como las derivadas parciales cruzadas son iguales calculamos 

~'S 
ex.y) 

(2y3 -10x4 y) (x'+y' )' - Bx3 (x4 +y' l (2xy3 -2xSy) 

C x' + Y' )4 

2x4 y 3 - lOxey + 2y5 - 10x4 y 3 - 16x'y3 + 16x'y 

Cx' + Y' )3 

2y5 - 24x'y' + 6xiy 

(x' + y' );; 
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'O 2 .f 
(X,y) -

'ily' 

(-2x2 y) ex' +y• )2 - 4y (x' + y•) (x~-x2 y2 ) 

Cx' + Y' >" 

( x' + y' >' 
-6xº y + 2x' y3 

(X' + y' )' 

Como las derivadas parciales de segundo orden son continuas, 

.f es de clase C' y podemos formar el discriminante para los 

puntos críticos 

Para los puntos (0,y). Yfº· 

2'.f 2 'iJ'.f -a'.f 
[ - (0,y)] - ·[- (0,y)] [- (0,y)] 
'Jy 'ax · 'ilx2 'ily2 

D = 

[ 2yy~ ] = (0)' - • (0) = o 

Para los puntos Cx.x') xtO 

D = [~ (X • X2 ) ] 

2 

- [ ()' .f (X • x')] [ 'él 
2 

.f (X ' X' ) ] 
'ély 'ax 'ilx' 3 y' 

= h-f -[-;-][ -:XJ 
1 1 

= [~] - [~]=o 

Para los puntos (x.-x') xtO 

D = [~ (X • -x' ) ] 
2 

- [ 'O 
2 

.f (X • -x' ) ] [ 'O 
2 

.f (X • -x' ) ] 
lly 'ilx 3 x' ll y' 

1 2 2 1 
= [--:;-] - [--;-] [z;;] 
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1 1 

- [--;;-] - [---;;--] - o 

en todos los casos D•O.y los criterios para determinar la na-

turaleza de los puntos no son aplicables. Continuemos con el 

análisis de la función para determinar si los puntos criti-

cos son extremos o no . 

.f(O ,y) = o 

x" x" 
.f (X, X2 ) !!¡ 

x' + x" 2x" 

-x" -x" 
.f (x ,-x2 l = -!!¡ 

~· + x" 2x" 

Para los puntos (0,y), tomemos 2 casos. 

Si y > O 
x2y 

.fCx.yJ = > o 
x" + y2 

es decir 
.f(x,y) > .f(O,yl 

y para el eje-y positivo, la función .f tiene un minimo. 

Si y < o 
x2y 

.f(x,y) = < o 
x" + y2 

es decir 
.f(x,yJ < .f (0, y) 

y para el eje-y negativo, la función .f tiene un máximo. 

Afirmamos que .f en los puntos sobre la curva y x2 tiene un 

máximo. 

Demostraremos que 

.f (X, Y) ( .f (X, X2 
) 
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pero esto sucede, dado que 

o i ex• - y )2 

0 i X~ - 2X2 y + y 2 

2X2 y i X~ + y 2 

x• Y 

X~ + y• 

Por lo que podemos concluir que los puntos sobre la curva 

y=x2 son máximos de f. 

· Para el caso y = -x2
• afirmamos que f en estos puntos tie

ne un mínimo. 

Demostraremos que 

fex.y) > fex.x2 J 

pero esto sucede, dado que 

o i ex2 + y )2 • 

o i x" + 2x2 y + y 2 

-2X2 Y i X~ + Y2 

x• y 

X~ + y• 

Por lo que podemos concluir que los puntos sobre la curva 

y = -x2 son máximos de f. 

Asi f en el eje-y positivo y en la parábola y = x 2 tiene 

mínimos y en el eje-y negativo y la parábola y = -x2 tiene 

máximos. 
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17) Considérese la función cuyo dominio es R2 y tiene la siguien

te regla de correspondencia 

X + y 
.:f(x,yJ 

x2 + y2 + 1 

La función así definida, es continua en todo su dominio. 

Calculemos sus derivadas parciales de primer orden 

'O .:F 
ex.y) 

2x 

o .:F 
(x,y) = 

'Oy 

(X2 +y2 +1) - (2x) Cx+y) 

(X2 +y2 +1)' 

-x2-2xy+y2 +1 

(x2 +y2 +1l' 

(X2 +y2 +l) - C2yl (x+y) 

(X2 +y' +1) 2 

x 2-2xy-y2+l 

(X 2 +y 2 +1) 2 

x 2 +y2 +1-2x2-2xy 

(X2 +y2 +1) 2 

x'+y'+l-2xy-2y2 

(x' +y2 +1 )2 

Las condiciones necesarias nos proporcionan el sistema 

-x2-2xy+y'+l 

x 2-2xy-y2+l 

o 

o 

( 1) 

(2) 
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sumando Cll y (2) 
-4xy + 2 - o 

xy-li-0 
xy • li 

y • 1/2x 

sustituyendo el valor de y en (1) 

..• (3) 

x2 - 2x(l/2x) + (1/4x2 ) + 1 = O 
-x' + ( 1/4x2 

) = O 
-4x" + 1 = O 

x'l = ~ 

X = ± 1//"l 

sustituyendo el valor de x en (3) 

y = ± 11.n: 

obteniendo así los puntos críticos 

11./Z. 11 Pl .y c-11.n. -1/J'lJ .. 
Verifiquemos si ;f es de clase C'. 

Las parciales de segundo orden son 

íJ'.f (-2x+2y)(x'+y2 +l)' - 4y(x2 +y'+l)(-x'-2xy+y'+ll 
(x,y) = 

3y 'Ox (x'+y'+lJ" 

o 2 .f 

3x 'Oy 
(x,yJ = 

-2x3 -2xy'-2x+2x2 y+2y 3 +2y+4x2 y+8xy 2 -4y3 -4y 

(X2 +y2 +1 ¡'.! 

-2X'+6xy2 -2x+6x2 y-2y3 -2y 

(x' +y 2 +1 f 

C2x-2y) Cx2 +y'+l)' - 4x(x2 +y2 +l) (x'-2xy-y'+l) 

Cx' +y' +1 J" 

2x'+2xy'+2x-2x'y-2y3 -2y-4x3 +8x'y+4xy'-4x 

(x2 +y' +1 )3 

-2X'+6xy'-2x+6x2 y-2yl-2y 

(x' +y2 +l )3 
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Como las derivadas parciales cruzadas son iguales calculamos 

íl 2 .f 
(X,y) = 

o· .f 
(X,y) = 

(-2x-2yJCx2 +y 2 +l) 2 - 4x(x2 +y 2 +ll~x2 -2xy+y2 +ll 

(x2 +y• +1 )~ 

-2x3 -2x2 y-2xy2 -2y3 -2x-2y+4x3 +8x2 y-4xy2 -4x 

(X2 +y 2 +1 )3 

2x3 +6x2 y-6xy2 -6x-2y-2y3 

(x2 +y 2 +1 )3 

(-2x-2y)(x2 +y2 +l) 2 - 4y(x2 +y2 +l)(x2 -2xy-y2 +ll 

(x2 +y 2 +1 l' 

-2x3-2x2 y-2xy2 -2y3 -2x-2y-4x2 y+8xy2 +4y3 -4y 

:. (X2 +y2 +l )3 

-2x3 -6x2 y+6xy2 -6y-2x+2y3 

(x2 +y 2 +1 l~ 

Dado que las derivadas parciales de segundo orden son conti-

nuas • .f es de clase C2 y podemos formar el discriminante para 

los puntos críticos 

Para e 11n. 1/ ni 

D = [~ (/!?,JrilJ]' - [ 'O'.f !Jril,¡r;;;¡] [ ?/.f (/Ti,!í?J] 
Íly (}X '2J X2 Í) y 2 

[01 1~: 4/ n] · _ [ -0~ n] [ -0~ n] 

-32 

64 

y dado que ?/ .f 1 
(x,y) = -

(3x• 12' 

concluímos que .f en (1/./2', 1/.['1.'J tiene un máximo local. 
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Para (-1/.!2'. -1/J2'J 

[ 
-a•.f i.f 
-- c-R.-!í?J] [-· - c-/r;;'.-Jr;;;>] 

'O x• 3 y' 

16 + 8 - 32] 
= o 

64 

y por consiguiente. no podemos determinar la naturaleza del 

punto crítico. Sin embargo. obsérvese que la función es si-

métrica con respecto al origen. es decir 

.fC-x.-yJ = -.f(x,y) 

ya que 
-x - y -ex + y) 

.fC-x.-yJ= = -.fCx.y) 
x• + y' + 1 x' + y' + 1 

por lo tanto. dado que .f tiene un máximo en (1//Z. 1//2'). 

concluimos que .f tiene un mínimo en (-1//2'. -1//2). 

Así .f en C-l/.f'i.-1/./ZJ tiene un mínimo local y en (1/./2'.1/./2') 

un máximo 1oca1. 

/ 

1 
1 
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18) Sea f la función con regla de correspondencia 

fex.y) = l; q¡x¡ - IYll - ¡x¡ - IYll 

Es una función negativa para todo ex.y) E R'-{ex.yll XfO o YfDl 
e igual a cero para el origen y todo punto ex.y) que se encuen

tre sobre alguno de los ejes x o y; esto lo podemos demostrar 

recordando la desigualdad del triángulo 

para todo a,b E R 

obteniendo así que, 

y por consiguiente 

por lo tanto 
l IXI - IYI 1 - ·[xi - IYI i O 

fex,yl = 1; q ¡x¡ - IYll - ¡x¡ - IYll i O 

dándose la igualdad cuando x=O o y=O. 

Nótese además que la función es simétrica con respecto al pla

no y=O, dado que 

fex.-yl l; q 1 X 1 - 1 -y 1 1 - 1 X 1 - 1 -y 1 ) 

li q¡x¡ - IYll - ¡x¡ - IYll 
f(x,yl 

asimismo, f es simétrica con respecto al plano x=O 

fC-x,yJ l; e¡ 1-x1 - IYI 1 - 1-x1 - IYll 
l; q ¡x¡ - IYll - ¡x¡ - IYll 
fex.yl 
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y por consiguiente simétrica con respecto al origen 

.f(-x.-y) = .f(x,-y) = .f(x.y) 

además de ser simétrica con respecto al plano y = x y y = -x 

por que 

y 

.f(y,x) = ~ CllYI - ¡x¡¡ - IYI - ¡xjl 

l!i q-qx¡ - IY!ll - ¡x¡ - IY!l 
l!i q¡x¡ - IYll - ¡x¡ - IY!l 
.f(x.yl 

.f(-y,x) = l!i <¡¡-y¡ - ¡x¡ 1 - ¡-y¡ - ¡x¡l 

~ <I IYI - !XII - IYI - jxjl 

.f(y,xJ 

.f(x.yl 

Observando que .f es una función definida por intervalos, puede 

ser escrita de la siguiente forma 

-y si o i y i X 

-x si o i X < y 
y si o <-y i X 

-x si o < X i-y 
.f(x.y) -y si o < y i-x 

X si o <-x i y 
y si o <-y i-x 
X si o <-x i-y 

Dado que la función cumple con las simétrias descritas . el a-

nálisis se realizará solo para valores (x,y) en el primer cua-

drante. en el cual 

.f(x. yJ { 
-y si Ü i y i X 

-x si 0 i X ( y 
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Gráficamente. son 2 planos colocados a lo largo de los ejes x e 

y. que se cortan en la recta y~x y por consiguiente coinciden 

en el origen. 

1 1 
! 

Es decir. la función describe una superficie "con pliegues" que 

consta de 4 depresiones que se unen a lo largo de los ejes x e 

y. 

La función §(x.y) es continua. dado que § es continua en cada 

uno de los intervalos de definición. demostremos que también 

lo es en los extremos de estos intervalos. 

Para el primer cuadrante. los extremos de estos intervalos 

son: el eje-x. el eje-y. la recta y=x y el origen. 

Para el eje-x (positivo). demostremos 

V E>o. ] o>O tal que si o< ncx.y)-(x •. Olll < c5 entonces 

1 § (X. y)-§ (X •• o) 1 < E donde x E R+. 
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De la definición de la función 

j .f (X, y) -.f (X• , 0) 1 
j .f Cx. y)-.f (x •• 0) 1 

en ambos casos 

si O<-y ( X 

si 05. Y ( X 

j.f(x.y)-.f(x •• Olj = IYI < n<x.y)-(x •. O>U<E 

si 
y 

por lo tanto la función es continua en el eje-x positivo. 

Para el eje-y (positivo). Ja demostración es andloga. 

Para la recta y=x, x>O. demostraremos 

V E.>O. 3o>O tal que si 

l.fCx.yl-.fCx •. ~ >¡<E 

O! 11 Cx.yl-Cx •. x.>tt < 6 entonces 

donde x E R+. 

De Ja definición 

j.fCx.yJ-.fCx •• x.>¡ = 1-y + x. I si 05. y < X 

¡.f(x,yJ-.f(x. ,x. l ¡ = ¡-x + x. I si os. X ( y 

y por consiguiente 

j.fCx.yl-.f<x •• x.lf f ¡¡cx.y)-(x ,x lll <E 

si 
o< U<x.yJ-<x •• x.lH < 6 y 6 5- E 

por lo tanto, la función es continua para los puntos sobre Ja 

recta y=x. 

Para el caso del origen 

Sea E>O 

l.f(x,yJ-.f(O.Oll = I~ q¡x¡ - IYll - IXI - ¡yp¡ 

f ~ q1x1 - IYll + 1x¡ + IY!l 
5- li qx1 + IYI + ¡x¡ + jYjl 
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i ¡x¡ + IYI' 
i 2 11(X,y)-(0,0) 11 <E 

si 
o< 11cx.yJ-(O,Olll < 6 y 

por lo tanto. la función es continua en el origen y por con-

siguiente en R'. 

Aunque se ha demostrado que la función es continua en R' , no 

sucede lo mismo con sus derivadas parciales. dado que no e-

xisten para los puntos sobre el eje-x, el eje-y, la recta y=x 

y en el origen. 

En efecto. para el eje x (positivo) . 

'iJ .f .f(x+h.OJ - .f(x,OJ 
(x,OJ = lim 

'ó X h->O h 

o - o 
= l im 

h->O h 
= o 

Sin embargo. para el eje x (positivo), la parcial con respec-

to a y no existe. 

En efecto. por definición se tiene que 

íx,OJ 

si el límite existe. 

1 im 
h->O 

.f(x,h) - .f(x,0) 

h 

Calculando los límites laterales obtenemos que son distintos 

y por consiguente la parcial con respecto a y en el eje x 

positivo no existe 

.f(x,hl - .f(x,0) -h 
lim = -1 
h->O h h 

.f(x.hl - .f(x,OJ h 
lim = 1 
h->O h h 
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en ambos casos, y dado que se toma el límite cuando h->O. 

se considera lhl<x para obtener el valor de .f(x.hJ. 

En el caso del eje y (positivo) la parcial con respecto a x 

no existe. 

Por definición 

'O .f .f(h,y) - .f(O,y) 
(0,yJ = l im 

'O x h->O h 

si el limite existe. 

Sin embargo, los límites laterales son exactamente iguales a 

los del caso anterior y por consiguiente distintos, por lo 

cual la parcial con respect_o a x no existe para el eje y 

positivo. 

La parcial con respecto a y para el eje y (positivo) es 

'O.f .f(O,y+hl - .f(O,y) 
(0,y) = lim 

'ó y h->O h 

o - o 
= l im = O 

h->o h 

En el caso de la recta y=x , x>O , no existen ambas parciales 

dado que 

'O .f .f(x+h.xJ - .f(x. x) 
(X,X) 1 im no existe. 

'Ox h->O h 

'O .f .f(x,x+h) - .f(x.xJ 
-- (X,X) lim no existe. 
o Y h-)0 h 

Lo anterior se deduce de observar que los límites laterales 

son distintos. 
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Para la parcial con respecto a x 

lim 
h->o+ 

f(x+h.x) - f(x.x) 

h 

-x + X 
= lim 

h->o+ h 
o 

f(x+h.x) - f(x.xl -x - h + X 
lim 
h->o- h 

= lim 
h->o-

= -1 
h 

Para la parcial con respecto a y los límites laterales son 

exactamente igual a los anteriores. 

En el origen 

'O f f(h.0) - f(0,0) o - o 
(0,0J 1 im 1 im 

'Ox h->o+ h h->o+ h 

'O f f(O.h) - f(O.OJ o - o 
(0, 0) = lim 1 im 

O X h->o- h h->o- h 

Por lo tanto 

si 0 i y ( X 

(x,y) si 0 ( X ( Y 

si Cx.y)=(O.OJ 

si 0 ( y ( X 

ex.y) si 0 i X ( y 

si (x.y)=(O,OJ 

o 

o 

Como se demostró la función no es de clase C2 y por lo tanto 

el análisis no se puede hacer en todo el dominio. 
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Analizando la función en los distintos intervalos de defini

ción, observamos que no existen puntos, distintos del origen, 

para los cuales ambas parciales se anulen, por lo tanto no e

xisten puntos críticos. Por consiguiente. únicamente nos res

ta analizar los puntos para los cuales no existen las parcia

les, (x,OJ , (0,y), (x,x) y el origen, para el cual no existen 

condiciones suficientes para .determinar su naturaleza. 

Demostremos que todo punto sobre los ejes x e y, determinan 

máximos de §. al igual que el origen. 

Recordemos que 

f(x.yl < O (X.y) E R'-{ (x,yll XfO o Yf0} 

(x,yl tal que x=O o y=O 
y 

f(x,yl - O 

es decir, § toma su máximo valor en el origen y en todo punto 

sobre los ejes x o y. Así, estos puntos determinan valores 

máximos de f. 

Demostremos que f no tiene extremos en los puntos sobre la 

recta y= x. x >O. 

Tomemos un punto (X .x ) sobre esta recta y sea V(() una ve

cindad alrededor del punto, con ~< x . 

f(X ,X ) -x 

consideremos los puntos (x -h. x -h) y (x +h x +h) conteni

dos en V(E). es decir h<~. 

Para estos puntos 
f(X -h, X -h) = -(X -h) 

f(x +h. x +hl = -<x +hl 
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y asf. por un lado 

f(X -h. X -h) ) f(X .X ) 

y por otro 
f(X +h. X +h) ( f(X .X ) 

es decir. el punto (x .x no representa un extremo para f y 

por lo tanto f no tiene extremos en la recta y = x. 

Extendiendo los resultados obtenidos para todo R' y reco'rdan

do las simetrias de la función. concluimos que: 

La función f(x.y). tiene un máximo en el origen y en todo 

punto (x.y) que se encuentre sobre los ejes x o y. 

78 



REGLA DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

Para la demostración de este teorema usaremos solo conocimien-

tos de cálculo elemental. el Teorema de Bolzano-Weierstrass el 

cual afirma que de una sucesión acotada de puntos en Rn siempre 

podemos extraer una subsucesión convergente. y el Teorema que ase-

gura que una función definida ~ continua en una bola cerrada 

{xERn:¡x-a¡~rl en Rn alcanza su mínimo y su máximo en algún punto 

de esta bola. 

Las coordenadas de un punto x E Rn serán denotadas por 

x ..... x . Si .f está definida en un subconjunto G de Rn y a E G la 
n 

derivada parcial en a de (.f(x) : x E G) con respecto a la coor
'a .f 

denada j-ésima será denotada por (a) si existe. Además. como 

es usual, 

.f (a) = Cal..... (a) 
'()X· 

J 
3x 

n 

y 
+ 

.f (X) max { .f(x). O) 
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TEOREMA. Sean .f, g , ... , g, h , ... ,h5 funciones definidas y 
1 • 1 2.f 

continuas 
'() gl 

al igual que sus derivadas 
iag. 'iJhJ ílhs 

parciales 
é) XJ 

(j~l ..... nl. 
'() Xj '(l Xj 'ó X J 

en un conjunto G C Rn. 

Sea x un punto interior de G el cual cumple las condi-

ciones 

gi (X) ~ 0 

hr (X) ~ Ü 

i = 1, ... ,k) 

r = 1 .... ,s) 

y supóngase además que 

.f(x ) i. .f(x) 

( 1 ) 

para cualquier x E G que satisfaga las condiciones (1). 

Entonces existen reales A, A, ... , A u , .. .. u , no todos 
1 1( 1 5 

cero tal que 
( 2 ) 

k s 
?J +[ ;\. 'O gi +[ 'O hr 

A (X ) (X ) ur (X ) = o 
°O Xj 

l 
~ Xj 'iJ Xj 

i=l r=l 

j = l .... ,n ) 

Además, 

i) 'A 2 o y u, ). o ( r = l. .... s ) 

ii) para cada r tal que hr (x ) < O, Ur = O 

iiil si gi y hr satisfacen que el gradiente en x de g 

y aque 11 a h, para e J cua 1 h, ( x ) =O son vectores 

linealmente independientes, es posible escoger 'A =1 
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DEMOSTRACióN 

Sin pérdida de generalidad podemos considerar que 

x = (0 ..... Ol. .f(X ) = 0; 

Esto se puede lograr haciendo una traslación de la función de 

manera que el punto x coincida con el origen. Si después de la 

traslación, .f (x J f O construimos una nueva función 

.f* Cxl = .f(xJ - .f(x ) 

la cual cumple que .f* (x J= O. 

Dado que x cumple con las condiciones ( 1 ) tendremos por ejemplo 

h
1 

(X•) = h
3 

(X•) = h 2 (X•) ,. ... = h,.,, (X ) = 0 

mediante un renombramiento de las funciones h's, podemos decir que 

las primeras son las que se anula~.en el punto x y las restantes 

son negativas. Por lo cual, además se puede considerar que 

h (X ) 
' 

h (X ) = 0 
I 

h (X ) ( 0 
r 

( r z+l , ... , s J 

Escojamos un valor positivo E
1 

, tal que la bola cerrada 

B ( E1 J = { x E Rn: 1 x¡ i E1 ) esté contenida en G y que \+i CxJ ..... hs (x) 

sean negativas en BC€,l. 

Lo anterior es posible ya que hr , r =l .... ,s ; es continua, y 

como h (x J<O, r=z+l •.... s: existe una bola de radio E, con cen-
r • 

tro en x tal que 

X E B( E:,) 

( r = z+l .... , s J 

dado que x =O. Si tomamos a E
1

i min{~,). y tal que esté contenida 

en G, podemos encontrar la bola requerida para la demostración. 
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Primero probaremos que 

A cada E tal que O < E < E1 1 e corresponde una N ta 1 que 

( 3 ) 

para todo x tal que 1 x¡ = € 

En efecto 

Supongamos que es falso. Entonces existe una sucesión de núme-

ros positivos 

x .x . . . . con 
1 

que 1 im N
1

.N •...• tales 
m->CD 

tal que para todo m 1 x..,,I =E 

N 
"' 

+ 
.f(x~l + 1 x..,.,I' i - N,.,, <t gi Cx..,.,J 2 + }

1 
[hr (X~) J2) 

= CD, y puntos 

( 4 ) 

Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass de la sucesión (xffll puede 

extraerse una subsucesión convergente. Sin pérdida de genera-

lidad llamemos (x..,.,l a tal subsucesión y sea x• el punto al 

cual converge. Entonces 

y 

¡x•¡ = lim ¡x"'¡ =t. 
m->w 

.f(x,J -> .f(x• l 

Dividiendo ambos miembros de ( 4 J entre - N,.,., y haciendo 

m -> CD obtenemos 

- N'"" 

y cuando m -> CD 

+ 
~ g, (X*)' + f [h,(x*)J2 Ü 

j:1 1 ,.:.1 
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y por lo tanto 

g, ex•) 
1 

h (x•) • 

o 

o 

Es decir x• satisface 

pero por 4 ) 

.f ( Xrn) + ¡x,.,.j' i 

=> 
.f ex,.,.,> i - 1 x.....,¡' 

=> 
.f (x,.,,l i - E. ' 

i=l, .... k) 

r = l ..... z+l 

1 l. asf 

2 
+ 

- Nm d: g. (xml' + :¿ [hr (Xr,_,) l' ) i o 
i=t l «1 

como IXml =E 

y como o < E 

.f(x.,.,l < O 

esto es una contradicción. Por lo que queda establecido (3). 

- Ahora probaremos que 

A cada E. tal que O < E i E1 le corresponde un punto x y un 

vector unitario ( \. A, ..... ) .•• µ
1 
••••• µ,) con ">:. µ

1 
•...• J.1, no 

negativos tal que jxj<E y 

k 

[
'A 'Ogi 

+ i--
íl X· 

i=l J 

z 

Cxl 

r=l 

5 ) 

() hr 
Cxl o 

Íl Xj 

( j = l. .... n 

En efecto. sea O < t: < E' 1 • Consideremos la N correspondiente a 

E, que se obtiene de ( 3 l. definimos a F en G por 

+ 
F(x) .f(xl + jxj' + N \~: gi (x)' + ,~ hr (x)'} 
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La función Fes una función continua, por ser suma de funciones 

continuas. está definida en una bola cerrada por lo tanto exis-

te un punto x en la bola cerrada B(E) en la cual F alcanza su 

mínimo valor en BCEl: entonces f(x) i F(O) =O, así por ( 3) 

p<¡=f=t:. yaquesi ¡x¡=E. FCxl seríamayorqueO. Por lo 

tanto x está en el interior de B(S), y puesto que x es un 

punto donde la función alcanza su mínimo valor las derivadas de 

primer orden deben anularse en x. 

+ 
En x la función [hr] 2 tiene derivadas 

+ 

+ 
2h, (X) 

+ 

Cxl 

si hr (X) >O, por que si hr(x)=O entonces su derivada es igual a 

cero. Así para j =l ..... n tenemos 

6 
k z 

'O .f +[2N 'O gi 
+[2N 

+ 'Oh, 
(xl + 2x1 g, Cxl Cxl h r (X) Cxl o 

'O Xj 
l 'ilxj 'O Xj 

i=l. r=l 

Definamos 

, + ~ 

+ í: [ 2N h, (50 12 } 
Y• I 

si dividimos ambos miembros de 6 ) entre L obtenemos 

[ !:. (:X) + 2xj] k z + 
J +[ 2N gi Cxl 'óg¡ +[ 2N h, Cxl 9h 

- Cxl _: Cxl = o 
L L ~X L Ó Xj 

i=l r=l 
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Definiendo 

i\ 1 / L 

\ 2N g¡ (X) / L i 
+ 

/lr = 2N hr (X) / L r = 

11 r o r = 

obtenemos la ecuación ( 5 J y el vector unitario 

( )._ , ),1 , . . . , "A• , /1 i , . . .• /1 s J 

La Norma del vector es 

K z + 

[ 
1 +[ [2N g" <x>l' 

+[ 
[2N h, (X) l2 

+ 
L' L' L' 

¡:::;, Y•1 + 
+ f 

~ 

hr (xJ J2] ~ [ 
1 f2N g. (:XJ l' + ¿; f2N 

= 
bJ J ,., 

= L' 

1, ... ,k 

1, .... z 

z+l. ... , s 

of 
[ ~: r= 1 

donde /. y las ur son no negativas. demostrando asi lo que 

queríamos. 

Ahora, escogiendo números positivos E,>E,> E,> ... tales que 

lim Em= O. Para m = 
m-->oo 
y un vector unitario 

1, 2,... escogemos un punto xrr con 1 x,,.,¡ < 2,,., 

A y /1 tales que la ecuación ( 5 J se cumpla ( con los cambios 
··""" "",rn 

obvios de notación J. esto es posible por ( 5 J. Escogemos una 

subsucesión para la cual el vector unitario converja a un limite 

Cuando x ~> x 
"' 

limite y con x 

(). .). •.•. ,). ,/1 •...• IJ) 
• J .... l s 

la ecuación ( 5 se cumple con este vector 

en lugar de x. El teorema está establecido ex-

cepto por la conclusión i i i ) . 
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Si la condición i i i) se cumple entonces ;:\ no puede ser igual a 

O, ya que si A •O la condición ( 2 l contradiría la independen-

cia lineal de V g (X ) ••••• Vg (X ) • 'Vh (X ) ••••• Vh (X ) • 
l • "' • 1 • 2 • 

Así 

A,> O, y los multiplicadores ( 1. \ /). . ... , :X / ;>.. , /.1 1 >. , ..• , /.1 1 ;>.. ) 
• t;_ • l • s. • 

satisfacen todos los requerimientos. 

En particular. si se desarrolla el Teorema para funciones en R2 , 

se obtiene el siguiente Teorema. 

TEOREMA. Sea .f y g funciones definidas y continuas. al igual 

que sus derivadas parcia~es, en un conjunto G C R2 • 

Sea v = (x ,y ) un punto interior de G el cual satisface 

g(x .y J = O 

y supóngase además que 

.f(x .y ~ .f(x.yJ 

para cualquier (x,y) E G que satisface la condición 

g(x,y) = O 

Entonces J ~. tal que 

g 
(X ,y ) + ~ (X ,y ) = 0 

X X 

g 
(X ,y ) + ) (X ,y ) o 

y y 

o en forma equivalente 

"i/.fCx ,y =) \'g(x ,y J 

con ), = 'A
1

• 

86 



EJEMPLOS 

1) Entre todos los polígonos de n lados. con un perímetro fijo 

dado, encontrar el que tenga mayor área. 

Sean las coordenadas de los n vértices tomados en un orden de-

finido 

(X ,y ) ; 
1 1 

(X ,y ) ; (X .y ) 
(l 

de tal manera que (x ,y ) sean adyacentes. 
.:•: J11 

es decir que 

el segmento determinado por los puntos (xj ·iJ ). 

do del polígono. 

(~ .y J sea un la
.:• 1 ~ .. : 

( j 1, ... n y n+l=l l 

Para el polígono podemos suponer que ningún par de lados se 

cortan. Esta hipótesis es justificable, dado que si 2 lados se 

cortan, podemos construir a partir de éste. otro polígono de n la-

dos con el mismo perímetro, sin que sus lados se corten y con ma-

yor área. Como se muestra en el siguiente 

ejemplti./ -- ... 

, . . 
. 

Con el fin de construir la función que expresa el área del 

poi ígono, tomemos un punto en el interior del poi ígono. I !amé-

mos 1 o O= ( x . y l . 
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El área del polígono es igual a la suma de las áreas de los 

triángulos que tienen como vértices 

(X ,y ) , (X ,y ) , (X ,y ) 
1 1 :z 2 

(X • y ) , (X , y ) , (X , y ) 
' ~ s 

(x .y ) . (xj ·Y; ) • (x;., ·Y¡,
1 

l 

j =l ..... n-1 
donde Cx,,., ·~.,) = (X1 .y1

) 

Calculemos el área Aj del triángulo con vértices 

r.. J' 1( l 

~ 11 x.- X y. - y o 11 • J • 

X. - X yj•¡ - y o 
J<1 

11 k ( x. -x . y -y ) 
J • j .. 1 • 

1 (X. -x , y. -y ) 
J • J ~ 1 • 

Así. el doble del área del polígono está dada por la función 

2A (X. -X ,y. -y ) 
J"''i • .! • 

± (X -x ,y -y ) 
l • 2 • 

(X -X , y -y ) 
2 • 1 • 

+ (X -x ,y -y ) 
2 • ~ • 

(x
0
-x ,y -y ) 

- ' 
+ 

+ (X -X ,y -y ) (X -x .y -y ) 
n-1 n n·J 

+ (X -x ,y -y ) 
n • "l • 

(X -X ,y -y ) ] 
1 • n • 
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o 

2A • ± X y - X y + X y - X y + . . . + X y 
12 2l 23 ~2 nl 

X y J 
1 n 

donde el signo positivo o negativo de la función 2A. dependerá de 

si el polígono ha sido descrito en dirección positiva o negativa, 

de acuerdo a la siguiente definición. 

Diremos que un polígono ha sido descrito en dirección positiva 

si al recorrer su perímetro en la dirección determinada por el or-

den de sus vértices. lo hacemos en sentido contrario al de las ma-

necillas del reloj. En el caso contrario. se dice que el polígono 

ha sido descrito en dirección negativa. Como se muestra en las 

siguientes gráficas. 

Polígono descrito en 
dirección positiva. 

l 

Polígono descrito en 
dirección negativa. 

Sin embargo. podemos reinvertir el orden de los puntos para lo-

grar que la función 2A sea siempre positiva. Supongamos que esto 

ha sido hecho. La función 2A tendrá un máximo bajo la condición de 

que el perímetro tiene un valor definido P. 

Podemos escribir 

P=p +p + .. + p + p 
1, 2 2 ,!. n·l, n n,1 

donde 
p . = ...)' (X; - xj.¡ )2 (yj - Y;. 1 f!' J·l,J 

es decir, ]=\.;,;es la longitud del lado determinado por los vértices 

j-1. j. 
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Construimos las funciones 

g = p + p + . . . + p + p - p = o (1) 
1, 2 :z,3 n·l, n n,1 

y 
G = 2A + A(P + P + . 

1,:: 2. 3 
+ p + P - PJ 

n-1, n n.t 

obteniendo las derivadas parciales de G e igualándolas a O, 

tenemos 

'() G [ 
X· - xi•! xj - X;-1 ] J 

yj+1 - }j_ 1 + + o 
'() Xj p . 

Pj.1,j J.+1,J (2) 
'ó G [ Y; - Y;-: y. - Yj.¡ ] J -x + x. + + o 
o Yj 

;>1 J p, . pj-1,j rt 1, J 

j 1.2 .... n para j.=n escribimos j+l=l J. 

Tomando las ecuaciones anteriores y la ecuación ( 1 ). se tienen 

2n + 1 ecuaciones para determinar las 2n + 1 variables 

X ,X 
l 

X • 
n 

y ,y ..... y ;>, • 
1 n 

Para obtener el resultado de las ecuaciones. procedamos de la 

siguiente forma: 

Si escribimos 

- Y. ) 
J·l 

(3) 

entonces z j • geométricamente representa la d istancj a del punto 

j-1 al punto j en valor y dirección. 

Sea 

el conjugado de zj 

Z ! = (X· - X. ) - i (y. - y. ) 
J J J·l j J-J 

entonces 

z, 
J 

Z'· 
J 

p> . 
>1,J 

(4) 
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ya que 

Z· X z! e (Xj - xj.¡ J + i <Y; - Xi-1 ) 
J J 

(Xj - xj-J J - i <Y.; - Yj.1 ) 

(Xj - Xj.¡ )2 + i (Xj - xj.¡ J Cyj - yi-1 ) 

- i (Xj - Xj.l) (yj - 1'.i-1 
) -

(Xj - Xj.l )2 - i2 ex;. - y. )2 
J ·1 

{Xj - X¡.¡)' + CYJ - y, ) 2 = P'. . 
J·l J ~1. J 

( Recordar que i'=-1 ) 

Multiplicando la primera de las ecuaciones (2) por 

de el resultado la segunda, obtenemos 

(y. 
J•l 

(-X. + X. 
Jt 1 J~1 

[
i(x· - x. l + iCx,· -x, .. 1 )] 'A ' •• J•1 

P,-,1, j Pj.i, j 

[
<Yj - Yj, 1 l 

+ A ----- + 
~i11,j 

(Yj - )j_ 1 l] 

P;.,,j 

[

i(Xj - X~¡) - (~ 
+/.. 

Pj.¡,j 

y restando 

o 

o 

o 

+ ~ [-i_c_x_j_-_x_j._1_1_+_i_C_Y_j _-_YJ_ .. _11] +A [i_c_x_j_-_x_j __ ,_l_-_c_Y,_·_-_YJ_·_l] = 
0 

Pj.i,j P;.¡,j 

(Xjq - X· ) + 
J 

i <Y¡.¡ - yj ) + (X· - xj-1) + 
J 

i (Yj - Yj.1 l 

ex -X·) + (Y,;,1 - Yj )] ex· - Xj.I) + i <~; - Y;.1 )] - /\i J•l J + i\ i J = o 
p. . P. . 

J-+1,J J•\. J 
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utilizando (3) podemos escribir 

[ z, ~] z. + z, + i\i --J- = o 
J J tj 

~-¡,j P; ,j,¡ 
o 

z. [ 1 + ~] -z [ 1 - _::_:___] 

} 
J jq 

pj-¡,j Pj,j,J 
(5) 

z! [ 1 -~] = -z.' [ 1 + -i.] 
J J-tl 

p . PJ·,J,1 
J-l.J 

Ahora, multiplicando las últimas dos ecuaciones, y utilizando (4) 

tenemos 

[ 1 + *J 
P .. 

J,HJ 

y por lo tanto 

Como p es una cantidad positiva, se sigue que 
.·1,J 

y consecuentemente los lados del polígono son todos iguales. Por 

consiguiente cada lado es igual a P/n, y tenemos de (5) 

Si escribimos 

[ 
/dn ] 

-z. 1 - --
J•1 p 

z · ( >. in + P ) = z. e !. in - P J 
J .J~ l 

}in + P 

Zj ).in - P 

Z· 
J 

p 

n 

constante 

0· i eJ 
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donde 0j denota el ángulo formado por el segmento que une los vér

tices j-1, j con el eje-x. entonces 

e C0j.¡ - 0j ) i 
- constante 

o 

(0 - 0. 
J•l J 

- constante 

esto es, todos los ángulos del polígono son iguales, y consecuen-

temente el polígono es regular. 

De esta manera vemos que las condiciones obtenidas al igualar 

las primeras derivadas a cero son satisfechas sólo por un polígono 

regular, esto es , si hay un polígono el cual. con un perímetro 

fijo y un número de lados dado, tiene mayor área, este polígono es 

necesariamente regular. 

Las condiciones hechas. sin embargo, no demuestran que el máxi-

mo realmente exista. 

2) Reflexión en la superficie FCx.y,z) = O. Un rayo pasa de un 

punto P, a un punto P en una superficie dada y es reflejado a 

un punto P . Encontrar el punto P. tal que minimiza la dis

tancia dCP, .PI + d(P,P J. 

p 
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Sea P, P
1 

y P los puntos con coordenadas 

P=Cx.yl P =ex ,y l 
2 2 

y sea 

d¡ = La distancia del punto P al punto F'; 

de modo que 

( i 1, 2 ) 

Por consiguiente, necesitamos encontrar un punto extremo para la 

función 
d + d 

Sujeta a la condición de que el punto se encuentre en la superfi-

cie, dada por la ecuación 

F(x,y,zl = O ( 1 l 

Utilizando la regla de los multiplicadores de Lagrange, necesita-

mos encontrar los extremos de la función 

GCx.y.zl d, + d + ). FCx.y.zl 

Las condiciones necesarias para un extremo son 

l(lG ex, - X) Cx - X) 
(X,y,z) + "AF o 

'ilx d, d 

'OG (Y, - y) (y - y) 
(x.y.zJ + "AF o 

í)y di d 

'()G (Z1 - z) (z - Z) 

Cx.y,z) + ). F o 
í) z di d 

donde 
'O F 'ó F 'QF 

F (x,y.zJ Fy -- (x,y.zl F (x.y.zl 
X 

'Ox 'OY 
2 oz 
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de donde se obtienen las ecuaciones 

x, X X - X 

+ _¡__ - A F, 
d, d 

Y, y y - y 
+ .......__ 

~ 'A FY ( 2 ) 

dl d 

z, z z - z 
+ _¡__ = ), F, 

d, d 

Sean los cosenos directores de las líneas PP y PP , 1 , m . n . y 
1 2 ¡ ' l 

1 , m , n , respectivamente, y sean 1, m, n, los cosenos directo-

tores de la normal a la superficie FCx.y,z)=O en el punto P. 

Como Fx , F• . Fz son proporcionales a los cosenos directores de 

la normal podemos escribir 

kn 

Recordando la definición de los cosenos directores 

x, - X Y, - y z, - z 
1, m n, 

d, 
1 

d, d, 

X X y - y z z 
m __¿_ n __,¡____ 

d d d 

podemos escribir las ecuaciones (2) de la siguiente forma 

1, + kl 

} m1 + m = km ( 3 ) 

n1 + n = kn 
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Denotemos ai ángulo entre P~ y PP por (1.2): entre PP.i y la 

normal por (1.n). y entre PP y la normal por (2.n). 
2 

Recordando que el coseno del ángulo e formado entre 2 vectores 

u.v está dado por 

Obtenemos 

(X - x. y -
cos(l.2l 

1 1 

(Xl- X} (X -

(X - X) (X -
l 

d d 

U • V 
cos e 

y. z - Z) (X 
l 

( d 

X} + (Y, -

( d, ) 

X) (Y¡ -
+ 

d 

y) (y 

( d 

y) (y 

d d 
l 

- X. y - y. 

- y) + (Z -

' 
l 

- y) (Z -
l + 

l 1 + m m + n n 
l ' l 

Así 
cos(l.2} = 1 1 +mm+ n n 

1. 2 l l l 2 

z - z) 

z) (Z -

Z) (Z 

d d 
l 

-

de manera similar se obtienen las siguientes igualdades 

De igual forma. si se 

n respectivamente y 

l' + m' + n' 
1 1 1 

cos(l.nJ 

cos(2.n) 

1
1 

l + m
1 

m + n
1 

n 

1 l + m m + n n 

multiplican las ecuaciones 

se suman obtenemos 

l' + l l k 1 
l l 2 l 

m' +mm k mm 
1 1 2 l 

n' + n n k n
1 

n 
l l 2 

+ l 1 + mm + n n = k (! l 
1 2 l ' l 2 1 

(3) por 1 

+ mm + n n) 
l 1 

Z) 

Z) 

m 
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y dado que la suma de los cuadrados de los cosenos directores es l. 

se obtiene 

1 + 1 +mm+ n n - k (1 1 +mm+ n n) 
J 2 l 2 J 1 

1 + cos(l.2) - k cosíl.n) ( 4 ) 

Asi mismo, multiplicando las ecuaciones (3) por .m .n . respecti-

vamente y sumandolas. se obtiene 

11 +l'~kll 
1 2 

m m + m2 = k m m 

n n + n2 k n n 
l 2 

l' + m2 + n2 + + m m + n n k (1 1 +mm+ n n) 
1 2 1 2 

en forma equivalente 

1 + 1 1 +mm + n n = k (1 1 + mm + n n) 
1 2 l 2 

1 + cosíl.2) = k cos(2.n) ( 5 ) 

De (4) y (5) tenemos 

cos(l.nl = cos(2,nJ 
o 

(1.nl - (2.nl ( 6 ) 

Aún más, si multiplicamos las ecuaciones (3) por!, m. n. respec-

tivamente y las sumamos, obtenemos 

ll+ll=kl' 
1 

m m + m m = k m2 

1 

n n + n n = k n' 
1 

1 1 + m m + n n + +mm+ n n = k (1 2 + m' + n 2 ) 
1 l l 
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de donde se obtiene 

cos(l.nl + cos(2.n) = k 

o de (6) 
2 cos("l,n) k 

Sustituyendo este valor de k en (4). tenemos 

1 + cos(l.2l = 2 cos' (l,nl 

y por lo tanto 

cos (1, 2) 

Obteniendo así que 

2 cos' (1, nl 

2 cos' (1. n l 

1 

sen' (l.nl - cos' (l,n) 

cos' ( 1. n l - sen' ( 1. n l 

cos 2(1.nJ 

cos 2 ( 2. n.J 

(1,2) = 2(1.nl = 2(2,nJ 

y que las lineas PP
1 

• PP . la normal están en el mismo plano, y 

aún más que la normal bisecta al ángulo entre P~ y PP 

Todo lo anterior. nos ha llevado a establecer una condición co

nocida como una Ley Optica: 

El rayo incidente y el reflejado están en el plano normal. y el 

ángulo de incidencia debe ser igual al ángulo reflejado. 

El resultado anterior es solamente una condición necesaria para 

un extremo; para determinar si realmente existe un extremo. y si 

existe . si es máximo o mínimo. escojamos al plano normal a la su

perficie en P como el plano-xy. 
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Si la curva determinada por el corte de la superficie por el 

plano normal tiene la ecuación 

y - .f(X), ( 7 

podemos cambiar nuestro problema al de determinar la naturaleza de 

el punto P para una función gfxJ. de una variable. donde 

g(x) = d + d = Jrx -xJ' + Cy -.f(xJ J" + ./ex -xJ' + Cy -.f(xJ )''; 
1 2 1 l 

y cuya derivada es 

-2(x -xJ - 2(y
1 

-.f(X)) ,f, (X) -2(X -X) - 2 (y -.f (xJ) .f' (X) 
1 g' (X) + 

2 di 2 d 

(x-x,) + (.f(xJ-y,) .f' (X·~ (x-x ) + (.f(X)-y ) .f, (X) 
+ 

di d 

y la cual se anula en x. por ser P=Cx.y) punto critico. 

Recordando que .f' (x). geométricamente. representa la pendiente 

de la recta tangente a la curva en el punto x. y está dada por 

Cy*-.f(x)) 
.f' (X) = 

rx•-x) 

por lo tanto. la pendiente de la recta normal a la curva y=.f(xJ en 

el punto x es 

Cx*-xJ Cx-x•) 
,f, (X) 

(y*-.f (X)) í.f(x)-y•) 

y por consiguiente la ecuación de la recta normal en el punto x 

está dada por 

(x-x•) + (.f(x)-y'l .f' (xJ =O, 

-x• - y•,f' (P) +X+ .f(x).f' (X) = o. 
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y la distancia de un punto (xi ·Y; l a esta normal está dada por 

o 

h. = 
l 

h. 
l 

(x-x¡ l + (.f(x)-y¡) .f' (xl 

-,/(-1) 2 + (-.f' (X) l'1 

(x-xi l + (.f(x)-y
1

) .f' (x) 

v1 + .f" ex>' 

Además, tomemos al origen como el punto P y a la tangente a la 

superficie en el punto P en el plano normal como el eje-x, lo cual 

podemos lograr haciendo una traslación y una rotación de la 

superficie. 

Entonces g' (X) O , es decir 

(x-x
1 

l + {.f{x)-y
1

) .f' {x) <x-x l + (.f{x)-y l .f' {X) 

+ o 
d 

{x-x
1 

J + {.f(xJ-y
1 

l .f' {x) {x-x J + (.f{xJ-y ) .f' (xJ 
+ o 

d 
1 

por lo tanto 

1 + .f" CPl d 1 + .f" {Pl 

h h 
__ 1 + ___¡ o 

d d 
1 

h
1 

y h tienen signos contrarios. además ~ y P se encuentran 

en lados opuestos de la normal. 

sen(l.nJ sen{2,nJ. 
o 

{1.nl {2.nl. 

como se estableció anteriormente en (6). 
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Si calculamos la segunda derivada de g(x). obtenemos 

d
1 

[1+.f" (xl +Cy-y1 l.f" (X) l - (1/d1 l [ (x-x, l+Cy-y
1 

l.f' Cxl J2 
g"(X) = 

+ 

d' 
l 

d [l+.f''(xl+(y-y J.f"(x)J - (1/d J[(x-x )+(y-y ).f'(x)J2 

d' 

dado que el P=(O,Ol. es un punto crítico y .f' (OJ=O 

x' 
d 1 ( l -y1 .f" ( o ) ) - __!_ d ( 1-y .f" ( o ) J2 

d¡ 
g" (0) = + 

d~ d 2 

Si escribimos e (1. n) (2,nl. 

notamos que 
y 

-
2 = cose 

x, X _, sene 
d, d 

asf que 
1 1 

g"COl = [--;;:-: + d] cos 2 e - 2.f"(OJcose 

De esto obtenemos que g"(OJ !. o ó g" (0) 5.. o dependiendo 

si 
1 +J .f" (0) l ~[d + cose 

o 

.f" (0) 5.. ~[+ + +J cose 

de 
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Como~· (0}=0. y recordando que la curvatura de una curva y=~(x) 

está dada por 
1 P'(x) 

p ( 1 + f' 2 (X ) r' 
obtenemos que P' (O)= 1/p donde es el radio de curvatura. Así. 

cuando 
1 

p 

1 1 
< ~[~- + ~-] cose 

d, d 

g"(OJ >O. y el punto es un minimo. y cuando 

g"{O) < O. y el punto es un máximo. 

3) Refracción en la superficie FCx.y,zJ=O. Un rayo de luz viaja 

del punto ~al punto P
2

, cruzando una frontera entre dos me

dios en el punto P. En el primer medio su velocidad es v . y 

en el segundo es v . Encontrar el punto P tal que minimiza el 

tiempo de pasar de P1 a P . 

Usando la notación del ejercicio anterior. el tiempo utilizado 

en pasar del punto ~ al P está dado por la función 

d 
T + _, 
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y por lo té\nt.o. la func1•'.>n a11x1liar proporc1c,nada por el Método de 

el d 
Grx.y.zi _!_ + -1 ·t ),F(x.v.z) 

V V 
1 

establece las ecuócioni:-:s ~::)Í<:_P.tit~nt·:is como condir.:1ont:'s nec•=sarii:is 

X -- X :·: - ;.: 
l _.__ ). F~ + 

V~ d V ti 
t 

y -- y y -- \' 
. 1 _.. ___ r " y 

v, et V d 

z1 - z ,, - :: 
-'--- A r1 

v, d V d 

Nuevamente utiliz11ndo los r;osen•)S di1"1:cto1·~~. 113.S ecu1.:i1:1ones ante-

rieres pueden escribirse como 

1 + 1 
1 kl -

V: V 

m + m ( 1 
l _J km 

J 

v, V 

n + n 
- -" kn 
V! V 

donde 1 .m
1 

.1\ son los cosenos directono:J ele la 1 inea PP, . .m .n 

los de la linea PP y ! . m. n los d0 la normal a la superf1~1A. 

Multiplicando las ecuaciones 1 poi- .m .. n,y sumandolas se oh-

tiene 
r:;,_¡s { i , ;~ ·¡ 

- t k ('r)S f l, n ! 
\/. 
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Similarmente, si se multiplican las ecuaciones ( 1 l por 1 .m ,n 

respectivamente y sumándolas. se obtiene 

cos(l.2J 1 
+ 

V1 V 

= k cos(2.nl ( 3 ) 

Aún más. si se multiplican por l. m. n y se suman. se obtiene 

Multiplicando ( 2 ) 

tiene 

Sustituyendo de ( 4 

cos (l .nJ cos(2.n) 
+ k ( 4 ) 

V 

por l/v y 
l 

3 ) por l/v . y restandolas. se 

1 cos(l.2) 
- + 
v2 

l 
V

2 
V 

cos(l.2) 1 

1 

v' 
l 

V V 

1 

v2 

+ -
v2 

k cos(l.nl 

v, 

k cos(2.n) 

V 

el valor de K. se ve que 

1 

v' 
1 

1 

v2 

[cos(l.nl + cos(2.n)] [cos(l.nl 

~ V ~ 

1 1 cos2 (l.nl cos2 ( 2. n) 

v' v2 v' v' 
' l 

o 
1 1 1-sen' (l .nl 1-sen' (2. nl 

v' 
l 

v' v' 
' 

v' 
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o 

y por lo tanto 
sen2 (1.n) sen2 (2.nJ 

de esto se sigue que 

v' 
l 

v' 

sen(l.nl sen(2.n) 

V 

Ahora. si se sustituye el valor de k en ( 2 l. se ve que 

1 cos(l. 2) [cos(l.nl cos~2. nl] 
+ + cos(l.n) 

V V 
l yl 

1 cos(l.2l cos' ( 1. n) cos(l.n)cos(2.nl 
- + + 
V! V yj V 

o 
cos(l.2) 1-sen' (1.nl cos(l.n)cos(2.n} 

------+ 
V V 

de donde se obtiene 

sen' 0 .nl cos(l.n)cos(2.nl - cos(l.2) 

V 

Dividiendo esta ecuación por ( 5 l y multiplicando el resultado 

por sen(2.nl encontramos 

vJ sen' (1.n) 

v
1 

sen(l.nl 

v {cos(l.n)cos(2.n) - cos(l.2)) 

v sen(2.n) 

sen(l.nl sen(2.nl cos(l.n)cos(2.n) - cos(l.2) 

cos(l.2) = cos(l.n)cos(2.n) - sen(l.n) sen(2.n) 

cos(l.2) = cos[(l.nl + (2.nl J 
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por lo tanto 
(1.2) m (1,n) + (2,nl 

así que el rayo incidente y el reflejado se encuentran en el plano 

normal. 

La ecuación 5 ) puede ser escrita en la forma 

sen(l.n) v
1 

sen(2.n) v 
c 

donde c es el índice de refracción de el segundo medio con respec-

to a el primer medio. 

4) Si P = (x .y ,z J. P = (X ,y .z ), P = Cx ,y .z). son las 

coordenadas rectangulares de 3 puntos. tales que UP u=d con 

d fija. Encontrar los puntos P P . P tales que el volumen 

formado por las 3 lineas OP . OP 

El volumen formado en las 3 lineas O~ 

V X y 

z 
1 

z 

OP sea máximo. 

OP . OP es 
! 

Desarrollando el determinante con respecto al i-ésimo renglón 

V = x A + y A + z A 
i 1 i 2 i 3 

( i = 1.2.3 

1 

asi por ejemplo, si desarrollamos con respecto al primer renglón 
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y z y 

z, 

y 

z z y 

Entonces, tenemos que encontrar el máximo de la función V de las 

3 variables, ~ ·~ ·~las cuales están relacionadas por la ecuación 

+ z' 
i 

2 ) 

Por la regla de Lagrange se necesita encontrar los puntos críticos 

para la función 

obteniendo así que 

y por lo tanto 

X.A +y.A 
l 1 l 

r~G 

'OXj 

~G 

2yi 

'(lG 

í)z. 
l 

X. 
l 

A 

A,, 

A 

A 

+ .z. A, - 1' (x~ + y,' + z: 
.• 1 ... l l l 

A 

- 2"Ax 

- 2 AY 

- 2 !. z 

z. 
1 

A 
3 

o 

= o 

o 

d?) 
l 

3 ) 

Si x,.Y, .z, son los elementos de otro renglón de el determinante, 

tenemos 
+ y A 

< 2 
+ z A = O 

• 3 
4 

dado que es el determinante de una matriz que tiene el renglón 

igual al renglón k. 
107 



Si multiplicamos 4) por 

utilizando 3J 

es decir 

donde i f k. 

x. 
X --

1 
A 

K A 1 

1 

X X. 
' 1 

x. 
l 

obtenemos 
A· 1 

X. 

+Y .. --' A 
A, 

Y: 
+y-·-A 

._ A 

x. 
+ z --1 

A
3 

= O 
' A, 

+ z 
t 

+ z • 

+ Z Z . 
.. 1 

(x .• y. 
1 l 

X. 

' A = o 
A, 

= o 
A, 

o 

z_) o 
l 

De esto concluimos que la función solo puede tener un extremo 

cuando los vectores son ortogonales. 

Utilizando este hecho. 

v2 = [ 
x, + y' + z' 

l 1 l 

X X +y Y +z Z 
2 l :z 1 2 1 

d' o o 
1 

o 

o 

d' o 

o dl 
:1 

x, 

X 

x, 

Y, X 

y y 

Y, z 

X X +y y +z Z 
•• .2 l ' .1 2 

x' + y 2 + z' 

d' 
3 

X X +y y +z Z 
1 ~ 1 3 1 3 

X X +y y +z Z 
2 !. 2 :. 2 : 

x; + y~ + z~ 
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es decir. el volumen max1mo es 

V = d d d 

libr0 "Thcot·y ot' M,1xima and Minimü" Núm. [ll)J de la Bibliogn1fí,:i. 
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