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PREFACIO

Los procesos astocdsiicos son una parte importante de las Mate-
maticas porque describen fendmencs  aleatorios «n e tempo,
puo tambidn por or funciones con diversas propledades . En los
wirsos bdsicos de procesos estocedsticos no 6¢ manciona la conli-
nuidod, difarenciabilided o integrabilidad de cllos puts se do
preferancia  al ewtudio da la  parte  probobilfstica del fend-

meno rmodelado

En aste trabajo estudiamos un caso espaciol da procesos estocds-
Licos, losa de segundo orden- El objelivo es desasrollar el cdiw-
lo diferencial ¢ ntegral de monera detallada, se¢ prusban  bas-
tonles resultados minuciosa y formalmente, la demestracidn en
lo mayorfa de las coses ¢s propia.

En al capltulo uno se definen lon procesos astocdsiicos de
segundo orden, se caleslon las funciones de covariania y

valor medic en algunos casos y onalizames estacionaridad ¢n L,.

El cdlwlo diferencial se inicia con Lo definicidn de norma

des- intinite, destaconds Lla demostrocidn de que el éopac:o de
procesos La acotados s de¢ Banach. Mabs adelante se hace
un andlisis minuicioso de la relacidn  que guarda  la conlinuidod
de¢ la funcidn de covariania con la del  procesn, lo mismo para

la difaranciabilidad. %S¢ prucban clgunas relaciones anire la
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CAPITULO UNO

PROCESOS ESTOCASTICOS DE
SEGUNDO  ORDEN

Daroos, primero  alqumas definjciones importantee an lo teoria do la prota-
bilidod g de los procesos estocdsticos .

DEF'N\C‘ON .l..l. SQQ L un (.S:POCIO mutstrq{ 4 { una 0"013:-
bra de subconjunlos de L. atonces una variable aleatoria real L
¢ ura funcith X (A, F)— (R, 8), ¢ duir, una fuacidn sedi-
ble donde & es Lo r-algebra de Borel aobre R -

DEFINICION 1.2  Sewa (1, §.2) un epacio de  probabilidad, un
proceso astocastico es uma coleccion de variables alealorias  con
eopacio paramalral o conjuntos da Indices T, eoto as. {X(w.t)-‘te‘rs

El espacio paramatral T puede ser cualquier conjualo ordenado,
particular nos interesa ol casd e que T=R o T=fasnl. 3N T
s a o mda aumeable =0 dice que ol proceso  estocdstico tiane
parametro discratd  y si T es o numerable, s¢ dice que ¢l po-
ces0  tianeg Para'mdiro continuo.

DEFINICION 1.3 Sean (N, #P) un cepacio de probabilided g

{X(LA,‘L) '-teT.S, un  proceot whtocdsticd, ol procesd ¢s de  azqun-
do oden sit para cada te T, ELLW]=[ZWP o finita.

Es decir, un procesd estocdstico ¢s de sequndo orden i coda una



de las variobles aleatorias que lo consiitugm ticnen s¢qundo  mOman-
to  fimito. Obsuvemds que un proceso estocdstico  se  puede

ver oo
mO uma funcion que o cada clomento de T

le asigna  una varioble

ateatoria  (funcidn madible) esto es una luncién Y- T— QX‘UI..%’)*‘(‘P.,M;

De esta mancra podemos  redefinir a loe procesos de  sequadd orden

O proCesDs cato cdsticos L,.

DEFINICION LM Un procesd estocdstion e sequndo orden s wna
funcidm X7 — L; (A9 P) o doade L, (2. F.2) es d eopacid

dt les  variables olaatorias con segundo momante fiaibo ! L (0.5 P)e
[rin sy —R | [ a2 < 0]

Es daro qu¢ dada una VQri'ohll. oleatoria $€ L, Lunemds uno more

definida por  HT l!:: L1%4P = E LY. Ahorg veremos alqunos Gen-
plos de procasos estocdsticos.

BEJEMPLD L1  Sean ABE L, (a,F.B) por lo que [ A%dE

[84P  son finitos. Definimos ol process  estocdstrco
IW)=at 3 para cada te€T

tntonces Klt) e5 de  scqundo orden  ©  cquivolentemaente

i3 R < 0 gara coda teT

4

3]

LT WP = [ s ar

‘{.(A*t‘vubhb‘)af
= {zlpeam 2tiAsdP + ib‘df
fuesto que A, Be L, w0 tiene que

{_Aaa? c [Eet ey ztlAbd? < 2t H,{Pﬁdf‘)(iﬁldf)] /3

por la desiqualdad de Cauchy ~Schwarz, de conde fodos los sumandos



o

—

= ){ [%_ F,‘ (t) L{j‘(w) + 2.1.%.:&;;“:) {,'(t) Q;L\J)‘fjlw)] df

- i \C:(t) S‘f:(‘«))df r 2 Z f ) ) S‘f;(m)‘ﬂlw)df

i N IR B8

Qut resulta ser Fimito por las  eonsideraciones hechas areiba y por la
desiqualdad de  Cauchy - Schworz.

Un proceso  ¢stocdstico importante o dl siguiente

EJEMPLD 1.9 Seon A, As, -~ - BaLBi,Ba, ... Ba € 1ala, 5.P)
y stan XN, M, oo Xm€R, poro cada té T hacemos (L) =

; (AnCos At + By & Axt)  un proceso estocdstico . Existen  eequn-
do> momentos para cado variable de X debido o que Ax, Bx €
L.la, % p) gy a la dwi_guqldod de Couchy- Schwarz . Asl X es Lao-

DEPINICION L.5 S¢a {X(f) '-'lCTS un proceso Lz . La funcidn

de covarianza del proceso  se defime como:

Kx lath = cov LR (e), R(t)]
E {LX (o) my (s1)[RLE) - mg (8]}
donde  mgls) = E[X(2)] y mglt) T ELEW). my ¢ b funcich

valer medio, funddn dz media del  proceso.

Es daro qe X (sY- mp(s) € L, (a,¥%¢) y lo mismo sucede con
R = mp (8)  lo  cual licre decir oque Ky Ls t) e un poducto inte-
rioe en L, (J’)._, F, 2} endre X (8)- mx (o) g X(¢) - My Lt). ¥z {st)

8¢ puedt  reescriblr  como
Ky (s:8) = E[X ) 20)] ~ my(e) eng (8

WRw; = [Lwdp = R

. .
Frecudntemente asaremos lo  siquitate notacion .

Notimos que por la desiqualdad de  Cauchy- Schwarz .,
| Kg (st s iE{Lx(b)-m(s)lfxlt)"""2“)-”5



s [ - ma) V][ E(z - oz 011}

= (12t - gt} 1T~ mett]
o= Ky (s,8) Ky (4 t)

= Var [ 219)) Var [ £ (1))

DEFINICION L. Si Flt) con teT s un pocec Lz decinos
qut es  estacionario  si para cado TeT o poceso Yit) =X (e+2)
titne tas mismas fundiones de  madia Yy covarianza  que ¢l procesd

orig:nol.

Una caracterizacidn de los proceses de scqundo  orden emtacionarios g

nos serd de mucha uatbilided , s2 ewuncia ¢n la ;;gu;mtg proposicich

PROPOSICION L.} Un proc so LT DL (0 %2) es estaciora-

r0 sy sdlo sl mpll) oo constante g Kz (s:it) depende  sélo
de (t-s).

PRUEBA:
=] Supongomos que X es estacionario, wto significa que dade 2 €T,
el proceso Yit) = T LE+7T) diene las mismas funcioncs de media q
covarian2za  qua X(t). De este modo
my ) = ELY)]

= ELX+1)]

< E[Xtt)l

= g Lt)
Como t ¢ cualquicra y ELX (440 = E(IW), (nlonces mglt) es
constante . Luego
covl¥te), vity]
cov X esrt), Z(tr)]
cov [ Loy, (1))

Ky (%)

il



De la iqualdad
cov(R (seT), tesr)] = cov [ Xte), Tit))

obltnemo= e

Elgessm, Z(xm )= ELRIEW] .
Si ‘:ﬁjoms s gyt 4y hadmos variar séle hay depandencia del

ndmers BT - (stX) = L-5.

s s g =

La .oha "mpfic.aué/\ ¢s sienilar an la orjumentﬂcidﬂ.
ua_«j s equivalendia de  estucionaridod pard los procesos Lo *

PROPOSICION L. 8 0T =L (nE8) v o proceso  astocdstico L,
estacienario sy sdle =i E(Z(s)] 4 E[&LS)X(:ﬂt)J oon  qmbos

independitntes de s

PRUEBA"

=2>) For la proposicidn anterior Mg <5  wommtantr, b que implica
que-- ELXt9)] as independiante de 5. Lueqo  Kg (3 stt) = !
cov L X ts), R (sxt] depende  dnicamante  de t.

<= 5 E[XI()] no depende de 5 enfonces My es  conshante
y i ERSITw)] no depede de oy sdlo depende de  t* s+b-s  erfonces

Kglosrt )= ELREIR (o4)]) = iy deperde sdlo de t.

Dbsarvemos que la funcidn de covarianza Kx l&t) salisface:
) Ky (st} = Kg tE)s)

it} Bn ol caso estacionario K;Lt§= Kx('f)

i Ike (b S Kglo) = E[1Ze) - mg V7]

Beta dltima a5 por la desiquoldad  de  Cauthy- Schwarz.

En acquich daremos Gumplas de procesos L, g Veremos cudles  resulban ser



1
dorde A, u € R q iy (t) es lo probabilidod de que ¢n t unidedes de
Liempo 8¢ pasa d¢ [ o | alementos en la  poblacién 4 para eske caso la

dishibucidn  astacionaria  ( dishibucida lmite)

s "
oY= bim B lt) = £
10 M
T = Lim B () - A
t e At M

Es comocide ¢l hecho de

qt¢ a parkir de la
prade

distiibucldn  estaclomarta sec
conatruir un procesa e

e cadeAa Markov, tal proceso es’

PlX(t)=0) =mo):;\’-j7 o PlEw=1) ) = 2

X P

Ee eodenuy Markey ya que

PIRt)=x IRy =y] = B (t=3)  donde st

ot~

qy  Tyx (t) con 120 std dado como antes.

En sequida ancontraremos me:) 4 Kgist) *

mg b)Y = ELZY]
= pP(R()=0] + 1 PLRIDI=S]
- A qu no depandt de t.
AT A

Por otra parte . si sst entonces

E(X(s)X 1)) = P[Ris) =1, T(EY=1]
= PlRes)=1] PLEWI =L | Bls) =]
=P[XLs) =1] Py Lt-s)

~msdit-s)
ToAtHa L oAes MY




:__/\:_ R St ~(aradlt-s)
(e m)? taemd®
Pof [O q“l(
Kyloit) = cov [ £Ls), 3U0)]
= (s get)) - ECX= ) L 2]
- a + M ~{arm)lt-s} ;N \
- ()\',H\J‘ [X+ M2 - )‘y/.A PP
_ ~{ara)lt=a)
= o s st
Y en al caso  en  qud tss se  tendra
_ hm S (A ults-t)
Kg lat) = —__—(4\';4)‘

qutdando
' Kglod) = 2% ~Uasm)ltes]

A+ w)?

para  cualgquier ste R
De aqul qug X{t) o estaciomario wn

~(aem) 1)

mglt) = A Ky L£) 2 22
x PV 3 % (/\v}-h)1

tef

El siguitate  ¢jamplo as mportante en el eshudio de los procesos eshochstims.

EJEMPLO 1.% Consideremos al proceso foisson X(t) ., t€T com pard-
maro AY0 . Rewrdemos que X)) cwmple ’

) L) =0. _

X)) —Zls) biene dishibucidn de foisson con purdmd’ro at-s) con sat,
W S =t g ... stn €R  gnfaces las varfables aleatorias

Rk - 2LhY, Klby)- Blh), o oo, Klta)- Eltaa]  son independiantes.

St un proceso cumple i), s¢ dice que 1iene ince emerrfos indeperdien-.
tes.

En sequida  @ncontrarteos mxlt) gy Kz (sit)  para e procao Foisson.



De lo onterior s toncluye ‘que ¢l procaso Foisson o es wlaciomaio oun-

que  chleromante & un procaso L.

EJEMPLD L.B Conaidar«mos ruevamente  un process Poisson Xit)
con Pordmdro A 4 definamos YUE) T X Lkrdl) ~Xlt)  con teT.
Procadtremos @ hallar los  funcionas mylt) 4 Kylsit).

i

Elyw]

ELTea) -]
ELXtee1)] - E(xLE)
Altrl) =2t

A

11 (TR

i1l

fara o cdleslo de Ky (s,t), tomemos e cutnta varfos casos:
Primero, i It-6l % 1, asto a6, los tiempos distan mas de 1, po-
demos  aplicar Wi} a s stlet s tel o en e olro waso a
tstrldsssserl 4 obtenar que

Yis) = R(sell=X(s) ¢ YU)=X Ut4d) -X 1)
s0n md(f»tnd.'mhs, 4 d¢ qqu( que

Ky ls:t) = cov [ Yes) ()] =0

Por lanto comsidaramos ¢ caso en que  fk-sl< 1, por g¢jemplo
ssts sl bl 4 on tal caso

cov L Yes), Y]

coy [T (oet) ~Xis), T(t+l) ~B(t)]

cov [T Laet) =X 18} +X (£) -Ris}, (ko) ~%(srd) + X sts) =RUL))
cov (X ¢+~ ZUE), K (£44) - K taed)] ¢ cov [T (o0 -t Rhses)-R (8]
+ cov LTW)~XLs), T ked) =Zlat] teav{TLI=RIs), Liset) -x ()]

KY (5It)

1]

i

De lo propiedad i) de proceso de folsson ebtenemos
o eov[Teeaa) - K@), X lket) X (s42)) 70 (bobog by 2sel Staabed ]
cov [XLE)- Xta), Xtken) =X esen)] 20 le=to Gty =t Sty=set s ty=tel)

L1



cov LW -Zls), Rise)-X ()] =0 (e=bs 2t 3t 24 =25+1)

Por lo que Kybot) s¢ reduce a
Kylsit) = cov[Zesar) -TU8), Risn))-XLt))]
svar[Rise) =Zi0)) = Nistl-t)
4o qua L (svd) =X ~ Poi { Alsei-t))
En ol oho caso tss sbtl <stl, resulfard que

K\/(s,t) = X[t+l ~s)

por (o que
" {,\u- 1t-st) =) (t-st <t
y (st = 0 5 it-sl 1

De dondt Y(t) a8 un procese Ly astacionario.

Podtmos construir procesos Lz estaciomrios a partir de obros como s2 ve a

con"iﬂuar.lo'n .

PROPOSICION 1,9 50 X'T D L, (A,F 2} ¢ un proceso cstocdsr
tico  astacionario de esequndo oden enfonces gl proceso YIT )
Laln, R 2) definido por YUE) =X LE4L) - Ut) |, tambidn b es.

?RUEM: CG‘CU'-Cmos My q Ky

ElNL)]

EMR ) -R (1))

E[X (k)] - E[XLEN]

oy (brd) = mg®) =0

debido a que mgp 9o constante - As! my es constante . Luego

u

My (t)

cov LYY, yie)]
coy [ lot1)-RLs), Xttrr)-X ()]

K y ‘.S;t)

12



= cov L Lisr), Ttert)) + covlRis) T18)) - o[ Kts), T (k)] ~cov [ Kise), % ()]
= Ky (t-s) + Kglts) = Kg (t11-8) = Kg (t-5-1)
Ror lo que

Ky(E) = K (0, t) = 2 Kg Ub) - Kg (krg) - Kg LEoL).

Resultands ser Y astacionaria  de sequndo oid e .

DEFINICION 1.10 Un proceso astocdstico X(E) con L€T se llamo

proceso  Gaussiano si coda  combinacidn  lincal finila ole vartables alea-
torias del procaso se distribuye normal esto 25, para toda b, ta, .-

by a,an ... ,9a entoncas

Z QX (k) ~ Normal |

Obsevaciones
Josi 4w :teT‘ es Gaussiano aentonces coda varioble aleaterfa se
distibuye mormal  { Torando n=l g Q =_.[)

i..,)Todo proc€so Qaussiamo ¢ L, (Todas las varlables morerales figen
varianza en R ).

PROPOSICION 1.11 Si {Ze): teT} Liecne Funcidn de covarianzo
Kg y =i § es una Funcidn de T en R entonces. o mievo proceso
{YLE) =X LE) £ fLE) (:&T} ticme la misma funcidn de covarianza ¥Kx.

PRUEBA - Nobemos primero que paa coda teT ECYLE)] =
E(XWE)] + f(t) lo que nmos lleva a

mylE) s mg te) + £Lt)
¢ decir, la functdr media no <o lo misma. Tor ofra parte

Kz (sit) = cov (X (s), XLt)]
= g[R) X ] - E[X(s)] E(RLE)]

Mitntros qua

13



¢sta meanera, s {KU:)‘-E&T} s Gaussiond, entonces la densidad con-
Junte de X, Ky, L&A nel es

Fla, - xn) - 4 Exp [‘lz (i'-/:)t' 2_ '(i“ﬁ)]
(2172 (det 2)12

donde 2, ¢s la mahiz de covarianza®

2 (covixind) i:(;} : ﬁ:(ﬂ}

A

Me = E{.XK] .

El a-'_quizn{c € un ¢_1¢mp(o de  proceso GQaussiano ey importontQ?

EJEMPLO 1.5 Movimiante Brownlano o Troceso de Wizner.

Este proceso describe un Fendmeno flsico bastante comidn omo lo €
o pesicidn de una partfeula suspendida e vn medio liguido wn movit
migntos irregulares debidos @ “pombardeos e pegue Aas  padfwlas ded
propio  l{quido.  De  esta forma benemos el moviemiento Browniand  comes
un procese  {BLE) teT] dondt sara cada b €T, Blte) eo la posi-
cich de¢ la partlcula ¢n un sistema  cartesiane qee cumple *

Y BloY=0

i) BE) =B ~ N[0, c*(t-3)] con sst 4 ¢*20

w) et th} Hene incrementos independientes , as dectr, sean
st ... tth €T entonces:

Blt)-Bl) , Bl,)-8BLh), ., Bll) -Blta-)

son independiantes.
As!, cada proceso que cumpla i, U} gy W) se le wnoce wmo movimien-

to Brownians con pardmefro €220 . fste proceso s Gaussiamo (Y
por lo tanto Li) debids a que

15



BLY = plt) - B0} ~ N (0, ¢ ¢)

g i) justifican o antwior .

Las Funciones de media 4 c¢ovarianza son
mylt) = E(BLE)] =0
Kals:it) = cov (BLs), BLE))

_ {Jz an{lbl.lU} s 2t20
0 s ot £0

£l Ptoc(d:mrm*‘o de obkencidr de la huncidh de covarlanza Kol s.t) ¢s
idéntico al del  ¢jamplo 1.3 (Procesn Foisson ).
- Considerando que parq esbe caso 1= { et f_iunpo), resulbard que

Ka(s,t)’—‘ O'Jm,'r\{:..t5 wn st 20

DEFIN'C‘ON .lvlq Saon X, y: T— L, {n, ?‘,E) dos procesos ashocds-
ticos de sequndo orden, definimos la fuxidn de  wvarianza cuzada de
X Y Y coms

Kzy (s:t) = cov [BUs), yi£)]
Claramente

Ky (s,t) = KYS (tis)

Kxi (5,{') = Kx (SIL-)

Caleulemos * como ejemplo  Kyy tait) donde X as @l process La oota-
cionario 4 Y(t)= X(ted), de aste modo

cov [y, Y (1)]
cov LX), gltes)]

n

K gy loit)

"

16



t

Ke (o, t+l)
Ke (tei-s).

Veremwos algunas  propiedadts interesantes del process Gaussiano  mds
astudiado ¢ @l movimizats Brownianc biT—"Lﬂ_Ln.?.E) el cual

dedinimmos previomtnt( .

PROPOSICION 1.15  Sea BIR — LilN, F.2) o movimicnto Brow-

niano 4y sta ne N anfonces 'ZE)LK) 25 una varlable aleatoria

Normal con media ciro 4 varranza aln+1t2n+t)a?
o
PRUEBA:
Lo 20ma g, EDLK) LQ debeaws ascribir  como una combinaclen li-

neal  da variables aleatorias normalts € ndependientes - Es claro qie

[a) a-l
3 B T F n-i)[BeL) - 865)]

(31

eomo  Blje1) = Blj) ac distibugye Normal con medla cero 4y vartanza

d.l

y por lu propiadad de increemantos independiantes la suma de (o
derecho corresponde a una variable alggtoria mormal. Calculemos g

madia

E 1 _“_i;(n_,‘)[ur.)-wu} - i;m-;) Ef B3+ -BL)] =0

3%

la varianza

{1

' 4
var {Z (n-3)0 B+ - 5(3)]} Z Lh-JJ: var [B(;41) - B}
370 3

ot
o 3 a3 )

n

T2 Alnet) (2n+1)
7]

Un Probluﬂo impockante as el cdleulo de las funciones de media q

5



covarianza del cuadrads del movimieats Browniano. pero lo hartmos
s genceral Yy ancontrargaos las funciones m " K para ¢l cuodrado

del proceso Gaussiano com media cerO-

PROPOSICION Llb 5 X R—L. (0. F.B) as un proceso Qaussiamd
wn Mz =0 g Kxglst) cualquicra antonces € proceso estocds
o YIRDL UL EFER) ta que YW= XHE) ticne funciones de
medla 4 covarianza dodas  por mYLt‘):Vor {x)] 9 Ky(5:t3:
ZK;(S.{:).

PRUEBA*

mylt)= ELYLEN]
E (2]
Var [X U:)]

H

1)

plis E(X(EY] =0.
Kylsit) = cov [ Yis), Y1)]

cov [ X2 (s), XM(1)]

E(X* ) 22 e] - (2* (=1 E[ 3% (V)]

Lo diliwlod etd an caleular el valor de E[Z*)XUE)] . Como el pro-

cto ¢» Gaussiano sobtmes que las vartables v qleatorras X(s) 33(&)

dienan densidod wnjurta normal bivarioda con vector de¢ medias  ~ulo Y

destamos  calcular el sequndo momentd de la varlable qleatoria

% X(s)XUE)
Si  hallamos Mylt) Lla funcidn gendradora de momentos de 2 94 e

I

1o

sg_guida obtenamos Mgw) resolvamos @l problema debide a que

;w;m=s[f]=eu%wx%u]

Dl. este modo

E (cmpLh)]
£ [ exp (EX)TULY]

My ()

i8



Ao
:rl axp (txg)F(t,g)dxdg

- oo

L [ el e
s R bl | R I

- Zt(l—p")xj1} dxdy

donde
€; =varlg() 6 = var [F18)]

P = Loy [Res), B)) - Kz lot)
0’: 0“’ 0“61

tompletande cuadrados y separondo  exponencales

. i ~ o B 1} ,
leﬂ-mﬁc‘mw _jﬁLew { m[%‘ _ﬁ(fﬁ sty (e

. Lrp {_ 8 [-_811. _(_f_ ,,{a“(l—;‘))z]} dxdy

20—, Y Gy

Puro sabemos  gue

L
_S:\[ﬁ" Ji-p? z

por propiedodes de lo distibucldn normal . As! solo nos queda !

® -8

1
= 2
Mz ) \f{i‘(‘ _L e"P 1 _P:. d'ﬂ

& lE i)

19
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podtmos completar una rormal  mulhiplicando  y  dividiendo por

2 L)

L—p
L (A )2
& (Q,’ + te li-pY)

f esylbdndonos
- Jizpt
M.LLH = =
Vi-lprtgaa-pl
La

sequnda derivada
» /2 1-512
MLLE) = (L-A" oy q {L,auc,a-,u-pln (-2)(1-(p rtez ey 1 AN 2
.5/
(p+ tanay(i-p4)] dxd,(l-p‘)*[l—(/’+t¢&6,(L—f‘))zj Lcso' (1 ‘)}

M%) 36k 6 o2+ Gp ol (1-p)

€x G, (2p*rL)

1

{,_w, (zm 2Lt fJ)

1

2eoy® [ T0e), ZE)) * 0z g

Dt okt modo:

Kylsat) = cov [X'Ls), 2it)]
= e[ 2] - e[ 30e)] E[8U )]

2cov? [Xts)E ()] + Nar [3 (53] Var (R(E)] -
~var [2(s)] var (X(t)]

20



2 eov® LT (s, LiEY]

i

u

31
2Ky {s,t),

Entonces tode cucdrodo de un proceso Qaussiano de media cero cumple

con esta  propieded.

2L



CAPITULO DOS

CALCULO DIFERENCIAL EN LO5 PROCESOS
ESTOCASTICOS DE SEGUNDD ORDEN

fr aste t_op”'utc se estudian los procesos L, o wealo a sus propie-
dudas desde al punto de vistan del cdlculo  ditarencial . A grandes
rasgoe podilamos decie que analizaremos  conhinuided  diferenciabilidod
de procasos de szu.ndo orden  junto con alqunos teoramas cldaicos
del cdleulo difarencial .

DEFIMICION 2.1 San KT — Lali,5.2) un process astocdshico
da sc_gundo oden y definlmos la morma  dos, infinito de X om0

”X‘Lm = .::\1]9 l‘ il KU’.)”2= m - [ LX‘U‘-)A?] '/z} '

anboaces L as atoteds i B Elaee ¢ © -

Veremos alguncs  gjemplos de procesos awtados y otros ajemplos
an donde & proceso no resulte ser awtadb, an wyo caso =¢ pro-
tzderd a hallar las condiciones que e falhen para selo-

Ankts aspecifiquemos qut sz puede  definir de igual manera un
procese  efocdslico avtade an Te & T 4i auP{ IIZU:)II:S < 0o

teT,

Es claro qut ai K a5 owtado andonces ¢n acotado an To ST

para  cudlquiecr To & T, puesto que

i LRI, & sue ) nx el

22



No e nuesario probar que HZll0 25 an cfecto norma:
a) HElue %O

) UZlhew =0 <& 270

el HZeVlhiew % 1T *lViieo

d) HaXlyw = lalliXlhe o welk

son propitdadds que claramente s¢ complen .

Newamos los ojemplos del capftule anterior 4 amdlicemos si son o mo
acotados.

EJEMPLO 2.1 S¢ hienen BB e Li(A,FP) 4 T un conjunto,
antonces YT L (N, F2)  definido como KLYz AET R

as L2 paes _ N
Izl = L8]

:lx‘mai’
2P E(R) « 2L ELAD) « E(B?)

Dbsuvamos que sup { l\xtt)llf} edste sdlo wando exsten:
te
sdp {h’S 4 P [t} lo que implica que T debe see un odb-

con_[u‘nfo acotado de R, a6 decie T=(a,bl. De eska manera  pode-
mos concluir que en aste  ejemplo IZl o < @ aiempre 9q
caando T=labl ; abeR. Tor lo que eote proceso ¢ awtad
mands Xilabl =L, (n, %),

EJEMPLO 2.2  Se¢ bicnen Ao A, - -, An € Laln, &)
X T—L.ln%2) s¢ detine como Rtz pt Ak "‘*A"*-n:

IW) ¢ un proceso La Y

Izl = £ (32w

23



= | [2*0)] 4P

donde

Pk e 2 St ){A; A dF

.0

LIl = e [

0

Por lo qu.(
MP{”X“" } t”l'z‘_t‘EU&‘ rzZt Emmn}

ve)20

lo wal implica que la enistencia de et supremo  astd wondicionado
a la existenca de los  siguientes

:up{t.i\ para toda ie€{ L,%. ..,n}
teT

Y d¢ nuevo obtencmos que T.=La‘b] ab €8 . As! & process es
L, acotade cuande X 'lob]l-— L, (o, % 2).

Dmotcmos por BT La) al conJun‘l'o de dodos los procasos de T n
L, (&, . P) quee resullan ser acotados, asto ¢s
BT, L) = {X..-T'_’-L:. (ﬂ-ts“uf‘) 1 “X“z,oo "CD‘S

PROPOSICION 2..2; r&.(T. La) es un ¢spacio vectorial Aormado
con NElo = fuf{ HKLH“Z} .

Lonsideramos qUe no a5 necesaria lo prueba e ete caso.

DEFINICION 2.3  Una sucesidn (dnda en un espacio Vectorlal e
madd decimos gLe  as de Cauchy =i para cada £70 exista o €N
tal que 8i n%Ne 4 mYne antoncas  [Ion - amll < £,

- DEFINICION 2M Un  espacio vectorial normado £ eo de Banach
8 toda sucesidn de Cauchy de damentos de F converge (wn la
rorma e eatich ).

24



PAOPOSICION 15 D(T, L1} as un epactd de Banach  con la

norma H fa.eo -

PRUEBA"
La domestradidn de  astr resulbodo 3¢ pasa  primordialmente on el
heeho de qu e L. (o, ?.E) 2s un espacss de  Banach'
S5¢a Xa una scesidn de Cauchy en BT Li) gs dedr, una suce-
508 de¢ Cauthy da procesas L; acwhodos, de oqil que pora cada
€30  existe reeiN tal quet

HXm“XnU;,m*’-a cuando 3 Ne 4 NANe

pro como NEp- Znlly,e = f:p{ lIXm(t’)-'XnLt)l\z5 , sec obllenc qu

pora todo te T, NEmit)- Ralt)lh < 0 cuamds mune 4 AuN

De aste manera +enemos una sucesidn de  Cauchy an La (LF2).
Y omo dijimos onf‘uiormmi'e’, 25 comoeido @l heeho  de qu.e L,_(ﬁ-?.f’)
s LOMPth‘O; por le que la sucesidn (Xntt))n teT coverqe en
Lo, F2) o Xit)e 1, (,%2).

Tunemos

IZolt) =X 26 paca dodo teT 4 A%Ne
paro

Hgate) - T, % WEEM, - 1At 1L,
por otro lado
de donde

"’“Xn‘.t)“; >l "“Xn“x,m

Asl:

WE L - URAtl, % 1R, - 1%l

y por transitividad
“KU.)“;.— “Xn“a.oo <€
legando a

2%



Lo qua implica que L ¢s awhdo, wto 6. T € DT, L) .

Hemos trabajade convergencia con I lae0  por lo ¢ estamos on
condicionas de dar le siquients definicion :

DEF\N\C\ON 2.6 Sea Yo una suceidn an DLT L) anton-
ces Xn converge uniformamente a e Jlt L) ai o adle ar

\\Xn-lllim onverqd aq cerd wionde A—300 , egbo eo’
w
Xa—X <> (1Za-Xlhe 7520
EJEMPLO 2.3 Daremos un gjamplo de una  sucesidn o procesos
de sequndd ordin qué converjan en BT, L) o ofro procesO.

Com:-'o‘udmos UnG sucesidn de movimitnfos Beownfanes Ballo, 1] —
Lol ®2) 4ol que BalE)P N (00 CL)  coda Bn peatancee

a D (o), Lo} debldo a Qe
“ BnLt)H,, =V \\.‘/n a Y
WBnllae = sap WBalbll,
= s»u X
tclOP;lJ J—: G-

:._G_.z.oo.

va'

Enfonces B coaverge uniformemaente al proceso nulo Xit) =0 para
cada telo,l] puasto que
\\Bn‘X\L,o = “Bﬂ”a.w

=1

E! aiguiente resultado as importants pues indlca que an AT L)

2b



al Umite uniforme < dnijco
PROPOSICION 23 5i Xn X 4 ai Xn—Y onbonces I:Y

PAVEBA: Xn =X 2> Dado €12 10  awiste mo€iN ol que si n¥no
antonces UEn-Zllaw < &2
XY % Dado 21270 emste moeiN 4ol que e nIMe  entonces

Yl < ¢/2
Hacemos N =mdx {no, moy 4 obhenemos que i nuN antences

WXn - Kna,w < &fy 9 WX —Y “:,w < &/,
consacdantement e
Y- X\;, = H‘f EntBZna- X\L,w
€ 1Y¥-Zaliw + 120~ hiw

< E&la t+ €la = ¢
Asl que o ruN entonces I¥-Elhw<é | donde NY-Rl e w0
depande de n, por lo tanto HY=-%llh,0 50 , entonces Y-£°0
o s¢a Y=X.

Bl atquitnte resultado indica que o Limite uniforme de una wmbing-
cidn lintal, ¢s una combinacién linzal de los Umites uniformes:

PROPOSICION 2.8 En BUT.la) = Ta—2X 4 YY) abon

e aXa+ b¥n 5 oX +bY donde a y b son constantes.

PRUEBA® Oupongamas quz  a,b #0 y consideremos £10, como
Xn =X entonces odste moe N tal g4 si  ANNe  antonces
| 2o~ Zliew < =7a I
Yy como Ya =Y antonces  emistd moe N dal quesi nyMo  enfonces
£
“ \{'\ - \ina,m < Zip}
Haciendo N=mdx Lno, mo] sucede que ai naN  antonces

BaZa+b¥n) = 12X + by Mhe=lalZa-X) + L {Va-Y)ihe

21



€ NalZa-X e * 1 6(¥n-Y) 1,0
= \Q\ “X.n"l\\;.oo +\b\ \\\’n“f“;.m

lal  _& bl &
< 21al N 21bl

= & .
2

bim
13
™

lo gue prutba la proposicion-

Hemos infroducido el wneepto de proceso awhdo, puo tombidn s po-
sible ; dado un conjunto de procests acotades, preguntarmos si ql
conjunto as acotads o o, lo que no lleva a lo siquicnte  definicidn®

DEFINICION 2.9 Sea {X;& 4n  onjunto de dlementos de BT L)
decimos que '{Xn\' as awtach s ﬁp{\\x.gll;,co&ﬁw-

De aqul d siquiante resulbado inharesante

PlD?OﬁlClO'N 2.10 5i X X anbonees {Ealn  nenN o5

awtodo.

PRUEBA" Clomo XA —X wtonces Xﬁ'—X“Lw-r\::O
pero 0g lﬂZn";.oo—HXﬂum} < 1B~ -0
por lo qud

[ 1R nlape ~ 1 o) =220

n—w
0 equivalintemente

“ Xr\ n;.co _:__:._: UX“;.oo

Por otra Po.{td ol s0p &\\Xn“;,w‘{ =@ entoncts habrla dos post-
bilidades

() Existe ne il Hal que IZalae = @, 16 cual mo puede suceder pes
to que sstomor babojande con mucesiones de procesos  acctados .

U Existen una  infinidod de Ndices ~e N .-'lolc.s qud

28



N En e Y 1Ry

lo qu¢ cordradica ol hecho de gque Rl o 2 XL oo
D¢ ¢ota mantro Bup {“in\la.-osi- @© Bl qie {Inl] es acotado.

Eaundlamos «n sequida ohvo Hpo de onvecgencla da procees acotados -

DEFINICION 2.1 Sea (Zadn una sucesidn de procesos L

decimos  qua Xn converqa aimplamantt a X a para coda teT [a
sucidn  (Balt)a converge  Qa XlE) en L,

En notactoh ¢o asl:
Xr\ 2 X ai ecxdo teT eumpla l\KnLH -X (.H“:. ;—_";O
de la desigualdad »

WEalt) - XM, S UBa-Zlaee  HteT
st deduce quf  canvergencla uniforma implica converqencia  simple .
Pero  convergencia simple no implica convergencio untforme  como  vemos
el siquignte  ejamplo .

CIEMPLO 2.4 Tomemos A v Lala, FE) una variable aleatorla

<o llAz.llz )0 5 S¢0 Xn "[ol-ll — -L:. (-n-nq“.g) ana :uc.tm‘o?‘l
de procesas de sequnde orden definida por Xalt) =AE
Ra! I Zalt)la = WALNy = "Rl < o

Poc o que en afecto lo sucesidn o de procesos Lz odemds

19'¥S \L,m = sup {L" “P‘“xk
telod)

= Mllz < @
Obtenemos de ¢.a+u que Xn (= & (. te3l, La )

Probemos ahora que Xa =4 X dode X oo o proceso  astocds-

tico de sequado  orden definido por
XLy = A s t=l

29



S lomamos te Lo,1) 4 evaluamos
UEatt) =z, = WEaoll,

= Al & ::;0

Arora s t=1
WZale) - ), = WA-Al, =0
Por lo que
Xn =X
La convergenda mo g unifome  puesto  que

N Ea-Klae = sup I Xate)- T,
telal)

= wep MANE

telad]

HAl, 20

Por Lo que la implicacidn en sentido inverso o s clerta -

Otra de las propitdades o eshudiar ¢n todo Hpo de funciones s
la continuidad , la estudiaremos an los procesos L,

DEFINICION 212 Sea R2:T— 1.0, &, B) un proceso Lg,
decimos que X es wnblauo an tET ‘
Dodo &0 existe §70 +al que =i Ihi¢d  gatonces I\Xl_tfh)‘X&)”2<€

En ofras palabras a4

HxLten) XN, =20

h—0

DEFINICION 2.3 Un poceso L, , Z:T7 — Lal, % B) deo-
mos  que ¢ continuo an T i ¢ continuo en todo punto de Ty
s codinuo en To €T si €5 codinuo an todo purte de To -

Denctaremos  como AC(T, 1a) ol conjunto de los procesos
'X"T——*.La.(ﬂ.,?\.f) que  =son continuos ¢n T,
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PROPOSICION 2.4 & X, Ye "G LT L) anteaces aXtby
& AC (T, Lz_) .

PRUEBA: S5¢a  eyo y sca teT  cwmo X € Gl L),
dado E%! Yo  exste d120 4al que s thi<dy  entonces
]

WX tewn) =Xl < =

N oo YE ’\Q (T, Ly} dado fﬁ,l 10 exdate 4,20 4al quie o Ihied;
tntoncas

UYCem) -y (N, < T

hacemos d=min {dr, 2ty asi:

HaZ Lkth) +bYLt4h) —aXit)-p Yo, = la [Rtem) ~gLe)] ro YLl -yia]ll,
Sllalxtttn) -xi]ll, +helyem) -yl

= {al fglerh)-XD + [b) WY (ern) - YO,

& L. -k =
< tal Sy e ol S5 =8

Por lo que aX +bY es conlinuo en teT 4 de aqu’ que
ok +bY € TGIT, L.).  En ¢l cazo an qie a0 & bZ0 e
inmedtato ¢l resultado.

La a:guim&t prcpo_-nci&n indlca  gue ¢l subespacio de los procasos
corttruos 4 awtados ¢s carrado  bajo limite untforme.

PROPOSICION 2.158 Si Xn e BT, La) es una sucesich de pro-

casos an GUT, La) tales que a1 X enbonces X €
LT L)
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Por tmfo

LECIan) - € (99)12 [ E LL9a=) (P -9 2 E[LYn-) 9T+ £ (Y (Wn -9)]|
SR L9991 |+ [ELLen) @)+ [E LY (-]

luego por la deaigualded ds Cauchy- Schware ™
[ean)- E0P0] <TEWa-91]2LE (Wa-v1] ™+ [E avl %] £ L0})] 2
+ Leugm)? LE (g, -vr)®

Paco por hipélesis {E(‘?n-LP)"_]yl,[E\‘i’n-H))‘J’: 0, 4

dorde coda término hicnde a cero . Asl:
LB (4ntn) — £ (Y9) —210
n

O equivalsatemente
E(Ya¥n) — (YY)

El rcesultado que probaremos a5 la  equivalencia andre la  confinuided
dal proceso y la conbinuidad de Lo funcidn de covarianza. se expora
an doa partes.

PROPOSICION 2.13 (Pumera Pagre) Saa X0 T Lo (L F,8) un
proctsd eatocdstica de sequnde orden con funciones valor medic my
continua g de cwvartanza Kz 3 X as wnlinuo en teT 40 ysdlo
si Kg > confinua an Lt t).

PRUEBA*

»] Suwnsomm X e ’\O (T Lz) consideremos @l proceso
Y:E-mx o0 seco YiB=XW-mzgll) que gs contnuo ga

que

ad



=Kg Leth, Eth) - 2 K Lk trh) + g LEt)
Si nacres ’m;scler h a cero tenamos’
WRLER) =B 10N, = Kg Lth, bR) - 2K b brh) £ Ky LB —

Kg (i) = 2Kg L8 K LLE) =0 .

En cealided la ujundo Pa:(‘( sc piaede Ner comO orolario de Lla

primero, de cuolquicr manera la  wnunciamos

?ﬁDF@S\C‘Oﬂ Z.n (SEGUNM PRHE) Bo_‘lo las mismas hipé{’eo::

de lo primaeca  parte, s) Kg o confinua en bt} para coda t€T
wntonces o o an (st) pama fodo  UsiE).

PRUERA Para probarlo  supendreacs de Auevo que mgp 20
for lo PrOFOblcidn antertor la conliauidad de X an t, o sca
X,(’c*h)"a—o’itﬂ , lo misemo owrre para seT, Xlsth) ',"_L—,%“XL-‘*)
Luego

Kg [oth, trn] = cov (K(stn), Lt+h))

E[X(stn) Xitth)] —1E[Z1)R(B)] = cov (R (), R (L))
h—0

13!

= Kx L‘-‘ht§ .

Comd vimos N o capiulo anterior hay procasos L, que son estactonq.
108, su funclon de cavarlanza sble depend? de uma varlable esfo €5, s
X es L otactonarto ontonces tiene funcida de covarianza  Kg LE).
Trataremos ohora dos resulfades sobea continuidad para pocesos ote:
cionarios .

PROPOSICION 2.1B 5 T, 5 2) & wtacionario cwn
funcidn de covarianza Kalb) yai X e wrdinuo on seT  antonces
Kx [ L) ccnhnua en caro-
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Debemos  probar que KxLHh);':;g Kelt) . Terenos Lo condinaui -
dad del proceso B por lo que
HE(saten) ~Xse0)a T30 f2)-re0I,=0
D¢ agul que
E(X tortsn X)) 73 el RtertiRie)]

Bl ts4etnd] =9 el Rset)]
Ael:
Kg Lbth) = cov (X (s+tth), Ris)]
ElX tartan) X)) - E(R e tten)] E LR o)) P EIZ tott) X.(-‘-‘-)} -

-E RG] ELB]

h

lim Kglbth) = oy LR tatt), R(sY]) = ¥g W)
w0

for tanto Kg ¢ conbinua en tedo teT.

EJEMPLO 2.5 B\ ~ovimtete Browanijano BURY —1L., LIL,?;E)
a5 un proceso L, contiaud yu qua
I BCten) - W = £ B thth) - 23) BLian) + BHEI]
grlEtn) - aKg LE, Eth) 1 gt
G Qakthl ~24* min Lt t#hﬁ
2 ¢ Lab+h ~ 2min ft, th)]

i

1

1

luego -
2 ~ha? si h0
iaten) -a)ll, =
he* s h<0
P
Por lo que W leeh) - Bl ~530

Y as{ hemos probado La wnlinuided del aovimiento Browniane.

DEFINICION 2.20 Una familia de procesos  La H‘{I.J' :jej}

3}



decimos que s equicontinua n al punto tET s dodo E£10 exishe
dY¥0  tal que &l Ihi<d  antoncas NZ;kem =Rl <€ paca
cado jeJ. Notemos que as Lo misma %0 para todos los pro -
caon de  la femlliq.

BEFINICION 2,21 fon Lo in‘ormcidrsdg la defintcion anterlor

decimes  que H as  cquicontinuo si lo e para  tedo teT.

Pllguna.s onsccugncios de estas dHimas defraiciones son las aiquignfes,

PROPOSICION  2.22 Si Wiz, X)) welN e una -
leceton fiaite de procesos tales que X € N'CILT, La) ki"'-=.l.,---,N

entoncaes Hoas ceui conttnuo

PRUERA: Para veriflcar la  wnclusidn se hard Lo stgqui ente,
Sea €10 wmo Ki a5 continuo an teT antonces existe 430
bal que  Ihl<d]  implica  BXiterh) =X L)l <€y como Xz as
wnhnuo an teT, ¢nlonces existe 4,30 tal que sl lhl<ds  ¢n-
tonces BX.een)-Xaltdlly « €. As! succaivament? hasta Xn
Qe e wntinuoe on teT, (nloncas existe dn?0  +al Qe si
Ihl < dn  entonces X (ten) - WB)a < & . Ho_cigrhos d=minkh,
da, -+, dnY vO 4 tendremos  que si thl<d  antonces

B SRR TV SR Y para dodo e, 3, ..., n|
De donde H s equrwatinuo.

PROPOSICION 2.23 5 gznﬁn 2> una =suceSion de pocLsos
v BT L) Hal que X.n—s"‘K 4 =i lo sucesidn ¢ equicomtinua

antoaces X a»  condinuo.

PRUEBA ¢ GQean €30 y teT om0 Xn - X <¢ tane
qut dado £/3 10, emistt e €N tal que si A%no entonces
NZn ) -X L), ¢ &/3
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¢=J Tomemes tET 4 oA £10 ewuaqlquicera, haqamos
ALTis) €1, (0, & ) ¢ NZis) ~2lb)l, < €

Se sebe que R @ obitbe en 1 (0, %, B)  sypongamos que

THAY o abicito on T, e claro qre R LE) €A as abigbo en

T entonces como XT(A) ¢ abiawbs an T entonces 3470

tal que si lhl<d entonces | LerhleT i ini«d fc 27 (A)

Ahora =i lhi<d antonces tth € X7 (A)

%> X lt+h) € A

= HRLkth) = Rkl <€

=2 X as wntiauo n t parae cada teT

2> X e A’G(T; LL)-

PROPOSICION 2,26 3T & G, Lel =i Y sdle =i 27(B) o

cerrade 80 B s cerrado.

De acucido con o propasicich 2.24 haremos la siguiente  obwser-
vasion - 8 B ¢ carrado an La (_{L.F,E) entonces B(B)CT
y vale la siguiente iqualdad T-X"(3) =&"[Li(n,F, 2) -8]

Lo demostracidn s¢ boea ¢n la qualded antecior 4 en la propo-

ateigh  2.24.

PRUEBA :

-“—‘-D] Oca B curado an La (0,5 2) 3> Lo, 8,8 -B  es
abictto = Lt R, ?)—5) @ abiwte en T

%> T~3"'(B) e obitctto an T

=> X" (B} ¢s cerado en T,

¢=l 510 B curade y X un proceso La tal que ')
e curado an T > T-LUB) o abiarto en T D

' Lu(FBEY~B] ¢o abiacito an T 4 ctomo Lo, 2l -8
26 abitrto, I es conbinuo > k€ TG (T, Lal,
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Ex importante hacer la  caractarizacion da los  procasos astocdsticos
de saqundd ordin 0N criteri08 poco  comwnes  para aste hipo de
Finciones gque describaen fendemanes  aleatorios g travas det

Ei(mpo .

Ahora 4ratargemos @l concepto de  derivada g olgunos resuitados del

edleale diferenciol.

DEFINICION 2.21  Sea L' T — Lal A, 8) un procwso esto-
cdotico de¢ ezgundo orden, =z aice que B s diferenciable an
boeT a1 cxiste X'(ke) € Ly (A, F2) dal que dado €10 ewste 610
ot salisface que lhl<d  implico
(toth) - R lb) _
| Blterl Bl zw||, < ¢

En ohus palabras X'lk) e la derivada de X en to i
“xtuh)-xm) —-x‘m” —0
h 2 h—0

Existe ofro procase estocdstrco que se comstraya a paclir de las
derivadas ¢ wode Pun‘fo.

DEFINICION 2.28 Pajo las wndiciones de la dedintcion
2.23 diramos qua X ¢ diferanciable en T & lo es para cacla

punto de T y al proceso etocdslico decivada de R serd
R'z{&t) lteT)

Nottmos que¢ X' o> astomdbicamente un proceso La.
Continuando con la nolacida usada hasta ghorG, denotare mes
D (TiLa) al conjunto de los procasos estocdsticos de segundo
ordan diferenclubles. Observamos que si X € DT L) g

to €T {enamos:
l"%(bﬁ\;-xth)' - “x‘(_to)nl\ < H XLtooh)h—llto) __z'(_to)“l
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PROPOSA\CION 2.30 8 2, Y & DN L) antonces lak +b¥) €D (T, 1a)

PRUEBA: 3 a d b won w0, e inmedrato,
Supongumob que Q20 b , considerimos cualquier té T y €10
wmo X € DUT, L), existen diYo g E'(L) que wiando thi<dy ,

”gthh:‘—uu - K'L“Hz < £

zlal
Andlogamants como Y& DUT L2} existan 4220 4 Y] tal que o
ihi<da  anbonces

Hmmg-m_\ . ‘/'(“n; < 3_%}

Baciendo &= min {41, &) s wmplan ambas ahrmaciones  cwando

Ihi <d 4 tn conseukencial

noxum +bYibth)-aFlti-bYLlt) [Qx'm +b\1‘u:)] “
h 2

< lal \lilh:}-gtt[ _Z)Lt)nl* ibl “xmh&“{tk\ - Y‘Lﬂ“L

¢ lal & o\ &, =
2lal - 21! €

]
As{ hermos  probade  qu (OX*Pb\/) = af’+bpY .
femon  visto procesos acotados, wniinucs y ahora vemos dife-
ronciables,  probaremos 1 seguida que diferenciabilidad  im -
plico coninuidad . Dc&fuc'a veramos ai la implicocidh inversa e
cierta o no.

PROPOSICION 2,31 Ot X & DULTiLa) antonces X € G LT, La)

PRUEBA! Tormemos t €T cualquicro, deamos  masirar que
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= g [tthr 2min bt EmYrt]

hL
s Sh-: [2t+n - 2min i, %.-ehﬂ
*/n >i hyo
_quh i h2aQ

Por |
or o qut Hgmhg—btun:: ‘% — @

De to anterior woacluimos que >4 D (l?j,L:.).

Bl proce=o astecdsiico Lz del qemplo 1.5 al o diferancioble

an todo  gunto

EJEMPLO 2.% Recardemes qua LLE) A Con At 1 AaSen AE teT
donda B, Pa~ N OO son indepardiantes, es un | proceso
astadiona:io de segunde ordem con Mz =0 y Kz lt] =gleos A,
Peo poneMmos k1= = AA 5¢n AL + ARy Cos At

De cote modo *

|z -co)] =

1

2
-;!‘1 E{A-‘,Co‘b Alien) -~ coo AL 4 ,\hstn)\tl -fAl[sm Alten) - sern At - Ah cos Xt]} )

th

2
1 {{ccb \Lbth) ~com AE + Ah sen 2107+ [ser M Eeh) ~senit - Ancaadt] 42}
h

- a* { Cout Mltth) + cof AL+ X h sen' At - Zcos b cos ) Lkth) - 2ZMhsen AL cos Ak
A
h 4 2Ah sen Xt con Albth) 1 sed Altth) taedt At + PRl cos At

= 2aenit msen Albth)+ 20h sen AL cos XL -~ 23K con il senAlth)

&
H

il

[A‘h‘f 2(1- o hh = M sen h))

Y



| cov (qjns #a) - cov Ly a‘)[ g la-nlhdl a2l + 1l na- Al Wl
* il WEam 21,
De las. hi pé:f(a.‘s
“ ’ln"'l“; n-—-u:: y i\ yr\ 1"“1 r\’—“"
Conduirmos  qut

o< ,L,‘_Tm \Co\,l [_qﬁ—l"ﬁ) —CO\/(Q, !‘)\ <0

0 equivalenttmente
Cov (l‘]‘nli)r\\ 1 C.o\l(q_a 3‘)
N —xQ

La impertancia de¢  aste  resallade radica en que el Umife o L,
y la funcion bilincal cov sc patden nlercambrar.

La difecrancrabilidod de  las procesoe ¢stocdsticos de segundo orden
Liecne que ver con la de su funddn de covarianza . Tralaremos
olgunos resultodos donde relacionomos a la funcich de covarianza de
un  proceso X wn la d¢ X., d-‘s\:ngulrtmos el caso gotacrona -
oy 4roba‘(0r¢mo:5 on la funcldn de covarianza cruzada o€ dos
PIOCEsOS -

PROPOSICION 2.33 Sea LT Lal(0,%,R) un process cs-
tocdstico con funcidn de covarianza Kz, ademds R € D (T La)

entonces B s +ambf¢(n estacionario da  =sequndo  orcden  cumplidn-
dose Kgt = "Kg

PRUE®BA! »
lomo “Z(cﬂt)-X(:i-h)nz q ”Z_‘Eﬂ'ﬂﬁﬁﬂ - Z'(b)nz

tienden o cero cuando N trenden @ caro, entonces por lo pro-
Poan'cl&\ arterior |

Ceov[X (set) wl_mﬂ —— ooV [T tert) z'(s))

18




PROPOS ICION 2.34§ S L€ DLT L2) andonces Kg Ua,t)= 2% Kx(s.l’)
dsdt

PRUEBA.
) Kg (s t) = Uim Kg (s, tth] - Kz {s:t)
.Y n—0 )
= Lim coy [ Zia), 2it+nY] = covl Ris), TeE)]
h=¥0 h
= bm  cov{&ts), xwm-xm]
h—0 h
- wv [Xls), T'(H)]
Luc.so .

2
25 (o sit) 2 lm 3T Ke (stht) = & Ke tot)
daat "X h—0 h

< tim  cov(R (o) E' 0] - oy (Risl, g'W0)]
h=¥0 N

= Um oy [Rleamd=Za) | g'ie)]

~ h—=0

= cov [ X'}, U] = Ky Ust),

De awardo con astas des dHimas peoposicionds podemos  establecar
COMO oNbLeUENCiO, qUl un pProcESO L, e diferenciable o 4 sélo

s! a4 funerdn de wvarlanzd Lo 28 en cada antrada.

8 tenemos dos proccsos Ly X 4 Y diferanciables n g m  ye-
ces  respectivamantd, existe una relacton entre las derivadas de

Kgy gy Kzimyem oo veremos inmediatamante .

PROPOSICION 2,35 Beon X, Y T — Laln, %.2) diferancla-
bles n g4 m veces respectivamante entonces Lo fuawidn de cova-
rian2a@ cruzada de¢ les procesos etocdslicos X yq ‘{w

e«
= £)
thfoytm)(b,{.) = 'bh'-a(r_"‘ KXY (3I .
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benemos un par de  ¢jamplos  acacillos  sobre ¢ste resaitado

EJEMPLO 2.8 Calculemos @ Runcida de covarianza cruzada
un proceso La  estacionarioc X 4 X",
24 TV

Babamos qre  Kg lok) = Kg L) . Calwlamos primero Kggr (aitl®

entre
despuds lo haremos eire

szn (bnt} = 3;:}; Kxx (a.f:)

= .‘Q:. K; Lt‘ﬁ)
at?

y si ust-s antonces Kggo lait) = K“x Lu).

Ahora calculemos Kgigr (s.6) "

®
vaxu(ﬁlt') g .a_saa—t—z- sz(alt)

3@5 K; lu) dorce a=s t-s

—K:; La)

i

it

Lomo vemos podamos  expresar cudlquigr funcidn de covarlanza  cru-
2ada «tra las derlvadas de disdintos didenes  de un proceso 9

la funcidn de covarlania original.

En scquide  probaremos un resulbade que  padréacnos llarmar ‘re
gla de la cadema” aqunque  solo ac¢ reftere a la composicidn de
un pracese L, con una funuén real.

PROPOSICION 2.30 & XE DT, L) y q&DITT) entonces
al procase estocdstrco X (g) &D(T,1,) 4 adeonds

(X' = g'-2'g).

PRUEBA. Tomemos t6T y veamos que

52



Al Jomar Umite cuando h biende a cero tenemos que

lgum}s\-sw -S'U’)l -0 lxtgu)»,ut—x[g(tﬂ _K'(gu)]”?—ao

Con lo que hemos demomirado qud

\\K[s(t'h)a\-ngml ~ gl 3'[3‘“]“27’»._0} 0

As! ncluimes  que ol proceso B Q) ¢o diferanciable g el proceso

dertvado a9 [th)],: 3"Kl(ﬁ)‘

Eote resulfado lo otilizaremos en  la pucba del feorema del valor

mgdio.

Peclermoss  delinir  difecanciabilidad por lo deracha o por la  1equiceda
P p g
parc proceses La de 1gual nancra qut para funciones rzales  eato

¢, tomande Hmite wands h—0" ¢ h—¢o reap eclivarmente

LEMA 2.3} Sean Zilal ™ L2l F 2} gqitabl —it diferen
ctables  4al que 2L, £ g'lt) ¥telab) . Entonw»
Rib) - Rlo)lls € glb) —gla).

Eate lema e previo a la demendracidn del Feordma deb valer madro,
la demostracton  es por casos! primecd  suponicnds ¢! leaa con difzeen-
ciabilidad por 1o daracha g liggo por la izquiteda . for 1o gue
_enunclamos ¢l sigquiante

LEMA 2,38  Secan ZXilabl— L (0, %.8) 4 g labl™R
diferenciables  por Lo derecha tal que 1l Z‘r“-'”lz < 9,‘. (¢) aro
todo telaibl. Enfonces (IXib) -Elalll; ¢ glb)- gla) | donde
Ze (F) 4 g 't} son las decivadas por la dercchar :

"UEBA: Tomegno= £70 y mostremos qua
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“Z“)‘X(o)uz 4 SH.) ~3(o) + &lt-a) +€ para toda te Laib]
Bagomos U el conjunte da len  puntos paca los que la dasiqualded
dc arriba m ar cumple . Eato s
Uz [telab) ¢ NEW -xtall;~ (git) -glo) relt-a) re 1 0]

que U ¢s abivto ya que €3 lo tmagen inversa dal
(o, ®) bajo una funcidn continua .
Supongamos qee U F @ para flegar a una contradrecion .
Camo U &lab]l debr tener un (afimo ¢, hacemo® fres obserdacio-
nes reapecto a ¢
1} c1a . Yo qui =i €2Q no sz wmplicla con la propledad de ser
infimo pugs  hay con conlinuidad de ambos lades 4 para pentos
muy trecanos o a lo desrgualdad st ose wmple.
2} e<h . Riens 50 c=b el wonjunte U se reducirla g un sdlo pun-
ko 4 m sela abiarls.
3} c4d U . Debido a que Y ae abivto, ai ceU tandrfamor una
vacindod wn centro an ¢ totalmente  contznido ¢n U por lo que
extstirfa un b € U +al T a< ta ¢ 4 wtonces ¢ no seela et (nf,-
~0-
De asta monera tanemes adcib g antonces W' Ol % 3:“)
Por ofro lado dea la definicidn de X'r(e) y 3',(0.) 3ér0  tal
que s cst g ctd anfonces

' X ik} - Bl -
1T, (el % BB - & q
gital ¢ alzatel ted 5

Para verificar la peimero  desigualdad tenemeos”
Tlerhl - Zed .
“ h Llelel ”2 ot 0

luego

“&ﬂ%‘ﬂg ”2 T lEelely

De  cetn .mantr‘a para cualguier €30 existe un 4950 tol que s

55



= glt) - qla) + git-a)+g

Obtecnemos:
HE(E1-X (adlly & glt) - glad+elé-adeg
que s¢ cumple para cada b con OstE c+d
Entonces para todo i ¢ c+d sa cumplt nuestra desigualdad de in-
terc's por lo que
cainf (U) % c+d Z

Por lo que g=0 luege  es valida para coda t € [abl]l la deai-

gquuldad
IZ ey ~Zledlly € glt)-glo) reli-al v &

En padicular 3 tsb  tenemos’

URik)- Zladls € glo) -glad+elb-alt &
y sl £—0"

g lo)-8laMly

in

qlel - gla).

B¢ oblicne  con €l mramo procedi micnto la demostracidn de un
resultado  andloge wn deivadas por la iz qicda . g si valen le-
maz que lo prughen con decivadas por la izquicida y la derecha

¢ntonces vale
ar U2, € alt)  cntonces NR(b)-Xladll, ¢ alb) —glal.

En seguida veremos otra p:o;:c.m‘c'-oln 1mp¢>f’rorﬂ‘¢.

PROPOSICION 2.39 A o]l — L. (0, ¥, 2) e diferencra
ble en lab) y odemas BZUE ¢ Kk pora todo telaib] dorke
k%0, entonces &) - gladll, ¢ wib-a). Mds adn

BRLE) = RLED, ¢ wilta-dd  dicts € Laib]
PRuEBA"
Para probar esta  proposicida hilizaremes los lemas> 233 4 2.38
8 NE WL ¢ gl enfonus NR(LI-BLa)]l, € qlb)-gta)
Lonsideremos la fuaudn glta.b]—"m tal  que glel =kt wn kDO
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antences g UBYFK y por hipdlesis nriell, € x o= g'le)
4N @asecuandia

Il Xte) - Xtedll, & gley-gia) = kib-a).
Que eo la onclusion da la  proposicicn . Ademda fomemos

asti<ti¢b , de asta montra  La Pt Opee1cion me vale para

tate mdevo conjunto , as/

B - Reedll, & xlta-ty)
(omo mancionamoo  antes, estos rosultados preparan ¢f teotemu
dat valor midio para procesos L, que @@ de grun udtilidad an

lo demostracion del teorema de Taylor antre ofros.

PROPOSICION 2.40 (Teorema pee Vaor Mepio)  Sea Z:law)— 1, (a88)
un proceso estocdvtico tal que X € D (Lavl, 1a) entonces -
2w - Ziadll, £ tb~a) sup  WEX'LO,

telon)
0 cquivalentemanta
HEloY~Rtadll, & (b-a) SR N2 [ -tia » o,
« (o,

PRLEBA
Befintimes un nuevo procese La de la siguitate manerg:
Yty =z [ 0-ba + tb)
que tambidn a5 diferenciable en be to.l] , wampli ando
Y'E) = (b-a) X' [ Ui~t)a + tb]
Debido a

ﬂvwh)-vu) -V n - nx[u—m + th+ hib-0)] -X L ti-tla + 6] (1)
h 2 h (p~a)

~tema) g L-bihetolll, =

= to=a) “ ghit-tiavtbth] - XLii-tla +th . gi[ii1dla +tb] n —D
hi 2

Entonces Y = (o~a) X' [Li-tla +tb] g
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(b-a) NE' [ tr-tta + tbll;  paa toco tetond]

)

Y L),
L,u.jo
W'(t)ll, ¢ t(b-a) sup ] HE [u-vabll], para coda telo]

telod

Aplicando la  proposicidn  2.39  Hnemon

Byt)- Yoty ¢ (p-a) sup ] Ng'liL-ta + tb]”, li-o]
telol

Paro Yt} = Elb) y Yto) = 8ta), asf:
HZb)-Flallly 2 te-a)l sup  WE'LUi-tla + tb1Y,

telod

0 cquivalentcrmente
I2(b)-Xtellla € (bra) sup (210,

ﬁ&(alb)

Obsarvemos que si ¢l proceso  La, L= {x tetan)) &€ Blab), L)

. .
es dedir, =i & fuera un proceso Lz awotado  wntences -

ap llx'tt)ll; = l\X‘\\z,w : por lo que {endritrmos -
tefa, b)

18 o)-%tadll; & (e-a) B ;00

Cuando tenemos un proceso wstocdshico de scgundo odtn gque admite n
derivadas  (heml) podemos hacer un cksarrollo de Taylor del  proce-

20 alrededor de un punto dade t€T - Neamos.
PROPOSICION 241 (Teorema pe Tavior) Bea X7 Laln, & 2)

un proceso de segundo orden  (n-L) veces diferanciable ¢en T 4y n

veces enteT. Entonces t

n

” T -RLO-REE - B 8- - B R E) ”
‘ h 2

= | Xloh - & K (] l\ 0
B g h—0

59



PRUEBA: Haramos la  pucba por idueccidn sobre n 't
N0 ¢s la continuidad de £ .

Pora n=l tencmos .

Hzttm\-x:\f\ -hR'Lt)” = H xmr:‘) -2 X““”, —3'0

por la definicidn &g dittranciabilidad pordual .
Supon_gomo‘s aghora que ¢l resulfodo ¢ vdlido para n-1 as decir

\\ gieen) -5 B 2 1) ” — 0
R 2

| N0

Ddinamos th una vecindad del cero al sl‘c,uianh proceso de segundo

ordan |

[a) (4
T by = xleenl = 3 % 2 (8)

Este proceso ¢stocdstico  cumple con':

0 Blo) = X 4) )
() Ee diferenciable y 3 Ln) = Z'(eth)- 2 !‘* X
i) TLo=0

1]
8 hawmos al cambio Y2 T denemos achora

2 (h)= Ylk+h) - § Ly

k30 !

Por hipdtesis de induccion
HZ'(h)
Al

L) S e L;_(.&‘L,‘?,E)

;30

Y en consgeuancia

hn-\ h""o
B8¢a winy:= 21H (\,J(h) =20 4 w )l h-.oo)
hh'l

Entonces 2 (R = h"-l WUhY.

0



PO" otra Pcuf¢'-

H Zleh)-xlt) - 5 A X tt)!\z = L 2thy- 2,

ki

5i aplicamos ¢l tqortma del valor medio:
B =200, € (hi sp U 2L, = thlsup |l ¢ ww\\l

Lalo,n) { ¢ (On)

= Y sep Wil

Leonn)

s K" sup B WO

te tohn

Dt asta mancra s

0% [| 2 a5 5 2w “ sap WL,

g te woh)

Aplicando Iimite cuando h—0°

" 3 \
Zitrhl-RLE) - 2 Bxtw
hﬂ

n

lien

h—O

in

0

2

Y won ¢sto obttnemo= ¢l resultado.

Para ilusfear este importt reoulbado trabajercmos wn @l proceso asto-

cdstico  del ajemmplo 1.3

EJEMPLD 2.9 S X:T Ly LT B) dchinido por
=5 9 filt)  las 9 1, (a,Fe)  odumds  cada
hEL)

£ as ’\Cw (TY 5 a5 dectr dicne todas las duivadas comtinuas.

Tomemos teT

Tly= 2 4h

debido a -
“xum_.__)-xth) -x'lt)” 2 “ Z - -4;(“]”
h 2 = h 2
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m

< 2 l(‘jlhhz‘-ﬁl(’) -] —o0

32 h—0

En gqeuneral )

g s 2 ET )

=41

-

Nok¢mos cprd dabido a la existencia dg ;:f‘. Lf) para cado ~, <sIgu-
ramos  la de M t)

Ahora vecamce qu.(

\ Koo -xie- 3 & &7 J — 0
g , M
Faro :;a l: gy = ‘2': %: :Zr: ¢; ij(t)
5 Ee 6w
SR LU
Y ORlen cmin s 2 G LEEm -HEL g
”XLHh)-ZLt) 'f‘:’,{; 2™ e ” - “Ji ETIGRAGE ?%: Fjw‘” ll
W 2 b 2
< :2 1, \F;Luh)-h(t)}\: ."7‘;. k.‘:» ‘FJ:‘('L-)’ T:B-) 0

Pues ¢l teoramma  de Taylor para funcionts reales gacanliza  gque

AL o
fleen) -fe -2 5 4 tt)} 5
R | ~—0

De et modo hemos mostrade que para el proceso X del gjemplo vale & teorema.
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CAPITULO TRES

CALCULO INTEGRAL EN LOS PROCESOS
ESTOCASTICOS DE SEGUNDO ORDEN

Teatartmos an aste capitulo o cdleuio integral de los procesos ok

sequndo  orden, an puticular ¢a @l sentida Riemann y Slielfjes .
Piimaro reccordamos la  definicién de paddicidn en un intervalo.

DEFINICION 3.4 Una partictdn  del inkeevalo Lobl ¢ una co-
leceich de  puntos O TR S )C”s C las] dal que neiN g

aztoet <. alp, ¢tnzb . Al conjunto de particiones de laie]l lo
denctardmes  (Pla.b].

En seguida definiremos los  sumas de Rigmann.

DEFINICION 3.2 Qean T L (A% 2) un procesa  astoedstico

de segundo orden, [0b)]& T 4 At -l & ® tabl . Entonces la
sucesidn da sumas de Rigmann de X eobre ¢l intuvalo Laib]l com
La thcior_\ “o, sy Ln!( . son los elamentes de L (-0-, S:. Pl

Sn: 'g. Lhe-tin) R (8]

Dbeae vemes que si X o5 walquier procese La  sucede  que  walquier
surma de Riemann  Sa ¢s una vartable aleatorra con  sequndo mo-

manto 4a g s combinacidn lineal do variables aleatorvas  con

sequndo  momaento 4y tomo la (a7, P) o espacio vactortal | =«



obhrane ¢ reoullado.

Estamos ahora ¢n coadiciones de ddbinir integrabilidad «n ¢l serido

da Rizmann para pro€esos L.

DEFINICVON 2.3 Un Proceso esiocdstico d¢ =mcgundo orden

LT — L, (A, ¥, B) es Riemann ~integrable en Lab]& T ai parq
todas las padiciones {li, ta, . oo, tn) € Ploo], la sucesidn de su-
mas de Rigcmann S cenvergr en Lz, oo @, ai euste Se €
Lala, & el tal que HSn =%l ™0 ;, 0 S« ta lamaremos la

irdegral de Ritmann de B en Labl § wsceibirames

b
Se = Lgu)at

A la oteccion de procasos X T = Laln, §£)  Riemann —integrables
an T T lo denctaremos por R(To, L, 1.

La siguitate propasicidn establece la unicided de ta integral -

PROPOSICION 3.4 Sean X T—1.00,8P) un Foceso L
tal que L& @ltaslily) 4 fto, .-, ta} € Plael

Sn:‘z(tk-t,‘..)x_(tl) la sucesidhn de sumus de Rigmamn  co-
R34

rrea pondlente . Duponqumos  que
’ 1 b 4
Ba i %o zfTidt gy Sa 2 W

.
% » Wa € Ly (O, % B} antonces Sm-‘\Nq,:LX.LUAE.

PRUERA:

- <Nl -
Damos £30 4 wmo S Tha Seo  antonces 3 e \.f que si
n%Ny  antonces N Sa—Sel; <& 4 ademds  como 8a 7ae? Wep 1
outte Nae N dd que si a% Ny antonces  hon ~Wall, < tha,

Haciando N = mdxﬁN.,N;\ Hngmos  gue ai AN
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ambas  aifuaciones se dan  por lo que
HSQ"V\Im“L = uSm— *Sn V\lau“

< \\Sn-Seo\\z t \lbn-Noo“z
< E)y r By =g
lo que indica que 5w - Well, —20
Paco aeta s una  sucaestdn wrstantt o lo que IS=-Waoll, =0
oo qua S50 “Wee —0 per lo tantc
S = Weo = LbX.Lt:) at .

erOPOS ICIoN 3.8 Sewn K, YT L, F, 2) dos procesos Ly
tales e X, ¥ & R (Lowl, L] scon « y p reoles  entonces
aX +AY € @Qlteabl, L) 4 ademds

b "} b
j[.u: rpY)dt = «L&Lt)at o Lwr) dt
aQ

Esta proposicidn stablece la linealidud de la integral de  Riemann

para  proceses 1, .

PRUEBA *

Comeider amos bbo, by, - ,tn‘; € €robl 4 las suceeiones de sumas
de  Ritmaunn

Snz iLEK-t;_.)Xlt;) y Wha = é(th‘tL-l)YLtF)

el
b

.\.
W — [ YUt) 4t

n—ce

por h«Po'+(o-'b S = ,‘:w f Eitldt 94

Ahora, por las propicdodes de la cenvergencia en L, (0§, R)
b
tenamos que & Sa t p Wi :L_:—;" "‘_LX(H&E + ﬁﬁ‘{({')dt

Donde lag szucesidn de sumas de Ricmann de oX 147 otd doda

por
i Lte=tea )L 4R oY) (k) - % =t ) { (B (k) 4 (,e‘l)tts)}

[ [

©5



= e[ 5n]
Por ofro lodo

| E(5n) = El5w)] = | E (5n-5w)]

| §, (on-5e)dt|

!

< ‘flSr\"S-ol dE = E \Sn"'%c‘

Ulilizando la desiqualdad de  Cauhy- Schwarz  obtenamos

E 15n=%e) & | E16n-Sal*}"
= ”5/7 —Smnz
D¢ dondt lE(sn)—Etbmll ¢ llsn - Sw“z , as{ qu¢

[Etsnl -E(so)| —2 0

Luego® A
‘Z“ mz Lth)ttk'th..) = E_(bh) — E(.sa’)

. n—ot
y E(5a) = E[fs zterdt]

tonduyendo’
e j:m,mdt = E[f:&u)atj

En  d capltule antedior probamos que todo proceso gstoedatico
Ls drfarenciable tambich o wntimo. Vargmos que la  cordingi-

dad mplica integrabilidad para  procasos La .

PROPOSICION 331 Sea X:Llabl = L, (0, F, ) un proceso oto-
cdetico da segundo ofden wntAuo g cwn funcidn Mg 20 anton-
ces £ o m‘}'l_grabl.( .

PRUEBA :
Lo l\.‘.pd’rcs.'b que  eatablece la anulacidn de la functdn medra

es adlo por cormedidad ; sabemos  que de  tener un proceso

con Mg *tO0  sqg hact una traslacidm-

S



Como ¢l procaso es cotinuo, gatonces Kx  la kuncldn  de covarianza
tambidn lo as -
Toremos  ahora daztedtié - ov &tazb] una particidn da lab]

ﬂ Ccmid(l‘ (MoS la 5;4&(.51'0’!\ de sumas  da R{¢mann

Sn" 5?. Z.Uin\) Ltk—tl.-l)

2 ,
5 Hsalll  ticne Umite wando n tende a @ ¢atonces & gs

integrable . .
foall, = BLsAl

= ELg‘thm)Lt;—tk-l) - 7_’_\. E-(bj)tbj “b)-;):il

sl

= E.[_ i A (be) Z0o5) Lbw = tae ) {35 = 3343 ]

neE J:l
n b b
=z ng Kg(s.;,t;)(tk ~tua) (85 =55} — &x S K; (s, tldsdt

5 -

® (-9

for lo que T «= integrable.

Da lo anterior abtemos cque el movimianto  Browniamo de B‘lﬁf—'

Lol ¥.8) ae .n‘\'cg_rcbla, puils  sablmos que ¢s  cortiAuo.

Ahora integrermos a la funcidn de  covarianza ciuzada de les  prece-

sos L, integrables.

P ROPQSICION 3.8 8 2.V lab) =Ly L%, B) son dom
procesos estocdsticos de sequndo oden g ademds %, Y € Rltand L)
anfonces Kgy Lait)  la funidn de covariama cruzada s doblemente

integrable  scgdn  Riwmann; wmplidndesc
b b b b
, - 14 E tJ
L L Key (oet)dsdt = coV[LZLb S s LYL)A i

PRUEBA. Tomcros doo partictones de Labl; lso, s, .- ;s«-k
H ’,\h;th---.*—n}

13°)



Considaremos las dobles sumas de  Riemann -

= Z ny (-5\] .)(5;“5:‘1)(t" -tl_;)

Sf\:m n. ey

;f_ }3 cov [zt= Y(t,] (sc-se-) Lt - 4y0)

= 3

=5 % cov (Rt =5a) , Y ~te) ]

o

= coy [1 Lot lag ~5im) 3 '; Y I -t )

-
P

= eov L Wm, §n)

donda b
Woy jxmaS 4 8a—t5e T [Vitiat
Bemos ¢stablecido que Senn = cov [ Wi 9n] y comb

b pb
' t = lim Sn
LI Keqtstrdse -

nm-=} od

= n.l'i\":iw cov [_\Nm. Sn]

Usando ¢! hecho de que la covarianza as ortinuG en cada entrada
tencemos

.(ob.(: Kgy(=tddsdt = covflim Wm, Um_ 8,]
= eov | j:xmas ) j: Y dt) |

La diferenclacidn de procasos L, ¢ la integracidn de  los musmos
se¢ relacionan como oprracionts inversas 4¢n  cleto ado; al
igual que an las functonds reales hay un par de resultades
en donde s8¢ establece @ vinwlo ¢ntre la integracidn 4 Lla
ditecrenciacidn -

69



DEFINICION 3.9 Para un proceso astocdstico de segundo oiden
intcgrable se define ofro proceso estocdstico  llamado 2l process
integral , de lo siguiente mancera \

8 X ¢» integral an  (aib) antonces  YLE) = | JES PR
piocgso infcgral d¢ X, telab].

PROPOSICION 2.10  Bea Zilab] — L, (0, %.2) con

e (tan], Ly ) , dedinimos al proceso de sequndo oden N por
YLU'-J: Ltedde  telab]l el proce=0 Ategral de X

wntoncds v'iEY = 2L,

PRUEBA . En aste resullado estamos astableciendo que al decivar
La inhsro( d( un procCso, reLuperamos dsta.

Veumos quq ) L
Ylkdnl = YL _ E‘“l —

n h l 2 h

=0
Entonces \th t
L 2
- - Ll ds
\Ylf:*h) Yt} - xu_)” = .’Q XisYds jq _th)“
h 2 h 2
trh 2
= J gloldr oy “
h 2

{ E] j:”im ds J:.J‘;Lu)du] - zh e[ L) j:;:’lb)as_] +hE [z}m]}

=¥ o

tth

= 1 £ [ L.“lj:'hxw) ELu)dsdu} - _ﬁ_ E[ j TLe) xl.&)c;s:)i-ﬁ[xz “-')J
t

Sumngqmoe. atn  pérdida de ganeralidad qua mg =0 , antonces
2
lethl - YiY) =
“Y____h_.___... - X )L

10



t+h teh tih
z —k-,_ .( J E(ge), Xiuldedu- £ Jl ELRIRLEds + var L XU£)]
3 t : ¢

1

teh Lin t1h
- 4L f J K (s,uldsdu - 2 S (K tsiklds 4 Var[xtk)]
= AR £ — .4

t 9 h

3
Por ¢ tcortma del valor medio para integrales aseguramos la existeacia

de tg 9 < t+h tal  que
: trh

J ths.u)&s = hK; (% :U)
t

tntances ¢

2 t+h
“VLHh)-Y(H ,,XL&,H - _LJ Kg Ut uldu = 2Kz (T3, 8] +var [ RE8)]
h 2 h Ji

t+h
Ademcls existe b ¢ P2 & tth  +al que L Ke (4 yaldu = Ke (4, 0)

2
”‘HHh)‘YU:) - th)” = Kg Lt - 2Ka Gy t) + var L28)]
h 2

Tomando limike wando h™0 4 por la conlinuided dz Kp teneros:
1 -
“vttm) SV L og “ —3 Kg ltt) = 2Kg L&) +ver [X(6)] =0 -
h P!
El prdnimo resultade nos drc€  qui pasa cuondo primerd dulvames

un proceso 1, y luege lo integramos.

PROPOSICION 3,1l 8 X:lob)— Ly (0.%.2) ¢ un proce>Q
de stqunde ordtn an ])([Oab];l.z) entoncas

t
f E'(s)ds = X lt) - % o)
a

il




PAUEBAL \iu:mos que la sucesidn de aumas de Riemenn  que
converge a Z'Hde  tambidn converge a XLk} -Xla)l.  Tomemos

bsoy oo, snf & @Laitl g veeifiqguemos  que

> p3

“ ,‘Z‘_" ZILb\ﬁ)(SK- 5\1..\) - [XLE‘) - 1(0)‘1 “J _;:;) 0 )
3 2

i ?;' L (5e)lom-5en) - {xter- ELO)]H; =

gl C é &' (50 (san 5e)] [ §

Pl

) N
1) 55 50] - 2 (200 - Blal] & F Lanlonesmal
PED

IR

+ {210 -gw@l?)

1]

e 2 2 R s Tlsp (ae-se) (5= o)) - 28 { 2‘. ' (5e) (80 = Sxa) -

LAY

Tre -z @y« Ef Law- gl

1)
M>
M3

*

—
»

]

Lovs o) (sy-5.) £ {2 enl R'esy)] - 32";’ Use-5e) B[R (51 BLE)] +

+ 2 f_ (ov-5ca) B{ 2 ol BL) + E[EHE] - 2 £ Rta)R W] + £ B7H0)]

De nuevo supongamos  gqui Mg =0 sin Pcldtr gcnaralidad; puLe
de no ser as( con una traslacicn llegamos a una situacioh
c_qu;val inte, de eshe modo !

Hxlﬁb;)lbu-s)gﬂ) - [&H.) "XLCI):”\ =

2
.MD

[+

p: {op- 5pa)la5- 501) KS.' {og, 55) -2‘% (Se—Sen) Kxax (o k) +

[

F)

+ zéf_ (5n =Srey) Kgog (50,0) 1 Kg (1) - 2K lak) + Ky Laa) .

Bl fomar llemte cuande n —eo

12



Culeulames  ahera las fundonts d¢ medio 4 covarianzo del  proceso
integeal.

PROPOSICION 3,12 4 L:lab]l — L (A, % 2) o un proc €50
estocaatico de segundo orden  entonces el proceso

MO L Z tuldu telab] diene Funciones mMyltl ‘j r'\!l.u}du
; ot I8 12 gt

PRUEBA ¢ Haciendo cdleulos Megamos faclmente a las dos 1gual-
dodes de aribo, piimeco colealargmes la dunctdn de medra !
mylt) = ELyi]

=E[j:x(umu}
= j:E[xcu)] du

1
= 50 mx Lu)du

"~ luego la funcrdn de covarionza’
Ky lsit) = cov[ Va1, YLO]

i

eov“‘jz(u)du ' j:le)va

1

t s
L L cov [Zlul, W] dudy

I: j: Kg tuv) dudv

u

Entoncas si X ¢5 infegrable tambidn scrdn infegrables mg 4 Kz,

ahora probartmes a rcaullods reclproco.
PROPOS'C.ON 3. '3 5 ¢ ‘lab) — Lol ¥, ) s un procesc dafo-

c&rh:.o de acgundo ordan 4 si ademds J Mg luldu
i j Kg tuiv) existea , entonces T e @ Llab) 41, ).

1Y



PR‘_’EBR’I Sq_a Aa:tottl4"'

“'":b" 6@£n.b]‘ comsiderdmos  la
sutesidn de

sumas de¢ Rumann  correspondlanta

Sz g R Utam b))
debetmos probar su  coavergencia an L% 2) o cd ¢s un
aspacio de Banach
cvidn de  Couchy
Basta para
€¢s de Cauchy

Entonces =i

( normado 4 compld‘o), por lo que teda suce-

converqe 4 1oda sucesidn convergente > de Caudy:

@sta  prucba ver que la aucesidn de sumas de Bigrom

y asy existira un elemento
myn

2
” Sfﬁ - Sﬂ”x

S como  bleite

1l

E ({sm-5n17)

u

EZ(Sni".Sn) L3 \(Qr(Sm'Sﬂ)

2
Probgzr que i Sm “Sn“, n;:? 0
Sabamos que L mg Lthdt

Necesitamos

existe g ¢o iguol a

[etziae = Yy B Ele) teetd

i

I

Ray

Inf.n;lm E[ 2 X(tl)Ltl—tl-u)]
= lm  E(sa).

Por la completez de

R la sucesidn E(5n)
st mode

e dc Cauchy . De

| E(5m=5a)] 25 ©

q tambrin

l E {5~ 5n) lzn_____)o

N

ofrto término a5  var (bm - Sal  pero

var (8m=5n) = var (Sm) + var (5n) = 2 oV (Sm, Sn)
Neamos cada téemino *

var (5«-.) = \(ar[ 'i: z“’.&) ttu* twn))

1%



[}
aleatoria Jo B’le) dt

La mwudila as:
E“:g,’um] =£ E(8 )] dt

= [ etat
kY

- 0
Z

l.a varlanza as’
T e L swa = [ (0on [eties] - o

! '
=g ) ] o'le) giltldedt] - gt

S CE ) PR

Por otra pcn{’(
Kgr Loit) = covf 8(s), a7 L&)]

tl

el 8?(s) &) - ¢¥at
De donde

1

E[Bie) gHE)] = Kep Lab) + g¥st

it

2 € mindsti)’+ qtst

= 2604 min As‘:t‘ﬁ + g4st

Paro resolver

Ll |
L L Elg e rite)dsdt = 264 [ [ min (5%t} dodt + o

Consideremon la Hgura que aparece an la siguicate  pdgina.

11



- E [ J:Blu)du j: g(v)o}\l]
L
.—.L L E[Bw) B(] dvdu

- G-JJ: J: min &U«V& dvdu

Supongomon  que  aet , ¢l obro case a5 totulmente simdtrico.
lonsidecemos  Lla fiqura

j Observemos que ¢n la regich som~
.:// /. breada m.’n{u.v}:u
5% mienlras  que en la parte sin
sombro min ez
Por lo qua
s

s u
= O--IJ:J:QAVJQ + g2 J. J.vdvdu.
= gt J: ltw ~ut)dy + 9‘)_:*_ s: u? du
=¢*L°—*‘i’l‘3§*%3]

= ¢’s? [ at-s]
b

bomande @n cuenta la posibilidad (83¢) ocbbkenamos

9'—’;5—-‘ (3t -s) si sst
Kx Lbll:) =
Elof {3n-%) si syt

1



i
El precese KLt} = L Bls)ds ¢s Quussiono con fuaciones
mz 4 Kx dadas an al g¢jemplo antecior, para  fundamentar

wha atiemacron utilizaremos ¢l siguiente  lema.

LEMA 3.4 8i Yn s una suceoida de variables ateatorias
ton dansidad  mormal 4 ¥ —,,'-3.'2. Y  enlonces ¥ diene desidad

notrmal .

PAUVEBRA: Para  wverificar que 4 ¢s Gaussiana mosirare mes

que  sa funuidn  caracter(stica  es

. 1.3
@q(u\ - Ccuﬁ.--z-ud'

donde
s ELY] g ¢*=varl[Y].

lomo cada Ya ¢ Gaussiana sabgmos s
q
@ l ) = iu}ln—'{ulf:
wlu) = €

con  Ln = ElYa) g 6',-\’ = var [Ya]
Varificaremos que

i) ElW) ;32 Elv]
it) Var [Ya] 752 Vor [ 4]
i) d%lu) e Py lu)
D¢ eabo manara obtanemos que 9 ¢ Qaussiana.

() %abemos la  desigualdad
o< lE(qn‘V” < H "Pn‘l"uz

Entonces como

“\'n'?u;.mo Eambflﬁ l E“’ﬁ"\”ln——cjo

80



Y E(4n~Y¥) 30
Por lo que

E(Ya) 52 ELY)
i) Var (Ya) = cov(¥n,¥a] =0 cov 1Y) = var ()
i) Veramos que 1By, () = Byl =20
| £ e“*) - ele™)]

\ £ [Ciu*fn . eu‘u?-”

Lu\!‘ -

| B, (0} = Byla)]

1

1

< EleM™-e
= E ‘\ | LCos LuYn) ‘-Cos(u‘l)] + i[sanu\‘ns*acn(uYUJS
= E{ (Z[J'Co:ug -Lf)]ly’-}

=v7 el \l-Cosu(‘fn-*lez_]

Es conocida la desigualdad & cos x % t- i“,_—‘

Asy
1= Cosu(Ym=) & @t (Ya-y)?
z

buego jul 194 =4

- g1 o«
l L~cos u{¥n ‘f)] < e

Por lo que

V2 E[ ll-CoauWn-V)lvl] E[lull‘{n-‘ﬂ]

<

=t EL 19a -41]

S lal | n~dlls 520
Por lo qug Lf"\)N[/J.,G"-)-
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Ahora veamos qu.ll sucdde con la distiibucidn de  la integral
de un proceso astocdstico Qaussiano.

proPOSICION 3.15 8§, xilab) — L., % 2) & un

proceso tofocdstHco  Gaussrano danfonces la  varioble oleadoria

o zlat Hrane distibucidn  normal .
PRUEBA! lonsideramos lasbod e .. -’-Lﬁb& uno aplicacioh de
Laiv] , cada una da las variables aleatorias ALY con Kib.n
& memel. Lo ausmo e =t Y ELEL) y la auma

PATRELRRE TR

liene  distribucidn rormal  y como
w b
Sn et Lmt) dt
>
al aplicar al tema 314 obtancmos que _L 2E s Gameram.

Trobojargmos  ahors  ton  la iategqral de Stiettjas  de wna
func-'o’n no alzatoria con rd.:pec.i‘c Q. un process estoedstica L.

DEFINICION 13.1b Scan f: T —R una funcion cualquiara
y X7 — Lalow %, ) un proceso astocdstico de scqundo odey
onsiderg mos {Q=to‘-t|< .. <tA:b& wna pm‘v'm“é" ded  atervq-
Lo Lo, bl T, enlonces la sucesicn d¢ sumas de Stielijes
de f con respecto a R as

fn (F, ) = S Skl [Z 10D~ B ()]

| 41

Estamos «n condiciones da dedinir dl ofro fipe de integrabi-
lidad  an donde intervienen o procesos  de 5<5unc;o orden,

T - ¥



la m#(srac(o'r\ de 55:!”_,‘(5 de uno Ffuncidn no aleatoria  con
raspecto o un proceso Llay direm en tal @aso que dicha
funcidn ¢s  Shidljes-integroble  eon respecto al proceso L.

DEFINICION 34} 81 { 4 X s0n om0 tn to dedinicidh
3. il =g dice qua f ¢o integrable  con repecto a X 50 o
sucesioh d sumas de Stialjes  de f con respectd a R oen
lao], 5n((,X) onverjz  an Li a0 S0 woto & ais

N2 Flitd{Buwo- 2] = 8 |}, —z0

En ¢! coso dt arriba  asceibimos ! S0 "f“th que es
un alemeato de Lo, & B).

Otra  caractarizacich ‘,,..Poffqn’fq ck lo> procgsos estocdsticos
de =zgundo orden que s¢ relaciona con la ateqracidn de
Slieltjes «s = varfacidh an um otervalo.

DEFINICION 3.1 Un proce=o a:i‘ocolshc_o T "‘"L,_(.Q.S,E)
s de variacidn wotoda en Laib) €T a0 para eodo particidn
lastocki <. i etn=hY s¢ fieme cue

S IR =Xthen))l, o, <

= PYR- ]

y la varracidn total de £ en [ob] o«

() = see L2 R - Xkl

TePltaw))

De  inmediato darcmos  uaa condicidn sutici eate para gque un
procasc L, difcrenciable sca de variacidn  acotoda .
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PROPOSICION 2.19 Bea X Cab] = L, (&, 5. P) un proceso
wiocdstico  difcrenciable  4al que ' e @®(toard, L2)  entonces

X @3 de variacldn  acotada ¢~ Ca/bl.

PROEBA" Consictremos  cualquier pacticidn fa=testy 4.+ € batbl
dt [ab] , cormao R a3 diftrencicble = wmple ¢l frorema del

valor medio, por lo que

oe I Tt ~Bth )l ¢ (e-bad ]l 1.0

tntonces

A

[

i u K(EL)—XL*'ﬁ-I)Ul -~ é.th‘ tvm)“Xl“_;,m

(b-a) || X'“:,co “ o0
De donde £ ¢ de vartacidn acotada e~ laib].

Otra ralacidn importante  geatre ser ke vaiiacidh acotada g eshar
¢n (T L) et

pROPOSNLON 2,20 S5i X ¢s d¢ variacidh acotada ¢n Laib]
y M=V (B) entences X € B(labl, L, ).

PRUEBA | Debamos probar que &li,e0 = suP] { U XCE) “;\)“-00
tefab

lomo X @5 de variacicn acolads sabemos que para la par-
bicron fat.by s« tiene

o% || Tlt)— Xl +URib) -XUE)l, < ™

De dondc
HELE) -xta)lla = ™M
Lueqo
g i gola] €M
Y

8y



| Elent,2)] = Elsel | = | E [entf, ) -5m0]]

N

E| sn 4, 2)- s

€ | 8alfig)- Seoll,

tomo Il ontf, 2) ~Saly 752 0 entonces

letsnthz)) - Else]] = | 2 Flb) [mglb)-mg b)) - E[[:f(t)ax_]l

qLL¢
Por

LAYErge o card cando n tande o infinito

lo que
b b

J‘g L) dmg“’) weiste g ¢ igual a E[!o ““&Kl .

Udilizando una funcich condinua g estictumante
~ puqntt"

Sheltjes ;

creciente  como

redefinicidn  de la integrol de
proposicion lo astablece.

sq Pu.qdc obtener una
la .s.‘guicn‘"«

PROPOSICION 3,22 S ¢

pecto al proceso estocdatico
ﬁlnn?o;'s

¢> Stialtjes ~integrable con rea-
Z.'-[Cub]"""l_g_ (-nui:l-P) 1 B

estrictamente creciente tal que qlo)=a
4 9@¥=b; bhacemos h=tg 4 Y =ZXeq!

ladl — La (% R) antonces h es  Stidlijes ~integrablt  on
reopecto  al proceso  estecdstico Y oy

j:ﬂt) JX = f:hm dy

((Cll ] (On‘hﬂuﬁ

PRVUEBA Veremos que las suczsiones de sumas de
Stielhjas son equivalentts ¢ ambes cmos y por o tanto
tendrdn el mismo  Iimite .

Sea -ﬂc=€'o4£ul—-'-<-bx=JH

qu-‘r.u;oh de  ([cd] | sucesidn de sumas do Sticlles

la
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d¢ h con respecto a Y o

3 httd | Yee) = Vb))

»i

Salh, ¥)

=

= 3 (fog) (k) [Reg)ttn) - (Kogdltal]

*

= 3 feat[Reawn) =3 (ateal]

continua g cstiictaments  creciente, de o particidn o

Por g9

0inal sbtencmos una pard facb]l de la sequientr  manera’
La=g We) ss0< gqltd=sie - . ¢ qlia) =sn:b§

¢ decir  tk = 3" (k) , ¢ntonces

Snlh¥) = 2 fen [T o) = Xisenil]

L)

= SGL{JX)

De donde al fomar Imite en Ly obtenemos la  iqualded

J:‘HHJX :J:hu)J\l .

Para e cdlculo de integrales de Stiabies  es muy  Frewen-
be el wsd d¢ una fdrmula  wnocida oo Mla fdeamula de
inﬂgracidn gor F’“'Hh" En <! caso de una funcioh con
respecto a un proceso  estocdsHco de sequndo  orden astz
resuoltade H4ambidh drene  swicha irpochancia .

Nertros  la proposicidn quc  cstablece la {dermula 4 despucs
un  ¢iemplo.

81



por lo que probaremos

et L) = f (b )] T () ZUB) = fla) R (a) + Z £t R L= baed)

»=0

tonverge en L, a FlB)XIb) ~f(a)B(a) cwands A tiende a infi-
nito. O e_c‘di'\'o(&nﬁrnttnf‘d

SR [ fih) = Fha) ]+ 2 18 Rt = b)) == 0

Conveninmos tambidn que ¢ = te 70 &Ko

2, e [Fu = fleen)] + 2 Flod Bis) lin—taa] =

20

= 2 2ot ] et ) = [ tea) ~feed |

k=0

donda  tw ¢ T $ by ex ste por el teor¢ma de valor medio
para  fundongs  reales .
Probargmos G

R—300

“ é—OXLﬁ:)[P{Eb)[EL— o) - ;'(YK)(th,|“tk_)] “.: 0

=

n 1
2, Bte) DF b (b~ )= £ 10 (= 10)] I,
= E l‘ :Zf_o é.; X L{L) X (53) [f'(ir-)(hwt;..)J'{h}(h; lg)}[fl(-‘_’,'“bl'sj..) 'f'(eju‘-'ﬁ..‘big}

= %. § Ke (ai, k) (f. G M baad ~ F U M by~ ﬁ)]["‘(:“]bj‘s.\-l] 'F.(Sj)(:’l*l"si)]

%20 Jz0

Donde sj £ 6] S50 y mg =20 , c¢atonces tenemos
n D '

Z Z ;‘(&g) 'f(f::) KgLﬁjl h](ﬁj-s_]ﬂ“ l’.h‘h.l)'\‘

[ €]

=0

N N ,
+ EO ng {ltg;p) § (1&)($j¢|*sj)(tht-ltx) K,,Lb_i ’ i',g_) -
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- BT IS IR K s te) U5 msimdlbm bl -

S0 jz0

- 2“‘ %D f‘(e_\) ‘r‘!,k\_) Kg (§j|t$)(sjﬂ’5j)tek'—tb~"‘)

[ I
euando A —/® , ¢ inttcwmbrande suaas .

b b (b
bJ ') §'{1) Ky o) ds 4t +£ j iy 'ty KB ts,t)dsdt
a Je

S U (e = ) L £'0s) Kg Cart) ds

=0

- S P Bsin-5s) j";-m Ke Lsg,E)dt
J:o -3

b (b b b
jaj FOUN Ky Labddsdt + [ [ o) £'U) kg (oit) dsdt -
j o) 2 PO Kg Lok ) (hee=ti)ds = jm)zs (83) K3 b eyi-g)dt

,_L L F1O0Y £10E) Kg Laut) dsdt - 2L ermt) Kg lsit) ds db =0

—

Dt donde hemos probado  que

b
[tz 4 [ £w0B0dt = feIRl6) - fla)Rle) .

Dardmos algunos gjamplos dd rasultade antaror y  aprectaremes

=4 mpor bancla.

EJEMPLD A3 COMfel'lftll‘f‘OD ¢l movimiento Browniano
{ L)t en0)

b
1) Calelar _L cdB dorde  [ab) E'K)f a cef

Por la fdimula  4end mros e

10 .



b b
[[cd& =cews) - cala)- | (e) el dt

b
L cdd = clate) -pta)]

ii} Delimmos i proceso  estocdstico

i) = Jtu 48

0

cuya funcion S wovarianza calawlamos an sgeida.
kg (sit) = covi® (), gUt)]

Pio primerd ancontraremos  expresione® para X LE) 4 Xis)

‘ = el ft d
Xit): Jude = eat) - [ owly
% °
XLt = J;vae = s&(»)—L &iv)dv

Ee claro qut mg 20 por lo que

Kg i) = ov [ 21, 18] = E(xls)®(4))

I

E [(tur)— {:mu)au}(: &) - L‘ Bvldy )]
ts t s
= st Kb(.-,é) + L _L Ky (viuldvdy - sL Ky (paddu -t I Kg Lyt dv
1,5 3
2@’k min)sit} €@ jo J;m{n funtdvdy —agt Lﬂm'n fsiuy du

4
~-tg? J;nr\/h Lvitldy

Supenitndo que  sst 4y desarcollando - obtenzmos

= g*s?
Kg (sb) = T5=

i



)Huh) ~fit) _,;t({)} — 0
"-——-———-h n~e

Llken) -Bit) | '(H“ ——3
[[fwem | Lwnlswl ] - (TG =0

!
quede  pobada  la  fdrmula ‘I'(E)’-[“HK“)]

= HE)ZUE) Y Zee) .

Poe la proposiatda 3.23  debemos probur que
b b
[ Hus@ds = fe)Rw) - f@Rle) - [IRRGEITET

Pucsto que b
[T = $Lb)RIb)-fle)ELa) ~L £ ELE) St

basta wn aatoblecar
v
L Léct) B i) +4'(EIRLEN] dt = FUB)Z(B) ~ fla)XLa)

Pe¢ro \
SOEWY + $z) =L FRWY]

antonces b .
Llregm + pezw)d = L [ FRee)] dt

Y por al teorema fundamental del cdleulo  obtungmos
b
JLHO ]9 = FBIR b)Y - Flad XLa)

De esta mantra B'  existe , o cumple

3 b .
f, #3a® = [ HorRLdE
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Una  aplicacidn  da la woposicioh que ceeldn  probamos q de

lo>  proc @sos  atocdstico de sequdo orden dr variacidt aco-

tada, o=’ <m0 de¢ la doble integracich de Riamane -Streltjes
de¢ funciones reales con respecto a wia fumidn de des varia-
bles  wntinug ¢s la e escribinos  obajo.

PROPOSICION 3.26 o x:lap]l — L, (.. 8) «s un peo-
ceso  estocastics de sequndo  owden de vadoacidn aotada.
filad —™ R y Ky t>,u) son  continuas § exiaten

&:ﬂs)dg b b P
g e der dyg o)

t U
Entonces el proceso Lj S,“’Hx > de voriacion aocoboda.

PRU EBa.‘ be bemos aemtrar qu.(

i “ Yite) "Y(tu--)nl 4 o0

')
para cualquier partradn  de lab].
NO*'(N\O& qu.( 2 b )
¥k =yee-) = ] j{mgm az ||,

=t {1 SQ:{ max]z}

Si fomames *5‘\:‘:0 4 4"3\”\ do»  partreiones de Chuenstel
enfonces

t

f {‘(m‘)[xbi\ -XLb-.-.)l :\T.,L:; j - Fo)dR

= AT

' . m Ly L 1%
Sm T 5ml$,R) = Z Flrp R 1G) B ) ) o ] fuor) JZ
RE3 (T

-

o

S...,s,,‘: : Z iﬂ £( SJ)[K(bg)—Xlsd-«)l[Z(q\ —X(rj_‘\]
: el

o)

QY



intonces

5=

E {H";c:ux]l} es @t Umite de E[5mom]

tea1

E[smb.'n] z 2 i feapnfee) g {{x(sn-—zua-()][mm-X(«“)]}

luego

Peio tambidn lo an

t'. !.‘
j L b)Y fle) d kg toer) =
Ly x-1

[}

Qi { Kx (L;-f...) -2 Kx (g /Ex.) + Kx U‘vk-l ’ tk)]

et B lxte) -3 -0

}]

3
= or 1R ) =g et
donde Gk & [-‘“{' el ) sup \HH)]

tef by, tw] Liuwl,?..]

De b mado
Byl =Y (el = e Ry -x ek,

< o =iy - X )]l

por la defincidn de comttauidad de f en Laib)

‘é Wyih) ~Yi-oll, € ¢ ;i NR L) -B e, < o0

Por tarto Y resulta de variacidn  awtada, de auevo +rabajamos
wn o au,po.-n‘c'.to'n mZEO.
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Por dlimo viremes cdmo ac puade ddinir una integral de imea
de wna functoh on reapecto a un process atfocdatico de sequn-
do orden.

Racodemss Lt an 2 =z petcle definir un curva om0 una fun-e
cish #ilas] D, o o, #E)1z (0W), oL %))y s
F & una fuxidn wntinug de K" en R, la wntegral de ('nea
de F a lo largo de ¥ se define w0

foF = ): FLae)] - 'ttt

donde
FE = (L), 28, -, xa D)
y '+ asergeihica  dl producto interror en R
Es mportantt hacar nmotar  gque IRY 3 un espacio de Hilbart
{ Complate con producto wnterion ).

8¢ sube que  algunas  propredodes ok les  proceses ohoedshios
han eido cshudiadas  por  wnsiderarlos wrvas <n un espacio b

Hitbart |

8; para coda btelaib] tememos un demanto dd  espacio de
Hitbet L, (Q,%,p) cayo producto urbeeror estd dodo por

<ABY = E[AB] = L(%)JP
ttonces obbentaas de  catt mode wna curva.

Podenos ahora dar uma deftntcidn de integral de Unec para
procesos estocdsticos de segunde oden.

DEFINICION 3.26  Scan 2:Lab]l ™ Li(Q, % P) un peceso
(stocdetres  diterencrable ¢ Fila @, FP) — L, n,%,2)

9%



aentonce=s se define Lo ntegeal de hinee de ¥ a lo largo dz X &
on respecto o e curva X como

b
J;F = [<rlz) , 2wy dt

= [: E{flzwlywl dt.

Dbearvamos que la  espeanea EL Fl=ee) ') stampre
existe  pues pr la desrgualdad de Couchy - Schooar

lE(F wngwl] ¢ || Frwl, [zitol, <eo
Por | otro lodo la iteroctdn ntr¢ esparanza @ ategral no  stem-
pre €= posible cdebrdo o que no tengmes  garanifas de que

b
L FIRLE)) X' (t) 4t
easta, mds  adn FLBLEY) BULE) putde no otar an L (0,%0)-

Ba ¢l coo ¢n que vaga la iteractdn o cpuivalenttmante que

j: Flg )2 W) dt

exista se puatdt rededinie la m*‘c_grol de linea de F a lo lar’qo de

X wmo

E [Lb F(z)) ® u:)e\t] .

EJEMPLD 3.4 Lonvidercmos  d sigui ente rocese  estocdstres

v dondce A: ~N(o, &%) <on independrentes  para

i1s4,2 4 Blt)= A oo rt + AL =N A wn ANO . Golwlemos o
integed de lfnce de F a lo largo de B an Cab] =i Flate))= tXLe)

1"



Es faul veificar que X' = N A5 cos Xb+ Aisen kb ]
Luego

b
jx F= 2] B {Atwsat+mbscaM] A ceont - Ausenxt]] dt

b
x), ELA Ritcod Ao pibscn )t cos Xt - Ak sen Xt coo Xt -AA sed AE] dE

b
2 hE [ bsenrt conxkat = a6l [hoennt wantab
Q

b
- b e (Lrsemaneat)

Cens ( —beon (22D) sen (220b) —xnu&)J
:"'% ter~gt) [’a = M)\)zxw * qa

= (6 - q) ic; ton (220) = b cos LAXb) + 50 L1xb) ~sen(2)a) ]
4 BN

Ena et gumplo g5 pooible iherar, hablédsgmes podido  arxontrar  ofe

valor  (omo

E“:F(xu))x‘uut}
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