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PREFAClO 

Loe. proc t:.o6 ~tocd:.il e.os toon uno pa1 h 1mpor tonta dcr {a=> Mak

l'T'\C: b c.~ p0rc¡tU d<:.c.ri'ba:n t<nÓmc:noe. olc:aiori~ <n c:I fl<mpe, 

pe.ro fomblln p0r ~r func.iona;. con d1'vu:,o..,, propl<tkld<6 · E:n l06 

u.ir:.~ bcl:.icot. da: proccr.:.~ t~tocd!J:cos no 6C: ma:nclono lo con1i

nuidod, dif11r6nciobilidod o intr9r-obilidod da a.lle:. pu.<t. 111t do 

prcfuuicla al q:,fudio d« lo pa1t<. probobil(:.\i'c.o d<l .f<l'ld

mcno rnodalodo 

E.n a::il<. lrobojo IZ.!>tud,·omoe;. ur) 

lic..o~, lot. d.c: :.c:_sunclo orden. 

lo dittz.r«.11ci el a. "n-la.9ral da 

l:ol"\{c:::. rc:buHado=> in•nuc i~a 

lo ma'.:i0t lo d11 to.=. CllbO:. a..::. 

ca:io c,.:,pczcioÍ dG: prOC.<.:>~ ~foc:á~· 

é 1 objdivo lb dG:.!lootrollor a.l c&ILU· 

E.n a.I c.ap ltu lo 

11>ll,9undo ordtt.n, 

valor rna:dro G.f'\ 

man <ro dcta !lado, 

;i to1molmtni:c, 

propia. 

sa: ptu.tibon loo:>· 

lo da:~trac.;ón crn 

uno .e.a: dc:f ln«n l~ pr 0(. G:..:>O~ a:6+occb1 I~ d~ 

:. ( cokulcn lo!> furHi onc:~ d< covorlanto ~ 

ol_9Ul'I~ ecuo:. !j oncili Z,OIYl<'.:CI a::iroc.:o/'lQ• idod '"' Li. 

E.\ cdltulo di.fcircnclal .e.e: inicio con to d11firiic.IÓn de: rorma 

cio:i- il"ltin1'+0, dt~ta c:ondo la d< rno::.l:rotiÓo dt 9U-l' <I copac:io de 

proc:c::,o:!> L2 ac.otodo!> «.~ de: Bonoc.h. Mo'c. odc:lontq :se hoc:.c: 

ut\ ondl151~ rninuic.io~o dt la rt.lot!Ón q<.(<Z _su.a.da lo ton~irM.Jldod 

da la fu,...,c:idn da: c.ovor iat'\1.C> rnn lo d<.I P'ºc C:!O, lo mi:>rno para 

lo dd11ra.nciabilidad. i:,t pru1bon ol_guno:, rqlacionc:. a.rrlrq la 



CON TEN 100 
Pf\E.FALlO 

C.O~íéNIDO 

C:l\l'ITIJl.0 llNO. r~OC.E.505 e.~íOC.Pl!>flC..05 CE !.E61.JHDO OROeN 

l'roc.ct.:1os ct.:.locó:.~1c:os de •~jundo orckn, Cljqrnpto:., fun«Ón d« e.o· 

vationz..c:a ~ h.nc.idn vc¡lor rria.d:o, .:r.tac.lona,.·dad dq •<-sur.do ordl111, 

o.jl!.mpl~, proc.q:.o!> Ciou!>siono:., ,.,....,.,·,miU\\-o Browniono, func.idn dt. 

covoriOt'IZ.Q c.rc.iio.d~, funt.JÓn ele cova1;onzo ck! cuadrado d( '-<n pro· 

c.c:io (-.c¡u5s1c.nc. 

C. A P 1 i U LO DO!:> • C lh. CúLO DI FE. ftE'NC.IAI.. EN L.05 P ROC. E.!>05 

E:.t.1'0tF\-~TI(~ DE 'i>E.úc.JNDQ 01'-D~N 

Proca.~o:. oc.otodos, no11na dos-intinito, tjtmplos, c.:.paclo i8lf1io), 

c.o"vnr.9C1ncia uniform<Z ~ fl lT. 1.. ... l, con.,.trs<ncia 6 ;mple, cO"lirnul. 

dad d4. p•oct.:.o~ de: l!>f,9<Hic:lo orc:lqn, ton1inuidod d<. ta func.roh 

dt c:oVat'ic.nz.a 1 f orn ¡ 11 a=. <~ i LJ>n~ i l'>UOS de: proc <.,:,o:s 1 d ¡fer ene lo -

biliJoo de proc.~.:r dt .=.t,gunclo 01dcn, ~_icz:,,,pl~, dttlvada.::. ~ 

lo fu..,,;o'n dtt c.0'101ianz.a 1 func.:ó'n d<t covo•ianz.a del proc.coo 

dtd'<'ad0 1 t(or<.ma d<l -.:cilcr m«t:liO, i(.()rOZrno d(.íci':llcr. 

C.APITULO TRES. ~ALC.ULO tNH:6fl..AL EN LO~ f'R.OCE50!:. 

t:.'!::iiO'-~~Tl C05 bE 5éóUNOO 011.DE:N. 

~um~:. dt 'R itrneinn 1 Ria.manl'\ - lnhgrabilidod dq: proc..c.::.o!!> d..a. 

bc9undo orc:lcn, 1ritc9rol d« la func.iÓr> volor m<zdlo, 11'\tt,grc:¡/ 

d<i lo h.uic.io'n de. covori onz.o c.ruz.ada, proc...u.o intc,gral' ~c.or<~ 
~ndc.iN'\11.n~alt6, 1tjt1.Mplo~, in+<9rol dt. proc.ct-'>O:. 6a'U.slontl6, 

.._,ma'b de: ~~icltjcc. 1 ~+14.lfj(!>- in+t,9rObflidad dq, proc..c~ dci: 

:;.cz.3undo ord<i:n, f'º c.ao:>e:!> d« vart'o.c.r-cfri ac.otodo, f.d,mulo dc 

1ntl,91Clc.lo'I'\ por pc.d·c~, r(.:>ul+oclo:. de intt,SrCic.I~ de 5~¡,ltj (':> 

tLL 

¡¡¡ 

l 

lo3 



C~PITUL O UNO 

PROCESOS ESTOCASTICOS DE 
St6 VNDO ORDEN 

U:imo~ primuo o.l~l'):J.~ d<.Finir.ion'"~ importontrzs <iJ1 lo. t<?.oría, &. ki pr"t~· 
bilic:Jod ~ df lo6 p~ct&05 c.5t.occisiico5. 

l)E.FIN\C\ON l.l SciQ .11. un <.&plCiO mut.siral .'.i 'Í una cr-ol;¡t.· 

bra. c:K s..ibconjun1.os de Jl, U1tonc,zs unQ var1'oblcz o.lrzaioria ~cal .X. 
(<;, uno funciÓ.1 X : (.n., 'f') ~ t IR., (;) ¡ t.$ d:c ir , una func ;0'11 m€.CÍi • 

blt. Jondt. 4' {.:, la ir-ál.g~bra d1t Oortl ~brit IR.. 

DEF\N\ClON 1.2, S«.a l..n..~ . .?) un t:;,pacio ~ probabi.lidad,un 
P'"º'(~ a~cá:,t¡co e::, una (.Ol<.ccioo d,z. variables al.roforic.s con 
t!>poc.io param<Llral o conjunto!> da: fndic:cs T, e>to IZ.&. {Xl'<>,tl: t~ T). 

El u.pac.io pororn<Ztral T puad« ~,. cualc¡ui~r conjunto ordi:tnado, 1tr1 

porti culor no& int<trt!:>CI a.l ca&O <.n c¡ut T = iR o T::: (a, b] • ~¡ T 
c. a Lo rnd.e nur.,4roblt ~a dict c¡ua a.! proct!:X) <&toc&~t:c.o -l; a:nt. 

paramatro di&"czto ~ si T (;& rt> nu111arablt:, 6'1 die< 91.te- "/ f"O· 

c.t~O tia.na parárndro c.011finuo. 

l>EFIN\ClON 1.3 SQJlfl (Jl..~,p} un a.epacio ck probabilidad ~ 
{ l lw,t) : te T) , un prOCt!>t> ~tod~!ic.O, a.l proc<e,O (:> de e.<_9ufl• 

do ord1n si~ para cada té T 1 E U:1
Ul]:: LX~lllJf «.5 tlnita · 

.L 



dct lCl~ VQriablt5 altoto,..ia5 c¡u< lo COl)tiL lu_:Jtf'l b(l)tn ~jur1do rrOrr>ffl· 

to 'irriilo. Ob::.uv11:mós CJU4 un proc(.fi(i <Z.1>tocdslic.o ~ pucdt vt.r u:r 

mO uma función 'f'C o cada <1.~1111to d(. T lt. o!>i_9nO una varioblt 
olq;atoria ( furx.idn ma.d;bLt) <.!>lo e, uno /.unció-> y·. T __, ~.X.~(..n..1)-ltf.,~>): 
Dei c.0;,la rran<ra pcc:kmO'i:> nt.d~finir a /Of:. prouz~5 dt ~_'fundo ord(.n 

O prCI<.: <!>05 4'f>h cásf; C.06 Lz. . 

\)EftPilClON l.'i ljr¡ proctt>D ll.!>locá~lic..o dz. et.3undo ordu1 <.1:> utlo 

funcio'rn X.: T ~ L.2 t ...ti..~. :e) tr1 dond( L,_ l ..ll.. 'f. L) cti c.l e>pa,;o 
dt lo,e• \lar;ablt:.s o.!tcd:oria~ C.M e.c.9undo rOOtl1tU1fo ·~;n·,tn : L~ (.fl. ~~ P )-:. 
{ 1: L..n.. -r.i) ___,, íR. \ .l r1 d r .1. o0j 

E~ c.l.oro q.¡< dada una .,.ada ble. oleo torio "6 L.¡ tU'lt.fT'106 uno r101t•1ú 

d,f;f'\ido Pº,. H f 11;:: J.J\ 1\1? = E. l '!~). Ahora "tft.mO!> ol_suno!> ';iitm· 
plo!. d~ prou:~ <!>t.ocá!>l:ico~. 

EJEt'\PLO 1.1 Sa.ar. A. B € 1.~ (.n.,c;.f) par lo cri-'- JJ\Aidf ~ 
~ 'Oidt' .:>O<'\ iinito~. ])d•nlmo$ el P'º"~ (btocó~trc.o 

l W ~ Al 1 & paro lada t é T 
'11ionc:<~ X.U:) t.~ de. OC.!J.Undo ordUI o <."f'-lilloltnfqm~nt~ 

J.ll. X. 1 U:) df <- o0 paro coda t 1:: i 

kXz lt) clP = l tAtte,)" d P 

= IlA1 l~ .. ~A'i'>t1'l:i~).H 

=. l 21AicJ.p.¡. lt.1ABdP + 1ef d.f 

fu.,-::.to Cf.1-l A, f> t: Li. bit ti~n< qa 



:. i f;(t) J ~>wl di' ,. ¿ i. f;LtHjltl J 'ttw) 1ilc.J)df 
jat Jl.. .. IJ::I Jl 

Q,.u r(bulta 5Cr t:n;to Po' lab c.on..,;ducu::onc.s h.zc.has arr:bo ~ fO" la 

dt.!. :_guafdad de Cau.d~ - Se. hl<.Jarz.. 

EJEMPLO 1.'i 5tor¡ A., A~,· .. , An, i),, B~, ... ,.Bn él.a 1..n., a;°,P) 
~ 5~an .A 1 1 >.,, .. , .l.,, E ~ , para c.ado t ~ T hoc.crnos .X l t) = 

J.: C.A,.,Co!> >."t t B. E><l"l >.,_t) un proc"'o t'..6tcc.&,trco. E.,..;.,tcn "'«:_9.Jl'l" 

c!o:. rnorn tn fo~ pera '-"do 11ariobl < de X dtb;do a e¡-< iz A .. , Bi.. E 

l., ( .Q, ~.e) ::1 a la clu.;_c¡ualdad d.z CocHh~- Sc.hl0ar¿ . /tt,,' A '"' Lz.. 

DE~IN \C ION .L. 5 Seo {Xlt) ·. i l r) ÜI'\ proc.tM Lz. . La tune.:¿,, 

el q; cov arl anz.a d<I proc.c60 ~e dcÍin.z ,orno'. 

Kx l 5, t \ = Cl:lV L :& C t.), X l t )) 
= E { (X Ct.) • rn.x l!>))(Xlt) - m..!lt>J) 

doodc E[IC!>)} '::l rozlt)=ELXltl}. mx <.t> Ui funcion 

"ª lor rncdio 1 func.:ó'n d:: ~;a del P'º' t.!>O · 

E~ claro c¡u< ,X(5)- mr (::.)El¿ l..n.,'dZ,f) 

Xlt)-m¡-lt:) lo c.ual 't-'iucclcc•r- o/' K,, 

,;ar C.l"l 12. ( .fl., '.F', r) cr.nfr( Á (6) - l"f\,it (:,) 

se. ¡>Y<dt r<Z<Zt>c.riblr- e.orno 

'::l lo mr:.,,,o .,,._,ccclc can 

( b, ~ ) ~ un P'oc/uc..fo 1nft: • 

.'::! !.lé-)- rnxlt). \;(~.t) 

Kx (:.,1:) = E [X c .. J X ltl] - ""l.!.,) n"'.1t tt) . 

Nohino6 q..i.c por t.a dc..,;3uok:Jod dt Cauchj- Sc.t-iwa1z. ·. l 

1 Kx l!>,tl\
2

: i E{l!l:.)-~bl1[XLtl·r<"11ltlJ)} 



DEF IN \CION l.~ 

~ { E.(Xlti)- n'1z(tiJ}l\ ltlXlt)-~lt))lj 

= 1\ Xl!>) - n\K.l!:>l\I~ \\ 'l.ltl- mi:ltll\: 

o= Kx l s, b) K:i: l l, t) 

= Var ( X(,,)) Vor / K ltl) 

con té. T ~ un prt>c.ca Lz. dcc.1rn06 

cy..i..c ~ ..,,tac;onariO .!>; paro cado "'(e. T 11.I prOC(.!>O YU) =-x (t:t<.) 

t;<nc la:. .....,;,,....,ª"' func.;oric!!> de 

or;9;nal. 

~:a ;¡ CL>Jarianm 9'·.H a:I proceoe 

Uno caradcri Lcic.ió'" d«. lo:. proc C60S de ~_surido orden .,.,to.e •onar ;o:, Cf'-C 
no,, :!>c.rd dr¡ ,.,.._¡cha uklidad, 5't <r>unc:a en la -"'.:Ju.icnic propo:.ic.ick,. 

PltOPOSlC.ION l..l Un proc <o O X : T --'l 11 ( Jl, <¡:,E) ~!:> c.b:ac.ior-o· 

,-;o !!>i .'::I .!>c!lo ~¡ m 1 lt) 11.:. cofl6tar¡tiz ~ kx (,,,t) depende ~ól.o 
d<. tt-s). 

PRIJE&,_: 
=C>] SufX>'"lpmo5 'l'-1ª X ~ c.tac:ior.ario, ~to io.:_9nific.a ~ dado 1'. € T, 

a.l proc.ct:.0 Yl/:) = X U: +'t) ~i!Zl'lt lo!!> mr,,m~ func,"onc~ de rnqd;o ~ 

covori ani.a 'f'-IZ X l I:). be <tt>te modo 

C0roo t t.:. c.ual9ui<ro !::! 

Con!>l:ont1 . iu<.so 

mylt) =- E ( 'tl.t)] 
=E.lXtt1-c:)] 
= E tx.u)} 
= rn% lt) 

E [ X. t !: 1 "!'. ) ] = E ( I l i) J , Ul~onat> M.i; tt) 

Ky (!>,'l) :. col/[ 'f Cb\, '{ltlJ 

= covLil!>ti:),X(t-t-c:l] 

= COll[i'.l&~.Xttl} 



E [X t.:. t 't'\, R le tt) ) = 1é. l l \. !> l ! l tl 1 
s.. f:jaMO~ 6 j t .'.l ~ú!mOS VQ60r 5ÓLO na~ 

t+t -t~tt) t.-s. 

PROPOSIC.ION L r, x ·. T __., 1 4 Ln.,;.i:) ~ ......, P'ºc.c,o c.toc&itic.o l..4 

!l!.~a, 1cnor 1 o ~¡ ~ ~dlo ~; E(Kl:.l] :J E(!LslXC!:>ttJJ C>C>f"I cm~ 
ol'ldcp<ncl:«nt~6 de s. 

P~UE&M 

=t>J Por lo prOf>Obic.l<Ír. arittrior 11"\x c.s 

c¡u.<·· ELXl6l] IZ6 irdcpcrid•e:ntq de s · 

c.ov [X ts. l, X ( ~.¡. b l] dq:.cndc ..'.nicomcznt<Z 

~¡ E [X (::.)] no dcp<ndcr de 5 IVlfonc.a, rf'\¡: 

f.LX.:jJX(~tt,)] no d<Lpudi!.. de & ~ .s6lo dcpa.ndt dt 

dq>cr-cfr ~lo de t. 

Ob5ctrl/1Zm<lb c¡ucr lo .fu~tdn de covarianz.o Kx. lc.,t) -'>01;.sfu.c.t: 

i.) Kx l!>,t) = Kz: lt,:>) 

iil En cr( cabo qt,Cacionorio K.g t t.):. Kx l-t) 
¡¡¡) \ Kr lt-)l ~ '<-x tol = E [ 1 X.t6) - m:¡ \.lJ 

E..i.a .ll~irna ~ por La dc.o'.9u.alclod d< Cauch;¡- Sc.h~fZ. 



dor-Jc A, r< é ~T ~ i'¡j (t) ~ lo p<"obobi/idod de. <r.L<. <t.'1 t un;dod~ dit. 

~ic....,p0 .i.€ ~« d, • o j czlcmcntos .r.n la p0blac.1.Y, ':i para u.ta- ca= lo 

d,·,.1,;1:v,;ó.-. <Z!>tociona,;a ( d;5!,;b<..ciÓri limite} c6 ". 

TI\o) : \;,.... fool!:) =~ 
t -too ).-r~ 

TIU\ =. l;m P,, l t) - _>.._ 
t -100 - ), 1.>< 

E:, c.orioc;do iil hiicf;o de 'f-1-q a parf;,. de lo di.5t1ibuUÓ.-. c;,tqc.lonatfo .so: 

f>""«dt co'lblruir u.-. proc.c.50 ~t. cu. c:.odc~ t-"\arl<óv. i:Ql proc..;!:10 u.'. 

f'[XLt.l =nJ ::: rrto) -~ 
- ).. • !'-

r[Xlt)=x IXt~)=.':I] = P!ll< (t,-:;) dondt: ~~ t 

¡:>~" lt) COl"I l ,, o <Z.!>tC: dado cor00 anfc:;. 

~U:) K.ic b,t) 

f"(\zLt) = E [Xlt\) 

= Df'(Xli\=oJ 'f" l p[glt)::J) 
- J,._ <f-lL llO dcp«nd< de t. 

)•t )'l 

Por otra pail:a , .!!>i .::.st. Ultonc:cs 

E.lxl:,)Xlt)] =f(Xl:;)=J I X.l/;)=J] 
:: r[x.c:,) =J) f[Xlt)=J l .x.c ... i =J] 
= P[ll:.) :J] f11 lt-:;) 

.: -2_ [ 2_ + ~ -l>.•""U-:.)J 
>.+J.l >..-.}'( >.•J4 e. 

e 



Por lo qu11. 

Y tn q\ C<l!>O <ln 

9u.t.dc. t\ do .. 

paro cualqui<r 

.bt a 9'-' 1 '1"1-q 

EJEMPLO l.l 
mdro >.)O . 

~) .[lo) = o . 

K:r. L!>,t) c.ov [ il!ol. XLtl] 

= E.(it!>H,lt)J - E(Xl!>)J E.[&.LtlJ 

~; • ~ t 

9u4 l :$!o .5<. i:(ndrÓ : 

K1 l!>,t) = }.,« 
(),.)<¡.a. 

-l>-.14)l::.-t.) e 

K.x. l':>,t) -~ -l >.t,...) I ~-si 

()\,+ µ)i e 

.5,t. e ~ 

X: li) el.!> 4.!>to donar i O c.cr. 

K ll:)-~ -l~·,..l lt.I 

X - (A•I")~ e 

Cori5;dcr4mO!> czl proC.C!>O Poi~on Xlt) , 
Rcc.ordtrno!:. 'l'-'-' .Ilt) wrnplcz 

t ~ T e.en par-Ó-

itl X tt) - .Kl!>) ~icncl di!>tr•bi.c.c.ió'l"I da. f'oi~on c.cY\ parcÍmafro >..( t:-sJ '°" s.st. 

l't) S¡ t1. ~ l::.i. ~ • • · ~ l.. E; IR. ar.-fooc.q~ lao \/Qrrobl~ olcahi--to& 

X ll::i.l - Xll1), X L~3 )- XU.a.), ... , Ittn)- .Kltn-•l ec>11 indc.pcnd:cntc~. 

Sr un prOC.<bO c.umplcz fü), ~ die.e 'f-lt Ücn~ incrtmcrrfo~ '1ndepen:ten-. 

~ C.b. 

E.n ~juido CU\"°"'¡.,.ºrtn-«> r1'\%ttl ~ K:E ls,t) fQra el proc.00 Poi~. 



~ lo anttdor" & <.Ol"lc.luj4 9'-1' <I prO<.abO f0¡~ no' <A uta,ionoriO OUfl• 

qu.t. daromanta u '4n pro c. eo L;z, . 

EJEMPLO 1..& COfl11idarqfY'rQS n..u'iamcnt1. un p,.oc.w:J .Poi~ l.l-1:) 
COl"I pardmclro ).. j dctinotnC& 'ilt)=X.Ll;+j) -.Xltl <.O<'I tE:T. 

?ro<qdtra:l'Y'l05 a hQ(/ar lc11 func.icr.a11 rn'Ylt) j Ky(.!>,t). 

myltl :: E [ ~ltl} 
:: E [llt•.1) -Xltl] 
:. E lX lt•1 lJ - E (!l.tl] 

= >. t t t .1 \ - >.t 
-:: >. 

Pcirc:.. ti c.dlwlo dt K.y (!:o,t), tomctT'I06 

tlrimtro, ..,, 1 t-•\ 'I¡ l «btO ab, 

tri e.u tnto \Jo.rfos cabo!>·. 

lo11 tic.mpos dlt.hin mck. de 

duno:. aplrc:ar- m) Q ti~ ~ +l ~ t ~ t t l o (n <I oh-o e.a.!>() a 

t.~ lt.l ~ s !' s+l ~ obi<nar cr·.u 
Yt&l =- .X.l6Tl)-XC6) Y tt) =X lt."'.1) -:z. U.) 

s.on ,,...d<pitndicofc.!!), j d< a't"-l <¡'-La. 

Ky l&,t) = ccv ( 'H&), 'tttlj -=D. 

Por lonlo c.oni.iolutim<>f> c.\ CJJ.bO Ul c¡<-t< 11:-sl ~ l 1 Po,. «._j<.mplo 

sl!O t !r t.tl "t+l j "n tal C:QhO 

Ky c~,t) ~ cov ( '/Cs)' ~ltl] 
:: cov [¡ l6+1) -X!t.), l ltt.ll -XUl) 

l, ro-

=col/ [I (:s.+.1l-Xttl +!ttl-Xts), .X (~+.1)-g(st.lhX(stJl-XW] 
:: col/ tx (::.H). xw I X t t+J) -X ts+.il) T e.el/ tx (~tJ}-~(t\' x1~~Jl-X.lt )] 

+ co'-J [ltl:) -!.l~l, X l \:1-.1) - ! lbtl U t c.o'J(Xltl ·Xl$ l, K ( i.tl) - X l~ lJ 

he. lo ptopi<daa ¡'¡) d~ ptOC~O 

co"[ltEa•Jl-Xfü,Xll:•.1.l-X<i.+11) =o 
co"[ll~)-llr.l,X,th1l-Iti.•1).) =o 

Ll 

de fol.!>SOn ohhnclT'\Oó 

( 1: =t.. i!Í lJ =- !>+J :S 4 .. l:t.l l 
(~-=lo~ ~l ::t *l1 =••.1 s t3:::. t•.1) 



co11 (I.ttl - Xl.!>), X.t.5•1\ • xwJ =o 

Por lo c:¡u.r \('t' G,t) .64 rfduc.< a 

Kv¡!>,tl = c.ov(Xt:.ti)-lU:l,Xt!>tl)-XttlJ 

= \lodX.1.5t.l) -.X\t-l] = )..(!>+J-t) 

':{Q ~Q I.t:.T.ll -Xl!:l ,_,Pal ( >.C.H.l. -td 
En ~l otro c~o t ~ fi ~ 1: t.l < S + l , r~ultord 9'·ª 

por (o c¡uct 

Kv l .51 t) = >-. t !: ... 1 - s l 

[ 
>.ll- lt.~I J 

Ky (~ 1 t) : o 
.si 

~¡ 

Poclt~ c.on.5-l-ruir proc<.!>06 L~ a.t>tQdona1 io& o pa1tlr dr ol-rt06 e.orno ~ ve a 

c.onH t'\Uac.I ~ • 

P~OPOSIC.10"' l.. '-1 Si x·. T _, L.i (.11., -;, f) ct.s un pt'OCt.!tO ~tocó~· 
l:rc.o lt6toc.ioria1iO dt r.c_sut'ldo oJCl<n cznh:>nccs i:l pioc.c~ '{: T --4 

L .. t.n..:P,.eJ d<A:nido ¡:;<>r 'il.t:)=XLi•J.)-XU:), tam.bilfl lo et&. 

mv lt) = E( 'iltl] 
= E [l.l!:tl) -X l!:J] 
=- E. [lll-tJ.J} - E.[X Ltl] 
= N"lz ll:rl) - rn1 l!:) =o 

dcb iclo a ~ rt\& ~!> c.ons~ontt . As/ N'\'f c. c.on!>+onh . Lu c510 

= c.ov['/Ce.),yltl] 
::. eov [xt~tl)-!L!>) 1 XU:tl)-Xltl} 



=. cov l 1 t,,•1 l, ll\;•1)} + cov(lbl, Ylt)]- cov[Xl!>), X lt•1)} -cov [X..<t.• 1! .. X (i:J] 

:: K1 ( t-!:>) + Kx Lt-!>) - Kx lttJ -s) - K:x ll-~-1) 

F\:,r lo 9ut 
Ky U: l :. K 'i lo, t) = 2 K1 lt) - K:x ( t: t 1) - Kx lf: -1). 

R'-'>Wiloriclo Mr Y ~f:a.c.;onori O d<. ~undo cid cri. 

l>EflNICION 1.10 U,, proc~o a.sl:ocltsbco XLt) con t E. T .!)t: llamo 

pro c. tso Gau:ss:or>0 si e.ocio c.ornbtnac;óf) 

tO<" iQ5 dd proc a.50 .!!.f. o'¡,.~,; bu~CZ. riorrocil) 

· ·, 6-. ;¡ Q!, o .. , ... , o,., Clrlfonc. <I!> 

!•neo( fin,l-o el« varlo'ol.4~ ot~-

c,,.!:o ~ , p<>r-O foda la, t.t 1 • · 

" 2: O: X U::) r-J Normal . 
~=1 

O buVQc.iont!> 

L) 5; \ X l t ) : t é T \ ll-5 ~ ou.5s; ciM <Zrltúf'lcei ca:lo vat1oblc alqa/c.-ra &. 

J¡~~,;bu~t nor,..,r.,l ( ToN'>OrdO n = l ~ a..L =J) 
ú) Tocio proc.c= 4au'-!liano <Zs L¿ (Toda!> la~ Vorlab4:~ normalc~ ~¡~n 

varianz.a <In lJl ) . 

PROPO~ICION l.ll S; {X lt): t~T) tictf't func.ich ~ covorlanz.o 

Ki:: j .si t ~ Lll"lO func.iÓr) dt T (.l"l ~ uitonccs, izl f"1...lf'JO procc:=o 

{ '/Lt) ::.X lt) -t flt) , f;éTl licz.nq la mfsrno f...mc.idr) de c.ovorianz.o \(,z¡;. 

PrtUEbA ·. Noi:(ft'\o!!> 

E(:X:l!:l]+.f(t) lo 
primqro c¡u.a: Po a cada 

c¡u.cz nos lkva a 
rny(l-): n"IX (t) + f(t) 

tE:.T, E.[Ylt)] = 

<.& decir, la Fu.,-..c.1&-. media no ~ la rni.Yno . Por otro part~ 

Kx (!:>,t) = coV [:X.(~),Xlt>] 
=-E [!l::.lXltl]- E [X(~J) E[XLe>J 



(t!:>t a ~l'l(ro, 6 ; ~ í:. lt) ·. t I': T1 ~::, 6ou~ ior;O, t.-ifonu~ la d~nsidad c.on-

junto d< X,,X,., .. ,X.n né/N ~~ 

t ( 1-<, .•• '~") 
l r t ~-· ] 't:.;or.p L-~ l>:-;<) ·L. ·(x-}') 

Óorldt !, «~ lo rnof,¡z de c.o\/01ianz.a ·. 

x : fa::(~') ........ 

,,,µ.. = E [X"'} . 

EJEMPLO !.q 
~t< ;p'OC.G!>O dcbc.ribc ._.,.., Í<roÓ,.,,(nO tft>ic.O bo.!>h:if'ltc ~,..., C,orrl:> lo ~ 

lo p=.ic.iÓn de ur.o pc1lrc.ula ~pcr-dlc:lo cri un rricdro lfquido ccin rrovi· 
L (1 " ¡ l L rniqnrv.:;. irrc_:¡ulo.-c:; debido:; CI b-Ombordcob de. p«'.-<j-l-< i'ia:; pa11f e.u a!> de. 

preplO l(c¡<J,'do. .l:lc. ~te, fo,rria tcncrnc5 <ZI ,.,...,.,.,,,.,...;,,...tt, BrownlonO corr-o 

ul"\ proc.([:,O {5lt-) :t€.T) dond« paro e.oda toE:T, Bllo) c.:; lo~·

e:.:~ dq la pq,ltc.ula en uri ,,,;~tc,..,..,a c:arMr.s.iano "!-'ª c.U1np~ '. 

i.) Mo) =o 
ii.)Blt)-M:;)"-'tHo,cr1 CI:-:;)) c.oo s!!d. j <J":i)O 

¡¡¡) { eiu l ·. t ET} ·htri< if'lc.r(,..,-,ctnfi:is ·,ridctp<"<:li<Zntq<¿, , <lb du.tr-, .sean 

i.1 s l:.1 ~ · · · ~ L.. E T uit°'1cc::, '. 

A:!>:, caolo proc.ct:~o (jUt c.urnplo •), ¡¡) 

to f>roWl'\i ario con pardrndro <r:i >O · 
por Lo !on~ La. ) debido a <(-1~ 

l 5 

~ 'Ji) .,., Le e.onece aif'l"'lO movim/(fl· 

L.l:c P"oc.c= e, ~;ano l~ 



l'.>lt)"' eilt)-e:.lol ,-.._) "1 to, tí'!:l 

<) ::! •'-ll JU~L~:c..on lo anht1ior. 

La,, h...u.,c;onc.::. de: "'«dio j co'Ja1iaroz.a :.on 

... : ::t 70 

.s: !'lt: ~o 

El p•octdiml<.nto de: ob~cnciÓ'-1 dq lci ÍurodÓI"\ de: co'Jarlanz.o KI!> ( ~. t) «~ 

idtnlic.o al dc:l c:j«mplo 1·1 ( Procc~ Po;~ ) · 

Con~idc:ro"<:lo "<..L<. pqn:¡ IZ.51:~ cCl!>Q T=íR...+ (r.L litrnPo), r<.!>ult-ard cr-i-q 

l.01"\ :., t ]¡o 

DEFINICION J.1'i Sa.on X, v: T __, Lz. (Jl., ~ • .e) do:. proceoo.:::. ~toe&!>· 
titO& clt ~<3uf'do ord(f'\, di.Íinimo::. LCl ful"\CiÓri de CDVOrianz.o c.l\.jz.ada dt. 

X j '/ e.amo 

Clorarn<ll~C!. 

Calwlcmc6 corno cj t.mp lo 

c.ionariO j ~U:} = X U: +-J) , 

Kx.'I L!>,tl dondt: 

de c,tq modo 

K.1.~ (!>,t} = c.ov [X l~l, Y W] 
= cov [j, l!>), ilttJ)] 

lÓ 



= K.z ( ~, t • l ) 

= l<..ii; lt•1-s). 

VQ.rCJ'lv.Q& al3unos propi(,(jad~ inhr~nt-f~ del proc.c.o QO<J!>.S 'rano 

llbtudlooo: <ti fY"oOVil"l"lianto ~rowniano EJ'.1--'IL:i.lil.,'di,f) <ti 

ddir)itr'l"\O::> P"~"iam(r)C(.. 

I 
~ 

c..u.ol 

PR.OPOSICION 1.1!> 5a.o ~ .. fR..__,Ll.Ln.<;,E) «.! moVif'rlictnto ~10<.l· 
niono !:I seo n t:o tN anh:>nccs ~ eiU<.) <l.!> una varroblc alcoforio 

Normal c.on rnad10 c..:ro j '/Orfanz..a l"\(l"\+ilLln+l)cTl. 
{¡) 

PRUEBA: 
La =..ma 

(\ ,, ... , 
¿" Bl1<.) ::: 2:, tn-j)[ Bl.i•l) - BCj)j 
IC.•\ j~ 

(.OIV'\0 l:>lj•l) - Blj) ~' c:J;~~rib..i;¡a Norrnol COI"\ mitdta c(ro ;¡ vartonz.a 

<f'~ ~ pcr le. proprºtZchd de inc.t<ma11los indt.pcndi«nCf!> la .5Uma dq lo 

ductc.ho C.Orr<~Pondr o una varioblq alczotoriO normal. Calc.ulfrn05 L.o 
m(,(j;a 

lCI l/Or i Cln z..a 

{ 
,.... 

\/ar Jo ln-j)[f>{jH)- BljJJ} 

n·I 2 Ln- j) E[ f>lj+•) -Btj)j =O 
J'º 

,...¡ 

:: fo, ln-jJ" 'Lar [c:i.tj•J) - B(Jl] 

n-1 l. 
= <!'3. :.~ l n - j ) 

: CJ"ª n(n~I) l..2.n+t) 

{# 



c.ovoricinz.a d<.I c.uadrado d,L mov1mi4.nto E1iro...inic.no. f".J'O lo l>Qrqmo!) 

rncf.,, s<.n<.ral ~ V"l<enfrc.rqrnOS La"" Func.ion<l5 rY'\ j k pclrO. 1¡\ ~u.adrado 

da.I proc.~ Ciau~;ono c..on mqccJ1a ccrO· 

PR.OPOSICION 1.llo Si x·~--1L.i.LIL.~.E) a!> un proc.C>O Gnu~jat")() 
e.oro MJ: =o .'.:l Kx l!>,tl c.u.al9c.1;ctra ttnro<-.C.<!> c.I procir.= =+oc.6.=>· 

!::e.o Y:íR.-;l 4 L.íl...J:,f) tal 9uq_ '/Lt)= X 2 Ltl /:.;4r1c funcione d~ 
rnctdla j Covorianz.a dada~ p:>r M'tU)=l/ar[XLtJ] j Ky(5,t)= 

2.1<~ ( ~. t) . 

Pf\US.~A '. 

p.H!:> E [ Xltl] =O. 

mylt)= E['{ltl] 
= E [ X2 lt)] 
= Var [Xlt)] 

K'f(!>,tl = cov['IC:.),YltJ] 

-= cov(X.i(!>l,.X.i.WJ 

= E(X1 t~ix>-t1::J]-E(X .. (:.l] E.(X1 W] 

La d;i1wHad <.~H <tn calcular cz.I valor df. E[X.t(!>)X.tltlJ · e.orno el pro

ct~ ~ c;¡au~iano ~b<m06 "J'-'-11 1~ Variables' alcatotla:. xc~l .:l Xlt) 

~itna:n dcn.srdod coajurrto normal bivartodo c.ot"I vedar de mqclla& rulo '.:{ 

d<.,.ClON">O~ calcular f.I ..sc_jundo rnorncnto ch la variable alta+odo 

.)¡ hallamos M4lt) 

!:>c_9uida obt<ntrmO.s 

f." Xt~)Xlt) 
la Íunc.iÓn ja:na:rodoro dq m0m<.nto~ d.c Z 
M~ to) ,. ra.!>01\I <!mOS «I probltma dd,;clo a 

M !. lt) = E. ( (.l'f> L h)} 
: E. [ cr:i<p ltX lb) X{tl] 

18 



donda. 

':l 

: r r ~l'-p U.x.~l fc11..jl d .. d~ 
-m -ca 

1 

~ = e.o'/(. XL~\. Xltl} 
6"~ (f 'f 

~/·; -Jar [XLtl) 

fe.ro ~ab(~ <¡U.O: 

g_l'-p [- ..L [ ~ - (L + t<r,. l.1.-/l) ~J¡ l clic::~ [d~ 2. ( 1 - i'~ l G"1 f 1 J 

p<>r propi <rcJodt:s clt: lo cl;~tri bi.tc.rcl-, normal· A~I ~olo no~ c¡c.udo : 

I ·~ [ 



1 - ¿i'-

r l!:><JltdndonO~ 

-~¡ 

M'llt)" (1-/l~h if'x<!'y {l,.ott<r1.<r~t1-p1l)(-¡)[1-lp ... tifJ;G"~U-_p1 )).1.] ª(-z). 

.Dt ~l:t modo : 

::: a; <ry1 t 2.,01 t1J 

_ 0-:1 <f.i f 2w.-• l Xl•l, X.ltl) -r j J 
- :r. t L cri <G° 

= 2,co-J1 (Xl!.),X,(t}] + \Jar [X ('i:>)] Vad!(tJJ -
-var lll"'ll Vor [Xltl] 

zo 



= 2. K~ (~,t). 

C.01'\ c.~t.ct propit'dcd. 



CAPITULO DOS 

CALCULO DJFERENClílL EN LOS PROCt505 
ESTOCASTIC05 DE SEGUNDO ORDEN 

En ~l< c.oplrulo ~c. 4-:>tudian Lot> proc.t.::>O~ Lz. ~ c....oonto a !>Y:> p-"'Oprc· 

ele.da.!:> dc.:,d4. 111 F",,to dc. Vi!>tor> df.l c.dlculo Ji ~q,rtinc.lal. ft 9randc5 

t"O&SC>i:. pod.11'0~ dac.~ CfLª Ol"\OI; z.ar4moti c.otl~I liUidod .'.i d•Fa.r<Ztlc.iobi 1 i dod 

d4. proc.~io de. b~_j""do ordari junto e.en al_9u,,ot> twnI11"\a:> cl<i,,.1c.os 

dci.l c..dltulo d:farcncial. 

D~FIHlC.ION Z..l slla A·. T -'I L:z.l.Il..,~.1) ...in proc.(:>() do<d~tc.o 
da. ~Ljunclo 01dCU1 !:! ddinlrnos lo norma do~, inf;nito de .X: c.otr<O 

11 X.\l;i.ao = t::f \ l! llt) 111 = J ELI&tt.lf::: [ Ll'ltl df)'11 J 
Clf'lmoc. (5 X IL!> =o todo .. i u K u .... ce 4 co . 

V 4.r«.l'l"Of::i al~unOb ~ <1.rnplo5 de p<OC.~S aui+ados ~ ofro~ a,,i ci:rnpl°"' 

4t"\ donde. ct.I prOC.CbO no rc.ulfc. ~,. ac.o!-ocb, an c.u;¡o c.~ 6«. pro~ 

t4.il4.rd a 1-'<Jllor l~ c.ord re.ion«:> 9LU: l< ~altcn .para "'''lo· 

An~ <U:>pccif;<¡U-4-mo!:> q-i.t ~a. p-,t.<.d~ dc.~1rdr de. i_su.ql mon«.ra .v> 

proc:t:10 <bfcc~:bÜc.o ac.0\-ado CV\ To e;,¡ .e.i ~~~. { U X. Lt l ll2 ~ 4- oo 

E"" e.loro Cfl-«- .r..i X a!:> oeotado arrfonc.<::> it~ ac..o+oJo 11.n To ~ T 

pc1rQ c..uolq...ii<r l'o 5: T, 1"-'C>to q""-~ 

~P l 11 X lt) !1
2 
l ~ ::.up j !\X. Lt) llz l 

t.t.To 1 } tc::Í l ) 

Z2. 



!-lo 4b ntet~rio proba( c¡u< 11 ! \ll•'° CZ.!> 41\ cfr:c.to nort00: 
o) 11 Kll .... .., 'J1 o 
b) 11 Xll.,oo = o ~ X =o 
e} llI .. 'ill,,,., ~llX.\\,,"" -rllY/1,..o::i 
d) 11 al X\\,¡, c:o = \ o1 l ll l lla,co .,.: "' E: j_ 

t>on ptop:c.clad(6 <JUt claromwt< ~ ~lcro . 

\J t.ornO" LC>b Q.j <mplo~ dal cqp {h, lo Qflffl' i ar '.:! af\Qli cunes sl .=t'l o f'lO 

ac.ohido5. 

EJ'E~PLO 2.. l s~ LcM.fl A, ei E L1 t.n, f,.P) j í U/'1 C.O"junto, 

U'llonC(~ l. " T -1 L l. t ll., -a:, e) ddini do cot1'\0 X. lt): AC 1" ti 
4!:> L2 p-t <!> 

\IX.Lt.)\I::: E[X1 ltl) 

:: l XLltl dP 

Obsuvam~ ~u 

conjunto oc.o+ado dc i , «t> d«c ir 

mo~ c.onc.luir 9'-u. en ~t< r:j «rnplo 

T:: [o, bl . .bt ~to man«ra pock· 

11 X. l\,_,co ..:.. CO ~¡ tft'pt'<l j 

c.uondo T: ta,b] ¡ t1, b E:~. Por lo <fU a.:>tc p<"OC~O C> ~c..o+-ocb 
wando X.: to, bJ -"I L.a. ( .n., i;, .e ) • 

EJEMPLO z.i 5a. ltU\an Ao, A1, ... 1 An € La ( .n., ~.e) .'J 
J.'.T-'t La.l..tt.,1t,l?) .5C ddln< c.omO Xlt):Ao+A1t1 ... +AnC, 
llt) «,:, un p(oc.coo L.i '.:f 



por lo 9u< 

lo t..l.)(;l lmplic.o 9'·.u lo c:.,.;:,f-cnc.io dt e.1-c :::s..iprc:tnO a::,b;Í c.onc:Jtc.lonodo 

a lCI c><;bl:,,,.,c.ro da lo& L>i;¡ui<ntc:. 

~p l t.' ~ poro +oda • E { 1, .1.1 • • • , n} 
t.•T 

~de n<.U:'-/o obttnc~ qu< -r=La,b] o,bE;~. A~: dptoc.<:;,oc~ 

L z. oc.otado c.LLandc X. : [.o, b] --\ L.i. ( .n., ~. f). 

D41)at(mOf> Po" ~ l T, 1. .1.) ol c.orij Ul\+o dt 1~ ~ p<"OC.«605 d« r G'l 

Lz. t..n., -;, ? ) af-J-< r~lf.on ocr ac.o+odo=, cz:,!:o c. 
~l T, LL) ~ {A.'. T-ü. l..11., d",f) \ U.ll.i,ao 4CO1 

Pl\OPOSIC 1 ON 2.. 2 ~ ( T, L.a.) q,!> Uli <::.pQc.lo 11ec.+or1al normado 

c.on 11 X. IJ,.,co =.!;,.JI [ 11 X. U· lll z. l 
ttr 

Con:!>id<ramo::. Cf-lll no 

DEFINICfON .z..i 
modo dc.d ~ 'f·'-' 
fa 1 'f-l' e.i n )¡ no 

el!> ntt:.U>Oria lo pru.< ba <t'I c,tcr ca!>O. 

Una .!)UC:<!>i6n ( Dln)n vi un ~io vu.+or1al ,..,.,,.. 

"'º de CQ<.J.c.h~ .o: para coda é '70 L.><lbht no e:1N 

.':! fT'\ )¡ l"lo 11.ri-onc: lt!::I \\ o!n - o<m 11 < E. • 

DE. FI tUC lON ,t,.LI Un rz.:,po.cio "ec:~/al "°'""ado F «.b d< &i()QGh 

e.i toda b.JC.t.t.iÓn de: C01.Jc.h!:I de tlczrn tni05 d..: F c.orwer3 e. ( (.O(l lo 
l"()ttT'IQ en e.u <o~;¿,.. ) . 



Pt\OP051C.ION 2. 5 
norma 11 rt ... co . 

PFWEM·· 
Lo d(.rn(:c,troLio'n de et~~ rc.:.ulh:x:lo ~<r ~o pd~rdral,,..,V\tA. at'\ cl 
h ce.he d ( c¡Y cr L 2. (-'l.., 1, f ) <r;:, un bf«C:..:o de 5onac.h : 
Scz.a Xn una SJC.~iÓn de Cauthj <rn ~ ( T, L .. ) !l.:> dcc..lr, una :1><Jce· 

~;dr. d ( Cau.Lh:¡ cJq p'º c.~ l:i otof-ados , de o<tJ { <fU-q; paro codo 

é. )O ~><;sbz. no é: tN tal Cf1-11: ·. 

\\X"' - 6nU~,co ¿E. cuando ::! ,... '71 n., 

puo c.omo , :se obll Cf"l( c¡<U'. 

para fodo éé. T, ll!rn (U- X,,lt) lli .¿_ cO cu.ardo rr- ),ri., j n '' n" 

Dt. <b~C. l"Y"l<ll1Qrc¡ ftncrr>O~ 1.Jr1a .:µc.~iÓl"I dt Cau~ <Ul L:i. tJt;;íl, ~). 
'{ tomo dijimo::. onf-criormitntQ'., cr::. c.onoc.ido al hq;c.ho de c¡u.c L1.(Jl.d".f') 

ti.!) LornpltZro, pcr lo qo..u. la -"''-"c(!.1'Óri (Xnltl)n té -r c.cNer_g<Z. IZf' 

.L,. t..n, ;;,.e) a X le) f: l.: (..n, at . .e). 

para todo té T ;1 ,.., 'inº 

pcr.ro 
llXnU::)-:Xlt)\\,. '!¡ \\lltlt-llXntt)\I. 

pcr afro Lodo 

l\X,.,lt)\I,_ ~ ~up \ l\Xnltllli ~ = \\X.n\\.2,co 
teT 

- \\X" Lt) 11,. >1 -1\ X,, 112.,"° 
A:e..': 

\\Xlt)\ll.- \\X,.,Lt)\12. >, lllttlll1 -1\Xnll.i,co 
~ pcr hcu~i tivl dad 

l\X.Lt.)\\l.- l\Xnll_a,oo ¿e_ 

2.5 



Lo c¡u.ci impl;cQ quct X. a:!> ac.ol-ado, eto «b • X: é ~ { T, .La.). 

\.le.me~ trabajado corwer;¡ lfn c.l a e.en 11 11.\,c:o po' lo 9"'-<l a.l:arno~ <U1 

c.onc:l;cioricr~ d<t dar lo ~;_sut<fltlf ddiniciÓn: 

OE.FlN\C\ON 1..(, 512.Q Xn una .oucu.lcYl <¡f1 ~(Í, LL) CV'lf-on-

ca.~ Xn c.onver;¡ct unif..ormamu.1:11. a X. E. ~ ( T, 1.1) ~¡ _j ..,6lo ~·· 
\\Xn-X.11.,,,co C1ln\/er_9~ a uro c.uondo r.~oa, ~to ite'· 

EJEMPLO 2,. ~ })a,..,rno!:. un <tj<tmpló dt un.o l!J-1.C.(~;cYi ~ P'º'~ 
de. e.t: pndo ordc:n ~.u: c.c<Wél" j Of\ en cB. l T, l,,) a. otro p•oc.eO. 

Conc.:dc.r<Im06 ul'\Q :;;¡..J.C.U.1'dn do: l"l"IOVimi((lb f),o..._y,rano::i Bn: [o, 1] --4 

L),l.n.,'il,.e.) +al q.u. Bnlt}r-JNLO,r-~) coda &i pctfanczc~ 
a ~ ( Co,Jj , L.1.) ckhldo o c¡'--L4 

11 .Bn Lt) \ll. = ..[tf; cr 

\\Bnll:l,co::. !!>Up \\Bnlt)l\z. 
t&t<1.Jj 

Enrone.ce:. ein 
cado t-e [o,.L] 

::::. ::.up ~ (f 
ta Lo,J) n 

cr 
"JR " 00 • 

c.otwcrg4 c..ll'lifurmctmantt al ptoc('.e.() nulo .Xll) ::O 

~ Q!l!>to c¡U-4 
11 Bn- X ll.i..., -:::. 11 Bnll;i.,oo 

:: _g: o 
{'R n-tJ 

E.\ •ljuicn~< r~ltado a::. ;mporrC1nbr p.i..ce> indrc.o que a:n .:fL l Ti La.) 



PR.OPOf>lCION 2..1 D. X ~X ~¡ n 

P••ll!ft..fl', z,., ~X _,..__ ,._ - 'o "l.2 )O t Gl.i 1 \ • ) n.v '"'"""' . , -- ·· ' -v- uao e:. '1.><1:> e no"" N 10 que: 01 n 1flo 

llXn-Xll~,co.:. é.fa 
~bocio !./::i '70 e;,..11:1-l-ct rnoe.tN +o\ c¡<i( e.'1 n)l'l'\o 

\\ Xn -Y lla . ..,, .:. ~h .. 
\.lac.tmo!> N-=m&x lno, mo} ~ ob~4rtf.l"n0e> 9'·.u: e.i n/¡N 41'li-t:>nC..lb 

UXn - X l\,i,co ¿_ €.h_ j \lXn -y ll.:z,ao 4 f../2, 

c:onba: c..tJ ctt\!-crn<l'lt 4 

1\ ~ - X \\;.,co ::: JI 'i- Z.n + An -X \\.i,tt.i 
~ 1\ ~ - in ~J.oo -1" \\ 1..r. - X\\ .l•"" 

€..fa + E.j,, = é. 

t\b / qu. <i e: r» 1 N c.rrro1ic. < f, 

dctp4r"d4 d< () , pcr lo l:anto 

l\'l-X\\~,..,.t.l., dordcz. l\~-X.l!J•"° no 

ll '1-l.ll~, 00 =o , af\+onc.c~ 'l-'l.=-0 

o !:.ta 'I =X. • 

b.\. ~l.9ui~nlr r<.e>< .. dtodo ií\d:c.o q.L.a a:I Umita. unitormt dt U{)a c.omblna

c.iÓA lirn1.ol, ~ uno c.~nQc.;t-- l;n;zol d<Z. Lo.. llmif~ .viiform<~: 

Pll.Oros\c10"'1 2. s Í::n 'SlT,.L:i.) ~n ~ ~ Cf)l-ort· 

o X n .+ b '/,... ~ o.X. + b '/ dorda: a j b ~ cOflO>tonta:~ · 

PltUE~A ~ Supon3om~ "f-1.4 o, b :f O j C:On!>idcrfl'r~ é )0 , tomo 

Xn~A tfltonc«t> o.;~tq not./N tal 9<.tcz. ~·1 n71r'.o ctf\h;.ric.c!> 

U Xn - X 11..,a> ..::.. :i.fQr 
~e.orno 'ln~'f ~i-Ol'c..<:::. <.Ne.ta moélN ~o\ qu.<oi n>1 mo ~ronce~ 

\\ "" - 'i HJ<G, ¿ -¡fu 
Hoc..ia.ncJo N.=--mch .. tno, roo) !Y-AC.«.dt c¡<-U ~¡ n)1N 11.n+ori<..tt> 



~ \\ Q lXn -X) \\:i.,CI) -+ 1\ b( 'In- 'i) \\a.~ 
= \Q\ \\X,..-:X\la 1ex> -t\b\\\'ln-Y\l,.,co 
< \al 

= 

-t lb 1 .1:... 
2. lbl 

lo c¡u.cz. pru.irba la pro~ic.iÓr-1· 

~ tm~ in~roducido a.l c.onc.<Zpl:a d«. proc.c,e,o arol-ado , puo himb1ln cz.:. po-

~i ble. , dado un c.oajunto ck proc.cz:b05 ac..oi-odc:E., 'P'ct..9un-h:irno~ .s.i <Z.I 

c..0njunl-o ~ ato+acb o no, lo cr-i-a. no lleva a lo '5i3ulcz:n-hr d<.{Jnl c1&-i·. 

DE.FIN\CION z,q Sw {"X1t.J o..ln conjun+o de cz:lcz:rn1U\OO!:> dCL '&(T,lz.J 

d«.<.i~ Of-J-IL ~X"~ <l.~ a(O"/-aob ..... ~p{\\~._tl,.,o0~<!.CO· 

PtOPOSICldN 2.10 
o.u:.+oclo. 

PRUE&A'· C.Omo X'"' ~X QJl+o.ic.t!> 1\ Xn-Xll~.a:i ~o 
pci.ro O~ \ U!.nll:i..co - llXll,,.co) ~ llXn -X 11~,oo 
por lo qu.a. 

l \\X"\I,_,.., - llX 11~,0'.)J ~ Ü 

Por oh-a po1tll 6 ; 

bi \lcb:lt b: 

<) [,..;f>l:a. ne IN 1 al <júa. \\ ~ \\,,,ce == en , lo e.vol no f"l czd<Z =ic.tdcz:r ~-
l:o c,_i.<t !.~orno::- !-rol::ojc.indo COt"\ .,....ic.(.!>;Ol'\c~ dct proc..C.:!>Ct::> ocotac:lo~ . 

1•) bit:. ten una inb-,;dad ck ÍrCic.l!> ,.... t.. IN . foll.6 9<H 

2.S 



\.o ciu' corrlrodic.a qJ hcc.ho de 'T'·H 

I), cela n->an«rO sup { \\ 'inlla1t0 \ .l. co 

DE F 1 N\C ION 2..11 
dcc..il'Y\Ob c¡i..i.a Xn U>n'Je-r;¡a ,:ilmplam•rntt 

!>uc.u.i&i (1;,.,ltl)n c.on'1erj<Z O. XLt) 

.::úC.~;CÍf'\ de pro<.4:.!>0~ li. , 
o X. ~; para e.oda t l:. í lo 

"""' .L 2. • 

'fn notQc.rr.>'n «.e Oh{: 

X,.., ~ X :.; c.cd:i b::1' cumpla l\Xnlt)-XLtllt .. __:¡o 
n--!CO 

de. la du13ualdod 
\\X.nltl-XU:)\\:i. ~ \\:Kn-Xl\.:i,oo 

&c. dQ..duc.c. 9'.u: c.or\\!Cr"_9(nc.IO un;fo,m11 implic.a c.~w~enc.la ,,,;rnp.'1. . 

Pvo c.onver_9enc.lo ir.i,.,..pla no irriplrc..o c.o•Weor;¡cncro unltormq c.ort""'O -Je("("IO'> 

U"\ al .:1!9uian!:ct <.jllrnplo. 

;.JEt'\' LO 2.-L\ To,,....,""°'5 A ,,., L:i. l.íl., ~.e) una 11afioblc al<a+orto 

c.on 11 A.i.lb ) O ~ ~o Xn : Co, J] ____, la. ( .11., ~. f.) ufiO .:...u.coi~ 

de P'OcC'.:!>05 dt1: ~~urdo ofdUI definido per Xnlt) =Al" 
A6: 11 Xnlt)lb. ~ 11 ,O.Ln\12.-=- c"llA lb.<. CIO 

Por lo Cf...1- t. C.fl af~c..+o lo .tSU.c.eoiÓri <r.:i dr P"º'-e&>.:. Lt odc~ 

llX.-.11,.,co = ~ { 1:." \\Al\,,) 
h [Q,JJ 

= 11 F\ \h <. ce 

Ob+-c.narno~ de c:.+o 9ú.1Z Xn E: ~ ( r.o,Jl , l..i) · 

Probc~ ahora TI --=--X ..._n 
!:.1c.o de ~_jundo otden d<-llnido por 

l 
O .:.• t~ to,J) 

J:U:)= 1\ :.i t;"'l 



~¡ lorro~ 1:. e to, 1) :i c.\Joluarn05 

\\X,.,Lt)-XU:·)\\l =- \\XnLtllli 
= l\ A \\ 2 l" ____, 0 

...,-\CD 

Al--oro o!>i t = l 
\1 Xn ( 1 ) - X lJ l 11 z -= \\ A -A \L, = O 

Po, lo 'fl q 

x,..~x 
La C.()l'IV~r_guic.ia ro ri.:. unifu. mf. p-ic.to c¡'--1-L 

\\ L -X\\ :l,c:> = .!:;Jp \\ X.n Ltl - X.LO l\ z. 
t. c.to.J) 

= ~'""? \\ A \\2 t." 
u. [c¡.Jj 

= l\All.z )Ü 
Por lo c¡1.a lo irnplóCAcíÓn c.n ~<n~:do inv11r= no c. c.rcrto . 

Ol:ro dr. la:. P'ºfi<dad~ o a.t:>M:ar U1 todo tlpc df h.mc.ronl[:!J 

lo c_O"ltlrauidod , la tU>luclrorfmes qn I~ P'ºc(.!L)::. .l.z, 

l)E.rlÑICIOl'l 2.12. proct:;,O 

dt.cim06 c¡<JI! X. <t6 u:nl1nuo irn t. ET ~¡ 
.bode é )O t:><i!>t< cbo +al qu< .::;; \nl<-d a:nfcnct~ l1XUth)-Xltlll2 <l 

E:n of-ra"::> palabra~ ~¡ : 

llX.Ll:.+h) -XU:)l\l ---'IQ 
h-tO 

DEFIN\C.loN 2,.1 !» Un pro e <::>0 L.l , X.: 1 --t L:l l .fL , e¡:, E ) dw· 

mo-;, Cf-J.t e:~ continuo otn T ::.i a.~ con4ínuo U1 +odo p..info d< T 3 
~ c:orrlinuO t.f"\ To !;, T ~¡ <t:. c.o~•nuo crn todo p.into d< To · 

.Da.riotor<rno~ cemo "'-ti ( T, .L;>.) al aY>jun+o da l~ proc.<e«> 

X,". T __.., L,_(.n.,~.:f) (\UIZ .sxi c.on~i,,u06 11n T. 

30 



PR.OPO~IClON z.l~ S¡ X , 'I é ~ ( T1 L:J clf)f()l"I((!> ax tb'I 
E: ~ ( T, Ll. ) . 

dodo E.. ) o 
i'iOI 

é.)0 ~ ~,za b: T 

dJ )O +al ~t o·, 

f • 
j e=•. 

CD<'l"'O X E. ""(, l T, l z. ), 

l h 1 <. Ój <tn+on c.~~ 

é. 
TtQj 

l\ aX. U:tn) ;- b ~ U·Hi) -oXl!:)-b 'tlt>!li :: lla [X:U:th) -xwJ -rb('/tt+nl -'{Wj lli 

.$ l\ a [! U:+h) - xwJ l12 t 11 b [ ~ t&+h} - YlUJ llt · 

::. \al 11 X:Lhh)-XWlb + lbl 1\ 1U:th)-Ytr)ll4 

< \0\_§...1 + \b\ ...f,._l;:§:-t~ ::;é_ 
.i.to ...ttb .i. ~ 

Por lo quq a X i' b 'i t.!> c.ord;nu o 4:() l; E-T ..'.i d f Q~ / cr-1-' 
a X i" bY € ~ ( T, Lz.). Ero lll c.a..::o crn 'f-l~ o=o ó b::o l(.:J 

j!'\tn(clrato <z:I rc.'!><.JI~. 

Lq o:,9uiCt'\C( propo::.;ciÓn ind1c..o q.i.<z: al ..5úb<::..p0.cto de loo pt'Oc~.eco 

c.e>rrtrr.u~ ~ cic.ot-adob cr:. ccr.rrado bojo llmit' onlform~. 

PN>P061C.ION 2.. lS Si .In é ~ l T, L.,} 11:!> uno ~cqoich de f"O• 

~ 41"\ ""'-1;. t T, L..2.) tal<-:. qu.4 Xn ~ X ur+oric.c:. X E. 

"-C t T, l..~ ) • 

3.1. 



f or !:onro 
\ El 'In~"~ - E l 'l'1' l \ =-1 E U lf"-IP)( Yn -Y)j-t E[ l l/"-li') tf J 1 E[ lf ( lJ1" -1.t')} \ 

~IHt\f,..-l/lhkY))\+ \tlllfn-'ll'i1JI i' \E ['ll'fn-~)]1 

1 E:lllll ~" )- El 'f>Y) 1 ~ t Et 4n-tp )1
] 

112 LE l ~n -Yi¡J 'Ji. t l E t'·kl/l:l J'h [ Et 'f )t)] 'lz. 
+ l E \ '-Pl.) )'ll Í. t. l 'i--.._ - o/ >~ J 'lz 

P11.ro p:>r h1p6fco1~ [E l~n- l/);).JVi. 1 Ll\ lfn-Y)~j1l 

dord< u.ida Hr,.,,;no +1,ndc a c.uo · Ao/: 

\E tl/nY,.,) - f.ll/Y)\ --;O 
f\-4Cl:1 

O l-q<.1lvol4ol:cmiin!:t: 

é ('f,..~n) ~ h.\l/lf) 
t")--i "° 

---~o 
l'\~C:O ' de: 

El rt~ulfado 91-Lt probw-o:mce et:, la "f<'ivalmclo ur!r!l !.o c.on~;nuidod 

da:I pro e <t>O .'.:! lo (.(J(lf.¡ tHJ idad dq. La func.1dn de: colla danza, ~ c~pona. 

4.n d06 f'ª'~Cb. 

PR.OP051c10N 2. n { P~1Mli!U\ PA~re.) S '1a x: T _, w. t..n., -;, .e) \J('I 

pr-oc.u.o u.eoc&:.hco dq bC:.Súrdo ofd((") CC/"\ .funuon~ '/QLor me:dio ~ 

c.ontinua ~ dot c.o.,¡arl0t12.0 K~ ; X ~ CDl"\~lnuo tUl té T .e.i .!! ~ólo 
~¡ Kx or.:. c0()4lnú..O ¡¡o U., t.) . 

PIUJ!f)A; 
=C>] $up0o~cimre X E:. "'-C ( T, Lz) c.on:.id<r<~ <ZI pro e.u.o 

'i ~ X - m;g_ o sw y L t):, X (.t)- rf\x lt} era <l!> c.on+in1..1 o jO 

qu«.'. 



-:=Kx li:th,tth)-2.Kxll:,Hh) -r K.s: Lt,t) 

$¡ nac.~ ~Uldu h o c.uo hn~: 

\\tll:+h)-Xll)\\~: KxWh.l:th) - ¿l<.:x l!:, l+h).,. Kx lt.i) ~ 

K.x lt,l) - 2 Kx Lt.t l 1° K.x. ll, t) = O . 

En r(alidad La b<3uocla pe.1t( 6L p-ttdt 'J~r co-nO t.0rolorlo dll la 

f'' i<T"ICl""O , d< e.vol q..i i cr ""'ºnqro La CZflunc. ;arnob 

PROfDS \ClO rl i.11 ( ScúUN~ Pn:tTf) })ajo la:. mi:;;."l"la:, h;póf~~ 

d4 lo pr:m1ua parfa , 
;\ 

~ 61 <tb c.ooi; n<.JO 41'1 (.1:, {.) f""'ª e.oda tE f 

wtonc u. lo (b CU1 ( 5,t l para todo (~,t). 

PR.UEf)A: 'Para proba1!0 ""-'pc:ridrcrnco de n.J.C\/O ~il ('('\¡i: '2..0 

Por lo r'ºf06 IC.iCÍrl anterior lo c.orrti f\uidad de X ar. t I o r.C.Q 

X, lt+l-i) ~L!J t.Lt) , lo ,..,.,~ oc.urr« para 5 € T, X:(~th} h~~~ Zl.:.l 
Luc.go 

Kx [~th, et-nl = col/ (x.t~.,.11), X ltthl) 
= EtXL::.thlX.tt:thl] --'IEl!l~lx.W) :;cov(xt~U~ltl) 

1-o-10 

::. Ka tb,t). 

Corr.0 \/im(}~ lffl 1.l cQf(lu\o anterior ho~ proc~ Lz. 9'-1' ~ <:>Tcl.c.fof'lCI· 

riOf., .su fur.c.rÓn de c.ovatlanz.a ~lo dLpcnd<Z. dt ul"lQ varlobl« ct:.io c., ~¡ 
X e~ L.t efci.c..ronar ro Lntonc.<~ t:<.n<Z fun<-lÓn de c.ol/Orlonz.a K.it Lt). 

Trqforc~ ahora do6 rbulfodos .sohrll c()('ltlnuidod paro f"'Oc.c.!06 e:.tG· 

c.ionoriOf> • 

PROPOSltlON 2,.18 Si x:T--'1.1...dJL,:¡t,.e) ~ <:>t<lc.ionarlo e.en 

func.IÓn c:k c.ovaric.nz.a K.xl~) _!j.e>i .X~ uri;nuo ui se.T 4.n+onc<~ 

\e.a u. e.en~: núa cz:n e: cz:ro. 



.b~b<IT'>Cc> probar que K.x ll:.-th) ~-\J 

dod del p<o<-t~o X per lo '(-'ll 

llx:(::.ütl-\) -xt!>tt)1\l. ~o 

D' °''r-' f "fu 

Pto(: 

Kg- lHn) = c.o-.J ("I (btt-1h), Xt.:.l) 

j 

\ZxU:) T <r><t...,-0:,, la con~; fl<.I i -

= ElXtb1t~h)X¡~1J-Elitbtl•t-.)]ELXt.:o)] ·;;.:::~ f..lxt:.ttli.l!>))

- E U (:.-ttl 1 E. Ltt::.)1 

Lirn Kxl!:th) = c.oVLX.l:.tt:l, &l~)] = \(lt lt) 
t-.-iO 

EH:MPl.O 2.· 5 
11!> uf'I proc.c.:.o l.z. C.Of'lflnuo .'.:!ª 9'-1-'2" 

11 Bt!:th) - P.:ilUll~ : E.l ~,>· C.tth)-.2.IOLI:) flll-th) T 'C1 ltÜ 

= O'l. Ll: th) - .l. Ke, U., l:tl\l t <Tªt 

: (J''° Lll:th} - ~<r1 ,..,..,;n \ ~ 1 1:-th\ 

:: G" 1 t ü +h - ..im<n H, \-th\] 

.:.i h )0 

Por lo c:r-u· 

DiFIN\C.\OÑ t.20 



dtc.imo~ qu<t c .. <Cf-l;C.Of"lf;riua <n ql p .. 111to tt: T ~• dado é. ')O <><.l.:>hz: 

d)O t-ol Cfú« i:.i lnl<.d d.n+of\ut. llX.j lH h) - X; lt:lU •.¿E pora 

e.oda j f;- J .. Noh~ 'J'-'-CL ~ l..:i mi~ J ')O pe.ro +odOb lo,,, pro• 

C. CLbOt. d<. l..Q fn,.,, il f Q . 

bEFINlCION 2..11 Co,., lo in~uv-.a.c.:&i de la d<~;,.,rc.ron amcrtor 

chc..1mos 9u.q H c. c.9• .. dc.on~;n<.10 ~¡ lo <.<> paro -k:io t&T. 

PI«> POS\ C 1 ON .2. 2 2 .$ ¡ 1-11. \X., ... , l.t-1) i-H .. tl~ t.!> uria u::i· 

lcc.c.I~ tini\-a de proc.c~:s !:ale"' "f"-' X¡, é Y L i, L:t.) \;fi:. =.l, ·--.1'1 

cntori C.<.5 ~ a.:. <Cf-li contrr.uo 

:Paro "er i f-r e.ar la u:inc.lut-i&i bC r.ord Lo ~i;¡ul cnt< \ 

c..omo X1 et:. c.on+1nuo <ti'\ !:E:T c.rdonc.as CZ><-l:.1-c d1)0 

lnl<cfl ·.N\pl'c.º llX1lt-thl-X1Ull\.l ..:e .1 <..Dmo x.2 tU> 

a.n t:e.¡, crdtinc.<Z& (..)<.tt>\-c Ó:i,)O tal q-i.~ .61 lhl~cf.1. czr1· 

ll X).. l tt- h)- X :i.Lt l 11,., ..: E . A.,,,.t b.Jc.11:-.; "ª""'()\-a: ha.,.,t-a X r..i 

q<J-l «..::> ~ot'lfi nuo q;n t f. T, (,ntonC.CZ'i> c><-i&ta. dN /O fol qu.<r: 6Í 

lhl<cf,..¡ <..ntonu:. UX (1:-rhl-X lt-lft .... ~c fto_sol"l"'>Os J=rn:"{I,, 
J>-, .... , c:fN Y '>O .':1 -lc.t"ldrcmos q.i.<t. ~¡ lhl <-<Í <t.Afonc.<:!> 

llX¡,lt:tr.)-X.~l!:)l\;i. .€...€.. fOl"Q .fodo ~E:{1,;i., ... ,N\ 
1)4 dof\dcz H «;:, cqurcon+i11u.o · 

P ff..OPOS \C.I Ot-1 2. . 2. ?> S¡ \ X"~" 
s 

<IJ'\ ~ l T, 1..:a..) -!al qu.~ X,.,~ ~ ;i 

~"h>11c<~ X.. <t'b c.on~ir.uO . 

cz.::i c.tt"IO .:!>l-IC.~:!>iÓn de proc<.=>oe. 

.:.i La ......ic~;ón e e.cr-ircomrnuo 

-Sicton S) O ~ t E: T co,.......o Xn ~ X. ~~ +; cinci 

E..j-e, ) O, itl'<lbbt no~ IN tc,I c¡u.c ~¡ n )1no cntoric e:::. 

1\ X" Ltl -X U:) lll. '- !../3 



'4=] Tom(mOb t:e:-T 1 .::>QJ. E.)0 c.uq\quic:ra, h°:3orr-«> 

A= \ Z: t f>l é: .L.i c.n.. ~ . .F) : 1\ X t::.' -Z. ll: l 11.:i '- E. ~ 
~c. ,::,ob4. c¡u-q. A c. obi«d-o <ti) l~ (...0., a::. 1:) .'.:!. ~pcn_gcuno:::. ~ 
t-'(A} <.~ "bi«fo (/) T, <.~ cJQro 9'·u ~U:) éA cz.,,, abi«rto tlfl 

1 d.l"\fooc.c:. c..orno X-'Ul) ,z;.:, ob•.:.1!-o <Zf\ 1 trl+OC1c.c:1 3- J)o 
!:e~\ c¡\..l..a: 6i lhl..: J ,r.ro<\C~ { ll:t h) t. 1 : lhl-'J J c. z·\RJ 
A hora .,.¡ 1h1..: J <U)fonu~ f. +1; E. x-• ( 11) 

=t> Xl!:thlE:A 

=t> lll.ll:th)-Xll:\\\¡ <-E. 

=t>- X. (¡..:. c.ont:"uo <." t paro C.OdG t" T 
'=t> X t: "-ti ( T, L .. ) . 

PR.oP05\C.ION 2..25 X. E. "'-C< T, LL) .,,,; j ~lo_,.¡ x-'(B) ~:. 
c&rrado .,; ~ et:. c.~1rodo. 

Dz. OC<.J.<tdo <=ot"l ill pl1lpcol<.lo'r'l 1. .i4 hatcmO::> la .-l_jtJÍ<tl"\tt: 0~' • 

\/ac..iÓf""I: ,S¡ Be::. C4.1rado CI'"' L2. t..n..~,.P} .:.ri+onc.4::. i.·
1
tB)C.T 

~ 11c:ilcz. lQ "''.9uict'll-~ i_su.oldad T-X-'(f)) :ox· 1 LL2.l..n.,~.el-e:iJ 
Lo derv>0e-h-o.c. idn ~ b°""o <ti'\ U:i r3 u..aldod ol).\-ctlor j «A la p<OPJ• 

::!>1'c..ioh .2.. 2. 4. 

Pf\.UE&A: 
==C>J E:iCio ~ wrado a.ri l.:i. {.n.,~. ~) ::C- LiL.íl.,~,.f) -e:, <!~ 
abi ,, co =t;> .X.~• [ L2. t .n., t¡;, e) - e:,] q_:;, cib; <1 to «.n T 

-=t> T-t"'tei) ll."l> oh;c.tl:o CU"\ T 

=t>- x:' ( B) U• c.c.rrodo 4.() T . 

<l=) $4.o ei arrado .i X L.41"\ prQc.c.:>o L.:i. tal Cf-1 r. z..-• LE>) 

" <..(tracio <tn T "=t> 1' - x:• t ¡:¡) ll ab14f to ctn T "=t> 
¡·• ( 1.d.A,-¡::', e) - e.) t.c eab 1 <tito <tn T :i r..omo la (.!l., a;', f) -B 

et& abierto.. X t.:. ~°"'+:nuo ~ l. €."ti !. T, LL), 

"10 



E.:. irnpor te.ni: a. koc.c.r la c.orodczri z.cu:.<"" da. LOb proc.o.::.ca. a.~to c.fut: cot. 

d( b"S'"'"do ordü1 U)n c.ro't¡,,-os poc.o t:J:)rN.J/"lQ..6 P"'<l <1:1Ca tipo de 

h...11uonc.!> 9u.a. da..!>c.ri bct11 fCJ"l~n"l<lf\0:5 alcta+orios a +n::1V<2'-.. del 

~; ln'\pO. 

Ahora irarcuczrnob a.\ c.onc.cpl:'o d<i: d<1;.rado ~ al.9uno!!> rc...:.<..!itodo~ dd 

c.dlc..ulo ditcra.nc.;oL. 

DEFI t-llCION z. 2.1 ~Ul X.: T- Ld...O..,'át,EJ ...an pro~~ =+o· 
c.óe.+:c.o d( ~.9undo orda.n, ~rr. ,;ic..a: '1'1-' X et:. d:f<lr<?nclabl.a <VI 

l:o E, T ,:,: IW<.i~t.a. X' ( l:o) E: .L 1 <..n., ~.E.) fo\ Cf-'-q· dacio é )Q ~~te d)O 

Cf-1-' ~4:bt'4c.ct Cf-1«- lhl .c.ó ;""'pite.o 

¡¡:& (t.oH,}r.-1. L"-ol - X.' lt.l \L. L. l 

En oh-e.:. palabra!:. X' ll:ol o!!> lo dcr i.;ada de 'L U\ ~ ..:i; 

11 X.U.a +h~ - Z. U.o) - X.
1 

Llcl )} ----7 O 
:i. 1-i-o 

E.,..¡ .,,\:c. ofro proc.a:::oo ~l-oc.:btrc.o 

dtr lvadoi:. 4.1"\ u:.iclc. punto. 

t>EFIN\t,ON 2. 2.S 'boja lo.-:. c.p"'ldidonc.5 

2. .. l.1 dira.m~ qua K e-;. drhr<ll)Ciobl<t Cf\ T ... ; lo 

f>ul"lfo dL T !I al prcc..r.50 C>~ocó.::.lico d<.rivodo cU X. 
A. 1 ={x.'ttol l~1:.1~ 

dll lo ddin tc.io~ 

c. .para c:.ada 

.t!.<trd 

Nohmob 91-a X.' iz.::. a.i~dticc.mllnta. Ul'"I ,_,roc.a.oe .L2.. 

Con+1 nuondo COf'\ la ~h:i.c.1ón ..e:.adc. M.:>ro ahora, dcnotcriz rno'<> 

J) l i, L:L) ol c.onjunto diz l0:. proc<Z.!:>O~ e.foc.cl~+tc.et:. d<. 6C~urdo 

ordul dlhrt.tnclCJbl~~. Obstrvqmo.s 9ú.4' ~j X€ J)l r, J..1.) ::J 

\:o E. I ten~~: 

j lllltoTh~- Xlto)ll.i - 11 X' lto)l\1 \ ~ 



S¡ Q d b .!>OI\ cuo, a::: :nmcdroto. 

$...ipongc.uno~ ~1 .. vz Q +o~ b , c:or>b:du11rno~ c1..LC1l'f'-1; tr té T :¡ é 10 

c...on->O X E: }) t T, 4) , c..x.;.:.tcn dl '/o j X' Lt) qu uJ.CJndo lhl< Ó1 , 

11 i,lt?h~ - '&Ll:.I - X:'ttl 112. <.. 2.~al 

Al'"\dlogQm~ol:q corno '/ é )J (. T, .!...¿} <..1'-i~~«r> dJ )0 j 'í'Lt) fa\ qu.c ..,.; 

lnl<ÓL <l\tonc..q~ 

11 
't'Uth\ - 'l(t\ •. y'ltl ll ~ J.... 

lo¡ l. 2 lbl 

~o.dltnclo Ó:. ,..,..¡,., \.ch, J.~ &t ._...,.....p1..¡¡n 0 ,......ba..:> atlrmo~ion~f> wando 

1 ni < ó ~ (/'\ c.on~(C,J ... l<tnc.la : 

~ \Q\ llIU:t~)-Xltl_iitti\1,-t lbll\)'.l!:.tr-~-'{U·l_ y'lt1\li. 

< 1 o\ .!::... _,. l 'o\ 1..... = E. 
l..lol .2.lbl 

Ac.< h<IY)O:> p'cbc.ido qLLq (a X -rb y)':::: a X' -t b '1 1 

~<mOb vlt.to prC>c..C:::>Ob o.<..c:il-ado:5, c..on~inUO& ..!:í ahora Vtlrr>Ob dlfc

r(.f'lcJablt.~, probor'C'~ <n .e.ci:5u:da q . .1.e di'fa,..cnc..i"ab:lidad im-

plico c.on~:l'\uidod. b<.bp...1.C~ ver¡zrno!> ~¡ La irnplico.c.iÓ/'I ;rw~r.:.a ~ 
c.1'(.lro o f\O • 

Plt°'O~'C.\ON 2. al 



::. .sr.: l t 1 h t ). rn: ri ~ t 1 !: • h 7 + t J 
h'-

::. ~: (¡bh - :tmfn ~l. tth"¡} 
h 

h)O 

Por lci <f-L ( 

ll [))t ~ •h~ - ew \)~ =- <rl. --4 cJ:l 
4 íhi h-'10 

r=, 4 ]) 

{;.\ p•oc<.:o:0 a.~roc.d!>~IC.0 L2 d<.I tj<1.rnplo 1.S ::.í <!:<> d>f<rcrm;obl<. 

<1.n +ocio f'-'n+o 

EJEl-'\f»L.O Z,. :\- íC-ctc.ord«l'r'>ó!> qua: XU·l '"A1 e~ Al:. 1 Al.!':>cn /..e te:T 

dond11 P.,, A:i. t-.J N ( O, <í
2

) .50n ind<p<U'dt a.f\f-~::., cz~ un proc.c= 

<l!:>~c.uorio,;o da b<_sunóo ord<V\ 'º'"' mx =.o 1 K.z ltl = \l' 2 CD.::> )-!: . 

Pre pon11:rno~ X.1 U:-l =- ->.A, ::,.¡,.... ,\t + >. A1. eo,, >-t 
D <t <t ~ti: rv-.cdo : 

E. j A. leo.,, >.ll •hl- Ca:> >..I:. 1 .Ah ~M .1..t} -t Ai [~U> >.U. •h) - 51{n >.t - >,.h e.o::. ).l: J} 2.. 

- ~ {le~ ).( ~+hl - (~ >,!: + >.h 5 (.(\ >-.t. ]
1
<rJ + [5Vl }.( l:.th) -sctr\>.t - >h c.o::.>.l]

2
(f

2
} 

- l - ¡:;;. 

Ccr..
1

AL!:+h)1 c.o-t H-t 'Kh
2

54.fl
1

A.t- Zc.=!:-c.o~>.tf:thl-i.AhMn>..teo~>.t 
-t 2.J..h~<n ;.-!. e.o::, >..l!:.th) 1' ::ir:~ .>.U.+n) +~«:n'>.t T Xh2 c.o".:>2 >..t l 
- 2~~>.l ~~n .>.ltth)1' .2/..h~<n ).t cu.;)..l. -z.>.hco-::.>.t::.4Ul>.Üth) J 



\ C..O'J l~(n 1 ~") - (O'J Lfl; t l I ~ ll 'l,.-'lll1 11 A-'n-4'1ll1 + 11 t¡n- rtll1 \1 ~n~ 
-;- \\ '\.\\i \\ 'tn- .t' \\;¡ 

De. lo;., h;p6!-co;;. 

\\ 'l,n -ytll:i ~O \\ ~n- ~\\,, ~o 

Conc.lu;,....,o~ c¡uc. 

La Íl"n~rtQnc.;ei d< ~,.,h!'. r(;huHado rad,'rA c.n q<-Lq: d ¡¿mihz en 11 

~ lo j.,unc.;~ b; l;nczal e.o'/ .sir p-i.c~<n '•f'l~~rc.a"'"'brar-. 

Lo. cldtuanc.rab'ofidod c:lc: !06 pr~oe (:!>tocd~1c.os de .::.c_S"-'r.do ord'11 

l'o e.tic <tU 'J cr e.en la de b<-.1 funucfn de e.ovar lonz.a · Tral-artrnos 

ol~ .... no~ rcz~ultod~ do<"Pcz r (lW.!Of"lo~ a la func.i°"' de c.ovarlonza de 

U("\ p•C>C..c,60 X. e.en lo dcz x' 1 di:!:>L'n.9ulrcrno~ .t.l c:~o a:::.to.c.rona· 

riO ;¡ -lrabajararno:5 "'" la f-ur,...rón de c.ovarianz.a cruz.oda dt: dO!> 

ptOC:(~· 

PJ.OPOS 1 C.tOfl& z. ~o S<.a X.'· T ---; L,. Ut, <¡:,P.) un proc.<.o0 ~-
i:cc.d;.~ ;ce U)(\ fun c.r Ón de. e.ovar j ari-z.a K.x 1 adcrnti;. .X. €:: ] ( r, 1."1.) 

c.l'ltcnc.e:. X' c.~ k:irnbr (n CbfO.c.i0t1ario d<t .:::.~urclo o<c:lcn CJ.Jrnpf,·&>· 
11 

do6a: Kit• =- - K. x. 

PRuEe,~: 

be 11 X:. t r,-+t) -X b+h)I\,_ 

ti Clldcn a c•UO c.uardo h t ra:f'd<fl a e:« ro , criioricczt:. par la pro· 

pe>oic.I dÍ'l omrior 

co~ l t bit) 1 ~;.~-Xl!>~ h-;o 



PR.ll E P>A~ 
() K~ l~,t-) :. lil'Y' ~ ( "• tthl - K¡; (:.,tl 

ót.. "'-\º h 

- lim CO\I ( X:l!>l,.&( t+/\)] - cov l ,&l::o)' XltlL - h-tO h 

:: l.;m c.o"lXt::ol, Xll:t~ -xrnJ 
t\-10 

- LOV LXl~l 1 i· lt)] -
Luc..90 

{r ~ (::o+h,t) - -:at .Jt Kx: l~,t l :. Lim ~ t::o,t) 

C>~<lt. 1\-10 h 

: lim co"(¡t::o+>-i\, x:'tt\] - l.OVLXt::ol, g;' Lt)) 
l..-~ h 

:: lim c.ov llU.t~ -Z:l?J ¡ K'Ltl} 
f\-10 

- CO\J [ X'C!:i)' X'lU) = Kx• l :.,t) • -

Da:. ac..uci.rdo c.ori Cl.f>tOS de!> J»imo::. propo:>ic.iona.:o pod<r.-.o5 <:!>tabltcqr 

como c.onb<.~uenc• a / c¡u.« 1.1n proc.c.::.o L2. <t::. dittrcriciobfq ~.' ~ .:.blo 

1>{ ""-' tunc.rdn dr: u:ovaflonz.O lo <t6 crr'I cada an-\roda. 

Si ~<.nc.mo~ dot:. p•oc.G5o:s Li X. j 'f cJrf<r<l'.nc.iabl<~ n ;¡ rn ...,~-
e.e.~ rc:op«divam<l'nC«, r:xi:>tt una r<lac.rOÓ (f\frll l= dCT'ivada:. ck 
K.x'f ~ K .. z1nl yl,..\ e.orno 'ltram<J::> 1nmll'clia1-c:.1Y1at'lt1Z . 

PR.OPOS\tlON z.~5 ~<Ion X.; Y : 'T ---'I L;¡ l.1\., ~ , f) olifur40c.la· 

blt~ r. ~ m vcc.h .-aoplZ'divomqoh <.n+onc.t.:o 

rianl.O uuz.odo d<t lo:. prac.a.:!>05 é>toc.d::o~IC.06 
2t--~ ... 1nl vt"'J(~,t) = ~ Kx.y l:>,t-) • .. , ot." al"' 

~o 

lo fun c. I 6n d<t c.ovo-
v l"I '{¡....,¡ 
A ;l (.~ 



EJEMt'\..O 2. & Cokul<rno5 lo Í-Unuóo de c.ovarlanz.a LJ(JlOda itrrfrv: 

Ufl proc.c.!:>O L:l. ct.toc.i()<'!OriO X j 1." 1 dc!>rué'~ lo harc~ wircz 

~· ~ X:'' 
Sobtrno!> c.p.t Kx (o,!:) =. K.~ Lt-) . ealtu/QrT"\O!> p,;,.,..ao K!:x." (::i,t:I ·. 

Ku::" (::i,t\ = b~~ Kxz: t~,,1:) 

::- °Sl.. Kx tt- 5 ) 

o!:."" 

~ ~¡ ~:::t:.--;, en+on<:cr::> l<.¡:.x" ¡,,,t.).: Kx tu)· 

Ahora c.Qlcul~,..,.,o":> Kx•x• t:.,(-) ·. 

Kx ...... t::i,t-) -~ Kx~t::,,1:) ... - a~e>~.2 

- u K,, tul 
- ó:. JC 

u.: L-5 

= -K~ tu) 

Corno V<tre-:> pedq.rno:::. c><.prc=>ar cuc:.lq<.1iqr func.iM de covadon"Z..O uu· 

-z.odo c.n+ra lat. durvada& de: dto~;nt~ órd<o<:!> de c..Jf"l proc.C:!>O 51 
lo Nnc.iÓn de c.ovarlcinz.o º' i_sol"lal. 

"En ~c_su;clo probor<rn~ un r<6ulf-ado qu< padrt'arn~ llal"Y'Or ''re· 
g lo Je. le¡ c.cod.cno" aun..:¡~u ~olo ~e rd r <r<Z CI La compc:i.lc.IÓn de 

un proc.<.oo J_ 2 con uno +~me.Ión l"Cal. 

Plt.OPO!a lC.lO t4 t. ?.GP ~¡ ~ é l:l l T, l..l.} ~ g e.- D t T, T) 

c.:.h.c.&trco X (3 l t: .D l T, 1.z.} j adcN"lcf~ 
(!(_9)]'= 9'•X.'(9). 



Al fomar l<m<t( cu.cindo h lrudc a C(rO hnc~ 9'-'-c. 

1 1 
( ¡x.lgl.t.l+l~ -X(jttll _v 1

[ 9aJJ/j;-tO 
9lt-Th~ - gl!-) - '.J'lt-) -,o 1 (. ,:;; " 

Con Lo qu< /iq~ dc~l rada ql.1-4'. 

\\X..(9tt~ri1~-Ilgtllj -9'ltl:Z
1

['.Jttl]lll r,-.O 0 

fl.:!>: c.Mc.luirno~ c:iu.c czl prOC.ct50 X L_gl it.!:> difcr11nciath ::l q:[ proc~O 

d1r1vado <t'<> (XL9lJ' = g'·X't_g). 

Ebtc r(.o.oJ/tciclo lo util;z..c.rCrno::, en lo pctJ<ba del -lcorctnO drl valor 

.,..,q:clr o. 

poro p•oc.<-'>o:!> 

c.,,., +or.-.ondo 

l..¡ de rsc..u:.l r.-ancz:ro 

limite CLJ.Qr.do h --'1 O t 

LEMA 2.. 2.l .511.o.n X: te., b 1 __, l. l. l Jl, ~.E) j 3: tc..,b} -l lf-- di~<rcn· 

eiablc:. ~el Cf-'-4- 11.X' LllU.1. ~ ~J' Lt) .\} 1: E. (Cl,b) fnt<!lnu.-:. 

llllb) - X.lo)lll ~ 3Lb) -3la). 

Eel:.t ~ e:> pnz'ilO o la dc,.,.,~~H:l<IÓri d«l l-cor<Xrna d<I valo.- ~ro, 

la dc~trac.IÓf'"\ IZ.~ ¡=or c=oe.: pr,'rne_ro .,._.FO"' i«ndO a:I [qtnO ur'I dlkrcn· 

c.1"ab.ilidad F lo d4r11c.bc ':!. lu"..9º pe• le. iz."lui<Zrdo. Por lo qu.c 

cz:nunc.rorno.5 czf .sr3ur1tn~11 

LEMA 2..3& 5ctan ,!.:(ci,b]~lz.(..n.,'á" • .fJ ~ g:Ca,b]~IR 
di fcrcndablc~ por Lo acrqc.ha tal gu.<1. ll i'r Ll:l llz !: 9; t~) f'lro 

todo l: t:. [o,bJ. E.nfona~ Ullb) -X lo)ll.z ~ 9lb) - 9l.a), dordt 

x; U: l ~ 9: ( r l .so,-, la:. dqrivoda..:. por ta d,rcrc.ha· 



11Xll)-Xlo)ll 4 ~ gtll - _g(o) -t élt-Ql ·+€. poro fedQ U. [4,b] 

\lo..sorn<>S lJ ci.\ c.oaju,.,+c dci. !o... pul'\+o~ ¡::t:tra 106 c¡u< lo dae.19uQldad 

d< orr;bo r,o ~e c.umpl~. E ~to (.5 

u:: lct:lQ,b]: lt.Kli:l-Z.ta)!\l-(9ttl·3to}1'llt-o),-e>o\ 

9'-1' Ü <l!:i ob i t.rto .'::!ª qu.< <~ lo 1""'°-;¡cn 1,-,ver.:10 dal 

{o, .., ) boj1:l ursa fu11c.iÓn corit1nua. 

Supon.somo~ ~<: V ':f cp pero ll<.3ar o una <onlrodrc.c.io'n. 

Corno lJ ~e o, b) dqbq: tCt')Cr u/"\. l1"1f¡.-.r.0 c., hac.ur>O:> trct. o~rl/aci'o-

na~ r4:>p«c.to o c. : 

l) e I o . Ya qu.c ,,, ; c.ori la 

fofimo p-l<l~ ka!i c.OI'\ c.o<l4inc.ddad d« o'Y\bOD Ladee 

mu_y c.<rc.ol'"\05 a a lo dco.·_su.aldad 5t o<Z wrnpl<t · 

p<"<l p f 1[ efod d<t: el./' 

j para t"""'nto~ 

2.) c<b · ~<~ ~¡ c::b e:l c.onjuntc Ú se rcduc.irfoo un,,,ólop-in· 

!::o ~ no .::5Lf {a abi ctff:o. 

~} e 4. U . l)<bido a CJ'-'11'. \J ci~ obict1fo, "'' e é tJ ~andr(o.rno.,, una 

V4.clnc:lad u.n C.(.l'\trO d.I'\ e +otalrncnta c.onhtn;do C.n t1 Pº' to q.i.~ 

ClCt~+ir(Q un to~ lJ ·tal <¡<-'q; a< to<C j Cllfonc.<:. e no .51Zdo et! lnf,· 
,...-,o. 

.D<. <t:.+a 

Por otro 

c¡u.<. E>i 

rnon<ro tsi;n(mOS a< e <. b ;¡ 11.f\tOr"IC<l> 1\ X.\· (c.)ll.1 ~ 9: (c) 

?ora 

luego 

lodo dq; lCJ dcf 1n1 c16,-, 
e~~$ c. +J ar\'Íonc.~~ 

ck x',.td .'.1 '3',tcl 3J)c rQI 

llZ' (c)I\ ) ¡¡x \b) - Xlc.>¡¡ - §,, 
r ~ I t-c. 2 2. 

V11rif1cor lo primara d<~i_su.aldad 

\\
.X<c.+nl-&ttl - X.' lc.lj\ ---4 O 

h ( l ....... º' • 



= 9 Lt) - s l.a) + E. l ~ - a) -t é'. 

Obhn<m06: 

lllltl-)C(o)\\1 ~ 9W-9lol-?tU.-o)+E 

'\U.( .6(f <.urnpl <[ p<ira c::ado r 
E.11+ol")c..(::, ¡:aro todo t. ~ c.+á f.<1 

f:c.r e'::. por (o q.;.< 

O.!:t~c-tÓ 

e ",,., f i Ll \ >, c. .. c5 V 
o 

Por 1 o 9u.11: 0 ~ ~ , lu c_go C-'> valido f<'ra e.oda t E [o, b) 1 a dc::.1· 

9uo\ clad 

En pculitular .::.; t ::b tc.ntl't'">O~ ·. 

\l'&.ll:l)-Xlo)\ll !: .9(b)·9(0)-te.lb-a)tt: 

Se. ob~IG':f"l( con C'I mt:!>mO prOc.f'c:li miMtO lo clcr.""l~~ro., 1dn dci: u.n 

r<.:.ultodo and !0_90 t.en d<ril/oda:::. por {o 1"z <j'-'ic1do , .'.:í _,,·, vaLqn lq;-

rvia'l> c¡u..< lo pruqbfn c.on drrivada.!> por la iZ.'f'-'1Crda :Í la dcr~c.ho 

«-f"ll-or.c.c~ val /1 : 

~¡ UX'ttllb.!:9Ll:l 

PROPOSIGION 2.-~q _$¡ .X ".to,b]--1 L4 l..íl.r'ái',.P) <Z=> di.fcrrnc;a-

bte. 11.n lC11bl ~ adqrnÓ.:. l\X'ltlll.i. ~ k porQ }e.do tE(a,b) do'* 

14"10, cntoricc::. llllb)- Xlo)li2 .!\ tdb-a). Má,, Ol.Íri 

11 X l h l - X U:.) 11.l ~ 1<. t t. .1. - t 1 l i.1 .t. b ~ t o, b] 

.. 
PRuEt>A~ 

Para probc.r cbtO propca.icl~ utilizc.rq;me>:, lo:. (cma.-::> .2·31 j 2°.38 
) 

11 
"!)¡ llX'ltlll~ !- 91 W tniooc..L:. llllbl-XLa)\l,. ~ 9lb)-gto 

Con~idtrtmo::> LQ fu/\r.JÓt'"I g: ta.b)--'t IR. f-Ql qu.< slf:l,,, Kt (Ot"l K )O 



cz.l"ltonc..e:: o 91 l!·) ::: K. ~ p01 J., 1póf.ra.; e. i\!.'Uli!_, _s. K =. 9'lr) 

o.n c.QC'l!>t.c:u«nc.i a 

11 't;tb) - Xlc.1} !l;i. ~ :3tb)- sí.o) .:: Klb-o). 

G1.1<t 4'..t:> lo tC>f"ltlu~iÓn d<t lo pro¡>=> i e iO::-. Adc mcÍ:. -forn(IT'O::. 

a s t 1 < ~ i ~ b , d< Q;~t a mC1nUa la P'ºpC>::>lti~ .l!>< '<'al<r pcll"Q 

«.~\:,¡; ~c..,¡o conj...,nto , a.:..': 

llXliil - Xt~.llli ~ dt..-t.,) 

Corno rniz11L;onc,.....-.oo c.n+c.~, <"+= reiulfCJ~ pr<paran a.\ -lco1</'"t"1CJ 

da.1 vülor mti:Jío pe.ro proc:<.:>O::. .L.z.J c¡<-tq; = de 5ron ,,t¡l1dad 4fl 

lo dcrrr-10,,.tra.c.;oi·, dtl -t<.or.:r.--.a de Tc:.:1,lor cs:l'\trC o~r~. 

PROPOSIC.,ON 2..~0 (TEoin.r.1A CEt.. VAL.o,_ Mec10) Sc:o z:: (a,b]-t1 2 (.ll.~.J) 
un prot.~o u.l-oc.d::.titO tal qu.« X E ]) ( [Q,bJ, .l..._) cz.nt-onc:<ie.: 

ll~(bl- Xto)llJ ~ Lb-a) :,up \l X:'Ll:lll,,~ 
t• L•.b) 

O UjUl>ia(Q;()~c,,.,a11tcz. '. 

llllbl-Klo)l\:i. $tb-q) ::,up l\X.'[t1-Ua ~tbJ\lJ 
l• Co.i} 

PP.\JE~: 

Dc·Í.'nbrn~ un n<.<.C'{O proc:~o .1.;¡ dt la 3i,9uitnf-t: mc,nc•CI: 

Yt~l =X [ ll-~lo.-+ tb] 

<¡u< tc.mb;(n <z.:, cJ¡fcrcncioblcz. itn tE: (o,i) 1 c.umplí<itlcfo 

Y'W ::. tb-a) X.' [ lHla-+ tb] 

Dcb"c:lo o 
lhtt-+h)~ 'IUl _ 'i'U·l )) = J\&[ll-tla ... lb-t h(b-a)] -Xl ll-l:la -+tb1lb-a) 
u h 2. hlb-0) 

- lb-a) i:'( tHl°h+ lb]l\,i ·-

- lb-a) JI itt1-tlQ.¡.l:.b+'J.)- xtti-tlo -+t9 _ x'llHlo-+tbJj\ ~O 
h¡ 2 

Enicoc.<~ 'i''W '- Llo-a) X.1 
( t 1-Uo -+ l:b] ~ 

SS 



1/Y'Ulll.i::. {b-al llX'( ll-t)a -r tbJll 2 Pº'º iodo ti: (o,J] 

t\pli<:.úndo lo prOposo'c./Ón 2.~g f<raf""O'!> 

Uy¡1)-'llolll.i. $ (b-a) ~P l\X.'Ul-1:.lQ-+ tbJl/.i l1-ol 
<cCc.i] 

Pqro Y!t); K'Lb) j '/lo); zta). o:.(: 

i!X(b)-Xlc.lll.i. ~ lb-<ll ""'-'P \\x.'(l1·tlq + t:bJ\\: 
tc. lo,l] 

O <1.c¡ul val<r1!·ct'Ylcl"ll-c 

llXlbl-XLo)\1.2 s lb-e.) -ti'-'P 11x'u-lllz 
é Eo(o, o) 

Ob:.arv<.mo!> 9 uc ~¡ itl proc.rno l;¡ / X.'" { X'W: ~ Eo [a,b]J é ';a ([<>.b], lt} 

ll.!::i dcC:1r, .::.i !' lu<.ra un prOC.<t!oO l.;z. acotado <Ln+ot1<.c:. ~ 

~P llI'll:lll.1,::. l\'i'\\i,co ; f"°' l<i <j<-1.C ~lf.ndrlCirr.0$: 
te[O,b) 

Cuando tcritMO~ uri p•oc.cso ct:.roccbh'co de: :>c.!1ur.clo 01dcn c¡ue odmi h ri 

d<t1'llodc..~ lhE::/N) pcdc~o.s hacer Uf'\ d<:>o1rollo de Tct=i lor df:l proq1-

~o etlrcrc.lcdor d< U/"\ pu"'+o dado iET. \Jcarn0e.. 

P1t0Pos1c10N z.lf 1 
un p•OC.CI::>() ch. oc.51ut1dO orclqn lri-l) \l(CC.,, dlfll.r!Z'r>CIOb(~ «-" r ~ n 

ll<C.<~ 'n t E:- T . Entone r:::i : 

• 



P"'UE6~: Hcrarno:. lo 

n=O et~ la c.o"f/N.Jidod 

f'o.-o n:: l ~en croo.::.: 

p..u.« bo por 1rcluc..c l cf,., -=-obre n 

de X: . 

11 .tl bh) - X"~t-\ - hX'U·lJl:i. .:: ll Xltt~ - :lltl _ .&:' ( t.-l jj:i. ~O 

por la dcf ;nic:I¿.... ck do'ttran<.:c.,b¡li dad f'-lrrlual. 

Supon.som~ ahora 9'-1-e 4.1 rq:sultcdo <~ ,,.dlido para n-1 (!'.!> d<c.ir 

E&f< prcc.<r60 u:.f-oc.cb-1 i e.o 

e) ~lol -= X l!) 

¡¡) E .. c11+uu.,tic.blct ~ 

iitl i lol =O 
Si ha<.lrn05 ctl cambio 'I ~ z.' -fcncm~ ahora 

,.., .. (~l 

'7' th):. 'tlt+h) - 'i lL, 'i (!:) 
l.; JtOO \<., 

Por li1pcHc~i~ di 1/'lduc.c r~ 

l~z ~:~ i 112 ¡:;d 0 

Y 4.n C.01'\~G!c.UC!:t'lC:IO 

1.1(..0.,ca::,.el 

s .. o 11 w ( h) 11.l -;;::;et o) 

"º 



Por otro pait< : 

;¡ apJ¡cc.m= «I fq_orcrna del valor ~dto ·. 

11 '1.Ln\- 7,lclll.i ~ lhl .5Uf> U ?.' (U 111 = \hl :.up 11 ("'vJ tt.ll\4 t•lo,nl tL to,nl 

~ H·d \l("' ,..P i\\Nltlilz 
l t '°' "¡ 

!>up 1\ W ( t) \\1. 
~ t lo,nl 

Aplic:anc!o \Imita. v..i~nclo h_,O" 

Y c.on <cfo obran cz rno=- a.1 r c:::;u !todo. 

Paro ilui.1.ar ~+« il"npoth rc.:.ul~ado tr-abajcrrc,.,-.,O::, con ¡/ proc..c.:oo ""to· 
c.cl-..+;c.o del al<,.....,plo l.~ 

EJEMPl.D Z.Cf Sta X" T __,, l.z. lit.,~. e) dctinido f'°r 

Xlt-\ =- i 'fj twl f; Lt) la~ 'fj é L:i. l.11., ~.e) odtrn~ c..ada 
l•• 

Tom<mO:> 

X'lt) =- j~ ~j fj lt) 



No!-« rno:=:. Cf'-'1 

rcu•nc~ lo d t 

d..rb ido o la 

x'"1 ltl 

,g ... ~ ¡•} 
,c.. u. X ~ U:) 
""'' r. ~ 

" = ~ .... 
.. 

:: ~ ,,,,, 

"' = '2. 
j::• 

y 

.h. .. 
i<'. 

m 
~ 
j-:.1 

~j 

"" da t j' U:l 

..... ,,.¡ 
2 .., j tj ( t) 
j~I 

'f j º .. Íj 
l•l 

(!:) 
I'-! 

r\ :r::. ~· , .. ¡ Ltl z: .. ~ J ,...1 



CAPITULO TRES 

CALCULO INTEGRAL EN LOS PROCESOS 
ESTOCASTICOS DE SE6UNDO ORDEN 

T.-alc.ram~ l1f\ it:>t<Z c.apítulo <t.l dltulo ;n+c_sral d<. 'º"' p··o.:~oe. ~ 
f.c._sundo ordlln, VI pa1~1·c.ular lln c.l .sentido Ric.rnann j 5~¡t./fjll!>. 

i)fFIN\(\OÑ 3.1 Uno pa•fic.tÓ'"' dd inrt1va[o [o,\::,] t::. una co-

ltcci~ dt p.1n+a~ ~ ~. tL ... ,t.,.,,~~ C. la.b] fol qu.t n6/N ~ 
Q "lo ( l L <. • • <. l,,., <. ~" ::. b A\ c.onjun+o de pa•lic.ion<Z'!> d«. ta, b] lo 
dc.no+ot«~ (p lo, b]. 

DEFIN\(\OÑ !.2. '3tan x.· T_, L1(...C'l.,<;,f) un proc.(:-;,o a.!:ttocó.,.fao 

de. :.c..9unclo ordtn, C o,b) c. T j ~ ~ ••... , t.i~ 6 (i> La,b] . E.nronc.ae. lo 

!:.UC. tr:i. 16n da: :!:>YrnC.'!:> dcz. Riel.rnann de X. sebrt iz:l ln~i1valo ta,b) can 

Lo p01~ÍC.iQn \lo,· · ·, ln~ , f>On lo'!> a.lcimcz.nta:> dt. Lz. ( .n., a;°, f l 

Sn: i l~ .. -t~-.)X(tl<) . ...,, 

Obt.a:rl/C.!"nee c¡u.a. :s\ X. ~ c.u.Ci\'t-';qr prouz.::.o Li .su.c.a..da.. q.u: c.uQl't-'ier 

toUmo ck Rícz.mann ~ el.:. ~f\CJ ..-a11abla. alllatorro e.en :.c9undo rrwo· 

t'l'\4.1"\tO ~a "f-'-4 et'!> c.ornb1'na.c.idn J;n~al d<L Variobl<i~ Olca~Ofl°Q'!> e.en 

~C:!Jundo trtClrnitnto ~ e.ame> 1-.. l.IL, 'Í, f) e:. c.pc..c..io l/a.c.\-or1ol 1 ~ 

---- --- - - - - ~-3 --



proc.a.::ios Lz. . 

~Eflt..\lt\ON :?>. ~ Un proc.~o e:.tocd~l.·co d' sc_9undo ord<n 

x.·.¡_, Lt {...fl.,J",E) <~ P.icrnonn-intfyabl« 12n (o,bJC.í el para 

r~ la~ particiones ''~·t., ... I Cn~ € <'.Pta.b]. la :>U.C(blÓn de: :><.i-

mas d<. Ri(monn Sn cc:.1wcr311 <n lz. t:.to <=> i ::.i c¡.J:.tct S.. E. 

L1 l.n,,.-,.el -tal q..1-~ l\S,, - Sdll --tO ¡ a s.., l<t llol1"'>0rqmo~ la 

¡n-hgr al dt Ric.""ann df A c.n lo,b} j c,uibira~. 
b 

Sc:io = ¡x.u.ldt 

A la u:>l(C:C.idn d<l. proc.<t:::>e=- x:1~L.lil..~ • .el R:Vf'lonn-º1ntc_grabl~ 

a.n 1 0 C.. T lo dc.nohirc.m~ par if\ ( To, .L.¡, l. 

,flOf>O$\(.l0N 3.'l St.on .K.:i___,L:i.(.O.,~.E') un f'OC.<=>o l.2 

tal 91.1.ct X. é: @i \ to, b), L1 l {~o, .. · , l.n) é (f to, b] ::¡ 

Son= Í (t¡c, -t,..-1) l ü.._) lo ::.u.c.<:iiCÍn d<l. ..,.,,,..,.,c:.6 de ~i(mc:.("\I'\ co-

"°' 
rrC:o pond I «n \-( . 

S,.. ~ ~ao 
"""'°" 

Pl\\JE!>A: 

5u pon .9 c. l'Y'lCe> ::. r Xll:l dt 

" lo 

$..:>.::: \J\I~ = ~ X.LU dt. 

Da"'°s f. "70 ~ c.omo Sn .,~ Seo <V1tonc.c-::. ) 141 <:. IN fo( que .51 
~a 

")1 NJ. a.n.\-onc<~ 11 Sri - !:>.., U1 "-El¡ ~ odr.tnd.:. e.orno 511 ~ W"" ' 

O.lf>lt. N1. t 1N -\u 'l'-1-' .,¡ "'' N'I. .. ,..,tone.<" ti '=in - Wa. lll <. E.f2,. 

l-\C1C.itt11do N..: ,.,_¿.,' t-\, 1 r·hy hl"\((mo=- q..tc '"' n'l1 N 



arnbQ:, ,,.; tunc.iOriq,:. sq, don Pº' (o 'f-ll: 

Lo c¡u.t irlol,·c.a qu..cz. 

HSai-wCDllt.:: asm-Sr.-.sn-w,.,\\¡ 
~ \\ ~"- 5a> \\¡ ~ U !:in - 'l'loa \\z 
<. E.fa .. !/2 " t. 

l\~.., - woo\li ~O 
Pa.ro a.e.~a q~ una ouc.cz.:>IÓn c..one.ronh r' fo 'f-'·q J~=-'l'JcoU.t =o 

o<>•' c¡U-<4 .Sao - W co .-: O par to t<.1n+c 
b 

':>co .= Wt0 -=- lx.Lt:l dt 

ffl.0?0!.IC.ION ?i.S S~ X.,'f·í_,L._(.n.,~.e) el.o:. proc.c.=.,,Lz 

~olcz..,, cp(. X, '{ t. @.. l lo,b) 1 .L¡ ) _,,~un o( '.:! p rt:olcz.ó U'ltoroc<~• 

o\:K., ..., fa'/ e: ~ l l•.bl, Lz.) ':i adcmá,, 
b ¡, b 

t(..,:i:.,. ;6'/) dt = o< ~:&.Ltldl .;- fo ¡ '/Ll:') dt 

E-:.~a nropo,,,1c.,·o'~ H-'ob'- l l i·d d · t L d r •, .....,T <.<.C:< a il'\ta ' c.i d<. La 1n <1_s.ro ( R.ic;rnaN'I 

PRUEM" 
c~idcr ({...,.,~ ~to 1 Cl¡ • " 1 tn\ f; ó' to,b} ~ \~ .....,.c.(ciOnC> d< ~~ 

dt Ritrnonn 
n n 

Sn:. 2_Lb .. -l •. ,):!:lt. ... ) j w,.,.: 2. l t ... - t.__, ) 'i l c ... ) ..... 1(.:, 

h'lxHcoi~ 1.., lb l.1 Jb di:. par Sn ~ 
0 

Xltldc j '/\l ("\ -::;-;:, '/ w 
" o 

Ahora 1 por (a..,, propi 1Zdod1Z!> 

l a.n 1trncr-. q...Lt "' Sn i' ¡t. V\J n 

d4. le. c.c;rwt:rgtnc..la ctf'\ .L:i.l.n,-a:,.E) 

~:a o( (xt~\~t ~ /3 f 'fll·J clt 

Dol"ldt Le¡ :L<.C.Cl.olÓn diz :.umo..,, d1 R.;c;,,.,o.nn de .,,_;g: "t ¡!Y u.td dedo 

1>01" 



= E. [ Sr¡] 

Por otro lodo ·. 

1 E t s,., 1 - E l 5..o) ) = 1 E < s,, - s.o l l 

= \ S.11. ( Sn - Se ) J f \ 

lHili z.c.indo la d~i9u..aldod da. Cal.l!.h~ - S<.tiwcuz. obf<M~ 
E. l~n-$ooJ ~ {E I~.-.- s.,,,j.i. ~ 111 

= 11 :,,, - s.., 111 
Dt dol'dt. 1 El !>ni - E t ba>l 1 ~ 11 Sn - Sc:i l\z o::.( ql.l.1! 

Lu.11.30 : 

':l. E ls ... ) =

t.onc.lu!l~ndo: 

)El~l-E.\5.oJI ___,o n__,.., 

f. YY'l15 u .... ) l t ... - t .... ,) = .... 
E ( J: XLt:ldl:j 

s: mz Ltl dt = E [ f: X.U:ldt j . 

En ctl Cc.ip!tulo antctiOr' proban->of:. c¡u.q todo proc.ice.o a.::.+oc:d.:.tlco 

l.2 drfq,r<l.nciobll! tc.mb1·¿., e c..cnf•nuo. Va.r«rno:. Cf-4< ta conl.-nui· 

de.id 1rnpl 1 e.a 1nh3 .-o b; 1 i dad pare.. proc.~6 1..z. . 

Pl\OPO~I( ION 3.l' !'.i<l...O .X" [.o,b] -'I L2 t.n.,c¡¡:;', f) un proc.<:>O c:.to· 
ccl~t1c.o de. 61l._gundo otd<n conb-.uo !:l con .furir.1Ór! r(\_x =.o cm+on· 

c.«.~ X. ~ 1ntr__grablc · 

Pft\JEeA ~ 
lo hif>CÍ !-e::,,·~ Cfl.ll. <.!!otablqc.c la Clnu l oc. i Ón de LQ tun.ctóri medro 

et.fo acilo por c..orncdrdad .6abc:rno::> CfLC d<. tener U/'\ proc'L:>O 

c.on rn1: ~O ~ ha.c.CZ: une. trtt.=>lc..c.1Ó.-.. · 



Como a.l p'CC.<lbO ~!> ccnlinuo. ctnfonc.cz-:. ~ La hJnuén d< <ovariQnl..a 

tornb•Jn ~ <t~ . 

Tomqnnot. al-iora {a:.to¿t.l¿ •• '-.tn=-b\ una l"'ª,.\;c..,·6n da (a,b] 

~ c.o,.,.,;dtr<rnot> La ~._,c.qz,ian de .::o,.,-,a-:. da R.¡ ""ª"n 

Sn-:.. "f &:Lt .. )Lt11.-t,..,) 

;¡ \l~nll~ litnc: llm;~q u..U:lndo n ·\.c.rdt a ~j ctntonc.<::. X. <Z.'!> 

º1nh9robla . 
1 

11 Sn\\l = EL 5,;} 

= ELKx.u ... )lt .. -t.1<-•) - }; !.t~j\l.!>J-~) .. J] 

:: E [ i.. J~ X. l t") X l e>J) lt I< - t •.• ) ( !>J - !>)-•) j 

" " b r" =.f,., .J~ ~<s.¡,t._)lt.1t.-l1oo.)l!>j-!>.i-•l --i l )o.\<.x.l!>,tld.!odt. 

Por lo Cf-C "&'. '~ 1ol<.9roblt. 

Da. Lo onhrlor !!bhrno~ 9ut <ti rnav1miqnto f,ro...inlanO dt B '.IR,1" -l 

l._ l .n, ~. f) <t'!> 1nr<;¡.roblcz , p•-U.e. 6".lbQ:m~ q.u: q;~ uorr+1nuo. 

Ahora inhgrcrnes a La fun<1Ón dQ: covariani.a c.1uz.ado dcz. lci> proc1t.· 

~O'!> l. 2 inrQ:.sro bles . 

P l\OPOSICION l·@i ¡;¡ X..'/: (ci,b) _.,l..,, l..O..~. e) son~ 
proc.~~ a.6+oc.d!!:>tl<-CS dit :!><.9undo ord<.n ~ eid<md~ JZ:, '/ E. /R t l 01b] 1 Lt.) 

a.n~onc.u. Krv Lf>1tl La /,.intiÓr"I de. covariani.a CJU2.odo tt:. doblizmitirhz 

in~tt~roblt. &it_9~1'1 R.rctmonn ¡ UJn->pL·J.r.:lc6c.. 

~ rb [ Jb Jb J fa Jo. K..c. ... l6.\:.} ds. dt = <.OIJ o K l:.lh , o'/ L~) clt . 

Pf\UE6A~ 



b 
~., --; Sa:i : l 'W: l d t 

Srn,n -:: e.o V [ Wm. Sn] 

hcc.ho dq: q<U: La covarionZ.Ci ([~ comil"'l-IC 11.n cada ctn-1rrach 

t Lb Knl:1o,t-)di,dt. .:: c.ov[~~ Wm, .,L'_'.!'.,. $n] 

::cov( j:XL"<>)J~, labYU-ldl:J • 

Lo clif4r(l'\C.IQc.iÓn d«. proc.«t>O!> L.z. ~ lo 1ntcr.3rac.1Ón d<. lo~ rn16m0& 

~<. rdacionan c:Ot"nO op1trac.io<1C!.~ irwrzr50.!> <tJ'\ Cl<.•+o ,..,..,c:do; ol 

i,gu.ol qLLe a:n las func.ronll:. rtalq;:s ht:.1~ un pc¡r d<. rc.,,ulfados 

<.n dond< E.a: ~hbla:c.a: (;i v{nc.ulo <n+rrz lo in+f3r<l{.I~ .!:! lo 

.lihn:rac.loc.iÓn • 



t)EFIÑICION ?;i,q foro un proc.cz.=,o a'..!>toc&J;co de ""'..9unc<o 01dcn 

in\c9rab[(. :s< dd;"c otro proc..t::oo ~+oc.ó~+rco llo,.-,oclo al proc.~ 

1nt-c.gral 1 d4. lo ::ii9ui4.nft mQf\CrO : 

~¡ X C> in+q;¡rol <l.n (o,b) cu1tonc45 
' Ylt) .:: la X hld5 e, el 

p•oc.a:::io ·,..,t<.9ral d<Z X, tL[a,b). 

Pl\OPO~\C.ION ~.lO ~t.o X: ta1b] ~ L1 l.!1.1 e;, i) Lon 

X é. ~ l to,b) , \...J.), d(Ln•m~ q.\ pro(.C.0 dt ~<surdo ()(den '/ ¡:x=t" 

'1 ll:l.:. J: X. L:.\ el~ té. (o,b} ¡¡;\ prOC.C.::.O 1ntcg..-al de. X. 

<.ntanc.a:t. '{'L t) = X li:) • 

lo intc9rol d< un proc.ce:so, r<uJpczrom~ ~t<r.. 

\1 c.c.mo~ qu cr 

-lO 
"~º 

~upon90~ :.tn púdrda de ~4n4.rQlidad 90a: m~ =o , rtn+onc.<5 
1 

\l 'ili:-th~- 't'ltl - X Ltl JI, :. 

10 



Por ti fcorcma dtl valor m<ldro para inh.srolcs O.:.ct.9uram~ la G<;s+cnc;o 

d et t ~ ~ 1 s ~ + h \ c, I 9u ( 
~·11 Ji Kit lt.,u)d:; :. h K& (Sj'¡ 'u) 

t.-th 
:: ..L J Kg lfi., uldu - 2.Kx CY1,t-l -tvo,.(Xlrl] 

h t 

t+fi 
Ada..md~ ct1<i~tL 1: ~ ~1t:: tth hl C(-Jl JI: Kz:l?1 1 uld1.1:. k.it(11 1 ~i.) 

2. 
11~ll:+~~-y(t) _ Xlt)J)

1 
- K;gU.L,ti.)-zK:s. lf.L 1 tl-t \Jar[l.lt-l] 

El prÓ1<.i-mo rc~ultodo ~ drcc e;-'-~ pa:>o o.,i.af'ldo ptlm(rO d<dVOll"IO:S 

un proc.c:.o l.2 ~ lu(jO lo jnt<_gramo.:>. 

flP.OPOS\CION 3. U $; X: to,b) -'I L,. (.n., $', f) (.~ un pro e c:.o 

de. :>C,91.&ndo ordtn <Ln )) ( [o, b] 1 .Li. J f.('I +onc et":> 

t 
J0 g'(~l d~ = X.Lt:)-:&lo) 

H 



PAUESA~ \J4.r«rno<:. qu~ la ~c.<roi6n de _.._....,a:, dct l<ic.rnonn qua: 
CO•WH.9Q. a ~t.'ltl<:l~ tomb;J,, corwcr.sq_ o Xltl-:Xla). Tomcrno::. 

l :.o,!>¡¡ ... I S.n~ ~ (fe a,/:] '.:í IJ<l.róLc¡u.<m~ c¡u.ct 

11 ~. z' t!:>1<-ll!i,._- $,._.,) - [Zlt) - Xlal1 \\: -;:::;;; O 

1\ i tt~ .. ll :. .. - ::. ... ,) - ( t ltl- KlolJI[~ ::. .... 

·[xttl -xtol1\ i' E{ [XUl-Xtal] 2 ~ 

-:: f. i l::. .. - ~ ..... )c~.i-$i-·l E.l1.'tf> .. l X'<.!>Jl)- Z. t l!>11.-~11. ... lE[K.1 L~.l'&U:)] + 
.... , l ª' te.•• 

!le l'llU'IO ~pon_gamo~ Cf·'-'l. f11¡:-::: 0 

de no !:><f 0.:> ( e.en una +r-a~lac.r&i 

t.9u i v al <n bz. 1 d «. ~\-e "'od o : 

~in p~td<r 3c.naral iciod ¡ puc 

lle.somo!> a una .!!.;h.-1.a.cid-> 

n 
-t Z 3: ('!:>.,. ·S\.-1) Kz·x (::.,,a) -t 'l::.:. lUl - ¿ ~ lo,t-) -r K.r,: la.a). 



CC1ltulC1.mC!> ahora la'i> .furHiOn(~ diz mullo j c.ovor!on2.o dd proc.c::,o 

inrc3r al. 

PROPOSICION ?.. U. 
a.~toc.á:.i;co de ::.c.su"do orcl<r'I U11oncts oz:I prcc.e>o 

Yal= _txluldu tt:(o,b) 1rU'lq fumion~~ 
ky l-:i,t) = J; ¡; K.x lu,v) d"cl" 

PRUEBA~ l-ICic.iitndc c.óltulos ll~9amos tac.1\m<nrc a la!> d= l.9uol-

dodc.~ da: orrlbo, pdm<rO c<>lc.uLortr.'lC.:l lo ~unctÓl"'J de: mc:dt<I: 

myltl.:: E['fül1 

=Ef1x<u)du] 

t = J
0 

E. (& lul] du 

t :: J
0 

rnxlu)du 

Luc50 la func.rÓti de ccvorlanz.a" 

Ky!s,t) = c.ov('H~l,'{ll)] 

:: ec11[f:itu\du, J:XMdvJ 
t. J~ :::: la 

0 
cov (Zlul, x.tv>J cl1.1dv 

l !> 

=. fe.. Jo KE l u, 'I) clu d V 

Entoric.q,~ si l .z~ 1nh9roblc tc:.mbi~n S<rcin 1n+t_sroblczs mx ~ K.x, 
ahora probarlt rnos ,z.I rc .. uHoclo rcc.i'proc.o. 

PROPOSlClOfll J.13 ~¡ X ; (o,b) ~ l,. ( J'l., ~. t) a.:. un ¡>•OW!oO <r:,fQ • 

e Ó.•~rc.o de ~c:.sundo ord<rn .i e. I ode mcf:i. J: rl'IJ. l-.ldu ' 

J: J: Ki. luiv) <><ISt<f'l , ctnfOl'\C<f> ~E:<!\ l tG,b] 1 lt}. 



dcz.bcrno:. probar ~u 

it:. pc..c.; o de e,.,.f"'aCh 

dt: Rif.fnQnl"l corr<=iponclt qnta 

5 ::. J?. j.ll .. \lh-t ..... ) n ,fs, 

conva.r31tnc ia <z:n ~ (.(1., "íi, i) q_\ c.uc.il q:. 

( l'I01rnodo j c.ornptdo), Pº' lo <¡<-tt fcda 

un 

::>U.CC· 

e.idn dcz: Co<kch~ corwcrgcz j 4000 _,,uc.c.:>;Ón c01"1'/C'..9'!'.ntt: e:. dq Caouch;¡· 

paro 

Cauch ~ 

.si 

q.,.¡.o pruqba ver ~ lo .:iuc.c.=-iÓri dt .!>'-jmQ.., d<Z Ri<t,.,-or.ri 

~ ~·' t.><.i:!>-\.1.-á un qlq,.,.,cmo Seo c.omo llrnatc. 

= E' ( $,..;, -Sn) ~ var ( 5..,-s..,) 

Nc.cct!!>itotno:i probar ~e 
b 

~abllmo:. qull { "'' U:ldt. 

b n 
r
0 

Et XLt1) d~ ::. lim L ElIU.-.l) lt,..-t. ... ,) 
J1 l "e400 r.2l 

-ltrl'"I i:(Sn). 
- l"\-1<Xl ... 

Por la c.ornpldcz. d1Z iR. La ~c.c.iÓn E(~,..} ctt> de Cauc.hy. D<z: 

a,-.,1:.« modo 

l;i lombr~" 
E: { ~ ..... - ~n l I ~ .,.;;;;:;;;; O 

E.\ c!ro t-lrm1no 11.~ vo.r(~,...-!:.nl pero 

vor {S....-Sn) = vor {>.l + vor (!:in) - 2. Ul'I (~"'' Sn} 

\Ita~ e.oda ttrrr..,nO : 

vor (Srn) = vor [ i Xll:"') lt._- t ... ,l] 



al~o+or1o J~ e.2
lt) dt 

La ml!llto <te.: 

:: §_J. 
L 

La \lar!aff2.0 <tb
0

• 1 1 

'/Or l ~~ e,llt)dt] = t[ J0 e
2 lt)Jt lo ei

1
(:i)d'i> 1 - (fq 

4 

::·¡;[ J~ J
0

1 

B.2l!>l e,iltldt.dt] - a~ 

:: l r E ( B2 l~l B2 (tl] J~ dt. - cr~ 
' o 4 

Por o~ra pa•t< 

E.[ B.2L~l B2 ltl)::. Ke,l bit:) + <ril~t 

:: z. [ G"l m:n ~ ~.t~}2 -t- c:r'I !:>t 

ton:.ic:l4rlmo~ la ttg.ura c¡UL oparHe'. a:n lei ~i_suicota' p&_stnQ. 



!> t J = E ( J. P;lu)du L &l"l dV 

t. t ::.f. J E.[~lu)6l'1)1J"du 
• o 

~ Jt 
-::. (l"l J. 

0 
"''" ~u."\ d'I du 

Supcnc;¡o~ 9ucz. ~!:.t , 4.l otro e.a~ CZ.":> totc.l""(.ntt: ~imtlriCO. 

tonb<d<.r < mo~ la t ;guro 

" Ob~t•VC:ll'\ÜO 9'-1" ctn la ;·~9iü~-, e.cm~ 

b r toda rn.'n ~ u, " ~ = U 

"'litnlrai. qu¡z «.n la pa•tt .:.In 

~,...,bro rnln~"•"l"" 
Por lo qu..q 

' t KK (-:.,1::):::. (fl.t J.,,..1n j"'"~ d,..c:lu 

t $ 14 

:: a-l f J.... u Jvdu + a- 1 J. J. v d'idu 

= cr 1 J: ltu. -u1 ld1.1 + ~2 j: u1 du 



i. 
El p;·oc.«:eo !lt-)=-loe>t:i)d!. <t~ (:ic.¡u:,~iono c.on tvnco'on(~ 
mr. ~ K:g cladato <tn a:l ctjunplo an+<trlOr, f<l'ª -fundorncnl::a,. 

c..t>ta dlrmcu.ro'..-. uLli<.Orq.......o~ a:I So'_91Ji<l"ll=< lema. 

LE l'"'\A 3.l't :i i 'fn e:. ...ina ~uc.ci::::>; ón de vade.ble!> ol<tafotía..:. 
..!.L. ,6 

c.on clctni:>;dad r>0rmal ~ 'fn "~ <f (.11!onc.<!:l T -lit:n( d<rt<>idcxl 

nor n"\Q l . 

P IHJE BA: 
qu.oi: ~ tunuÓn c.an:i.c:+cd.stic.a ti:~ 

• 1 1,,.l 

4)1.f tu) = e•U}< -2U" 

clo"dcz 

'::! o-l.:: "ª' [ l/J. 
~omo e.oda fiCIJ..155 J ana 

• .L i,,. ¡ 4>.,,.. lu) = e•U}ln - :l. U •n 

c.on )-4n:. E [ '/"] 

\J 4<i f icor« mos 9'-1-lt 

¡t) Vor [ l/n] -;;:::;;;: \Jor [ <f] 

De c.:.~ mani;ra 

t:) ~ab<~ La 

En\-aneu, c.omo 

obtczfl(.mol!> 9u.r: ~ ~ c:iau.$.Sfano. 

d.coi_g u.aldad 

o ~ 1 E ( lln - 'I ) l ~ 11 'In - )O ll 4 

11 'l .... - lf u). ~ o 
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Por lo '(-Lq 

l ~.,."lu)-~.,tu)I:: ( Ete'u"") - Ele;u'f)I 

-=. \ E: [ e•v<I,. - e•IJ'I] 1 

~ E 1 e•u'ln - e~ll'#I -:. 

= E \ 1 2 [ l - Co:. u \ - 1/ ll I Yl. } 

= fi E. l \ L- C05u ( lf" -l/JIY.t] 

E.:. c.onocido la dcc:_guaklad : C O!> X. )¡ 1 - ;ic.l 
l. 

A~i' 

luc.30 

Pof lo 

.l - Co~u ( 1./,...- 'f) ~ 4
1 

( l/n -1../}
1 

z. 

1 1 '/2 
1-cos ttl "tn-"ll ~ 

e1 

~ E [ 1 u 1 l l/n - l/ J 1 
= \ul E[ ll/n -'fl) 
.$ lul u lfn -tfl/,.. n~o 



A-hora 'l«:.amO!'> epi f.u.c.«dc CDn la clr!:.41;.b<.Ic.iÓn de !a ,¡¡tc~r<Jl 
el«. un proc.<.::.O ~toc.d~+rco Eiau!>.:!>;ono. 

P~O POS\ c•o,.S 
proc..~::.o t!'>toc.ó:::.ttco (¡Q:.1:.::.rano «n+onu~ la "ª'iob~ ol!q1or!Q 

~ [ l-1: ldl 41 ci.n(. J1::dri bu.c.rór1 normal. 

to1b] , ce.ido úno d.«. lot. 1.Lariablc~ ol«.a\-oria'!:> Xlt.) c.on 1(.:1, .. .,n 

!::> n!Yrncl. Lo ,....,!'>tnO tt,.,-t., ... )Xlt,._) :¡ la ~vfl"'O 

ol apllcor a.I bzma 

iro~jo.r<1:~ a~ 

f unc:io~ no olllatori'o 

C.Otl lC1 1nl-a9ral da. Stia.l!lQ.:. d< una 

c.on r a:~p ~c.f-o a ul"'I proc.~o ci:stoc.d'5\ tco 4. 

DE f \N lC \OÑ ~. \~ .Sc.an r: 1 ~\~ UnCI func:ldn cual9uicrro 

~ ¡,: r ~ L"2. c.(\.,~. el uf'\ p<OC..<~0 ~toca1.:düo de .S<jundo 01dui, 

c..on!!>idtr(N'\Q"::> ~a.:l::o.:t,.:. ·· <.t11=b~ una pc11~:c.tó-i dc.l 1ri+cnQ· 

lo (a, b) t;,, T ; a.A1onc e:. \a ;1u.c.co i Ón d< surn= de Sr; elt_j12::. 

dct f c:Ot'I r c=.p <e c. +10 a X. ci.~ 

Sn U,¡)= 'i_ {t~ic.l\.i.l~ .. 1-&.ll .. -1l) 

E~-+On'\Cl<t> (f\ toMtc.lonc:. dq 

lidod «.n dende i11rc1 vi «n<n 

llC..:'1 

dd:nr'r (\ afro lrpo dt: ,ntc.g_rabi

(o:. pr<ic«~o:. d~ !>Cjunclo ordtf11 

P.1.. 



lo 111tc9rúcidf'\ dq: 5\;cl~jC!:> d~ uno ?unciÓn no al!a+o1ra e.en 

rct:.pccJO C.. un p•OC.C.:.0 l:>.1 d1'rCmCb lll"'\ fa! CCL!>O c:¡<-l<l d<c.hQ 

fu11c..iÓn c.-::. Sf1<1.lljc.::.-·1nh51robl( <!.Of1 rt::>pcdo al proc.ct.::.o L 2 • 

[)EFlNlC.ION 3.n $¡ t .'.:!X =,., <..OtrlO 1{(1 lo ddil)iC.i&-, 

3. llo 5fl clic.4: Cf-L<l. f cz:::i 1nlcz3roblc c.on r~pcc.f-n o X ""' lo 
.suc..c~;oh de =-u/Y"\a.-:, de 5ti.x.lljrt~ di{ f c.on rc::ipcdo c:i !. V1 

[O 1 b} , Sn ( f 1 X ) COf'l'/q_rjtZ a:f"\ li O Seo 1 ~1-o e=- ..,; ·. 

\\ i Ht .. 1 L&lt .. )- xtt.__,)) - Seo \\
1 
~o 

En 1d co:O de 01riba ~uibi~: 

un <tllll"n~"~º d< l.,,(..ct,'il,f?). 

~ =- ( Ht l d.&. 

Dlro c.art:1dcz,;z.uciÓn rrnpc1tadiz dz !o:. p<oc.a:~~ <l5h>cc:l:.L'co~ 

dcz. ~sunJc ord<tn q1.1.c S< rclac.ioria con (a ,nfe51retc.1ón de 

~.\tcz:ltj e=- cz::. .su "ª'ro.e.;&- ctn ._.,, in+cr11aLo. 

DeF\N\C.lON 3.1& Ün proc.c~o 

et~ de. "º' i oc:"iÓrl c.c.o+odo cr.n (.o 1 b] f.. T 

~a=eo.:. t1' · ·· .:.b,., =b~ .sa. li<.nc qui!: 

a::.toco'."<:>tic..o X: T ~ L.,.l..n.,~ ~) 

::.i P"''º c.ado pcl•-lic.idn 

~ la va,,·o.c.•·¿,.., !-otal dt X U'\ (o, b] ct:S 

Dct "'IT">(Zdiato oorcrro:. una c.oncJ1ción i;u~ic.icn+c peira q.tc. un 

p•oc.a:.e.o k di f< rcnClablc ~C!.'º de "'ariac.i&-1 ocotcd:i. 
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PROPOS\C.ION ~.\C\ ~a X ."[a,b] ---i L2 l..O..,~,.E') 
a.-\-oc.Ó!:>t-ic.o dltcrcnciabl< fol q..t.t Z:' 6- (2, ( to,b) 1 h) 

X. a:.:3 de ~ori'o.c./cfr, ac.otac\c. q:(") C o, b}. 

di!. [a, b] , e.orna 1. 4:":> difcrrtnc ,·ablcz ~ c.umpl<. ~I iTorcl'T"C ~! 

YQ\or '""qd;o, por lo e¡u< 

" ~ l\ K { h.l - X U· ... , l \) :i. ~ i lL..- t. ... ,) 1\ X'll.1,co .._.:. 

-= lb-o) ll X 'llJ,c:o 4 o:i 

b~ clo"dc X. e::, dt: varlcu.,·c:Y-. at.0tada C:f'\ (q,bJ · 

DI-ro rlllo.ud() 1mporl-anhz 11."trc ~cr d<t. va1ietdo'n <.ic.ofoda ~ c~f.ar 
11,1"1 ~ l T, l.~ ) et.~ '. 

PROPO~IC:lON "?..tO !:)¡ X <t::. de variatic:i'r- oco-foda «n la,b] 
b 

M.: l/o l&) <t()+Ollc:.~~ X E: 'E> ( (a,b] 1 l~) · 

11 Z: ll:i.,co = ~up ~ U XW 11.i) J. c:o 
t ero,bJ 

1-.·c.roh 

o:::. ll X: l!:)- X La) 11.i -t \1 Xlb) -Xlt) 11.:i ~ M 

IJ '2.U:) -:X.lo) 11.:i. ~ M 

\ ll'Sl:lblll.i - ll Xlo)ll.'I. \ ~ M 

8'i 



j E. ( Sn l {,X)} - E t ~co) \ ::.. \ E [ Snl f , ~ l - ~] \ 

!So E) Sri U, X)- s.o\ 
~ \\So (f, K )- ::xollz. 

tomo ll Sf'\lL X.)-~Ul. ,.._;;}o ctr1tonC.<~ 

qu.Ji: uirw«r9q ci c..11,ro c.u.c.ndo f\ \.ral'ld< o int;nifu · 

Por lo 'f-'-l 

Job f t l:J d m .. U· J [ 1 b .( t tl d,;. l 
• l)<.i5t<z: !:/ <=> r9u.al a E Jo "" • 

Utliwf'\do una h.Jnc.;ck. c.on~.'l"\U.C. :::1 cr .. h ;d-c..,.....qnN- c..rcc:ilf'ltt c..omo 

'' putt()~c" sq pUlldt: e>btc'n cr une. rcddu11cidn dq, la intc3rol de 

S\-fczlti«..6 ; lo ~.·3urcdot propoo:c..1&; lo ~+c.b(q;c.c.. 

PROPOSiCION !.2.t ~¡ f (:. 5trtrl~jir:5-Ínttgroblc cor. rc:::.-

pizd-o al proc.e;.:.o .u.foc.ó~+ic.o X:.: (CJ1bJ --'1 .L:i. l.O.,~,.P) / 3 

funt.ich real 1 c.on.¡.lnUCI CZ$tt1da.-nttl'ltc c.rccictt'lU rol ~ g(c..):Q 

!i _g ld) = b ; hoc..tmo:. h = f•.9 j 'I = Xº:¡ : 

[e, d 1 ---'I L1 ( .n., 't, E) «.ntonc.C:> h ~ 5\ ¡ ( ltjc:. -inh.srabl4 con 

rcopczc.to al p•oc.u:.o czt•+oc~~:c.o Y ;1 

J>t!:-) clX =. Íchtl-\ d'f 

Pf\\JE&A! \Jc.r<rno~ c¡u.<. la::. .swctZ:.:1/0n~~ de .so.una-::. de 

-S.+icHJCl:> 501'1 c..9'41"ol11:ni-rs en OMbo:. ~= ~ pcr lo -tanto 
~cnclrÓ" e.I mi:!>rnO l.'rn1tc. Seo ~c-::.h:>J.b4···"-k.=J\ 
pc.i141c.ioh dt: te d] , lo :5<-lc.'3iÓn de ~rna;. dcr 51rc:lt..Jc:::. 



d~ h c.oi"\ re:. p.:c.to o '{ e 

:: i (fo9)lh.)liX•.f)t~,..) -(~oj)lt,. ... l} 
¡..;¡ 

~ f(g_U~li[X.!gtt.\) -X(9lc .. -1ll] 
""'' 

= 

Por .9 con.¡1nua 

g.inol obhn~n-.ci~ 

l)( donde 4\ kmar f ,'mih tn 12 obt-cntf')'>O:::. lo i:suoldod 

b d J
0 

f e Hr& = l h t t l d ~ 

PQro <.l c.dlc.ulo d« -.n+c_grolc~ de. 5-littltj«::. «.~ rnu~ tr'l.~uc."f"l· 
b«. 1tl u.J:>C d< una fdrmu!o c.onocido l.On"lO ''la tdrmulo d~ 

in+c9rac.iefn pcr f"l'-l-c::. 
4 

• E.ri f¿I c:.~o d.~ uno tunc:toh con 

r eap«.do a un proc:.<l~ a.focc:I:!> l-;co de S«.9unolo 01dqri c;+.q 
rc::.wltado .farnbi~,., trc11~ ~ho irnporh:incla. 

\Jtr(~ la prT:!pc-;c.icfri ip.r. o.+oblttcc la tdrl"r(Jlo ~ d~-p.u;-;. 
un ~<m¡Plo· 

&l 



por lo 9u.~ probar<rno5 

n n 

~ x.U .. \ ( f <t..l - f U1<.+• l) -to Hb)Xlbl -f(a):K lQ) 1" &. f' [t .. )XL~.lLf.1-- ti.-•) 

tonvtr .94.. iz.n li. a f (b) X<.b) - +(a)! La) c.uafldo n 1i(.J')CIC o ¡rif¡ -

ni +o . O "'t"i 'ialttl)nrrvt.nr« 

" J " 1 Jo &:lti.l(fti1-\-f{t .. 1.) -t ~ .fth)X.lli.llt¡..-t.._.,) .::: 

-:: 1 Xlh.) { .f'tl:1-Ht..-i ..... ) -(f \t .. .-)-Hl:..)]l 

danda h ~ 'f ... !:- hH 
ponl fum:Of'I(:;, r ( ol c,s. . 

Pro bar a.....-.=. <t-1-il. 

11 i .Xlhl(t'lb .. )lh:-t,._.,) -f'(?i<)ll.,. •• -1:. .. i}J( ~o 
\'-='O J n->oO 

llio&tl .. ) U1<ti..llti..-l .. -1)-.f
1
{r.,}tti..-+•-l ... l]\\: = 

:: E 1 i .i. X.lh).Xlt.¡)[.f'ti,.)(lt,_-l._ .. )-f 1(1 .. )U..,-l.)][.r1l~ll:.rsJ .. l-f'lej)l~.,-:.j)Jt 't i..-o ~=o 

i i f'(~;) .f'<l:ir.) ks.l!>jd._){SJ-~j-1){ 1:.i.-tH)i" 
.....,:r= " 

,.., ,.., 
-1' ~ ~ f'(9j) f

1

{fi..Hs:.,.,-sJ)(~~,- 1 ck) K.- l'l:.: ,tic.) 
l¡,&O ;¡::o ~ ·- ... 



... " 
- ~o ~o f'(~j)f'ly,) K.si:C::.j,~,_)(sj-5j·•lll~.-t .. \ -

- ~o & f'(8j) f'll:1.) kg bj,\:.,)('2>jt1-Sj)l!:-1o.-t.,....,) 

_,, b 

- Z. .f'lf ... )Lt...,-t._) L .f'l~I 't<.z c..,,,,t)Js 
l&.=0 

i f 1 ll,1j)[~j,.-'=>j) t f'tt) K& l!>j,,dclt. 
J=O O 

º b lb I b = 1 J .f'(.,\f'll-l Kz. l.,,t;)Jsclt -t- .f'(:,H'U) kz l::.,t) d!>~t -
Jo 0 4 o 

I:> d:J b "" -J f'(!>) 2. f' ¡1 .. ) K.zl!>.t~)l~ .. ~,-t .. ld!o - r niJ?rteJlk.t=-_¡,tll"'°J"·~)olt-
º -.-o Jo J;0 

J.
b !> 

0 
fU·l el&. -t t f'll:lXll:)JI: = f(blilbl - floll.Lc.). 

Dor4mo~ alguno:. .tjcr.N">plo~ dtl r<i:....14-ado onhz.,ror ~ opr<dCJrl!IY'CO> 

.,,u 'IT\f'O' !x\nc. I Q • 

EJEMPLO 3.:a eº""";dctrqrt'IOO <ti rrc>'vimictf'l+o E:>roWnionO 

{ i:,u-) " t>, o~ 
b 

Jo e d B 

"10 



J: e dl!l ::- e B<.b) - e &ta~ - j: te l' ~(!·) d !: 

b J: e cto 

t 
Xlt:) =- j u d B 

o 

lú~Q hinc.1Ón ck c.ovarianz.a colwlamo~ <Ll"I 6'1:,9'-'i.!::;. 

K'it l" • t l "" c.Q v ( 7 l.,. l , il t J] 
Ptro p1irnq;rO ~c.oritrar<trno::> 1t....prc•;Oli<t'> para .& Ll:) .i XL:.) 

t. 

Xltl=tudB = tP.ilt) - J\,¡uldu 
o 

r. 
X.Lt):.I.VdB o 

::,e,1 .. 1-f eic"ldv 

por lo q<-tt 

4'1/ (X. l-.l, XLt-l) "" E( U-:>) Xl tl] 

:::: E.[(t.Mt-l-J0l:~tulclu)\~ei1 .. ) -fe:itvld.v)j 

~ 5 t :. 
:: ~!: K"L•,n"' J. t Ke, lv,ulcl"clu - s So K¡, l:.,uldu -t J K.6 lv,t) d'I 

o 

{ 5 

-:::. <l"')5t rn(n ~ :.,q -t' cr~ J J ,....,,., ~u·"\ clv du 
o o 

!t 

- t IT" t tr.ln ~"·t~ol" 

!:! d~arro llcuido ob·hrnctrnos 



--¡Q 
h-tO 

--..,,o 
h-.,o 

= ftt)X.1
lt) 1" f'LtlXLtl. 

¡, 
::: f(b)'&,lb)- {let)Z,ta) - J.,{'U:JXL\:lclt. 

fu~o ~( b 
J:Huc1x ""ftb)Z.tbl-ftú)Xtc.) -L f'ltl:i:ttlclt 

ba..,,to t.Ofl <1.~t-oblq C<tr 

b 
_L t fltl&'ttl -t-f'lt-lXltl] dl =- f{b)X(b) - f(o.)l'la) 

f( l:l'~'Lt-l -t ·f'U}&ltl .:: l fll:lXlt)}
1

, 

a.ritonc.tt~ b ¡, 
,t:Ut~)ilt) -t f'ltl-ZLtl]dt .=. L l fltl.&ltl]'dl: 

Y por al +corctna fundorn<rrtcil d11L c.dlc:ulo obhzfl(~ 
I> 

J.. f f( tl Xlt-l] 1clt .=. f(b\'&lb \ - f(o.) X.Lo.) 



U11<1 opliCll.ciÓn .Jq: lo f"OfO!>itiOrfl c¡u.t rccl(r. probo.,,o:. ~ de 

lo"> p«X.c.:>o:>. c.:>.+oc.cí.:dico de .!S<ljurdo Oldfl"'I d~ va1,·o.c1dn aco-

t-ado, ~.' e.orno de la doblq '"f-t3rodch de ~iv-nor.t> -5\relljcz!> 
de fun<.1 onc:s rllQlC!> C.Of\ •<~f<cro ci Ul'lC. furic.;dn dq do:. vori'Q-

blc~ <Q()iinuo ~ la '{-'-~ ~c.ril:>irro.s abajo. 

'PROPOS\C\ON et:> U(l pr0 • 

<.1.:.0 c::,~ocó~hc.o ck: E>cgUJ".do orcl(n ck \iad~16,.., Úl..O{<da, 

~:(a,b)--"'~ .':! ~t~,u\ .:oon c.01'.\1~ j <><-i~+cn 

Entone.e~ a.l 

para c.u.c.lc¡uitr 

No ~( mee. Cf-'-

pi cc.cz:.o 

f; \l 'fU .. \ -Ylt ... -,)\\
2 

L. oo 

pa1hc.1&l <k [a,b] . 

1 r¡(
0 J-

I "º' io.c.l()t"I 

s...: :;5,.;..tf.~);:. .~ f lrj\lX.lrj)-Z.lrJ-1)} ""~ r· ft'rl ol&. 
J=I t.~ 

'{ 

ac.of.odq. 



f't10 tamb:<'n \o q:, 

(~1 (~,~ l~) f (r) d ~ l=i1r) :: 

- c.i. 
- k. E~ [ifü) -x lb. ..• )]2~ 

4 
\ \ X. U ... ~ - X l l.._., l l\: 

D 4: c.-h: <nodo 

ll'flbr.) -'Ht1--1)!11 = cl(.\\lU:1o)-XU •. ,l\\l 

~ C. 11 X lt"") - 'X l t.1o1-i) 1\i 

n 

:i \\ 'I u ... ) -'/ ( l1t.-•) 11.1 ...... 
" ~ e""~ \\XLe ... l-ZLt. ••• )\L ¿_ oo 

PC>r tanto V rou l+o dt: V'Qt i o.<. io'n oc.o+oda, d« nc.te'iO +rabQ_jorr'O~ 
ten lCl A'-ip:>:i.1'C:.I~ l"n.& .:::; 0 . 



Far Jlt1mo \l<Lt<rne.::. c..drno .:.e: p<-Ufdi. dditíir ur')C. 1nfc:3ro! dí. /{r)'Co 

dct W"IQ ~nc.t<>h C..Of'"I rc,.r<rdo a un proc(.::,O ~f-occ(:!>f1co de -..sun· 

tlo ord<n. 

R.qc..o1diimc:::. c¡.J-! (.!) i~' !!:>et ~ dd ;nof" un cwvo CLJrrl:J unq fun· 
c. ;oY.. .!': (c.,i.:.] __, 1f'..n, (::.+-o c., di tU = ( Y-, Lt l, . . . , ~nl t)) .!d .:si 

F L.=. uno fu"'-idn ccntifluo de IR." (n 1~(, ta. 1n+r3rul dq t,'nai 

d« F Q lo larp ~ 11 ~ dcfrn~ c.dr"O 

IJ 

JJIF =- tF[d'tt>]·i"'ltJdl: 

Jl'{t-) .: ( x.: tt) ¡ ~lf:) J • • • 1 X,.: te)) 
• " 1. L .orl ~ ..,t_9f\;Tit.CJ <11 produ.C..•O 11'\tcrror en '"-

E~ ''""porf.ontt hc..c.¡¡r f"\ol-ar c¡i..i.( tR" <.=- ur'\ <.:ipOLíOdct l-l¡lb<i1l 
l Co""plq to con proclu..c.to 1n+c1 iOt ) · 

~( ~c.cb!Z' 
hori e:.ido 

¡.j¡!b«.1t 

c¡u<Z ql_gun= prcprcdodir.::i .,Jq fa:. P'ºc.a.:1~ oh:>c.&.,+rco~ 

ct!:ol"udlCJda:. por c.on~ id ero 1 los wrva.~ (.f'l un ~f= ~o dq 

e.oda l-c: [ Cq b] 

h l..O..,'ái',.P) 
t<.nc.mos un <km rnfo del c..:.peu. TO d< 

u..~o ptoduc.to trtttr ror otd dodo pO' 

Pod<rnO~ ohr:>ro dar uro dcf lntciÓn de 1n+-c3ral dt ll~c. parQ 

proc...c;.:,c-:. u.+ocd.!:o-h e.o~ de .5c_guricb 01dcn . 

l)EFI flllCION 3.l" Sc:Qn X.·. co,b) __, L~ t..n, ca;', .P) un t"°c.e:io 

c.~r.tu.o dit<r<nc.IQ bl< ~ F: L. t..a., ~ . .E') ---\ Lz L..C1.,c¡;',.f) 



a.nrOl\C.C:. &! d!Ln! lú 1nh;¡ral d: 1,n.:c de f a lo lar_go d~ X o 

c...ori r c.:. pee.ro o lo c.ur va X e.orno 

b = 1: E { FCzml ~·w\ clt. 

ÜbT>tZr\/O.mo::. ciu.a: la ~pcranza E.[F(~ZlU)X 1 U:J] :srampr~ 
c:1•.i::.h puc~ pot la ~r_gu.c.ldad dq l'oud1~ - Sc.tv..vorz. 

1 E(f lXltllX 1lrl] 1 ~ \\ F(Xttll\11 \\X 1ltlli ¿co 

Por l oho lodo le. i-htr0<.rÓn <nirc Qpctroriz.a 

P' q ~ po.o.;blc cnbrdo c.. 'f-1~ no fc,.,a;IT'CX!> r FCilt)) ·X'lUdt. 

0<1t>to, mk ci.Ún fl'&lt))X'lt) 

<t 1111-f.9'º( no :sr,m

saranl ( <l.6 de c¡u e' 

E" (l c:.o.:ic a:n c¡u.q '.(0_9Q Lo 1hr-oc.16A o ~~vol<nhrrnmh! q..t.Q: 

b la F(X:tt.l)X'li)clt 

X. """'º 

liJEt'\PlO ~·'t ~cn ... id<r(N\O~ <J =-i.9LJ1 vite pe>~ ~hx.ó.:.trco 
<n dondt A~ ,...J N ( O, 01 z) 8'" ir.de pcnolr<o~s pera 

t-""".1,1 :iXLt).,,A1c.o::.Ál:..-~~n>-.l: C011A')O, Cokulctne:>:> la 

1n+cgrol 41' ((l'\(Ci de f' e¡ lo lar.!Jo de .& q-ri Cc,,b] ...,; Fl&ltl\= t&.Lt) 
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~ tei.c..1 I "cri f ;c.or c¡u~ X' lrl = >.(A). e.o:. >..t- 1" A• .S<n ><:.t-) 
L. . ..1.c;i.o 

b 
jX F" = >..la E. { A.t co:..>...t + .Ant:><())1;l.][AH=>.l- - A16qn>-.t]~d!: 

b 
= )l. J., El t., J;¡ t (.(.)..; >-.\· ~ flai bc:n >...\: e.o::.>-..-!. - A,zl: !><.ll >.t c.= :Xl -A,At ~.>J. J Jt 

=. ';..~,;¡ lt.!lcn)..t co:.)..-l:dt - )..lf;t~oo;n>.l t0:.>.\:dl: 

b 
=- i· ur,1 - r/) ( t t. .54n i.>.t-dt) 

= ->-. l )._ l.)[º Cc:c:>(l,a>..)-b~o~(;1>-b) -t S4n (.l>.'o) -,:5;tn\,2.>.Q)J 
~ ~, G'). 2. >- 4>-1 

=- l G'1:l. - ~}) l c.. t~ l2.A.o) - b coe. l .:l.>.b) i' ~,n l l >.b) -~en( 2..>.a) J 
i..¡ 'B >. 

-..olor como 

'\8 
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