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RESUMEN 

El objetivo de este trabajo es usar la Teoría de Control Optimo para 

maximizar la potencia total de un reactor nuclear en ·presencia de una 

restricción en el valor máximo del flujo térmico de neutrones. El modelo 

que usaremos para éste fin es un reactor unidimensional finito (en forma 

de "slab"), en el cual el comportamiento de los neutrones es descrito por 

la aproximación de difusión con dos grupos energéticos, que serán llamados 

grupos rápido y térmico. 

Así, se buscará aquella distribución de material absorbente dentro del 

reactor (que podríamos llamar barras de control) que maximizan la poten­

cia, con la restricción adicional de que la cantidad de material absorbente 

que puede introducirse o sustraerse del sistema está acotada. 

En el pasado, la Teoría de Control Óptimo ha sido usada con éxito en 

la solución de algunos problemas de optimalidad en modelos simplificados 

de reactores nucleares: Suda et. a/.( 17) resolvío el problema de maximizar la 

potencia de un reactor nuclear, modelado por la ecuación de difusión para 

un grupo de energías. Ellos encuentran que la solución es del tipo "bang­

pang"; también generalizaron la solución, para un modelo de dos grupos 

de energías, suponiendo que la solución es de la misma forma, además de 

suponer que el flujo térmico de neutrones varia suavemente con la posición, 

de manera que desprecian la cuarta derivada de esta variable respecto a la 

posición. Koga et. a1< 15l resuelven una variante de este problema, usando 

otro índice de calidad y sin considerar la restricción en el flujo térmico 

de neutrones. Vitela y Akcasu<19l encuentran la solución óptima para un 

modelo consistente en la ecuación de difusión para un grupo energético de 

neutrones, incluyendo una distribución uniforme de fuentes externas. Este 

trabajo fue complementado por Viteta<20l usando como variable de control 

la concentración de fuentes externas. 
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Este trabajo está organizado como sigue 

• En el capítulo I se presenta una derivación de la aproximación de difusión 

con 2 grupos de neutrones que constituirá el modelo mat,emático de nuestro 

sistema. 

*En el capítulo II presentamos una revisión de la. Teoría de Control Óptimo 

necesaria para la solución de nuestro problema. 

* El cap. III consiste de la aplicación de la teoría presentada en el cap. II 

a.I modelo de reactor nuclear discutido en el cap. I. 

* La ilustración númerica de los resultados del cap. III se hace en el cap. 

IV usando parámetros típicos de un reactor nuclear del tipo de agua ligera. 

* Las conclusiones son presentadas en el cap. V 
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CAPITULO 1 

REACTORES NUCLEARES. 

1.1. INTRODUCCION.<1l 

:;'.-·· 

Un reactor nuclear es un arreglo de materiales físiles, fisiona bles, fértiles, 

absorbentes, etc. de tal manera que se lleve a cabo en forma controlada 

una reacción en cadena con neutrones. 

El diseño y operación de un reactor nuclear depende de las diversas 

formas en las que los neutrones interaccionnn con los núcleos átomicos en 

él. 

En el estudio de los reactores nucleares es fundamental tener un -mo-

delo matemático que describa el comportamiento espacio-temporal de la 

población de neutrones. El modelo Jll!ÍS general usado para éste fin es la 

ecuación de transporte de neutrones, sin emb1rgo ésta describe el compor­

tamiento de la densidad de neutrones con.mucho mayor detalle que el nece­

sario para la mayorla de las aplicaciones prácticas. Mas aún, la solución 

de esta ecuación es, excepto en los casos más sencillos, extremadamente 

complicada o imposible. 

Es entonces imperativo hacer aproximaciones a la ecuación <le trans­

porte, tales como la aproximación de difusión y de multigrupos con el objeto 

de obtener ecuaciones que describan el comportamiento de la población de 

neutrones y que sean suficientemente sencillas para que sea posibk obtener 

soluciones útiles con un esfuerzo razonable. 

En este capítulo se describen los conceptos básicos involucra,lo8 en la 

interacción de los neutrones con la materia y se deriva la ecuación d" tr<cns­

porte. En forma heurística se presenta la aproximación de difo .. ;ión y la 

derivación de las ecuaciones de difusión de dos grupos que forman .. ,,¡,, l.inFc 

de este traLajo. 
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1.2. CONCEPTOS BASICOS. 

Los neutrones interaccionan con la materia de diversas maneras: dis­

persión elástica, dispersión inelástica, reacciones de absorción, cte. 

Sea un haz monoenergético de neutrones de intensidad I que choca fron­

talmente con un blanco de área A, espesor AX, y densidad atómica N. Si 

se coloca un detector detrás del blanco en la dirección del haz, se 0u•:1v.!:,t:· .. 

experimentalmente que la razón de interacción es directamente pr •. yc·::cic«ié!'. 

al área A, al espesor AX del blanco - si este es lo suficientemente delg;:ido- ·, 

a. la densidad atómica N y a la intensidad del haz 

Razón de interacción <X 1 NA AX. 

de donde la constante de proporcionalidacl. es (1.1) 

t1 = Razón de interacción/IN A AX. 

Por lo que la sección transversal microscópica• es la razón de interacción 

por átomo en el blanco por unidad de..intensidad en el haz incidente. 

Si se consideran solamente interacciones debidas solamente a dispersión 

elástica, por ejemplo, se puede definir la sección microscópica de dispersión 

elástica como: 

os a Razón de interacción debida a dispersión elástica/[ NA AX (1.2) 

De esta manera, para cada tipo de interacción se define su correspondi­

ente sección transversal microscópica. La seccion transversal microscópica 

total es la suma de las secciones transversales microscópicas de todas las 

posibles interacciones: 

<1T E: t15 + l1A + · · ... (1.3) 

Ln seccion transversal macrosc6picn total se define como 

(1.4) 
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En forma similar se definen las fiecciones transversales macroscópic?.b 

correspondientes a cada una de las interacciones. La sección macroscopica 

total es la probabilidad por unidad de longitud de que Ul1 neutrS11 <ld ht;,; 

interaccione en el blanco. 

Además Ja razón de interación, es decir, el número d" interacciones por 

unidad <le Yolumen por unidad de tiempo es I'Er 

Para caracterizar la probabilidad de que una interacción ele dispersión 

cambie la energía del neutrón se define In sección macroscópica de dispersión 

diferencial como la probabilidad de que un neutrón que incide sobre un 

núcleo, con energía E y dirección ñ, sea dispersr.do con energía final E' y 

dirección final Ó' : 

Es (E-> E', O -+ Ó'). (1.5) 

El proceso más importante en un reactor nudear de fisión es la fisión 

nuclear, donde un núcleo pesado se µarte en dos fragmentos con emisión 

de energía, la cual es repartida entre sus productos : Los dos fragmentos 

principales, neutrones, rayos gamma, betas y neutrinos. 

En ciertos núcleos, como el 235 U, 233 U, 239 Pu y 241 Pu, el proceso de fisión 

puede ser inducido por la absorción de neutrones de energía entre O a 1 

ev aproximadamente, conocidos como neutrones térmicos. A este tipo de 

núcleos se les llama núcleos físiles. 

Con la mayoría de los núcleos pesados es necesario que el neutrón inci­

dente tenga una energía mucho mayor a la de los neutrones térmicos para 

producir fisión nuclear. A este tipo de neutrones se les conoce como neu­

trones rápidos. Ejemplo de estos núcleos, conocidos como núcleos fisionables 

son el 232 Th, 238 U y 2~0 Pu . 

A los núclidos, como el 233Th y 238U, que puuden convertirse cu <:specics 

físiles se les denomina núclidos fértiles. 

El número de neutrones producidos por fisión varia de fisión a fiai6n. 

Se define como v(E) como el número promedio de neutrones emitidos por 
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una reacción de fisión provocada por un neutrón incidente de ent!rgía E. 

Asimismo, se define x(E), como el espectro de energías de los neutrones 

producidos por fisión de tal manera que x(E)dE es la fracción promedio de 

neutrones producidos en la fisión que tienen energías entre E Y E+ dE. 

En los reactores de fisión, el combustible es una combinación d<! mate­

riales físiles y fisionables. 

Los reactores se clasifican dependiendo de la energía de los neutrones 

que producen la mayoria de las fisiones. Hay tres categorías : reactores 

térmicos, intermedios y rápidos.12l 

Los reactores térmicos producen la mayoría de la energía debido a la 

fisión de los núcleos combustibles por neutrones cuya energla es muy cercana 

a la energía térmica promedio de los átomos del medio. Este tipo de reactor 

tiene la ventaja de la flexibilidad de su tamaño, que puede lograrse variando 

las propiedades y naturaleza de su combustible y. moderador. La principal 

desventaja es la pérdida de neutrones t.érmicos debida a captura parasitaria 

por los materia.les que lo forman. 

Dado que en un reactor rápido, las fisiones son producidas por nllu­

trones que han sido frenados muy poco de la velocidad que tenían al ser 

producidos por fisión, se evita el uso de moderador o de materiales de bajo 

número másico. Debido a que las secciones transversales de absorción de 

los neutrones rápidos son pequeñas, la captura parasitaria no constituye un 

problema. Por lo tanto la variedad de materiales es mayor que para los 

reactores térmicos. Si en el núcleo del reactor rápido, o en lo que se llama 

la capa fértil en torno del mismo existe una especie fértil, ésta se conver­

tirá en físil por captura neutrónica. En estas condiciones es posible que se 

produzca más material físil por captura neutrónica, del que se consume por 

fisión. 

El reactor rápido tiene la desventaja de que requiere una gran cantidad 

de material de fisión para obtener el tamaño crítico. Por otro lado, este 

puede ser muy pequeño, de modo que el enfriamiento se dificulta cuando la 
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potencia es muy alta. 

En el reactor intermedio, la mayoría de las fisiones se deben n. neutrones 

dentro de una amplia escala de energías entre las rápidas y las térmici,H. Se 

requiere un medio moderador, pero no al grado que en un reactor ténnico. 

La captura parasitaria de los neutrones se reduce en comparación con el 

reactor térmico y la cantidad necesaria de combustible es menor que en un 

reactor rápido, aunque el tamaño es mayor. El reactor intermedio ofrec.: la 

posibilidad de producir material físil, pero no tan eficientemente como uno 

rápido. 

1.3. LA ECUACION DE TRANSPORTE.<3l 

1.3.1 DENSIDAD DE NEUTRONES. 

Sea N(r, t) = 1fo esperado de neutrones en d3 r alrededor de r al tiempo t . 

La frecuencia de interacción es vE , donde E , por ejemplo, pueder ser EA , 

por lo que vEA sería la frecuencia de• interacción debida. a absorción, etc. 

Entonces 

=i! esperado de interacciones 

en d3 r alrededor 

deral tiempot 

por unidad de tiempo 

(1.6) 

Asimismo, se puede generalizar las definiciones anteriores para conside-

ra.r la energía de los neu trenes: 

N(r, E, t) d3 r dE =#esperado de neu trenes 

dentro de d3r en r con 

energías entre E y E+ dE 

al tiempo t. 

7 
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F(r, E,t) d3rdE ::v(E) E(E) N(r,E,t) d3rdE 

=# esperado de interacciones 

dentro de d3 ren rproducidos 

por neutrones con energías 

entre E y E+ dE al tiempo 

por unidad de tiempo. 

Definamos ahora el flujo de neutrones como 

r¡?(r, E, t) :: v(E) N(r, E, t). 

Por lo que: 

F(E,r,t) = E(E) c;?(r,E,t).' 

1.3.2 DENSIDADES Y CORRIENTES ANGULARES. 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

La población de neutrones en un reactor esta especificada por la función 

de densidad n(r,E,ñ,t) de modo que : 

n(r,E,ñ,t) d3 rdEdO =#esperado de neutrones en d3 r 

en r, entre E y E+ dE, 

en dO alrededor de 

ñal tiempo t. 

Definamos el flujo angular de neutrones como 

i,o(r,E,0,t) = 11n(r,E,ñ,t). 

y la corriente angular neutrónica: 

j = vlln(r,E,ÍJ,t) = Ílcp(r,E,ll,t). 

8 
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De donde se sigue que la magnitud de la corriente angular neutrónica 

es el flujo angular de neutrones. 

Si dA =es dA donde es es el vector normal a la superficie .ti de íÍ.re;> d..1: 

j · c!A dE clñ d3 r =if· esperado de neutrones 

atravesando el área dA, en r, 

con energías entre E y E+ dE 

con dirección en díl alrededor de {i 

al tiempo t, por unidad de tiempo. 

La razón de interacción angular es : 

J(r,E,Íl,t) = vE(E)11(r,E,fi,t) 

= E(E)cp(r,E,O,t). 

(1.14) 

(1.Ui) 

Integrando, sobre el ángulo sólido y sobre la e¡1ergía la densidad angular 

neutrónica: 

N(r,E,t) = f díln(r,E,ñ,t), 

'4" 
N(r,t) = {"° dEN(r,E,t) = r'" dE ( díln(r,E,fi,t). 'º 'º .14.-

Lo mismo para el flujo de neutrones: 

t/i(r,E,t) = { dOcp(r,E,Ó,t), 
14ir 

tfi(r, t) = ["° dE { díl cp(r, E, fi, t). 
fo J.br 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

(1.10) 

Finalmente, se obtiene la densidad de corriente J(r,E,t) a partir de la den­

sidad de corriente angular como: 

.J(r,E,t) =J. dflj(r,E,Íl,t), 
·lrr 

(1.20) 

también 

J(r,t) = f
00 

dEJ. clílj(r,ñ,E,t). Jo 41r 
{1.21) 

1) 



Nótese que 

J(r,t) · dA =razón neta con la cual 

los neutrones pasan ~ través de la (1.22) 

superficie dA. 

1.3.3 LA ECUACIÓN DE TRANSPORTE. 

Para encontrar el comportamiento de Ja densidad angular de neutrones, 

necesitamos tomar en cuenta todos Jos mecanismos a través de los cuales 

cambia el # de neutrones con energías entre E y E+ dE y dirección en dO 

alrededor de ñ , en un volumen arbitrario V ; 

¡fv n(r,E,ñ,t)d3 r]dEdO. 

La razón de cambio está dada por el siguiente balance de neutrones: 

:trfv n(r,E,ñ,t)d3r]dEd0=ganancia. -pérdida, 

si V no depende del tiempo : 

:t [l n(r,E,Ó,t) d3 r] dEdO = l ~;(r,E,ÍJ,t) d3rdEdO. 

(1.23} 

(1.24} 

Consideremos los mecanismos de ganancia y pérdida de neutrones ; 

Mecanismos de ganancia. 

(1) Cualquier fuente de neutrones. 

(2) Neutrones entrando a V a través de la superficie S de V. 

(3) Neutrones dispersados de otro grupo de energías y direcciones al 

intervalo de dE en E y dO alrededor de Íl . 
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!vfecanismos de pérdida. 

(4) Neutrones saliendo a través de la superficie S. 

(5) Neutrones en V sufriendo colisiones. 

Ahora, se obtienen expresiones para estos mecanismo~ 

• Término correspondiente a la fuente de neutrones. Se define 

entonces 

S(r, E, ñ, t) =razón de producción de 

neutrones en d3 ren r, 

con energías entre E y E+ dE 

y dirección dO alrede,dor den. 

(1) = f[ S(r,E,ñ,t) d3 r] dEdO. 

* Pérdida a través de colisiones. 

( 1.25) 

(1.26) 

La razón de colisiones alrededor del punto r = ET(r, E) 11 n(r, E, Ó, t). (1.27) 

Por lo que la razón de colisiones en el volumen V es : 

(5) = f[ 11E1·(r,E)n(r,E,Ó,t)d3 r] dEdfl. (1.28) 

*Ganancia debida a neutrones dispersados sobre el intervalo de energías 

E y E+ dE , dO alrededor de O desde una energía E' y dirección Íl' : 

l[ v'"J:;s(E' --> E, ñ' --> ÍI) n(r, E', ñ', t) d3 r] dE díl. (1.29) 
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Considerando todas las contribuciones de cualquier energía y dirección: 

(3)= { d3 r { dO' f""dE'v''Es(E'-+E,ñ 1 -+ñ)n(r,E1,f11,t)dEdíl. (1.30) 
lv J4K 'º 

" Escape neto del volumen V. La razón de neutrones con energía E y 

dirección ñ que atraviesan ds, donde ds es un elemento de la superficie del 

volumen V : 

j(r,E,ñ,t) · ds = vñn(r,E,ÍJ,t)·ds. (1.31) 

Entonces la razón de neutrones de energía E y dirección ñ que atraviesan 

la superficie S de V al tiempo t es : 

(4) - (2) = [ f da· vñn(r,E,ñ,t)) dEdO. 
Js • (l.32) 

Utilizando el teorema de Gauss: 

(4) - (2) = [fv V· vñn(r, E, ñ, t) d3 r) dE dñ, (l.33) 

pero 

V· vñn(r,E,ñ,t) = vñ · Vn(r,E,ñ,t). (l.34) 

Entonces : 

(4)- (2) = [fv vil· Vn(r,E,Ó,t)d3 r) dEdÓ. (1.35) 

Combinando los términos : 

Razón de cambio del 

#esperado de neutrones = (1) + (2) + (3) - (4) - (5). (1.36) 
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Por lo que 

f 3 an • • ) Ív d r[a¡(r,E,n,t)+vET(r,E)n(r,E,n,t 

-S(r,E,O,t)-1. dO' f
00 

dE'Es(E'-> E,Ó'-> Ó) v' n(r,E',Ó',t) 
4lr fo 

+vñ · \'11(r,E,ñ,t)jdEdii =0. 
{1.37) 

Dado que el volumen <le integración es arbitrario, el integrando debe 

anularse. De esta manera se obtiene Ja ecuación de transporte de neutrones: 

an • • • - ) a¡(r,E,fl,t)+vn. V'n(r,E,n,t) + vET(r,E)n(r,E,n,t 

= S(r,E,Íl,t)+ f dO' {°"' dE'Es(E' -• E,Ó' __, Íl)1/n(r,E1,fl1,t); 
f4rr fo 

ó en términos del flujo angular de neutrones: 

léJip • - • .) --a (r,E,O,t) +n. V'ip(r,E,O,t) + Er(r,E) ip(r,E,n,t 
!) t 

f. 1
00 

"' / / 1 ""I "' I ""1 = S(r,E,n,t)+ dO dEEs(E -.E,n ·fl)ip(r,E,O,t), 
4,,. o 

(1.38) 

(1.39) 

donde hemos supuesto que el medio es isotrópico de modo que el argumento 

ñ 1 
__, ñ en In secci611 de dispersión se sustituyo por 01·0. La ecuación (1.30) 

es integrodiferencinl y depende de siete variables : r = (x,y,z), E, ñ = (O,ef>), 

así como el tiempo t . 

Para resolver esta ecuación es necesario especificar las condiciones ini­

ciales así como las condiciones a la frontera que debe satisfacer el flujo 

i,::i(r,E,Ó,t), es decir, especificando una distribución inicial nl tiempo t =0: 

<p(r,E,ñ,o) = 'Po(r,E,ÍI); (l.40) 

Y por otra parte, si por la superficie S del reactor no entran neutrones, 
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entonces : 

cp(rs.E,ñ,t} =O si e · il < O Vrs E S. 

Los neutrones producidos por fisión se incluyen como una componente 

del término fuente. La razón con que los neutrones de energía E' y dirección 

ñ1 inducen eventos de fisión es E1(E')ip(r,E',01 ,t), donde 'E¡ es la sección 

transversal macroscópica de fisión para neutrones de energia E'. 

Si v(E') es el número promedio de neutrones producidos por fisión provo­

cada por un neutrón de energía E', entonces la razón con que los neutrones 

son producidos por las fisiones en r al tiempo t es : 

/. 
dO' ¡= dE1v(E1)E1(E')'P(r,E1,ñ1,t). 

... Ío 
( 1.42) 

Los neutrones producidos por fisión tendrán µna distribución dada por 

el espectro de fisión. Si se supone q.~e la distribución de energías es in­

dependiente de la energía del neutron que produce la fisión y si éstos son 

emitidos isotrópicamente, se tiene que la fuente de neutrones producida por 

fisión está dada por: 

S¡(r,E,Ó,t) x~:) f dO' {°" dE'v(E') E1(E') 'P(r,E',Ó',t}, 
}.¡,, lo (1.43) 

por lo que : 

S(r,E,Ó,t) = S1(r,E,ÍJ,t) + S,2 1(r,E,Ó,t), (1.4.4) 

donde S,:i1(r,E,Ó,t) es la razón de produción de neutrones debida R. fuentes 

externas. 
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I.4. ECUACIONES DE DIFUSION PARA DOS GRUPOS DE NEUTHONES 

Dado que la ecuación de transporte es díficil de resolver es necesario 

simplificarla utilizando la aproximación de difusión y clasificando <1 ku ueu­

trones por sus energías. En este trabajo se utilizarán dos grupos de energías: 

a) Neutrones térmicos, que son aquellos que tienen energías desde cero 

hasta 1 ev. Estos neutrones son los causantes de la mayoria de las fü;iones 

en un reactor térmico. 

b) Neutrones rápidos, que son aquellos que tienen energías detide 1 ev 

hasta la máxima energía que puede alcanzar un neutrón dentro de un reactor 

nuclear. Los neutrones producidos por la fisión caen dentro ch~ este intervalo. 

En esta sección se deriva a partir de la ecuación de trans¡.iorte, Ju 

ecuación de difusión dependiente de la energía. Después se integra esta 

ecuación sobre los dos grupos de energías antes mencionados para llegar a 

las ecuaciones de difusión para dos grupos de neatrones. 

1.4.1 LA ECUACION DE DIFUSION DEPENDIEN'.1.'.E DE LA ENEitGIA. (4J 

La aproximación de difusión supone lo siguiente: 

a) El flujo de neutrones depende débilmente de la dirección. 

b) Las fuentes de neutrones son isotrópica.s. 

c) La razón de variación temporal de la densidad de corriente es mucho 

menor que la frecuencia de colisión. 

Dado (a), se puede desarrollar el flujo en términos de los ármonicos 

esféricos y considerando solamente hasta términos de primer orden en ñ, 
así pues : 

( 
• 3 • 

'P r,E,O,T) ~ <P(r,E,t) + 
4
7íJ{r,E,t} · n. (1.45) 

Sustituyendo éste aproximación en la ecuación de transporte ecs. (1.39), 
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{l.43) y (l.44) e integrando sobre el ángulo sólido : 

1 ótj> 
- -,,(r,E,t) + 'i1 · J(r,E,t) + ~T(r,E) c;t>(r,E,t) 
V ut 

== S.,i(r,E,t) + f"'' dE' Es(E'-+ E) </>(r,E',t) (1.46) 

+ x(E) ['" dE v(E') E(E') </>(r, E', t). 

Esta no es una ecuación cerrada para el flujo cfi(r,E, t) puesto que contiene 

la corriente J(r, E, t). Necesitamos ahora encontrar una ecuación para la 

corriente neutrónica¡ para esto multiplicamos la ec. (1.39) por el ángulo 

sólido fJ e integramos sobre todo ñ; con lo cual obtenemos : 

1 óJ 1 
;;ai(r,E,t)+ 3V</>(r,E,t) + 'ET(r,E}J(r,E,t) 

== S1(r, E, t) + f"' dE' J(r, E', t) 'Es1 (E' -+ E), 
(1.47) 

donde hemos definido µ 0 = cosO = Ó' · ñ, 

.. r1 
Es1(1;J'-•E) :2ir Í-i dµoµo'Es(E

1
-+E,µo) (1.48) 

y 

S1 (r,E,t) =: { dllÓS(r,E,Íl,t). (1.49) 
Í4rr 

Dada Ja hipótesis (b) : S1 ==O. Por la hipótesis (c) llJll-1 éJllJllfót « 
v'Er(r,E). Por lo que la ecuación (1.47) se simplifica: 

1 1"° -'ilefi(r,E,t) == -:ET(r,E}J(r,E,t) + dE'J(r,E1,t):Es1(E'-+ E). 
3 o 

{1.50) 

Si además : 

Es¡ (E'-+ E) == :Es1 (E)o(E' -+ E), (1.51) 
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entonces : 

donde 

Es1 (E)= P,o'Es(E) 

por lo que : 

Definiendo la sección transversal macroscópica de transporte 

y el coeficiente de difusión 

1 
D(r,t) =:~(-E)' 

3wtr r, 

se obtiene la ley de Fick : 

J(r,E) = -D(r,E)'V,P(r,E,t). 

Snstit11yendo en la ecuación (1.46) : 

~ ªar,!>(r,E,t)-\7 · D(r,E) 'Vr,l>(r, E,t) + Er(r,E)r,!i(r,E,t) 
V t 

(1.52) 

(1.53) 

(1.54) 

(1.55) 

(1.56) 

(1.57) 

= S.xi(r,E,t)+ la°" dE'Es(E'-> E)<?(r,E',t) (1.58) 

+x(E) fo°" dEv(E')E(E'),P(r,E',t). 

Estn es In ecuación de difusión de neutrones dependiente de la energía. 

17 



1.4.3 LA ECUACION DE DIFUSION DE NEUTRONES PARA DOS GRU­

POS DE ENERGIAS. (5J 

La ecuación (1.58) es aún muy difícil de resolver en la práctica y es 

necesario hacer más simplificaciones con el objeto de obtener soluciones 

aproximadas; para esto es conveniente dividir el rango energético de los 

neutrones en energías bien definidas, como se verá a continuación . 

Los neutrones en un reactor nuclear tienen energías desde aproximada­

mente 10 Mev hasta cerca de 0.01 ev, además las secciones eficaces de 

interacción dependen fuertemente de la energía de interacción. En las sim­

plificaciones a la ecuación (1.58) es necesario tomar en cuenta estas carac­

terísticas. 

Esto se puede lograr si en vez de considerar al flujo de neutrones c¡?(r,E,t) 

como una función continua de E, se considera el flujo de neutrones en rangos 

de energía bien definidos, e.g. : 

Emin = Ec Ea-1 E9-1 Ea= Erna% 

Fig. 1 Clasificación de la energía neutrónica en grupos. 

Así, se divide el intervalo energético de los neu trenes en G regiones, 

llamadas grupos de energía. Se puede definir el flujo total correspondiente 

a cada grupo g como : 

{E,-1 
</>9 (r,t) =Ji dE</>(r,E,t). 

E, 
(1.59) 

Para propósitos de este trabajo se considera el intervalo energético de 

los neutrones dividido en dos grupos, rápido y térmico . 
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La energía umbral E 1 que divide el grupo térmico y el rápido se es­

coge suficientemente grande como para que Ja dispersión de neutrones con 

energías dentro del grupo térmico al grupo rápido sea despreciable. 

Esto conduce a la aproximación de difusión con dos grupos energéticos 

de neutrones. La obtención de las ecuaciones de difusión de multigrupus se 

puede obtener siguiendo la misma idea. 

Para los propósitos de este trabajo la aproximación de dos grupos será 

suficiente. 

Integrando la ecuación (1.58) entre dos grupos de energías, de Eo a E 1 , 

para neutrones rápidos y de E 1 a E2 para neutrones térmicos y además 

definiendo : 

Flujo térmico Flujo rápid~ 

1
E, 

c/>2{r,t) = dE<f>(r,E,t) 
E, 1

Eo 

</>1(r,t) E dE<f>(r,E,t)¡ 
E, 

(1.60) 

las secciones macróscopicas totales térmica y rápida se definen respec­

tivamente como : 

l /,E' ET,(r,t) =-:¡- dE'ET(r,E,t) , · 
'1'2 E, 

1 1Eo ET,(r,t) '=-:¡- dEI:T(r,E,t)q'>(r,t); 
'l'l E, 

(1.61) 

Y los coeficientes de difusión térmico y rápido como 

D ( ) 
_¡:.• dE Vc,b(r,E,t) · J%' dE D(E)Vc,b(r,E,t) 

2r,t=: • 
¡¡:_• dEVc,b(r,E,t)j 2 

' 

(1.62) 

D (r t) _J:,ºdEV</>(r,E,t) · J:.ºdED(E)V<P(r,E,t) 
1 

' · jf:.0 dEVc,b(r,E,t)j 2 
' 
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respectivamente. 

Además, definimos 

1 1 /,E' 1 - =: - dE-<P(r,E,t), 
V2 tP2 E 2 V 

1 1 /,Eo 1 
-=:- dE-cf¡(r,E,t) 
V¡ tP1 E, V 

(1.63) 

y también : 

Sección macroscópica de dispersión del grupo rápido al rápido 

1 /,Eo /,Eo Es11 =:-;:- dE dE'E(E'-> E)<P(r,E',t) 
'l'l E1 E1 

Sección macroscópica de dispersión del grupo rápido al térmico 

1 iE' 1Eo Es .. ~ -;:- dE dE' E(E'-> E) <P(r, E', t) 
'l'l E2 E1 

Sección macroscópica de dispersión del grupo térmico al rápido 

1 /,Eo f E, Es .. = - dE dE' E(E' _, E) <P(r, E', t) 
tP2 E1 E2 

Sección macroscópica de dispersión del grupo térmico al térmico 

1 /,E' iE' Es22 =: - dE dE'E(E' -• E)<P(r,E',t) 
tP2 E2 E, 

(1.64) 
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Si la energía de los neutrones es suficientemente alta, las colisiones de 

dispersión con los núcleos del sistema siempre reducirán la energía de los 

neutrones. Sin embargo, cuando la energía de los neutrones es del orden de 

la energía térmica de los núcleos es posible que los neutrones ganen energía 

en colisiones de dispersión. Como se mencionó anteriormente si uno escoge 

la energía umbral E suficientemente alta ,,,,; 1 ev, los neutrones en el grupo 

térmico no podrán pasar al grupo rápido en colisiones de dispersión. Así: 

i
E, 

dE Es (E' -+ E) 
E, 

Es(E') para 

Entonces : 

; /,E' dE'Es(E')l/J(r,E',t) 
'1'2 E, 

y 

• .Es,. =O. 

Por lo que, usando las definiciones anteriores 

/,
E, dE Í

00 

dE'E(E'---+ E)<P(r,E',t) == </>1 Es,.+ l/J2 Es., 
E, Jo 

y definiendo las secciones transversales de remoción : 

En, ::= E1·1 - Es 11 

=(EA, + Es., + Es 11 ) - Es11 

En, :ET, - Es22 

==ET, - Es2 
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Además, dentro de un reactor térmico la mayoría de las fisiones son 

producidas por los neutrones térmicos y los neutrones producidos por fisión 

cnen dentro del grupo rápido. Esto se puede expresar como : 

1 /,Eo vEF, =-;:- dE'v(E')EF(E')r/i(r,E',t)=O, 
'l'I E1 

vEF. =} [E' dE'v(E')EF(E')rji(r,E',t), 
'1'3 JE, 

y los espectros de energía de los neutrones de fisión como 

/,

Eo 
x1= dEx(E)=l. 

E1 

/,

E, 

Xi:: dEx(E) =O. 
E• 

(1.71) 

(1.72) 

Integrando en los intervalos energéticos correspondientes, el término 

perteneciente a la fuente externa en la ec. (1.58) da origen a : 

1
Eo 

81 = dES., 1(r,E,t). 
E1 

1
E1 

82:: dES.ze(r,E,t). 
E• 

(1.73) 
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Con lo cual obtenemos las ecuaciones de difusión para dos grupos en­

ergéticos de neu trenes : 

84>2 
a¡(r,t) - V·D2(r,t)V4>2(r,t) + EA,(r,t)rfa2(r,t) 

=Es,. 4>1(r,t) + S2, (1.74) 

84>1 
a¡(r,t) - V·D1(r,t)Vqi,(r,t) + I:A 1 (r,t)c¡'¡i(r,t) + Es12 4>1(r,t) 

= 11EF.4>a(r,t)+s,. (1.75) 

En este trabajo se considerará un reactor unidimensional, homogéneo, 

en estado estacionario y sin fuentes externas por lo que las ecuaciones de 

difusión quedan : 
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Las cuales deben ser resueltas con las siguientes condiciones a la fron­

tera : 

t/Ji(-H/2) = <Pi(H/2) =O (l. 78) 

92(-H/2) = 4'2(H/2) =O (1.79) 

donde -H/2 y H/2 son los extremos del reactor unidimensional (ver 

figura 1.2). 

YACIO NUCLEO DEL REACTOR YACIO 

-H/2 o H/2 

Fig. 2. Diagrama esquematico del reactor. 
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I.5. ENVENENAMIENTO POR XENÓN. (5 ) 

El producto de fisión más importante en reactores térmicos es el 135 Xe, 

el cual tiene una sección de absorción para neutrones térmicos de UA,X• = 

2.7 >: 106 barns. Este isótopo es resultado del decaimiento <le! 135 I y también 

es producto directo de la fisión, como lo muestra el siguiente diagrama : 

135 ¡ __. 135 Xe _!!_. 135Cs 

i / 

fisión 

'\.captura 

136Xe 

Este isótopo decae por desintegración f3 a 135 Cs, y por su gran sección 

de absorción captura neutrones para convertirse en 136 Xe. De acuerdo a lo 

anterior las ecuaciones de balance del 135 I y el 135 Xe son respectivamente : 

(1.80) 

(1.81) 

donde l y X son la concentración de Yodo y Xenón respectivamente, Af y 

>.x las constantes de d'esintegración del Yodo y Xenón respectivamente y -YT 

y IX los rendim icntos de estos nucleidos. 

En estado estacionario, las concentraciones de 135 J y 135 
Xe no cambian 

con el tiempo. Para encontrar las concentraciones de equilibrio se igualan 

las derivadas temporales a cero en las ec.(1.80) y ec(l.81); y se resuelven 

las ecuaciones resultantes para I y X; obteniendo : 

l = "([ EF, 4'2. 
>.¡ 

X=l:F2 (.\1 + >-x)<fi2. 
>.x + uA,x.4'2 

(1.82) 

(1.83) 

Incluyendo la absorción debida al 135 Xe en la ce. de difusión para el flujo 

térmico, cc(l.76) : 

D2 d;~2 (x) - EA, efi2 (x) - u A,x«h(x) X + Es,. 1'1 (x) =O. (1.84) 
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¡1or lo <¡uc 

Er, ( Á¡ + >.x) <J A,Xe <PHx) + ~s., <?1 (x) ==O. (l.85} 

Esta es una ecuación diferencial no iincal en ifa2 , la cual tiene que ser 

resucita sirunltáncamcntc con la ecuación de difusión para el grupo rápido. 

Con el objeto de simplific:ar su solución, se linealizará. 

Notando que el término de absorción debido al Xenón ~e puede escribir 

como: 

EF, h1 + "'tx)aA,X«f>Hx) 
<JA,Xe</>2(1 + ~) 

y si suponemos que : 

EF, (11 + "IX) </>2(x¡ 
l+~ 

UA,X• tP'l 

el término de envenenamiento linealizado resulta 

(1.86} 

(1.87) 

(1.88} 

Para que esta suposición sea válida y dado que la constante de de­

caimiento del 135 Xe es 2.09 x 10-5 seg- 1 y la sección transversal de absorción 

del mismo es <JA,Xc = 2.7 X 106 barns , es necesario que : 

(1.89) 

Dado que las condiciones de contorno requieren que </> 1 y </> 2 se anulen 

en la superficie del reactor esta aproximación no será válida cerca de Ja 

orilla del sistema. Para el propósito de este trabajo, supondremos que esta 

aproximación es vÍllidn en todo el volumen del reactor. Entonces, las 
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ecuaciones de difusión se reducen a 

d2 <P 
D2 dx/ (x) - I:A, t/12 (x) - ( '11 + '"fx) 'EF, 4'2(x) + Es12 4'1 (x) =O, (l..!JO) 

d2 <!> 
D1 dx/ (x) - 'E.-1 1 4'1 (x) - 'Es,. i/>1 (x} + v 'EF, i/>2(x) ==O. {1.91) 

Estas ecuaciones constituirán el modelo de un reactor unidimensional 

(alab) en estado estacionario que, junto con la Teoría de Control Optimo 

discutida en el siguiente capítulo, utilizaremos para estudiar el problema de 

maximizar la potencia de un reactor nuclear. 
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CAPITULO ll 

INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONTROL OPTIMO. 

II.1 INTRODUCCIONC7l 

Supongamos que un sistema físico bajo estudio puede ser modelado por 

un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo 

dx dt = g(x(t),t) (2.1) 

donde x(t) es en general un vect.or cuyas componentes especifican el estado 

del sistema. De manera que si al tiempo t =O se conoce el estado inicial, 

x0 , entonces si es posible resolver para x la ecuación (2.1), se puede conocer 

x(t) para t ~O. 

Si por algún medio este sistema puede ser oontrolndo usando alguno 

de los parámetros que lo afectan, al cual llamaremos varia.ble de control y 

que se caracterizará, además, en que sus variaciones pueden ser arbitrarias 

e independientes del estado del sistema, entonces el comportamiento del 

sistema puede ser representado por 

dx 
dt = f(x, u, t), (2.2) 

donde u es la variable de control. 

Si el sistema puede ser llevado de un estado inicial Xo al tiempo t0 , a 

otro estado final x¡ a un tiempo t¡, habrá en general un conjunto n = {u(t)}, 

finito o no, de funciones del tiempo, no necesariamente continuas, que con­

duzcan al sistema entre estos estados siguiendo trayectorias posiblemente 

muy diferentes. 

En algunos casos se desea escoger una función u•(t) E n de modo que 

ésta minimize o rnaximize cierta funcional Jiu] al llevar el sistema del estado 

inicial al final, por ejemplo : 
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1
1¡ 

J = L{x, u, t) dt, 
lo 

(2.3) 

donde Les una función escogida para evaluar el comportamiento deseado 

del sistema. A esta funcional, por razones obvias, se le conoce generalmente 

como índice del comportamiento del sistema. 

A la función que optimiza el índice de comportamiento, i.e. que maxi­

miza o minimiza a J[u] se le llama control óptimo uºP y a la trayectoria a 

que da lugar esta función se le conoce como trayectoria óptima del sistema. 

Muchas veces el estado final x¡ y el tiempo final t¡ de la trayectoria 

óptima no se conocen directamente, sino a través de un conjunto de ecua­

ciones 

{2.4) 

donde Mes un vector que relaciona las componentes del vector de estado y 

el tiempo {ver Fig. 2.1). 

M(x¡,t¡) 

(xo, to) 

Fig. 2.1 

Diagrama esquemático de una trayectoria en el espacio de estados. 

29 



Bu proLlcmas de optimización pueden existir restricciones; un ejemplo 

es un avión que viaja entre dos ciudades fronterizas en un tiempo mínimo 

pero restringido a no cruzar la frontera. En general, éstas restricciones 

pueden estar impuestas sobre las variables de estado y /ó de control. 

En la sección II.2 se estudiará el problema de control óptimo con una 

restricción que depende explícitamente de la variable de control. En la 

sección Il. 3 , la restricción no depende explícitamente de la. variable de 

control. Ln sección II.4 trata ncreca del problema de control óptimo con 

extremos libres. El principio del Máximo de Potryangin es visto en la 

sección II.5. La sección II.6 es una síntesis de los problemas anteriores y la 

sección II.7 ilustra la técnica <le Control Optimo a través de un problema 

de cálculo de variaciones. 

En el capítulo se utilizará la notación de Einstein para indicar sumato­

rias con índices repetidos. 

II.2 EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO CON RELACIONES 

RESTRICTIVAS EN LAS QUE APARECE EXPLICITAMENTE 

LA VARIABLE DE CONTROL. (s) 

El método para encontrar las condiciones necesarias que debe satisfacer 

una extrema! consistirá en obtener la primera variación del índice de com­

portamiento, incluyendo las ecuaciones dinámicas (2.2), la restricción 

C(x,u,t) ~O (2.6) 

donde Ces una función escalar, y la condición final (2.4) usando el método 

de los multiplicadores de Lagrange. 

Dado que la restricción (2.6) contiene explícitamente la variable de con-
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trol, si alguna sección ó parte de la trayectoria óptima radica sobre la fron­

tera con Ja zona prohibida, el valor del control óptimo es determinado re­

solviendo la ecuación G(x,u,t) =O para u. El problema se plantea como 

sigue : 

Encontrar u(t) que maximize la funcional 

/.
1, 

J = L(x,u,t)dt+tf>(x(t¡),t¡), 
lo 

(2.7) 

sujeto a las ecuaciones dinámicas 

x = f(x,u,t), con Ú E O, (2.8) 

con la condición inicial 

x(to) = Xo, (2.9) 

la condición final 

M(x(t¡),t¡) =O, dim{M} S dim{x} + 1, (2.10) 

y a la restricción 

O(x, u, t) S O. (2.11) 
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Notemos aquí que la ce. (2.10} considera también la posibilidad de que 

tanto el tiempo final l¡, así como todas ó algunas de las componentes del 

estndo final esten predeterminadas. 

Este problema es equivalente a maximizar la siguiente funcional (a la 

cual seguiremos llamando J por comodidad) : 

1
t¡ 

J= 
to 

[ L(x, u, t) + >.¡f;(x, u, t) + 7C(x, u, t) - >.;:i:¡] dt 

+ efi(x(t¡),t¡) + µkMk(x(t¡),t¡) 
(2.12) 

donde µ. es un vector adjunto constante o multiplicador Lngrange, ,\(t) es 

una función vectorial adjunta y "Y es una función adjunta con valor nulo 

fuera de la restricción 

Definamos 

si C(x, u, t) =O; 

si C(x,u,t) <0. 

H(x, ,\,u, t) ~ L(x, u, t) + >.¡f;(x, u, t) 

(2.13) 

(2.14) 

como la función de estado de Potryangin, la cual también es conocida como 

el hnmiltoniano, aunque este nombre se le da solo por la analogía de las 

condiciones necesarias satisfechas por un extrema! en Control Optimo con 

las ecuaciones de Hnmilton en Mecánica Clásica. Dado que el añadir una 

constante a la funcional no altera la trayectoria óptima, la siguiente fun­

cional es equivalente a la anterior : 

1
1¡ 

J= 
lo 

[H(x, >.,u, t) + 1C(x, u, t) - >.;:i:;) dt 

+ .P(x(t J), t ¡) - ef>(x{to), to) 

+ µkMk(x(t1). t ¡) - µkMk(x(to), to)· 

(2.15) 

Utilizando el teorema fundamental del cálculo introducimos</> y M den­

tro de la integral y n través de la regla de la cadena expresamos las derivadas 

totales respecto al tiempo en términos de sus derivadas parciales : 
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1
1¡ 

J= 
lo 

[H(x,A,u,t) +¡C(x,u,t)- ,\¡±¡ 

a,p(x(t), t) . a,p(x(t), t) 
+ ax¡ Xj + at (2.16) 

aA-h(x(t),t). aM1t(x(t),t)] dt 
+ µk ax¡ X¡ + µk at • 

Por simplicidad, pero sin pérdida de generalidad se considera la trayectoria 

óptima dividida en tres secciones : 

a) Una inicial sin restricciones ( C(x,u,t) <O), 

b) Una intermedia con restricción (C(x,u,t) =O), 

c) Una final sin restricción (C(x,u,t) <O), 

como se ilustra en la Fig. (2.2) 

C(x, u,t) >O 
frontera de la re3tricción 

" punto de entrada ,,,;,i, 
(x¡,t¡) 

Fig. 2.2 Diagrama esquemático de una trayectoria 
con restricciones del tipo C(x, u, t) :$O. 

Considerando lo anterior dividimos la integral en tres partes 

/, t. /,t, f,'1 
J= (···)dt+ (···)dt+ (···)dt 

ta t. t. 
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Donde t. Y t. son los puntos de entrada y de salida de la restricción 

respectivamente. Llamando l¡, Ii y [3 respectivamente a cada una de estas 

integrales : 

Por lo que : 

Si 
L'(x,x,u,>.,t) :=H(x,u,>.,t)- >.¡x; 

8,P(x, t) . a,P(x, t) +---:z:¡+---
O:Z:¡ ot 
8Mk(x,t). oM"(x,t) 

+ µ" ax; x; + llk at , 
la variación de la primera integral es : 

Así, 

i
l, 

lil1 = · L'(x,x,u,>.,t)dt. 
lo 

1.
1.+ól, /.1, 

H1 == ó L'(x + lix,x +óx,u + liu,>. + li>.,t)dt- L'(x,x,u,>.,t)dt. 
to to 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

Desarrollando el primer integrando en serie de Taylor y considerando 

solamente los términos de orden no m~.yor al primero : 

l. t.+61, 8L1 8L' aL' aL' 
lil1 =ó [L'(x,x,u,>.,t)+-8 .óx;+-

8 
.. óx;+-

8 
óu+

8
,.ó>.¡)dt 

to X, X1 tL "• 

f
l, 

- L'(x,x,u,>.,t)dt. 
lo 

(2.23) 

A hora, separando la primera integral de la ecuación anterior en dos 

integrales, Ja primera de O o. t. y la segunda de t. a t.+ ót 0 , de manera que 

al sumar, en la integral de O a t. se cancelen los términos de orden cero. El 

rcsu ltado es : 
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1.
1
• 8L' 8L' 8L' aL' 

óI1 = [-8 . óx; +-a·. ó:i:; +-a óu + 
8

,. ó>.,jdt 
t 0 Xa X 1 U "'• 

!. t,+6t, 8L' aL' 8L' aL' 
+ [L'(x, x, u,>., t) + -a óx¡ + -a. ó:i:; + -a .su+ -a, .s>.,]dt 

~ ~ ~ u n¡ 

(2.24) 

Integrando por partes el término con ó:i: y utilizando el teorema de 

valor medio para evaluar la última integral, conservando solamente hasta 

los términos de primer orden : 

¡t· [{ 8L' d (ªL')} 8L' 8L' ] 
Ó[¡ = 110 8x¡ - dt ax¡ ÓX¡ + ¡¡;;óu + a>.; Ó,\¡ dt 

. 8L' ¡t· 1 +[
8

:i:·óx;] +L'(x,x,u,>.,t) ót •. 
• to t,. 

(2.25) 

Sustituyendo L'(x,x,u¡>.,t) por la expresión en (2.20) en la ecuación anterior 

y suponiendo que </>(x,t) y M(x,t) son funciones continuas con primeras y 

segundas derivadas parciales continuas, obtenemos : 

(2.26) 

donde hemos usado el hecho de que tanto el tiempo inicial fo como el estado 

inicial x(t0 ) están fijos. De la figura 2.3 
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x. + Sx,. 

Xc·· 

Xo 

---~~-.~t~-1 /: -~ 
1 

1 
1 

/{ 
Sx(t.) , 1 

'( / 'Y 
--·-- - - - -- - - - . ------- --;:;:.-~"- -- _ J 

l 

/ -~-/ ¡ ¿-:::.---- 1 
---- -1 

: (xo, !oj 
1 1 

: ---·-·--- _____________ L ___ .,,-J-:-:-:-:,..-
., .. - .. --0--- , t" t, + 8, 

·:ti¡ ' 

Fig. 2.3. La variación total de las variables de estado en el tiempo de 
entrada es igual a la suma de las variaciones por el tiempo de entrada y las 
variables de estado en el punto de entrada. 

óx;,. = :i:;(t0 )ót0 + óx;(t0 ), entonces óx;(t.) = óx;,. - :i:;(t.)ót.. (2.27) 

Así: 

/.

!, 

ól¡ = 
to 

(2.28) 

Obtengamos ahora óI~ : 
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6I2 = ó 1.1' [ II(x, u,>., t) + ¡C(x, u, t) - .\¡:i;¡ 

8</i(x(t), t) . a¡p(x(t), t) 
-j- ax· X¡+ at • 

aMk(x(t),t). aMk(x(t),t)] dt + JLk iJX¡ X¡ + µk iJt 

{2.29) 

= f 1

'¡L'(x,i,u,>.,t) +1C(x,u,t)jdt, 

'º 
siguiendo un procedimiento igual al anterior, aplicamos directamente el 

resultado de la. ecuación (2.25) : 

f t, [ aH iJC · 
óf2 = ( -

8 
. + ¡-

8 
. +A¡) ÓX¡ 

'· x, x. 
aH ac aH . ] 

+ ( au + "( au ) óu + Có¡+ ( a>. i - X¡) ó>.¡ dt 

[ 
aq, aMk] ¡1• -j- - ).¡ + - + JLk- ÓX¡ 
8x; ax; t, 

- H-J\·x·+-x·+-[ 
. a.¡, . ª"' 

• 
1 

• ax; • at 
(2.30) 

ª•"h . auk ] ¡ + JLk ax; X¡+ JLkTt + ¡C t, ót, 

+ [H - ).¡:i;¡ + 8</i :i;¡ + a,¡, 
iJx¡ at 

aMk. aMk ]j + JLk ax· X¡+ ILkJi + ¡C ót. 
• t. 

Da.do que : 

Dx¡(t,) = Óx¡,e - :i:¡(t,)ót., óx¡(t,) = .5x;,8 - :i:;(t,)ót, (2.31) 

y 

C(x(t), t) 1 = C(x(t), t) 1 =O, 
t. ,, 

(2.32) 

entonces 
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(2.33) 

Asimismo, se obtiene que 

(2.34) 

Sustituyendo las variaciones (2.28), (2.33) y (2.34) en la ecuación (2.19), 

tenemos que 
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! ,, ( aH . ac 
óJ = 1

0 

( ax~ + .\; + 1 ax; ) óx; 

a¡¡ ac aH ] + ( ¡¡; + 1 au ) óu+ ( 7if ¡ - :i:¡ ) ó.\; +CS.., dt 

+ ( - ,\¡ + - + µk -- ) óx;,¡ aef> íJMt 1 
ax¡ ax¡ I¡ (2.35) 

( a9 aM1c / + H + ¡¡¡ + µ1c-¡¡¡-) I¡ ót¡ 

+ ( ..\¡(t;) - ..\¡(t;)) óx;,.+ ( H(t;) - H(t;-)) ót, 

+ ( ..\¡(t:J - ..\;(t;)) óx;,.+ ( H(t;) - H(t:J) ót. 

con -y= O fuera de la restricción. 

Ahora, J tiene un máximo global en uºP si 

J(uºP) > J(u) para toda u E U, 

donde U es la región de control.,.Por lo que : 

óJluºPj::; 0. 

(2.36) 

(2.37) 

Las variaciones en x, ..\, -y y t dependen de las variaciones en la variable 

de control. Así pues, uno espera que óJ dependa sólo de óu, por lo que si 

óJ = {I dt ( ~~ + "( ~~] ÓU, 
se obtienen las siguientes condiciones de la ce. (2.35) : 

aH ac . -a +-y-a + ..\¡ = o, 
X¡ X¡ 

aH . 
[),\ i -x¡ =O, 

..,e= o, 

[ -,\¡ + ª"' + µk~J:fk] 1 =o, 
Dx¡ ax¡ I¡ 
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[H+ ~~ +µkº~:k] l,,=O, 
,\¡(t;) = >.;(t;), 

H(t;) = H(t;J. 

,\¡(t:J = .\;(t;), 

H(t;) = H(t:i. 

. (2.43) 

(2.44) 

{2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

Si la región de control no es acotada, el valor del control óptimo debe 

satisfacer 6J =O de modo que 

an ac 
-+¡-=0. 
iJu iJu (2.48) 

Estns condiciones son válidas tanto dentro como fuera de la restricción. 

Algunos comentarios importantes son : 

(a) Fuera de la restricción ¡=O y la ce. (2.41) se satisface trivialmente. 

El valor del control óptimo en ésta zona se obtiene entonces de la ec. (2.48), 

i. e., de 

~~ = o. (2.49) 

(b) Dentro de la restricción "'l(t) f- O y de la ecuación (2.42), í. e. 

C(x,u,t) =O, se obtiene u. La ecuación (2.48) nos da entonces "'l(t) den­

tro de In restricción, la cual se debe sustituir en la ce. (2.39), con lo cual 

tenemos junto con (2.40) un sistema a.copiado de ecuaciones diferenciales 

de primer orden. 

IJ.3 CONDICIONES NECESARIAS PAUA UNA SOLUCION OPTIMA 

CON RESTRICCION DE DESIGUALDAD QUE NO DEPENDE 

EXPLICITAMENTE DE LA VARIABLE DE CONTROL.(9l 

En esta sección se encuentran las condiciones necesarias que debe satis­

facer 1111 extrema! en aquellos problemas donde las variables de estado están 

restringidas n satisfacer una relación de desigualdad de la forma : 
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S{x, t) ::; O. {2.50) 

Dado que S se anula sobre la frontera ele la restricción se sigue que sus 

derivarlas totales respecto al tiempo también : 

k =o, 1, 2, ... (2.51) 

La primera derivada total respecto al tiempo de Ses 

dS as as . as as 
dt = 8t + OX¡ X¡ = 8t + ax; /¡(x, u, t) (2.52) 

Dado que f(x,u,t) aparece en la relación anterior, dS/dt puede ser una 

función explícita de la variable de control u(t). Si dS/dt no es una función 

explícita de la variable de control, uno debe considerar la segunda derivada 

total, la tercera derivada total, etc. hasta que resulte una derivada, en 

la cual aparezca explícitamente la variable de control. Supongamos que 

ésta aparece explícitamente en la derivada total de orden q , entonces la 

restricción será llamada una restricción ele desigualdad en las variables ele 

estado ele orden q . ~:~ (x, u, t) = O juega entonces un papel similar al de 

G(x, u, t) =O en el problema anterior. Por lo que las condiciones de restricción 

son las mismas sustituyendo ~~{-(x, u, t) en vez de C(x, u, t) . 

Además en los puntos ele entrada se deben cumplir las siguientes candi-

ciones : 

S{x(t.), t0 ) =O 

dS 
dt(x(t 0 ),t0 ) =0 

d1 S 
-;¡¡r(x(t.),t,) =O 

El problema es entonces formulado de la siguiente manera 
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Encontrar u(t) E O que maximiza la funcional 

1.
1¡ 

J = L(x,u,t)dt + i;!i(x(t¡),t¡), 
lo 

(2.54) 

sujeto a las ecuaciones dinámicas 

x = f(x, u, t), (2.55) 

con la condición inicial 

x(to) = Xo, (2.56) 

a Ja condición final 

M(x(t¡),t¡) ==O, dim{M} S dim{x} + 1, (2.57) 

y la condición 

S(x,t) SO, (2.58) 

más las condiciones en (2.53), si parte de la trayectoria óptima esta sobre 

Ja restricción. 

Este problema es equivalente a maximizar la siguiente función (a la cual 

continuaremos llamando J por comodidad) : 

1.
1¡ 

J= 
lo 

[ L(x, u, t) + >.¡J;(x, u, t) + ¡ ~:~ (x, u, t) - >.;i:;] dt 

+ <fi(x(t¡),t¡) + /lkMk(x(t¡),t¡), 

(2.5!J) 

donde ¡1. es un vector adjunto o multiplicador de Lngrange, constante, >.(t) 

P.~ llnl". "unción vectorial adjunta, ¡es una función adjunta con valor nulo 

fn:ra de la restricción, 

S(x,t) <O, 
S(x,t) =O. 

(2.60) 

Usando la definición de la función de estado de Potryangin dada en 

la ec. (2.14) y dado que el añadir constantes a la funcional no altera la 

trnyectoria óptima resultante, podemos escribir : 
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dqS 
[H(x,.\.,u,t) +1~(x,u,t)- .\.¡:i:¡ J dt 1

1¡ 

J= 
lo 

+ .P(x(t¡),t¡) -</>(x(to),to) (2.61) 

+ µkMk(x(t¡),t¡) - µkMk(x(to),to). 

Utilizando el teorema fundamental del cálculo introducimos</> y M den-

tro de la integral y a través de la regla de la cadena expresamos sus derivadas 

totales respecto al tiempo en términos de las deriva.das parciales: 

dqS 
[H(x, )., u, t) - ).¡:i:¡+ Tdtq-(x, u, t) 1

1¡ 

J= 
lo 

ar,1>(x(t),t). aq,(x(t),t) 
+ ax¡ X¡+ at (2.62) 

aMk(x(t),t). aMk(x(t),t) J dt 
+µk· ax; x¡+µk at 

Por simplicidad, pero sin pérdida de generalidad se considera la trayec-

t.oria óptima dividida en tres secciones (ver Fig. 2.4) : 

punto de 

(xo, to) 

S(x,t) >O 
frontera de la restricció'n 

de salida 

Fig. 2.4. Diagrama esquemático de una trayectoria con restricciones 
del tipo S(x,t):::; O. 

a) Una inicial sin restricciones ( S(x,t) <O), 

b) Una intermedia con restricción (S(x,t) =O), 

c) Una final sin restricción (S(x,t) <O). 

Considerando lo anterior dividimos la integral en tres partes 
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!. t. J.'· f.'1 J = ( ... ) dt + ( ... ) dt + ( ... ) dt 
to t. t, 

(2.63) 

Donde t. Y 1, son los puntos de entrada y <le salida de la restricción 

respectivamente. Llamando l¡, he /3 respectivamente a cada una de estas 

integrales : 

. (2.64) 

Consideremos Ja primera integral : 

!.
t. 

l¡ = 
lo 

[n(x,u,>.,t) - >.;:i:; 

Bcp(x(t),t). Bcp(x(t),t) 
+ ax; X¡+ at 

a.Mk(x(t), t) . B.Mk(x(t), t) 
-f- µk ax· X¡ -f- µk at 

• 

(2.65) 

as1 • as1) 
+ e1 ax/i + ei--¡¡¡ dt 

Aquí se hnn intro<luci<lo las condiciones (2.53) a través de los multipli­

cadores de Lagrange eo,e1 ,. •• ,E9 _ 1 y se hace uso de la siguiente notación 

So= S(x,t). 
dS 

S¡(x,t) = dt(x,t). 

d2 S 
S2(x,t) = dt2(x,t). 

dq-IS 
S9 _ 1 (x, t) = dtq-I (x, t). 

(2.66) 

Si tf>(x,t) , M(x,t) y S(x,t),dS/dt(x,t),. · .,dq- 1S(x,t)/dtq-I, son funcionC>s 

continuas con derivadas parciales continuas, sus segundas derivadas par­

ciales pueden intercambiar el orden de derivación, por lo que la variación 

de T1 es : 
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De la figura : 

X,: +úxt! - --· -· --- -- ··- ::¡~ -- 71 ·j' 

:::(t,)Stc 1 / ! '¡ 

·} 1 ' A i1Jx. 

Xe --- - - - -- - ·- - / ;~"'~~ .i 
./ ~,,.-/ l 1 

,.,/'".... /' 1 ! 

/ / l 1 

_,. ----- 1 ! 
Xo ______ ,.-:::::::. .. -------- 1 J 

L. -- ---

1 

1 ( • 1 
1 Xo,lo) 1 
1 1 1 
1 1 1 

¡-·-·--1---------· ·---------------------1---:--·-

. l,, te+ /i, 

Fig. 2.5 La variación total de las variables de estado 
en el tiempo de entrada es igual a la suma de las variaciones 

provocadas por el tiempo de entrada y los estados en ese tiempo. 

óx;,. = :i:;(t.)ót. + óx;(t.), 

entonces 

(2.67) 

Óx;(t.) = Óx;,. - :i:;(t.)ót. (2.68) 

Por lo que : 
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Las expresiones resultantes para liJ3 y liJ3 son semejantes a las expre­

siones correspondientes en la sección anterior, ecs. {2.30) y (2.31), susti­

tuyendo G(x,u,t) por (dqS/dtq), así: 

(2. 70) 

y 
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1
1¡ 

Óf3 = 
1, 

[ 
DH · 

(ax, + >.;)óx¡ 

as an . ) + (a;)óu +(·a>. i - x;)ó>.; dt 

[ a,¡, aM"] 1 

- -..\¡ + - +µ1c-- 1 óx¡,, 
ax; ax¡ 1; 

_ [n + ~~ + µ" ª~~" J I,+ ót. 

(2. 71) 

+ (->.; + :i1i. + µ1c ªaM~] 1 óx;,¡ 
x. x, ~/ 

+ [n + ~~ + µ" ª~" J ¡
1
, ót,. 

Sumando los resultados y dado que t/i(x,t) y M(x,t) son funciones conti-

nuns : 

f,
1¡ 

óJ= 
lo 

(2.72) 

con 7(t) ==O fuera de la restricción. 

Si J tiene un máximo global en uºP entonces 

J(uºP) 2: J(u) para toda u E U, (2.73) 

donde U es la región de control. Por lo que : 

óJluºP) ~O parn todn u E U. (2.74) 
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Como se mencionó antes si pedirnos que óJ solo dependa de las varia­

ciones en u, entonces las siguientes condiciones deben ser satisfechas : 

aH éJ ( d9S) . -+·¡- - +A;=O, 
éJ.L¡ éJx; dt9 

\'i, (2.75) 

aH 
- - :i:· ==o Vi, (2.76) 
a;.; • • 

d9S 
1(t)-;uq =o, {2.77) 

( éJ¡fi aMk) 
1 =0, (2.78) -A¡+ éJx; + µk ax; 
I¡ 

( a¡fi éJMk) 1 H + at + µkfit I¡ =o, (2.79) 

A;(t:) = >.;(t;), Vi (2.80) 

H!t;) = H(t:J, (2.81) 

A;(t:J = A;(t;) - €1 :s, Vi 1 , Vi, (2.82) 
x, t; 

H(t:J = H(t;) + €1 ~St 1 . 
t t; 

(2.83) 

Así 

[' [ªH a (dqS)] óJ = lo dt -¡¡;; + "( au -;uq óu (2.84) 

·oe 11neV•J si la región de control es no acotada, el mínimo ó máximo de 

1:i fttncionnl es obtenida con óJ =0, de donde: 

aH + •t!!_ (d9
S) = 0 au au d/9 

(2.85) 

Estas condiciones son válidas tanto fuera, como sobre, la frontera de la 

restricción. Debemos notar los siguientes puntos. 

48 



(a) Fuera de la restricción ¡(t) = O y la ecuación (2.77) se satisface 

trivialmente; el control óptimo se obtiene entonces de la ce. (2.85),'i.c. 

BH 
Bu =0, 

(b) Sobre la restricción ¡(t) f- O y la ec. (2.77) da 

dqS 
dti =O; 

y dado que esta ecuación contiene a u explícitamente, el valor óptimo de la 

variable de control se obtiene resolviendo esta ecuación para u. La ecuación 

(2.85) se vuelve una ecuación para ¡(t), que se debe sustituir en (2.75). 

II.4 EL PROBLEMA GENERAL CON EXTREMOS LIBRES. 

En las secciones anteriores, en el problema de control óptimo, se con­

sidero que tanto el tiempo como el estado iniciales estaban fijos, sin embargo 

es posible que en ciertos problemas el estado inicial y /ó el tiempo inicial no 

estén predeterminados, sino quc--estos estén sujetos a satisfacer una cierta 

relación. 

En esta sección encontraremos las condiciones necesarias que la solución 

óptima debe satisfacer en estos casos. Con objeto de simplificar un poco 

los cií.iculos discutiremos aquí el caso en el cual no existan restricciones del 

tipo C(x,u,t}:::; O ó S(x,t)::; O. Los resultados son válidos en casos donde hay 

estas restricciones, lo cual se puede demostrar, pero no lo haremos aquí. El 

problema queda planteado como sigue: 

Encontrar In función de control uºP(t) que maximiza la funcional 

J=J. 11 

L(x,u.,t)dt+<f>(x¡,t¡) 
lo 

(2.86} 

sujeto n !ns ecuaciones dinámicas 

x = f(x, u, t), (2.87} 

n lA.s condiciones iniciales 
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N(xo, to) =O, dim{N} S dim{x} + 1, (2.88) 

y n las condiciones finales 

M(x¡,t¡) =O, dim{M} S dim{x} + 1, (2.89) 

donde Xo y lo son el estado y el tiempo iniciales y x¡ y t¡, el e~tndo y tiempo 

finales, respectivamente. 

En las secciones anteriores el tiempo inicial y el estado inicial estaban 

dnclos, lo cual permitía añadir en la funcional las funciones terminales eva­

luadas en el estado inicial como constantes. En el presente problema, lo 

anterior no es posible, porque al no estar fijos el estado inicial y/ó el tiempo 

inicial, el añadir las condiciones evaluadas en el estado inicial alteraría la 

funcionnl n maximizar. Para evitnr estn dificultad, se definen las siguientes 

funciones : 

<f/(x, rp, t) = ,P(x, t) - rp(t), 

N'(x,n,t) == N(x,t) - n(t), 

M'(x, m,t) == M(x, t) - m(t), 

donde hemos introducido !ns variables de holgura; rp(t), n(t) y m(t). 

Se plantea el siguiente problema, que es equivalente al anterior 

Encontr1ir uºP que maximiza la funcional 

J == J. 1

' L(x,u,t) dt + </>'(x¡,rp¡, t¡), 
lo 

R11Jet1l a iil~ ~'cun.ciones dinámicas 

x == f(x, u, t), 

con \!ls condidoncs 
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ef>'(xo,'Po,lo) =O, (2.95) 

N'(xo,no,to) =O, (2.96) 

N'(x¡,n¡,t¡) =O, (2.97) 

M'(xo,mo,to) =O, (2.98) 

M'(x¡,m¡,t¡) =O, (2.99) 

<p(t¡) =o, (2.100) 

n(to) =O, (2.101) 

m(t1) =O, (2.102) 

como se verá las condiciones necesarias que debe satisfacer este problema 

son independientes de las variables de holgura. En general, las ecs. (2.98) a 

(2.0!l) pueden no tomarse iguales a cero, sino constantes diferentes de cero, 

pero esto no altera el resultado final. 

Añadiendo las condiciones a .Ja integral mediante el uso de los multipli­

cnclorcs de Lngrange ; 

J = 1,:1 
[ L(x, u, t) + >.;f; - ..\;:i:¡] dt 

+ q/(xJ,tp¡,t¡) - </J'(xo,<po,to) (2.103) 

+ v1N{(x1,n1,t1) - v1N{(xo,no,to) 

+ µkM/.(x1 1 01¡, t¡) - µkM{,(xo,mo, to). 

Usando el teorema fundamental del cálculo : 

1.11 [ d</J' dM' dN'] 
J = 

10 
H(x,>., u,t) - ..\¡:i;¡ + dt + µk d/ + v1--Jt- dt, (2.104) 

como se ha definido anteriormente, Il = L(x, u, t) + >.¡f¡. Expresando las 

clt:rivnd1ts totales rctt¡>ccto lll tiempo en H:rminos de 6118 derivadas pnrdal<?R: 
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1
1¡ 

J= 
lo 

(2.105) 

Llamemos al integrando anterior L'(x,x,u,.\,\b,m,ñ,t). Aplicando el re­

sultado en {2.25), la variación de J es : 

ÓJ ( H 
, . a,;, . a,;, . 

= - - AjXj + ax¡ Xj + al - 'P 

aMk aMk . + µk--i: · + µk-- - µkmk 
ax; J at 

aN1 . aN1 . ) 1 r 
+V¡ ax¡ X¡+ V¡at - ll¡n¡ lo vto 

( H ' . aq, . a<? . + - AjX¡ + -X¡ + -- - !p 
•. ax; at 

aMk. a,\h . 
+ µk ax¡ X¡+ µkat -µkmk 

aN,. aN, . )1 + 111-a . x; + 111-
8 

-111n1 ót1 
X, t t¡ 

+J.'' [ aH óu + (ªH +A;) óx; + (ªH. - ±;) ó.\¡] dt 
lo au ax; a.\. 

{ 
aq, aMk aN, } 1'1 

+ -,\¡ + - + µk-- + 11¡-a ÓX¡ 
ax¡ 8x¡ X¡ to 

Usando de nuevo : 

óx;(to) =óx;,o - :i:;(to)óto, 

Óx¡(t¡) =ÓXi,f - X¡(t¡)ót¡, 

óip(t0 ) =Ó<po - c,ó(to)óto, 
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V i, 

(2.106) 

(2.107) 

(2.108) 

(2.100) 



fiip(t¡) ~~'PJ - j;(t¡)6t¡, 

Ótnk(to) ="ÓTllk,O ·- mk(to)bto, 

ómk(t¡) =Ómk,¡ - rnk(t¡)ót¡, 

ón¡(to) =Ón1,o - n¡(to)óto, 

ón1(t1) =ón1,¡ - ri1(t1)ót¡, 

de las ces. (2.100), (2.101) y (2.102) tenemos : 

Ó'{J¡:::; o ómk,f =O ón1,o =O¡ 

V k, 

V k, 

V k,l 

(2.110) 

(2.111) 

(2.112) 

(2.113) 

(2.114) 

(2.115) 

y sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuación (2.106), tenemos : 

óJ =- ( H + a,p - rp + µk &M,. - µkmk +V¡ aN, - ll¡ri.¡ ) 1 Óto 
&t at at fo 

- {-,\; + a9 + f'k éJMk + v1 BN1} 1 óx;,o 
ax; OX¡ éJx; fo 

( H lJ,P • éJM., . &N1 . ) 1 e + + - -<p + µ11;-- - /lkmk +V¡- - V¡rt¡ ut¡ 
at at at f' 

+ {-.\; + ·:q,. + f'k a:k +vi ~N1} 1 óx;,¡ 
x. x, x, 1, 

+ rp(t¡)ót¡ + órpo - ,P(to)óto 

+ µvhk(t¡)ót1 + /lkÓm1<,o - µ,.rhk(to)óto 

+ 111n1(t 1)ót f - v¡ónk,¡ - v1ñ1(to)óto 

+ 1i:1 

[ ~~ óu + ( :~ + Á;) óx;+ ( ~~; - x;) ó,\;] dt 

De las ces. (2.97) a (2.100) : 

Ó'{)o :::; aª<P: 1 óx;,o + ªa<P 1 óto, 
x, lo t lo 

lJMk 1 8M1< 1 Ómk,o = -- Óx;,o + -- lito, 
ax; fo at lo 

link,o = aMk l lix;,o + éJMk 1 óto. 
OX¡ lo at fo 

(2.116) 

(2.117) 

(2.118) 

(2.119) 



Por lo que : 

6J = /
1

' [ªH óu + (i!!~ + >-) 6x· .J.. (ªH - ±) 6>. ) dt 
lo üu ax¡ 1 

•• é))..¡ • • 

- ( JI+ 111 ~Ni ) 1 lito 
at lto 

- {->.;+V¡~::} L 6x;,o (2.120) 

+ ( H+ ~~ +µ/;~k )I,, 6t¡ 

+ {->.; + :</>. + /Lk aDMk} 1 lix;.1 
x, x. t¡ 

Usando los argumentos dados anteriormente, las condiciones necesarias 

que debe satisfacer una solución óptima del problema planteado de (2.86) 

a (2.80) son : 

aH 
au =.O, 

aH . 
ax¡=->.¡, i = 1,··· ,n, 
aH 
a>:,=:i:¡, i=l,···,n, 

{ H +V¡ a;,} ''º=O, 
{->.;+V¡!::}= O j

10
, i = 1,-·-,n, 

{ 8</> 8Mk} 1 H+a¡+!Lkat 
11

=0, 

{ ->.;+ aq, +!LkaMk} 1 =0, i=l,···,n. 
8x¡ ax; t¡ 

(2.121) 

(2.122) 

(2.123) 

(2.124) 

(2.125) 

(2.126) 

(2.127) 

Notesé que cuando el tiempo inicial no esta especificado 8N1/8t ==O Y 

lrt condición de transversalidad (2.124) da lrt siguiente condición para el 

hrtm ilton iano : 
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H 1 =0. 
to 

('.!.128) 

Asimismo, si alguna variable del estado inicial x¡(!o) no esta especificada 

la condición de transversalidad correspondiente (2.1'.!5) da que 

>.;(to) =O. (2.lW) 

Il.6 PRINCIPIO DEL MAXIMO DE POTRYANGIN. 

Hemos mostrado que en general cuando una trayectoria contiene una 

parte sobre la restricción , ya sea del tipo G(x,u,t) ~O ó S(x,t) ~O, el valor 

tlel control en esta región esta determinado completamente. 

Dado que queremos maximizar J, el valor del control fuera de la re­

stricción es determinado de modo que 

1
1
' 8H SJ = -

8 
Su dt ~ O, 

to u 
(2.130) 

c.uando las variacionc5 son hechas alrededor de Ja solución óptima. 

Si la región de con trol es no acotada, las variaciones Su son arbitrarias 

y entonces uno pide que, si la solución óptima existe, el valor de control 

óptimo sea obtenido de 

(2.131) 

Sin embargo cuando la región de control es acotada, este procedimiento 

puede no proporcionar el control óptimo sino algún otro valor. 

L. S. Potryangin<10> demostró que en cualquier caso el control óptimo, 

uºP, d<!h1~ ser obtenido tal que 

H(x,>.,uºP,t) ~ H(x,>.,u,t) (2.137) 

con u, u"P E U, donde U es la región de control que puede ó no ser acotada. 

Esta condición es conocida como el Principio del Máximo de Potryangin. 
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Así, en general, el valor del control óptimo fuera de la rc,stricción, en 

cuso d<> existir, debe ser obtenida de (2.132) y no de (2.131). Sin embargo, 

si la región de control es no acotada, y la solución óptima existe, entonces 

!ns conrlicioncs (2.131) y (2.132) son equivalentes. 

Dehcmos notar que el caso que hemos tratado aquí es el de maximizar 

una funcional J¡ en el caso en el cual se quiera minimizar la funcional J, se 

puede puede multiplic11r la funcional por -1 y buscar maximizar la nueva 

funcional ó simplemente cambiar el orden en las desigualdades (2.130) y 

(2.132). 

Jl.6 CONDICIONES NECESARIAS PARA UNA SOLUCION 

ÓPTIMA CON RESTRICCION DE DESIGUALDAD QUE NO 

DEPJ~NDE EXPLICITAMENTE DE LA VARIABLE DE CONTROL 

Y CON CONDICIONES INICIALES Y FINALES NO 

COMPLETAMENTE DETERI\HNADAS. 

En !ns secciones anteriores hemos deducido las condiciones necesarias 

que todo candidato n solución óptima debe satisfacer en un problema de 

control óptimo : (a) con restricciones de desigualdad de los tipos "variable 

de control" y "variable de estado"; (h) sin restricciones de desigualdad pero 

con ambos extremos libres. En los casos anteriores se supuso que la región 

de control no ern. acotada. El "Principio del Máximo de Potryangin" se usa 

cunn<lo la región de control está acotada. 

En esta sección estudiaremos la síntesis de los problemas anteriores, 

c:1t.o r·n, el problema de control óptimo con una restricción que no depende 

_..,..l,lf''.it11. ·ente de In variable de control, condiciones iniciales y finales no 

cspecíficadas y en el cual Ja región de control está acotada. 

El problema se planten de la siguiente forma : 

Encontrar la función de control uºP(t) E U, donde U es la región de control 
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con U {ulumin $; u $ Umax }, que maximiza la funcional 

J = J. 11 

L(x, u, t) dt + <f;(x¡, t¡), 
lo 

(2.133) 

sujeto a las ecuaciones dinámicas 

x-= f(x,u,t), (2.134) 

n la restricci6n 

S(x,t) SO, (2.135) 

a las condiciones iniciales 

N(xo,lo) =O, dim{N} $ dím{x} + 1 {2.136) 

y a las condiciones finales 

M(x¡,t¡) ==o, dirn{M} S dim{x} + l. (2.137) 

donde x¡ y lo son el estado y el tiempo inicial y x¡ y t¡ el estado y el tiempo 

final. 

El procedimiento para obtener las condiciones necesarias es similar al 

efectuado en los anteriores casos y no lo repetiremos aquí, porque no agrega 

ning1ín concepto nuevo. 

Si u"I' E U, es la solución óptima del problema enunciado, éste debe 

snt.isfnccr las siguientes condiciones 

1) El principio del Máximo de Potryangin. En las regiones donde la 

trayectoria 6ptima no esté sobre In frontera de la restricción, el control uºP 

debe ser tal que 

H(x,u"P,A,t) ~ H(x,u,A,I), V11 E U. (2.138) 

En rstc caso !1t solnción 6pt.imn Re buscl\ r.011sidur1rndo c.111d<¡11i1~rn <le los 
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puntos críticos del hamiltoniano, i. e. Umaz. Umin, posibles puntos de dis­

continuidad de lI (si existieran) y puntos que satisfacen 

aII 
a;;= o. (2.139) 

2) Regiones con restricción. En las regiones donde la trayectoria óptima 

esté sobre la restricción S(x,t), el control óptimo esta dado por la derivada 

total de orden q en la que aparece explícitamente la variable de control, i.e. 

(2.140) 

donde la función gamma se define de tal manera que 

si S(x,t) =O, 

(2.141) 
si S(x, t) <O¡ 

mientras que la ce. (2.139) se transforma en la siguiente ecuación para 1, 

i.e. 

al!+ 1~ (dqS) =O. au au dtq (2.142) 

Cuando la trayectoria óptima está fuer.:i de la restricción, 1 es idénticamente 

cero y la ecuación anterior se reduce a la ce. (2.139). 

3) Las ecuaciones diferenciales para las variables adjuntas son 

aII . a (dqs ') -+>.;+1- - =0 
ax; ax; dtq i=l,··-,n. (2.143) 

Si se está fuera de In restricción, In función 1 es idénticamente cero y el 

término conteniendo la derivada q-ésima de la restricción, se anula, de otra 

manera In ce. (2.142) se resuelve para 1 y ésta expresión se sustituye en la 

cc11 nci6n anterior. 

il) Lníl ccuncioncR dinámicas, siguen sicnrlo 

DII -:i:·=O 
a>., ' ' 
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5) Lits condiciones de trnnsversaliditd que deben ser sittisfcclrns 

en el estado inicial son 

{ H +V¡ {}:I} ¡
10 

= 0, 

{-A;+V¡~~} L =0, i = 1,···,n 

6) J,as condiciones para el punto de entrada a la restricción son 

&S11 A¡(t;;) - 6 OX¡ ,- = .\¡(t:J 

H(t;;) + e/8
8

' 1 = H{tt) 
t t; 

j =o, 1, ... , q - l. 

j=0,1,···,q-1. 

7) J,as condiciones para el punto,.cle salida de la restricción son 

.\;(t;) = >.;(t;), 

H(t;) = H(t;). 

8) J,as condiciones de transversalidad que se deben de satisfacer 

en el estn.do final son 

i == 1,-··,n. 

(2.145) 

(2.146) 

(2.147) 

(2.148) 

(2.149) 

(2.150) 

(2.151) 

(2.152) 

LnR condiciones necea arias rcsum idas en cstl\ Hccci611 scrlÍll liis qnc apli­

caremos en el problema físico del siguiente Cllpltulo. 
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II.7 EJEMPLO DE COMO UN PROBLEMA DE CALCULO DE 

VARIACIONES PUEDE SER RESUELTO USANDO TEORÍA 

DE CONTROL OPTIMO. 

Ilustraremos la técnica de lll teoría de control óptimo a través de un 

problema sencillo del cálculo de variaciones : 

Hallar la distancia mínima entre las curvas y= x 2 y x - y= 5. 

La longitud de una curva y(x) entre x =a y x = b esta dada por 

(2.153) 

por lo que el problema consiste en encontrar la curva que minimiza V sobre 

un conjunto de funciones y(x) que unan a y= x2 y x - y= 5. 

Replanteando el problema en términos de la teoría de control óptimo 

Encontrar uºP que minimiza 

a través de 

rnjcto a 

y 

!
%/ 

V = JiTu2 dt, 

"º 

ri= u(x), 

N(yo,xo) =Yo - x~ =O 

M(y¡,x¡) = x¡ - YJ - 5 =O, 
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donde u, u"P E U; y U= {u!- oo <u< oo}, es decir la variable de control no 

está acotada. La función de Potryangin de este problema es : 

H = /1 + u1 + )1U, 

por lo que lns condiciones necesarias son : 

junto con las concl_iciones 

aH =O, 
au 

. aH 
y =a>:· 
. aH 

-A=­ay, 

{V~: -). } L =O, 

{ µ ª:: -). } L = º· 
{ H: v ~~} 1 %o =O, 

{ H +µªa~} Ir, =O, 

M(x¡,y¡) =O, 

N(xo, Yo) =O. 

(2.158) 

(2.159) 

(2.160) 

De las ces. en (2.161) aH/oy = -~, y usando el hamiltoninno (2.158), 

~=O, por lo que,\= c1 , donde c1 es una constante por determinar. 

De 8Jf/Dn=OrcHultn: 

A=---u __ 
~· 

(2.162) 

por lo que 11 es también una constante n In que llamaremos c2. De aquí: 

A=---c_2_ 
,11 + cf 

(2.163} 



Usando 811/éJ.\ =y, se obtiene y =e tt, por lo que 

(2.164) 

donde C3 es una constante de integración. Hasta aquí el problenrn ha sido 

eni:ontrar la distancia mínima entre dos puntos del plano, resultando que 

la :.r;iycr.toría óptima es una línea rect¡1 como era de esperarse . 

. ;, tr<•vés de las condiciones de transversalidad y las condiciones inicial 

y liria! se determinan x 0 , x¡, c1 , c2,c3, 11 y µ : 

'El hamiltoniano en términos de u vale : 

1 
H= Vf+7f (2.165) 

De la primera y tercera condición en (2.160) 

(2.166) 

. 1 
--- =211xo 
y'l +e~ 

{2.167} 

De In scgunda·y cuarta condiciones de (2.159) 

(2.168) 

(2.169) 

PoT lo qne u= c2 = -1, x0 "" 1/2, 11 == ,\ = H = -µ = 1/./2. Ahora, haciendo 

UBO de la cor1<1.ición inicial, y de la ce. (2.160} 

3 
C3 = 4 

Por Jo que In. ecuación de la trayectoria óptima es 
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y= -x + 3/4 (2.171) 

flnr.lmentc, de la condición final: 

x¡-y¡=5, (2.177) 

junto con la ce. (2.176) i.e. 

(2.178) 

se obtiene que el punto final tiene coordenadas x¡ = 23/8 y y¡ = -17/8. 

Resumiendo, la trayectoria que minimiza la distancia entre las curvas y= x 2 

y x -- !J = 5 está dada por la recta : 

(2.179) 

con punto inicial (1/2,1/4) y punto final {23/8,-17/8). La derivada de la 

parabola en el punto inicial es igual a 1, lo cual concuerda con el hecho de 

lo. distancia mínima entre una recta y una curva esta dada por la recta que 

sea perpendicular tanto a la recta como a la curva. 
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JI.8 COMF.NTARIOS. 

El copjunto de condiciones necesarias obtenidas en e•te capítulo, con­

ducen L la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales con valores 

tanto inicialPs como finales. En general una solución analítica a este tipo 

de problemas no es posible a menos de que el sistema sea lineal. 

Por otra parte las condiciones necesarias que deben ser satisfechas por 

la solucicín ele nn problema ele control óptimo del tipo estudiado aquí, no 

garantizan optimalitlad; en el sentido de que es posible que exista un con­

.iunto <le soluciones, ln.s cuales satisfagan las condiciones necesarias, con Jo 

cunl todas pncden considerarse candidatos a una solución óptima; sin em­

bnr~o :1110 espera que la aplicaci<Ín de las condiciones nece~arias presentadas 

en c:;tc c¡cpítulo aislen a un candidato único. 

04 



CAPITULO III 

ffPTlMIZACION DB LA POTENCIA DE UN REACTOR NUCLEAR. 

··------- -----

JII.J. INTRODUCCION 

En este capítulo utili:'.nremos los resultados obtenidos en los capítulos 

anteriorcn para maximizar la potencia de un reactor nuclear con la re­

st.ricdón de que el flujo máximo de neutrones térmicos nunca sea superior 

a 1111 valor miÍximo, cPmax• fijado de antemano, mientras que el flujo rápido 

permanece libre. Éste tipo de restricción puede aparecer debido a la capaci­

dad limitndr• de un sistema de enfriamiento de disipar la energía generada 

por un reactor. 

El modelo que utilizaremos será un reactor unidimensional de tamaño 

finito ( slab) en la nproximación de dos grupos energéticos de neutrones 

(el térmico y el rápido), tal com;) se discutió en el cap. I. 

gn éste modelo se 'supondrá que es posible aí1adir ó sustraer material 

nbMorhente de neutrones térmicos ( barraR de control) en cualquier parte de 

sist<>ma en forma arbitraria, sin afectar directamente la nbsorción de ncu­

troncR rápidos, ni los coeficientes de difusión. Así se tendrá una distribución 

h1,m6genea de la sección transversal macroscópica de ab~orción en todo el 

nti.r..11:0 del rendar. La variable de control estará asociada directamente 

con las vnrinciones, alrededor de éste valor, de la sección macroscópica de 

absorción. Estas variaciones, sin cm bargo, estarán limitadas por un valor 

máximo y un valor mínimo, reflejando así el efecto de las barras de control. 

En In sección VI del capítulo anterior están resumidas las condiciones 

ncceHria'l que la arilución óptima debe satisfacer y que nplicaremon a nuestro 

r.-,~l¡i<'~':l 1'l·ttictiiar en C8te capítulo. 
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I i , 
. ' 

H1.?.. UN PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO. 

'ion ,,¡ :1jeto de plantear <.?! prohlema descrito en la sección nnterior 

n !a f'''"·" <otnncnr de 1111 p~oblcma lle Control Óptimo, definiremos a la 

nni· ;,¡,, •:;r. con'.¡·ol como la cnntida<l de mritcrial absorbente que añadimos 

o i;u 'trn._.,.,,o, " lt• lnrgo de la longitud del reactor con objeto de cambiar la 

dL•t .;r.,1ción espacial de los flujos térmico y rápido. Así 

u(x) == r;;J;), (3.1) 

don·'e D2 es el coeficiente de difusión térmico, como se discutió en el capítulo 

I, y '>_;"(:;;) rnn las variaciones de la sección transversal de captura en la 

po•;ición :t. 

Lr. potencia de un reactor nuclear de fisión térmico en forma de "slab" 

•le r•ncho }[ i>stú. dada por 

l
lf/2 

Potencia= )ch E¡,4'2(x) dx, 
-H/2 

(3.2) 

el on rl\• 'fl/., e~ la cncrg íu 'prom ·~<l io liberad n por fisión. 

S 11p olll1rcrn os que to dos los m atcriules, exceptuando el m atería! absor-

ben !.e de control, eF.tán distribuídos uniformemente a lo largo del reactor. 

Aef. 111 1;ol11citín del prohlcrna de optimización se espera que sea simétrica 

respecto 1d cjr. central del sistema, el cual supondremos situado en el origen 

del centro de coordenadn.s; esto nos permitirá trabajar solo entre O y H/2, 

VCl' Fig. 1.2. 

En un reactor unidimensional en esta.do crítico y estacionario, Jos flujos 

tél'mico y rápido deben sr.tisfocer las ecuaciones de difusión para dos grupos 

de energías, ces. (I.IJO) y {1.91), que son: 
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Si B<' q11it•rc maximizar la potencia, es razonable suponer que el flujo 

térmico <'ll el centro del reactor tenga el valor máximo permitido, tPmaxi 

:nir1.i.ra' <1"" en In orilla del reactor los !lujos deben :cnularsc. Dada la 

Airn·,tría, Jaq dcriva•las de los llujoq en el centro deben ser nulas. 

r•;l µrr,hk'.llf• a tratar consiste en hallar la distribución de material ab-

g¡,~hentc (<'c. (3.1 )) que maximize la potencia (ce. (3.2)) satisfaciendo las 

r;cu.•.ckn<!~ •.1 c difusión (ces. (3.3) y (3.4)) . Con el objeto de plantear el 

pr.;,hlcma en la forma estándar <le un problema de control óptimo definire-

mos !ns ''aria bles de estado como : 

y las siguientes constantes : 

Z¡ = </>11 

d<f>¡ 
Zl = dx' 
Z3 = </>21 

d<Pl 
Z4 = dx' 

(3.5) 

(3.6) 

el plantr.nmiento en términos de la teoría de control óptimo es entonces 

J<~ncontrar uºP E U que maximizc la funcional 

¡1112 
J ==lo za(x) dx, (3.7) 

donde 

U = {U 1 Urnin :$ U :$ U muz} 1 (3.8) 

S(r;, t) = Z3 -- efimax :::; O, (3.9) 
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y sujP.to a las ecuaciones dinámicas : 

dz1 
dt=z2, 
dz2 dt = Cl¡Z¡ - CI2Z3 1 

dz3 
dt = Z4, 

dz4 Tt = -a3z¡ + a~z3 + uz3 ; 

las conclicioncs in icinlefi son : 

v las condiciones finales : 

z1 (O) libre, 

Z4(0) =O¡ 

z¡(H/2) = 0, 

z2(H/2) libre, 

z~(Il/2) =O, 

z4(ll/2) libre. 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

Como se diHcutió en el capítulo II, sección III, si la restricción no depende 

('Xj>lÍ<:itnmcntn de la variable de control u, es necesario obtener las derivadas 

t.0ta.!l'R ..¡,. 8 con respecto a x hasta que aparezca explícitamente u, así 

S(z, x) = za - .Pnioz =O, 
t!S d::a 
--(z,x) '=' - = z4 =O, 
d:r. dx 

d~S ( ) dz-1 o - 11,u,x = -- = -a3:::¡ + a.¡z3+11.z3 = . 
dxl · dx 
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Dado que la \'ariable <le control no aparece, sino hasta la segun<la 

derivnclo. total respecto al tiempo <le Ja restricción, este es un problema 

de control óptimo con restricción de desigualdad en las variables de estado, 

<le segundo orden. 

IJI.3. APLICACION DE LA TEORIA DE CONTROL OPTIMO. 

Deiinien<lo 

f= (3.25) 

don Je !n.o lo.mb<ln8 son funciones adjuntas y las zetas, las variables de estado, 

como se definieron en Ja ce. (3.5). La función de estado de Potryangin es : 

(3.26} 

Por lo que sustituyendo Ja ce. ''(3.7} y ln.s ecuaciones dinámicas ce. (3.10} 

a (3.13) en In ce. (3.26) : 

Hemos Hnpuesto que el valor del flujo térmico en el centro del sistema es 

1'mnr· Picrit maximizar la pütcncin físicamente uno espera poder mantener 

el flujo t(•rr>lÍco <'n !?F.te valor, la mayor distancia posible a po.rtir del centro 

rlcl reactor. En términos de control óptimo esto es equivalente a pedir que 

la trayectoria eslé inidalmcnte sobre lo. frontero. de la zono. de restricción 

cc.(:l.ü). 

Podemos "111.onces divid'r la trayectoria óptima en una parte sobre In 

zolln. de rr.Htricción y una parte final fncrn de In zona de restricción. El 

punto qnc divi<le r.st<Ls clos zonas será dc11otado por x, y lo llamaremos el 

p11nt,o 1lc salida de la restricción. 
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Para encontrar la solución a este problema <le optimización usaremos las 

condiciones necesarias que debe satisfacer una solución para ser considerada 

candidata a óptima. 

Estas con<licioncs están rcsumidns en la sección VI del capítulo II, y 

nuestro objetivo será usarlas para obtener Ja solución óptima. 

Sobre Ja frontera de la restricción, i. e. desde x ==O ax;; el control sobre 

la restricción i;e obtiene de 

(3.28) 

las vnriables adjuntas deben satisfacer las ecuaciones 

i=l.-··,4. {3.29) 

y las funciones de ei;tado, las ecuaciones 

&JI dz¡ 
&>.¡ == tlx' 

i = 1,- . .,4. (3.30) 

Fuera de ln restricción, i. e. de x = x~ hasta H/2: El control óptimo uºP 

se encuentra <lt' entre aquellos valores permitidos de la variable de control, 

"2 ver ec. {3.8), tnl que 

H{x,>.,u); (3.31) 

las variables adjuntas satisfacen 

i l 
i==l,- .. ,4; (3.32) 

y las de estado 

i=l,- .. ,4. (3.33) 
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HI.4. TRAYECTORIA DEL SISTEMA SOBRE LA RESTRICCION. 

Pnrn obtener el valor de la \'ariable de control sobre In restricción usarnos 

las ces. (3.22) n (3.2.\); de donde: 

(3.34) 

el cual sustituido en la ce. (3.29) da el siguiente sistema de ecuaciones 

diferenciales que deben satisfacer las funciones adjuntas sobre la restricción: 

y cnyn solución es 

C1 . 1¡2 C2 ( 1/2 ) .\2 = -IT'i smh(a 1 2:) ·- --1¡-¡ cosh a 1 x , 
ª1 ª1 

ª2 1/2 ª2 . ( 1/2 ) 
,\ 3 = -C1 -- cosh(a 1 x) - C2 - smh a 1 x - x + C3, 

a 1 a 1 

d.'1nck G1 ,(;2 ,C3 y G4 son constantes por determinar. 

(3.35) 

(3.3G) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

Dado que z:1(x) = <Pmnx sobre In restricción, z4 =O por lo que (3.30) se 

reduce a : 
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Resolviendo este sistema: 

Z¡ = A~ e,¡iljz + A~e-,/iilz + ª 2 tPmnx, 
a1 

Z2 =A; a:/ 2 e,¡iljx - A;a:/2 c-.¡u,x, 

{3.43} 

(3.44) 

(3.45) 

{3.46) 

y usando la condición z2(0) =O, se obtienen las siguientes soluciones a las 

ecnaciones de estado sobre Ja restricción : 

donde Go:; 2A;. 

• 1/2 a2 
z1 == G0 cosh(a1 x) + -</>ma>a 

a¡ 

z2 ""a:12 Gosinh(a!12 x), 
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Ul.5. TRAYECTORIA DEI, SISTEMA l<'UERA DE LA RESTH.ICCION. 

Si¡;ui,.nr!o el Principio dPI M <Íximo de Potryangin para encontrar el co11-

trol óptimo iiicra rle b re:;tricr.ion ~e tiene que maximizar d hamiltoniano 

dn(l(J por : 

'JI cual puede escribirse de Ja forma: 

ll(u) ~~ l!1 u+ IIu, (3.52) 

donde 

(3.53} 

y 

(3.54) 

con ohjcto de resaltar la clep1~ndcnci11 lineal Jel hamiltoniano respecto a la 

variable de control. 

Si u E U tul q11c U= {u ju,,,; .. :<; u '.S Umnz} se tiene, de la ce. (3.30), los 

sit;uient.cs ca:.;os : 

uºP :.:: { tLmo:c 

u,nin 

si 
si 

Hi >O, 
J[¡ <o. (3.56) 

Dado que z3 , el flujo térmico, es siempre positivo, excepto en las orillas 

del sistema, se sigue que el signo de -'~(x), fuera de la restricción, determinará 

el valo1· <lcl control óptimo en el punto x. 

l~s necesario señalar aquí, que, en genPrnl es posible que los c1rndidatos 

a óptimo contengan una parte de! su trayectoria qne h11ga H1 = O; en 

e:ite caso el Principio del Múximo de Potryangin no proporciona el control 
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óptimo. E~:tc tipo de controles se llaman "controles singulares"¡ el análisis 

de Job controles singulares y las condiciones necesarias para ser consider­

ado:; candidatos a óptimo hall sido desarrollados por varios investigadores 

(ll),(li),(lJJ.(JI). Sin emJ,argo, se puede demostrar c¡ue los controles singulares 

no ~na óptimos en nuestro caso. La demostración de esto, C'sta fuera del 

c1bjetivo de In tesis y no será presentado aquí. 

De lu ec. (3.32), las ecuaciones que gobiernan lus variables de de estado y 

ndjuntns del sistema fuera de la restricción son, para las variables adjuntas: 

d>..¡ 
dx- = -a¡>..2 +a3>.4, 

d>.2 
-;¡; = ->..1, 

dd>..~, = -1 + ai>..2 - a•>..4 - uºP>...¡, 

d>.4 = ->.3, 
dx 

y para las variablm; de•estndo 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

El primer sistema de ecuaciones se resuelve derivando sucesivamente 

(3.fi'l) y sustituyendo las ecuaciones (3.58) a (3.60) por las derivadas resul­

t1u1ten, dando origen n la siguiente ecuación diferencial : 

(3.65) 

cuya <>~nación caructerísticn es : 
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r4 
- (a¡ + a4 + u"P)r2 + (--a,a3 + a 1 (a 4 + uºP)) =O. 

LaH raíces uc esta ecuación son : 

donde 

P1 = ~ [ a 1 + a~ + uºP 

+[(a¡+ a4 + uºP) 2 
- 4 (-a2a3 +a¡ (a4+uºP))f1

2
], 

P2 = ~ [ a 1 + a 4 +uº" 

- [(a¡+ a4 + uºP) 2 
- 4(-a2u3 -f- a¡ (a4 + uºP))r/

2
]. 

{3.66) 

{3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

En el Apéndice A se muestra que paru que exista la solución óptima es 

11ec!'sario que P1 >O y P2 <O. Dado que P2 <O, definiendo R2 = -P2 entonces 

en la ce. {3.61) r 3 = ;R~/2 , r 4 = -i~/2 • Estas dos raíces son números 

complejos conjugados, por lo que las soluciones serán combinación lineal de 

r.oo(R~/2 (x-x.)) y ele sin(R~/2 (x-x.)). Por lo que la solución general al prim1!r 

Histema de ecuaciones diferencialeH es : 

( ( ºP))-1 [ pl/2R ( F P'''(z-z ) "' -P'''(z-z,) ) A•¿= a2a3-a¡ a4-l-u - 1 2 ¡e 1 • -r2e 1 

+ R~/2 P1 ( -F3 sin(R~ 12 (x - x.)) + F4 cos(R~12 (x - x,))) 
+ a3], (3.71) 
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A:J = a31 [(a¡ --I'¡) (F1cp•'''<z-z,j + F2e-l','''!x-z,)) 

+(a¡ -f R2) ( F3 cos(R; 12 (x -- x,)). + F4 sin(R~ 12 (:e - x,))) ] , (3.72) 

(3.73) 

con .F1,F2,F3 y F4 son constnntes por determinar; en estas soluciones ya se 

hn introducido el punto de salida x,. 
El segundo sistema de ecuaciones (3.61) a (3.64) se resuelve derivando 

(3.61) y sustituyendo por las derivadns que aparecen en (3.62) a (3.64) y 

a~í sucesivamente hasta que aparezca una ecuación diferencial en términos 

dt! ZJ ; 

(3.74) 

cuya ecuación característica es : 

(3.75) 

que es lit m:sma ecuación para las ,\'s por lo que : 

• - \~e·· ·cr¡(x- z,) 
.... J - L-, ,, ' (3.76) 

~~ ' r·(z-z) 
Z'). -~=:: ¿ G¡r¡e • • , (3.77) 

--·! ,-~ G ( 2) r;(x-z,) z3 = cz 2 ¿_, x¡ a. 1 - r¡ e , (3.78) 
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(3.79) 

donde hemos incluido ya el punto de salida de la restricción x,; y G 1 , G2 • G3 

y G1 eon constant<'s por determinar, definidas en la ce. (3.67). 

III. 6. LAS CONDICIONES DE TRANSVERSALIDAD, DE FRONTERA 

Y CONTINUIDAD. 

La:; condiciones iniciales son : 

y las condiciones final.es : 

por lo que: 

z¡(O) libre, 

z2 (0) =O, 

za(O) = l/Jmaz• 

z4{0)=0¡ 

z1(H/2) =O, 

z2 (H/2) libre, 

Z3(H/2) = 0, 

z4(H/2) libre; 

N(z) = Z3 - rPma:r. 
1 

( 

Z2 ) 

( 

"¡ ) M(z) = za • 
Z4 x-H/2 
X 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

Aplicando la:; condiciones de transvcrsalidad, ecs. (2.145), (2.146), 

(2.151), (2.ll12), con <ji=~ O: 
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(3.89) 

(3.90) 

(3.91) 

(3.!J2) 

Las condiciones (3.89) y (3.!Jl) no proporcionan ninguna condición va­

liosa, solo son ecuaciones a través de las cuales se determinan los valores de 

algunos de los multiplicadores µk y v¡. Las otras proporcionan las siguientes 

condiciones de frontera para A¡, ,\2 y ,\4 : 

A¡ (O) ==O, 

~.1(Il/2) ==o, 

A4(Il/2) ==O. 

(3.93) 

(3.!J4) 

{3.95) 

Así obtenemos el siguiente conjunto de condiciones que determinan la 

R0l11ción a nuestro problema de optimización : 

,\ 1 {O) ==O, {3.96) 

..\ 1 (x;;) = ..\¡(x~), (3.97) 

..\~(x;;) = .\2(x:J, (3.98) 

..\3(x;;) = A3(x;), (3.99) 

.\4(x;;) = .\4(x;), (3.100) 

z1 (x;) = zi(x; ), (3.101) 

z2(x;) = z2(x;), (3.102) 

Z3 (x;;) = Z3 (x;), (3.103) 
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Z4 (x;) = z4 (x; ), (3.104) 

II(x;) = JI(xJ), {3.105) 

z¡{ Jl /2) = O, (3.108) 

z3(Hj'l.) = 0, (3.107) 

>.2(H/2) =O, (3.108) 

,\.1{H/2) ""O, (3.109) 

que son catorce condiciones en total, mientras que las constantes a deter­

minar son x,, las Go,G11··,G4, Fi.F21··, F1,C1, C2, ···, C4 , catorce constantes 

Cll tot.nJ. 

Nútew que el valor del control óptimo uºP(x), tanto dentro como fuera de 

JA. restricción, así como las fondones de c5tndo (trayectoria óptima), estarán 

detcrm inncloR unn vez que estas constantes h11yan siclo determinadas. 

Considerando la co11~inuid,1<l del hamiltoni11no en el punto de salida, 

ce. (3.105), y utilizando la continuidad de las variables de estado y de las 

funciones adjuntnf en el misrno punto : 

(3.110) 

pero u"P(:r.:t) p1wde ser ó tlmin ó Umaz, corno puede deducirse de la ce. (3.38), 

micntraB que u"P(x;) tiene un valor definido que en general es diferente de 

Urna:< o "rnin• debido a que se obtiene de pedir que la trayectoria pcrmanczcn 

sohrc In frontera de la restricción. A~I, In \Í11ic1\ manera de que se cumpla 

Ja ecuación (3.108) es que : 

(3.111) 

T·~n In~ siguientes subscccioncs se cncontrarú.n las constantes por evaluar. 
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Ill.d.l. EVAL!JAClON DE LAS CONSTANTES IH~ INTEC:RACION DE 

LAS ECUACIO:'.\'ES DE ESTADO Y LA ECUAClON DE CRITICIDAD. 

De las <:011diciones (3.103), ('1.104), (3.105) y (3.!0G) y las ecuaciones 

(3.·Hl), (3.50), (3.78) y (:>.79) S•! obtienen el siguiente sistema de ecuaciones, 

que ·.le:crmina el valor de las G's, que son l;1s con~ta11tes de intt•gración : 

~011 

i=l 

4 

L G;r;(a1 - rl) =O, 
i:::.1 

.¡ 

2:: G;e••U1/ 2-x.l =O, 

4 

\.--... G·(a _ 72¡e•dll/2-z,) =O ¿' 1 • ' 
i=J 

(3.112) 

(3.113) 

(3.114) 

(3.115) 

r.1 = - iR~12 . (3.116) 

Este Bi!!terna de ecuaciones puede ser resucito para G1, ... , G.1; si defini-

{3.117) 

entone•.,:; la~ constantes pueden ser "xpresadas como : 

(3.118) 
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G
2 

= _ a2ÓmaziR~12 ep,•I> (lf/l-•,) _ 

2 (a¡ - P¡) dr cosh(P1
1

/
2 (H/2 - x.))' 

(3.119) 

' a2c/>mazP11¡2c_;R;1•111f2-z,) 
Ga == - ----------------

2 (a1 + R2) drcos(R;1 2 (H/2 - .r.,))' 
(3.120) 

(3.121) 

Las constantes anteriores dependen del valor de x, y del valor de la 

variable de control fuera de la. restricción, como puede verse en las ces. 

(3.68) y (3.69). De la. condición (3.102), es decir, de la continuidad de 

las corrientes de neutrones rápidos en el punto de salida de la restricción, 

tenemos : 

4 

a112G0 sinh(a!12x.) == L G;r;. 
i=I 

Despejando G0 de. la ec. anterior : 

'f:t=t G1r1• 

Go = 1¡2 . 1/2 • 
a 1 smh(a 1 x.) 

(3.122) 

(3.123) 

y sustituyendo los valores de las G's en la ecuación anterior, obtenemos 

. a2rf>m,,,.P! 12 R~ 12 (P1 + R2) 
Go == --- -------- ···-···------··· .... 

a:/ 2 sinh(a:12 x,) dr(a1 - P1}(a1 + Il2) 
(3.12·1) 

Así G0 también depende del punto de salida. De la condición (3.101), 

es decir, la continuidad de los flujos rápidos en el punto de salida de In 

restricción, se tiene 

(3.125) 

Sustituyendo las G¡'s en esta ecuación 
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[P2 - (a4 + u.ºP)j Pi/2 tanh ( l'i/ 2 
(Ií/2 - x,)) 

- [P1 - (a4 + u.ºP)J P1 tanh P1 (H /2 - x,) 1/2 ( 1/2 ) (3.126) 

= (P1 - P2) a!12 coth (a:nx,). 
Esta es una ecuación trascendental que determina x, como función de 

ttºP, una vez que los parámetros han sido especificados. Debemos notar que 

x, debe ser siempre mayor o igual a cero y menor o igual a H/2. En el 

Apéndice A se analizan las condiciones para las cuales, existen valores de 

x, en ese intervalo. Además, todas las constantes <le integración dependen 

del punto de salida y de u.0 P, por lo c¡ue la criticidad del sistema depende de 

esta ecuación. Por estas razones llamaremos a la ce. (3.126) la ecuación de 

criticidad del sistema. 

JII.6.Z DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACION 

DE LAS ECUACIONES ADJUNTAS. 

Ahora, de la cond~ción (3.96) : 

,\ 1 (O) = 01 cosh(O) + 02 sinh(O) =O, por lo que o, =0. (3.127) 

Usando In condición (3.111) junto con la ec. (3.42), tenemos 

C2a2 1/2 x~ 
0 4 == C3 x, - ~ cosh(a 1 x,) - 2. 

ª' 
(3.128) 

°'.)e ln !!cuación de continuidad para ,\3 en el punto de salida (ce. 3.99), 

ur.n.11!10 lao ecs.(3.41) y (3.72) despejamos Ca: 

(3.129) 

De In continuidad de ,\ 1 en el punto de salida, ce. (3.97), Y usando las 

ces. (3.39) y (3.70) obtenemos 
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(3.130) 

de donde : 

Ahora, de la continuidad de >. 2 en el punto de salida, ce. (3.98), y 

usando las ces. (3.40) y (3.71), 

- a;- 1!2c2cosh(a:12x.) 

= (a2a3 - a1 (a4 + uºP))- 1 [-P1
112 R2 (F1 - F2) + R~12 P1F4 + a3]. 

(3.132) 

Sustituyendo 0 2 de la ecuación anterior, en esta ecuación tenemos 

- a;-1! 2 coth(a:l2x,)(F1 + F2 + F3) 

= (a2a3 - a¡ (a~+ uºP))- 1 [-1'1112 ll2 (F1 - F2) + R~12 l'1F4 ·t a3). 
Ahora de la condición >.2 (H/2) =O, i.c. ec.(3.108) : 

- Pi/2 R2 ( F1ep,•t•¡11¡2-z,) - F2e-p,•t•¡11¡2-z,)) 

+ R~/2 P1 ( -F3 sin(R;/2 (H /2 - :z:,)) + F4 cos(R~12 (H/2 - :z:,)) ) 

+ a3 =O. 

De A4(H/2) =O, es decir, l!C. (3.109) 

a¡a3 + (a2a3 +a¡ (a 1 - Pi)) P1
1/ 2 (F1eP:''(U/l-z,) - F2e-P:''(Uf2-z.>) 

+ (a 2a3 + a1 (a 1 + R 2 )) R~12 
( -F3sin(R~12 (llj2- x,)) 

1 '2 ) + F4 cos(R/ (Tl/2 - x,)) =O. 
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Y fin:tlmente usando Ja ec. (3.111) 

a¡ a3 +- (a2a3 +-a¡ (ai - I'1 )) P1
111 {F1 - F2) 

+- (a2a3 +- a1 (a1 + R2)) n; 12 F4 =O. 

Por conveniencia dcfiriimos In~ siguientes constantes: 

bp =:-; (11~a3 +a¡ (a1 - P1)) P1
1
/

2
, 

b, =: (a2113 + a1 (a 1 +- R2)) n~/2 , 

b,, '-" a;- 11
' (a 2 a3 - a1 (a 4 + t1''P))coth(a: 12 x.). 

(3.136) 

(3.137) 

(3.138) 

(3.l~l!l) 

c .. n ('' cl!H definiciones las ecuaciones (3.133) n (3.136) nos d:i.n el sigu­

icn te r;j,;t.t'T•I n de ecua.dones linenles de 4 X 4 en las F's : 

y 

-P11/2 Jl2ep•'"¡11¡2-%,) Fi + P11/1 R2c-p;t•u1¡1-.z,) F2 

- ll~I~ 1'1 sin(n~/l (H/2 - x,))F3 + R~I• P1 cos(R~ 1' {II/2 - x,))F4 = -a3, (3.1.tl) 

b eP:''(ll/l-%,)F _ b e-P: 1'(11/2-z,) F 
p 1 p l 

-b, sin(R~/ 2 (H/2 - x,))F3 + b, cos{~/2 (H/2 - x,)) = -a¡a3,(3.142) 
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La ~;oJución dr este sii:;t.c•uJn puc•dc 6er t~scritn c:otun : 

(3.144) 

(3.145) 

y 

(3.147) 

<!onde hemos definido 

di ~ P1
112 U2b, -l· R~12 P1 bp, 

d1 =E a¡P1
112 R2 + l>p, 

d4 ;;; -b,bu cosh ( P; 12 (JI /2 - x,)) 

-- sinh (p//2 (H/2 ·- x,)) ( d1 + bubpcot ( R~12 (H/2 - x,))), 

(3.148) 

(3.149) 

(3.150) 

(3.151} 

d5 ;o; --d1 ( d3 + a1 bu cot ( R~/2 (H /2 - x,))) + b,bud2 ese ( R~12 (If /2 - x,)) 

+ r/3el','
1
'(I1/l- 2

,) (b,bu + d1 + bubpcot (R~ 12 (Ji/2- x,))). (3.152) 
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Ln solucir'•u de la.5 ecur~cionc:s rirljullla!i fuera de· la restriccicJn. ces. (3.70) 

a {3.73), (•stáu dctPrrtJ.~narlhs por F1, F2, F3 y f"4, una vez que uºP y x, hayan 

~ido uhto:~r1i<lus; la. solución ele las ecuaciones adjuntas sobr~ ln re~tricción, 

ecs. (:L:::n¡ a (:;.42), ec;tán rleterminadati por las C 1 , C2 , C3 y C4 , ces. (3.127) 

a (3.l2U) conociendo C'2 , ce. (3.131), que a su vez está determinada por F1 , 

III.7. LA SOJ,UCION OPTIMA. 

De !n ecu.lción (3.111) se tiene que >- 4 (x,) =O. En la sección V se mostró 

que CR necesario conocer el signo de >. 4 fuera de la restricción para determinar 

el contr(ll óptimo en esa región. De In ec. (3.üO} : 

Por lo que 

C" ,, 1 

Si 

>.;,(:::,,) < p 

>.a(x,) >O 

(3.153) 

__ , fuera de la restricción, (3.154) 

fuera de la restricción. (3.155) 

De mudo que el valor de la variable de control inmediatamente después 

del punto de ~nlida quedará determinado por : 

si 

si 

>,3(x.) >O, 

>.a(x.) <O. 
(3.156) 

Como He puede deducir de la ce. (3.72), junto con las ecuaciones para 

los cndicientc., F;, en las ces. (3.144) - (3.147), no es posible determinar el 

signo de ,\J(:r.) sin conocer x,, que a su vez depende del valor de uºP a través 

de la ce. de criticidad (ec. 3.126). Por consiguiente, dados los parametros 

del :;ist.ema (longitud <lel reactor y secciones transversales) se prueban las 

<1o~ npcio11"s de (3.15ü} y dado que la solución óptima es única, una de 
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las soluciones se contradecirá con el valor del signo de >.a en el punto de 

salida de la restricción, mientras que la otra dará la solución buscada. Este 

procedimiento se esquematiza en la Fig. (3. 1) : 

a 

~ PROPONER uºP FUERA DE LA RESTRICCION. 
<r 

t 
1 

EC. DE CRITICIDAD. 

t 
1 

x, 

1 

T 

1 

SOLUCION. 

1 r 
~ 110 ¿ >.3 (x,) concuerda con uºP ? .. 

FIN 

Fig-. 3.1. Esquema del procedimiento para encontrar 

el control óptimo. 
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El pr<Jccdimicnto detallado es 

1) SI! propone uºP. 

2) D nclos los parámetros del reactor, se encuentra x, de la ce. de criti-

ciclacl (ec. (3.126)). 

3) Se cvaluan las constantes 

1'1 = ~ [ a1 +a• + uº" 2 .. 

+ ((a1 +a4 +uº") 2 -4(-a2a3 +a1 (a 4 +uº")))
112 

]• 

ll2 = ~ [-(a¡+ a4 +uº") 
2 

+ ((a¡ + U4 + uº"i 2 
- 4 (-a1a3 +a¡ (a1 +uº"))) l/l ] , 

(3.157) 

(3.158) 

y se obtienen los valores ele las G's y las F's que están daclas por las ecua­

ciones (~.118) 11 (3.121) y (3.144.) a (3.147) rC'spcctivamcntc. Y 1lc la ce. 

(3.120) cvalu1nnos 

1/l 1/2 ( ) 
G -- - ª2rPmazP1 R2 P1 + R2 
'º -- 1/l 1/2 ' 

a 1 sinh(a 1 x,)dr(a1 - P1)(a1 + Rz) 
(3.159) 

donde d, es : 

(3.160) 

Cnkulnmos 

(3.161) 

{3.162) 

(3.103) 

88 



~ l Si: ol>tienen h.8 solucione~ dentro de la restricción 

( ) 
, ( 112 a2 

Z¡ x '-' Gocosh u 1· :r,) .,- --4',,.a,, 
a¡ 

.::2(x) -= a: 12 í.'osiah(u: 1'x), 

(3.164) 

(3.165) 

(3.1G6) 

(3.1G7) 

(3.168) 

(3.169) 

(3.170) 

(3.171) 

(3.172) 

Y fuera de la r":'tricción, usando las expresiones para los coeficient<'s }'¡ 

en las C'Ct'. (l.1-l·I) a (1.147), obtenemos el comportamiento de las variables 

adjuntas : 

(3.173) 
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>.¡{x) '"' (a2a3 ··a¡ (a4 +u""))·! [ ··1'¡1
Í

2 R2 ( F1e''i'''¡, •,) _ F,c· P,'''Hz·r,)) 

+ n;/2 P1 ( ·· F3 sin(R~/ 2 (x - x,)) + F4 cos(Ri/2 (x - x, )) ) 

>.·,(x) o.· a31 [ (a1 - Pi) (F1ep,'i'(z-z,) + F2e-l',•t•¡z .. z,)) 

·1·(a1 +U2)(F3cos(R1/2(x-x,))-i F4sin(R112(x-x,))) ]• 

>..(x) 0~ a:J 1 (a1a3 - a¡ (a4 + uº"))- 1 
[ a¡a3 

+ (··a1a3 +a¡ (a¡ - Pi)) P
1
1/ 2 (F1ePi'1'(z-z,) - F

2
e .. p1'

1'Hz-z,)) 

+ (-a2a3 ·1 <11 (a1 - 1Z2)) ll~ 12 ( -F.1 sin(R~/2 (x - x,)) 

(3.174) 

(3.175) 

.+1"1cos(R~1;(x· x,)))]; (3.176) 

Y el comportamicuto de las variables de estado, usando las expresiones para 

las G;s en las ces. (3.118)--(3.121) está dado por 

Z¡ (x) = L G;er;(z-z,)' 

z2(x) == L G,r¡er;(z-z,J, 

z3(x) = a;¡- 1 L G¡(a1 - r;)er,(z-z,), 

z4 (x) = a2 1 L G;r, (01 - rl)er¡(z-z, l. 

(3.177) 

(3.178) 

(3.179) 

(3.180) 

5) Se comprucl11t que el si¡¡no de >.3(x,) corresponda al control óptimo 

clogi1!0 y que >. 4 (x) no cambie de si!lno fuera de la restricci611. 

G) La ec. (3.3•1) mucstrn que el control óptimo dentro de Ja restricción 

dq1c11rlc de el !lujo rápido z1 , que a su vez depende de la constante G0, como 

Jo mncstrii la ec. (:l.47). Para evaluar esta constante es necesario conocer 
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;r, y uº/1 íuern 1lr In rc~tricci1)11, ec. (3.123). Por lo tnnto, el control óptimo 

,¡,,ntro d•! L·. n!stricción dcpcn•le .Je! control óptimo fuera de ésta. Dado que 

d finjo rápido úcntro de la r•!stricción alcanza su máximo en el centro del 

r1;nctor, el control óptimo "crá. máximo c11 ese punto. Es entonces necesario 

·;criíicar que el valor máximo del control óptimo sea menor al valor máximo 

de la variable de control tLmoz· Si esto no se cumple, la solución óptima 

halln<lh no se puede impktncntnr. 

JII.8. COMENTARIOS. 

En el siguiente capítulo se usan parámetros típicos de un reactor térmico 

rlc ng1P1 ligera piirn ilustrar la solución hallada. 
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JV.1. lNTRODUCCION. 

CAP. IV 

RESUI,TADOS 

El tratar de encontrar la posición en la cual In trayectoria óptima aban­

dona la restricción, o sen el punto de salida x., <lió origen a lo que llamamos 

In ce. <le criticiclad, ce. (3.126) y que reproducimos nuevamente 

(P2 - (a4 + uºP)) Pi 12 tanh ( P2
112 (H /2 - x.)) 

- (P1 - (a4 + uºP)) Pi 12 tanh ( P1
1/2 (H /2 - x.)) (4.1) 

=(Pi - P2) a:12 coth ( a:l2x.). 

Siendo ésta una ce. trascendental, no es posible despejar x, en términos 

del control óptimo. 

D1\dO que la elección del control óptimo fuera de la restricción, de en­

tre los c0ntrolcfi mínimo y máximo, es función del signo de .\ 4 fuera de la 

re8tricción, como ~e puede deducir de la ec. (3.56) y que el signo de .\ 4 

ir·mcdint;\Jncnte fuera de la restricción depende ele! signo de .\3 en el punto 

i.~ imL:; .. ~. ''••corno se explicó en la sección V del capítulo anterior, es nece­

J•érÍv .,.,,,,.,l .. t>r númericarnente la ec. (4.1) para x., usando valores de los 

~;:~~:.H1d1os para un sistema en particular. Entonces, es n"cesario proponer 

1t11 vr.lor ,\el control óptimo, ya sea la cota máxima ó la mínirP :i, evaluar .\3 

en x,, y revisar que el signo de .\3 corresponda al control óptimo elegido; de 

otro modo, hay qu<~ usar el otro valor posible del control óptimo y repetir 

el prnct>d im ien to. 

En este capitulo 1tsarcmos valores típicos de los parámetros de un reactor 

de agua ligcrn para ilustrar las soluciones óptimas obtenidas en el capítulo 
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anterior. 

IV.2. F,VALUACION NUMERICA USANDO PARAMETROS TIPICOS DE UN L\ 

l'n¡·,, ;rnalizitr la:' aolucioucs ~e utilizuron parámetros típicos para un rca.ctor 

LWit (¡,,;~o es, 1I1odcrndo por agua ligera ) bajo la aproximación de dos 

Tabla 1 

GRUPO GRUPO 

RAPIDO TERJ\1100. 

D (cm) 1.40 0.400 

Ea {cm-1) 0.0095 0.080 

vE¡ (cm- 1) 0.1400 

En {cm- 1) 0.0166 

11 2.6(16) 

g¡ uncho del reactor se escoge de 300 cm. Y !u magnitud del flujo 

térmico máximo se impone c¡ue sen de </>rn,., = 101r. cm- 2 s- 1 • 

J,n existencia de la solución n la ce. de criticidad {ce. 3.126) impone 

una cota superior al control óptimo fuera de la rcstricciónt: 

(4.2) 

Para este caso, ésta cota indica que 

E~P < 5.5959024 :< 10-3 cm - 1
• (4.3) 

Utilizando los da tos de la Tabla I y usan<l o el método de N cw ton pum re-

solver la ecun.ción de criticidadtt se encuentra que pura 

t Ver Apéndice A. 
H Ver Apéndice B 
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,;~JC:f'..;iy;_¡ü1t:Ht(• ::e •-'H·:.·.1cntr::11 puntos de :;;tiida para \'n]orc.s u1cnorPs de !:~1'. 

Los :•:s1.!Hudo::: ;:nn p!es(.;nt¡~-Jus a través de la figura l. 

De.,p11cr se \vn!uan los ndoreR <le .\ 3 ¡><:ra rada par (uºP,x,). Se muestran 

io~ re;,:;Jtad•_.s eu I;, figura '.!. Después se escogieron tres valores de control 

óp:.;mo inera rj¡ le re,tri(ciÓn y se graficarun sus correspondientes variables 

de c«t;:do y ·:r:rialilr·:< ¡¡cJjun•as (grá!lcas 3 a 23). 

En la figura 1. Ja gráfica 1:1uestra '!UC In sec:ción transversal 1nacroscópica 

de control, E~P fnc,r;1 de la n•stricciún , In cual es proporcional a uºP, es 

snnvcmentc decrecicui.e ¡rnra puntos de salida de cero a cien centLnetros 

aproximadamente y después cae bruscamente. El método de Newton no 

con»f'rgr• cu'1ndo uno se acerca a puntos de salida cercanos n 150 cm, la 

orilla del reactor. Es por eso c¡uc la gráfica termina en x, = 145 cm. 

La gráfica es positiva de cero a 108 cm, aproximadamente, y negativa 

dc«p11és. La parte positiva indica que para puntos de salida en esa región 

co ncr.csario intrvdur.ir matcriai ab~orbcute fuera de la rcstrir.r.icín, para 

rtlran:<nr In criticidacl,·rnie1dr111; c¡uc In pnrtr r1t,gati\•a indica c¡111• cs ner.rsnrio 

,;ncrr." material nbsorbl'ntc para alcauzar la critici<lad. 

La r,rúfica :l muPstrn que ,\ 3 (x,) >O pnra todos los puntos de salida entre 

cero y 145 cm. Esto 11os dice que uº''= Umin para todos los puntos de salida 

1•;\tr" •:ero y 1¿1il cn1. 
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SECCION DE CONTROL OPTIMA VS. PUNTO DE SALIDA. 
o.os---~~~~~--4~~~~~~---~~~~~~-

:L~P (cm_,) 

0.00 -4=========================--==:o-------l. 

-0.05 

-o.10-f ~~~~~~~1~~~~-~~---~~~~~~-
o 50 XS(cm) 100 150 

FIG. 1 



LAMBDA 3 VS. PUNTO DE SALIDA 

XS(cm) 

FIG. 2 

100 150 



. 
n) Con los pnrrímctros de la Tahln l y <'scogiendo un pnnlo de salicla de 

0.014 cm, al cual le corresponde el valor de uºP = 1.2"'78 x 10·· 2 

tle la .·enricción, !'e hiciercin la~ figuras 3 a O. 

cm ·· 2 fuera 

La íigarn 3 mut:stra que d control úptiwo es constante en todo el reactor. 

l~RL·. situnc;:',n corresponde a la <le un reactor homogéneo. En el Apéndice 

A se muestra que para este caso, el control necesario para que el sistema 

n.lcrLn~" la crit.icidntl CA 

a2a3 7r2 

u= a¡+ 7r2/H2 - a4 - H2' (4.4) 

qui: evaluando nos dice que u= 1.2578 x 10-2 cm ·- 2 , lo cual concuerda con 

el resultado obtenido. 

Los parametros de la Tabla I, junto con Ja elección de un punto de 

Kalida <le x, = 0.014 nos da un sistema supercrítico, por lo que la gráfica 

seii.al11 que hny que aumentar de manera constante el mal.erial absorbente 

cu cada punto pccra alcanzar la criticidad. 

Dndo que el pnnto <le salida es 1'.nsi cero, llls figuras 4 y 5 de las fnnrioncs 

adjuntas están descritas totalmente por las ecuaciones (3.173) a (3.176), esto 

es, las funciones adjuntas fuera <le la restricción. En estas, se logra apreciar 

el cumplimiento de las condiciones .\ 1 (0) == O, .\2(H/2) = O, .\4(1l/2) == O y 

>..1(x,) = O. Nótese que .\.1 es decreciente alrededor del punto de salida, 

x, =~O. Adem{~s encontramos que .\3 (x,) >O. De la ce. (3.56), esto confirma 

En la fig. 6 y 7 se muestran los llnjos riipido y t{,rmico respectivamente. 

Dado que el punto de salida esta casi en cero, a purtir de este punto el 

finjo comienza a decrecer suavemente en forma cóncava de 4>2 == tl>max == 

1Q15 cm- 2s-1 hasta ser igual a cero en la orilla del reactor. El flujo rápido es 

m••.yor q11e el flujo térmico y decae a cero de manera semejante. Esto provoca 

que l11 corriente rápida sea mayor que la corriente térmica, iniciando ambas 

en cero, dada la simetría del reactor y aumentan para puntos cercanos a la 

orilln del reactor. Esto se mu1,~trn en las figuras 8 y 9. 
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CONTROL Ol"!lUO VS. POSICION, XS• O cm. 

0.020+-----+----+----t----+----+ 

0.01!! 

0.0125 1---------------------! 
0.010 ~ 

0.005 

0.000+----+----+---___,t----t-----+ 
o JO 80 llO 

X(cm) 

F1G. 3 
LMilBDAS 1 Y 3 VS. POSICION, XS • O cm. 

120 1!IO 

1.AMBDAS 2 Y 4 VS. POS1Cl0N, XS • O cm. 

•-•).. 
'f'-'f').. 

-!I0+-----1----+----+-----+---~ -1000-t-----t----t----t----+----+ 
o 30 eo x(cm) 90 120 1!IO o JO eo x(cm) 90 120 190 

F1G.4 F1G.!! 



FLUJO RAPIDO \/S. POSICION, XS a O cm. 
6E15-t--~~~1--~~--i~~~-T~~~-1-~~~-t-

4i,(~s_,) r--~ 

~E15 

2E15 

0+-~~~+-~~--il--~~-t~~~--+~~~->t-

FLUJO iERMICO \/S. POSICION, XS • O cm. 
1E15+-~=:-~t--~~--ir--~~-t~~~-..~~~--,. 

cj>
2
(cm-as-1) 

BE14 

6E14 

4E14 

2EH 

0-t--~~~+-~~~i--~~--t~~~-+~~~ ....... 
0 30 60 x(cm) 90 120 150 o 30 60 x(cm) 90 

FJG. 7 

120 150 

FJG. 6 

CORRIENTE RAPIOA VS. POSICION, XS "' O cm. 
8E13-+-~~--ic--~~-t-~~~+-~~--i~~~:=l­

J1(cm-1 s-1) 

6E13 

4E1J 

2E13 

o.¡c....~~~~~~-t~~~-+~~~-+~~~-r 

o 30 60 x(cm) 90 

FIG. B 

120 150 

CORRIENTE i!RMICA VS POSICION, XS • O cm. 
5E12-r-~~~....-~~__,i--~~--.~~~-..~~~-,. 

J
2 
(cm-• s-1) 

4E12 

3E12 

2E12 

1E12 

Q.¡<..~~~+-~~~1--~~-t~~~-+~~~-+ 

o 30 60 X(cm} 90 

FIG. 9 

120 1150 



b) l'e..ra este caso uPP = 8.2'>53 .,, 10-3cm - 2 fuera de la restricción, al cual 

le c.orrcspondc 1111 punto de salida x, == 85 cm. 

L" ¡;nífir.;c 10 muestra el control cíptimo V5. In posición. El control 

es m:ix::nn <'I! '"oc· G. st· mantiene constante hasta los 60 cm, aproximada­

m•..!n•.- ;¡ d•.'>pués cae bru'.'CHnlí~llte cerca del punto de salida, donde hay 

una di~continuidad. Fuera de la restricción, el control óptimo es igual a 

8.28~ .. :< 10-<'nn - 2 • Nótese que el valor máximo de uºP para x, = 85cm es 

mayor que d tnáximo de uºP para x, = Ocm. 

Bn las figuras 11 y 12 se observa que las funciones adjuntas cumplen las 

condiciones .\1 (0} =O, >. 2 (H/2) =O, >. 4 (H/2) =O y >. 4 (x.) '~O. Nótese que ,\ 4 es 

decreciente alrededor del punto de salida, x, = 85 cm y que >. 3 (x,) >O. De la 

ec. ( 3 .5G), esto confirma q uc u0 P =u,,,¡,.. 

LaB fi¡;¡urns 13 y 14 muestran los flujos rápido y térmico respectivamente. 

El !lujo t.~rmiro se mantiene igual n 10 16 cm-2 •• - 1 hnsta :r, "'- 85cm y empieza 

n decrecer, Hiendo igual a CL'ro en la orilla del reactor. El flujo rápido se 

comporta cosi <le la misma mau(;ra que el térmico, solo que el flujo rápido 

C'S rn ayor que el térm i'co. 

La cor-riente rH.pida (fig. 15) es cero hasta los 60 cm aproximadamente, 

clcbid" a c¡ue el !lujo rápido es constante en esa región, después crece de 

mant•ra ·llnu;ra. Cl mi1<mo comportamiento exhibe el flujo térmico (fig. 16), 

excepto qu<' uste "'cero hasta el punto de salida exactamente. 
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so.o 

JO.O 

10.0 

CONlROI. OPT!!.10 VS. POSICION, XS • 65 cm. 

0.014+-------

0.011 

0.008 

0.005+---+---+----+----+-----+ 
o 30 60 x(cm) 90 

FIG. 10 

120 150 

LAMBDAS 1 Y 3 VS. POSICION, XS • 85 cm. LAMBDAS 2 Y 4 VS. POSICION, XS • 15 cm. 
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FLUJO RAPIOO VS. POSICION, XS = 85 cm. 

6E15._---1---__,,__ __ -1----+----+ 

cP.(c:m"'s-•) 
1 

4E15 

2E15 

o 
o 30 60 

x(cm) 
90 120 150 

FIG. 13 

CORRIENTE RAPIDA VS. POSICION, XS • 85 cm. 
2.0E14 

J, (cm-• ,-1
) 

1.5E14 

1.0E14 

5.0E13 

o.o 
o 30 60 x(cm) 90 120 150 

FIG. 15 

FLUJO TERMICO VS. POSICION, XS • 85 cm. 
1.2E15·._ __ _.. ___ ,_ __ _._ __ __. __ __. 

<P. (cm-•s -•) 
1 ~----------
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FIG. 14 

CORRIENTE TERIAICA \IS. POSICION, XS • 85 cm. 
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e) E>coricndo tLmin = -0.03092czn- 2 se encuentrn que el punto de salid11. 

x. := 130.3 cm Ln Fig. 17 mucstr1< el comportamiento del control óptimo. En 

éstr, se oh!crva qnc .-.e dche introducir material 11bsorbe11t·~ de manera uni­

forme hnsta .r ... üOcm 11proximarlnmente. De ahí, se disminuye KUr<Vt!llle11te 

esta cnnlida<l hasta x "" 124crn :i.proximadamente, donde se empieza a quitar 

material absorbente y a partir del punto de salida, x. = 130cm d control 

óptimo CH el control mínimo. 

La fig. 18 m11cKtra que >. 3 (:r,) >O, lo cual confirma que uº¡i fuert< de 

111 rnolricciérn es ig11al a tLm..,. En la fig. HJ se observa que se cumplen las 

ro11clicio11es ,\ 4 (x,). A4 (l!/2) = >. 2 (IJ/2) =O. 

La fi~ura 21 exhibe el comportami('nto del flujo térmico. Este es igual al 

/lujo térmico m¡b;imo 4•rnnx = 101&cm·· 2 s- 1 hasta el punto de salina, después 

ene 1< cero <'11 150 cm El flujo ríq>ido es m·1yor que el t.érrnico, cayendo a 

cero snrwcmenttc corno lo exhibe ln fig. 20. 

La fig11rr1 22 ilustra la corriente< rá.pida, éstn pnrccieri~ ser igual a cero 

hasta 90 cm aproxirnndnmente, pero en realidad es muy pequeña hasta 

este punto donde aumenta al acercarse a la orilla del reactor. La corriente 

térmic1t es iguid a cero hnKtn J 30 c:m, el punto de salida, donde aumenta, 

como lo mucstrn la fig. 23. 
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d)Utilizando los Ynlores de la Tabla I y una uºP = -2.2717 x 10-2 cm- 2 se 

obtiene que el punto de salida es de 145.2 cm. 

Cabe decir, que el nu!todo de Newton no converge para yaJores del 

control menores .ti indicado. Por lo que no se encontraron puntos de salida 

mayores de 145 cm. 

En la gráfica 24 se obscrYa que el control óptimo permanece casi con­

stante hasta que después de los 120 cm del centro del reactor, baja brusca­

mente, siendo discontinuo en el punto de salida y teniendo un valor igual a 

uºP = -2.2717 X 10-zcm-2 de i.15 cm a 150cm. 

Las funciones adjuntas (gráficas 24 y 25) cumplen con las condiciones 

>.¡(O)= O, >.2(Il/2) =O, ,\4(H/2) =O y >. 4 (x.) =O. Nótese que >. 4(x) es decreciente 

alrededor del punto de salida, x, = 145 cm. Además, encontramos que 

,\3(x.) >O. De la ce. (3.56), esto confirma c¡uc u.ºP = Umin· 

El flujo térmico (fig. 28) permanece constante e igual a 1015cm- 2.s- 1 

desde el centro hasta 145 cm, donde cae bruscamente, siendo igual a cero 

en la orilla del reactor. El fluj~ rápido (fig. 20) es mayor y empieza a 

decrecer desde 100 crri, aproximadamente. 

En las fig. 20 y 30 se muestra la corriente rápida y térmica. Ya que el 

flujo rápido empieza a decrecer en aproximadamente 100 cm, Ja corriente 

rápida comienza a crecer a partir <le este punto. De la misma manera, 

la corriente térmica crece bruscamente a partir de 145 cm. Nótese que la 

magnitud de ln.s corrientes crece cuando el punto de salida se acerca a la 

orilla del reactor. Esto es debido a que los flujos tienen que disminuir más 

rápido a cero cuando el punto de salida se acerca a la orilla del reactor. 
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IV.3. DISCUSION DE LOS RESULTADOS. 

11: gráficn 1 muestra que conforme el punto de sali<la crece, la sección 

de conirol fuera de la restricción decrece. La gráficas 2 cnst'l1a que ,\~ es 

positiva para todos los valores de el punto de salida dentro del intervalo de 

trahujo, esto <os <le O a 150 cn1, por lo q¡;e el control óptimo inmcdintamentc 

fuera de la re;:;trir.ción en l'S(~ in:crvalo e:-: 

(4.4) 

Esto nos <lice que mientras menos posibilid:idllaya de sacar material 

absorbente del reactor, el punto de salida de la restricción d<'he estar más 

cerca del centro del reactor. 

Puede entenderse que el control óptimo fuera de la restricción sea el 

ínfimo de la región de control mediante el siguiente argumento : 

La potencia es proporcional al área bajo la gráfica de flujo térmfro contra 

la posición. Así, mientras más grande sea la región donde el flujo térmico 

es igual al flujo térmico máximo, .. ef>rnu. la potencia será mayor. Pero el flujo 

térmico debe valer cero en la orilla del reactor, por lo que el flujo térmico 

decrece con una trayectoria convexa, abarcando de esta manera el mayor 

área posible, como lo muestran las gráficas 7, 14, 21 y 28 (<?2 vs. x). Al 

tratar de que el flujo térmico crezca de cero a su valor máximo, es necesario 

quitar In mayor cantidad de material absorbc<lor de la orilla del reactor, 

por lo tanto el control óptimo permitido fuera de In restricción es la cota 

inferior de la región de control. Esto es ilustrado en las µ:ró.ficas 3, 10, 17 y 

24. El control óptimo dentro de la restricción esta determinado por ésta, o 

sea, este debe mantener al flujo térmico como el flujo máximo posible (ce. 

3.22) mientras que el límite entre las dos regiones, .i:,, es determinada de tal 

manera que mantenga la criticidnd del sistema (fue por esta razón por lo 

<¡1rn a la ce. 4.1 se le llamó ce. de criticidad). 

Así mientras el punto de salida se <tterca a la orilla del reactor el control 

óptimo fuera de la restricción disminuye para mantener la criticidad del 
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sistema, como lo muestra la gráfica l. 

En la gráfica 3, el punto de salida esta en cero. Esta situación es la de un 

reactor homogéneo. Los valores del control óptimo encontrados para estos 

casos corresponden a los hallados utilizando la ec. (A.30) del Apéndice A, la 

cual es obtenida al buscar la criticidad de un reactor homogéneo. Mientras 

que en las grÍicas 10, 17 y 24 se logra apreciar la discontinuidad del control 

optimo en el punto de salida. 

Nótese en estas gráficas que el valor máximo del control óptimo crece al 

disminuir Umin· Por lo que es necesario revisar que este valor no sea mayor 

a UmQ% la cota superior de control. En caso contrario la solución hallada no 

se puede implementar. 

Para las gráficas de las variables adjuntas ( 4, 5, 11, 12, 18, 19, 25 y 

26 se muestra que estas cumplen con las condiciones ..\1(0) =O, ..\2(H/2) =O y 

,\4 (/l/2) =O mientras que ..\ 3 (x,) >O para todos los casos. 

El flujo térmico (graf. 7, 13, 21, 28) cumple con la restricción (4'2 = 

4'maz) y decae a cero en la orilla del reactor en forma convexa como y~. 

habíamos comentado. El flujo rápido es un poco mayor y sigue el mismo 

comportamiento (graf. 6, 13, 20 y 27). 

Dada la restricción de que el flujo térmico tenga un valor máximo en la 

región central del reactor, en esa región el flujo térmico es constante, por 

lo que la corriente térmica es cero en esa región, aumentando después del 

punto de salida (graf. 9, 16, 23, 30). La corriente rápida se comporta de 

manera semejante (graf. 8, 15, 22, 29) aparentemente, en realidad, aunque 

el aumento de la corriente rápida dentro de la restricción es pequeño para 

poder ser apreciado, éste es notorio al acercarse al punto de salida. 

Al acercarse el punto de salida a la orilla del reactor, las corrientes 

crecen ya que los flujos se mantienen más sobre la restricción y la pendiente 

de estos hacia cero crece. 
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CAPITULO V. 

CONCLUSIONES. 

En este trabajo se ha aplicado la teoría de control óptimo con éxito para 

encontrar la distribución de material abse>'. ór.nte que maximiza la potencia 

de un reactor nuclear tipo s/ab bajo la restricción de que ei flujo térmico de 

neutrones no sobrepase nunca un valor predeterminado, teniendo en cuenta 

que Ir cantidad de material absorbente que se pueclc a1iadir o sustraese a 

lo largo del reactor (v. gr. barras de control) está acotada entre un valor 

mínimo y máximo. 

Se presentaron dos casos principales usando valores típicos de los pará­

mt•Lros de un reactor de agua ligera, diferenciandose solamente en el valor 

de la sección macroscópica de absorción térmica. En cada caso se escogieron 

trr.'.; situaciones diferentes correspondientes a diferentes valores del mínimo 

valor que la variable de control uºP podiá tener, ya que se encontró que la 

distribución óptima depende de este valor. 

Se observa que el valor máximo de la cantidad de material absorbedor 

que se puede añatlir al sistema, juega sólo un papel que podríamos llamar de 

comparación. Puesto que el valor máximo actual que se añade localmente 

al sistema está dado por el valor del control óptimo sobre la restricción en 

el centro del sistema; así si éste valor es mayor que ttmax para ese sistema, 

entonces no existe solución óptima con las características que pedimos en 

este trabajo, es decir, 92 (0) == 9max· Entonces, el problema de control óptimo 

debe ser nlanteado con la condición 92 (0) libre. Sin embargo, esta situación 

podría considerase corno no común puesto que un reactor nuclear debe ser 

siempre clisc1iado con un exceso de reactividad negativ<l. 

Como se ha podido observar en esta tésis, dado que la solución analítica 

a problemas de control óptimo involucra resolver un sistema de ecuaciones 

diferenciales acopladas, con valores iniciales y finales, este tipo de soluciones 

es, en general, no accesible excepto en sistemas lineales de bajo orden. 

Cuando la solución analítica no es posible de obtenerse ó simplemente no 
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e:s práctica, es necesario usar algoritmos númcricos tales como programación 

lineal, métodos de gr ad ientcs conjugados ... etc .. 
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A. CONSIDERACIONES SOBRE LA EXISTENCIA DE I,A SOLUCION 

A LA ECUACION DE CRITICIDAD. 

En esta subsccción se cncontrartn condiciónes necesarias para la exis­

tencia de solución en uºP de la ecuación de criticidad (ce. 3.126). Para que 

la solución exista es necesario que los signos de ambos lados de la ecuación 

sean iguales. La ecuación de criticidad es : 

IP2 - (a4 + uºP)] Pi12 tanh (Pi 12 (H/2 - x 8 )) 

- !Pi - (a1 + uºP)J Pi 12 tanh (Pi 12 (H/2 - x.)) (A.1) 

1/2 ( 1/2 ) = (Pi - P2) a1 coth a 1 X 8 • 

Recordando que 

+ (a1 + a.1 + uºP)" - 4 (-a2a3 + a1 (a4 + uºP)) • ( o ) 1/2 ] (A..2) 

(A.3) 

las cuales. puede presentarse como 

P1 = ~ (a1 + a2 + uºP) 

+ ~ Vr-( a_1 ___ (_a_4_-\-_uº_P_)_) 2-..1..-, _4_a_2 a-3 
(ti.4) 
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y 

l 
P2 = 2 (a1 + a2 + uºP) 

1 /.~~~~~-2~~~ - z\ (a¡ - (a4 + ttºP)} + 4a2a3 

Dado que a 1 , a 2, a3 y a 4 son positivas : 

Pi - (a1 + uºP) = ~(a¡ - (a.1 + uºP)) 
.~~~~~~~~~~ 

+ ~- 1(a1 -(a4 + u0 P)} 2 +4a2a3 >O zY 
P2 - (a1 + uºP) = ~ (ai - (a4 + uºP)) z 

- ~V(ai - (a.¡+ u0 P})
2 + 4a2a3 <O 

(A.5} 

(A.6} 

(A.8) 

Da<lo que Os; :z;, s; H/2 el miembro de la derecha de la ce. de criticidad 

(ce. A.l ) es positivo siempre, el lado izquierdo debe ser mayor que cero. 

Considerando los signos de P1 y P2 : 

1) Si a1 + a 4 + uºP > O y 

2) Si ai + a.1 + uºP > O y 

3) Si a¡ + a4 + uºI' < O y 

4) Si y 

uºP > a2a3 - a4 

ªi 
uºP < a7a3 - a4 

a¡ 

uºP > a2a3 - a4 
ai 

uºP > a2a3 - a4 

ªi 

__, 

_, 

-> 

Pi >O YP2 >O 

Pi >0 yP2 <O 

Pi <O yP2 <O 

P1 >0 

1) No es posible, dado que Pi> P2 , tanh(P;/ 2 (H/2-:z:,)) < tanh(Pi1/
2 (H/2-

:z:,)) y el término de la izquierda de la ecuación de criticidad sería negativo. 

3) No es posible ya que a4 +uºP sería menor que -ai o sea a4 +uºP sería 

negativa y a4 + uªP > a 2a3/a 1 implica que este término es positivo lo cual es 

una. contradicción. 

No importa en 2) y 4) si ªi +a4 +uºP es positiva o negativa. Por lo que 

para que el miembro de la derecha y el de la izquierda de la ecuación 
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de criticidad tengan el mismo signo se necesita que : 

(A.9) 

resultando de esto que P 1 >O y P2 <O. Dado que Pi12 es un número 

imagíaario puro, definimos Ri tal que Ri = -P2 . Por lo que la ecuación de 

criticidad resulta : 

(P2 - (a4 + uºP)) Pi12 tanh (ri 12 (H í2 - x,)) 
+ (P1 - (a4 + uªP)) P1

112 tanh ( ? 1
1
/

2 (H/2 - x.)) (A.10) 

( ) 1/2 ( 1/2 ) = P2 - P1 a.1 coth a1 x. . 

dado que P1 - P2 <O y que para x, E [O,H/2], coth(a:l2x..);::: 1 se tiene que 

cumplir : 

(R2 + (a.1 + uªP)) R~/2 

2:'. (P1 - (a4 + uªf>)) P1
112 tanh{P1

1
/

2 (H/2 - x,)) + a112 (P1 - P2) 

(A.11) 
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fig. (A.1) 

Se puede apreciar que la solución existe si la primera asíntota de la 

tangente Xu,I 2'. O; esto es : 

o sea 

-· 
7í 2 

R·>­• - n2 (A.12) 

Dado que el punto de salida determina el intervalo durante el cual el 

flujo térmico sea igual al flujo máximo <l>rna» mientras el punto de salida 

esté más cercano a la orilla del reactor la potencia será mayor. Por lo que 

la solución óptima será el punto de salida que este más cerca de la orilla. 

Es interesante estudiar cual es la ecuación de criticidad para un reactor 

lineal, homogéneo, en estado estacionario. A éste reactor lo podemos con-
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siderar regulado por un control consiantc uEste sería el caso de un reactor 

con un punto de salida x, =O. Las ecuaciones de difusión (ces. 1.90 y 1.91) 

para este reactor son : 

(E11, +Ec)4>2(x) - (~¡¡ + "'ix)Er,?2(x) + Es1,?1{x) =0,(A.13) 

Di d;::
1 (x) - Í:A, ,P¡(x) - L:s,, <P1(x) + vE;-, ?2(x) == O,(A.14) 

donde Ec es la sección de control, la cual es constante a lo largo del reactor. 

Utilizando las convenciones en (3.1) y (3.6) las ecuaciones de difusión 

pueden ser escritas como 

e imponiendo las siguientes condiciones : 

</>1 (JI /2) == o 
d</>1 (O)= O 
dx 

</>2 (O) == <f>max 

</>2(H/2) =O 

Estas son ecuaciones de segundo grado, cuya solución es del tipo 

""' 2: A." cos(wnx) + B,. sin(wnx). 
o 

{A.15) 

(A.16) 

(A.17) 

(A.18) 

{A.19) 

(A.20) 

(A.21) 

Dado que nuestro sistema es simétrico, las soluciones son funciones pares, 

entonces los coeficientes B., son igual a cero. Proponiendo 

ro 

<P1 (x) = L Ancos(wnx) 
o 
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el argumento anterior es equivalente a utilizar (A.18). En un reactor en 

estado estacionario, la solución viene expresada por el primer armónico, por 

lo que escoger:ios n=O, lo cual nos elimina una condición más. Utilizando 

(A.17) se halla : 

por lo qu'.! 

;r 

wo= H.· 

Despejando <j; 2 'de (A.16), encontramos que 

y sustituyendo q, 1 en la ecuación anterior : 

Utilizando (A.10) se encuentra que : 

entonces 

Ao =: 4'mazª; , 
ª1 + ú, 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A.29) 

por lo que sustituyendo en (A.15} y despejando u, esto es, la cantidad de 

material absorbente que necesitamos añadir o quitar para que al sistema 

sea crítico, encontramos que 

(A.30) 
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Si el reactor es infinito, la condición anterior se convierte en la expresión 

(A.O), la cual nos da una cota superior sobre la variable de control u.ºP. Esto 

s<1gie:c que la.ce. de criticidad tiene soluciones para !rnntos de salida entre 

cero y II/2, si los valores de uºP se toman menores al que da (A.30). En el 

capítulo IV se ilustra esto. 
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APENDICE D. 
El siguient~ progr!.mri foc ejccut!!.<lo en la con-.pulr .. dora ni.icroVA.X dcJ Instituto ¿e Ciencir.s Nuc:leares 

de la UNAM. 
C PROGRJ~!J, GUE <:Al.CIJLA LA DISTRIDUCIO!I OPTIMA DE C0!17?.0L 
C PAPJ, !UXI:UZ~R LA POTEllC!A DE U:I P.EAC .OR 1iUCLEAP •. 
C EL PP.OGRA!!A ESiA :'.STF.UCTU?.AD~ DE 7AL HA!IEi!A QlM JJADO 
C LOS PA~GTROS DEL P..EÁC'iOR Y LA VA..ttil..3LE DE COHTROL 
C lU!IIJI!._ E!ICU:'.llTRA E!. PUl170 DE SALIDA A T?.AVES DEL UETODO 
C DE llEllTO!i Y CALCULA LAS DISi?.IEUGIO!IES CORRESP011DIENTES 
C A ECE PUllTO. 

C PROGRAHA QUE CALCULA LA SOLUC!O!I A LA EC. DE Cf•ITICIOAD 
!f.!PLIC!T P.E.AL•H; (A-H,0-Z) 
DIIBllSiull :r.s (600). Zl (600). Z2 (600). Z3 (600). Z4 (600) 
Dil<E!lSIO!f XX(EC.O) ,Zl!l(60?) ,ZW(500) 
DD!EliSIOll VJl(GCO) .VJ2(600) ,UOPD(60?) 
Dlll.Z!ISIO!I \1..IJH (600), VLAH2 (600), VLW.3 (600), VLA!l4 (600) 

e :r.s PUi. lo CE SALIDA 
C X PUHTO DE SALIDA DEr!llI1IVO 
C JI l.JIC!IO DEL R?.ACiOR 
e 11 !IUMERO e:;: PUllTOS E!; LA RESTRICCIOll 
e ll ¡;umrno Di:: PUllTOS FUERA DE u RESTRICCIOll 
e p;;:-:;.1 FLUJO l!AXmo 
e se SECCIOJ: TRAllSVERSAL 1-!ACROSCOPICA CE COllTROL 
C UOP VARIAllLE DE COllTROL FUEP.A DE LA P.ESTRICCIOll 
C D1 COEFICIEllTE CE DIFUSIOll RAPIDO 
C D2 COEFICIEllTE CE DIFUSIO:I TERJHCO 
C SA1 SECCIOll DE l.!lSORCIOll l.!ACROSCOPICA RAPIDA 
e SA2 SECCID:I CE AllSORCIOll w.c?.OSCOPICA TERJUCA 
C GF2 SECCIO!I HJ.CROSCGPICA &E FISIOll TERJUCA 
C !-!UL TIPLICADO POR EL llUHERO PRO!-!EDIO DE liEUTROllES 
C PROútiCIOOS POR FISIO!i. 
e sa SECCIOll fJ.ACRCSCOPICA DE TR.AliSFERZliCIA 
C DEL GRUPO RAP!DO AL TEFJ.fICO 
C CAl·!X REl:OI!UE!liO DEL XE!IOll 
C GA!U RE!IOI!IIEllrD DEL YODO 
C Z1, •.• ,Z4 VARift~LES DE F.STADO 
e VLA!U, •.• , \'LIJ4~ VARIADLES ADJUllTAS 
e VJl y VJ2 CORRir.¡¡¡¡¡:s P..Al'IDA y TERUICA 
C UOPD VMIABLE DE COllTROL 
e ¡¡ ES E:. ¡; : :.::Ro GE PU!ITOS DEllTRO DE LA RESTRICCIOll 
e ll ES EL 11ummo DZ PUllTOS FUERA DE LA RESTRICCION 

e --------------------------------------------------------------------------
e ESTA PAR"íE I!ITRODVCE LOS PARA:-STROS 

e --------------------------------------------------------------------------
cPEll (UH!T=7. 'n:E=' STR. DAT •• STATUS=' OLD' ,FORU='FORJ.IATTED') 
OPE!i{Ul:I!=tO, FI!.E='SOL.DAT', STATUS='llEW', FORM='FORMATTED') 
READ(7,1001)1!,SC,01,D: 
READ(7,100i)SA1,SA2,SF2,SP. 
READ(7, 1001) CAJ!X, GAJU,PHII<, TT 
P.EAD(7, 1000) 11, 11 

e ---------------------------------------------------------------------------
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e ESTA P:JtrE CALcULA us COHSTAllTES DE LAS EC. DE DIFUSI8H 

e ---------------------------------------------------------------------------
1e A1=(SP.+SA1)/D1 

/.2=S?2/D1 
A3=&P./D2 • 
M=(SJ.2+ (GAJU+Gl..!U) • (5F2/2. 6)) /D2 
UGP=:C/D2 
??=:..1 +J . .:.,.uc? 
PR=QSq~¡((A1-A~-UO?)~~~+~.~A2•A3) 

P 1= (?P+PR) /2. 
?.2=(-PP+PR)/2. 
P2=-R: 

e --------------------------------------------------------------------------
e E!; CASO DE QUE !': ~EA POS!íI'IO, LJ. SIGUIEMTE IliSTRUCC!OH 
C TEP..HI?T/ 'SL PP.OG?J..!.!A 

e ---------------------------------------------------------------------------
20 IF(P2.GT.O) coro 3000 
e ---------------------------------------------------------------------------
e LA PúSIClo:r DE LA ASI!ITOTA J.!J.S c;::RCAllA A LA ORILLA DEL 
C REACTOR ED US/,DA PAP.A PROPOliEll EL PU!ITO IllICIAL ¡;¡:;¡, l<ETOCO DE JIEO!Oll 

e --------------·------------------------------------------------------------
1.A=ll/2. -3 .141592553(}/ (2. •QS~:<T (P.2)) 
IF(XA.LT.H/2.) GOTO 21 

e --------------------------------------------------------------------------
e SI LA l.SillTOT A AUTERIOíl. CRUZA POR CERO FUERA DEL REACíüR 
C LA SIGUIEllTE A5I!liOTA HACIA EL CEllTRO DEL !IISMO ES USADA 

e --------------------------------------------------------------------------
1.A=H/2. -3. •3. ~~16926536/ (2. •QSQRT (!!2)) 

e ---------------------------------------------------------------------------º 5!': ESCOGE EL PU!liO IllICIAL CE?.CA DE LA ASIJITOTA 

e ---------------------------------------------------------------------------
21 XS(l)=Y.A+l:.A/100. 

e ---------------------------------------------------------------------------º EL l·S'iODO DE ?:E',f¡Qfl 

e ---------------------------------------------------------------------------
30 DO 100 I=i,600 

e --------------------------------------------------------------------------
e Y ES LA ECUACIOll DE CiUTICIDAD 
e - - --- - --- --- - --- -- ---- -- --- -- ---- -- -- ----- --- -- -- ----- ---- -- --- -- -- --- ----

ur 1=(P1 +R2) •QSQ?.T (A1) •COTI! (QSQRT (A1) •XS (I)) 

UT2= (R~+ M+UOP) 'QSQ'1.T (R2) •~TI.Ji (QSQRT(R2) • (H/2. -XS (I))) 
UT3=(Pl-AG-UDP)•QSQRT(Pl)•QTA&H(QSQRT(P1)•(H/2.-XS(I))) 
Y=UT1-Ui2+UT3 

e ---------------------------------------------------------------------------
e CDY(l) ES LA DERIVADA CE LA EC. DE c¡¡:nCIDAD 

e ---------------------------------------------------------------------------
VT1=(Pl•R2) •A1 • (1. - (COTH(QSQRT(Al) •XS(I})) **2) 
VT2=- (?.2+A~+UOP) •R:• (!. + {qTA!I (QSQP.T(R2) • (H/2. -XS(I)))) ••2) 
VT3=- (P1-M-UOP) •?1'(1. -(QTA!IH(t;SQRT(Pl) • (ll/2. -XS (!)))) • •2) 
CDY~VT1-VD+VT3 

e --------------------------------------------------------------------
e EL ALGDR!mo DEL l-!ETOta 

e ----------------------------------------------------------------------
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XS(I+1)=Y.S(I)-Y/DDY 

e ----------------------------------------------------------------------
C SALIDA DEL CICLO 

e ----------------------------------------------------------------------
Ii'(QABS((XS(l)-XS(I+1))/XS(I)) .LT. 1!)~010 :c0 

100 COllTIJ:t,r; 

e ----------------------------------------------------------------------º sr EL HETODO !iO COllVE?.CE EL PP.OCRAMA SE DETlF.l!i: 

e ----------------------------------------------------------------------
co10 3000 

e --------------------------------------------------------------------------­
e ---------------------------------------------------------------------------
e ESTA P '¡;:-:: SE OCUPA DE TABULAR LAS VARIAB!.ES DE ESTADO 

e --------------------------------------------------------------------------­º ---------------------------------------------------------------------------
200 X=XS(I+1) 

e ---------------------------------------------------------------------------º EVALUMIOll DE COllSTAllTES Ql!:;: DEPEllDE!I DEL PUll70 DE S/.LIDA 

e ---------------------------------------------------------------------------
210 DR=QSQilT (RJ) •QTA:IP. (QSQRT (P 1) • (H/:l. -X)) 

1QSQi<T(P1)•QTA!l(QSQRT(R2)•(H/?..-X)) 
TT1=QTAllH(QSQRT(P1)•(H/2.-X)) 
TT2=QSQRT(R2)•QTAllH(QSQRT(P1)•(11/2.-X)) 
TT3=QTAll (QSQRT(R2) • (11/'.l. -X)) 
TT4=QSQRT(P1) •QTAll (QSQRT(R2) • (H/2. -X)) 
T3=A2•PHil~•QSQRT (P 1 •R2) • (P1 •R2) 
T4=QSQRT(A1) •QS!UH(QSQ!tT(Al) •X)• (Al+P.2) • (A1-P1) •Di! 

AA1=-T3/T4 
T7=QCOSH(QSQRT(P1)•(H/2.-X)) 
TB=QCOS(QSQRT(R2) • (11/2. -X)) 
T6=(A1-P1)•T7 
T6=(Al+R2)•T6 
BP=(A2•A3+A1•(A1-Pi)J•QSQRT(P1) 
DR=(A2•A3+A1•(A1+R2))•QSQRT(R2) 
BUL=A2•A3-A1• (M+UOP) 
BU=BUL•COTll (QSQRT (Al) •X) /QSQRT (A1) 
011=QSQRT(P1)•R2•BR+QSQRT(R2)•P1•EP 
02ME=A1•QSQRT(R2)•P1-BR 
03U=A1•P1•QSQRT(R2)-ER 
C211.AS=A1•QSQP.T(P1) •P.2+BP 
04=-Dí\•BU•QCOSH(QSQRT(P1)•(11/'.l.-X)) 
-QSilll! (QSQRT(F1) * (H/2. -X))• 

1 (011 +BU•!lP/QTAI: (QSQP.T(R2J- (11/2. -X))) 
DS=-011• (03~~+A1 •DU/QTAH (QSQP.T(R'.l) • (H/2. -X))) 

1 +DR•Dll•D2MAS/QSI!I (~SQRT (R2) • (H/2. -X))+ 
1 02MZ•QEXP(QSQRT(P1)•(11/2.-X)) 
1 • (BR•BU+D11+BU•B?/QTAll (QSQRT(R2) • (H/2. -X))) 

F1=(P5/ (2. •011 •D~)) •QEXl' (-QSQRT (Pl) • (11/2. -X)) 
i'A=05/ (2. •04) +D2ME 
F2=FA•(1./D11)•QEXP(QSQRT(P1)•(H/2.-X)) 
F4=-A1/BR 

1 +DP•D2l~•QEXP (QSQRT (Pl). CH/2. -X))/ (BR•D11) 
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1 +BP•D6•QSI!IH (QSQRT (P1) • (H/2. -X))/ (BR•DU •J;.j) 
F3=F4/QTA!l(QSQRT(P.2)•(H/2.-X)) 

1 +DWAS/(D11•QSrn (QGQRT(R2) • (H/2. -X))) 

C3=/.3• (F l +F2+!' 3) /QSI!ill (QSQRT (A1) •X) 
C~=(F1+F2)•(~l-P1)+F3•(A1+?.2)+X 

1 +C3•A2•QSllll! ( QSQP.T (Al) •X)/ !,l 
C5=C~•X-(X .. 2)/2.-C3•A2•QCOSl!(Q3QRi(A1)•X)/(L••(S./2.)) 

e --------------------------------------------------------------------------
C EL IIJCREHE!ITO El1 LA POSICIO!l 

e ---------------------------------------------------------------------------
DELX!l=:'./QFLOA T (ll) 
DELX!l~ '.º!/2. -X) /QFLOAT (U) 

e ---------------------------------------------------------------------------
e LA or;;rnrnucro11 DEllTRO DE LA RESTRIGCIO!I 

e ---------------------------------------------------------------------------
xxc1>~0.o 

300 DO 400 I=1. 11+1 
Z1 (I)=AA1•QCOSl!(QSQRT(A1) •XX(!))+ ( !,2•Plfn!/A1) 
Z2 (I) =QSQRT (Al) •f.1<1 •QSI!IH(QSQRT(A1) •XX (I)) 
Z3(I)=PHUI 
Z~ (I)=O .O 
UOPD(I)=A3•Z1 (I)/PHDl-M 
Z1ll(I)=Z1(I)/Z1(1) 
Z2U(I)=1 
VJ1(I)=-D1•Z2(I) 
VJ2(I)=-D2•Z4(I) 

e --------------------------------------------------------------------------
C LAJ.:EDAS DE!ITRO DE LA RESTR!CCID!I 

e --------------------------------------------------------------------------
VL/J!l (I) =C3•QS!tll!(QSQRT (Al) •XX (I)) 
VLAJ.12 (I) =-C3• QCOSH (QSQRT (Al) •XX(I)) /QSQRT(A1) 
VUU3 (I) =-C3•A2•QSI!llf (QSQRT(Al) •XX (I)) / A1-XX (I) +C4 
VLAUJ (I) =C3•A2• QCOSH(QSGRT (Al) •XX(I)) /Al•• (3 ./2.) 

1 + (XX(I) u2)/2 .-C4~XX(I) +CS 
Y.X (I• 1) =XX(I) +DEL.XII 

400 CO!ITINU!:. 
e --- -- --- -- ---- -- -- --- --- -- ---- -- --- -- ------ ---- --- --- -- --- --- ---- -------
e TRAYECTORIA FIJEP.A DE LA RESTnICCIOll 

e -------------------------------------------------------------------------
Y.X(l1+2)=X 

410 DO /.20 J=ll+2,l!+lr+2 
Z! (J) =(A2•PJ:W/D!l) • (QSQRT(R2) •QSI:llf (QSQRT(Pi) • (lf/2. -'.IJ((J))) /T6 

1 -QSQRT (P l) •QS!l1 (QSQRT (R2) • (H/2. -XX (J))) /TO) 
Z2(J)=-(A2•Pl!If.!•QSQRT(R2•P1) /DR) • 
(QCOS!f (QSQRT(P1) • (H/2. -1.X(J)) )/T6 
-QCOS (QSQRT(R2) • (H/2. -XX(J))) /T6) 
ZJ (J)=(PHIM/DR) • (QSQRT(R2) •QS!!ilf(QSQRT(Pl) • (H/J. -XX(J))) /T7 

1 -QSQ¡T (Pl) •QSIH(QSQRT (ll.2) • (!l/2. -XX(J))) /TB) 
Z~ (J) =(PHI!-l•QSQRT(RJ•P 1) /DP.) • 

1 (-QCOSH (QSQRT (P1 )> (H/2. -)~X(J))) /T7 
1 +QCOS (QSQRT(R2) '(!1/2. -XX(J))) /TB) 

V Jl (J) =-D1•Z2 (J) 
\ºJ2 (J) =-D:l•Z4 (J) 
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UOPD(J)=UO? 

e --------------------------------------------------------------------------
LAlffiDAS ¡. UERA DE LJ. P.ESTR!CCIOU 

e ---------------------------------------------------------------------------
VLJJ.11 (J) ,,;,JL (F 1< ¡;;::x¡> (QSQRT (P 1) •(XX (J)-X)) 
+l'J•4EYJ' (-QS~iü"(P1) • (XX(J)-X)) 
+FJ• QCCS (~SQRT (!\2) • (XY. (J)-X)) 
+F.:•QSill íQGt;f\T (P.1) •(Y.X (J)-X)l) 
·;LJJ:2 (J)~ (-Q5Q?.T(P1) •P.2• (F1•QEXP (QSQRT(P1) • (XX(J)-J:)) 
-!':? • QSXP (-QSGRT(?l) •(Y.X (J)-X))) 
+QS[.¡P.Tl"1) •?l• '.-F3•QSill (QSQRT(R2) • (XX(J)-X)) 

1 +F4•G~8S (c.3~RT(ft2) • (XX(J}-X)) )+1.) •A3/DUL 
VL/.21.3 (J í = (Al-?1) • (F1•QEXP (QSQ?.T(P 1) • (XX(J)-X)) 

l •F2•1EAP ( -QSQil7 (P l l* (XX(J}-X))) 
'(AHíl~) •• (n 'ecos (~SQP.T(::::). (XX(J)-X)) 
+F ~·r,srn (QSQRT (P.2). (XX (J)-X))) 
VL/Jlt, (J) ~ (üP• (Fl•QEXP (QSQRT(P1) • (XX(J)-X)) 
-1'2• qr:;:P ( ··Q5Q!lT (? 1) •(XX (J) -X))) 
+DR" (-l'3' Q5I!I (QS1RT (?..2) '(Y.X (J)-X)} 
+F' •qcns (t¡SQRT(P.:!). (XX(J}-X))) +A1) /BUL 
.Y.X(J+l)~rJ:(J) +Dj¡LW 

~20 CO!IT llilE 

e --------------------------------------------------------------------------º ESTA PARTE ESCRIBE LOS RESULTADOS 

e --------------------------------------------------------------------------
\iP.ITE ( 10, UO'T) 
DO 600 I•l,ll+l 
\•!P.ITE(10, 1002) I ,Y.XCI), UOPD(I) 

600 COllTI!IUE 
DO 610 I=C+2,H+ll+2 
;mITE(10, :002) I,Y.X(I), UOPD(I) 

&10 COlliI!IUE 
WRITE(10,110B) 
DO 620 I"1, l:+l • 
WRITE(l0, 1002)1,Zl(I) ,VJ1(I) ,Z3(I) ,VJ2(I) 

620 COllTI!IUE 
DO 630 I=N+2,H+N+2 
WRITE(l0,1002)I,Z1(I),VJ1(I),Z3(I),VJ2(I) 

530 CO:ITI!IUE 
WRITE(10, ~109) 
DO 6'0 I=l.11+1 
WllIIT(10, 1002) I, VLA.\11 (I), VLA!l:Z(I), VLAU3(I), VL'J.!4 (I) 

G<!O conrnrnz 
DO 560 I=U+2,N•H+2 
W?.IiE(10, 1002) !, VLAJ.11 (I), VLAJl2 (I), VLAU3 (I), VLA!l~(I) 

660 COHTI!:L'E 
WRITE(10, 110:i) 
WRITF.(10,1001)H,SC,D1,D2 
\'IRITE(10, 1103) 
\•/P.ITE( 10, 1001) SAl, SA2. SF2, SR 
WR:CTE ( 10, 1104) 
WRITE ( 10, 1001) CAl.L"<, GAMI, 'fT, X 
:mrmc 10 .11os) 

125 



ll'RITE(10, 1001)A1 ,A2, f.3 ,A4 
\ffiITE(10,1106) 
\\'RITE(10, 1000)J: ,JI 

e ------------------------------------------------------------------º FOPJ!ATOS 

e ------------------------------------------------------------------
1000Foruu.r<1. 2c2x. I3l .ll 
1001FOR.!J.AT (/, 4 (2X, D1Cl. 8) ./) 
1002FORll.AT(1X, I3, 4(2X,D16. 8)) 
1102FOPJl.ATI /, 11X. '11', 17X, •se•, 16X, 'Dl., 16X, '0:2') 
1103FORJl.A'l(10X, 'SA1', 16X, 'SA2', 14X, 'SF2', 14X, 'SR') 
1104FOR!l.AT(10X, •()Al.[(' ,14X, 'GAJ.!I' ,13X, 'TT' ,16X, •xs•) 
1105FOR!J.AT(10X, 'A1', 16X, '.A.2', 16X, 'A3', 15X, 'M') 
1106FOR!J.AT(4X, 'JI' ,4X, 'JI.') 
1107FOP~J..A.T(/. 3X,. I •• ex' 'POSICIOll', 11X, 'UOP') 
110BFOR!l.AT(/, 3X, 'I', DX, 'PHI1', 16X, 'J1' , 17X, 'PHI2', 16X, 'J:2') 
11COFORJJ.AT (/, 3X, 'I' , BY., • LlJ!BDA 1' , 10X, 'LAll.BDA 2', 10X, 'I.ANllDA 3' , 

1 10X, 'LAMBDA4') 
3000EllD 

e --- -------- --------- --- ----- ------ ------ ----------- ------------------- ----
e FUllCIOll COTH 
e ----- ------ --- ----- -- ----- -- ----- --------- ------ --- ---------- -------- -----

Fuucnou coTH (Xl 
H!PLICIT REAL•16 (A-H,O-Z) 
COTH=1. /QTANH(X) 
RETURll 
EllD 
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