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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es usar la Teorfa de Control Qptimo para
maximizar la potencia total de un reactor nuclear en 'presencia de una
restriccién en el valor maximo del flujo térmico de neutrones. El modele
que usaremos para &ste fin es un reactor unidimensional finito (en forma
de “slab”}, en el cual el comportamiento de los neutrones es descrito por
la aproximacién de difusién con dos grupos energéticos, que serdn llamados
grupos rapido y térmico.

Asi, se buscard aquella distribucién de material absorbente dentro de!
reactor (que podriamos llamar barras de control} que maximizan la poten-
cia, con la restriccién adicional de que la cantidad de material absorbente
que puede introducirse o sustraerse del sistema estd acotada.

En el pasado, la Teoria de Control éptimo ha sido usada con éxito en
ia solucidn de algunos problemas de optimalidad en modelos simplificados
de reactores nucleares: Suda et. al.!7) resolvio el problema de maximizar la
potencia de un reactor nuclear, modelado por la ecuacién de difusién para
un grupo de energias. Ellos encuentran que la solucién es del tipo “bang-
pang”; también generalizaron la solucién, para un modelo de dos grupos
de energias, suponiendo que la solucién es de la misma forma, ademés de
suponer que el flujo térmico de neutrones varia suavemente con la posicién,
de manera que desprecian la cuarta derivada de esta variable respecto a la
posicién. Koga et al{'®) resuelven una variante de este problema, usando
otro indice de calidad y sin considerar la restriccién en el flujo térmico
de neutrones. Vitela y Akcasu(!® encuentran la solucién éptima para un
modelo consistente en la ecuacién de difusién para un grupo energético de
neutrones, incluyendo una distribucién uniforme de fuentes externas. Este
trabajo fue complementado por Vitela!?) usando como variable de control

la concentracién de fuentes externas.



Este trabajo estd organizado como sigue
* En el capftulo I se presenta una derivacién de la aproximacién de difusién
con 2 grupos de neutrones que constituird el modelo matematico de nuestro
sistema.
* En el capitulo II presentamos una revisién de la Teoria de Control éptimo
necesaria para la solucién de nuestro problema.
* El cap. III consiste de la aplicacién de la teorfa presentada en el cap. II
al modelo de reactor nuclear discutido en el cap. I.
* La ilustracién ndimerica de los resultados del cap. I1I se hace en el cap.
1V usando pardmetros tipicos de un reactor nuclear del tipo de agua ligera.

* Las conclusiones son presentadas en el cap. V



CAPITULO 1 o
REACTORES NUCLEARES. . '

11. INTRODUCCION.!)

Un reactor nuclear es un arreglo de materiales fisiles, fisionables, fértiles,
absorbentes, etc. de tal manera que se lleve a cabo en forma controlada
una reaccién en cadena con neutrones,

El disefio y operacién de un reactor nuclear dependc de las diversl;s
formas en las que los neutrones interaccionan con los nicleos dtomicos en
el | 1

En el estudio de los reactores nucleares es fundamental tener un -mo-
delo matemdtico que describa el comportamiento espacio—ternporal de }a.
poblacién de neutrones. El modelo m;is general usado para éste fin es la
ecuacién de transporte de neutrones, sin embargo ésta describe el compor-
tamiento de la densidad de neutrones con mucho mayor detalle que el nece-
sario para la mayorfa de las aplicaciones pricticas. Mas ain, la solucién
de esta ecuacién es, excepto en los casos mas sencillos, extremadainente
complicada o imposible.

Es entonces imperativo hacer aproximaciones a la ecuacién de¢ trans-
porte, tales como la aproximacién de difusién y de multigrupos con ¢l objeta
de obtener ecuaciones que describan el comportamiento de la poblacién de
neutrones y que sean suficientemente sencillas para q‘ue'sea. posible obtener
soluciones dtiles con un esfuerzo razonable.

En este capitulo se describen los conceptos bdsicos involucrados en la
interaccién de los neutrones con la materia y se deriva la ecuacién de trans-
porte. En forma heuristica se presenta la aproximacién de difusién y la
derivacién de Ias ecuaciones de difusién de dos grupos que formaran Yu bare

de este trabajo.




1.2. CONCEPTOS BASICOS.

Los neutrones interaccionan con la materia de diversas maneras: dis-
persién eldstica, dispersidn ineléstica, reacciones de absorcién, cte.

Ses un haz monoenergético de neutrones de intensidad I que choca fron-
talmente con un blanco de drea 4, espesor AX, y densidad atémica N, Si
se coloca un detector detrds del blanco en la direccidn del haz, se anauants
experimentalmente que la razén de interaccién es directamente prupercions!
aldrea A, al espesor AX del blanco — si este es lo suficientemente delgado- -,

a la densidad atémica N y a la intensidad del haz :

Razén de interaccién « INAAX,
de donde la constante de proporcionalidad es (1.1)

¢ = Razén de interaccién/IN AAX.
Por lo que la seccién transversal microscépicases la razén de interaccidn
por dtomo en el blanco por unidad de.intensidad en el haz incidente.
Si se consideran solamente interacciones debidas solamente a dispersidn
eldstica, por cjemplo, se puede definir la seccién micfoscépica de dispersién

elastica como:

os = Razdén de interaccién debida a dispersién elistica/ITNAAX  (1.2)

De esta manera, para cada tipo de interaccién se define su correspondi-
ente seccién transversal microseédpica. Lea seceion transversal microscépica
total e¢s la suma de las secciones transversales microscépicas de todas las

posibles interacciones:

Opr Z 05 + 04 + .. 0a (1.3)

La seccion transversal macroscépica total se define como

Er = o7 N. (1.4)
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En forma similar se definen las secciones transversales macroscbdpicas
correspondientes & cada una de las interacciones. La seccidn macroscopica
total es la probabilidad por unidad de longitud de que un neutzén del hey
interaccione ¢n el blanco.

Ademds la razdén de interacidén, es decir, el nitmero dc interacciones por
unidad de volumen por unidad de tiempo es T2 .

Para caracterizar la probabilidad de que una interaccidn de dispersion
cambie la energia del neutrén se define ln seccidn macroscdpica de dispersion
diferencial como la probabilidad de que un neutrén que incide sobre un
nicleo, con energia E y direccién §1, sen dispersando con energia final E' y

direccién final Q' :

Cs(E — Eft - 1Y), (1.5)

E!l proceso méis importante en un reactor nuclear de fisién es la fisién
nuclear, donde un nicleo pesado se parte en dos fragmentos con cmisidn
de energia, 12 cual es repartida entre sus productos : Los dos fragmentos
principales, neutrones, rayos gamma, betas y neutrinos,

En ciertos ndcleos, como el 38y, 333y, 39py vy M1y ol proceso de fisién
puede ser inducido por la absorcién de neuirones de energia entre 0 a 1
ev aproximadamente, conocidos como neutrones térmicos. A este tipo de
nidcleos sc les Hlama ndcleos fisiles.

Con la mayoria de los niclcos pesados es necesario gue ¢l neutrén inci-
dente tenga una energia mucho mayor & la de los neutrones térmicos para
producir fisién nuclear. A este tipo de neutirones se les conoce como neu-
trones rapidos. Ejemplo de estos niclcos, conocidos comoe niicleos fisionables
son el 33T, B8y v Mopy

A los niclidos, como el 233Th y 238Y, que pueden convertirse en especies
fisiles se les denomina nidclidos fértiles.

El ndimero de neutrones producidos por fisién varfa de fisién a fsi6n.

Se define como v(E) como el nimero promedio de neutrones emitidos por
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una reaccién de fisién provocada por un neutrén incidente de energia E.
Asimismo, se define x(E), como el espectro de energias de los neutrones
producidos por fisién de tal manera que x(E)dE es la fraccién promedio de
neutrones producidos en la fisién que tienen energias entre Fy E +dE.

En los reactores de fisién, ¢l combustible es una combinacién d¢ mate-
riales fisiles y fisionables.

Los reactores se clasifican dependiendo de la energia de los ncutrones
que producen la mayoria de las fisiones. Hay tres categorias : reactores
térmicos, intermedios y ripidos.(?)

Los reactores térmicos producen la mayoria de la energia debido a la
fisién de los niicleos combustibles por neutrones cuya energia es muy cercana
a la energia térmica promedio de los dtomos del medio. Este tipo de reactor
tiene la ventaja de la flexibilided de su tamafo, que puede lograrse variando
las propiedades y naturaleza de su combustible y» moderador. La principal
desventaje es la pérdida de neutrones térmicos debida a captura parasitaria
por los materiales que lo forman.

Dado que en un reactor rapido, las fisiones son producidas por necu-
trones que han sido frenados muy poco de la velocidad que tenian al ser
producidos por fisién, se evita el uso de moderador o de materiales de bajo
nimero 'mésico. Debido a que las secciones transversales de absorcion de
los neutrones ripidos son pequefias, la captura parasitaria no constituye un
problema. Por lo tanto la varicdad de materiales es mayor que para los
rcactores térmicos. Si en el niicleo de! reactor rdpido, o en lo que se llama
la capa fértil en torno de! mismo existe una especie fértil, ésta se conver-
tird en fisil por captura neutrénica. En estas condiciones es posible que se
produzca més material fisil por captura neutrdénica, del que se consume por
fisién.

El reactor riapido tiene la desventaja de que requiere una gran cantidad
de material de fisiébn para obtener el tamafo critico. Por otro lado, este

puede ser muy pequefio, de modo que el enfriamicnto se dificulta cuando la
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potencia es muy alta.

En el reactor intermedio, la mayoria de las fisiones se deben a neutrones
dentro de una amplia escala de energias entre las rapidas y las térmicas. Se
requiere un medio modcrador, pero no al grado que en un reactor térmico,
La captura parasitaria de los ncutrones se reduce en comparacidn con el
reactor térmico y la cantidad necesaria de combustible es menor que en un
reactor ripido, aunque el tamano es mayor. El reactor intermedio ofrece la
posibilidad de producir material fisil, pero no tan eficientemente como uno

rapido.
1.3. LA ECUACION DE TRANSPORTE.®)

L.3.1 DENSIDAD DE NEUTRONES.

Sea N(r,t) = # esperado de neutrones en d®r alrededor de r al tiempo ¢ .
La frecuencia de interaceién es vE , donde £, pot ejemplo, pucder ser T4 ,
por lo que vE,4 seria la frecuencia de'interaccién debida a absorcién, etc.

Entonces

F(r,t)d’r =vE N(r,t)d%
=7 esperado de interacciones
en d’ralrededor (1.6)
deral tiempot

por unidad de tiempo
Asimismo, se puede generalizar las definiciones anteriores para conside-

rar la energia de los ncutrones:

N(x,E,t)d*rdE =#esperado de neutrones
dentro de d°renr con
(1.7)
energias entre Ey B+ dE

al tiempo t.



F(r,E,t) &% dE =v(E)Z(E) N(v,E,t) d*r dE
=# csperado de interacciones

dentro ded®renrproducidos

(1.8)
por neutrones con energias
entre Ey E +dEal tiempo ¢
por unidad de tiempo.
Definamos ahora el flujo de ncutrones como
¢(r,E,t) = v(E) N(r, B,1). (1.9)
Por lo que:
F(E,x,1) = £(B) ¢(r, E, ). (1.10)

1.3.2 DENSIDADES Y CORRIENTES ANGULARES.

La poblacién de ncutrones en un reactor esta especificada por la funcién

de densidad n(r,E,f1,t) de modo que :

n(r,E,ﬁ,t) d®r dE dY =+ esperado de neutrones en d°r

enr, entre Ey E 4 dE|

(1.11)
en dlalrededor de
flal tiempolt.
Definamos el flujo angular de neutrones como
p(r, E,f1,t) = va(r, E,M,1). (1.12)
v la corriente angular neutrénica:
i= viin(r,E,10,t) = Qop(r, B,0,1). (1.13)
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De donde se sigue que la magnitud de la corriente angular neutrénica

es el lujo angular de neutrones.

Si dA = &gdA donde ég es el vector normal a la superficie A de drea dd:

j - dAdE d1d®r =4 esperado de neutrones
atravesando el drea dA, enr,
con energias entre Ey F +dE (1.14)
con direccién en d alrededor de f2
al tiempo ¢, por unidad de ticinpo.

La razén de interaccidn angular cs :

f(r, E,f1,t) = vE(E)n(r, E,{1,t)
) (1.15)

= Z(E)p(r, E,1,1).
Integrando, sobre el 4ngulo sélido y sobre la epergia la densidad angular

neutrénica:

v

N(r,E,t)zf4 dQn(r, E, 0,8, ‘ (1.16)
N{r,¢) =/;de1\1(1',£‘,£)=/;de ) dQin(r, E,1,1). (1.17)
Lo mismo para el flujo de ncutrones: -
b(r, B 1) = [‘ 2 p(r, B, 1}, 1), (1.18)
¢(r,z)=/:°w . dQp(r, E,10,1). (1.19)

Finalmente, se obtiene la densidad de corriente J(r,E,t) a partir de la den-
sidad de corricnte angular como:
Ir,E,t) = | dOi(r,E,11,1), (1.20)
4

tambicén

3(r,1) = / dE / ani(r,f, E,1). (1.21)
0 4r
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Ndtese que

J(r,t) - dA =razén neta con la cual
los neutrones pasan a través de la (r.22)

supetficie dA,

1.3.3 LA ECUACION DE TRANSPORTE.

Para encontrar el comportamiento de la densidad angular de neutrones,
necesitamos tomar en cuenta todos los mecanismos a través de los cuales
cambia el # de neutrones con energias entre Ey E 4+ dE y direccidén en df

alrededor de 0, en un volumen arbitrario V :

[f n(r, E,01,t) d%r | dE d1.
v

La razén de cambio estd dada por el siguiente balance de neutrones :

%[[ n(r, E,{1,1) d’r|dEdQ) = ganancia — pérdida , (1.23)
v

si V no depende del tiempo :

o . “
= j n(r, B, 04,t) &) dBd = [ 9%, B, 03,1) % dE a1, (1.24)
ity v Ot

Consideremos los mecanismos de ganancia y pérdida de neutrones :

Mecanismos de ganancia.

(1) Cualquier fuente de neutrones.
(2) Neutrones entrando a V a través de la superficie S de V.
(3) Neutrones dispersados de otro grupo de energias y direcciones al

intervalo de dE en E y dQ alrededor de 1.
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Mecanismos de pérdidé..

(4) Neutrones saliendo a través de la superficie S.

(5) Neutrones en V sufriendo colisiones.

Ahora, se obticnen expresiones para estos mecanismos :

* Término correspondiente a la fuente de neutrones. Se define :

S(r,5,0,t) =razén de produccién de

neutrones en drenr,

(1.25)
con energias entre Ey £+ dE
y direccién dflalrededor de 1.
entonces : ~
(1) = [/ S(r,E,,t) d°r] dE Q. (1.26)
v

* Pérdida a través de colisiones.

La razén de colisiones alrededor del puntor = Sg(r, E)vn(r, E,,). (L.27)

Por lo que la razén de colisiones en el volumen V es :

(5) = [/ v Ep(r, E)n(r, E,0,t) d*r] dE d0. (1.28)
Vv

* Ganancia debida a neutrones dispersados sobre el intervalo de energins

Ey E+dE , dQ alrededor de {1 desde una energia B’ y direccién £
[/ v'Es(E' - E, Q' — ) n(r, B, §V,t) d°r] dE d1. (1.29)
v

11



Considerando todas las contribuciones de cualguier energia y direccién :

(3):/ ds,f dﬂ’/ dE'v'Es(E' — B — Q) n(r, B,V 1)dEdN.  (1.30)
v 4x /]

* Escape neto del volumen V. La razén de neutrones con energia E y

direccién 1 que atraviesan ds, donde ds es un elemento de la superficie del

volumen V :

J(r, B,01,t) - de = uﬁn(r,E,ﬁ,t)~ds.

(1.31)

Entonces la razén de neutrones de energia E y direceién 2 que atraviesan

la superficie S de V al tiempo t es :

)~ (2) =] /s ds - vfin(r, B, 0,0)] dE d.

Utilizando el teorema de Gauss :

-~

(4) - (2) = [/; V - vfiin(r, B, 01,¢) dr] dE df,

pero

Entonces :

(4) - (2) = [/V oft - Un(r, B,1,1) &%) dEdfh,

Combinando los términos

Razén de cambio del

#esperado de neutrones = (1) -+ (2) + (3) — (4) — (5).

12
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Por lo que :

/dsr[%'ti(r,g,ﬁ,t)+va(r,E)n(r,E,ﬁ,t)
v
oo
~8{r, E,11,1)- dn'[ dE'Ss(E' — E, ¥ — 0)v' n(x, E',Q',t)
i 0

+vfl . Vn(r, E,{1,1)|dE df} =0.
(1.37)

Dado que ¢l volumen de integracién es arbitrario, el integrando debe

anularsc. De esta manera sc obtiene la ecuacién de transporte de neutrones :

o N ~ - N

ir,E,Q,0)+v 8 - Valr, E,{,1) + vEr(r,E)n(r,E,0,t1)

ot

- A (1.38)
- S(r,E,n,t)+/ dﬂ’f AE'S5(E — B, f1 = f3) o' n(r, E', V', );
4r 0
6 en términos del flujo angular de neutrones:

10 N - o o

~Z(r,E,0,t)+01 . Vp(r, B,0,t) + E¢(r,E) o(r, B,1,1)

v It (1.39)

= S(r,E‘,ﬁ,t)+/ dn'/wdE’Es(E’—» ESt - p(r, B, 0,1),
4n 0

donde hemos supuesto que ¢l medio es isotrépico de modo que e] argumento
1 — M en la scccién de dispersién se sustituyo por .0 La ecuacién (1.39)
es integrodiferencinl y depende de siete variables : r = (z,y,2), B, 1 = (0,9),
asi como el tiempo ¢ .

Para resolver esta ecuacién es necesario especificar las condiciones ini-
ciales asi como las condiciones a la frontera que debe satisfacer el flujo

p(r,E,fl,t), es decir, especificando una distribucién inicial al tiempo ¢t =0 :

efr, E,ﬁ,o) = polr, E, ﬁ); {1.40)

Y por otra parte, si por la superficie § del reactor no entran ncutrones,

13



entonces :

ors BEM,t)=0 si &-1<0 Vrs €S (1.41)

Los neutrones producidos por fisién se incluyen como una componente
del término fuenie. La razén con que los neutrones de energia E'y direceitn
' inducen eventos de fisién es T;(E'}p(r, E',{¥,t), donde Ty es la seecién
transversal macroscépica de fisién para neutrones de cnergia E'.

S8iv(E') es el ndmero promedio de neutrones producidos por fisidn prove-
cada por un neutrén de energia E' | entonces la razén con que los neutrones

son producidos por las fisiones en r al tiempo £ es

f dav / dE'W(E") £, () olr. B, ¥, 1). (1.42)
ir 4]

Los neutrones producidos por fisién tendrén pna distribucién dada por
el espectro de fisidn. S$i sc supone que la distribucién de energias es in-
dependiente de la energia del neutron que produce la fisién y si éstos son
emitidos isotrépicamente, se tiene que la fuente de neutrones producida por

fisién estd dada por :

Sy(r. B, f1,t) = %? dfy’ / dE'W(E'Y £4(E) o(r, B, {¥,1), (1.43)
4 4]

por lo que :

S(r,B,0,t) = 5;(r,E,0,t) + S.n(r, E,0,1), (1.44)

donde S.,,,g(r,E,ﬁ,t) es la razén de producién de neutrones debida a fuentes

externas.
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1.4. ECUACIONES DE DIFUSION PARA DOS GRUPOS DE NEUTRONES

Dado que la ecuacién de transporte es dificil de resolver es necesario
simplificarla utilizando la aproximacién de difusién y clasificando a Jis neu-
trones por sus energias. En este trabajo se utilizardn dos grupos dec energias :

a) Neutrones térmicos, que son aquellos que tienen energias desde cero
hasta 1 ev. Estos neutrones son los causantes de la mayoria de lus fisiones
en un reactor térmico.

b) Neutrones rdpidos, que son aquellos que tienen energias desde 1 ev
hasta la médxima energia que pucede alcanzar un neutrén dentro de un reactor
nuclear. Los neutrones producidos por la fisién caen dentro de este intervalo.

En esta seccidn se deriva a partir de la ecuacién de transporte, Ja
ecuacién de difusidn dependiente de la energia. Después se integra esta
ecuacién sobre los dos grupos de energias antes mencionados para llegar a

las ecuaciones de difusidén para dos grupos de neutrones.
1.4.1 LA ECUACION DE DIFUSION DEPENDIENTE DE LA ENERGIA. )

La aproximacién de difusién supone lo siguiente:

a) El flujo de neutrones depende débilmente de la dircccidn.

b) Las fuentes de neutrones son isotrépicas.

¢) La razén de variacién temporal de la densidad de corriente es mucho
menor que la frecuencia de colisién.

Dado (a), se puede desarrollar el flujo en términos de los drmonicos
esféricos y considerando solamente hasta términos de primer orden en fl,

asi pues :

en B LT) = 9l B,) + = 3(r, B, - . (1.45)

Sustituyendo éste aproximacién en la ecuacién de transporte ecs. (1.39),

15



(1.43) v (1.44) e integrando sobre el dngulo sélido :
1
22 B + V- 3 B0 + Erlr, B) 6(r, B D)
= Seulr,E,t)+ / dE'S5(E' — E) ¢{r, E' 1) (1.46)
0
+ x(E) f dE v(E") S(E) $(r, B, ).
0

Bstu no es una ecuacidn cerrada para el flujo ¢(r, E,t) puesto que contiene
la corriente J{r,E,t). Necesitamos ahora encontrar una ecuacién para la
corriente neutrénica; para esto multiplicamos la ec. (1.39) por el dngulo

861lido 11 ¢ integramos sobre todo f1; con lo cual obtenemos :

183
18 B+ 2o Bt + Srir, E) I(r, B, 1)
v ot 3
oo (1.47)
= 8(r, B,t) + / dE' 3(x, E',1) S, (E' — E),
0
donde hemos definido po = cosd = .1,
[ +1
Es1(E' — E) = 2n / dpo o 5 (E' — E, o) (1.48)
. -1
¥
Si(r,E,t) sf N S(r, E,11,¢). (1.49)
L 13

Dada la hipétesis (b) : S = 0. Por la hipétesis (¢} : [|3}|7? 3[|T]|/ot <«
vEr(r,E). Por lo que la ecuacién (1.47) se simplifica :

%Vrﬁ(r,E,t) = — Lr{r,E)I(r,E,t) + [ dE' J(r,E' t) Es\(E' — E). (1.50)
0

Si ademds :

Ls1(E' — E) = 251(E)5(E' - E), (1.51)
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entonces :

1
é’Vd) =-Zr) + Esl(E)J

donde

Z51{E) = foZs(E)

por lo que :

1

== —
3(Er — fioZs)

Definiendo la seccién transversal macroscépica de transporte

Elr = Z:T - ﬁoza

y el coeficiente de difusién

.

1

D(r, t) = 5"‘57:(—;:‘55,

se obtiene la ley de Fick :

I(r,B) = —D(r, E} Vé{r, E,1).

Sustituyendo en la ecuacién (1.46) :

% (¢,5,0)-V - Dir, B) Vo(e, B, 1) + Erlr, B)o(r, .1

<=

= Sem(r, Ey1) + [ dE' £5(E' — E) é{r, E',1)
0

+x(E) /ow dE v(E') S(E") é(r, E', t).

(1.53)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

Estn es la ecuncion de difusién de neutrones dependiente de la energia.
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1.4.3 LA ECUACION DE DIFUSION DE NEUTRONES PARA DOS GRU-
POS DE ENERGIAS. (8

La ecuacién (1.58) es adn muy dificil de resolver en la prdctica y es
necesario hacer mds simplificaciones con el objeto de obtener soluciones
aproximadas; para esto es conveniente dividir el rango energético de los
neutrones en energias bien definidas, como se verd a continuacién .

Los neutrones en un reactor nuclear tienen energias desde aproximada-
mente 10 Mev hasta cerca de 0.01 ev, ademds las secciones eficaces de
interaccidn dependen fuertemente de la energia de interaccién. En las sim-
plificaciones a la ecuacién (1.58) es necesario tomar en cuenta estas carac-
teristicas.

Esto se puede lograr si en vez de considerar al lujo de neutrones ¢(r, E, t)
como una funcién continua de E, se considera el flujo de neutrones en rangos

de energia bien definidos, e.g. :

Bpin = Eg Eg Eg Eg—l ¥ Eo = Emaz

| I ] { | |
1 1 I I I I ’

Fig. 1 Clasificacién de la energia neutrénica en grupos.

Asi, se divide el intervalo energético de los neutrones en G regiones,
llamadas grupos de energia. Sec puede definir el flujo total correspondiente

a cada grupo g como

F>
Pglr,t) = / dE¢(x, E,t). (1.59)

Para propdsitos de este trabajo se considera el intervalo energético de

los neutrones dividido en dos grupos, rdpido y térmico .
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La energia umbral £ que divide el grupo térmico y el rdpido se es-
coge suficientemente grande como para que la dispersién de neutrones con
energias dentro del grupo térmico al grupo rdpido sea despreciable.

Esto conduce a la aproximacién de difusién con dos grupos energéticos
de neutrones. La obtencidn de las ecuaciones de difusién de multigrupos se
puede obtener siguiendo la misma idea,

Para los propésitos de este trabajo la aproximacién de dos grupos sera
suficiente.

Integrando la ecuacién (1.58) entre dos grupos de energias, de Ey a £,

para neutrones rdpides y de E, a E; para neutrones térmicos ¥ ademds

definiendo :
Flujo térmico ; Flujo rdpido :
B ) Ep
ba(rt) = fE dE é(r, B, 1) dir,t) = f dE $(r, E, 1); (1.60)
2 Ey

las sccciones mactéscopicas totales térmica y rédpida se definen respec-

tivamente como :

L (r,t} = [ dEXZo(r,E\t) ,

L
¢

(1.61)
L, (r,0) EE /; dE Zr(v, E,t) ¢{x,t);

y los coeficientes de difusién térmico y rdpido como

o AEVY(r,B,1) - [£' dE D(B)V¢(r, B,1)
s dE V(r, E,1)|*

DQ(!‘ !) =

»

{1.62)
5 dEV(r, E,t) - [ dE D(E)Vé(r,E,t)
s’ dEVé(r, B, 1)

Dy (r, t) =

19



respectivamente.

Ademds, definimos :

1 1 fE 1
— = dE = ¢(r, E, t),
vy @2 g, v o )

y también :
Seccién macroscépica de dispersién del grupo ripido al rdpido

E, E,
Es, = 51— / dE dE'S(E' — E) ¢(r, E',t)
i1 JE, E,

Seccién macrosecépica de dispersién del grupo ripido al térmico
1[5

Eo
Ts.2— | dE[  4E'S(E'— E)é(r, E'1)
¢l Ea 125

Seccién macroscépica de dispersién del grupo térmico al rdpido

Eo E,
Ts,, = ¢l f dE | dE'L(E' — E)$(r,E't)
T JE, Ey

Seccién macroscépica de dispersidon del grupo térmico al térmico

E, E,
/ dE | dE'L(E' — E)é(r, E',1)

i
z 23 = T
5 $2 J g, Ea

20
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Si la energia de los neutrones es suficientemente alta, las colisiones de
dispersién con log nicleos del sistems siempre reducirdn la energia de los
necutrones. Sin embargo, cuando la energia de¢ los neutrones es del orden de
ln energia térmica de los nicleos es posible que los neutrones ganen energia
en colisiones de dispersiéon. Como se menciond anteriormente si uno escoge
la energia umbral E suficientemente alta ~ 1 ev, los neutrones en ei grupo

térmico no podrdn pasar al grupo rdpido en colisiones de dispersidn. Asi:

Eh
dETs(E' — E) = Tg(E®') para Ey < E' < By, (1.65)
E,

Entonces :

E,
= 7515 D) 6, B = B, (1.66)

s, =0 (1.67)

Por lo que, usando las definiciones anteriores :

E <o
/ 'dE f dE'S(B' — E) ¢(r,E',t) = ¢y Ls,, + ¢215s,, (1.68)
Ea 0

y definiendo las secciones transversales de remocion :

ERI EET' - Es“
=(2A| + Bs,, + ES”) - Bs,,
=EAJ + Ssnv (169)

Er, =Ln — Bsy,

= 2/\: . . ' (1-70)
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Ademés, dentro de un reactor térmico la mayoria de las fisiones son
producidas por los neutrones térmicos y los neutrones producidos por fisién

caen dentro del grupo rdpido. Esto se puede expresar como :

Eo
vEp, =1 dE'v(E'YEp(E') ¢(r, E",t) =0,

o B (1.71)
vEr =~ [ dE' u(E) Sp(E') é(r, E',1),
1 Jg,

v los espectros de energia de los ncutrones de fisién como :

Eo
Xy = dEx(E)=1.
B (1.72)
X2 —E/ dE x(E)=0.
E;

Integrando en los intervalos energéticos correspondientes, el término

perteneciente a la fuente externa en la ec. (1.58) da origen a :

Eo
dE Sczg(l', E,t).

Sl =
E,
. (1.73)
S = f dE Seut(r, B, 1).
Ea
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Con lo cual obtenemos las ecuaciones de difusién para dos grupos en-

ergéticos de neutrones :

922 (1,1) = V. Dy(r,1)Valr, ) + S, (rs8) da(r2)

at
= 25\: él(ryt) + 83, (1.74)

%?f(r,t) = VD, t)Véi(r,t) + Ta, (r,t) da(r,t) + Ts,,¢(r,1)

= UEF, da(r,t) + 5. (1.75)

En este trabajo se considerari un reactor unidimensional, homogéneo,
en estado estacionario y sin fuentes externas por lo que las ecuaciones de

difusién quedan :

2
D’%(x) = Ba,$2(z) + L5561 (2) =0, (1.76)

d? ¢y

dz3 (z) - EA:¢I($) - ES.,¢1(2) + UEF,¢2(Z) =0, (177)

Dy
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Las cuales deben ser resueltas con las siguientes condiciones a la fron-

tera :

é1(—H/2) = 1(H[2) =0 (1.78)
$2(—H/[2) = $2(H/2) =0 (1.79)
donde —H/2 y H/2 son los extremos del reactor unidimensional (ver
figura 1.2).
VACIO NUCLEO DEL REACTOR VACIO

~H/? 0 H/?

Fig. 2. Diagrama esquematico del reactor.
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1.5. ENVENENAMIENTO POR XENON. (8

El producto de fisién mds importante en reactores térmicos es el '35 Xe,
el cual tiene una seccién de absorcidn para neutrones térmicos de OAXe =
2.7 % 10° barns. Este is6topo es resultado del decaimiento del 357 y también

es producto directo de la fisién, como lo muestra el siguiente diagrama ;

1351 135 B 135 g

1t/ N\ captura
fision 136 xe
Este is6topo decae por desintegracién f a '33Cs, y por su gran seccién
de absorcién captura neutrones para convertirse en **Xe. De acuerdo a lo
anterior las ecunciones de balance del 57 y el '35 Xe son respectivamente :

:24
i = 1ERd - Ml (1.80)

% = Al +9xEp, 92 ~ AxX ~ dAlx,d?g‘Y, (1.81)

donde Iy X son la concentracién de Yodo y Xendén respectivamente, Ay y

Ax las constantes de desintegracién del Yodo y Xendn respectivamente y
y x los rendimientos de estos nucleidos.

En estado cstacionario, las concentraciones de I y ¥ Xe¢ no cambian

con ¢l tiempo. Para encontrar las concentraciones de equilibrio se igualan

las derivadas temporales a cero en las ec.(1.80) vy ec(1.81); y se resuelven

las ecuaciones resultantes para I y X; obteniendo :

[ =B dr (1.82)
Ay
X____ZF:(AI + ’\X)d)'l' (183)

Ax + 0a,xed2
Incluyendo la absorcién debida al '**Xe en la ec. de difusién para el flujo

térmico, ec(1.76) :

D, d;:iz (z) — Za, ¢2(z) — oaxcd2(z) X + Es,, 1z} = 0. (1.84)
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por lo que :

d? ¢,

(A1 + Ax) oaxc $3(z) N
dz?

= =0. 1.85
pP—. s 1{3) (1.85)

Zpy
D, (z) — Ta, $2(z) —

Esta ¢s nuna ecuacién diferencial no iineal en ¢3 , la cual tiene que ser
resuelta simultdneamente con la ecuacién de difusidn para cl grupo ripido.
Con el objeto de simplificar su solucién, se linealizarad.

Notando que el término de absorcidén debido al Xendn se puede escribir

como

Zh (v 4 ax)oaxe¢i(z) _ Br (u + ax) dalz) (1.86)
pa=— A . *
oa,xeP2 (1 + ru_‘\x.éz) 1+ TAXeP3

y si suponemos que :

_Axe o (1.87)
TA,Xe 32

el término de envenenamiento linealizado resulta :

Bry (v +1x)d2(z) (1.88)

Para que esta suposicién sea valida y dado que la constante de de-
caimiento del '3 Xe es 2.09 x 1073seg~! y la seccién transversal de absorcién

del mismo es oa,xe = 2.7 x 10%barns , es necesario que :

B2 > 8 x 10" em™2 57", (1.89)

Dado que las condiciones de contorno requieren que ¢, y ¢; sc anulen
en la superficic del reactor esta aproximacién no sera valida cerca de la
orilla del sistema. Para el propésito de este trabajo, supondremos que esta

aproximaciéon es vilida en todo el volumen del reactor. Entonces, las
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ccuaciones de difusidén se reducen a :

d? ¢y
dz?

D, (z) — Za, 62(z) = (71 + ¥x ) Er $2i7) + s, 01 (z) =0,  (1.90)

d? ¢,
Di~3t(z) ~ Ta, d1(2) - S5, i) + v Br, dala) =0, (194)
Estas ccuaciones constituirdn el modelo de un reactor unidimensional
{slab) en estado cstacionario que, junto con la Teoria de Control Optimo
discutida en el siguiente capitulo, utilizaremos para estudiar el problema de

maximizar la potencia de un reactor nuclear.
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CAPITULO U1
INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONTROL OPTIMO.

1.1 INTRODUCCION(?

Supongamos que un sistema fisico bajo estudio puede ser modelado por

un sistema dc ecuaciones diferenciales del tipo

2 = glx(),1) (2.1)

donde x(t) es en general un vector cuyas componentes especifican el estado
del sistema. De manera que si al tiempo ¢t = 0 se conace el estado inicial,
Xg, entonces si es posible resolver para x la ecuacién (2.1), se puede conocer
x(t) para t > 0.

Si por algin medio este sistema puede ser asontrolado usando alguno
de los parametros que lo afectan, al cual llamaremos variable de control y
que se caracterizard, ademds, en que sus variaciones pueden ser arbitrarias
e independientes del estado del sistema, entonces el comportamiento del

sistema puede ser representado por

dx
E{ = f(xy u, t)s (2-2)

donde u es la variable de control.

Si el sistema puede ser llevado de un estado inicial x¢ al tiempo i, »
otro estado final x; a un tiempo £y, habrd en general un conjunte N1 = {u{t)},
finito o no, de funciones del tiempo, no necesariamente continuas, que con-
duzcan al sistema entre estos estados siguiendo trayectorias posiblemente
muy diferentes.

En aigunos casos se desea escoger una funcibn »*(t) € 1 de modo que
ésta minimisze 0 maximize cierta funcional Jiu] al levar el sistema del estado

inicial al final, por ejemplo :
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7= [ Loxuya, (2.3)
to ]
donde L es una funcién escogida para evaluar el comportamiento deseado
del sisterna. A esta funcional, por razones obvias, se le conoce generalmente
como fndice del comportamiento del sistema.

A la funcién que optimiza el indice de comportamiento, i.e. que maxi-
miza o minimiza a Jfu] se le llama control éptimo u°” y a la trayectoria a
que da lugar esta funcidén se le conoce como trayectoria 6ptima del sistema.

Muchas veces el estado final xy y el tiempo final ¢y de la trayectoria
6ptima no sc conocen directamente, sino a través de un conjunto de ecua-
ciones

M(x;,t;) =0, (2.4)
donde M es un vector que relaciona las componentes del vector de estado y
el tiempo (ver Fig. 2.1).

| M(xy, )

(xO) tO)

Fig. 2.1

Diagrama esquematico de una trayectoria en el espacio de estados.
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En problemas de optimizacion pueden existir restricciones; un cjemplo
es un avién que viaja cntre dos ciudades fronterizas en un tiempo minimo
pero restringido & no cruzar la frontera. En general, éstas restricciones
pueden estar impuestas sobre las variables de estado y/é de control.

En la seccidén I1.2 se estudiard el problema de control éptimo con una
restriccién que depende explicitamente de la variable de control. En la
seccion II. 3 | la restriccién no depende explicitamente de la variable de
control, La scccién II.4 trata acreca del problema de control éptimo con
extremos libres. E! principio del Miximo de Potryangin es visto en la
secciéon I1.5. La seccidén I1.6 es una sintesis de los problemas anteriores y la
seccion 1L.7 ilustra la técnica de Control Optimo a través de un problema
de cdlculo de variaciones.

En el capitulo se utilizari Ia notacién de Einstein para indicar sumato-

rias con indices repetidos. .

11.2 EI. PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO CON RELACIONES
RESTRICTIVAS EN LAS QUE APARECE EXPLICITAMENTE
LA VARIABLE DE CONTROL. (®

El método para encontrar las condiciones necesarias que debe satisfacer
una extremal consistird en obtener la primera variacién del indice de com-

portamiento, incluyendo las ecuaciones dindmicas (2.2), 1a restriccién

C(x,u,t) <0 (2.6)

donde C es una funcién escalar, y la condicién final {2.4) usando el método

de los multiplicadores de Lagrange.

Dado que la restriccién (2.6) contiene explicitamente la variable de con-
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trol, si alguna seccién 6 parte de la trayectoria 6ptima radica sobre la fron-

tera con la zona prohibida, el valor del control éptimo es determinado re-

solviendo la ecuacién C(x,u,t) = 0 para uv. El problema se plantea como

sigue :

Encontrar u(t) que maximize la funcional

g=f" L(x,u,t)dt + ¢(x(ts), ty),

to
sujeto a las ecuaciones dindmicas

x = f(x,u,t), con uef,

3

con la condicién inicial

x(ta) = xg,

la condicién final

M(x(ty),ts) =0, dim{M} < dim{x} +1,

y a la restriccién

C(x,u,t) <0
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Notemos aqui que la ec. (2.10) considera también la posibilidad de que
tanto el tiempo final 7, asi como todas 6 algunas de las componentes del
estado final esten predeterminadas.

Este problema es equivalente a maximizar la siguiente funcional (a la
cual seguiremos llamando J por comodidad) :

t

J= [L{x,u,t) + X filx,u,t) + yC(x, u,t) ~ Ny | dt (2.12)
o , 2.12

+ S(x(ts)sts) + peMi(x(ts)t )
donde x es un vector adjunto constante o multiplicador Lagrange, A(t) es
una funcién vectorial adjunta y v es una funcién adjunta con valor nulo
fuera de la restriccién :

() si Clx,u,t) =0;

= (2.13)
0 si C(x,u,t) <0.

Definamos
H{x, A u,t) = Lix,u,t) + A;fi(x,u,t) (2.14)

como la funcién de estado de Potryangin, la cual también es conocida como
el hamiltoniano, aunque este nombre se le da solo por la analogia de las
condiciones necesarias satisfechas por un extremal en Contro! Optimo con
las ecuaciones de Hamilton en Mecanica Cldsica. Dado que el afiadir una
constante a la funcional no altera la trayectoria éptima, la siguiente fun-

cional es equivalente a la anterior :

4
J= [H(x, M, t) +yC(x,u,t) — Aty ] dt

to
+d(x(ts).ts) — d(x{to), to)

+ ueMi(x{tg), tg) — meMi(x(to), to).

Utilizando el teorema fundamental del cdlculo introducimos ¢ y M den-

(2.15)

tro de la integral y a través de la regla de la cadena expresamos las derivadas

totales respecto al tiempo en términos de sus derivadas parciales :
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S s t’] -
J=/ [H(x,z\,u,t)+7C(x,u,t)—/\.'i’.'
to

. a¢(;£i),z) i+ 20200 ‘ (2.16)
kahlk;:;f )ht) i"““‘aMk(axz(t)’t) ] &t

+u

Por simplicidad, pero sin pérdida de generalidad se considera la trayectoria
éptima dividida en tres secciones : )
a} Una inicial sin restricciones { C(x,u,t) < 0},

b} Una intermedia con restriccién (C(x,u,t) =0),

¢) Una final sin restriccién (C(x,u,t) < 0),

como se ilustra en la Fig. (2.2)

]’_rontera de la restriccidn

(o, to) {(x:ty)

punto de entrada

Fig. 2.2 Diagrama esquemaéatico de una trayectoria
con restricciones del tipo C(x;u,t) <0.

Considerando lo anterior dividimos la integral en tres partes :

te t t
J = g (...)dt+/; (---)dt+/‘. (---)dt {2.17)
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Donde t, y t, son los puntos de entrada y de salida de la restriccién

respectivamente. Llamando I, I3 y I3 respectivamente a cada una de estas

integrales :
J=h+I+ 1 (2.18)
Por lo que :
§5J =611+ 6 + 6135 (2.19)
Si

L'(x, x,u, A\ t) =H(x, u, At) — A
N 3¢(xjt)i 4 98(x.t)

dz; ot (2.20)
M (x,t) . AM;(x,t)
+ pg o, i + pik at )
la variacién de la primers integral es :
te
51, = / L' (x, %, u, A, £)dt. (2.21)
to
Asi, '
to+4t, t,
6 =6 L'(x + 6%,% + 6%, u + 8u, A + A, t)dt — / Li(x,%,u, ), t}di. (2.22)
la ‘0

Desarrollando el primer integrando en serie de Taylor y considerando

solamente los términos de orden no mayor al primero :

ekt ar ar ar' oL
v ! ' . . iy Y Pt it} .
§I, =6 fa,, L' (%, %, u, A\, t) + 6:5,-61'+ 6:i:,-6z'+ ™ bu + aA;‘S’\‘]d'

t (2.23)
- [ (% uy A1) dt.

o
Ahora, separando la primera integral de la ecuacién anterior en dos
integrales, la primera de 0 a t. y la segunda de t. a t. + 6t., de manera que
al sumar, en la integral de 0 a ¢, se canceclen los términos de orden cero. El

resultado es
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t, aL’ 8 J aLI ’
§I; = [ 61. L 6% + ——bu + §£5A;]dt

ai.' du 8\ (224
t, +Et. [} ' [ ' :
oL oL oL oL
L —_ huendl ol S W8
+‘/;. [L'(x, %, u, At)+a 6x; + 3z ‘6::, au6u+aAi5A.]dt

Integrando por partes el término con éz y utilizando el teorema de
valor medio para evaluar la dltima integral, conservando solamente hasta

los términos de primer orden :

tr(orL d (3L aL aL'
61, -—/:D [{Ez—a—t (E)}éz;-%a—&u%- 5}\—'.5/\.' dt

e

(2.25)
+L/(x,%,u,A,t) l 8t,.
to t,

- oL
+ {'55:53-']

Sustituyendo L'(x,%,u;A,t) por la expresién en (2.20) en la ecuaciéon anterior
y suponiendo que ¢(x,t) y M(x,t) son funciones continuas con primeras y

segundas derivadas parciales continuas, obtenemos :

oH - aH oH
= el o4 2 au A
61, /;o [(31 +/\)5z.+a 6u+<6A z,)b’,}dt

b led oM
( A¢ +6 + llksz‘) bz, .
a¢ . 0 aﬂfk oM, )

o Bt T BT T

+(H - \gi+ 6t., (2.26)

donde hemos usado el hecho de que tanto el tiempo inicial tp como el estado

inicial x(to) estdn fijos. De la figura 2.3 :
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Yo X L —

"X femem- [
1 {20, ta)
i

1
1

-tg it
Fig. 2.3. La variacién total de las variables de¢ estado en el tiempo de

entrada es igual a la suma de las variaciones por el tiempo de entrada y las
variables de estado en ¢l punto de entrada.

6z; . = 2;(t.)6t. + 6zi(t.), entonces 8z;(t.) = bz;. — Ei(t.)6t,. (2.27)

Asi

t
e oH . dH oH
5[1 =/ [('5;“'*‘}\.) 62.+m—6u+<ﬁ—i’,> 5)\.'} dt
to 1 1
3¢ IM;
+ (_Al + Szt + Bk "5:_‘"—) 62..5

d¢ IM;.
+(H+E+;Lk 3t )'

 (2.28)

Gt

Obtengamos ahora 613 :
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t,
§I, = 6/ [H(x,u, M) 4 A0 (% u, t) — Az
t,

+ 8¢(x(t),t)i_ + de{x (1), t)
9z; ' at
: (2.29)
15 ——————BM";:ft)’t) i+ pk M (x{1),1) ((;;(t),t) } dt

+ 4

te
= JL! (%, %, u, A t) + C (%, u, t)]dt,
io

siguiendo un procedimiento igual al anterior, aplicamos directamente el

resultado de la ecuacién (2.25) :

512=/:. :(%1“73—%4—5«) bz;
+(%%+q%% ) 6u+C5q+(%—{\iiwi;)6Ai} dt
+ i-,\,-+ gﬁ +#k%1‘—:‘£] bzi :
- :H — N + (—%’%x’.‘ + %? (2.30).
+ #k%%if + #k?'g‘;{ﬁ +1C } 5 6ie
4 :H— Nidi 4 a'ﬁ‘x.+ %—‘f
+#k%;'f‘-’fi+ l‘k?’gﬁ +’10] . 6t,
Dado que ;
§zi(te) = 630 — Zi(tc)bte, Sz(t,) = 6z;s — Ti(ta)6t, {2.31)
Y
C(x(t),t) I¢ = C(x(t),t) ; =0, (2.32)
. 7
centoneces
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&I,

I

+

Asimismo, se obtiene que

613

F

{H+

[, 8H
(35t 755

oz;
JdH

ac

a‘l

/\.' ) 5x;

o}

H

|

'(au 1-P’c'i

) but Chv+ (

3

A

- &) 6

dt

Y
‘o

L2
En

a9
at

./‘l, (

[

¢

+ i

-~ A;+

—Ait

H+

am
3:1:.

M, }
+pu

+

k5

M.
ot

od
30 N

oH

9
dz;
a¢
at
9¢
01:,‘
¢

ae+k

|

) bx;

() pur (2E

+ Kk

oM,
—[H SRS k"_k]

ot

+ bk

oM ]

at

te

OH
A
oM
Bz;

IM,.
dx;

t,

|
|

ty

LESR

(2.33)

.~)6A.~]dc

(2.34)

6!.]

Sustituyendo las variaciones (2.28), (2.33) y (2.34) en la ecuacién (2.19),

tenemos que
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Tl aH . Jac
8= [T (3E 04452 ) s,
to [(a$i+’\'+1a-‘5-‘)’sz'
oH aC oH . .
+(-.é-;t_-f-jx)éu-b(ﬁi—-z;)&z\;-rCﬁq] dt
ad oM

+(—/\;+3—1‘;+#k71|_')

d¢ oMy
+(H+ o0+ e~ ) t

+ (X(t]) = Ni(t7) ) bzt (H(67) - H(L}) ) 8¢,
+ (NtF) = N(t7) ) bziet ( H(T) - H(tF) ) 6t

5.’1!,'"

y (2.35)

6lf
I

con v =0 fuera de la restriccién.

Alora, J tiene un méximo global en u® si

J{u®?) > J(u) para toda u€U, (2.36)

donde U es la regién de control. Por lo que :

6Ju?] < 0. (2.37)

Las variaciones en x, A, 7y t dependen de las variaciones en la variable

de control. Asi pues, uno espera que 8§J dependa sélo de éu, por lo que si

“ [0H aC

to

se obtienen las siguientes condiciones de la ec. (2.35) :

oH ac

2T & 4 =0, 2.39
75t 03 T (2.39)
OH

i 2.40
N Iy 0- ( )
~C =0, (2.41)

¢ M,
Y 2% =0, 2.42
[,\,+ai+llkaxi]‘! (2.42)




[H+ %? + k-%”i] - 0, s sy
M) = A7), (2.44)
H{]) = H{i}), (2.45)
X(e) = Ade7 ), (2.46)
H(e7) = H(t]). (2.47)

Si la regidn de control no es acotada, el valor del control éptimo debe
satisfacer 6J =0 de modo que
oH oc

o trg,; =0 (2.48)

Estns condiciones son vdlidas tanto dentro como fuera de la restriccién.
Algunos comentarios importantes son :
(a) Fuera de la restriccidn y=01y la ec. (2.41) se satisface trivialmente.
El valor del control 6ptimo en ésta zona se obtiene entonces de la ec. (2.48),
i, e., de -
H

Be =0. (2.49)

(b) Dentro de la restriccién +(t) # 0 y de la ecuacién (2.42), i. e.
C(x,u,t) = 0, se obticne u. La ecuacién (2.48) nos da entonces 4(t) den-
tro de la restriceidn, la cual se debe sustituir en la ec. (2.39), con lo cual
tenemos junto con (2.40) un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales

de primer orden.

11.3 CONDICIONES NECESARIAS PARA UNA SOLUCION OPTIMA
CON RESTRICCION DE DESIGUALDAD QUE NO DEPENDE
EXPLICITAMENTE DE LA VARIABLE DE CONTROL.(®

En esta secccidn se encuentran las condiciones necesarias que debe satis-
facer un extremal en aquellos problemas donde las variables de estado estdn

restringidas o satisfacer una relacién de desigualdad de la forma :
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S(x,t) £0. (2.50)
Dado que S se anula sobre la frontera de la restriccién se sigue que sus
derivadas totales respecto al tiempo también :

ks
'Ep‘—:O k=0,l,2,"' (2.51)

La primera derivada total respecto al tiempo de § es :

i&:_«_?ﬁqkas,._?_g*_asf‘( t 2
at = 7 —a—-;:c.— 9t “a_z‘ |x|u1) (-52)

Dado que f(x,u,t) aparece en la relacién anterior, dS/dt puede ser una
funcién explicita de la variable de control u(t). Si dS/dt no es una funcién
explicita de la variable de control, uno debe considerar la segunda derivada
total, la tercera derivada total, etc. hasta que resulte una derivada, en
la cual aparezca explicitamente la variable de control. Supongamos que
ésta aparece explicitamente en la derivada total de orden ¢ , entonces la
restriccion serd llamada una restriceiéon de desigualdad en las variables de
estado de orden q . %?(x,u,t) = 0 juega entonces un papel similar al de
C(x,u,t} =0en el problema anterior. Por lo que las condiciones de restriccion
son las mismas sustituyendo $2(x,u,t) en vez de C(x,u,t) .

Ademés en los puntos de entrada se deben cumplir las siguientes condi-

ciones :
S(x(te) te) =0
% (x{te),te) =0
2
%Z;g—(x(t,),te) =0 (2.53)
%:—‘f(x(t,),tc) =0,

T! problems es entonces formulado de la siguiente manera :
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Encontrar u{t) € 1 que maximiza la funcional
tr
J = Lx,u,t)dt + ¢(x(ts),ts), (2.54)

to

sujeto a las ecuaciones dindmicas

x = f(x,2,1), (2.55)
con la condicién inicial
X(to) = Xo, (2.56)
a la condicién final
M(x(tf),¢y) =0, dim{M} < dim{x}+1, (2.57)
¥y la condicién
S(x,1) <0, (2.58)

mids las eondiciones en {2.53), si parte de la trayectoria éptima esta sobre
la restriccién. "
Este problema es equivalente a maximizar la siguiente funcién (a la cual
continuaremos llamando J por comodidad) :
ty

di5 .
J= [L(x,u,t) + Afi(x,u,t) + 'r—gl—q(x,u,t) — AL ] dt

to

(2.59)
+ B(x(ts)ts) + 1aMix(ts) tg),

donde ;+ ¢5 un vector adjunto o multiplicador de Lagrange, constante, A(t)
er una funecién vectorial adjunta, v ¢s una funcién adjunta con valor nulo
fuera de la restriccidn,

0 S(x,t) <0,
L {'f(!) Sg:,tg =0. (2.60)

Usando la definicién de la funcién de estado de Potryangin dada en

la ec. (2.14) y dado que el afiadir constantes a la funcional no altera la

trayectoria é6ptima resultante, podemos escribir :
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ty q
J=[ [H(x,,\,u,t)+1j—tf—(x,u,t) — Xz | dt
‘o .
+ $(x(t1),t5) - $(x(to), to) (2:61)
+ peMi(x(ty),ty) — peMi(x(to), to).
Utilizando el teorema fundamental del ¢cdlculo introducimos ¢ y M den-

tro de la integral y a través de la regla de la cadena expresamos sus derivadas

totales respecto al tiempo en términos de las derivadas parciales :

ty q
J = [H(x, Au,t) - A.-:.i:;—{—q%—?(x,u,t)

’ +a¢("(t)'t)i~ aB(x{t),t) (2.62)
GER ) at
b .0 5y, M)

Por simplicidad, pero sin pérdida de generalidad se considera la trayec-

toria 6ptima dividida en tres secciones (ver Fig. 2.4) :

t)>0
S0et) [rontera de g

restriccion

punto de entrada : ]
: punto de sahdq

(xo,to) (x1,t1)

Fig. 2.4. Diagrama esquemitico de una trayectoria con restricciones
del tipo S(x,t) <0.

a) Una inicial sin restricciones ( S(x,t) <0},
b) Una intermedia con restriccién (S(x,t) = 0},

¢} Una final sin restriccidn (S(x,t) < 0).

Considerando lo anterior dividimos la integral en tres partes :
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J=/"(---)dt+/"(--->dt+ Ry (2.63)

to ¢
Donde t. y t, son los puntos de entrada y de salida de la restriccién
respectivamente. Llamando I, I; e I3 respectivamente a cada una de estas

integrales :

J=L+I,+ I3 -(2.64)

Consideremos la primera integral :

[
I =/ [H(x,u,A,t) — A
to

p(x(t),t), . IB(X(t),?)
dz; ' at
kang;g), ) bt deS;(t), t)

4-

(2.65)

-|_“

a5, a5,
+£:—a—;;z. + & 5t ] dt

Aquf se han introducido las condiciones (2.53) a través de los multipli-

cadores de Lagrange £,§;, -, -1 ¥ s¢ hace uso de la siguiente notacién :

S[) = S(X,t).
ds
S (x,t) = E(x,t).
d*s
Sa(x,t) = -5 (%, 1) (2.66)
di's
Sq_,(x,t) = -&—t—q:r(x, t).

Si ¢(x,1) , M(x,t) y S(x,t),dS/d(x,t), --,d?" ' S(x,t)/dt9"}, son funciones
continuas con derivadas parciales continuas, sus segundas dcrivadas par-
ciales pueden intercambiar el orden de derivacién, por lo que la variacién

de Iy es
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De la figura :
Ke
‘%o

[ OH éH .

(a +4i) 6z; +(a ) bu +(a,\ z.-)&A.-]dt

F 8¢ 8;\«{1; a5,

i - A+ *5'—' +p a + fl— bz; .

[ ., 9d(x,t) . 3¢(x,t)

VH — At 9z Zit 3!
adM, M, ]

ke i ek 4 fl I- + £1 S' e,
Oz at ‘.

3

L
[
“
&

Fig. 2.5 La variacién total de las variables de estado

en el tiempo de entrada es igual a la suma de las variaciones
provocadas por el tiempo de entrada y los estados en ese tiempo.

entonces

Por lo que :

6zie = Zi(te) 6t + bx;(t.),

8zi(te) = bzic — Eifte)bte

45

(2.67)

(2.68)



51,=£:' [(3H+A)6m.+( O You + (9‘5{—15)5,\ ]

+[-,\,-+~—-+ bk

¢ oM, a5
3z, 5. T b5 ”‘ 6Z;c (2.69)
d M,
+[H+bg+#k €12§-‘-]| 61,
¢ L

Las exptesiones resultantes para 6I; y 6I3 son semejantes a las expre-
siones correspondientes en la seccién anterior, ecs. (2.30} y (2.31), susti-

tuyendo C(x,u,t) por (@95/dt?), asf :

b /oH 3 [di§ .
o= [ (35 -1 () 1) o=

oH d [dis dis oH .
- —_ - o e BELYRN: !
+(3u+'yau(dlq)>6u dtqﬁ'ﬁ'(a,\. I) ]

[ 8¢ dM
JEN S, WU $ T e

] Ai + oz + Kk az; ] " Oy,

2 OM, (2.70)

- pas —— &

[H+8t+“‘ B ] " L

[ ¢ oM,

- M\t bz,
+-A+a"’.“'kazi]t: Zi,

[ B¢(x,t) 3Mk(x,t)] I

L 8ty

+ LH(x,uy Ait) + 3t + B 9t .
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dH oH )
u© -57\—"-—.1'.')5/\,'] di
2 aMk} '

az; Tk ar;

bz, ,

(2.71)

+|H+28

Sumando los resultados y dado que ¢{x,f) y M(x,t) son funciones conti-

nuas ;

oH . a [dis
6J =
[ (g (7)) o
oOH a [diS oH . dis
* (au +'fau (7{5))5"* (?ﬁ.—"“’-’) 6"”%‘”] dt

aMk>

# (e g

(I+——+u 2{") oy

() - ))«sz..+'(n(z) HEh)

(A ) - A(t a5 oau, + (80 - H1 5+ at) o

6zi,s

+ He—5—
ty (2.72)

con 4(t) == 0 fuera de la restriccién.

Si J tiene un maximo global en u°” entonces

J(u%) > J(u) para toda ugl, (2.73)

donde U es la regidén de control. Por lo que :

6J[uP) <0 para toda uveU. (2.74)
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Como se menciond antes si pedimos que 6J solo dependa de las varia-

ciones en u, entonces las siguientes condiciones deben ser satisfechas :

OH 9 (dIS\ . >
EFYLrTS (F) +Ai=0, Th (2.75)
oH . )
Tay T EE0 v (2.76)
diS
"i(t)'(‘i‘t}‘ =0, (2.77)
3 aMp\ | _
(—r\: + 5;: + #k—az; ) ‘I— 0, (2.78)
a¢ M
ET] -5 = 2.79
(H+a¢+”" az) T (2.79)
X:(tr) = Xty ), Vi (2.80)
H{t]) = H(), (2.81)
a5 ,. .
CAlE) = ) - b 2.82
Al(te ) I\l(ee ) fl aI;Vl ‘:,VI, ( )
a8
H(t}) = H(tD) + 65 (2.83)
at |-
Asf
v [9H 8 (dIS
= -t 75\ T7 2.84
5J /‘0 dt{au+~yau(d”)]5u (2.84)

e nuevo si la regién de control es no acotada, el minimo 6 méximo de

i funcionnal es obtenida con 6J =0, de donde :
oH d (diS
T {22 =0 2.85)
du + "ou ( dt”) (
Estas condiciones son validas tanto fuera, como sobre, la frontera de la

restriccién. Debemos notar los siguientes puntos.
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(a) Fuera de la restriccién +4(t) = 0 y la ecuacién 7(27.’;’77);rsrérsartisrfr'a'cre
trivialmente; el control éptimo se obtiene entonces de la cc. (2.85), i.c.

oH

Bu

0,

(b) Sobre la restricciéon 4(t) #0 y la ec. (2.77) da

a8

— = {);

dta
y dado que esta ecuacién contiene a u explicitamente, el valor 6ptimo de la
variable de control se obtiene resolviendo esta ecuacién para u. La ecuacién

(2.85) se vuelve una ecuacién para 7(t), que se debe sustituir en {2.75).

II.4 EL PROBLEMA GENERAL CON EXTREMOS LIBRES.

En las secciones anteriores, en el problema de control éptimo, se con-
sidero que tanto el tiempo como el estado iniciales estaban fijos, sin embargo
es posible que en ciertos problemas el estado inicial y /6 el tiempo inicial no
estén predeterminados, sino que~estos estén sujetos a satisfacer una cierta
relacién, .

En csta seccién encontraremos las condiciones necesarias que la solucién
éptimn debe satisfacer en estos casos. Con objeto de simplificar un poco
los calculos discutiremos aqui el caso en el cual no existan restricciones del
tipo C(x,u,t) €06 S(x,t) 0. Los resultados son véilidos en casos donde hay
estas restricciones, lo cual se puede demostrar, pero no le haremos aqui. El
problema queda planteado como sigue:

Encontrar la funcién de control u®P(t) que maximiza la funcional

= ./‘! Lix,u,t) dt + d(xy, tp) (2.86)
to

sujeto a las ecuaciones dindmicas

f(x,u,t), (2.87)

.3
i

a las condiciones iniciales
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N(xo,10) = 0, dim{N} < dim{x} + 1, (2.88)

y a las condiciones finales

M(xy,t5) =0, dim{M} < dim{x} + 1, (2.89)

donde %o y {0 son el estado y el tiempo iniciales y x5 y tr, el estado y tiempo
finales, respectivamente.

En las sccciones anteriores el tiempo inicial y el estado inicial estaban
dados, lo cual permitia afiadir en la funcional las funciones terminales eva-
luadas en el estado inicial como constantes. En el presente problema, lo
anterior no es posible, porque al no estar fijos el estado inicial y/6 el tiempo
inicial, el afiadir las condiciones evaluadas en el estado inicial alteraria la
funcional a maximizar. Para evitar este dificultad, se definen las siguientes

funciones :

¢'(x,0,1) = B(x,1) — (1), (2.90)
N'(x,m,t) = N(x,) - n{t), (2.91)
M'(x,m,t} = M(x,t) — m(t), {(2.92)

donde hemos introducido las variables de holgura; (i}, n{t) y m{t).

Se plantea el siguiente problema, que es equivalente al anterior :

Encontrar v que maximiza la funcional

J = f‘f L(x,u,t)di + CACTRCINTIR {2.93)

to

putetn n lns ccunciones dindmicas

x = £(x,u,t), (2.94)

con Ins condiciones



¢ (x0,0,t0) = 0, : . (2.95)
N'(xo,mo,t0) = | (2.96)
N (x;,n/,t,) = (2.97)
M'(x0,mq, o) = 0, (2.98)
M'(xs,my,ts) =0, (2.99)
wl(ts) =0, (2.100)

n(te) =0, (2.101)

m(ty) =0, (2.102)

como se verd las condiciones necesarias que debe satisfacer este problema
son independientes de las variables de holgura. En general, las ecs. (2.98) a
(2.99) pucden no tomarse iguales a cero, sino constantes diferentes de cero,

pero esto no altera el resultado final.
Afnadiendo las condiciones a Ja integral mediante el uso de los multipli-

cndores de Lagrange

¢
J= [L(x,u,t) A4 Aify = Ay | dt
to
+ ¢'(xf,05,15) — ¢'(%0, %0, ta) {2.103)
+uN{(xg,mp,tp) = 1iN{(X0,0,t0)

+ pk M (xg,my, ty) = pMj(Xo, mo, to).

Usando el teorema fundamental del cdlculo

ty
J = [H(x,A,u,t) — AiZi + ——-

to

d¢' | AMy | AN

dt, 2.104
o7 THeT I (2.104)

como se ha definido anteriormente, H = L(x,u,t) + X f;. Expresando las

derivadus totales respecto al tiempo en términos de sus derivadas parcinles
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tr
J=/ [H(xw\’",i)-)‘ii.‘*f@—i,ﬁ»(-7-? .
to

dx; at
oMy AN ,
T Pk I + Uk~ — pETE (2.105)
dzy £ at
ON, IN,
+Vla :IJ+ za—tl—l/m;] dt.

Llamemnos al integrando anterior L'(x,X,u, A, ,t,n,t). Aplicando el re-

sultado en (2.25), la variacién de J es :

_ L 0. a8
6J——(H—/\|I|+5'—'I;+at w
M, M,

+ BkaT P 5 T#k—ar — Lk
Zi

3 1:. +u1€-1!l- — vy )l btg
to

a at
3¢ . ;
( H- X iy + B & + ;3! ©
J M : OM "
M PR TR (2.106)

at

— —_—— e Al . ean = s )“ dt
+/t., [6 6u+(3.- ‘)\,) 6:,+( ; z.)& ]

aN; . oN;
+ VI + uz—-—- -y 5ty
dz; t

¢ My | AN b
S Ok o §z:
+{ /\.+8:._+[Lk0 + Ia:;} z; .
t ty ty
~bp | — pbmy —bny
to to to
Usando de nuevo :
62.‘“0) =5Z:."n — i{(lo)&to, Voo, (2107)
51‘,‘(!]) =0z;f — 1'7,'(1])6!!, vV o1, (2.108)

8p(ta) =60 — H(to)bto, (2.109)
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%= l!) 5.,9)' - -,.«(l;)ﬁl/,

dmi(to) =bmy g - mi{to)bio, Vook,

(
(
Smg(ty) =6y ¢ — mg(ty)6ty, vk,
dni(lg) =6nyo — vilta)bto,
(

Sni(ty) =bnyyp — lty)6ity,

de las ecs. (2.100), (2.101} y (2.102) tenemos ;

699! ={ Jmk,f=0 571(.():0; Y

(2.115)

y sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (2.106), tenemos :

(H'f'-'—v’“*‘ﬂkagfk likﬁik-f"w'b—;!-l/mt

o 22
+( —'W'f‘ﬂk'*gt!ﬁ"#kmk‘f‘w%{? —~ iy

{ X +'aa¢ m%%’wa 1%%} ., bz,

+@(tr)bty + bpo ~ (to)bto

-+ ;Akﬁlk(tf)&[ + pbmg g ~ ,u},r'nk(to)ﬁlo

+ szl.x(t!)ﬂij ~vibng 5 — V;ﬁ:(in)ato

OH oH aH
- —_— — il - i | dt
Fj:o [Bu 5u+(0 -I-/\) 6z F(BA, z:,) 6/\,}

De las ecs. (2.97) a (2.100) :

d¢ d¢
=2 04+ 220 sty
S0 oz |, Szip + Y ‘ta 0
aM; My
T2 ; P &t
(Smk‘o ET . é i0t ET) o 0)
a dM
=M I gy,
67’1);,0 3 . Zio St " o

(2.116)

(2.117)
(2.118)

(2.119)



Por lo que :

tr TOH aH dH
6J = — 6 = i )
/;o [OU u+<ar‘r)\,) -L<0)“ z,)&A,]dt
oON;
(I{“}‘l’l—g—t—*)!‘o 610

anN;
{ A¢ +U(az.}‘n 5.’1:..0

dé oM
<H+at P_——a! )l! bty
¢ oMy
A bz;
{ e } ,

(2.120)

Usando los argumentos dados anteriormente, las condiciones necesarias

que debe satisfacer una solucién éptima del problema planteado de (2.86)

a (2.89) son :

_“:—Aia 1=15"'1n1

=T = Zi, 1 =1+ .1,
£

{H—i—l/ga;:'l} ' =0,
io0

{ A+Vlé'1‘v_l}:0 1 i=1,-~-,n,
dz; t
8% M| _
{H+ FIRE T } LY
A +-a_£+ aA{k} :0’ “___~1’...,n.
dz; dz; | |y,

Notesé que cuando el tiempo inicial no esta especificado ON /8t =

(2.121)
(2.122)
(2.123)
(2.124)
(2.125)

(2.126)

(2127)

Oy

ln condicién de transversalidad (2.124) da la siguiente condicién para el

hamiltoniano :
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H| =0 (2.128)

Asimismo, si alguna variable del estado inicial z{(to) no esta especificada

la condicion de transversalidad correspondiente (2.125) da que
Aifto) = 0. {2.129)

IL.56 PRINCIPIO DEL MAXIMO DE POTRYANGIN.

Hemos mostrado que en general cuando una trayectoria contiene una
purte sobre la restriccién , ya sea del tipo C(x,u,t) <06 S(x,t} <0, el valor
del control en esta regién esta determinado completamente.

Dado que queremos maximizar J, el valor del control fuera de la re-

striccién es determinado de modo que

t
6J = Qﬁ éudt <0, (2.130)
b, Ou

cuando las variaciones son hechas alrededor de la solucién dptima.
Si la regidn de control es no acotada, las variaciones éu son arbitrarias
¥ entonces uno pide que, si la solucién éptima existe, el valor de control

6ptimo sea obtenido de

9H |, (2.131)

Ou ,op

Sin embargo cuando la regién de control ¢s acotada, este procedimiente
pucede no proporcionar el control éptimo sino algin otro valor.
L. S. Potryangin{1® demostré que en cualquier caso el control 6ptimo,

u’ debe ser obtenido tal que
H{x, A\, u,t) > H(x,\,u,t) (2.137)

con u, u’? ¢ U, donde U es ln regién de control que puede 6 no ser acotada.

Esta condicién es conocida como el Principio del Maximo de Potryangin.
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Asi, en general, el valor del control 6ptim.o fuera.dc larre.rqrtriccriéxrl, en
cuso de existir, debe ser obtenida de (2:132) y no de (2.131). Sin embarga,
5i la regién de control es no acotada, y la solucidén Sptima existe, entonces
las condiciones (2.131) y (2.132) son equivalentes.

Dehemos notar que el caso que hemos tratado aqui es ¢l de maximizar
una funcional J; en el caso en ¢l cual se quiera minimizar la funcional J, se
puede puede multiplicar la funcional por ~1 y buscar maximizar la nueva
funcional ¢ simplemente cambiar el orden en las desigualdades (2.130) y

(2.132).

11.6 CONDICIONES NECESARIAS PARA UNA SOLUCION
OPTIMA CON RESTRICCION DE DESIGUALDAD QUE NO
DEPENDE EXPLICITAMENTE DE LA VARIABLE DE CONTROL
Y CON CONDICIONES INICIALES Y FINALES NO
COMPLETAMENTE DETERMINADAS.

In las secciones anteriores hemos deducido las condiciones necesarias
que todo candidato a solucidn éptima debe satisfacer en un problema de
control éptimo : (a) con restricciones de desigualdad de los tipos “variable
de control” y “variable de estndo”; (b) sin restricciones de desigualdad pero
con ambos extremos libres. En los casos anteriores se supuso que la regién
de control no era acotada. El “Principio del Maximo de Potryangin” se usa
cuando la regién de control estd acotada.

En esta scccién estudinremos la sintesis de los problemas anteriores,
¢sto e, ¢l problema de control éptimo con una restriccién que no depende
axpii=ita ~ente de la variable de control, condiciones iniciales y finales no
especificadas y en el cual la regién de control estd acotada.

El problema se plantea de la siguiente forma :

Bncontrar la funcién de control v°(t} € U, donde U es la regién de control
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con U = {utmin €t £ Ypaz }s que maximiza la funcional

ts

L{x,u, 1) dt + d(xs, 1)), ez

i

J

to
sujeto a las ecuaciones dindmicas

% = (%, u,t), (2.134)
o la restriccidon |
S{x,t} £0, (2.135)
a las condiciones iniciales
N{xg,t0) =0,  dim{N} < dim{x} +1 (2.136)
y o las condiciones finales
M(xs,t5) =0, dim{M} < dim{x} + 1. (2.137)

donde xs y ig son cl estado y el tiempo inicial y xy y #; el estado y el tiempo
final,

El procedimiento para obtener las condiciones necesarias es similar al
efectnado en los anteriores casos y no lo repetiremos aqui, porque no agrega
ningin concepto nuevo.

Si u"? € U, es la solucién éptima del problema enunciado, éste debe
sntisfacer las siguientes condiciones :

1} El principio del Méximo de Potryangin. En las regiones donde la
trayectoria éptima no esté sobre la frontera de la restriccién, el control u?

debe ser tal que
H{x,u" A L) > H(x,u, ), t), Vu & U {2.138)

En este cnso In solucidn 6ptima se busen counsidernndo ennlquiera de los

57



puntos criticos del hamiltoniano, i. €. Umaz, Umin, posibles puntos de dis-
continuidad de H (si existieran) y puntos que satisfacen

oH
Fl {2.139)
2) Regiones con restriccién. En las regiones donde la trayectoria éptima

esté sobre la restriccién S(x,t), el control éptimo esta dado por la derivada

total de orden g en la que aparece explicitamente la variable de control, i.e.

d1s
Vg o t) =0, (2-140)

donde la funcién gamma se define de tal manera que

7(t) si S{x,t) =0,
o= (2.141)
0 si S(x,t) <0;

mientras que la ce, (2.139) se transforma en la siguiente ecuancién para %,

g

oH 8 (diS
T3 () =0 (2142)

i.e.

Cuando la trayectoria éptima estd fuera de la restriccién, -y es idénticamente
cero y la ecuncién anterior se reduce a la ec. (2.139).
3) Las ccuaciones diferenciales para las variables adjuntas son
%+i,—+75% (%1—‘5) =0 i=1,--,n. (2.143)
Si sc estd fuera de la restriccidén, la funcidén 4 ¢s idénticamente cero y el
término contenicndo la derivada g-ésima de la restriccion, se anula, de otra
manera la ec. (2.142) se resuelve para vy ésta expresidn se sustituye en la

ccuacidn anterior.

4} Lan ecuaciones dindmicas, siguen sicndo

M _iz0,  i=1,n (2.144)
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5) Las condiciones de transversalidad que deben ser satisfechas

en el estado inicial son

anN
{H+y,__at } L =0, (2.145)
N | _ -
{ A.'{‘l/(-é—z—i-} N -0, t —-l," n (2.146)

6) Las condiciones para el punto de entrada a la restriccién son :

M) -G | =M i=04eaml (247

te

HOE 4o | =HE)  5=010-1 (2048)

e
" 7) Las condiciones para el punto.de salida de la restriccién son

M(t) = M), (2.149)
H(t7) = H(t}). (2.150)

8) Las condiciones de transversalidad que se deben de satisfacer

an el estado final son

2
{H + 98 4 2 M"} =0, (2.151)
; at |,
A +_‘2£+,,,k‘?.‘l‘£} =0, i=Ll4-,n (2.152)
d dz; ¢

Las condiciones neccsarins resumidns en esta seccién serdn las que apli-

caremos c¢n ¢l problema fisico del siguiente capitulo.



.7 EJEMPLO DE COMO UN PROBLEMA DE CALCULO DE
VARIACIONES PUEDE SER RESUELTO USANDO TEORIA
DE CONTROL OPTIMO.

llustraremos la técnica de la teoria de coutrol éptimo a través de un
problema scencillo del cédlculo de variaciones :
Hallar la distancia minima entre las curvas y = z? yr—-y=2>5.

La longitud de una curva y(z) entre z=ay z =10 esta dada por :

V= f * T ds, (2.153)

por lo que el problema consiste en encontrar la curva que minimiza V sobre
un conjunto de funciones y(r) que unan a y=2°y z—y=5.

Replanteando ¢l problema en términos de la teoria de control 6ptimo :

Encontrar u? que minimiza

zs
V= f Vit (2.154)

a través de

y = u(z), (2.155)
anjeto a
N{yo,20) = yo — 73 = 0 (2.156)
y
Mlys,zg) =2 —ys~5=0, (2.157)
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donde v, uP ¢ Uy y U ={uj~o0 <1< o0}, es decir la variable de control no

catd acotada. La funcién de Potryangin de este problema es :

H=V1+u?+ A, (2.158)

por lo que las condiciones necesarias son :
oH
du '

d
_oi (2.159)

junto con las condiciones :

=0, (2.160)

Ty
M(:z:,,yf) =0,

N(Io, yo) = (0.

De las ecs. en (2.161) dH/dy = —J), y usando e! hamiltoniano (2.158),
5\=0, por lo que A =¢;, donde ¢; es una constante por determinar.

De H/3u =0 resulta :

) . (2.162)

V1+ud

por lo que u es también una constante a la que llamaremos ¢3. De aqui:

c2
A= o, 2.163
\/1+Cg ( )
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Usando dH/3) =, se obtlene y = u, por lo que

Y = €T+ 3, ‘ {2.164)

donds ¢3 €8 unn constante de integracién. Hasta aqui el problema ha sido
encontrar la distaneiz minima entre dos puntos del plano, resultando que
la sruyectoria éplima es una linea recta como era de esperarse.

A través de las condiciones de transversalidad y las condiciones inicial
y final se determinan zq, 24, ¢, €23, V¥ 2!

Tl hamiltoniano en términos de u vale :

Bt (2.165)

Vited

De la primera y tercera condicién en (2.160) :

c2

Y= e, (2.168
L VE+é )

' 1
= ! = 2vrp d g = ——— (2-167)

N 222

De ln segunda'y cuarta condiciones de (2.159) :
= -——-'-}-'::_.—;, (2.168)
V13

I (2.169)

[}
L == w——zomem
=i

Porlogue umer =1, 0= 1/2, v=A=H=—u= 1/\/5 Ahora, haciendo

uso de la condicién inicial, y de la ec. (2.160}) :

-t

Yo == ;cg =z - -—¥ c3y = (2.170)

4

LR

Por lo gue la ccuacidn de la trayectoria éptima es :
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y=—z+3/4 {(2.171)

finzlmente, de la condicién final :

Ty —yr =25 (2.177)
junto con la ec. (2.176) i.e.
3
zrtyr= 7 (2.178)
se obtiene que ¢l punto final tiene coordenadas z; = 23/8 y y; = —17/8.

Resumiendo, la trayectoria que minimiza la distancia entre las curvas y = z#

y £~y =235 cstd dada por fa recta :

‘= —z +3/4, (2.179)

con punto inicial (1/2,1/4) y punto final (23/8,-17/8). La derivada de la
parabola en el punto inicial es igual 2 1, lo cual concuerda con el hecho de
la distancia minima entre una recta y una curva esta dada por la recta que

sea perpendicular tanto a la recta como a la curva.
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11.8 COMENTARIOS,

El conjunto de condiciones necesarias obtenidas en este capitulo, con-
ducen @ la solucidn de un sistema de ccunciones diferenciales con valores
tanio inicinles como finales. En general una solucién analitica a este tipo
de problernas no es posible a menos de que el sistemna sea lineal.

Por otra parte las condiciones necesarias que deben ser satisfechas por
Ia solucion de un problema de control 6ptimo del tipo estudiado aqui, no
garantizan optimalidad; en el sentido de que es posible que exista un con-
junto de soluciones, las cuales satisfagan Jas condiciones necesarias, con lo
cual todas pueden considerarse candidatos a una solucidn 6ptima; sin em-
barzo uno espera que la aplicacion de Jas condiciones necesarias presentadas

en este capitulo aisien 2 un candidato dnico.
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CAPITULO 111
OPTIMIZACION DE LA POTENCIA DE UN REACTOR NUCLEAR,

TI1.3. INTRODUCCION

En este capftulo utilizaremos los resultados obtenidos en los capitulos
anteriores purs maximizar la potencia de un reactor nuclear con la re-
striceiéon de que el lujo médximo de neutrones térmicos nunca sea superior
a un valor maximo, dwyas, fjado de antemano, micniras que el flujo rdpido
permanece libre. Este tipo de restriceién puede aparecer debido a la capaci-
dad limitada de un sistema de enfriamiento de disipar la energia gencrada
por un reactor.

¥l mnodelo que utilizaremos serd un reactor unidimensional de tamafio
finito { slab ) en la aproximacién de dos grupos encrgéticos de neutrones
( el térmico y el ripido ), tal como se discutié en el cap. I.

En éste modelo se supondrd que es posible afiadir 6 sustraer material
absorbente de neutrones térmicos ( barras de control ) en cualquier parte de
sisterna en forma arbitraria, sin afectar directamente la absorcién de neu-
trones rdpidos, ni los coeficientes de difusién. Asise tendrd una distribucién
homégenen de lu seceién transversal macrosedpica de absorcién en todo el
wielno del reactor. La variable de control estard asocinda directamente
¢on lus veriaciones, alrededor de éste valor, de la seccién macroscépica de
absorcién. Estas variaciones, sin embargo, estardn limitadas por un valor
méximo y un valor minimo, reflejando asi ¢l efecto de las barras de control.

En Ia seccidén VI del capitulo anterior estdn resumidas las condiciones
necesering que le solucidn éptima debe satisfacer y que aplicaremos a nuestro

'

prabie=n perticular en este capftulo.



Wiz, UN IPOLOBLEMA DE CONTROL OPTIMO.

Zan el ojeto de plantenr ¢l problema descrito en la seccidn anterior
a 'a forrmma ostdndar de un problema de Control ()ptimo, definiremos a la
varizhic de control como la cantidad de material absorbente que afiadimos
o su-tracrnos o lo largo de la longitud del reactor con objeto de cambiar Ia
dist-inncidn cspacial de los flujos térmico y rdpido. Asf
— Z.(z)

u(z) = D, (3.1

don-ic Dy es el coeficiente de difusién térmico, como se discutisé en el capitulo
I, v ©{z) son las varisciones de la seccién transversal de captura en la
posicidén &,

Lz potencia de un rcactor nuclear de fisidén térinico en forma de “slab ”
de sncho M esti dade por

12

Potencia = [ Sy, 0a(z) da, (3.2)
2

donde gy, es la energiv promedio liberada por fisién.

Supondremos que todos los materiales, exceptuando el material absor-
bente de conirol, estén distribufdos uniformemente a lo largo del reactor.
Asf. In solucidn del prohlema de optimizacién se espern que sca simétrica
respecto nl eje central del sistema, el cual supondremos situado en el origen
del centro de coordenadas; esto nos permitird trabajar solo entre 0y H/2,
ver IMig. 1.2.

Tn un reactor unidimensional en estado critico y estacionario, los flujas
térmico y tépido deben sntisfacer las ecuaciones de difusién para dos grupes

de energlas, ecs, (1.90) y (1.91), que son :

D %% z) = [Ba, + Be(=)] d2(z) ~ (71 + 1x) Bpa da(z) + iz dila) = 0,(3.3)

Dy d;j,l (z) ~ Sa, $1{z) ~ Braz $1(z) + v By, $3(2) = 0.(3.4)
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8i se guiere maximizar la potencia, es razonable suponer que el flujo
térmico en el centro del reactor tenga el valor miximo permitido, émax,
wmientras que en ln orilla del reanctor los lujos deben unularse. Dada In
simatria, las derivadas de los flujos en el centro deben ser nulas,

Tl problemss a tratar consiste en hallar la distribucién de material ab-
sorhente (ec. (3.1)) que maximize la potencia {(ec. (3.2)) satisfaciendo las
ecuaciones Je difusion {ecs. (3.8) v (3.4)) . Con ¢l objeto de plantear el
preoblemna en la forme estdndar de un problema de control éptimo definire-

mos las variables de estado como :

2 = ¢y,
i
- L
dz (3.5)
23 = ¢21
= 1
T
y las giguientes constantes :
n -t bH 3
gy = Pt ey o VEL
D1 Dl
(3.6)
da = S an = En: + (’7: + ﬂ“)zf:.
. 3 = 1)2 ) 4 Dz ’

el plantenmiento en términos de la teorin de control 6ptimo es entonces :

Kncontrar u? € U que maximize la funcional

/2
J = 23(z) dz, (3.7)
o
donde
U= {u l Umin Su < umux} ) (3.8)
cou la tasiriceidn -
S(ﬂ) t) = Z3 - d’mnz S Or (3.9)
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¥y sujeto a las ccuaciones dindmices

L, (3.10)
—;Ll = a12; — agzg, (3.11)
ﬂdfti =z, (3.12)
%‘zti = -a32 + 423 + u2y; (3.13)

z1(0) libre, (3.14)
22(0) =0, (3.15)
z3{0) = ¢masz, (3.16)
z4(0) = 0; (3.17}
v las condiciones finales : "
2 (H/2) =0, (3.18)
% {H/2) libre, (3.19)
z(H/[2) =0, (3.20)
z(H/2) libre. (3.21)

tomo se discutié en el capitulo II, seccién IIT, si la restriccidn no depende
explicitamente de la variable de control u, es necesario obtener las derivadas

totales de 8 con respecto a z hasta que apareczeca explicitamente u, asi

S{5,z) = 23 ~ Pmez = 0, (3.22)
L'S d.’:3
— P = =1 0, 3-23
dz. (#.2) dz 4 (3.23)
d*s dz,
-"';;E-(E, U, I) = _&;:‘— = —azz) + ayz3 +uzz =0, (3.24)
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Dado que la variable de control no aparece, sino hasta la segunda
derivada total respecto al tiempo de la resiriccién, este es un problema
de control dptimo con restriccién de desigualdad en las variables de estado,

de segundo orden.

II3.3. APLICACION DE LA TEORIA DE CONTROL OPTIMO.

Deiiniendo
1\1(1) 9
Ay(7) 171 — a223
A= 1, = * .
Aslz) 24 R (3.25)
Ay(z) —azzy +agzs + wzg

donde las lammbdas son funciones adjuntas y las zetas, las variables de estado,

como se deflinieron en la ec. (3.5). La funcién de estadv de Potryangin es :

H=L+M\f (3.26)

Por lo que sustituyendo la ¢c.”(3.7) y las ecuaciones dindmicas ec. {3.10)

a (3.13) en la ec. (3.28) :

H{z,u,z) = z3{x) + A2z + Az — ag2g) + Agzg + Ag(—agey + aqzg +uzg).  (3.27)

Henios supuesto que el valor del lujo térinico en el centro del sistema es
dmar. Parn maximizar la potencia fisicamente uno espera poder mantener
el flujo térmico ¢n este valor, la mayor distancia posible a partir del centro
del reactor. En térmminos de control éptimo esto es equivalente a pedir que
le trayectoria esié inicialmente sobre la frontera de la zona de restriccion
ce.(5.0).

Podemos entonces dividir la trayectoria éptima en una parte sobre la
gzona de restriceién y una parte final fuera de la zona de restriccion. E!
punto que divide estas dos zonas serd denotndo por z, y lo llumaremos el

punto de salida de la restriceidn.
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Parp encontrar la solucién a este problema de optimizacidn usaremos las
condieiones necesarias que debe satisfacer una solucién para ser considerada
candidata a dptima.

Eatas condiciones estdn resumidas en la seccion VI del capitule 11, ¥
nuestro objetivo serd usarlas para obtener la solucién éptima.

Sobre Ia frontera de la restriccion, i. e. desde z=0a zJ; el control sobre

la restriccidn se obtiene de

a5

‘(’1? 0; (3‘28)

Ias variables adjuntas deben satisfacer las ecuaciones

dx; 8 oH, 0 8.7 & &S

_—tm W T Y D =1, 4, 3.29
dz: fz; du (Ou dz? ) az; dz?’ ! vt (3.29)
y las funciones de estado, las ecunciones
o dz .
—aT:—{‘z.—;, 121,-",4. (3.30)
i ;

Fuera de la restriccién, i. e, de z =z hasta H/2: El control éptimo u®?
se erncuentra de entre aquellos valores permitidos de la variable de control,
ver cc. (3.8}, tnl que

Hx, v} >  H(x,\u); (3.31)

las variables adjuntas satisfacen

dA; aH .

ALt = °--,4; 3.32

= Gs =D (3.32)
y las de estado

dz; 8H

it P il {==1,.+. 4. 3.33

dz ~Bage T (2.33)
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M.4. TRAYECTORIA DEL SISTEMA SOBRE LA RESTRICCION.

Para obtener el valor de la variable de control sobre la restriccidn usamos

las ecs. {3.22) a (3.24); dec donde :

u®l = ( s ) zy - ay, (3-34)
¢mﬂ1

el cual sustitnido en la ec. (3.29) da el siguiente sistema de ecuaciones

difercnciales que deben satisfacer las funciones adjuntas sobre la restriccién :

Mo e, (3.35)
dz
dA2
_— = .30
dz '\11 (3 )
-‘1’—\2 =asAg — 1, (3.37)
dz
CL (3.38)
dz
y cuyan solucién es :
Ay =0 cosh(a:mz) + Cysinh(a)/?2), {3.39)
3 C )
Ay = — ?“ sinh(a}/z) - —1722— cos:h(a.’/2 z), (3.40)
o
As = —C ?{7‘ cosh(al/*z) — 0233 sinh(a'?z) — z + C;, (3.41)
1 1

A= 0y ——% sinh(ai ) + O3 —5‘/—- COSh( ) -+ :7:2/2 - Caz + Cy, (3.42)
a

dande 4, 02,03 vy C4 son constantes por determinar.
Dado que 23{) = dpmar s0bre la restriceién, z4 =0 por lo que (3.30) se

reduce a :
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da’:x

d; = 3, . (3.43)
dz
-3;:2— = ay&p — azqﬁm". ) (3.44)
Resolviendo este sistema :
)y = A',e‘/‘—‘T‘ + A;e'-\fﬁ-fz “+ gﬁcﬁmn:, . (345)
1
z2 = A;a;/:'e\/‘ﬁz - A',a:/ac"\/’“—"’, (8.46)

y usando la condicién z(0) = 0, se obticnen las siguientes soluciones a las

ecuaciones de estado sobre la restriceidn

2 = Gy coéf1(ai/2x) + g;:— mazs T (3.47)
] zg = ai‘l'lGo sinh(ai/zz), {3.48)
23 =2 Pracs (3.49)
24 =0, {3.50)

donde Gy = 244.
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1.6, TRAYECTORIA DEL SISTEMA FUERA DE LA RESTRICCION,

Siguiendo ¢l Principio del Maximno de Potryangin para encontrar el con-
trol éptimo ficra de la restriccion se tiene que maximizar el hamiltoniano

dado por ¢

e, vy == 23(2) + M2z 4 As(ey2y — @aza) + Aaza + A ~asz; + agzs +uz), (3.51)

2} cual puede c¢scribirse de 1a forma

I(v) = Hyu+ Hy, (3.52)
donde
Hy = Ayus, (3.53)
y "
Hy = 23(13) + Arzq )q((l[:’:l -—- 0223) + Agzs + /\4(*(1.321 +- a.izg), (354)

con ohjeto de resaltar Ja dependencia lineal del hamiltoniano respecto a la
variable de control.
8iuwc U tal que U = {t | twmin < u < Umaz} se ticne, de la ce. {3.30}, los

siguientes casos ;

uP == {u"‘“’ s Hy >0, {3.56)
Umin Sl Hy <0.

Dado quc zz, ¢l flujo térmico, es siempre positivo, excepto en las orillas
del sistema, se sigue que el signo de A4{z), fuera de {a restriccidn, determinara
¢} valor del control 6ptimo cn el punto =z.

Bs necesario sefinlar squi, que, en general es posible que los candidatos

a éptimo contengan una parte de su trayectoria que haga Hy = 0; en

este casp el Principio def Mdximo de Potryangin no proporciona el control
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6ptimo. Lste tipo de controles se llaman “controles singulares™; el andlisis
de los contrales singulares y las condiciones necesarias para ser consider-
ados candidatos a dptimno han sido desarrollados por varios investigadores
(112.(130.44) | Sin embargo, se puede demostrar que ios controles singulares
no son Optimos cn nuestro caso. La demostraciéon de esto, esta fuera del
objetiveo de la tesis y no serd presentado aqul.

Dela ec. {2.32), las ecuaciones que gobiernan las variables de de estado y

adjuntas del sistema fuera de la restriccién son, para las variables adjuntas :

dA;
dz
dAy
dz
dA,
dz
dAq
dz

= -—(11/\2 + a34\4, (3.57)

=y, (3.58)

i

1l

-1 021\2 hd a4z\4 - u"p)x.g, (359)

= -3, (3.60)

y para las variables de'estado

il
dz
d.’!g
dz
d23

= Z3, (3.61)

i

a3z ~ a323, : (3.62)

=I4 (3.63)

dz
dy o» 3.64
=2 = ~a3z;y + (ag + uP)z;3. (3.64)
dz
El primer sistema de ecuaciones se resuelve derivando sucesivamente
(3.537) y sustituyendo las ecuaciones (3.58) a (3.60) por las derivadas resul-
tantes, dando origen a la siguiente ccuacién diferencial :

d'A opy 4201
"(—I.;T_(al +G4+tt ) e

+ (—~azaz + aj(aq + u))A; =0, (3.65)
cuya cenacién caracteristica es @
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r* (a1 + ag + u?)r? + (azaz + ay{ag + u?)) = 0. (3.66)

Las raices de esta ecuacidn son :

ry = I’].lll'z! ry = __Px‘/21 r3 = 1)21/21 ry = ‘"1)21/27 (3.67)
donde :
1
P]_ =—2' [a1+a4+u°p
2 1/2
+ [(a1 + ag + u®?)® ~4(—azaz +a; (as + u"”))] , (3.68)
1
P, = 3 [al +ag +u?

— [(al + ay u"r')2 —4(—azuz + a; (as + u°p))] o } . (3.69)

En el Apéndice A se muestra que para que exista la soluciéon éptima es
necesario que Py >0y P <0. Dadonque P, <0, definicndo Ry = —P; entonces
en la ec. (3.61) ry = ':'I?.;Iz, rg = —1 /2 Estas dos rafces son ndmeros
cemplejos conjugados, por lo que 1as soluciones serdn combinacidn lineal de
cos(R;/z(x—-:n,)) y de sin(R;/z(z—z,)). Por lo que la solucién general al primer

sisiema de ccuaciones diferenciales es ;

Ay = Fle":/’(z-z-) + er"f’:'"(“”-)
+ F3 cos(R;”(z — ) + Fy Siﬂ(n’-;n(I = Za))s (3.70)
- /3 Z~z ~pit I—I
Ay = {@2a3 — a) (ay + ©°F)) 1 [_P:“Rz (Fiepl e - Rt )
+ RM*P, ( -F, sin(R;“(: —z,))+ Fy cos(Ry* (z - 3,)) )
4- az ] ’ (371)
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/\:; = G:;l (@1 - Iy) (Flc’,l’n("'x'} + e 'I'x‘“(!"é!.))

+ (a1 + f3) (F;, cos(R;/:'(:: - z,)) -+ Fy sin(R,’“(I - r,))) ], (3.72)

Ay = a;l (agas - ay (a4 + u"“’))“1 [a,ua

-4 (4203 4@ ((ll - —Pl)) Pll'/z (F]epllm(z”‘x:) - er“‘P,”:(!-,r,.))

+ (azay -+ ay (a1 + R3)) R;ﬁ (—~Fs sin(R;/2 (z — =)}

+ Fycos(RY* (z - 2,)) )}, (3.73)

con Fy,I5,Fy y Fy son constantes por determinar; en estas soluciones ya se
ha introducido el punto de salida z,.

El segundo sistema de ecuaciones {3.61) a (3.64) se resuelve derivando
(3.61) y sustituyendo por las derivadas que aparecen en (3.62) a (3.64) y
asi suecsivamente hasta que ar;afezcn una ecuacién diferencial en términos

de z; ;

diz T d?z op
e — (@ kg b uOP) e+ (agay + aq(ag + 1))z =0, (3.74)
drt dz?

cuya ecuacidon caracteristica cs

- (@) + aq + uP)r? + (—aga3 + a1 (ag +u?)) =0, (3.75)

quc es In misma ecuacidn para las A's por lo que :

2= Y Gyenilr==), (3.76)
2= D GrgendlEmm), (3.77)
23 = ag’ }: Gi(ay - r?)e"’(""), (3.78)
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zy = aj! ZG;r-’(ﬂl - "?)CVF‘(Z_Z')’ o (3.79)

donde hemos incluido y2 el punto de salida de la restriceidn z,; ¥ Gy, Ga, G3

y G4 son constantes por determinar, definidas en la ec. (3.67).

HI. 6. LAS CONDICIONES DE TRANSVERSALIDAD, DE FRONTERA
Y CONTINUIDAD.

Las condiciones iniciales son :

z(0) libre, (3.80)
2(0) = 0, (3.81)
23(0) = dmaz, (3.82)
24(0) = 0; (3.83)

y las condiciones finales :

2 (H[2) =0, (3.84)
n(H/2) libre, (3.85)
2(H[2) =0, (3.86)
2a(H/2) libres (3.87)

por lo que :

%2 "
. 2
N =|® %=}, M@= 23 ) (3.88)
A z— Hf2
I
Aplicando las condiciones de transversalidad, ecs. {2.145), (2.148),
(2.151), (2.152), con ¢=0:
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) JdN : ) ) _
{H*u;—a——} L= 0, : (3.89) -

N,
{m,\‘-—.- =i =o] P14 (3.90)
dz; 0
df‘f;,l
+ =0, 3.91
{ a Z (3.91)
M) .
{ - -'-,u.,,‘(-;——,’-} =0,  i=1,-,4 (3.92)
dz; 2y

Las condiciones (3.89) ¥ (3.91) no proporcionan ninguna condicién va-

liosa, solo son ecuaciones a través de las cuales se determinan los valores de
algunos de los multiplicadores px ¥y vi. Las otras proporcionan las siguientes

condiciones de frontera para Ay, A y Ag

A(0) =0, (3.93)
i (H/2) =0, (3.94)
X(H/2) = 0. (3.95)

Asi obtenemos el siguienic conjunto de condiciones que determinan la

snlucién a nuestro problema de optimizacién :

Ai{0) =0, (3.96)
M(=7) = M(=5), (3.97)
ha(z7) = Ma(z)), (3.98)
Mafz7) = Xa(=7), (3.99)
Ai(z3) = M), (3.100)
z1(z7) = z2u(=7)s (3.101)
z(z7) = 2a(zy ), (3.102)
za{z7) = za(z]), (3.103)
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EACHEEACISR (3.104)

H(zT) = H{z}), T aes)
=(H/[2) =0, | (3.106)
=(H/2) =0, (3.107)
M (#]2) = 0, (3.108)
\s(H/2) = 0, (3.100)

que son catorce condiciones en total, mientras que las constantes a deter-
minnr son z,, las Go,Gh,--, Gy, 51, Fa, -, F4,C4, Ca, -+, C4, catorce constantes
en total,

Ndtese que el valor del control dptimo «°P(z), tanto dentro como fuera de
la restriccién, asi como las funciones de estado {trayectoria éptima), estardn
determinados una vez que estas constantes hayan sido determinadas,

Considerando la con‘inuidad del hamiltoniano en el punte de salida,
ec. (3.105), y utilizando la continuidad de las variables de estado y de las

"
funciones adjuntas en el mismo punto

Moo )uP(57) = Aled P (27), (3.110)

pero u""(mf) pucde ser 6 Umin O YUmaz, como pucede deducirse de la ec. (3.38),
mientras que u®’(z]) tiene un velor definido que en general es diferente de
Umaz © Ymin, debido a que se obticne de pedir que [a trayectoria permanezca
sohre la frontera de la restriceion. As{, la dnica manecra de que se cumpla

la ecuncién (3.108) es que :

AlzD) = Agfz}) =0. (3.111)

¥n las siguientes subsecciones se encontrarin las constantes por evaluar.
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IMLe.l. EVALUACION DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACION DE

LAS ECUACIONES DE ESTADO Y LA ECUACION DE CRITICIDAD.

De las condiciones {3.103}, {3.104). {3.105) v {3.100) y las ecuaciones
(3.9}, {3.50), (3.78} y (3.79) se obtienen ¢l siguiente sistema de ecuaciones,

gue Adetermina el valor de las G's, que son las constantes de integracién :

4
Z Gl'(al - T?) = 42¢muzy (3112)
1=1
4
Z Giri(a; —r?) =0, (3.113)
=1
3 Gientirz=z) =g, (3.114)
i1
1
S Cilay ~ rR)enilHr2=1) =g, (3.115)
i=1 a

con ! 4

rpe PR py = p)? ra = iR ry = —iRY (3.116)

1

Bste sistema de ecuaciones puede ser resuelto para Gy, ---, Gy; si defini-

mos d, :
dy 22 RY P (P (1172 - 7)) - P wan(iy ()2 - =), (3.117)

enfoncas las constantes pueden ser expresadas como :

U2 M,
o ‘12¢lr1(xz|R2l e " 2("/2 ‘) , (3118)
2(ay) — Py)d, cosh(Pll/ (H/2—z,))

Gl‘-:
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. /2
a?émale;/vepl (Hf1-2,}

S Gr=- . 3.119
~ 2{ay — Py} d, cosh{ P} (H/2 - z,)) (3.119)

e V2 iR 2 1)
Gy =~ 22fmarPy T (3.120)

2(a, + Ra) dvcos(RY* (H/2 - 2,))

1/2 ;R"’(u/ﬂ—z.)
G = —22fmezhl - (3.121)
2 {ay — Pp) d, cos{RR, (H/‘. - T,)

Las constantes anteriores dependen del valor de z. y del valor de la
variable de control fuera de la restriccién, como puede verse en las ecs.
(3.68) vy (3.69). De la condicién {3.102), es decir, de la continuidad de
las corrientes de neutrones rdpidos en el punto de salida de la restriceién,

tenemos ¢

4
a"?Gysinh(a)*2,) = Y Girs. (3.122)

-
[}
I

Despejando Gy de/la ec. anterior :

S Gir
Co = —mi=t 200 (3.123)
’ a:”smh( 3z,)

y sustituyendo los valores de Jas G's en la ecuacién anterior, obtenemos

a?‘ibmuz ‘/ R‘IQ(PR - R?) .

o2 \ (3.124)
”2 sinh(a, 1/2 :r,)d {a; — Pr)}{ay + Rz)

G():‘-—

Asi Gp también depende del punto de salida. De la condicién (3.101),
es decir, la continuidad de los flujos rdpides en el punto de salida de la

restriccidén, se tiene

4
Go cosh(a:n::,) + ggl-c,l)ma, = ZG‘,—. (3.125)

=1
Sustituyendo las G{'s en esta ecuacién :

81



[Pz = (a0 + wP) P tanh ()7 (H/2 - 2,))
=Py~ {ag + uP)] PI‘/') tanh (}"11/2 (H/2 - x,)) (3.126)
={P ~ ) a:” coth (ai/z:c,) .

Esta ¢8 una ecuacidn trascendental que determina r, como funcién de
4%, una vez que los pardmetros han sido especificados. Debemos notar que
z, debe ser siempre mayor o igual a cero y menor o igual a H/2. En el
Apéndice A se analizan las condiciones para las cuales, existen valores de
r, en cse intervalo. Ademds, todas las constantes de integracidén dependen
del punto de salida y de u°P, por lo que la criticidad del sistema depende de
esta ecuacién. Por estas razones llamaremos a la ec. (3.126) la ecuacion de

criticidad del sistema.

111.6.2 DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACION
DE LAS ECUACIONES ADJUNTAS.

Ahora, de la conddcién (3.96) :

A1(0) = Oy cosh(0) + Cy sinh({0) = 0, por lo que C, =0, {3.127)
Usando la condicién (3.111) junto con la ec. (3.42), tenemos :
z

cosh(a:“x,) -5

202

C
/2

3 (3.128)
a,

Cy = Caz, ~

e !n scuacién de continuidad para Az en el punto de salida (cc. 3.99),

ursndo los ces.(3.41) y (3.72) despejamos Oy :

F: C .
Cy = ?,}"(411 - P )R+ F) + ;l("'! + R} +z,+ %smh(“:“iﬁ-f (3.120)
3 3

De la continuidad de X, en el punto de salida, cc. (3.97), y usando las

ecs. {3.39) y {3.70) obtencmos
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Cysinh(a)?z,) = Fy + Fy + Fs, (3.130)

de donde

C; = (Fy + Fy + F3)/sinh(a}/*z,). (3.131)

Ahora, de la continuidad de A; en el punto de salida, ec. (3.98), y
usando las ecs. (3.40) y (3.71),

- a0y cosh(a/?z,)
_ (3.132)
=(a.ga3—a| (G.4 +U.OP)) ! [—P11/2R2 (F1 —Fz)+R21/2P|F4+G3] .

Sustituyendo C; de la ecuacién anterior, en esta ecuacién tenemos

— a;”z coth(a:nz,)(F, + Fp + Fy)

{3.133)
= (agag - ay (0.4 + u""))_l [-‘Plllz R') (F] - Fg) + R;/QI’| F4 -+ 03] .
Ahora de la condicién A2(H/2) = 0, i.e. ec.(3.108) :
- P,‘“R, (FICP:”(H/z—-z.) - cm—-Pl"’(H/'Z—z.) )
+RP ( —Fysin(RY2(H/2 - z,)) + Fycos(Ry* (H/2 - z,)) )
4 ay = 0. (3.134)

De A(H/2) =0, es decir, ec. (3.109) :

1/2 - - 1/2 -z,
ayag -+ (azay + ay (ay “1"'1))1-"11/2 (erp‘ (H/2=20) _ =P HI2 ))
+ (agas + a1 (ag + By)) R ( —Fysin(R)/*(H/2 - z.))
+ Fycos(RY(H[2 - z,)) ): 0. (3.135)
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Y finulmente usando la ec. (3.111) :

aya; + {dza3 + ay (a; — I)} P:/’ (Fi - Fy)

+ (0203 -+ ay (CL] + Rz)) R;“}‘] =0.

Por convenicencia definimos las siguientes constantes :

by == (arag + a1 (a1 — P1)) Pll/?'

by = (aza3 + ay (ay + Ra)) 2312,

~1/32

by, = ag (a2a3 ~ ay (aq + u"”)]coth(a:”z.).

(3.136)

(3.137)
(3.138)
(3.130)

Jon csius definiciones las ecuaciones (3.133) a {3.138) nos dan el sigu-

iente sistema de ecuaciones lineales de 4 X 4 ¢n las F's :

(P2 Ry —by)Fy — (PP Ry + b,)Fy — by Fs — Ry PP Fy = ay,

YA Ry WHA=2 py 4 Pl =PI )y

(3.140)

RV Py sin(RY(H[2 — 2.)) Fs + Ra? Py cos(RY* (H/2 — z,))Fy = —as, (3.141)

bpcP,‘“(H/z—:.)Fl _ bpc*P:l’(H/2-z,]F2

—be sin{RA (H/2 = 2,)) Fs + b, cos(R)* (H/2 - .)) = —a103,(3.142)

prl - prg +b,F, = —(11(13.(3.143)
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Lu solicion de este sistema puede ser escrita cotho

agd; e ~PMA )22,

Fy o et T | 3.144
: 204d, _ (8144
Lol (Hy2~2,) ds .
aze
R (zd,, + (zd) _ {3.145)
Py o= %‘_’2 cot (RY/* (H/2 - 1.,))
b.d YL —
+ %; (dz(,sc( ;/2(3/2—- I.)) + ———’;r:’cot (Rglﬂ (H/Z—J:s)) ePV T2 '))
113(),,(15 1/2 . 1/2 _
'b‘:(};—al— cot (Rg (H/2 - 2;)) smh (P] (H/2 I.)) s (3‘146)
Yy
o _ _tiug  azbyds 1/2 . agdaby pi2(y/3-z,). 4.147
Fo= ~ 57 4 2P iy (P (/2 2) + Tle ; (3.147)

donde hemos definido

dy = PR, - Ry Pyby, (3.148)
dy 22 a PRy 4 by, (3.149)
dy = a, RV, - b, . (8.150)

d =2 ~b,by cosh (P77 (H/2 - z))
— ginh (p,‘/’ (H/2 - x,)) (1 + buby cot (n;/? (#/2-2,))),  (3151)

dg 5= -y {dg + asbucot (rY* (/2 - z))) + bebud esc (R (a2 - 7))
t dgeld (1 1-2.) (b,bu +dy + bubpcot (Jz;“ (12— x})) . (3.152)

85



La solucidn de las ecuaciones adjuntas fuera de la restriccidn, ecs. (3.70)
2 {3.73), estdn determinadas por Fy, Iy, F3 ¥ Fy, una vez que u® y z, havan
side obtenidas; la soluelon de lag ccuaciones adjuntas sobre la restriccidn,
ces. (3.30) a (5.42), estdn detersninadas por las €y, Ca, C3 ¥ Cy, ecs. (3.127)
a {3.129) conociendo Cq, ec. (3.131), que a su ver estd determinada por Fy,

F;l v F3.

1I1.7. LA SOLUCION OPTIMA.

De la ccuacion (3.111) se tiene que Ay(z,) =0. En la seccién V se mostré
gque es necesario conocer el signo de Ay fuera de la restriccion para determinar

el control éptimo en esa regién. De la ec. (3.60) :

Ae = =Aa. (3.153)

Por Io que :
gi Aulzy) <0 - Ay >0, fuera de la restriccién, (3.154)
S1 Aa(zs) > 0 - Ag <0, fuera de la restriccién. (3.155)

De mudo que el valor de la variable de¢ control inmediatamente después
del punto de salida quedard determinado por :
ut? = Umin si A3(Iﬂ) >0,

(3.156)
1 = Uax si Az(zs) <O

Como se puede deducir de la ec. (3.72), junto con las ecuaciones para
los cacficientes Fy, en las ecs. (3.144) - (3.147), no es posible determinar el
signe de Aa(r,) sin conocer ., que a su vez depende del valor de u® 2 través
de ln ec. de eriticidad (ec. 3.126). Por consiguiente, dados los parametros
del sistema (longitud del reactor y secciones transversales) se prueban las

dos apciones de (3.156) y dado que la solucién éptima es inica, una de
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las soluciones se contradecird con el valor del signo de Az en el punto de

salida de la restriccién, mientras que la otra daré la solucién buscada. Este

procedimiento se esquematiza en la Fig. (3. 1) :

4

N0

PROPONER v’ FUERA DE LA RESTRICCION.

EC. DE CRITICIDAD.

!

Ls

SOLUCION.

l

I

i Aa(z,} concuerda con u® ?

*5\'

FIN

Fig. 3.1. Esquema del procedimiento para encontrar

el control 6ptimo.
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El procedimiento detallado es -

1) Se propone u% .

2) Dados los pardmetros del reactor, se encuentra z, de la ec. de criti-
cidad (ec. (3.126)).

3) Se evaluan las constantes :

Py = [a; +ag + u®?
2 1/2
+ (ler+an+uP) —d(-apas +ar (aa +u?))) |, (3.57)

=

L] =

{—(al +ay + u®)
1/2
+ ((a, +ag +uP)t — 4 (—aza3 + e (ag + u°p))) ], (3.158)

y se obliecnen jos vulores de las G's y las F's que estdn dadas por las ecua-
cienes {7.118) n (3.121) y (3.144) a (3.147) respectivamente. Y de la cc.
{3.120) evaluamos

aﬂémazP:/:R’;/z(Pl + R?)

Go = ~ , (3.150)
’ “11/2 Sinh(a:/zzﬁ)dr(al — Pyj{ay + Itz)
donde d, es :
dy = RY? tanh( P}/ (H/2 - z,)) - P}/* tan(RY/ 2 (H/2 - 2,)). (3.160)
Calculamos
Cy= (I +F+ F;,)/sinh(a:nz,), (3.161)
1 n R’) Cgaz . h 172 3,162
Ca = —{ay = P)(F1 + F2) + —(ay + Ry) + z, + sinh(a,""z,), {3.162)
43 as 2
2
Cy=Czz, - 9—;—;—2 cosh(a:/nr,) - %ﬂ (3.163)
ay
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4} Fe obtienen lz9 soluciones dentro de la restriccién

a3

uPr) = -2 oz(r) - ag: (3.164)
omﬂx
Mix) =0, sinh('xinz), (3.185)
C2 o172
Az(z) = 75 coshe;”"z), {3.168)
ay
Aslz) = -0y gismh(a;”z) -z 4 Ca, (3.167)
1
Mlz) = Cr-Sh cosh(a)?2) + 222 - Caz + Oy (3.168)
a;
a
z4{z) = Gy cosh(u:“:r,} s ;j-(ﬁm", (3.189)
2g{x) = a:”?(,’o sinh(a:”;r), (3.170})
22(T) = Pmazs {3.171)
z4{7) = 0. (3.172)

V fucra de la restriceién, usando las expresiones para los cocficientes Fj
en las ecs. (1.144) a {1.147), obtenemos el comportamienio de las variables

asdjuntas

Mr) -~ B ﬂp‘n/a(.-.-x,) & Fgc-p:lﬂ(z-‘lv)
+ I cos{ 2'/7(:5 ~x,)) + Fy sin(li’;fz(l ~1,}}, (3-173)
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Az(z) e (azag —-ay ((“ + un;.))~~l [ '“Pll” R, ( F)c"llh(’“ ) Fe PYY (a2, )

+ r2p, ( ~Fysin(Ry/*(z - 1.)) + Fycos(RY?(z - 1,)) )

+ a3 ] (3.174)

/\f;(z) —. a;l [(al - Pl) (Fl cPllI:(z—z,) + F?e_,p‘ln(z-‘x.))

+ {ay + Itp) (Fa cos(RV*(z — 1,)) + Fysin(RY?(z - x,))) ] (3.175)

M(:r:) == u_;l (a;aa -~ ay (a4 -+ 1.!“")))'-1 {0;03
+ (~aza3 + a1 (ay - P)) P} (F,cf’,"’(z—z.) - F2e~~f’:”)(z—z.))
+ {-ay83 + ay (a) — Ry)) R;/z {(—Fs sin(R;/z(z = T,))
i p1f2
b Fycos(RRy (z - z,)) )J, (3.176)

vy el comportamiento de las variables de estado, usando las expresiones para

las Gi§ en las ccs. (3.118)—(3.121) estd dado por :

zi(z) = 3 Gierilz==], (3.177)
2{z) = Z Gyrie (=m0 (3.178)
z3{x) = a7! ZG,-(al —ri)enli-a), (3.179)
z4(z) = a;' Y Giryfay — r})en=mT), (3.180)

5) Se compruebr que el signo de A3{z,) corresponda al control éptimo
elegido y que A4{z) no cambic de signo fuera de la restriceién.

'G) La ¢c. {3.34) muestra que el control 6ptimo dentro de la restriccién
depende de el lujo rapido z;, que & su vez depende de la constante Gy, como

lo muestra la cc. (3.47). Para evaluar esta constante es necesario conocer
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rey ut?

fuera de la restriccion, ec. (3.123). Por lo tanto, el control dptimo
dantro de le restriceién depende del control 6ptimo fuera de ésta. Dado que
ol flujo rdpido dentro de la restriccion nlcanza su mdximo en el centro del
renctor, el control dptimo serd maximo en ese punto. Es entonces necesario
~erificar que el valor méximo del control édptimo sea menor al valor méiximo

de la variable de control up4:. Si esto no se cumple, la solucién éptima

hullade no se puede implementar.

}L.8. COMENTARIOS.

En c¢lsipuiente capitulo se usan pardmetros tipicos de un reactor térmico

de agua ligera para ilustrar la solucién hallada.
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CAP. IV
RESULTADOS

V.1, INTRODUCCION.,

Ll tratar de cncontrar ln posicién en la cual la trayectoria éptima aban-
dona la resiriccién, o sea el punto de salida z,, dié origen u lo que llamamos

la ec. de criticidad, ec. (3.128) y que reproducimos nucvamente :

(Pz — (ag +u®P)) P,l/2 tanh (P.;/2 (Hf2 - :z:,))
— (Py — (aq + u°F)) P,l“ tanh (Pll/2 (H/2 - z,)) (4.1)
= (P - P) a}“ coth (a:“:z:,) .

Siendo ésta una cc. trascendental, no es posible despejar z, ¢n términos
de!l control éptimo.

Dando que la eleccidn del control dptimo fuera de la restriccidn, de en-
tre los controles minimo ¥ méximo, es funcién del signo de Ay fuera de la
restriccidn, como se puede deducir de la ec. (3.56) y que el signo de Ay
irmedintamente fuera de 1z restriccién depende del signo de A3 en el punto
fe salica, 2, como se explicd en la seceidn V del capitulo anterior, es nece-
anria eenslrer niimericamente la ec. (4.1) para z,, usando valores de los
sivéiichios para un sistema en particular. Entonces, es necesario proponer
un valor del control éptimo, yn sea la cota méxima 6 la minima, evaluar Ay
en z, ¥ revisar que el signo de Az corresponda al control éptimo clegido; de
otrn modo, hay que usar el otro valor posible del control éptimo y repetir
el procedimiento.

En este capitulo usaremos valores tipicos de los pardmetros de un reactor

de agua ligera para ilustrar las soluciones éptimas obtenidas en el capitulo
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anterior.

V.2 EVALUACION NUMERICA USANDO PARAMETROS TIPICOS DE UN I}

Parn analizar las soluciones se utilizaron pardmetros tipicos para un reactor

LWR (@350 es, moderado por agua ligera ) bajo la aproximacién de dos

grupos'’,
Tabla 1
GRUPO GRUPO
RAPIDO TERMICO.
D (cm) 1.40 0.400
4 {em 1) 0.0095 0.080
vy (em™!) 0.1400
Zp {em™1) 0.0166
v . 2.6(16)

131 sncho del rcu(;t.or se cscoge de 300 cm. Y la magnitud del flujo

térmico méximo sc impone que gea de Puae = 10'F an~? 571
Ln existencia de la solucién a ta cc. de criticidad (ec. 3.126) impone

una cota superior al control éptimo fuera de la restriceiény :

u®? < aqzazfa; — a4 (4.2)
Pars este caso, ésta cota indicn que
TP < 5.5059924 x 107 %cn ', (4.3)

Utilizando los datos de 1n Tabla Iy usando el método de Newton para re-

solver la ecuacién de criticidad{} se encuentra que para

t Ver Apéndice A.
+% Ver Apéndice B
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Lo oor 503102000« 107%m ! el punte de sulida es r, == 6.9002725 » 10 %em,
sicciivemente se encaentran puntos de saitda para valores menores de 2P,
Los resultudos :on prescatzdos a través de la figura 1.

Despucrs se cvaluan los valores de Ay para cada par {v°F,z,). Se muestran
tos resultados en la fignra 2. Después se escogieron itres valores de control
optimo fuera de le resiriccion y se graficaron sus correspondientes variables
de esteado y variables adjuntas (grédfices 3 a 23).

ma la figura 1. ja grifics 1nuestra que la seecidn transversal macroscépica
de control, X" fuera de la restriccién , la cual es proporcional a u®f es
snavemente decreciente para puntos de salida de cero a cien centiinetros
aproximadamente y después cae bruscamente. El método de Newton no
econverge cuando uno se acerca 4 puntos de salida cercanos a 150 c¢m, la
orilla del reactor. Es por eso que la grifiea termina e¢n z, = 145 cm.

La grafica es positiva de cecro a 108 c¢m, aproximadamente, ¥y negativa
después. La parte positiva indice que para puntos de salida en csa region
s necesario introducir material absorbente fuera de la restriccion, para
alranzar la criticidad, mientras que la parte negativa indica que es necesario
sncuer material absorbente para alcanzar la eriticidad.

La grifica 2 muestra que Az{z,) >0 para todos los puntos de salida entre

cero y 145 cm. Esto nos dice que u% = tpin para todos los puntos de salida

entre ceroy 140 cm.
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SECCION DE CONTROL OPTIMA VS. PUNTO DE SALIDA.
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a) Con les parimetros de la Tabla Vy cseogiendo un pnut:) de salida de
0.014 cm, al cual le corresponde el valor de u® = 12678 x 107%  c¢m~? fuera
de la restriccién, se hicieron las figuras 3 a 0.

La figura 3 muestra que ¢l control 6ptino es constante en todo el reactor.
Eete situacidn corresponde a la de un reactor homogéneo. En el Apéndice
A se muestra que para este caso, ¢l control necesario para que el sistema

nlennee la eriticidad es

aqaa " 7?2
-
ar + 72 H? FEN

que evaluando nos dice que v = 1.2578 x 107? c¢m ~?%, lo cual concuerda con

(4.4)

w =

el resultado obtenido.

Los parametros de la Tabla I, junto con la eleccién de un punto de
salida de z, = 0.014 nos da un sistema supercritico, por lo que la gréfica
sefialn gue hay que numentnr de manera constante el material absorbente
cn cada punto para alcanzar la criticidad.

Dado que ¢l punto de salida es casi cero, las figuras 4 y 5 de las funciones
adjuntas estin descritus iotalmente por las ecuaciones (3.173) a (3.176), esto
es, las funciones adjuntas fuera de la restriccién. En estas, se logra apreciar
¢l cumplimiento de las condiciones A (0) = 0, M(H/2) = 0, M(H/2) =0 ¥
Mi(z,) = 0. Notese que Xy es decreciente alrededor del punto de salida,
z,==0. Ademds encontramos que Ay{z,) > 0. De la ec. (3.56}, esto confirma
que w = wgg,.

En la fig. 8 y 7 se muestran los flujos rapido y térinico respectivamente,
Dudo que ¢l punto de salida esta casi en cero, a partir de este punto el
flujo comienzn u decrecer suavemente en forma céncava de @3 = Pmaz =
10'%cm 28! hasta ser igual a cero en la orilla del reactor. El flujo rdpido es
muayor aue ¢l lujo térmico y decae a cero de mancra semejante. Esto provoca
que in corriente répida sea mayor que la corriente térmica, iniciando ambas

en cero, dada la simetria del reactor y aumentan para puntos cercanos a la

orilln del reactor. Esto s¢ muestra en las figuras 8 y 9.

97



CONTROL OPTIMO VS. POSICION, XSw 0 em.

0.020 4— } + -+
UOP(am <)
0.015+ -
0.0125
0.010+ 1
0.005+ +
0.000 + 3 + £
0 30 80 20 120 180
X{om)
FiG. 3
. LAMBODAS 1 Y 3 VS, POSICION, XS = 0 cm. L1AMBDAS 2 ¥ 4 VS, POSICION, XS = 0 om.
80 4 + 4 t -+ 200+ + + + +
A, . —a),
28 o, 1 —v A4

8t
3
B-3
i
3
8
2

120 150 0

o
wl
al
g4

x(em)
FG. 4 fG. 5




8E15

FLUJO RAPIDO VS. POSICION, XS = 0 cm.

] 3

& emres-t)

sE15+

2E15+

t

1
T ¥ T

3

8E13

-

30

CORRIENTE RAPIDA VS. POSICION, XS = 0 cm.

T

60 x(cm) 20 120

FIG. &

I s 'l

1E15

FLUJO TERMICO VS. POSICIQN, XS = 0 cm,

Fi I i 3
T

¢ om13™)

BE14+
SET4
4E14 4

2E 4+

+ € t

150 Y

Jifem*? 51)

6E13+

4E134

2E13+

3
+

T T —

60 x(cm) 80 120
FIG. 8

150

5E12

30 60 w(cm) 30 120

F16. 7
CORRIENTE TERMICA VS POSICION, XS = 0 cm,

150

Jdgfem™s-%)
4E124

JE124
2E12+

1E12+

t T t

30 60 X{cm) 90 120
FiG. 9

150




L} Para este caso #P = §.2853 « 107 %cin ~2 fuera de la restriccién, al cual
le corresponde un punto de salida =, = 85 cm.

Le gréfice 10 muestra el control éptimo vs. 1a posicién. EI control
s mdAximn en == G, se mantiene constante hasta los 60 cm, aproximada-
mense y después cae bruzcamenrte cerca del punto de salida, donde hay
una discontinuidad, Fuera de la restriccién, el control éptimo es igual a
8.285. 4 107%n "%, Nétese que el valor méximo de v para z, = 85em es
mayor gue el méximo de u® para z, = Oomn.

En Jas {iguras 11 y 12 se observa que las funciones adjuntas cumplen las
condiciones A (0) = 0, A{H/2) =0, \(H/2) =0y Ay(z,) =0. Nétese que Ay es
decreciente alrededor del punto de salida, z, =85 cm y que A3(z,) > 0. De la
ec. (3.56), csto conlirma que ¥ = wyp,.

Las figuras 13 y 14 muestran los flujos rdpido y térmico respectivamente.
Bl flujo térinico se mantiene igual o 10%em~2s7! hasta 7, = 85cm y empieza
# decrecer, sicndo igual a cero en la orilla del reactor. El flujo réapido se
comporta casi de la misma manéra que el térmico, solo que el flujo rapido
es mayor que el térmico.

La corriente rdpida (fig. 15) es cero liasta los 60 cin aproximadamente,
debido a que ol lujo rapido cs constante en esa regidn, después crece de
mancra brusca. Bl mismno comportamiento exhibe el fujo térmico (fig. 18),

cxcepto que este es cero hastn ¢l punto de salida exactamente.
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c) Escopiendo tpy, = ~0.03092cm ~? s¢ encuentra que ¢l punto de salida
z,:=130.3 ¢tn La FPig. 17 muestra el comportamiento del control éptimo. En
éstn se observa que se debe introducir material absorbents de manera uni-
forme hasta z - O0cn aproximadamente. De ahi, se disminuye suavemente
esta cantidad haste = 124¢m aproximadamente, donde se empicza o quitar
muaterial absorbente ¥y a partir de) punto de salida, z, = 130cm «l control
dptimo es el control minimo.

La fig. 18 mucstra que Az{z,) > 0, lo cual confirma que u° fuern de
In resiriceion es igunl o wyyn. En la fig. 19 sc observa gue se cumplen las
rondiciones M(£,) - A(17/2) = X\ (H/2) = 0.

La figura 21 exhibe el comportamicento del flujo térmico. Este es igual al
flujo térmico Mmaximo dpaez = 10 cm=?s~! hasta el punto dc salida, después
cae a cero en 150 cm El Hujo rapido es mayor que el térmico, cayendo a
cero suavemente como lo exhibe la fig. 20, .

La figura 22 ilustra la corriente rdpida, ésta parcciera ser igual a cero
hasta 90 cm aproximadamente, pero en realidad es muy pequciia hasta
cste punto donde aunmenta al acercarse a la orilla del reactor. La corriente
térmicn cs igual a cero hasta J30 cin, ¢l punto de salida, donde aumentas,

como lo muestra la fig. 23.
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d)Utilizando los valores de ln Tabla I y una u® = —2.2717 % 10~ 2cm~2 se
Vobtienc' qﬁe el punto de salida es de 145.2 cm. ) '

Cabe decir, que el método de Newton no converge para valores del
control menores al indicado. Por lo que no se encontraron puntos de salida
mayores de 145 cm.

En la grafica 24 se observa que el control éptimo permanece casi con-
stantc hasta que después de los 120 em del centro del reactor, baja brusca-
mente, siendo discontinuo en el punto de salida y teniendo un valor igual a
u® = ~2.2717 x 10~ %c¢cm~? de 145 em a 150cmn.

Las funciones adjuntas (grificas 24 y 25) cumplen con las condiciones
A(0) =0, \o(H/2) =0, A\ (H/2) =0y Ai(z,) = 0. Nétese que As(z) es decreciente
alrededor del punto de salida, z, = 145 ¢cm. Ademés, encontramos que
Aa(z,) > 0. De la ec. (3.56), esto confirma que v = uyin.

El flujo térmico (fg. 28) permanece constante e igual a 10%c¢m~257!
desde ¢l centro hasta 145 cm, donde cae bruscamente, siendo igual a cero
en la orilla del reactor. El flujo rdpido (fig. 20) es mayor y cmpieza a
decrecer desde 100 cmi, aproximadamente.

En las fig. 29 y 30 se tnuestra la corriente rdpida y térmica. Ya que ¢l
flujo rdpido empieza a decrecer en aproximadamente 100 cm, la corriente
ripida comienza a‘ crecer a partir de este punto. De la misma manera,
la corriente térmica crece bruscamente a partir de 145 cm. Notese que la
magnitud de las corrientes crece cuando el punto de salida se acerca a la
orilla del reactor. Esto es debido a que los flujos tienen que disminuir mas

ripide a cero cuando el punto de salida se acerca a la orilla del reactor.
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IV.3. DISCUSION DE i,OS RESULTADOS.

Lu gréfica 1 muestra que conforme el punto de salida crece, la seccidn
de control fucra de la restriccién decrece. La grificas 2 ensefia que M; es
positiva para todos los valores de el punto de salida dentro del intervalo de
trabajo, esto «s de 0 a2 150 cnui, por to que ¢l control éptimo inmediatamente

fuera de la restriccidn en ese intervalo os
USRS (4.4)

Esto nos dice que mientras menos posibilidudkaya de sacar material
absorbente del reactor, el punto de salida de la restriccién debe estar mds
cerca del centro del reactor.

Puede entenderse que el control éptimo fuera de la restriccién sea el
infimo de la regién de control mediante el siguiente argumento :

La potencia es proporcional al 4rea bajo la gréfica de flujo térmico contra
la posicidn. Asi, mientras mds grande sca la regién donde el filnjo térmico
es igual al flujo térmico maximo, dmayz, Ia potencia serd mayor. Pero el flujo
térmico debe valer cero en la orilla del reactor, por lo que el flujo térmico
decrece con una trayectoria convexa, abarcando de esta manera el mayor
drea posible, como lo muestran las graficas 7, 14, 21 y 28 (¢z vs. z). Al
tratar de que el flujo térmico crezca de cero a su valor mméximo, ¢s necesario
quitar la mayor cantidad de material absorbedor de la orilla del reactor,
por Jo tanto el control dptimo permitido fuera de la restriccidn es la cota
inferior de la regidn de control, Esto es tlustrado en las graficas 3, 10, 17T ¥y
24. Ll control éptimo dentro de la restriccion csta determinado por ésta, o
sea, este debe mantener al flujo térmico como el flujo maximo posible (ec.
8.22) mientras que el limite entre las dos regiones, z,, es determinada de tal
mancra que mantenga la criticidad del sistema (fue por esta razdén por lo
qiue a la ec. 4.1 se le Hamé ec. de criticidad).

Asimicntras el punto de salida sc acerca a la orilla del reactor el control

éptimo fuera de lu restriceidon disminuye para mantener la criticidad del
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sistema, como lo muestra la grdfica 1.

En la gréfica 3, el punto de salida esta en cero. Esta situacién es la de un
reactor homogéneo. Los valores del control éptimo encontrados para estos
casos corresponden a los hallados utilizando la ec. (A.30) de!l Apéndice A, la
cual es obtenida al buscar la criticidad de un reactor homogéneo. Mientras
que en las gri"icas 10, 17 y 24 se logra apreciar la discontinuidad del control
optimo en el punto de salida.

Nétese en estas grificas que el valor médximo del control é6ptimo crece al
disminuir ¢min. Por lo que es necesario revisar que este valor no sea mayor
& gz Ja cota superior de control. En caso contrario la solucién hallada no
se puede implementar.

Para las grdficas de las variables adjuntas { 4, 5, 11, 12, 18, 19, 25 ¥
26 se muestra que estas cumplen con las condiciones A (0) =0, A2(H/2) =0y
A(H/2) =0 mientras que Az(z,) > 0 para todos los casos.

El flujo térmico (graf. 7, 13, 21, 28) cumple con la restriccién (¢ =
émaz} ¥ decac a cero ¢n la orilla del reactor en forma convexa como ya
habfamos comentado. E! flujo rdpido es un poco mayor y sigue el mismo
comportamiento (graf. 6, 13, 20 y 27).

Dada la restriccién de que el flujo térmico tenga un valor mdximo en la
regién central del reactor, en esa regidn el lujo térmico es constante, por
lo que la corriente térmica es cero en esa regién, aumentando después del
punto de salida (graf. 9, 16, 23, 30). La corriente rdpida se comporta de
manera semejante (graf. 8, 15, 22, 29) aparentemente, en realidad, aunque
el aumento de la corriente rdapida dentro de la restriccién es pequefio para
poder ser apreciado, éste es notorio al acercarse al punto de salida.

Al acercarse el punto de salida a la orilla del reactor, las corrientes
crecen va que los flujos se mantienen mds sobre la restriccién y la pendiente

de estos hacia cero crece.
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CAPITULO V.
CONCLUSIOIES.

En este trabajo se ha aplicado {a teoria de control éptimo con éxito para
encontrar la distribucién de material abse:dente que maximiza la potencia
de un reactor nuclear tipo sleb bajo la restriccién de que el flujo térmico de
neutrones no sobrepase nunca un valor predeterminado, teniendo en cuenta
que lr cantidad de material absorbente que se puede anadir o sustraese a
lo largo del reactor (v. gr. barras dec control) estd acotada entre un valor
minimo y miximo.

Se presentaron dos casos principales usando valores tipicos de los paré-
metros de un reactor de agua ligera, diferenciandose solamente en el valor
de la seccion macroscopica de absorcién térmica. En cada caso se escogicron
tres situaciones diferentes correspondientes a diferentes valores del minimo
vaior que la variable de control u®” podid tener, ya que se encontrd que la
distribucién 6ptima depende de este valor.

Sc observa que el valor mdximo de la cantidad de material absorbedor
que se puede anadir al sistema, juega sélo un papel que podriamos llamar de
comparacién. Puesto que el valor mdximo actual que se anade localmente
al sistemna estd dado por ¢l valor del control éptimo sobre la restriceién en
el centro del sistema; asi si éste valor es mayor que umar para ese sistema,
entonces no existe solucién Sptima con las caracteristicas que pedimos en
este trabajo, es decir, ¢2(0) = dymaz- Entonces, el problema de control éptimo
debe ser planteado con la condicién ¢2(0) libre. Sin embargo, esta situacién
podria considerase como no comun puesto que un reactor nuclear debe ser
siempre disenado con un exceso de reactividad negativa,

Como se ha podido observar en esta tésis, dado que la solucién analitica
a problemas de control éptimo involucra resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas, con valores iniciales y finales, cste tipo de soluciones
es, ¢n general, no accesible excepto en sistemas lincales de bajo orden.

Cuando la solucién analitica no es posible de obtenerse 6 simplemente no
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es préctica, es necesario usar algoritmos ndmericos tales como programacién

lineal, métodos de gradientes conjugados...etc..
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A. CONSIDERACIONES SOBRE LA EXISTENCIA DE LA SOLUCION
A LA ECUACION DE CRITICIDAD.

En esta subseccién se encontrarén condicidnes necesarias para la exis-

tencia de solucién en u° de la ecuacién de criticidad (ec. 3.1268). Para que

la solucién exista es necesario que los signos de ambos lados de la ecuzcién

sean iguales. La ecuacién de criticidad es :

[Py — (a4 +u)] P}’* tanh ( M (Hj2 - :z:,))
=Py — (as +w*")| P}/* tanh (P}/? (H/2 - 2,)) (A.1)
= (P} — P} ai/Z coth (a:/zz,) .

Recordando que :

+ ((al + a4 + u"p)z —4(—aza3 +a (a4 + uap))) Ea } (4.2)

1
Pg:é- |:al+a4+u°p

1/2
- ((m + a4+ uP)? — 4 (—aga3 + (a4 + uap))) ] (A.3)

las cuales puede presentarse como :

1
Py = (a1 + az + u)

1
-+ 5\/(01 - ((14 + UOP))2 + 4azaz (‘4'4)

114



[

Py = E( )+az+!l0p)
=
S Ty ———) LT (45)

Dado que ay, @2, 23 ¥ a1 son positivas :

1
Py~ {aq + u%) = (a5 ~ (a3 + u7"))

+ -};\/(a; —{as + uoP))? + daqas > 0 {A.6)
1
Py — (a4 + 1) = - (ay — {ag + u))
~ 2 /(a1 — (a4 + uoP))? + dagas < 0 (A7)
2\ (a; — (a4 +u 203 A
Y
Pj — Py = \/(Cu - (a4 + u""))z +4aqa3 > 0 (A-S)

Dado que 0 £ 3, < H/2 el miembro dc la derecha de la ec, de criticidad
(ec. A.1) cs positivo siecmpre, el lado izquierdo debe ser mayor que cero.

Considerando los signos de Py vy Py :

1} Si ay +a;s+uf >0 y n°">a —~ aq — Pi>0 yP>0

2) 8i a; +ag +u >0 ¥ u°P <

—~ Qg — P >0 }'Pg([)

3) Si ey +ay+u® <0 y u% > - ay — Py <0 yPy<0

4) Si a; +aq4+ uf <0 ¥ wof > 2= -y — P>0 yP<(@

1) No es posible , dado que Py > Py, tanh(P}/* (H/2~2,)) < tanh(P}* (H /2~
Z,)) ¥ el término de la izquicrda de la ccuacién de criticidad seria negativo.

3} No es posible ya que a4 4 u° seria menor que ~a; o sea ag + u®® seria
negativa y aq + u” > eia3/a, implica que este término es positivo lo cual es
una contradiccidn,

No importa ¢n 2) y 4) si a; + a4 + u° es positiva o negativa. Por lo que

para que el miembro de le derecha y el de la izquierda de la ecuacidén
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de-criticidad tengan el mismo signo se necesita gue :

u% < a;as ~ a4 {A.9)

resultando de esto que P, >0y P, < 0. Dado que P;/z es un nimero
imaginario puro, definimos f; tal que B2 = ~P; . Por lo que la ecuacién de

criticidad resulta ¢

(P2~ (aa + u®)) P}/? tanh (P}/* (B2 - 2,))
+ (P, = (g +u?)) P} tanh (P77 (B2 - z,)) (4.10)
= (P - P,)ai/"’ coth (a;“z,) .

dado que P, -~ P, <0y que para z, € [0, H/2], coth(al/zx, > 1 se tiene que
1

cumplir :

(B2 + (ay +u®F RY?
( )) By (A1)
> (P~ (aq +v?) P tanh(PMH{(H/2 - 2,)) + a2 (P = )
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fig. (A.1)
Se puede apreciar que la solucidén existe si la primera asintota de la

tangente xz4,1 > 0; esto es :

szz(H/Z—Z.) =q/2 - Ty =

o sea B> — (A4.12)

Dado que el punto de salida determina el intervalo durante el cual el
flujo térmico sea igual al Aujo maximo @maz, mientras el punto de salida
¢sté mds cercano a la orilla del reactor la potencia serd mayor. Por lo que
la selucién éptima scrd cl punto de salida que este mds cerca de la orilla.

Es interesante estudiar cual es la ecuacidn de ;:riticida.d para un reactor

lineal, homogéneo, en estado estacionario. A éste reactor lo podemos con-
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siderar regulado por un control constante uEste seriz el caso de un reactor
con un punto de salida z, = 0. Las ecuaciones de difusién (ecs. 1.0 y 1.51)

para este reacior son :

dt ¢,

Da dz?

{z) — (B4, + B} &2(z) — (11 + 1x ) T, 92(x) + Zs,, d1{z) = 0,(4.13)

d* 4,

D dz=

{-’5) -~ Da, ¢t (z) ~ U5 91 (2:) + v B, ¢2($) = O’(A'14)

donde &, es la seccidn de conirol, la cual es constante a lo largo del reactor.
Utilizando las convenciones en {3.1) y (3.6} las ecuaciones de difusién

pueden ser escritas como

d g,
dx?

(z} = {as +u) da{z) + azd{z) =0, (A.15)

d? ¢, .
P (z) — a1 d1{z) + az ¢2(z) =0, (A.16)

e imponiendo las siguientes condiciones :

S (H/2)=0 (A7)

doy,
E(O) =0 {A.18)
o (0) = raz (A.IQ)
¢2(H/2) =0 (A.20)

Estas son ecuaciones de segundo grado, cuya solucién es del tipo
hady
L An cos{waz) + By sin(wnz). {A4.21)
o

Dado que nuestro sistema es simétrico, las soluciones son funciones pares,

entonces los coeficientes B, son igual a cero, Proponiendo

&1(z) = Y Ancos(wnz) (4.22).
0
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el argumento anterior es equivalente a utilizar (A.18). Bn un reactor en
estado estacionario, la solucidn viene expresada por el primer arménico, por
lo que escogemos n=0, lo cual nos elimina una condicién mas. Utilizando

{(A.17) sc halla :

‘/T
= -, 4.2
Wo §7i ( 3)
por lo qu=o
é1(z) = 4q cos(%z} (4.24)
Despejando ¢, de (A.lG), cncontramos que
z
$2(z) = — [alm(z) -(-":’-5(-)-] (A.25)
y sustituyendo ¢, en la ecuacidén anterior :
Ap 2
) = 2 . A2
ba@) = 22+ 22 ) cosl 1) (4.26)
Utilizando (A.19) sc encuentra que :
A = ¢mu:0~2 (A27)
a; + 4 "2
cntonces ’
é1(z) = 2221E:écos(—z‘.—:c), {A.28)
ay + H
T
b (I) = Pinaz COS(—H-Z), (A.QQ)

por lo que sustituyendo en {A.15) y despejando u, esto es, la cantidad de
material absorbente que necesitamos afiadir o quitar para que al sistema

sea critico, cncontramos gue

a2a3 I3
———

4= == A.30
a‘_*_.l:%_ e ( )
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Sielreactor es infinito, la condicidén anterior se convierte en la expresién
(A.9), la cual nos da una cota superior sobre la variable de control u“?, Esto
sugiere que la ec. de criticidad tiene soluciones para puntos de salida cntre
cero y H/?2, si los valores de u° se¢ toman inenores al que da {(A.30). En el

capitulo IV se ilustra esto.
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APENDICE B.
El siguiznte programa fue ejecutado en la com putadora micxoVAX del Instituto ce Ciencins Nucleares
de la UNAM.
c PRGGRAMA GUE CALCULA LA DISTRIBUGCION OPTIMA DE CONTROL
c PARA MAXIMIZAR LA PGTENCIA DE UN REAC.OR KUCLEAPR.
4 EL PROGRAMA ESTA ESTRUGTURADS DE TAL MANERA QUE DADO
c LOS BARAVETROS DEL REACTOR ¥ LA VARIASLE DE CGHTROL
c MINIMA, ENCUENTRA EL PUNTO DE SALIDA A TRAVES DEL METODOC
[+ DE HEWTON v CALCULA LAS DISTRIBUCIONES CORRESPOKDIENTES
¢ A ECE PUNTO.

«Q

PROGRAMA QUE CALCULA LA SOLUCION & LA EC. DE CRITICIDAD
IMPLICIT REAL-10 (A-H,0-2)

DIMINSION X§(600),21(600),22(600),23(600),24(500)
DIMENSION ZX(E£CO),Z1N(602),22N(500)

DIMEKSICN V3I1(6¢0),Y¥12(600),UDPD(ECD)

DINEISION VLAMIL(500),VLAM2(500),VLAM3(500),VLAN4(600)
XS PUi10 CE SALIDA

X PUNTD DE SALIDA DEFINITIVO

il ANCHO DEL REACTOR

# NUMERD LE PUNTOS EN LA RESTRICCION

M LUMERC D2 PUNTOS FUERA DE LL RESTRICCION

PEIM FLUJD MAXIND

§C SECCIOL TRANSVERSAL MACRDSCOPIGA DE CONTRIL
UOP VARIABLE DE CONTROL FUEZRA DE LA RESTRICCION
D1 COEFICIENTE DE DIFUSION RAPIDO

D2 COEFICIENTE LE DIFUSION TERNICO

SA1 EECCION DE /RSGORCION MACROSCOPICA RAPIDA

5A2 SECCIOJ DE ABSORCION MACROSCOPICA TERNICA
§F2 SECCION MA\CROSCCPICA LE FISION TERMICA
MULTIPLICADD POR EL NUMERO PROMEDIO DE NEUTRONES
PROLUCIDOS POR PISIOY.

SR SECCION MACROSCOPICA DE TRANSFERZNCIA

DEL CRUPO RAPILI AL TERMICO

CAMX RENDIMIENTO DEL XENON

CAMI RENDINIENTO DEL YODO

21,...,24 VARIABLES DI ESTADD

VLAML,...,VLAMS VARIABLES ADJUNTAS

VJ1 Y VJ2 CORRIEYIES RAPIDA Y TERMICA

UGPD VARIABLE DE CUNTROL

M ES EL K £ PUJYTOS DENTRO DE LA RESTRIGCION
¥ ES EL NUMERO DI PUNTOS FUERA DE LA RESTRICCION

coagoacooooaooOcOoOaoaOaaacaoaaaaoaQaan

(>

PARTE INTRODUCE LOS PARAMZTROS

CPEN(UNIT=7, FILE='STR.DAT’, STATUS='0LD’,FORM='FORMATIED’)
OPEN(UNIT=10, FILE=’'SOL.DAT’, STATUS='NEW’, FORM='FORMATTED’)
READ(7,1001)H,5¢C,D1,D5

READ(7,100£)SA1,542,5F2,5R8

READ(7,1001) CAMX, GAMI,PHIN, TT

READ(7, 100000, M

aa
3
5
=




1€

0N
o

aaoaar

ESTA PARTE CALTULA LAS £OKSTANTES DE LAS EC. DEZ DIFUSION
At=(SR+SA1) /DL

A2=S72/D1

23=52/D2 .

1= {822+ (CAMX+GAUL) «(5F2/2.8}} /D2

UGP=C8/D2

PP=A1+L4+UCP

PR=GSORT{(A1-54-U0P )+ 2+4 . £ A2 A3])

Pi=(PP+PR)/2.

R2={-PP+PR)/2.

P2=-R3

EL CASO D

TERMINL T

fal

LA POSICICH DE LA ASINTOTA MAS CZRCANA A LA ORILLA DEL

REACTOR ES USADA PARA PROPONER EL PUNTO INICIAL L&l METOTO DE HEWTOW
YA=H/2.-3.1415926636/ (2. +0SYRT(R2))

IF(XA.LT.H/2.) GOTO 21

SI LA ASINTOTA ANTERIGR CRUZA POR CERO FUERA DEL REACTOR

LA SIGUIENTE ASINTOTA HACIA EL CENTRO DEL MISMD ES USADA

UTi=(P1+R2)*GSYRT (A1) »COTH (QSQRT (A1) +XS (1))
UT2=(R2+A4+UOP) +QEQRT (R2) +QTAN{QSQRT(R2) * (H/2.-X5(1)))
UT3=(P1-A4-UCP) *QSORT (P1)Y*QTANH(QSGRT(P1)* (H/2.-X5(1)))
Y=UT1-UT24UT3

VT1=(P1+R2) ¢ALv (1, - (COTH(RSGRT(AL) *XS (1)) ) +»2)

VT2=- (R2+AL+UDP) sRO# (1. + (QTAN(CSGRT(R2) + (H/2.-XS(1))))++2)
VT3=-(P1-Ad-UDP) «P1+ (1, - (QTANN(CSQRT(P1) = (H/2.-X5(2)))) *+2)
DDY=\TL-VT24VT3



X8(I+1)=X5(1)-Y/DDY

IP(QABS ((XS(L)-XS(I1+1))/XS(I)).LT.TT)L0T0 380
10C CONTINUE

210 DR=QSQRT(R2)*QTAUR(QSQRT(PL) * (H/Z.-X))
1ASRRT(P 1) +QTAN(QOQRT (R2)# (H/2.-X))
TT1=QTANH(QSQRT(F1)+(H/2.-X))
TT2=QSGRT(R2) *QTANH (QSQRT(P1)+ (H/2.-X))
TT3=QTAN(GSART(R2) « (H/2.-X))

TT4=QSQRT(P1) *QTAN(QSQRT (R2) + (#/2.-X))
T3=A2+PHIM+QSQRT (P1+R2) +(P1+R2)
T4=QSQRT (A1) »QSINH(QSQRT (AL) sX)* (AL+R2)* (A1-P1)+DR
AAL=-T3/T4
T7=GCOSH(QSQRT (P1) * (H/2. -X))

T8=QCO0S (§SQRT(R2) » (/2. -X))
T5=(A1-P1)+T7

T6=(A1+R2)+T8 .
BP=(A2*A3+A1+(A1-P1))*QSQRT (P1)
BR=(A2+*A3+A1+ (AL+R2))+QSQRT(RD)
BUL=A2¢A3-AL*(A4+UOP)
BU=BUL*COTH(QSQRT (A1) *X) /QSQRT (A1)
D11=QSQRT(P1) +R2+BR+GSQRT(R2) *P1+BP
D2ME=A1+QSQRT(R2) *P1-BR
D3N=A1+P1+GSQRT(R2)-BR
D2MAS=A1+QEQRT(PL) +R2+BP
D4=-BRBU-QCOSH(QSQRT(P1) * (1i/2.-X))

1 -QSINE(QSQRT(FL)*(H/2.-X))*

t (D11+BU«BP/QTAN(QSQRT(R2) »(1/2.-2)))
D5=-D11+ (D3M+AL«BU/QTAN(QSQRT(R2) + (H/2.-X)))

1 +DR-BU*D2MAS/QSIN(GSQRT(R2) «(H/2.-X))+

1 D2ME+QEXP (QSQRT(PL) = (11/2.-X))

1 = (BR+BU+D11+BUsBP/QTAU{QSART(R2) + (1H/2.-X)))
F1=(L5/(2.¢D11+D4) ) «QEXP(~QSQRT(P1) »(}/2.-X))
FA=D5/(2.+D4)+DINE
F2=FA+(1./D11)+QEXP (USQRT(PL)*(H/2.-X))
Fd=-A1/BR

1 +BP+D2UZ+QEXP (QSQRT(P1) » (H/2.-X) )/ (ER+D11)
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1 +BP+DE*QSINH(QSQRT (P1)»(H/2.-X))/(BR*D11+L4)
F3=F4/QTAN(QSQRT(R2)*(H/2.-X))

+D2MAS/ (D11sGSIN(QSGRT(R2) = (H/2.-X)))

C3=A3# (F1+F2+F3) /QSINH(QSQRT (A1) *X)
Ca=(F1+F2)#{A1-P1)+F3+ (A1+R2)+X

[

£ +C3+A2+QSTHH (QSQRT(AL) *X} /AL

CH5=CisX~(X*%2) /2, -C3xA2¢QCOSH(QSURT (A1) *X) / (husx(5./2.))
£  mmmemm e m e e e e e ————————————— e T
€ EL INCREMENTO EN LA POSICION
C ___________________________________________________________________________
" DELXN=X/QFLOAT(})

DELYM= {7t/2.-X) /GFLOAT (14)
c ___________________________________________________________________________
¢ LA DISTRIBUCION DENTRO DE LA RESTRICCICH
c ___________________________________________________________________________

XX{1)~0.0
300 DO 400 I=1,li+1
21 (I)=AAL+QCOSH(QSGRT (A1) #XX (1)) + (A2+PHIN/AL)
22(I)=QSGQRT (A1) +AA1+QSINH(QSQRT (A1) «XX (1))
23(I)=FHIN
24(1)=0.0
UBPD(I)=A3+Z1(I)/PHIM-A4
ZIN(Dy=24(1) /21 (1)
20 (1)=t
VJL(I)=-D1+22(1)
VI2(I)=-D2+24(1)

c __________________________________________________________________________
C LAMBDAS DENTRO DE LA RESTRICCION
C __________________________________________________________________________
VLAMNL (I)=C3+QSTHH(QSRRT (AL) +XX(I))
VLAM2(I)=-C3+GCOSH(QSQRT (A1) +XX(I)) /QSQRT(AL)
VLAN3(I)=-C3+A2+QSINH(QSQRT(ALI*XX (1)) /AL-XX{I)+C4
VLAMY (1) =C3+A2+QCOSH(QSGRT (A1) +«XX(I)) /A1%=(3./2.)
1 +(XX(I)#¢2)/2.-C4+XX(1)+C5

XX(I+1)=XX(I)+DELXN
400 CONTIKUE

XX(N+2)=X
410 DO 420 J=N+2,M+H+2
21(2)=(A2+PEIX/DR)+ (QSGRT (R2) «QSINH (USQRT (P L) « (H/2.-YX(3))) /TE
-QSQRT(PL)*QSIN(QSQRT(R2) * (H/2.-XX(1)))/T6)
22(J)=-(A2+PUIN*QSQRT(R2+P1) /DR) =
(QCOSH{QSOQRT(PL) + (H/2.-XX (1)) }/T6
-GCOS(QSQRT(R2)* (H/2.-3XX(J))) /T6)
23(J3)=(PHIN/DR) * (SQRT (R2) +QSINH(QSQRT(P1) » (H/2. -XX (I} ) /17
~QSQRT(PL1)+QSIN(QSQRT(R2)+ (H/2.-%X{(J3))}/T8)
24(J)=(PHIM*GSQRT (R2+=P1) /DR) +
(-QUOSH{QSQRT(P1) « (H/2 . ~XX(J)))/T7
+QCOS(QSQRT(R2)* (H/2,-XX(J)))/T8)
VIL(J)=-D1+22()
VJI2(J)=-D2%Z4 (J)

-
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- e

BOH

Q

510

530

660

UOPD(J)=U0P

VLAML (J) =43 (F1+GEXR(QSIRT(PL) » (XX (I} -X))
+F2HGEXP (-QSCRT(PL) « (XX (2) -X))
+F3*QCCS(GSERT (R2) * (X (I)-X))
+FarQSIN{QSERT (R2) = (XX (J)~X)))
VLAN2{J)=(-QSCRT(P1)+R2+ (FL+QRIP (QSQRT(PL) « (XX () ~X))
-F2eREXP (-GSERT(PL) + (XX (D) -2 ))

+QSRRT (T2} ¢PLr 1-F3+QSIN (GSQRT (R2) » (XX (J)-X})
+FAIRCIE (L3GRT (12) * (CC(I) =X ) ) +1.) «A3/BUL
VLAM3(J)=(AL-P1) = (FL+QEXP(QEQRT(P1) » (XX (J)}-X) )
+F2698RP (-RSRAT(PLY (XX (3)-%)))

+(AL+R3Y » (F2+GC0S {JSARTN2) « (XX{I) ~X))
+FA*GSIN(QSTRT(R2) * (XX (JI-X)))

YLIMA(3) = (5P+ (F1+QEXP(QSQRT(P1) « (XX {J) -X})
~FR4QEP (-0SGRT(PL) + (XX (I -X) ))
+BR=(-F3QSTU(QETRT (R2) = (XX (I)-%))

+F4#QCOS (QSART(R2) « (XX (JI)-X) } ) +A1) /BUL
XX{J+1)=YX(J) +DELXI

COUTINUE

WRITE(10, L107)

DD 500 I=i,l+1

WRITE(10,1062) I,¥X(I),UOFD(I)

CONTINUE

DO B10 I=i+2 M+l+2

WRITE(10,1002) I,XX(I),U0PD(I)

CONTINUE

WRITE(10,1108G)

DO 620 I=f, N+t .
WRITE(10,1002)1,2L(1),VIL(T),23(1),V32(1)

CONTINUE

DO 530 I=N+2,M+N+2
WRITZ(10,1002)I,21(X),vJI1(I),23(X),VvI2(I)

CONTINUE

WRITE(10, 1109)

DO 540 I=1,N+1

WRITE(10, 1002) I, VLAML (I}, VLAM2(I), VLAN3(I) , VL. M4 (T)
CONTINUE

DO 550 I=il+2,M+N+2
WRITE(10,1002) I, VLAML (I),VLAM2(T), VLAM3(I), VLANA(D)
CONTINLE

WRITE(10,1102)

WRITE(10,1001)H,5C,D1,D2

VRITE(10,1103)

WRITE(10,1001)SAL,SA2, SF2, SR .
WRITE(10, $104)

WRITE (10, 1001) GAMX, GAMI, TT, X

WRITE(10, £105)



WRITE(40,1001)A1,A2,43,A4
WRITE(10,11086)
WRITE(10,1000)%, 1

C ~rerercmcsmecr e ce et e T R F e m e A S T a T e A . ———— -

C  FORMATOS .
C —erccmcmceemcemcececcc e e———— - - -
L000FDRUAT(/,2(2%X.13),/)
1001FORUAT(/,4(2X,D16.8),/)
1002FORMAT (1X,13,4(2X,D16.8))
1102F0RMAT(/, 14X, '1* 17X, 'SC! 16X, *D1’, 16X, 'D2?)
1403FORMAT (10X, *SAL? , 4BX, 'SA2? 14X, 'SF2', 14X, "SR?)
1104FORMAT (10X, *GANX ', 14%, "GAMI’ , 13X, 'TT’, 16X, ’XS*)
1105FORMAT (10X, *A1?, 16X, A2' 16X, 'A37, 15X, 'AL")
1106FORMAT (4%, ' li’ , 4%, 'W?)
L107FORMAT(/,3X, *3’,8X, '"POSICION' , 11X, 'UOP’)
1108FORMAT(/,3X, 'I’, 9%, 'PHI1’ 15X, ' J1* ,4TX, 'PHI2’, 16X, 'J2*)
{100FORUAT(/,3X, 1’ ,BX, '"LAMEDA 1',10X, 'LAMBDA 2°,10X, 'LAMBDA 3°,

1 10X, 'LAMBDA4-)

3000EUD

@  mmmmmm e m e m e -
¢ FUUCION COTH

@  memmme e e ——

FUNCTION COTH(X)

IMPLICIT REAL+16 (A-H,0-2)
COTH=1,/QTANH(X)

RETURY

END
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