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RESUMEN

En el presente trabajo se trata el problema de reducir la
sensibilidad de sistemas dindmicos, lineales e invarlantes en el
tiempo frente a varlaclones paramétricas, tomando en cuenta el
esfuerzo de control en el sistema retroalimentado. Se propone un
criterio de optimizacién para reducir la sensibllidad y el
esfuerzo de control. Esta investigacidén se circunscribe al estudio
de sistemas controlables, con més de una entrada, restringidos por
una ublcacién dada de valores caracteristicos en 1lazo cerrado

predeterminados.

La sensiblillidad se mide con la norma L2 de las trayectorias de las
funciones de sensibilidad; el esfuerzo de control, mediante la
norma de Frobenius de la matriz de retroalimentacion del estado
{esta ultima se disefia haciendo uso de formas paramétricas). Para
robustecer el sistema retroalimentado frente a variacliones
paramétricas, se propone un procedimiento original, basado en la
modificacién de los vectores proplos. Se construye un criterio de

optimizaclén con base en las normas anterlores.

El criterio de optimizacién se expresa matemdticamente como una
funcional sujeta a restricclones, después se reexpresa como un
Hamiltonlano; de este Ultimo se derivan las condiciones necesarlas
de existencla del controlador 6ptimo para el criterio propuesto.
Una de las condiciones resultantes es una ecuacién implicita que,
por tanto, obliga a emplear un esquema de cémputo iterativo con el

fin de alcanzar el minimo del criterio.

Para mostrar la bondad del método se presentan algunos ejemplos
numéricos, cuyos resultados se comparan con los obtenidos por
Kautsky et al [8). Asimismo, se muestran los dlagramas de flujo y

los programas involucrados en la generacién de resultados.

Se concluye que este nuevo enfoque permite reducir el efecto de

las variaciones paramétricas sobre la trayectoria del estado y



definir el control mas pequefio que logra lo anterior; la reduccién
del criterio obtenida es mayor que la del método de Kautsky, pero
requiere mas esfuerzo computacional. Por otra parte, se queda como
problema ablerto la determinacién de las condicliones suficientes

para la exlstencia del minimo del criterio.



‘1I.” INTRODUCCION R

1.1 Introduccién

En este capitulo, se presenta una revisién del estado del arte

alrededor de dos tépicos:

a) Aslignacién de valores caracteristlcos para sistemas dinamicos

lineales con mas de una entrada.
b) Métodos para reducir la sensibilidad de estos sistemas.

Posteriormente, se justifica la necesidad de estudiar la reduccién
de trayectorias de sensibilidad frente a varlacliones paramétricas
para dichos slistemas empleando formas paramétricas de la matriz de

retroalimentaclién del estado.

I.2 Antecedentes

Considérese un sistema dinamico que se representa matematicamente
por medio de varlables de estado. Se presupone que dicha
representacién cumple las slguientes propiedades: 1linealidad,

invariancia en el tlempo y controlabilidad:

#(t,a) = Ala)x(t) + B(ax)u(t) x(to)=xo (1)

donde x(t) e R", u(t) € R} m>1, A(ax) y B(x) matrices con
coeficlentes reales y de dimensiones nxn y nxm respectivamente, «

es un parametro independiente con valor nominal conocido @

Se propone asignarle un conjunto de valores propios en lazo
cerrado a través del empleo de retroalimentacién del estado; si
este sistema tlene mas de una entrada, la solucidén resultante no
es tnlca, estas soluciones generan diferentes conjuntos de
vectores proplos en lazo cerrado. Ante este hecho se han planteado

varias alternativas como las de Moore, en 1976 [11]; Roppenecker,



en 1986 {17); Fahmy y O'Rellly, en 1988 [2]; Roppenecker vy
O’Reilly, en 1989 [18].

Moore [11] deriva condiclones necesarias y suficlentes para la
asignaclén de valores y vectores caracteristicos en el caso de que
los espectros de lazo ablerto y cerrado no coincidan, vy
condiciones necesarias en el caso de espectros con elementos en
comin. Propone un método que asigna vectores proplios y con esto

disefia la forma de la respuesta transitoria.

Roppenecker {17) propone una expresiéon paramétrica de la matriz de
retroalimentacién del estado, que cumple con la asignacién de
valores caracteristicos en funcién de los llamados "vectores de
parametros invartantes" o "vectores de parametros libres," 1los
cuales son Ainvariantes ante transformaciones no singulares y
quedan libres para el disefiador; esta parametrizacién es util adn

en el caso de espectros de lazo ablerto y cerrado coincldentes.

Fahmy y O'Reilly (2] y O'Reilly y Roppenecker (i8] publican
parametrizaciones similares a la anterlor para el caso de

retroalimentacién del vector de salida.

Algunos investigadores, haclendo uso de la libertad de localizar
los vectores caracteristicos, han sugerido -junto con 1la
asignacién de valores caracteristicos- métodos de digefio que
robustifican frente a varlaclones paramétricas el sistema

retroalimentado.

Cabe menclonar, por ejemplo, el trabajo de Gopal y Pratapachandran
en 1984 [6], en el cual se propone minimizar el criterio
cuadridtico conocido como LQR (Linear Quadratic Regulator, ver
[10]), modificado para incluir ademas las trayectorias de las
funciones de sensibilidad en la funclén de costo; es importante
mencionar que dichos autores no permiten variaciones en la matriz
de entrada B y emplean formas paraméiricas de la matriz de

retroalimentacién del estado.



Posteriormente Kautsky, Nichols y Van Dooren, en 1985 [8],
publican un trabajo donde proponen un método de disefic de 1la
matriz de retroalimentacién del estado que hace uso de dichos
grados de libertad para optimizar un indice. Este indice busca
minimizar la sensibilidad de los valores caracteristlicos de lazo
cerrado frente a varlaclones paramétricas en las matrices del
sistema y de ganancia de lazo; se logra reducir el valor
cuadriatico del transitorio en lazo cerrado y disminuir una norma
de la matriz de retroalimentacién. El efecto obtenido es aumentar
el margen de estabilidad del sistema frente a varliaciones
paramétricas, el paquete de computo Matlab lncluye una versién de

este trabajo [16].

Owens y O’'Reilly en 1987 [14] proponen, apoyados en formas
paramétricas de la retroalimentacién (2}, un método para hacer
insensibles a varlaciones paramétricas los valores y vectores
proplos, lo cual es posible para algunos valores caracteristicos
previamente aslgnados, los valores caracteristicos que no pueden
hacerse Insensibles se ublcan nuevamente tan lejanos como sea
posible. Los valores caracteristicos se tornan insensibles porque
al efectuar una retroalimentacién del estado, las perturbaclones
de las matrices del estado, llamada cominmente A, y de entrada B,

denotadas AA y AB, se cancelan mutuamente.

Mudge y Patton en 1987 [12] disefian un esquema que permite asignar
valores caracteristicos tan Insensibles frente a varlaciones
paramétricas como permita el rango de la wmatriz de entrada;
ademas, procuran que la ubicaclén de los vectores proplios ayude a
desacoplar el sistema. Con ello aseguran que el sistema

retroalimentado sea mas robusto a estas variaclones paramétricas.

Recientemente Owens y O'Rellly en 1989 [15] presentan un método
numérico capaz de optimar la sensibilidad ponderada de los valores
proplos frente a variaclones paramétricas de algunos, pero no de
todos, los elementos de las matrices del sistema en lazo ablerto,
empleando formas parametrizadas de retroalimentacién del estado

[2]. Este trabajo es similar al de 1987 [14], pero los autores



ahora buscan reducir la sensiblidad ponderada de los valores
caracteristicos de lazo cerrado alterando uUnicamente los vectores
propilos. Se garantlza asi que los valores caracteristicos
permaneceran dentro de un circulo de radio conocido cuando ocurran

variaciones paramétricas.
1.3 Justificacién del presente trabajo de investigacién

El objetivo de este trabajo es aportar un nuevo método de disefio
robusto, frente a variaciones paramétricas, empleando
retroalimentacidén del vector de estado. Para hacerlo se propone
emplear la libertad ofrecida en la aslignacién de vectores propilos
caracterizada con la parametrizacién propuesta por Roppenecker
[17) para la matriz de retroalimentacién del estado, minimizande
un criterio basado tanto en la norma L2 de las trayectorias de las
funciones de sensibilidad como en la norma de Frobenius de 1la
matriz de retroalimentacién del estado. Esta optimizacién puede
llevarse a cabo a costa de sacrificar desempefio a camblo de
robustez paramétrica. Un trabajo con una metodologia similar a
éste fue escrito por Subbayyan y Vaithilingan en 1979 ([20], pero
no hicleron wuso de formas paramétricas de la matriz de
retroalimentacién del estado y derivan su criterio como un LQR mas

una norma de las trayectorias de sensibilidad.

Se tomaron en cuenta las siguientes razones para elegir las
trayectorias de las funciones de sensibilidad como indicador de la
sensibilidad:

— A pesar de que la sensiblilidad de los valores proplos de lazo
cerrado sea cero, varlaciones en los vectores caracteristicos
pueden provocar grandes desvliaciones de la respuesta requerida,
Frank P. [4].

- Por otro lado, las trayectorias de sensibilidad dependen de
varlaciones de valores y vectores proplos, que es una forma mas
general de consliderar la sensibilldad, pues se estima cuanto se

estd apartando el vector de estado de su movimiento nominal en



todo tiempo .

= Ademas, Kreindler [9] demostré que la norma L2 de estas
trayectorias estid relacionada directamente con la inversa de la
matriz de diferencia de retorno S(s) (ver definicién y notacién en
[9] ), lo cual implica que reducir la norma L2 de las trayectorias
de sensibilidad en el dominio del tiempo equivale a disminuir la
norma I_2 de la matriz S(s) en el dominio de la frecuencia. Este
autor también mostré 1la relacién que permite comparar la
sensibilida de de lazo ablerto y la de lazo cerrado a través de la

mencionada matriz S(s).

Por tanto, resulta muy Iinteresante estudiar el problema de
minimizar las trayectorias de sensibilldad a varlaciones
paramétricas con una asignacién de valores caracteristicos dada
sin usar un LQR y reducir el esfuerzo de control mediante el
disefio de una retroalimentacién del vector del estado, la cual se
basa en los vectores de parédmetros invariantes propuestos por
Roppenecker [17] para sistemas dlnamicos lineales, invariantes en
el tiempo, controlables, con mas de una entrada. Esta optimizacidn
se lleva a cabo reubicando convenientemente los vectores propilos,

lo cual, modifica el acoplamiento sistema dinamico.



1I. PRESENTACION DEL PROBLEMA Y ANTECEDENTES
I1.1 Introduccién

En este capitulo se presenta la parametrlizacion de la matriz de
retroalimentacién del estado propuesta por Roppenecker y se
definen las trayectorias de sensibilidad. También se mencionan
brevemente las relaciones existentes entre la sensibilidad del
sistema en lazo ablerto y en lazo cerrado y la de las expresiones
de la sensibilidad en el dominio del tiempo y de la frecuencia.

Posteriormente se presenta el problema de optimizacién y se
Introducen cambios para hacerlo mas accesible matemdticamente.
Finalmente se derivan Ihév condiciones necesarias para la
existencia de la solucidén 6ptima y se hace notar 1la necesidad de
construlr un esquema lteratlve para dar soluclién al problema

propuesto.

I1.2 Antecedentes
II.2.A Parametrizacién de Roppenecker

Se supone la existencia de un sistema dinadmico cuyo modelo
matemdtico se considera 1lineal, invariante en el tiempo,
controlable y con mids de una entrada, como el dado en (1). Si 1la

ley de control es definida por 1la siguiente ecuacién:
u(t) = -Rx(t,a) (2)

y se aplica a 1la ecuacién (1); el sistema retroalimentado

resultante es:

x{t,) = {A{a) - B(a)R}x(t,a) x(to) =%, (3)

Considere el sigulente teorema propuesto por Roppenecker en [17]:

Teorema.- Sea Ho el conjunto de los valores propios de la matriz A

de la ecuacién (1) no = (Ax Az...hn) y ﬂc el conjunto de valores



proplos deseados del sistema retroalimentado descrito en (3) Uc =

(Anl Anz"'xnn}' Se supone que dlchos conjuntos no tienen

elementos en comin. Entonces los vectores propios del sistema
descrito en (3) se expresan como:

-1 _
an = [ Ala) - ARII ] B(a)p‘ para i =1,2,..n (4)
Donde P, € R® son los vectores de parémetros invariantes y ARl son

los valores caracteristicos asociados. Los vectores p, se escriben

en forma compacta:

P= [ P,| Py .- (P, ] (5)

La matriz de retroalimentacién de estados para el sistema en lazo

cerrado [14] adqulere la sigulente forma:

R=[ B (Ala)-2 D) 7Blalp, ... (Ala) —xanr)"a(a)pn)"] (6)
Las dimensiones de P y R son mxn.

Para el manejo algebraico de 1los vectores caracteristicos
asoclados a valores proplos complejos conjugados se formulan las

sigulentes ecuaclones para los vectores proplos:

Sea ARI algin valor propio deseado en lazo cerrado:

Aal=al*3wl (7)
definiendo:

_ _ 2 _ -1
6|—AM) a}vb%[AM) aﬂ] 7(@

los vectores caracteristicos en lazo cerrado se reducen a:

v =41t
R 1

[ Bla)p, + w‘[ Ala) - a1 ]_1 Bla)p, ] (9
1

v =3a" -1

n \ [ B(a)plol— ”x[ Ala) - LR ] B(a)pl ] (10)

La expresiéon (6) representa la forma genérica. de todos los



posibles compensadores que cumplen con el espectro deseado en lazo
cerrado. Los p, son los vectores de parametros libres o
invariantes [17] que quedan libres para el disefio; la tnica
restriccién es que la inversa de VR en la ecuaclién (6) exista, lo
cual se garantiza sl los vectores proplos de lazo cerrade son
linealmente independientes y los valores propios de lazo cerrado

no coincliden con los de lazo ablerto.

Se hace notar que la parametrizacién de Roppenecker posee las

sigulentes dos propledades:

1). R(P) = R(¢P), donde p e Ry ¢ = O.
11). R(P)= R(plp1| ®,P,1---9p ), donde los ¢ €Ry v; = 0.

Es decir se puede multiplicar por escalares los vectores P, ¥y no
se altera la matriz de retroalimentacién. La propiedad i esta

contenida en ii, pero se encontr6 primero i y de ésta ii.

Prueba de ii.
Si se define Kl como:

K = [A(a.) - a1 ]"B(a) para i = 1,2,..n (11)

La expresién (6) se reescribe de la siguiente forma:

_ -1
R = [E(Klp“ ooy Kp o} ] (12)
multiplicando cada uno de los P, por un escalar ?, tenemos:

R=[wpv---,wp][ﬂwp..--;lwpn]'l (13)

17171 nn

empleando (AB) '-B™'A! y ademas que:

[wipilm .wnpn]=[ Py Py oo 1Py ][ 9, 0:00 ] (14)

la ecuacidén (13) se tranforma en (12). Con lo cual termina la

Prueba.

10



Estas propiedades son Gtliles para las pruebas numéricas ya que se
puede restringir el dominio de los vectores de parametros

invariantes a hiperesferas de radio uno.

11.2.B Trayectorias de sensibilidad

Considere un sistema dindmico, continuo y auténomo descrito por la
sigulente ecuacién diferenclal ordinaria ( Frank [4] ):

x =f(x seaXeay ) z(to) =X, (15)

donde x es el vector de estado con dimensién n, %, es el vector de
condiciones iniciales, o es el valor nominal del parimetro o, el
cual es invariante en el tiempo o varia lentamente. Suponga que la
ecuaclén diferencial (15) tlene la sigulente solucién unica:

5u° =x{ t,« °) ) (16)

La ec. (16) es llamada la solucién nominal. Se supone que el
parametro varia de valor, de a=a° a a=a°+Aa, de este modo la

solucién a la ecuacién (15) se modifica y pude expresarse como:

R, = x( t,a ) (17)

Esto es la ecuacién (17) corresponde a la soluciéon del sistema
perturbado dado por la ecuacién (15). Suponiendo que x sea una
funcién continua de @ y £, 1a solucién real puede ser expandida en
una serle de Taylor alrededor de a ademas si Ao « o la serle
puede ser truncada en el término de primer orden obtenlendo una
solucién aproximada a 1la perturbada. Por tanto 1la soluclién

perturbada aproximada de la ecuaclién (15) se reduce a:

2, = x(t,ao)+§5 it (18)
da'a
(]
Definicién. Vector de la trayectoria de sensibilidad. Se define
como la derivada parcial del vector de estado con respecto al
parimetro a evaluada en el valor nominal o ( Frank (4] ), para el

cual se adopta la sigulente notacién:

11



e (t,a) = 8x (19)
o LS
da ao

De (1B) se observa que ¢ corresponde al término que se adiciona a

la evoluclén aproximada de xa(t) cuando atao.

11.2.C Importancia de las trayectorias de senasibilidad

Definicién. Dos sistemas dindmicos son equlivalentes nominalmente

si cuando a=e e‘=ex1tac16n, u‘=control, x‘=estado:

e
0 x,
u Planta —_—
_— P(a)
e
—_— x_
u Planta —
—_— Pla)
Control [e——]
R

eo(t)=ec(t). uo(t)=uc(t), xO(t)=xc(t). P(a) definida por (1).
figura (1)

Considere 1la transformada de Laplace de 1la funcién de la

trayectoria de sensibilidad dada en la ecuacién (19):

Z(s) = £ { o(t) } (20)

En seguida se presentan dos teoremas,tomados de Kreindler [9],
suponiendo para el control R una retroalimentacién de estado y

adecuando la notaclén a la del presente escrito:

Teorema: La sensibilidad en lazo abierto denotada Eo(s) y la de

lazo cerrado denominada Zc(s), para dos sistemas dinamicos

12



equivalentes, estin relacionadas por la siguiente ecuacién:

Ec(s) = S(s) So(s) (21)

Donde S(s) se conoce como la inversa de la matriz de diferencia de

retorno y esta descrita por:

-1
$ts) = [ 1+ (sI - Ata))'B(aR | (z2)
.

Ala) es la matriz del estado, B{a) es la matriz de entrada y R es
la matriz de retroalimentacién del estado, « es un parametro

invariante con valor nominal conocido.

Definicién: E1 sistema dindmico retroalimentado (3} tendrd una
reduccién en la sensibilidad si, para alguna norma

convenlientemente seleccionada, se cumple ([9]:

e (LI < Hlo (L) (23)
c [+]

En este caso una norma adecuada puede ser la norma Lz. entonces la

ecuacidén anterior se convierte en:

t t
1t 1t
J'o elit) Qo (tia < L clit) @ o (tidt (24)

Donde Q es positiva definida para todo t>0.

Teorema: Si S(s) (dada por (22)), es causal, entonces una
condicién suficlente para que se cumpla la desigualdad (24), es

que para toda w:
s'-Jw) Q SUw) sQ (25)

DBonde la lgualdad se puede cumplir para algunos valores de w, pero

no para toda ©.

De estos dos teoremas se infiere que una reduccién en la norma L2
de las trayectorias de sensibilidad, en el dominlo del tiempo,
equivale a disminuir, en la frecuencia, la norma L2 de la matriz
S({s). Pero no sélo esto, una reduccidén en la rorma La de esta

matriz es equlvalente a que el sistema en lazo cerrado sea menos

13



i Sehsible"l'fr%gnté-r a’ variaclones ~paramétricas ' que el sistema
edui;l:a'lve'éte‘:énh1azo‘*"ab‘iér‘to,' excepto quiza para algunos valores de

W,

I1.3 Presentacién del problema

Sea un sistema dindmico con mds de una entrada, cuya
representacion matemdtica se considera lineal alrededor de un
punto de operacién, Iinvariante en el tiempo ¥y controlable. Sean
algunos de sus elementos, posiblemente todos, funciones conocidas

de un parametro invariante en el tiempo llamado «. Es decir {13]:

®(t,a) = Ala)x(t,a) + Bla)u(t) x(t°)=x° (26)

Se propone efectuar una retroalimentacién del vector del estado
para realizar una asignacién de valores caracteristicos en lazo
cerrado ﬂc=(kc1;\cz...>\Cn) . Esta asignacién debe cumplir con
requerimientos como indices de estabilidad o ancho de banda no
contemplados en este trabajo, la uUnica restriccién que se le
impone es que los valores caracteristicos de lazo cerrado Hc, sean
diferentes a los del sistema sin retroalimentar Ho = (Alh..z..xn).
Esta restriccién se le impone unicamente para simplificar los

desarrollos matemiticos, sin embargo puede ser removida, ver [17].

Para disefiar la retroalimentacién del vector de estado se emplea
la parametrizacién de Roppenecker [17], descrita previamente, 1la

ecuaclén (26) se reduce en:
Xx(t,x) = {Ala) - B(x)R} x(t,a) x((’.o)=x0 (27)

Donde u(t)= -R x(t,a) y las dimensiones de las matrices son: A de

nxn, B de nxm y R de mxn.

Como ya fue mencionado la solucién no es unica (11], por lo que se
propone emplear los grados de libertad existentes en los vectores
propios, que a su vez definen la matriz de retroalimentacién del

estado, para minimizar el vector de las trayectorias de

14



sensibilidad, que es funcién del parametro a. e 7‘
Asi el vector de las trayectorias de sensibilidad para el sistema

en lazo cerrado se escribe:

&(t,a)=(A(a°)-B(ao)R)o(t,a) + [ a{A(a))} - 8(Bla))] x(t,a)
8 a 8a @
0 0
x(t°)=x0 , 0(t°)=0 (28)

La ecuacién (28) se obtiene al tomar la derivada parcial de (27)
respecto a el parametro «, evaluada en a, y como las condiciones
iniciales de x(t) no dependen de «, las condiciones iniclales de o

son nulas [4]. Ahora sl se define:

A = 3(Ala)) y B. = 3(B(a)) (29)
« da «0 a da @0

y se toma en cuenta la siguiente notacién:

T(ax) = A(a) ~ B(a)R y Ta =A- BaR (30)

El sistema (27) y el (28) pueden ser definidos como un solo

sistema dinamico aumentado (4]:

x(t,a) T(x) o] x(t,a) x(t°)=x0 (31)

&(t,a) T, T || o(t,a) e(t)=0 .

Se propone reducir la norma L2 de las trayectorias de sensibilidad
de lazo cerrado del sistema dindmico dado en (31), lo cual se

expresa como la siguiente funcién cuadratica:

J (e)= I: o(t,a)t Q o(t,a) dt (32)
donde 1la matriz Q es positiva definida de dimensidén nxn.

Por otra parte es conocido, que en general, una reduccién en la

sensibilidad va acompafiada de un aumento de la ganancia de

retroalimentacién, lo cual obliga a pensar en un criterio que
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'permiﬁa considerar la magnitud del control, esto es una norma
sobre la matriz de retroalimentacién del estado. Como medida de

esta matriz se formula la norma de Frobenius [13):

J,(B) = traza [R* G RI (33)

Donde G es una matriz positiva, definida y diagonal.

Asi el criterlo tiene como objetivo determinar un minimo para

la siguiente funcional (Ortiz-Verde):
J(P)= f‘; o(t,a)® Q oft,a) dt + traza [(R® G RI (38)

de tal manera que el sistema dado por la ecuacién (27) satisfaga
una asignacién de valores caracteristicos Hc. Para el célculo del
minimo se aprovechan los grados de 1libertad ofrecidos en
seleccionar los vectores proplos a través de la parametrizacién de

Roppenecker [17], o ver ecuaclones 4 a 6 de este escrito.

De este modo se presenta un problema de disefio de control éptimo,
que permite por un lado garantizar la estabilidad por cumplir con
la asignaclén de valores caracteristicos nc, y por otro robustecer
el sistema reduciendo las trayectorlas de sensibilidad del mismo

frente a variaclones paramétricas.

Con la finalidad de resolver el problema de control éptimo (34),
se realizan algunos camblos en este criterfo. Primero considere el
siguiente corolarlo sobre la ecuacién de Lyapunov recopilado de

Chen [1]:

Corolario: Todos los valores caracteristicos de A tienen parte
real negativa o equlivalentemente el estado con entrada cero (%=Ax)
es asintdticamente estable si y sélo si para cualquier matriz

N hermitiana positiva definida, la ecuacién matricial:

A'™ + MA = N (35)

tiene una solucién Unica M, donde M es positiva definida. Ademas M

se puede expresar asi:
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t ) .
H=re*‘Ne’“dz (36)
o [ ]

Bajo el supuesto de que el sistema en lazo cerrado definido en la
ecuacién (27) es estable y, por tanto, tamblén el sistema
aumentado dado en (31}, se aplica el anterior corolario al

criterio J definido en la ecuacidn (32}, el cual se convierte:
-
® 3 _ ot
J_(R)= J'o clt.a)* Q olt,@) di= x! S x (37)

y 511 se obtiene al resolver la siguiente ecuaci6n de Liapunov de

dimensién 2xn:

t
T(a) © Sil Slz . Su S12 T{a) O o Q; (38)
Ta T(a) S21 522 Sz1 S22 Ta T{x)
Donde: 01= o] o] (39}
0 Q

11.4 Criterio de disefio alternativo.

Un criterio alternativo consite en incorporar el vector de entrada

directamente en la intergral (32). En particular se propone:
1 (P)= I: fo(t,a)tQott,a) + x*(L)R'GRx(t)]dt (a0)
Por tanto el nuevo criterio J’'(P) dado en {40) se puede expresar:

P - . t
I (P X, S“xo traza [ 8] xx ] (41)

donde S;1 es solucién de la ecuacién (38) y la matriz Ql toma la

forma:

e=[RGR © (42)
0 Q
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En ambos casos es deseable eliminar la dependencia de las
condiciones 1iniciales de las funcionales que describen 1057
ériterios (38 y (41). Por ejemplo Gopal y Pratapachandran Nair ([6]
proponen que x, sea considerado como un vector aleatorio, donde la

matriz formada por su segundo momento es conocida:

t =
E {xo % } =1 (43)
y el criterio de optimizacion (32) se reduce a:

E {J'(P)} = J = traza [éu] (44)

Con S, =S o S =S5’ segin sea el caso.
1 1111

1
Esta Ultima versién del criterio a optimizar tiene la ventaja de
ser mds compacto que el descrito en (34) y no depender de las

condiciones iniclales como el dado en (41).

I1.5 Solucién del problema

Para determinar las condiclones necesarias para la existencia de
un valor minimo para la ecuaclén (44) sujeto a las restricclones
dadas por (6) y (31) se emplea el Hamiltoniano (ver Kwakernaak
[101), dicho Hamiltoniano se forma por la funcional (44) y se
incorporan las restrlicciones antes menclonadas, (6) y (31),
afectadas por sus correspondientes multiplicadores de Lagrange
1lamados Ll y L2 (ver Sage {19}). Para simplificar la notacién se
define:

I=[T 0 y S=[S.. s (45)

T T(e) é
« 21 22

por tanto el Hamlltoniano se puede escribir (ver por ejemplo
Kwakernaak (10]):

t

H(O P,S,L L) = traza[ én] +traza[ [ T " S+ST+ Ql] L ]

18



+ traza[ [R -pv? ] L, ] (46)

Derivando la ecuaclén (46) respecto de las matrices S, L:' Lzy P
se obtienen las condiclones necesarlas para existencia de un
minimo, ver Subbayyan [20]. (Para mayor informacién de la deduccdn

de las sigulentes expresliones ver anexo 1l):

H=T'L +L T +1 0 1=0 (a7)
'a—g 1 1 n

= o o

8H=I"_S_+§1_'¢Ql=0 (48)
aL

1

ai=R-PV!'=0 (49)
aL,

Para valores proplos reales:

L .

gi=2[ R -Bled1 1Y E* (vI'e =0 (50)
F i [y R '
1
y para complejos conjugados:
aH _ =
55‘-— Xpe, + ¥Ype =0 (51)
8H _ _
-é—pl— Xpe, . - Ype =0 (52)

Donde las matrices Xp’ y Ypl estan dadas por:

et B(a) O©
E=1Ir [ LS [ B Bm] ] (53)
¥p = -2 [ e - [ER & B@] ] (v (54)
_ -1 -1 Lo
Yp‘— -2w | ER 3 [ Ala)- al ] Blo) (vR ) (55)
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e = vector columna unlitario de dimensién mxi. (56)

Se observa que las dos primeras ecuaclones, (47) y (48), tienen
solucién algebriaica unica si el sistema es estable, sin embargo
surge un nuevo problema: la matriz P obtenlda como solucién de la
ecuaclén matricial (49) es no lineal en P y estid implicita en las
ecuaciones (47} y (48). Por lo cual se tlene que proponer una
solucién numérica recursiva que satisfaga todas las condiclones

simultaneamente, lo cual es desarrollado en el sigulente capitulo.
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I111. ALGORIT™OS NUMERICOS Y EJEMPLOS

III.1 Introduccidn

Se presentan los dos algoritmos numéricos propuestos que
conjuntamente resuelven el problema de la blsqueda del valor
6ptimo del criterio. El primero, la parametrizacién de
Roppenecker, esta basado en las ecuaciones (6) a (10), y se usa
como subrutina del algoritmo principal. El segundo es un algoritmo
tipo gradiente para el célculo del minimo del menclionado criterio,
definido por la ecuacién (44) y las condiclones necesarias de
existencia de dicho minimo dadas por las ecuacliones (47), (48),
{(49),(50), (51) y (52}. En el anexo II se incluyen los dliagramas
de flujo correspondientes [5] y los listados de los programas

efectuados con paquete “Matlab" [16].

Posteriormente se muestran algunos ejemplos ilustrativos de la
bondad de este algoritmo. Adem&s en el primer ejemplo se aprovecha
para hacer énfasls de las ventajas del método propuesto respecto
al de Kautsky y en el segundo se resalta el problema de que se

obtienen minimos locales con este procedimiento de cémputo.

II1X.2 Algoritmo para la parametrizacién de Roppenecker

Se propone el slgulente algoritmo, nombrado "ROPP", que se emplea
para determinar la matriz de retroalimentaciéon del estado llamada
R, definida por la ecuacién (6) (ver [17]), para cualquier sistema

que cumple con las ecuacliones (1) a (3).

1.- Se proporcionan los siguilentes datos: las matrices del
sistema, definidas en la expresién (1), llamadas A, B, y los n
valores proplos de lazo cerrado deseados Hc. acomodados en una
matriz llamada POLOS. Se Indica una matriz de vectores de
parametros libres o invariantes llamada P, definida en la ecuacién

(5).
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2.- "Se Resuelven ‘las n ecuaclones. de. los _vectores propios, .

indicados en las ecuaciones (9) y (10).

3.- Se calcula la matriz de retroalimentacién del estado 1lamada

R, dada por la ecuaclidén (6).

Comentarios. La subrutina "ROPP" emite un mensaje de error en

los sigulentes casos:

1.~ Alguno de los valores proplos de lazo cerrado propuesto

coincide con cualquliera de los de lazo abierto.

{1.- Los vectores caracteristicos de lazo cerrade descritos

por (9) o (10) son linealmente dependientes o colineales.

I11.3 Algoritmo para determinar Re

Para determinar la matriz R* que satisfaga las condiciones
necesarias de existencla para un minimo del criterio de
optimizacién descrito por 1la funcional (44), dadas por las
ecuaciones (47), (48), (49), (50) y (51), se propone el algoritmo
llamado “ARBOL" (ver [13] o [20]).

En general cuando se disefian algoritmos numericos para la busqueda
de un minimo se parte de que éste existe, es Unico y puede ser
localizado por el método propuesto. Sin embargo estas suposicliones
no siempre se cumplen y generalmente sélo es posible locallzar
minimos locales. Es posible afirmar la exlstencia de un minimo
local si el gradiente en este punto vale cero y valor de la
funcién alrededor del punto minimo local es superior a éste. En la
practica se garantiza la convergencia a un minimo si se cumplen
{ver Fletcher [3] ):

f(xk) = f(xk_‘) +a f'(xk_l)

f’(xk) = cf’(xk_l)



donde : « € R, o € [0,1] ¥ x es el numero de lteracl.ér::.'
Algoritmo "ARBOL*

1.- Se leen los siguientes datos: las matrices del sistema A y B,
definidas en la ecuacién {(1}; un vector que contenga los valores
de lazo cerradc propuestos acomodados en una matriz nombrada
POLOS; las matrices Aa, Ba que se forman con la derivadas
parciales de las matricies A y B respecto al parametro «,
definidas en la ecuaclédn (29} y nombradas Av y Bv; y las matrices
de ponderacion de los pesos relativos de la sensibilidad y el
esfuerzo del control dadas en (32) y (33) denomlnadas G y Q.
Recuede que Q>0 y G>0.

2.- Se proponen una matriz de vectores de parametros invarlantes

P, gque cumpla con la ecuaclién (5).

3.~ Se encuentra la matriz de retroalimentacién del estado R,
empleando la funcidn llamada “ROPP".

4.- Se calculan las matrices Ll. Lz‘ S, pr. Ypl dadas por las

ecuaciones (47 a (52). Estas matrices forman parte de la solucién

necesaria al problema.

5.- Se evalta la ecuacién (50), si la norma euclideana de 3H es
8P
mayor que un error permisible definide de antemano (TOL),

entonces:
Ap = 8H i=1...n
§
Bp‘

y se prosigue al punto 6, de lo contrario termina el algoritmo,
debido a que ya se encontré el minimo.

6.- Se obtienen n nuevas direcciones a seguir, con le cual se

generan n nuevas matrices Px‘ definldas por:



: - = t -
Px‘— P|+ (beta)(Il)(Ap‘) i=1,...n. I, ey beta € R.

7.- Se evaltia con las n nuevas matrices Px‘ la ecuacién del
criterio a minimizar y se escoge como la nueva matriz P a la

matriz Px‘ que generd el menor valor del criterio.

8.- Regresar al punto 3 con este nuevo conjunto de vectores de

parametros invarlantes P.

Comentarios:

i1.- Se recomlenda aslignarle a beta un valor de uno, sl se observa
que de una iteraclén a otra existe un ascenso en el valor del

criterio debera reducir el valor de beta.

1i.~- En general es necesario probar con varias matrices lniciales
P debido a que el algoritmo locallza uUnicamente minimos locales y
tomar como solucién el mejor resultado [3]. Recuerde las
propledades escalares de la parametrizacién de Roppenecker
(capitulo II, inciso A.1).

111.-Se propone emplear el método de Kautsky para cada problema en
particular y con la matriz obtenida evaluar el criterio dado en
(44). De.este modo se tlene una cota minima a exigir al resultado

generado con el método aqui descrito.

II1.4 Ejemplos

IIT.4.A Ejemplo wuno

Considere un sistema dindmico con dos entradas, cuyoe modelo
matemdtico se considera lineal, invariante en el tiempo,

controlable y sus elementos dependen’ en forma conocida de un

parametro llamado «:
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x(t,a) = Ala)}x(t,a) + Blalu(t) x(0) = Xy
Donde en particular:
r ‘ '
Aa) = | .4/ & ~1.4  .0250°-2.025 -.4¥ % ~1.6
0 A4 -1.4 0.1a +.90
1.0 0 .025¢°~.9750
B r
Bla) = |~-. 1V a +2.1 0
0 0.1a +,90
~0.la +.9 0

se conoce que a tlene como valor nominal a°=1.0, y por tanto, sus
-0.6145 ¢
1.56391}. Se desea que los valores caracteristicos en lazo cerrado
se ubiquen en nc= {-0.2, -0.35 ¢ 0.21} a través de una matriz de
retroalimentaclén del vector de estado

valores caracteristicos nominales son HO= {~1.177,

Ademés se desea emplear
los grados de libertad existentes de los vectores propiog para
reduclir el criterio definido en la ecuacién (44) con las matrices
G=1ly Ql=50x1

Se propone beta=.001 y se emplea como condicién inicial la matriz
P para los vectores de pardmetros Iinvariantes, después de 40

lteraciones se obtlenen los sliguientes resultados:
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valor iniclal - " 'valor final

L d
P= 1.0 -1.0 0.0 P =|- .8503 -.6309 0.0
0.0 - 0.0 1.0 -.6596 .9363 1.0
L
R= L2771 -.4970 -.8778 R = -.0763 =-.7326 -.9059
-1,338 -1.776 .7816 -.2611 -1.041 .8903
L d
J=3 135.10 J =639.23

. 6
|aP|=1. a184x10'S |AP] =1.40x10

Se observa una reducclén de aproximadamente cinco veces en el

criterlio, notese que el vector P, inicial y fipal es el mismo.

Se considera util efectuar la comparacién de este método contra el
de Kautsky [8], incorporado en el paquete "Matlab" [16]. Este
método require como datos Unicamente las matrices A y B, evaluadas
en los valores nominales y el conjunto de valores caracteristicos

de lazo cerrado deseados. Se obtiene en este caso:

K= -.22831 -. 87678 -.95921
.16131 -.68475 1.0404

y la evaluaclén del criterio dado por la ecuacién (44), con el
compensador construldo con el método de Kautsky es: J=1037.26.
Como se observa este valor es cuarenta por clento mayor al
obtenldo con el método aqui presentade. Con la finalidad de
brindar una mejor visién de la robustez del método, se comparan
los efectos que se obtlenen en 1la ublcacién de valores
caracteristicos en lazo cerrado y la evolucién del transitorio del
estado a partir de condiclones iniciales dadas para las tres
retroalimentaciones, cuando el pardmetro a varia dentro de un

cuarenta por cliento y la entrada es cero.
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Se define la sigulente notacién: Ro es la matrlz generada por la
matriz P inlclal, R" es la resultante de la mininizacién y K es la
producida por el método de Xautsky. Entonces se tlenen los

siguientes conjuntos de valores caracteristicos de lazo cerrado:

R R X
(<]
valores valores valores
caracteristicos| caracteristicos caracteristicos
- ~.582 -.742 -.748
Aas-a0k -.436 -.104 +.019
: ~.088 ~.221 -.319
- ~.358 + .3381 ~.368 + .414% -.344 + .4344%
2:;‘:3& ~.358 ~ .3381 -.368 + .414%1 ~.344 - ,4341
. -.021 -.038 -.1035
figura (2).
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Figura (5). Respuesta transitoria del estado X, para los tres
métodos, con el parametro a« tomando su valor nominal y variando
este un #40%

30



De las filguras 3, 4 y 5 se concluye que las trayectorias del
vector de estado, {cuando « varia #*40%) varian menos si 1la
retroalimentacién se lleva a cabo con R éptima respecto de R
inicial. De lo anterior se concluye que para este caso el sistema
retroalimentado con R oOptima es efectivamente menos sensible a

variaclones paramétricas.

Por otra parte con el método de Kautsky se observa poca variacién
en las trayectorias de las variables X1 y X2 (respecto de 1la
nominal) pero la variable X3 tiende a infinito cuando alfa se
reduce un cuarenta por ciento, lo cual implica que el sistema con

a=,6 es instable.

II1.4.2 Ejemplo dos
Sea un slistema dindmico 1lineal, Invariante en el tlempo,
controlable, con vector de estado de cinco variables y tres

entradas, y con algunos de sus elementos que dependen de forma

conocida de un parametro o:

x(t,@) = Ale)x(t,a) + Blalu(t) x(0) = x

donde:

A= [.05¢% - 1.05 1 1 1 1
0 .05¢° - 1.05 1 1 0
0 0  .050¢% -1.05 1 1
0 0 0  .05¢% - 1.05 1
0 0 0 0  .05¢% - 1.05

31



B =-|.05¢2< 1.05 - 1 % 002V G + 4.998

0 -.03«-2.97 0
1 o 1
0 -7 1

-1 1 4]

St « tiene como valor nominal & =1.0 este sistema tlenme sus
valores proplos en: I!D= { -1, -1, -1, -1, -1 }, y se propone
ublcarlos en lazo cerrado en: ﬂ;= { -2, -2.5, -2 ¢+ i, -3 }. Se
emplea el mismo método para el disefio de la retroalimentacién del
estado que en el ejemplo anterlor y se proponen las mismas

matrices de ponderacién: Q1=50xI y G=I para el criterio (44)

Considere los sigulentes resultados generados con P1(0) como

matriz inlclal para los vectores de parametros invariantes:

PO =T 1 o 0 1
0 1 0 1 0
1 0 0 1
.
RI(0) = [ -.468  .038 -.677 ~-1.682 -8.429
-.229 -.306 -.419 -.867 -2.843
-.468 .038 -.677 -1.682 -8.429

1 J1(0)=39.1572 y  AP1(0)= 1.9595x10°.

al emplearse el algoritmo de minimizacién, con beta=.1 se obtiene:

PA"= [ 2.309 .097 1 -.082 1.186
-.266 .969 0 1.034 .028
-.309 -.266 1  .062 .73
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R1.= .430 -.102 -.233 -.105 -.577
.114 -.336 -.236 -.234 .281
.515 .036 -.101 .211 .842

-
J1°=.72327 y  aP1°=0.5376.

Se anexan en las figuras 6 y 7 la evolucién del estade a partir de
condiclones iniciales x(0)= {1 1 1 1 11° y entrada cero. Al igual
que en el ejemplo anterior el parémetro « varia un cuarenta por

clento respecto a su valor nominal.
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Nétese que el efecto producido por variar a« *40% es inapreciable
en las trayectorias del vector de estado para los casos de
retroalimentacién presentados. Por otra parte de las figuras 6 y 7
se observa una notable reduccién en la amplitud con Ri' respecto
de R1{(0), en especial en las variables X1 y X3. También se puede

lo cual alterard

aprecliar el cambio en la forma de la

el desempefio que se pudiera haber prop

Por otro lado si se propone P2(0) como

respuesta,

uesto originalmente.

condicién iniclal:

P2(0) = 0 -1.0 1.00 -1.00 0
-.5 0.50 -.50 0.50 -.50
.5 0 -.50 -1.00 1.00
Se tienen los sigulentes resultados:
R2(0) = .490 .801 -.090 -.648 -3.419
-.479 -.749 -.067 .214 1.693
-.156 -.243 .591 .910 2.500
J2(0) = 4.4674 y AP2(0) = 120.102.
Después de 80 iteraciones se obtlene con beta=,01:
L]
P2 = 0 -1.577 1.00 -.814 .143
-.5 -.287 -.50 1.402 ~-.789
.5 -.266 -.50 -.767 .798
-
R2 = .143 .216 .060 -.178 =1.519 -
-.092 -.280 -.358 -.418 -.717
.221 .017 .313 . 402 . 889
- -
J2 =1.0192 y AP2 =0.3767.



Para efectos de comparacién, considerese que se disefia la matriz
de retroalimentacién del estado con el método de Kautsky [7], se
evalGa el criterio de minimizacién ec. (44) obteniendose el valor:

- -
Jk=1.558. que es mayor a los obtenidos en J1 y en J2 .

Se observa que los valores minimos del criterio difieren en
treinta por clento aproximadamente y las matrices Rl.y RZ. son
notablemente diferentes, ademids en el primer caso el vector pla no
se altera en el proceso de minimizacién del criterio y en el otro
caso le y p23 no se modifican. Por tanto, en este caso, no fue
posible obtener un minimo global, se calculan t(nicamente minimos
locales. Esto ocurre a pesar de que el efecto de la variaclén de
$408& de o« es 1inapreciable en las trayectorias del vector de

estado, como se observa en las figuras 6 y 7



" Conclusiones

" Se propuso un nuevo método de disefio para la retroalimentacién del
vector de estado, €1 cual permite que el sistema dindmico
resultante en lazo cerrado sea robusto frente a varlaciones
paramétricas. Se estudliaron en particular sistemas dinamicos
lineales, invariantes en el tiempo, controlables, con mds de una
entrada y con un aslignacién de valores caracteristicos deseados en
lazo cerrado previamente determinada. Este método cumple dicha
asignacién y con ello satisface la estabilidad del sistema
retroalimentado. Se aproveché 1la libertad para escoger los
vectores proplos de lazo cerrado minimizando un criterio de
optimizacién formado por la norma L2 de la trayectoria del vector
de sensibilidad y por la norma de Frobenius de la matriz de

retroalimentaclién del estado.

Matematicamente el criterio se planteé como una funcional sujeta a

restricciones y posteriormente se hlzo uso del Hamiltonlano que

incorpora al criterio las restriccliones medliante los
multiplicadores de Lagrange; las condiclones necesarias para la

exlstencla del minimo se derivaron del Hamiltonlano. Sin embargo,

la solucién de una de éstas resultd Implicita; por tanto, se

requirié un algoritmo numérico que diera sclucién al problema
planteado.

Se desarrolld dicho esquema de cémputo utilizando el paquete
"Matlab" y se presenté un par de ejemplos para mostrar 1los
alcances del método. En estos ejemplos se incluyeron, ademés,
comparaciones con el método de Kautsky [8]. De tales comparaciones
se observdé que el método aqui propuesto logra una mayor
Insensibilidad frente a variaciones paramétricas, pero requiere
mds informacién y esfuerzo computacional. También se hizo notar
que se calculan minimos locales; no obstante, en todos los casos
el algoritmo fue capaz de reducir notablemente el criterio de
optimizacién, Incluso mds que con el de Kautsky; por tanto, se

recomienda su uso.



El presente trabajo hasta aqui delimitadéypér’fhibneé"de?tiémbo}
deja pendientes los sigulentes puntos de 1nvesfigaéi6n;‘16§'éuéles

son alcanzables a corto plazo:

- Eliminar 1la restriccién de no tener valores'propios comunes
entre el sistema en lazo cerrado y el 1lazo ablerto. La
parametrizaciéon de Roppenecker (17] permite que coincidan algunos

o todos los valores proplos.

- Incluir la opcién de efectuar retroalimentacién del vector de
salida. También existe trabajo previo de Roppenecker en este
sentido [18].

- Conseguir que el sistema dindmico sea desensibllizado, no sélo
respecto a un parametro « sino también respecto a un conjunto de

estos paramétros.

La investigaclén realizada hace notar nuevas interrogantes, que

plantean futuras actividades tales como:

- Investlgaf el posible efecto, en el criterlo de optimizacién, de
tratar con sistemas que sean controlables por una sola entrada y

no lo sean por otra.

- Definir cotas de variacién del parédmetro a que garanticen

conservar al menos la estabilidad del sistema.

~ Desarrollar alguna alternativa de cémputo mis aproplada para dar

solucién a este problema tan complejo.

Finalmente queda como un problema ablerto la prueba de las
condiclones suficientes del controlador éptimo. Segin se mencioné,
la ecuacién (50) es implicita en términos de los vectores de
pardmetros invariantes o libres y no fue posible darlgc una
expresién algebraica a P' y con ésta calcular el controlador

6ptimo. Se trabajé en el criterio de la segunda derivada, pero
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tampoco se logrdé manejarla de manera tal que se pueda afirmar que
es positiva definida. Medlante pruebas numéricas se logré
verificar la exlistencia de un minimo global para un sistema de
segundo orden en particular, perc ni en este caso se pudo

demostrar matemiticamente dicha exlistencia.
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ANEXO I.

El objetivo de este anexo es demostrar las expresiones : (43},

(44), (45) , (46) y (47), presentadas en el capitulo II.

Considere las subsiguientes expresiones recopiladas de [7]:

tr(AB") = tr(a'®) (a.1)
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) (a.2)
atr(AX) = A* (a.3)
X

e=1(0...1...01 " , . (a.4)
ap o '

= = e e =E J=1...m : (a.5)
apjl yroon i=1..:n :

ax : ‘
— = F (a.6)
ax” 1N N B

3(A¥B) _

T = A ijs (a.7)

5t
a(Ax'B) _ ~1 -1
ale = ~AX EJ‘X B (a.8)

Si se aplican (a.1), (a.2) y (a.3) a la ecuacién (42) se obtienen
las derivadas parciales de "H" respecto a S, Lx' LZ:

_ ot . In O _
—==TL + LT+ [ o o ] =0 (a.9)

(2.10)
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aH - _ _ -1 _ . S

EE-—R PVR =0 (a.11)
2

Por lo que respecta a las expresiones (46) y (47) se requiere

determinar primero la parcial de R respecto a algin parametro

invariante, llamado p“ .

Si las formulas (a.4) a {a.7) son aplicadas a la expresién de los
vectores caracteristicos especificados en (9) y (10) se obtlene:
(Se recuerda que i=1,...m y J=1,...n donde m es el nimero de

entradas y n el numero de estados.)

6VR‘ -1 t -1 t
—55“—’ = ¢Sl [B(a)eje‘ + wl(A(a) -alI) B(a)ejelq ] (a.12)
avR
1e1_ -1 v _ -1 ¢
5 8 [B(uz)eje“l ml{A(a) u.‘I} B(m)e“ex ] (a.13)

Jiel

Se emplea la expresion (a.8) en la ecuacidn (6) y resulta :

av (V)
dR t -1 Rl R
—~ =ee (V )" -R (a.14)
apJl I R ap“
aR t -1 avmn( VR)-1
B e, (Vo )7 - R (a.15)

Se efectian las sustituciones correspondientes de (a.12) y (a.13)

en las dos Gltimas expresiones y se obtiene :

-1
I R | -1 _ -1 _ -1
— -[I R3 B(a)] e“exvR wJRS [A(a) or.JI] B(on)ejeluvR

(a.16)



o g o "
B8R _ = -1 Lol -1 _ -1
Eii:,:[l RS ‘B(a)]ejel’lvn + ij& [A(a) aJI] B(a)ejelvR

(a.17)

Por otro lado sl se considera la expresién (42) y si se hace uso

de (a.1), (a.2) y (a.3) se genera este resultado:

a t’.r(Ll ST )
—=-2—g =0 (a.18)

Se propone la sigulente funcién :
- n [ ]
Ir (M=% T (a (a.19)
1=1 §=1
donde A tiene dimensién 2n x 2m

53t P, g

Esta funcién genera el siguiente resultado:

. Bla) 0 ‘
E=Tr [ L1 s [ Ba B(a)] ] (a.20)

y de esta se genera :

g—H—=-2tr[E%5—]=O (a.21)
pjl Py

Si se efectia la sustitucién de (a.16) en (a.21):

-1 t -1
ﬁ——-Ztr[[E-ERG B(a)]eje“ln]

1

+ 2w tr [E R & [Ale) - al]-lB(a) e et vt ] =0 (a.22)

i+1 R

Se emplean propiedades (a.1) y (a.2) y se logra cambiar esta

ultima expresién en :
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t
<] : S t _ -1 -1t
o [e-EraBm] ohte,
t -1 -1 t -1,t )
r2 et [EI R & (Alw)-a 1B ] v hte,, =0 (a.23)

Se observa que si la anterior ecuacién se evama‘ para toda j se

reduce en :

8H -1 vt

K:a[s-}:as B(o:)] e
1 -t bt

+20 [ERa' [A(a)—a]B(a)] v hHte =0 (a.24)
1 1 R 141

Para simplificar la notaclén se define :
-1 v

Xpl= -2 [E -ER 5‘ B(a)] (VR ) (a.25)
-1 -1 t -1.t

Yp= -2 [ ER & [A() - a1 'Bla) ] v . (a.26)

Con lo cual la ecuacién (a.24) y su correspondiente compleja

conjugada se expresan :

)31

53: = Xp‘el + ‘{ple‘ﬂ =0 (a.27)
aH e B
3p Xp‘e“:l ‘Ip‘el =0 (a.28)



ANEXO 11

En este anexo se presentan los diagramas de flujo [5]
correspondientes al algoritmo de disefio de la retroalimentacién de
estado empleando la parametrizacidn de Roppenecker, este algoritmo
se llama "ROPP", y el algoritmo para calcular el minimo del
criterio de optimizacién desarrollado en este trabajo, se denomina
algoritmo "ARBOL".

Posteriormente se incluyen los listados de 1los programas
corregpondientes, reallzados en la sintaxls del paquete MATLAB.
Nota:

En los dlagramas de flujo se emplea la slgulente notacién :

I «-UNOS(X), se entiende que forma una matriz identidad, I, de las
dimensiones de la matriz X.

ZN «CEROS(X), crea una matriz de ceros, 2N, de la misma dimensién
que la matriz X.

C=CoA, a la matriz C se le afiade la matriz A para formar una

matriz mis 'alta’, es decir con mayor numero de filas.
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Funcion Roppenecker.

INICIO

SE LEE: A,B,
POLOS, P.

|

I «— UNOS(A)
[N, M]=DIMENSI6N(B)

1
"\\\___ji__,//f‘

W=POLOS(J, 2)
HC=A~-POLOS(J,1)*I

HCX=(HC]™*

HCI=HCX

| HCI=[ HC+W2®HCX 1"4]

]

CI(J)=CI(J-1)eHCI
C(J)=C(J-1)eHCX

P

SI

NO




HC(1)=CI{I+(J-1)*N)
HCX(I)=C(I+(J-1)*N)

l

NO

J=J+1

VR(J)=HCX*B*P(J)

l

L

VR(J)=HCI®*[B*P(J)+W*HCX*B*P(J+1)
VR(J+1)=HCI®[B*P(J+1)-W*HCX*B*P(J)
J=J+2




FUNCION ARBOL.

INICIO

LEE : A, B, AV,
BV, POLOS, P, 01,
G, BETA, LIMITE,

TOL.
1

CONTADOR=1
IN=UNOS(A}
ZN=CEROS(A)
DELTA=10

{N, M1=DIMENSION(B)
EJ(1)=0, I=1,N
BB(1,1)=B

BB( 1, 2)=ZEROS(B)
BB(2,1)=BV
BB(2,2)=B
¥(1,1)=IN
¥(1,2)=2N
¥{(2,1)=2N
Y(2,2)=2N

¢ J=1,N >

il
W=POLOS(J,2)

HC=A-POLOS(J, 1)*IN
HCX=[HC]~

I

CI(J)=CI{J-1)eHCI
C(J)=C(J)eHCX

(UNO )
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CuU.

DELTA >TOL &
CONTADOR<LIMITE

J=1

[ VR, R]1=Ropp(4A, B, POLOS, P)

l

HC=A-B*R
HCI=AV-BV*R
T(1, 1)=HC
T(1,2)=2N
T(2, 1)=HCI
T(2, 2)=HC
RN=G*R’ *R
Q(1,1)=RN
Q(1,2)=2N
Q(2, 1)=2N
Q(2,2)=Q1
=LYAP(T, Y)
S=LYAP(T',Q)
Ju=TRAZA(S11°Y)
V=-L*S*BR

[ E=V(I,J)+L(I+N, j+M) [

|

NO

TRO

L

DP=CERCS(P)
J=1

J<N
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HC(I)=C(I+(J-1)*N)
HCI(I)=CI(I+(J-1)*N)

]

NO

T

EJ=CEROS(X0)
E(J)=1 -
W=pOLOS(J, 2)

SI
W=0

DP(J)=2*[UNOS(R*B)-R*HC*B]*E’ *VR’ *EJ
J=J+1

XP=2*[E' ~-E*R*HCI*B’ ] *VR*EJ

EJ=CEROS(EJ)
EJ(J+1)=1

YP=2*W*[E*R®*HCI*HC*B]’ *VR’ *EJ

DP(J)=XP-YP
DP(J+1)=XP+YP
J=J+2

p3

Cahey

CUATRO

LDELTA=TRAZA (DP’ *DP) '




DIEZ ' ONCE

NO sI
JM=JS @
PM=P
RM=R
CONM=CONTADOR [
DELTAM=DELTA
JMEJS
PM<P
RM=R
CONM=CONTADOR
DELTAM=DELTA

]

k.
Py

[ PG=P(JI)+BETA*DP(JI) I

l

<~ J=1,N

PX(J)=P(J)

N

PP=PPoPX

[ VR, RX]=ROPP(A, B, POLOS, P)
HC=A-B*R
HCI=AV-BV*R
T(1,1)=HC
T(1,2)=2N
T(2,1)=HCI
T(2,2)=HC
RN=G*RX' *RX
Q(1, 1)=RN
Q(1,2)=ZN
Q(2,1)=2N
Q(2,2)=q1
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%

S=LYAP(T’,Q)
J(J1)=TRAZA(S*Y)

&

JX=MIN(J)
J=1

I=M*J-M+1, M*J >——

P=PP(1)

[

r CONTADOR=CONTADOR + 1 J

CONM, JM, DELTAM,
PM, RM.
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function [VR,Rl=Ropp( A,B,POLOS,P)
%function {VR,Rl=Ropp( A,B,POLOS,P)
%
% Calculo de la retrolalimentacién de estado para sistemas
% llneales, invariantes en el tiempo, controlables y con mas

% de una entrada .Se usa la parametrizacién de Roppenecker.

% Sea dx/dt=Ax+Bu, con n estados y m>1 entradas,

% Los valores caracteristicos deseados en lazo cerrado se

% acomadan en un vector llamado “POLOS" con el sig. formato:

% POLOS=[a b;a -b;c 0], a es la parte real y b la inmaginaria,

%si es real, la parte inmaginaria tliene que tener un cero,
% dimension n*2 )

P=matriz de parametros invariantes, con dimension m*n.

™~

% R=martiz de retroalimentacién de estado,con dimensién m®n.
% VR=matriz formada con la inversa de los vectores proplos.

% Si el polo es real el vector carc. es:vr3=inv{A-c*1)*B*P3.

% Sl es complejo vri=inv(A-a®*1)"B*Pl+b*inv(A-a®*I}*B*P2.
% VR=inv(vri..... vrn) P=[P1 P2..Pnl] R=P*VR
% R=P*VR

% Ver "On parametric state feedback design", Int. J. Control, 86,
% vol, 43, No, 3. Roppenecker.

B3

Nota importante: la funcién esta restringida a que los espectros

% de lazo ablerto y cerrado no se intersecten.

% A. Ortiz Marttelo, I.I, U.N.A.H, abril 90.
%
% function [VR,R]=Ropp( A,B,POLOS, P)
IN=eye(A); [n, ml=s1ze(B);
for j=1:n

w=POLOS(J, 2);

HC=A-POLOS(J, 1)*IN; HCX=1nv(HC);

if w~=0

HCI=inv(HC+w*w*HCX);
else
HCI=HCX;



end % end if

Ci=[Cl;HCI]; C=[C;HCX];
end %end for
J=1;
% CALCULO DE LOS VECTORES PROPIOS.
while Jj<=n
for i=1:n
HCI(4i,:1=CI{1+(j~1)*n,:});
HCX(1,:)=C(1+({J-1)*n,: );
end “end for
w=POLOS(J,2);
if w==0,
VR(:, J)=HCX*B*P(:, j}; J=3+1
else .
VR(:, })=HCI®*(B*P(:, J)+w*HCX*B*P(:, J+1));
VR(:, J+1)=HCI*{(B*P(:, J+1)-w*HCX*B*P(:, J));
J=J3+2;
end ‘end if
end “%end while
% CALCULO DE LA MATRIZ DE RETRO.
YR=inv(VR);
=P*VR ;
clear HC HCI CI C ;
end %end function



function {conm,Jm,deltam, Pm, Rni=arbol(A,B, AV, BY, POLOS, P,Q1,G, beta, limite, tol) "
%function[conm,Jm.deltam,Pm.Rm]=arbol(A.B.AV,BV,POLOS,P.Ql.G,beta,llmLte,tol)f

% Minimiza la norma [2 de las trayectorias de las funcliones de

BN

sensibilidad para sistemas lineales, controlables, con mas de
% una entrada y dada una aslignacién de polos.

% La asignacién se hace con la parametrizacién de Roppenecker.
% Ver function ropp, [VR,Rl=ropp(A,B,POLOS,P)

% CRITERIO: J=integral (2'+*Q"2)=traza(Sii);
% RESTRICCIONES: H=tr(S11)+tr([ T’®S+S*T+Q]*L1’)+tr(R-P*VR)*L2’

% T=[A-B*R 0;AV-BV*R A-B®*R); s={S11 S12;S21 S221;
% Q=[G*R'*R 0;0 Q1}; Y=[IN 0;0 0};

% El sistema aumentado sera:

% DX/DT=[ A-B*R olf X1 X(0)=X0

% DZ/DT=[ A-B*R AV-BV*R][ Z } 2(0)=0.

% AV=dA/Dalfa, cada A(i,}) es funclién de alfa con valor nominal conocido.

% Q1>0, G>0 ponderan el control y la sensibilidad respectivamente.

% Beta es la ponderacio6on de la derivada en la ec. recursiva.

% Limlte es el num maximo de iteraclones deseadas, util en caso de que no
% logre llegar la tolerencia de error al minimo con la beta dada.

% Tol es valor a comparar con la norma de la derivada en P

% a partir del cual se considera cero numericamente

% S es solucién a la ec. de Liapunov: T'*S + S*T=-Q

% L1 y 12 son multiplicadores de Lagrange.

% P, R, VR, POLOS igual que en la funci6on Ropp.

% Dimensiones: A de n*n, B de n®"m, POLOS de n*2, P de m®n,

% Q1 de n*n, G de n®*n, AV de n®*n, BV de n®*n, Rm y Pm de m*n, T de 2n*2n,
% L1 de 2n*2n y L2 de m*n.

% Jm es el valor minimo del criterio encontrado en la corrida.
% conm= valor del contador donde ocurrié Jm.

% deltam= norma del incremento en la derivada de P en Jm.

% Pm= es la P correspondiente al Jm.

% BRm= es la R correspondiente al Jm.

% function [conm, Jm,deltam,Pm, Rm}=Arbol(A, B, AV, BV, POLOS, P,Q1,G,
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% ~ beta, limite, tol)
“%calculos
contador=i;
IN=eye(A); _ 2N=zeros(A); [n,ml=size(B); ej=zeros(A(1:n,1)) ;
BB=[B zeros(B);BV B]; Y=[IN 2N; 2N 2NI; delta=10;
W=setstr(’'c:atlabom2’);
fprintf(W, 'resultados con: beta= %e limite= %e', beta,limite)
for J=1l:n

w=POLOS(J,2);

HC=A-POLOS( J, 1)*IN; HCX=inv(HC);
if w~=0
HCI=inv(HC+w*w*HCX);
else
HCI=HCX;
end % end if
CI=[CI;HCI]; C={C; HCX1;

end; % END FOR
while((delta>.005)&(contador<limite))
J=1;
% CALCULO DE LA RETRO DE EDO VIA ROPPENECKER
[VR,R]=Ropp(A, B, POLOS, P);
% CALCULO DE dH/dS
ALTIILI+ILI[T]* +[Y]=[0]

HC=A-B*R; HCI=AV-BV*R;
T=[HC 2ZN;HCI HC]; L=1yap(T,Y);
%CALCULO DE dH/dL T'S+ST =-Q
RN=G*R’ *R; Q=[RN 2N; 2N Q1];
S=lyap(T’,Q); T s11=s(1:n, 1:n);” B

Js=trace(S11);

ZCALCULO DE 'E’.

L=-L"S"*BB;

clear S Q T RN;

E=L(1:n,1:m)+L(n+1:2%n,m+1:2%m);
ACALCULO DE dH/dPJ

DP=zeros(P);

J=1;

vhile j<=n
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for 'i=1:n
HC(1,:)=Cl1+(j-1)%n,: )5
HCI(1,:)=CI(1+(J-1)"n,:);

end ; % END FOR

ej=zeros(ej);

ej(ji=1;

w=POLOS( j, 2);

if w==

DP(:, j)=2*(eye(R*B)}-R*HCI®*B}' *E’ *VR' *eJ;

J=J+1;
else
XP=2*(E’~(E*R*HCI®*B)' J*VR' "e j;

ej=zerosle}); ej(J+1)=1;
YP=2"w* {E*R*HCI®HC*B] ' *VR' *eJ;

DP(:, J)=XP-YP; pP(:, J+1)=XP+YP;
J=J+2;

end ; % end if
end ; % end while
delta=trace(DP’' *DP);

if contador==

Jn=Js; Pm=P; Rm=R; conm=contador;
elseif Jm>Js
Jm=Js; Pm=P; Rm=R; conm=contador;
end; #Zend if
for ji=1:n
Pg=P(:, Ji)+beta*DP(:, ji);
for j=i:n
it g==J1 ;
PX(:, J)=Pg
else
PX(:, J1=P(:, 3);
end; % end if
end ; % end for
PP=[PP; PX);
J=1;

%4 CALCULO DE LA RETRO DE EDQ VIA ROPPENECKER
[ VR, RX1=Ropp!( A, B, POLOS, PX);

s

deltam=delta;

deltam=delta;



% CALCULO DE dH/dS 7
HC=A-B*RX; HCI=AV-BV*RX;
T=[HC 2ZN;HCI HCl;

%CALCULG DE dH/dL T'S+ST =-Q

RN=G*RX' "R¥; Q=[RN 2ZN; 2N Q1];
S=1yap(T’,Q}); S11=S(1:n,1:n);
J=trace(S11);

J=1J; J1;
clear S Q T RN RX;
end; % end for Jji
fprintf(W,’ contador= %e criterio= %e delta= %e’, contador, js,delta);
fprintf(’ contador=vg criterio= %e norma de DP/DPiJ =%e',contador, js,del
Jx=min(J);
J=1;
while J(J)>Jx
J=J+1:
end ; % end while
P=PP(m®*(J-1)+1:n*J,1:n); clear PP J;
PT=[PT;P]; contador=contador+1;
end ; % end while
if contador~=limite
disp(’valores optimos')
fprintf (W, 'valores optimos,’);
fprintf (W, "LLego al fin delta=,%e,,’',delta);
fprintf (W, 'criterio optimo=,%e,"’,Js); )
fprintf('criterio optimo=,%e,’, Js);
else
disp(’ valores minimos’)
fprintf(W,',valores minimos,');
fprintf (W, 'LLego al fin, contador=,%e,’,conm);
fprintf (W, jmin= ,deltam= ,%e,%e,,’,Jm,deltam);
end; Y%end if
disp(’ £ 1 n')

end %end function
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