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TNTRODUCCION

En el prasente trabajo se estudian leos nGeleos y los cuasinicleos.

A través de la tesis, casi cada concapto o teorema se ilustra con
diagramas de manara que se pueda obtener una comprensidn intuitiva
dal concepto. En particular pe exponen algunos tooromas bAaicos re
lacionades con la existencia de nlclecs y cuasinGeleos.

La tesis ne ha dividido en temas. Después de presentar una serie -
de definiciones bimicas y de teoremas auxiliares da la Teoria de -
Digrificas, so exponen una sarle de aplicacionas del tema wensiona
do.

En sl tema de debilidad de cuasinGcleos se aexpone un teorema que -~
proporciona una cota ouperior para la debilidad de cualquier cuasi-
aGcloo.

Tamblén se presontan 1os conceptos da pubdigrificas acfclicas abaor
benteg y subdigrificas aclclicas minimas, mostrando algunas inclu =
aiones entre ellas y relacionandolas con los conjuntos de nGcleos y -
cuasinficteon da una digréfica.

Para concluir se exponen algqunos aspectoe de las digréficas nGclec ——
perfectas, anallizando propledades da las digréficas nficleo parfectas_
absorbentes y de las digr&ficas nlcleo perfoctas mGnimas.

Al final del trabajo ae encuentra una lista de la notacién empleada -

juntc con la localizacién de loa teoremas m&s ilmportantes.

Peseo agradecar a todas las perscnas que, de una u otra forma, desem-
pefaron un papel diracto o indirecto para qua aesta tesis fueso posi ~
ble, en particular a la Dra, Hortensia Galeana Sinchez y al Dr, Hugo
Alberto Rincén Mejfa, pues con su apoyo y sus criticas contribuyeron
de manera muy mlgnificativa en la elaboraclén del presente trabajo, -
proporcionandoma gugerencias muy Gtiles durante todas las atapas dsl

desarrollc del manuascrito,



DEFINICIONES BASICAS

Definlclén 1.1.Una grafica G es una pareja (V{G),E{(C)) donde V(G) es
un conjunto no vacio (en el presente trabajo se considerard el caso en
el que el conjunto V(C) es finlto) de elementos 1lamados vértices y E(G)
es un conjunte finito (posiblenente vacio) de parcjas de clementos dig
distintos de V(D) llamados aristas,

Como ejemplo de grificas tencmos lag siguientes,

‘;) | Z;’ %ﬁ

Definiclén 1,2.Una digrafica D consta es una pareda (V(D),E(D}) donde
¥(D) es un conjunto no vacio de elementos llmmados vértices y E(D) es

a ©

Y

b
o
[y
k

un conjunto de parejas ordenadas de dlstintos vértices de D llamadas -
{lechas.

Los sigulentes son ejemplos de digraficas.

x a u

q w e
H £:;:;7
¢ r t u
v
1 o

z °

&

o



Cuando se describe una digrafica por medio de un disgrama cada flecha
es indicada de la sigulente manera.

6y
* b4

Definicién 1.3.EL nimero de vértices de D seré llamado el orden de D y
serd denotado por “p” y el numero de aristas de D se denoteran por -
"q" y sera llamado el tamafio de D .

p=IV(D)| y q=|E(D}}.

Observacion.Generalmente se denotard una flecha “a" como s=xy donde
%,y son clementos de V(D). De esta manera se dira que -
"a* es una flecha incidente de x a y. También se dice -
que dos vértices “x","y" no son adyacentes s! no hay --
una flecha sexy 6 una flecha beyx, donde x, y son llema

dos los extremos de xy & de yx.

Definicién 1.4.Dos flechas de D incidentes al mismo vértice serdn lla
mnadas flechas adyacentes.

Definici6én 1.5.Un conjunto independlente de vértices de D, es un conjun
to de vértices tales que para cualesquiera dos elementos de ese conjun
to neo existe flecha que los conecte,

Definiclén 1.6.La vecindad exterior de un vértice x es el nimero de
flechas que tienen como extremo inlcial al vértice x, y serd denotado
por T'(x).

Deflinicién 1.7,La vecindad interior de un vértice x es el nimero de -
.flechas que tlenen como extremo final al vértice x, y seri denotado --
por T (x).

Definiclién 1.8.Un conjunto S&V(D) se dice que es absorbente sl todo vér-
tice x que no est4a en S es el origen de una arista que tiene como ex -
tremo final a un elemento de §, es decir si

x6S » S ix)eo

-l



Definicién 1.9.E1 grado exterior de un vértice v de una digréifica D es

el numero de vértices de D que Son adyacentes de v.

v — g8 (rig. 1)
4
y sera denotado por gr'(v). Para la figura 1 grt(v)=3.

Definlcién 1.10.El ingrade de un vértice v es el nimero de vértlces de
D adyacentes a v y seré denotado por ar(v).

B v {fig.2)

7

Para el ejemplo gr (v)=3.

Definicién 1.11.El grado de un vértlce v pare una digrafica D es def}
nido como sigue:
griv)=gr’(v)+gr (v)

-3-



TIPOS PARTICULARES DE DIGRAFICAS

Definicién 2.1.Una digrafica D1 es una subdigrafica de una digrifica
D si V(D1)gV(D) y E(D1)SE(D).

Def inicibn 2._2. Una subdigréfica Di de D es una subdigrafica generado

ra si D1 tlene el mismo orden de D,

Defliniclién 2.3.51 D es una digrafica no trivial y v es un elemento de
los vértices de D, entonces la digrafica D-{v} es aquella cuyo conjunto
de vértlces es V(D)-{v} y cuyas flechas son todas las de D que tlenen
ambos extremos en V(D)-{v}.

Si = es un elemento de las flechas de D entonces D-{a} es la subdigrifi
ca con conjunto de vértices V(D) y con conjunto de flechas

E(D)~{a}.

Definicién 2,4,51 D es una digrafica tal que para x, y €V¥(D) xy no es
flecha de D, entonces la digrafica D U {a} donde a=xy, tlene a V(D) co
mo conjunto de vértices y E(D} U {a} como conjunto de flechas.

Definlcién 2.5.51 U es un subconjunto no vacie del conjunto de vérti
ces de una dlgréifica D, entonces la subdlgrafica de D inducida por U es
aquella digrafica que tiene como conjunto de vértices U y cuyo conjunto
de flechas consiste de todas las aristas de D que tlenen ambos extremos

en U .

Definicién 2.6.Una digrafica D es simétrica s} slempre que xy es una
flecha de D, entonces también yx es una flecha de D.

Definicién 2.7.Una digrafica D es completa si para cada pareja de vér-
tices distintos x y y de D, al menos una de las flechas xy ¢ yx estin

en D.

Definlcién 2.8.Una digrafica D es llamada regular de grado "r" si



gr'(v)=gr (v)= r para todo vértice v de D.

Definlcién 2.9.Una digrafica D es blpartita si el conjunto de vértlces
de D puede ser partido en dos conjuntos ajenos no vaclos Vi(D} y Va(D)
tales que V(D)=Vi(D)UV2(D) y donde para cada arista de D con a:=xy, en-

tonces “x" sera un elemento de los vértices de Vi(D} y “y» serd un ele

mento de los vértices de Vy(D), 1,J (1,2} con 12y .

Definiclién 2.10.Una digrafica D es transitiva si V {xyeE(D), y y€E(D)
- xzeE{D)).

Definiclén 2.11.Una sucesién de eristas de la forma vnv‘,.v‘vz,...vr_‘vr
(donde v ,v,...... 1Y, _y+Y, SOM vértices de D ) es llamado un camino di

rigido.

1 1

La longltud del camino seré “r" y Yo serd llamado el vértice inicial -
del camino y v, el vértice terminal.

Si estas aristas cumplen con que todas son distintas, entonces el cam}
no es llamado un paseo dirigido y si los vértlces vc"x' ..... RAA
son todos distintos, entonces el camino es llamado una trayectoria di-

rigida.

Definicién 2.12.Dos trayectorias en una digrafica son llamadas ajenas
por aristas sl no tienen flechas en comin y son llamadas ajenas en vér

tices sl no tlenen ningun vértice en comin.

Definlcién 2,13.Un camine & paseo se dlice que es cerrade si Yo=Y Y un
canino cerrado en el que los vertices YorYpreeY son todos distintas
excepto por v°=vr(los cunles colnciden) es llamado un clelo.

Definiciébn 2.14.81 v y v son vértices de la digrifica D la longitud de
una trayectoria mas pequefia de v a v es llamada la distancia entre v y
w y se denotard d{v,w).

S! no hay trayectorias de v a w, d{v,v)=m.

Definiclén 2.15.Una digrafica D es debilmente conexa sl para cada



{x, y}eV(D)xV(D), existe en D una trayectoria dirlgida de x & y & una
trayectoria dirigida de y a x.

Definielén 2.16.Una digrafica es fuertemente conexa s! para cada pare
Ja de vértices x y y sl exlsten trayectorias dirigidas en Dde xa yy

una trayectoria dirigida de x a y.

b



APLICACIONES

Definlcién 3.1.QcV(D) es un cuasiniacleo sl:
1) V x,yeQ, xy¢E(D) y yx¢E(D) { propledad de independencia)
11) V x¢Q 3 yeQ tal que

i11) xyeE(D) 6

112) 3 2eV(D) ~ Q, xz, zyeE(D) (propiedad de cua-
stabsorbencia)

Definicién 3.2.Nc¥(D) es un nicleo si se cumplen las slgulentes condl
ciones:
1) ¥V x, yeN xy, yxeE(D) (se dice entonces que N es independien-
te)

11) ¥ z¢N 3 xeN tal que zxeE(D} (se dice que el conjunto es ab-
sorbente)

A continuacién se daran ejemplos donde los nicleos y cuasintGcleos tle-
nen aplicacién prictica.

JUEGO DE NIM [1]

En este juego van a participar dos Jjugadores M y A. La poslclén de ca-
da jugador serd representado por un vértice y la direccién hacla donde
se desplace por medio de una flecha, Para iniclar el Jjuego se partird -
de un vértice xge

FiJémonos en l".(xg). Suponiendo que este conjunto es distinto del va -
cio, es declr que por lo menos tlene un elemento, el Jugador M escoje-

-F=



ré un vértice N de este primer conjunte, A escojerd un segundo vérti

ce x2 de los veclinos de X M escolJerd un tercer vértlce *q de los ve =~
cinos de X y asi suces|vamente hasta que para alguno de los dos Ju =~
gadores el x, que escolta cumpla con Ia propledand de que los vecinos de
X sea un conjunto vacio y entonces el Jjusge se habra acabado.
Gréaficarente lo que tendremos serd lo sigulente.

e r(x) () r(x) i)

(fig.3)

El jugador que escoJa el ultimo vértice ganara .
Veamos que pasa en la sigulente digrafica.

(fig, 4)

Para iniciar ests partida H y A escogerén quién comlenza, Digamos que
tenemos la sigulente situacién:

Se inicia con el vértice 5 r*(5)=(3,7,9} »
H inicla el Juege

sl M escoge 7 M (7)={1}
sl A escoge 1 r*(1)=(8}

-B-



sl MW escoge 8 r'(s)={2) caso a)
si A escoge 2 r*(s)=a

Por lo tanto A habria ganado.

-Si ahora M elige 8 en * se tendrie ko sigulente:

sl M elige 8 r'(e)=({3) caso b)
A escoge 3 ™ (3)=0

¥y A gana,
-Si ahora M elige 3 en # se Lendria lo slguiente:
si M ellge 3 r*(3)=e caso c)

porr 1o tanto M ganaria.

-Supongamos que ahora se comlenza en el vértice 6 I'(6)={1,5) w«

sl M elige 1 rri)=ts)
81 A elige 8 r*(8)=(2} caso d)
M elige 2 r'(2)=a

entonces M habria ganado.

-Si ahora M elige 5 de #* se tendria que:
si M elige S r'(8)=(3,7,8} caxo &

que ser a la misma situacién que en el cuso a), por lo tanto, A gena
ria. .

Pars este Juego hay algun ganador.

Consideremos la sigulente digrafica.



‘“ﬁ:/’”///;”T\\\\\\\i\\\‘\\ a (£1g.5)

-Digamos que se inlcia con el vértice 6 I'*(5)={2,5}

A inlcia el Juego.

ellige
elige
elige
elige

> X » X >

elige

WNnoe N

r*(2)={3)
r*(3)={1}
r(1)=(2) camo at)
r*(2)=(3)
r*a=(1}

y pedrian seguir Jugande por tiempo indefinido sin que ningunc de los

dos Jugadores gansra.

Si{ nuevamente se parte del vértice 6 pero shora A elige el vértice 5,

entonces:

si elige
elige
elige

elige

> T > X >

elige

- W N =

r(5)={1,4)

rf=(2y

I’(Z)“(B) caso a2}
r*a)={1}

r1)=(2)

y tampoco terminaria el juego, Si contlnuiramos haciendo mis intentos

terminariamos por darnos cuenta de que nunca se acabaria este Juego.

En este caso se ha visto que no hay solucién para esta digrifica, sin

~10 =



embargo ésto no sucede siempre (se acaba de ver lo contrarlo en la ~--
(f1g.4)).

De los ejemplos anteriores se concluye que la estrategla que se debe

de emplear para pader ganar consiste en locallzar clertos vértices de

un subconjunto muy particular S con ScV(D) tal que satisfaga las 5§ --

guientes condiclones:

1) que para todos dos vértices x, y de S xy ¥ yx no sean aristas de -
la digréfica.

1i) que para todo vértlce z que se encuentre en el complemento de S,
exista un vértice yeS tal que ry sea una arista de la digrafica.

De esta mancra si el Jjugador M elige un vértice x de S entonces pue -

den darse dos casos:

a) I'(x )=o

x v(D)-s

es decir que no exlste arlsta de x a x" cunlquler otro vértice del

complemento de S en cuyo caso M gn.na.\

b) r’(xl)sa

v(D)-s

Esto impllca que existe por lo menos un vértlce x, elemento del com -

Plemento de S el cual tlene la propledad de que exlste una flecha x x,

- -



En este caso A tendria que elegir al vértlice X, (puediendo existir mas
de un vértice) y como M tiene que elegir un elemento de los veclnos de
Xye este podrin elegir aquel vértice que tlene como extremo & un vérti-

ce x, que se encuentra en S y nuevemente se dan dos casos:
- sl T'(x3)=e M ya gand

- 51 r'(xa)sc se vuelve a repetir este proceso y como la digrafi-
ca es finlta esto nos garantlzar que 51 el Jjuego termina enton-

ces M sera el ganador.

Podemos observar que una notable diferencia entre las dos digraificas
vistas anterlormente consiste en que la ({ig.5) contiene clclos y los
vértices que se tomaron como punto de partida caen en alguno de ellos
ocaslionando que el Juego se prolongue indefinidamente, mlentras que la
digrafica de la (fig.4) no contiene ciclos dirigidos y por esa razén -
existe una garantia de que alguno de los Jugadores ganari. Entonces la
estrategia que se propone consiste en que una vez que ¢l Jugador M ten
ga la oportunldad de elegir un vértlce, considere aquel que sea un ele
mento de Sc¥(D) slempre y cuando tal conjunto verifique las propleda -
des antes descritas.

Mas adelanle se vera que cuando unn digrafica no posece clrcuitos slem—
pre habrd un ganador, porque slempre existird un nucleo.

PROPOSICIONES DE UNA TEORIA [

Consideremos una teoris, es decir, un conjunto de proposiciones que la

forman, digamos PyrPyrerseapy .A esta tcoria se le asoclarad una digra

fica de la siguiente manera:
Por cada proposicién Py tomaremos un vértice x, ¥ se dira que dos vér-
tices x ¥ LI son adyacentes si la proposicién ®, puede deducirse --

loglcamente de la proposicién Pyt

~1%=



De esta manera si P, puede deducirse loglcamente de p Yy a su vez -~

1e1

» puede deducirse logicamente de p , entohces P, podri deducir-

1+1 1e2
se loglcamente de LI equivalentemente:

-1 X, LIV (.2 entonces * X Xiva
En otras palabras la digrifica resulta ser transitive y mas adelante
se verd que toda digrafieca transitiva posee un subconjunto muy especial
de vértlces que verlificari dos condlciones, que traducidas al contexto

presente son:

1) Toda proposiclén de una teoria puede deducirse de los axiomas.

2} Ningin axioma puede deducirse de otro axioma.
Dicho conjunto se llamard una base de axlomas.

Por lo tanto una base de axlomas forman un tonjunto independlente tal

que cumlquier proposiclén puede deducirse légicamente de un axioma.

RUTAS DE UNA LINEA AEREA

La slgulente digrafica D representard el mapa de las rutas de una peque
fin 1inea aérea que da servicio n siete ciudades P1,P2,P3,P4,P5 Pe y P7.
Se representa las cludades por vértices y se dird que una flecha va de
Pi a Py si el vuelo Inlcia en la cludad Pi y tiene come destino la clu
dad Py y por lo tanto tlene sentldo hablar de la digrafica asociada a
esos vuelos.

21 P2 Pa

Pe

Ps

-3 =



En esta representacion las ciudades P7 y Ps tienen la proptedad de que
no hay un vuelo directo entre ellas y que para el resto de las cliuda -
des tlenen un vuelo que se inicia en ellas y que termina en P7 6 en Ps
en un solo viajle, o blen emplean a otra cludad como paso para poder --
llegar a P7 ¢ a Ps.

Se puede garantizar que slempre existiri un subconjunto U que cumpla =~

las condiciones que acontinuacién se dan:

1) U es un conJunto independlente de cludades(para cualesquera dos clu
des P1 y Py de U no existe un vuelo de Pi & Pj de Py a P1).

11} Para cualquler cludad Pr elemento de V(D)-U existe una ctudad Pe ~
eiemento de U para la cual existe un vuelo directo de Pr a Ps  blen,
existe otra cludad Pt que esta en V(D)-U que satisface que hay un vue-
1o de Pra Pt y de Py & Ps V(D)-U

RELACIONES DE UNA FAMILIA

Una famillia ests formada por el padre,la madre una hija y dos hiJos.El
dominlo que cada uno de los miembros de la familia ejerce sobre los --
otros se describe a continuacion,

La madre sobre la hlja y el hijJo mayor, el padre scbre los dos hljos,
la hiJa sobre el padre, el hljo mayor sobre el hijo menor y el hijo -

menor sobre la madre.

Un modelo del patrén de dominio en esta familla se obtlene con una di-
grafica cuyos vértices son los cinco miembros de la familia, Si1 el --

mlembro A domina al mlembrc B se describlréd como:

[ ——"
A B

donde a cada mlembro de la familla se representar4 de la sigulente ma-

nera:

M = madre

T



F = padre
hija
0S = hijo mayor
YS = hljo menor

[=}
L]

'y dicha situacién de deminio se representard por wedio de una dlgrafi

ca:

El diagrama muestra que el padre n¢ domina a la madre, Sln embargo, do

mina al hijo menor, qulen & su vez domina a la madre.

o o N
7 —2

F Ys M
Se afirma que en la famllia slempre habrd por lo menos un individuo -

A

al cual todos los mlembros de la familiz podran dominar directarente
(es decir que no tlenen que recurrir a otro integrante de la familia)
o de manera indirecta(es decir que necesitan recurrir a otro miembro
dé la familia), y en caso de existir un conjunto con mas de un Indivi-
duo que cumpla tal condicldén entre ellos no podran dominarse
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TEOREMAS ¥ PROPOSICIONES AUXILIARES

PROFPOSICION 4.1.51 S es un nicleo, entonces S es un conjunto indepen-
» diente miximo ¥ un con}unto absorbente minimo.
Dem.
Sea S un nicleo de una digrafica D=(V{(D).E(D}). S1 x¢S,
el conjunto SU{x} no puede ser independiente porque
F{x)fS+*a. Si1 ye5, el conjunto T=S-{y} no puede ser absor
bente porque y«T y l"(y)n'l‘=ﬂ."

TEOREMA 4.2.51 D=(V,E) es una dligrafica simétrica, entonces D tiene
un nicleo. Mas aun, un conjunto ScV(D) es un nucleo, 8i y so-
so 8!, S e5 un conjunto independlente maximo.

Dem.

Obviamente, un conjunto independiente méximo S de le digra -
flca D es absorbente, de otrs manera, exlstiria un vértice -
x¢S no adyacente a S, lo cual resulta ser uns contradiccién.

Entonces S es un nicleo.

Inversamente, si S es un nicleo de una digrafica simétrica D,
entonces S es un conjunto independiente méxlmo(porque, de --

otra manera, S no seria absorbente).

Notaclon. A es la familia do todes los con)unios absorbentes do una -
digrafiea.

A ¢s un conjunto absorbente.

TEOREMA 4.3.5t D=(V,E)} es una digrafica transitiva, entonces posee un
nucleo.
lﬁl_._
Sea D una digrafica transitiva.
Fijémonos en las componentes fuertemente conexas de D. Si C
es una componente tal que no salen flechas de C, s¢ llawara
una componente terminal.

Como la digrafica obtenida de D al contraer cada una de las

S (X, 4) vn wn_\an\c qo.vun\mnn)\e crdenndo d8cimos [RLIENS 4
as un elemerhe diimg By
A%r L, xt B =y m=x
Duddmende, BeX ws un demedle winime &
14 NeR = oy, Li6-



conmponentes fuertemente conexas no contiene ciclos, D tlene

componentes terminales. Digamos que tales componentes son:

€1,Ce,....,Cr,

- Si A es un conjunto absorbente miniwo, A contiene al menos
un vértice de cada componente. S{ no fuera asi, A Ci=e ¥y
cada x€Ci cumple que

wh ,  Tix) A=
que contradice la suposicién de que A es absorbente.
Sea aleA n €1 para cada 1. Fi Jémonos en el conjunto
A= BB,
A" es un conjunto absorbente y tamblén es un conjunto 1nde-
pendicnte._,q

COROLARIO 4.4.Una digrdfica transitiva tlene un nicleo, y todos sus

nucleos tienen la mlsma cardinalidad.

Definicién 4.1.Sea D=(V(D),E(D)) una digréfica. Diremos que SSV(D) es
un seminlcleo de D, si:
1) S es independiente
2) Para cada flecha f que va de S & x (xeV(D)~S), existe una flecha
f' que va de xa S.
De la definicién se obtlene que claramente @ es un semlnicleoc.

Graficamente esto se representa de la sigulente manera.

x viDY -3
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SEXINUCLEQS, NUCLEGS Y CUASINUCLEOS

-En el tema de aplicaclones se definié nucleo y cuasiniclec, ahora se de
mostrard que toda digrafica posee al menos un cuasinicleo.

Por ejemplo para la sigulente digrifiecs un cuasinucleo es (5,7}.

LR

YEOREMA 5. 1Tods digrafica admlte un cumsintcleo. L2}
Dem.
La demostracién se hard por induccié4n sobre el nimero de --
vértices.
- Para digrificas de orden 1, 2 3 el resultado es inmedla-

to,

- Supongamos que para digriflcas con menos de n vértices se
cumple tal afirmaclén.

- Tomemos una digrifica con n vértices, por demostrar que

tal digrafica tlene un cuasinucleo.

Sea xoeV(D) Yy sea A=(er(D)l;=x° <] xoer'(:)). entonces tene-
mos dos casos:

a) Si A=V(D), entonces la digrifica D tiene al vértice *oC0~

mo cuasinicieo.
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b} SI A#V(D), entonces la subdigrafica generada por V(D)-A es
no vacia y por hipétesis de inducclén posee un cuasind --

cleo S.
@%‘:"
A
g
S D(V(D)~A}

- 5! existe una flechs x vy, con ye3, entonces S en un cua
sintdcleo.

A
D V(D}-A
) V(D)-A

-0~



- 81 xo Mo es adyacente a pingln elemento de S, entonces

SU(xO) es un cuasintcleo de D.

COROLARIO 5.2, (Teorema de Tournois),
S1 D=(V{D),E(D)) es completa, existe un punto % tal que
para todo vértice x existe un camino de lengitud menor ¢
igual que dos de x a xge
‘D.i’.‘i:.
Por el teorema anterior sea S el cuasinicieo de la digrad-
fica. Come S es independiente y D es completa entonces
ISI=1 y el vértice que nos sirve es preclsanente el que -
esta en S ‘m

LEMA 5.3.Sea S un senrinUcleo de D, B={veV(D)Ino exlste flecha de v &

S } y S1 un seminicleo de D[B). Entonces S U Si es un seminu --
cleo de D. [5)

Dem.

Sea [ una fiecha de u a v. Conslderemos los sigulentes casos

i)ueS , veS

$1)ueS1 , veSy
111)ueSt , veS
iv)ueS , veSi

1) y 11) no pueden cumplirse por ser S y Si independientes
111) es imposible ya que Si€B. St {v) se cumpllera existiria
otra flecha de S1 a S, por ser S seminucleo, lo cual contradice
111). Luego SUS: es independiente, pongamos
Sean A=V-(SUB) y f una flecha de SUS: a «x.
-5l xeA obviumente existe una flecha de x & S y por consiguten
te a SUS1,
-51 X#A, f necesarlamente sale de S1 y llega a B-S1 y por ser
S1 seninicleo de D B, existe f1 de x a S1 y por conslguiente
B SUS"w[
Ya se ha definido el concepto de nicleo, ahora se veran algunas condl-
ciones para que una digrifica tenga un nucleo.

~20 -~



FlJémonos en las sigulentes digraficas

1 1 1 3 [
s 2 3 5 2
3 [
3 4 3
(rig. 1) (rig.2) (fig.3) (fig.4)

{1}es nicleo {1}es nicleo no tlene nicleo {1}es el nicleo

Como podemos observar en las digraficas anteriores algunas de ellas -

padrén tener un nicleo, varios nicleos 6 ningin nicleo.

Definleién 5.1.Se dice que D={V(D),E(D}) es una R-digrafica, s! toda
subdigrifica inducide de D posee un seminicleo no vacio.

Por elJemple ia sigulente digrafica es R-digrafica.

TEOREMA S.4.Toda R-digrafica posee al menos un niGcleo.
Dem.
Sea D una R-digrafica y S un semintcleo miximo de D. Conslde-

remos el sigulente conjunto.

A={ V(9)-(sur7(s)) }

-k~



r'(s)

- s1 A=p » V(D)=SUI (S} esto ipplica que S es un nicleo.

~ sl Ao por hipétesis D{A] tiene un semipicleo Sixa, enton
ces 5 U St por el LEMA 1 es un seminicleo de D que contle-
ne proplamente a S, lo cual es una contradlcclén, por lo -
tanto A=g v,

TEOREMA 5,5,S1 D es finita y no pesee clclos Impares, entonces D con-
tiene un seminGeleo. £5)
D_e_n_.
A continuacién se definird en V(D) las relaclones L y »

de 1la sigulente manera:

a) w>v e existe en D un camino dirigldo de v a v

b) viv, e ey ¥y vy

Donde » es una relaclén binaris transitiva y reflexiva {un
precorden) y L es una relaclén de equivalencia.

Sea -oeV(D) un elemento minimo con respecto . » y (es declr,

tal que = > »o Implique m L wo ) ¥

M={neV(D)| » 1L L5 }

St se tomn S={meM| existe un camino de longitud par de [N

aw}

I={weM| existe un camino de longitud impar de ",
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se tliene:
1) L €S

i1) S nI=2 , en caso contrario existiria «€5 j 1, para
el cual habria un canino de = B de longitud par y
otro de longitud impar y ademas otro de s a = por --
ser u, 1 s Por tanto existiria en D un camino cerra-
do de longitud lmpar y, per lo tanto, un ciclo inpar,
lo que contradice la hipétesis.

Entonces todas las f'lechas de D que salen de elementos de

S llegan a 1 y de cada vértice de I sale alguna flecha ——

hacia S. Por lo tanto S es un semln\'x:leo.'v

COROLARIO 5.6, (Teorema de Rlchardson). Si D es finita y no posee cl -
clos de longitud lmpar, entonces D es R-digrifica y, por --
conguiente, posee un nicleo.

TEOREMA 5.7.Las digraficas bipartitas son R—dlgréficns.‘-'g]
Dem.
Puesto que toda subdigrafica de una digrafica blpartita es -
bipartita, bastari con probar que cada digrifica bipartita -
contiene al menos un semintGcleo no vacio.
St existe algun vértice v del cual no salen flechas, {v} es
un semindcleo. S! no se tiene el caso anterior, sea {Vi,V2)
una partictén de V(D) en conjuntos independientes ajenos.

Vi y V2 resultan ser nicleos de D‘q

FiJ)émonos en los sligulentes ejemplos:

a Esta digriafica tiene un clclo de longltud

{mpar, por lo tanto, no tiene niclecs .
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b Esta digrafica contlene dos ndcleos.
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DEBILIDAD DE CUASINUCLEOS

Definicién 6.1.la debilidad de un cuasinicleo Q en D(V,E) se define co
mo la cardinalidad del conjunto de elementos x de V(D)-Q para los cua-
les no existe yeQ tal que xy sea una flecha de la digrafica.

fu(Q)=|(xt—:V(D)-Q|no exlste yeQ tal que xy sea una flecha de D} |.

Por ejemplo en la sigulente digrafica

a b c

Para el cuasimicleo Q={e,r}, i‘u(Q)=1

Oburvnclon.rn(ﬂ)=0 © @ es un nucleo.
Dem.
=)
"1 £ (Q)=0 % no existe xEX-Q para el cual no exista ¥y
tal qus  xy€E{(D) » Q em un nuclac.
«)
81 Q es un nucleo entonces todos los x€X-Q estan co-

nectados con un y€Q,as docir fn(0)=0

Definicibn B.2.Una tripleta (x,y,z} con x, y, 26V{D) es no transitiva
81 xycE(D), yzeE(D) pero xz no es una flecha de D.

Definicién 6.3.Un triangulo intransitive es una tripleta de vértices
%, v, z, tales que xyeE(D), y:€E(D), x€E(D) pero yx¢E(D), zy¢E(D),-
xz¢E(D), tal triéngulo contlene tres tripletas no transitivas:
(x,y,2), (y,2,x), ¥ (2,%,y).
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Definicién 6.4.E} grado interior para xeV(D) (d (x)) os la cardinali
dad del sigulente conjunto.
d7(x)=|{ylyxeE(D)} |

VEOREMA 6.1.54 Q es un cuasinicleo de debllidad minima para D y si p

e5 ¢l numero de tripletas no transitivas contenidas en D -

p rel
entonces fD(Q) = [Fa—] .

Dem.
La demostracién se hard por induccién sobre el numero de -~
vértices de D.

- Para cuando [Y(D)[=1 el resultado es inmediato.

~ Supongamos que el resultado s» cumple para toda digréfica

que tlenen menos de n vértlces.

- Sea D=(V(D),E(D)) una digrafica con n vértices y con
p tripletas no transitivas.

A continuaci6n tendremos dos casos.

a) Supongamos que existiera un xe¥(D) tal que no hay una
tripleta no transitiva de la cual x es el vértice tarmi-
nal, es decir que x es el Ultimo en ser recorrido.
Consideremos {(V(D)-{x}} y la subdigrafica generada por -
tales vértices, dlgamos que tal digrafica es Dx. Sea Qi
un cuasinicleo de Dx el cual lo podemos tomar de debill-
dad minima.

Por hipétesis de induccidn, para Dx se cumple

f (Q)s] p1
Sty

donde pi! es en numero de tripletas no tran-
sitlvas en V(D)-{«x}

Ahora tendremos tres subcasos.
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11) Digamos que 3yeQi tal que xyeE(D), entonces Qi re -
sultar a ser un cuasinicleo de D y por lo tanto

fola)=r Q) s [_ﬂ] s [_g_]
3 3

vD)-{x}

12) Supengames que no existe y €Qi tal que xy €E(D)
yx€E{D), en este caso tomemos QiU{x} como cuasinu -

cleo de D y por lo tanto

£ Q=) = £ (Qu)s [pt] H [p]
Dx T

Ox

V(D)}~{x}

13) Si ahora no se tiene nl 11) ni 12}, fijémonos en el
sigulente conjunto.

H={yeQ1 [ yxeE(D}}

Como el vértice x cumple la condicién de que no hay
una tripleta no tronsitiva de ia cual x sea vértice
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terminal, se tiene que
VyeH, zyeE(D) = mx€E(D) y tomando (Qi-H)U{x} este
conjunto resulta ser un cuasinicleo de D y

!‘D[(QI-H)U(:H = fm((Ql) E [_%{] E [_g_]

b) Supongamos shora que VYxeV(D), x es el vértice términal -
de una tripleta no transitiva .
Consideremos un cuaginicleo Q de la digrifica y tomemos
D~={yeV(D)-Q[32€Q, yz¢E(D)}
FlJemonos en A=V(D)-(QUD~) y sea Qi un cuasinlcleo de de
bilidad minlma pera Da(V(D).E(D)).
Consideremos ahora los sigulentes conjuntos.
E={yeQ|FzeQs, yzeE(D}}
F={yeD~|32¢(Q-E)UQ1, yz€E(D)

H={yeD~Ino existe ze(Q~E)UQ1, yx€E(D) & zy¢E(D)}

Q"cuasintGcleo de Cu{V(D),E(D))

De={yeH-Q" |32€Q", yxcE(D)}

-28 -



A"=H-(Q"UD")

Di=D~ - (FUH)

FiJénonos en el sigulente conjunto de vértices.
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Q°={Q-E)UQ1UQ" este conjunto resulta ser un cuasinicleo
de D,

Para fo(Q") tenemes que

£‘D(Q‘) = fA(Ql)-'IA"hIDxI puesto que A" y D1 contribuyen a
la debilidad del cuasinicleo, y donde i‘A(Qx) es la debi-
lidad de Q1 en la subdigrifica de D generada por A.

Por hipétesis de induccién, para DA(x,y)

o ] * 2] * 3]

con pt= nimero de itripletas no transitivas en Da
t= nimero de tripletas no transitivas que tlenen al -
menos un vértice fuera de A
El teorema ya habré sldo probado si comprobamos que

tz3( A" |+|D1]), puesto que sl esto se cumple entonces

t " i
—2UA"I+1D1 ) K [IA"HIDH] < [__;_]

"n‘Q"’[—}]'[%]+[—H rD(qqu_]

Para ello veremos que para xeA"UDi, x estd en al menos
tres tripletas no transitivas,
Sen w€A"UDi»

1) 81 xeA", 3 ylED" ¥y ziﬂ" tal que xy‘EE(D). y‘zleE(D)
y leeE(D). ademas 3 yZEE y zze(h tal que xyZEE(D)
xzyzeE(D) y xzzﬁE(D).

x es el vértice terminal de una tripleta no tran-
sitiva (y:.:g.x) {esto es por hipodtesis) y podemos
tomar

Gayoz )y Goy,ez) v lygezgxd

11} sl yeD1,3 v E Yy z, e tal que yy‘EE(D).y‘z‘EE(D) y
yz.!E(D). También 3 ysE(Q-E)ml tal que ysysE(D) y



ysy‘!E(D), y es el vértice termlnal de una tripleta

no transitiva (yﬁ,zﬁ.y) y pedemos tomar
(y,y‘,z‘).(ys.y.y‘) y (’6"6'3') son las tres tri-

pletas asocladas a x. Tales tripletns son distintas

por la manera en que se eligleron.

Ahora V p existe una digrafica D tal que sl Q es un cuasini-
cleo de debilidad minima de, se tiene:

£} = ["?T]
Donde la dlgrdfica eastd compuesta de [_p;] tridngulos in-
3

transit{vos aislados y de p ~ 3[__;1_] tripletas no transitl-
3

tivas aisladas.

m

Obmervacion.St una digrafica contliena 0,1 o 2 triplstas no

transitivaw,entonces sata tlene un nucleo,

TECREMA 6.2,S1 Q y Q1 son cussinicleos de D=(V(D),E(D)) y Q%Q:. enton
ces £, (Q1) < £ (Q). tel
l_)gm_.
S! Q = Q1 tenemos que fD(QJ) = I‘D(Q). Si no, tomemos zeQ1 - Q
entonces se tiene que no exlste yeQ tal que zyeE(D). Como Qi

es independiente se se tiene que

z€ x¢Q | 3 yeQ,.xyeE(D) < xeQi| 3 yeQu, xyeE(D)

aorlan <o,

TECREMA 6.3.S1 Q es un cuas{nlcleo de debilidad minima, entonces Q es
un conjunto independiente méiximo. L&l
Den. .
Supohgamos que Q no es uh conjunto Independiente méximo, en-
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TEOREMA

tonces existe un subconjunto independiente S tal que QSS. Por
hipétesis Q es cuasiabsorbente por lo tanto S también lo se-
rd y como 5 es tamblén independlente, entonces S es un cuasi
nucleo y por el teorema anterior se tlene que

f‘D(S)<I‘D(Q) fo cual es una contradiccién.

~ Q es un conjunto independiente maximo. r
€.4.En una digrifica completa, un vértice de grado lnterlor -
maximo es un cuasinicleo de debllidad mintma. L6}

pen. g

Tomemos el vértice x para el cual d (x)=max {d (y). yeV(D)}

Se demostrard que {x} es cuasiabsorbente.

Supongamos que no lo es, entonces 3 yeV(D) tal que yxeE(D)

y no existe zeV(D) para c! cunl yz6E{D) y zx€E(D)

s ¥V 26V{D)}, zx€E(D) = yz¢E(D) = 2yeE(D}
s d(y) s d(x)
por otra parte yx¢E(D} + xyeE(D)

. d {¥)>d (x) que es una contradiccién . x es un cuasinu-
cleo, Falta ver que {x} es de debiildad minima, para ello to-
memos y cuasiniecleo, entonces

£,0x )=VD) ] ~ 1+d7{x} = {V(D}]| - 1+d7(y) = 0y ).W

Definicién 6.5.5e dice que una digrifica es progresivamente finita si

ningin vértice es el origen de un camino infinito.

Definlclén 6.6.Cuando todo vértice de una digrifica tiene un himero fi

nito de sucesores, se dice que la digrafica es localmente finita a la
derecha.

Definicién 6.7.Cuando todo vértice tiene un numero finito de predecesg

res,se dlce que la digrafica es localmente finita a la lzqulerda,
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Definlcién B.8.La funclén caracteristica ¢s(x) de un conjunto § es de

finida como:

¢alx)=

PROPOSICION

6.5.Una condicién necesaria y suficiente para que un sub-
conjunto ScV(D) sea un nucleo de la digrifica es que su
funcién caracteristica verifique la sigulente condiclén,

¢u(x)=1 - max ¢s(y)
vel* (x)
Dem.
S1 r'(x)=0 , se define

max ¢s(y}=0
yel* (x)

Sea S un nicleo. Como S es Independiente, entonces se tie

ne

dulx)al » xe§ = nax gu{y)=0
yel*()=0

Por ser S absorbente, se tlene

¢s(x)=0 @ €S =+ max gu(y)=1
yel*(x)

Por lo tanto su funci6n caracteristica verifica la con -
condlcién antes menclonada.
Sea ¢u(x)} la funcién caracteristica de #1 conjunto S que

satisface Ia condicién, entonces:
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x€S » $alx)=1 =+ max ¢aly)=0 < ['(x) [| S=o
yer’(x)

x€S 4 ¢a(x)=0 = max ¢s{y)=1 =+ I[“(x) (yS=o .
yel*(x)

Por lo tanto S es un nicleo

i

TEOREMA 6.6.Toda digrafica sln ciclos posee un niécleo, y su nicleo es
unlco.
Den.

Consideremcs los sigulentes conjuntos
X(0)={xixeV(D), I (x)=a }

X(1)={xixeX{0), " (x)cX(0)}
K(2)={x|xeX(0IUK(1), T*{x)}cX{OIUK(1)}

X3)={x xeX(OIUX(1IUX(2), I (x)cX(0JUX(1)1UX(2)}

XINY={x|xX(0IUX( 1)U, . UX(n=1), I (x)eX(0IUK(1)U. . UK(n-1)}

Craficamente tenemos lo sigulente:

) ‘ X(0)
R

X
C /J ] -

s 1T
VoSN ]
C ) e
=V

o>

X(N}
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Estos conjuntos cumplen con la propiedad de ser ajenos dos a
dos y que xeX(k) e la longitud de la mayor trayectoria des
de x tendra longitud k , pero como hlpétesis D no tiene ci -
cles entonces X(k) para Kel, 2,..... , n forman una particién
de Y(D). Entonces el nicleo serd

s=X(0) U X(2) Uxa) U....Ux()
con eIz

Una funcién caracteristica ¢« de un nicleo S puede ser defi-
nida sucesivamente sobre cada uno de los conjuntos X(0),X(1)
X(2),..., X(n) de acuerdo a la proposicién 2 .

Demostraremos que hay una dnica funcién

$: UX(E) —— 0,1

tel que ¢s{x) = 1 - max $a(y)
vel* (x)

Esta funcién es la funclén caracteristica de
S & U X(1), por la proposicién 2 S serd el nicleo de D) .
Para definir ¢s, basta definir

*I‘“’ dado que X(i) es una famllla ajena de sub -

conjuntos.
Definimos ¢'|xu) ¥V leN, por tnduccién.

- Para 1=0
"’[an y  x€X(0)
#s|xi) s

$alx)= 1 - max {¢e(y)}
yer*(x)

=1 - max e
=1-0=1
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delx)= 1 V xeX(0)

que es equivalente a X(0)gS,

- Supongamos que hewos definido

O-lx“” + X(0) ————— {0,1}
LTI X(k) —m—— (0,1}
Sew xeX(kel)
#u(x) = 1 - max {galy)} .
yer'(x)

De esta manera queda definida

¢s 1 X(0) U X(1) U ...%X(k) {0,1}

Como X{0) £ S y como 1a unicidad de la definlcién de ¢s en
X(0) UX(1) U ... UX(k) deternina de manera Gnica ls de -
finlcldn de "'Ix(kon se puede concluir la unicidad de -

#u.
» S es el nileo de la digrifica.
Por ajemplo, X(0) €S

Xt s s°

%(2) NS = {xeX(2)|F*(x) € X(12}
X(2) 8 = {xeX(2)|*(x) ) X(0) »2 o

COROLARIO 6,7, Toda dlgrifica progresivamente fintta y sin ciclos po
gee un nicleo y solo uno.

COROLARIO 6. 8.Toda digrifica localmente finita a la derecha y sin -~

ciclos tiene un nicleo.
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Notacion: N(D)={nucleos de D=(V(D),E(D))}
6{D)={cuasinucleos de D=(V(D),E(D)}}
P(D)={(Us,Uz) de particiénes del conjunto de aristas de D
tales que, (V,U1) y (V,U2) son digraficas sin ciclos}

Ovservacion, P(D) =2
Notacion, V¥V w={ut, U2)€pP(D} st D1=(Y,U1) y D2=(V,U2) en -
tonces, A(D,W)=UK(DZ & )

A€R(D1)

LEMA 6.9.Para todo meP(D), se tlene que A(D,n) € 6(D). [}

Denm.

A(D, n)}=UN(D2 A )
AEN(DY)

Dem.

Sea HeA(D, r)} es decir HeUN(D2 A ) y sea A tal que AeN(D1i).

Por demostrar que H es un cuasinticleo

1) H es Independiente, pués de otra forma existirian dos vér-
tices x, yeH tmnles que xyeE(D), pero como H es el nicleo -
de D2[A] esto Implica que dos elementos de A son adyacen -

tes, lo cuml contradicé la hipdtesis .

11) Sea xeV{D)}-H, entonces
ia} 8! xeV(D) es tal que xeA =» 3 ycH tal que xyeE(D)
puesto que H=N(D2[A]}
ib) sl xeV¥{D)-H es tal que x€X~A, entonces exlste yeA --
con xyeE(D) pucsto que A=N(D1(V,U1)), ademis se tie-
ne zeH tal que yzeE(D) porque H = N(Dz2[A]), es decir
para cuando x¢A se podrin encontrar dos vértices a --

través de los cuales a partir de x llegamos a H.

~ H es cuaslabsorbente
“ A(D.n]:O(D).m
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TEOREMA 6.10.Sea D una digraflca progresivamente finita. Entonces D
tlene un cuasinicleo. (31
Dem.
Es suficiente con demostrar que A{D,w)2o, para toda parti-
cién neP(D} .
Observacion.Tods subdigralics do una digrafics progrosiva-

monte finlta os progresivesente finita,

Anteriormente se vio que toda digréfice progresivamente -
finita y sln ciclos posee un nicleo y solo unec.
Entonces aplicando dos veces este teoema, implica la exis-
tencia de un micleo A para Di, y de un nicleo Q para
Da(A].,,a

TEOREMA 6.11.5ea D una digréfica localmente finita a la derecha.En -
tonces D tlene un cuasintcleo. L33
Pe_m._
Sea D=(Y,E]) la digrafica localmente {inita a la derecha.
Por demostrar que A(D,n)»a.
Para ello tomemos m={U1,Uz}eP(D} y fijémonos en Dil(V,U1),
por el COROLARIO 4 ,Di posee un nicleo Hi y para D2(H1] --
también tiene un nucleo 11, ¢sto lo pudigos hacer porque
Di(V,Us) y DziH1} también resultan ser localmente finitas a

a. la. derecha

« ALD,M)w2 . a:A(D.n)So[D),,,I



R - DIGRAFICAS

Definicién 7,1.Sea D=(V,E), ASV{D) es aciclico s} D[A) ¢s una dlgrafi-
ca sin ciclos.

Definicién 7.2.Un subconjunto ASV(D) se dice que es absorbente sl to-
do vértice que esta en el complemento de A se unc por medio de una fle
cha a A.

Definicién 7,3.Un subconjunto ASV(D) es aclclico absorbente si D[A] es
una digrafica sin ciclos y si ademas todo vértlce que esté en el

complemento de A se une por medio de una flecha a A.

Notaclon,B{D)={Ql3 A, A acicllco absorbente tal que Q es nicleo de
DAL}

C(D)={Q[3 A, A aclclico maximo tal que Q es un nicleo de
DIAI}

A(D)=U A(D,m)
ncr (o

Obaarvacion.C{D}SB(D)

TEOREMA 7.1.Sen D una digrafica. Entonces las inclusicnes sigulentes

se dan. LV}
Cc(D}<B{D)CA(D)<a(D)
1 2 3
Den._

Bastara con probar la segunda Incluslén.

Sea HeB(D)}, entonces por definicién de B(D), para este H -
existirid un conjunto I aciclico abgsorbente tal que D[I] tie
ne como nucleo a H.

Sea (U',U"}eP(DIV(D) - 1))

Conslderemos los sligulentes conjuntos

34—



o v -1

u 2 T, u"

Ut=U' U {ayel | xev(D)-1 , yﬁl}
yz=u" U }'xyeﬂ | xelj

(Ui, U2)eP(D).

Por demostrar que I es un nacleo de Di=(V(D),U1}.

i) I es independiente en Di.

11) 1 es absorbente en Di.
Por hipétesis 1 es aciclico absorbente en D, por otra
parte, por comstruccién Di(V,U1) contlene a todas las
flechas que van de V(D)~I a I por lo tanto I es absor-
bente en D1 .. Qed(D,n)SA(D) con {U1,Uz}
B(D)SA(D)W

Las inclusiones del teorema anterior pueden ser estrictas, por ejemplo

analicemos la siguiente digrafica,

{1}€B(D}~C(D), pues existe A aciclico absorbente tal que
1eN(D[A]) pero 1¢C(D). Supongamos que {1}eC(D) entonces existe A1 --
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aclclico maximo para el cual 1€N(DIA]), con A1 como se muestra a
continuacién.

Pero se observa que 1 no es el nucleo de D[A1] - C(D)sB(D).

TEOREMA 7.2 Las dlgréficas finltas aclclicas son R -~ digrdficas . il
Dem.
Sea D digrifica finlta acicllca y consideremos HeD, una subdl
grifica por demostrar que H tlene un nicleo.
H resulta ser una digrafica finlta y DIH] no tiene ciclos pe
ro sabemos que D[M! tlene un nicleo I" y como H es arbl -
traria el resultado se sigue de manera lnnedlata.,?

En un teorema 14 se demosiraron las slgulentes Inclusiones

c(b)=B(D)<A(D)co(D)
S1 ahora nosotros sustlituimos la palabra “aciclice * por “nicleo per -

fecta” y denotamos como sigue a los sigulentes conjuntos
+Obaervaclon.W=(U1,U2) es una particlon de las arlstas da la digrarica
A"(D,m)=U A(D, n) donde s1 m=(Us, U2}, D1=(V,U1) y Dz=(V,U2) son dl -

neP (D)

graficas nucleo perfectas.
#(D)=(E1l conJunto de los cuasinGeleos de D }

c*(D)={Q|3 A tal que A e5 nGcleo perfecta mixima y Q es un nicleo
que D[A}}

B"(D)=(Q]3 A tal que A es nicleo perfecta absorbente y Q es un nicleo
de D[Al}
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ESTA TESIS HO DEBE
Entonces tenemos el sigulente resultado. SAUR ﬂE Lﬁ BIB“GIEB&

TEOREMA 7.3 Las sigulentes relaciones se cumplen. L31
A'SB LCVao
Dea,
Observacion.Toda nucles parfecta maximal es ubmrbcnio.
Por demostrar que C"Sé
Sea QeC", por demostrar que Qse(D)
Sl QeC” + 3 A nicleo perfecta mixima tal que QeN(D A ,
entonces Q es un conjunto independiente de puntos en D pues-
to que A es nicleo perfecta absorbente.
Ahora falta ver que V xe(V(D)-Q) entra con una flecha a Q &
a lo més con dos flechas.
Veamcs el siguiente diagrama
Sea xeV(D)-Q.
S! x€A entonces 3 yzQ tal que xyeE(D), pues Q es nicleo de
DIAlL.
S! xgA entonces 3 * tal que :.x‘EE(D). debido a que A es -
absorbente.
St x‘EQ ya mcabamos y si x‘EA-Q entonces existe yieu tal -
que xly‘EE(D)
X, xlyIEE(D).

Y tamblén se veriflca esta contencién A*SB"

LEMA 7.4.Son equivalentes:
a) Para que una digrafica sea niucleo perfecta es necesario y -
suficiente que toda subdigréafica fuertemente conexa de D ==
sea nucleo perfecta.

b) Una digrifica minima sin nicleo es fuertemente conexa,

Denm,

al % b)

Sea D una digrifica minlma sin nicleo y supongamos que no es -

fuertemente conexa. Esto implica que existen componentes fuerte
mente conexas que por hipétesls tienen un nicleo. Tomemos la mi
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nima de estas componentes la cual por hipdtesis tilene un nicleo
perc esto es una contradiclén.

~ Una digrafica minima sin nicleo es fuertemente conexa,

Como en una digrafica nicleo perfecta toda subdigrdfica induci-
da tiene nicleo en particular las subdigraficas fuertemente co-
nexas tendran un nicleo, per lo tanto bastard ver la sigulente
implicacién.

ble ale

Supongamos que D no es nucleo perfecta, esto lmplica que exis -
te una subdlgrifica que no tiene nicleo.Tomemos la subdigrafica
minima que cumpla tal condicién.Por hipétesis esta subdigrafica
es fuertemente conexa, Ademas ge cumple que tode subdigrifica
fuertemente conexa en D tiene un nucleo, en particular una mi -
nima. Esto resulta ser una contradiccién.

K

s D es ntcleo perfecta.

TEOREMA 7.4 a)Pura que una digrafics sea nicleo perfecta es necesario
y suficiente que toda subdigrafica fuertemente conexa de D
tenga un nicleo,

b) Una digrédfica ainimal sin nicleo es fuertemente conexa.
Dea.

Los incisos a) y b) por el lema 3 son equivalentes, por lo -
tanto bastara con demostrar b).

La demostracién se hard por contradiccién,

Sea D una digréfica no fuertemente conexa minima sin nucleo
y tomemos una componente fuertemente conexa B terminal, es
decir:

rh(8) n (V(D)-Bl=o
S1 toda subdigrafica de D distinta de D tiene un nicleo, la
subdigrafica D[B] tiene un nicleo N y la subdigrafica indu-

cida por (V(D)-B)-l"; (N) tiene un ndcles N, entonces NUN"
es un nicleo de D, contradiciendo 1a hipétesis de que D no
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tlene nucleo.

TEOREMA 7.5.5ea D una digrafica D=(V(D),E(D)}. Escojamos de V(D} un -

subconjunto miximo A con la proptedad sigulente:Da es nicleo

perfecta. Entonces, todo nicleo de Da es un cuasinucleo de D.

2_3&

Sea A subconjunto maximo con la propliedad anterior,

~ S1 A=V(D) entonces todo nicleo de D{A] es cuasintcleo de
D. )

- Supongamos que A#V(D) y sen x€V(D)-A. Para este vértice -
existe yeA tal que xyeE(D). 51 no fuera asi por el teorema
17 se tendria que D[AU{x}} seria una digrafica nucleo per-
fecta, lo que contradice la maximalidad de A. Por
lo tanto todo nicleo de Da es un cuasinicleo de D"’?

Definicién 7.4.Una clase C de digrif'icas niucleo perfectas verifican la

condicién de la cadens sl una digréfica estd en C sl y solo si sus --

subdlgrificas fuertemente conexas estan en la clase C.

TEOREMA 7.6.Sen D=(V(D),E{D)}) una digrafica y sea C una clase de di -

gréfices nicleo perfectas que verlfican la condiclén de la ca
dena.

Escojamos un subconjunto AcV(D), miximo con la propledad de
de que DI[A] es una dlgréfica de la clase €. Entonces todo nu-

cleo de Da es un cuasinicleo de D.

Este resultado es evidentemente una generalizaclon del teorema 18.

COROLARIO 7.7. (H.Meyniel).Todo nucleo de una subdigrifica mixima sin

ciclos (respectivamente sin clclos de longitud impar) de ~
de una digrafica D es un cuasinicleo de D.

CONJETURA (Hansen).Toda digrafica fuertemente conaxa con n vértl -

¢ces posee un cussinicleo de debllldad al menos
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Si en el teorema e se cambia la condicién de que Da sea nucleo-per-
fecta por la de que D[A] sea mixima con nicleo, entonces no se cunpll-
r4 que todo nicleo de D[A) serd un cuasinicleo de D. Para ver ésto -

f1jémonos en Ia siguiente digrafica que se muestra como contraejemplo.

Consideremos A={x,«,B, 7,3}, que es un subconjunto méximo con la pro-
piedad de tener nicleo ({x} es un nicleo) entonces veremos que {x} no
es un cuasinlcleo para toda la digrifica. De la figura observamos gque
para A, Ax¢E(D) y €AgE(D).

+» {x} no es un cuasinicleo para D.

Y-




NOTACION
L]

G Grafica

v(G) ConJjunto de vértices de G

E(G) ConJjunto de aristas de G

[}4{]] Cardinalldad del conjunto V(G)
1E(C) | Cardinalidad del conjunto E(G)

D Digrafica

V(D) Conjunto de vértices de D

E(D) ConJjunto de aristas de D

V(D) Cardinalldad del conjunto V(D)
JE(D) | Cardinalidad del conjunto E(D)
(=) Vecinos exteriores del vértice x
T (%) Vecinos interiores del vértice «x
gr+(x) Grado exterlor del vértice x

gr (x) Crado interior del vértice x
grix) Grado del vértice x
DIV(D)={x}] Subdigraflca cuyo conjunto de vépti-
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x vartice

DIV(D)-{a}]

a arista

D(A) 6 D,

£,00)

d (x)=gr (x)

X

N(D)

e(D}

ces es V{D)-{x} y cuyas flechas son
todas las de D que tlenen ambos ex -
tremos en V(D)-{x}
Es la dlgrafica con conjunto de vér-
tices V(D) y c¢on conjunto de flechas
E(D)-{a}

Digréfica generada por e] conjunto A,
con A conjunto de vértices o aristas.

Cuasinicleo

Debilidad del cuasinicleo Q

Grado 1Interior

ConJjunto de enteros

Conjunto de enteros positivos pares
Complemento del conjunto 8

Funcién caracteristica del conjunto S
Funcién caracteristica definida para
el conjunto S restringida al conjunto

X(1), con 1e2*®

Conjunto de nicleos de D

Conjunto de cuasinicleos de D

T



P(D) Conjunto de particlones (Ui, Uz) de -
las arlstas de la digrafica D tales -
que Di=D{(V,D1)] y D2=D[(V,U2)] son
digraficas sin clclos
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PRINCIPALES TECREMAS

S1 D es una digrafica simétrica, entonces tiene un nu-.......

cleo
Si D es una dlgrafica transitiva, entonces tlene un ni-......
cleo
Toda digrafica admite un cumsindcleo ,.....,... [ AN

Si D es finita y no posee ciclos impares,entonces D

contiene un seminUcleo ....... .. . it i i i e i,

Teorema de Richardson ...........ieiiviiiininiiivnsninnny

S1 Q es un cuesinucleo de debilidad minima para D y si

p es el nimero de tripletas no transitivas contenides

en D entonces fD(Q) < [Jli ................................

3

En una digréfica completa, el vértice de grado intertor

maximo es un cuasindcleo de debilidad minima ................

Toda digrafica sln ciclos possee un nucleo, y su nicleo

Para todo meP(D), se tlene que A(D,n) S o(D) ...............

Para una digrafica D se cumplien las siguientes incluslones

C(D) £ BID) € ADY S 0D} ... et

Son equivalentes:

~G\~
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16

18

22
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26

31
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37



Para que una digrafica sea nuicleo perfecta es necesario

¥ suflclente que subdigriflica fuertemente conexa de D

sea nucleo perfecta.

Una digrafica minima sin nicleo es fuertemente conexa
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