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INTRODUCCION 

En el preoonto trabajo so estudian loa nO.cleo• y los cua•inO.cleou. 

A través de la tesis, casi cada concopto o toorema. •'? iluatra con 

diagramas de manera que ee pueda obtener una coroprenei6n intuitiva 

del concepto. En particular oe exponen algunos toor~m.s.o bieicoa r! 

lacionadoo con la existencia. dtt nO.clao• y cuaainúcleoa. 

La. teaio ee ha dividido en temae. Deopu6a do presentar una uorio -

de definiciones b5.1icae y da teorema• auxilia.r1u da la Tooria da -

Digrlfica•, ao exponen una oorio do aplicaciono11 dol tema menoion! 

do. 

En al tema de debilidad de cuaainúclaon ao oxpono un teorema que -­

proporciona una cota ouperior para la debilidad de cualquier cuu1i­

núclao. 

También aa preaontan loo conceptea da aubdigrlficao ac1clicae abao:: 

bentea y •ubdiqrlficaa ac1clic:a.a mini.man, rnoatrando algunae inc:lu -

aionaa entre ella.a y ralacionandolaa con loa conjuntos de nO.clao• y -

cuaeinúcleoo do una digrAfica. 

Para concluir se exponen alqunoa aepoctoa de las diqrl.ficaa nO.cloo -­

perfectas, analiz.ando propiedade• da la• diqrAficaa núcleo perfactaa_ 

abaorbcntea y de lae di9r5..ficaa nO.cleo perfecta.a mCinimas. 

Al final del trabajo ae encuentra una lista da la notación empleada -

junto con la localiz.ación de loa tooremaa m.ia importantea. 

Deseo a9radocor a todal!ll las persona• qua, de una u otra forma, deaem­

peftaron un papel directo o indirecto para qua aeta tasia fuese poai -

ble, en particular a la Dra. Hortensia Galaana S.inchez y al Dr. Hu90 

Alberto Rincón Hejia, puea con au apoyo y sue crI.ticau contribuyeron 

de manara muy Bignificativa en h. elaboración del proaento trabajo, -

proporcionandome augoranciaa muy útiles durante todas laa etapas del 

daaarrollo del manuacrito. 



DEFINICIONES BASICAS 

Deflnlclbn !. !.Una gráfica Ges una pareja (V(G),E(G)) donde V{G) es 

un conjunto no vacio (en el presente trabajo se considerará. el caso en 

el que el conjunto V(Gl es flnltol de elementos llwoadas vértices y E(Gl 

es un conjunto flnlto (posiblemente vac1o) de parejas de elementos di~ 

dlotlntos de V(O) llamados aristas. 

Como ejemplo de gráficas tenernos las siguientes. 

r ~Je 
h l l 

d ¡ . 

o 

a a 

Deflnlclón l. 2. Una dlgráflca D consta es una pareja (V(D), E(O)) donde 

V(O) es un conjunto no vaclo de ele...,ntos llllJIW.dos vértices y E(O) es 

un conjunto de parejas ordenadn.s de distintos vértices de D llamadas -

flechas. 

Los siguientes son ejemplos de dlgráflcas. 

q 

f7 

-·-



Cuando se descrlbe una dlgráflca por inedlo de un diagrama cada flecha 

es indicada de lo. siguiente manera. 

DefJnlclón 1.3.El número de vértices de D será llaaB.rlo el orden de D y 

será denotado por "p" y el número de aristas de D se denotaran por -

"q" y será } lama.do el tamal\o de D • 

p-IV(D) I y q=IE(D) l. 

Obscrvaclon.Gcneralmente se denotará una flecha "a• corno e.=xy donde 

x, y son elementos de V(D). De esta manera se dirá. que -

"•" es una flecha incidente de x a y. T8.llblén se dice -

que dos vértices "x•. "1" no son adyacentes si no hay -­

una flecha ... xy 6 una flecha b>=yx, donde x, y son l lBJD!!. 

dos los extremos de xy 6 de yx. 

DetJn1cl6n 1.4.Dos flechas de O lncldentes al m1smo vértice serán ll! 

lllBdas flechas adyacentes. 

Deflnlc16n 1. 5. Un conjunto lndependlente de vértices de O, es un conJIJ!} 

to de vértices tales que para cualesquiera dos elementos de ese conJu.n 

to no existe flecha que los conecte. 

Def1n1cl6n 1.6.La. vecindad exterior de un vé-rlice x es el número de 

flechas que t lenen COIDO extremo lnlc lal al vért lee x, y será denotado 

por r+Cxl. 

Defln1c16n 1.7.La vecindad lnterlor de un vértice x es el número de -
. flechas que llenen como extremo flnal al vl!rtlce :ic, y será denotado -­
por r-(.). 

Deflnlcl6n l. 8. Un conjunto Ss;V(D) se dice que es absorbente si todo vér­

t lee x que no está en S es e 1 origen de una arista que tiene coao ex -

tremo final a un elemento de S, es decir sl 

dS .. s n r'(.i.., 

_,__ 



Deflnlclón 1. 9. El grado exterior de un vértice Y de una d1gráf1ca D es 

el número de vértices de D que son adyacentes de v. 

y será denotado por gr•(Y). Para la figura gr•(v)=3. 

Deflnlc16n 1.10. El ingrado de un vértice Y es el número de vértices de 

O adyacentes a v y será denotado por gr'"(Y). 

(flg.2) 

Para el ejemplo gr-{y)=3. 

Deflnlc16n !. 11. El grado de un vértice • para una dlgráflca D es def! 

nido como sigue: 

gr( y)agr • ( y)+gr • c y) 

-3-



TIPOS PART!cuuru:S DE DIGRAFICAS 

Def1nlc16n 2. l. Una dlgráflca 01 es una subdlgráf1ca de una dlgráflca 

D si V(D1)s;V(Dl y E(Dt)s;E(D). 

Def1n1c16n 2. 2. Una subdlgráflca Dt de O es una subdlgráflca generad~ 

ra sl Dt llene el mismo orden de O. 

Deflnlc16n 2. 3. 51 D es una dlgráflca no trlvlal 'i Y es un elemento de 

los vértices de D, entonces la dlgráflca D-{v} es aquella cuyo conjunto 

de vértices es V(D)-{v) y cuyas flechas son todas las de D que tienen 

ambos extremos en V(D)-{v}. 

51 a es un elemento de las flechas de D entonces O-{a} es la subdlgráf! 

ca con conjunto de vértices V(D) y con conjunto de flechas 

E(D)-{a). 

DcflnJcJ6n 2. 4. 51 O es una dlgráflco.. tal que para x, y eV(D) xy no es 

flecha de D, entonces la dlgráflca D U {a} donde a=xy, llene a V(D) c2 

mo conjunto de vértices y E(D) U {a} como conjunto de flechas. 

DefJnJcJón 2. 5. 51 U es un subconjunto no vaclo del conjunto de vért!_ 

ces de una dlgráf1ca O, entonces la subdlgráflca de O lnduclda por U es 

aquel la dlgráflcn que tlenc como conjunto de vértices U '/ cuyo conjunto 

de flechas consiste de todas las aristas de D que tienen ambos extremos 

en U • 

Def1nlc16n 2.6.Una dlgráflca O es slraétrlca sl siempre que xy es una 

flecha de O, entonces también yx es una flecha de D. 

DefJnJcJón 2. 7.Una dlgráflca Des completa si para cada pareja de vér­

tices dlstlntos x y y de O, al menos una de las flechas xy 6 ~ esti\.n 

en D. 

Def Jnlclón 2. 8. Una dlgráflca D es llamada regular de grado "r" si 

- '1-



gr•(v)=gr-(v)= r para todo vértice v de O. 

Defln1c16n 2.9.Una digráflca Des bipartita sl el conjunto de vértices 

de O puede ser partido en dos conjuntos ajenos no vaclos Vt(D} y V2(D) 

tales que V(D)=V1(D)tN2(D) y donde para cada arista de D con a:xy, en­

tonces "x" será un elemento de los vértices de Vl(D) y "y" será un el!: 

mento de los vértices de VJ(D), 1,j e{l,2} con t::itJ. 

DefJnJcJ6n 2.10.Una dlgráflca Des transitiva si V (.y€E(D), y yz€E(D) 

X2€E(D) ). 

Defln1c16n 2.11. Una sucesión de aristas de la forma ~·~···• ~ 
(donde v

0
,v1, ..... ,vr-t'vr son vérlii:cs de D ) es llamado un ca.mino d! 

rlgldo. 

La longitud del camino será "r" y v
0 

será llamado el vértice inicial -

del ca.mino y vr el vértice terminal. 

Si estas aristas CWD.plen con que todas son distintas, entonces el cam! 

no es llamado un paseo dirigido y si los vértices v0,v1, ..... ,vr-t'vr 

son todos distintos, entonces el cnrlllno es llamado una trayectoria di­

rigida. 

DefJnJcJón 2. 12. Dos trayectorias en una di gráfica son l lrunadas ajenas 

por aristas si no tienen flechas en común y son llamadas ajenas en vé!: 

tices si no tienen n1ngun vértice en común. 

Deflnlc16n 2.13. Un camino 6 paseo se dlce que es cerrado si v0=vr' y un 

camino cerrado en el que los vertices v
0

,v
1

, ... ,vr son todos distintos 

excepto por v
0
=vr(los cuales coinciden) es llama.do un clclo. 

ll<!fJnJcJ6n 2.14.51 v y •son vértices de la d!gráflca D la longitud de 

una trayectoria más pequefia de v a v es llamada la distancia entre v y 

v y se denotará d( v, wl. 

Si no hay trayectorias de v a w, d(v, v)•m, 

DefJnJcJ6n 2. 15. Una di gráfica D es debl !mente conexa si paro. cada 



(x,y)eV(O)xV(D), existe en Duna trayector1a d1rlglda de x a y 6 una 

tra.yector1a d1rlglda de y a x. 

Deflnlclón 2.16. Una d1gráf1ca es fuertemente conexa sl paro. cada par~ 

ja de vért lees x ':I y s1 existen trayectorias d1rlgldas en D de x a 'I ':I 

una trayectoria dlrlglda de x a y. 

_,,_ 



APLICACIONES 

Deflnlc16n 3. 1. QcV(D) es un cuaslnúcleo si: 
!l V x,yEQ, xy«E(D) y yx«E(D) ( propiedad de Independencia) 
11 l V xfQ 3 yEQ tal que 

111) xyEE(D) 6 

112) 3 zEV(D) - Q, xz, zyEE(D) (propiedad de cua­

elabsorbencla) 

Q 

Def1n1c16n 3. 2. NcV(D) es un núcleo si se cumplen las slgulentes condl 

clones: 

1) V x, yeN xy, yxf.E(O) (se dice entonces que N es lndependlen­
to) 

11) V dll 3 xEll tal que zxEE(D) (se dice que el conjunto es ab­
sorbente) 

A. contlnuac16n se daran ejemplos donde los núcleos y cuaslnúcleos lle­

nen apllcacl6n práctica. 

JUECO DE NIH t 1) 

En esto Juego van ii. participar dos Jugadores H y A. La posición do ca­

da Jugador será representado por un v6rtlco y la dirección hacia donde 

so desplace por 11edlo de una flecha. Para Iniciar el Juego se partirá -

de un vértice :w:: • 
o 

FlJémonos en r•cx
0

>. Suponiendo que este conjunto es dlstlnto del va -

clo, es decir que por lo rnenos llene un elemento, el Jugador H escoJe-

_,_ 



rá un vértice x
1 

de este pr1mer conjunto. A escoJerá un segundo vérl! 

ce x2 de los vecinos de x
1

, H escoJerA un tercer vért lee x
3 

de los ve -

clnos de x
2

, y as1 sucesiva.mente hasta que para alguno de los dos Ju -

gadores el xk que escoja cumpla con la propiedad de que los vecinos de 

xk sea un conjunto vacio y entonces el juego se habrá acabado. 

Gráficamente lo que tendremos será lo slgulente. 

El Jugador que escoja. el últllllO v'1-tlce ganará 

Veamos que pasa en la siguiente dlgrá.flca. 

.. 
(flg.3) 

(flg,4) 

Pe.ra Iniciar esta partida H '/ A escogerln quién coalenza. Dlpioos quo 

tene110s la slgulente sltuacl6n: 

Se Inicia con el vértice 5 

H Inicia el Juego 

sl H escoge 7 

sl A escoge 

-s-

r'CSl•{J, 7, 9} 

r' C7l•<1l 

r'Cl l•<s> 



si H escoge 8 r·caJ=12> ca•o a) 

si A escoge 2 r•caJ=0 

Por Jo tanto A habr la ganado. 

-SI ahora H elige 9 en • se tendrla lo slgulente: 

si H elige 9 r•ceJ=<J> ca•o b) 

A escoge 3 r'(3¡ • ., 

y A gan~. 

-Sl ahora M elige 3 en " se lendrla lo siguiente: 

si H elige 3 r•c3¡ • ., caso e) 

poi' lo tanto H gano.ria. 

-Supongamos que ahora se comienza en el vértice 6 r•(6)={1,5} 111t 

si H elige 

si A elige 8 

H elige 2 

entonces H habria ganado. 

-Sl ahora H elige S de "" se tendrla que: 

si H elige S 

r•c tl=<a> 
r•caJ=l2> 
r•c2J=" 

r•csl=l3, 1. e> 

C&•O d) 

caso e) 

que ser a la 111lsrna sltua.cl6n que en el cHo al, por lo tanto, A IJlln! 

ria. 

Para este Juego hay algún ganador. 

Consideremos la slgulente dlgráflca. 

-'l-



(flg.5) 

-D1gwaos que se lnlcla con el vórtice G r•cs>=<2.s> 
A 1n1c1a el Juego. 

A elige 2 r• C2l=!Ji 

H ellge 3 r•C3)={1) 

A ellge r• e 1 l=!2i Cll•O al} 

H e11ge 2 r•c2>=!Jl 

A el1ge 3 r•cJJ=O> 

'/ podrian seguir Jugando por t1eapo 1ndefln1do s1n que ninguno de los 

dos Jugadores ganara. 

51 nuevamente se parte del vértice 6 pero ahora A elige el vértice 5, 

entonces: 

si A el1ge 5 r•csJ=0,4> 

H elige r•c1J=<2> 

A el!ge 2 r•C2)={3) ca•o a2) 

H ellge 3 r•cJl=< 1l 

A el1ge r•oi=<2> 

y tampoco terminarla el juego. 51 continuáramos haciendo más intentos 

termlnar18.lDOs por darnos cuenta de que nunca se acabarla este Juego. 

En este ca.so se ha visto que no ha.y solución para esta dlgrá!'lca, sin 

-\0-



embargo ésto no sucede siempre (se acaba de ver lo contrario en la -­

(flg.4)). 

De los ejemplos anteriores se concluye que la estrategia que se debe 

de emplear para poder ganar consiste en localizar ciertos vértices de 

un subconjunto muy particular S con ScV(D) tal que satisfaga las st 

gulentes condlclones: 

1) que para todos dos vértices x, y de S xy y yx no sean adstaz de -

la. dlgráJ'lca. 

1 U que para todo vért lee z que se encuentre en el complemento de S, 

exista un vérttc" yES taJ que ry sea una o.rlsta de la dlgráflca. 

De esta manera si el Jugador H elige un vértlce x
1 

de S entonces pue -

den darse dos casos: 

a) r•cx,l=0 

V(0)-5 

es decir que no existe arista de x
1 

a x
1 

cualquier otro vértice del 

complemento de S en ctzyo caso H gana.\ 

5 

V(0)-5 

Esto lmpl lea que existe por lo menos un vért lec x
2 

elemento del com -

plemento de S el cual tiene la propiedad de que existe una flecha ;;;; 



En este caso A tendrlo. que elegir al vértice x
2 

(puedlendo existir más 

de un vértice) y como H tiene que elegir un elemento de los vecinos de 

x
2

• este podria elegir aquel vértice que llene como extremo a un vérti­

ce xJ que se encuentra en S y nuevamente se dan dos casos: 

- sl r·(xJ):it0 se vuelve a repetir este proceso y como la dlgráfl­

ca es flnlta esto nos gnro.ntlzar que sl el Juego termina enton­

ces H será e 1 ganador. 

Podemos observar que una notable diferencia entre las dos digráficas 

vistas anteriormente consiste en que la {flg.5) contiene ciclos y los 

vértices que se tomaron como punto de partida caen en alguno de el los 

ocasionando que el Juego se prolongue lndcflnidrun.cnte, 11lcntras que ln 

dlgráflca de la (flg. 4) no contiene ciclos dlrlgidos y por esa razón -

existe una garantla de que alguno de los Jugadores ganará. Entonces la 

estrategia que se propone consiste en que una vez que el jugador H te!} 

ga la oportunidad de elegir un vértice, considere aquel que sea un el!:; 

mento de ScV(D) nlcmpre y cuando tal conjunto verifique las pr-opleda -

des antes descrl tas. 

Hás adelanlc se vcr-á que cuando uno. dlgr-áflca no posee circuitos slem­

pr-e habrá un ganador-, porque slempr-e exlstir-á un núcleo. 

PROPOSICIONES DE UNA TEORIA ¡: 1') 

Consideremos una teoria, es decir, un conjunto de proposlclones que la 

forman, digamos p
1

, p
2

, •••• , p n . A esta tcorla se le asociará una dlgr! 

flca de la s lguicnte manera: 

Por cada pro pos le l ón p l loJnSremos un vért lee x 
1 

y se d 1 rá que dos vér-­

t lces xl y x
1

•
1 

son adyacentes si la proposlclón p 1 puede deducirse -­

loglcamente de la proposlcl6n pl+t" 

•, 

-1'1.-

X ... 



De esta manera si p 1 puede deducirse logicamente de pl•t y a su vez -­

Pl•l puede deducirse loglcamcnte de p
1

•
2 

, entonces p
1 

podrá deducir­

se logicamente de p
1 

•
2

• equi valcnlemente: 

sl ., X 
1' 1 

X 
1 +2 

entonces 
L:-:~ 
X X X 

1 1+1 l •2 

En otras palabras la dlgráfica resulta ser transitiva y más adelante 

se verá que toda dtgráflca trans1t1va posee un subconjunlo muy especial 

de vértices que verificará dos condiciones, que traducidas al contexto 

presente son: 

1) Toda proposlclón de una leerla puede deducirse de los axiomas. 

2) Ningún axioma puede deducirse de otro axioma. 

Dicho conjunto se l lrunará una base de axiomas. 

Por lo tanto una base de axiomas forina.n un conjunto independiente tal 

que cualquier proposición puede deducirse lógicamente de un axioma. 

Rllf AS DE UNA LINEA AEREA 

La siguiente dlgráfica D representará el mapa de las rutas de una pequ~ 

f\a l 1nea aérea que da servicio a siete ciudades P1,P2 1 PJ, P•, Ps, P6 y ?1. 

Se representa las ciudades por vértices y se dirá que una flecha va de 

PI a PJ si el vuelo lntcla en la ciudad P1 y llene como destlno la el~ 

dad PJ y por lo tanto tiene sentido hablar de la dlgráf"tca asociada a 

esos vuelos. 

Ps 



En esta representación las el udades P1 y Ps tlenen la propiedad de que 

no hay un vuelo directo entre ellas y que para el resto de las eluda -

des tienen un vuelo que se ln1cla en el las y que termina en P7 6 en Ps 

en un solo viaje, o bien emplean a otra ciudad como paso para poder -­

llegar a P7 6 a Ps. 

Se puede garantizar que siempre existirá un subconjunto U que cumpla -

las condiciones que acontlnuaclón se dan: 

1) U es un conjunto lndependlente de ciudades( para cual esquera dos el~ 

des Pt y PJ de U no existe un vuelo de Pt a PJ de PJ a P1). 

ii) Para cualquier ciudad Pr elemento de V(D)-U existe una ciudad P. -

elemento de U para la cual existe un vuelo directo de Pr a P. bien, 

existe otra ciudad Pt que está en V{D)-U que satisface que hay un vue­

lo de p, a Pt y de Pt a Pa V(D)-U . 

RELACIONES DE UNA fAHILIA 

Una fa.milla ests formada por el padre, la madre una hlJa y dos hijos.El 

domlnlo que cada uno de los miembros de la famll la ejerce sobre los -­

otros se describe a conttnuo.clón. 

La madre sobre la hija y el hijo inayor, el padre sobre los dos hijos, 

la hija sobre el padre, el hijo mayor sobre el hijo menor y el hijo -

menor sobre la madre. 

Un modelo del patrón de dominio en esta famllia se obtiene con una dl­

gráflca cuyos vértices son los cinco miembros de la fo.milla. 51 el -­

miembro A domina al miembro 8 se descrlblrá corno: 

A B 

donde a cada miembro de la frunllia se representará de la siguiente ca­

nera: 

M = madre 
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F a padre 

O ~ h!Ja 

OS = h!Jo mayor 

YS = hijo menor 

·y dicha sl tuac16n de deminlo se representará por medio de una dlgráf!. 

ca: 

os 

o~----+-----" F' 

El diagrama muestra que el padre no do111ina a la madre. Sln embargo, d~ 

mina al hijo menor, quien a su vez domina a la madre. 

F' YS H 

Se afirma que en In fa.mil ta siempre habrá por lo menos un lndl vlduo -

al cual todos los miembros de la frunllla podrán dominar dlrectwr.ente 

(es decir que no tienen que recurrir a otro integrante de la familia) 

o de manera indlrecta(es decir que necesitan recurrir a otro miembro 

de la fa.milla). y en caso de existir un conjunto con más de un lndlvl­

duo que cumpla tal condlclón entre ellos no podrán dominarse. 

-1&-



TEOREllAS Y PROPOSICIONES AUXILIARES 

ffi{)P(}SICIOO 4. 1. 51 S Cs un núcleo, entonces S es un conjunto 1ndepen-

• diente máximo y un conjunto absorbente minimo. 

Dem. 

Sea S un núcleo de una dlgráflcu !P(V(D).E(D)). 51 x"5, 

el conjunto SU{11:} no puede ser independiente porque 

rcx)(ISro. SI yeS, el conJunto T=S-{y) no puede ser abso!: 

bente porque y~T y rC y)nT=~. 

'~ 
TEOODIA 4.2.51 D=(V,E) es una dlg1á.fica simétrica, entonces D llene 

un nücleo. Hás aún, un conjunto ScV(D) es un nóclco, al y so­

so si, S es un conjunto lndepcndlcntc máx1rno. 

Dem. 

Obviamente, un conjunto independiente máxlmo S de la dlgrá -

flca D es absorbente, de otra manera, exlstlrla un vértice -

x~ no adyacente a S, lo cual rc:Jul ta ser una contradlcclón. 

Entonces S es un núcleo. 

InvcrsB.l'llentc, si S es un núcleo de una dlgrárlca simétrica D. 

entonces S es un conjunto lndependlentc 11áxlmo(porque, de -­

otra manera, S no seria absorbente). 
"I 

Holaclon. A os la r-l 1 la do lodo• lo• conjunto• ab11orbento11 dci una -

dl9rarlca.. 

A e1 un conjunto absorhenle. 

TEORDiA 4.3.Sl O={V,E) es una dlgráflca transitiva, entonces posee un 

núcleo. 

Dem. 

Sea Duna dlgráflca traru:ltlva. 

Fijémonos en las componentes: fuertemente conexas de D. 51 C 

es una componente tal que no salen flechas de C, se l lruriará 

una componente terminal. 

Como la dlgráflca obtenida de O al contraer cada una de lns 

•~to.<.'!:..~'\ 'olf\ c;.on.)Jn\o ~"~\O.\«'t!.~t c:.rd.cn~ d~c\fT\Cl~ C\_\Jt) Cl.tX 
~, \,lf'\ c\t.,.,...eMc:. fl"olill.\fl"ltl -:a,· 

U.i;,.. , .:.l~ ~ Q.::.)(. 

01.1.._\"'c"'\~. 't:>c.'".l.. 111.~ \,\f'lo c\it.O"ll!f\\c. (f\~l'\\n\~ G' 

, .. 'o.-; •:A. ..., ~~.,,. _, ~-



componentes fuertemente conexas no contiene ciclos, O tiene 

componentes terminales. Digamos que tales componentes son: 

Ct,C2, .... ,Cr. 

- Si A es un conjunto absorbente minlmo, A contiene al menos 

un vértice de cada componente. Si no fuera nsi, A íl C1=0 y 

cada xECI cumple que 

xtA 1 r•(x) íl A=0 

que contradice la suposición de que A es absorbente. 

Sea a
1
eA íl C1 pnra cada 1. Fijémonos en el conjunto 

A'= ª1•ª2•···•ªr 
A' es un conjunto absorbente y también es un conjunto inde-

pendiente."/ 

COOOLARIO 4. 4. Una digrá.fica transitiva tiene un núcleo, y todos sus 

núcleos tienen la mlsma cardinalidad. 

Deflnlclón 4. l. Sea D=(V(D), ECDJ) una dlgráflca. Diremos que S>V(D) es 

un seminúcleo de O, si: 

1) S es Independiente 

2) Para cada flecha f que va de S a x (xeV(O)-S), existe una flecha 

f' que va de x a S. 

De la definición se obtiene que claramente ei es un seminúcleo. 

Gráficamente esto se representa de la siguiente mn.nera. 

s 



SDllNUCLEOS, NUCU:OS Y C:UAS!NUCU:OS 

.En el tema de ap11cac1oncs se def1n16 núcleo y cuaslnúcleo, ahora se d~ 

mostrará que toda dlgráflca posee al menos un cuaslnúclco. 

Por ejemplo para la siguiente dlgráflco. un cuasi núcleo es {5, 7}. 

TEORDIA 5. !Toda di gráfica adm!le un cuaslnúcleo. l 11 
Dem. 

La demostrac16n se hará por 1nduccl6n sobre el número de -­

vértices. 

- Para dlgráflcas de orden 1, 2 3 el resultado es lnmedla­

to. 

- Supongamos que para dlgráflcas con tr1Cnos de n vértices se 

cumple tal af1rll'lac16n. 

- Tomemos una d1grá.f1ca con n vértices, por demostrar que 

tal dlgráflca llene un cuaslnúcleo. 

Sea x
0

EV(D) y sea A={xEV(D} lx<=<x
0 

6 x
0
er•(x)}, entonces tene­

mos dos casos: 

a) 51 A1:V(D), entonces la dlgráflca D t lene al vértice x
0
co­

mo cuaslnúcleo. 
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V(D)- x
0 

b) SI A-V(D), entonces la subd!gráf!ca generada por V(D)-A es 

no vacla y por hipótesis de 1nducc16n posee un cuaslnú -­

cleo S. 

A 

- 51 existe una flecha x
0

y, con yeS, entonces S en un e~ 

slnúcleo. 
~~~~~~~~---¡ 

~o 
A 

O V(D)-A 

s V(D)-A 



- Sl x
0 

no es adyacente a ningún elemento de S, entonces 

SU{x } eG un cuaslnúcleo de D. 
o m¡ 

COOOUJllO 5. 2. (Teorema de Tournols). 

Si l).:{V(D), E(D)) es completa, existe un pW1to x
0 

tal que 

para todo vértice x existe un camino de longl tud llenar 6 

igual que dos de x a x
0

• 

Dem. 

Por el teorema anterior sea S el cuaslnúcleo de la dlgrá­

fica. Como S es independiente y O es completa entonces 

ISl=l y el vértice que nos sirve es precisamente el que -

esta en S 
'111J 

LDtA 5. 3. Sea S un semi núcleo de D, B:s{ vEV(D) Jno existe flecha de v a 

S } y St un scminúcleo de D[B]. Entonces S U St es un semlnú -­
cleo de D. [ S] 

Dem. 

Sea f una flecha de u a v. Consideremos los siguientes casos 

l}uES , vES 

1l) uESt , YESt 

111 )uESl , VES 

iv)ueS , VESt 

1) y ll) no pueden CWllpllrse por ser S y St Independientes 

111) es Imposible ya que St'1l. SI lv) se cumpliera exlstlrla 

otra flecha de St a S, por ser S seminúcleo, lo cual contradice 

111). Luego SUSt es Independiente, pongamos 

Sean A=V-(SUB) y f una flecha de SUSt a x. 

-si xeA obvie.mente existe una flecha de x a S y por conslgule!! 

te a SUSt. 

-s1 xa, f necesarlaJDente sale de 51 y llega a. B-Si y por ser 

Sl serdn!lcleo de O B , existe ft de x a Si y por consiguiente 

a SUSt. "I 

Ya se ha deflnldo el concepto de nUcleo, o.hora se verán algunas condl­

clones para que una dlgráflca tenga un núcleo. 
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Fijémonos en las slgulentes dlgráflcas 

1 

D 
2 J 

(flg.1) (flg.Z) (flg. 3) (flg.4) 

{ l}es núcleo { l}cs núcleo no tiene núcleo { l}es el núcleo 

Como podemos observar en las di gráficas anteriores algunas de el las -

podrán tener un núcleo, verlos núcleos 6 ningún núcleo. 

Deflnlc16n 5.1.Se dice que 0-(V(D),E(D)) es una R-dlgráflca, si toda 

subdlgráf1ca inducida de D posee un sem1núcleo no vaclo. 

Por ejemplo la siguiente dlgráflca es R-dlgráflca. 

:~· 
:~· 

TEOODlA S. 4. Toda R-dlgráf1ca posee al menos un núcleo. 

Dem. 

Sea D una R-d1grtü1ca y S un scminúcleo máximo de D. Conside­

remos el siguiente conjunto. 

>.=< V(!ll-<sur-csll l 
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s 

A 

- si A=0 .. V(D)•sur-Csl esto Implica que S es un núcleo. 

- sl A*0 por hlp6tesls O{A) tiene un se1dnúcleo StJta, entog 

ces 5 U 51 por el LOCA 1 es un semlnúcleo de D que contie­

ne propiamente a S, lo cual es una contradlcc16n, por lo -

tanto A=0 . "l. 

TEmatA 5. 5. SI D es finita y no posee e lelos lmpares, entonces D con­

tiene un semlnúcleo. (~} 

Dem. 

A conllnuac16n se definirá en V(D) 185 relaciones .1. y >­

de la slgulente manera: 

a) v
1 

>- v ~ existe en D un camino dlrlgldo de .., a v
1 

b) .. V )- V 
1 

Donde >- es una relacl6n blnnrla transitiva y reflcidva (un 

preorden) y 1 es una relación de equlvalencla. 

Sea a
0

eV(D) un elemento ralnlmo con respecto a >- '/ (es decir, 

tal que • >-a.o implique • J. ao ) y 

¡.¡.{.EV(D) 1 • i o
0 

} 

Sl se toma S={.eMI existe un camino de longitud par de •
0 

a• l 

l={aEMI existe un CMlno de long! tud Impar de "o 

- 'l.'l.-



a • ) 

se tiene: 

11) s n J=0 • en caso contrario ex1st1r1a .es n 1. para 

el cual habrla un camino de •a a • de longitud par y 

otro de long! tud impar y además otro de • a •
0 

por -­

ser •
0 

l. •· Por tanto exlstlrla en D un camino cerra­

do de longitud impar y, por lo tanto, un ciclo lmpar, 

lo que contradice la hipótesis. 

Entonces todas las flechas de D que salen de elementos de 

S llegan a 1 y de cada vértice de I sale alguna flecha -­

hacia S. Por lo tanto S es un semlnúcleo."f 

COROURIO 5. 6. (Teorema de Rlchardson). SI O es fin! ta y no posee el -

e los de longl tud impar, entonces O es R-dlgráflca y, por -­

congulente, posee un núcleo. 

TEORD1A 5. 7. Las dlgráflcas bipartitas son R-dlgráflcas. lS1 

De111. 

Puesto que toda subdlgráflca de una dlgrá.flca bipartita es -

blpartl ta, bastará con probar que cada dlgráflca bipartita -

contiene al menos un semlnúcleo no vaclo. 

51 existe algún vértice v del cual no salen flechas, {v} es 

un seminúcleo. Sl no se tiene el caso anterior, sea (V1,V2) 

una partición de V(D) en conjuntos independientes ajenos. 

Vt y V2 resultan ser núcleos de o.,. 

Fijémonos en los siguientes ejemplos: 

a Esta dlgráflca tiene un ciclo de longitud 

6 lmpar, por lo tanto, no tiene núcleos . 

7 



Esta d1gráflca. cont lene dos nüc::leos. 



DEBILIDAD DE CUASINUCLEOS 

Deflnlc16n 6.1.t..a debilidad de Wl cuaslnúcleo a en D{V,E) se deflnc C2_ 

mo la cardinal ldad del conjunto de elementos x de V(D)-Q para los cua­

les no existe yeQ tal que xy sea una flecha de la dlgráflca. 

f
0
(QJ=l{xeV(D)-Qlna existe yeQ tal que xy sea una flecha de O}\. 

Por ejemplo en la siguiente dlgráflca 

Para el cuaslnúclea Q={e,r), f
0

(Q)=l 

Observaclon.r
0

(Q)=O e:> Q.,. un nucleo. 

o-. .. ) 

•l r 
0 

lQ)=O ""' no existe xEX-0 p.ara el cual no exhla y 

t.al que xyEE(O) :. O 09 un nucleo • .. ) 

•l Q e• un nucll!lo entonce• todo• los xEX-0 eslan co-

neclados con un yEQ,n decir r
0

<ol=O 

De( lnlclón 6. 2. Una trlpleta ( x, y, z) con x, y, zeV(O) es no translt 1 va 

sl xyEE(O). yzeE(D) pero xz no es una flecha de O. 

Deflnlclón 6.3.Un triángulo lntranslllvo es una trlpleta de vértices 

x, y, z, tales que xyEE(O). yzEE(D). zxeE(O) pero yx~E(D). zyltE(D),­

xz•ECDL tal triángulo contiene tres trlpletas no trans1tlvas: 

(x,y,z). (y,z,xL y {:r:,x,y). 
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Deflnlc16n 6.4.El grado Interior para xeV(D) (d-(x)l es la cardinal! 

dad del siguiente conjunto. 

d-(x)=i(ylyxEE(O)) 1 

TEOOOh\ 6.1.51 Q es un cuasinúcleo de debilidad minlrr.a para O y sl p 

es el número de tr1pletas no translt1VB.!J contenidas en D -

entonces f
0

(Q) s [-~-] , [ó] 

Dem. 

La dcmostrnc16n se hará por lnducclón sobre el número de -­

vllrt lees de D. 

- Para cuando IV(D) l=l el resultado es inmediato. 

- Supongamos que el resultado SI! cumple pare. toda dlgráflca 

que tienen menos de n vértices. 

- Sea D=(V(D),E(D)) una dlgráflco. con n vértices y con 

p trlpletas no transitivas. 

A contlnuaclón tendremos dos casos. 

a) Supongamos que existiera un xeV{D) tal que no hay una 

trlpleta no transitiva de la cual x es el vértice tárml­

nal. es decir que x es el último en ser recorrido. 

Consideremos (V(D)-{x}) y Ja subd!gráflca generada por -

tales vértices, digamos que tal dlgráflca es D1e. Sea Q1 

un cuaslnúcleo de Dx el cual lo podemos tomar de debill­

dad minlma. 

Por hlp6tes1s de inducción, para Dx se cumple 

donde pl es en número de trtplctas no tran­

sltl vas en V(D)-{x) 

Ahora tendremos tres subcasos. 



11) D1gam.os que 3yE(Jt tal que xyeE{D), entonces Q1 re -

sultar a ser un cuas1núcleo de O ':I por lo tanto 

Q1 

V(D)-{x} 

12) Supongamos que no existe y EQ1 tal que xy EE(D) 

yxEE(O). en este caso tomemos Q1U{x} como cuas1nú -

cleo de D y por lo tanto 

X 

" 

C8 
V(D)-{x) 

Q1 

13) SI e.hora. no se tiene nl 11) ni 12), flJé"°nos en el 

s lgulente conjunto. 

Como el vértice ic cumple la cond1c16n de que no hay 

una tr1pleta no transitiva. de la cual x sea vértice 



terminal, se tiene que 

VyeH, zyeE(D) "' ueE(D) y to..wido (Q1-HJU(x} este 

conjunto resulta ser un cuasi núcleo de O y 

l'0 ((Q1-H)U(x}] "l'0~Qt)" [ ~'] "[+] 

H 

ª' 

Q-H 

b) Supongamos ahora que VxeY(D), x c5 el vért Ice térmlnal -

de una trlpleta no transitiva . 

Consideremos un cuaslnúcleo Q de la dlgrái'lca y tomeJDOs 

D-=( yeY(D)-Q f 3zeQ, yzEE(D)} 

F'IJemonos en A=Y(D)-(QUO-) y sea Qt un cuaslnúcleo de de 

bllldad mlnlma pe.ra DA(Y(DJ.E(D)J. 

Consideremos ahora los siguientes conjuntos. 

E=(yeQf3zeQt, yzeE(D)} 

F=(yeD-l3ze(Q-E)UQ1, yzeE(D} 

H=(yeD-fno existe zE(Q-E)UQt, yzeE(D) 6 zyEE(D)} 

Q"cuaslnúcleo de GH(Y(D) ,E(D)) 

o•.(yeH-Q" f3zeQ", yzeE{D}) 
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A"=ll-(Q"UD") 

D1=D- - ( F1Jll) 

E 

Fijémonos en el siguiente conjunto de vértices. 



Q .. =(Q-EHX:hUQ" este conjunto resulta ser un cuaslnúcleo 

de D. 

Para fo(Q") tenemos que 

fD(Q•) "r.(Q1l+IA"l+ID1I puesto que A" y DI contribuyen a 

la debilidad del cuaslnúcleo, y donde r,.CQ1l e5 la debi­

lidad de Qt en la subdlgráflca de D generada por A. 

Por h1p6tes1s de lnducclón, para D"(x,y) 

con pt= número de tr1pletas no transitivas en DA 

t= número de trlplctas no transitivas que tienen ul -

menos un vértice fuera de A 

El teorema ya habrá. s ldo probado s 1 comprobamos que 

t~( IA" I+ IDt 1), puesto que sl esto se cumple entonces 

+.:<IA"l+ID1ll 

fD(Q•¡ :5 [+] - [+] + [+] 

Para el lo veremos que para xeA"UDt, x está en al menos 

tres trlplctas no translllvru;, 

Sea xEA"UDt4 

1) sl xeA", 3 y
1
eD" y z

1
cQ" tal que xy

1
eE(O), y

1
z

1
EE(D) 

y xz
1
fE(D), ademas 3 y

2
eE y z

2
eQt tal que xy

2
eE(D) 

x,•
2
"E(D) y xz

2
i!E(D). 

:. x es el vértice terminal de una trlplela no tran­

sitiva (y3' ,
3

,x) (esto es por hipótesis) y podemos 

tornar 

Cx,y
1

,:z.
1
), (x,y

2
,z

2
) y (y

3
,z

3
,x) 

11) si yeDi,3 •,•E y ._ea, tal que .. , .. ECDJ,y, .. EE(Dl y 

yz
4
«E(D). También 3 y

5
e(Q-E)l.Xl1 tal que y

5
yeE(D) y 
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y
5

y
4

1!E(D), y es el vértice terminal de una tripleta 

no transitiva (y
6
,z

6
,y) y podemos tomar 

{y,y
4
,z

4
),{y

5
,y,y,) Y (y

6
,z

6
,y) son las tras trl­

pletas asociadas a x. Tales trlpletn.s son distintas 

por la manera en que se el igleron. 

Ahora V p existe una dlgráflca D tal que si Q es un cua.slnú­

cleo de debl l ldad min1ma de, se tiene: 

Donde la d1gráf1ca. entá compuesta de [+) trlilngulos In­

transitivos aislados y de p - 3[+] trlplctas no transltl-

tlvas aisladas."'? 

Obaorvaclon.SI W\tl dl9r~rtca cont.lene 0,1 o 2 lrlploln no 

tranallJvaa,enlonco• eata tiene un nuclflo, 

TEalD!A 6.2.Sl Q y Qt son cuaslnúcleos de D=(V(D),E(D)) y Q!:Qt, ento!! 

ces f
0

(Qt) < f
0

(Q). th) 

Dem. 

SI Q = Qt tenews que f 
0

(Qt) = f 0(Q), SI no, tomemos zeQ1 - Q 

entonces se t1ene que no existe yEQ. tal que zyEE{D). Como Q1 

es lndepcndlente se se tiene que 

zE x(Q 1 3 ~,.xyEE{D) e xftlt 1 3 )'EQt, xyeE(D) 

TE<:llD4A 6.3.Sl Q es un cuaslnúcleo de debilidad 11lnlM, entonces Q es 

un conjunto Independiente máximo. U,] 

~ 
Supongamos que Q no es un conjunto Independiente rná.xlmo, en-

-a1-



tonces existe un subconjunto independiente S tal que QS:S. Por 

hipótesis Q es cuasiabsorbente por lo tanto S ta.Jr1bllm lo se­

rá y como S es también independiente. entonces S es un cuas! 

núcleo y por el teorema anterior se tiene que 

f 
0

(S)<f 
0

(Q) lo cual es una contra.dicción. 

:. Q es un conjunto independiente rnáxiJZIO. "t 

TEOREMA 6.4.En una d1gráflca completa, un vértice de grado interior -

máximo es un cuaslnúcleo de debl lldrul •lnlma. e ¡,j 
Dem. 

Tomemos el vértice x para el cual d-(x)=max {d-(y). yEV(Dll 

Se demostrará que {x) es cuastabsorbente. 

Supongamos que no lo es, entonces 3 yEV(D) tal que yxf.E(D) 

y no existe zEV(D} para el cual yzeE(D) y zxeE(D) 

V zeV(D), zxeE(D) ,. yztE(D) ,. zyeE(D) 

por otra parte ydE(D) " xyeE(D) 

:. d-(y)>d-(x) que es una contradicción :. x es un cuastnú­

cleo. Falta ver que {x} es de deb!lldad mlnlma, para ello to­

memos y cuasinUclco, entonces 

Deflnlc16n 6. 5. Se dice que una dlgráflca es progrcsl va.mente f1n1la sl 

ningún vértice es el origen de un ca.mino infinito. 

Definición 6. 6.Cue.ndo todo vértice de una dlgrá.flca tiene un núaero f! 

nito de sucesores, se dice que la dlgráflca es localmente flnl ta a la 

derecha. 

Defln1c16n 6. 7.Cuando todo vórtice tiene un número finito de predeces~ 

res, se dice que la dlgráflca es localmente flnl ta a la lzqulerda. 

-?l.-



Deflnlcl6n.6.8.La func16n caracterlstlca ~(x) de un conJunto Ses d!:_ 

f1n1da como: 

¡1,( x)= ¡: si 

si xeS 

ffiOPOSICllJIN 6. 5. Una condición necesaria y suficiente para que un sub­

conjunto ScV(D) sea un núcleo de la dlgráfica es que su 

función caracterlstica verifique la slgulentc concl1ci6n. 

Dem. 

¡l)a(x)=I - aax ¡\.(y) 

yer'!xl 

Sl r•( x)=IZI se define 

Sea S un núcleo. Como S es lndependlente, entonces !le tl= 

ne 

¡\.(x)=I ,. xeS ,. aax ;.(y)=O 

Y'Er·cxlsO 

Por ser S absorbente, se t lene 

¡l.(x)=O .. •t!S .. lllW< ;.Crl=I 

>Er'Cxl 

Por lo tanto su función caract.erlstica verifica la con -

condición antes mencionada. 

Sea ¡l.(x) la función caracterlstlca de el conjunto S que 

satisface la condlci6n, entonces: 



xES " ~{x)=l " rnax t•(y)=O ., r•(x) f1 S=e 

yer•c x) 

dS " to(x)=O " 11.aX \f>S(y)=l " r•(xl f1 S"0 . 

yer•cxJ 

Por lo tanto S es un núcleo. m¡ 

TEOOO<A 6.6. Toda dlgráflca sln ciclos posee un núcleo, y su núcleo es 

único. 

Dem. 

Consideremos los siguientes conjuntos 

X(O)={xlxeV(D). r•(x)=0 ) 

X(l)~{xlxl!X(O). r·c.lc:X(OH 

X(2)=(xlxtlX(O)lJX( 1), r•(xlcX(O)UX( !)) 

){(3)=! x lxl!X(O )UX( 1)UX(2), r• [ x)cX(O)IJl((l )UX(2)} 

X( N)=!x l xtlX(O)UX(I )U •• UX( n-1 l. r• ( x)cX(O)UX( 1 )U •• UX(n-IJ) 

Crá.tlcamente tenemos lo siguiente: 

X(O) 

X(!) 

X(2) 

X(J) 

X(N) 



Estos conjuntos cumplen con la propiedad de ser ajenos dos a 

dos y que xEX(k) • la longitud de la mayor trayectoria de~ 

de x tendrá longitud k 1 pero como hipótesis D no tiene ci -

clos entonces X(k) para K•l, 2, ..... , n forman una partición 

de V(D). Entonces el núcleo será 

S-X(O} U X(2) U X(4) U .... U X(l} 

con 1EZ2 

Una funcl6n caracteristlca. .. de un núcleo S puede ser defl­

nlda. sucesivamente sobre cada uno de los conjuntos X(O),X(l) 

XC2l. •.. , X(n} de acuerdo a la proposición 2 

Oesnostrarernos que hay una única función 

;. : U XCI} --- 0,1 

tal que ;.ex> • 1 - 1118.X ;.Cy) 

,..,r'cx> 

Esta función es la función caracler1stlca. de 

S s; U X(1}, por la proposición 2 S será el núcleo de O. 

Para definir ;., basta definir 

;. jxUI dado que XCI} es una faml lla ajena de sub -

conjuntos. 

Definimos '°'lxUI V !EN, por lnduccl6n. 

- Para l=O 

;.jxtoJ 'T xEX(O} 

;.jx101 es 

'9(x}• 1 - max {;,.(y)} 

yEf'(x} 
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,,(x)= 1 V xEX(O) 

que es equivalente a X(0)'5. 

- Supon¡¡amos que he11<>s definido 

'"1x101 ' X(O) --- (O,!) 

'°lx<•I X(k) --- (O,!) 

Sea xEX(k+I) 

9•<•> • 1 - """ ('"(y)} . 

,..,r·c.¡ 
De esta manera queda deflnlda 

'° ' X(O) U X(!) U ... X(k) --- (O,!) 

C~mo X(O) s:; S y como la unicidad de la definición de ;. en 

X(O) U X(!) U .•• U X(k) deteralna de aanera única la de -

f!nlcl6n de '°l•<••ll se puede concluir la unicidad de -

;.. 

:. S es el núleo de la dlgráflca. 

Por ejemplo, X(O) s:; S 

XCI) s:; se 

X(2) íl S • (xEX(2) ¡r•(x) s:; X(!)} 

X(2) íl Se• (xEX(2) ¡r•Cxl íl X(O) .., ) "7/ 

COOCll.ARID 6. 7. Toda dlgráflca progreslvaaente finita y sin ciclos po 

see un núcleo y solo uno. 

a.lDLARID 6. B. Toda dlgráflca local11ente finita a la derecha y sin -­

ele los tiene un núcleo. 



Notaclon• N(D)=(núcleos de IJ.o(V(Dl, E(D) )} 

O(D)=(cuaslnúcleos de D=(V(D).E(D))} 

P(D)=( (U1,U2) de partlclónes del conjunto de aristas de D 

tales que, (V,Utl y (V,U2) son dlgráflcas sl.n ciclos} 

Oburvac1on.P{D) $0 

"olacion.V n:={Ut,U2)Ep(D) •l D1=lV,U1l y 02•(V,U2) en -

toncoa, AID,ttl:cUKlD2 J. l 

A.EHlOl) 

LD1A 6.9.Para todo rreP(D), se tiene que A(D,rrl ~ O(D). t '11 
Dem. 

A(D, rrl=UN(D2 A 

AEH(D1) 

Dem. 

Sea HEA(D, tr) es decir HeUN(D2 A ) y sea A tal que AeN(Dtl. 

Por demostrar que H es un cuaslnúclco 

1) H es lndcpendlentc, pués de otra forma exlstlrlan dos vér­

tices x, ydi tales que xyeE{D), pero como H es el núcleo -

de D2[A] esto 1mpl1ca que dos elementos de A son adyacen -

tes. lo cual contrndlcé la hipótesis , 

11) Sea .eV(D)-H, entonces 

h) sl xeV(D} es tal que xEA .. 3 yeH tal que xyeE(D) 

puesto que H=N(D2[ A] l 

lb) si xeV{D)-H es tal que xE:X-A, entonces existe yEA 

con xyeE(D} puesto que A=N(D1(V,U1]J. adem;\s se tie­

ne zeH tal que yzeECDl porque H = N(D2[A]], es decir 

para cuando xfA se podrán encontrar dos vértices a -­

través de los cuales a partir de x l lcgamos a H. 

:. H es cuas 1 absorbente 

:. A(D,rr]s;O(D).'ll 

-TI-



TEMD\A 6.10.Sea. Duna digráfica progresivamente finita. Entonces D 

tiene un cuasinúcleo. c:il 
Dem. 

Es suficiente con demostrar que A(D,x)~. para toda tmrti­

clón neP(D) . 

Observaclon.Toda •UW\9ro.rlc• do unA dlQraflca pr09roslva-

Anteriormente se vlo que toda digráf1cn. progrcs\vamcnte -

finita y sin ciclos posee un núcleo y solo uno. 

Enlences aplicando dos veces este teoema, implica la exis­

tencia de un núcleo A para Dt, y de un núcleo Q para 

02[AJ.? 

TEOODtA 6.11.Sca Duna d1gráf1ca localmente finita a la derecha..En -

tonces D tiene un cuasinúeleo. L ~ 1 
Dem. 

Sea D=(V,El la d1gráf1ca localmente f1n1la a ln derecha. 

Por demostrar que A(D, n:)it0'. 

Para ello tomemos n=(U1,Uz}eP(D) y fijémonos en D1(V,U1), 

por el COOOL~IO 4 , D1 posee un núcleo lh y para Dz[Hl] -­

tamblén tiene un núcleo It, ésto lo pudi!DOB hacer porque 

D1(V,U1) y Da!Htl también resultan ser local11>ente finitas a 

n. la. derecha 



R - DICRAFICAS 

Deflnlclón 7.1.Sea D=(V.El. A.V(D) es aclclico si D[A) es una dlgráJ'i­

ca sln ciclos. 

Deflnlc16n 7.2. Un subconjunto As;;v(D) se dice que es absorbente sl to­
do vért lee que esta en el complemento de A se une por medio de una fl!; 
cha a A. 

Def lnlclón 7. 3. Un subconjunto A.V(D) es acicllco absorbente si D[ Al es 

una dlgráflca sin ciclos y si además todo vértice que esté en el 

complemento de A se une por medio de una flecha a A. 

Hotaclon.B(D)={Ql3 A, A aclcllco absorbente tal que Q es núcleo de 

D[A)) 

C(D):{Ql3 A, A ac!cllco máximo tal que Q es un núcleo de 

D[A)) 

A(D)= U A(D, n) 
n:EPIDJ 

Ob•erva.clon.C(D)~(O) 

TE~ 7.1.Sea D una dlgráfica. Entonces las Inclusiones siguientes 

se dan. ( 'IJ 

C(D)s;B(D)<=A(D) !;;1'(0) 

Dem. 

Bastará con probar la segunda lnclus16n. 

Sea HeB(Dl. entonces por definición de B(Dl. para este H -

existirá un conjunto I acicllco absorbente tal que D(l) ti!! 

ne como nócleo a H. 

Sea (U',U")EP(D[V(Dl - !))) 

Consideremos los siguientes conjuntos 



H ...--1 

V(D) - I 

U1=U' U l ""EE 1 xEV(D)-1 , vElj 

Uz=U" U l xyEE xEI J 

(Ul,U2)EP(D). 

Por demostrar que 1 os un núcleo de Dt=(V(D), U1). 

1) I es independiente en D1. 

11) I es absorbente en Dt. 

Por hlp6tcsls 1 es aclcl leo absorbente en D, por otra 

pru·tc, por construccl6n Dt(V, U1) contiene a todas las 

flechas que van de V(D)-1 a 1 por lo tanto I es absor­

bente en Di :. QeA(D, K)<=A(D) con {Ul, U2) 

B(DlS:A(Dln¡ 

Las inclusiones del teoreM anterior pueden ser estrictas, por ejemplo 

anal leemos la siguiente dlgráflca. 

T 

{t}EB(D)-C(D), pues existe A aclcllco absorbente tal que 

teN(D(A] l pero ltC(D). Supongrunos que {l)eC(Dl entonces existo At --
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aclcllco máximo para el cual 1EN(OfA]), con At como se muestra a 

contlnuaclón. 

Pero se observa que t no es el núcleo de O(Atl C(D)s;B(D). 

TEOOEJIA 7.2 Las dlgrárlcas finitas aclcllcns son R - dlgrárlcas . ( 11 
Dem. 

Sea O dlgrat"tca finl ta acle! lea y consideremos HcO, una subd! 

gráfica por demostrar que H ttene un núcleo. 

H resulta ser una dlgráflca finita y D[lf) no llene ciclos ~ 

ro sabemos que D[H} tlene un núcleo I" y coJDO Hes arbl -

trarla el resultado se slgue de manera lnmedlata.t'f 

En un teorema 14 se demos~raron las slguientes Inclusiones 

C(D)s;B(D)S:A(D)~(D) 

SI ahora nosotros sustituimos la palabra "actcltco .. por "núcleo per -

fecta" y denotamos como sigue a los siguientes conjuntos 

.Ob.1ervaclon.lr'"(Ut,U2) es una partlclon de las •rhla.a de I• dlc¡rartca 

A"(D,xl=U A(D,lf) donde si n=(U.,U2), Dt•(Y,Ut) y Dz=(Y,U2) son di -
1lEPIOJ 

gráficas nllcleo perfectas. 

<!(D)•(E:l conjunto de los cunslnúcleos de D } 

C"(D)=(Ql3 A tal que A es nllcleo perfecta máxll•a y Q es un núcleo 

que D[A)) 

B"(D)a(Ql3 A tal que A es núcleo perfecta absorbente y O es un núcleo 

de DIAi) 



Entonces tenemos el siguiente resultado. 

ESTA 
SALIR 

lEOOED4A 7.3 Las slgulcntes relaciones se cumplen. r_:n 

A" <=B" S:C" '11 

~ 
Ob.c1rvaclon. Toda nucleo p.9ríecla -.axl-1 es absorbente. 

Por demostrar que e·~ 

Sea QEC", por de100stre.r que 0'11(0) 

TESIS 
Of. LA 

Sl QEC" " 3 A núcleo perfecta máxl- tal que QEH(D A , 

entonces Q es un conjunto lndependlente de puntos en D pues­

to que A es núcleo perfecta absorbente. 

Ahora falta ver que V xE(V(D)-Q) entra con una flecha a Q 6 

a lo más con dos flechas. 

Veamos el siguiente diagrama 

Sea xEV(D)-Q. 

Sl xEA entonces 3 yféQ tal que xyEE(D), pues Q es núcleo de 

D[A]. 

Sl x«.A entonces 3 x, tal que xx
1 
EE(D), debido a que A es -

absorbente. 

51 x
1

eQ ya acabamos y sl x
1

EA-Q enlonc-es existe v
1
él tal -

que x
1
y

1
EE(D) 

:. xx
1 

, x
1
y

1
e.E(O). 

Y también se verlflca esta contenc16n A"'-8" 
"'l 

LEMA 7.4.Son equivalentes: 

a) Para que una dlgráflco. sea nUcleo perfecta es necesario y -

suficiente que toda subdlgráflca fuertemente conexa de D -­

sea núcleo perfecl_a. 

b) Una dlgráflca minlaa sln núcleo es fuerteaente conexa. 

Dem. 
¡¡;; b) 

Sea O una dlgráflca lllnlm sln núcleo y supon.gamos que no es -

fuertemente conexa. Esto implica que existen componentes fuerl~ 

mente conexas que por hlp6tesls llenen un núcleo. Tomeaos la •! 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 



n1ma de estas componentes la cual por h1pótcs1s Ucne un núcleo 

pero esto es una contradiclón. 

:. Una dlgráflca mlnlma sln núcleo es fuertemente conexa. 

Com.o en una dlgráfica núcleo pel"fecta toda subdlgráflca induci­

da tiene núcleo en particular lo.s subdlgdtflcas fuertemente co­

nexas tendran un núcleo, por lo tanto bastará ver la slgulente 

lmpl!ce.cl6n. 

b) .. a) .. 

SupongaJ:DOs que D no es núcleo perfecta, esto lmpl lea que ex is -

te una subdlgráflca que no tiene núcleo. TolllCmos la subdigráflca 

mlnlma que cumpla tal cond1cl6n. Por h1p6tcsls esta subdlgráflca 

es fuertemente conexa. Ademas se cWZlple que toda subdigráflca 

fuertemente conexa en D llene un núcleo, en }:)articular una ml. -

nlma. Esto resulta ser una contradlcclón . 

.-. D es núcleo perfecta.~ 

TEOODtA 7. 4 al Para que una di gráfica sea núcleo perfecta es necesario 

y suficiente que toda subdlgráflca fuerteraente conexa de D 

tenga un núcleo. 

b) Una dlgráflca m.lnlmal sln núcleo es fuertemente conexa. 

Dem. 

Los incisos a) y b} por el lema 3 son equivalentes, por lo -

tanto bastará con demostrar b). 

La demostración se hará por contradlccl6n. 

Sea D una dlgrá.flca no fuertemente conexa m1nima sin núcleo 

y tomemos una componente fuertemente conexa B terminal, es 

decir: 

r;cei n cvcoJ-BJa0 

Sl toda subdlgré.flca de D distinta de D tiene un núcleo, la 

subdlgráflca. D(BJ tiene un núcleo N y la subdlgráflca Indu­

cida por (V(D)-9)-r; (N) tiene un núcleo H", entonces NUN" 

es un núcleo de D, contra.diciendo la hlp6tesls de que D no 

-'H-



tiene núcleo.f77/ 

TEOOEMA 7. 5. Sea D una di gráfica 0-(V(D), E(D)). EscoJll.lllOs de V(D) un -

subconjunto má.ximo A con la propiedad siguiente: DA es núcleo 

perfecta. Entonces, todo núcleo de DA es un cuasinúcleo de D. 

Dem. 

Sea A subconjunto uáxlmo con la propiedad. anterior. 

- Sl Ac::V(D) entonces todo núcleo de D{A} es cuaslnúc:leo de 

D. 

- Supongwnos que A-V(D) y sea xEV(D)-A. Para este vértice -

existe yEA tal que xyEE(D). Si no fuera e.si por el teorema 

17 se tendrla que D[AU{x} l seria una dlgráfica núcleo per­

fecta, lo que contradice la maxlmal1dad de A. Por 

lo tanto todo núcleo de DA es un cunslnúcleo de O.~ 

Def 1nlc16n 7. 4. Una clase e de dlgráfica.s núcleo perfectas verifican la 

condlci6n de la cadena sl una dlgráflca. está en C sl y solo sl sus -­

subdlgráflcas fuertel\Cnte conexas estan en la clase C. 

TEOODIA 7.6.Sea D=(V(D),E(D)) una dlgráflca y sea Cuna clase de di -

gráficas núcleo perfectas que verlflca.n la condlclón de la e~ 

de na. 

Escojamos un subconjunto Ac:V(O), má.xlmo con la propiedad de 

de que D[A] ea una dlgráfica de la clase C. Entonces todo nú­

cleo de DA es un cuaslnúcleo de D. 

Este resultado es cvidente11ente una generallzaclón del teorema 18. 

allllll.MIO 7. 7. (H. Heynlel). Todo núcleo de una subdlgráflca aé.xl1111 sin 

ciclos (respectivamente sin ciclos de longitud lapar) de -

de una dlgrflflca O es un cuaslnúcleo de O. 

cotl.JETU!A (Hansen). Toda dlgráflca fuertemente conaxa con n vértl -

ces posee un cuaslnúcleo de debllldad al 11enoe 



[n;l) . 

51 en el teorema • se crun.bta la condlc16n de que DA sea núcleo-per­

fecta por la de que O[A] sea máxima con núcleo, entonces no se cW1:1pll­

rá que todo núcleo de D( A] será un cuaslnúcleo de D. Para ver ésto .. 

fijémonos en la siguiente dlgráflca que se muestra como contraejemplo. 

;\ ..... ----'>--~e 

ll 

Consideremos A•{x,0:,/3,7,0}, que es un subconjunto máximo con la pro­

piedad de tener núcleo ({x} es un núcleo) entonces veremos que {le} no 

es un cuaslnúcleo para toda la dlgrá.flca. De la figura observamos que 

para ;\, ;\xtE(D) y c;\tE(D). 

:. {x} no es un cuaslnúcleo para D. 



e 

V(G) 

E(G) 

IVCGl I 

IE(C) 1 

D 

V(D) 

E(D) 

IV(Dl 1 

IECDl 1 

gr(.) 

D[V(D)-(•l) 

NOTACIOH 

Gráfica 

ConjWlto de vértices de G 

Conjunto de aristas de G 

Cardinalidad del conjunto V(C) 

cardinalidad del conjunto E(G) 

DI gráfica 

Conjunto de vért lees de O 

Conjunto de aristas de D 

Cardinalidad del conjunto V(D) 

Cardinalidad del conjunto E(D) 

Veclnos exteriores del vértice x 

Vecinos lnterlores del vértice x 

Grado exterior del vértice • 

Crado interior del vértice x 

Grado del vértice x 

Subdlgráflca cuyo conjunto de vértl-
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x ver-ltco 

D(V(D)-(o)) 

a ar-lata 

D(A) 6 o, 

Q 

z 

N(O) 

O(D) 

ces es V(D)-(x) 'I cuyas flechas son 

todas las de D que llenen ambos ex -

treraos en V(D)-(x) 

Es la dlgráflca. con conJunto de vér­

t Ices V(D) 'I con conjunto de flechas 

E(D)-(o) 

Dlgr6.flca generada por el conjunto A, 

con A conjunto de vértices o aristas. 

Cuasi núcleo 

Debl 1 lda.d del cuas!núcleo Q 

Grado Interior 

Conjunto de enteros 

Conjunto de enteros posi tl vos pares 

Coaplemento del conjunto S 

Función caracterlstlca del conjunto S 

Función caracterlstlca definida para 

el conJunto 5 restringida al conJunto 

X(! J. con 1 ez• 

ConJunto de núcleos de D 

ConJunto de cuaslnúcleos de D 



P(Dl Conjunto de particiones (Ui,U2) de -

las aristas de la dlgráflca D tales -

que D1•D((V,D1)) y D2"D((V,Uz)) son 

dlgriflcas sin ciclos 

-1.\8-
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PRINCIPALES TEOREMAS .... 
51 D es una dlgráflca simétrica, entonces tlene un nú- ........ 16 

e leo 

51 D es una dlgráfica transitiva, entonces tiene un nú- ....... 16 

e leo 

Toda dlgráflca adml te un cuaslnúcleo , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 

51 Des flnlta y no posee ciclos lmpa.res,entonces D 

contiene un scmlnúcleo ....................................••• 22 

Teorema de Rlchardson , ....................................... 23 

Sl Q es un cuaslnúcleo de dcbl l ldad mlnlma para D y sl 

p es el número de trlpletas no transitivas contenidas 

en D entonces f
0

{Q) !5i [+] ............................ , ..... 26 

En una dlgráflca completa, el vértice de grado interior 

máximo es un cuaslnúclco de dcbl l ldad minlma . . . . . . . . . . . . . . . . 31 

Toda digré.fica sln ciclos possee un núcleo, y su núcleo 

es Un1co 34 

Para todo neP(OJ, se tlcne que A(O, n) s; 6(0) • • . . . . . . . . . • • • • • 37 

Para una d1gráf1ca O se cumplen las siguientes 1nclus1oncs 

C(O) s; 8(0) s; A(O) s; 6(0) . . . . . . • . . . . • • • . . . • • . • . . . • . • • • • • . • • • 39 

Son equivalentes: 



Para que una dlgráflca sea núcleo perfecta es necesario 

y sUflclente que subdlgráflca fuertemente conexa de D 

sea núcleo perfecta. 

Una di gráfica m1n1ma sin núcleo es fuertemente conexa ....... 42 

-SJ.-
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