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Prefacio. 

En el presente trabajo se calcula la ecuación de es

tado y algunas propiedades termodinámicas, como· la compresib~ 

lidad isotérmica y la fugacidad,de un modelo de fluido clási 

co, a saber, el gas de enrejado exagonal con exclusión a pr~ 

meros vecinos. 

Este modelo pertenece a una familia que presenta a 

menudo una transición de fase del tipo s6lido-líquido. 

Se presenta también un estudio comparativo de las e

cuaciones que gobiernan este tipo de transici6n para dos mo

delos relacionados con el anterior, que son, el gas de enre

jado lineal con exclusi6n a primeros vecinos y el gas de en

rejado cuadrado también con exclusión a primeros vecinos. 

El . cálculo de las propiedades de estos modelos requi~ 

re del empleo de la aproximación de Percus y Yevick lo mismo 

que de un método de resoluci6n reciente que se basa en la teo 

ría de caminatas al azar sobre un enrejado. El análisis de 

las ecuaciones de ios modelos cuadrado y lineal se realizó 

estudiando la forma de las superficies que representan dichas 

ecuaciones. 

En el primer capitulo de este trabajo se resumen cier 

tas cons~deraciones acerca de los estados de agregaci6n de la 

materia, se introducen las funciones de correlación de un fluí 

do clásico y se mencionan los métodos mas utilizaáos para su 

cálculo haciendo incapié en la aproximación de Percus-Yevick 

y por 6ltimo se mencionan diferentes tipos de modelos de fluí 

dos clásicos. 
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En el segundo capitulo, se introduce la teoria de ca 

minatas al azar en enrejados limitándose a desarrollar aque

llo que ser~ de utilidad mas adelante; seguidamente se desa-

rrolla el gas de enrejado exagonal con exclusión a primeros 

vecinos utilizando las expresiones obtenidas al principio del 

capitulo y por 6ltimo se resumen los resultados. 

En el tercer capitulo se efectGa un an~lisis geométr! 

co sobre la ocurrencia de la transición de fase en dos mode-

los de gases de enrejado con exclusión a primeros vecinos di 

ferentes del exagonal, estos son el lineal y el cuadrado. 
~ 

Por Gltirno, en el cuarto capitulo se resumen las con-

clusiones pertinentes y se discuten brevemente los resultados 

obtenidos. 



I.- ~reve sumario de la Mecánica Estadistica de los fluidos 

clásicos. 

1.-Consideraciones micróscopic~s de los estados de agrega

ci6n de la materia. 

Las diferencias esenciales entre los tres estados de 

la materia pueden ser descritas en términos de la distribu

ci6n de las moléculas en el espacio y de las fuerzas prese~ 

tes entre dichas moléculas. 

En primer término,en el estado s6lido se presenta un 

alto grado de ordenamiento de las moléculas.En él,la cercania 

de las moléculas permite que las fuerzas intermoleculares co~ 

trolen el movimiento de las moléculas obligándolas a vibrar 

alrededor de un punto de equilibrio que se puede considerar 

fijo. 

En otras palabras,la energ1a potencial promedio,com

parada con la energ1a cinética molecular promedio,controla 

mas eficazmente la trayectoria general de las moléculas.Esto 

causa que la estructura geométrica del enrejado básico o cri~ 

tal se encuentre repetido a lo largo del volumen macrosc6pi

co, es decir,el orden molecular ~n el espacio es de largo al

cance. 

En el caso de un fluido,las moléculas se encuentran 

(en promedio) a distancias mayores que en el caso del s6lido 

y estas se encuentran unidas por una fuerza de mayor intens! 

dad.El efecto que produce la energía cinética ·molecular,o bien 

~chr~pa~a al ~~~t~ol é)ércido por la energ!a potenc1al,como 

en un gas diluido,o bien es del mismo orden,como en el gas 

denso y el líquido. 
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En un gas diluido las moléculas se encuentran en un 

alto grado de desorden y se puede considerar que se mueven 

* en trayectorias aleatorias entre colisiones binarias • . 

La teoria del estado s6lido y la teoría cinética de 

los gases se han desarrollado con relativa facilidad debido 

a que estudian los casos extremos arriba mencionados.En el 

cristal existe un ordenamiento espacial máximo y cada molé-

cula interacciona con todos sus vecinos de tal manera que 

sus posiciones son relativamente fijas.En el gas diluido,se 

tiene una situaci6n opuesta.Ambos casos permiten simplifica 
u -

ciones considerables en su tratamiento. 

Estos dos extremos representan los límites de la 

densidad en que puede existir la materia bajo condiciones 

normales y es justo entre los . dos limites que se encuentran 

los gases densos y los líquidos. 

Se puede considerar ·entonces que en estos casos las 

moléculas están solo un poco mas apartadas unas de otras que 

en el s6lido y que se encuentran permanentemente bajo el efec 

to del campo de fuerza causado por sus vecinos,pero no obe-

decen un cierto orden espacial,o,a lo ínas,este orden es lo-

cal y controlado aolo por las características de empacamie~ 

to de las moléculas,es decir,es un orden de corto alcance. 

Esta caracter1stica intermedia de los fluidos densos, 

ha sido quizás,la raz6n hist6rica mas vigorosa de que la teo 

* Como una aproximaci6n aceptable,se pueden considerar unica-

mente colisiones binarias,ya que colisiones entre tres o mas 

moléculas representan solo una m1nima parte de tales encuen

tros. 
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ria del estado liquido se haya desarrollado con relativa len 

titud y que a la fecha no se hayan resuelto sus problemas 

mas fundamentales. 

Otro problema de importancia en el estudio de los es 

tados de agregaci6n de la materia es el estudio de las tran

siciones de fase entre dichos estados, su ocurrencia,y el me 

canismo molecular que involucran.No solo es necesario cono

cer el estado liquido como una de las fases que intervienen 

en el proceso,sino que el tratamiento te6rico de dichas tran 

siciones requiere el estudio de un problema de muchos cuerpos 

en interacci6n y no se pueden tratar como fen6menos que en

vuelvan estructuras o celdas individuales repetidas a lo lar 

90 del espacio(s6lido) o mol~culas virtualmente aisladas(gas 

diluido). 

Es por tanto de importancia en el estudio de los di

ferentes estados de la materia el considerar la estructura 

espacial molecular que caracteriza a cada estado.En el si

guiente inciso trataremos sobre como se ha desarrollado el 

estudio de las estructuras desde el punto de vista experi

mental y de la interpretaci6n te6rica de los resultados ex

perimentales. 

2.-Determinaci6n empírica de la estructura microsc6pica. 

En el estudio experimental de la estructura espacial 

molecular,se utilizan principalmente técnicas de difracci6n 

de rayos X y de neutrones. 
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La principal diferencia entre las dos t~cnicas de di 

fracci6n radica en la velocidad de las partículas empleadas. 

Dado que la velocidad de los rayos X sobrepasa en mucho la 

velocidad media de las mol~culas, el patr6n de difracci6n ob 

tenido con estos produce una imagen promedio bastante exacta 

de la distribuci6n molecular (estática). Por otro lado, la 

difracci6n por neutrones se puede ajustar de tal manera que 

la velocidad de estos sea comparable con la velocidad media 

molecular, lo que nos resulta en un patr6n mas complicado y 

mas dificil de estudiar, pero que nos muesV,:a la evoluci6n 

en el tiempo de la distribución molecular espacial (Gingrich 

1943,1965,{ll).El patr6n de difracci6n obtenido en estos ex 

perimentos puede expresarse como: 

I (e)=Io (1+F(8)) (I.2-1) 

donde la función F(8) además de depender del !ngulo contie

ne información sobre la distribuci6n espacial de las mol6cu

las en la muestra y donde el parámetro Io depende además de 

la longitud de onda de la radiación utilizada. 

Para cristales, Debye encontró que F(8) tiene la far 

ma de una suma sobre los sitios del enrejado constituyente. 

Para líquidos, donde no es posible la asignaci6n de una es

tructura cristalina, la funci6n F(9) se expresa en t~rminos 

del patrOn de difracci6n mencionado antes, y la suma puede 

ser reemplazada por una integral, como se verá en el siguie~ 

te inciso. 
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3.- La funci6n de distribución radial y las funciones de 

correlaci6n total y directa. 

Seleccionemos una mol~cula del flUido como origen, y 

sea dn el numero de mol~culas contenidas entre dos esferas 

de radio~ y ~+dll. Si p(Jt) es el ndmero medio de partículas 

por unidad de volumen, el ntimero de mol~culas encerradas en 

tre las dos esferas es: 

(I. 3-1) 

Si el flutdo contiene N mol~culas en el volumen to

tal V , la densidad media para todo el fluido es n=N/V • La 

densidad local p(Jt) puede expresarse en términos de la densi 

dad media total como: 

p(Jt)=ng(Jt) (I. 3-2) 

donde g(Jt) es llamada la función de distribución radial. A 

separaci6n infinita, se considera que no hay interacción mo

lecular, y entonces p(oo)=n y g(oo)=l. La diferencia 

h (Jt) =g (Jt)-1 (I. 3-3) 

es entonces una medida de la correlación existente entre una 

pareja de mol~culas a una separación Jt en el fluido. A la fun 

c16n h(~) s@ le conoc@ como fun~i6n dé ~orrelaci~n total y 
está relacionada con F(B) en (I.2-1) por medio de (Píngs 1967, 

{3}): 



1í(S)=I(S) -1 
Io 
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(I. 3-4) 

donde ~(0) es la transformada de Fourier de h(~). 

Esta expresión a sido utilizada experimentalmente p~ 

-ra determinar h(~) y g(~) como función de la distancia. 

· La naturaleza de estas funciones se muestran esquem! 

ticamente en la figura l. Los detalles cuantitativos varfan 

de un fluido a otro, pero en general g(~) es cada vez mas su~ 

ve para un fluido dado al crecer la temperatura debido a la 

excitación cinética de las moléculas. Para sólidos, los máxi
.., .. 

mos de la función tienden a ser mas pronunciados y a situar-

se alrededor de las posiciones de equilibrio de las moléculas. 

A las separaciones ~=O y ~=~, el comportamiento es 

similar para todos los fluidos simples y queda gobernado, a 

distancias pequeñas, por la impenetrabilidad molecular, y a 

grandes distancias, por la independencia virtual entre las 

moléculas. Es decir: 

g(~)-+ 1 y h(~)-+ o ai ~.. ~ 

y (I.3-5) 

g(~)-+ o y ~(~)-+ -1 si ~.. o 

o 
Uqui.dr 

Figura l . 
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Si la funci6n de distribuci6n radial se conoce para 

todos los valores de la densidad (y de la temperatura) de un 

sistema (real o modelo te6rico), es posible reproducir el com 

portamiento termodinámico del mismo mediante, por ejemplo, 

su ecuaci6n de estado (ver inciso I.6). 

La funci6n de distribuci6n radial puede ser usada 

para describir el movimiento molecular en un fluido intro

duciendo el concepto de potencial de la fuerza promedio entre 

pares definido por {2}: 

~(~)=-kT ln g(~) (I. 3-6) 

donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura. El 

gradiente negativo de este potencial medio es la fuerza pro

medio en una mol~cula de la pareja debido a la presencia de 

sus vecinos. La diferencia entre el potencial de la fuerza 

promedio entre pares y el potencial real de las fuerzas inter 

moleculares u(~), es una medida del efecto colectivo de las 

fuerzas intermoleculares totales. Esto es: 

(I. 3-7) 

La funci6n h(~ 12 ) es entonces una medida de la influencia to 

tal de la mol~cula 1 en otra mol~cula 2 a una distancia ~ 12 • 

Varios m~todos desarrollados para permitir el cálculo de 

~ (~) (~ h(~)) introdu~én un~ nuéva funci~n cte correlac1~n. 
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En 1914, Ornstein y Zernicke propusieron dividir a h(4 12 ) en 

dos partes, una funci6n de correlaci6n directa c(~ 12 ) y una 

parte indirecta (Ornstein-Zernicke 1914,{3}). La parte indi• 

recta es considerada como una influencia propagada directa

mente de la mol~cula l ·a una tercera mol~cula 3, la que a la 

vez ejerce su influencia total sobre 2. El efecto de esta in 

fluencia es promediado sobre todas las posiciones de la part! 

cula 3¡ esto se puede expresar como {4}: 

(I.3-8) 

La ecuaci6n anterior, nos permite-conocer h(~) si 

c(4) es conocida o viceversa. Se ha encontrado que la funci6n 

e(~) es mas sencilla de manipular que h(~) pues decae a cero 

mas rápidamente que h(~), y para ciertos modelos de fluidos 

estudiados ha resultado tener una forma sencilla {7} • 

Por otra parte, la integral en la expresi6n (I.3-8) 

es una convoluci6n y su transformada de Fourier ser! un pro

ducto, lo cual es mas f~cii de trabajar. 

4.-Expansiones vir.iales, integrales de c{imulo y m~todo de 

teoría de gr!ficas. 

El estudio de las expansiones de diferentes cantida

des tales como la presi6n y las funciones de distribuci6n o 

de correlaci6n en serie~ Q@ potencias d@ la d@nsidad y ~ono

cidas como expansiones viriales, han permitido no solo el cál 
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culo aproximado de las ecuaciones de: estado de algunos mode 

los de fluidos, sino adem!s, a través de ellas, se han cons 

trui do varias teor1as aproximadas de los flui dos. Es mas, 

las expansiones viriales representan un lenguaje a trav~s 

del cual es posible analizar rigurosamente el problema de 

los fluidos densos. 

Mayer, en 1938 {8}, estudi6 la expansi6n de la pre-

si6n de un fluido en potenci as de la densidad. Los coeficie~ 

tes de las. diferentes potencias, conocidos como coeficientes 

viriales, pueden expresarse como combinaciones lineales de 

integrales llamadas integrales de cfunulo, cuyos integrandos 

son de la forma: 

A. TI 6(x .. ) 
. . ~j 
~j 

(I.4-1) 

donde 

l(x . - )= exp{-Hx .. ) / kT}-1 u ~j ~j 
(I.4-2 ) 

Para el coeficiente de grado n en la expans i 6n, s e 

i nc luyen tinicamente i nt egr andos del tipo (I.4- 1) donde los 

s ub1ndi ce s ~ y j s o lo puede n t omar valores de uno a n, es de 

cir , se considera n 6nicamente grupos de n part1culas para e l 

coeficiente de orden n. El c~lculo de dichos coeficientes, 

presenta numerosos problemas de tipo combinatorio que han s~ 

do discutidos en revisiones recientes por Mayer y otros {8}. 

No obstante, la expresión exacta de algunos de los coeficien 
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tes de esta expansi6n se han utilizado para comparar los re-

sultados de las diversas aproximaciones que existen a altas 

densidades. 

Las integrales que aparecen en las expresiones de 

los coeficientes viriales, se pueden representar por medio 

de gráficas y siguen cierta simbologta cuyos principios bási 

cos se restimen en lo siguiente. 

Una barra representa la funci6n 6<~> dada por la ex

presi6n (I.4-2); la uni6n de dos barras representa una molé-

cula cuyas cordenadas pueden tomar todos lq_s. valores; un c1E 

culo al final de una barra significa una molécula fija. Cada 

vector de posici6n ~.es tomado con respecto a la parttcula 1 
~ 

como origen; ast, por ejemplo: 

=6(~12) 6 612 , 

=f 61s62s d~3 

=f 613623 d~2~3 , 

etc. 

Para mayores detalles sobre la utilizaci6n y la ter-

minologta de estas gr~ficas se pueden ver {2}, {4}, {S}. 

Muchas de estas integrales han sido calculadas exac

tamente, ya sea ana11ticamente o por técnicas de Monte Carlo, 

para diversos tipos de potenciales 1nte'1Ilolecular@s, algunos 
de los cuales mencionaremos mas adelante. 

Ya que la ecuaci6n virial se puede expresar en térmi 
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nos de la funci6n de correlaci6n total y la funci6n de corr~ 

laci6n directa (ver inciso I.6), estas dltimas pueden expre

sarse tambien como combinaciones lineales de ciertos tipos 

de integrales de cGmulo. 

La ecuaci6n de estado aproximada que se logra al to

mar solo los primeros términos en la expansi6n virial es sa

tisfactoria para gases a bajas densidades y tiene un éxito 

moderado a densidades intermedias. A altas densidades es ne

cesario incluir mas términos y finalmente esta expansi6n di

verge antes de que el sistema alcance su máxima densidad. 

Si uno se interesa en la evaluaci6n de alguna de las 

funciones de correlaci6n para un sistema (o modelo) en part! 

cular, la ecuaci6n de Ornstein y Zernicke (I.3-8) necesita 

ser complementada por otra reláci6n que incluya e(~) y h(~). 

Se han obtenido expresiones aproximadas de este tipo como 

resultado de eliminar cierto tipo de integrales de ctimulo en 

las expansiones respectivas. 

Entre estas aproximaciones tenemos la de ftcadena anu 

dadaft,(NC),y la de "cadena hiper-anudadan (HNC), llamadas 

as! por el tipo de integrales de camulo que se retienen para 

la expansi6n de la funci6n de correlaci6n directa. Sobre to

do la aproximaci6n HNC a sido utilizada por numerosos auto

res obteniendo, en muchos casos, resultados satisfactorios 

{9}. 

Otra aproximaci6n de este tipo es la lograda por 

P~rcus y Yevick y cuyos resultados han demostrado ser, en 

Cier~os caso~,mejores que la aproximación HNC. De esta aprox! 

maci6n hablaremos en la siguiente secci6n. 
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5.-La aproximaci6n de Percus-Yevick (PY). 

Esta aproximaci6n publicada por primera vez en 1958 

{10}, puede expresarse tambi~n como la expansi6n de la fun

ci6n de correlaci6n directa en términos de cierto tipo de in-

tegrales de c11mulo, dando como resultado una expresi6n senci 

lla entre las funciones 6(4) y y(4) mencionadas antes (ver e 

cuaciones (I.4-2) y (I.3-7)); esta es: 

e(4)=6(4)y(4)=(exp{-~(4)/kT}-l)g(4)exp{~(4)/kT}= 

=g(4)(l-exp{~(4)/kT}) (I.5-1). 
··!---

Como puede observarse en la ecuaci6n anterior, e(4) 

tiene el alcance de 6(4), esto es, e(~) es- diferente de cero 

dnicamente donde 6(4) es diferente de cero. 

Las aproximaciones de Percus-Yevick y la de "cadena 

hiper-anudada" han sido usadas para diversos modelos (de los 

cuales se hablará posteriormente) y se ha observado que la 

aproximación PY es mejor para potenciales repulsivos, aunque 

ambas aproximaciones presentan problemas a altas densidades 

e inclusive no predicen cambios de fase en algunos modelos 

que métodos numéricos exactos si han predicho. Este punto s! 

rá después de importancia para evaluar los resultados obteni 

dos en el presente trabajo. 

Jancovici {9} emple6 ambas aproximaciones en su estu

dio sobre teor1a del congelamiento y encontr6 ~ue la aproxi-

maci6n de Percus-Yevick generaba expresiones finales de la 

funci6n de correlaci6n directa,e(4), muy simplificadas, al 
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anularse esta estrictamente fuera del alcance del potencial 

intermolecular, mientras que con la aproximaci6n de HNC la 
• 

estructura final de e(~) resultaba mas compleja. 

Debido a los hechos descritos en esta secci6n y a 

las características del modelo utilizado en este trabajo, 

se emple6 la aproximaci6n de Percus-Yevick. 

6.-Relaci6n entre las funciones de correlaci6n y las propi~ 

dades termodin~icas del fluido. 

Definimos la funci6n de distribuci6n can6nica de h 

partículas para un sistema clásico de N partículas como {4}: 

(h) 1 f f nN (~1•••• 1 ~h) Q(N-h)! ••• exp(-tN/~T)d~h+t••·d~ 

(I. 6-1) 

donde el potencial tN puede considerarse dado por: 

lI.f>-2) 

y donde 

(I.6-3) 

la cual es la parte configuracional de la funci6n de parti-

ci6n can6nica. 

Similarmente, la funci6n de distribuci6n gran can6n! 

ca de h pQrt1culas para un sistmna el~~i~o de N partículas 
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está definida por: 

donde 

t ... r l t (ll .. ) 
l't '> . .{.j 

.{. j 

y donde ~ y y son respectivamente la parte configuracional 

de la funci6n de partici6n gran can6nica y la fugacidad del 
· ~ · . 

sistema. 

Las funciones ~h) y n(h) son id~nticas en el límite 

termodinandco ' (N+«>). Por otro lado, n(h) <~i···"b)dll 1 ••• dllh 

es la probabilidad de que h mol~culas esten presentes en el 

elemento de volumen dll1 ••• dllh. En particular: 

(I.6-5) 

La presi6n del sistema, está dada por {4}: 

aln2w 
p=-kT(--) av N,T (I.6-6) 

De la ecuaci6n anterior y de la definici6n (I.6-3) cuando 

h=2, se obtiene {4}: 

(I. 6-7) 

La compresibilidad isot~rmica puede obtenerse en fun 
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ción de h(~) o e(~), empleando las funciones de distribución 

de pares gran canónica {2}: 

(I.6-8) 

-1 J (kT) (ap/apJr=l-p e(~)d~ (I. 6-9) 

Estas dos Gltimas ecuaciones pueden comprobarse em-

pleando las expansiones en integrales de cOmulo respectivas 

{4}. 

7.-Modelos de fluidos cl~sicos. 

En el desarrollo de las diversas teor!as sobre la es 

tructura y el comportamiento de la materia, las etapas ini-

ciales han sido el estudio de diversos modelos desde los ~s 

simples hasta los m~s cercanos a · la realidad, los cuales ay~ 

dan a identificar, _comprender y analizar los factores que i~ 

tervienen tanto en la estructura como en el comportamiento 

de los diversos estados de la materia. 

Por supuesto, para evaluar las propiedades termodin! 

micas de un sistema a partir, digamos, de las funciones de 

correlación, es ·necesario establecer un modelo para el mismo, 

es decir, establecer la forma del potencial intermolecular 

y especificar las caracter!sticas del espacio en que las mo 

l~culas se encuentran. 

Bn nuestro ~a~~. un moJelo se caracteriza primero 

por su estructura, después por el tipo de fuerzas que inte~ 

v ienen, es decir, el potencial intermolecular, y por Gltimo 
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por el m~todo seguido en su 1estudio. 

a) Estructura de los modelos. 

En primera instancia, existen dos tipos generales de 

modelos que son los fluidos continuos y los fluidos discre-

tos o de enrejado. 

Las principales aproximaciones caracter!sticas de ;. 

los modelos continuos, radican en la forma de las mol~culas 

y en el tipo de potencial intermolecular. Estos modelos se 

han estudiado tanto en una, como en dos y tres dimensiones 

y su análisis suele ser mas complicado que en el caso de mo-

delos de enrejado los que, por otro lado, se pueden estudiar 

en su comportamiento asint6tico hacia el continuo, y el an4-

lisis de factores estructurales a dimensionales suele simpl! 

ficarse, lo que .no quiere decir que hasta la fecha se hayan 

analizado satisfactoriamente. 

En loa fluidos continuos se han estudiado principa! 

mente los modelos de esferas duras (tres dimensiones), discos 

duros (dos dimensiones) y segmentos duros (una dimensi6n), 

es decir, mol6~ulas con potencial intermolecular repulsivo 

infinito, el cual se tratará en el siguiente inciso {4}. 

Por otro lado, en los modelos de enrejado se han es 

tudiado principalmente enrejados en una dimensi6n, cuadrados 

triangulares y exagonales en dos dimensiones y cdbicos en 

tres dimensiones. 

El hecho . de que se estudien tanto los modelos conti-

nuos como lo~ discretos en varias dimensione~ e~ ~on el obj~ 
to de, por un lado, analizar los efectos de la dimensi6n en 



su comportamiento, y, por otro lado, simplificar en este as

pecto el modelo para poder analizar el efecto de otros facto 

res como son el potencial intermolecular o la estructura ge~ 

m~trica de los modelos. 

En particular, los modelos discretos en dos dimensio 

nes son bastante prácticos para este tipo de análisis ya que 

permiten estudiar varios tipos de estructuras, y las expre

siones finales suelen ser mas sencillas que en el caso de 

tres dimensiones y que en el caso de modelos continuos. 

b) El potencial molecular. 

Dentro de las variaciones a los modelos estructura

les causadas por diferentes modelos de potencial interpart~ 

cular, consideraremos los principalmente usados. 

El modelo mas simple no trivial es el potencial duro 

que mencionábamos al hablar de los fluidos continuos. Este 

potencial quéda descrito por: 

u(~)=+~ 

(I.7b-1) 

u(~)=O ~>O 

donde ~ es la separaci6n entre moléculas y a es el diámetro 

o longitud de las moléculas individuales. El modelo continuo 

de esferas duras que emplea este potencial, presenta una tra~ 

sici6n de fase que se ~ree tiene un caracter muy semejante 

al de fusión de un cristal simple. Debido a que este poten-

cial no contiene una parte atractiva, los fluidos estudiados 

bajo este modelo, no presentan transic ión liquido-gas. 
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El potencial duro, o tambi~n llamado de repulsión in 

finita ha sido utilizado al igual en modelos discretos. 

una extensi6n de este modelo que si presenta una pa~ 

te atractiva y por lo tanto se obtienen con el transiciones 

ltquido-gas, es el potencial de pozo cuadrado definido por: 

u(4)=+~ 

u(4)=-€ 

u(4)=0 ao<4 

donde el parainetro a normalmente se toma entre 1 y 2. 

Uno de los potenciales mas realistas, pero que com

plican mucho las expresiones finales y por lo tanto su aná

lisi~ ,es el de Lennard-Jones (n,~) definido como: 

,n>m>3 

en el cual generalmente se toman los valores n=12 y m=6. 

En el presente trabajo, se estudiará un modelo de en 

rejado exagonal en dos dimensiones con potencial repulsivo 

infinito sobre los primeros vecinos tlnicainente. Resolveremos 

este modelo bajo la aproximaci6n de Percus-Yevick empleando 

un método reciente que utiliza la teoría de caminata$ al ~;~¡ 

sobre enrejados de la cual resumiremos los principales con-

ceptos en la siguiente secci6n. 
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II.- Aplicaci6n de la teor1a de caminatas al azar en el cálculo 

de las funciones de correlaci6n y la ecuaci6n de estado de 

un modelo de gas de enrejado exagonal. 

1.-Teor!a de caminatas al azar en enrejados. 

Se ha dem::>strado recientemente, que el cálculo de ~ 

las funciones de correlaci6n de un gas de enrejado, bajo la 

aproximac16n de Percus-Yevick, es equivalente al cálculo de 

las propiedades de una caminata al azar sobre el mismo enre 

jado {6}, {7}. 

Damos aqu1 una breve introducci6n a la teor1a de ca 

minatas al azar en enrejados. 

Empezaremos por definir un enrejado. Un enrejado es 

un conjunto de puntos en el espacio k-dimensional definido 

por los vectores 4=(4 1 ,4 2 , ••• 4k)' donde cada 4n es elemento 

de un sUbconjunto de los enteros (por ejemplo 4 . puede tomar 
.(. 

los valores ••• -4,-3,-1,0,2,3,S,6, ••• ). De la misma manera, 

podemos tener enrejados infinitos (si no existe cota superior 

ni inferior para los posibles valores 4n)' semi-infinitos 

(si para alguna 4n existe cota superior y/o inferior) o fin! 

tos (si para toda 4 existe cota superior e inferior). En 
n 

nuestro caso trataremos siempre con enrejados infinitos. 

Un paso del caminante en el enrejado es todo aquel 

desplazamiento realizado entre dos puntos 4 1 y 4 2 elementos 

del enrejado. La probabilidad de que se efect6e un desplaz~ 

miento 42-41 se denota por p(42-41). Es condici6n necesaria 

qu@ 
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(II.1-1) 

Definimos Pt(h) como la probabilidad de que el cami

nante se encuentre en 6 deepu~s de ~ pasos, la cual satisfa 

se la relaci6n de recurrencia: 

(II.1-2) 

con 

Po (6)=ó6 O , (IIl-3) 

Considerando la transformada (o expansi6n) de Fourier de p(h), 

X < e > = í p ( 6 ) exp ( ü • e ) , 
6 

(II.1-4) 

es posible obtener de (II.1-2) y (II.1-4) la siguiente expr~ 

si6n para P.t(h): 

k rr J- k 
P.t(6)=(1/2rr) f ... f(X(6))~xp(-i6.6)d 6 

-rr 

Llamemos también para usos posteriores 

Vt(6)=I Pt(h)exp(i6.6) 
6 

a la transformada de Fourier de P.t(6). 

(II.1-5) 

(II.1-6) 

Consideraremos ahora algunas funciones generadoras 



- 21 -

que nos seran de utilidad. Sea P(~;z) la funci6n generadora 

de las cantidades Pt(~): 

(II.1-7) 

que para un enrejado arbitrario de di..filensi6n k, es posible 

obtener de las ecuaciones (II.1-5) y (II.1-7) la expresi6n: 

P(~:z)=(l/2. 1T)kf.:.J exp(-i~.6) dke , 1-?A(e) (II.1-8) 

y en particular,la funci6n generadora de todas las caminatas 

que comienzan y terminan en el mismo punto es 

.. k 1T dke 
P(O;z)=(l/21T) f .•. f 1-ZA(S) 

-1T 

(II.1-9) 

La transformada de Fourier de esta funci6n generado-

ra es 

00 t 
U(e;z>=I. I. Pt(~)z exp(H.8) 

~t=O 
(II.1-10) 

que, intercambiando el orden de las sumas, adquiere la forma 

(II.1-11) 

Otra funci6n de i nteres para nosotros es aquella que 

nos da la probabilidad de que el caminante llegue a un sitio 
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4 por primera vez después de t pasos, Ft(4), la cual se pue

de definir a partir de Pt(4) como 

si t>O (II.1-12) 

Es decir, para llegar a 4 después de t pasos el caminante de 

biO llegar a 4 en alg11n paso j, (j<t)y después volver a 4 en 

(t-j) pasos. 

De la misma manera, se define la funci6n generadora 

de todas las caminatas que llegan por prim~~a vez a 4 como: 

co . 

F(4;z)= I Ft(3)zt 
t= 1 

(II.1-13) 

Si consideramos ],as ecuaciones (II.1-3), (II.1-7), · 

(II.1-12) y (II.l-13) es f4cil ver que F(4;z) está relaciona 

da con P(4;z) por medio de: 

F (4; z) 
P(~;z)-0410 

P(O;z) (II.1-14) 

Es ~nteresante notar de la expresi6n (II.1-13) que la 

probabilidad de que el caminante alcance por primera vez el 

punto 4 (independientemente del nrunero de pasos t) es preci

samente F(4;J) y en el caso 4=0, F(O;J) es la probabilidad 

de que el caminante regrese al origen sin importar el numero 

de pasos. Polya { 11} encontr6 que esta probabilidad es l :.pa-

ra una y dos dimensiones pero para tres o mas existe una 

cierta probabilidad de escape del caminante. 

Lo expresado anteriormente es todo lo que necesitamos 
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sobre teoría de caminatas al azar para este trabajo. Una ex-

celente recopilaci6n de este tema es la realizada por E.W.Mo,!! 

trol y E.W.Montrol y G.H.Weiss a lo largo de tres arttculos 

citados en la bibliografía y de los cuales se resumi6 el pr~ 

sente inciso. 

La utilizaci6n de la teoría de caminatas al azar en 

el estudio de gases de enrejado es una idea reciente cuyo d~ 

sarrollo fue hecho por A.Robledo y I.E.Farquhar en 1974 {6}, 

{7}. 

2.- Caminatas ~l azar en un enrejado exagonal. 

El enr·ejado exagonal en dos dimensiones se muestra 

en la figura 2~ Su estudio se facilita si tomamos en lugar 

de ejes ortogonales, aquellos que aparecen en la figura 2c; 

de esta man~ra, podemos asignar coordenadas enteras a cada 

punto del enrejado c6modamente. 

(a) (c) (b) 

Figura 2. 
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Es interesante e importante observar que este enrej! 

do por su propia naturaleza ofrece una peculiaridad ausente 

en los enrejados cuadrado o triangular en dos dimensiones. 

Esta peculiaridad se debe a que el enrejado esta constituido 

por dos tipos de puntos en esencia diferentes debido a la o-

rientaci6n de sus vecinos, como se ve claramente en las fi~ 

ras 2b y 2a. Es decir, cuando el caminante se encuentra, por 

ejemplo, en un sitio del tipo I y va a dar un paso a un pri_ 

mer vecino, es imposible que este desplazamiento sea (1,1) 

y solo podrá ser o (1,0) o (0,1) o (-1,-1)¡_. cuando el sitio 

es del tipo II la situaci6n es inversa y solo podrán ser po-

sibles pasos a vecinos situados en (-1,0), (0,-1) o (1,1). 

Por lo tanto, la funci6n que representa la probabilidad de 

dar un paso quedará dividida en dos partes, dependiendo cada 

una del tipo de punto desde el cual se dará el paso, que 

por comodidad llamaremos p 1 (6) y p 2 (6). En lo que sigue, con 

sideraremos solo permitidos los pasos a un primer vecino en 

un enrejado exagonal infinito. Entonces: 

P¡ (•) ·H si 6=0 

si 6=(0, 1), (7,0), (-7,-7) 

si 6 es cualquier otro 
p (-0) = 

P2 (•) ·H 
(II. 2-1) si 6 =o 

si 6=(0,-1), (-1,0), (7, 1) 

si 6 es cualquier otro 

donde, 
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lp (6)=lp (-6)=1 
6 1 6 2 

(II. 2-2) 

Por lo tanto la ecuaci6n (II.1-2) en este caso se 

transformará en: 

(II.2-3) 

donde Pt+J(6-6') será la probabilidad correspondiente al de~ 

plazamiento (6-6 1
) dependiendo de que tipo de punto sea 6 1

• 

Para salvar la incongruencia de sub1ndices tomaremos, si tes 

par 

y s i t es non, 

por l o tanto tendremos una trans formada de Fourier para cada 

.P¡ (6) que, de acuerdo con la ecuac i 6n (II. 1-4), serán: 

(II . 2- 4a ) 

y 

(II. 2-4b) 

A estas funciones se les conoce como función de es-
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tructura del enrejado. 

Se puede observar que la funci6n de estructura ~i es 

el conjugado de la funci6n de estructura X2, es decir: 

* X1(6)= A2(6) (II.2-5) 

como era de esperarse, y que 

X1(0)= X2(0)=l (II. 2-6) 

t+J Multiplicando la relaci6n (II.2-3) por z , sumando 

para toda~ y considerando (II.1-7), se puede observar que 

la funci6n generadora P(¿;z) satisface la ecuaci6n de fun-

ci6n de Green: 

Efectuando la transformada de Fourier de ambos miem-

bros de esta ecuaci6n y usando la relaci6n (II.1-10) obtene-

mos 

u(6;z)-ú1 (6)-z 2 A2 (6)A 1 (6)u(6;z)=l 

o sea 

U(6¡z)- l+ú1(6) 
l-z2).2 (e)>. i (6) 

"' 
=(l-X1 (6)zJ l (A1A2).tz 2 .:t 

t=O 

(II. 2-8) 
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De las ecuaciones (II.1-6) y (II.1-5) se obtiene, p~ 

ra este caso;la familia de funciones 

V
0

(0)=1 

V¡ (0)=A1 

V2 (0)=A1A2 

por lo que sus antitransformadas son: 

(II.2-9) 

(II. 2-10) 

Ana.lizando las caracter1sticas del enrejado, se pue

de observar que después de un nGmero par de pasos a partir 

de un punto 60 el caminante solo podrá estar en un punto del 

mismo tipo que 60 y despu~s de un nGmero impar de pasos, so-

lo podrá estar en un punto de tipo distinto a ~ 0 • . Esto impl! 

ca que la funci6n de Green del enrejado se exprese eri dos 
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partes como: 

P(6;z)=Pp(6;z)=I P2t(6)z 2tcuando el origen es 

y 

t del mismo tipo que 6. 

cuando sucede 
lo contrario. 

(II. 2-lla) 

(II. 2-llb) 

y por lo tanto las transformadas de Fourie~"de P P (6; z) y 

P (6;z) son respectivamente: 
n 

(II.2-12a) 

y 

(II. 2-12b) 

La función de Green en su forma integral queda expr~ 

sada como: 

ir 

P(6;Z)=P (6;Z)=--1-- f f 
p 4ir2 

-ir 

(II. 2-13a) 

si 6 conecta dos sitios del mismo tipo y 

ir 
P(6·z)=P (6·z)=--1-- f J exp(-i6.8)A1z de1de2 

1 

n 
/ 

4ir 2 -ir 1 ' A z 2 
-" l 2 

(II. 2-13b) 
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si ~ conecta sitios de diferente tipo, en lugar de las expr~ 

siones obtenidas en (II.1-8). 

Como caso particular cuando ~=O 

(II.2-14) 

3.- Un modelo de fluido clásico. El gas de enrejado exagonal 

con exclusi6n a primeros vecinos. 

Po_r un gas de enrejado entendemos una colecci6n de 

part1culas confinadas a los sitios (o puntos) que forman un 

cierto enrejado infinito de dimensi6n k. Las part!culas in

teraccionan a trav~s de una funciOn de potencial por pares. 

Este tipo de modelo se ha venido estudiando desde 

hace algQn tiempo con el fin de ahondar mas en el conocimien 

to de las funciones de correlaci6n y en su aplicaci6n en el 

c~lculo de ecuaciones de estado. Han servido además para a-

plicar las diferentes aproximaciones citadas en los incisos 

I.4 y I.5 y para establecer su validez. 

En la parte final de este trabajo, se discutirán 

las diferencias fundamentales entre los resultados de varios 

tipos de gases de enrejado con diferentes dimensiones, geo-

rnetr1a y potenciales presentes. 

En este punto se estudiará solamente el gas de enre-

jado exagonal con exclusi6n a primeros vecinos, es decir, . el 

potencial interparticular es una repulsi6n infinita para el 

~i~io dondé ~é én~uentra la part!cula lo mismo que para los 
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sitios que son sus vecinos mas cercanos; el potencial es ce-

ro para cualquier otro sitio. 

Este enrejado en particular, se escogi6 debido a que 

no se hab1a tratiajado en él bajo este método y debido a que 

su estructura como mencionamos antes, presenta caracter1sti-

cas especiales por su peculiar geometrta. 

El estudio de este gas de enrejado se puede dividir 

en dos partes, para la fase .0 fluida y para la posible fase s~ 

lida. En el estudio de la parte s6lida se requiere en todos 

los casos de considerar dos (o mas) "subenrejados" entretej.!_ 
·~· . 

dos con el fin de facilitar el estudio de soluciones peri6-

dicas de la densidad. En la parte fluida,para potenciales e~ 

féricamente simétricos,no es necesaria esta subdivisi6n ya 

que el orden molecular solo es local. El enrejado exagonal. 

sin embargo, debido a las caractértsticas que mencionamos a~ 

tes ~ · lleva intrtnseca esa divisi6n en subenrejados al estu

diar ambas fases, y lejos de dificultar el tratamiento de la 

fase fluida, lo favorece, no por esto siendo menos complejo 

el tratamiento en este enrejado que en otros de su misma di-

mensi6n. 

Considerar~s pues esta divisi6n desde un principio, 

y para hacerla mas explícita denotaremos los puntos del enre 

jado de un mismo tipo por un stmbolo diferente (ver figura l), 

tipo I(2a) y . tipo II(2b). 

Formalmente, la densidad toma des valores p 1 y p 2 pa -
ra cada subenrejado, y las funciones de correlaci6n quedan 

expresadas como matrices dos por dos con elementos h .. y c .. 
"-J "-1 

donde i y j son el tipo de puntos que se est~n correlacio-



- 31 -

nando. 

Consideremos pues, primero, la funci6n de correlaci6n 

directa y definamos 

c.11 (O)= c.1 

(Ir. 3-:1) 

y cero para cualquier otro argument9 6 • 

En nuestro oaso, la expansi6n .de Fourier de la rela-

oi6n de Ornstein-Zernicke (I.3-8) es {9}: 

'). "' : "' . "' lt .. (0)=c. .. (6)+t'h · L. (0) p .. c.L.. (0) 
.(.j .(.j l. .(.r<; K. Kj ,1..,j=1,2 (II.3-2) 

f¿ 

donde 

1í .. < 0 > = \ h .. (6 ) exp < ü . ·0 > 
.(.j l. .<.j 

6 

y (II. 3-3) 

~ . . e e>= l c. .. (6 > exp Cü. e> 
-<.j -<.J 

6 

por lo que nos queda, tomando en cuenta (II.3-1), el siguie~ 

te sistema de ecuaciones 
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'lí 1 1 < 6>=e1 +1í. i 1 ( 6 > p 1 e i + 

+1í i 2 (6) p 2 e, (exp (-i6 1 ) +exp (-i6 2) +exp (i (6 1 +6 2) ) ) 

1í.i2(6)=e3(exp(ié1)+exp(i62)+exp(-i(61+62)))+1í1~6)p2e2+ 

+1í 11(6) p 1e3 (exp (i6 1) +exp (i6 2) +exp (-i (6 i +6 2) ) ) 

1í22 (6)=e2+1í22 (6)p2e2+ 

+1í21 (6) p 1 C3 (exp (i6 i)+exp {i62) +exp (-i (6 i +62))) 

1í21 ( 6) =es (exp (-i6 ¡) +exp (-i6 2) +exp (i (6 1+62) ) ) +?í2 1 (6) pi e 1 + 
· -q, . 

~ . . · . 
+h22(6)P2C3(exp(-i61)+exp(-i62)+exp(i(61+62))) 

(II. 3-4) 

Ahora, si recordamos la definici6n de las funciones 

de estructura }q y >.2 (ecuaciones (II.2-4)) y si introducimos 

la definici6n 

2 9p 1P2d 
z =-~~~-----------~~--- (II. 3-5) 

(1-p 1 Ct) (l-p2C2) 

podemos resolver el sistema de ecuaciones (II.3-4) para obte 

ner: 

2 _1 
'fí 11 (6 )= .!.{ (1-z >.1A2) -l} 

P1 (l-p¡C¡) (II.3-6) 

y 

(II. 3-7) 
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De la misma manera, resolviendo para Ííu (8) y ?í.2 i (8 h 

se obtiene: 

2 -1 
?.> 1 {-""'"( l_-~z"'-'-X'-"1-'X-=-2.;...) _ : - l } n22 (8)= - -

p 2 ( 1-p 2 c. 2 } 
(II. 3-8) 

y 

(II. 3-9) 

Comparando estas dltimas expresiones con las obteni-

das en (II.2-12) podemos escribir: 

_ 1 uP Ce; z) 
1í1 l (8)- p¡ { (l-p1c.d -1} (II.3-10) 

U (0;z) 
fi22 (0)= p!

2
. {l -1} 

( -p2C.2) 
(II. 3-11) 

1í12 (0) 
r'P1P2 (l-p1C.1) Cl-p2c.2) 

(II. 3-12) 

y, de acuerdo- con la igualdad (II.2-5) 

(II. 3-13) 

* y donde Un(8¡z) significa el conjugado de Un(8;z). 

Antitransformando, obtenemos las funciones de corre-

lación: 

(II. 3-14) 
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ahora bien, recordando (II.2-11) y observando que estamos co 

rrelacionando puntos del mismo tipo 

-cS o} .s, (II. 3-15) 

y, similarmente 

(II. 3-16) 

y 

h12(~)= 
p (~. z) 

l(l-p1cd (l-p2c2)P1P2 
(II. 3-17) 

En el caso de h 21 (~), se puede demsotrar que es igual a 

h 12 (~) ya que la funci6n P(.s;z) es real. 

Hemos entonces relacionado las funciones del pro-

blema de caminatas al azar con las funciones de correlaci6n 

del gas por medio de la identificaciOn contenida en la ecua 

ci6n (II. 3-5). 

Empleando las condiciones a la frontera impuestas 

por la forma del potencial que estamos empleando tenemos: 

h i i (O J =h 2 2 (O) =h.1 2 (primer vecino) =h 2 1 (primer vecino) =-1 

(II. 3-18) 

Sustituyendo estas condiciones en las ecuacio-

nes (II.3-15) a (I I.3-17) , se obtienen las funciones de c2 

rrelac i6n directa que quedan expresadas como : 
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c1= ! {1- P(O;z) } 
P1 l-p i 

c2= ! {1- P(O;z) } 
P2 l-p2 

y 

c 3= j ~~~P--<o~·-z~>~~~~ 
IP1P2 (1-pi) (l-p2) 

(II. 3-19) 

(II. 3-20) 

(II.3-21) 

partiendo .esta 61tima de la definición de z (II.3-5) y de 

(II.3-19) y .<II.3-20). 

Si consideramos ahora la ecuaci6n (II.2-3) y la va-

luamos para ~=O teniendo en cuenta que al origen solo se 

puede llegar en un nfimero par de pasos, 

pt+1<D>= l p (-~')P (~') 
~ r 2 ~ 

donde ~ es non 

multiplicando por zt+l, rearreglando, y sumando para toda t 

donde t es non, lo que se puede rearreglar en 

t par t non 

pe ro corno, de cualquier forma 
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entonces, 

P(O;z)=l+zP(.6';z) (II.3-22). 

Usando (II.3-22) junto con (II.3-15) y (II.3-16) 

en (II.3-17) para primer vecino, se obtiene la relaci6n 
·q . 

adü:ional: 

•. z /--.(.,..1---p<;..~oi-J ..,.~T-i---P-2 r) P(O;z)=P(O;z)-1 (II. 3-23) 

Si observamos la forma de las funciones de corre-

1.aci6n total y las consideramos fuera del alcance de la 

repulsión, usando la ecuación (II.1-14), (II.3-19) y 

(II.3-20) en (II.3-15), (II.3-16) y (II.3-17) y notando 

que o.6 o=O, obtenemos la expresión general: , 

/ (1-p .) (1-p .) 
h .. (.6) = .{. - j 
~j p.p . 

.{. j 

F (.6; z) (II.3-24) 

Ahora bien, corno ya hemos obtenido expresiones para 

! .:is funciones de correlación en término· de las funciones 

generadoras de las caminata~ ~l iiiir ~QQGlllB~ ealCUl~r PF8• 
piedades termodin~rnicas, tales corno la compresibilidad iso

t~rmica, en términos de las mismas funciones generadoras. 

Asi por ejemplo, la compresibilidad isotérmica para 
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un fluido (no homogeneo) en espacio continuo est~ dada por 

la expresi6n {9}: 

donde ka es la compresibilidad isotérmica, íl representa el 

volumen del sistema y a=l/kT. 

En el caso del enrejado exagonal esta expresi6n se 

transforma en: 

1 -1 
(1~ llP. (l) p (m) c..· (.t-m))} 

PA lm ~ j ~j 
(II. 3-26) 

donde p=(p 1 +p 2 )/2, y donde~ y j toman los valores 1 6 2 

dependiendo del argumento l o m • A representa el nt\rnero de . 

puntos en el enrejado. 

Expandiendo la doble suma tenernos: 

YIP. (l) P · (m) c..· (l-m>=I Pi (l) P2 (l1+1,l2) c.12 (1, O)+ lm ~ J ~J lI 

+P1 (l) P1 (l) C.11 (0) 

+I P2 (.l)p¡ (l1+l,.l 2+1)c.21 (l,l)+ p2 (-0P 1 (.l¡-l,l 2)C. 21 (-1,0) 
llI 
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la cual, cuando A tiende a infinito se transforma en: 

A H P . ( l) P • (m) c. . · (l-m) =-2 {p 1P2 ( C.12 ( 1, O) +c. u( O, 1) +c. 12 (-1, -1) ) + 
lm .<. J .<.J . 

(II. 3-27) 

que, recordando la expresi6n (II.3-3) para~ - .(0) nos queda 
.(.j 

la expresi6n (II.3-26) como 

-1 1 1 \ '\, -1 a ~a=-{1-....::-l p.p.c. •• (0)} = 
µ p ¿p •• .(. j .(.j 

.(.j 

(II.3-28) 

tomando en cuenta que 

p (II. 3-29) 

• 
y usando la relaci6n de Ornstein-Zernicke (II.3-2) y las con 

diciones (II.3-18) se obtiene: 

(II. 3-30a) 

(II. 3-30b) 

y, sustituyendo en la expresi6n (II.3-28), 
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_1 -2 
B k8 P1C1+P2C2 (II.3-31) 

que, recordando (II.3-19) y (II.3-20) resulta en: 

(II.3-32) 

donde, considerando (II.1-14), da: 

8-1~ = 2¡ { p1+(l-p1)f(O;z) + 
8 · (1-pi) (1-F(O;z)) 

si llamamos 

y 

P2+(l-p2)f (OjZ) }· 
(l-P2)Cl-F(O;z)) ' 

(II. 3-33) 

(II. 3-~4a) 

(II. 3-34b) 

a las compresibilidades isotérmicas de los subenrejados 

I y II respectivamente, se obtiene: 

(II.3-35) 

4.- La función de distribución de una sola part1cula (densi -
dad local) y las· funciones de correlaci6n de pares con 

acoplamiento parcial. 
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Jancovici {9} ha utilizado con éxito, en su estudio 

de la fase s6lida en gases de enrejado, una ecuaci6n integral 

exacta que relaciona la funci6n de distribuci6n de una part! 

cula o densidad· local de un sistema de parttculas en espacio 

continuo, con la funci6n de distribuci6n de pares con acopl~ 

miento parcial. 

En general, esta ecuaci6n puede escribirse como: 

l 

p(11.i)=y exp{-a /V(ll.1-ll.2) (/ g(11.1,ll.2;~)d~)p(ll2)dll.2} 
o 

" ( -":-
(II. 4-1) 

donde p(11.) es la funci6n de distribuci6n de una sola part1c~ 

la, y es la fugacidad, a tiene su significado usual, V(11.) es 

la funci6n de ¡)otencial y g(11. 1 ,11. 2;() es la funci6n de distri 

buci6n de pares entre las part1culas 1 y i donde la parttcu

la 1 esta acoplada parcialmente medi.ante un potencial debili 

tado tV(ll.1-11. . ) a cualquier otra part1cula ~ • . (es el par~-
. ~ . 

metro de acoplamiento y toma los valores O<~<l. El an4logo 

a la ecuaci6n (II.4-1) para nuestro enrejado, esta dado por 

el par de ecuaciones {9}: 

l e1 =y exp{lim -aw <{ 3g12(l,O;~)d~)P2} l-p1 
(¡J+O> 

(II. 4-2a) 

l e2 =y exp{lim -aw <{ 3g21 (-l,O;Od~) p1} l-P2 
(¡J+O> 

(II.4-2b) 

Para derivar las expresiones de g~j(primer vecino;~), 

consideremos la expansi6n de Fourier de l a relaci6n de 

Ornstein-Zernicke con acoplamiento parcial {9}: 
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· ?t . . c0;i;>=~ .. c0;0+ I ?t.h<0;0pk~k.(0> 
-<-J -<-J k= 1 2 .{_!.<- J , 

(II.4-3) 

donde 

'k .. ( 6; i;) = I h .. (~; i; > exp (u • 6) 
.<.j ~ .<.j 

(II. 4-4a) 

y 

~ . . c0; o=Ic. .. <~; Oexp Cü. 0> 
-<-J ~ -<-J 

(II. 4-4b) 

Es claro que 

"' c.11 (6; !;)=c.11 (O; E;)=c.1 (E;) 

~22 (6; !;)=c.22 (O; !;)=c.2 (E;) 

"' . C.12(6;E;)=c.12(l,O;E;)exp(i61)+c.12(0,l;E;)exp(102)+ 

(II.4-5) 

por lo tanto tenemos el sistema de ecuaciones 

~ll (6;E;)=c.1 (E;)+1í11 (6;E;)p1C.1+ 

+1í12(0;E;)~2C.21Cexp(-i61)+exp(-i62)+exp(i(61+02))) 

(II. 4-6) 

1í 1 2 ( 6; n =c. l 2 ( 6; o ( exp ( i 6 1 ) +exp ( i 6 2 ) +exp ( - i (e l + 6 2 ) ) ) + 

+~11(0;E;)p1c.12(exp(i61)+exp(i8 2 )+exp(-i(6 1 +0 2 )))+ 

+t 2 (é; t) P2C!.2 
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Considerando las ecuaciones (II.2-4ab) y (II.3-5) en 

(II.4-5), resolviendo para ~i 1 (0;é;) y ~12(6;é;), identificando 

la funci6n U(e;z) como en la secci6n anterior y antitransfor 

mando se ebtiene: 

(II. 4-7) 

ht2Cl,O;é;)=h12CO,l;E;)=h12(-l,-l;E;)= / 

= {(l-p1cdc3(f;)+c1CE;>p1c3}P(&'¿z> 

C3 /p1p2(l-p¡c¡}(l-p2C2) * · 
(II.4-8) 

donde &1 es el vector de posici6n de un primer vecino: 

pero, recordando la ecuaci6n (II.3-22) 

h 1 2 (6 1
; z) = {Cl-p1c i )c3(f;)+c1<s>e1c3} 

cs.IP1P2 (l-p1cd (1-p2c2) 
• P(O;z)-1 

z 

(II.4-9) 

de la misma manera, se obtienen expresiones similares 

h 2 1(6 ' ;z)= {(l-p2C2)C 3 (!;)+c 2 COp2cd • P(O;z)-1 

C3/P1P2 (l-p¡C.¡) (l-p2C2) z 

(II. 4-10) 

y 
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} 

(II. 4-11) 

Tomando en cuenta las ecuaciones (II.3-15), (II.3-16), 

(II.3-17) y (II.3-22) se pueden reducir las ecuaciones an-

teriores a: 

c.ª <s > 
c. 3 

(II. 4-12) 

(II. 4-13) 

(II. 4-14) 

(II.4-15) 

Las condiciones impuestas para 9. (~;~) son: 
~j 

~) 9 11 (O;~)=gh (O;U=O ¡ ya que no hay ocupaci6n mdltiple 

en un sitio dado (ver ecuaciones (II.3-18) y (I.3-3)) y 

ii) c. 3 (~)=9 12 (primer vecino;~){l-exp(S~w)} que es la aprox~ 

maci6n de Percus~Yevick (ver ecuaci6n (I.5-1)) asumiendo un 

potencial repu}.s'ivo acoplado • 
. ·~~ 

Por lo tanto, de la expresi6n (II.4-12)y la candi-

ci6n i), obtenemos: 

1 (II. 4-16) (1-p¡) 
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que substituyendo en (II.4-14) junto con la condictOn ii) da: 

(II.4-17) 

y, de la misma manera, 

(II.4-18) 

sustituyendo las expresiones (II.4-17) y (II.4-18) en 

(II.4-2a) obtenemos: 

p1 
1-p¡ 

l 

=y exp{lim -3C36WP2(Í 
w-+c><> ~ 

y resolviendo la integral, 

similarmente 

· ~ · .. 

. d~ )} 
(l+c 3 (1-p 1 )-exp(B~w)) 

log(lcsl (l-p¡))} (II. 4-19) 

(II.4-20) 

La expresión para la fugacidad se obtiene despejando 

de cualquiera de las ecuaciones (II.4-19) o (II.4-20): 

y = p1 log(jc.31 (l-p ¡ ))} (II .4-21) 1-p¡ 

adem~s, combinando las ecuac i ones (I I . 4-19) y (II.4-20) se 
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obtiene la relación: 

p1(l-p2) 
P2.(l-p¡) 

=exp{ 30 1cª <I I (l >> _l+_c_3~( ..... l--~P-2_>_ log e 3 -p2. -

(II.4-22) 

5.- Las soluciones de la densidad para el gas de enrejado. 

a) Procedimiento. 

Las soluciones para las densidades p 1 y p 2 serán a-

quellas que satisfagan el sistema de ecuaciones (II.3-21), 

(II.3-23), (II;3-19) y (II.4-20) donde P(O;z) está relacio-

nada con z por medio de su definición (II.2-14) y (II.2-4). 

Los cálculos para resolver dicho sistema de ecuacio

nes se hicieron en la computadora Burroughs 6700 del c.s.c. 

de la U.N.A.M. ·_por medio de un programa en Fortran cuyo 

proced.j.miento"'-ira el siguiente. 

Prime~o, se itera el valor de z en el rango O>z>-1 

(los valores qlie toma z son dentro de1 intervalo señalado 

antes como se puede observar de la ecuación (II.3-23) ya que 

P(O;z))l para toda z real y P(O;z>~~ para z=±l) con el que 

se calcula la _integral (II.2-14) para la función de Green 

(P(O;z)), utilizando la funci6n estructura del enrejado 

(II. 2-4), por medio del método de integración de Gauss. 

Calculada esta, procede a iterar el valor de p prom~ 
--

dio y dentro de ' esta iteración hay otra para iterar p 1 • El 
,'i 

valor de p 2 queda fijo con la relaci6n (II.3-29). 

Con los valores de z, P(O;z), p1 y P2, se calcula c 3 



- 46 -

por medio de la ecuaci6n (II.3-21) y con esto la relaci6n 

(II.4-22), cuyo valor se compara con la misma relaci6n obte 

nida de los valores de p 1 y p 2 en ese momento de iteraci6n. 

Si los valores de ambas relaciones concuerdan (±0.1%), el 

programa procede a calcular y por medio de la relaci6n 

(II.4-21), y a escribir los resultados. Las ternas (p 1 ,p 2 ,z) 

soluci6n del problema, fueron alimentadas como datos a un se 

gundo programa que calculaba las funciones de correlaci6n 

directa y total por medio de las expresiones (II.3-19) a 

(II.3-21) y (II.3-15) a (II.3-17) respecti~ente, además de 

propiedades termodinámicas tales como la presi6n y el poten

cial qu1mico por medio de las relaciones 

ecap/ap)=p(o(log z)/op) 

y 

6µ= log y 

De los resultados de este 1Htimo programa, se obtu

vieron las gr~ficas y resultados que discutiremos en e l 

inciso siguiente. 
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b) Resultados. 

En esta secci6n se presentan y discuten una serie de 

resultados n~ricos (presentados en forma gráfica) del gas 

de enrejado exagonal con eAclusion a primeros vecinos. 

Reco~damos que hemos reducido el problema de la de

terminaci6n de las soluciones de las densidades de los sub-• 
enrejados a la resoluci6n del sistema de ecuaciones . (II. 3-23) 

y (II.4-22), donde la primera contiene la condici6n de exclu

si6n a primeros vecinos dado por el potencial duro, y la segu!! 

da representa la condici6n de que ambos subenrejados est~n en 

equilibrio termodin&nico, es decir, que sus fugacidades sean 

En la figura 5, se observa la relaci6n entre p1 y p2 

que resulta .. de resolver las ecuaciones antes mencionadas. Esta 

soluci6n consta de dos ramas, la rama fluida (p1=p2l y la ra-

ma s6lida. La intersecci6n de ambas ramas representa una tra!! 

sici6n de fase, y la densidad de transici6n que se obtiene es 

de 0.3466, arriba de la cual existe un fluido metaestable que 

termina en p 1=p 2 =0.5. En . general, en todos los modelos de gas 

de enrejado en una y dos dimensiones se obtiene esta soluci6n 

fluida y la dnica diferencia que se encuentra es la densidad 

a la cual está intersecta a la rama s6lida; asi por ejemplo, 

en el gas de enrejado lineal con exclusi6n a primeros vecinos 

dicha inters,ecci6n se presenta a la densidad de empacamiento 

• tota1Cp1=P2=0.S) · y para el gas de enrejado cuadrado también 

* LA rAm! ~~lida para e1 enrejado lineal representa una solu-

ci6n ficticia para una fase sólida, pues ocurre a la densidad 

de máximo empacamiento y a fugacidad infinita por lo que este 

sistema no presenta transici6n de fase {7} . 
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con exclusi6n a primeros vecinos, la densidad de la transici6n 

se encuentra en p¡=pz=0.273. 

En la figura 6 se observa la dependencia de las densi 

dades Pl y p=(p1+p2)/2 con el parSmetro z. La transici6n ocu-

rre cuando z=-0.9709, en donde se separan la rama fluida meta 

estable(-0.9709>z>-l) y la rama s6lida(-0.9709<z<O, P1#p2). 

En esta figura se observa adem!s que para la densidad 

máxima (pmax=O.S) z=O para la rama s6lida y z=-1 para el flu

ido metaestable. 

Observando las expresiones (II.4-19) y (II.4-20) es 
~. 

claro que se satisfacen trivialmente cuando p1 =p 2 sin importar 

la forma particular de la funci6n de Green P(Q;z) por lo que 

la fase fluida queda tinicamente determinada por la ecuaci6n 

(II.3-23). La soluci6n que representa el s6lido es una solu

ci6n no trivial de las ecuaciones (II.4-19) y (II.4-20). 

Por otro lado, la funci6n de Green 'valuada en el ori

gen P(O;z) (ver ecuaci6n (II.2-14)) solo depende de z, o de p 

a trav~s de z, y su comportamiento se puede ver en las figuras 

7 y 8. Cuando z+-1, P(O;z).;.,. y cuando z=O, P(O;z)=l. 

La dependencia de la fugacidad con respecto a z y a p 

se puede observar -en las figuras 9 y 10 respectivamente. 

En las figuras 11 y 12 se tiene el comportamiento de 

las funciones de correlaci6n directa c1, c2 y c 3 con respecto 

a z y a p. En el punto de transici6n c1=c2=-6.lS y cs=-2.9. 

Las prop!@dad~n ~ét'fl\odin!micas calculadas para este 

modelo son la presi6n p y el potencial qu1mico µ. 
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Las figuras 13 y 14 muestran la variaci6n de p con z 

y P respectivamente. El punto de transici6n se encuentra cua~ 

do Sp=0.89, en donde se separa una rama superior correspon

diente al fluido metaestable y una inferior que corresponde a 

la fase sOlida. 

La variaci6n de µ con z y p se muestra en las figuras 

15 y 16 respectivamente. El potencial Sµ en la transici6n co

rresponde a 1.55 y de nuevo se separan dos ramas en ese punto, 

la superior para el fluido metaestable y la inferior para la 

fase s6lida. 
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Un análisis geométrico sobre la ocurrencia de la transición 

de fase en los modelos de gas de enrejaao. 

Como vimos en el cap!tulo anterior, el problema del 

gas de enrejado .exagonal se reduce a la resoluci6n del siste-

ma de ecuaciones en las variables p¡, p2 y z: 

I p1p2 
- z ........ ( 1""'--p"""1-;)¡;..(""'1;---p-2"'"')- P(O;z)=P(O;z)-1 

y 

pi (l-p2) =exp{ 
P2 (l-p d -1+-~ .... ;--(""I""":--P-

2 
... )- log e 1 c. 3 1 e 1-p 2 » -

(II.3-23) 

l+~~(i~pi) log(lc.,I (l-p1))} (II.4-22) 

donde c. 3 y P(O;z) est4n dadas por las ecuaciones (II.3-21) y 

(II.2-14). 

La ecuación (II.3-23) representa, .como dijimos antes, 

la condición impuesta al potencial interparticular, y la ecu~ 

ci6n (II.4-22) representa ia condición de que ambos subenrej~ 

dos est~n en equilibrio termodinámico (y1=y2). 

Podemos considerar a cada una de dichas ecuaciones co 

mo una superficie en el espacio (P1, P2, z) cuya intersección 

es el conjunto de valores (p1, P2, z) que puede tomar el mod~ 

lo de gas de enrejado. Es entonces de inter~s analizar la fer 

ma de dichas $upert¡~¡e~ p~¡~ entender como su interg~eei6n 
da lugar a las diferentes soluciones para las densidades p 1 y 
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p 2 de los subenrejados. 

Consideraremos dos tipos de gases de enrejado:el gas 

de enrejado cuadrado con exclusiOn a primeros vecinos (SQl) 

con una transición de fase semejante a la del exagonal y el 

gas de enrejado lineal con exclusión tambi~n a primeros veci

nos (Ll) que no presenta transici6n de fase (ver pi e de la 

p!gina 47). 

1.- El gas de enrejado lineal con exclusión a primeros vecinos 

(Ll) • 

Este modelo, por razones obvias el dnico de una dimen

si6n, se puede definir como aquel en que las partículas pueden 

ocupar puntos cuyas coordenadas se pueden representar por un 

dnico nOmero entero .!• y en el cual, si una partícula ocupa el 

sitio j imposibilita la ocupación tanto del sieio j como la de 

los sitios (j-J) y (j+f). 

Como mencionabamos en el inciso II.3 al introducir el 

gas de enrejado exagonal, se suelen dividir los sitios de los 

enrejados en dos tipos o subenrejados, los cuales facilitan 

el estudio de soluciones periódicas de la densidad en la fase 

sólida. En el caso del gas de enrejado lineal con exclusi6n a 

primeros vecinos esta subdivisi6n en subenrejados tambi~n se 

i ntroduce, y una representaci6n gráf ica de dicho mode l o es: 

- - - * o * o * o * o * o - - -

Fi<Jura J, 
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Los análogos de las ecuaciones (II.3-23) y (II.4-22) 

para este modelo son {7}: 

I P1P2 - z __,.(l,.._-p__,¡),-(""i .... --P-2 ... )- P(O;z)=P(O;z)-1 (III.1-1) 

y 

(III.1-2) 

y en donde la integral P(O;z) puede expresarse anaHticamen-

te, lo que facilita el c!lculo de la superficie correspondie~ 

te a la primera ecuaci6n (ec. (III.1-1)). 

Las ecuaciones para PCO;z) y C3 para este modelo son: 

1 1f de 
p ( o ; z ) = f..-,-__..;.;..;;_-,,.i 1-zcose o 

y 

zP _(O; z) 
C3= -----------------------

2/p1p2 ff-p¡) (l-p2) 

1 (III.1-3) 

(III.l-4) 

' Los puntos (P11 P2, z) que satisfacen cada ecuaci6n 

por separado fueron calculados por medio de un programa de 

computadora y los resultados fueron lQ§ ;¡~y¡entC6 e 

La superficie qenerada por la ecuaci6n (III.1-1) se 
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muestra en la figura 17. Puede observarse que la superficie 

intersecta al plano z=O en las rectas P1=0 y P2=0 y al pla-

no z=-1 en la recta p¡=l-pz. 

La superficie correspondiente a al ecuación (III.1-2) 

resultó ser la formada por los planos p1=p2 y t=-1. La parte 

de esta superficie correspondiente a p1=P2 es una solución 

trivial ya que ambos lados de la ecuación (III.1-2) se "igua

lan a l. La parte de la superficie para Z=-1 ocurre cuando 

las fugaci.dades de los dos subenrejados son infinitas y .cua!_ 

quier valor de P1 y P2 satisfacen la ecuación (III.1-2). Las 

fugacidades de los subenrejados están dadas por las expresi~ 

nes: 

logClc.31 (l-p1))} 

y 

Considerando ahora la intersección de ambas superfi-

cies, obtenemos las siguientes soluciones para las densida-

p e: [ o, 1/2 J 

: 1/2 
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La primera soluci6n representa la fase fluida y la 

segunda soluci6n, dado que ocurre a la rn~xirna densidad p=l/2 

y a fugacidad infinita, no puede considerarse corno una fase 

s6lida. Este modelo no muestra transici6n de fase. 

2.- El gas de enrejado cuadrado con exclusi6n a primeros 

vecinos (SQ1). 

Este modelo bidimensional difiere del gas de enreja-

do exagonal que hemos estudiado 6nicarnente en el arreglo g~ 

métrico de los puntos del enrejado, por lo que es de espera! 

se que su comportamiento sea similar al del exagonal. Este 
. ~~ .. 

es el caso como puede verse en la referencia {7} donde se es 

tudia ampliamente y como veremos mas adelante. 

El gas de enrejado cuadrado con exclusi6n a primeros 

vecinos se puede definir como aquel en el que las part1culas 

pueden ocupar sitios cuyas coordenadas son de la forma (a, b) 

donde a y b pueden ser cualquier entero, y en el que, si una 

part!cula ocupa el sitio (s 1 , s 2 ) imposibilita la ocupaci6n 

tanto del sitio (s 1 , s 2 ), corno de los sitios (s 1 , s 2+1), 

En este modelo la subdivisi6n en subenrejados se pu~ 

de representar gr~ficarnente corno sigue: 

* o * o * o * o * 
o * o * o * o * o 

* o * o * o * o * 
e * & * o * o * o 

* o * o * o * o * 

Figura 4. 
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En este modelo, las ecuaciones a resolver son {7}: 

I P1P2 
-z --r(~l--P~1r)~(~l--P--2~)- P(O;z)=P(O;z)-1 (III. 2-1) 

y 

p1 (l-p2) 
P2 (1-pi) =exp{ 4p1C.3 

(III. 2-2) 

en donde la integral P(O;z) resulta ser la integral el1ptica 

completa de primera clase con argumento z 2
• Las correspondie~ 

tes expresiones -para P(O;'z) y C.3 son: 

(III. 2-3) 

y 

zP (O; z) (III. 2-4) 

También por medio de un programa de computadora, fu~ 

ron calculadas por separado las ternas (p1, pz, z) que satis 

facen cada una de las ecuaciones (III.2-l)y (III.2-2). 

La superficie resultante de la ecuación (III.2-1) re 

sultó ser muy similar a la calculada con la ecuación (III.1-1) 

para .el gas de enrejado lineal con exclusión a primeros veci-
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nos, excepto que se acerca mas rápidamente al eje z a medida 

que z tiende a cero. Dicha superficie se muestra en la figu

ra 13. 

La ~egunda superficie, la correspondiente a la ecua-

ci6n (III.2-2) se puede dividir en tres partes. Dos de ellas 

son id~nticas a las del gas de enrejado lineal con exclusi6n 

a primeros vecinos¡ estas son: el plano P1=P2 y el plano 

z=-1. La raz6n de que en este modelo tambi~n aparezcan estas 

superficies es la misma que apuntábamos en el inciso anterior 

y es de suponer que ~on comunes a este tipo de modelos. 
· ~ · 

La tercera parte de esta segunda superficie tiene una 

forma similar a la de un paraboloide hiperb6lico y cuyo dia-

grama de contorno aparece en la figura 19~ En la figura 20 

se ha tratado de bosquejar la forma de esta superficie qui

tando parte de la hoja anterior con la intenci6n de facilitar 

al lector la ~Xplicaci6n de la intersecci6n de esta superfi

cie derivada de la ecuaci6n (III.2-2) con la superficie que 

cumple l~ ecuaci6n (III.2-1). Para esto además, se ha trazado 

con linea punteada tanto en la figura 18 (ec. (III.2-1)) como 

en la figura 20 (ec. (III.2-2)) la intersecci6n de cada una 

de ellas con la otra, omitiéndose, para mayor claridad, los 

planos z=-1 y P1=P2. 

La densidad de transici6n (o intérsecci6n) obtenida 

es p 1=p2=0.273 con un valor de z=-0.924. 
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IV.- Discusi6n y conclusiones. 

El estudio del gas de enrejado exagonal con exclusi6n 

a primeros vecinos bajo la aproximaci6n de Percus-Yevick re

sul t6 ser análogo a un problema d_e caminatas al azar con pa

sos solo a primeros vecinos en un enrejado del mismo tipo, 

resultando la analog1a, solamente de la definici6n del par! 

metro z por medio de la ecuaci6n (II.3-5) y de la identific~ 

ci6n de las funciones P(&;z) dentro de las expresiones obte

nidas para las funciones de correlaci6n total y directa. 

El desarrollo del método introducido por A. Robledo 

y I.E. Farquhar {6} y que el primero aplic6 en otros gases 

de enrejado del tipo del cuadrado con exclusi6n a primeros 

vecinos {7}, tuvo que ser modificado en varias etapas del de 

sarrollo debido al peculiar arreglo geométrico de los puntos 

del enrejado exagonal. 

Bajo este método de aplicaci6n de la aproxi.maci6n de 

Percus-Yevick, el gas de enrejado exagonal con exclusi6n a 

primeros vecinos, presenta una transici6n entre dos fases, 

una desordenada (el fluido) a bajas densidades y otra orde

nada (s6lido) a densidades mayores. 

Los resultados obtenidos difieren de los calculados 

por métodos exactos {12} cualitativa y cuantitativamente. La 

calculada por métodos exactos aparece a una densidad p=0.421 

mientras que por este ~étodo obtenemos p=0.346. El tipo de 

transici6n que se obtiene mediante métodos exactos es del ti 

PO "Á" ~~ft~iftUA Y bA)ó esta aproximaci~n es de segundo orden 
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de Ehrenfest; nó obstante, el margen de error es similar al 

obtenido para los gases de enrejado cuadrado y lineal ambos 

con exclusión a primeros vecinos bajo la misma aproximación 

(Percus-Yevick): 

El énfasis en este trabajo se dirigió a la aplica-

ci6n de estos métodos y aproximaciones a enrejados con arre-

glo geométrico diferente al de los enrejados cObicos simples 

de dimensión k. No se pretendió emplear un método con aprox! 

maciones mejores a la de Percus-Yevick y solo nos limitamos 

a comparar los valores obtenidos con los de los llamados mé-
· ~ · 

todos exactos. 

Respecto al análisis de las superficies que resultan 

de las ecuaciones que representan las características del m~ 

delo, análisis que se realizó especificamente sobre dos mode 

los de gases de enrejado diferentes al gas de enrejado exag~ 

nal con exclusiOn a primeros vecinos,podemos apuntar varias 

cuestiones. 

La existencia de las superficies p 1 =p 2 y z=-1 en am

bos modelos, el Ll y el SQ f , sugieren que en todo modelo de 

gas de enrejado con exclusión a primeros vecinos en que el 

enrejado sea simétrico para ambos subenrejados, se van a P!e 

sentar dichas superficies, sugerenci a que se confirma al ob-

servar, primero, que la simetr1a con respecto a p 1 y a p 2 en 

la ecuación correspondiente a la condición de equilibrio ter 

plica que cuando p1=p2, o bien cuando z=-1 , y 1=y 2 y tenemos 
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pues las soluciones representadas por las superficies antes 

mencionadas. Por otro lado, la forma de la ecuaci6n Y1=Y 2 es 

semejante para cualquier modelo de gas de enrejado con exclu 

si6n a primeros vecinos. 

Una diferencia fundamental que se encontr6 con res

pecto a las superficies que resultan de la condici6n y 1 =y 2 

en los modelos estudiados, es la aparici6n de una tercera su 

perficie en el caso del gas de enrejado cuadrado con exclusi6n 

a primeros vecinos. La aparici6n de esta superficie (ver fi

guras 19 y 20) es la causante de que en el modelo SQl exista 

transici6n de fase y en el modelo Ll no la haya. Esta superf! 

cie es la que produce la rama s6lida en la soluci6n del enre 

jado, al intersectarse con la superficie correspondiente a la 

condici6n de potencial duro. 

Por otro lado, la superficie correspondiente a la con 

dici6n de potencial duro en primeros vecinos, es muy similar 

en ambos modelos y su finica diferencia es que en el modelo SQl 

presenta una concavidad mayor que en el modelo Ll. La raz6n 

de esta mayor concavidad es debida,quizá, a la dimensi6n del 

enrejado y al mayor nfu':lero de primeros vecinos que presenta 

el modelo SQl. 

Es interesante observar que el "punto silla" que pre

senta una de las superficies que consti tuyen la condici6n de 

equilibrio termodinámico se .encuentra muy cercano al valor de 

la densidad en la transici6n que s e ha calculado por métodos 

~XJCM~ {12 }. 
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Aunque la aproxi maci6n de Percus-Yevick afecta a las 

dos superficies cuya intersecci6n da la rama s6lida, es de 

pensarse que afecte menos a la superficie correspondiente al 

equilibrio termodinámico y mas a la que corresponde a la con

dici6n de potencial duro desplazando la intersecci6n a una 

densidad menor. 

Se podr!a especular si el punto si1la en la•superfi

cie Y1=Y2 debe corresponder a la transiciOn de fase del gas 

de enrejado. 
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Ecuación (III .1-1) (Ll) 
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