4

UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO
Facultad de Ciencias

Anélisis de la Dimensién Fractal de los
Sismogramas del Valle de México.

TESIS ,
Que para obtener el Titulo de: .

Fisica

Presenta:

Ana Maria Oropeza Ldpez

FALLA DE ORIGEN

México, D.F. 1991.




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE
AGRADECIMIENTOS
INTRODUCCION

CAPITULO 1
DIMENSIONES.
ESTUDIO DEL CAOS.

ANALISIS DE SISTEMAS CAOTICOS.
Secciones de Poincaré.

Exponentes de Lyapunov,

Espectros de Potencias y Funcién de Autocorrelacién.

Dimensién Fractal.

CAPITULO II

DIMENSIONES FRACTALES.

INDICE

iv

13

14
158
15
17
19

21

23



CARACTERIZACION GEOMETRICA DE UN ATRACTOR.
Reconstruccidn del espacio fase.

Dimension de correlacion.,

MIDIENDO LA EXTRANEZA DE LOS ATRACTORES EXTRANOS.

Célculos numéricos.

CAOQS DE BAJA DIMENSION EN UN ATAQUE EPILEPTICO.
Epilepsia.
Actividad cerebral.

Caracterizacidn.

METODO UTILIZADO EN EL PROGRAMA QUE CALCULA LAS
DIMENSION.
Ejemplos conocidos.

CAPITULO III

SOBRE EL VALLE DE MEXICO
Descripcién de los aparatos.

Informacién acelerométrica.

- EVALUACION DE LAS DIMENSIONES PARA LOS ACELEROGRAMAS.

Reconstruccién del espacio fase.
Resultados.

Discusién.

CAPITULO IV

CONCLUSIONES.

.
- N -

27
28
28

31
34

35
35
37
37

39
40

45
47
50
50
50
50

54
59

63

65



APENDICES
APENDICE I : DIMENSION EFECTIVA.

APENDICE II : RELACION ENTRE LA DIMENSION FRACTAL Y LA
DIMENSION DE CORRELACION.

APENDICE III: GENERALIZACION DEL CONCEPTQO DE DIMENSION.

APENDICE IV : RUIDO BLANCO.

APENDICE V : MAPEO LOGISTICO.

REFERENCIAS.

5 see
it

67

69

71

73

75

77

79



Agradecimientos.

A todos ustedes que hicieron posible de una u otra manera este trabajo.

En particular a los doctores Francois Leyvraz y Thomas H. Seligman, por haberme
permitido colaborar con ellos, por el apoyo, la asesoria y la paciencia que me brinda-
ron durante la elaboracién de la tesis.

A mis sinodales: Dr. Gerardo Sudrez, M. en C. Servando de la Cruz y el Dr. Jorge
Flores, por la revisién del trabajo.

A mis padres por obsequiarme el placer que representa el estudio de la Fisica.

Y de una manera muy especial me permito mencionar al Dr. Salas Brito.

GRACIAS.

— -



INTRODUCCION



- INTRODUCCION

En la cxperiencia cotidiana, la naturaleza nos muestra sistemas con compor-
tamiento sumamente complicado y aparentemente errdtico. Encontramos algunos
sistemas en los que una variacién pequeila en sus condiciones iniciales produce esta-
dos finales muy similares, en cambio existen otros en los que un ligero cambio en las
condiciones iniciales origina comportamientos muy diferentes llevando a situaciones
finales completamente distintas. Estos sistemas los denominamos cadticos. En los
1iltimos arios se ha encontrado que esta gran sensibilidad a condiciones iniciales, es
una propiedad tipica de muchos sistemas.

Este tipo de estudios s¢ ha hecho posible, en parte, gracias a la rapidez de
las computadoras. Aparccen por cjemplo en la simulacién de circuitos electronicos,
dispositivos Spticos no lincales, fluidos y gascs, células cardiacas, reacciones quimicas,
sistemas cldsicos de muchos cuerpos, aceleradores de particulas, péndulos forzados
y acoplados, plasmas, asi como en modelos bioldgicos, metcorolégicos, econdémicos
y muchisimos otros sistemas dindmicos. Estos sistemas pueden ser modelados por
distintas formas matemadticas: ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones dife-
renciales parciales, ecuaciones en diferencias 6 mapeos. Como el andilisis de estos
sistemas es muy amplio, se engloban estudios tanto de propicdades particulares como
de propiedades universales de los sistemas dindmicos no lineales.

Ya desde los ailos de 1875-1925, los matemdticos se dicron cuenta de que un
buen entendimiento de lo irregular o inconexo {asi como de lo regular y conexo) no
podia satisfacerse definiendo, una cualidad que los caracteriza, la “dimension” como
niimero de coordenadas. El primer paso de un andlisis riguroso lo hizo Cantor en
junio de 1877 en una carta a Dedekind, continué Peano en 1890 y se encuentran otros
estudios que datan de la década de los 20%. Como muchos de los grandes desarro-
los intelectuales estos estudios han tenido diversas interpretaciones. La nocidn de
dimensién tiene muchas formas matemadticas que no sélo son conceptualmente distin-
tas, sino que llevan a diferentes valores numéricos, Como decia Wiltliam de Occam!0:

no deben multiplicarse las dimensiones innecesariamente, pero una multiplicidad de

Y



dimensiones es absolutamente inevitable. La dimensidn cuclidea, por ejemplo, se li-
mita a conjuntos para los cuales todas las dimensiones utiles coinciden, de manera
que pucde llamarscles conjuntos dimensionalimente concordantes; mientras que hay
otros conjuntos para los cuales el valor numérico de las distintas dimensiones di-
ficre de uno a otro y sc les llama conjuntos dimensiondlinente discordantes, Ademds
existe una ambiguedad incvitable y esencial entre las dimensiones de los conjuntos
matematicos y las dimensiones cfectivas (apéndice I) de los objetos fisicos modelados
por estos conjuntos. A cualquicr escala, desde tainafios atémicos hasta ¢l tamafio
del universo, la geometria de los objetos naturales es importante en los modelos des-
arrollados para entender la naturaleza, como la gecometria de las trayectorias de las
particulas; de un flujo hidrodindmico, olas, barcos y costas; paisajes, montaiias, islas,
rios, glaciarcs y scdiinentos; plantas, insectos y células entre otros. La geometria de
la naturaleza es tan central en ¢l estudio de los campos de las ciencias naturales que
se suele dar por hecho. En cada campo se adoptan conceptos usados intuitivamente
por los cientificos. Tradicionalmente la dimensién cuclidea servia como base del en-
tendimiento de la geometria de la naturaleza, pero Benoit B. Mandelbrot introdujo el
concepto de fractal generando en los dltimos afios el estudio de objetos con geometria
poco tradicional en muchos campos de la ciencia. Los fractales son mucho mds que
curiosidades matematicas; ofrecen un método extremadamente compacto para des-
cribir objetos y forinaciones, Mandelbrot utilizd para definir a los fractales la nocién
de la dimensidn de Hausdorff y la Hlamd dimensién fractal ya que no necesariamente
resulta ser un niimero entero. La gcometria fractal parcce describir estructuras natu-
rales en forma mucho mds eficiente que la geometria ecuclidea, asi como la gcometria
de las trayectorias de los procesos dindmicos no-lineales y que son el objeto de estudio
de la teoria contemporanea del caos determinista. Este hecho ha despertado un gran
interes por la geometria y las dimesiones fractales.

En cste trabajo se clabordé un programa para calcular la dimensién fractal
de una seric temporal de datos experimentales, que era el principal objetivo y se
planted como una buena aplicacién, determinar la dimensionalidad dindmica dc los
acelerogramas de un sismo en el valle de México. Bisicamente en este valle se ticnen
tres tipos de stelo y de un estudio previo en sismos puede observarse que los espee-
tros de Fourier de los acelerogramas dificren de terreno a terreno, lo cudl sugicre la
posibilidad de encontrar una dimensionalidad distinta para cada tipo de suelo.

El contenido del trabajo escrito es el siguiente:

El primer capitulo es una introduccidon al concepto de dimensién y da un
panorama del surgimiento del caos, asi como de los métodos de andlisis para sistemas
cadticos, dentro de los cuales se encuentra el andlisis de la dimensién fractal que es
cl tema de csta tesis.

i
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En el capitulo dos se expone en forma mis detallada el concepto de dimension
fractal. Se hace referencia al articulo de Grassberger y Procaccia’, quienes introdu-
jeron la dimension de correlacién y proponen su método para el andlisis de datos ex-
perimentales. Se ejemplifica con un trabajo previo -de neurobiologia- de Babloyantz
y Destexhe? sobre caos de baja dimension durante un ataque epiléptico. Findlmente
se expone el método utilizado para calcular dimensiones fractales en el programa
claborado y sc presentan los resultados obtenidos para ejemplos conocidos, que sc
utilizaron para probar ¢l programa.

El capitulo tres estd dedicado a la descripeién del trabajo realizado con los
acelerogramas del sisio. Se hace aqui una breve descripeién del sistema, es decir, de
las caracteristicas del valle de México, de los instrumentos utilizados para el registro
de los datos y de su ubicacién. Contiene también la discusién de los resultados
obtenidos para este sistema.

Eliltimo capitulo contiene las conclusiones.
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CAPITULO I

DIMENSIONES.

El término dimensién comunmente aceptado lleva en si la definicidn que se
encuentra al principio del Libro I de Euclides® sobre geometria plana:

1. Un punto es aquello que no tiene partes.
2. Una linea es una.longitud sin ancho.
3. Los clementos de una linca son puntos...
5. Una superficie es aquella que tiene solamente ancho y largo.
6. Los extremos de una superficie son lineas.
¥ que se extiende en su Libro XI de geometria cspacial:
1. Un sélido es aquello que tiene longitud, ancho y profundidad.
2. Los extremos de un sdlido son superficies.

Una transcripcion del punto de vista de Euclides la hace Poincaré en 1903 (Poincaré
1905, Cap.III, See.3) donde escribe mds o menos lo siguinte: “Cuando decimos que
el espacio tiene tres dimensiones ;qué queremos decir? Si para dividir un continuo
C es suficiente considerar como cortes un cierto nimero de elementos distinguibles,
decimos que el continuo es de dimensién uno... Si,.. para dividir un continuo es
suficiente hacer cortes que forman uno 6 muchos continuos de dimensién uno, decimos
que C es un continuo de dimensién dos. Si los cortes nccesarios para partir un
continuo son continuos de dimensién dos a lo mds, decimos que C es un continuo
de dimensién tres y asi suscesivamente. Para justificar esta definicidn es necesario
revisar como introducen, los matamdticos dedicados a la geometria, la nocién de
dimensidn. ;Qué encontramos? Por lo general comienzan definiendo superficies como
las fronteras de los sélidos, puntos como las fronteras de las curvas y establecen que
este proceso ya no sigue adelante. Esta es la misma idea: para cortar el espacio
se necesitan superficies; para dividir superficies son necesarios cortes que se llaman
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curvas; para cortar curvas se neeesitan puntos y los puntos no siendo un continuo,
no pueden dividirse. Como las curvas pueden dividirse por cortes que no forman
continuos, decimos que éstas son continuos de dimensién uno; como las superficies
se dividen con continuos de dimensién uno, estds son continuos de dimensién dos
y asi suscesiviunente.” Posteriormente, en 1913, Brouwer construyd una definicién
topoldgicamente invariante de dimensién, que para una gran cantidad de espacios es
equivalente o la que se usa hoy en dia. Una configuracién se decia E-dimensional si el
niumero minimo de pardmetros reales necesarios para describir sus puntos es E. Pero,
un estudio matemitico de la forma debe ir mds alld que la topologia, una nocién de
formn conticne otros aspectos matemdticos ademds de los topolégicos y es por eso
que se vuelve a la nocidn de dimension tal como la define Hausdorff. Por cjemplo, la
topologia considera que todas las ollas con dos agarraderas ticnen la misma forma,
por que si las dos son infinitamente flexibles y compresibles, pueden ser moldeadas
una en la otra continuamente, sin necesidad de hacer 6 cerrar agujeros; o que todas
las costas son de la misma forma, por que son topolégicamente idénticas al circulo y
por tanto son curvas de diniension uno. Vemos entonces que la topologia no cs capaz
de distinguir entre distintas costas, que son curvas que forman parte de una categoria
de fractales, w saber, curvas con dimensién mayor que uno. Considerese un pedazo
de costa, es evidente que su longitud es por lo menos igual a la longitud de una linea
recta trazada entre sus extrenios. Pero una costa es irregular y estd “enrroscada”, sin
lugar a duda su longitud es mayor que la de lalinea recta. Hay varias formas de medir
su longitud en forma mids exacta y todos los métodos llevan a la misma conclusion, la
longitud de las costas tipicas cs tan grande que resultaria mejor considerarla infinita.,
Por lo tanto, si se quicre comparar cntre distintas costas desde el punto de vista de
su extension, constderar la longitud no resulta ser el concepto adecuado para dicha
comparaciéon. Algunos de los métodos que se utilizan para determinar la longitud
son:

Método A: Se toman segmentos de longitud e y se recorren a lo largo de la costa,
cottenzando cada paso donde termina el anterior. El nimero de pasos multiplicado
por ¢ es la longitud aproximada L{e) de la costa. Se espera que L(e) se aproxime a
un valor bién definido, llamado la Jongitud verdadera, cuando el valor de ¢ se hace
pequeiio. Pero lo que se espera, no sucede, en un caso tipico L{e) tiende a crecer sin
limite. La razdn de este comportamicto es obvia: cuando una bahia é una peninsula
de un mapa a cscala 1/100,000 se examina en un mapa a escala 1/10,000, sub-bahias
y sub-peninsulas se vuclven visibles. En un mapa a escala 1/1,000 subsub-bahias y
subsub-peninsulas aparecen y asi sucesivamente, cada una de éstas se va sumando a
la longitud.

Meétoclo B: Imaginese a un hombre caminando a lo largo de la costa, tomando el
cnmino mas corto para avanzar, pero alejindose del agua no mis que una distancia
¢, luego hace lo mismo para € cada vez mas pequefia. En este caso la longitud L(e)
cstdt dada en funcion de ¢, el tamaio del paso y ¢l niimero de paso para recorrer la
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costa. Otra vez, cada que el caminante permancee mas ceraca del agua, la distancia
que tienc que recorrer continda creciendo sin limite.

Método C: Cantor sugicre, una generalizacion del método anterior, considerar todos
los puntos de ambos lados del “limite” entre ¢l agua y la playa que estén a una
distancia menor 6 igual a ¢. Estos puntos van a formar una especie de salchicha de
ancho 2e. Propone medir el drea de la salchicha y dividirla entre 2¢; si la costa es
recta, la salchicha es un rectdngulo y cl cociente resulta ser la longitud exacta. Para
costas reales, se obtienc un valor estimado L(e) que crece sin limite al hacer e cada
vez mas pequeiia.

Método D: En este método se cubre el “limite” con circulos de radio € de tal forma
que ¢l niimero de circulos sca ¢l minimo. El drea dc estos circulos entre we/2 es cl
valor estimado de longitud. Una vez mds, este cdleulo diverge cuando el valor de ¢
decrece. :

Resumiendo lo anterior, se observa bisicamente el misnio comportamiento, al hacer
mds pequeiio ¢l valor de ¢, la longitud aproximada crece sin limite. Para indagar sobre
cl significado de este resultado, considerense medidas andlogas para curvas cuclideas
comuncs. Para un scgmento de linea recta, las mcdiciones son esencialmente las
mismas y definen la longitud del segmento. Para un circulo, las mediciones crecen
pero convergen ripidamente a un limite. Las curvas, para las cuales se encuentra de
estd manera un valor de su longitud, son llamadas curvas rectificables. Pero escoger
un valor de e para dar un valor de la longitud de una curva, como las costas, es un
asunto tanto cientifico como filosdfico. La naturaleza existe independienternente del
hombre y de una manera u otra cl concepto de longitud geogrifica no es enteramente
objetivo; el observador inevitablemente interviene cn su definicidn. Sin embargo, la
variacién de la longitud L{€) obtenida con ¢l método A, fué estudiada empiricamente
por Lewis Fry Richardson® 1961, sus resultados (figura 1.1) publicados cn un anuario, -
llevan a la conclusidn de que existe un pardémetro, que llamaremos D, tal que -para
apioximar una costa por segmentos— uno necesita Fe~? segmentos de longitud ¢, que
dan una longitud de:

L{e) ~ Fel~P,

El valor del exponente D parece depender de la costa en cuestién y dife-
rentes pedazos de la misma costa, si sc consideran por separado, pueden producir
distintos valores para D. Para Richardson, la D era un simple exponente sin ningin
significado particular. Sin embargo, su valor parcce ser independiente del método
utilizado para cstimar la longitud de la costa, por lo que el valor de D merecia mayor
atencion y Benoit B. Mandelbrot se la dié en 1967. Propuso que, no obstante D no es
necesariamente un entero, puede y debe interpretarse como una dimension, a saber
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una dimensién fractal. Identificé los métodos para aproximar L(e) con definiciones
generalizadas de dimensién usadas en matemsticas puras, en particular identifico
la de Hausdorff y la utilizé para definir dimensiones fractales. Hemos visto que la
nocién de longitud poscé un problema conceptual y que en cambio D ofrece como
alternativa una respuesta conveniente y manejable. El andlisis de los métodos para
obtener el valor de D sc deja pendiente hasta el capitulo dos, pero cabe mencionar
en este momento que, por ejemplo, a primera aproximacién D cs igual a 3/2 para
una costa, lo cual establece que su dimensién fractal excede su dimensién topoldgica
que cs igual a uno. La interpretacién de la D como una dimension, fué motivada
por un método ingenioso de Felix Hausdorff; intuitivamente, del hecho que la medida
lineal de un poligono (su perimetro) se calcula sumando cada uno de sus lados. Uno
podria decir que los segmentos estin clevados a la unidad, D = 1, la dimensién
cuclidea de una curva. Cuando se mide la superficie interior de un poligono cerrado,
se puede calcular identificando cuadrados y sumando sus lados elevados al cuadrado,
D = 2, la dimensidn cuclidea de un plano. Para una aproximacién poligonal de
la costa, hecha por segmentos pequeiios de longitud €, si las longitudes se elevan
a la potencia D, se obtiene una cantidad que puede llamarse tentativamente una
“aproximacién de la longitud en la dimensién D”, con una D independiente de ¢
¥ no nccesariamente entera. Asi D representa una caracterizacién para curvas tio-
rectificables. Mandelbrot propuso que las curvas para las cuales la dimensién fractal
exceda la dimensidn topoldgica igual a uno scan llamadas curvas fractales. Puede
decirse entonces que las costas son modelables por curvas fractales 6 dicho en forma
coloquial, las costas son fractales. Asi como las costas, algunas de las trayectorias
estudiadas por el caos determinista son modelables por curvas fractales, con lo cuél la
dimensién fractal resulta ser una posible medida para caracterizar procesos cadticos.
No existe una nocidn generalmente aceptada de lo que es ol caos, Pero ol estudio
de la dindmica no-lincal y su comprensién cs lo que ha despertado el interés y la
preocupacion de los fisicos por la evaluacidn de dimensiones fractales. Es por ésto
que a continuacién s¢ expone una breve descripeion del estudio del caos. '

ESTUDIO DEL CAOS.

A fines del siglo pasado, el desarrollo de la mecdnica celeste y la fundamenta-
cién de la mecdnica estadistica, habian revelado problemas profundos en la dindmica
cldsica. Pero cl estidio de estos problemas implica una gran cantidad de calculos.
Asi, sin la ayuda computacional con la que se cuenta en la actualidad y aunado el
hecho que el surgimiento de la relatividad y la teoria cudntica, tanto como el progreso
de la tecnologia moderna habian absorbido la atencién de casi todos los fisicos, los
problemas de la dindmica no-lincal se quedaron para los matemadticos por mds de
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medio siglo. Sus esfucrzos cristalizaron en la formulacidn del teorema de KAM sobre
sistemas Hamiltonianos cuasi-integrables a principio de los 60’s. Sin embargo durante
este tiempo se llevaron al cabo trabajos como los de Poincaré (la introduccién de las
secciones de Poincaré) que se utilizan en el estudio de la dindmica no-lineal. Después
en 1963, E. N. Lorentz publicd sus observaciones numeéricas de un modelo simplificado
de conveccidn térmica, modelo que actualmente lleva su nombre. Encontrd que en
este sistema completamente determinista de tres ccuaciones diferenciales ordinarias,
toda solucidn no periodica estaba acotada pero era inestable, i.e. tenfa fluctuaciones
irregularcs sin que se introdujera ningin clemento aleatorio. En 1971 D. Ruclle y
F. Takens introdujeron el término de atractor extrafio para las orbitas asintéticas
del espacio de fases de sistemas dindmicos disipativos, sin saber que el modelo de
Lorenz era el primer ejemplo de un atractor extraiio; posteriormente sugirieron un
nuevo mecanismo para describir el umbral de la turbulencia. Li y York por su parte
parecen haber sido los primeros en introducir el término caos en la literatura ma-
~ temdtica para denominar la aparente aleatorcidad de algunos mapeos. En 1976 una

publicacion de R. May ponc atencién a dindmicas complicadas incluyendo dobla-
miento de periodos y caos en algunos modelos simples de crecimiento de poblaciones.
Luego vino el descubrimiento de Feigenbaum de las propiedades de escalamicnto y
constantes universales en mapeos unidimensionales. Pero “caos” no debe ser simple-
mente asociado a desorden. Es mucho mis apropiado considerar el caos como una
especie de orden sin periodicidad. En clertos regimenes cadticos uno pucde observar
patrones repetitivos a escalas menores, si se cuenta con el poder de resolucién lo su-
ficiéntemente bueno tanto nundérica como experimentdlmente. Con ésto aparece, en
lugar de la periodicidad espacial o temporal usual, una invarianza a escalas que abre
la posibilidad de las consideraciones de grupos de renormalizacién para el estudio de
transiciones al caos, El trabajo de Feigenbaum levanté gran interes entre los fisicos
conio puede observarse de la cantidad creciente de literatura al respecto.

ANALISIS DE SISTEMAS CAOTICOS.

Existen varios andlisis a realizar si se desca saber si un sistema se comporta
6 no cn forma cadtica. Es decir, sl son procesos cuya evolucién temporal admite
las siguientes caracteristicas; esta determinada por ecuaciones diferenciales o en dife-
rencias que dan origen a comportamientos irregulares, aparentemente acausales con
un crecimiento exponencial de la imprecisién inicial. No se incluyen en caos deter-
ninista procesos regulares (procesos estacionarios, periddicos o cuasi-periédicos) ni
puramente cstocdsticos (no deseriptibles por ecuaciones deterministas, sino por dis-
tribuciones probabilisticas con ecuaciones dindmicas subyacentes). Para caracterizar
los procesos de caos determinista es indispensable distinguirlos de los procesos re-
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gulares y estocisticos; con este fin sc estudia la evolucién temporal de los sistemas.
Como no hay una caracterizacion absoluta del caos ~de hecho ni siquiera una que
sca aceptada por la mayoria de los cientificos dedicados a este tema— existen dis-
tintas formas para atacar los problemas. Algunos de los métodos se mencionan a
continuacioén.

Secciones de Poincaré. Una posibilidad para caracterizar los procesos son las
secciones de Poincaré, donde se obtiene una visién cstroboscopica de la dindmica
del sistema. Se trata de la consideracién de los puntos de la trayectoria que inter-
sectan en la direccidn de incidencia con el mismo sentido un “plano” en el espacio
fase (figura L2). Un mapco de Poincaré recemplaza el flujo de un sistema continuo
con N grados de libertad, por un sistcma discreto de orden 2N — 1; las secciones
de Poincaré estdn limitadas en la prdctica a espacios fasc tri-dimensionales debido a
que el sistema resultante es de dimensién dos y por consccucncia lo podemos grafi-
car facilmente. Las sccciones no sélo reducen el nimero de coordenadas en uno, si
no también discretizan el tiempo, reemplazan las ecuaciones diferenciales por ecua-
ciones en diferencias (el mapeo de Poincaré P+~ T(P)) y reducen enormemente el
ntmero de datos por manipular, ya que la mayoria de los puntos de la trayectoria
son ignorados. Como primer andlisis las secciones de Poincaré ofrecen informacion
cualitativa del comportamicnto del sistema. Dada una condicién inicial la scccidn
de Poincaré nos da una imagen del flujo y una cleccién apropiada del plano permite
que cl sistema sea analizado con mayor facilidad; por cjemplo, si ¢l movimicnto es
periddico, las seccion de Poincaré se reduce a puntos discretos y si el movimiento
es cuasiperiddico, la seccién contendra un conjunto de puntos que forman una curva
continua. Sin embargo, puede darse el caso de encontrar una seccién con puntos apa-
rentemente desordenados y cubriendo totalmente el espacio accesible para tiempos
suficientemente grandes y no es posible entonces establecer si los puntos de dicha
seccidn provienen de un sistema de ccuaciones deterministas 6 de una distribucién
de probabilidades.

Exponentes de Lyapunov. Una medida cuantitativa para las trayectorias en el
espacio de fases es la determinacién de los exponentes de Lyapunov, ya que se vuelve
cada vez mds dificil seguir la evolucién de un flujo cadtico mientras la divergencia de
las trayectorias en el atractor se incrementa rapidamente (figura 1.3). Lo que se acos-
tumbra hacer ¢s estimar dicha divergencia y el espectro de Lyapunov es justamente la
razén cxponencial promedio de la divergencia de las trayectorias. Por cada dimensién
del espacio de estados hay un exponente de Lyapunov independiente, definido por
ejemplo para el caso de un mapeo (caso discreto) por:

F (o + 6) = f¥(20)
)

o) = i finy 5l

Donde f¥ significa aplicar N veces ¢l mapeo, por lo que la expresién nos da el factor
promedio en que la distancia entre dos puntos cercanos, crece 6 decrece. Gabe men-
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figura L2 - Secciones de Poincaré: a) proceso regular, b) proceso irregular.

figura 1.3 - Divergencia exponencial (A) de las trayectorias.
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sionar que sc ticne un cxpresidn equivalente para el caso continuo y que se presenta
la del caso discreto por simplicidad.

Para una solucién cadtica, la sensibilidad a las condiciones iniciales implica
la existencia e un cxponente de Lyapunov positivo, como consccucncia directa de la
divergencia de trayectorias vecinas, por lo tanto, encontrar un exponente positivo cs
un signo inequivoco de un regimen cadtico. En cambio para en el caso de soluciones
periddicas o cuasi-periddicas los exponentes de Lyapunov son cero.

Espectro de Potencias y Funcién de Autocorrelacién. Otra opcién cs el
estudio de la irregularidad de la evolucidn temporal X(2) de una cierta variable X;
con el espectro de potencias P(w) 6 con la funcién de autocorrelacién ®(r).

El espectro de potencias sc obtiene con la transformada de Fourier tal que
P(w) =] X(w) |2

donde:

X(w) = 7X(t) et dt,

-2

La funcidn de autocorrelacidn ®(r) de X(¢) se define como:

a(r) = (&) - &t +7)
T
= lim = 4 #(t) &t +7) dt

con:

T
Sy - A
)y =z(t)— % vy m_'lll—-H;oQT _4 z(t) dt.

®(r) establece la correlacion entre dos medidas desplazadas un intervalo 7. Y segin
el teorema de Wiener-Khintchin?, ®(r) y P(w) estin relacionados por

P(w) = / ®(r) e~ dr.

-0

Se tiene que para X(t) periédica 6 cuasiperiddica el espectro de potencias se
compone de picos discretos y ®(7) se mantiene distinta de cero cuando 7 tiende a
infinito. Esto nos dice que el comportamiento del sistema es predecible. En cambio,
un espectro de potencias ancho y continuo, descarta toda posibilidad de que se
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figura L+l = Espectros de potencias P(w): a) proceso regular, b) proceso irregular.

bfr)

Wals

dix)

figura 1.5 - Funcion de autocorrelacion O(r): a) proceso regular, b) proceso irregular.




trate de un proceso regular; permite observar que la evolucién de X es desordenada
y erritica. En un régimen cadtico, ¢l espectro de potencias de una variable X del
sistema dindmico cs continuo, sin embargo, en base al espectro de potencias no puede
afirmarse si X{t) provicne de un sistema de ecuaciones deterministas o no, y por lo
tanto no permite diferenciar un proceso caético de uno estocdstico. Para estimar
la cantidad de desorden se utiliza la funcién de autocorrelacién, que en un régimen
cadtico tiende nccesariamente a cero al incrementar 7, ya que ningtin intervalo fi-
nito dec observacion de .Y (2) es suficiente para predecir el futuro comportamiento del .
sistema (figuras 1.4 y L.5).

Dimensién Fractal. Los atractores extrafios estin altanmente relacionados con la
dimensién fractal, ya que sc caracterizan por tener una subestructura muy compleja y
por tanto pucden caracterizarse con la medida de su dimensidn fractal. La aparicién
de atractores extrafios es una de las manifestaciones del caos que sélo se presenta
en sistemas disipativos. Determinar la dimensionalidad dindmica de datos experi-
mentales cs el objetivo central de este trabajo y por lo tanto se dedica el proximo
capitulo a introducir la definic¢idn de las dimensiones fractales que se van a utilizar y
a la explicacién de los cileculos.

~ 19 -



CAPITULO II

DIMENSIONES FRACTALES.

CARACTERIZACION GEOMETMCA DE UN ATRACTOR.
Reconstrucciéon del espacio de fases.

Dimensidén de correlacidn.,
|

MIDIENDO LA EXTRANZA DE LOS ATRACTORES EXTRANOS.

Célculos numéricos.

CAOS DE BAJA DIMENSION EN UN ATAQUE EPILEPTICO.
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Actividad cerebral.

Caractcrizacién.

METODO UTILIZADO EN EL PROGRAMA QUE CALCULA LAS DIMENSIONES.

Ejemplos conocidos.
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CAPITULO II

Una caracterizacidn cuantitativa para un conjunto de datos experimentales
que provienen de un proceso dindmico puede realizarse determinando su espectro de
Lyapunov & su dimensién fractal. Como en general, los exponentes de Lyapunov
no son fdciles de calcular a partir de resultados experimentales, se ha puesto mayor
atencién a la dimensién fractal como caracterizacion de estos sistemas. Ya que la
nocién de dimensidén fractal no es comiin, en la siguiente seceidn se desarrollan con
mads detalle esta ideca y los conceptos matematicos que se utilizan para su cédleulo.
Luego se expone la forma en que Grassberger y Procaccia calculan dimensiones frac-
tales y se menciona un trabajo que hace uso de su método para el analisis de un
conjunto de datos experimentales. Por 1ltimo, se describen los cdlculos de las dimen-
siones fractales efectuados en este trabajo.

DIMENSIONES FRACTALES.

Para definir la dimensién de Hausdorf de un conjunto de puntos en un espacio
p-dimensional, se cubre el espacio con hipercubos de dimensién lincal € y se determina
el nimero minimo de cubos, H (€), necesario para cubrir al conjunto (ver figura IL.1).
La dimensién fractal D ¢ de Hausdorff (también llamada de Hausdorff-Besicovitch)
estd definida entonces como el limite de la razén In H(e)/In (1/€) cuando la longitud
de la arista ¢ de los hipercubos tiende a cero. Esto es

D= lim M(_e_z

—oln (1/¢) (71.1)

Otra forma de decirlo es que el ntimero minimo H(e) de cubos necesarios para
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figura 11.2 ~ Primeras iteraciones para construir el conjunto de Cantor.

figura 1.3 - Tercera iteracion de la curva de Koch.

- a4 -




cubrir el conjunte de puntos varfa como €. Por ejemplo, cuando el conjunto es
simplemente un punto, tenemos que:

H(e) = constante = 1.

Por lo tanto la dimensién de Hausdorff de un punto es igual a cero coincidiendo con su
dimensién topolégica. Si el conjunto es un segmento de linea de longitud L, entonces

H (6) = Le!
de manera que D es igual a uno, mientras que para una superficic de drea S:

Se~?

il

H(e) -
que resulta en D igual a dos.

Hasta cste punto la definicién de la dimensién de Hausdorff no ha afiadido
nada que no nos dijera ya la dimensién topolégica. Sin embargo consideremos ahora el
conjunto de Cantor; que sc obtiene por medio de un proceso iterativo, donde el tercio
central de un segmento unitario es removido y la operacion se repite indefinidamente,
como lo ilustra la figura IL2. De esta manera obtenemos un conjunto infinito de
“puntos” inconexos. La dimensién de Hausdorff del conjunto de Cantor se deduce
facilmente de su construccion: para € = 1/3, el ndmero de clementos (en este caso
los hipercubos son simplenicnte segmentos) neecesarios para cubrir el conjunto es
H(1/3) = 2, de igual forma, para € = 1/9, H(e) = 4, y en general, para € = (1/3)™,
H(e) = 2™, La dimensién de Hausdorff resulta

om
D = lim In 27 ~ 0.63.

oo I 3™

Podemos observar que la dimensidon de Hausdorff corresponde a una generalizacién
de la dimensidn geométrica usual, que permite la caracterizacién de objetos fractales.

Un scgundo cjemplo cldsico de objeto fractal es la llamada curva de Koch 6
copo dc nicve, que tiene la curiosa propicdad de tener un perimetro infinito pero ocu-
pando tan sdlo una vegion acotada del plano. Para construirla se toma un tridngulo
equildtero, se divide cada lado en tres, se inserta cn cada segmento central otro
tridngulo equildtero y sc itera esta construccién un ndmero infinito de veces (ver
figura I1.3). Usando el razonamiento anterior, encontramos que la dimensién de
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figura 1.4 - Método para calcular In ditnensidn
de corvelacion de un conjunto inmerso en un
espaciv de dos dimensiones.

a) En general N{r) ~ r*
, L) linen N(r)~ !
- ¢} superficie N{r) ~ r?
b d} conjunte de cantor N{r) ~ 1203,

LTSRN wess nese asan
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Hausdorff de la curva de Koch es

=

In

D = ~ 1,26,

|

[}

In

Sin cmbargo, existen muchisimos otros objetos cuya geometria es mds com-
rleja y que se construyen a partir de céleulos numéricos. Desafortunadamente en
varios casos de interds prictico, ¢l calculo directo de la dimtensién de Hausdorff —
usando la definicion IL1- converge muy lentamente cuando la dimensién del espacio
fase es mayor que dos. Asi, en la prictica, se utiliza otra dimensién fractal llamada
dimensidn de correlacion, v, que resulta mas ficil de calcular,

Hustraremos primero con algunos ejemplos de geometria plana las ideas ba-
sicas que se utilizan para definir la dimension de correlacidn. Si se considera un
conjunto de puntos en un plano, por ejemplo, la seccién de Poincaré de un flujo
en R y se caleula el ntumero de puntos N(r) del conjunto localizados dentro de un
circulo de radio r, es posible calcular v. La dimensién de correlacién se determina de
la variacion de N(r) con . Para un conjunto de puntos uniformemente distribuidos
sobre una curva (unidimensional) y + suficicntemente pequefia sc tienc

N(@)~r

estocs, N(r) ~ r” con v = 1 (ver figuraIL4.b). Ahora, silos puntos estdn distribuidos
uniformemente sobre una superficic (dos dimensiones; ver figura 11.4.¢):

Nr)~r? =2

Con objetos generales de dimension arbitraria, como el conjunto de Cantor descrito
arriba (ver figura IL4.d}), el wiunero de puntos localizados dentro de un circulo crecerd,
en promedio, mas lento que el radio . Suponiendo N(r) ~ r¥ se encuentra v & 0.63,
que es igual a la dimensién de Hausdorff.

CARACTERIZACION GEOMETRICA DE UN ATRACTOR.

Inspirados en ¢l enfoque que se ha descrito y que permite caracterizar un con-
junto de puntos usando la dimensién de correlacion, se ha propuesto un método que
permite extracr informacidn geométrica y dindmica de una seric temporal, usando el
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hecho de que el espacio fase de un sistema puede reconstruirse. La idea central es
tratar de encajar la informacidn contenida en la serie temporal en un {pseudo)espacio
fase. En el caso de scries temporales que provienen de observaciones fisicas, se
pueden dar argumentos para identificar este nuevo espacio de fases con el original.
Posteriormente se calcula la dimension de correlacién para caracterizar al conjunto,
pero considerandolo como subconjunto del espacio fase reconstruido.

Reconstruccién del espacio fase. Las ideas que se tienen para el estudio de
sistemas dindmicos presuponen el conocimiento del ¢spacio fase, sin embargo casi
nunca sc tiene acceso a esta informacioén, a no ser que se conoscan explicitamente las
ccuaciones de evolucion del proceso. Esto es muy frecuente en el andlisis de datos
experimentales, ya que por lo general se mide la variacién de una sola propicdad
relacionada de alguna manera con las variables de interes del sistema. No obtante se
puede llevar al cabo ¢l andlisis, ya que a partir de cstas observaciones se reconstruye
cl espacio fase equivalente,

La reconstruccién se hace de la manera siguiente: empezando con la obser-
vacién de la schal X (¢), es posible la reconstruccion de la topologfa del conjunto de
datos, tomando como espacio fase X (¢), X (¢4+7), X(t+27),... 6 X(8), X (1), X(2), ...
En otras palabras, se pucde considerar la sefial X(t) independiente de la misma senal
un tiempo més tarde X (¢ + 7) donde 7 es una constante arbitraria llamada retardo.
O bién podemos tratar a X(¢) y a su derivada del tiempo X (t) como sciiales inde-
pendientes. Esto no quicre decir que el atractor que se genera en ¢l nuevo espacio
sca idéntico al del espacio fase original, tan sdlo que la nueva representacion conserva
las mismas propicdades topoldgicas. Este resultado es suficiente para estudiar las
caracteristicas esenciales en cuanto al andlisis que se propone. Un ejemplo mostrado
por Packard el «l son las proyccciones de las trayectorias del flujo de Réssler (ver
figura IL5):

= —y—z
y=x-+ay

t=b+zz—cz.

Se tienc entonces en la prictica que el tiempo es discretizado para obtener
una serie de vectores p-dimensionales representantes de la dindmica del sistema, ver
figura II.6.

Dimensién de Correlacién. La posicién de dos puntos a lo largo de la misma
traycctoria pero lejanos entre si en el tiempo en ¢l espacio de fases reconstruido, no
estdn, en general, correlacionados. Sin embargo, como todos los puntos provienen de
la misma seric temporal asociada con un tinico proceso, debe existir una correlacidn
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figura 115 - Prayecciones del flujo de Rosler,

a) verdadero (x,y) b) reconstruccion (@, ).

X (t+27)

X(t+7)

1

figura 1.6 - Representacion esquemdtica de una trayectoria reconstruida punto a
punto de una serie de tiempo z(t).



“espacial” caracterizada por alguna funcién. Se puede escribir:

. 1 , L. . , oo
Cr)= Nhj]oo Vi X [nitmero de parejas i, j cuya distancia | T~ &; |< 7]

donde i y j son indices que ordenan los N puntos de una trayectoria. Esta funcién
puede definirse de manera mis formal como:

o1 . -
Clr) = A;l—lzéo VI 'Zl O(r—|&i—-35) (11.2)
i,j=

donde © es la funcién Heaviside definida por @(z) = 1 para 2 positiva y 0 en cualquier
otro c¢aso. El nitmcero de parcjas i, j cuya distancia es menor que r es también la
suma de todos los N(r), si se cuentan los puntos contenidos en hiperesferas centradas
en cada punto del atractor, Entonces, C(r) es proporcional a N(r) y por lo tanto

Cr)~r". (I1.3)

Con datos vxperimentales la validez de esta ley de potencias se limita a va-
lores de r razondblemente pequeilos comparados con la dimensién del conjunto; al
incrementar 7, N(') necesariamente se satura cuando » toma. valores comparacos con
el tamaiio del conjunto. Por otro lado, para valores muy pequeiios de 7 son pocas
las parcjas i, j de datos experimentales cuya distancia es menor que r, dado que el
utimero de puntos cs finito. Bajo estas condiciones la estadistica se vuelve pobre y
la incertidunbre con que se toman los datos dominante. Asi en la practica sélo una
gama limitada de 1r's satisface la ley de potencias C(r) ~ ¥ y puede ser usada para
determinar v, la dimension de correlacién.

Aunque » no es en general ignal a D, s siempre una cota inferior (apéndice

1I):

v < D. (I1.4)

La dimensién de correlacién +# depende de la densidad de puntos, ya que involucra
un contéo de puntos y es sensible al proceso dindmico de cobertura del atractor. En
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cambio, la dimension de Hausdorff depende sdlo de la composicidn geométrica; por
definicidn se determina con el minimo niimero de hipercubos que cubren el atractor.
Por otro lado, si la densidad de puntos en una regién es baja, esta regidn no contribuye
apreciablemente a la dimensién de correlacidn, justificacion cualitativa de que v estd
acotada superiormente por D. Si la densidad de puntos es uniforme se trata de
un conjunto dimensiondlmente concordante y el valor numérico de sus dimensiones
coincide, f.e. v =D,

El método se puede generalizar a espacios p-dimensionales definiendo N(r)
como ¢l nimero de puntos contenidos en una hiperesfera p-dimensional de radio
r. Existe ademils en la literatura otro tipo de generalizacidn, propuesta por otros
autores, de In nocién de dimensién fractal (apéndice IIT).

MIDIENDO LA EXTRANEZA DE LOS ATRACTORES EXTRANOS.

Este ¢s cl titulo del articulo de Grassberger y Procaccia, en el que estudian
el exponente de corrclacion v que introdujeron como medida para atractores y que
permite distinguir entre caos determinista y ruido blanco (ver apéndice IV). En ¢l
plantean la posibilidad de usar este método para ¢l andlisis de datos experimentales
en cuya dindmica sc sospeche la existencia de atractores. Este es el método que se
utlizé para analizar los datos de los acclerogramas del sismo del 25 de abril de 1989.

Se sabe que muchos sistemas dindmicos disipativos 1o lineales no tienen esta-
dos asintdticos que scan estacionarios o periddicos. Si se dan valores apropiados a sus
pardametros, el sistema podria tener tinicamente estados asintéticos que correspon-
dan a movimientos cadticos, a estos se les ama atractores extrafios. Una pregunta
natural, en cste caso, es la de qué observable caracteriza al sistema de manera mads
cficiente; mds atin, cuando se observa un comportamicnto extrafio, uno quisiera tener
un procedimiento que permita saber si el atractor tiene una dindmica cadtica 6 si
las irregularidades son producidas por ruido externo. Una medida que proporciona
este conocimicento debe ser sensible a la estructura local del atractor. Este es el caso
de la dimension de correlacion, por ello es que v se ha utilizado para caracterizar
atractores.

Sin embargo, para calcular la dimension fractal es necesario conocer el atrac-

tor; si se tienc una seric temporal de una sola variable {z;,7 = 1,...,N;z; € &}, la
idea de Packard ¢t al. y Takens consiste en construir los vectores
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p-dimensionales

& =(Tiy Titly oo Tidp-1 ) (I1.5)

y usar ¢l espacio & en lugar de X, Con ésto la integral de correlacion se convierte en

N
Oty = Jim 5 5 O(r=(E-)) (11.6)
=

Grassherger y Procaccia proponen emplear en forma mas general

& = (2(t)y 2(ti + 7)o 2(ti + (p = 1)r) ) (Ir.m

con 7 un intervalo de tiempo prefijado. La magnitud de 7 no puede ser muy pequeiia,
ya que se tendria 2y & 24, & X402, ~ ¢+ Por otro lado, 7 tampoco puede ser muy
grande, ya que valores distantes de una seial temporal no estan correlacionados.
Ademis debe considerarse un compromiso con la dimensidn p; ésta debe ser mayor
que la dimension de correlacion del atractor ( si no, C(#) ~ 11" ).

Unn vez reconstruidos los espacios p-dimensionales de los valores x(t;), para
valores crecientes de p; i.e. p=2,3,4,5,..., los autores proponen determinar la di-
mensicn de correlacion calculando para cada valor de p la integral de correlacidén
Cp(r) parn distintos valores de » y obtener la pendientede la gréifica log C, (1) ve.
log r que corresponde al valor de la dimension de correlacidn (ésto presupone que la
relacion que guardan cs lincal). En cfecto, para un régimen periddico, la dependencia
de Cp(r) es estrictamente lineal; en contraste con el caso de ruido blanco, donde la
seial puede considerarse como una superposicién de un niunero infinito de modos
oscilntorios independienes. Tal comportamiento puede describirse por un atractor
T, con n muy grande y trayectorias que cubren densamente cualquier espacio fase
de dimension p & n. De hecho, la figura IL7 muestra que las funciones caracteristica
Cp(r) obtenidas de ruido blanco ticnen pendictes en una grifica log — log que con-
tinttan creciendo con p, obteniendo # ~ p. Este resultado puede extenderse: micntras
¢l valor de v sea igual o p {o continfie creciendo con p), se sabe que la dimensién
del espacio usado para los cileulos es menor que (o comparable a) la del atractor
correspondiente. Si por otro lado, el valor de v caleulado para un regimen se vuelve
independiente de p, el valor al cual se estanca la pendiente se conoce como “dimensidn
de correlacion” y el valor de p despuds del cual se observa la saturacidon -del valor
de v~ dd el nimero minimo de variables necesarias para modelar la dinamica del
atractor.

El caso de ruido en una seial cadtica no se discute en el articulo, sdlo se
menciona que cuando existe un ruido externo, la grifica log C(r) vs. log r ticne
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figura I1.7 ~ Log-Log de {r, C(r)) para ruido blanco.




dos regiones. A una ciertas escalas la componente alcatoria distorsiona la estructura
fractal; para escalas de longitud mayores que éstas C'(r°) continua escalando como ¥
y pora aquellas que se encuentran por debajo C(r) escala como r¢. Asf el andlisis
de una seiial experimental en estas condiciones permite tanto la caracterizacion del
atractor como unn estimacién de la magnitud de la componente aleatoria.

Calculos numéricos. Grassherger y Procaccia estudian varios ejemplos de sistemas
con dimensiones finitas ¢ infinitas, numériea y analiticamente, Ellos introdujeron el
analisis basado en la dimension de correlacion, por eso se exponen a continuacién los
citleulos que realizaron.

Generan primero las series de tiempo {X;}N, y sc aseguran de que todas
lag 2 estén en el atractor descartando las primeras 100-200 iteraciones. Esta es la
parte que menos tiempo computicional consuime a comparacién con el cileulo de las
N(N —=1)/2 > 108 parcs de distancias r; =| Xi — Xj | y su suma para calcular la
integral de corrclacion.

El algoritmo que proponen para cfectuar los caleulos, utiliza €l hecho de que
los nitmeros de punto {lotante se guardan en la computadora de la siguiente manera

r = & mantisa . baseTEEP

con base=16. En su caso 1/base < mantisa < 1y el exponente es entero. Asi,
extrayendo cl exponente pueden formar las parejas de rjj’s con una scparacién geomé-
tricamente creciente.  Para escojer la separacidn médxima cntre parejas toman el
exponente de una potencia arbitraria P de 7 y despuds de obtener el ndimero Ny, de
parcjas (i, j) en el intervalo 281 < 75 < 2%, obtienen la integral de correlacién como

k
C(r = 2’"): —}E Z IVL.I. (II.S)

k' =00

El algoritmo presenta dos ventajas: Primero, la capacidad de memoria re-
querida se reduce cnormemente.  Segundo, en un algoritmo que cuenta cajitas se
debe iterar hasta que toda cajita de longitud lineal  no vacia sea visitada, lo que
¢s impractico, especialmente si r es muy pequeiie; esto induce errores sistemadticos
aunque ¢l nimero de iteraciones N sea nuy grande. En este método no existe tal
problema. En el analisis que cllos presentan no se utilizaron datos experimentales,
que es el tipo de andlisis que nos interesa, por cllo se ofrece a continuacién un ejemplo
de la determinacion de la dimension fractal a partir del andlisis de una seric temporal
de la actividad cerebral,
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CAOS DE BAJA DIMENSION EN UN ATAQUE EPILEPTICO.

Babloyantz y Destexhe realizaron un estudio con series temporales obtenidas
de clectroencefalogramas (EEG) y encontraron atractores cadticos en el comporta-
miento del cerebro. Si s¢ compara la actividad cerebral durante un ataque epiléptico
y la dindmica normal del cerebro hunano, los resultados muestran un brinco entre
la dimensién de los atractores del cerebro para suefio profundo (4.05 + 0.05) y la
dimensién encontrada para el estado epiléptico (2.05 £ 0.09). El hecho de que atrac-
tores cadticos scan identificados para varios cstados de actividad cercbral, normal
y patoldgica, implica la existencia de dindmicas deterministas de naturaleza com-
pleja. A diferencia de los fendmenos periddicos, caracterizados por un ntimero limi-
tado de frecucncias, los procesos cadticos muestran un espectro continuo. Por tanto,
una dindmica cadtica incrementa la capacidad resonante del cercbro. Babloyantz y
Destexhie relacionan esta propiedad con la hubilidad del cerebro para generar y pro-
cesar informacion, especulando aun mds, sugieren la siguiente explicacion para un
ataque cpiléptico del tipo petit mal: los agentes que producen ¢l ataque tienden a
llevar 1a actividad del cerebro hacia un movimiento periddico estable, en este estado,
¢l procesamicnto de informacidn seria imposible y la reeuperacién extremadamente
dificil sin embargo el cerebro se las arregla para permanecer en un atractor cadtico,
aunque en uno de muy baja dimensién, para poder procesar reflcjos. La determi-
nacién del ndmero minimo de variables necesarins para la deseripeidn del atractor
epiléptico es una valiosa clave para la construccion de un modelo y corresponde al
minimo valor de p para cl cual la dimensién de correlacion se satura. De su andlisis
sugiercn que al menos cinco variables distintas estdn involucradas en el umbral del
petit mal. Dos variables, por cjemplo, €l potencial de las membranas de las neuronas
cxitatorias e inhibidoras, tienen la tendencia a generar un comportamiento periddico
mientras que otras tres regresan cl atractor a un cstado menos coherente. Las pro-
piedades topoldgicas de los atractores y su cuantificacion por medio del andlisis de
dimension fractal representan ademas de un avance en ¢l estudio del funcionamiento
del cerebro, una herramienta apropiada para la clasificacion de la actividad cerebral.
Con ¢ésto se tienc un posible método de diagndstico, por cjemplo, varios tipos de
ataques epilépticos podrian ser clasificados de acuerdo con su grado de coherencia.
En scguida se encuentra la descripeidn del trabajo.

Epilepsia. Un ataque cpiléptico refleja un estado patoldgico de la actividad cerebral
que ocurre espontancamente como resultado de un desorden funcional, inducido en
forma externa ¢ como respuesta a una lesion, Existen muchos tipos de cpilepsia:
cl tinico considerado en ¢l estudio cs ¢l de ataques de duracién corta (alrrededor
de & segundos) conocido como petit mal, que puede invadir por completo la corteza
cercbral y muestra una simetria bilateral entre los hemisferios. Durante el ataque, la
actividad electroencefalogrdfica cambia a un modo aparentemente oscilante. Se
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observa una sucesion de ondas mds o menos regulares y extremadamente coherentes
de aproximadamente 3 ciclos por segundo. Estas ondas estdn separadas por picos
menos regulares (ver fig. 1L.8).

Actividad cerebral. Se supone en el trabajo que la dindmica del cerebro se puede
describir por un conjunto de n variables {zg(t), @1(2), ..., Zn=1(t)} que satisfacen
un sistema de n ccuaciones diferenciales de primer ovden, cquivalente a una ceunacion
diferencial de orden n de una sola variable 2g, accesible de los datos experimentales.
El atractor sc reconstruye entonces como ¢l conjunto {zo(?), zo{t + 1), ..., zo(t +
(n —1)7)} utilizando las scries de ticnpo obtenidas de medir a intarvalos de tiempo
regulares la actividad cléctrica de una poreidn de la corteza cerebral humana (figura
11.9); por medio de EEG's tomados a pacientes epilépticos durante un ataque y a
personas sanas durante ciclos de suciio. Asi la 2p representa el potencial eléetrico V
obtenido del clectroencefalograma y las variables independientes, corrimientos en el
ticmpo, con retraso T (7 = m - At, donde m cs un mimero entero y At es el intervalo
entre muestras sucesivas). La determinacion de 7 la hacen por medio de la funcién
de autocorrelacion (figura 11.10).

Caracterizacién. Para los cdleulos de la dimension de corrclacién de los atractores
que construyen Babloyantz y Destexhe, introducen una notacion vectorial; V(1) es un
punto en cl espacio fase cayas coordenadas son (V(8:), V(ti+7), ..., V({ti+(n—1)r)).
Escogen un punto de referencia V: de los datos y calculan las dxsta.ncms | Vi— V ( a
los N — 1 datos restantes. De esta manera determinan la cantidad de puntos que se
encuentran a una distancia » del punto V Repiten este ploccdumcnto para todos los

valores de 1 y obtienen a continuacién C(r), con la ecuacién I1.3. Esta funcidn es una
medida de que tanto afecta la presencia del punto Vi a los demas puntos. Encuentran
para valores pequedios de r la ley de potencias

Clr) ~r

¥ la dimension de correlacidn v del atractor la calcularon de la pendiente de la
recta log C(r) vs. log r. Para ésto determinaron primero por inspeccidn visual las
fronteras de la zona lineal, después calcularon la pendiente de los m primeros puntos
por medio de minimos cuadrados. Este proceso lo repiticron a todo lo largo de la
region lincal recorriendo m un punto cada vez, con valores crecientes de m. Si la
region es lineal, toclas las operaciones deben dar ¢l mismo resultado para el valor de
la pendiente (con errores aceptables de frontera). Utilizaron 7’s entre 17At y 25A¢,
con las que obtuvicron regiones lincales satisfactorias o bien curvas de saturacién
bien comportadas, para p=5 y encontraron para ¢l estado cpiléptico una dimensién
de correlacion v, de 2.05. En un sistema biolégico tan complejo como el cerebro
unn dimensién tan baja es realmente sorprendente, muestra la gran coherencia de la
actividad dindmica registrada por el EEG durante el ataque. Para los ciclos de
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suciio encontraron que de las etapas estudiadas, la cuarta —sueilo profundo- presenta
Ia dindmica mds coherente con una v, de 4.05. En conclusidn observaron un gran
salto en la dimension, por tanto en la cohierencia de la dindmica del sistema, entre el
cuarto nivel de suefio y el atractor epiléptico. Cabe también mencionar que estudios
preliminares no revelaron la precensia de atractores cadticos en gente despierta para
dimensiones de p menores o iguales a 10; con ésto se concluye la ejemplificacién del
método. La signiente seceidn estid dedicada a los caleulos efectudos en el presente
trabajo.

METODO UTILIZADO EN EL PROGRAMA QUE CALCULA LAS
DIMENSIONES.

Teniendo en mente los caleulos efectudos por Grassberger y Procaccia para
determinnr ditnensiones se clabord un programa para calcular la dimensién de co-
rrelacion y In de Hausdorff de una serie temporal de datos experimentales, aunque
sirve en general para una secuencia de puntos. Se decidié evaluar la dimensién de
correlacion, para considerar en cl cdleulo la dindiica del sistema y en fora paralela
In dimensidn de Hausdorfl, como parametro de control ya que v < D.

Para efectuar los cilculos el espacio fasc se divide en reticulas p-dimensionales
con longitud lineal ». Los valores utilizados para r son 1/2, 1/4, ..., 1/2" y 1/3, 1/6,
vy 1/(3+2"). Lucgo sc localizan los datos en los hipercubos que cubren el espacio y
se guarda estid informacion en matrices, M.

Como la funcion de correlacion es igual a la probabilidad de que dos pun-
tos del conjunto estén separados una distancia menor que r (ecuacidén I16), ésta cs
proporcional a la probabilidad de que dos puntos del conjunto caigan dentro de la
t-esima celda, probabilidad que podemos calcular como el nimero de parejas con
repeticion que se pueden formar con los puntos que se encuentran en cada una de las
celdas de la retfeuln. Asi, para determinar la dimensién de correlacidn, para N muy
grande calculamos la funcién de correlacién como:

Cr) = gy TEA7 = 5 Tl (119)

Donde &N cs el mimero total de datos ¥ g;(r), el niimero de puntos cn el i-esimo hiper-
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cuho p-dimensional. De o grifica log Cu(r) vs. logr de los puntos (r, Gp) se encontro
la recta que mcjor se ajustd o los datos, obteniendo la dimensién de correlacidn como
la pendiente de dicha recta.

En forma similar, para obtener el valor de la dimension de Hausdorff se iban
contando al mismo ticmpo ¢l mimero de celdas que estaban ocupadas para encontrar
cl valor de Hy(r) y determinar con éste la dimensién de Hausdorff como menos la
pendicnte de b reeta que se ajusta a los puntos (r, Hp) en la grdfica log Hp(r) vs. logr.

Ejemplos conocidos. El valor que se obticne para las dimensiones con este método
8¢ probd con dos seeuencias de puntos, una se obtuvo de ruido blanco (apéndice IV)
y olra del mapeo logistico (apéndice V).

Ruido Blanco. Para ¢l easo de ruido blanco se generd ¢l archivo de datos con un pro-
grama que utiliza ¢l geuerador de mimeros al azar de la maquina, pero que despuéds
ejecutn un or-exclusivo en modulo 256, permitiendo un valor maximo de 2! y norma-
lizando a uno (ver espacio fase reconstruido para el ruido figura 11.11). Se obtuvieron
los siguicntes valores, con 50,000 datos, para: p=lLv =1y D=l;p=2,v =2y
D=2p=3,r=29y D=13;p=4,vr=38y D =3.8. Estos son cfectivamente los
resultidos que esperan para ¢l ruido blanco ~ver la discusion de la figura I1.7-. Sin
cmbargo, cabe mencionar que inicialmente ¢l archivo de datos se obtuvo utilizando
directamente los valores del generador de ndmeros al azar de la mvax39 del IFUNAM
(VAX/VMS versién V5.3-1). En este caso, para p = 1 sc encontraba un valor de 0.6
para ¢y para p = 3, & 2. Despuds de un andlisis detallado del programa nos
dimos cuienta de que ¢l problema era la manera en que la médquina estaba generando
las seevencins y decidimos programar nuestro propio generador. Fué satisfactorio
comprobar que ¢l programa cs muy sensible a la cobertura del espacio hecha por la
secuencia,

Mapeo Jogistico. En este caso se hizo el cdleulo para dos valores del pardinetro r'.
Pan ' = #ly y ' = 4. Con N = 30,000, p =3 y ' = 4 sc obtuvo un valor de
v = 0.90 y se sabe que para este valor del pardmetro la dimensién fractal es 1, ya que
corresponde o un estado cadtico que cubre todo el intervalo. Para N = 30,000, p=3
y ' = 3.5699456 sc obtuvo v = 0.5 y D = 0.53 que son los valores de la estructura
fractal en o que sc encventra el mapeo para el pardmetro 1!, (graficas de algunos
resultados — figura 11L.12).

Como se pretendia obtener un programa para el andlisis de datos experimen-
tales, en ln claboracién del mismo se considerd el hecho de que en general cn estos
casos la cantidad de puntos con los que se cuenta es muy pequeia y encontranios pre-
ferible utilizar un algoritmo con cajitas, en lugar de un método que daria resultados
mds precisos pero que requiere de 20, 000 a 30,000 datos 6 que incluso llega a
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utilizar 100,000 datos —con los que no contamos- como ¢l que utilizan Grasberger
y Procaccia 6 la evaluacidn directa de todas las distancias entre parejas de puntos
que levan al cabo Babloyantz y Destexhe en ¢l andlisis de la dinamica cerebral.
Precisamente un sistema con caracteristicas similares a las que presentan los ence-
falogramas, en cuanto al tipo de datos, es ¢l conjunto de los acclerogramas de un
sismo en el valle de México y como se estin haciendo estudios para entender mejor
los sismos, sc sugirid calcular la dimensionalidad dindmica a partir de dichos acele-
rogramas, yu que se observan espectros de Fourler distintos para distintos tipos de
suclo. En ¢l siguiente capitulo se presenta la descripsion del sistema y los resultados
del trabajo sobre ¢l sismo.
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CAPITULO 111

SOBRE EL VALLE DE MEXICO.
Descripceién de los aparatos.
Informacién acelerométrica.

EVALUACION DE LAS DIMENSIONES PARA LOS ACELEROGRAMAS.
. Reconstruccién del espacio fase.
Resultados.

Discusién.
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CAPITULO III

SOBRE EL VALLE DE MEXICO.

El valle de México es una zona de alto riesgo sismico y a partir del siniestro
del 19 de septiembre de 1985 los esfuerzos por comprender lo que ocurre durante
un sismo se han multiplicado. Con el afin de analizar y cuantificar los sucesos,
para comprenderlos mejor, se realizé el cdlculo de la dimensionalidad del movimiento

telirico.

Basicamente cn el valle de México se tiene tres tipos de suelo que indican
tres zonas sifsmicas: zona I, terreno firme o roca; zona II, terreno de transicién o
sedimentos compactos y zona III, arcillas lacustres. El terreno rocoso en gran parte
se encuentra circundando el valle y la zona lacustre estd en cl interior; el sedimento
se encuentra entre las dos (ver figura IIL1).

Se analizé el sismo del 25 de abril de 1989, que de acuerdo con los datos del
Servicio Sismoldgico Nacional (SSN) del Instituto de Geofisica de la UNAM, ocurrié
a las 14:26 hrs (GMT) en la ciudad de México. Tuvo una magnitud de 6.9Ms y
su epicentro sc localizé al suroeste de Acapulco, en las coordenadas 16.53 latitud
norte y 99.55 longitud ocste (figura II1.2). Estc forma parte de los sismos lejanos que
afectan al valle de México. Ocurren generdlmente en las costas de Jalisco, Michoacin,
Guerrero y Oaxaca, es decir, en la zona de subduccién de la placa de cocos. Se eligié
este sismo por que es el mds grande que ha habido desde el de septicmbre de 1985.
La informacidn fué recabada en la Fundacidn Javier Barros Sierral.

Los datos fucron registrados con acelerdgrafos de la red a cargo del Centro
de Instrumentacién y Registros Sismicos, A.C. (CIRES,A.C.). Los instrumentos se
implantaron a raiz de los sismos del 85. A continuacién se indican las caracteristicas
de los aparatos de la red bisica, asi como de los registros obtenidos.
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Descripcién de los aparatos, Los instrumentos de superficie son acelerdgrafos
digitales con registro magnético en cassctte, que pueden captar en escala completa
hasta 0.5g. Cada aparato utiliza un microprocesador de 12 bits que controla el inicio
y cl final de la grabacién cn cassette, cada vez que la aceleracion detectada rebasa un
umbral preestablecido. El registrador toma 100 muestras por segundo de tres senso-
res ortogonales dispucstos en las direcciones vertical, norte-sur y este-oeste, las que
se utilizan para cvaluar las accleraciones del terreno. La informacién registrada se
complementa con ¢l niimero de serie del registrador, el nimero progresivo del evento,
la hora de un reloj interno y una sefial de referencia de tiempo externo (seiiales tipicas
para las distintas zonas ~ ver figuras I11.3,I11.4 y I11.5). El microprocesador detiene la
grabacién del cassette 15 segundos despuds de que la aceleracidn detectada supera por
ultima vez ¢l umbral de disparo. Cabe senalar, que el umbral de disparo es diferente
en cada estacidn, para evitar que se llence la cinta magnética con registros de eventos
originados por ruido sfsmico local. Con ¢l fin de capturar la informacidn completa
del sismo, el equipo dispone de una memoria pre-cvento que permite registrar los 4
segundos previos al momento que el instrumento lo detecta. La informacién acele-
rométrica registrada, se pasa a través de un filtro de 30 Hz para discriminar las altas
frecuencias. Sistema de tiempo externo. Este sistema de referencia estd construido
cont 8 transmisores distribuidos alrededor del mundo, los cuales emiten informacion
codificada cada 10 seg, en una frecuencia cercana a los 10 IXHz, Con la recepcidn de
csta sefial se sincroniza automdticamente cl reloj externo de cada estacion.

Informacién acelerométrica. Se trabajdé Gnicamente con los datos de 15 estacio-
nes, escogidas tanto por su localizacién como por la inspeceidén visual de los acele-
rogramas prescentados en el informe. En la figura II1.1 sc mucstra la distribucién de
las estaciones. Para la Zona I se analizaron las estaciones D34, D50, D74 y D78,
con una duracién aproximada de 80 seg. Para la Zona II se¢ analizaron las estaciones
D16, D30, D42 y D52, con una duracién aproximada de 80 seg. Para la Zona I se
analizaron las estaciones D06, D0S, D10, D58, D62, D6S y D72, con una duracién
aproximada de 120 seg.

EVALUACION DE LAS DIMENSIONES PARA LOS ACELEROGRAMAS.

Reconstruccién del espacio fase. La informacién disponible, los acelerogramas
registrados por estacidns sismica durante el movimiento teldrico, son precisamente
series temporales de una sola variable. Asf, los espacios de fases utilizados en el
andlisis se reconstruyeron mediante los vectores & que introdujeron Grassberger y
Procaccia, ecuacién IL7. El retardo 7 se determind utilizando la funcidn de autoco-
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rrelacidén, que proporciona informacién de que tanto se ve afectado el valor de una
variable, dado que un tiempo 7 anterior tomara otro valor. La funcién de autocorre-
lacién se calcula como

1 n
U= - z:l,'j - Tjgm- (I1.9)

Fisicamente, la funcién representa el promedio del producto de los valores de la sefial
a un tiempo dado y un tiempo m - At mds tarde. Podemos inferir entonces de ¥pp
si los valores instantancos de una senal dependen de un valor previo y si dependen,
por cuanto tiempo lo hacen. Mientras la funcién de autocorrelacién es apreciable, la
sefial permanece relativamente predecible; el conocimiento de la sefial en un tiempo
suficientemente largo permite calcular con cierta confianza valores a tiempos poste-
riores por extrapolacién. Por otro lado, si ¥, tiende a cero, la similitud de la sefial
consigo misma desaparece y la prediccién de su evolucién se vuelve imposible. Se
calculd de la funcién de autocorrelacion ¥, para distintos valores de m.

Los datos se analizaron por zonas y cada componente por separado. Los
datos de la componente vertical no fueron tomados en cuenta por que su amplitud
es mucho menor que la amplitud de las componentes norte-sur y oriente-peniente.
Para estas componentces se obtuvieron los mismos resultados; para el terreno rocoso
efectivamente los datos ya no estaban correlacionados después de 0.05 seg, en cambio
para el lago y la zona de transicién se obticnen soluciones oscilantes (figura IIL6).
Trabajando directamente con la reconstruccién del espacio fase de los datos para
distintas 7’s encontramos que los patrones (figura IIL7) y de hecho ni el valor de
las dimensiones cambiaba mucho con 7 por lo que decidimos utilizar 7 = 0.05, con
el objeto de mantcner el mayor niimero de datos disponibles, pero descartando la
correlacién de la sefial entrante (en roca).

Resultados. Una vez reconstruidos los espacios de fases se evaluaron las dimensiones
con ¢l programa para distintos valores de p; primero de las estaciones por separado
¥ luego juntando todos los datos. Obtuvimos que para p = 3 se satura el valor de
las dimensiones dando como resultado para las zonas I y II, de arcilla lacustre y
de sedimentos compactos, una dimension de correlacion, v = 1 y de Hausdorff de 1.1
y para la zona I 6 de terreno rocoso una dimensién de correlacién de v = 1.3 y de
Hausdorff de 1.3. Algunas grificas tipicas se encuentran en la figura II1.8.

Se hicieron ademds de los calculos directos de los acelerogramas, célculos
sobre sefiales desamortiguadas. Se propuso considerar para la sefial registrada un
amortiguamiento exponencial después de un tiempo estimado de 60 seg que durd la
senal entrante y se calculd el factor para desamortignar la sefial. Estos acelerogramas
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dieron los mismos resultados que las sefiales originales. También se analizaron del
lago las “colas” de los acelerogramas por separado, donde se creé que el movimiento
de la arcilla lacustre tiene un patrén oscilatorio cstacionario y que cs congruente con
la dimensién uno que cstainos obteniendo.

Discusidn. Para los distintos tipos de suclo, como ya se ha mensionado, se observan
distintos espectros de fourier (figuraIll.9 - algunas grificas tipicas). Por ejemplo para
la arcilla lacustre se pueden distinguir picos definidos para ciertas frecuencias, con
algo de ruido; a ésto se debe la hipétesis del movimiento oscilatorio que se acaba de
mensionar y del cual se obtienc un valor de la dimensién igual a uno. En cambio, en el
caso del terreno firine, sc observa un espectro ancho y cotno se dijo en el capitulo I, con
este tipo de espectros no cs posible distinguir entre caos determinista y ruido blanco.
Asi que decidimos determinar la dimensionalidad dindmica del moviminto teldrico
utilizando los acelerogramas. No se pretenden caracterizar las distintas zonas con los
valores obtenidos, ya que debido a la cantidad de datos con los que sc cuenta, i.e. para
roca y sedimentos cn promedio se tiene 1333 datos por estacién, 5332 datos en total,
lo que quicre decir que para p = 2 tenemos 2666 datos y para p = 3 tenemos 1777
datos; para el caso de arcilla lacustre, son 2000 datos por estacién, 14000 en total,
por lo tanto sc cuenta con 7000 datos para p = 2 y 4666 para p = 3, no sc pueden
ascgurar valores precisos para las dimensiones fractales. Encontramos ademds, el
valor de la funcién de correlacion para un rango muy pequefio de 7, porque para
cajas mads chicas se saturaban los valores de las dimensiones. Los valores encontrados
no son del todo despreciables; como sc menciond, cn el estudio sobre cpilepsia se
encontraron dimensiones fractales para datos con caracterfsticas parecidas a las de
nuestros datos, comparar los encefalogramas que presentan en el trabajo (figura I1.8)
¥ los acelerogramas del CIRES (figuras 111.3,111.4 y I11.5), asi como, las gréificas de la
funcién de autocorrelacién para ambos casos (figuras IL.10 y I11.6). Esto indica que al
menos somos capaces de reportar la dimensionalidad dindmica de los acclerogramas,
de 1 para arcilla lacustre y los sedimentos y de 1.3 para la zona de roca.

En base a dimensiones fractales existen otros estudios sismolégicos, como los
presentados sobre la falla de San Andrés por Aviles y Scholz! y por Okubo y Akill.
Pcro, sus estudios ticne que ver con ¢l cdlculo de la dimensién fractal —la dimensién de
Hausdorff- de las fallas. Aviles y Scholz estudian la irregularidad de la falla principal
utilizando el método A descrito en el capitulo I, recorriendo la falla con segmentos
de tamaifo e y Okubo y Aki utilizan el método D (capftulo I} con circulos de radio
€, pero ademds de la falla principal ellos incluyen ramificaciones como San Jasinto y
Banning entre otras. En ambos articulos sc reportan dimensiones que dependen tanto
de la magnitud de ¢ como de la escala de los mapas en los que se miden. Obtienen
resultados como los siguientes; rangos en los que la dimensién varfa mucho y son
para ellos poco confiables, 6 bién, reportan dimensiones mayores ~como en el caso
de Okubo y Aki- debido a que incluyen sistemas de fallas menores y utilizan mayor
resolucidn en los cdlculos. Pero estos son justo el tipo de problemas que reporta
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-Mandelbrot para determinar la longitud de una costa y concluye que este tipo de
andlisis no resulta significativo. Sin embargo en cstos estudios realizados justo en la
falla reportan como dimensidn fractal el valor 1.3, que es el valor que se obtuvo para
la zona de terreno firme o rocoso.
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CAPITULO IV

CONCLUSIONES.

Basados en las ideas de Grassberger y Procaccia elaboramos un programa
que a partir de secuencias temporales, construye un espacio fase y de éste cilcula las
dimensiones de correlacién y de Hausdorff, lo cudl nos permite determinar la dimen-
sionalidad dindmica del sistema estudiado. Se comprobd que ¢l programa funcionaba
en forma adecuada haciendo pruebas con dos ejemplos conocidos, el ruido blanco y
el mapeo logistico. En ambos casos los resultados fueron congruentes con los valores
ya conocidos de sus dimensiones.

Ademas se aplicd el programa a un caso de datos experimentales; para la
evaluacién de la dimensionalidad dindmica de los acelerogramas de un sismo en el
valle de México. Encontramos un valor de la dimensién de 1 para la zona de arcilla
lacustre y la de sedimentos compactos y de 1.3 para la zona rocosa. El valor de 1.3
no necesariamente difierc de 1, debido a la cantidad de puntos con la que se cuenta,
sin embargo resulta ser igual al valor reportado por Okubo y Akill y por Aviles y
Scholz! de la dimensién fractal medida directamente de la gecometria de una falla
sismica (la falla de San Andrés). Nos encontramos ahora recabando los datos de los
acelerogramas registrados eir la falla de San Andrés, para hacer los cdlculos con esos
datos y poder comparar los resultados.
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APENDICE I : DIMENSION EFECTIVA.

APENDICE II : RELACION ENTRE LA DIMENSION FRACTAL Y LA
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APENDICE 1

DIMENSION EFECTIVA.
Mandelbrot, The fractal geometry of nature,1983.

La dimensidn efectiva es una nocién que utiliza Mandelbrot y no la define en
forma precisa. Utiliza este término para hacer referencia a la dimensién que trata de
la relacién entre los conjuntos matemadticos y los objetos naturales. Es decir; objetos
fisicos como un velo, un hilo y una pelotita deben ser representados con formas tri-
dimensionales, sin embargo los fisicos prefieren pensar en velos, hilos y pelotas -si
son lo suficientemente finos~ como objetos que se encuentran efectivamente en dos,
una y cero dimensiones respectivamente. Evidentemente, esta consideracién depende
de la escala a la cual se esti trabajando.
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APENDICE IT

RELACION ENTRE LA DIMENSION FRACTAL Y LA DIMENSION
DE CORRELACION.

Phys. Rev. Lett.50, 346(1983)

La dimensién de Hausdorff D es la llamada dimensién fractal y » es la di-
mension de correlacién. Para determinar la relacidn que existe entre ellas, cubrase un
atractor con hipercubos de longitud lineal 7, El niimero M(r) de cubos que contienen
parte del atractor es proporcional a r=2,

M(@r) ~rP.

Lldmese g; (i=1,2...) al nimero de puntos del conjunto {X;}¥; que estén
en el i-esimo hipercubo no vacio. Se puede escribir la funcién de correlacién para
valores de y; grandes como

M(r) . M
) ~ a5 3 =

=1

donde los paréntesis angulares denotan un promedic de todas los cubos ocupados.
De la desigualdad de Schwartz,

Ly M(r) 12
C(T)EA—J[V(T2 (m)? = ]—\,-2—]-‘1—7(—7—) [E ,u.] = 1/M(r) ~ »P,

donde ¥ ¢; = N. De aqui se sigue:
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APENDICE III

GENERALIZACION DEL CONCEPTO DE DIMENSION.
Schuster, Deterministic Chaos (1983).

Schuster introduce ademas de la dimensién de Hausdorff D, un conjunto in-
finito de dimensiones D = Dy, D;, Ds, ..., que describe la inhomogeneidad de un
atractor. De la particion del espacio de fases p-dimensional en celdas rp. La proba-
bilidad p; de encontrar un punto del atractor en la i-esima celda (i = 1,2,...,M(r)) -
estd dada por
i

;= lim —
bi R

donde NV; es el mimero de puntos en la celda y N el nimero total de puntos.

Para caracterizar la inhomogeneidad de la estructura del atractor introduce
¢l conjunto como potencias de p; como

=0
f-1 logr

M(r)
log (Z p,-f )

Dy = lim (AIIL1)
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Por ejemplo, para f = 0 obtenemos de la ecuacién AIIL1 la siguinte expresion:

M(r)
log 3> 1
Dy = lim =0 = _ im l—ﬂ@
r—0 ogr r—0 logr

que resulta ser la defenicion usual de la dimensién de Hausdorff (i.e. D = Dy).

Para f = 2 encontramos

M(r)
log ( D p?)
i=0

Dg = lim
r—0 logr

|
Donde el numerador es proporcional a la funcién de correlacién y por tanto, D3
corresponde a la dimensién de correlacién.
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APENDICE IV

RUIDO BLANCO.
Bergé et al., Order within Chaos (1984).

El caso extremo de una sefial aleatoria es lo que se llama ruido blanco. Este
nombre es evocativo, haciendo alucién a ruido -en el sentido de sonido sin estructura
armdnica- y a la ausencia de color en la luz. Uno puede “ver” -luz blanca- y “oir”
-serfa el sonido tipico de una cascada-.

Uno puede considerar la sefial 2(t), resultante de ruido blanco, como “nueva”
en cada instante, al menos a primera aproximacién. Esto es; el ruido es blanco si,
ademas de ser independiente, se produce una sefal que es un impulso de duracién
infinitesimal —sin autocorrelacidn—. Si cada una de las sefiales individuales tuviera
una estructura expectral, serfa el andlogo a que el ruido 6 la luz tuvieran color.
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APENDICE V

MAPEO LOGISTICO.
Schuster, Deterministic Chaos (1983).

El mapeo logistico corresponde a un modclo unidimensional de un sistema
disipativo; estd definido por '

f(-'rn) =Tugl = r-'Uu(l - mn)

y cumple la condicidn necesaria de no linealidad para la existencia del caos determi-
nista; incluye como pardmetro externo de control a la cantidad ». Al variar r pasa
por determinados valores criticos (bifurcaciones), al aumentar r los intervalos de ta-
les bifurcaciones son cada vez menores. Después del tltimo punto critico ¥ = reo, €l
sistema entra en una zona de caos determinista con ventanas de regularidad. El in-
tarvalo de interés es ¢l (0, 1) y para que la ecuacion se mapeé en si misma debe pedirse
r € [0,4]. Para el caso r = 4 ~mdximo valor permitido- se cubre todo el intervalo.
En este caso se tiene una solucién irregular, que ejemplifica el caos determinista.
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