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CAPITULO 1

TEORJA BASICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Sea ¢t € R,-D un subconjunta abierto de un espacio vectorial normado E, una
funeidn [ : D — E y 2(t) = x(t). Una ecuacidn diferencial es de la formn

#(8) = f{t. (1)) ’ n

Decimos que $(t,z) es una solucién de (1} sobre un intervalo [ & R si o{t.7)
es una funcién de clase C' en I, {t,é(t, 1)) € D,t € I y &(t,z) satisface (1) para todo
tel.

. Geométricamente, ¢(1,z) cs una curva en £ cuyo vector tangente alt, z} es igual
a f(¢{t,1)); imeginamos este vector con origen en é(!, 7). Nos referiremosa f: D - E
tomo un campo vectorial sobre D como se muestra en la figura 1 donde é{ty, 15} = 24

¥ é{to, 7o)} = f{xs).

[E8]

Fig. 1

Supdngase que se tiene (%,7) € D. Un problema de valor inicial para Ia
ecuacidn z{t) = f(t,z(t)) consiste en encontrar un intervalo / conteniendo a 4o ¥ una
solucién &{t, 7} de dicha ecuacidn que satisface ¢{lo, 7o) = zo. Se escribe simbélicamente
como

(Ch z{t) = jle, z{t)),  x{te) =26 el

Si existe un intervalo I conteniendo a tp y una funcién oft, ) satisfaciendn (€1}
a ésta le llamaremos solucidn de (1) pasando par el punto {fg, o).

Una ecuacién diferencial pucde tener varias solucionss con una condicién inicial
dada. Por ejemplo, consideremos la ecuacién en R

1) = 32(1)3



La funcién idénticamente cero ¢{t,z) : R — R dada por 4{t,r) = 0 para todo
t € R es evidentemente una solucidn con condicién inicial 4(0,0) = 0. Pero también lo
es 1a funcién &{t, z) = ¢*. Las grificas de algunas soluciones se muestran en la Sgura 2.

As{ pues, es claro que para asegurar la unicidad de la solucién, es necesario
poner condiciones suplementarias sobre Is funcién f. Ademé#s de la unicidad de las
soluciones, estd Ia cuestién de 1a existencia; a menudo no es ficil calcular las soluciones
explicitamente y tampoco hay garantia de que una ecuacién diferencial tenga solucién.
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El resultado siguienie s el Hamado T Local Fundamental de las ecua-

ciopes diferenciales ordinarias. Se dice que es un teoremna “local®, porque se refiere a
Ia naturaleza del campo vectorial f : D —~ E en ¢l entorno de un punto g € D, Su
demostracitn, al igual que ta de los teoremas presentados hasta Ia seccidn I, puede

verse en [4].

Teorema

Sean D un subconjunto abierto de un espacio vectorial normado £, f: B — E
uns funcién C' y 1 € . Entonces existe un a > 0y una inica solucidn

é:(~a,a) ~D
de ls ecuncién diferencial

He) =7 =(t))

-t -



que satisface la condicién inicial $(0, 10} = o

(R v == G-

" Una solucidn piﬁ:a (1.1) consiste de una funcién

= filzras)
sit.) = (¢:§§§,i1))

cont € J G R que satisface {1.2). En general, ¢(t, z} involucra una constante arbitraria.

Asi que, mis que una solucién, ${t. r} represents una familin de soluciones. En adelante
denotarernos &{t, x) = &(1].

o Una consecuencia inmediata del anterior teorema es que dos curvas solucion de
£ = f(z) tales que #{t) == ¥:{tz), entonces ${t;) no es un punto de corte, pues haciendo
yalt) = ¢(ta =ty +1), ¥n es también una solucion. Como wy(ty) == w{ts) = é{ty). resultn
que ¢ ¥ ¢ coinciden en un entorno de t; por la unicidad. As{ pues, Ia situnacién de la
Sgura 3 no puede darse. Del mismo modo, una curva solucién no puede cortarse a si




Fig. 3 i hg 4
En e caso en que una curva solucitn 61 J — D de £ = f{z) satisface 8{t;) =
Sty + w) para cierton £ ¥ w > 0, entonces dicha curva solucién ha de ser cesrada como
en Ix fignra 5.
#f’)ag({lfu)

S

Para que el anteriof teorena pes verdadertmente interesants necesita ser commple-
mentado con la propiedad de que la nolucién ¢{t) depende continuamente de Ia condiciéa
inicial é{ts). Recordesos que una fancién f : D — E con D un subeonjunto abierto del
espacio vectorial normado E, es Lipschitsiana en D, si existe una constante k tal qee

)~ fall < iy — = ¥r,w €D

k recibe el pombre de constante de Lipschits pars /.

Teorema

Sea D € E abierto y supongaree que f : D — E tiene una conctante de
Lipschitz k. Sean pft) y z{t) dos soluciones de

= [z
en ef Intervalo cerzado {2p,4;]. Entonces, perz todo £ € jte, 4]

i) ~ =(1)] < twlte] — =(ta}le*it-t0)

-4 -




Corpsideremos nuevamente la ecuacién

= f(x)

con [ : D — E declase C* , D T E abierto y supongamos que dos soluciones u{t) , v{t)
de I anterior ecusciSn estdn definidas en ol mismo intervalo sbierto J que contiene a
to ¥ que satisface que u{ty} = v(l;), entonces por nuestro anterior teorema de unicidad,
st} = v{!) e algin intervalo abierto alrededor de tg. La unida de todos esos intervalos
es el mayor intervalo abierto J” contenido en J que contiene a tg y en el que u = v. Pero
J* ha deserigual a J. Ya que si no sucede asf, J* tendrd un extremo ¢y € J; supongamas
que {, es el extremo derecho. Por continuidad u{ty) = v(t;). Pero nuevamente por
nuestro teorema de existencia y unicidad, « = v en cierto intervalo J' que contiene a
t. Entonces, u = ven J*UJ' 2 J". De donde ult) = v(t) para todat & J. Con lo
anterior queds demostrado el siguiente resultado:

Lema

Sea {: D — E una aplicacién C! dada. Supongames que doa soluciones u(t) ¥
v(t) de £ = f(x)} cstdn definidas en ¢! mismo intervalo abierto J que contiene a g ¥ que
satisface u(to) = v(tg). Entonces, u{t) = v{t) para todot € J.

Ahora bien, no eatf garantizado que una solucidn ${t} de una ecuacién diferencial
puede definirse pars todo ¢, Por cjemplo, Ia ecuacién en R

=izt

tiene por soluciones a las funciones

&(t) = tan{t — ¢} ¢ = constante

¥& que &(t) ~ %00 cuando t — ¢ £ 3.

Sea ty € D, por e} teorems de existencia sabemos que hay un intervalo que
contiene » {p 18l que existe una solucidén que cumple con 3(te. za) = zo. Consideremos
a {0, 8] como 1a unibn de todos los intervalos que contienes & ¢y en los que existe una
solucibén con &to, =} = To. Por el lems, lay soluciones correspondientes a dos cusles-
quiera intervalos de s unién coinciden en la interseccién de ambos, con o que existe
una solucién en todo el intervalo |a, B}, que recibe el nombre de Intervalo maximal
donde hay una solucién ¢[t) tal que &(tg) = zo.



.#2. Flujo de una Ecuacién Diferencial.

Regresemos & nuestra ecucién £ = f(2) con f: D ~ F declase C', DC E
abierto. Sabemos que pars cada 1, € E existe una dnica solucién é(t, z) con ${tp; xo) =

Zo definida en un intervalo abierto maximal J € R, Denotemos ¢(t) = (¢, o) para
indicar Ia dependencin de ¢ con respecto a . Entonces &(to, %o} = 7o

Sea N1 C R x W el siguiente conjunto:
N={{t,z)eRxD:teJ}

La aplicacién (t, z) — &(t,z) ¢s entonees una funcién

$: 00— D

Se le llama a ¢ flujo de la ecuacién £ = j(z). Lo denotaremos

${t ) = di(=)

Varias preguntas surgen acerca del conjunto 3 y de la funcidén ¢ [Cudles son las

propiedades de 11?7 ;¢ es continua en 17 ;¢ tiene derivadas parciales continuas sobre 0]
respecto 8 una o més de sus variables?

Teorema

La aplicacién ¢ tiene la siguiente propiedad:

¢'+l(=) = él (él(:))

en el eentido de que si un miembro de esta igualdad estd definido, también lo estd el
otro y ambos soxa igueles.

Teorema

{1 es un conjunto sbiertoen R x Dy ¢ : {1 — 7 es una funcién continua.
Consideremos nuevamente a ecuacién

f=14z

cuyo coniunto solueidn son lns Minciones



: é(t) P tm(t -c) _Qénslc?tc o

¥, sea $(to) = %o, entonces

- tan(t c). = :Co

. Vd:_déin}ie % :
€ = U ~ arctan(z,)
- Tuego la soluctén & £ = 1 + z? que satisface d{ts) = zp viene dada por

#(t) = tan{t — {to ~ axctan(z,)))

. Observemos que

O9(t) _ sec?{t ~ {fo — arctan{zs)))
Tz

1423
_ %+ tan?(t —~ (to —~ arctan{zo}))
- 1+ 3
= lii‘-‘l.’.
142
3 (2810) - 2inlt= o stole) ool (o sctota)
dt \ 3z 1+ x) .
_ 2600t + 8(8))
1423
= 26{¢t} (a—;;(-?*)

luego g—s(t) satisface 1a ecuzcidn con condicién inicial

%h[l,r) = "{8(t, 2)h{t, z)
hltg,z} =1



Definieidn ‘
 Rea $(¢,z) solucién de

£8) = Sz =) T

con f € C'D) con D abierto conteniendo la solucién {t8t,2)) 0<t <o Bl
sistemn lineal

wle) = Jyt, &8, 2)uit)
Moz} = I

donde J; e I son las metrices Jacobisna de f a jdéntica respectivamente, es tlamado
Ecuacidn Varacional asociado a (2.1) respecto a Ia sclucidn $(¢, 1.

3. Plano Fase.

Analicemos mis de cerca la familia de soluciones @it} = ($1(z}, ¢1{z}) de £ =
j(:) con f : D ~ R7 de clase C! sohre un abiesto D ¢ RP. El comportamiento
cualitativo de esta familie estd deteminedo por e} coiupurtamiento de ¢ y @ conforme
ol tiempo ¢ var{a, pero en luger de esto iltimo Jebemos indicar ¢dmo se comporta
¢ en el plano fase. E} pluno fase o retrato fase es un rubconjunto de R? donde e
comportamiento cualitative de todes las soluciones de £ = f(z) es representada por
una familia de curvas conocidas como trayectorias u érbitas.

Gl 3




Para comenzar a analizar dicha descripeién cualitativa en el plano, empezamos
fjindonos en los puntos fiJos o puntos criticos de (1.2) que son soluciones constantes
¢(t) = ¢ = (&1,61) obtenidas cuando ¢(t) = 0 y #3(t) = 0. Sus correspondientes

trayectorias es el punto (2) en el plano fase,
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Algunos gjemplos son mostrados en las figuras 6,7,8 y 9.

Wi

Fg. 0 scpeser pmex

4. Clasificacién de los Puntos Fijos.
Considereros nusvamente el sistema {1.1)
s=fta) en == (2)um=(5E)

y veamos cémo s¢ comportan las soluciones cerca de sus puntos fijos.

Supongamos que % es un punto fijo sislado para el anterior sistema y ademss
que las funciones fi{=) y /:(r) son continuas y Lipschitzianes en D C R? tal que 2

pertenezca a D.

a} Sitoda vecindad de £ contiene una trayectoria cerrada; es decir, una solucién
&{t) de (1.1) tal que &(ts + t} = ¢(lo), entonces es llamado un punto de ratacién.

bj Un punto parz el cual existe una vecindad que contiene solamente trayectorias

-0 -



cerradas es llamado centro (figura 10).

i)
148
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Fig. 10 Yoy y'mer

c) Si existe una vecindad N de % con la propiedad de que toda solucién que
se encuentra en N a partir de cierto ¢, se aproxima = 6] conforme t ~ +ooft — -o0),
entonces £ es llamado un atractor {repulsor). En el caso en que dicha solucién sea
una espiral, el atractor recibe el nombre de foco (fgura 11).

ik (1T
. /,————‘—"
e
e
v o T
I i
L]

|n~__’____—‘_}_’_,/
.13

Y
o — g "/ ~—r—T r—r -
-6 ‘t‘:nlnl N 4.1 A 1.3 T 1.1 15 149
Ty
Fig 14 Deoz-y  y=a-y
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d} Si £ es un atractor y toda linea recta que pasa a través de é] cs tangente a
alguna trayectoria que se apraxima a éste, entonces es liamado un nodo proplo (figura
12).

o= TR
v r—

1 B
1
19
"
H Y
1.5
104
3.5
of

" —— T

an (R n am $U 4w en au s W
s

Tig. 12 t=er  y'moy

€} Si es un atractor y existe unz linea recta pasando por i, tangente ahf a
todas Ins trayectorias que se le aproximan, entonces dicho punto es llamado un nodo
iraproplo (figurn 13).

Wl Wy —3
3.1 \
i
11 M

H » p—r——
K3 TR R +v K] o 142 Laf 2 h
i
yu
Fig. 18 Poy-r gtveg



{) Un punto silla es un punto critico que es aproximado por sflo un nimero
finito de trayectorias conforme ¢ — oo (fgura 14).

IR
[

=)
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£
1.8
T g T
3.8 [TELEOT L] 4.0 1.t 1.3 1.3 }AH 1.1
e

t AN
3

)

;

E

Fig. 14 Poledly  me-dy

g) Todo atractor £ tiene la propicdad de que toda solucién préxima a él perma-
nece proéxima en todo tiempo posterior, por {o que tambén se le llamantractor estable.

Estos puntoa criticos ton de especial interés debido & que el sisternx (1.1) puede posecr
tales puntos si es lineal,

Teorema

Considere el sistema

G)-CDE)
4=(C &)

es uns matriz no-singular. Sea Ay, Az los valoren propios de 4

a,b,¢,d € R, donde

1) St Ay =a+if A3 =a~if con 8 #0, entonces e} origen es uncentrosi a =0
y ¢s un foco (foco estable) si @ < 0(a > 0).

- 19 =



il) Sila matriz A no tiene dos vectores propios lincalmente independientes, entonecs
el origen es un nodo impropio estable (incstable) #i el valor comin A=A, = A;
ea negativo (positivo).

i1} Si la matrfz A es tal que sus valores propios A;,A\; € R y posee dos vectores
propios linealmente independientes correspondientes a A; y & A; respectivamente,
entonces el origen es un nodo propio estable (inestable) si Ay = Ay < 0(M = Ay >
0); el origen es un nodo impropio estable (inestable) 81 A; 3% Az, A, €0, <0
(A1 > 0,); 2 0); y por 6ltimo el origen ea un punto silla si (A3 < 0).

Un punto erftico de un gistema no-lineal puede o no ser de los mencionados
anteriormente, Considérese ¢l sistema de la forma siguiente
%y = fi{z, 1) = azy + bzy + Pz, z1)
iy = fi{z1, 23) = exy + dzp + Q(m, 23)
donde ad ~ bc # 0.

Si las funciones P(z1,z3) , Q(z),%:) son suficientemente pequefins cerca del
origen, entonces las trayectorias de este iltimo sistemn se asemejardn a lns trayectorias
del sistems lineal .

Iy = azx; + bz,
I3 = ¢x) + dx3g

en una vecindad de dicho punto.

Teorema

Supéngase que el sistema no-lineal
#1 = azy + bz1 + P(z1,71)
I = ezy + doy + Q(3),Ta)
estal quead - be A0y
b ElEuT) IQ(E:.Iz)I -0
1114 1=21—0 ENENEN

parn algin ¢ 2> 0. Entonces el origen e5 un nodo, foco o punto silla para ese sistema, s8i
es un nodo, foco o punto silla, respectivamente para el gistema lineal

%) = azy + bz
Ty = cFy -f dz3z

-1}~



Si el origen es un centro para este 1ltimo, entonces puede ser un centro o un foco para
el sistema no-lincal.

Para a prueba de los dos tiltimos teoremas consulter {3].

En el caso de sistemas no-lineales para los cuales el anterior teorema no se aplica,
el comportamiento de las soluciones cerca de un punto fijo aislado puede ser mucho
més complicado y depende de las caracteristicas propias del fendémeno estudiado. Por
cjemplo, el sistema mostrado en la figura 15.

HITHE SRy

=Y

N e Y T I TR R

bt Pty

Fig. 15 t'=y =zt

t=-2)?

5. Soluciones Pertodicas y Ciclos Limite.

Como vimos anteriormente si en el sistema lineal
' G)=C DE)
%/ \e d/\n

(s,b,¢,d € R) & matriz (: Z) tiene valores propios A\ =i A = —if con g # 0,
entonces el origen es un centro, cs decir, que existe un “cont{nuo infinito” de trayectorias
cerradas cada una de ellas conteniendo al origen en su interior. En este caso el sistermna
tiene una infinided de soluciones periodicas, Ademdés, de acuerdo al tltimo teorema, si
los valores propios de la matriz del sistema lineal asociado &l sistema no-lineal

- 15 -



i = axy + bzg + P(z1, 13)

i = exy +doy + Q(21,13)
son igualmente imaginarios puros, entonces ¢l otigen puede ser un foco o un centro para
el sistema no-lineal. Esto nos lleva a pensar que ciertos sistemas no lineales contienen

un niimero infinito de soluciones periodicas. Este no es siempre el caso como se muestra
enseguida.

Consideremos el sistemn siguiente
£ =3+ —5(5 +123)
I3 = —xz3 + ¥y — a3{z] + =)
que es equivalente, usando coordenadas polares, al sistems
F=r{l~-r")
= -1
cuya solucién es

1

f=—t+1t,

con k , ¢y constantes

Nétese que el efrculo r = 1 es una solucibn; i k > O Ias correspondientes
trayectorias son espirales dirigidas hacia el cfrculo provenientes de su interior y si k < 0
los curvas se dirigen hacia el circulo desde su exterior, como se ilustra en Ia figura 16.
En este caso, el cireulo es una trayectoria cerrada ilamada ciclo limite.

- 18 =
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Fig. 18 s'mgtnms(t’+27)  ym-sty—pla +s’)

Definlelén.

Una trayectoria cerrada C en un planoc fase ¢s llamada un clclo lfmite si estd
aislada de cualquier otra trayectoria cerrada, més precisamente, si existe una vecindad
tubular de C que no contiene otras trayectorias cerradas.

No todes los ciclos limite se comportan de 1a misma forma. Existen tres tipos,
a saber:

i) El ciclo limite estable (atractor) en donde las trayectorias vecines se aproxi-
man o él en forma de espiral cuando { — +o0,

if) Se dice que el ciclo limite es Inestable (repulsor) cuando las trayectorias
vecinas se alejan de él conforme ¢ —+ +00.

111) Por iltimo se tiene el ciclo limite semi-estable, en donde ccurre que eus tra-
yectorias vecinas se aproximan a é! por un lado (exterior o interior de dicha
solucién periddica) ¥ por el otro se alejan como en el ejemplo anterior.

Antes de continuar introduzeamos alguna terminologia. Recordemos que habfa-

mos denotado la solucién de £ = f(z) con z € R?, que pasa per el punto zg en { = ¢o,
por &(t, 7o) = $(t), ahora la designaremos por el sfmbolo (o), es decir

-7 -



(zo) :{qER’ 1g=d(t, ) tE(a.b).—cnSa<0<bS+oo}

La semitrayectoria positiva y la negativa de zq, se definen reemplazando (a,4) por (0,8)
¥ {a,0) respectivamente en la igualdad anterjor. Las denoteremos por 7+ (zg) ¥ ¥~ (%o)-

8. Conjuntos w — a Ifmite.

Consideremos e! sisterna {en coordenadas polares)

f=r(l-r)(2-r)°

X El sistema consta de un dnico punto fijo, que es ¢l origen; dos trayectorias ce-
rradas C; y Ca; e! resto de ellas son espirales que giran alrededor de las drbitas Gy

Fiy. 17

y C;, como se muestra en la figura 17. Si
una trayectoria se inicia, digamos en e} ins-
tante cero en un punto que estd en ia regién
exterior de Ia érbita Cy, entonces cuando ¢l
tiempo se incremente, su trayectoria girard
alrededor de C, pegéndose ¢cada vez més a
ells, pero sin llegar a tocarla. §i el punto
en el que se inicia una trayectoria estd en
Is regién entre € y C;, entonces dicha tra-
yectoria va 8 cstar siempre en esa regién.
Cuando el tiempo crezes sin limite, se acer-
eard a C;. §i el punto inicial se encuentra en
el interior de la regién acotada por C, en-
tonces con excepeién del origen, Ia trayecto-
tia correspondiente girard alrededor del ori-
gen tendiendo a la érbita Cs.

Ahora bian ;Cudl es of destino final de un punto p que esta en la regidén exterior
a 1?7 Quercmas hacer ver gue ea tode la curva €,

Sea zp fuera de C; y ¢ cualquier punto de ¢, Supongamos que ¢(f,zo) es la

- 18 =



solucién del sistema tal que ¢{tg, =) = zo.
La trayectoria cortepondicnte es la que se
muestra en la figura 18. Entonces, en base
a lo que se definié anteriormante, decimos
que ufy punto ¢ es destino final de zg
#i la semitrayectoria 4% (zq) se aproxima a ¢
para una sucesién creciente del tiempo que
tiende s +00. La figura da una idea clara de
ésto. Es decir, que se puede encontrar una
sucesién {t.} C R* con t, — +o0 y tal que
iz sucesién &(t,, 7o} = I, tiene por lmite
al punto ¢. Como ¢ era un punto arbitrario
de C), esta curva es el conjunto de todos loa
puntos que son destino final de zo.

Fyg. 18

Haciendo un razonamiento semejante, si I estd entre €, y Ca, su destino final
cuando t crece sin limite es la curva C; (figura 18). En tal caso podemos hacer ver lo

siguiente: pars cada punto q en C,, existe
una sucesién {t,} C R~ con 1, — -co, tal
que limy, .00 @(To,ta) = ¢. Esto quiere de-
¢ir que para todo zo en la regién entre C, y
C3z, cade punto sobre C, es punto final en el
pasadoe o punto origen de ro. Tomando nue-
vamente rg en el exterior de £, vemos que
no tiene punto final en el pasado, es decir,
cuando t — -co. Finalmente, si tomamos
g # 0 en el interior de C,, concluimes que
su destino final en el futuro ea cste conjunto;
mientras que su destino final en el pasado ea
el punto O.

Fig. 19
Resumiendo:

1} El destino final en cl futuro de un punto situado en el exterior de C; es esta
curva. Este mismo punto no tiene origen en el pasado.

1) Para un punto z entre Cy y Cs, su trayeetoria 7(zo) es acotada y tiene tanto
destino finel en el futuro como en el pasado. Son los conjuntos Cy y Cy respec-
tivamente,

i11) La trayectoria -7 de un punto en el interior de €3 es acotada y &i el punto es

distinto del punto O, su destino final en el futuro es la 6¢bita C; y su destino
final en el pasado es el punto critice O.

- 19 -



iv) Parn Ia trayectoria gne pasa por el punto fjo G, su destino final en el futuro y
su origen en ¢l pasado es &l wmismo.

Ahora bien, con lo que se ha dicho en los ejemplos anteriores acerca de los puntos
que son el destino final de un punto cuando éste se mueve a lo large de su trayectoria,
se ha hecho evidente la importancia de estos “puntos destino final” en el futvro o en el
pasado. Sin embargo, este no es el rombre que reciben. Usualmente & un punto que
es el destino £nal en el futuro se le llama punto limite positive y a un punto que es el
origen final en el pasado se le llama punto limite negativo, también se les conoce como
puntos w-Houte y o-limite, respectivamente. Luego la defnicién formal es la siguiente:

Definlcién,

Un punto ¢ se llama punto limite positivo o w-limite de z; si existe una
sucesén {t,} < R con tn — +oo tal que &{tn,zs) — ¢. Un punto ¢ se llama lfmite
negativo o a-lfmite de 1o si existe uns sucesién {t.} C R 'con ta — _co tal gue
(tns 7o) = g

Recordemos ahora, que un pun‘o =5 puede tencr a todo un conjunto de puntos
como “destino final®. De maners natural podermes akera definiy Jos conjuntes w-lfmite
y a-lmite de un punto zo.

Definicién.

Sean los conjuntos:

At (x5} = {q: g ¢s punto w — limite de mo}

A (=6} = {g: q ¢2 punto a — limiie de 1o}
Entonces, A*(xs) 7 A~ (o) se Ulaman, respectivamente conjunto w-Imits {o Hmlta
pesitivo) y conjunto a-Umite (o Umite negativo) de zq.
De la anterior definicién ce desprende que 8t =g es vn punto fijo, sntonces es su

propio conjunto a-limite y también el u-lfmite. Una trayectoria cerradsa es el cugjunto
o-Ymite 5 el w-limite de cada uno de sus punt-a.



Existen ejemplos de conjuntoes Hmite
que no son ni 6chitas cerradas, ni puntos fi-
jos. Por ¢jernplo, !a lines en forma de 8 en
el flujo sugerido por la figura 20. Hay tres
puntos fijos, dos repulsores y un punto si-
1la. El 8 es el conjunto w-limite de todos los
puntos exteriores n é1; Ia mitad derecha es el
conjtnto w-limite de todos los puntos de su
interior excepto el punto fijo y anflogamente
para la mitad izquierda.

Fig. &0
En tres dimensioncs existen ejemples de conjuntos limite sumamente complica-

dos. Sin embargo cn el plano son m4s simples. En los que nosotros estamos interesados,
es en los ciclos limite.

Una forma de establecer la existencia de un ciclo mite es resolver directamente
el sistema de ecuaciones como en el gjemplo anterior. En general 1as ecuaciones de un
sistema dado son muy dificiles de resolver. Los siguientes resultados nos dan condi-
ciones suficientes para la existencia y no existencia de soluciones periddicas. Al lector
interesado en sus demostraciones puede consultar {3}

Teorema (Polncaré-Bendixon)

5i el conjunto w-limite {3 de una solucién para el sistemn
£ = fi(z1,£3)
£3 = f3(71,23)

es no vacio y no contiene puntos fijos, entonces 1 en una trayectoria cerrada.

‘Teorema {Criteric Negativo de Bendixan)
Considérese el sistema

2y = fi(z1,2s)
z3 = fo(z1,72)

donde f; y [y tienen primeras derivadas parciales continuas en un deminio simplemente
eonexo D. Si

of  9fs
5z, ¥ bz,

— e~



no eambia de signo en D, entonces no existen soluciones periodicas del sistema dentro
del conjunto D.



CAPITULO 11

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES NO-LINEALES

El problema de calcular los ciclos lmite de una ecuacidn diferencial se va a
plantear como un sistems de ecuaciones no-lineales, por lo que nos veremos en la ne-
cesidad de resolver éstas numéricamente. El método més usual cuando 1as derivadas
son econdmicas de evaluar, es el método de Newton y sus modificaciones para que sea
globalmente convergente, sin embargo, en nuestro caso las derivadas son muy costosas
por lo que necesitaremos métodos que no las usen. Los raétodos méas efectivos son los de
tipo Cunasi-Newton en los que se aproxima el Jacobiano usando unas ideas propuestas
por Broyden [2] » fines de 1970. En este capitulo presentamos su método y aspectos
tefricos més bésicos.

1. Método de Newton para sistemas de ecuaclones no lineales.

Considérese ¢} problema siguieate:
Dada F:R" — R™ encontrar r. € R tal que F(z.) =0con Fe C'.

El método de Newton para obtener el punto . deseado, consiste en encontrar
Ia rafs & una aproximacién a F en Ia iteracién actual z;. Puesto que

Flza +p) = Flza) + j‘ i*" J(z)dz

donde J = Jacobiano de F

aproximando la integral [£¥T? J(z)dz por J(z:)p se obtiene la apraximacién a F en 1,

con perturbacién p
F(ry + p) = My(z) + p) = F(xy) + J(na)p
¥ resolviendo para 5 tal que Mi{z) + 3,) = O se obtiene

J(x2)s: = —F(x2)
Iy =+ &



Ejemplo

BV ETE X Rk
Fa= (3130,

que tiene raices (g) y (2). y sea zg = (;) Entonces tenemos

1 1
J(=} = (2=| 321)
J{zo)s0 = — Flza)i

101 __(s),
2 10/%F "\ )}
~13

~=(3)

Z =%t S

B

J{x1)a: = Flz;);

(% 2)a=(%):

145
n= ()
-1
3= 2y + &
_ (—o.ezs) + s
T\ 3625 ~38
- -o.ooz)
3.002

El métode de Newton tzabaja bien en el ejemplo nuterior ; 2y ya esté cerca de
1a sotucidn (g)



Esta es la ventaja principal del método: si zg estd lo suficientemente cerca de
la solucién z. y J(z.) es no-singular, se probard posteriormente que la sucesién {z:}
generada por el algoritmo ante-
rior converge cuadriticamente a
Ze. En el caso en que 24 no esté
cercano a z, el método no nece-
sariamente converge & r, como
s¢ muestra en la figura 1, lo cual
muestra que el z, elegido no es
un buen comienzoa.

I )

.
p.3
£

Fig. 1

Existen otros dos problemas fundamentales en la implementacién computacional
de} algoritmo anterior . Primero, no se puede disponer en la mayorfa de los casos, de una
expresién analftica del Jacobiano J{z) de F(z}, por ejemplo cuando F(x) misma no se
conoce analiticamente. Asf que tencmos que sproximar J(z) por diferencias finitas o por
algiin otro método. Segundo, J(z:) puede Ber una matrfs singular o mal-condicionada,
lo cual dificulta calcular s; a partir de J(za)ar = ~F(za).

Pars resolver los problemas anteriores con el método de Newton, empezntemos
por hacer ver que la convergencia local del método de Newton se puede globalizar usando
algunes variantes del los métodos de descenso en optimizacién no-lineal.

El siguiente tecrema establece une de las principales ventajas del método de
Newton, a saber, la convergencia cuadratica, cuya demostracién puede verse en [2].

Teorema (Convergencia Local del Métods de Newton)

Sea F : R® — R" de clase C! en un conjunto abierte conexo D C R", Su-
pongamos que existen ze € R", r,8 > 0 ta! que B(ze,r) € D,F(x.) = 0, ademds,
que exista la inversa del Jacobiano evaluada en z., J~'(z.) tal que ||/-Yz,)} < B ¥
J € Lip,(B(z.,r)). Entonces, existe ¢ > 0 tal que para todo zp € B(z.,€) la sucesién
Ty, T3, d8dA por Ty = 2y — SNz )F(2,) k = 0,1,2,... estk bien definida,
converge a T ¥

“I*H _I'" Sﬂ'ﬂl!k—:-"’ k=0,1,2,..



Algoritmo de Newton

Dada F:R*— R" declase C? y 25 € R™.
Para k=0,1,2,...

Resolver

J(zi)ae = ~F(n1)
Tey) = ZTa T 9

La idea bésica para construir un algoritmo més eficaz para ecunciones no-
linesles, es combinar una estrategia globalmente convergente con otra més ripida que
sea localmente convergente, de tal manera que haga uso de ambas bondades. Para ello
usaremos ¢l Algoritmo de Newton en cada iteracidn, si otorga un paso ragopnable s, lo
usaremos y de no ser as{, tomames s, dado por una estrategia global. Dicho método
siempre nos llevard a usar Newion cerca de Ia solucidn buscada y asi recuperar la con-
vergencia cusdritica. Si el método global es escogido e incorporado adecuadamente, el
algoritmo también serd globalmente convergeate. Tode algoritmo que hace uso de la
idea anterior recibe ¢f nombre de Cuasl-Newton.

A continuscién presentaremos las ideas bésicas de los métodos de descenso que
a0s permitirdn disenar estrategias globalmente convergentes y empezaremos por explicar
cémo podemos transformar el problema que teremos en un problema de optimizacién.

Supéngase que la aproximecién z, no se encuentra "suficientemente cerca® de Ia
solueidn =., luego jbajo qué eritario podriamos decidir si se acepta al punto 7443 como la
nueva apraximacién® Una idea razonable, es aceptarlo si | F{zi4,){ls < {| F(21)l]s, donde
{F(z)}1} = FT (s} F(z). Asf, resolver F{z) =0 nos sugiere obtener el min_ g~ f(z) con

RN B SR LT

donde 'é" se usa por conveniencia algebraica,

Notese que una solucién & F(=} = 0 es un minimo global de f(z), pero f prede
tener ui minimo glabal z. tal que F{z.) no tenga solucidn, ademés de que como en
los métodos pars epcoatrar minimos, por lo general se localivan mfnimos locales y un
miimo iocal de f no necesariamente es solucidn de
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) F(z)_ = 0 como lo muestsa la siguiente figura

RO
$0x}

Fig. ¢

Para evitar lo anterior, se usaré une csirategia global para encontrar la solucién
& F(z) = 0, que haga uso de la estructura del problema original lo més posible y
que estard basada en un anilisis también global para sclucionar min_gn f(z). Por lo
anterior, de nhora en adelante, para resolver el problema F (zy =0 consndcra.rcmos el
problema de optimazacién asociado, dado por

minZ | F(z) 13

A continuacién veremos los métodoa globales para el cdlculo de minimos locales
de funciones de varias variebles ¥ al final veremos cdmo se aplican para construir una
versiin globalmente convergente del método de Newton.

2. Métodos de descenso

La forma mas usual de saber en qué direccién decrece f : R® — R sise esthen un
punto zg, es mediante ¢} uso del gradiente, que como sabemos, nos indica la direccién de
mis ripido erecimiente de 1 funcién a partir del punto en cuestién. Por consiguiente,
ia direccién opuesta nl gradiente nos da la mayor velocidad de descenso para una cierta
vecindad de zq. Esto se puede ver de la siguiente manera: consideremos cémo varfa In
funcidn f a lo largo de direccién p;, o8 decir, consideremos la funcién

dule) = f(zo + aps}

donde zp ¥y pr son fijos. Lo que quercmos entonces es hacer ver que la peadicnte de
la curva ¢){a) en o = O es més negativa sl escogemos p; en Ia direccién opuesta al

_e1 -



gradiente (figura 3}. Para ello, observemos que, por Ia regia de |a cadena, tenemos
#i{a) = V7 /(z0 + aps)ps
de donde

#1(0) = 97 f(zo}ps = [| V£ (zo)lllpsll con 8

Py Ve(x)
(LMY

A= -VElx)

Np. 8 Fig. |
Si nos fijamos ahora en todas las py posibles con Ja misma norma del gradiente,
resulta que el valor minimo de ¢}(0) se obtiene cuando

= -V f(z)

¥a que en este caso, coe f, = —1 como lo muestra la figura 4.

Nétese que si tomamos una direccién
P P ortogonal a V f(x;), entonces la gréfica de
¢la) = fxo + ap) seria como lo muestrs
Ia figura 5. Lo anterior nos mucilia pucy,
que el gradiente en un punto dadn es de gren
ayuda en tanto que nos indica Jas direcciones
en lax que es factible esperar que Ia funcién
[ disminuya.

i3 3



".A.si tenemos que, si deseamos que se cumpla

[{zo+ @p) < J{z0)

para valores pequefios positivos de a, es netesario pedir que

P V() <0

" egto es, debe pedirse que el vector p forme un fngulo mayor de 90° con el gradiente
¥/ (za).

Definfclén
Un vector p se dice que es una direccién de descenso en r, si forms un &ngulo

mayor de 80° con V f({zo), es decir, si pf VS (20} < 0.

Cabe hacer las siguientes observaciones:

V] Aparentamente, de les poribles direcciones s lo 1argo de las cuales es de asperarse
un decremento de la funcién f a partir de 1o, la mejor de ellas es ~V f{x0), ya
que &sta nos indica justamente la direccién donde !a funeién disminuye més
répidamente. Sin embargo, resulta que lo anterior no es necesariamente cierto,

pucsto que esta propiedad sblo es valida pars una cierta vecindad de 2. Esto
se puede ilustrar geométricamente como sigue

(L

Fug. 8

En este caso, como se observa, § nos ileva mucho més ceren del mfnimo que
—V/(ze). Sin embargo, si decidimos tomar la direccidn —V [(zo) y para cvitar el
alejarnos demasiado del mfnimo buscado, debemos tomsr como direccidn un miltiplo
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adecuedo de —V f(zo). En ocasiones sc elige —AV/f(zp); A > 0 de tal forma que

" —AVf(:.,)" =1,¢s deci:, A= m.

i) La funcién ¢(a} = f(zo + ap) a lo largo de una direccién de descenso siempre
est& acotada y tiene por lo menos un minimo local si f estd acotada.

1) Los minimos 3 mfximos locales de ¢{a) correspenden a los puntos donde la
direccidn p de descenso es taagente a una curva de nivel de f

Hasta ahora ¢] dnico paso que hemos considerado para el problema de minimi-
gacidn, es ia direccidn dada por el método de Newton

3 = =~V 2V (zs)-

Por 1o tanto, es natural preguntarse si la direccidn de Newton es una direccién descen~
dente, lo que serd cierto of y sélo st

VTfln)e = —Vrf(zk)vzf‘x(z.)v,f(n) <0

que ¢s verdad si Vif7'(z,) o, equivalentemente Vf(2,) es positiva definida. Esto
garantiza que para pasos suficientemente pequefios en !a direccién de Newton, el valor
de f(z) decrecerd,

Algoritmo *Método del descenso m4s rdpldo®.

Dada f: R* — R de clase C?, zoeR™
Para k=1,2,...
Encontrar a; gque resuelva

min f(z. e C!}Vf‘I‘))

ay>0

Ty =2 — m V()

Este no en un método numérico recomendable, debido a que cada iteracidén
involuers una minimizaeién unidimensional exacta y que su convergencia es lineal y,
en ocasiones muy Jeniamente, pues {a constante de convergencia lineal depende de Ia
condieién de V?f cu el 6ptimo y entre mayor es la iteracién mis lento el método.
Afortunadamente lo anterior no sucede para todas las direcciones de descenso y no es
necesario realizar minimizaciones exactas pare tener convergenciz como mostramos a
continuecién.



8. Condiclones de Wolfe-Powell
para Convergencla,

:Dada una direccién de descenso py, debemos tomar un adecuado ap que nos
lleve & obtener un aceptable ;.. Es decir

en la iteracién k:

hacer zy41 = Za + aapy para un adecuado ay > O tal que
23,1 Be encuentre més cerca de Ia solucién que z,.

Gréficamente, eato quiere decir que 7,.; serd escogida en la direccién en Ja cuél
[ decrezea a partir de x, como se observa en la siguiente Bgura

F(x‘i--h)

;d_;p(x‘fip‘) \ :v‘.l‘l\Tfn <0 1/

L]

Fig. 1
donde p, cs cualquier direccién descendente.

Ei procedimiento més comin es comenzar con a; = 1y en caso de que este paso
no nos lleve a un z,,, aceptable , hacemos una reduccién adecuada de x, para poder
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obtener un posible £,(;, cOmo se ilustra enseguida

iy s

en que f(z, + mpy) < f(z: + pa) con ax < I lo que nos lleva a perder la convergencia
cuadrética del método de Newton cerca de la solucién que corresponde al valor ap = 1,
Por consiguiente, es importante que el procedimiento pera escoger a; conduzes a elegir
a; = 1 cerca del minimo buscado.

El gentido comin nos hace pensar que Xiyg %¢ encuentra més cerca que I; de

algin minimo local de f cuando

f(zae1) < (=)

Pero para sorpresa nuestra, la anterior condicién no garantisa que ln sucesién {1}
converger4 a un mfnimo de f como se muestra en el siguiante ejemplo.

EjJemplo
Sea f(x) = =* ze=12

{Ft} = {(-l)hi} {u*} = {2 o+ 3(2—(*“)))

luego




cada p, es uns direccién descendente en , ya que

J'@p = u)(-1)™
=2(-YNL+ 2Rt
=-21+2 <0

ademés f{z,1,) < f(z,) con

Jim f(=) = Jim (1427 =1

Para ilustrar lo antesior se da la signieate Sgura.

PIen)
1]
]
13
1
b
1
1)
1
:
Flud e
Flx)) ¥ 7 ¥ FM;
iy oo
b ,"L{“ i
.2 “L( 2 Al
Xy *
Fig. 9

Por suerte f{z;) no tiene como lmite & un minimo de f y adcmés {z;} tiene
como puntos Hmite & +1, »sf que no converge.

Ahora consideremoa ta misma funcién y condicidn inicial zp = 2 y tomemas
{m} = {1}, {ax} = {27*"'}, eatonces
(m) = (255000 = {1+ 27

nucvamente

Flade = 22(-1)
=-20+27Y <0
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asf que p, es una direccién descendente y también
> floepr) =127 < 1 4 27K = f(zy)
en este caso
jim =1

que no es un ménimo de f como lo muestra la siguiente figura

g

'

1

1

I

1

t

. 09 / i

]

Fxe) E :

b

TR

[ H

oo

HIE .

1% ol
Fig. 10

El probleme en el primer caso es que se obtenfan pequefioa decrecimientos de f
relativos a les valores correspondientes de a. Pod remediar ésto requiriendo que el

decrecimiento desde f(z:) & f(zi41) sea al menos alguna fraccién dada del decrecimiento
inicial en esa direccién; es decir, sen Ae{0,1) y escbjase & de todas las @ > O que
satisfagan

Floae) € £(ze) + aAVT f{zi)p (1)

~ 8§ -



cada p, es una direccién descendente en z, ya que

Plza)pe = 2z)(-1)*
= 2(—-1)5(1 + 2-!)(_1)n1
=-2(1+27% <0
ademis f(ziyy) < f{ze) con

Jim f(n) = lim (1+ 2 =1

Para ilustrar lo anterior se da la siguiente fgura.

$(%)
!
'
\
]
]
)
)
) (16}
fixy) A ! T :: ((;1)%
b .
L iy ":'C" i
a2 %Nfy %2 A
(": |
Fg. ©

Por suerte f(z:) no tiene como l{imite a un minimo de f y ademis {z;) tiene
como puntos lmite & +1, asf que no converge.

Ahora consideremos la misma funcidn y condicidn inicial zo = 2 y tomemos
{ps} = {~1}, {@1} = {27**'}, entonces
3 s -
{n) = {z,;.:.f,...} ={1+274)
nucvamente
L (z)ps = (226) (1)
=-2(1+2"%) <0
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como se ohserva a continuacién

S, £0x +=p}

~N

. E .,/.- %?t.\ulﬂ‘(@p
y 2 ) TR P ;
\ 1
1

" Rgibles valc: de o bajo la
cadieion (1) EX XY
Fig. 1t

Lo anterior es equivalente a

FICEFIENEPALE (ER[CEE N (¥)

¥B que Iy, =z, + &p.

El problema en el segundo caso del ejemplo, es que los pasos son muy pequefios

relativos al decrecimiento inicial de f. Para evitar lo anterior, debemos de requerir que

" ol decrecimiento de f en !a direccién p en el punto zp,, sea mayor que alguna fraceibn
del decrecimicento en la direccién p en el punto xx, es decir

VT f{za)p = YV f(z + ép)p 2 BV 1 (zi)p (&)
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o cquivalentemente

V (are)an =5 2 097 ) -2 ()

P .
4
7
L S

Posbles valwrey d:( ln,cluoondsow (2) y (2).

Py, 1t
. La condicién § > A garantiza que lns condicicnes (1) y (2) se satisfacen si-
multéncamente (figurs 12).
El siguiente teorema muestra que para cualquier direccién descendente py, exis-

ten puntos T, + a,p, satisfaciendo lsa condicionea (1} y (2), que reciben el nombre de
condiciones de Wolfe-Powell para la Convergancla.

Teorema

Sea f :R" — B de clase OF sobre R™. Sea z;¢R", pacR™ tul que VT f{z)m <0
y supdngase que el conjunto

{f(zx + aps} : a > 0}

estd acotado inferiormente. Entonces, 81 0 < A < § < I, existen ay > oy > 0 tal que
Tyt = Ty + o satisface las condiciones de Wolfe-Powneli wi 0y 2 (o, a,).
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- Demoatracién:

Como A < 1 2e tiene que

Far+ ap) < flza) + AaV7 f(zi)ps

para toda « > O suficientemente pequefia, ya que f(2; + Ap,) también estd acotada
inferiormente, entonces existe & > 0 m&s pequeiio tal que

F&) = f(za + aps) = f(2) + EAVT [ (i) (%

Asf que cualquier xe{zy, £) cumple con ln condicién (1}. Por el teorema del valor medio,
existe &e(0, &) tal que

F(&) = f(z) = VT f{zi + ape) (2 — =)
= V7 f(zs + Gpa)aps )

De (+) y ()

VTS (xa + api)ps = AV f (22 + &pa)pr > BYT S (i) e

puesto que A < 8y V7 f{z:)ps < 0. Por la continvidad de V/, Ia desigualdad anterior
sigue siendo vélida pare « en algin intervalo (e, «,) conteniendo a & Por conaiguiente,
si (o, @) C (0, &), entonees 4,y = 15 + aupx eatisface laa condiciones de Wolfe-Powell
para ay € (o, ay)

a]

Teorema

Sen f :R™ — R zcotada de clase C? en R" y supéngase que existe v > 0 tal que

I97(z) - ¥1(z)l2 < vllz - =l

para todo x, 2 € R". Entonces, dado cualquier o, € R"® existe una sucesién {z,} &k =
0,1,2,... que satisface 1as condiciones de Wolfe-Powell para Ia cual 8i V/(z,} # 0 para
toda k, entonces se ticne

(3) . Vﬂ(zk)sk .

im L.
N H

donde 83 = 441 — Ts
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Demostracidn:

Como Vf{za} # 0 entonces existe p; tal que V7 f(z:)pr < 0 (por ejemplo
pr = =V /f(zi)). Por el teorema anterior, existe a, > 0 tal que za.y = 7y + ogpy
satisface las condiciones de Wolie-Powell, Supongemos sin pérdida de gencralidad que
fipallz = 1, luego [[saliz = [|z41 — 2affz: = arllpallz = ax. Debemos probar que si s; # 0
para toda k, entonces ¢, — 0 donde

_ VT (z)%
T T

por (1) y del kecho a0, < O para toda k, tenemos para j > 0

f-1
F(z) = Heze) = 3 flzuns) = f(z)
=0
< :z-:l f\vrf(zt)sk
k=0
-1
= 4\ Z a0y
k=0
<0

luego, como f estd acotada, se tiene

oo
Y e <o
k=0

entonces

lim a0y = 0.
k—ecn

Para concluir que
lim oy =0
—x

usemos 12 condicién (2')

O f(zre1)oe = BT f(z4)sn

[PS(z101) = T () Toa 2 (B = ¥ flzi)ss > 0
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Iiego § < 1, por Cauchy-Schwartz y
i91(2) ~9/ (=)} £ vz — =k

tenemos
Aizrer — zall* 2 V(2001 = V()2 llsel}
2 (Vi) = V(28 2 (8 - 1)V fz) e ‘
qa} =48} 2 (8 - NV H{m)ae = (8 — Doy
as{ que
ay > = 10. >0
oo £ g 0} <0
as{

0= 1ima.a.5£-:luma:'50
fimyd ¢ Ame

lo que muestra que

a

Nétese que mientras el teorema anterior es vdlido para cualquier algoritmo de
bisqueda sobre la linea, es independiente del método para sclectionar ay. Ademis,
sunque el teorema también garantiza que

Vi (z)n

o~ IV (lcosty =0

50 nesesarinmente sa enmple VT f(x,) — 0 s menos que §; < 7 — ¢ para algin e > 0y
pars toda k, 1o que se debe de tomar en cuenta al elegir 1a direccibn de descenso y usf
Wolfe-Powell nios garantiza que |V f{z)lf — 0.

Ahora resolvamos el problema de caleular un oy que satisfage les condiciones
impuestas. Comenzaremos con ap = 1 y si T + aspy no ¢s buena aproximazién redu-
ciremos a, hasta encontrar un aceptable 1, + a,p,. Debido a que la condicién (2] de
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Wolfe-Powell en ocasiones nos lieva a obtener a; demasiado pequeiia, no haremos uso
de ella. . .

Algoritmo “Estrategia para calcular a,”

Dada 2e(0,3) 0<i<u<1
en la iterncidn k tomar
ap =1
Mientras
Tz + awpe) > [z} + AV f{zi)pa hocer
f}ay = pay para algtn pell, u]

1) Zap = 2a + P

En la préctica A es muy pequeis, generalm»nte e usa A = 1074,

La estrategia anterior seré 1itil para construir un algoritmo que caleule el tamafio
del paso a;. A continuacién desarrollaremos los detalles necesarios para obtener un
método eficiente.

Sea f(a) = f{z: + aps), ei & = 1 no satisface la condicién (1), necesitamos
disminuirla. Para elio useremos Ia informacién previa de f:

FO=flm),  FO=Vf(=z)e v F)=flz+p)

como f(1) = f(z; + ps) no satisface la condicién (1), s decir, si

J) = flze+p) > [(z) + AV [ (z)p = £(0) = AF(0)
sproximamos f(a) por una cuadrética usando f(0), f(0) y f(1}:
moua(e) = (f(1) - 7(0) - /() a® + f"(0)a + F(0)

ealculamos ¢l punto & para el cudl mpy (&) =0
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mbya(®) =2(f(1) - fO) - @) &+ F@) =0
IR i ) N
200 - 70) - 70))

mluald) =2 (f(1) - f©) - /'(0)) >0
y& que

Fi) > fo) + 270} > o) + 7'(0)

As{ que & minimiza mgua{e) (Agura 13), también & > 0 ya que, f’(O) < 0. Porlo
tanto, haremos ay = & cn el algoritmo

i

\ M ()

o e —————

A pmmmann

Fig. 13
Nétese que como f(1) > F(0) + Af'(0), tenemon

_ 7'(0)
2(f(1) - f(0) - /1))
-f(0)

<3 (7o) - 1)
1
TRy

R

St f(1) > f(0), entonces
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7o) et _

1
iy -Fo-Fm) T 2 (-Fe) 2

-3
Y

Asf{ que una cota suporior u para & en nuestro algoritmo serfa u = 5 Por otro

indo, 67 f(1) es considesablemente més grande que f(0), entonces & puede llegu a ser
muy pequefis, lo que probablemente no quisiéramos que sucediera. Fsto indica que
pomb!eme.ute la aproximacién cuadralica mepa(a) » f{a) en esta regién no es bucna,
asf que, mponemoa una cota 'mferior | = ;’5 para &, lo que quiere decir que si en nuestro
algoritmo & < 3 tomaremos o = —

Ahora supéngue que flea) = Flzi + aups) sigue siendo mayor que f{z:) +
29T f(zi)ps = f(0) + Acs f'(0)ps, entonces necesitamos reducir atin més a;. Conta-
rmos con Ia siguicnte informacién acerca de f{a): f(0), f(0) y lo# dos tltimos valores
de f(a), asf que usaremos interpolacién ciibica mgus(a) para aproximar f(a) y poste-
riormente calcular el minimo & de meup{a). Una idea geométrica de lo anterior, estd
representada en la siguiente figura.

T

pendicate 3 E (0]

M (<)

Fg. 14
El'cdleulo de & s como sigue. Sean aprr y apgy los Gltimos valores de a.
Eatonces ¢l modelo cibice meys(a) que interpola & f(a) es

moyp(e) =ca’+bdal +ca+d
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; = (__1‘——) [—l_ (f(QULT) - Floy - /(0 ﬁw.r)l

ayrr —apen/ {Qfir

) (——l_—~) [“}’lsfv (j (arsn) ~ f(0} = I(O)QPSN)]

QuLT — APEN

b= (__;_) [—%:ﬁ—:: (i {awir) ~ f(o) - f’(O)cw”-)]

aprr — apgN

i 1 ey N »
+ kauu‘ - C!pgy) L;:: (/ {apsn) ~ J(0) ~ f'(O)qpsN)]
¢ = miy5(0) = f(0)

d = meus(0) = f(0)
cuyo minimo es

—b + /b — 3af'(0)

= I

requeriremos que u = % sea una cota superior, que quiere decir, que &i & > %aw,r
hacemos a; = %auu-. También, puesto que & puede llegar a ser una fraccién muy
pequeiia de aprr, adoptamos la cota inferior I = ﬁ,. es decir, si & < ]luam_r. cntonces
tomamos a; = ﬁ;aun. Se verifica con muchas operaciones y mediante [as sustituciones
apropiadas que & nunca cs imaginaria cuando A < % Finalmente el algoritmo nos queda
como sigue:

Algoritmo “Biisqueda sobre una linea®
Dada f:R" = R A=10"¢
Para k=0,1,2,3,...
Dada p; = direccién descendente en z, hacer:
ap =1
apEN = Q)
{Almacenamicnio de ag ¢n apgy = a-pentitima).
Si
() f{z + cups) > f(2:) + A VT f(24)ps hacer

(Un primer intento para calculer a, adecuada)
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— vz
1) e = 2Ul=m.T—fl%z.m—%"u:.m

2) Sia ‘-16, entonces tomar a; = I‘B
3) agrr = ar (Abmacenamiento de o en aypr = a dltima),

4) Si adn se sigue cumpliendo (I}, entonces

Repetir
i) a= ot : "S:v 5 donde

il) a = apsr ('YI—'IULT - ;!L—frvxn)
apLr 'PEN

0.2) b= aprr (—wj‘xfuu + —a'urvfpszv)

agLr apEN
o e
¥.4) feen = fxa + apsnpi) — /{z2) — apen VT f(z1)ps
1.5) furr = [ (& 4 corrm) — aver VT f{zi)pe — f(za)
i) Sia> BT, entonces & = ST
i) Si& < 24T, entonces & = T

v} appy = ok

l‘.3) apir =

v) =&
Haata que (I) no eea vélido
(IT) Calcular

Tat1l = Tx +oups

4. Método de Newton con biisqueda lineal

Como se hizo notar en ln primers seccién de este capitulo, encontrar 74 € R
tal que F{z.) =0con F:R" = R" y f € C! nos llevzba 2 resolver el problema

:zén,f(t)
. L. ..
[iRe =R (=) = iF )i
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y ademéa toda solucién a F(z) = 0 es solucién a min, gn f(z). El inverso es falso (véase
figura 2).

En este apartado trataremos de deseribir una estrategia global para resolver el
problema min,_ gn f(z) de tal forma que nos lleve a obtener en la medida de lo posible,
una buena aproximacién al punto z, que satisfaga F(z.) = 0.

Una pregunta interesante es la siguicnte: Cuéles son las direccidnes de descenso
del problems min_ pn /(z)?

Como
VI(Z‘) = Jr(-'E})F(Z;),

entonces la direccidén de descenso més répida es

~Vf(zi) = ~JT (z)F(z),

ademds la direccidén de Newton

3y = —J"Yz,)Flza),

también ¢s una direccién de descenso puesto que

VT (2x)oa = —F7(zu) I (ma) Mz} Fza) = ~FT(z) F(z:) < 0

siempre y cuando F(z,) 3 0. Lo anterior es sorprendeate, pero es geométricamente
razonable, ya que la direccién de Newton es solucién de

Mi(zy + 8) = F(z,) + J(z)a =0
y también un minimo de la funciSn cuadrética

g (zp + 8) = %Mf(z, + 8} M, () + 8)
1

2

= SFT (@) F(zi) + (JT(za) F(za)) s
+ %JT(JT(:g)J(xi)).:

debido a que iz +3) 2> 0 para todo s y ri(ry +33) = U. Por consiguiente, 54 ea una
direccién descendente para s, y también pars f, ya que
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V() = Vf{zz)
por lo tanto, el modelo i,(z} tiene como minimo a la direccién de Newton y como
direcciones de descenso las de la funcién f.

Nétese que fi;(z) no es igual a la apraximacién de Taylor cuadrética my(z)
alrededor del punto z, de Ia funcién f(z) = §JFT(z2}F{z), puesto que

ma(zs +8) = Ja) + Y f{za)a + 37V (s

Yy V’f(zi) # F(ZA)J(IA).
Luego, siempte y cuando J¥(zi)J(z:) een positiva definida, la aplicacién del
algoritmo “Bisqueda sobre una Mnea® a la funcién f{z) = || F{z)]}} es directa.

Algoritmo *Newton con biisqueda sobre una lfnea®
Dada F:R" R declase Clen D C R 5o € D
Parn k=0,1,2,...
Hacer
1) resolver J(z,)ax = —F(z.) para 8;
i) f (=) = FHF{z)l}
#if) determinar a; que satisfaga
Hzs +aem) € Fz) + A VT f ()
mediante el método “biisqueda sobre una lines”
¥v) Calcular
2y = Ta +

Debido 2 las condiciones de Wolfe-Powell, por medio de este método obte-
nemos el minimo global z, de Ia funcién F valiéndose de la direccidn de Newton
sy = ~J Yz,}F(z,) siempre que J(z,) sca no-singulsr y bien condicionada, lo cual
no siempre se tiene gurantizado, logrando convergencia cuadritica en una vecindad de
Ze
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Ejemplo
Sea F:R* ~ R?

e SIS
F(:)= (enl—-l_:’x:_z

que tiene solucién za = {1,1)T. Tomemos como condicién inicial zg = (2,0.5)T. Sea
J(£) = L FT(zi)F(z:). Entonces

1= (5 or) e = ()
¥
so= ~J "z F(zo) m (Tt )

Con *Busqueda sobre una lfnea” se obtiene ¢l primer punto
—1.
Ty =To+ S0 ™ (10.3‘?)

de donde Fiz,) = (1100;1), o que nos indica que 3g no es un buen puso. El algoritmo
otorga el valor de a; = 0.1, luego:

1.70 3.08
ry = 2o+ 0180 4 (1.47)’ Fz) o 3_21)

lo que muestra que ry no es ain buena aproximacién. Nuevamente nuestro algoritmo
calcula una nueva reduccién de &, dédndonos az = 0.05, luego

1.85 2.40
zt = 2o + 00530 &~ (0‘987) s Fizy) =~ (1‘30)

esta nueva aproximacién nigue siendo male. Una nueva reduccién de ay = 0.016, por
tanto

21 = 25 + 0.01188p = ( .965) . P~ (2.235)

1
0.613 0.858

Este punto sf es una buena aproximacién, ya qgue

Flzy) = 2.87 < 2.80 = f{zo) + 207*{0.0118} VT [ (20) 2.
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Enla pmxuna. iteracién -

: _ —1.22
s =—Jz) Flz) = (7’--07 )
0.750 5.77
n=ntawm ( 2.718 /' Flea) = (18'13)

que nuevamente no es una buena sproximacién, La primera reduecién nos otorga el
valor de a; = Q.1. Luego

1.84
Ty =z; +0.18; = (0.8820) ' F(za) ~

lo que es una buena aproximscidn, ya que

oste)

F(z) = 253 < 2.87 & f(xy) + 1074(0.1) VT f(1)) o1

Continuando

0.0437

0.762
cmmrnn (B9). = (00)

Asf que este dltimo paso es muy bueno. A pertir de este punto el método de Newton
converge cuadrAticamente a 7o = {1,1)7.

o1 =~ (£2) Flzs) = (—0.0755)

El método de Newton con biisquada =zobre la linea msjora considerablemente el
de Newton y nos permite usarlo como un método global, ain embargo, todavia persisten
algunas complicacjones como cuando J cs cas singular. Existen varias formas de salvar
esta dificultad, pero no abundaremos mi~ sobre el método de Newten, porque para
nuestros intereses el Jacobiano es wuy coutoso y, por lo tanto, necesitemos de ua método
que no requicra su evaluacién, por lo que presentaremos uno que estd basado en una
generalizacién del de la secante debido a Broyden [2].
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5. Método de Broyden

Empecemos considerando el problema siguiente
Dada f:R— R
encontrar s € R tal que
fz) =0

Para z, € R Newton {Seccién 3) nos proporciona una nueva aproximacién zp41:

£'(zs)
f(zs)
Pero ;Qué sucede si no disponemos de f/(z)? Una primera solucién, es aproximar [

por Ia linea secante que une los puntos (zy, f(z+)) ¥ (za + ke, F(zx + hi)), donde se elige
hy de tal manera que 2, ¥ 73 + hp sean cercanos, como lo muestra In siguiente figura

Thet = Zp

=

(x, £ (%))

( xnl ' {(X."\)

'
]
¢ [ h \\ H,‘") o

M o e e e

¥y cuya pendiente es

ay = .__._—f("-" + h:z - f(_xﬁl

de tal sucrte, que podemos apraximar f(z) por el modeio linen!

Mi(z) = f(x2) + ez — 24}
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al encontrar 1,44, tal que Mi(z,,1) = 0 nos Heva al método

L=
[N

Ty = Xp

1Es eficiente este método? ;Cémo se elige h;? Sabemos que oy — f'(z,)
conforme b — 0, Si h, &3 escogido como un nimero pequefio, a; recibe el nombre de
aproximaclén por diferenclas finitas a f'(zu). :

Con la finalidad de evitar una evaluacién extra de la funcién f ponemos h; =
ZTa-y ~ Ii o8f que
_ Hzay) = Jlza)
ay = —— 4
The1 — Xy
El algoritmo resultante es llamado método de la secante
Ahora consideremos el cason > 1.

En una dimensidn tenemos el modelo

My(z) = f{z2) + ap(z — 22)

que cumple con M,(z,) = f(z;) para cualquier a, € R de donde obtenemos e} método
de Newton si as = f'{zs}, y 5l

= [lzmn) — fiz)
Fr-1— %

tenemos el método de la sncante, asf pues, el préximo punto por éste método fo obte-
nemos resolviendo Mi(zys1) = 0 de donde

Tks1 =Zn—[¥

En dimensién mayor el modelo anélogo es

M) = Flza) + Az - =)

que satisfece My(r,) = F(1.) para cualquier Ay € Maxa{R). Como vimos previamente,
si Ay = J{z:) obtenemos el método de Newton. El problema surge nuevamente, como
en el caso unidimensionel, cuando no disponemos de J(z:) y de fortna andloga, para
obtener &l método de la secante se requiere gue Ai{zi-1) = F{z;-1), es decir



F(z42s) =1F(zg) + Abgb(z._, — =)
» o bien 7
A.(:; - :g_,) = F(:k) - F(z‘,_.)

que recibe el nombre de ecuacién de la secante, Denotando $x-y = Ty — Zpws, Yiey =
F{z3) = F(zx-1), con lo que Ia ecuacién de la secante la podemos reescribir de la forma

Ardio1 = Ya-10

El problema de tratar de extender el método de la secante a dimensién mayor
que uno, es que la matriz A, no estd completamente especfficada por Azsy_1 = Yr-1.
En efecto, 8i ;-1 7 0 existe un subespacio afin de matrices » X n con dimensién
n(n — 1), satisfaciendo cada uno de sus elementos Azs;_; = y,_y. Asf que, para poder
construir una aproximacién Gtil por el método de la secante, debemos de seleccionar
adecuadamente una matriz pert iente a dicho aubespecio. Quizé |a estrategia més
obvia es requerir que el modelo

My(z) = F(z:) + As(z — =)

interpole & F en n — 1 puntos anteriores z_t,Z-3,...,Z_(n-3), e decir,

M)(I-.') = F(:-i)

o bien,

F(zai) = F(zs) + Az ~ z4)

lo que nos lleva a

A;a-;=y-,~ f=1,2.3.....ﬂ— 1

donde ‘a;i =2~ Ti, Yoi = F(x_0) ~ Flzs)
8§ 341,941+ 444 8-(n-1) 50N linealmente indepcndientes eatonces las n—ecuacio-
nes
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Apsp 1 =Yy
Aoy =y,
Apd_z =Yy
Apdofmert) = Yaln-1)
determinan de manera tnica la matris A,;.

Uno de los problemas principalea que surgen de este método es que los vecto-
TES 841, 5-1,..-18-{n-1) tienden u ser linealmente dependientes conforme se caleula la
matriz A;, haciendo el cdleculo de ésta un problema numético mal condicionade, por lo
que se hace uso de otra idea para calcular una mejor apraximacién A, de tal forma que
satisfaga las condiciones previas, a saber:

Supongamos que tenemos uns aproximacién A,-; en £, ¥ que queremos una
aproximacitn Ay al Jacebinno en 1;, entonces lo que vamos a exigir a Ay es que

1) A1 = Yoy
133 flAe ~ Ag-1]| sea lo mis pequeda posible.

Para precisar lo anterior, obaervemos que la diferencia entre el nueve modelo
Mi(z) y el viejo Mi_s(z)

Mu(z) = Mioa(z) = Flza) + Au(z = 21) = Flzieg) — Aiafz = 21)
= F(n) ~ Fzi-1) = Aalzs = maoa) + (Au = Auy) (2= 14es)
= (A = Asg)(z = 23-1)

con la Gltima igualdad debido & que
Ap(zy —~ 24y) = F(x) - Fz,-4)
Ahora, para cualquier z ¢ R™ expresemos
Z—Tr-1= Qs +1°L con trag_z =0
luego, el término que desearmos minimizar legs a ser
My(z) — Myaa{z) = (Ae = Ar Mz~ 700)

= (Ax —~ Aoy + 8
= af{dy - Ar_)noy + {Ar ~ At
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no tenemos control sobre el primer término del lado derecho ya que (Ar — ducy) s =
Ys~3 ~ Ay—18;-1. Sin embargo, pidamos que el segundo término sea igual a cero para
todo z € R", escogiendo A, tal que

(Ay~ Ayt =0

para todo t ortogonal & &, ;. Esto requiere que A, — A,_, sea una matrix de rango uno
de Ia forma

Ay — Aoy = us_, ueER®

entonces tenemos (A, — Ay 1)8iy =Yg — Ay_18y.

de donde
48] 308-1 = a1 — Aa_18a-1

lo que implica que

Y= A s

u
I
Sy 15k-1

por Io tanto de Ay — A,y = usl_, se deduce

Vit — Ap_18a-1 1

Ay =Ay 1 + Sy—
Sha1di-1 bt
de donde
/% —4A 188~
Arsioy = Ayyay_y + 221 SaluLi Y PR
Ahmtfh-t

es decir, cumple con

Apsioy = Vi
El siguiente resultado nos muestra que A, es la matriz mds préxima a As.; ¥

que ea consistente con Azs,-; = yi-y 8i el cambio A, ~ A4.; es medido en la norma
Frobenius. Pero antes veamos algunos preliminares. Denotemos

Q(y,2) = {B € Myn(R) : Bs =y}
nétese que Q{y, 3} es un subespacio afin de A, (R) ya que
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Qy,s) = Bs+ Q(o‘ 6)

Lema

NAB) < ANIBY

La solucién ' al pl‘oble;l%
in I1B -
s35in, 1B - 4]

A, = P

aTs

=é¥i_7_ Ba€ Q)

Aa) s

Sea A€ M..,,.(R),a,'v e Rv',‘,ai;é b, éﬁ@oncu para cualquier norma || - || tal'que -

o)

En particular, (4) resuelve (3) cuando [} - || es la norma /3y lo hace de manera

iinica cuando es |a norme de Fronenius,

Demastracién:

Sea B € Q(y, s) entonces

fl4; ~ 4l = ’

aTs

<iz- i3] <12 - a1

Si || - | es In norma I3, entonces

4] < [Al:HB]: < A1 Bl

porque ||B];; < ||Bllr
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e
= —=lollsllls

il =1

Ademés A, es Ia dniea solucién a

pin, 18— Ally

por ser Ia norma Frobenius estrictamente convexa y Q(y, s) un subespecio afin convexo
de Myxn{R).
a

De lo anterior, podemos concluir que ya tenemos un método para cuando no nos
es poeible caleular el Jacobisno.

Algoritmo “Método de Broyden®
Dada F: R" — R, 25 € R", Ap € M,,..(R)
Pars k¥ =0,1,2,3,...
Resolver
Apog = ~F(z,) para 3,
T4y =2 b0

Vi = Flzip) = Flza)

.y T
Aupr = Ay + ol “‘,:"'
;Cémo obtener una buena aproximacién Ay para J(z;)7 En nuestra implemen-

tacibn, usaremos una aproximacién a J(zs) por diferencias,

6. Andlisls de Convergencia del Método de Brayden.

En este apartado investigaremos la convergencia del algoritmo de Broyden.
Mostraremos que si g estd suficientemente cercano a uns rafz z. de F{z),J(z.) es
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no-singular, y 8i Ag es cercana a J{zo), entonces la sucesién generada {z;} converge
superlinealmente a z.. Es decir, que

i fzesr =zl _ 0

£~ [lzy — o]

Lema

Sea F ; R" — R™ continuamente diferenciable en un conjunto abierto convexo
D € R", z € D,J Lipachitz continus en z en D. Entonces para cualquier 2+ p € D

IF(=+9) - F(z) - I (=il < Tilei

donde =y es la constante de Lipschite

Demostracidn:

F(z+p) = F(z) = I(a)p= [ I(= + tp)pdt - I(=)p
= [\ U+ 1p) = I()pat
IF(z+5) = F(z) ~ J()ph < [ 10(z +15) = ()l
< [ alieslitias

= el f s = Ly

-Ahora bien, st F(z,) = 0, entonces de Ja iteracién
ZTapr =z — AT F(z4)
tenemos
Thar~ Te = Ty — T, — 45 {0} ~ F(z.))
o bien '

Ax(rrer ~ 72) = A{zi ~ 20} = Flze} + Flz.)
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haciendo ¢, := z; — z., sumando y restando J(z.)e, en el lado derecho de la anterior
ecuacién obtenemos

Arersr = [ F(zu) + F(za) + J(za)er] + (Ax — J(z4))er

por el lema anteror con z = z,,

Il = F(za) + F(z) + I(=)eall = Olleal®

As{ que, la clave para el andlisis de la convergencia del método de Broyden se
refetird al término (A, — J(%.))es. Mostraremos que

ligg W(As = J(ze))esll _

) [lesll

que es lo que en realidad descamos de Ia aproximacién al Jacobiano y ello implica qua el
paso de la secante —A;! F(x,), converja al paso de Newton —J"(.r,)F(:.) en magnitud
¥ direccién.

Pero antes probemoa un resultado

Lema

Sen r, €ER™ k = 0,1,2,... Si {z,} converge superlinealmente a zo € R en
alguna norma |} + ||, entonces

EN

] —-—=

=00 fley|

Demaostracidn:

El resultado se sigue de [a siguiente Sgura:
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Xeas

€xe1
% 3
Fig. 16

claramente, si
”Ct-u” "h"
B A

ya que
Haell U= {lsell ~ fleall ”Cn” Hox+ eell] llexsal] =0
£-s03 | flex ]} SR S A, Meal |+ el

donde la dltirua igualdad es la definicién de convergencia superlineal cuando ; # 0 para
toda k.

8]

El siguiente teorema nos proporciona ¢ondiciones necesarins y suficientes para
la convergercia superlineal de un método cussi-newton. Pero antes necesitamos dos
resultados previos,

Lema

Sea F': R® — R™ continuamente diferenciable en un conjunto abierto convexo
D ¢ R”, »r € D,J Lipschitz continua en r en la vecindad D. Entonces para cualquier
u,v € D.

M IFE) - F(u) = J{a)y ~ v g olemzliylenslyy oy,
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dande 1 es 1a conatante de Lipschitz.

Supénguse ademés que J~'(z) existe. Entonces existen € > 0,0 < a < §, ta!
que

[§43] alfy ~ uff < ||F(v) - F{u}ll £ Bllv ~ sl Vu,u € D para los cuales maz{jjv —
o Ju—all} <e

Demostracion de (i):
Se tiene

Flo) ~ F(u) = Plu+v—u) ~ Fl) = [ T+ to ~ ) - (v ~ )z

luego

1F(0) ~ Flw) ~ ()6 = )l [ 106 42l - w)) ~ T () - o - w) s,

Usando el hecho de que J es Lipschitz en z, escribimos u +{(v ~u} = z+u+t(v—-u)~x
para asf tener que

S0+ et~ ) = Sl - wllde = o ~ uff [ 7z 40+ o0 = ) = 2) = I (e

<o~ ufly S e+ ¢{v ~ u) ~ jdt

Ahors tenemos que v — 4 = v —~ 4 + £ — ¢ de donde

uttlv—ul~z=uttlv-zstz—u)-z={z—-u}{t -1} + (v—2z)¢

sustituyendo y usando 1z desigualdad del tridngulo:
o~ ulfy f e+ 20~ w) - st = oo =iy [ bz~ u)(e ~ 1)+ o ~ et

< o= b o - =i [ eae] = 12 G o - 2y
Por lo tanto
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() = Fla) = J(2) - (o = )l < Jho = wl(he = 2l + o - =I)

Demostracidn de (I1):
Usando la desigualdad del trikngulo y el resultado anterior, tenemos

1P@) = Fl < V() (0 = u)ll+ §P() = Fla) = J(=) - (v = i
< [0+ 2o = 2l + 1w - 2] v - of
< () + 7)o — ]

que prueba Is segunda parte de {II) con # = 1J(z)}] + ~¢. Similarmente

IF() - F(@)l > 19(2) - (o 0l = 1F(e) = 7} = 3(2) - (v - )l
L _ Ty — P u -zl —u
> (=) - 30 =i+ s - 2] o=

1
2 [!u-*(z)‘u S L

Asf,sie < E-J—_-‘l(m-; la primera parte de (O) se cumple con

lo que prueba (II).

Ahora si tenemos el resultado esperado.
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Teorema

Sea D C R" un conjunto sbierto convexo, F : R® — R", J(z) € Lip,(D),
z, € D con J(x,) no singular. Sea {A;} una sucesién de matrices no singulares n x n.
Sea Tp € D y 1a sucesibn Tiys = 74 — A F{zi) tal que z, pertenece a Dy =, # 7. Vk.
Entonces {z,} converge superlinealmente & z, con alguna norma || - |}, ¥

- i I = Jz)all_
F(z) =0<4= Jim Tl =0

donde s = Z341 — Ti.
Demostracidn,
Sea J, = J(2.), &x = =3 — z,. Supongamos primero que

A= Tl _
T a0

Por demostrar que F{z.) =0y que {x:} -+ =, superlinealmente. Tenemos

0= Ag(zen — =) + Flza)
= Aty + Flzy)
= (Ax — Jo)ax + F(z1) + Jats

Asf{ que

—F(zip1) = {4y - Jo)0 + [=F2p41) + F(22) + Jusa|
{F (@l . I(As — Jo)aall . —F(zs41 + Flzs) + Joag
flasll = Haull [IN]

(As - J)audl |, 4
< ___lﬁ;k_"___ + E("“" + llessll)

la Gltima desigunldad debido a (I} que recién se probé. Usando el hecho

Jim lea =0

Ia hip6tesis y la tiltima desigualdad

Km ERE T =

LA TN

¥& que
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Jiz il =0
ésto impliu
F(:.) = ‘_h_!eof‘(:.) =0

Dc(ﬂ)uixtmd>0.h§0tﬂqﬁe

(+2} IF (i)l = UF(2001) = F(z)l 2 allesnl]

para todo k > ko.

De (*} ¥ (**) obtenemos V

1EGal 5 | el
ST 2 Ty

lessal algel

22 e+ lerll ~ 28 T Tl

0=

lo que implica que

flexssf

2 e =0

que completa la prueba de la convergencia superlineal,

Ahorn supéngase que {z,} converge supetlinealmente a z. y F(z.) = 0. Probe-
mos que

i{Ae — J{za))su]

=Y lls:ff

=0
De {11} existen 3 > 0, &y < 0 tal que

1F{zeer) = Flz il = EF(zea)]l < Bllzae — Tl = Bliesnll

Yk > k.

v la convegencia superlineal implica
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flexsall IF @)l
0= li >
P R Ny TN
1 F(zu o)l s
= l n-=:
BB 5Tl el

Como vimos en (*)

lal _
2, e
lo que nos lleva a
§F (zsealll —
oo s
luego de
—F(Ig.ﬂ,) = (A. - Ja)ﬂ + "‘F(zlﬂ) + F(zk) + J"’*]
y de (1)
tAs = Jodanll  WF(zaeill | | = Flzen) + Flza) + Lol
liaell < i |(|3k|l " | %
[F(zeedll o (leasall + leall} (loall}
STl 'z T
= DRl L fens + el
luego
"(Ah ),hllf')“ll t_‘w ["Fl(:k-ﬁl)” %("Ctu" + [|¢k||)]
- i el 2 g ol el =0
Por lo tanto

(4s ~ J(z))oull

k—ooo | ak|
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Observactén. Puesto que J(z) es Lipschitz continus, el resultado probado se sigue
cumpliendo si se reemplaza

e s = Tl _
oo llaell

por
e M2 =SBl _ o
oo Haalf

10 cual tiene una interesante interpretacién:

Cotmo 4, = ~A;'F(z,} 1a condicién

o s = Il _

oo faul

es equivalente a

i e -0
oo [ER)

donde 8] = ~J (2} F(z,) es Ia direccién de Newton en z,, ya que

J(zMal ~ &) = Ha)l=d Mz Fz) + AT Fla))
= F(z.) + J(z.)A;‘F(zk)
= (Ae + J(za) )AL F{za)
= Ay + J(:.))«!x

Asf que s condici6n suficiente y necesaria pare la coavergencia superlineal del método
de la secante es que la dircecidn de la secante 5, converja en magnitud v direccién a le
direccién de Newton s7.

La difcultad fuerte que sc nos presenia ! tratnr de localizar el minime zlobal
z, de F usando Newton es que, en cste caso, |a direccinn

s = ~I Yz ) Flz)

es en efecto de descenso, pero no ficil de ealcularia y= que, como se menciond anterinr-
mente, J(z) puede ser singular o mal condicionads. Al enter por el método de Broyden,
para que las condiciones de Wolfe-Powell now zeranticen convesgencia ¢s necesario que
la direccion
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o= —A"Y(2)F(x)

sen de descenso para la funcién f{z) = {|F(z)ll3, lo que no siempre es cierto, por
lo que se tiene que tomar alguna precaucién en este caso. Para ello calculemos una
aproximacién J del Jacobiano por diferencias finitas y tomar como direccién

5 = -J Y =z)F(z,)

de ests forma siempre obtenemos una direccién de descenso y entonces Ias condiciones de
Wolfe-Powell nos garantizan convergencin global obteniendo finaimente la convergencia
superlineal del métado de Broyden.

Algoritmo “Broyden con hisqueda scbre una linea®

Dada F : R — R", x5 € ", Ay € M,.n(R), 70 € R
Para k =0,1,2,3,...
Resolver
) Axpy = —F(z.) para pa
) f(z) = HIF (=3
iii) determinar o, que satisfage
Tz + erm) S flza) + 2 V7 f(zi)ps
mediante el método “biisqueda sobre una lnea”
_‘.") ey = Tp + Py

") i = F(’lﬂ) - F(Ik)

- T
vi) Apt = As + n Pﬁmlrk

«Pa
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Ejemplo
Sea F:R? — R?
423 -2
P - (AAT)

que tiene una rafz en z, = (1,1)7. Sea zp = (1.5,2)T. Ay = J(zo) Los métodos de¢
‘- Newton y Broyden, ambos con bisqueda sobre una linea, nos dan

Broyden:

.= 1.5000) = (o soeoe)

*= \ 2.0000 1.45794
- 074107) o (0.30227)

* = \1.27708 * 7 \1.15900

- ( .92946) 2, = (100402 )

T\ 1.07040 1.00860

(100308) . (1.00054)

0.09022 "~ \0.90088

_ 1.00000

= ( ) = (100000)

Newton:
0= (1.5000)

~ \2.0000 _ £0.80806
e (0.89011) == (1.45794)
? 7 \1.14587 o= (0.99158)

= (0‘99970) > 7 102108
7 \1.00053 _ (099999)

_ {1.00000 * = \1.00000

e = \1.00000
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CAPITULO III

ELECCION DE UN METODO NUMERICO PARA RESOLVER
ECUACIONES DIFERENCILALES GRDINARIAS

En este capltulo presentaremos las ideas bésicaa de los métodos de un-paso,
que son los métodos llamedos del tipo Runge-Kutta. El método que escogimos para
resolver las ecuaciones diferenciales ea este tipo y se debe a England |1,8,7) su creacién.
Parece ser uno de los métodos més eficaces, como se puede ver en el estudio de Shampine-
Watts (7}

Los métodos numéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales o dindmicas,
se pueden dividir de manera natural en dos tipos: los que usan un sélo valor de Ia
solucién y las que usan varios para comenzar en cada paso.

.1, Métodos de Runge-Kutta

De los métodos més sencillos de entender ¢ implementar numéricamente para
resolver el problema de valor inicial

¥ = i=z.v) 9{z0) = wo (11}
o8 el método de Buler que viene dado por
Uny1 = Vn+huf(xmyn) n=0,1,2,..
ko == Zagl = Tn
Tenemos una cota para el error global que ests dndo por Ch donde € es una
constante dependiendo defl problemsa y 4 el méximo paso tomade. Cuando requerimos

mucha exantitud, este método ya no es tan itil, por ejemplo, si uno necesitara 6 cifray
decimales de exactitud, se tendrian que tomar un millén de pasos,

Se conacen métodus wiuchos mAs exactoa cuando f es independiente de y, es
deciz, en ¢} problema

¥ = f(z) ylza) = v
cuya, solucién viene dada por
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ue) =vo+ [ f()ds

Como un ejemplo consideremos Ia regla del punto medio

v(to+ho)~!’x=9u+hof(=u+%)

h
vz +h) sy =n+hf (zx + -55)

v(z) Sy =ynr + Baorf (:,.-1 + %)

donde h; = ;3 — 2; ¥ Tg X1,y o3 Tn-1, Tn = T €5 una subdivisién del intervalo de inte-
gracién. Se verifica fécilmente que su error global {y{z) - y| estd acotada por ChY, de
tal suerte que si desearamos precizién de 8 cifras decimales, se necesitarfan aproximada-
mente mil pasos, es decir, que este método es mil vecrs més répido que el de Euler. Por
consiguiente, serfa deseable poder extender este método para poder resolver cl problema
(1.1).

El primer punto con h = hy serfa

viro+ho) sy =w+hf (zg+%,y(%+%))

pero ;Cudl serfa e] valor de ¢ (zu + %a)? Aplicando el método de Euler con paso !?
para obtener y; llegamos a:

ki = f(zo.30)
ky=[ (xo+ *,;E.Vu + ",;2"\)
w1 = Yo +hk;

Eata forma de calcular y; usando un paso de Euler v 2os ucrrrea Iz lentitud inherente
& dicho método, debido & que h multiplicn. &] cosfiaienyr k; ¥ por consiguiente el vrror
es menos importante. Para ser més precisos, caleulemor, y; por su expansion de Teylor
como funcién de b
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n=y+hf (=o+ %-W"’"%ﬁfu)
2
= w0+ hfzout0) + o U + 1) (20,30)
+ %: (fun + 2fsa S + fin F7) (Z0r 1) + oo

Heciendo lo mismo con y(zq + k)

(5o + B) = to + M (zorto) + o (fe + 1) (zor30)

3
+ 0 (fent 2ol + Sind® + oo+ S21) (i) + o

Restando cstas dos cantidades obtenemos el error en el primer paso

h!
Vizo+ k) — vy = 57 (fex+ 2faf + fuu P+ 4 (Fyfet £31)) (orva) + -
Si todas las derivadas de segundo orden de f son zcotadns, obtenemos

llu(ze + B) — will £ KA

Luego para obtener el error cometido en el punta finsl x, procedemos de igual forma en
los intervalos

{zo, 1), (21, 73)s .., (Z0-1, 7)

encontrande que el error esté acotado por Ch2.

Para obtener més precisién, necesitamos encoutrar mejores métodos.

2. Formulacién general de loa métodos de Runge-Kutta

Runge (1895} y Boun (1900} econstruyereon métodes que inclufan vuo o dos
pasos adicionales de Euler para obtencr scluciones de (1.1}, Fué precisamente Hulta
(1901) quien formuls el esquema genersl ¢el ahora lunado método de Runge-Kutta.



Definlelén

. o Sea’s € Ny ey a0 40820 Gaimtp iy By €2, 00064 € R. Entonces el
método . : o
ky = f(zo.90)

k3 = f (20 + c3shyyo + Ban ki)
ks = f (2o + eab,vo -+ h{anky +63k1))

k=7 (30 +e,hpt+h (u.xk; + b d,(._;)k._i))
th =+ h{biky + ... +B,k,)

" es'llamado método de Runge-Kutta expliclto de s-evaluaciones para el problema

V=1 vizo) =

Usuzlmente los coeficicntes ¢; satisfacen las condiciones

€2=0y, C€3=an-+taye, =8t aon
o bien
-1
o= ey
=1
Estas condiciones fueron supuestas por Kutta sin ningin comentario y expresé
que todos les puntos donde f es evaluada son apraximaciones de primer orden a la
solucifn, ademés de que también simplifican la derivacién de las condiciones de orden

para rzélodos de orden alto, Sin embargo, para ordenes bajos, dichas condiciones no
SOTL McCesarias,

Deflnicisn
Un métcdo de Runge-latte tiere orden p, 2t

fig{=o + b} = wiji € K™
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es decir, i las series de Taylor para la solucién exacta y(xo + k) ¥ para y; coinciden
hasta el término k?.

Es costumbre simbolizar ¢l método de Runge-Kutta por la siguiente tabla

an
g3 4n

G, 3,3 oo Gyfa-y)

& & [

EJemploc

El método de Runge visto anteriormente, asf como los métodos de Runge y Heun
de orden 3 estdn dados de la siguiente manera

]
0 HE
11 1]o 1
01 110 0 1
biog
SR ks = f{zo,30)

‘ , )

ki =f(zou0) by = f(za+ 3h,s0 + 2hky)
1

ks = flzo # 3h,s0 + ghE1) ka = flzo + by + hks)
vi=vathky | B ko= {zo + hyyo + hks)

1 2 3
n=tot h(akx + 5*‘—1 + E“«)
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k1 = f(zo, 0}

1 1
ky=f(za+ Eh""" + Ehk')

2 2
ky = f(zo + ih.yn + 5“‘:)

1
n =1+ 7hk
Ahora quisiéramos determinar los coeficientes del método de Runge-Kutta cuan-

do s = 4 de tal suerte que también obtengamos orden igual a 4. Lo que debemos de
hacer es lo siguiente, Calcular las derivades de

¥ =t + h(bik +... + K}

en h = 0 y compararias con las de la soluclén verdadera purn ordenes 1,2,8 ¥ £ usando
las condiciones ¢, = X, g;; con lo cual obtenemos:

(2.1)

Z‘:b.-=b;+b,+b,+b‘=1 (a)

b =bacs & b ¥ by = ; *

);b.-c? = byel + bacd 4+ beel = .; (9

g.b.cufi = byamer + by (aaaca + agsea) = é {d)
Sbiel = bic} baed bl = : ©

.‘z‘jb.ﬁduc,- = daeya3zcs + Loy (Gizey - spia) = g (1}
¥ bioiic} =baasscl + by {anc] + ael) = % (2)

i
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1
D biajjazes = beagyoney = 5
X

Kutta dio la solucién general del anterior sistema sin nilagin comentario,

daremoe Ia idea de solucién dada en [6].

Lema 1
8i
Sbaz=b{l-¢) F=1,2,34

entonces, las ecuaciones (d), (g) y (h) se deducen do las restantes.

. Lema 2

Para 5 = 4 el sistema (2.1) y las condiciones sobre ¢; implican (2.2).

De los anteriores resultados cbtenemos

Teorema

Buponiendo las condiciones
iy

=3 oy

=1

el sistema de ecuaciones (2.1) es equivalente a

Bi+by+by+b =1
8¢z + byby - byby =

bze-} + b=C§ +b¢¢: =
bae} + byed + by} =

bycsagze; + byeq (aacs + aues) =

OO L 1t a] s €3] b=t W3 bt

-7 -

*)

Nosotros

(23)

(23)



biay; + beags = by {1 — ¢3)
byags = by(1 - ¢3)
by(l—e5) =0
Las elecciones de Kutta que han llegado a ser particularmente populares son
1) Cl=53=%|bl=%nb!=§|bi=§lb‘=é
“) cy = § s C3 5 g
Ambos métodos gencralizan las reglas de cuadraturas clésicas obteniendo ¢l mismo

orden. El primero es més popular, el segundo més preciso. Estan dados como se indica
enseguida

ky = f{zo %) ky = [(xo, %)

1 1 1 1
ka = flzo + Eh.vo+ 'z'hkl) k1= f{zo+ -éh-w + Ehk')

1 1 . 2 1
ky = f(zo + 3b,sa + Shks) ks = f(zo + 3hete + Bl—zki + K3))
ke = flzo + A,y + hk,) ko= f{zo+ by + h{ki — ks + ks))

= Vot h(oki + 2ks + ks + 1Ry =vot h(ikit Shs + okt 1k

Wt = Yot 6‘+6’ gt g V1 = Yo g §:+83+84)

En un método Runge-Kutta noa interesa proporcionar cotas para el error local
[6], & saber:

Teorema

Si un método de Runge-Kutta es de orden p y si todas las derivadas parciales
de f{z,y) hasta de orden p existen y son continuas entonces
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Iotea + 4=l < 3% [t o b+ S et o)

t2[0,1]
ea decir

[l¥(ze + A) — il < Car+?

En el ¢caso vectoriel, 1a relacién anterior es vAlida componente a comporente

. W7 (za + k) — i| = Ch?*1 4 O(KP13) F=12,..n

donde C depende de los coeficientes del método.

Eatas estimaciones del error son de poco interés préctico debido a que requie-
ren el ¢dlculo y obtencién del méximo de varias derivadas de ordenes altos de f(z,y).
Pero Ia ventaja principal de los métodos Runge-Kutta respecto a las series de Taylor es
precisamente que el cdlculo de les derivadas no son necesarias, Sin embargo, de cual-
quier forma requerimos estimaciones del error; primero para asegurar que los tamaios
de paso h; sean escogidos lo suficientemente pequenos para asegurar Ia precisién reque-
rida, y segundo para garantizar que A; es lo suficientemente grande para evitar trabajo
computacional innecesario.

Existen muchas ideas pata lograr lo anterior, La mds vieja quizé, ea debida a
Runge que consiste en repetir el cdlculo con el tamafio de paso reducido a la mitad y
luego comparar ambos resultados: los digitos que no cambian se toman comeo verdaderos,
La siguiente idea debida a Richardson, hace uso del comportamiento del error como
funcién de h.

Dada la condicién inicial {£q, $o) ¥ tamnnio de paso h evaluemod dos veces tsando
un método de Runge-Kutta de orden p obteniendo los resultados numéricos y; vy p;.
Hagamos nuevamente otro célculo con la misma condicién inicial pero con paso 2k
otorg&ndonos la solucidn w.

Tenecmos que ¢l error de y; es
eg=y(zo+A) -1 =C'h’“+0(h’+’)

El error cometido en y; consiste de dos partes: el que se acarrea de y; ¥ €l error local
del zegundo paso, Si se toma en cuenta 16 anterior se obtiene [6]:

e = 20K + 0 (47)
Cuando tomarmos el paso 2h el crror es

Y



y{xo + 24) ~ w = C(2h)* + O (h’*’)

Ignorando los términos O (A*?), eliminamos el pardmetro € de las dos dllimas ecua-
ciones obtenidndo una mejor aproximacisn §; para y{xo + 2A). Dicho més formalmente

Tearema

Supéngase que 3y es &} resuitado nurnérico de des evaluaciones con paso &k por
medio de un métode tipo Runge-Kutta deorden py wel ltado por el mi tod
pero con paso 2h. Entonces el error de y; puede ser extrapolado de la siguiente forma

v(zo + 2k}

v
»-1

) (24)

~-w
h—*ll:-i-g:——l'

es una sproximacién de orden p+ 1 & y{zo + 2k).

Las FSrmnias snteriores son muy faciles de calcular. La primers nos da una
eatimacién del error cometido y Ia segunda incrementa el orden en uno.

2.1. Control automAtico del paso

Une estimacién del error de (2.4) lo podemnos obtener como

.1 Ivi = wi
rEFIIEART 4

Con {recuencia son usadas otras normnas, come ls euclideans po; ejemplo. n
cantidad &; es un factor de escalamiento: d; = | para errores absolutcs y o = [f}] para
errorea relativos.

El! nuevo paso h,,,, scrd aceptado 6 rechazads dependicnds do si el crror co-
metido #5 menor ¢ no que nna tolerencia fa! Juds. 30 el prso 2o e aceptodo dobe
ser reducido, pero por motives de cficiencia buseamos qur sea |6 mis grande posible.
Luega, Raws = 8% debe ser tal que 8] error cometido se comparic como el anterior y
que sex menor que tol. Es decir,
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CORY+ < tol = (%) err
tol
(or) < (c—") err
de donde, escogiendo

@ ey g (‘_g);’l‘

Entonces, 8i err € 2o Ia solucién avansa a y; o bien al punto §; ¥ se intenta avanzar
tomando como Ao e &l paso sctual. En easo contrario el cdlenlo se repite €00 Aupen-

El paso méximo A,,,, generalments se escoge entre 1.5 y 5 con el objeto de
prevenir que ¢l paso actual llegue a tomar valores oy grandes. Si en el paso actual
err > tol se aconseja tomar b, = 1.

También es claro que para pasos muy pequefios el trabajo computacional se
incrementa enormemente, por Jo que s¢ tiene que seleccionar un tamano minimo Amia.

En general, ¢l tamatio del paso hayee 655 dsdo por una funcidn del tipo

Rreows = h+ &
¢ =min (Iamu,mu (jacfm'n,[u (%);h))

donde focmax, focmin, foc son nimeros que se eligen en forma experiments! para
sumentar la eficiencis del método. Pars yna discusién amplia sobre este punto vésse
Shampine-Watts{11}

Una tercera idea es construir férmulas de Runge-Kutta que contengan, ademés
de 1s sproximacién numérica g, uns expresién §, de orden mayor. Esto puede servis
para estimar el error y coatrolar el tamaio del paso.

Luego, nuestro propdsito es encontrar un esquema de coeficientes
0

€2} on
€] 6y Sn

€18 83 ... Bye-y
. I %
b & [ TR

tal que




1 =yo+ h{biky + ..o + 0,5,) sen de oxden p ¥
%= yg+h(b,k,+ .+ bk .} aea de orden ¢, por lo general g =p+ 1

El primer método de este tipo fue propuesto por Merson (1957), Ceshino {1962)
y Zonneveld (1963). Entenderemos “p(q)” como que y, €3 de orden p y §; de orden ¢

0
o
A
i) 313
q1° Hi s
1 1
3 0 1 1 1 3
3js 0 3
1l -2 2
— 1(t 0 -} 2
1 -2 2 |
] 1 0 4 1 % 0 .-% 2
g is —
: 00 %}
kv = [ (zo,0) k1 = [ (z0,v0}
14 1 1 1 1
k:=fL1’o+Zh.yo+zhkx) k=f 1’g+§h.yg+~3-hh)

1 1 1 1. 1
b= 1 (30 + 3hwo+ 3hka) ks = £ (za+ ghoo+ b (Ghe+ gha) )
ko= lmot bt bo=1 (20t oo+ b (Gh+ ghs))

k (ks = 2k; + 2ky)] 2 2
1 = Yo+ hiks — 2k; + 2&;) kg T—=/(zo+h.yn+h (Ek' - Ek’+2k‘))

1 1
Oy = g + = ky 3
v ”"'h(a"‘""ek”ek‘) Ja-yo+h(5—§k;+2k.)

. 1, 2, 1
P1=yo+h(6h+§kc+gks)
Ceabiny 3{e} Meraon 4(5)
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ESTA TESIS MO BEBE
SAUR BE LA ESBLOIECY

0
111
Ho
1{o ¢ 1
sle 201 1
- 4 2 an 2 R
i 1 1 1
[ 3 3 4
T A S A - B )
1 3 3 g 3
k1 = £ (0, ¥0)
1 1
b= 1 (70 ghovo+ 3hk)

1 1
ks = f(:o +.Ehnﬂu+ Ehkx)
ko= f(zo+ hypo + hks)
3 5 7 13 1
kg = f(f—o +;h.vo+h (Ek‘ + ﬁh + E"’ - Ek‘))

1 1 1 1
n=vo+h (ak: + E’C: + sks + Bk‘)

1 7 7 18
h=w+h (—Ekx + skz + 's‘k; - ?h)
Zomnereld 4(3)

Sin embargo, ninguno de estos métodos satisfacen nuestras condiciones. En el
método de Merson la aproximacién §, es de orden 5 para i lineales,
sobreestimando el error para A pequefia. De manera similar el método de Zonneveld
no calenla el error de truncamiento y el de Ceshino no es nada econémico debido a que
realiza un célculo muy preciso del error.

Métodos que satisfacen nueasras condicioneshan sido dados por Sarafyan (1666),
England (1969) y Fehlberg (16G8,1060). Haremos la derivacién de las férmulas de
England que en particular es el método que elegimos para resolver nuestro problema.

En el método de England una férmula de cuarto orden es usada para avan-
zar la solucién dos pasos. Una evaluacién adicional de la derivada es hecha antes de
completar el segundo paso que nos permite estimar el error local acumulado en ambosa
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pasos. El procedimianto realiza 9 evalunciones y 8i el pasa ag recharado 7 de ellas sesén
deshechadrs, May precisamente:

%y = hf{Ta.v0)
ki = hf{za + R+ k)
ka = bf(zo+ h,g + (ks + k1))
ky = bf{xc + by ~ k1 + 2kg)
= vo+ >(ko + 4k + k)

¥ se calecula el segundo paso en la segunds forma

ko= hflze + hyin)
ks =B (z0 + 2hoy + 18)
ke = hf{zo 4 byt Hba o+ &)

antes de terminar el segundo paso se realiza una evaluacién extrs para poder calenlsr
el ersor local en loa dos pasos

kr = hf{za+ 2R, 30 + S(—kﬂ = 06k, + 92K; - 121ks + 144k, + 8k, ~ 12kq))

1
ery = E(—hﬁ dks + 1Tky — 23k, + dke — &)
Si err < tol entonces terminamons ol edleulo del segunde paso

= hf(za+ 2h,u1 — ks + 2ke)
m=o0n +£(k. + 4k + ka}

T ¢l temafio A2 pase & ez acepiado, un totnl O 4 lasciones por peso son hachas,
en case contraro tencmos gue deshechar 5. L el (.,.‘\ wwa de Bugland mm.bo
iz Sexibie que ef del paso doble = que poda = an ’1»:or adecusds sin
tener que pagar un costo tito. E! caquerma de

o



111
3 1
1L 1
3 4 4
1:0 -1 2
Selvestn de towhs eden .
o =t i o 3 H
ST A
I S S R
RS
2 ] 3 1 o -1 2
1
2)-4 -8 $ Mo 1 -2 0
Sekreids de exarks orden i o N ! N o 3 1
o Relh N 3 0 ] 3 s
w |& 0 -5 -EB o -gyo0
ks = f (z0,0)

k=f :°+£hnv0+$h~kg)
b= (z0+ thn 4 Th (b + 1))
ky = [z + Byo + A{—k + 2k;))
y,’:yaé-ih(ka—.Uo,&k,)
k= f(zo + A1)

= .3 !
k;—f(xo-r:h,yi+zhk¢)
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bo= 1 (0 2o+ Shik+ k)
kr=f (zo + 20, yo + 2k (—ko — 96K, + 02K, — 12LKks + 144K, + 6k — uk.))

err = —h( wko + dky -+ 1Tky — 23k, -+ dkg — ky)
ke=f ("‘u + 2h,ys + b (ks + 2ks))
n= Vl+ih(k( + kg + ky)
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CAPITULO IV

CALCULO DE CICLOS LIMITE

Supéngase que el sistema auténomo

g = hHizy)
@ ;
%= hizy)

tiene un ¢felo ifmite de perfodo P. Es decir, el sistema posee una solucién perfodica que
es un cfclo limite.

Uno de los cbjetiv‘os fundamentales de este trabajo es proporcionar un método
interactivo para determinar el perfodo de un clclo limite.

Ejemplo
Sen

d=y

v =az(l -2 -z
este sistemna describe el oscilador de Van der Pol y se sabe que para a > 0 tiene un ciclo
Umite y también que una aproximaciéy nl perfodo en funcidn de a estd dado por

Pla) =2x (1 + % + )

En general no es fcil determiner analiticamente i perfodo para el sistema (1),
sin embargo, veremos que numéricamente puede ser deterininado de manera econbmica.
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1. Planteamlento del Problema

Determinar numéricamente un punto (zo, Vo) perteneciente
d cfclo Hmite de un sistema auténomo de ecuaciones dife-~
renciales en ¢l plano y su per{odo.

Un primer intento de abordar el problema consistié en calcular un punto §jo del
mapeo de Poincaré.

Si (Zo, ¥o) €8 un punto sobre el clelo itmite de pefodo P, entonces para cada (z,y)
perteneciente a una seccibn transversal T a Ia solucién en (zo, yo), existe una r(z,y) tal
que la solucién $(t; z,y, P) corta a L en t = r(x,y) i (z,y) pertencce a una vecindad
de (zq, yo)

=
{r.)

Mg 1
Luego, nos interesa determinar (zq,1y) tal que

8(r(%0, )i 2010y P) — (Z0y30) =0

con r{zo,ya) = P >0

Reescribiendo este sistera en 1a forma
91{ze, Yo, P) = ¢1(r(z0. 10); Z0. 0, P} ~ 20 =0
91(xe, 0, P} = éa(r(Zo, vo)i zo, 0, P) = yo = 0

donde (o, 1o} €s el ticrnpo que tarda la solucién gue empicza en (29, yo0) G E en regresar
8

Tomande £ = {{zo, ¥} : vo = ¢} entonces = sistene queda

91(za,¢, P) == &i{r(z0,c)i z0, e, P) =70 = 0
91(zo0,¢, P) = dalr(zo,c)i 0y 0, L) - 0 =
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de donde

a : ) 3
;9‘%;91(10"' P)= 5;4'1("(%.‘);10.0'”) + gr{(r(zo,)ize, C.P)a—;of(zo- €)-1=0

el P) = balizas )i 206, ) + Ze((rmarlimose, Phgr(zane) =0

De esta dltima ecuacién obtenemos!

2.:. = ._.%_?9. . {1.1)
Iz .at'_x
Luego, para encontrar xo aplicamon el método de Newton a g1{xs, ¢, P), por lo que nos
hace falta calcular s%.} ¥ %’2 que pueden aer obtenidas de la siquiente manera:

Comao % = fi{énda) ¥ %" = fildr, 1)

cbtenemos

D (48 _ 2534 | 95 9%
dxy \ dt 8¢y Oz  8¢; dxy
(1) 22, 2002

o\ &t ] T 83,6z | 3¢, 870

'se de que Lus +0a 2 la sohacksn
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Es decir, g%.} ¥ 52 son soluciones de la Ecuacién Variacional

((8)-( B
con las condiciones inicinles

#1{0, 20,2, P) = zo
[ LI _
E(O.zq.c.f’) =1

#3(0,zq,c,P) =¢
ad _
E(O,sq,e,}’) =0

Entonces, sa puede aplicar el método de Newton pars encontrar z; a

91(z0, 0, P) = da(r(xe,¢)i 20,6, P) =20 =0

¥ (=0, ¢) lo obtenemos de (.1.1).

Realmente se esté resolviendo un sistema de ecuaciones en r y 1o, pero sélo
se trabaja explicitamente con 2, y& que es necesario daterminar la r{zg,c) tal que
#a(r(ze,€); z0,c, P) = ¢y ésto va & depender del método que se use para integrar
las ecaaciones diferenciales. Este método se reporta ¢n la literatura por Cutry [8) para
encontrar soluciones periédices para la ecuacién de Lorentz, pero no indica el método de
integracién usado. En nuestro cazo usamos el métedo Runge-Kutia-England{RKE){1]
que no nos permitis determinar r(z,,¢) para ningén n.

Lo anterior aunado a la necesidad de resolver las ecuaciones variacionales y fo
dificil que resulté trabajarlo interactivaments decidi: hacer uso de otra ides [9].

Transformemos el sistema (I) en otro en ¢l cudl el clclo limite tenga periodo
1 ([8]). Pama ello hagamos el cambio de variable ¢ = Pz donde P es el perfodo que
queremos determinar. Sustituyendo en () obtenemos

d

T = Phlz)
()

% = P(z(x.y)
con z € [0,1]




Usualmente se tienen dos formas de abordar el problema (II) desde el punto de
" vista numérico.

2. Aproximacién por diferenclas.
Si el sistema (JI) lo escribimos en 1a forma

(1 % = PF(X)

Aproximando por diferencias % en los puntos

20=0, 5y=h, wc.yzn = Nh=1
obtenemos algo de Ia forma

X - xi
h

-=pr(§(x‘+* +X)  i=01,..N-1

donde X' = X(z)
Como queremos una soluciéa periddica tenemos la condicién adicional
X° =xN

Luego, tenemos un sistema de 2(N+1) ecuaciones con 2(N-+1)+1 incégnitas
X0, x!,..x¥ p

por 1o que es necesario fijar una variable que no sea P, por supuesto, y resolver el
sistema correspondiente por algin método como Newton o cuasi-Newton.

S. Métodos de tiro.

Estos métodos estin basados en métodos que caleulan numéricamente las solu-
ciones de la ecuacién diferencial, dades las condiciones inicisles. La ides es la siguiente:

. Elegimos un punto iniciel (zq,yo) ¥y proponemos un valor pnrl\ P, entonces ¢l
sistema (II) puede integrarse de z=0a z =1, o bien, de 2 = 0 2 2 = —1 dependiendo
de la estabilidad del cicio l{mite. Supondremos que la integracién se realizé dez =0a
z =1, luego en z = 1 obtenemon los valores

=(1) = $1(1; %0, o, P)
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2{2) = &a(1; 70, y0, F)

que dependen de In eleceion de 29,y ¥ P. En el caso de una solucidn pe:iodici_debexh}:t :
tener que satisfacen las ecuaciones :

#(zo,30,P) =0
¢:{zo,p0, P} =0
donde

91{zc.vo, P) = drlr{zo, )i Tos 0, P) — 20
93(z0s 38, P} = dalr(2o,30)5 20, 10, F) — 10

Luego, tenemos dos ecuaciones con tres incdgnitas, por consigulente tenemos que fijar
una de ellas, Ia cufl evidentements no puede eer P. Lo que es claro geométricamente,
ya que si o se mantiene fja es necesario que la recta z = zo corte a Is solucién que
andamos buseando (figura 3} de otra maners el problema tendr(s como sotucién P = 0.

(3, %)

rg.s

As{ que Ia eleccisn del punto inicial g, yo) e8 importante para que tenga &xito e método.
El sistema se puede resolver usando el método de Newien o un cuzsi-Newton.

En este trabajo estamos intereandos en los métodos ds tiro, ya que contamos
con un método para calcular las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales ¥ también en que disponemos facilmente del espacio fese. Adomse
el sistema de ecusciones s un sistemn de 2%2 comparado al método de epraximacisbn
por diferencias que puede darmos un sistema de muches variables, pues depende del
ntimerc de puntos [V sobre la trayectoria que puede ser muy grende para obtener uns
buena aproximacién.

Es usual que en el método de tiro se utilicn el métods de Newton para resolver
el sistema de ecuaciones no-lineales resultante, sin embargo, ésto hace que el costo total
sea excesivo debido a 1a necesidad de resolver las ecunciones variacionaies para poder
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obtener unas apraximacién al Jacobiano, por lo que nosotros preferimos usar el método
de Broyden.

El sistema a resolver estf dado por
gi{za ¥, P} = $1(1i z0, 3, P) —20 = 0
(20,6, P) = &1z, 3, P) ~y =0

en forma més compacta

_(s{u)) _ (0O
Glv) = (m(u) - (0)
donde u = (y, P)T L
Inicialmente se eligen una apraximacién (xq,1%6) de un punto sobre el cklo Umite
y una estimacién del perfodo Po, con &5t 8¢ puede caleular la solucién del sistema:

= R fi(zy)
¥ = Pofs(z,v)
con condicién inicial (zo, po)T
Si llamamos a la solucién

(81(t5 20, o, Fa) $a(t; 2o, yo: Fo))

de aquf se obtiene el valor de la funcién

_ [ #1(1370, 10, Po) — 24
Glaa) = é1(1; x0, w, Po) - v«)
con uo = {30, Po)”

La spraximaciéa inicial Jp al Jacobiano en ug la abtenemos de Ia riguiente
maners .

Si Jo = {a;la) con

o = Gloa+ eer) = Gua)
€

Gug + €€3) ~ G{ua)
€

ay =
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i dondé €1, £2 501 108 vectores candnicos ¥ ¢ = rafz cuadrada dela prccisiéﬁ del sistemna de 7
" punto flotante empleado. Es decir, perturbemoe yo ¥ cnleulamos 1a solucién del sistgm\,_f: .

Z = Pofi{z.y)
¥ = Pofa(z.y)

con é_ondicién inicial {zo, 10 + €)¥. Luego, calculamos

‘ ={ #{lizo, v +¢ Po) — 29
Gleo +ee)) = (¢:(1:zo.yn +e&R) ~ v+ y

Pars obtex;er Glug + €¢5) se calculs l1a solucién del sistema

‘ D N

. # = (Po+ dfr(z)
. T . T e = (Rt ez}
con condicidn inicial (20, y0) ¥ entonces
- -
L - . _ (#1(Lizo, 0, ot €) ~ 1o
CGlusren) = | g1z o Py + ) - ﬂo)
- Solamente nos resta indicar. que no necesitamos resolver el n'mt:mm de ecuaciones

paza caleular In direccifn de descenso p,, debido a que en el método de Broyden

- T
Apry = Ay +uyug

. : Un =y — AP
T Pr

g Koy

. " yn que'si conocemos La inversa de A, es fAéil obtener A7}, como lo indiea Ia férmuls de
* Sherraan-Morrison-Woodbury:

’I.en':p :
Sean u,v € B" , A € M, (R} no-singuler. Entonces
A+ uvru.‘m; - singular  ¢= 1+vTAu=o0#0

- - ™



Ademis

(A + uvr) L lA"uurA“
a,

Demostracidn:
=)

Supéngase que A + uv” es no-singular. Como A es no-singuler, entonces

uT (47T u > 0 para todo uel™, u # 0. Se tiene que =7 (A-Hw")z > 0 para
£ #0, en particular pars 2 = A~ u. Por tanto

(A“u)r (A + uur) (A"u) = (A“’u)t (u + er"’u)
= (A"u)ru (I + urA"u) >0

1+vTA s #£0

{<=
Supongamos ahora que 1 + 1T A}y # 0. Tenemos que

{4+ u0) {47 - a7t A7)

i

I~ i-uurA"‘ - suu’A“’uurA" +uoTA?
I+ uoTA™? (1- -"—I— iu"'A"‘u) =
A
T 4-1
I+uvTat (I— 1'—t:"-’J‘A—ﬁf) =f

o

Dado lo snterior, =50 es necesario calculer la inversa de Ia matriz original A,
para obtener A;! para todo k )
Ahcra yu es posible aplicer el método de Breyden como se explics en el capitulo [,

El criterio de parada que usamcs es

flragn — =) < g0}
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Ejemplo
En el sisteme de ecuaciones

=y -— (z+1) ((:—71‘)’+ i)
v=-zy

Iocalizamos un ciclo limite con condiclsn inicial

Pp= 4464 x5 = (—0.515, ~1.433)

obteniendo el resultado

P =4.505 z = (—0.515, —1.462)
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CAPITULO V

UN SISTEMA PARA CALCULAR. CICLOS LIMITE EN EL PLANO

1. Definlcidén

El sistema RF es un programa que calcula y grafica trayectorias del retrato fase
de un sistema auténomo de ecuaciones diferenciaies ordinarias de la forma

< = f(z,y)

¥ =gl%y)
as{ mismo, también es posible dibujar el campo direccional, imprimir grificas o guar-
darlas en disco y calcular ciclos llmite en caso de que existan.

Es posible tratar sistemas no-auténomos con Ia restriceién de que siempre se
empicza & integrar & partir de ¢ = 0. Para su uso se requiere una computadora PC o
compatible con tarjeta de graficacién CGA.

RF estf integrado por las unidades moetradas en 1a siguiente figura

INTEGRACION
- ¥ - PANTALLA

GRAFIOACIOR

En “Datos” es donde residen los datos; El sisteme dispondré de cllos con una precisién de
a lo m4s de cinco cifras significativas. del sistems. Ei bloque *Integracién y graficacién”
es el que resuelve el problema planteado. La entidad "Pantalla™ sepreseata la fese eatre
el usuario y el sistema, ya que a través de la pantalle e! usueric activa el sistema,
introduce o modifica datos y obtiene el resuitado deseado.

2. Bloque “Integracién y graficaclén®
Realiza las siguientes funciones principales:

1) Integra numéricamente el sisterna de ecuaciones diferencinlcs
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i) Manda a pantalls ias soluciones

3. Requerimientos
a) El sistems se activard cuando el usuario escriba en la pantalla
>RF

que corresponde a la iniciacién del programa ejecutable RF.EXE

b) los datos de entrads al sistema serdn otorgados interactivamente por el usua-
rio que corresponden &

- El sistema de ecusciones diferenciales a resciver.
- Regién del plano donde se desee ia solucidn.
- Condiciones iniciales.

- Nombres de archivos para guardar gréficas.

4. Disefio del sistema

RF.- Programa principal que coozdina la solucién del problema. Los médulos
principales de cste programs son cuatro, como se muestra enseguida

RFP
40
GRAPIOA INPORMACION LEBGRAP SALM
al w o “

4.1 Grafica.- Este procedimiento otorga la solucién del sistema de ecuaciones y la
menda a la pantaila, para lo cunl Be encarga de leer interactivamente de la pantalia los
datos de catrada proporcionados por el usuario. Hace uso del paquete de graficacién
Turbo-Graphix Versién 4. Los procedimientos que llama son los que s¢ muestran en la
siguiente figura
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GEATICA
w

[ | | l
mco LREPUNCION INTEGRA cicLo CAMPDIR
1 Laind 4104 s are
]
i’ A
ANTAELA YENTANA CONY VENTFUNGION EYALUAF
sa.et
4.0 419 [E¥N) 4130
PONPETICION TOMA. [ ron. TOMA.
[EN NY CADENA_OON [BE RN PETICION CADENA.COM
-LuRsoRr ) [NRA) -CURSOR

4.1.1 Inielo.- Contiene los datos iniciales. Para inicialisar ia pantalia se vale del pro-

cedimiento PANTALLA.

4.1.2 Ventana.- Solicita la regién para grafiear y el titulo de la gréfica. Usa los proce-
dimientos PON_PETICION y TOMA.CADENA.CON_CURSOR para poner letreros y

leer informacién en ambiente gré&fico.

4.1.3 Leefunclon.- Procedimiento que solicita el sistema de ecuaciones por medio de
LEEXP en una regién de ia pantalla dada por VENT_FUNCION y verifica su sintaxis

a través de CONV.

4.1.4 Integra.- Resuelve y grafica lu ecuacién diferencial. Integra hacia adelante (¢ > 0)
4 con el tiempo en sentido contrario (¢ < 0) segiin sea aolicitado. Utiliza los siguientes

procedimi=ntos;
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INTEGRA
R

I 1 2

coNDDN BEINIGIO RKE
[E¥ X} o [RWR] s

]

ESCOGEFUNCION
[BWE S

—

[RWENR]

4.1.4.1 Condinl.- Lee las condiciones iniciales de la pantalls. Usa los procedimientos
COORMUND y COMANDOS.

CONDING
[T

l'—"J'——"“‘I

COORMUND COMANDOS
41401 4LdLl

4.1.4,1.1 Coormund.- Realiza Ia transformacidn de coordeniadas de pantalls a coor-
denades reales.

4.1.4,1,2 Comandos.- Pone en pantalls todos ot letreros pars in interaccién con el
usuario,

4.1.4.2 Relnicio.- Reinicializa las condiclones iniciales scgin Ia tares que = vayn o
reslizar.

4£.1.4.3 Bke - Integra el sisterua de ecuacioncs indicado por ESCOGEFUNCION, Em-
plea un métedo de tipo Runge-Kutta de érdenes 4 y 3 Namedo Runge-Kutia-England,

4.1.4.3.1 Escogefunclon.- Elige el problema & resclver, Eb sisteme de ecuaciones



GRATICA

M0 LETUNCION oTEGRA cicto CAMPOIR
P [ “id 4.9 aas
EVALUAT
PANTALLA VESTAKS cony YRNTIURCION
RN
[ER N LX) 4341 [RE2) 1
PONPETICION TOMA. rrExe ron TOMA.
i CADENA.CON IEERW] rPeTICION CanERs.CON
cvason PEXNY LURSOR
322 4433

4.1.1 Infelo.- Contiene log datos iniciales. Para inicializar Ia pantalla se vale del pro-

cedimiento PANTALLA.

4.1.2 Ventana.- Solicita 1a regién para graficar y el titulo de la gréfica. Uea los proco-
dimientos PON._PETICION y TOMA.CADENA_CON.CURSOR para poner letreros y

leer informacién en ambiente gréfico.

4.1.8 Leefunclon.- Procedimiento que solicita el sistemn de ecuaciones por medio de
LEEXP en una regién de Ia pantaila dada por VENT_FUNCION y verifica su aintaxia

& través de CO

4.1.4 Intezra.- Resuclve y grafica la ecuacién diferencial. Integra hacia adelante (t > 0)
4 con el tiempo en sentido contrario {t < 0 segiin sea solicitado. Utiliza los siguientes

procedimientos

NV.
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otorgado por el usuario 4 el modificado para calcular ciclos limite:

£ =T{(z,y)

v =Tglz,v)
donde T es el perfodo. Realiza la evaluacién por medio del procedimiente F,
4,1.4,8.1.1 F.- Efecta ¢l cAlculo del Iado derecho del sistema de ecuaciones en el punto
indicado.
4.1.5 Clclo.- Calcula un punto del ciclo lfmite (en caso de que exista) y una aproxi-
macién de su perfodo, Graflea cada una de las aproximaciones.

cicio
e mrRORA
l i
BLECMAT ALAORIT
(R B “as
IxAD Bquist squnt BALTAR ww ‘ r ey
tadaa aisaa [RERF) [REEP) Rl 24338 C [EV RS}
NUSVALPA powpRsc
“aan 133

4£.1.5.1 Eleccmat.- Elige el jacobiano inicial mediante una aproximacién por diferencias
finitas, para lo cual se vale de los procedimientos UNIDAD, EQUISL, EQUIS2, DELTAS,
W_W, F, BINV. UNIDAD calcule 1a precisién de la miquina. EQUIS1 y EQUIS2 son
eproximaciones al primero y segundo puntos respectivamente, DELTAS properciona
las variaciones para calcular el jacobiano.

4.1.5.1.5 W_W.. Calcula la diferencia entre dos puntos consecutivoa de la funeién

J(=) = HIF@=)I3



4.1.5.1.7 Binv.- [nvierte la matriz inicial.
4.1.6.3 Algorit.- Otorga la nueva aproximacién Tpyy = Zp + aapr.

4.1,5.2.1 Nuevalfa.- Da el nuevo pardmetro de bisqueda lineal ay al aproximar la
funcién f por un polinomio cdbico. Utiliza los procedimientos que se muestran enseguida

KURVALPA

[RRX XY

. i
1 —1

PUNCIONORMA PRODINT

(RN WY [EWR XE]

rr

[RYEREXY

I

INTEG.APROX Piapzsc PARCLALES

[REEXRER [RWE XY [RUXEEE]

T

[RENEXY

4.1.5.2.1.1 Funclonorma.- Caleula f(x) = §IF(z}||} por medio de F.F que n 8u vez
usa INTEG.APROX.

4.1.5.2.1.1.1.1 Integ_aprox.- Integra ¢l sistema de ecuaciones para el cdlculo de ciclos
limite en el intervalo {0, 1}.

4.1.5.2.1.2 Prodint.- Calcula V7 f(z))p;. Llama a los procedimientos F, DIRDESC
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y PARGIALES,

4.1.5.2.2 Dirdesc.- Cakula !a direccién descendente pp. Usa los procedimientos BB,

S8, W_W, STBW y SBWSTB.

DIRDESO
41822
BB
414231
i L 1 1
L= w.w STBW SBWITD
[SEEL AR [SERE) +L183218 4152214

4.1.5.3.3.1 B_B.- Da la aproximacién A, del jacobiano.

4.1.5.2.1.2.2 Parclales.- Aproxima las parciales de f por diferencias centradaa.
4.1.86 Campo._direce.- Divide a 12 regién en una malla de 24 x 24 y en cadn uno de

los nodos calculs y grafica el campo direccional. Usa el procedimiento F.

4.1.7 Lee.- Solicita al usuario el nombre de! archivo donde se ha de guardar 1a pantalla
actual afadiéndole [a extension .GRA Hace uso de loa procedimientos PON_PETICION

y TOMA CADENA_CON.CURSOR.

r

—-

POX_PETICION
€131

4123

TOMA _CADENA LOONM .CURSOR




5. Descripclén
4.1 Graflea:

Programa que resuelve el sistema de ccuaciones diferenciales y grafica su solucién
en la pantalla.

Pardmetros de gallda:

nombre - Nombre del archivo donde se guarda la gréfica
CADENA=STRING[80]

Procedimlentos usados:

INICIO, VENTANA, LEEFUNCION, INTEGRA, CICLO, CAMPO_DIRECC,
LEE.

Ejemplo de llamada: grafica(nombre);
4.1.1 Inlcloz

Contiene los datoe iniciales.
Pardmetros de salida:

x0,y0 - Coordenada de pantalla inicial del cursor,
INTEGER

x1,y1l © - Coordenada izxquicrda superior de la pantalis.
REAL

x23,y3 - Coordenuds derecha inferior de 1a pantalla.
REAL

xmin - Abecisa menor para Ia regién de graficacién.
REAL

xmax - Absciss mayor para Ia regién de graficacién.
REAL

ymin - Ordeneda menor para la regién de graficacién.
REAL
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ymax

titalo

tol

thres

- Ordenads mayor para la regién de graficacién.
REAL

- Tftulo inicial de In gréfica.
CADENA=STRING{80]

- Bandera para iniciat la solucién del sistema de ecuaciones.
BOOLEAN

- Tolerancia a satisfacerse en la solucién otorgada por RKB.
REAL

- Tolerancia para controlar el error. Para uso de RKE.
VECTOR:AEB.AY[-I,»A] OF REAL

Ejemplo de Damada; inicio(x0,y0,x1,y1,x2.y2,xmin,ymin xanax, ymax,tol,

4.1.2 Ventana:

thres first titulo);

Reinicializa la regién de graficacion
Parimetros de salidas

xmin,ymin,

xnax,xmax

titulo

first

- Regién de graficacién.
REAL

- Nuevo tftulo de |a gréfica.
CA.DENA:STRH’IG[OO]

~ Bandera para reiniciar la integracién del sistema
de ecuaciones.
BOOLEAN

Procedimientos usados:
PON_PETICION, TOMA_CADENA_COXN_CURSOR.
Ejemplo de llamada: ventana(xmin,xmax,ymin,ymax,titulo,first);
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4.1.3.1 Pon_peticién:
Procedimiento que pone un letrero en la pantalla.
Pardmetroe de entrada:

letrero - Letrero a ser puesto en pantalla.
STRING(80]

Uin - Renglén en el que se desce el letrero,
INTEGER

col - Columna en la que comienza el letrero.
INTEGER

Elemplo de Damadat pon_peticion('letrero’ lin,col);
4.1.2.2 Toma_cadena_con_cursor:

Lee una eadena otorgada por el usuario en ambiente grafico.
Pardmetros de entrada:

iin, col - Renglén y columna donde se localisa la cadena.
INTEGER

longt - Longitud deseada de la cadens.
INTEGER

func - Bandera que indica &i se estdn leyendo las ecuanciones.
BOOLEAN

num - Cadena otorgada por el usuario.
CADENA

Ejemplo de lamada: toma_cadena.con.cursor(num,23,74,5,func);
£4.1.8 Leefunclon:

Lec las ecuaciones de In pantslla; no las acepta hasta que no estén correctamente
escritas,

Pardmetro de sallda:

func - Indicador de que este procedimiento es exclusivamente para
leer 1as ccuaciones.
REAL
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Procedimlentos usados:
CONV, VENT.FUNCION.
Elemplo de llamada: leefuncion{func);
4.1.3.1 Conv!:
Revisa In sintaxis del sistema de ecunciones
4.1.3.1.1 Leexp:
Lee las ecusciones.

Pardmetros de entrada:

reng - Renglén donde se encuentra ia ecuacién.
. REAL
Parémetros de salida:
) - Cadena que contiene unn de Ias ecuaciones del sistema.
CADENA

Procedimientog usadoe:

TOMA _CADENA_CON.CURSOR.
Ejemplo de Hamada: leexp(li,reng);
4.1.8.2 Vent_funcion:

Colocs. una ventana permanente en la regién de graficacidn que contiene el sis-
tema de ecuaciones actual.

Efempio de llamada: vent_funcion.
4.1.4 Integra:
Resuelve el sistemna de acuntiones y grafica en pantalis Ia solucién.

Parimetros de entrada:

x - Tiempo inicial. En este caso estamos tomando z = 0.
REAL

xout - Tiempo final.
REAL

LElboreds por 1 Profuors Gcllia Poret Oclin da 1s Escaela de Matemdticas UA.O.
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. ' - Paso de integracién.
' REAL

y - Condicién inicial.
VECTOR

first - - Variable 16gica que capecifica 1a primesa y las
subsecuentes lamadas a RKE.
BOOLEAN

thres - Erzor relative deseado.
VECTOR

tol - Tolerancia absoluta deseada.
REAL

Yamada - Banders que indics s continuacidn de la graficacién.
BOOLEAN

flechas - Indica si ba sido escogids una nvevn condicién Inicial,
BOOLEAN

Umite - Bandera para crear ambiente de graficacion
adecuado para usar CICLO.
BOOLEAN

clclo « Bandera para usar CICLO.
BOOLEAN
Pardmetros de salida:

% = Vector nuxiliar donde se guarda el sitimo tiempo calcuiado y
& tiempo final.
VECTOR

Procedimientos usados:

CONDIN], REINICIO, RKE.
Ejemplo de llamada: integra(xxout,first,z);
4.1.5.1 Condini:

Lee las condiciones inicitales de lo pantalla.
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Parimetros de entrada:

primer - Indicea el inicio o reinicio de 1a sesién. Permite parpadear el
cursor.,
BOOLEAN
limite - Usado para desaparecer el cumor.
BOOLEAN

Pardmetros de salida:

flechas ~ Para dat paso al moviminento del cursor.
BOOLEAN
x0,y0 - Nuevas coordenadas de pantalla del cursor.
REAL
xmund,ymaond - Nuevas coordenadas reales.
BREAL
ch - Caracter que indica ln tarea a realizar:
F1 - Grafica con el tiempo hecie adelante
F2 - Grafica con el tiempo hacia atrés
F3 - Continua graficando
F4 - Calculs y grafics campo direccional
F5 - Limpia Ia ventana actusl de graficacién
F8 - Imprime y guarda la gréfica
F7 - Guarda la gréfica en disco
Fe - Imprime Ia gréflca
ALT-F9 - Regresa al ment de graficacién
F7 - Calcula y grafica cf ciclo Umite
ENTER - Calculs y grafica el ciclo lmite
ALT-F9 - Regresa al mend de graficacién
F4 - Dibuja campo direccional
F5 - Limpia ventana
F8 - Solicita nueva regibn de graficacién
Fo - Para cambinar el sistemsa de ecuaciones
F10 - Regresa 8l mend principal
CHAR

Procedimientos usados:
COORMUND, COMANDOS
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Elemplo do» Uamsda: condini(priser limite,fecha x0,y0 xmuad,ymund,ch);
4.1.5.1.3 Coordmund:

Efeettis Is transformacién de coordenadas de pantalls a coordenades reales
Pardmetroe de entrada:

X0, ¥0 ~ Coordenadss de pantalla del cursor.
INTEGER

Parédmetros de salida:

xmund, ymund ~ Nuevas coordenzdas reales.
REAL
Ejemplo de lamada: coordmund(x0,y0xmund ymund);
4.1.5.1.2 Comandos:
Pone en pantialls los comandes de graficacidn.

Pardmetros de entrada:

Uanite ~ Elige si pone los cormandos necesarios para CICLO.
BOOLEAN

clt - Para decidir 1a opeidn de campo direccional.
CHAR

Elemplo de llamada: camandos{limite,char);
4.1.5.2 Relniclo:
t
Reinicia las condiciones Iniciales.

Parfmetros de entrads:

ch - Para indicar las condicignes iniciales » reinicializar.
CHAR

xmund, ymund - Ultima condicién inicial,
REAL

Hmite - Paza otorgar 1as condiciones iniciales referentes a Clcm.
BOOLEAN
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atras

first

per

ard

- Elige 1a direceibn de integracién.
BOOLEAN

- Para igiciar nuevamente 1a integracién.
BOOLEAN

- Oltima apraximacién al perfodo.
REAL

-mtinuap. imacién a Ia ordensd
REAL

Parédmetros de sallda:

y

~ Condicién inicial.
VECTOR

- Altmacens condiciones inicinles.
VECTOR

Ejemplo de llamada: reinicio{ch,xmund,ymund,per,ord, limite,atras firat,g,¥);

4.1.5.3 Rke:

Integra el sistema de ecusciones diferenciales.
Pardmetroe de entrada:

x

xout

- Tiempo inicial, Siempre tomamos x = 0 salvo cunndo se desee
continyar con la graficacién, en cuyo esso se asigna xi==rott.
REAL

~ Tiempo finai.
REAL

- Pazo de integracién.
REAL

- Condicidn inicial en x.
VECTOR

- Variable légica que especifica Ia primera y {as subeecucn-
tes llsmadas a RKE.
BOOLEAN
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tol

llamada

fechas

mite

clelos

- Error reletivo desendo.
VECTOR

- Tolerancia absoluts des=ads. Debe pertenecer al intervalo
{0.01 = ¢ps,10 ¢ eps] donde ¢ps 2 la unidad de redondeo
de 1a méquina.

REAL

- Bandera que indica la continuacidn de la graficacién.
BOOLEAN

- Indiea i ha sido escogida una nuevn condicién inicial,
BOOLEAN

- Bandera para crear embiente de graficacién adecuado para
usar CICLO.
BOOLEAN

- Bandera pars user CICLO.
BOOLEAN

Pardmetros da salida:

\ag

ALY

- Uitimo valor del tiempo x.
REATL

- Solueidn en x.
VECTOR

- Paso tomado al integrar en x.
REAL

- Banders que nos indica i ls intezrecida tuvo &xito.
la integracién se llevé a cabo

el nimero de pasca scbre ua punto excedid a 100

to] y thres resulten ser may poqnciiag

las condiciones iniciales sox insdecuadas
INTEGER
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step - Longitud de} paso.
REAL

ycoel - Yector que contiene los coeficientes para la interpolaci6n de
Hermite de 5° grado.
VECTOR
Procedimlentos usadost
ESCOGEFUNCION.
Ejemplo de Hamada: rke(xyh,first,iflag step ycoef scr ciclos Jimite);
4.1.5.3.1 Eacogefuncion:
Selecciona el sistems a resolver
Pardmetros de entrada:

x - Panto en el que 52 va a evaluar,
REAL

y - Solucién en el punto anterior.
VECTOR

clclos - Selecciona ¢l sistema referente o la localizacién de
cicloa limits.
BOOLEAN

Limite - Crea ambiente grifico necesario.
BOOLEAN

Pardmetroz de salida:

yvalue - Evaluacién en el cuevo punto.
VECTOR

Procedimientos usados;
EVALUAF.

Ejemplo de llamada: escogefuncion{xxynew foutl,cicles limite);
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4.1.5.3.1.1 Evatuaf(!):

Esaliia el ledo derecho del sistema de ecunciones en el punto dado.
4.1.5 Clclo:

Caleula un punto ¥ &l perfodo del efeclo Uimite.

Pardmetros de entrada:

xmund, ymund - Ultima condicibn inicial hasta antes de sex
Yamado este procedimiento.
REAL
limite, atras,
lamada, fechas,

elelo, fune ~ Para uao de INTEGRA.
BOOLEAN

ch ~ Para uso de REINICIO.
CHAR

Parfmetros de salida:

per - Aproximacién al perfodo.
REAL

ord - Aproximscidén & la ordensads del punto.
REAL

Procedimientos usados:

ELECOMAT, ALGORIT, INTEGRA,
Ejerplo de llamada: ciclo(xmund,ymun ch,limite,atras, iamada,fechas, ciclos fune);
4.1.5.1 Eleccmat:

Elige la matriz inicial.

Pardmetros de entrada:

xold - Punto donde se va & apraximar el jacobiano.
VECTOR
fold - Vector que contiene s evaluacién de la funcién f
en xold.
YECTOR

(M Enparade por Cectlia Peres Colla. Eacaela de Macesabtiens UAC.
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Pardmetros de sallda:

bb - Jacobiano inicial.
MATRIZ = ARRAY(1,..4,1..8] OF REAL

Procedimientos usados:
UNIDAD, EQUISI, EQUIS2, DELTAS, W.W, EVALUAF, BINV.
Ejemplo de Hamada: eleccmat (xold,fold,bb);
4.15.1.1 Unidad: »
Calcula In unided de precisién de la computadora.
Pardmetros de salidar

eps - Unidad de la computadora.
BREAL

Ejemplo de lamada: unidad(eps);
4.1.5.1.3 Equisl:

Aproximacién al primer punto
' Parfmetros de entrada:

yv - Primer punto.
VECTOR

eps - unidad de la méquina
REAL

Pardmetros de salida:

yvi - Aproximacién al primer punto.
VECTOR

Ejemplo de lamada: equisi{yv,eps,yvl);
4.1.5.1.2 Equis3:
Aproximacién al segundo punto
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Pardmetros de entrada:

yv - Segundo punto.
VECTOR

eps - Unided de Ia computadora.
REAL

Pardmetrea de eallda:

yvi - Aproximaci6n al primer punto.
YECTOR
Ejemplo de llamada: equis2(yv,eps,yvl);
4.1.5.1.4 Deltas:
Caleyla lan variaciones para calcular el jacobiano inicial por diferencias,

Pardmetros de entrada:

yv - Punto en el cual se desea la aproximacién.
VECTOR

eps - Uridad d» 1a computadora.
REAL

Pardmetros de sallda:

delta - Variaciones,
VECTOR
Ejemplo de llamada: deltas(yv,eps,delta);
4.1.5.1.5 W.W:
Caleula la diferencis entre dos valores consecutivos de la funcién f.

Pardmetros de entrada:

fold = Peniiltimo valor.
VECTOR

ig - Ultirso valor d= f.
VECTOR
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Parimetroe de sallda:

w - Diferencia f-fold.
VECTOR
Ejemplo de llamada: W_W(fold,&,w);
4.1.5.1.7 Binv:
Invierte la matr{s original.
Pardmetros de entrada:
bb - Matris original,
MATRIZ
Pardmetros de sallda:
bb - Matrfx invertida,
MATRIZ
Ejemplo de lamada: binv(bb);
4.1.5.8 Algorit:
Calcula el nuevo punto.
Pardmetros de entradas
xold - Punto anterior.
VECTOR
P - Direccién de descenso.
VECTOR
alfa - Parfmetro de bsqueda lineal.
REAL

Parimetros de sallda;

x

- Nueva aproximacién.
VECTOR

Ejemplo de lamada: algorit(xold,p,alfax);

Procedimlentos usados:
NUEVALFA, DIRDESC.
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4.1.5.3.1 Nuevalfa:
Proporciona el pardmetro de bisqueda lineal *alfa”.
Parimetros de entrada:

alfapen - Petidiltimo valor de alfa.
HEAL

Pardmetros de salida:

alfault - Valor de alfa actualizado.
REAL

Procedimlentos usadoat

FUNCIONORMA, PRODINT
Ejemplo de llamada: nuevalfa(alfapen,alfault);
4,1.5.3,1.1 Funcionormas:

Calenla f(2) = JF{=){}
Parimetros de entrada:

x - Punto en el que se va a efectuar el cdleulo,
REAL

g - Evaluacién de F(z).
VECTOR

Pardmetros de salida:
norma - Valor de f(x).
BEAL

Procedimlentos usados:
FF
Ejemplo de llamada: funcionorma(x,ff,cormien};
4.1,6.3.1.3 F F:
Caleula F(z) -
Pardmetros de entrada:
xin - Punto en el que va a evaluar.

REAL
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Pu‘_émetros de salida:

f - Velor de F(z).
VECTOBRB.

clclos - Para indicar la salida de CICLOS.
BOOLEAN

Procedimientos usados:
INTEG_.APROX
FJemplo de llamada: f {f{xin,f ciclos};
4.1.5.2,1.1.1.1 Integ_aprox:
Integra el sistems en [0, 1}

Parfmetros de entrada:

ttout - Extremo derecho donde se va & realizar Ia integracién,
En este caso ttout=1.
REAL
Himlte - Para uso de RKE,
BOOLEAN
ciclos - Permite que se integre el sistema modificado.
BOOLEAN

Pardmetros de galida:

xv - Solucién.
VECTOR

Procedimientos usados:

RKE
Ejemplo de lamada: integ.aprox(v,1,)imite,ciclos);
4.1.§.2.1.2 Prodint:

Calculs VT f(z)p
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Pardmetros de entrada:
x
Bid
par

P

Pardmetros da ealida:
prodint

Procedimlentos usados:

DIRDESC, PARCIALES.

- Punto en el que s¢ va a ser el c&lculo.
REATL

- Vector F(x).

VECTOR

- Parciales de f.

VECTOR

~ Direccién descendente ea x.
VECTOR

= Valor de V¥ f(z)p.
REAL

Ejemplo de lamada: prodint(x,ff,par,p);

4.1.5.2.1.2.1 Dirdesc:

Calcula Ia direccién de descenso

Parfmetros de entrada:

bb

f

Parimetroa de sallda:
) o4

- Apraximacién (invertida) del jacobisno.
MATRIZ

- valor de f{x).

VECTOR

~ Direccién de descenso.,
VECTOR

Ejemplo de lamada: dirdesc{bb,f,p);

Procedimientos usadoa:
FF,BB

4.1.5.2.1.2.2 Parclales:
Calcula las parciales de f
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Pardmetros de entradas

yv ~ Evaluacidn de f.
VECTOR

Pardmetros de salida:

par - Parciales de f.
VECTOR

Procedimlentos usadoss

FF
Ejemplo de lamada: parcisles(yv,par);
4.1.5.2.2.1 B Bs

Siguiente aproximacién al jacobiano.
Parfmetros de entradas

sbwisth - La matrie (8, - Aswy) 8T 4.
MATRIZ
sthw -~ Valor de s Ayw,.
REAL
bb - Matrix 4.
MATRIZ
Pardmetros de sallda:
bb - Metris Apgs.
MATRIZ

Procedimientos usados:

5.8, W.W,5TBW, SBWSTB.
Elemplo de llamadas b_b{sbwath,stbw,bb);
4.1.8 Camapo.direcc:

Caleula y grafica el campo direcsional.
Procedimientos usadou:

EVALUAF.

Elemplo de Hamada: campo.direcc
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1.4.7 Lee:
Lee nombre de archivo pars guardar gréfica.

Parimetroe de entrada:

In - Reaglén donde se pide ¢l nombre.
INTEGER

col - Columna donde se pide et nombre.
INTEGER

fune - Para uso de TOMA _CADENA CON_CURSOR.
BOOLEAN

Pardmetroe de salida:

nombre - Nombre del archivo otorgado por el usuario méa
la extensién .GRA.
CADENA

Procedimlentos usados:
PON_PETICION, TOMA.CADENA _CON_CURSOR.
Ejemplo de llamada: Lee{nombre,24,15 func);

&. Ejecucién dal slstema RF

Con el fin de mostrar el uso de ¥, hemos optado por hacerlo mediante ajemplos
intercalados entre las siguientes secciones.

6.1 El Péndulo.
La ecuacién del péndulo

=" 4 gsenz

puede ser reescritz como

=y

VY = ~g-senz
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Para iniciar la sesién, se debe teclear RF y oprimir Is tecla [Enter], desp-
legAndose en la pantalla el nombre y autores del programa RF . Al oprimir cualquier
tecla aparece el men siguiente:

MENU PRINCIPAL
<1> Graficar
< 2> Informacién
< 8> Desplegar graficas
< 4> Terminar :
¢ Seleccién?

A continuacién se describen cada una de las opciones.
< 1> Graficar

Al seleccionar esta opcién el programa solicita al usuario los valores zmin,
xrmaz, ymin, ymax que determinan Ia regién del plano en donde se va a grafiear.
Si estos valores no son proporcionados, lo cual ocurre al oprimir Ia tecla [ Enter }{
o [ Return }), RF aelecciona autométicamente los valores zmin = —1, zmaz = 1,
ymin = —1, ymazr = 1. Tomemos nosotros

REGION DE GRAFICACION
min = —10 ymin =—10
zmaz =8 ymaz =8

A continuacién se solicita el t{tulo de la graflca, el cual puede constar de hasta
70 caracteres. Después se solicitan las ecuaciones diferenciales de Ia manera siguiente,
primero:

=
aquf s¢ debe introducir la ecuacién correspondiente y luego oprimir la tecla | Enter ).
En Ia seccién 4 se presenta una lista de comandos para In edicién de las ecuaciones. El
proceso se repite para la segunda ecuacién. En nuestro ejemplo tendrfamos

Y =y
Yy = -gesin(x)

En la pantalla aparecen los ejes coordenados, el titulo de la gréfica, laa ecua-
ciones diferenciales en un recuadro, y lo mfs importante, un cursor en forma de crus. El
cursor puede ser movido a cualquier lugar de la pantalla y sirve para escoger las condi-
ciones iniciales (zo, %), en ¢l tiempo tg = 0, para el sistema de ecuaciones diferenciales.
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Al mover el cursor aparece informacién adicional en la parte inferior de Is pantalla
{ Ggural}.

L

LB

4%
1y
.1y
Y
H o
4 1)
M1

RN T V0 48 48 o a3 vm_ inu'
Eaa L LERT Gud Ialy £ 134, L1
Giun KB U 3 o B EE (e EEHR

P 1

Alora estamos listos para graficsr. Para esto se debe utilizar 1a tecla [ F1 j o
Ia tecla | F2 |. Al usar ls tecla | F1 ], a¢ resuelve el siastema con ¢ > 0 y sc grafics z{t)
vs y(t). Le tecla | F2 | tiens uns funcién similer, pero con t < 0 {Rguras 2y 8).

LU
Gt

. SN

11
(Lo
.1
.2
lp.u]
lp.5]
.
Llu'ﬁ‘r?"—“\'4.'n1ahj4fn' Ly n o em inat -

mn (UOEH Gt e LA L0

Bus (@ BB ER4r B s @

¥w. ¢t Usondo [F1).
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TE

ln\-/\\
1.1

)
(X8
4.1
H.1H
H.
)
H.i]

3 T L T T g
e MRS I TR T

g el Goad lals 3050, i

HYea GRS R J2H e U EROn B Rt e

Pig. 3 Uscndo [Fe).

Por supuesto es posible utilizar { 1 | y { F2 |, una después de la otra, como se
muestra ea la figura 4. Si despuds de usar una de los teclas antesiores sc desea seguir
graficando, el uauario debe usar la tecla | F3 | Después de dibujar una trayectoria se
puede mover el cursor & otra posicién y repetir el proceso. Lo figurn 5 ilastra lo anterior.

El usuario puede imprimir ia gréficn usando la tecle | F6 | y siguiendo las
instrucciones que el programa proporcions. Al oprimir [ FO | ac tienen dos opeiones,
imprimir Ia gréfica o guardaris en disco para su uso poaterior(ver 1a siguiente seccién).
Sélo es posible imprimir en impresoras compatibles con Epoon de lns series MX, BX
y FX. En realidad no se imprime tods ls informacién que sparece en la pantalln, solo
aquéila relevante como se muestra en ia figurs 6.

En este momento, si se desen, puede darse por terminada la sesiSn oprimiendo
Ia tecla ! F10 |, De maners autométice. RP guarda la Gltima gréfics en vn archive
Namado ULTIMA.GRA, la cual puede ser utilizada posteriormente como se verf mfs
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. adelante.

HTEETD —
Y —
"“N\_/_\
1. : ’
.11
i
{8
i
Hiy
0
m
v DA A am o aw | am am o am gnn!

PR Ll Cood Tale 1 050, 4280
L ERHNG R B Ry GG BRI B Y

Fig. 4 Usando IF2] y [F2].

4 !

C
(

HOLT
gy N

WA
Y/

H.1Y
M)

@

‘-W/\U//\
"“,\/\/\_/
m\/\/\__/
14— T T T T T T

A e IR YN T
LU Cond fale 1 -1.881 ,

r5:3 115
Tun @y Eon o 1w IR o B B By
Fig. 5

< 2 > Informacién

Al escoger esta opcién aparece en la pantelila, de forma resumida, el propésito
del programa e informacidén sobre los distintoa comandos de RF.
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< 3 > Despliega graficas

Esta opeibn permite desplegar en pantalla gréficas almacenadas previamente en
disco. Comeo se seiinld anteriormente, siempre existe el archivo ULTIMA.GRA que
contiene la Gltima grifics de la anterior seaidn de trabajo. El usuaric debe proporcionar
el nombre del archivo conteniendo 1a gréfiea » desplegar, teniendo cuidado en incluir ta
extensién .GRA. Una vez desplegada la grafics, ésta puede ser impresa. Opcionalmente
el usuario puede regresar al mend prineipal.

< 4 > Termina

Termina Ia sesién.

3

l

% A an A8 el s ann!

™
Fig. 6

H 1K

5.2 Lista de comandes de grafieacién
Se presentan a continuacidn los comandos de graficacién de RF ,

Fl1 ADEY Grofica con el ticmpo avanzando hacia adelante,
¥1 ATRAS Grafica con el tiempo retrocediendo.
F38 CONT Continds grafcando Ia trayectoria.

F4 C.DINEC Despliega el campa direccional.
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PB LIMP Limpisa la ventans de graficacién,

F8 UTIL Utilerfas. Aparecen ias opcianes siguientes:
¥8 DMPR Imprime la grdfica.
FT GUARDA GRAF Almacena la gréfes en disco.
ALT-F9 Regresa al ment de graficacidn.

F7T CICLIM Ciclo limite. Solamente que hays seguridad de la existencia de un ciclo
limite se puede usar este comando {ver seccidn 6). Se es¢oge In condicibn inieial
mediante el cursor. Aparecen los comandos aiguientes:

¥4 C DIREC Grafiea el campo direccional.
F5 LIMP Limpia la veatans de graficacién,
ENTER Calculs un ciclo ifmite.

ALT-F9 Regresa al mend de graficacién.

F8 VENTANA Para cambiar zmsn, rmaz, ymin, ymazr.
F9 ECS Nuevo sistema de ecuaciones,
F10 SALIR Abandona el ambiente gréflico y regresa al mend principal.

5.3 Comandoa para la edlecién de funciones

Los comandos permitidos al momento de teclear 1as scuaciones son:

+ Suma
- Resta
*  Muitiplicacién
/ Divisién

Potenciacién, x°y es =¥

oln  Puncién seno

cos Funeién coseno

tan Funcién tangente
atan  PFuncién arco tangente

In Funcién logaritmo natural

exp Funcién exponencial{base ¢}

abg Funcién valor absaluto
sqrt  Funcién raiz cundrads
max max(f{z,y},9{z, v} es el mhximo entre f y g
min min{f(z,y),9(2,5)} es el minimo entre f y g
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5.4 Resolviendo i = f{z,y)

Como se menciond en la introduccién, es posible graficar solucicnes de
una ecuacién diferencial de primer orden. Para ésto se reescribe f{z,y) como f(z,y) =
p(z,v)/q(z.v) 5 entonces se considera el sistema

z (=)
v = p(z.v)
Considérese, por ejemplo, la ecnacidn ¥ = z + zfy. La manera més ficil es tomar
Pz y) = f(=v) ¥y e(z,¥) =1, lo cual da
z 1
v r+zfy.

Otra posibilidad es p(z,y) = zy+z ¥ ¢{z,y) = y. Por lo tanto el sisternn de ecuaciones
ser{a

[}

¢ =y
VvV = zy+z.
La figura 7 muestra algunes soluciones del primer sistema de ecuaciones.
=Tt
t.u]
134
1.5
L 1o
H .
1 9
.54
1
b

4w [tmo4n 4R 4N am | m 1Y m @
T = taad falg s 1188, -2.18)
By Bon 3o Gue B3 s Bome g

FN. T Sotacimes &Y = T4 2 fy.

5.5 Calculando ciclos lmite

Una de las capacidades mis importantes de RP es la localizzcidn de
ciclos lmite. Esto cs poemible cuardo s2 conoce que ellos existen, o bien si se tiene

- 125 —



una fuerte evidencia de su existencia. Por cjemplo al graficar diversas trayectorias o
al desplegar el campo direccional podrfa hacetse evidente la existencia de uno de estos
clelos.

La opcién F7 CICLIM permite:

1. Localizar un punto sobre el ciclo limite y tomar a éste como condicién inicial para
graficar el ciclo.

2. Encontrar una apraximacién al perfodo del ciclo l{mite.

El usuario debe proporcionar una aproximacién ¢, al perfodo y un punto (=g, ¥o)
con Ins caracteristicas que se describen méa adelante, Eatas aproximaciones deben ser
determinadas antes de oprimir Ia tecla [ F7 |.

Aproximacién al perfodo

Para una aprooi i6n al perfodo #g, se debe escoger una condicién
. Inicial (z,, 1) cercana al lugar por donde se supone que pasa el ciclo lfmite y graflcar la
trayectoria (z(t), y(t)) con dicha condicién inieial. Una aproximscién ¢; al perfodo serd
un valor de ¢ tal que (z(¢), ¥(2)) esté cercano & (z.,¥.), como se muestra en la figura 8.
Asf que el problems se reduce & localizar tal punto. Al grafiear una trayectoria, en Ia
parte inferior de la pantalla, aparece la opcién ESPACIO-PARAR. Al oprimir la barra
de espaciamiento del teclado la graficacién es detenida. De esta manera, deteniendo la
graficacién en ¢l momeato oportune, puede localizarse el punto(z{tn),y(fe)) deseado.
RF toma de manera automética esta ¢ como una eproximacién inicial sl perfodo. Se
recomienda hacer varics ensayos para garantizar una buena sproximacién a tg.

{x(0,y(t)) (G
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5.4 Resolviendo ¢ = f(z,y)

Como se mencioné en la introduceidn, es posible graficar soluciones de
una ecuacién diferencial de primer orden. Para &sto se reescribe f{z,y) como f(=,y) =
p{z,¥)/4(z, y} 7 entonces se considera el sistema

* a(=z,y)
v plz.v)

Considérese, por ejemplo, la ecuncién ¢ = =+ z/y. La manera méa fécil es tomar
plz,y) = f(= ) ¥ ¢(2,¥) = 1, lo cual da
2
v

Otra posibilidad es p(z,y) = zy+z ¥ ¢(z,¥) = y. Por lo tanto e} sistema de ecuaciones
ser{a
g v

v zy + =.
La figura 7 muestra algunas soluciones del primer sistema de ecuaciones.

NN/

nu

1
z+zfy.

H i
b.as)
1]
1)
1.9
P
i Imldm in . 4n . gm  1n .ty a %Y
Phan L Cand Tafe 300,380, <108}
Bec B Bon ERoone GEAn {Fhos Bk [Hams ﬂ»m

Fig. 7 Somciones & Y = £ zfy.

5.6 Calculando ciclos lfmite

Una de las capacidades mds importantes de BT es la localizecién de
cicloe limite. Esto es posible cuando se conoce que ellos existen, o bien si se tiene
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Aproximacién a {zq, )

Después de determinar In aproximacién al perfodo, el cursor debe ser colocado
sobre un punto (zo, o) de forma tal que la recta y = xo intersecte al eiclo Hmite(ver
figuras 8 5 10).

En este momento ya se puede hacer uso de la opcién] F7 |. Al oprimir esta
tecla, RF toma como condicién inicial (29, 40) , el punto donde se encuentra el cursor,
¥ enseguids aparece un ment con las opciones siguientes:

ENTER > CICLO Inicia el cdlculo del ciclo limite y de su perfodo, ¢y es Ia ¢ final de
la dltitna trayectoria graficadn y (o, ys) es tomsado ditectamente del cursor.

F4.C DIREC Dibuja el campo direccional si asf o desea el usuario.
F5-LIMPIA Limpia la ventana de graficacion.
ALT>F9 SALTR Regresa al ambiente grafico anterior.

Pure facilitar la comprensibn de esta opcibn, se estudiard la ecuscibn de Van
der Pol,
z
v
con € = 2.5 y zrmsn = -5, rmaz = §, ymin = -5, ymaz = 5. La figura 11 sugiere la
presencia de un ¢ciclo lémite. Existen resultados tedricos que garsntizan Ia existencia de
tal ciclo.

1
ey(l-=) -z

xin
vy
I
14
e -
¥

H

s:‘ . \ LS {
SH Ao N 47 4 gx 1y 3y 1y
e I—-——J‘“‘"“““"' tond Dale <L 0.0, LI
s B BERot B o B4 e BB o B Bia

Fig. 11
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Para encontrar una sproxiniacidn sl periodo, se coloca el cureor sobre un punto
con las caracteristicas sefialadas con anterioridad, por gjemplo en el punto (--0.452, 1.888).
Para encontrar una grifica conveniente, en este ejemplo se usa | F1 |, luego [ F3 | 5
después la borra de espaciamicnto para detener la graficacidn en ¢l momento 2decuado,
obteniéndose una grifca como la que sa muestra en la fignra 12.

LY

. /

Y
(B
1.1y
.
M.
H.» L d 13 ¥ CREUI R v 10 U + 1
ki) [E] 43 4N (23 1.2 12 .48 £.2
B [e s O Iale 10851, LK)
B R R Ry B
T u

QObeérvese que en este caso, el mismo punto donde se inicib 1a trayectoria puede
servir como una spraximacién inicial (xg,30). Presionando [ F7 ) y luego | Enter | se
inicia la bidsqueda del ciclo lfmite. Al término del proceso, el ciclo lfmite es graficado,
el valor del perfodo es desplegado y de forma rutomiética BF regr al ambiente de
graficacién previo.
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CAPITULO VI

EJEMPLOS Y EXPERIENCIA NUMERICA

Con el objeto de validar el sistcana RF hemoe seleccionado una coleccidén de
ejemplos que 8¢ muestran a continuacién.

En la localizacién de ciclos Mmite, es importante proporcionar una buena con-
dicién inicial para el perfodo Py y ls ordenada o, que puede ser obtenida ficilmente
mediante RF como se explica con detalle en V.5.

Como se mencioné en IV.3 el uso del mapeo de Poincard como método para
aproximar e} perfodo y un punto del efclo imite existente, no es muy recomendable, pues
requiere resolver la ecuacién variacional asociada al sistema de ecunciones diferenciales
y ademés, debido a la naturaleza de RF, decidimos no hacer uso de él.

En el cxso no-auténomo donde se sabe la existencia de un cfclo limite, nuestro
problemna se convierte en localizar solo ¢! punto perteneciente o dichn Srbita cerrada,
pues ¢} perfodo ea proporcionado por el eistems de ecuaciones, En una préxima versién
tendremos implementado lo anterior.

Ejemplo 1

LIEAMD £ 1

1o !

o_n/

.54

0'33]

¢.1% (

" N
;:::/ //”

.44

L. et e e

T T T v T ki v T 1 T T 1 ¥ T T
1,00 f"g'-?““y.,.»;"f;.n v 0.8 0.5 0V sit tasnt
[t |
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z=p-2t+3z

y=1z'—-8z

LIEENLE 1

1y b

LI

: [
N

2.05]
TR
193]
2.61]
b4

4

l-° 1 [ 3 t [] i O 1 O [ [ 1 [ 1
1,30 ]'x'“»:'f-'i-';‘.;.',’}t 03 a6 005 026 M o ats el
e |

Po=202528  (z,10) = (2,074, 2.640)
Pi=201813 (=) = (2.074,2.160)
P =207813  (x,u) = (2.074,2.131)
Ps=207618  (z,1) = (2.074,2.120)
Po=297870  (z,w) = (2.074,2.1288)
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Ejemplo 2

REUCEE]

1

.24
+.54
.34

°‘“1 \ﬁ :t“:{x
=

rﬁ.:&
|.ﬂ1

M.

[ ¥3)
H .81
4

. [ 0 1 0 O !
415 9.¢5 0.3 (A2 (X1} (LK)

o =y + z*ain(z)

vz
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P, = £.01201 (=, va) = (3.428,3.771)
P1 = 9.01387 {z.11) = (3.428,3.035)
Py = 0.01387 (z,v2) = (3.428, 3.065)
Ps = 9.01387 (=, 1) = (3.428,3.064)
P, = 9.01387 (z. 1) = (3.428,3.0842)

EItnrLd 0 8

i 1

.24
4.52
$.33
4.1

3 .65
.1y
AL
AL
9.4

[
L

BRI

[
el
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"Ejemplo 3

23
x'=0.25z-y—~-2—«+zy

v=z(l-3)

Ll 43

T T T
+0.45 0.3

T
.54

EJERILA I}

N
Ny

SKH-V-L*2r2 81}

T T 0
-0.95 9.3t

1.5¢

2.4

t.41

$.37

E(1-K/2)
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Py = 8.,11432 (=, w0} = (0.757,-1.131)
P1=8.28887 (=, 31) = (0.757,~1.438)
P; =8.26870 {£,31) = (0.757,—1.307)
P; =8.27238 (z.93) = (0.757, —1.349)
P, =8.27325 (z,v:) = (0.757,—1.358)
Py = 827314 (z.v3) = (0.757,-1.357)
Py = 8.27315 {z,ve) = (0.757,-1.357)
Py = 8.27315 (z,1) = {0.757,-1.3589)
TIELILD 13
1.t
kR
[ BN
013§
I.\Jw
2.5
3.4,
v
6.5 : ——r— —
1128, 1SE1-1:2" 1200y |1 4.8 9.3t 1.5 b L] LB §.37

YRR

Py = 8.43564
P1=8.27410
P; = 8.27331
Ps = 8.27316
Py = 8.27315
Ps = 821316

(2,1) = (1.245,2.868)
(=, 1) = (1.245,2.862)
(z, 1) = (1.245,2.881)
(=, 1) = (1.245,2.861)
(z.91) = (1.245,2.861)
{z. 1) = (1.245,2.8610)
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Ejemplo 4

=y

¥ = =z + 0.1y coe(z)

EIERPLD 2 &

157
1.51]
1.67.
&.2%

0.2%
1.14
1.1%

3.104

|.051 .

LS coy
5.0

(LR1E) (43143
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Py=827180  (z,y5) = (-2.482,2.891)
P1=6.28500 (=, 01} = (—2.482,2.832)
P, =6.28500  (=,y) = (—2.482,2.8325)

EJEAPLD ¢ %

4
8.4

-\ —
\k///




Ejemplo 5
En {14] se reports la existencia de un ciclo lfmite para el sistema

=i 5= () ()
v=y ( o Dn)

atzx

EIEMLD 7 S

(31!
3.87,
3.00{
.83
1,88
1.2

08 \

o.u]\

Fl.!d T M T Y T
-1.00 ReE(-X8) -2XORRY (10X | 153 .46 1.78 1.1 §.05 .6
PesVRENK (4) 1)

Con los pardmetros 7 = 1,k = 4,m = 2,8 = 1,a = 1, Dy = 1 obtuvimos los siguientes
resultados

Py =12.90271 {z,v) = (0.186,0.303)
P1=13072884  (z,;) = (0.186,0.311)
Py = 13.07820 {z.v2) = (0.186,0.300)
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Py = 13.07809
P, = 13.07810
F; = 13.07810

(=, %) = {0.188,0.309)
{z,v4) = (0.188,0.309)
(z,¥5) = (0.188,0.3000)

EIERILE 4 5

ABL

BrER LR -BUREY (L))

YUETROR/(LR) 1)
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Ejemplo 6

Un ciclo limite en un modelo aep}edpddf\-pru.a. [15]

r=22(1-z-y) -2.03’,&! i
y=203y=t —y

EIERPLD ¢ ¢

HISTANE(LX-9) 2 OIFVER0.§

¥1=2.030YEX“0 57
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Pp = 7.08788
P = 7.81012
Py = 7.82061
Py = 7.72812
Py = 7.77888
Py = 7.80424
Py = 7.81682
Py = 7.81602
Py = 7.84338
Py = 7.85484
Pie = 7.88088
Py = 7.87206
Py; = 7.87341
Pyy = 7.87318
Py = 7.87334
Py = 7.87336
Pye = 7.87338

(.1} = (0.079,0.145)
(z.11) = {0.079,0.188)
(z,1) = (0.079,0.180)
{z, ) = (0.079,0.229)
{z.w) = (0.079,0.205)
{z, %) = (0.079,0.192)
{z,vs) = (0.079,0.186)
{z, 1) = (0.079,0.186)
{z,ys) = (0.079,0.208)
(x, ) = (0.079,0.215)
(£, 110) = (0.079,0.220)
{z,y11) = (0.078,0.220)
(z,312) = {0.079,0.221)
{z, v15) = (0.079,0.220)
{x.v1) = {0.079,0.220)
(x, v1s) = (0.079,0.220)
{z,v1s) = (0.078,0.2204)
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Ejemplo 7

Existen métodos para garantizar Ia existencia de ciclos lfmite de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Bl método de comparacidn desarroliado en {10] nos
proporciona Ia existencia de exactamente dos ciclos limite del sistema

:'=y’—(=+1)((:-1)’+p)
v =y

R
159}
m
1]
4.11]

]
b .74
1.18]

]
1.48]
143
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3.0 T L (e IR((R-1)"1 00 5}
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oD p = % focalizamos los doe ciclos limite como se muestra enseguida

EIEnMD 17

LU D RE- 1041 9.6)

vt

Po= 448422 (z,30) = (—0.515, —1.433)
Pi=450612  (z,y) = (~0.515, ~1.467)
Py=450580  (z,34) = (—0.515, —1.462)
Py = 450560  (z,y3) = (~0.515,~1.4621)
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Py = 4.38303
Py =4.50278
Py = 4.50588
Py = 4.50590
Py = 4.50500

(=, yo) = {—0.677,1.,282)
(z.31) = {-0.677,1.252)
(z,v1) = (-0.877,1.255)
(z,vs) = {—0.877,1.255)
(z,vs) = (~0.877,1.2550)
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Ejemplo 8

wmy

v= -z -:
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Py = 8.18391
P1=8.17438
P, = 8.17438
Py = 8.17438

(z,¥0) = (2.742,1.710)
(z,v1) = (2.742,1.768)
(z.1) = (2.742,1.768)
(=, 1s) = {2.742,1.7680)

[N

5.21
V.5
1.8
1.4

0.34]
1.96]
343
1.95]
6,444

1,08
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Elemplo 9

ey
v‘=fn(:’(x~y)+y)—=
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Py = 7.70281
P1=7.61733
P; = 7.60893
Py == 7.60056
P, = 7.00070
Py = 7.60088
P, = 7.800888

(2, 30) = (1.985, -0.440)
(2,¥1) = (1.085, —0.369)
(z,y2) = (1.985, —0.343)
{z,y3) = {1.985,-0.342)
(z, ) = (1.085, -0.342)
(. ys) = (1.985,-0.343)
(2. ye) = (1.085, -0.3426)
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FEjemplo 10

Existen casos en que no se obtienen resultados satisfactorios como es el del
siguiente sistema de ecuaciones [18] que describe la dindmica de un modelo depredador-
presa, donde s6lo se pudo constatar Ia existencia del cfelo lfmite como se muestra en el
retrato fase.

10’1./:?
= \] -_— —
= =10%(1 - 0.12) - o=E=
3
_ s00yz}
V=iesn S
RIS
T
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RN
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Ejemplo 11

ES =.'—y+:(\/:’+y’)—-1) (\/(:’+y’)—2)
v = s o (YFTI 1) (VET-3)
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Py = —8.219585
Py = ~-6.23320
Py = —6.28319
Py = —8.28319

{=z,30) = {1.913,0.453)
(z,31) = (1.913,0.584)
(zy31) = (1.913,0.584)
(z,53) = (1.913,0.5845)
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2

2]
4

5
e}
(7
{8}
9

{19}

(11}

{12}
(13

(14}
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