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INTRODUCCION

Ls investigacidn de opernciones se ha jdo desarrollando 2 un ritmo vertiginoso.
El crecimi de les nplicaciones practicas continia o &l par que el de ln teoria. Si bien
¢l vrigen de esta irea de las matemiticas aplicadus dstn de 1a Segunds Guerra Mundial
y oe debid exclusivamente a la bisquedn de mejores estrategias bélicas, es cadn vez

meyor el numero de empresis que utilizan ests técnicas pars planear su produccion, del

mismo modo han ndy iderabl te Jos gobiernos del mundo que utilizan
la investigncion de operaciones pure e desarrollo urbuno, o para distribuir de manera
adecusda los presupuestos de 1as nacs De lo misma forms la eplicacion de algunas

técnices materndtices de optimizacion es cads vez més comin en el sector financiero,

Eun este marco el Anclisis de Redes no podia quedarse rezagsdo y de hecho son
numerosot los nuevos elementos tebricos que se agregan & los problemas tradicionales y
que permiten el estudio de problemas que antes no e trataban debido a su complejidad
o 2 falta de conocimiento del tema.

En este trabsjo aborderemos ¢! estudio de un problema clésico de s Teoria
de Redes que es el de minimizar el costo de mandar cierto producto en uns red ,
coneiderando algunss restricciones para la cantided de Hujo que se puede mandar por
cada arco. Sin embatgo, incorporaremnos un ¢l to adicional & dicho probl que
es ¢ potencial.

Bete ¢lemento es un valor ssociado a cada uno de los nodos, que representa el
costo de una unidad del producto que se esti mandando en cada une de los nodos.

De este elemento se deriva otro muy importante que es el de la tension, se define
como 1a diferencia de potencial entre los nodos que limitan a cada uno de los arcos y
ez un valor asociado a cads uno de los arcos de 1 red.

Con estos elemento se desprende del problema que hemos mencionado, uno
nuevo, que s &l problema de Distribucién, la riqueza practics de este Gitimo es mucho
mayor, ya que puede eplicarse & un nimero mas grande de casos reales y en €l s
incorporan tedricamente los elementos que hemos introducido (potencial y tensién),
considerando ciertas condiciones de factibilided que se aplican a Jos mismos.

P otre purte, sc cstudiz en este trabajo otro problema: el de minimizar el
coAto total de cierto producto considerundo la cantided que hey del mismo en cada uno
de los nodos y ¢l aumento de costo que sufre en cads uno de los arcos, e cusl esta
sometido & ciertas restricciones. Este problema recibe el nombre de Diferendial.

Existen algoritinos que resuelven estos problemes, Jos cusles también serdn
estudiados. Veremos que no son exactamente iguales para el caso en que las funciones
de: costo son lineales o no lineales. Estudi todos os elementos tedricos necesarios
purs comprender cada uno de lok 2lgoritmos y veremos su justificacion.

Por otra parte s investigen ciertas condiciones bajo las cuales uno de los prob-
lemas se transforma en el Dual del otro, utilizando los criterios de Dualidad de 1n
Rrog:ramndém Lincal.



Todo esto se explora en los tres eapitulos pnnupa.\u que componen este trabajo
, en e} primero se analizan los dos probl >3 (Prob) de Distribucion ¥
Problema Diferencial), para e} caso en que la fundidn de costo asociada a cada uno de
los problemas es una funcién lineal. Se excluyen aqui las demostraciones de 1a mayoria
de los resultados por el hecho de que el estudio esencial de nuestra tesis se centra en
los capitulos segundo y tercero.

En e} segundo sc¢ desarrolla el estudio de ambos problemas para el caso en el
cual las funciones de costo son no lineales. Es muy importante en este capitulo el
estudio de lns condiciones generales que permiten que ambos problemas se transfortnen
uno en ¢l Dual del otro.

En ¢l capitulo tercero se analizan en detalle y justifican varios algoritmos que
resuelven ambos problemas.

En ¢l cuarto eapitulo se mentiona una interpretacion econdmics de las aplica-
ciones de este desarrollo sin profundizar en ells, ya que el objetivo de este trabajo s es-
tablecer lns bases tedricas fund tales para poder lver los probl Diferencial
¥ de Distribucién, en ¢l caso mis general cuando las funciones de costo son no lineales.

Ea loa apéndices se encuentran el Algoritmo de Distribucién Factible y Diferencial
Fuctible, esencinles como subrutinas de varios algoritmoa.

En laa conclusiones se hace un estudio comparativo de los algoritmos resolutives
y se establecen lzs ventajes y desventajas de los mismos.

La mayoris de los elementos tedricos que conforman nuestro trabajo se encuen-
tran en ¢l libro de Rockafellar, "Network Flows and monotropic optimization”™, y en
varias revistas que se mencionan en la bibliografia.

Nuestra intencidn ha sido de una manera general, aportar los puntos siguientes

8)Terminacién de una gran cantidad de resultados y demostraciones del desar-
rollo tedrico.

b)Realizacién de varias demostraciones que aparecen como ejercicios para el
lector.

¢)Organizacién del trabajo para que este constituyera un bloque uniforme v
completo.

d)Finalmente, ¥ & modo ilustrativo se presenta una interpretacién econémica
de ambos problemna.



CAPITULO PRIMERD

1. PROBLEMA DE DISTRIBUCION Y DIFERENCIAL PARA EL CASO LINEAL
INTRODUCCION

Este primer es una i en donde se estudian los problemas
de Distsibucién y Diferencial para €l caso en que las funciones de costo son lineales.
Se estudian también varios algoritmos que permiten resolver estos problemas. Se hace
también un estudio de lns condiciones que se requieren para que los problemas sean
dunles €] uno del otro.

Se excluyen las demostraciones de la mayorin de Jos resultados por el hecho de
que esta seccién no constituye ¢l estudio principal que nos ocupa y ademads este tema
ye fuc abordndo en une tesis de meestrie. {9 Bibliografia]

1 4

1.1 DEFINICIONES

Empezaremos por definir algunos elementos de Ia teoria de redes indispensables
en nuestro estudio

DEFINICION

Una red R = (¥, 4,d) es una tripleta formada por un conjunto finito de puntos
N Uamados vértices o nodos, un to A cuyos el tos se [laman arcos y una
funcién d: 4 — 5t

DEFINICION

Dado un arco (i.j)€ A

a i lo lamamos vértice inicial del arco (i, j)
a j lo Unmamos vértice final del arco (i. 7)

aiyjlosll vértices terminales del arco (i, j)
DEFINICION
Matriz de Incidencia

Es una matriz m * n en la que cadn columna representa un arco y cada renglon
un nodo de la red y cuyos elementos son:

1 giies el vértice inicial del areo 5
eli,j)= { -1 #i i es ¢l vértice terminal del areo j
0 & inoesniel vértice inicial ni el final del arco j o si e} &reo es un bucle
DEFINICION

Un camino es una sucesién alternada de vértices y arcos(o aristas), tal que para
&uda arco de la rucesidn, Jus vérlices gue lo encuadran son sus vértices terminales.



DEFINICION
Un dreuito es un camino cerrado
DEFINICION

Un flujo en une red es un vector X m-di
asociados & cada uno de los arcos de la red,

{Usualtente se interprets como la cantidad de un material determinado que
fluye por cadn uno de Jos arcos de la red)

DEFINICION

Definimons el divergente de un flujo = en el nodo i como
¥(0) = divg (i) = Tjeaslelisf)

y ¢l divergente total de Ia red como

cuyos € 03 z{j) estdn

y= Ez = div(z)
donde E es Ja matriz de incidencia
NOTA:

Unn propiedad importante del divergente es :
Tien 9li) = 0 para y = diez

Demostrecitn:

Eien Wi) = Lien Tieazlidelinf) = Tjen 2) Tieneli, i) = 0

ye que Tiene(ij)=0

DEFINICION

Un flujo = tal que divz =0 recibe el nombre de circulacion.

DEFINICION

El conjunto formado por todos los fiujos = falesque  divz = 0 recibe el nombre
de espacio de circulncién C.

DEFINICION

Un potencial en N es un valor arbitrario asociado & cada uno de los nodos de
1n red,que se denota por u(i).

Tiene diversas intrrpretaciones como por ejemplo €l costo en cada uno de los
nodos, de una unidad de cierto producto que circula a través de la red, o si consideramos
que la red representa una red de tuberfes en 1a ciudad, entonees e potencial representa
la altura & Ia que llega el agun en cada una de lns cindndes que son conectadas por ln
tuberin.

DEFINICION

Ln tensidn es un valor asocindo 8 cada uno de los arcos que se denota como of5)
y cs In diferencia de potencial entre el nodo final e inicinl de cada uno de los arcos j,‘_



u(j) = (') - u(i) donde j = (i.{)

DEFINICION

Se llama a un vector v un diferencial en G si existe un vector potencial u tal
que v = Afu}

DEFINICION .

Fl conjunto de todos los diferencinles forma un subespacio lineal de B* que se
liama el espacio diferencinl y se denota por D

TEOREMA

Los espacios D y C son ortogonalmente complementarios.

Demostracién:

Considérense los siguientes productos interiores:

wey= ien wlilli) ¥ ve 2= Ejeavli)sl)

venmnos que #i v € D ¥ z € C entonces

veox = Fieavi)® i) = Tieal-Lien wlide(is M) = — Ljen Tien v(deli, zl) =
= Lien Wi} Tiea eli, )a0) = - Lien ulidive(i) = —u oy

parave Dy z€C enemos vez= —~usy= ~usdive = —ue(0)=0

Por lo tanto, s¢ tiene que D y C son espacios ortoganaimente pl rios O
Debido 2 este resultad 1a sigui alternativa de definicién para los
iptervalos,

D={ve RV |vezr=0 Yz C})
C={ereRN|vez=0 Yve D)
Esta relacidn entre flujos y potencisles es muy importante para determinar

la conexion eatre los dos probl linesles que consideramos,ya que nos permiten
estab) ciertas condici bajo las cuales uno de os dos problemas aparece como el
dual del otro.

Para un circuito P determinado tenemos 1a siguiente funcién indicadora:
{1 sjeprt
HUl={ -1 sijeP
0 eoc

Para un copjunto arbitrario S de arcos tenemos la siguiente funcién indicadora
definimos



1.2 DESCRIPCION DE LOS DOS PROBLEMAS

Pasemos ahora a enunciar los dos problemas que serdn ¢l objeto central de
nuestro estudio,

En ¢l primero se busca minimizar el costo que implica mandar cierto fiujo por
una red, ef cual cumple con 1a siguiente condicién de factibilidad: ¢~ (j) € (/) < et ()

MIN

Problema d{iH =) + comst
de Y

Distribucion e~ (j) € =) € )

(i) = Hi) donde y = divz)

bi) es una etiqueta asociada a cada nodo que representa la relacion oferta
demanda en cada uno de los vértices.

Ea ol segundo se busca minimizar €] costo total asociado & los potencinles y las
tensiones de Ia red y que cumpla con determinadas condiciones de factibilidad:

MIN
Problema Tiew Hu(D) + Tjeaclid(i) +95)
Diferencial ac.

27 (j) S v() £ 4* 1)

1.3 PROBLEMA DE DISTRIBUCION. {(INTRODUCCION)

El problema de Distribucién es un problema tipico de flujo en redes: encontrar
el flujo n costo minimo con ciertas restricciones de capacidad para el flujo.

Sin embargo, en este caso s¢ incorpora un elemento adicional que es el potencial:
un valor asociado a cads nodo y que se representa por (i) .Ademds consideraremos el
clemento v(j) que es la diferencia de potencial asociadn a cada uno de los arcos

Aunque estos elementos no perticipan en la funcién objetivo del problema de
Distribucidn, 1a tensicn para cada arco 1{j) debe estar en un intervalo de factibilidad
determinado en base al flujo z(j) dado para cada uno de los arcos, para garantizar la
optimalidad del flujo buscado.

De In misma forma sucede en ¢l segundo problema, s6lo que en este caso Jo que
se busca minimizar es el costo global de In mereancia en cada nodo,y el aumento global
de costo en todos los arcos de la red.

Elelemento conocido como flujo sigue ligado a este problema, ya que para tener
una solucidn dptima del mismo, es necesario que este flujo cummpla con determinadas
condiciones de factibilidad asociades a los valores de ia tensidn r{j).



1.3.1 ELEMENTOS BASICOS DEL PROBLEMA DE DISTRIBUCION

Los tearemns y definiciones que enunciaremos » continuacion son de gran im-
portancia para determinar una solucién optima para el problema de distribucicn.

TEOREMA{de optimalidad).

Dado un par (s{3}.%;)). X es una solucién Gptims pars ¢l problems de dis-
tribucién si y s6lo si (#().v())) € T, y ademss 7 s un flujo factible.

Donde

(2G). Wi ERT| <71 € 2() £ ¢* (5} ¥ ademis,
=4 Wi cdl)) siz(jlcet(Ny
i) 2 dij) s o) < xl)
DEFINICION

Un circuito P que cumple con que:

deey= 3 dij)~ 3 d)<0
6P+ JEP-

¥ ademas es de ilimitads capacidad es decir, e*(ji=x ¥ je Pty

¢ (j)=-x ¥ j€ P~ recibe ¢l nombre de circuito no balanceado.

TEOREMA(de Existencia lineal)

El problems de Distribucion tiene una solucion éptima finita si ¥ solo si ticne
ul menos una solucion factible ¥ no presenta circuitos no balanceados.

DEFINICION

Un Bujo extremo en ¢l problema (P) es un flujo factible tal que el conjunto de
arcos Fr = {j € 4ic (1) < 7)) < c*()) forma un bosque (conjunto de arboles).

DEFINICION

Usn érbol en la grafica G o= uns componente conexa de dicha grafica que no
tiene ningan circuito,

1.3.2 ALGORITMO DE DISTRIBUCION OPTIMA
A continuacién introduciremos ¢l algoritmo que propenemos pars resolver el
problems de Distribucion.
Los pasos son:
{1) Encontras una solucién {actible extrema.es decit, un flujo extremo.
{2) Definir el siguiente sistema de intervalos pars v(j).
142,400 s () < 2l) < e* (),
(~o0.dj))  si e={J)} = 2lj) < c*(j),

(dy).ee)  si e"() € 2(j) = e*Lh),
(=x,00)  sie” () = 2(5) = e*(5),

7 Grdan =



{3) Utilicemos aqui el Algoritmo Diferencial Factible,(ver apéndice B ) el cual
genera dos posiblidades:

2)Un potencial u, tal que v = Au) ¥ d7(§) < v(i) < 42 (5)

b)Un circuito elemental tal que d*(P) = I;¢ps dii) — Z,ep- dU) =d e ep <0

Si legamos a (a) terminamos, hemos hallado una solucién éptima porque (2(7),v(j) €
¥

]

Si llegamos a (b) podemos tener te dos p

b.1)Si e7(j) = ~co para toda j € P~ y ct(j) = oo para toda j € Pt entonces
terminar, tenemos tn circuito no balaneesdo, y por el Teorems de Existencia Lineal,
esto implica que no se puede tener uns solucién éptima finita.

©.2)Si no sucede lo anterior, entonces ir a 4)
(4)E! siguiente paso es encontrar

et(j)-z(j) viepPt
2(i)—c"(j) Vie P~
Debido a que el flujo es factible es claro que a2 0

Se toma como nuevo flujo =1 = z+ac, donde dicho flujo es necesarinmente factible
yrucostoes desr=dez+adee, <deziral)

o= min{

Hemos disminuido el costo con este nuevo flujo. Se vuelve a repetir el algoritmo
hasta que (z(5),v()) €T;

14 PROBLEMA DIFERENCIAL (INTRODUCCION)

Este problems también es un problema de programacion lineal, susceptible de
ser resuelto por los métodos tradicionales; en &l Ia funcién de costo costo esta formada
por loa siguientes elementos:

-gi(v(J)) representa la ganancia total del productor , debido al aumento del
precio de cada unidad del producto que circule por el arco j, en el caso lineal es igusl
a e(j)v(j) para cada arco 5.

-b{s)u(i) que representa el costo total que se tiene del producto en el nodo i.

Haremos dos supuestos importantes que se mantendrin en todo el desarrcllo
tedrico del problema Diferencial.

-Se asume que la red es conexa

y

“HN)=O=beenzboes+boens=>boe, = ~baens

Dicha condicion significa que si existe un conjunto de nodos que mandan méis
flujo del que reciben, es necesario que haya un conjunto de nodos que reciben mis ﬂ\ﬂo



del que dan, logrando finalmente que sea siempre el mismo flujo total, sdlo que
distribuido de manera diferente en los arcos de 1a red.

14.1 ELEMENTOS BASICOS DEL PROBLEMA DIFERENCIAL

Problema Diferencial

MAX = Fie n M) ~ T; e alelidolf) — alf)} = ~bsw=c oy —const.

s.c.

&Gy Soli} < 4H) ViEA

La funtién objetivo es una funcién lineal de los potenciales u. (Recudrdese que

o(j) = (i) - w()

Un potencial 6ptimo serd aquel que minimice la funcién objetivo

Veremos ahora algunoe elementos tedricos que nos permitirdn sbardar este pro -

blems.

DEYINICION

En una red R = (N, A.d) un conjunto de arcos Q se Hama cortadura, si podemos
encontrar Y C N tal que el nodo origen de 1a red pertenece a Y y el nodo destino a Y©.
Entonces Q seria

Q={zy)eAlzeYyeY}Jizw)eAlr €Y weY)

DEFINICION

Una cortadura @ de capacidad ilimitada es aquells que cumple con que d¥(j) =
o YieQtyd()=-= VieqT

DEFINICION

Una cortadura @ = [5,N/5) que satiface la siguiente propiedad: ~ T o8+
}:iEQ‘ c(j)-):l-m_c(jjzboqv/sd»tuq <0

y ademds para la que Q es de capacidad ilimitada recibe el nombre de cortadura
no balanceada.

DEFINICION

12 Definimos la region sclucién T'; del problema Diferencial de la siguiente manera.



2(7) £ e} si o(i) < d*()
v z(j) 2 ) & v(j) > d()
TEOREMA{De optimalidad)
Dado un par (2(7),»()),V ¢s una solucién dptima para el problema Diferencial
si y solo si (2(4),v(j)) € Tj y ademas z es un flujo factible.
TEOREMA(De Existencia de Soluciones éptimas)
Existe al menos una solucidn ptima finita en el Problema Diferencial y el
S > del probl Diferencial es finito &f y sélo si ninguna cortadura es no ba -
lanwadn Yy hay 2l menoe una solucidn factible.

r {(x(ﬂ-m)eﬂ’ I"(J)<=(J)<n“(1)
=

1.4.2 ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO

Los pasos del algoritmo Diferencial éptimo que nos permite resalves €l problema
del mismo nombre son los siguientes:

(1)Suponemos como ya hemos visto que 1s red es conexa . ¥ que ¥N) = 0;
partimos ademis de un potencial factible u.

(2)Dada cualquier solucién fu:u'ble ual problema dlferencu.! 6ptimo, definir el
sistema de intervalos de capacidad que depende def p | v,

o) sepcncon

i by (=000 s <

(A ES (U)oo) i d=(j) <+fi)= f’())
(-o0,0)  8i d=(j) = o(j} = d*(j)

En este problema o) puede interpretarse como el flujo esperado en cada uno
de los arcos.

Por lo tanto podemos interpretar esta regida solucién de la siguiente forma: si
¢l aumento del costo en cada uno de los arcos es igual al minimo permitido, entonces
el productor mandard menos que el flujo esperado en cada arco, ya que no es costeable
para ¢l mandar més,

pero si ¢s igua! al méiximo permitido en cada uno de los arcos, entonces se
mandara una cantidad de flujo mayor que el flujo esperado,ya que el productor obtiene
una clara ganancia.

(3)Usamos aqui el algoritmo de Distribucién Factible que nos genera dos posi-
blidades:

a) Un flujo =’ tal que

Y eali) £5U) S cti) ¥i€ Ao sen(s(j),e(j)) €T, En este caso terminamos.

b) Una cortadura @ = [5, N/S] con ln propiedad de que ¥(S5) > ¢} (Q) es decir 13



5(5-’:’1:,506‘:0)“2350*’:6)
Si dicha cortadurs tiene Ia casacteristion de que ¥ () = Vi€ @F ¥ U) =
~00 Vj € Q" entonces terminamos, dicha cortadura s no balanceadn y el ptimo €3 o
{4)Sen
cminf SO Viegt
"""‘“{vm—rm Yieg-
Como oo > 02 0,W = utoveys ¥ V= vtaseg, cotonoes »' €5 uns nueva solucidn
foctible y para of = Aw uno tiene que
~beweet/ = bouwcov-asllocysheoeg]D ~bou—tey

(5)Con e nuevo potencial + ir b (2)

L5 CONDICIONES NECESARIAS PARA GARANTIZAR LA DUALIDAD
En el caso gue estamos tratando, en el cual tepemos funcio nes de costo po i ~
Leales, €5 posible, realizando algunas transformaciones en las condich de factibilidad
de smbos problemss, que s transformen uno en e} Dusl del Otro.
La jdea mas importante es reducir los modelos lineales a un caso mis pasticulss.
Los nuevos intervalos de capacidad tendrén In forma [d7),00] ¥ los intervalos para In
tensidm tendrda s forma (~o0, d(5))

A comtinuacion se enuncien los problemss Elementales de Distribucién y Diferen —

cial
PROBLEMA ELEMENTAL DE DISTRIBUCION
MIN
Eiealdt=0n +pi))
Sobre todos los flujos que satisfacen
lzedf) YieA
vy =t} VigN

PROBLEMA DIFERENCIAL ELEMENTAL
MAX

= Liew M) - LjcaldlvGh + ¢}

sobre todos los potencisles v que satisfacen
v(5} £ d} ¥j e A donde

14. vz Afu)



Vemios & ver ahora como efectivamente cads uno de estos problernas puede
considerarse como el Dual def otro.

Para esto estableceremos In siguiente zrlacion entre las constantes (i) y p(i):
oJ) = —eli)dli} - 2li).

Cansideremos primero ¢} problema Elemental de Distribucién, definimos una
nueva varisble: 2’ = z(j) - o{j}, eu base s esta varisble vamos a replantear el Problema
Elemental.

MIN

Ljealdlideli) +(-e(i)d0) - o))}
s.c.

(j320

Ex=b

MIN
TGN - o))
s.C.

20

Ef =¥

En ¢l caso del probleraa Diferencial Elemental considérese In siguiente variable:
vij) = wli') - u{i)

MAX

= ien $(0uli} - Liealdivli) + o))
s.c.

~uE<d

u(¢) sin restriccién



MAX

= Loen bauli} = Eje alelNul(f) - ul() + o))
8.c.

-uE<d

u{i) ~in restriccion

MAX

= Laen w(DB{) - el) + ¢l)
s.c.

-uE<d

u(i) sin restriccion..

considerando que ¥(i) = b{i) - {j) tenemos
MAX

= Lol + ¢'l)

s.c.

-wE<d

u(f) sin restriccién

Podemos suponer que 1as constantes valen cero, sin pérdida de generalidad, asi

! que los probl pueden i como:
MIN MAX
des' —ud
8.C 8.C.
20 v gin restriccidn
Ex'=¥d ~uE &d

Es claro que estos dos problemns son duales el uno del otro.
Asi corno existe una regién de optimalidad en Jos probl de Distribucidn y
Pé{mcial, existe una regidn solucion que gearantiza encontrar uns solucion Sptima para




3.1 1

los p ales y ademes 1n equivalencia de dichas soluci esta regidn s
Is interseccion de Jas regiones solucién de los problemas Diferencial y de Distribucida,
y se simboliza con Iy

DEFINICION

La regién solucién que se aplica para el problema de Distribucisn y ef problema
Diferencial ya modifieados es Ia siguiente:

Ty = {(x0) i) € R¥ 1 20) 2 o) o() S ALY ¥ (=05} ~ lid} » (3} - i}y = 0}

-El hedxo de que »(} < Wi} ¥ w2 4;) »ec infiere d:mtuncntc de Jos intervalos
para £ ¥ v que imp tos 2 probl que trat

-E hecho de que {x(j)-¢(i})*(+{j}-8(j))=0 se desprende del Teorema Débil de
Holguras Complementarias de 1s Teoria de la Dualidad.

En #fecto: Supongamos que =(j) > of) entonces ~u;E = d , es decir off) =
d4(j) , del mismo modo 8i «5) < d(j) entonees 2(j) = (). De aqui se desprende que
(2(i) — eli)) o (v(i) ~ d(3}) =

TEOREMA
Si ambos problemas poseen soluciones elementales factibles, entonces

¢} minimo ¢n ¢l pmblams de Distribucién elemental es igusl al miximo en el
blema Dif ool el

P

Dempsiracién:

Consideremnos 1as 2 funciones objetive y 1a diferencin que existe entre ¢llas

Lieadl)s)+ sl + Lien Miu(i) = Tjeaclidlid 4 o03) = Tyealdlidz (i) + elideli} -
2 5) + i)l = Tjealz0) = i)y o (dl) = v(i)) 2 0

ya que

=(J) 2 elj) ¥ () £ dU)

Se tiene por tanto que

Tt +2l) 2 = Tign (i) ~ Ejea Sirti) = glid-rmson *)

i (2(7),v(j)) € T; entonces se da In igusldad en {*) 1 a]



Por otra parte ls desigunldad demostrads no ssegurs que:
»)E! infimo en & problema de Distribucién sea finito
b)E! supremo en ¢} problems Diferencial sea finita

Si no existe salucidn factible en el problema Diferencial, quiere decir que &
infimo en ¢} Problema Distribucion en igual 8 o

Por otras parte si no existe solucidn factible en el problema de Distribucion,
quiere decir que ¢l supremo del problema Diferencial es igusl a 2

Hemos visto que en Jos problemas clementales los intesvalos de factibilidad para
ambes probl s modifi Asit que

=iz e)) Yi v <) Vi

Debido s esto, para poder adapinr cualquier par de Problemas Lineal y de
Distribucién, y transformelos en problemas elementales,tendremos que hacer algunas
adaptacioncs a los intervalos de factibilidad.

Consideremos primero e} caso de los finjos:

1.8 tenemos que e~ () e2 finito pero £*(j) = oo entonces basts con hucer ofi) =
¢~ (j) ¥ habremos terminade.

2.8i tenemnos que r™(j) = ~o0c pero e*(j) finito, entonces tendremos que sustituir
dicho nreo por otro que vaya en sentido inverso donde ¢ = ~c*(5) y tengamos & interwalo
pura Jos flujos definide comn {'(5), 00) E} costo del flujo que pasa por este arco s igual
B ~d(}2 () + pli}

3.Eltereer caso es cunnda tenemos un intervalo Se 1a forma fe~ (7}, <* ()], entonces
el nrea correspondiente debe ser sustituido por dos que vaynn en sentido cuntrario y
agregarse ndemas un virtice adiconal k que los uns.

Para ¢l primer nreo formedo tendrinmos como restriccion (e7(5),00) y para el
segundo arco tendriatnos (~e*{j),00) come k) =045} = ~27 ()

Pars no alteras ¢f costo del flujo considersmos que el valor de este en e primer
cano o8 d(f)x(i) + pli) ¥ en ¢l segundo es igual a cero,

4.En el cuarto caso se tience {~o0,20) como intervalo para Ias capacidedes. En
eate caso ac rempleza § por un par de arcos j* y j°

El flujo original corresponde a #4(j) - £7(5). Para j* el intervala es [0,0) y &l
costo es di5)rt i)+ p45) ¥ para ol intervalo es (0,00} pero ¢l costo es ~d(j)e ()

E} procedimicnto os simple pars hacer o remplinzo e of caso de los potenciales,

3185 d={j) es infinito y d¥(5) es finito, basta con hacer 24 (53 = d(j). Tendremos asi
ikfnuzrwdo {~o0,d1j})



2)Si d-(j) es finito ¥ 4*(j) es infinito, tendremos que considerar un arco en
sentido contrario, &} cual le asignaremos como intervalo pars la Tensidn (-o0,-d~{j)) ¥
con costo ~c{)e(j) + olj)

3)Si d+(j) y d~(j) son ambas finitas, sustituimos el arco criginal por dos arcos.

Para j* €l costo de la tensidn es e{i)v(j) + ¢lj) ¥ para j~ es cero, Para jt el
intervalo es (~o0,d*(j)) ¥ para j= es (—oo,—d(j)) ¥ el costo es cero.

4)Si d*(j) ¥ d~(j} son ambos infinitos reemplacemos j = {i,i') por arcos j* y 5,
asi In tensidn u(j) se presenta como I diferencia entre v(j%) y ;™) (v{j*) - v(i7)) ¥ los
costos son para j* , cli)v(i*) + ¢Ui) ¥ para j- —eli)niT)

Hemos visto ya dos algoritmos que resuelven el Problema de Distribucion y ol
Problema Diferencial, ahora hemos hecho una serie de adaptaciones que nos permiten
asegurar que uno de os problemas es ¢l Dual del otro. En este contexto se plantea la
pregunta de cuales son las formas de resolver ambos problemas.

Una de las manera senin recurrir al algoritmo para encontrar ¢l fiujo optime del
problema Elemental de Distribucidn, utilizande el Algoritmo de Distribucion Factible.

E! valor hallado coincidiria con el méximo de la funcién objetivo del segundo
problema. Sin embargo, aqui plantearemos otras posiblidades para resolver este par de
problemas, y que ademuis consideran de manera fundamental la Teoria de Dualidad.

1.6 ALGORITMO THRIFTY (Preliminares)

En el capitulo tercero introduciremos e algoritmo Thrifty pata €] caso de fun-
ciones de costo no lineales. Sin embargo en este capitulo haremos una serie de demostra-
ciones necesarias para asegurar Ia validez de este algoritmo, y dichas demostracioenes
nos servirdn de utilidad en el capitulo tercero, esta es la razén por la cual presen-
tamos este algoritmo para el caso lineal en esta parte de nuestro trabajo. Antes de
entrar de lleno a este algoritmo, veremos el Algoritmn del Camino minimo, para lo cual
necesitamos algunas definiciones preliminares.

Sea una red (N, A.d) con dos conjuntos de nodos N+ y M- subconjuntos de X
cuya interseccién es vacia.Veamos ahora los siguientes elementos:

1} La difusién de v con respecto 8 un camino P que va de N+ a N~ y que forma
parte de la red es jgual a :

Zieps vl ~ T ep-vli)

2)

dHPY=Tiepe dH U} = Tiep-d-()

4 (P)=Lyep- 47U = Tyere 4*0)

3) La difusion de v con respecto al eamino P es igual o:

[u{i) = uli)] donde #* ¢s el nodo final del camino P ¢ i es ¢l nodo inicial debido a
que v s un diferencial y ademss: 19



{difusién de v con respecto 8 Pl= Tjepe i) = Liep- vl

4)La ditimn expresian es In siguiente:

Dados dos conjuntas Nt ¥ N~ que pertenscen » A en los cuales el valor del
potencinl es constante para radn uno de jos nodos, se define:

{difusién de U con respecto a N 5y M=) = uli’) - u(i)

conifEN*tcigE N”

Se pilantean ahora Jos siguientes probi cuyas soluci son equi
Estos problemas son esencisles para el desarrallo del slgoritmo Theifty

A)Problemn de} camino minimo

Dado un cotijunto de nodos N+ y otro N~ cuys interseccion es vacia , encontrar
el minimo dr In expresion d* {P) sobre todos los caminos que van de N+ a N~

B)Problems de) potencial méxima.Dados ciertos intervalos pars las tensiones,
cousidérese ] caso en el que tenemos ¢ mismo valor de po(;encia.l para todos los arcos
de N+ y también para todos Jos de N- encontrer la Difusion de w de N* a N~ que sea
maxims,

Un resultado basico es el siguiente

{Difusidn méxime de U de N+ N-]=

{Valor minimo de 4*(P) sobre .todos los caminos de ¥+ & N~

Veamos pritnero el algoritmo que resuelve A)

Algoritme de] camino minimo.

{1}.Considérese un conjunto arbitrasio N+ ¥ otro A~ de nodos de la red.

Considérese un conjunto § tal que N+ C 5 C N/N-

Inicialmente 5= N+

Considétese In funcin w:s — R que parte con w{d=0 VieN+=§

Considérese un potencial inicial up constante en todo N* y en todo N™ y que
sea factible

Sea

a3 = 401 - b}

dg (i) = &7 () - wl))

{2)Pars |a cortadura § = {5, N/} considerese

e [MOEEG) S0 =ieqt
s=mn{ 0T ES Reh o e



{3)8i 3 = x terminasnos, @ &s una cortadura de ilimitada capacidad y exntonces
{el valar minimo de ¢*(P) = [} ¥a gue:

s x ¥ EQT ¥y d e —x i€ Q. Jocual significa que @ &5 una cortadurs
Qe ilimitada capacidad. v por lo tanto £4{P)= x YF

Si no sucede asi, considérese el nreo pars e} cual se aleanza €} minimo. si j € Q*
incliysse en 5 el nodo final i. Si j € @ inchiyase en 5 el nodo inicial i. En ambos
casos. sea wiil = §

{4)5i i € N~ hemos terminado. tendremas como potencial v = upd v, €on uli) = 3.
para todos los Bteos que no estén en §. ademas habremos encontrado ] camnino buscado,

st noira {2).

Veamos shora ¢} siguiente resultado que ce desprende de 1a implementacién del
algoritmo:

Praposicion

ditPy=3

Bemostrocgn:  Probemaos este resuliado por induceion:
1}Consideremos ol primer arco j del camino 3 €] primer undo ¢ de} mismo
£E Nt porlo tanto uif) = 0

Cousidérese que j o5 ¢l arco para &l cual se aleanza ¢} minitng Entonces tenemos
que s¢ cumple algune de las dos cosas sigujentes:
3= {d;u‘) ieqQr
-4 SeQ”
w8 claro que § & igual 2 (P}

ii}Para » < & aceptemos que:

e (R AGY = E QY
o= mtn { viii- 45t j=(.MeQ"
Es ipual a:

E,ep: 2y - z:_'ef: dytircon j=n n



iii)Para n= k41

o fuld+ a0 j=iNe@t
#-mn{ 0150 1Gheq
Considérese que dicho minimo se alcanza cuando j = j' con j' = (i, € Q* o
j* = (i) € @~ Existen dos posiblidades para wii), si i € N* entonces w(i) = 0 y en este
caso volvemos a 1) Si i € 5/N* entonces w{i) = fa p.&. n < K (Recordemos la estructura
del algoritma) Por lo cual tenemos que:

oo B8 i=ined
B ~dgli") J=(")eQ”

F=Y dli)- Y dlid+ 0

i€F Jers
s
jeqQt
o tamhién
£= 3 bl)- Y dli)-d50)
serd jers
si
jeQ”
De todo lo anterior se desprende que
& = di(Pag)
Ademas tenemos ol siguiente resultado :
Resultado
d*(P) = [difusion de u, con respecto de N* y N-] + 3
=[difusion dc U de N+ 8 N-)
Demostracion:

como & (P)=
Tepe doli) = e p- doli) = 8
Tyepe (4400 - wli)) - Tyep-d-t) = wlid} = 8
92 Loep @ - Tiep-td™tN - [Z,ep i) = Zep-valill = 8



d¥(P) = f+ |difusién de up de N+ a N7}
B4 fupli') = ug(i)] = upi’) = w =}

Por Jo tanto si consideramos otro camino P que empiece en § y tertnine en
tendremos que

¢+ (#) = [difusion de U7 de M+ a N~}

=u{i")-uli) conie Nt ieN"

=Tiepr vU) = Ejep- vU) € Kjepes dl} - Liep-dli)

=d+(P)

de aqui &8 claro que d+(P) es & valor minimo posible.

Ahbors veremos como corresponde este valor al mixirno de la difusién de los
potencinles de ¥* a ¥~ .con el siguicate

TEOREMA

{maximo dif. con respecto a N* y & N~ de U]=

[minimo de Jos valores de ¢*(P) sobre todos lus caminos de N+ a N-]

Considé lquier otro potencial v’ tal que

Wi}~ i} = Tieps v0) - Djer- i) S Ljepe di}- I, ep- dlj) = w(i') - uli) = a*(P)

1.6.1 ALGORITMO TRIIFTY (DESCRIPCION)

(1)Tomemos un par (/i) v{j)) € T, esto pass si ¥ solo si 2(j) € [e7(7). el (3)] =
vij) € [T Gl )

Para obtener una solucién optitna es necesario que se cumpla la eondicién an-
tecior 3 que ademés se tenga que divg(s) = b;.Este algoritmo parte desde el principio
suponiendo que s¢ cumple Ia propedad mendonads, ¥ todo su desarrollo sirve para
obtener finalmente un fujo = tal que dive(i) = b,.

(2)Coansidérese Jos 2 conjuntos siguientes :

Nt = (i (K0 > i)

N = {i] i) < K}

(3)Utilizaremos ¢l algoritmo del camino minimo que encuentra el minimo de los
valores de d¥{(P) = T, p+ 43}~ L;¢p- 917} que s igual al méximo de los valores u(i')- u(i)
de un camino P que empieza con un nodo nodo * en At y termina con un nodo i en
N

Recordemos que para implementar ¢l Wleoritmo del camino winimo se parte de
un potencial inicial factible o y 8l final se tiene Vig A, u{i) = ugli)+ v

(4) caleilese 23,



i) -yi) ient
W) -HT) TeN-
Entonces 0 < a < o . Reemplazar z por £ + oe,. Si b6} = pli) ¥ M) = i) se
extraen dichos nodos de N= y N+ respectivamente

] {zu)-cm viep
a=rmn

(5} se itera con este nuevo Bujo ¥ el nuevo potencial u.

Iniciacién del Algoritmo.

Se puede tomar al principio cualquier potencial u cuyo diferencial es factible con
P al probl diferencial y luego escoger z(j) arbitrarinmente en Jos intervalos

_ [0 siwoy) = di)
estihettin = {I‘-‘(J) o)) s o) <diy)

24,



CAPITULO SEGUNDO

1.- PROBLEMA DEDISTRIBUCION Y PROBLEMA DIFERENCIAL
EN EL CASO NO LINEAL.

11.1 PRELIMINARES

En la primera parte de este trabajo hemos desarroliado I Teoria de 1a Dunlidad, pero

ain de parcial,remitiénd & probl que involueran funei de costo
lineales.Sin embargo ahora desarrollaremos una teoria que nos permite extender el con-
cepto de Ja Dualidad & un marco mas amplio,ya que trabajaremos sobre funciones de

costo localmente lineales,cusdriticas o localmente cuadriticas.

11.1.1 ELEMENTOS BASICOS

Consideraremos Ia funcién f : 2(j) — &, que hace corresponder a cada valor de
flujo posible pars el arco j,un nimero real.

También consideraremos a funeién g : o{j) — R que hard corresponder a cada
valor de tension posible para el arco j,un nimero real.

La funcién f representa el eosto de dar r unidades de un producto a través
del arco j.

La funcion g representa el aumento global de precio debido al envio de un
nimero determinado de unidades por el arco j.

Ambas funciones seran esenciales en ¢l contexto de los dos problemas que enun-
ciaremos en esta seccion.

A continuacidn se ian algunas definici importantes:

DEFINICION Dada unared G = (X, A,C) definimos para cada j € 4, el intervalo
no vacio C(j) del siguiente modo: C(j) = {2(5) € R | £,{z(G}) < o)

De este modo

Si £(j) € CU) entonces J,(z(j)) < o

Si 2(j) € (CU))* entonces f;(z(j) =

DEFINICION

Se dira que £ :2{(j) —~ R es convexa cuando:

()= AG) (= N"GY = LG S MGEGN 4 (= A0

0cicl

DEFINICION  Se diré que Ia funcidn [ : 1(j) — R s "cerrada” cuando cumpla
lo siguicnte: 5.




1.5
00 < ¢~ {j} < e* {1}

¥ } ~ o < %0 cuando #{j) ~ ¢~ (j) entonces

CMECH Y St =0
2.5i
e cetyic

¥y f — B < w cunnde z{j) — e+{J) entonces

HECH) y LiletUN =2

(En este caso es claro que la funcidn J es continua por la izquierda en c*(j) ¥
es continua por Ia derechs en e ().

DEFINICION  Pare eads 2(j) € C() definamos lo siguiente:

L7 (2li)) = Sismy g AellE=HGH- R

£ (2()) = fim _p Ll ON- L)

Observaciones y resultados importantes.

* Es posible que ¢? (5} ¥ ¢™(5) no pertenczcan » C(5) .Esto sucede si:

£ == o0 curndo z{(j)~ e*(j) © 2(j} ~ ()

* La funcién [ solo puede ser discontinua en ¢~{§) ¥ e ¢* {7} ya que estos son ¢

infimo y €l supremo de C(5),en el interior de dicho conjunto la funcidn es continua por
hipdtesis,mientras que en el exterior el valor de la funcidn es infinito,

*Las derivadns que hemos definido serda muy importantes en el desarrollo pos-
terior porque nos permuitird jos dos probl que trataremos,

Supositiones:

*Como hipétesic de trabsjo considersremos que si £{j) < £~ (j},entonces

LN =~wy fHal)) = —oo,

por otra parte,si z(3) > c*(;) entances

LG =0y fiH()) = 0o,

pare (i) = et (3, U = o0

para () = e~ (LS, (3U) = ~00

* Supondremes gue la funcién de costo es convexa,como una hipdtesis basica
de trabajo.
De dichas suposicion se derivan los siguientes resultados:

26.



PROPOSICION]
biﬂ)-l !ﬂl < hjn[-h!t![ < lda!-h!ﬂl
31 = TEen = 23]
pata cualesquiera 0 € 1) < 23 < z3 Hujos dados

Dermostracidn:
p=xley+(l-Mry O0<Arg])

de aqui

Filea) € Milza)+ (1 ~ Az}
Jites) € Afslzs) + fiten) = Afi{end
Silea) ~ fites) £ Afy(za) ~ Jfi(2))
Jitz - fifn) AU{(’:) = fi(n)}
t2~1n1 - Arsy - 23]
y de aqui

fitk) = itz Jites) ~Ji{=1)

=~ ¥y T men

Otra forma de expresar #; es 1a siguiente:
3= Any +{1 - A)zy y de aqui tenemos que:

Jilza) € M)+ (1 - A)fs(es)
Jilaa) = Jilzs) € MUyl = fy(2a))

Witz = L) fites) - fi(z2)
Mes-n) = 312

Lilza) = fi{=0) < Jifz3) = fites)

£3~2y T 23-~123

De esta propasicion se desprenden los siguicntes resultados;

PROPOSICIONZ  La funcién

o = LU = SN
= LA
HE = =G

21.



donde H{r(j)): 2(j) ~ R ., con £'(j) un valor fijo dado es no decreciente.
LEMA

J;7 (x4 € £;*(2(3)) para todo valor de fiujo.

Par otra parte también tenemos e} siguiente

LEMA  [*(£'U) < ;" (")) para () € #"(5)

Demostracrin:  Tomese cualquier vulor de flujo 2(3). tal que #'(j) < 2(j) < 7”(j} entonces:

LN = Lt Ste"0)) - £le)
=20y 7 Uk
por Ia proposicion 1, es elaro entonces que tenemos que
12} = 1 (s '<lim 12(5))— (=)

T'0)=1l) = )= T r(g)err )
= 7"
Como esta expresion se curnple para cualquier valor de z{j),consideremos el

limite por 1a derecha en el primer término de la desigualdad :

S A CAFIIEY ACTE)
w4

por todo esto tenemos que *(+'()) € £ (#"GY .

LEMA  5i s tiene que [;™(#()) = £;* (2(j))entonces la funcicn es contipua ca
()

Demostracisn:  Si se tiene In jgualdad que hemos mencionado, entonces 1a funcion ex
diferenciable en r(j) por lo tanto  al ser diferenciable es continua o
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11.1.2 LA FUNCION MARGINAL DE COSTOS

En algunos casox no se conoce Ia funcion de costo del problems que se quiere
resolver. Este puede ser ¢l ceso del problema Diferencial. En este caso dicha funcién
puede ser construida en base a una funcién marginal #; que seri no decrecientey
convexa.

n€R para ¢)(zi)-) Sn S 42U ) € CU)

-x, s ()< ().
6=
+ou,  sio#(ji> e ()

donde:
o lzli)-) = r,u)li_":lu)%("(i))
eilz(j)+}= r,u,li_n:,mo‘,(r’u))

Lo que buscamos es una funcion e, tal que al integrarla obtengamos la funcion
de costo f;{z(j)} es decir uns funcion ¢, que cumpla con:
r(3)
stein= [ e+ o
¥ r(jJERyYcon n€ER
Tenemos como condicion a Ia frontera que f,(r'i)l = o
Entonces es claro que:

I (20)) = 8;(r()=)

Lrstin = e,il+)

Y debido a esto la funcidn marginel de costos que buscamos es la siguiente:

~cc, 8 x{j) < T ()
o= {.. €R. para JT(z(j) £ 0 € S rUY i 2} € CL)
o, 8 () > et )
Definiremos el siguiente intervalo, con el objeto de abordar posteriormente
cuando pasemos al problema de Distribucién. el concepto de solucién regularmente
{actible. ¢l cunl cs esencial en el planteamiento de varios teoremas.

DEFINICION

€(j) = {2{j) € R tal que existe n€ R con f;™ (i) € n < f*(2UN) 2



€)= {=() € R tal que existe n € R con 8;(z(j)=) < n S ¢;(z)1+)}

Nota: La diferencia entre C(j) ¥ €(j) estd solamente en los valores extremos
€(j) ¥ c*(j); estos valares pueden pertenecer a C(5) pero no pertenecer a &(5).

11.1.3 CURVAS CARACTERISTICAS

Considérese el siguiente conjunto:

T, = {(=0) v(j)) € R? tal que £~ (=()) < i) £ [ (=i}

DEFINICIONS; recibiri ¢} nombre de curva caracteristica.

Observacién:Dichia curva no cs la gréfica de una funcidn ya que en todos los
valores z(j) dunde £~ ((;)) no s igual & £;*(=(j)} encontramos en la curva un segmento
vertical que une ambos valores.de aqui que para estos valores de flujo {5} tenemos que
todos los puntos de la forma (2(5),n) con f;™(=(j)) £ n £ f}*(2(j)) pertenecen a Ia curva
caracteriptica.

En I, podemnos leer el valor de /" (s(3)) y de fj*(s(j)} si recordamos que
#i(='G)

D= i,

fHein = x'ml_i_n:("_). #;(2'(5)



1.2 PROBLEMA DE DISTRIBUCION

Ex esta seccidn introduciremos el problema de distribucidn 6ptima considerando
funciones de costo no Eneales Dicho problema es una 16 del probi de Distribucién
para el caso clemental,el cual ya hemos tratado con anterioridad.

Con este objetivo en mente sers necesario incorporar algunos elementos tedricos
indisp bles en el plantenmi de} probl que nos 6eupa.

Pera cada &roo j, hemos definido 1 funcidén f;(s(J)) que representa el costo de
mandar z{;) unidades de flujo por e arco j.

11.2.1 PLANTEAMIENTO DE PROBLEMA DE DISTRIBUCION
DEFINICION
La funcién global de costo de un fujo s en una red se define como:

LEES /6]
JEA

P ahoraa iar ¢l probl de Distribucién éptima
Niné(x)
e,
zU)ECUNY jEA
U=Hi¥ i€N
donde y = divs
donde (i) &9 una etiquets asociada a eada nodo gne representa la relacion de
ofertas y demandas de 8ujo 1a relacién Olerts- Denanda en cada uno de
los podos.

Haremos ahora dos supuestos importantes que mantendremos en ¢l desarrollo
de ests section

0 Cienbliy=sN =0

i) la red G c» concza

Tenemos dos resultados importantes de Jos cunles se derivan una serie de re-
nulludm mas, el pnmero esteblece que para cunlquier flujo factible X e valor de 1a

de costo necesar es finito, lo cunl es basico para entender el teorema
de acotamiento para flujos que veremos en ¢l final de este capitulo; ¢l segundoes e -

#encinl para saber do se ha ado una solucién factible para el problemaﬁc




distribucidn y enando es neceserio seguir buscando dicha solucién |, sdlo asi podemos
abardar y eutender los algoritmaos resolutivos del eapitulo tercera.

PROPOSICION
#r)< oo <= (i) €O} V5

Esto se debe claramente al hecho de que sdlo si z(j) no pertenece a C{j) tenemos que

J(2G) =00

TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE.

Sea un flujo x para ¢l problems de Distribucidn tal que divz = b.Una condicién
necesaris y suficiente pars que dicho flujo ses factible es que ¥S) < c*(Q) para todas
las cortadurus @ = [S,N/5) donde N es el conjunto total de nodos.

En este teorema tenemos un nuevo elemento tedrico

Q= T erin- ¥ 6y
2€Q* JEQ=

ltndo se despresde delosi

La juterpretacion que podemos dar & este r
(S} s In sutun totel de Ins relaciones oferts-demanda de todos Jos nodos de S. Cuando

dicha relucion es igunl a divr para cada nodo de S entonces (S) coincide con 4 =
Leq¢ #(i) = T,eq- #li): ¢« claro que si z 5 un flujo factible, cntonces 4 = (5) < ¢*(Q).

Demostracion:
— ) Supongumos primero que 2{5) € C(j) Vj i.e.

USROS VS
Nuestro objetivo es demostrar lo siguiente:

W) < r*(Q) pura toda cortadura Q = [S. N/5)

Consideremos shora la cortadura generada por un nodo wy,

2 Q=|[S.N/s)donde S= w, ¥y N/S= N = {w;)



Wej= 3 2ti- T e ¥ - Y @
Jje@t €Q- JeQ FEQ-
Por 1o tanto §(5) € Q)
Consideremos uns coleccidn arbitraria de nodos S
Entonces si § = Uw; ¥ @ = [S.4/5] tenemes que KS) = T, esHwi) € T,eqe =) -
Tieq- 201 S Fjeqe et U]~ Lieq- ¢~ U1 = Q)

y de nqui
us) < @)
Como la eoleccidn era arbitrasia 1a necesidad queds demoastrads
«)
La suficiencia se prucbs de forma constructiva, usando ¢l Algoritmo de Distribucién
Factible (ver Apéndice A) [a]

Puede ser que G5} o sea cerrado, o cunl nos levaris & replantesr e} teorema
en loe siguientes términos:

TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE MODIFICADO

El flujo 2(5) € CUj} <= ¥S) € C{Q) para todus las cortaduras

G = {5, N/5] donde

CR=1{ 5 «it- T =) tal que 2(3) € CUY)
JEQ* JEQ™

Demontracion:  La demostracion s andloga a Ia del teoreron antetior:
= } Se toma un nodo arbitrario vy tal que b} = divtv,);ademds se
eomsiders una cortadura @ = {5, N/S] tal que S = w;.e5 elaro que

HSi=bw)= 3 = 3o 20}
€Q4 1EQ-

donde z{j) € C(IY j € @por Jo tento ¥S) € C(Q)
Considérese cunlquier otra cortadurs @ = [S.N/8], S puede expresarse cotno
S=u

B(S)= Y Hwd= Y #l)- 3 s cid

wESs €Q* Q™

donde (i} € C{j) ,por lo tanto



bS) e C(Q)
<= } Es una demostracién andloga a la que se hace para el teorema original
usando el algoritmo de Distribucién Factible o

Podemos referirnos a un caso andlogo que garantiza ia existencia de soluciones
regularmente factibles.

DEFINICION Una solucién se liama regul e factible do z(j} € C(5)
para toda j € A,y divz =

Se puede modificar el t ye jonado para la exi ia de sol
factibles y adaptarlo para soluc regul te factibl

TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE (SEGUNDA MODIFICACION)
Un flujo = que cumple con que divz = b es regularmente factible & y solo sf
¥s) e C(Q)

donde £(Q) = (Tj¢q¢ *U) ~ Tjeq- 2U) tal que z(5) € €}

Demostracién Ansloga a Ia del resultado anterior.

11.2.2 CASOS PARTICULARES

Un caso especial del problema de distribucion éptime es el problemn de circu-
lacion en el que i)=0 ¥ ie N

Un modelo mis general es el problema de flujo dptimo,en este caso, también se
tienc une funcién de costo asociada a cade nodo i, y la funcién objetivo a minimizar
es:

TealileN + e £ilwli))

Sobre todos los flujos que satisfacen:

TGIECU) ¥ JEA

y

W ECH ¥ ieN

Supongamos que nuestro problema es mandar una cierte mercancis por una
red. La funcion de costo asocinda & eada nodo representarin el precio global del total
que se tenga de mercancia en cada uno de los nodos.

kY



L3 PROBLEMA DIFERENCIAL

En este problemn tendremos asocindo s cadn nodo un valor u(i) conoeido come
potencinl ¥ & cada areo 11 i*). el valor de e teusion »j) = u{i'} - ati}

Para rads valor de I tensidn definiremos la funcion de costo g,(r(i)}

Dichs funeidn tendra lus caracteristicns meancionndns para /,: convexa, no de-
creciente ¥ continue ou < nterior de D{j}

tenemos Jos siguientes intervalos para of caso de Ja tensidn:

Dijy= {elsre Big,(vtin< x}) ¥

DY = {+tj) € R existe me B con o) (/) < n & g

Observucion: Ex clara que Mij) € I4j) porgue si vgj) € DY) entonces existe n € &
tal que g;" (o) € » £ ¢} (o(j) por o tapto se cumple que g, < x

Cousideraremos la funcion objetive v} definids como

viu) = - F e wliibli) = e a 00001
IL3.] PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DIFERENCIAL

Pasemut shorn a plustear el problema Diferencial,
Maximizar cviz)
50 MIJEDYY Y JEA

DEFINICION I'n potencint v ta) que Wi} € D5} ¥ 5 € A se Uane potenciat
fartible,

DEFINICION 5 ndenmis mininsza vix) es un petencial optimo

Lu siguienme definicion e bisica pare entender ol planteaniiento del Teorems
Diferencial Fretible que romo en ¢} Prohlema de Distribucion e+ basico pura saber
cuanda tenemes une solucion factible o cunndo necesitamos seguir buscundo dicha
solucion futtible.

DEFINICION g% (Pi= T cps d* 1) = T,ep- 47U}

TEOREMA DIFERENCIAL FACTIBLE:

W EMTU B LE ¥ e 0Py Y

circnito rlemental £

DEMOSTRACION

=)

SidG S AL aTGN s

Toeps Wi = Tyep- i) €

Tieps ) = Ly p- diiy = dHP)

para todo caming P

Si V = Al" para algin potencial I, entances eli')- vfit = Lo M- pep- v €
atip)

phra tode camino P 35,



Donde i' es ] nodo final de P.¢ i e5 ¢l nodo inicial de p. Si nos referimos a un
circuito eatonces ambos nodos coinciden por lo que

0= uli’) - uli) € dH(P) [s]

<) Se prueba constructivamente usando el algoritmo Diferencial Factible (Apéndice
B)

Sabemos que D(;) puede ser un intervalo no cerrado ya que 4-(;) y/o 4*(j)
pueden 1o pertenecer & L{j), en este caso nuestro teorema debe ser sustituido por e}
siguiente

TEOREMA DIFERENCIAL FACTIBLE MODIFICADO:

Un potencial v(j) € P{j)} < 0€ D(P) ¥ los dircuitos clementales P donde

D(P) = {Tjep+ vU) = Ljep- vli) tal que o) € D(j)}

DEMOSTRACION

=>  )Sean i e i vértice inicial y final de un camino P

W) -ul)= 3 v(i}- 3 stire DiP)
JEPT i€

porque
v{j) & D(j} para todo arco j del camino P
<« ) Andlogo # la del Teorema original utilizando el Algoritmo Diferencial
Factible.

. DEFINICION  Se dice que un potencial es regularmente factible evando o(j) €
DU) YieA
En base a esta definicion tenemos el siguiente
TEOREMA DIFERENCIAL FACTIBLE (SEGUNDA MODIFICACION):
Un Potencial es Regularmente Fuctible 5i y solo si 0 ¢ 5{P) donde
B(P) = {Tjep+ vi) - Ejep-vlid [ vlid € Dj))
(La demostracion es andloga a la de los casos anteriores.)

11.3.2 CASOS PARTICULARES
En este caso también tenemos jas dos variantes del problema anterior
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1. Si consideramos que i) = D tenemos que

LGRS WP RE

Esto significa gue elimi de fx objemocl costo por concepto
de la mereancin en cads uno de los nodos, conservand te e} to global
del costo en Jos arcos de 1a red.

2. Si asociamas & cada nodo i una funcidn de costo p{u(i)) ¥ un intervalo D{i)
tenemos entonoss ¢l problems potencisl dptimo.

En este casa Io que habria que maximizar es:

=Y stu - ¥ witetin)
iEN JEA

se. weD ¥ ieN
iYeDG) Y jEA

I1.4. CONDICIONES DE LAS FUNCIONES DE COSTO
Hemos visto hasta shora &l Pmblema de Distibucion éptima ¥ ¢} Problema

Diferencial. Bajo certas condici stas & }as funel de costo dichos proble-
mas pueden convertirse uno en & Dual el otro; son preci esas dici Ins
gue estudiaremos ahora.

DEFINICION

Diremos que Ias funciones f;(+{)) v #;{v{j)) son CONJUGADAS 1» una de la
otra st

Li(=Ui) = swpyipe pirUIV() - 95 (i)}
= ~infygie oy (i (e ~ G0N}

140U = sup e pl= U0 - LU
= ~infegiyecty (el - s(o(iN}

Verernos ahors tres resultados hisicos, partiendo de que las funciones son con.
jugedas, ya que nos permitirin demostrar que cuando (z(),»(j)) € T; ¥ divs = b hemas
encantrado las soluciones Sptimas de ambos probl ¥ ad dichas soluci
coinciden.

A g oG = ~Us2 ()~ 20NN <= [7EGD SN S MU YUl ER ar




Demostrarién:

850N = ~infegipectnlf(=U)) - 2lin(s)) por definicion

Consideremos 1a funcién h(z()) = f;(z(j)) - 2(i)v(j). Para encontrar el valor de
z(j) tal que gy{u ) = -f(z(j)) + z(j)v(j) €5 necesario encontrar €l infimo de 1n funcién
h debido a 12 definicién de 5. De aqui en z() se aleanza el fnfimo de la de s funeién
h <= -h =3y por otro lado

En z(j) se alcanza el infimo de la funcién h <= "~ (z(j)) < 0 < h'*(2())) (ver cap.
3) dedonde ~h=p e M (z(N) D<K {2()) = J;7 (=) € vl € f[H(=1)) =}

B file() = ~(g;(oli)) = s(ili) =2 g (0UN € sU) S PG Vel ER

Demostracidn: [y(zU)) = —infiepiy{si(el)) — #(j)ols)} Considerar Ia funcién h(v(j)) =
2i{v(d)) - (i }u(j), &5 cluro que para encontrar el valor de v(y) tal que [;(z(7)) = ~g;(v(j)} +
=()u(j) €] infimo de Ia funcion b es necesaria. Ea oj) sc aleanza el infimo de Is funtién
h &3 ~h= [y par otro lado En o)) se aleanza el infimo de 1a funcion & &= K- (o)) <
0< b {u(j)) De aqui —h = f &= A= (u()) S0 S MO = g 0UN < s<ot0l) O

TEOREMA
(SUVWN €T; == LGN o) S SHE0) <= 55700 € 7U) S 6 0G)

Demeostrariin:
OGN S ) S S == S5 =2l - 5;000)) =
#5(v() = 2(iU) = £,20)) &= £720) S ) £ fitel) e (fU).vUNET, a

De aguf se ve que T}7 = {(o(f). s | g € 200 € ;' v(i)). Si consideramos &
D7) comno In proyeccion en el cje vertical de 1a curva caracteristica, entonces llegamos
a Ia siguiente definicion:

DEFINICION

D(j) = {nj) € R existe £15) € Reong}™(v(s)) < =(j) < 5} (v(i))) yue es |a Proyeecicn
gg T; en ¢l eje vertical,



IL.5 CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE COSTO

Las propiedades que se desprenden de tener func de costo conjugadas son
muy importantes para!a elaboracién de Ia Teoria de la Dualidad Generalizada. Gracias
a ellas podemos construir las funciones de costo g(v(j)) en base a Ias funciones de costo
J,(z(j) asociadas a los fiujos. Basta con obtener primero la curva caracteristica I'; en
base a f;(z(j)), después determinar Ij! y finalmente integrar I';! para de este modo
obtener g;(v(j})

La constante de integracion se determina en base a las condiciones iniciales
preestablecidas, Teniendo la curva caracteristica se determina un punto {i(j). #(j)) € I';
y 9;(8U)) = 2U)50) - Ji(#0))

De aqui se desprende que:

(ol = )W) = SEGN+ B0 vl e R

Donde v,(t) es Ia funcidn que se genera utilizando ;! sin
mentos verticales de dicha curve. Otra forma de ar g;{v(j)) es obt la curva
caracteristica I'; en base a f;(2(j)), luego determinar ;) como la proyeceion de I; en
el eje vertical.

idernr los seg-

Posteriormente, para tada v(§) € D(j) encontrar un valor (), tal que (=(5),v{j)) €
I; y luego obtener g;(v(j)) = z(i)v(j} - /;(z(3}). Por otra parte para cada v(j) que no
pertenece a D{j) definir g;(v(j)) = 0

Lua posibilidad de construir las funciones de costo del problema dual en base
a las funciones de eosto del primal es fundamentsl dentro de Ia teotia de la dualidad

btenid

ya que nos garantiza que las fi 9 y / son conjugadas por lo que si
(z(j),v(4)) € T;, 2(i) € C(j) ¥ v(j) € D(j).segin los tearemas que hemos visto . Esta
propiedad es bisica y necesaris para ssegurar que ambos problemes son duales ¢] uno

del otro como veremos a continuacién.

11.6 EJEMPLOS DE FUNCIONES CONJUGADAS

Ejemnplo. 1. Consideremos el primer caso de funciones lineales de costo

(e = (AP S 2 €GNt
e = (& 8 #0) £ -Gt " %,



fa !
. .
L LT

De la grafica de 1, sc ve que :

ENN \..’V.-p(p

Wz = CULEGN T YT

v(j} € () = (i), e T}
Para d(j) < v(j) se tiene que g,{v(j)) = »(7)c* (7

)= dUde* () - pli) = e G)eti) — d(i)] -

P)
Para v(5) < d(j) se tiene que g(e(i)) = v(7)eG) - dlde~(7) - pla) =~ (Aot - el -
)
Por o tanto la funcion g;(w{(;)) es 1a siguiente
o2 [ — dE - pL) si )2 dLj)
s = {10 -Gl a2
F A
J
1'3"" -(ji
< !\ :"(j)
zt,l
v ?
g,
T 4
8t ug.,\.
A T 7/ d'tj)=ce
&~ [N

40.



2.Veamos e caso de una funcién localmente lineal.

‘Gﬂy '\d:j' .(jr.:b(él Fx

e \JW ) Figs o |
L) (i by ay ]

i . — o d PO PN I
o) RGOSR ¢,19-_c~(§,

Q
|
!

i
(z(j)

Xy 1
g9

) c,«i;

Fae .
e, G
ey
Ty \/(p-

M ) +pU) s U S 30) Saili)
7= 4 sDt) + i) 8 1) S ()
dy()=() + pali) s ea(h) € i)

Vemos en la grafica de T que si
vy < 47 () = (G el ET;
d7()) € i) L () € dal)) = (alid vi)) €T
d5(j) € +(j) € 304} 2 (ealf). WD) €T
dy(3) < vli) =2 (eali) v € T
Esto nos lleva a lo siguiente:
Wj) € i) = g;(vli)) = eli)oli) - fi(e )

De aqui:
9 = (b} = dili)e"U) = m(i)
5= " (NY) - 40 - )
Utilizando un iento andlogo, pod saber cuanto vale 1a funcidn ¢
en cada uno de los intervalos dados para ofj). £




vlj) € d(j) = g = ™ (o) - dU)) ~ P U)
di() € i) € dil§) = #;(e(3)) = &1 () [o(5) ~ d2(i)] — pals)
d3(7) < W) < a0} = #5(v()) = c2(e(d) — dali)] - i)
d3(§) < v(i) < du(§) = g;(0() = es()eli) = dalD} ~ pali)
De esta forma hemos obtenido la funcién .

II.T VERIFICACION DE LA DUALIDAD.
Hemos Hegado a una fase muy importante dentro de nuestro desarrollo de la
Teoria de las funciones Conjugadas: veremos como cada uno de los problemas que
estamos tratando sc convierte en el dual del otro 2! asumir que las funciones de costo son
conjugadas y al considerar los vectores de flujo x y tensidn y tales gue (z(j).0(j)) € T; Vi.
Utilizaremos para ello la teoria tradicional de Ia Dualidad de la Programacion
Lineal junto con los Teoremas que de ella se desprenden.

1.1

A continuacién enunciaremos los dos p

Problema de Distribucién
MIN ¢lg)= 3 fil=()
€A
a.e.

=(j) € GU)
divi(s) = i) =Ni) YieN

Problema Diferencial
MAX ¥} = = T slifi) - a1
ae.
v{j) € D(j)

(i) sin restriccidn



Veamos ahors porque son duales el uno del otro

Partamos por hipotesis de que las funci das, adems
los pares (z(5), o(f)) tales que (2(j), W)} €T; ¥jLa xgumdad dm.(:) 81} puede expresarse
coto Ez = b para tods i ¢ N donde E ¢ la matriz de Incidencia.

Entonces podemos volver a expresar ¢l problema primal de Ia siguiente forma:
MINKz)= Y £z
€A
8.
() € C()
Ex=i

Como trabajando con funci de costo congujsdas, tenemos que &
(s} s03)) € T; entonces z(5) € [e2 (). €} (7)) ¥ de aqui =() € CL} ¥ «F) € 147 (), ¢f(4)) por
lo que »(j} € DGj)

Paur efectos de la verificacién, consideraremos que las variables del problema
dual forman el vector ¥ = ~u Por otta parte como Es = § las varisbles del problema
dunl no tienen restriccidén de signo.

De hecho, las condiciones del Problema Dual son o) € D{5) y u(i) 5in restriccion.

Lo que resta pues s detarminar Ia tstructura de ln Funcién Objetivo del
Problema Dual. Debido a que trabaj con & das ¢ que:

-t

$51vUN = UpG) - AU

¥ de aqui:
g0 + S=0)) =}
v{j)

De agui como £z = b se tiene que L'{bl‘!ﬂ%{alﬂmb“ = =
EUffe)+ 1/95)); € A= b De aqui
]JEA - E[ l,cA

Notar que ;&j es una funcion del fujo 2(j). De acuerdo a 13 teoria de Dualidad

tendrinmos que los coeficientes de 1a funcidn objetivo del problema dual son:
4 paideiid)

R 4.



Y 1a funcidn objetivo del probiema Dusl quedaria como
i) = o fi a(ﬂ_("%’ln
¢on o = (u'(i}) Considerando gue o' = —v con v vector de potepdiales.
$lu) = (~buliew + l*v)lﬁ"ilﬂ[&%%ﬁl porque [~vj[E73] es el vector de potenciales u.
Eato iltimo se debe 3 que v = ~ulF]

Finalmente de squi obt 1n funcidn objetivo del problema Dusl que estil
buscando.

e = = 3 M) - 3 gi{W)
N TEA
De esta forma hemos llegado al problema Dunl, primero encontrando las res.
triecivnes y posteriorinente la estructurs de la funcién objetive:
Maz ¥lu}
st
v} € D(j)
wi} vin restriccicn

I1.7.1 COINCIDENRCIA DE LAS SOLUCIONES OPTIMAS.

A continuacion enunciamos o} teorema fund tal de Ia Dualidad para el
problema Diferencint y para el Problema de Distribucidn.

TEOREMA

Un flujo y un potencial son soluci Spt para &l probl Diferencial y
para ¢} Probl de Distribucién, y ademés cointiden < patief div{e} = b y

(=(i) vl ET; ¥ jEA

Demostmeion?
siempse daremos por hiecho que las funciones de costo son congujndas
<)

4 Comeo J ¥ 7 son conjugadar



se tiene que f;(x(5)) 2 z(j)v(i) - 9;(c(i)) ¥ j € A como divz = } tenemos que
=) = —w(iMi)

por 1o que
£il=0)) 2 —ul)¥d) - 9;(v(4))
Yy
PP E D EEDIMTOLGED PP
JEA ieN JEA
1o cual implica que

)2 W) ¥ sy wtal que dirg(z)=b;
Como por hipdtesis (2(5),«(j)) €T; ¥ j € A tenemos que:

Ji(z() = —ulili) - g(v()) ¥ jEA

por lo que tenemos que

)= ¢lu)

Si consideramos cualquier otro flujo =* y
#(z") 2 $(z) = ¥u) 2 ¥{u7)

Lo anterior implica que dicha igusldad silo puede darse en el caso de que
tengamos que

otra tensién v*, L que

inf{é{x)] 2 € R*, divr =8} = §(z") = ¥(u') = sup{¥{v) Ju € B"}
= Yinfl${z)|z€ RA divz =3} =
#(r) = ¢lu) = sup{¥{v} ju € R"}
De aqui se desprende que :
Ji{z() = —ulD¥i) = g;(v(i)) ¥V JEA

Como las soluciones son Sptimas divz =4
lo que significa que

LGN = sUkli)~55(vl) ¥ JEA

por lo que
()oliNe T; ¥ jed



1.8 MEJORAMIENTO DE FLUJOS

Vainos ahors a coutinuar puestro desarrolio tedrico con objeto de establecer
bases suficientes para entender posteriormente los algoritmos de resolucion para ambos
problemas. Definimos I funeion (1) = é(z + t:) donde x €8 una solucion factible y z es
un flujo arbitrario. Dicha funcidn es convexa en t € R. Especialmente importante en
¢l desurrollo de algoritmos, es ¢l caso donde : es e} vector incidente ¢, para un camino
clemental p.

En este contexto se ticne que:

Hn=dc+te)= 3 L0404+ 3 L0) -0+ E Jit=()
jert JjEP-
Se ve claramente que los valores para los cuales f(1) < oo son aguellos para los
que z(j)+1 € C(j) para toda j € P* y 2(j) -t ¢ Cfj) para toda j ¢ P~
Son fundamentales en nuestro desarrollo tedrico,los siguientes conceptos:
a)La derivada de f(1) por Ia derecha, a continuacién veremos como se obtiene:

L0 - J1) _ Dyeps L) 4 )+ Tiep- 50} - 0) = Tjeps Ji(z() 1) - Tjep- £i(20) = 1)

=y L+ - LN+ D) o Ui0) - 9 - L(=6)-1)
JGEA -t ;EEA s~1

lm LI 5 40— Z Lo -0

6P

IMUEI S TG RT3l £ B
JEr jeP-
De In misua manera se obtiene que :
b)La derivada de f(1) por Ia izquierda
I'0= 3 L E0+n- }: IAEHED)
E{iad
Un caso muy importante es cuande f4(0) < 0. Como la funcién f'* es creciente
porque cada f, cs convexa,existe una ¢ > 0 tal que £'*(1) > 0y en la que f'~{1) < 0.
Coamo veremos después, en dicho punto ¢ 1a funcidn aleanza su minimo,por lo
cual
JI0) < J(0) y d{x +fep) < 8(z).

%cual signifien gue podemos mejorar e} v de nuestra funcidn de costo.



Por otra parteencontremos shora el valor de 4}(P):
@dP)= Y G- 3 46
JEP* JEP

= Y - 3 ftein =1t
JEP P13 i

Y& que

: 17 G). 20 = U5 6D, SH =0

asi f*4(0) es igunl & d} (P)
Se puede ver {acilmente que :
.—u&)?iw L= rLy!;Tm Heun= r&lﬂ_‘ﬁ‘?(i) =d*(j)

b «lw'

S T

l bt - ‘ -)-—"L PGrAn AT g
l cI,l Gllsy i i :“lp‘::q(j: Y Lz L)'_‘)(-.l_’). (r(‘\,r-g

J'lp:-w

Estrs expresi som equival a las sigud

Jim £7G0)+ 0 = lim 1 =G)+0) = ¢T0)

¥ del mismo modo

Jim e -0= Jim, Sl -n=d70)
De todns estas identidades podemos determinar una identidad importante para
4*(P)
H4py= T arN- Y a0
JEP Pl o
= 3 umftet)+0- Y im g (=) -0

erd 1
* ! 47.



= ‘l_iy_:)l“(')
y del mismo modo
d=(P)= Bm (1) = lim £'*(1)

Resulta necesario en este momento definir dos elementos fundamentales que
servirén de base tedrica para demostrar una scrie de teoremas que veremos posterior-
mente.

DEFINICION Se dice que un circuito P es no Balanceado cuando D{(P) € {(~00,0)

DEFINICION Se dice que una cortadura ¢ s no balanceada cuando &(Q) ~
HS) € (—o0,0)

El siguiente Teorema es bisico porque conects las soluciones de ambos proble-

mas:
TEOREMA
Para que en el problema de Distribucién I solucién factible encontrada sca
éptima, es jo y sufidiente que en el probl Diferencial la solucion encontrada
sea regularmente factible.

La Demostracion la abordaremos mas tarde en ¢l Teorema dc existencia de
soluciones Sptimas. (seccion 11.13)

Aznalicemos ahora los tres casos siguientes

a) sabemos que si d4(P) < 0, no existe un potencial U tal que vj) € [d7 (7). 42 (j))
¥ 81 D(j) es cestado decimos que no hay uu potencial factible.

b)Supongamos ahora que D{j) no es un conjunto cerrado p.a. j, entonces lo que
afirmariamos €5 que 5i D{P) C {(~,0) entonces no hemos encontrado atn un valor de
tensién v j} que satisfaga v(j) € D(j)

c)Por ultimo st d*{P) < 0 podemos asegurar que no existe una solucion regu_
larmente factible para ¢l problema Diferencial, ya que estariamos frente a un circuito
P tal que DX P)C (-00,0).

Estos tres resultados son muy importantes; en base a ellos podemos saber si atin
no tenemos una solucién factible o regularmente factible , ademaés s¢ conectan con los
siguientes teoremas Jos cuales relacionan Ia factibilidad con la derivada por la derecha
de la funcion de costo.

TEOREMA

1)P es un circnito no balanceado & f*f) <0 v ¢

(Dc aqui, si /'*(1) <0 ¥ ¢, entonces se cumple c)

Demostracidn: =

% Partimos de que 2(F) € (~o,0) donde



BUPY = {T,eps 3} = Tyep- vla) | 1ld) € DU}

Ahora,
OB I A CHE B S A CH BT
JEP JeP
= Z d-:+l(j)_ E A eeld)
et JEP-
Es claro que

d ()€ DU y di e D) prra jeP* y je P

respectivamente (ver definicién de D(j)

Par lo tanto:
I e ).
Por esto
st <co v
<)

S} <0 ¥ 1= d*(P) < 0 (por definicion de d*(P) ) = D{P) C (-=.0)

TEOREMA

dHPY<0 e= Y10 V ¢

De aqui si f*(t) < 0 ¥/ entonces no se tiene un potencial factible (x(j) €
la=G)a* G

Demostracidn: <=3 )

HPIC) = ‘l_i.rij“(!)sn = fHygo vt

49.



TEOREMA

dH(P}<0 = pa ¢>00etiene fH(t)g—c ¥V ¢

Demostracién: <)
dHP) <0 e limpeeco (1) < 0 &= limy—oo £H{) = —c con (>0
= pHS - W, o

Eastos resultedos son importantes porque en base a elloa se establece |a forma
de mejorar una funcién de coeto f;(2(j)) establecida para cada arco ;.

TEOREMA DEL DESCENSO PARA FLUJOS.
Sea P cualquicr circuito el tal y sea 7(f) = é(z + fc,) donde x es cunlquier
Jucidn factible al probl de Distribucién.
Entonces se tienen Ins condiciones siguientes @
7 o8 no creciente <= d¥(P) <.
4 es decreciente <= P es no balanceado,i.e. IXP) C (~x,0)
5% J es fuertemente decreciente < ¢#(P) < 0. { Una funcidn se dice foertemente
decreciente si para alguna ¢ > 0 se tiene que f(£3) < f(fs) ~ ¢(ta —1 - 1) cada vez que
f €2y f(t1) < )

B

Demestracion:
i =)

J €8 no creciente ¢=> [(13) € f(f;} cudndo t; €3,

esto implica que &f:é‘{"—" <0 V¥i,1;, esto pasa

e S0 Y = dHP)<O
i )

7 es decreciente < f(12) < f{t1) cuando £y <tz ¥ f{ty) < co,

esto implica que L!!HE'Z’M <0 ¥i,1; €ER

por lo tanto f'*(1) <0 ¥t esto Wltimo pasa <= P s un circuito no balanceade.
% =)
Una funcion se dice fucrtemente decreciente si pars alguna. ¢« > 0 se tiene que f(f3) €
S)-cliz=t) cada vez que ) S y f(H) S o0



Es claro por la definicién que ﬂ?’—ﬂiﬂ S -tz —t1) € —¢ ¥ 1 de nqui f'H) <

- St
12 ~1;
—¢ ¥ f,estopasa < d¥(P)<0. 'l o

COROLARIO

Si f{t) = (z + tc,} es una funcién no creciente, decreciente o fuertemente decre
ciente para 1 election de un flujo determinado x, entonces guarda ls misma propiedad
pars cualquier otro finjo x.

Demostraciéx: Vamos B usar el primer caso, e deciz, ¢ de una fundon no ¢ereciente,
para la demostracion.

{es nu cretiente < dH(P) <0 i.e, limg SISO

Consideretnos shora otro flujo =' es clato que lime..qo £'*(1) continiie siendo menor
o igual que cero por 1o que f(t) = ¢(z + t¢,) continiia siendo po creciente. [w]

1.9 MEJORAMIENTO DE POTENCIALES

Consideremos ahora la funcién ¢ del probl diferencial, Sab que g es
convexs pars todn j € A, ya que g7(u)) ¥ #;*(+{7) son funciones crecientes, de aqui
se desprende que 3 g;(v(5)) es convexa , por lo cunl ¥(u) = - T Hu(i) - 3 g;(v(j)) es
cimeavs.

Como g es contipua en el intervalo [¢-(j).d*(j)}) ¥ ; esto implica que v es
cantinus en el conjunto

fwe RIS GISH) S ¥ jeA)

¥
El conjunto

{veR"| wNEDU) ¥ jEAY Wu)2oa)

es cextado ya que {(s) 2 alpie(j) € D{j)] son conjuntos cerrados.
El objetivo es utilizar todos Jos resultados de funciones convexas a los cuales
hemos llegado para potenciales arbitrarios u ¥ w tal que u es factille.

Considerrinas Ia funcisn

90} = ~¢{u + tw) 51



que es una funcion convexn cerrada .
Considérese ¢] cuso en que se tiene una cortadura @ = [S,N/S] ¥ v es el vector
de potencial enys para el que:

n={v siies,
enysti) = {1 sics
El diferencial de w es entonces  Aeyye = rg. Adcmis b(S) = =b(N/S) ya que
H5)+ HNIS) =0

PO = ~¥u+tepys) = 5o ulii) ~tHS)+ Y g4+ Y g0l -N+ 3 g
JEQ* J€Q- JEA/Q
De esta expresion se desprenden g*(1) y ¢/~ (1) como se desprendicton f**{t) y
il

asi tenemos que

o= lm 8200 < ys)1 5 gt 4= T si-toli) - 1)
2€Q% €Q-

¥ de la misma forma e desprende que:
g0 = =S+ 9y (i) + 1) = D g (el = 1)

Un easo importante es el que se da cuando g'+(0) < 0.

Es muy jmportante ya que implica que existe una ¢! > 0 tal que g (€} > 0 y
#°(1) € 0y en la cunl Ia funcidn g alcanza su minimo (esto por un resultado gue se
demostrard en ] cupitulo Tres).

Lo anterior ascgura que g(f) € g(0)

Por otra purte g**{0} < 0 pucde expresarse como Q) - b(S) < 0 con respecto a
los intervalos {eg (), 2 () = ™ (sUN), 8 (e(3))]

Vanos a verificar precisamente que gr+{0) puede expresarse como cf (Q)-4(5) < 0:

S0 = -4+ YA (UD) - Fog (v < 0
de aqui 3ogit+(elid}~ 3 ey-(eli)) < 0
de oqui  F(@) < H(S)
Veamos shora los siguientes resultadus:

52. Es claro que



H)= fim clli)= fim_ gHel) = Jim o ()40

y también que

)= i ql)= lim gt = fim o] (0G) -0

De nqui se desprende facilmente que

Sim gty = v Y gt 40 - T 6 (e0) - 0= 4S)
JEQ* JEQ-
= 3 et = T =M =cHQ) - HS)
2€Q" jeQ

Del mismo modo

BLNACERCRDIWALOEDED BRACHEDIEET)
j€Q J€Q"

= 3 Ul X G- bE = —e(Q) - #(S).
JEQ* ieQ-

a)Supongamos que C(j) es un conjunto cerrado.Debido al Teorema de Distribucién
Factible snbemos que la existencia de una cortadura con «*(Q) < ¥{S) implica que no
existe z(j} que xatisfaga :

e=(j) £ 7(j) € c*{j) y que ademss cumpla con que dipz = b.

b) Supongamos ahors que C(j) no es un conjunta cerrado.entonces lo que afir-
mariamos es que 8i C(Q) € (—oc.5(5)) entonces no hemos encontrado ain un flujo r(j)
que satisfaga r(j) € C{j) ¥ que adenibs cumpla con divz = b{Teorema Diferencial Factitle
Modificado})

¢} Un tercer caso, supongamos ahora que existe una cortadura Q = [S. N/S] tal
que C(Q) € (o0, 8(5)). entonces ¢l fiujo asocindo a dicha cortadura no es regularmente
factible.(Teorema Dif. Factible, Segunda Modificacion)

Estox tres resultados son umy importantes ya que en base a ellos podemos
saber si hemos encontrado una solucion factible , regularmente factible o si tenemos
que seguirlas buseando; ademiis se conectan con los siguientes teoremas que relacionan
Ia factibilidad de la tensién V con la funcion de costo g){v(j)) para cada arco j, hecho
que utilizaremos en o] desarrallo de algunos algoritmos que se ven en el capitulo t"gti



TEOREMA

Q es una cortadura no belanceada < (< V¥ 1

De aqui se desprende que 3'* (1) < 0 implica ¢)

Demostrarion:

=

CAC(-x.HSN = Q- K C (=x.0)
sp{C1Q) - B(S)) = *(Q) - HS) < 0
Se presentan entonces dos casos
5 Q) - HS) <0 limime gt () < O por Jo tanto g+ (1} <0 ¥ 1.

si ¢4{Q) ~ ¥ S) = 0, supongamos que existe un valor de f para e) cual se tiene que
FH{1) =0, entonces :

0=g*(n=-HS)+ 3 St 4n- 3 g -0

I€Q* 1€Q-
==KS)+ 3 )= L cTure C@-bs T
1EQ* 1€Q-
por lo tanto
o vy

&) Si (1) <0 Vo> limi—ne #711) € 02 H(@) = HS) < 0 > C(Q) C (=x.b(5)) =
&(Q) - HS) € (-x.0) = Q es una cortadura no balancends o

TEOREMA
HRISHS) e FHNgo V!

(De aqui. si g™ (1) €0 = s& cumple 1} o 2) si C(j) es cerrado)

Demostracisn:
o)

54 QIS MHE) = HQI-HSI S0 = lim_ngtN<0 = FHNSO W [}



TEOREMA

Q<) = FH)<—cpr 20

Demostrecidn:
HQ) < S = HQ)-H{S) <0 ==
Jim gt} <0 = lim g <
> gHt)<—« Veyparanlguns >0
=]

Veanos ahors lus tres formas distintas que existen de mejoras ¢} valor de nuestra
funcidn g(¢), expresadas en el siguiente Teorema de Descenso para Potenciales.

TEQOREMA DE DESCENSO PARA POTENCIALES,Sea Q = (S, N/5} cualquier
cortadura ¥ sca g{t) = —¥(u + teyys) donde u es alguna solucion factible al Problema
Diferencial Optimo, entonces

1. g es no creciente < HQ) < KS)

2. g es decreciente e= @ es 0o balanceado o sea que &(Q) C (—oo, H(S))

3. g vs fucrtemente decreciente <= c*(Q) < ¥(S)

La demostracion e andloga a la que se hizo en el easo del problema de dis-
tribucion.

11.10 PROPIEDAD DE ACOTAMIENTO PARA FLUJOS

Esata propiedad y 1a siguiente se utilizan sobre todo en el capitulo tercero, aqui
s6lo se mencionan pars apoyar In Demostracion del Teorema de Existencia de soluciones
Gplimas.

Se dird quv un flujo guarda In propiedad de acotamiento cuando para cada valor
a € R el conjunto cerrado y convexo A = {z ] ¢{z) < a} cs un conjunto acotado.

TEOREMA

Dicha propicdad es equivalente al acotamiento de cadi sucesion de Bujos factibles
y finitos {z}}=7 tal que ¢(<*) tiende &l infimo del problema. 5.



Demostracidn: Este tetna se tratara de fiievo en e capitulo Lereero y ahi se abordars ln
Demostracion.(ver capitulo tercero, seccion I11.3,3 )}

IL.11 PROPIEDAD DE ACOTAMIENTO PARA POTENCIALES
El problema Diferencial Optimo tiene la propiedad de acotamiento si para cada
8 € R ¢l conjunto cerrbdo convexo:
{veERY| 3 u con Au=vy #{u)2 B8)

&s scotads.

TEOREMA Dicha propiedad es equivalente al acotamiento de eada sucesion de
diferencinles, e5to es, de cada sucesidn de soluciones factibles {v¥},, en In que ¢(u*)
tiende al maximo de la funcifn objetivo y en la que ¢{v¥) < 0.

Demostracién: La demostracion es ansloga a 1a del teorema anterior

I1.12 TEGREMA DE ACOTAMIENTO PARA FLUJOS Y POTENCIALES

Los dos teoremas que i 2 conti 360 serdn de gran utilidad para
demostrar los Teoremas de existencia.

TEOREMA DE ACOTAMIENTO PARA FLUJOS

Supongamos que hay al inenos una solucién factible al problemns de Distribucién
optima, entonces las siguicnte eseveraciones son equivalentes:

1.-E! problema de Distribucidn dptima guarda la Propiedad de Acotamiento

2.-d4({P) > 0 pars todo circuito elemental P

3.-El conjunto de arcos £ = {j | () = 4*(j)} no contiene ninghn circuito
clemental y hay una solucion factible al problema diferencial éptimo, tal que d-(j) <
W) <dty) YieF

Demostracidn:

1) — 2) supongaimnos que d* {P) € 0 para algin circuito clemental P, entonces la
funcidn ¢(z +tr;) s no creciente ¥j € P (por el Teorema de Descenso para fiujos), por lo
cunl si existe un fiujo £ factible tal que &(r) < o para alguna alfa determinada entonces
para todo flujo £ 4 te,, tendrnmos que ¢{x + te,) < o con ¢ cualquier mimero real, esto
gbdica clarunente que o] conjunte 4= {z{divz =b ¥ é(r) < o} no podria ser acotado,



2) —~ 1} Supongamos que ¢! problema no cumple con la Propiedad de Acotamiento,
entonces cxiste un valor de a para el cual el conjunto A = {r]divz = 6 y é(s} € o} no
es do, esto es cquival a1 hecho de que existe alguna sucesidn de flujos {2525}
factibles gue tienden al infimo del problema que no esta ncotada . Sin pérdida de gene

talidad podemos cansiderar que diche sucesion es de In forma {z +1¢,}{Z5 ,donde P s
un circuito srbitrario de Ia red, consideremos un valor de flujo z para el cusl ¢{z) <,
entonces ¢(r +1e,) < dlr +1°¢,) < $(x} € a¥ (> 0. Esto se debe a que a sucesion no csta
acotada y a que la funcidn f(1) = é(z + te,) ¢s convexn. Todo lo anterior implica que la
funcidn J{1) = #{z +1¢,) es no creciente y esto implica que por el Teotema de Descenso
pera Bujos 44(P) <0, ver a0 [a]

Esta es la tinica demostracidn que haremas porque de hecho es I inies que
necesitamos para Ia demostracion del Teorems de Existencia de Soluciones éptimas.

De Ja misma forma tenemos el Teorema de Acatamiento para potenciales que
nos dice Jo siguiente
TEOREMA DE ACOTAMIENTO PARA POTENCIALES

Supongamas que hay al menos uns solucion factible al problema Diferencial
éptimo. Entonces las siguientes propiedades son equivalent

1.- Ef problema Difercencial dptimo tiene la propiedad de acotamiento.

2. Y S} < ¢*|Q) para todas las cortaduras.

3.-El conjunto de arcos F¥ = {j |~ (4} = e*(j)} no contienc ninguna cortadura no
vacis y hiay una solucién factible al probl de Distribucién 6pti tal que ¢ (j) <
2y <ctiNi ¢ F

Demostracién: 1) &= 2) Nuevamente, €sta es In unica demostracién que resulte de
utilidad, pero no la vamuos B realizar porque es equivalente a la del easo aaterior.

11.13 TEOREMAS DE EXISTENCIA PARA FLUJOS Y POTENCIALES
A continuacién enunciamos el Teorema de existencia para flujos y su demostracion.

TEOREMA DE EXISTENCIA PARA FLUJOS.Supongamos que existe una
solucion factible para ¢] problema de distribucion, entonces los siguientes resnltados
son equivalentes.

E) problema de Distribucién tiene una solucidn dptima.

r

El problema Diferencial Sptimo tiene una solucidn Regularmeute Factible,

B

Ningin circuito clemental P es no Balanceado 5



iv. Para cada solucién factible x al problems de distribucién dptima y cada tircuito
elemental P, In funcion f{t) = $(z + tey) alcanza su minimo en algin te &

Demestrecida:

i) ¢ iif) Tenemos un diferencial tal que v} ¢ DY ¥ je4a

Dicha solucién es Regulnrmente Factible por Definicién, por el Teorcms Diferencial,
Factible exisie una solucién Regularmente Factible pars ¢l problema Diferencial =
0e D(P) <« P noes un circuito no balanceado, sin importar cual es la P que estoy
escogiendo.

§if) «=> dv) No existe ningin drcuito P tal que D{P) € (~=,0} ,por lo tanto
6§ D{P} ¥ cireuitoP, por el Teoremn de Descenso para Flujos, esto pass <= f es no
decreciente, por lo cual f alcanza su minimo en alginte P

i} — iv} Si el problemna de Distribucidn tiene une soludién Sptima, entonces pasa
enda solucidn factible x al problema de Distribucién éptima y eada circuito elemental
P,la funcién é(z + tep) slcanza su minimo en algin ¢ € K porque st no Jo hiciern o
existirin una solucién dptima.

De agui como iv) es equivalente a it} tenemos que i) ~ i}

Se ba de probar que de ii, il o iv se deriva i} Veamos que de ii) se deriva j).

iii} = i) Ningln circuito el al P es no bal

Py O dHP)
Anali esta expresion iderando tres casos,
1} 0 < aH{P} Por ¢! Teorema de Acotamiento para fujosesto implica que &
bl de Distribucidn dptims ple con la Propiedad de Acotami para flnjos;
t cualgui 36n de fiujos factibles 4 = {zx)}.; que tienda al infimo del
problems, estd acotads.

Comeo cusiquier sucesion A = {x}{2, es claraments un conjunio cerrado y aco-
tndo entonces e8 un conjunto compacto, y por otra parie, como Ia funcidn ¢f(z) es
contimia, podemos afirmar que ¢ infimo de dicha funcidn es alcanzado para un flujo =
que pertenece al conjunto compacto A, esto significa que el Problema de Distribucién
tiene una solucidn Sptima

2) Consideremos ¢l £as0 en que algin circuito es del tipo 2, ¢s decir d~(P)=0=

do, esto significa que:

P

4P}
como
4H(PY = himp 1) = 0
(P} = iy () = O
Entonces tenemos que (1) = 0 vt por ser j'*{t) una funcién monétona cre-

S'ﬁutc.



De squi se tiene que €] valor de ¢(z + te,) es un valor constante, por lo que
si modificamos el fiujo dptimo, de tal forma que para un arco particular j de dicho
circuito, tengamos un fluje #{(j) = 0, scguiremos manteniendo una solucion Sptima.

Sin emburgo, si z{j) = 0 para este arco particular, podemos tambien redefinir
e (j)= 0y c*() = 0, para este arco §, lo cunl implica que d=(j) = =00 y dt(j) = oo, hecho
que esté en contradiccion con que dH{P) y 4~ (P) sean igunles a cero. Podemos efectuar
ests misma redefinicién con cada uno de los areos j que pertenecen a P De esta forma
este caso puedr ignorarse y reducirse al case anterior.

Vea:nos ahors que sucede en el tercer caso.

3) Supongaumos que 4~ (F) < 0 = d*(P} e D(F)

0 4" (P) = b< 2H(P)

Considereinos la primera expresién, de ¢lle se desprende lo siguiente: como

2P = Tieps d10) - Lyep- ) € D(P)

se tiene que d*(j) € Xj) Yie PY

y

d-(j)e Dij) vie P~

Lo cua! implica que:

LHEGN = 170D = limgg) o) (2(3)) = d*(7) para 2(j) suficientemente grandes
cuando j € P*

y

LGN = 720D = limggy o} (203)) = 47(5) para z(5) suficicatemente pequeto
cuando j € P~

De aqui se tiene que pars toda j € P* y para valores de flujo #(j) 1o suficiente-
mente grandes, se tiene por el Teorema del Valor Medio:

Ll SO0 = a4 (j) = £ con =) § 27U) S 2'U)

¥y por Jo tanlo [{z'(7) = &+ (i)'} 4 o, prva £() > () si j € P

dende o = f;{={/) - d*()s(f)

De manera analoga, para j € P~ se obtiene que

Jils) =4 (i)' () + o para £'(j) < £(j) &g P

Aqui defini una nueva funcion que sers In sigui ente:

. ey +o, sijert
IkrliN = { d= (e} +0; sij€ P
Lil=(0) sij¢p
Y sea ¢ In funcién obtenida de ¢ cuando cads funcion J; es remplazada por J;
pars todos los arcos. Es claro que f;(=(;)) 2 J;(+(;}} para todo valor de flujo 2(5), ”“’55"'



debe a ls convexidad de la curva, De hecho, para ¢ Jo suficientemente grande, se ticne
qQue ¢(s +te,) = élz +tey)

Considerando esta nueva funcion §, observamos que no se aiteran las condicones
requeridas en ii}.iii)iv). Por otra parte, este nuevo fiujo nos lleva a un problema del
tipo (2), porque ¢~ (P} = ¢*(P) = 0, ya que limy—rwf(f) = limima/(t) = 0, considerando
todos loe circuitos posibles de s red de cste tipo, podemos reducir un problema del
tipo tres a un problema del tipo 2. o

TEOREMA DE EXISTENCIA PARA POTENCIALES

Su,_pongamos que existe una solucion factible para el problema Diferencial,
entonees los siguienics resultados son equivalentes.

(1). Existe una solucién 6ptima para el problema Diferencial.

(2).-El problemn de Distribucién tiene una solucién regularmente factible

(3).-Ninguna cortadura @ es no balanceada.

(4).-Para cadn solucién factible al problema Diferencial y cada cortadura Q =
IS, N/5] existe la funcion F{t) = ~vi{u + teys) ¥ alcanza su minimo en algin f € R

La dewmostracidn de cste teorema es andloga a In del caso anterior,



CAPITULO TERCERD

II1 ALGORITMOS PARA COSTOS CONVEXOS

Hemos visto ya los nlguntmos para resolver los dos problemas elementales para
Jos casos en que de costo lineales. (Ver el capitulo uno). En este
capitulo generalizaremos dichos algoritmos pars adaptarlos al caso en que tengamos
funciones de costo no lineales, se estudiaran los siguicntes casos:

-Algoritmo de Distribucidn éptima para &) problems General

Resulta de la Generalizacion de! Algoritmo de Distribucién para e caso ele-
ments] Parte de una solucidn factible pare ¢l problems de Distribucion hasta legas
2 una solucion regularmente factible para e] problems Diferencial, siguiendo una se-
cuendis andloga sl slgeritmo lineal, pero con algunus modificaciones que veremios mas
adelante,

-Algoritoo Diferencial éptimo para €l problema General.

Parte de una solucién factible pars ol problems Diferencial hasta legar & una
solucidn regularmente fuctible pars el problema de Distribucion, nuevamente la secuen-
cia es semejnnte n la del algoritmo correspandiente para o] caso de funciones lineales,
sin embargo, deben bacerse algunas modificaciones,

-Algoritmo Thrifty

Se parte de un flujo y un potencial tal que (£{5), +{j)} € T; ¥y s¢ busca un flujo r
tal que div(z) = y, para csto se utiliza como subrutica € Algoritmo del Camino minimo
i cunl fue presentado en ¢l capitulo uno en la seccion (I1.7)

-Algoritmo de Desviaciones

Se parte de un flujo 1 tal que diva = b y se busca que para toda j se tenga que
F)e) e,

-Algonitmos Fortificados de Distribucioa

Se basan eu &} Algoritmo General de Distribucidn éptima, sélo que sc modifican
algunos criterios pars garantizar la terminacion def Algoritmo en un ndmero finito de
Pasos.

-Algoritmos Diferenciales Fortificados
Se basan en ¢} Algoritmo de Distsibucién 6ptima modificando algunos criterios
pars garantizar también la terminacidn del elgoritmo en un pimere Snito de pasos.

51,



1il.1 ALGORITMO DE DISTRIBUCION OPTIMA GENERAL

Como ya hemos mencionado, ests es una generalizacion del Algoritmo de Distribucion
éptimu para ¢} caso lineal. Se parte de una solucidn factible para el problema de
Distsibucidn, luego, do «] Algoritmo Diferencial Factible (Apendice B), se lega
2 una solucidn factible para ol problema Diferencial o a un Cireuito Elemental tal
que 4} (P) < 0. 5i sucede Jo primens se termins el elgoritma, hemos encontrado una
solucidn Gptima para ¢l Problema de Distribucion, en el segundo easo, lo que procede
es modificar el flujo factible que ronsideramos al principio hasta lograr una solucién
Sptimas.

Vearnos ahors ¢} Algoritmo

(1).- Dada cunlguier solucién factible al problema de Distribucién éptima, de-
terminar en base al problema Diferencial los siguientes intervalos.

780N = TN LM = 0l rUL ) €T,

(2). Utilizar un algoritino que construya un potencial w con 47 (5) £ v{j) € 21}
o en su defecto que produzes un circuito elemental con dF (P) < 0. En este caso un
algoritmo Gtil es ¢l Algoritmo Diferencial Factible.

(3).- Si s¢ obtiene un potencial u ta) que 47() < +{5} € ¢} ), entonces termi-
namos.

{4).~5i se obtiene un circuito con la earacteristica de que 3F(P) < 0 entonees Ja
funeion f{t) = é{r + te,) cumple con que /*(D) = dF{P) < 0 ya que

IO = Togpe 20N~ Lyep- £, 3

= Lyepe 1Y - Lep-drlid < 0

(5).-Sea o = min{t> 0} f* (1} > 6j.a> 0

Sio=o, /™) <0 ¥ € R locunl significh que P és un circuito no Balanteado
¥ esto implica 4 su vez que el problems Diferencial no tiene solucidn regularemente
factible {Teo. de Existencia de soluciones factibles para el problems Diferencial). por
lo que el problema de Distribucion no tiene solucion optima (Teo. de Existencia de
Soluciones dptimas para €] problema de Distribucién) terminar si e < oo entonces ir &
6}

{6).-Aumentetnos ahora la cantidad de Bujo mandada por eads uno de Jos arcos

7' = r+ase. Deaqui se ve que o' es otra solucion reguiarmente factible y
ademas

¢(+") < ¢lz)

ira{l)

Observacion:

La estructura del algoritmo es aniloga o la del problems fineal. la tnica dife -

rendia significativa es 12 redefinicion de a en base a Is derivada de 18 funcién de costos,

gfén por la cuel presentamos le siguiente seccién:.



IIL1.) CALCULO DE ALFA

Obtener minft > 0 f+(1) 2 6} puede ser dificil en ¢} caso de problemas que
involucren funciones de costo no lineales, de hecho no hay una forma de resclver este
problema de maners general. Sin embargo, en el caso de problemss cuya funcién de
costo sea localmente linesl no existen obstéculos mayores. Veremos una forma bastante
eficiente para calcular o en ¢l caso mencionado en ef parrafo anterior. Parm ello, vamos
& vtilizar los puntas £ > 0 donde Ia funcidén f{1) = #{z 4 te,) no sea diferencinble.

Supongamos Que ¢ < #7 <3 < Lo < tw 5an Jos puntos positivos donde la
funcidn / no ¢s diferencisble. Sean fp = 0 ¥ {41 = 00, Supongamos que se tiene un
valor canstante de 1a ueg\mda. derivads de f para cada intervalo (15.1.8,), 8 dicho valor
le llamarcnos o; y sers nmn.nnmcme meyor que cero por ¢} hecho de que la funcian
! es convexa. Entonces a8 identidad para funciones de costo lineales,

Imente Yineales, o localment cuhdriﬁun.

FH1) = 2P+ Tocic S )~ /() +{ox — ars )i 4 8:(8) cOD tooy Sty

Verificacién. Vamos a realizar ahara Ia verificacion de maners grifica, utilizando
Ias propiedades y elementos de la curva easacteristica I';.Considérese ln gréfica de la
figura 9.

i g

& }-——J fim §te-) - {‘;{D

L ¢ (201700

Es claro graficamente que f**(1) para cualquier valor de ¢ es resultado de sumar
10y = 4}{P) con cada uno de Jos intervalos que hemos dibujado y que sc dividen en
dos tipos.

1. 81 /™ (te) # F'~ (1) entonees ol intervaln es igual a /4 {40 ~ £ {140 63



2.8 440 = (4 = ol intervalo es igusl & a4 {tiy1 ~fa) donde ay,; os el valor
constagte de 1a segunds derivade en (54441

Enel caso 1) a4y =0

En el caso 2) /(1) - /") =0

De o anterior se desprende Ia identidad plantesds.

L = dFPT+ Tocuer )~ 700+ (o) = Gy 1 Ma] 4 0(1) €OD g <t <Hr
Con esta foranulas resulta senallo encantrar o = amin{t > 8| () 2 0}

Vamos ptobando cuanto vale (1, variands r = 1,2, ..., m ¥ 5€ determing ¢l
fodice més bajo ¢ para o} que 4L} >0

Si oy = 0= o =1, porque o valor de f*4(1) es constante para t. St <ty
£ a > 02 & 5 o valor t que resuelve 1s ecuacidn lineal
0= 43P} 4 Togres 117 00) = [ )+ (04 + apgy Mo + 0t

El cileuln se simplifica en ¢} caso de funciones de costo lineales o localmente
lineales yaque oy = my = a3 = 04.ccerr. 2 8, =0

111.1.2 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO

Veamnns primera algnnos resultados que nos servirdn posteriormente pass 1a
Justifieacién

TEOREMA Sca la funcidn f convexa en t € R. Entonces f'={8) S0 < f14(1) <=
In funcion f aleanza sy minimo en J{)

Demontracedn:  Utilizando of hecho de que 1a funcidn ¢(e) = ﬁa{-_f;m es no decreciente {ver
capitilo 2, pagina cuatin} tenemos lo siguiente:

iy g LA 2 ¢ Viomy g NI v

Py ul-ﬂ!—lil! 595 “‘4‘!-\!1 ¥h

e JU-k)=~ SO JU+h)~ [(8) ¥k

<= fiF-R S JUVS [t + ) VA
De tedo este s iufiere que la funcidn alcanza su minimo en f(¢) [#]



TEOREMA

Si un flujo + s regularmente factible, 1 + te, es un fiujo regularmente factible
<oy —x < Y

Demestracsén:  Partimos de que z es un flujo regularmente factible, « +te, es también un
flujo regularmente factible e= 7 +1¢, € CG)

<= [zl trplcon ¥ 0 € ])’*(:[j)-o-lr,) YieA

= Tl s 41h) <o = ) <o

¥ < Dea M e) +16) = 140

Por otra parte sabemos que div(z +1e,) = din{z) = b (porque P es un circuito) por
Jo tanto hemos reunido 1as dos condiciones necesarias pars asegurar la factibilidad del
nuevo flujo . o

JUSTIFICACION DEL ALGORITMO

Esta demostracion se basa en los teoremns que acabamos de demostrar y también
en Teoremas que yn se vicron en el eapitulo segundo. (secci 114y 11.7) Si s¢ obtiene
un potencial » factible, entonces para todos los arcos j se tiene que fj™(#(j) < v(j) £
(23] esto implicn que (z(),v(j)) € T, {Ver seccion 71.4) , ademds dive = b porque z
es una solucion factible.

Debida a las condiciones de equilibrio,(ver 17.7.1) esto implica que = y » son
soluciones optimas.

Si obtenemos un circuito clemental tal que df(P) < 0 esto implica que

10 = Toepe ;') - Tyer £y 2)

=T epe =T - di )= dH(P) <O

Puesto que J e una funcion convexa f'* es no decreciente. De aquisit < 0, f/+(t) <

Si [4(t) <0 ¥t >0 entonces P es un circuito no balanceado, lo que imphea que
1o se tiene unu solucion regularinente factible para el problema Diferencial ( Teorema
Diferencial Fuctible) ni tampoco una solucién optima para el probleme de Distribucida.
(Teo. de Existencin de Solucones optimas)

Supongamos ahora que f*(13>0p.a 1> 0.

Bisquese entonces of minimo de los valores ¢ > 0 tal que 0 < f**(f). En diche
valor In funeién f aleanzn su mitimo porque se tiene que

I (1) €0 € S*) {seecion H1.1.2)

Sea o = min{t > 01 41} 2 0} 5.



Entonces fle} & f(0} por lo que é(z + t¢,) € é(x) por otra parte sc tiene que
f{a)sh<my ~0 <0 < o} Io cual significa que 2 +a¢, &5 una solucién regularmente
factible. (seccion 111.1.2)

De esta forma hemos visto cémo mejoramos e valor de maestra funcién de costo
con este nuevo flujo. Para saber si llegamos & una solucién Sptima en un ndmero finito
de iteraciones pasemos a 1a siguiente seccion.

111.1.3 CONSIDERACIONES SOBRE LA TERMINACION DEL ALGORITMO

No podemos gasantizar Ja terminacién del algoritmo en un nimero finito de
iteraciones, ain cuando garanticemos Ia existencia del infimo de la funcién &z + tep).

Eato se debe 2 que el valor de a en cada iteracion podria ser tan pequedio como
se gquisiera {positivo) lo implicaria que podrismos sumentar indefinidamente nuestro
flujo sin Uegar nl infimo de is funcidén objetivo

En algunos casos particulares si se puede gerantizar la terminacion del algo-
ritmo en un namero finito de itersciones, y queda claramente expresado en ef siguiente
teorema

TEQREMA
Supongamos gue:

1) Todas las funciones de costo f; en el problema de distribucién son localmente
lineales,

2) Los puntos 1 > 0 donde a funcidn (1) no es diferenciable y los flujos iniciales
=(f} Yj son miltiplos con respecto & derts £ > 0,

3) El infimo en el problemn de distribucién éptima es fnito,

entonces el algoritmo terminard en un ndmere finito de ireraciones.

D Consid el o

A= >0 200G Y E ST

Es claro que A esta inferionmente acotado y sus elementos son miltiplos de
cietia # por hipdtesis, por 1o cunl tiene ua elemento minimo. Sea o & punto minimo,
dicha of concuerda con o , porque §i suponemos que existe un valor s tal que S'*(s) > 0
y donde f aleanza su minimio, sahemos que existen £ ¥ iyy € 4 tales que 4 € 5 < 441,
como la funcién de costo ¢ es localmente lineal, entonces f'4(s) = f*{t;) como t; > 0,
ﬁgwnccs t,=n'=a



Es claro que o estd scotado por cierta & > 0.
Pues bien,

—oo < 40} ¥drcuito P

porque

PHO) = Epeps I N~ Tjep- SN

¥ [ (=l £} {2Ui}) son valores finitos pars cada fiujo o(f) € (€t ()

y ademas f'(0) puede tomar s6lo un nimero finito de valores, ya que existe
860 un nimero finito de circuitos elementales en Ja red.

De aqui /™{0) esti acotado por cieris cantidad ~¢, con ¢ > 9

El decremento del valor de Ja funcidn objetivo que se obtiene en cada iteracion
viene dado por lo siguiente:

bz}~ (=) 2 SHONH 2 ~ea

Lo cusl implica que camo e} infimo ¢s finito, serd alcanzsdo en un nimero finito
de iteraciones, ya que en cada una de ellas tenemos un descenso del valor de la funcidn
de costo que es equivalente & un miltiplo de §

Este algoritmo tieae un inconveniente importante, el hecho de que pueds garan-
tizarse su finitud sélo en ¢! caso de funcianes de custo localmente lineales es una desven-
taje importante yx que se restringen sus posiblidades de aplicacién. Debido a estn
desventaja se hicieron uns seric de modificaciones a este slgoritmo para presentar otro
mas genernl que s ¢l Algoritmo Fortificado de Distribucion,

112 ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO

En este algoritmo partimos de una solucidn factible para el problema difercncial
¥ buscamos obtener una solucion factible para e} Problema de Distribucién. Pam ello
nos apoynmos eu el Algoritmo de Distribucion Factible, €} cunl nos permite encontrac
un flujo factible o una cortadura @ = {5, N/5) tal que £2(Q) < ¥(5), en esteiiltimo caso la
que debemos hacer es mejorar (minimizar) In funcidn g{f) = —v{ u+1ep,), modificando
nuestro potencial hasta lograr uns solucidn factible pars el problema de Distribucidn.

Algoritmo Diferencial Optimo

{1)-Partamos de un potencial v factible en el sentido siguiente:

s EW (N Vied

{2).~ Construynmos ahora cn base a Ia funcion de costo para el potencial y 1a
tension, los siguientes intervalos de factibilidad

s GY el Uit = {0, el gt e = {nt{nvN € T3} 67



(3).- Y ahorn, » través del algoritmo de distribucién factible, encontremos un
flujo z(j) | z(j) € {egG)ctU)] ¥/ € A o en su defecto una cortadura Q@ = (S, ¥§) con
Q) < ¥5)

(4).-Si 3 (i) < 20) € c2(j)¥j € 4, entonces hemos terminado ya que nuestro flujo
es factible y por las condiciones de equilibrio tanto v como z son soluciones optimas,por
lo tanto aqui termninamos .

(5).-Si tenemos que para alguna cortadura Q = [S,N/S5],e%(Q) < ¥S) entonces
“{Q} - ¥{S) < 0, esto implica que considerando €l potencial factible u que hemos Sjado,
no hemos encontrado un flujo = factible por lo cusl es necesnrio ir a 6)

{6).-Tomese a = min{t > 0 | g"*{1) > 0}

donde p{t) = —Hu +1epy5)

Si a = & hemos terminado, la cortadura considerada ha resultado ser no ba~
lanceada, por lo que ¢l infimo de g(1) es ~o porque g*(t) < 0 V¢ ¥ por el Teorema
de Distribucion factible no existe solucién regularmente factible para el problema de
Distribucidn, Jo cual implica que no existe solucién 6ptima para el problema Diferencial.

Siec<wira?)

(7).-Considérese ¢l nuevo potencial u+ary;s

gla) = —MWu+acyys) € —v{u)

por lo que

—pla) = Hu+aewps) 2 )

por lo tanto

—p{n} = ¥{u+ aenys) 2 () ¥ de aqui

¥(u) 2 Hu)

{Este nuevo potencial u sigue siendo factible)

(8).- Repetimos el procedimiento con este nuevo potencial.

[I1.2.1 CALCULO DE a

Nuevamente para ¢l cdlculo de o se incorpora una férmula en la que estdn
directamente involucrados Jos puntos en donde 1a funcién g no es diferenciable.

Sean &y < £y < {3 < v < I Jos puntos donde 1a funcién g no es diferenciable,
Sea b, ¢l valor de Ja segunda derivada en el intervalo (4.1.4)

Considérese entonces la siguiente
IDENTIDAD
68, PO = eHQ) - (s} + Toche, 4 {6) = 9" (e} + [(Be — baga)ta) + :(8)



Parat, ;<t<toyr=123 ...

VERIFICACION DE LA IDENTIDAD
Al igual que en el caso anterior la mejor forma de verificar 1a igualdad es de
Supongamos 1a represcntacién grafica de ¢* (t) en un caso arbitrario

1 4

5,(&_@

feo

stdj

iy !q ',L'-“{_’
f n dy-g" @
Lia d(t)=3"10

Tenemos que para obtener (1) basta con sumarle a #/+(0) los intervalos que
hemos considerado que son de dos tipos:

2)De la forma g+ (1)) - ¢/~ (4} 81 P ) # 9 7() y =0
b)De la forma byt - tx-1) 5 g+ {a) = ¢~ (1)
Par otrn parte g*4(0) = cF{Q) - #S), de todo esto sc desprende pues que

=@ K+ Y =) + (b= bagala 4 et
ogk<r 69.



parat,_ <i<t, yr=1213....

De estes. forma para encontrar o utilizamon €] conjunto de todos los puntos donde
€ no ¢s diferenciable y adernds donde y+(t) es mayor que tero. Como este conjunto es
numerable y acotado, tiene un primer elemento.

Para obtenerlo partimos de la coleccién de todos los puntos mayores que cero
donde la funcién g{t) no es diferenciable, sea {t;}, dicha coleccidn. Vamos sustituyendo
todos los valores de #; en In identidad encontrada hasta determinar el primer elemento
que cumple con que p+{t;} > 0

Por otra parte segiin las curacteristicas de las funciones de costo existen tres
cesos fundamentales a considerar

1.- Si by = 0= a coincide con el punto ¢, que es el dltimo que hemos considerado.

2.- Si b, > 0= 8e suluciona a siguiente ecuacion lineal

FHO = cH@ M)+ T 0™ () - 77 (t) + (B — by Mi + &1t
Dek<r
para encontrar ¢ considerando que todos los demds valores son constantes y ya estin
determinados.
3.-5i g'*(t,) < 0 VE € [1,....m] entonces nos encontramnos con una cortadura no
balanceads por Jo que ne existe una solucion Sptima finita.

I11.2.2 JUSTIFICACION DEL ALGORTMO

La justificacién es andloga a la del algorit: terior. N te necesita-
mos dos resultados bisicos coro e €] ceomm anterior, que nos permiten aborder Is
demostracion.

TEOREMA
Si una funcidn g es convexa y para ¢ pert iente al dominio de la funcién g,
tenemos que ¢*~(t) < 0 < ¢'*{t) entonces g alcanza su valor ininimo en 1.

Demostracidn:
o, fimao @ < 0 < timy o TitRRIL



Como la funciée h(z) = #2221 ex creciente por ser g convexa, tenemos que

d(-i!-!]llsos 14A)-gt]

y de aqui

it -h) < plt) <ot +h) Yh

Por lo tanto s alcanza su valor minimo en ¢ [s]
TEOREMA

Si u.es un potencial regularmente factible (v € D(j)) entonces uttey, s € DU Y
) <oy £ () > 00

Demostracidn:

vttens € DU <= U< 0 ¥ i) >~ Vi == g <xy
1) > - o

JUSTIFICACION DEL ALGORITMO

La justificacién es andloga a ]a del problema antetior, ¢l problema de Distribucién.

Partimos de una solucién Factible para el problema Diferencial y a través del
algoritmo de Distribucién Factible, I a dos posiblidades para el flujo que hemos
hallado.

Si eg (4} € 2(j) < €F(G) Yi€ A= 2(j) € Culj) ¥j € A lo que significa que ¢l flujo es
factible y por el Teorema de Existencia de Soluciones éptimes, esto implica que z y «
son soluciones optimas.

&f

Veamos ahora el otro caso.

5i e} (Q) < B0 = cF{(Q) ~ H1) < 0= Tjeqe (i) - Tjeq- cali) - sy < 0=

70 = gt (vU) - E o (el - Ya) <0

Como gi#(v(j)) es une funcién no decreciente vt = #"*(1) tambiéa lo es, lo cual
significa que sit <0 F¥(1) <0

Buscamos entonces

a = min{t > 0| g"*(1) 2 0}, esto equivale a tomar del conjunto de las t aquella que
cumpla con que ¢*=(f) £ 0 < ¢*{t). Dicha ¢ valuada en y corresponde al minimo de la
funcién (ver I11.2.2). De agui se desprende que () < g(0).

Si existe 1 tal que ¢~ (1) € 0 < g'*{(t), entonces g~ (1) < oo ¥ =00 < gH{f), lo cual
implica que u + fepyg sigue siendo una solucién regularmente factible.

De esta forma podemos ver como hemos encontrado un nuevo valor para la
tensién que mejora indudabl te sl valor original y ademas sigue siendo regulam\e%e




factible. Verrmos shorn si podemos nsegurar que egaremos & Ia sofucidn dptima en
ua numero finito de iliTaciones.

111.2.3 CONSIDERACIONES ACERCA DE LA FINITUD DEL ALGORITMOQ

Al igual que en el problema de Distribucidn, no se puede asegurar que el algo-
sitmo termine en una s 3a finite de jteraci las razones son Jas mismas que en
el caso anterior.

De 12 misma forme tenemos €} siguiente Teorema que nos garantizs Ia termi-
nacion del algoritmo en un nimero finito de pasos cuando tengo una funcién de costo
localmente lineal

TEUOREMA

Supangamos que:

1) Todas Ias funciones de costo g, en ¢} problema de distribucién son localmente
lineales,

2) Los pustos ¢ > 0 donde la funcidn g{t) no es diferenciable, vQ y lzs tensiones
inicinles v(5) ¥; sou miltiplos de cierta 6> 0

3} El infiino en ¢l Problema Diferencial éptimo es finito,

entonces el algoritmo terminard en un nimero finito de itesaciones.

Demostracion:

Censidérese e} conjunto siguiente:

A= {t]rnt in funcidn y no es diferenciable ) a{t> 0 7*+{1) > 0}

En cluso que A o3 un conjuuto numerable 3 acolado, ademés todos Jos elementos
de A son miltiplos de cierta § por hipitesis, consideremos entonees e} primer elemento
de A lamémosle o' B este primer elemento, e claro que o' es midhtiplo de § y que ademss
coincide con Ia o que posotros estamos buseando porque gft) es una funcidn Joealmente
lineal , por lo cuad ex clare que o es un miltiplo de s & considerads. (ver 1111.3)

Por oira parte, para toda cortadura Q = [S, N/S] se tiene que ~oo < g"#(0) < 0
porque g+ (0) = T eqs o) vli) = e 417l - KS) =
Dot se' i) = Tyeo- i)~ #S) ¥
< g i) <,
~ < y;“ wWj)< oo
Pase funciones di- costo localinente lineales y tomando en cuenta que v(j) € D7)



Ademas ¢ (0} puede tomar solamente un nitmere finito de valores porque existe
un mimero finito de cortaduras Q = (S, N/S).

De todo Io anterior se desprende que existe una cota inferior ¢ para los valores
de ¢*(t), por lo que ¢l decremento de g(D) & p(o”) donde u' = u+o'enys €5t scotado por
—~¢ v 6 ya gue por Is convexidad de g se tiene:

X = gl0) — pla’) = ~{) = (- () 2 gF (O} 0’ > ~e s d

si £n cada iteracion nos scereamos al potencial ptimo en una cantidad X > ~re.

De nqui s¢ desprende que alcanzaremos este potencial éptimo en un simero
finito de iteraciones.

L3 ALGORITMO THRIFTY

Todos Jos algoritmos que hemos visto hasta abora comi con una
factible para €l problema Diferencial o el de Distribucuién y trabajan pars eucontrar
upa solucién regularmente factible pare el otro problema.

En el casa del Algoritmo Thrifty no sucede asl. Se trabaja con ambos problemas
simultaneamente. Partimos de un fujo que cumpla con que 2{j) € Cu(5) y un potendial
que cumpla con que v()) € De(§). La dinica condicidn faltante y sobre 1a que gravita ol
algoritmo £5 que dirz debe ser igual a b pacs tener una salucién factible para el probl
de Distribucién. debido a las condiciones de equilibrio (seccidn I1.7.1.}

Consideremos ¢} conjunto N = {i | divz > ¥} y N’ = {i | divz < ¥i)}

Utilizanda e} algoritmo del camino minimo (seccion 1.7), logramos encontrar
el camuine P que va de un vértice inicial en N* a un vértice finsl en N~ para el que
d2{P) es menor, esto nos permite saber cudl es la ruta mis barats pars mandar un 8ujo
adicional de ¥* a &~ al culeular el valor de este flujo adicionsl se alteran los valores
de fBujo de todos Jos arcas de} camine P. Se altera también el valor del divergente en &
nodo inicinl y finnl del camino, esto provoca que eventunlmente se eliminen todos los
nodos de N+ y N~. X

Vermos ahora &} algoritmo:

{1).- Empezamos con un flujo z{5) que cumpls con que r{(j} € CU)VS € 4 ¥ una
tensign v(;) tal que (z{)),v(5}) € T; .Primero determinawos el intervalo {d7(5). 4 (5)}vs € A

(2).-Consideramos dos conjuntos N* = (i | M) > {0} ¥ N~ = {i | }i) < p(D) Si
A+ = N~ =8 hemos terminado porque esto implica que divz = b para todo j ¢ 4

{3).-51 At # N~ se aplica €] algoritmo de }a ruta minima de ¥t 8 ¥~. Con
dicho algoritmo encontramos un camino P tal que su vértice inicial pertenece 8 Nt y
su vértice final 2 N- y ademés en el que .

N oee




(P} = T e ps deld) ~ 526 p~ 45(i) alcanza sy valor minimo, considerando todos
los caminos que van de N* a N™, 0 en su defecto, encontramos uns cortadura @ de
ilimitada capacided y se sigue que en este caso ¢ problema de Distribucién factible no
tiene nolucion.

{4).-Debido & nuestra operacidn el ! s ve i sdo par ¢l algo-
ritmo de la ruta minima de v a vo+ w; = » {v{i) €8 un valor nsocisdo a cads noda que
se determing en el Algaritmo de is ruta Misims como se vio en el primer capitulo.

(5).-Utilizando este nueve potencial y determinar e (5). 2 ()] 3 con este puevo
intervalo determinar

e
o J - G) Yie Pt
== 4 ) ke N
wiy- by ieN-
(6).~Bncer ' =z +0ey YGEP
(7).~ Volver s 1).
Si 1a diferencis entre 1) ¥ b(ij ha & cido, fiminamos Jos nodos

P

injcisl y final del camino P, basta lograr que N+ y N~ senn conjuntos vacios.

I11,3.1 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO

Sx 8l aplicar el Algoritmo de In ruts minima obtenemos une cortadura @ de
ilimnit pacided sucede Jo sig

comao d*{j} = oo para toda j € Q* entonces o claro que of5) < d¥(5) para cunlquier
valor de (7). Usando un razonamiento andlogo Hegamos a que d(5) » n(j).

Pues bien veamos Ia primers desigualdad:

(i} € dH{), utilizandoe 1s monotonia de las derivadas de Ia funcidn de costo
05(v(s)} desprendenws de aqui lo siguiente:

m‘) £ 4*(j) e equivalente 8 v} £ f]* (£(7)) es equivalente a

FHU) S o U = tiU) S0}y YjeQ

Utxhzando unr id do 1a monotonia de las desivadas
de 1a funcin de costo g;(+{s)) llegx.mcs [ que

Gy Eel) Vie QT

Es claro con estos resultados que no se puede tener un Bujo factible.

Veamos ahora que pase en ¢} caso contrario
Demostraremos como ¢l potencial u después de cada iteracidn sigue siendo

?x:tible



Se ticne que

4 ()~ wli) 5 8w} £ 8HG) - wli) Vi€ 4

donde Aufs) = wli’) - wii) con (i.f) = j

Por otra porte

{despliegue de Aw relstivo 8 P} = T cpo Swli} ~ Tjep- Auli)
=w(f) e~ Wi pe = F

BPi= Dyeps (81 = 30— e -5 U — v0lil) = Ljeps 4H0) - Tyep- drli) -
Trers wlit = Tigp- wl) = 4} (P)- [despliegue de w relativo s P J= 5

= Toers 800} = T jep- Awli) = Tjepe aF ) - 0605} = Tje p- €7 1) ~ woli}
Y esto implice que
Awff) = gf i) ~ w(i) ¥iE P
Awlj) = d7(7) - wli} YjEP™
En términos del nuevo potencial se tiene que
Wi} = ugli) + wli)
oli} = soli) + Audj)
wi) = v} + w5}
de aqui
CNESdI0H) VieA
¥y
o-{E8 7 &
Parn j € P se titne que = 4+ ae,{j) sigue siendo solucion factible
e e7(7) € ¢ +0rp(j) < ). Esto se debe a In forna en que definimas

o Is cusl también nos garantiza que I diferencin entre b{(i) ¥ yi) va dismimyendo
para cada uno de los sreos y nodos que perienezcan a N* y a N~ Q

111.3.2 CONCLUSIONES Y DISCUSION SOBRE LA TERMINACION

Veremos ahora cuil es In razon que justifiea la utilizacién del Algoritmo de la

Ruta Minitma en e} Algoritmo Thrifty. 75



Al obtener ¢l camino P para ¢l cual se minimiza d}(#) de hecho estamos con-
siguiendo 1a forma mas barata de enviar un fiujo adicional de N+ a N~ esto es impor-
tante desde un punto de vista interpretativo porque lo que se busca en el problema de
Distribucién es minimizar el costo del fiujo que pass por 1a red.

Analicemos shora lo referente 2 la terminacion del algoritmo "Thrifty”, s
revisamoe el algoritmo de Distribucidn Factible (Apéndice A), observaremos que es
extraordinariamente parecido al algoritmo "Thrifty”, I unica diferencia es que en
el Algoritmo de Distribucidn Factible se usa como subrutina el Algoritmo de la red
Pintadn, y en el "Thrifty” se usa e} algoritmo de} Camino Minimo.

Recordemos también que en ¢l algoritino Diferencial Optimo se usa como sub-
rutina ¢l algoritmo Diferencial Factible; cada vez que aplicando dicho algoritmo obtene.
mos una cortedura tal que ¥S5) > ¢*(Q) podriamos sustituir dicho algoritmo por el
"Thrifty” y tampoco obtendriamos un flujo factible. Del mismo modo cuando obten-
emos un flujo factible podemos asegurar que aplicando el algoritmo "Thrifty™ ob-

tendrizmos también dicho Bujo.

De esta forma se desprende claramente que las condiciones enunciadas en 117.2.3
son también son las que se pecesitan para garantizar la terminacién en un nimero finite
de iteraciones para ¢ algoritmo " Thrifty”

IIL4 ALGORITMO DE LAS DESVIACIONES

El algoritmo que veremos a contipuacién trabaja sobre ambos problemas al
mismo tiempo; en ¢l caso del algoritmo "Thrifty™ partimos de un par (z(j),#(j)) ta! que
(z(5). v(j)) € Ty y lo que buscamos es que dir;(z) sea igual a i) para cada nodo i En el
caso del algoritmo de Desviaciones se parte de un par (z(j), »{j)) en el que ni e} flujo ni
1a tensidn son factibles, pero en el que se tiene como hipStesis que dir = b. En base a las
caracteristicas del flujo y ¢l potencial en cada uno de los arcos, se efectiia un pintado de
1ared. Se localizan los arcos j tales que z{j) ¢ C(j) o v{j) & D(j) , se determina un circuito
© una cortadura que involucre a cads uno de estos arcos en cade iteracién, y usando
un proceso que veremos a continuacidn, se logra que cumplan con las restricciones de
factibilidad para e} fiujo y 1a tension, de este modo obtenemos 2 soluciones factibles,
y por tanto dos soluciones Sptimas, una para ¢] problems Diferencial y otra para el
Problema de Distribucion.

111.4.1 ALGORITMO DE DESVIACIONES (PRELIMINARES)

Veremos ahora una seric de resultados necesarios para el desarrollo tedrico del
%oritmo de desviaciones.



DEFINICION

Se dice que un arco j estd fuera de orden si (z(4),v(j)) ¢ T; lo cual significa que
2(j) ¢ CU} o que v{j) ¢ D{j) o ambos.

DEFINICION

Se dice que un arco estd en orden si se cumnple que () S 2(G) < XY y A <
wlj) £ 420)

Para ¢l desarrollo del algoritmo se utiliza el siguiente pintado de )a red, tomando
en cuenta fos criterios que s¢ dan » continuacidn.

Verde si ¢ () < z{j) < c2{j)

Blanco si =) < et (i) ¥ vli)> 47 ())

Negro i +() > () ¥ +() < 435)

Rojo si d5 (j} < wj) < 4} ()

El objetivo de dicha clasificacion es efectuar una particién de los arcos de 1a red

de tal mapers que podamos scparar en dos grupos los arces de uz circuito o de une
cortadura.

Con esta clasificacion se abarcs a todos los arcos de Ia red (considerando flujos
¥ potenciales finitos).

Esto es parque para los arcos en orden se tiene que segin el pintado antes
mencionade

Un arcoes

Verde si ] {5} < =(§) < e} (§) — o(j) = &5 U} = 2F(5),

Blanco si c{()) = 2()) < f (i) = ) > 7 (),

Negro si e}()) = 20) > 1) = o) < 41 (),

Rojo si d; () < ) < 42N = 2U) = i) = /{1 = 3 )

Los arcos “fuera de orden™ son blancos o negros:

Blauco s #(j) < e () 0 i) > 2

Negro si 2(j) > c}{j) 0 v(j) < &7 ()

Vearnos shora los siguientes dos problemas, los cuales son muy importantes ya
que se utilizan en el Algoritmo de las Desviaciones el cual abordaremos mas tarde.

a)Problema del Camino Pintado

Consideremus unu red G pintada comno ya hemos establecido, ¢n la que son
dados dos conjuntos de nodos N+ y N~ tal que su interseecion es vacia, El problema
¢ determinar un camine P: N+ — N con nodo inicial en N+ ¥ nodo terminal en N,
tal que cads arco en Pt es verde o blanco y cada atco en P~ es verde o negro.

b}Problems de }a Cortadura Pintads 1



En Ia red G, dos conjuntos no vacios A* y ¥~ son dados y se tiene un pintado
de G igual al del caso anterior. El problema es encontrar una cortadura @ = {5, ¥/5] en
Ia que N* ¢ § ¥ tal que j sea rojo o negro si j € @* ¥ tal que j sea tojo o blanco si
jeqQ”

Al encontrar un camino o una cortadura que cumpla con las caracteristicas
mencionadas puedo splicar el algoritmo de las desviaciones ¢l cua! veremos mas adelante
y ssegurar que los arcos fuera de arden tarde o temprano dejardn de serto. Para resolver
a} utilizaremos un conjunto § que coatiene 2 N* y trataremos de encontrar un camino
que vays de N* s 5/N* que cumpla con las condiciones que requiere ¢l problema .

Para ello definimos Ia funcidn 9: S/N* — A con #(i) = j € 4 Se pueden construir
de este modn, caminos gue empiczen en cualquier nodo de §/N* y desembogquen final-
mente en N*. Consideranda este camino recorrido al revés, partiriamos de cualquier
i€ N+ y llegarinmos a un nodo @ € §/N*.

A continuncién abordamos el algoritino que permite resolver el problema de ¢l
camine pintado, .

Algoritmo de la red Pintada.

Este algoritmo nos permitira resolver el problema a)

{1}Cousidere $ = A* y un conjunto N~ arbitrario tal que la interscecién de
ambos conjuntos es vacia. (N~ puede ser unitatio).

{2)}Coansidere shora una cortadura Q = {5, N/S)

{3}Verificar si para alguna j € ¢* , j es verde o blanco o para alguns je Q- §
es verde o negro.

{4)Si no sucede ninguns de estas dos coses, entonces no existe un camino que
vayade N* a ¥~ y que sea compatible con el pintado de 1a red.

{5)St existe algitn j € Q que cumpla con (3), entonces consideramos al nodo ¢
tal que i es el nodo inicinl o terminal de j ¥ no pertenece a S, Entonces §'= SUi y
LOES]

(6) volvemnos a rcalizar e} proceso con esta nueve S.5i i € N~ terminamos.

Cémo resolvemnos el segundo problema? Pues este mismo algoritmo nos per-
mite encontrar una cortadura compstible con ¢l pintado de la red. Para comprobar
esto revisemos nuevamente el paso niimero tres del algoritmo.

i 0o existe ningin camino compatible que vaya de N* a ¥~, entonces tenrmos
que j €5 £0jo o negro ¥j € @ ¥ que j ¢s rojo o blanco vj € -. Todo esto implica que
Q= [5,N/5) con MY € 5 o5 una cortadura compatible que resuelve ¢l problema de In
Cortadura Pintada.

Como ¢l algoritma es ronstructivo, se justifica por si mismo.

Es importante haber expuesto este algoritmo por lo siguicate: hemos certificado
% estudiarlo que para cuajesquiera dos conjuates N+ y ¥~, o existe una cortadura o



un camino compatible con el pintado de Ia red. De este modo resulta totalmente elaro
el siguiente

TEOREMA DE LA RED PINTADA.

Sea una red G.

Sean N* y N~ dos conjuntos de nodos tal que su interseccidn es vacis y cads
uno de los conjuntos s distinto de} vacio,

Sen el pintado yu establecido de Ia red, entonces se tiene alguno de los resultados
siguientes:

i)-Existe un camino P, rolucién al Prob lems del Camino Pintado.

ii}-Existe una cortadura Q, solucién al Problemn de a Cortadura Pintads.

Ex claro que el Algoritmo dee 18 Red pintada lleva sélo a alguna de esas dos
posiblidades, por lo que Ia demostracion sale sobrando.

De este Teorems se desprende el siguiente Jema e] cual es esencial porque gracias
& €l podemos empezar a trabajar con ¢! Algoritmo de ns Desviaciones.

LEMA DE MINTY

Sea una red G = (N, A, d}), considerando el pintado de 1a 1ed G ya cstablecido,
entonces si se tiene un arco j € A que es blanco o negro, se presenta alguna de las
poriblitdades siguientes.

-Que €} arco j esté ¢n un circuito P compatible con el pintado.

-Que ¢} arco j esté +n una cortadurs @ compatible con el pintado.

Demostracién: La demostracion se basa en & algoritmo que resuelve el problema del
camino pintado.

Scan » ¥ #' los nodos Yermninales de § , tomese N+ = s} y M- = {5},

Si j es negro, tomese j = {s,#)

Si j es blanco, tomese 5= (8}

Pox el Teorema de 1a Red Pintada tenemos dos posiblidades:

1}Que para la red G tengames un camino P que vaya de ¥+ 8 N- oscade Sa
5. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que dicho camino es elemental. Dicho
camino no contienc a yj porque e} dnico camine elemental que contiene a j es {s,5,5’) ;e
cual sin embargo indica que j = (5, #) es negro, sin embargo, como j € P*, j es blanco,
contradiccién evidente.

Par esto llamémosie P a dicho camino El circuito que buscamos es P = P{J5 s

2)Que exista una cortadura compatible con el pintado de Is red @ =[5, N/S] ¥
que incluya a j',¢5te pasa si no se da (1), 79 [n}



OL4.2 ALGORITMO DE LAS DESVIACIONES (DESARROLLO)

Vamos a plantesr ahora las pasos del algoritmo "out-of-kilter™.

{1)E! proceso se inicia con algin flujo "x™ que satisface divr = b y un potencial
» no necesarinmente factibles.

{2)Si no hay atoos fuera de orden, termina ¢l algoritmo, ¢ 7 v son soluciones
Gptimas,

(3)5i existe un arco j "fuera de orden” entonces hay que encontrar un circuito o
una cortadura que lo contenga y que sea compatible con €l pintado establecido. (Esto,
gracias al Lems de Minty y usando ¢f Algoritmo del camino Pintado)

3)Consideremas el primer caso, i.e. existe un circuito con 7 € P tal que dicho
circuito es compstible con o pintado de s red. Entonces sea

[ -=y jert
a=mny ey ~cgli) jEP
&

con
5= {201~ @) jePo(j negro
a= {58 enage)
donde } estd fuera de orden.

Si @ = 0o, €3 un dircuito no balanceado, por Jo que no bay solucidu feetible
para el problema diferencial.

{4.8) Si @ < oo considérese nhora el nuevo flujo 2’ = £+ o,

(5.8)Conxideremos los sigus indicad

Di{e(). (i) = maz{0.20) - 2 (i), S U} ~ 2())

Da{z().v(f)) = maz{0,eU) - 1), 47 G) - (i)}

Si dichos indicadores son "iguales & cero”™, j es un arco "en orden”.

Si slguno de ellos es mayor que cero, j es aliin un arco "fuers de orden”.

(6.5)Si al probar con el flujo #* existe algin arco j € £ tad que

Di{="GY. o533 > 0 0 Dalx'G)vlid) > 0

Entonces volver a (3) con ¢l mismo potencial, 53 no es asf volver a {1) y escoger
otro arco )’ “fuera de orden”

En el caso de una cortadursa, tenemos
©5)
wjl—-d7 () si j €Q~ (blanco)
o= {{:u» ") sijeQ* (negro)
o

80. Donde



s [")-42() s jeQ- (negro)
"'{cm—vg') :i‘}eo*fbl.am)

con j "fuera de orden”

Si a = o, Q es una cortadura no bal da por Jo que el probl de Distrib
no tiene solucién factible,y e) Dife ial 0 po tiene solucion o [inf] = —oo

{4.b)5i & < —co Sea el nuevo potencial v =¥+ oepyys

(5.b)Si Dy(=(j), Y()) = 0 ¥ Dy(2(§).¥(j) = 0 ¥j € Q, volver a uno y buscar otro
arco j fuera de orden

{6.b)Si D3(2(j).¥(j)) > 0,p.e. € Q entonces volver a 3.b).Lo mismo hacemos si
Dy{z(j), (7)) > 0 considerando ¢l mismo flujo 2(j)

I1.4.3 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO DE DESVIACIONES

Dividi esta d acién en dos case, debido a que existen dos posibli-
dades usando ¢l algoritmo de Ia red pintada.

111.4.3.1 CAS0 DEL CIRCUITO
Ea claro que o > 0 porque
2(5) S ctli) Yie Pt (2(0) € 5 (j) para los eroce fuera de orden )
s U) S xiWVj € P~ (c}(§) € =(j) para los arcos fuera de orden)
Y
&5 (i) S v(jl¥i € @*  (d}() < v{j) parn Jos arcos fuera de orden)
»(j) SV € Q- (s(7) £ d7(j) para Jos arcos fuera de orden)
Debido a la forina en que se construye o tenemos
1) i<y ed(i) vie Pt
2 (<) cli) YIEP
Por la mmonotonia de las derivadas de / y debido a que ¢} (j) = 5} (s(j)) tenemos
que de (1) se desprende:

LN € 160 <€ 57065 (615)) Entonces d3(i) € dEU) < ol) 81



De (2), y por I» monotonia de Ins derivadas de / y debido » que ¢ () = 5}7(v())
se deriva que

£ (U < HEUN < S0 2 90D S 40U € 4G

De esto se infiere que

af() < dhl) < oli) Yie Pt

v} <Ll S d (i) YieP

Esto implica que

Dif=li)o(i)) 2 Dy (). o)) 2 0

By(2(i).v(3)) 2 Dale' (7). (5} 2 0

Lo cual significa que estamos disminuyendo Ia medida de desviacion de nuestro
circuito, yn que dichos indicadares lo que nos se alan es qué tan lejos estd cads uno
de ot arcos de la foctibilidad. Esto permite que graduskmente un arco que estaba
fuera de orden se transforme en un arco en orden, lo cunl garantiza la funcionalided
del algoritmo.

En el momento en que Dy (s(j), v(5)) = Dalz{j). (i) = 0 ¥j € P todon Jos arcos de
nuestro circuito estan ep orden

Ea claro que ninglin arco que esté en orden dejara de estarlo en alguna iteracion
poeterior.

- Lo que resta por demostrar es que si 0 = oo = P es un drcuito no balanceado

Veamos el siguiente resultado:

PROPOSICION

Si o = o, lo cunl signifiea que e}(j) = o ¥j e Pt y f(j) = -0 Vj € P,
ademis =0 por loque s} =0 paje Pty )=~ pas j€ P ,entonces
v(j) 2 YY) Yi € Pt y o) £ d°() Vi€ P~ con al menos une de Jas designaldades
estrictas,

Demostrocién: Tenewos que como cf(f) =0 Yj€ PY = z(j) < cf(j) ¥ie P* y para
cuslquier valor de flujo finito

= [0) € £ (oU)) porque Jt4 ¥ St~ son funci 6 jent
dicha desigualdnd puede expresarse como

dy (i) < vli)

Como es para cualquier flujo z entonces se tiene que d¥(j) < +{))

En ¢] segundo caso tenemos que

U) = —oo Vj & P = c{() < 2li) ¥i € Py para cutlquicr valor de flujo
= !;*(y;‘r(i)) < 37N = j) < &7 () (para algin arco fuera de orden, las desigualdades
o estrictas por hipitesis)




Par el resultado obtenido tenemos que d¥ (P) = T pe i)~ T ep- ¢0) < Djepe wii-
T,ep-%iY = e 6 = 8 (porque P es un dreuito ¥ » un diferencial)

Por 1o tanto P es un circuito no balanceado y de aqui se desprende que el
problema diferencial no tiene solucién factible y que ¢} problema de Distribucién o no
tiene salucidn Gptims o finf] = ~co =}

111.4.3.2 CASO DX LA CORTADURA

En este caso nuevamente o > 0

> olf) YieQt

wWN> AN VeQ

470} > v} Yi € Q* {para los arcos j fuera de orden)

v(#) > £H7) ¥j € @~ {parn los arcos f fuera de orden)

Debdido a 1a forma en que se define o podemos asegurar que:

BUR L]

M} 2 YUY 2 4700

De aqui. por ls monotonia de las funciones crecientes git, o y graciss a que
PN = &7 GY Y S0 = 425) podemos inferir

de 1}

FALL ) R Aty RS T g S8

LSRRV R}

¥y de 2}

e 2 LU Z 2l

esto implica nuevamente que

Dyl=ubelah) 2 D"l iy 2 0

Dalslidoelil) 2 Dat="li) Wit} 2 0

Lo cual significa que estamos disminuyendo 18 redida de desviacién de puestra

cortadura, esto lo hacemos en cads iteracién hasta que todos Jos arcos de nuestra
cortadura estén on orden.

s claso que ninguna cortadurn que esté en orden dejara de estarlo en alguna
iteracién posterior.

-Falta probar que i o = o0 = P es un circuito no balanceado.

Veamos el siguiente

RESULTADO:

Si o = oo (lo cunl significs que df (f}= o YjEQ* ¥ df (i} = ~o0 Vi€ Q~, ndemss
deques=mporlocunl cf(il=0 paje@* ycli)= ~0 paje Q) enmnﬁs



2() 2 et () Vi€ Qt ¥ 2(j) < ¢~(J) i€ Q~.{Con las tltimes dos desigualdades estrictas
para algin arco j fusra de orden),

Demortrarive: como &*(j)= s Yj£Qt

>e(f) S dy) Yieqt ¥ o)

= g} (vl S 8) U (=D

>etl)<2l) YieQ*

como esta desigunldad se cumple para todo potencial « tenemos que

<) vieQt

por otra purte d"(j)= -0 Yj€Q™ =>4 (j}<w(j) JEQT Y Yu(j)

entonees- giH (/7 (=(3) € gj (v(j)) entonees 2() S ) ViEQT Yy Wufs) por lo
tanto z(j) € e~ (j)

En el caso de los arcos fuera de orden las desigusldades son estrictas por
hipdtesis ]

TEOREMA 5i o = x entonces Q es una cortadura no balancesda

Demostrocidn:

Utilizando el resultado anterior que acabamos de demostrar tenemos que ¢ (Q) =
T (N-L s ) € T,eq+ £1)~ L eq- 7U) = £¢¢ = 0. Si planteamos ¢l problema original
come un problema de circulacién en el que &; = 0, lo cual se puede hacer con una red
sumentada, sin perder generalidad,

De lo anterior se deduce que (@) - ${5) = 0 por lo cual @ es una cortadura
no balanceadn, esto implica por el teorema de Distribucién Factible que no existe una
solucion regularmente factible para dicho problema, y esto 8 su vez nos lleva a la
conclusidn de que no existe solucién éptima para ! problema diferencial o es igual a
-,

111.4.4 DEMOSTRACION DE LA FINITUD DEL ALGORITMO

Para efectuar dicha demostracién tendremos que definir dos conceptos impor-
tantes:

DEFINICION {/na iteracion fuerte es aguella que produce un decremento en
Dy(x(j).+{()) 0 Da(=(j).v(5}) para 2] menos una j€ A

DEFINICION U/na iteracién débil es aquella que deja estus valores iguales para
haﬁia je A



Una iteracion débil debe cumplir con que Dy(z(3), #J)) = o~ Vj € P fucra de
orden, lo cusl significa ge v(j} 2 d*(j) Vi€ Pty o{j)<d(j) Vi€ P~ cnel caso de un
circuito.

En el caso de uns cortadura Dy(z(j),#{j)) = == Vj € @ que sea fuera de orden, lo
curl implica que =(j) > ¢*(j) ¥j € Q* (fuera de orden), y £(j) ¢ (v Vi€ Q.

Tenemos shora las condiciones de finitud para el algoritino, enmarcadas en un

TEOREMA

- E} algoritnio "fuera de orden™ debe terminar en un nimnero finito de iteraciones
s Ins siguientes 2 condiciones se cumplen.

1) Los puntos de discontinuidad de lus derivadas de las funciones de costo ¥ Jos
valores que toman las derivadas de las funciones de costo son miltiplos de cierta & al
igual que los valores de flujo ¥ tension iniciales () y ().

2) Es imposible para ¢l algoritmo encontrar una secuencia infinita de iteraciones
que sean todas débiles

Demostracion:  Por {2) sabemos que es imposible que nuestros valores de Dy(r(j}. 1)) se
mantengan sin cambio, lo mismo que los de Dy(#(j).v(i)}

Por otra parte, supongumos apoyandonos en 1) y sin pérdida de generalidad,
que todas Ias variables y constantes mencionadas sean enteras, entonces o también seria
entero por lo que Di{(j).1{;)} ifa disminuyendo un nimero entero en eada iteracion,
lo mismo que Da(z(5).v())

Como ambaos indicadores estan acotados inferiormente por cero, eventualmente
lograremos alcanzar este valor, lo cual implicara tener un arco mds en orden.

Como el nimero de arcos fuera de orden es finito, repitiendo ¢} algoritmo con
cada uno de ellos terminaremos 1a aplicacién del algoritmo e un mimero finito de
iteraciones.

[a]

Tenemos tambifn un resultado muy importante que se desprende del Teoremu
anterior, y que también nos  garantiza la finitud del algoritmo bajo ciertas candiciones,

COROLARIO
. Si se cumple 1) y As ambos probl tienen soluciones factibles entonees
se cumple 2) ¥ el algoritmo termina en un namero finito de iterationes

K




Demostracion:

Consideremos las siguientes cantidades

distlr(j).o(j)] = mar (0.7 () ~ 2015} - e* ()}

dustfelj).d(j)] = maz{0.d-() ~ v(j).e(5) ~ €* 1))

Sea j un arco fuera de orden. Una vez que se tenga [dist[z{j).c{5)) = 0, después de
efrctuar una serie de iteraciones, entonces j 32 no serd afectado en una iteracién débil
que involurre una cortadura porque r(j) 2 ¢~(5) ¥ 2(J) € ¢*(j) para todo arco j € A, ¥
debido 2 esto j no puede estar en @t nien Q-

De igual modo. une vez que se tenga disthj).d(j)] = 0 es imposible que j sea
afectadn por una iteraciin débil que involuere un circuito porque

d=(j) € 1)) € &*(j) ¥ esto impide que j pertenczca s P* o a P-

Supongames ahora que un arco j fuera afectado por un nimero infinito de
iteraciones débiles pero permaneciera desviado

Tendriamos entonces 4 posiblidades

-Considrramos que j € #*, tendriamos que eventualmente dist[r{j), c(j)) = 0.
Desde ese mumento en sdelante j solo seria afectado por circuitos . Ademas (5} >
Y = £ = L) ¥ stlo seria afectado por iteraciones que involueraran
circuitos

-El segunde caso seria Si j € P eventualmente dist[z(j).«(j)] = 0. Dexde este
momenta en adelante j serja afectado ~6lo por circuitos. En este caso tendriamos que
U <dT it [T =

{Contimia en lu signiente hoja)

BG.



Supongamas nhore que fijamos un flujo r. Siguiendo un razonamicuto anilogo,
8 j £8 un arco "fucra de arden” y es sometido a un nimero infinito de iteraciones
v(j) < d~(j) tendrinmos lo siguiente: Si j € Gt eventunlmente dist{v(y), d(j)] = 0.Desde
este momento este arco serin afectado sblo por cortaduras al aplicar el algoritma.
Tendrinmos ademas que s(5) > e (5) = g (v{}) = 5" (W3))

Si j € @, eventuakmente distfs(j), d(j)] = 0 .Este estado también seria afectado
sSlo por cortaduras al aplicar el algoritmo. Ademis tendrinmos que z{j} < ¢~(j) =
8,7 (v)) = g ().

Estos fiitimos dos estados serian afectados sdlo por coriaduras

Asi lamaremos s cada uno de Jos estados Apw, App. Agp. Agw: Tespectivamente,
con Ay el conjunte de arcos en orden, ¥ Ay €l conjunto de areos no afectados por la
setucticia de ileraciones.

(=U)YUNET; Vi€ A

(i) 4N ET, Vi€ Apw

(=)d"UN €T, Vi€ App

(e GLUIIET, Vi€ Aqw

(et I ET, Y€ Agp

De aqui /;(x()) + 5,(vli)) = 2()eli) Yi€ A

JilzU)) + 5;(d¥U)) = UML) ¥) € Apw

Jilet) + 55087 ) = 2(5)™ () Y5 € Apm

LGN+ g;{0{iN} = e~ ()vlj) Vi€ Aqw

et G 4+ gy{eli)) = e+ ()eli) ¥ € Agn

Considérese nhora In cantidad finita

A=Tjea, LU Eyeapn HzN+E e apy HEUN+E 64, 100N+ Ejeagw silviN+
Ljeaqn livUN) + beu

donde por supucsto bruz -z et

Vewh = Dy HvUI e ppe 2010 - g(dH ) + Kjeap g 20247 0)- 0y (d" G+
g€ Agw € OIUY — file” U + Tyerg, 0~ S (i)} - Lyenzor

A = Tieare sNU) = vU)) - g (PR + Tienpn sG] = (i) = g;{dU)) +
Ticagw W00 - sl = fi{em U = Tjen, 2l + Tjeag, Ut U1 - Ul - Lite* Ui

Ex eada iteracion ests involuerado al menos un arco "desviado” o cual estd en
alguno de Jos estados FW,£H,.QW.QB

Si se analiza eada uno de Jos términes de esta expresion ,se vera que A disminuye
en una cantidad positiva y entera en cada iteracién , ¥ si suponemos una secuencia
infinita de iteraciones, es claro que A tiende & -

t+  Por otra parte, para soluciones que scan factibles (X y [7), se tiene que
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—2ev=-bei, y por &l becho de que f; y 5, son fund ¢

que
Ji(=() 2 2()60) = 9,(0G)) ¥
g;{v0) 2 FU1G) - £,EUD
Se cigue de la definicion de A que
A2 Dietan(are Yara T0FU) = 0,000 - Ejetar U agw | 4o F M-S EGN -

fov= ’b'é'EJE(A.UArn- UAM)‘UWU}'}::E(AK Uarrw}ars} ”(JU»'::'E(AU UAewlAem #ireli)-
ZJG{AN Udaw Uam Ji{(4)) Exte vulor es constante porque ={j} es constante para Ay, Apsy, App

¥ v{j) c8 constante pars Ay, Aqw,Agpi Pero osto contredice ¢l hecho que habinmos
selalado con anteriorided de que A tiende a menos infinito, por lo tanto no se puede
tener uns sucesion infinita de iteraciones débiles, si ia condicion uno se cumple y ambos
problemas tienen soluciones factibles. D

L5 ALGORITMO FORTIFICADO DE DISTRIBUCION (INTRODUCCION)

Los algoritmas generales para tesolver el problems de Distribucion y el Problema
Diferencinl tienen €l grave inconvenicnte de que 1a terminacidn en un namero finito de
iteraciones no esta nsegurada.

Para lograr que ¢ slgoritmo termine en un nimero finito de iteraciones se
implementan algunas trensformaciones en los algoritines generales, sin embargo ain
as{ no s¢ obtiene uns solucidn dptima sino usa solucidn casi Sptima en ¢l sentide que
veremos » tontinuacion.

DEFINICION

Una solucién ¢ optima sl problema de Distribucién es una solucidn factible #
1l que ¢{z) difiere del infimo de} problems a 1o mas un valor ¢

La estructura del algoritino Fortificado de Distribucion o5 andloga o In del
Algoritmo General de Distribucidn.,

Se parte de una solucidn factible pura el problema de Distribucidn y se busca
una solucién factible pura e} problema Diferencial considerando los siguientes intervalos
{47 (0 3] pura 1)

{7 G R0 = UL (s, S (G

donde
4 () = infi (L0 4210EY
EFAIG

T = sup, o (BT ¢ fimg) 5



Como utilizamos el Algoritmo Diferencial Factible cxisten Z posiblidades

1)}Hallamos un circuito tal que 43 (P) <0 o bien

2)Un poteacial factible

En el primer ¢aso terminamosen ¢l scguudo toutinuamos mejurando nuestro
Bujo hasta llegar 8 un fujo Sptimo

Pasemos ahora al algoritmo Fortificado de Distribucién:

(2)Sen ¢ >0y sen § = «/A Dada cualquier solucion factible »

Definanse los intervalos

14z G), dF Gl = (78 L0, S e D))

{2).- Utilizar ¢l algoritmo Diferencial Factible para hallar un potencial u factible
o un drcuito elemental con ¢} {P) < 0

(3).-Si sucede lo primera , z y v s0m « soluciones Sptimas al problemn de
Distribucién y su dual. De hecho se tiene que ¢{z) - ¥{u) < ¢

(4).-Si se encuentra un circuito elemental con (P} < 08, entonces la funcién
J(t) = #{z +1¢,) cumple con la propiedad siguiente inff < £(0}- 6. Escoger cualquier a tal
que f(a} < f(0) -8 y sen 2’ = z +ac,. Ent 7’ es otra solucidn factible al Problema
de Distribucién Sptima y é{z') < é{z) - 4. Iterar con esta nueva =,

1]1.5.1 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO FORTIFICADO DE DISTRIBUCION

Si s¢ encuentra un potencial u tal que ofj) € [d7 (). )

tenemos que fi(z()) + 9,(s()) - (i) <& YjE A

ya que

[0 € vl € [R50 <= [l + 55000 - =) £ 4

Sumasido sobre todos Jos areos y usando ¢l hecho de que —zvv = dizs)eu=bou

Se obtiene

Liealitelid) + T, 40500 + Tiew Hduli) S 6=«

lo que significa que

#{z)-v{u) € . De aqui -¥{u) € (~¢(z} £ 20 por Jo que v también es una solucion
factible.

&{x) 2 finf en el problema de distribucion] 2 sup. en ¢l problema Diferencial
Sptinio) > ¢lu)

como ¢{x) = v-{v} € « = o{r) [inf. en ¢} problema de Distribucién] < ¢ y [sup. en
el problema dif. dptimo] —v(u) <« . Por lo que £ ¥ u son « dptimos

Si se obtiene un circuito tendriamaos Jo siguiente.
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il =, {r{))+

0> dHPY= T L% - el = Tepinhy,sota® r
Consideremos 1, un valor fijo para cads j donde se aleanza el infimo de Ia

funcién.

Sﬂll:z—‘-r'(—”-mzl)

Para cads j € P, se tiene que ¢, > s 3 por lo tanto debido a In convexidad de J;
mm)_uuﬂ_zxmx_]w/wgmbum_m_m_w S=fioret

De aqui

0> i’lhww

y por lo tanto existe o tal que

J(a) £ J{0} - § como sc habia supuesto

Es claro que el algonitmo termina en un nimero finito de iteraciones en el caso

de tener una solucion 6ptima finits ya que desciende el valor de n funcion objetivo en
un valor por lo menos igual a 4

11.6. ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO FORTIFICADO

E) Algoritmo General Diferencial 6ptimo no garantiza que se alcance la solucion

6ptimse en un ninwro finito de iteraciones, se requieren algunas modificaciones impor-
tantes.que nos generan ¢l Algoritmo Diferencial dptimo fortificado. Sin embargo, dichne
modificaciones solo pueden garantizar una solucion « optima despues de un nimero
finito de iteraciones. entenderemos este término como sigue

DEFINICIONL na soluritn « éptima pasa ¢f problema de Diferencial es aguella

que cumple con que vivldifiere del infinagen un valor a lo mis igual v 4

El Algoratmo Diferenainl éprino Fortifiendo resulta de la incorporacion de o «

dificaciones andlogas a las del ulgoritmo de Distribucion.

valos

Partimos de un potencinl factible en base al cual definimos Jos siguientes inter-

lest)eun = g . g v}
donde
e PR R eI, .
2 (V1) = 10 gy B REUNSE 5 gro gy y)
oo B UN-g e ey
FMID) = 807 ) PR EGTT S 90D
Utilizamos el algoritmo de Distribucién Factible para encontrar un flujo factible

' 0 una cortudura Q = [5. /5] tal que cH(Q) < ¥}

Si sucede o primero hemos terminado, si sutede lo segundo mejoramos el valor

de la funcién de costo asociada al potencial. hasta encontrar ¢l potencial éptimo. 80



Veamos ahora ¢! algoritmo.

Algoritmo Diferencial Optimo Fortificado

{1)-Empezar partiende de un potencial factible . En base a un algoritmo
especifico que puede ser ol algoritmao de distribucion faetible determinar un flujo factible
que cumpla con

ey U € o{f) € 2 ) ¥ divz = b o en su defecto una cortadura @ =[5, N/5] tal que

Q1< HS)

{2).- Si sucede lo primero, tenemos que ¢{r)— ¥(u) < ¢, }o cual implica que tanto
5 como u son soluciones Sptimas.

(3).- Si se obtiene una coriadura con as caracteristicas en 1j, @ = [S.N/S)
entonces Ia funcidn st} = ~Wu+ teags) cumple con la propiedad de que o infy < o(6) -4

{4).-Escoger cunlquier o tad que gla) S g0} -4 Y e o' = v +acnys

{5).-Ent + &5 otra solucidn factible af problema Dif ial Sptisnoy #(e) 2
Wu)+ &

{6). Iternr con cste pueva v

1IL.6.1 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO

Venmos qué pass cn ¢} caso de que se encuentre un flujo tal que

N LN L QU Y dive =

debido » que €7(j) S £U) S F () &= LilUN + 00 ()) ~ £Udli) S 6

es claro que

#z) - ¥(u) = e o {200+ Tie09,{0L)) - Trli)eti) € 54 € ¢ y usando e} mismo
arguniento que en el caso anterior [¢(z) —infl < ¢ ¥ [sup~W{u)j < ¢

Ahora consideremos qué sucede en &l segundo caso, ez decir cuando se encuentra
una cortadurs tal que £ (Q) £ N5) en dicho caso cH{Q)-HS <0y

LESNAEGES NN IS L)

02 ¥eqin/lnleli) +1,60) — g5(U) + Bt} - HS)

Considerar los valores t; > 0 donde se aleanza ¢l infimo para cada arco j de los
términcs mencionados

o= 1 T epltit;) >0

¥j € P se tiene que 1, > 5 y consecuentemente

—b{S)+ M!iﬂlh:alb).':nlﬂzﬂi! mem'b))_mmul +5Js ~ B{$)

Pex o que
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~H5)+ ZM&HI zg‘lz-l {o))ed > Z; ]DUHDQQ._!:'I)-!,II(JD! +8/s— b5)

0> d‘l-yﬂl‘l z ’-n,‘”dl)—l'jc!oi

De aqui se desprende que existe un valor de o para e} cual se cumple que

sla) < p(0) -8

y de aqui

W) 2 ¥v)+46

Terminacién

En cada iteracion el valor de !a funcién objetive asciende al menos una cantidad
igual a § , por lo que e} supremo de I funcion serd aleanzado tarde o teniprano, si existe
una solncion optima finita.

L7, ALGORITMOS DE DESCENSO DISCRETOS

En e] caso de problemas generales, puede ser dificil determinar las expresiones
modificadns de las derivadas que hemos encontrado en el caso anterior, debido a esto
se plantes una oueva modifieacion.

Veamos ahora de qué manera sc establecen las cotas de factibilidad para Ia
tension, en ¢l caso que ahora nos ocupa.

Para ¢ € C(j) y # > ¢ definir las cotas para este problema

@) = 8% fjte) = Letfoldd

;) = AL fy () = Ld=ple=f

Es claro que

a4 fit) — £1*0) cuando £ — 0

at () = f;7(¢y cuando 6~ 0

¥y como dzst=lle) - gy

Ahora definimos ¢} siguiente indicador que serd muy importante en todo el
desarrollo subsiguiente.

_ [NYAG Y AL

vl )= bmaz {/;_«-) 8870

también consideraretnos ¢ indieador

w(z,8) = T w,{2(j), é) ¢l cual s siempre menor o igual que infinito.veamos ahora
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I[1.7.1 ALGORITMO DE DISTRIBUCION OPTIMA DISCRETO

Este algoritmo es equivalente al algoritmo de distribucidn Optima General, Ia
Gnica diferencia son los intervalos de factibilidad para la tensidn que se definen en
base a un veetor de fujo factible, dichos intervalos se construyen utilizando un valor §
determinado, esto significa que son funciones del valor § y obviamente def flujo =(j} .

Veamos pues el

Algoritmo de distribneidn éptims Discreto

Ses 550

(1)Encontrar una solucion factible r al problema de Distribucién optima.

(2) Dada dicha solucidn, utilizar ¢l algoritmo de Distribucidn Factible, el cual
nos lleva a dos posiblidedes:

a)Encontrar un potencial v tal que oy} € [d; (L4 (j)) Vi€ 4

ie. o)) € (AL £, AL 1Y)

b) Encontrar un circuito elementsl P tal que dF (P) < 0, y entonces ¢(r+6ep) < ¢(z)

-5i sucede lo primero (a), = es una solucidn « Sptima a) problema de Distribucion
¥ v s una solucién ¢ Sptima al problema dusl. De hecho, se tiene que que é(z)~ () < ¢
Ademas r es un finjo § dptimo ya que ¢(z + tep) > ¢{z) para todo circuito elemental Py
tods 1 2 §, hemos terminado.

-Por otro Iado, si se da 1o otra posiblidad, esto es, si un circuito elemental £
eon df(P) < 0 es obtenido, entonees $(s + &e,) < (e}

De guevo aqui se nos presentan dos posiblidades

Si o se encuentra un entero n > 0 tal que $(x+{n+1)ée,} > ofz 4 née,) (A) hemos
terminado porque P es un crevito no balanceado y ¢l problema de Distribucién no
tiene solucidn.

En otro caso, determinar ¢l entero n més pequeo tal que sucede (A). es claro
que f(n8) < J{¢), ir a 3)

{3).-Sea 1 = 2 4 nde, o' una solucida factible con ¢(+} < dlz)

{4).-Regresar a (1) con esta nueva ¢

1L7.1.1.- JUSTIFICACION DEL ALGORITMO

Primero veremos el siguiente:
LEMA:
Si ) & [7 1)), 4} (5)] entonces $(z) - ¢{u} < ¢ = w{z,6)

w Partiremos de un resultado auxiliar para poder demostrar ef lemn:



PROPOSICION
47 () € vl € FEG) = flU) + 55(0liN) ~ 2U)elS) € wil=U).8)

Demastracitn:  Si f7{z()) € oli) € £iH(23)) entonees

(=004 1dvliN = v(i}z{j) = 0 de nqui se ve que Ia desigualdnd de ta derecha es
trivislmente vilids,

Supongamos shora gue

Ll < vy < ahJitaUn

Debidu n que las funciones son conjvoadas se tiene que f;(z(7))+g,{v(3)~2(i)o(i) =
=infoyr(z'))

Donde tenemos Ja siguiente funcidn n='(j) A=(7) = 26N ~ Jil=Un + (=0) -
(WU = LEUY - HeGn+x03et) - SE0G) ~reW) = fi(26)) - 2(20) ~ =" +
LS 6]

La funcidn r(z') es convexn ¥ r(z(i)) =0

r{z() + 8) = Ji(z() o+ 6) = [ita(4)) ~ bu(s)

= HaL [z - 52 0

=vHEGN = M) - ol <D

Toda esto implien que infy(;r{2'(7)} se alcanza en algiin punto en el interior de
(z(3). () + 8}

Debido a que 1a funcion e convexa se tiene que :

AN 2 (2% - 2D (=)

F'G) 2 () - -f(i))[f,N ({3 ~ )} ¥2'(5) > 2(j} ¥ de nqui

infrz G0, jen = I 0otietelntive 2 Weiieteunstea s’ = UGN -
el 2 MY UGN ~ 20 2 80 60 ~ A4 1000

lo cunl iruplica que [teliM+o, (o) =21l € SAY Lite NI (20N S =i 8) €

D

Un argumento paralelo pruebs que [y(z(j}) ~ ;{2 ~ 2(i)i} < 8UGHGGY -
AL B

Pues bicn, hemos visto que si d; (4} € (7} € #G) = Sil=() + 9w ~ vlzli) €
wi{={j},6}

de esto se desprende que i v(j) € [d; (7). d} {3} entonces

Iitelin) + 9;{vti1) - 23l € wileti). 6) entonces

Ll + La(in - Dvllet} = ¢la) - vlwi S w(z )= ¢

que era e] RESULTADO que querinmos probar % 2



Si lo anterior sucede es claro que z ¥ u son soluciones ¢ éptimas porque ${uj <
[sup. prodlema de Dist]< linf. del problema dist] < 6(z) vonme. {3)

Ahora analicenos que sucede en e} caso que el algoritmo Diferencial factible
encuentra un circuito con 1a propiedad de que d(P) <0

Tendriamos que demostrar el siguiente:

RESULTADO

Si df (P) < 0, entonees é(x + b2;) < 6(z)

HPY= Tiepe dHU) = Byep- )=

Lieps 850200} - Tyep- 8L 51200

Siepe UMELU g, Ltople=d

Fyep WtiuloAl=i) - slzibed=slzl ¢ g entonces como 6> 0

o(x + bep)} < d(x) y de aqui si para n(s) se alecanza el minimo de Ja funcidn
() = é(x + tep tenemos que ¢(z + nbey) < $lz + 6) < é(2}

I11.7.1.2.- DEMOSTRACION DE LA FINITUD DEL ALGORITMO
Antes de abordar este probl Ia propiedad de acotamiento para

fujos, ya 1a enunciamos en e} capitulo anterior pero 2hora demostraremos un teorema
que se desprende de dicha propiedad.

Sc tiene la Propicdad de acotamiento para flujos si para tods « € R e conjunto
convexo

{z € B* {divz = by 4{2) < o} estd acatado

TEOREMA  1/n flujo gunrda la propicdad de acotamiento 51 y solo si cads
sucesion de fujos factibles 245, que tiende al infimo de! problema esta acotada.

Demostracién: =) Ses una sucesion 4 = [4)2,; de flujos factibles que tiende al infimo
del problema.
Ses un valor ¢ > 0, es claro que Ve > 0 existe K € N tal que si k > ¥ =
Uelst) - inf)} < ¢
De aqui
{e(s"1-infN < ¢!
De nqui {¢(z*)) - [inf] € [phi{z*] —infj <
¥y
[6=*)) < linf) + {¢] V& > K’ sucesidn de fujos fuctibles
Considérese A' = {z*)132,,, es claro que si [inf]+ ¢ = o entonces [¢(z*)) < [o) VE> ¥



Como A'C A* = {s | #(z) S o y ditz = 8}, por hipdtesis esta acotado, es clare
que A’ esta acotsdo.

Témese ahora A* = {25} es claro que este conjunto estd acotado, porque
esta formado de un nimero finito de valores de fujo, para cada uno de los cuales existe
uns a € R tal que ¢lz*) < os

st se toma e} valor de o mas grunde (o) pues es claro que o(c*) < o’ para todos
los valores de flujo que integran A", de squi 4°* esté acotado por hipStesis.

Asi A= A'{ A" estd acotedo.

«) Supongnmos que no se cumple In propiedad de Acotamiento, esto significa
que existe algan valor de o para e} cunl ol conjunto A= {r e RA [divz = by é(2) So} 1o
estd acotndo, lo cual implica que existe algin vector »' de flujo que no esté scotado,
para el que é(z') < o .

Tomemos uns sucesion A = {x*13%, de flujos factibles que tenga como elemento
7' y que converja al infimo del problema .Dicha sucesion es claro que no estd acotada. O

RESULTADO El Algoritmo de Descenso Discreto termins en un nimero finito
de iteraciones

Demostrecisn:  Es claro que al final de 1a késima iterncin el flujo factible obtenido tiene
1a forine x¥ = r%4 nybe, + nzbep + nabep 4 oen

Donde 1y es e flujo inicial. Este flujo «* difiere en cada arco sélo un maltiplo
de 6. Como € conjunto de soluciones factibles X que satisfacen ¢{2) < ¢{=0) es acotado,
(porque en otro caso no hay solucién 6ptima) , entonces toda sucesion de flujos factibles
que tienda al infimo del problema | serd una sucesion acoteda. Es claro que los Anjos
{r#} estin dentro de uns sutesion con estas caracteristicas.Por otra parte | hay slo
un ndmero finito de Bujos de la forma snencionada, en cualquier sucesidn srotada
tales que $(x¥) < ... < ¢{z}) < ¢(z¥), debo terminar entonces en un nimero finito de
ileraciones.

JILT.2 ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO DISCRETO

Veremos algunos clementos Lisicos de cste problema antes de pasar al desarrallo
del algoritmo, Considérese las siguientes expresiones que constituirdn Jas cotas de
factibilidad para la tension

Al g, ety = (WIS Uy
8% g5{etil) = [edd=gonldiy 95



y la expresiones siguientes que nos permitirin determinar el valor de ¢ que
representa el grado de itud de nuestra solucié

L Abg el - £
({40}, 8) = bmaz {g;'(vcj» - ab(gi0(i)

¥ 5(0.8) = Tyeq 1iv(5). 6

Algoritmo Diferencial Optimo Discreto

(1)Sea & > 0; partamos de un potencial factible u, utilicemos el algoritmo de
Distribucién Factible que proporciona dos posibilidades:

8)Un fujo (i) tal que 2(i) € [eg (), e U)) = (8L 9o AL g(e(]

Si dicho flujo es obtenido y ademds divz = b Vj € 4 cntonces habremeos terminado.
Para el valor ¢ = #(u, 8), u es usn solucicn « 6ptima y ademas ¢(r)-¥{u) £ « Atn podemos
decir mas, ¥{u+tenys) S () YSEN Y126

b)Si una cortadura Q = [S, N/S] es obtenida, para la cual c}{(Q) < b(S) entonces
¥(u+ bepyg) 2 ¥u). Aqui se nos presentan dos posiblidades.

(2)5i no hay un entero n > 0 tal que ¢(u+(n+1)5ey5) > ¥(u) entonces terminamos.
En ese caso Q es una cortadura no balancesda y el problema Diferencial no tiene
soluciones éptimas

(3)En otro caso, determinar el entero n més chico tal que se cumple Jo men-
cionado en dos, Sca ' = u+ nfeyys. Entonces v' es una solucion factible con v(v') > ¥{u),
con esta nueva ¢, ir a {1).

11.7.2.1 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO DISCRETO

Recordemos que &l aplicar el algoritmo de Distribucién Factible nos enfrentamos
con dos posiblidades.

a)Veamos primero qué pasa si obtenemaos una cortadura Q tal que ¢} (Q) < B{S),
en esc caso tenemos que ¢ (Q) - ¥{S) < 0, utilizando este hecho tenemos lo siguiente

0> HQ)-H5) = Tjeqr P )-Ljeq- ¢ U)-YS) = Leqe Al gi(r(i)~Tjeq- ALoilv())-

= Tjeqe ultiitonldill 5, o aldloplelilh _ y5)
= LjeQ 9i(v(f) + beq) - Zjeq 3;(v(7)} - EM(S)

= —E(5) + L jeq 9i{vli) + 8¢q) = Ljeq 0,(+())

De aqui se desprende que ¥(x) € ¢{»)

¥s)



-Es faci} ver cubndo existe un Gptimo finito que maximizs ¢ valor de In funcidén
(v}, Basts con cousiderar 51 existe algiin valor n tal que

Clu {n+ Dbenys) § $lv + (nYdenys)

Considere el valor mas pequeno de » para el cual se cumpla 1a expresién anterior,
entonces ¥(u 4+ ndenys) 2 ¥u + n'benys) pars todo valor de n', debido a que Ia funcidn ¢
es toncave y sdlo tiene un méximo.

Esto significa que o' = u + nbeyye taximiza ef valor de ¢(v) . Empezamos de
auevo el proceso com este potencisl que sigue siendo factible,

Cuanda no encontramos uns » tal que

W(u + (n 4 Dbepyg) § ¥iiu + nbe nys)

entonces ¢{u + (0 + Depes) > d{u (n)lichS) entonces ~¢lu + {n + depys) <
=~¥{v 4 nbepys)

0 > HESNOHE) 5 gty

Esto dltimo es vilido pars cuslquicr valor entero de » 3 de &, lo cual implica
que @ ¢s uns cortndura no balsncesda.

b)Veamos shora qué sucede cuando se obtiene un fiujo = factible.

Lo primeso que veremos es un resultado esencial para todo el desarrallo poste-

ror:

RESULTADO

(i) & 2l) £V 0) o= Sl + gl — 203)eld) € 2tus), 6}
Demostracidn:

Veamos ¢l primer caso:

55 (00N < #A) < AN = Szl + giteli) ~ 2det) = 0 € (), 6) T
proposicidn se cwmple trivislmente.

Veamos nhora que sucede en el caso en que :

PAR TN EISTIEH)

Supéngase que gi* (1{§)) > ~c0 Como [it«()} ¥ 9;(+(/)) son funciones tonjupdas
entoness o claro que: f(=(7)) + g, (W) ~ G)oli) = ~infpr(v(5)) donde tenemos que:

(G} = GG~ 25 {0()) + (0) — V1iN=(3) ¥ se tiene que r(o(f)) =0

Utilizando Jo enterior tenemos que:

r{o(j}+ 6} = ol 5,(e(GN - sl 2 0 ¥ por otra parte

Al = gpli) -2 < 8

Todo esto & su vez implica que el infug;rls'(i}) es slcangado en algin Jugar en
ol intefior de (+(), /1) + 8)

Como BAUM=LIY 5 st wlti) > ) o



Tenemos que r{v'()) 2 (¥{F) = vl (W) — 20 W(5) > (§) ¥ consecuente-
mente:

infgierm('U) = infu(enstiy i e VN 2 G- BN v(5) -2 G 2 Blgite(i)—
z()) 2 lgjr4v(i) - A% g;(v(i)]

De todo lo anterior se desprende que: —infyq epr(v'() = fi(=(5} + g5(v(i)) =
(0] < AL £(200) - [HzU)) € 0.6

Un argumento paralelo demuestra que :

285,003 £ vld) € 7} (00N = f5(=U)) +95{v(3)) = z()04) < i3} v(s) = BLg; () <
2(v(5).5) o

Bien, en el cnso de que se encuentre un potencial factible, hemos probado que
se presenta que f;(2(7)) 4+ g;(0(§)) - 21()) & (=), §), de aqui se desprende directamente
que T fi(z(0) + o, 00 - Soli)=) € =(2.8) ¥ esto implica que ${z) - ¥{x) £ ¢ lo cual
sigaifica que ambus soluciones son ¢« dptimas ]

111.7.2.2 DISCUSION SOBRE LA TERMINACION DEL ALGORITMO

Para verificer que el algoritmo finaliza en un nimero finito de iteraciones
basémonos en que €] Diferencial cumple con la propiedad de Acotamiento, porque si no
fuers esi no hebria solucion Gptima. El potencial al final dela iteracion késima es el sigu-
iente: ut = ugtnybey s+ngbenysthabeyys+....+npben;s donde ug es el potencial inicial, El
flujo en cada arco difiere de up un miltiplo de 6 ¥ ¥{uo) € V(1) € Wua) € V{uz) € Hua).
Camo se tiene le propiedad de 3 para potenciales, el conjunto de poten-
ciales que se obtienen de la forma mencionnda forma parte de une sucesién acotads
que tiende a! supremo del problems y debido a las caracteristicas de este conjunto
de potenciales podewos ascgurar que s un conjunto finito.Esto asegura que en algin
momento alcanzaremos la solucion casi optima que buscamos.

111.7.2.3 CALCULO DE SOLUCIONES ¢ - Sptimas

Asi como en los algoritines fortificados existe una wanera de obtener une
solucién ¢ -Gptima, con una ¢ mayor que cero dada de anternano, en los algoritmes
discretos también deberin lograrse esto. Consideraremos el problema de distribucién,
en el caso del problema diferencial las consideraciones son analoges. Para lograrlo
Bg.rtircmos de dos postulados csencinles:



8)Pars cada arco j tenemos que existe 1a segunda derivada pars casi todo valor
de flujo £(4) tal que z(j) € [e~(j) ¢* (j)), exceplo en un nimero finito de puntos que son
aquellos en donde cambiu 1a derivada.

b)Los puntos en donde cambia Ia derivada ¥ los valores iniciales de flujo son
todos milltiplos de una cierta cantidad &y > 0.

Lo que buscaremos entonces es determinar el valor de § para que se cumpla:

wiz,5) Cob? <c donde o = Tieari20

suponetnaos que § = fy/m entonces lo gue buscariamos seria un valor de m tal
que

olbo/m)? < ¢

of6d/m? <«

e83fc < m? por lo que (0/¢)'3bg & m.

También necesitamos que wiz,5) € 067 pero esto se desprende directamente del
siguiente razonamiento, usando el Teorema del Valor Medio. Para (2,2 +8) € CU)Y ¥
2(s) < c*(;) se tiene que

B4 f{e()) - 10N = LHEG) - 174 (=00

< 8(J;(x*()) < b0; considerando que £(j) < ¥ S 2°() € 2(j) + 4

Por otra parte de manera édnaloga se ve que 6 (z —§,7) € CU) ¥y #() 2 ¢~ ()
entonces

Sein- ot o ces

De las dos expresiones anteriores se ve que:

wy(e(3)6) S (61 S ¢

Veamos abora ¢l

ALGORITMO ITERADO

Existe otra forina de obtener una solucidn ¢ - otims dads una « > 0.

Estos son los paso del Algoritmo Iteredo que logra esto.

{1)--Aplicar €l Algoritmo de Distribucidn Sptima discreta con una solucion zg
arbitraria inicial y {actible, y con un incremento inicial & > 0.

{2).- Obtener z; y vy que satisfagan é(z1) — ¥lw) < wiz1, &) con &2} < é{=2)

{3).- Si sucede que u{z).5) < « entonces 13 ¥ v %on soluciones ¢ — optimas ¥ el
objetivo que buscibamos se ha logrado. Terminamos.

Si no es asi tomese & = f/p ¥ npliquese de nuevo el algoritmo con la solucién
inicial factible #; y con & (p es un entero arbitrario )

(4).-Con el nuevo flujo z y el potencial u que se obtienen después de esta iteracion

iral). %,



(En e caso del Problema Diferencial el algoritmo s anilogo sélo que se utiliza
¢l Algoritmo Diferencial éptimo Discreto en 1)

* II18. LINEARIZACION POR PEDAZOS

Todos los algoritmes que hemos visto husta shora trabejun especialmente bien
para el caso de problemns en que las funciones de costo son localmente lineales, veamos
qué pasa cuando no sucede asi. Abordemos ahora el problema de Distribucidn, las
consideracianes non andlogas para ¢} problema Diferencial. Esto nos lleva & considerar
que en o} caso general de una funcidn f,(2{5)) podriamos apreximarnos a dicha funcién
con una funcién Jocalmente lineal y resolver e} correspondiente problema aproximado.

Después podriamos considerar apraximaci més y mas finas, usando como

flujo inicial en cada iteracion, ¢l flujo obtenido en la iteracion anterior. Para efectuar
dicha mpraximacion, dividirnos €] dominio de la funcién que es [e=(5), ¢*(j)] efectuando
una particién del misino {ep = ¢~} 2o + 842y + 2y, .......c*(5)] Si consideramos un flujo
inieinl zp tendriamos como puntos de la particion de nuestro intervalo los siguientes
1} = #o+ nb;. Constituitiamos asi una aproximecién lineal formade en base a segmentos
lineales delimitados por puntos contiguos de Ia particion.

Linmemos fX(z()) a nucstra sproximacion

Eatonces f¥(s(j)) = /;(+(7)) en los puntos de Ia porticién.

40 = al h=up

¥

LU= alsE0n

De uqui tenemos que:

THO = Tiem [ + th) = Tyep [LEUY - 1) = Tiepe AP (el + the) -
Tyer A0 1100 - 1h) = 2310

La idea csencial como ya o hemos mencionado es trabajar con aproximaciones
cada vez mas finns, que pueden realizarse considerando la siguiente norma variable de
la particion: & = &/p* con k= 0,12,

TEOREMA

Considerese la Forma Iternda de! Algoritmo de Distribucion optima discreto.
Utilizando como indicador & , considere que se cumple la propiedad de Acotamiento
tunto pars €l Probleme Diferencial como para ¢l Problema de Distribucion, considere
también que parn ulghn entero m > 0 los valores eo(5). e~ (7). ¢*{j} para cada arco difieren
sélo en miltiplos de &p™ (p entero arbitrariv), y se generan sucesiones infinitas (=) y
iw de soluciones dptimas.



Entonces tendriamos que, hay una 8> 0 tal que 0 € w{z,.5—;) € 8k /p*"! para
toda & suficientemente grande.

Este ¢ tiene implicaci importantes, nos garantiza que si k tiende a
oo, entonces w{zy,85—;) — 0, de aqui es claro que {z;} es una sucesién decreciente que
converje a la solucidn 6ptima para el problema de Distribucién y {u;) es una sucesién
creciente que converje a la solucion 6ptima del problema Diferencial.

Demostrocidn:

Consideremos los puntos de la particién =, = zo + nf,, es claro que para estos
puntos ¢(s;) = é¥(si)

la primera parte de 1n prueba consiste en verifiear que ming* ~ ming #i k — oo

La definicién de /} implica que f*z(j)) 2 724 (z0)) 2 £1* 2 (= (). 2 £i(2 G Y2U5)

La igualdad se da si nos referimos a un punto de la particién o también si
2{j) < e~ (j) 0 2(j) > e*{j} Verifiquemos ahora que l;(:(j)) —Ji{zi)) Bi k00 y 8 " (j) <
2(j) < e*(j) Para valores zo y r, que satisfacen ¢~ (j) < 25 < £ < 21 < ¢}(j), los valores
I;"(zo) ¥ fi"(21) son necesariamente finitos para £ lo suficientemente grande. Por otra
parte habrd un punto # dela particién parael cual se cumplaque: sp< 2 <z < #+8 €0

Como  es un punto de la particién tenemos que f4(2) = f,(#)

THORF A ENH I AGES Al (]

< JFUF (=) - Fi (o))t < ST (=1) - £ (70))

De aqui e deriva que:

SH0) = Jilz0)) 8i k= oo ¥ 8 <™ (j) < 2(j) < c*U)

Falta probar que de aqui se desprende que:

mingt — miné cuando & tiende 8 oo

Consideremos una p > 0 y alguna solucicn éptima £ al Prablema de Distribucién
dptime. (Existe &l menos una solucién éptima debide & que el flujo cumple con la
propiedad de acotemiento ). Sen la funcién f(t) = ¢(z + t(z0 - &), es claro que

J{t)= £(0) cuando ¢t — 0

Existe un valor t € (0,1) tal que f{t) < /(0) + #,esto significa que €l fujo

" =F4t(za-2)=(1-1)F 4120

cumple con que:

$(2°) = ¢(2) + p = [miné] 4+ p

¥y se tiene que para cada arco j

o z*{j) = #{j) = ro{j) 0 es un flujo que forma parte de la particion o es un flujo

que no forma parte de la particién. 101



Para sxcos de la primers categoria uno tiene que 2°(f) es un punto de la particién
de fe= ()i e* (i) por lo que fi{=*(j)) = [}(z°(j)). Para sreos de ia segunda categoria uno
tiene que fHz°(3)) — fj(z"()) cusndo k tiende & oo . Por todo esto es claro que
#*{2*) — ¢(£*) cuando k tiende a infinito.

Se sigue de lss aseveraciones anteriores que: min{d) + u = ¢*{2°) 2 ming* > ming

Bien, ya hemos comprobado que ming* ~ ming cuando k tiende a infinito,
Veamos ahora Ia parte final de la demostracidn.

Consideremos valores finitos de flujo. Es claro que existen valores finitos de
fujo tales que ¢ (j) € zo(5) € 24(j) € 7ilj) < c*(j) Yk lo suficientemente grande.

20 ¥ 51 pueden ser escogidos como puntos de Ia particion cuando k es lo su-
ficientemente grande. Se puede encontrar una particién tal que para los arcos j que
cumplan con zq(j) > ¢~(j) se tenga que:

£4(3) - bu1 2 Zol5) Yk suficientemente grande.

mientras que para los arcos que cumplan con

24(j) < e*(j} s& tiene que

2xli)+ bx-y € 21(G) VR suf. grande.

En base & esta clasificacién podemos inferir los cuntro casos siguientes:

1o 2ol5) € 2u{i) = iy ¥ 2} + buer € 2ald)

2.- c(f) = zoli) = MG} ¥ ali) + By S aald)

3.- 20(§) € 2£2(3) - bk ¥ 1uli) = ali) = €H ()

4 ) = wlf) = 2l = 2ul) = eHD)

Cansiderando que:

AP nb) = £

Baos) = ban
wilzili) b ) = b lmu{.I;’(:U))-A!_‘"/j(x()'))

como A3 fyl2e(i) € 71N ¥
S (ol € 5 it
Tenemos los cuatro resultados siguientes:

. LG - £ Gati)
Hienti) fioa) 2 "‘""‘“’{.I,’(nun - (ol

En el caso 1) tenemos que:

g A
il U bies) £ broymos { Teald) = ¥zl

md caso 2)



wi(zs(f) b1} € buymes{f) (510} - J}H{auli)), 0)
< bymes (i} (n () - £ (ul)0)
S UitnG) - £
En el caso 3)

wiesli) bi-1) S bicamaz (0,5 (1 i) = JjH {2} € Saall]™ (1)) — £ (20 li))]
En el caso 4)

wi{23(j), bua) = maz{0,0) =0

Se sigue que para Ao = (i |G} # U ¥ 8= Tiealfi (i)~ f}H z0li)))
w(z, bumt) S BolP*
Donde &= = §i~1 D

Con este resultado damos término a Ia parte esencial de este trabajo. En las
conclusiones del mismo podra el lector encontrar un anglisis que pretende establ
laa recines entre los distintos algoritmos, sus veniajas y desventajas.
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CAPITULO CUARTO

IV. INFERFPRETACION ECONOMICA

En este capitul algunas pricticas cn las que s¢
pueden utilizar los modeloa del problnm Dt!mcu! y del problema de Distribucién,
10 entraremos en detalle, adlo los mencionaremos.

Ejemplo 1

Un productor desea dar un carg to de jas a 1ns distinitas ciudades
del pais de tal forma que s¢ minimice su costo de transportacion e incluso que pueda
obtener una ganancia al transportar dicha mercancia por 1as redes de carreteras debido
al aumento del precio del kilo de naranjes de uns ciudsd a otra.

Cousid ¢l problema de Distribucién que ya bemos visto

P

Min ¢{7) = £/;(=())

s.C.

=(j) € C(j)

disz =%

Ean dicho problema interpretamos cada uno de los elementos como sigue

-x(j) rep el flujo dado por el arco j de cierto producto, en este caso

vamos » interpretarla como el nimero de kilos de naranja que circulan por 1a carretera’
jo

-Para cada areo , [;(s(1)) representa el costo de mandar £(j) kilos de naranjas
por la carretera j .

-¢{x) representa el costo total considerando todos los arcos de In red.(todas las
carreteras de la red)

-C{j) representa cl conjunto de valores permitides de flujo.Esto significa que en
eadn carretera deben estar dreulando por 1o menos una cantidad determinada de kilos
de 1ja, y dicha cantidad no debe der tampoco de un valor ya prefijado en cada
uns de las carreleras.

~dive ta ln cantided de produeto en cada uno de Jos nodos esto significa
cnnuenroejanploparh:uluelnumuodemwuqtuutmeawdaaudnd

-b rep la idad de prod requerida o disponible en cada una de
los nodos.Esto sigaifica tos kilos de ja requiere uaa det da ciudad para
satisfacer sus necesidades o de tos kilos de naranja dispone para satisf: Ias

idades de otras cudad

Pox otro lado se incorporan dos e adicionales al problema que deberi
mm‘dawuidam:ién




u(f) represents ¢l costo del kilo de naranjas en cads una de las ciudades.
v(j) representa el aumnento del precio del kilo de naranjas al ir de una ciudad a

Estos dos clementos deberdn ser tomados en cuenta para encontrar nuestro flujo
ptimo por lo que veremosz a inuacién

Hemos visto ya que si se encuentra un flujo factible para el problema de
Distribucidn y se encuentra a través del Algoritmo Diferencial Factible un potencial u
tal que ;) € §d(5).d(j)] entonces tanto r como u son soluciones Gptimas,la primera
para el problema de Distribueién y 1a segunda para el problema Diferencial.

{47 (), d+ ()] e un intervalo que depende como ya s vio en el capitulo anterior
de 1n derivada de 1a funcion de costo f;{z(j)) para cada arco j , de hecho resulta que
d; (j) es 1a derivada por 1a izquierda de dicha funcién de costo y d¥(j) es 1a derivada por
1a derecha de dicha funcién de costo.

En el caso de que la funcién de costo sea lineal su forma es la siguiente:

T d(j)z(j) donde

d(7) representa el costo de transportar un kilo de naranjas a través del arco j.

Es claro que en el caso lineal el intervalo de factibilidad para 1a tensidn {47 (4), df (O]
depende directamente de d(j) , ests dependencia también se da en ¢l casa de funciones
localmente lineales, cundriticas o localmente cusdriticas.

Analicemos ahora el caso en que la funcién de costo es lineal:

La relacién entre ofj) y d(7) e clara y nos permite determinsr los intervalos de
factibilidad para In tensién.

Edb'). 38')) si a‘)(i) <uz)(i) = ::)U)

. ot J (=, (i} = =(j) < *(’

DRI 1 (5a) eG)< #(3) < )
(-oo00) () = 2(j) = e*(j)

Coloquémonos del 1ado del productor para interpretar el significado de este
intervalo,

En ) primers posiblidad tenemos que el productor estd mandando la cantidad
més grande posible de flujo. En ese caso es 1ogico pensar que esto se debe & que es
mayor el sumento del precio del kilo de naranjes 21 ir de una ciudad a otra que lo que
cuesta transportar ese kilo de naranjas, por lo que el productor obtiene una ganancia
al mandnar ¢ada kilo de naranjas.

En 1a segunda posiblidad tenemos que el productor estd mandando 18 menor
cantidad posible de flujo. En este caso es también 16gico pensar que esto se debe a que
¢l aumento del costo del kilo de naranjas al ir de una ciudad a otra es menor que lo
que cuesta transportarlo, por 1o que el productor tiene una pérdida evidente por cada
kilo de paranjas que mands. 108



En la tercera posibilidad Ia cantidad de flujo mandada es un valor intermedio
entre las cotes inferior y superior. Esto significa que ¢l aumento del costo del kilo de
naranjas es iguel a lo que cuesta transportar dicho kilo por 1 casretera que une ambas
ciudades.

Ejemplo 2
Consid ahora ¢] probl Diferencial colocand del 1ado del consumi
dor y considerando como varisble 2 v(j) {(aumento del precio del producto en cads

Dicha problema se enundia como sigue

Nin — ¥{u) = THu(f) + L g (W) = maz¥{v) = - THDu(i) - To;(v(i))

8.C.

(i) € D())

Ea este probl t el sigu ! nuevo:

"D} : ¢ conjunto de valores permitidos del aumento del precio del producto en
cada uno de los nodos.

sup{D{j)} = d*()

inf{D{f)} = 4~ ()

Aquf o que sc busca es minimizar —y¢(s), jmizar ¥{v),

Interpretemos a continuation la funeddn objetivo que hemoe mencionado

bi)uli) representa el costo totel considerando todas las naranjas que se encuen-
tran en cada ciudsd "i"..

#i(v(i}) vepresenta el costo total por concepto del sumento del precio del pro-
ducto en el areo j.

En el caso en que la funcidn de coeto sea lineal tiene In siguiente estructura:
Tei)eti)

Donde c{j) es el numero de kilos de naranja esperado por el consumidor en el

areo j.

En e caso de que 1a funcidn de costo no sea lineal de todns manera depende de
este velor ofj).

Hemos visto ya que si se encuentra un potencial factible para el problema
Diferencial y se encuentra a través del algoritmo de Distribucién Factible un flujo #'
tal que

z(j) € Ieg (/). e} (7)) entonces v es un diferencial 6ptimo,

Este intervalo esta directamente relacionado con 1a derivada por la izquierds y
m‘h derecha de 1a funcién de costo g;(1(j)) que & su vez depende de e(j)



La relacién entre z(j) y ¢(j) sobre todo es muy clara en el caso en que la funcién
de costos s lineal.

2, fhepea
—riy ey < 4 (o2, ~U)=wi}< j
OO = | Coro0) &) = i) = 4*0)

(cU)eli)y d0) <e{i) <d¥(i)

Anslicemos este intervalo; en el primer caso el productor mands por cada arco
un flujo mayor del esperado por el consumidor, esto se debe a que el aumento del precio
del kilo de naranjas al ir de una ciudad a otra es igual al méximo valor permitido, por
lo que 2l productor le conviene mandar m4s naranjas que las que el consumidor espera.

En el segundo caso el productor manda por cada arco un flujo menor del espe~

vado, esto s& debe 8 que el consumidor le permite el menor saumento posible en el precio
del kilo de naranjas, lo que le resulta claramente desfavorable.

En el caso de una funcidn de costos localmente lineal el intervalo de factibilidad
1 idéntico sdlo que el valor de ;) no es jo, depende del valor de fiujo que consideremos.

o el &G <o =dt)
Estned Ul = { [l eali)) i) <v(3) = dald)
() ol)) dl) < vG) =47

Asf con este par de ejemplos sencillos hemos: querido mostrar la aplicacién de
la teoria de los problemas de Distribucién y Diferencial a problemas précticos.
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CONCLUSIONES

En estc trabejo se han sbordado dos problemas bisicos de a teorin de Redes que
resultan de la incorporacion del elemento llamado potencial: el problema Diferencial y
el problema de Distribucién.

Para cada uno de ellos se han estudisdo disti casos considerando las carac-
teristicas de la funcidn de costo: esta puede ser lineal, localmente linesd, cuadrética o
localmente cuadratica.

Se ha visto a fondo cuales son 1as condiciones que necesitan cumplir las funciones
de coete de ambos problemas para que podamos afirmar que uno es ¢ Dual del otro,
hemos visto también que si ¢ estas condic y 1a solucién Sptima
para uno de los problemns , entonces habremos encontrado I solucién éptima para el
otro.

También se han estudiado varios algoritmos que resuclven estos problemas y
hemos mencionado les limitaciones que ofrece cada uno de ellos.

Sin embargo quisiéramos recapitular haciendo aqui un pequefio estudio com-
parativo entre los distintos algoritmos que se tienen.

Debido a 1s estructura que presentan los algoritmos podemos decir que estos se
dividen en cuatro grupos.

2)El algoritmo de Distribucién Optima, junto con todas las derivaciones que
del mismo se desprenden, que son ! Algoritmo de Distribucién Optima fortificado y el
Algoritmo de Distribucion Optima Discreto.

b)E! algeritmo Diferencial Optimo, junto con todes las derivaciones que de él
se desprenden, que son el Algoritmo Diferencial Optimo Fortificado y el Algoritmo
Diferencial Optimo Discreto.

c)El algoritmo Thrifty.

d)El algoritmo de las Desvinciones.

Los dos primeros algoritmos trabajen con alguno de los problemes fijando el
flujo o la tension segiin el caso, los dos tltimos trabajan con la tensidn y el flujo al
mismo tiempo, por esto los dos primeros son Primal y Dunl respectivamente ¥ los dos
1dltimos son Primales-Duales.

En ninguin caso podemos garantizar la terminacién en un ntdmero finito de
iteraciones sin condiciones adicionales, que son las mismas para a), b) y c).

Debido a esto en el caso del Algoritmo de Distribucidn dptima y del Algoritmo
Diferencial éptimo se hacen una serie de modificaciones que nos permiten garantizar que
terminamos el proceso en un niimero finito de iteraciones sin que se requiera ninguna
condicién adicional, obteniendo segin los cambios realizados los algoritmos Fortificados
o los algoritmos Discretos.

Sin embargo tanto en €l caso de los algoritmo Discretos como en ¢l de los
ﬂgn’tmm Fortificados de mnbos problemas no llegamos a uns solucién éptima sino a



una solucidn que se acerca a I solueién dptima de tal modo que 1a diferencia entre 1as
dos no es mayor que una cantidad ¢,

Por otra parte el nimero de cilculos que se ticnen que bacer en los algoritmos
Fortificados es mucho mayor que el de los algoritmos Discretos debido a 1a estructura de
los intervalos de factibilidad que se utilizan. Sin embargo, en el caso de los algoritmos
Fortificados se fija de antemano el valor de 1a ¢, mientras que en el caso de los elgoritmos
Discretos no puedo determinar de antemano este valor.

En el caso del algoritmo de Ias Desviaciones hemos visto también que no se
puede asegurar su terminacién en un nd finito de iteraci para el caso general
sin embergo es posible bajo alg dici que se 3 en ([11.4.4).

Es claro por ltimo que cada uno de los algoritmos redne impartantes ventajas
y desventajas, por lo cual dependera de las necesidades de aquel que los aplique, 1a
eleccion de alguno de ellos; es obvio que & se tienen funciones de costo localmente
lineales con un nimero finito de puntos en los que las fund no son dife isb)
resultaria absurdo utilizar los algoritmos Discretos o los algoritmos Fortificados,
[-‘ma]mcnte. s hu de;ndo ¢l tema de las aplicaciones pricticas, abierto para
una i do superficialmente algunas de las aplicaciones
pricticas que se dwprcnd:n de este desarrollo tedrico, esparamos que esta posiblidad
sca explotads por futures estudios y que este trabajo pueda servir como sustento tedrico
de los mismos.
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APENDICE A
L. Algoritmo de [ristribueién Factible
El algoritmn de Distribucién Factible buaca resolver el Problema de Distribucisn

Factible que consiste en encontrar un fujo z factible dados determinados intervalos
de faetibilidad y dados también valores de b{1) para cada nodo ¢

A continuacién presentanios los pasos de dicho algoritmo,

(1)Se asume que KN} = 0. Se da un flujo que sea factible con respecto a laz capaci-
dades de los arcos.

(2)Se definen lot wiguientes conjuntos de nodos
N~ ={ilb{n) > yli))

y
N™ = {i| bi) < oli}}

8i N* = conjunto vaclu = N~ entonces z es una solucién al problema de Distribucién
Factible, y 2l algoritmo termina.

{3} Considerar e} siguiznte pintado de Ja red
verde 8i ¢~ (j) < z(j) < c*(7)
blanco i c* (5} = r{7) < ¢*{j)
negro si ¢ (5] < z{j) = c*(j)
rojo si ¢~(j) = £lg) = eT(j)
d(:d) Aplicar ¢! Algoritmo d« la red pintada (capftulo 2}, el cual nos da séle dos posibli-
es

(5.2) Si s cbliepe una cortadura Q solucién al problema de 1a Cortadura Pintada,
entonces B(S) > ¢*(Q) y se sigue que el problema de Distribucidn Factible no tiene
solucibn, ya que aqul s¢ termina ol algoritme.

(Eato prueba la suficiencia del Teorema de Distribucién Factible del capftulo segundo)

(5.b) Si se obtienc un camino P solucién al problema del camino pintadu {ver capftule
2) entonces la cantidad

g e

= in 1) —¢7(y) parajyer”

=M - i) para el nudo inicial de P en Nt
y{i) - (i)  parael nodo terminal de Pen N~

24 pesitiva y finita.

{6F6rmese el fluje 1’ = 1 + ney,
ira 2)

El proceso termina hasta que N* = N~ = conjunto vacio.
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JUSTIFICACION

Si al aplicar «f algoritme de 12 red pintada s« obtiene una cortadura @ = iS, N/S] que
o wlucién al problema de L eorfadura pintada, entoncos

Q) = Tjeq+ t11) - e~ 2lf) = Ljeq+ ") - Tjeq- ¢ (i)
perque

y) =c*ij) e @t

i)=cl)) vieQ™

de aquj

¢*1Q) = Tep+ 7} - Tjgo- =(f) = [divergencia de x con respecto a §}
§(S) = HS) - 1HS) — ()] = B(S) - INN*) - y(N*)] < HS)

paryue bi) > y(i) para s € N*

Aqul ha sido usado e} hecho de que b{i) — y{i) = 0 para i € §/N* pero
b{i) - y(i) > O para i € N0 Aqui se detien= el algoritmo de Distribucién
Faztibla, por In tapto no se encuenta upa solocién a dicho problema.

Por otra parte, si se encuenira un camino P : N* — N~ que resuelva el problema del
camino pintado, se obtiene a que es positiva ¥ finits.

Es claro que el finjo £’ = z + aep todav(a satisface Jos intervalos de capacidad.

AJ cambiar de fujo de z a 7, se hace mis pequedo el valor b{s) ~ () para el nodo
inicial y o valor y(1) — b{s) para el podo terminal hasta que dichos nodos pueden ser
extraidos de Nt y de N De esta forma llegamos a que eventualmente N+ y N~ sean
iguales al conjunto vack, 1o cual aserura que hemos encontrado la so-
lueidn Sptima. m



APENDICEB
LAlgoritmo Diferencial Factible.

Este algoritmn busca resolver el problema Diferencial Factible que consiste en eacon-
Arar un vector potencial U tal que los valores de tensidn v(j) para cada arco § estén en
un intervalo de factibilidad D{;) dado de antemano.

A continuacibn presentamos los pasos de dicho algoritmo.
{1).- Empetar con un potencial arbitrario U

®a

af () = d¥{j) - o)

45 U) -4 (2) - o)

(2).- Checar si 8(s] 20 1 € N donde

) paraj Efi, Nt 1
#(1) = min { —dy(§) parajell, ML)~
0 (X7

(3).-3i es asf terminamos, u resuelve ¢l problema Diferencial Factible, de otro modo
témese cuialquier nodo 1 tal que 8() < Oy apliguese el algoritmo del camino mnimo
como sigue.

{4).-Témese u como el patencial inicial up

(). Considérese N*+ = (i} y N~ = {i} , eslo significa que 1 serd un elemento de S y
de N

(6).-Excepto en el caso de los arcos que salen de ¥ considére tados los valores de dj (5}
y ~dg (7} comn si fueran cero.

(7).-Si i es alcanzado por e} algoritmo con § < 0 terminar. El camino P i-vies un
circuito con d*{P} < 0y el problema Diferencial Factible no tiene Solucién, porque §{1)
continda si=ndo negative, [exto prueba la suficiencia del algoritino Diferencial Factible),

+De otra forma, detener el algoritmo tan pronte como un valor § > 0 haya sido
alcansado, aunque i no haya sido alcansado por el algoritmo.

Sea w(i} =0 ¢ §.El potencial u'{i} = uli) + w(i) mejora ol potencial que se tiene
porque los nuevos valores de 6 nunca son mis bajos que los que habfa para u, empesar
de Duevo con esta u', Ademss &(3) = 0

Volver a 1}

JUSTIFICACION

D2 12 definicién de &ies claro que it es igual a cero si y a8lo i v[5) < d¥(j) VY5 €
[| N/l]* yu{ji zd={j) 1€k, N’|] + Esto sucede i y s8lo si d7(f) <L(J) < d* (1

112



Supongamos abora que § es un nodo con §{§) < 0, considerar Ia red auxiliar G* . Esta
se construye agregaudo a G una copia 1* de 1, asf como una copia de todos los arcos
incidentes 2 1 que lamarsmos 5*, 38 como también un arco especial j = {1*,1} con un
intervalo de capacidad para la tensién de la forma (—e0,0].

,,3.}\\~ e = L

/r/’\\:‘ \ﬁ . \\

- ,"’ . = . o\

/ 1 N !

\ i‘f\\\ . P
\ L]

Para los arcos j* € [N/ j e asignads como (~00,d*(f)], mnientras que para
J* € [H N/} es asignado como [d7(5),o0).

_— e e - -

- A

- » \
; "4—.,-7;,7,“ "{I:J‘»Z‘ iy
'\ K/ UHg ], /

-

e - - Ve

d*(4) = maz{d* (), v(j)} o

() = min{d={5), oly)}

13



Para el patencial tenemos los siguientes valores en la gréfica aumentada.
Y= M) pmisd
V77 ) i) +6(5) pars cualquier otra i

Considerando la red aumentada G*, &l diferencial ¢’ coincide con v en los arcos de
G, y es factible con Tespecto a Jos intervalos modificados en dichos arcos. También e
factible con respecto a los intervalos modificados para los nueves arcos de G* debido a
Ia definicidn de #i)

E! procedimiento general en el algoritmo Diferencial Factible equivale a resolver el
probiema de 1a difusion mixima de Ueen G para N* = {i*} y N~ = (i}, con wp como
el potencial inicial.

Debido al arco j y a su intervalo de factibilidad para 13 tensién uno tiene que la
{difusién miximsa < 0] en este problema.

Si {difusién maxima de U} < 0, el algoritmo del caniino minimo ha encontrado un
camino ¢on un valer de difusidn negativa lo cual puede Interpretarss en G como un
circuito P tal que d*{P) < 0.

Si {la difusién mixima de Uj es igual a cero eptonces 1a solucién gue es obtenida para
el problema de la méxima tensién en G satisface que w/(1) — &'(i*) = 0 y de aqui se
desprende que v/(j) = v/(5*) = O para cada upo de los arcos j incidentes 2 1 en G.
Debido a que v/(5°) s factible con respecto a los Intarvalcs modificados en G*, oe sigue
que t/(j) (donde j es un arco incidente de 1) es factible con respecto a los intervalos
twodificados y para los arcos que salen de i tenemos que v'(5) < d¥(5) y_por otra parte
vi(s) 2 d°(5) para los arcos que llegan a i. De aquf ea claro que §(1) = 0 que era
precisamente lo que se querfa demostrar.

114



BIBLIOGRAFIA

1.- BERTSEKAS, D.A. "A new algorithm for solutions of restrictive networka
involving diodea™. IEE, Trans-Circuits System.1976. Vol. 23. pp. 599-608,

2.- BIRKHOF,E. y DIAZ,1.B. "Nan linear netwotk problems™, Quarterly Applied
Mnathematics. 1056. Vol. 13. p.p. 431-444.

3. COLLINS COOPER,HELGASON KENN!NGTON "Solving the pipe net-

work using opti q 1978. Vol. 24. p.p.
747-760.

4.- DENNIS,J. Mathematical prog ing and electrical Networks. Ed, Wiley,
E.U. 1959,

5 GEOFFRION "Ob)ectlve ti ti themntical pro-

'y g 1977, Val. 13. pp23-27

6.- IR.I,M Networkﬂavtnmpoﬂntwn and acheduling, Edit. Academic Press.
E.U.1969

7.- LUENBERGER,D. Introduction to linear and nonlinear programming. Adison
Wesley. E.U. 1873,

8.- MEYER. "Two segment separable prog ing”. Manag Science.
1979, Vol. 25. p.p. 285-295.

9.- NARRO, Ana Elena. Problemas lineales duales en redes de flujo. 1387,
Tesis.

10.- ROCKAFELLAR, R.T. Network Flows and Monotropic Optimization.
Edit Wiley, 1984. E.U.

115.



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo Primero. Problema de Distribución y Diferencial para el Caso Lineal 
	Capítulo Segundo. Problema de Distribución y Problema Diferencial en el Caso no Lineal
	Capítulo Tercero. Algoritmos para Costos Convexos
	Capítulo Cuarto. Interpretación Económica
	Apéndices
	Bibliografía



