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INTRODUCCION 

Lti. investigación de opereciones 5C ha ido desarrollaD do & un ritmo vertigin'*I. 
El ~to de le.e aplicacione5 práctica& continúa a Bl par que el de la t«iria. Si bien 
el origeo de esta brea de la& mat.cnuiticas aplicbdw; d11.ta de la SeguDda. Guerra Munclial 
1 ee debió exdusívatncnt..e a la bitsqucda de wejoreti estrategias bélic.ws:, a; ce.da vez 
me.yor el número df' empretill.li qui'! utilizan esta téallcns para planear su producción, del 
mi.amo modo han awnt."uta.do considerablemente los gobiernos del mundo que util.ium 
la invt:titigD.Ción de opt..n1.cionea para d desarrollo urbts.Do, o para distribuir de manera 
e.decun.da lOb pre11upueslo6 de 1aa n&ciones. De la ullsma forma la apl.ic:Ación de algunas 
t.éc:nit.bJ!I matemáticas de nptim.ización es cada vez mtÍB común en el sector financiero. 

En este marco el Anb.liai11 de Redo no podía quedarSoe rezagbrlo y de hecho son 
D\1Ulerofl06 loe: ouev08 eleme:Dt.oe teóricoe que se egregan a los problem~ tra.d.icioneles y 
que permit.en el estudio de probltmas que antes no se trataban debido a su complejidad 
o a fe.lta de conoci.Init:uto del tew&.. 

En estf'! trabajo aborde.rcmO!i el estudio de un problema cliisico de la. Teoria 
de Redo que ea el de minimiu.r d cost.o ~ mandar cierto producto en una red , 
considerando algunu rcstriccione11 para la cantidad de flujo que se puede me.nda.r por 
cada b.fCO. Sin embargo, incorporaremOB un elemento adiciomil a dicho problema que 
.. el potencial. 

Eek elctncut.o es un valor bBOciado a cada uno de los nod05, que rcptC8et11a d 
coeto de una unid&.d del producto que &e está me.ndando en ce.da uno de los nodos.. 

~ etite clem~t.o &e deriVB otro muy importe.nte que es el de la tensión, se define 
como la difl!'1'mcia de pot.encial entre loe nod.OI que li.aútan a cada uno de los areo1 y 
CI un valor b!lOCiado a cada WlO de los arcos de la red. 

Con estos elemento ec desprende del problema que hema1 mencionado, uno 
nue-vo1 que f:I el problrma de Distribuc:Km, la riqueza práctica. de este último es mucho 
mayor, ya que puede a.plicar&e a un número mlÍ.B gnmde de Cll809 reales y en él se 
incorporan teórica.mente los elementos que hemos iDtroducido (potencial y tensión), 
conaiderando ciertas wudicioncti de !a.ctibilidad que se a.plica.n a los mismos. 

Pa otro pbltc, &e estudia en est'!' trabajo otro problema: el de minimizar el 
costo total de cierto producto considen . .ndo la cantidad que hay del mismo en ce.da uno 
de los nodoe y el awnento de coe:to que sufre en e.a.da uno de los arcos, el cual está 
sometido ll ciertas restricciones. Este problema recibe el nombre de Diferencial. 

Ex:i!ten algoritmos que resuel\'en estos prob~as, los cuales también serio 
estudiados. Veremos que no son exactamente iguales para el caso en que las fondones 
df: costo son lineales o no lineales. Estudiaremos todos los elementos teóricos necesarios 
J.111fa. wroprender ca.da uno de 1°' algoritm~ y vcrw~ su justificación. 

Por otra p1l1'"V" ~ investigan ciertas condicionCB bajo las cuales uno de los prob
lema.a 6e trandorma en el Dual del otro, utilizando los criterios de Dualidad de la 
i~ogra.macióo Lineal. 



Todo esto se explora en los tres capítulos prindpales que componen este trabajo 
, en el primero se analizan los dos problemas mencionados (Problema de Distribución y 
Problema Difettncial), para el caso en que la función de costo asociada a cada uno de 
lot problemas es una función lineal. Se excluyen aquí las demostracion~ de la mayoría 
de los resultMios por el hecho de que d estudio esencial de nuestra tesis se centra en 
loo capítulos oegundo y letttto. 

En el segundo se desarrolla el estudio de ambos problema.s para el caso en el 
cual las funciones de costo son no lineales. Es muy importante en este capitulo el 
estudio de las condiciones generales que permiten que ambos problemas se traruJ'ormcn 
uno en d Dual del otro. 

En el capítulo te:rc.ero se analizan en detalle y justifican \'m'Íos algoritmos que 
resuelven ambos problemas. 

En el cuarto capítulo se menciona una interpretación económica de las aplica· 
clones de e1te desarrollo sin profundizar en ella, ya que el objetivo de eslt! trab!!.jo es es· 
tablecer !.u bases teóricu fundamentales para poder resolver loe problemas Diferencial 
y de Distribución. en el cuo más general cuando las funciones de costo son no linee.les. 

En Jos apéndic.es ee encuentran el Algoritmo de Distribución Factible y Difermcial 
fbctible, cscnclales como subrutinaa de varios algoritmoe. 

En laa conclusiones ee hace un estudio rompnrativo de los algoritmos resolutivos 
y ae establecen lu ventajas y desve:nt.ajas de los miamos. 

La mayori& de los demenlol teóricos que conforman nuestro trabajo se encur.n· 
tran en el libro de Rocb!ellar1 "Network Flowa and monotropic optimiu.tion", y en 
varias revistas que se mencionan en la bibliognWa. 

Nuestra intención ha sido de una manera general, aportar los puntos siguientes 

a)Tenninaci6n de una gran cantidad de resultados y demostraciones del desar· 
rollo teórico. 

b }Realización de '\"lU'Ía.s demostrnciones que apaI"CttD como ejercicios para d 
lector. 

c}Organización del trabajo para que este constituyera un bloque uniforme y 
completo. 

d)Finalmente, y a modo ilustrativo se presenta una interpretación económica 
de ambos problemas. 
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CAPITULO PRIMERO 

!. PROBLEMA DE DISTRIDUCJON Y DIFERENCIAL PAR.A EL CASO LINEAL 
INTRODUCCJON 

Este primer capítulo es una introducción en donde ae estudian los problemas 
de Distribución y Diferencial para el caso en que las funciones de costo son lineales. 
Se estudian también vari0& algoritmos que permiten resolver estos problemas. Se ha.ce 
también un eatudio de laa condicione& que se requieren para que los problemas sean 
duales el UDO del otro. 

Se excluyen lai:; demostraciones de la. mayoríri. de los resultadoe por el hedio de 
que esta sección no constituye d estudio principal que DOB ocupa y adrmú este tema 
ya fue abordado en una tesis de m"""tría. \9 Bibliogralia] 

!.! DEFINICIONES 

Empezaremos por de:finjr nlgunoe elementos de la teoría de redes indispensables 
en nuestro estudio 

DEFINICJON 

Una red R = (N,A,d) es una tripleta formada por un conjunto finito de puntoo 
N llamad0& vértices o nodos, un conjunto A cuyos elementos se llaman arcos y una 
función cf:A- R 

DEFINICION 

Dado un arco (i,j) E A 

a i lo llamamos vértice inicial del arco (i,j) 

aj lo lhuurunot1 vértice final drl htco {i,j) 

a i y j lo~ llamamos V(~tices termina.lea dd arco (i,j) 

DEFINICION 

Matriz de lncidCDria 

E5 una mntriz m • n en la que cada columna repreBf!llla un 11.JCO y Chda renglón 
un nodo de la red y cuyoo elementos son: 

e(i,j)::: -J Ri i efol d "·<'~lice tr.múnal del arco j 
{ 

J si i es e1 \'értic.e inicial del ILl'CO ; 

O si i 110 es ni eJ "•értice inicial ni cl final del h.I'co j o si el arco es un bucle 

DEFINJCION 

Un aunino C!l unn ~ucesióo altembda df" \'értices y arCOff{o aristas), trJ que para 
~~u:la. arco dr la 11uceflicín, lus "·frtkes que lo encue.dra.n flOn sus vértices terminales. 



D&FINJCION 

Uo circuito es u.a camino cern.do 

D&l'INJCJON 

Un flujo en tma red es un \'cct.or X m-dimemional cuyos elementos z(j) están 
uodados a cada uno de 10& a:-cos de la red. 

(UsualmcnU-: &e iot.crprcLa como la cantidad de un material determinado que 
fluye por cada uno de los afCOll de la red) 

D&l'JNICJON 

Definimos el d.ivergent.e de un flujo zen el nodo i como 

vh1 = clit1s(í) = E;EA r{j)e{id) 

y el divergente total de la red como 

,- = Ez = div(z) 

donde E es la matriz de incidencia 

NOTA: 

Un.a propiedad imporl"'1le del divergente es : 

DEN v(11 = O para ' = di11r 

Dima.l,..ci6..-

E,<N l/(i) =E..,. r;,., •U>•(i,j) =E; •• •(Jl E,,,..(;,;¡= o 
ya que E,,,. •(i,j) =O 

D&FJNICION 

Un flujo z tal que ditrr =O recibe d nombre de circulación. 

D&FJNJCION 

El conjunto formado por todos los flujos z taluvue 4ivz ::: O recibe el 00111bre 
de esplldo de circuJ!Lción C. 

D&FJNICJON 

Un potencial en N ea un valor arbitrario asociado a cada uno de los nodos dt' 
la red,que se denota por u(i). 

Tiene diversas int.P-r¡>retaciones como por ejemplo el rosto en cada uno de los 
nodos, de una unidad de cierto producto que circula a tra\·é& de la red, o !'i ronsideramos 
que la red representa una red de tuhe:rias en la ciudMl, entonces el polcnciel representa 
la altura a la qur llt"ga el agua en ca.da una de blS ciudades que son conf'Ctadns por ln 
tubería. 

D&FINICION 

Ln tensión es un valor asociado a cada uno de los arcos que se denota como v(j) 

y es ln. difnMtdn de potencial entre el nodo final e inicial de <'a.da uno de los arC'OS ;
7
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11(i) = sa{i')- u(r) donde j = (i, i') 

DEFINJCION 

Se llarnn a un v~ "' un diferencial en G si existe un vector potencial u tal 
que v= A(11} 

DEFINICION 

El conjunto de todos Jos diferenciales forma un suhespacio lineal de H" que "' 
llama el espacio diferencial y ae denota por D 

TEOREMA 

Los espacioo D y C oon ortogonalmonte complementarios. 

Demodruióa: 

Cowúdért:nse los siguientes productoo interior"5: 

u• r =E.e,.. u(i)ll(i} y"'• r = Í:;EA v(j)zü) 

VenJDOB qur si t: E D y z E C entonces 

'" = E,.,>Ü)•(Jl = E,,A(-E;<N"(i)<(i,'1)•U) = -E,,AI:i<N"(i)<(i,J1•Ul = 
-ÜEN u{t1 I:;eA c(i,j)rU) = - í:teNu(i)div,.(•1 =-u• r 

para 11E D y zE C ~emos 11•z=-u•~= -ti•divz=-u•(O)=O 

Por lo t.is.nto, 5e tiene que D y C son espacios ortogonalmente complementari05 o 

Debido a <'Irte resultado tenemos la siguiente alternativa de definición para loo 
intervalos. 

D=l•en"(•or=O V•eCJ 
C: {ze RN lv•r=O V11e D} 

Esta relación entre flujos y potenciales es muy importante para determinar 
la conexión entre lOb dos problemas linf".ales qur consideramosJ-a que nos permiten 
establecer ciertas cond.icio~ bajo las cuales uno de los dos problemas apa.rece como el 
dual del otro. 

Para un circWto P determinado tenemos la siguiente función indicadora: 

{

1 rri;ep+ 
e,.(j) = -1 si; E p-

0 e.o.e. 

Para un coujunto arbitrario S de arcos tenemos la siguiente función indicadora 
definimCl!I 

s. 
. {' si;es 

e,(J) = O si j f. S 



1.2 DESCRIPCION DE LOS DOS PROBLEMAS 

Pasemos ahma a enunciar los dos problemas que serán el objeto central de 
nuestro estudio. 

En el primero se busca minimizar el costo que impUca mandar cierto flujo por 
una red, el cual cumple con la siguiente condición de factibilidad: e-U)! z(j) ~ c+(j) 

MJN 
Problema 

de 
Distribución 

d(j)(z(j))+<mul 
~.t. 

,-(;) S z{j) S o'{j) 

l'(i) = h(;) donde • = dfo(z) 

li(.11 es una etiqueta asociada a cada nodo que representa la relación oferta 
demanda en cada uno de lOI vértices. 

En el eegundo se bu.sea mininúzar el costo total IJ.SOciaclo a los potenciales y las 
tensiones de la red y que cumpla con determina.das condiciones de fa.ctibilidad: 

Probl=ia 
Diferencial 

MIN 
E.<N "<•l•(i) +E,., <(i)u(j) + q(j) 

1.3 PROBLEMA DE DISTRIBUCION. (INTRODUCCION) 

El problema de Distribución es un prob1ema tjpiro de flujo en redes: encontrar 
el flujo a costo mínimo con ciertas restricciones de capacide.d para el flujo. 

Sin embargo, en este C8J;O se incorpora un elemento adicional que ei el potencial: 
un valor asociado a ca.da nodo y que se representa por u(i) .Además consideraremos rl 
elemento t1U) que es la diferencia de potencial asociada a cada uno de los arcos 

Aunque estos elementos no participan en ]a función objcth·o del problema dí" 
Distribución, la tensión para cada arco t{i) debe eála:r en un inten'Rlo de factibilidad 
determinado en base al flujo r(j) dado para cada uno de los arcos, para garantizar la 
optimalidad del flujo buscado. 

De la misma fonna suc.edc en el s.egundo problema.. sólo que en t~le caso lo que 
se bu.se.a minímiz.ar es el coslo global de la mcrCIUlcia ("U cada nodo,y el aumento global 
de C'.OSt.o en todos }05 arcos de la red. 

El elemrnto conocido como flujo ~;gue ligado a CSlf' prob]cn~ ya que para tener 
una so1ucicin óptima del mismo, es nrcesario que cs\.l" flujo cwupla. con determinadas 
condiciones de factibilidad,asociadas a los valo~ de la trnsión 1'{j). 

9. 



l.3.1 ELEMENTOS BASICOS DEL PROBLEMA DE DJSTR!BUCJON 

Los t«Jl'nn&I' y ddinicion'1> qu" enuncie.remos a continuación son de gran im
portancia pe.re. drtt-rmim1.r una solución óptima para el problnna dr- distribución. 

T&OREMA(d• optimalidod). 

Dado un par (r(j), ii(j)), X es una solución óptima para el problema de dis
tribución ,¡y sólo si (r(j),t'(.fl) E f, y a.demás Z es UD flujo factible. 

Dond. 

DEFINICION 

Uo cirniito P qu" rurnplt' con que: 

d •• , = E d(j) - ¿: du) < o 
JEP"t 1EP-

'Y admlis ~ de ilimitada rapacidad es dt'cir, c•(i) = oc V je p+ y 

t-U} = -x V j E p- recibe el nombre df' circuito no balanreado. 

TEOREMA( d< Exist<ncie lineal) 

El problmla df' DiMribución tien" una solución óptima finita si y solo si tiene 
al menos una solución factiblt y no ptC!>Cnlia circuitos no halanC'eados. 

DEFINICIO!IO 

[o Bujo ~trMTIO "º d problt'ffil!I (P) t'S UD fiujo factible uJ que el C'Onjunto df" 
arcoi; F,. = {j E A¡ r-{J) < rlJ) < r+(jl) forma un bosque (C'onjunto dt' arbolf"S), 

DEFINICION 

l" n árbol en la yafin1. G N una romponrnt" conexa de dichB gra.fin1 que no 
time ningún circuito. 

1.3.2 ALGORITMO DE DISTRlBUCION OPTIMA 

A continuación introduci1tmos d algoritmo que proponemos par& resoh-u el 
problnm dl' Distribución. 

10. 

Le.. pa>o!o &an; 

( l) Enrontrar una solución factible r:xtrema..r:s decir, un fiujo extremo. 

(2) Definir d .aguit-nt• sistcme d• inteniJos pera vU). 



(3) Utilicemos aquí d Algoritmo Diferencial Factible,{\•er apéndice B ) el cual 
genera dos posiblidades: 

a)Un potencial u, tal que•= A(•) y d;(j) S v(j) S 4;(;) 

b)Un circuito dementa! tal que at(P)= E,EP+ d(j)- ¿,.,,.. d(j) =do''< O 

Si llegamos a (a) terminamo., h=os hallado unaeolución óptima porque (r(j), •(j) e 
r; 

Si llegamos a (b) podemos tener nuevamente dos posibilidades: 

b.!)Si ,-(j) = -oo para toda ; e P- y ct(j) = oo para toda ; e p+ entonces 
terminar, tenemos un circuito no balanceado, y por el Teorema de Existencia Lineal, 
esto implica que no se pu~e tener una solución 6ptima finita.. 

b.2)Si no sucede lo anterior, entonces ir a 4) 

( 4 )El sigciente paeo es encontrar 

. {c+üJ-•UJ v;ep+ 
o=m1n z(j)-c-u) v;ep-

Debido a que el flujo es !actible es duo que o~ O 

Se toma como nuevo flujo z• = z+oe, donde dicho flujo es necesariamente factible 
y ru coeto es d•zt= d•z +odu, < d•z.lr a 1) 

Hemos diam.iDUido el costo con este nuevo ftujo. Se \'Uelve a repetir el algoritmo 
huta que (r(j),.(j)) e r; 

1.4 PROBLEMA DIFERENCIAL (INTRODUCCJON) 

Este problema también es un problema de programación lineal, susc.eptible de 
ser resuelto por los métodos tradicionales¡ en él la función de costo costo está formada 
por los a:iguimtes elementos: 

·1;(v(j)) representa la ganancia total del p<oductor , debido al aumento del 
precio de cada wüdad dd producto que circule por el arco ; , en el caso lineal es igual 
a e(j¡.(j) para cada arco;. 

·~i)u(i) que representa e) costo total que ae tiene del producto en el nodo i. 

HaremO!!I d°' supuest05 important~ que se mantendrán en todo el deaarrollo 
teórico del problema Diferencial. 

·Se asume que la red es conexa 

y 

·!i{N) =o= b•tN = ,,. ts + l>•t,.·¡s ~ '•t· = -b•tN/S 

Djcha condición significa que si existe un conjunto de nodos que mandan más 
flujo del que reciben, es necesario que baya un conjunto de nodos qu• reciben más fly!~ 



del que mandan, logrando finalmente que sea siempie el mismo flujo total, sólo que 
distribuido de manera diferente en los arcoo de la red. 

14.l ELEMZNTOS BASICOS DEL PROBLEMA DIFERENCIAL 

Problema Di!erencial 

MAX-kENl{•)M(IJ-I:;EA(<(j)>(J)-r(j)}= -1 .. -<••- ....... 
•. c. 

ru¡~.¡,l:!;.t+U) VjEA 

La funóón objetivo es una función liDeal de loo potenóales u. (Recuérdeoe que 
•ú') = •(t)- •(IJ) 

Un pot.enóal óptimo oerá aquel que minimice la función objeUvo 

Vcnm01 ahora lllgunoe elemenloo teóricos que DOO permitirán abordar este pro • 

DUINIClON 

En una red R = (N.A. d) un conjunto de arcoe Q oe llama cortadura, si podemos 
encontrar Y e N tal que el nodo origen de la red pertenece a Y 1 el nodo destino a Y'. 
Entonces Q oeria 

Q = {(•.r) e A!• e Y •• e Y'lU!<z ... ) EA I• e Y' ... e Y) 

DEFINICION 

Una cortadura Q de capacidad iJimjtada es aquella que cumple """ que .t+U) = 
""v;eQ+ 'Y rui=-oo v;eo-

DEl'INIClON 

Una cortadura Q = (S,N/S) que sau.face la siguiente propiedad: - kesl{•1 + 
l:;EQ+ c(j) - l:;EQ· c(j) = 6 • t N/S +e '<Q ~ O 

y ademú para la que Q ea de capacidad ilimitada recibe el nombre de cortadura 
no balanceada.. 

DEFINICION 

12. 
Definimoo la región solución r; del problema Diferenóal de la siguiente manera. 



{
(z(J).~J))eR' frLJ)~•LJ)~.t+LJ) 

r; = ..i.m41 •ú1 ~<U> si •U> <.t+U> 
r zLJ) <!: <U1 si •U)> cru¡ 

TEOREMA(De optimalidad) 

Dado un par (zU), tl(j)), V es una solución óptima para el problema Diferencial 
sí y oolo si (•LJ), •ú1) e r; y ademáa z es un flujo factible. 

TWR.EMA(De Existencia de Soluciones óptimas) 

Existe al menos una solución óptima finita en el Problema Diferencial y el 
Supremo del problema Diferencial es finito al y sólo si ninguna cortadura es no ha -

lanceada y hay al menoe una solución factible. 

1.4.2 ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO 

Los pasos del algoritmo Diferencial óptimo queJ>OO pennite ,.,..,¡..,,.el problema 
del mismo nombre aon los ejguientes: 

(!)Suponemos como ya hemos visto que la red es coneza • J que b(N) =O; 
parümoe además de un potencial factible u. 

(2)Dada cualquier solución factible u al problema diferencial óptimo, definir el 
sistema de intemJoo de capacidad que depende del potencial u. 

{

(<(J),<(j)J ai.r-LJ)<>LJ)<.t+LJ), 

(<;UJ,<!U>J = l;¡j,:~)) : ~g1 ~ ~l ~ ~g¡ 
(-00,00) si cr(J1=.U>=d'LJ) 

En este problema <(j) puede interpretarse como el flujo esperado en cada uno 
de los arcos. 

Por lo tanto podemos interpretar esta ttgión solución de la siguiente forma: si 
el aumento del costo en cada uno de loe arcos es igual al mínimo permitido, entonces 
el productor mandará menos que el Sujo esperado en cada arco, ya que no es costeable 
para él mandar máa, 

pero ai ea igual al máximo permitido en cada uno de los arcos, entonces se 
mandará una cantidad de flujo mayor que el flujo esperad.osa. que el productor obtiene 
una clara ganancia. 

(3)Usamos aquí el algoritmo de Distribución Factible que nos genera dos posi-
blidades: 

a) Un flujo z' tal que 

y e;ü) .S z-'ü) .S c!(J) Vj E A o sea (z'U).~ü)) e r, En este ca.so tenninamos. 

b) Una cortadura Q = [S,N/S] con la propiedad de que b(S) > C:CQ) es decir 
13
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l>(SJ > !:,eq• <Z(j)- Í:;tq• c;(i¡ 
Si dichh cortMW-h tiene la carhCU:ristica d• <¡u• d'"(J) ; "" v; ( Q+ y G'(j) = 

'ftj e q- ,e:ntonta t.et?Iúnamos, dic-.h4 oorte.dura es no balanceada y el Optimo es Ot;J 

{4)Séa 

. {""ül-•(;) 
tr=::mt11 iiUJ-rUl 

Ccnn.o tic> O: 2: 0,v'::::: 'U+O'HN/$ Y v':::: t>+(UtQ, entonce& u' es WlfS. tlUC\-'"a f'IO]ución 

f.bclible y pAra ut = Aur uno tien~ que 

-••ti-e•~::-•• 11-c•t'- o •[4• tN¡s +t•eoJ? -b•u- t•l' 

{5)Con el nuevo p<>tenciol v' it • (2) 

LS CONDICIONES N!X:ESAIUAS PARA GARANTIZAR LA OlJALIDAD 

En el caso qu~ e!lt.amos tratl!lndo, en el nsttl t,enem()S fundo aes die (:O:(;t() no li -
"""'1to, .. posible, reoliundo olgunas transfurtnAciones en las condicione& de factibilidad 

di: ambos problemas, que .., tnnsfcmnen uno <m el Dual del Otro. 

La id ... lllM importante .. reducir los modelos lineoles a un """° más putieular. 
Los nueves lntervaloo de <;.>pacidhd tendrón la fon;n,. f<(i),ro) y ¡.,. inter""1Q5 p..ra ¡,. 
lensitm tendrán la fotmii (-ro,d(j)) 

14. 

A continuación 11< enund"D los problemas Elemental .. de Di•tribución y Difeten -

PROBLEMA ELEMENTAL DE DJSTlUBUCION 
MIN 

t;,.;("U1•Ul + p(j)) 

Sobre t.odos lo. flujos que !'Ati!;fiu:en 

•U)~ <!i) •;e A 

ll(i)=ol>{I) ViEll 

PROBLEMA DIFERENCIAL ELEMENTAL 
MA.X 

- l:.<Nb(í)u(<l - t:;<A('Í.11•U) + ru)} 

sobre todos la!. potenci6les \• qut satis!acc:n 

•(j) :;; d(i) v; e A dond• 

t'::::A(u) 



Vam.ot a ver Ahora como efectivamente cada uno de estos problemas puede 
CO!lllideranie como el Dual del otro. 

Para esto eslablecemnoo la Biguieute ,...Jación entre lM constantes vU) y p(j): 
.U)= -c(j)dU) - p(j). 

Co.Wderemoo primero el problema Elemental de IJUtribución, definimOB un• 
nueva -..riable: r = z{j) - <01, en base • esta -..riable vamoo a replantear el Problema 
Elemental. 

NIN 

E;oldU)•(il + (-<UldUl - .UH) 
a.c. 

z'(j)~O 

Ez'=V 

o sea 

AllN 

E!dUltrun- .un 
a.c. 

r'(i)~ o 
Er'=I' 

En el cuo del problema Diferencial Elemental considétt.e I• siguiente variable: 

vU) = .¡r¡- •(;¡ 

MAX 

-D.N'<•1•(;l- E;e•f<(J¡.U) + rull 
11.c. 

-uESd 

u(i) sin re111tricción 

o sea 
15. 



MAX 

- Í:.EN '(i)v(i)- E,.,(<iJ)(v(f)- v(i))+ 9(j)j 

a.c. 

-uE!S_d 

u(i) !rin restrkción 

MAX 

- Í:.EN v(i)('(ol - <iJ)) + t(J) 

•. c. 

-uE~d 

v(i) sin restric-ción .. 

consiclera:ndo que 6'(i) = '(i) - <(JJ tenemos 

MAX 

- E•<ill'(•l + t'Ul 
a.c. 

-uE'.Sd 

u(•1 sin restricción 

Podemos 1uponcr que lu c.onstantcs valen cero, sin pérdida de geoenlidad, así 
tenemos que los problcmll.I pueden enunciarse como: 

AIJN MAX 

d•r' -··•' 
a.c. a.c. 

u sin restricción 

Er'=li' -uE!S_d 

Es claro quf' t$los dos problcmn.s son duales rl uno del otro. 

Así como existe una f"gión dr optima.lidad en lD!> problemu de Distribución y 
p¿:crencial, existe una región 50}ución que garantiza cnc:ont.rar una solución óptima para 



loo probletnAS elemcntalea y adcmü !& equivalencia de dic:h .. soluciones: esta región es 
la intersección de las regiones 80lución de los problemas Diferencial y de Distribución, 
y se simboliza con r; 

DEFINICION 

La región solución que oc aplica para el problema de Distribución y el problema 
Dif=cial ya modi!icadoe es !& siguiente: 

-El hecho do que •úJ S dU) y •úl ~ <(j) "' iuliere dittctamcnte de los int.ervelos 
para z y " que imponen los 2 problemas que rstamoa tratando 

-El hecho de que (x(j)-c(j))'(v(j}-d(j))=O se despl"Cllde del Teorema Débil de 

Holguras Complementarias de la Teoría. de !& Dualidad. 

En ofeet.o: Supongamos que •(J1 > c(j) enlonc:ea -•;E = d , es decir >(j) = 
dU) , del mimio modo si v{j) < dU) entonces •U) = c(j). De aquí se desprende que 
(r(J/-c(j))•(•(j)-d(J)) =o. 

TEORVdA 

Si ambos probl....., pooeen ooluciones elem011talea factibles, entonces 

el minimo en d problema de Distribución elemental es igu& al máximo en el 
problema Diferencial dementa! 

Dtmolfnacila: 

Consideremos las 2 funciones objetivo y la di!crcncia que existe entre ellas 

r:,.. dül<ül + rul + I:•Nl(•1•(•1- E;o cU>vU> +ni> = I:;.,!dül•ül + <Ul.Ul
•ül•ül + <Uldü)} = E;u<•ül - <Ull • (d!J/ - •üll a o 

yn.que 

z(j) ;?:. <:(j) y •Ü) S d(j) 

Se tiene pot tanto que 

E Jül•Ul + l'Ul <: - !:;.,, •Wlil - E,., <(i)•ül- <(iJ ............ l 
si (•U),•Ull e r; entonces se da la igualdad cn (') 



Por otn p..-k I• deoiguoldad demostrad• no a.q;ura que: 

a )El ínfimo en eJ problema de Distribución """ finito 

b )El supremo en d problena DíferencitJ sea finito 

Sj no existe 90}ud6n factibJe en eJ problcm.21 Diferencial, quiere dmr que el 
ínfimo en el Probleme. Dúitribuc:i6n e111. igual a oo 

Pa otras parte sí no existe fiOlución ÍM:tib1e en ~1 problema deo Distrihuc:iOn, 
quiere decir que el supremo del problema Diferencial es igual a "° 

Hemos ,;sto que en )05 problemai.s clcment.ales los intervalos de factibilidad pNll 

amhos problemas tte modifican. Así t.eDemos que 

•UJ;:: <íi) Vj , •Ü) $ d(j) Vi 

Dcbjdo a t!1ito, para. poder ada.ptllr cualquier par de Problcmns Lineal y de 
Di1tribudón1 y tnuisformalos en problcm.b.1 t'lcmMltlJ.e5,t.cndremos que hacer algunas 
Miapt.Acioncs ft. Jos intcrl'alOS de factibilidad. 

Consiclert:~ primero el CMO de }05 flujos: 

1.Si tcn(".m~ 'JU(> e-U) es finito pero r+(j) = oo entonces huta. con hacer c(j) = 
e-u) y 11llhrM11011 tr.rminbdo. 

2.Si tt:nem<l!i qut· r-(j):::: -oc pero c•(j) finito, entone.es tendrem05 que sustituir 
dicho h.TC'-0 por otro qui' \'aya eu #;4..'Dtido inverflO donde~== -e'+ U') y tcngamO!I el int.erwslo 
pll.ítt. Jos flujOfl defiuido t-omn fr'{j),oo) El costo del flujo que pa..c;.a por este ar<"o es igual 
k -d(J)r(í) + .UI 

3.El tf":rrr.r CA.'K> ~cuando tencxnos un intcn'alo de la formh (~-u>.~-+u)], entonces 
r.:1 arro co~¡lCJndir.nt.c d"he acr ~ust.ituído por d~ que ""11.Ynn rn l!Clltido contrltlio y 
tt~r'"gM'M" Mcmi\.-. un v1:rtice Adicional k que 1~ una. 

Para eJ primer hf'CO íarmWo trndríamos como restricción (c-(j),oo} y para el 
&egundo arco tt-.ndrin.mos (-r+LJ),oo) eorw io(i:):::::: O,:+(j) = -z-(j) 

Pm-a no alt.cra.r ti costo dd flujo ronside:rrsznos que el \.-alor de este en d primer 
c""o "' d(J)<Ü) .+ p(j) y en el ""gundo es iguiJ a cero. 

4.En el cullt1.0 ra....o Br tim<" (-00,00) como intcrvnlo para JJ1..c;, upacida.ck-t.. En 
cate e»a M'.' remplaza ; por un par de attos j+ y ;-

El flujo ori¡;inal «>ITC6Jl0ndc a .. (j)- ,-¡;¡. Para;• el int<n'll]o es (O,oo) y d 
Nlsto (~ d(j).r+(j) + J~j) )' pnta r f•J intcr'\'aJO es !O,oo) pero el costo CS -d(j)1'-{j) 

EJ procNlimicntt1 r.s 1>impl<" p&ra hM"CT el remplh.l-0 en d caso de lns potcncial<"S, 

l )Si rr U) e11 iufiuito y dt {i) es finito, b.ri.sta con hacer J"f" (j) = d{j). Tendremos así 

ik~Dtcl'\'!Jo H<>.d(il) 



2)Si d-U) es finito y if+U) es infinito, tendremos que considerar un arco en 
sentido contrario, al cual }e asignarcDMo romo inten'Blo para la Tensión (-oo,-d-(j)) y 

con costo -c(j)•ü) + ru) 
3)Si (f+(j) y it-(.j) son ambas finitas, sustituimos el arco original por dos arcos. 

Para ;+ el costo de la tensión es c(j)v(j) + fÜ} y para ;- es cero. Para ;+ el 
intervalo es (-oo,.i+(j)) y para;- es (-oo,-d""(j)) y el costo es cero. 

4)Si tf+(j) y d-(.j) &on ftlllhos infinitos reemplacemos j = {i,i') por arcos;+ y;-, 
así la tensión v(j) se presenta como h1. diferencia eotre v(j+) y 1<;-1 (v(.j+) - 1•(;-)) y los 
costos wn para;+ , c{j)t•(.j+)-t t¡{j) y para;- -c(j)1<;-J 

Hemos Yisto ya dos algoritmos que resuelven el Problema de Distribución y d 
Problema Diferencial, ahora hemos hecho una serie de adaptaciones que nos permiten 
asegurar que uno de los problemas es d Dual del otro. En este contexto se phwtea la 
pregunta de cuales son las fonuas de resolver Z1mbos problemas. 

Una de las manera serÍb rt"Currir al algoritmo para enrontrar d fiujo óptimo del 
problema Elemental de Distribución, utilizando el Algoritmo d'" Di'ltribución Factible. 

El valor halla.do coincidiría con el máximo de la función objetivo del segundo 
problema. Sin embargo, aquí plantearemos otras posiblidadC8 pnra resolver este par d(" 
problemas, y que adrmú.." ronsidcr8.I1 de m1mcra fonrlamrutal la Troria dr Dualidnd. 

1.6 ALGORITMO THRlFTY (Prelimin....,) 

En el capítulo tercero introduciremos el algoritmo ThriftJJ para el ca.so de fun
ciones de costo no lineales. Sin embargo en este capítulo hl\l'emos una B<'rÍe de demostra
ciones necesarias para asegurft.T la '-alidez. de ~te algoritmo, y dichu de.mostraciCk..lles 
nos senini.n de utilidad en. d capítulo l.ettcro, esta es la razón por la cual preseu
tamos este algoritmo para el caso lineal en esta pRrtc de nuestro trabajo. Antes de 
entrar de lleno a este algoritmo, veremos d Algori 1 mn del Camiuo núnimo, para lo cua.1 
necesitamos algunas dcfi..uiciooes preliminnres. 

Sea una red {N,A,d} ron do! conjunto!'! dr nodos N+ y J\'- subronjuntos dl' .\° 
cuya intersección es vacía. Veamrni ahora los siguienter> dt"mcntos: 

1) La difusión de \' con respecto a un camino P quC' \'8. de N+ a N- y que forma 
parte de la red es igual a : 

E,.,... •U> - E,.P- ••(j) 

2) 

.i+(P): E,cr• d+(j)- E;er- d""(j) 

d""(P): E,eP- d-¡;¡ - ¿:,.,~ J+(j) 

3) La difusión de \' con rt"!'pecto al camino P es igual n : 

fu{i'') - u(i)] donde ,-t es d nodo final del <'anÜuo P e i es rl uodo inicitJ d~bido a 
que v <'S nn difcrcurial y ademá.<;: 

19. 



!difusión de \ · C'On rt~pt-rtu a P)== L,o>+ 1\j} - i:,e.r- •iil 

4 )La última expresión t-s In siguiente: 

DMios dos C'Onjuntos N.+ y ¡.;- que pertenecen a A en los cuales eJ V'lllor del 
potrnriftl es ronstru:ltf' pn.rn r-ada uno de los nodos, 9e define: 

[difusión d" ll ron r~p<"C'to n N-+- y _,.,·-] == u{i')- u(i) 

r-on1"E.\'.+rteN-

~ phmtf'ri.n n.hora Jos siguirn.tes problemas CU}"&S .soluciones son equh'ftleotes. 
Estos prohlemas !'DD esencialt$ pb.n el desarrollo del algoritmo Thri/ISI 

A)Problcma dcl C'lWllno minimo 

Dado un <"Otljunto de nodos N+ y otro N- cuya intt!'TSf"Cción es Yacía, encontrar 
cJ mínimo di" lfl. rxpresi6n a' {P) sobre todos los r.1LD1inos que ''M de N+ a N-

B}Prob}ema del potencial miximo.Dados ciertos inter\'alo& para ]11.5 tensiones, 
C'omidéreSt> rl C'b.50 M\ el que tenemos el mismo ''11.lot de potencial para todos los arcos 
de N+ y tambii-n para todos Jos de,...- encontrar la Difusi.Ón de,. de N-+- a N- que sea 
mñxima. 

Un resultado bft.sico es el siguiente 

!Difusión máxima de U de ¡.;.+ ·""'-]== 
{Yalor mínimo de d1'lP) sobre .todos los caminos .de'\'.+ a N-J 
Veamos primCTO f'l algoritmo que resuelve A) 

.tUgoritmo <lf'I C'amino mínimo. 

(1).ConsidM-eSf' un conjunto a.tbitrario ,.. ... y otro.\·- de nodos de la red. 

Considf.re:sc Ull C'nnjunt.o s tal que,..+ es e N/N-

lnicia.hnent<' S :: .\·+ 

Considérese la funci6n "': • - R que parte ron u1i):::: O \'i EN+:: S 

Cousi~ un potencial inicial uo constante en todo N+ y en todo N- y que 
sea factjb}e 

20. 

Sea 

iftUl = d•ü1 - '"lil 
dñlil = d-[j)- '"{j) 

(!!)Pru-a la C'ortadura Q:::: 15,.\'/S} considhcse 



{3)Si ;3 =- x terminamos. Q es un11 rorTndur11: dt> ilimitad11i l"B.JlllMd1td ~· t!utonCC$ 
fttl ,-iJt.tr mínimo de rtr)J = lxJ ya qut>: 

tf+(J) = :x Vj E q• y tr(j):::. -x Vj E Q-, lC> cual signifin qu(' Q ~ unn C"orl~ura 

de ilimitadri cap4cidnd. y pc>r lo t&.nt.o tf+"(P):::: :e VP 

Sj no s:ucf'de así. <"c..nsidffese el a:rC'o pan "l cual ~ alrMZa ~l mínimo. sí i E Q+ 
inclúyJIJ.5(" en S el nodo final i. Si j € Q~ inclú}"J:L"-t" en S el nodo ínidal i. En a.ro~ 
c.a.~.seau•(i)=:J 

{4}5i i EN-. hPm~tttminrtdo. tf'Ddremosromopotf"tJcial te= UD+tt·, <'l>n u Ji)= .J. 
par.ft todo!- los art~ qut> no Ntén m S. ademR..s habrrmQ; rnrontriido el ntmino bu~cado_. 

si no ir a {2}. 

\·e-amos Miwa d s:igtrlent" resul11t.do quf" ~ dNprf'."ndt• de la implrm('ntadán del 
algoritmo: 

Pro~kiOn 

"'Ó(f') = j 

Du11t11trornir;. Pniht'mos t'!'-tc- resuhado por indur6ón: 

i }Consíd~ft'ttlln' t>J J.'fim"f &reo j dd tamino y d pritnPr l•f)do i' del mi!;:mn 

i"' Es-+ por lo tanto 11'{i') =O 

C'ouf;dér~ qut' / t-s tl arroparatl f"Ual $.e alran:za e-1 minirnq.Entont'~ tc.--nffi1ru: 

qut- U' <'UIDJJle alguna d' las dos ~a.,. ~iguirnt~: 

;l= {<'ó!j) 
-O.!íl 

•claro qu 1 e !pal a 'ill'). 
ií)Para n $ t attptemos que: 

Es igual a: 

l:,e.1>: <'óUl- I:,,p; d,j(j) ron bl = • 
21. 



iii)Para n = i + 1 

(! - . {u\i)+djj"UJ i=(iJ)eQ+ 
-mon u{i)-dQ"Ul i=(i',i)eQ-

Consiciércse> que dicho mínimo St alcanza cuando ; = l con ;' = (i, i') e Q+ o 
l = (1"',i) e o- Existen dos posiblidades para w(i), si i e Jtli' entonces w(i) =o y en este 
Cl.50 volvem05 a 1) Si i e S/N+ entonces u\i) = JJ,. p.a. n ~ K (Recordemos la estructura 
del algoritmo) Por lo cual tenemos que: 

22. 

otamhifo 

B'={ll.+ditU'l i=!VJeQ• 
fl..-ágU') j = {1"',•l E Q-

il= E doUl- E do<il+ditUl 
;Er. 1EP; 

fJ'= E doUl- E doUl-dQ"ül 
1Ept 1Er. 

De todo lo anlcrior se deaprmde que 

il = djj"(P.+1l 

Adn.1uU; trnMno"' rl aiguientt- resultado : 

!kiiult.do 

d'(P) = [difusión de uo con respecto de fi+ y N-] + P 

=[difUllión dr 11 de fi+ a N-J 

comu djj"(P)= P 

E,.r• dolJ1 - E,,r- doUl = ~ 
LJEP' (.f+U) - •o!ill - E,.r-ld-(j) - •oü))= P 

E,.r«d'lill- L;er-W<ill-II:,,,,. .,,(jl-E,er- voüll = P 

o 



d'[P) = ~+ (difusi6n de.., de ¡;+ a N-J 

/J+lUo(•")- U0(•1J = ª(1"')- u,. o 

Por lo tanto si consideramos otro umino F' que empiece t"1l i y termine en 1., 

tendremos que 

<i+(P) = (difuBi6n de U de N• a¡;-¡ 
:: u(t"J- 11{i) con i E N+,i EN-

= :¡:,.,.. •úl - E,.,._ ••Ul S :E,.,., d(Jl- l:,.,... di/) 
=4+(P') 

de aquí es cloro que <i+(P) es el valor mínimo posible. 

Ahora. ''eremos cómo corresponde este valor rJ. máximo de la difusión de los 
potenciales de N+ a N- .con el siguiente 

TEOREMA 

(maxiroo dii. con respecto a N• y a N- de U]= 

(mínimo de los '-alares d" t!+(PJ sobre todos los e.a.minos dC" N+ a N-] 

Con.aidéresc cualqWer otro potencial u' tal qut" 

u'(o')-u'¡;; = LJEP' •úl-E;Er-vli) S Í:,EP' d(J)-E,eP• dij)= •(•')-u(i)= 4+(P) 

1.6.1 ALGORITMO Tll!llFTY (Dl:SCRIPCION) 

(l)Tomemoo un par t•!i),i'(j]) e r¡, eslo pasa si y solo •i r(jl E [<;U>.c;!"li)J = 
v(JJ E {d;ü),dtU)J 

Pnra obtener una solución °'~"'tima es necesario que se cumpla Ja condición Nl

krbr ¡ 11ue además se tenga quf" d•11,.(11 :: •¡.Este algoritmo pute desde el principio 
suponiendo que se cumple- la propiedad mencionada, y todo su desarrollo Dirw· para 
obtener finalmente un flujo z tal c1ue ~u",.(i):: b,. 

(2)Considén:le los 2 ronj11ntos siguientes : 

N+" {ill{•1 > rhl} 
¡;- = {i l l{ó) < .C•ll 
(3)Utiliza.remos el algoritmo del camino núnimo que encuentra el mínimo de los 

valores de <i+(P) = ¿,.,.. dül- L,ei•- dU) que es igual al máximo de los ''olores u(i')-u(i) 
de un camino P que empieza con U.."l nodo nodo i' en s+ y tennina con un nodo i en 
¡;-

Recordemos que para implcmffitlU' el .J~oritmo dd camino uúnimo se parte de 
un potencial inkinl !actihlr uo y al finbl se tient" Vi E tf , u(i) ;::: uo(i) +U' 

(4) calcúlese 
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{

z(j)-c(j) VjEP 
o=min 6(i)-p(i) ieN+ 

~(i')-6(1'') i'eN-

Entooces O < o < oo . Reemplazar z por z + or1 • Si b(i) :::: lf(1l y 6{i') = ll(t") se 
rxtraen dichos nodos de N- y N+ respectinmente 

(5) se itcra C'OD este nuevo flujo y el nuevo potencial u. 

Iniciación df"I Algoritmo. 

Se puede lomar n.l principio cualquier potencial u ruyo diferencial es factible con 
respecto al problema diferencial y luego ~coger z-U) arbitrariamente en los ioter\'alos 

24. 
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CAPITULO SEGUNDO 

!.- PROBLEMA DE.DISTRIBUCION Y PROBLEMA DIFERENCIA!. 
EN EL CASO NO LINEAL. 

11.1 PRELIMINARES 

En la primera parle de.,,,¡., trabajo hemoo desarrollivlo la Teoría de la Duelidad,pero 
aún de m.n.nera parcial,remitiéndonos a problemas que involucran funciones de cooto 
lioeiJes.Sin embargo ahora desarrollaremos una teoría que nos permite extender el con
cepto de la Dualidad a un marc.o más amplioJ-a que trabajaremos sobre funciones de 
coeto loealmmte lincale5¡CUe.dritiCM o localmente cuadráticas. 

ll.1.1 ELEMENTOS BASICOS 

Considcrarem~ la función / : ~(j) - fl, que hace corresponder a cada Vhlor de 
flujo posible para el &.reo j,un número real. 

También considt.Taremos In función g : v(j) - R que hará corresponder a cada 
valor de tensión posible para el a.reo j,un número real. 

La función J representa el costo de mandar z: unidades de un producto a tr1t.vÑ> 
del arro j. 

La función 1 representa el aumento global de precio debido al envío de> un 
número determina.do de unidbdes por el a.reo;. 

Am'bft.R funciones serio cscnciale9 c:n el contexto de los dos problemas que enun
ciaremos en esta fltt'ción. 

A routinuación 5e enuncian algunllS definicione!. importantes: 

DEFINICJON Da.da una red G;:;:: (.\',A, C} ddinimos para cada j E A, el iut<'n"H]o 
no '"do CU) rlel siguiente modo: C(j) = {r(j) e R 1 /,(r(j)) < oo) 

De est.c modo 

Si rüJ e Cül entonces J,l•üll < oo 

Si rUl e (Cü))' ent.onceo /1(r{j) = oo 

DEFINICION 

Se dirá que f : zü) - R e11 convexa cuando: 

r(j) = lr'(jl + (1 - ~)z"ül => / 1 (r(j)) ~ l/,(r'ü)) + (1 - ll/,(z"(j)I 

0< .\ < 1 

DEFJNJCION 
lo siguicnle: 

8<' dirb que la función /: a-LJ) - R t"S ..,C'.crrada" cuando rnmpJa 
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l.Si 
-oc< e-u> < c•(.fl 

y I - o < oo CU1mdo tjj) - ,-(j) entonces 

2.Si 
e-u>< c•(j)< 00 

y / - P <. eo cuando .rtf) - c+(j) entone.es 

(En esi. ca.<a .. claro que la función f es amtfuua por la i>quierda"" c+(j) y 
"" continua por la derecha en ,-un. 

l>EFINJCION Para cada •U) E C(J) definamos lo lliguiente: 

1;-(r(j)) = lim11-n frlflr-1.J!jJ!-/,(!{)1) 

J1(r(j)) = Jímh-D J.f!.:i-+k)üll-f,(at1j! 

Ob.ervaciones y reru!todos importantes. 

• Es posible que ,+ (}) y ,-(j) no pcrteneuan a C(j) .Esto eucede si: 

1- co cuando •(i)- ,+u¡ o z(j)- ,-u> 
• La función J tt0lo puede 6l!f' di8continua en e-U) y en e+ü) ylft. que estos 50%1 el 

ínfimo y d supremo d(' C(j),en el iut.erior de dicho conjunto la función es continua. por 
bjpótcsis.mient.ras que en d exterior el valor de la función es infinito. 

•Lri.s derhMM que },r.mO!I drfiu.idb serán muy importantes en el desarrollo pos--
tc:rior porque nos ¡>f'mtitíriin conectar los dos problemas que trataremos. 

Suposiciones: 

•c.omo hlpót~~ de trabajo considerli!Cmot qu~ si .rU) < c-(j),entonces 

1;-«u» = -oo y 1;•¡z(i)) = -co, 

por otra parte,si z(j) > e:+ (i}1entonccs 

1;-(z(j)) =""y fj+(r(J)) =oc. 
para r(;) = ,+u¡.1;• (•U» ="" 
para z(j) = ,-(j¡.t,-(•(j)) = -co 

" Supondremos ciue la fondón de costo es convexn,como una hipótesis básiu 
de trabrt.jo. 

26. 
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de aquí 

PROPOSICION! 

M-W:~<ol S: Mr;!:!!l:r1J ~ J.t!?!:!;<:-,l 
para eua.leA<¡uiera O S: r1 < .ra < r3 6.ujos da.dos 

y de aquí 

/¡(•2) s l/¡(•3)+ (1 - l)/¡{<1) 

/¡(:,) S l/j(zs) + /;(z1) - l/;{<1) 

J;(<,)-1;(<1) ~ l{/,(•3)-/;(z1)) 

J¡(z,) -/¡!r1) <: l (/¡(<>) -/,(•1)) 
k:z-z1 - ).{k:s-r1) 

/¡(n)- /¡(:1) < /¡('3) -/¡(•1) 
z:;i-.r1 - Z3-ZJ 

Otra forma de expresar ri es la rrigWcnte: 
&') = h1 + (1- >.)z3 y de aquí tenemos que: 

/;(<,) s l/;(»)+ (1-1)/¡(<>) 

,.U¡<:>l-/1 C•1ll < /¡(z>l-/¡(z>l 
.l(r:a;-z1) - .r3-r2 

/¡(•>l-/¡(•1)" f¡(:>l - /¡(z,) 
r3-c1 - r3-Z') 

De esta proposicion se desprenden los siguientes resultad~: 

PROPOSICION2 La función 

H( {")) = /¡(zU)) - /¡(r'(j)) 
" •U)-<'lil 

o 
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doDde H(zU)): zU) - R. con z'(j) un '\'11lor fijo da.do tS no df'Crffirnu-. 

LEMA 

r,-(r[j)) S t,•¡r[jl) pan lodo ,.,.¡or d< fiujo. 

Pcr otra parte tambjén tenrmos el sigu~nlr 

LEMA f,1'(,.'(.j)) S r,-<,."Ull para r'U) S r"ül 

Dcma•lniruia: TómeiiC rualquit:'r '\'hlor de flujo z(j), tal que z'f.j) < z(j) < z''U) entonees: 

J1(r[j)) - J1 (r'(j)) < J1(r'[jl)- J1(r[j) 
z{j) - z'lj) - z"U)- r(j} 

por la proposicion 1, rs claro entoncef. que tenemos que 

J.17;1m:!G~llll s lim,.u1--,.•'lJI /,IT;3::N(~;w1 
= r,-(r"(j)) 

Como es-ta expresión St" cumplr para cualquin valor de z(j),ronsideremos el 
limi~ pcr la dttf'Cba rn <l prim<r 1énnino d< la dt"Sigualdad : 

lim /,(z'~j~)-/zl.rü)} < r.-tz"(j)) 
7(JJ-,.'UI z {J l - r(jl - J 

por todo esto tenrmos quf" /'/lr'{j)):: r,-1z"Ull. o 

LEMA Si W" ti~1f' qu<' r,-{z(j}) = r,•1z(j)J.M1tonc(."$ la fwicióu e:- C'<.mtinua eu 

r(j) 

Drmr,.fractóa.· Si u- tiene la igualdad que hemos mmcionado. entonrt'!o la función~ 
diferenciablt' rn .rU) por lo tanto al ser diftrf'Dciable rs co11tínua O 



Jl.1.2 LA FUNCION MARGINAL DE COSTOS 

En Ngun~ ca~ no 6" conoce la función de rosto del problema que se quiere 
rt'iOlver. Estr puf'de ser el caso del problema Difettncial. En este caso dicha función 
puede ser construida en baM a una función marginal 61 qu" será no dttrt"ciente,y 
con\•exa. 

donde: 

{

-:e si zUJ < e-U). 
• 1 = nE R para <i1(z(j)-)Sn S ~,(zU}+).1i .:r(j) E C(j) 

+oo, si z(j) > t + (j) 

Lo que busramcw; es una función o, tal que nl intf'grarla obtengamos la fumión 
df' costo /1 (zU)) es decir una función •, que- cumpla con: 

1
.r(J) 

J1(r(j)) = o,(t)dt + o 
.r'lJ) 

Y rUl E R y ron o e R 

Tt'Demos como condición a la frontera que /11.r'{j)I = o 

Entonrf'!> e5 claro que; 

1;•1.r(i)) = c11r(jh) 

Y debido a rsto la función marginal d" cost~ qur- bu~ramoo ~ la i;iguit'ntt>: 

{

-oc, si z(j) < r-(j) 
e,= ne R. p_ara r,-(z(j)) S n !! 1;• (r(j)l .si z(j) E C(j) 

oc, Sl rü) > r•(j) 

Definiremos t"l &i~irntr intervalo, con el objeto de abordar posteriormente 
cuando pasemos al problema dt Distribución. el conreyto de solución regularmente 
!artiblc. d cuiJ Cf> ewncial eD el planteamiento de YB.rios trorcma.s. 

DEFINICION 

C(j) =(•lile R tal que aislen e R con¡;-¡.¡;)) S n S 1;•1•ü))) 
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éu¡ = l•UJ E R tal que existe. E R con <l;CrUH s. s <l;CrUJ+J} 

Nota: La difrrencia entre C(j) y éu¡ está aolamenle en loo VBloros extmnos 

e-u¡ y <'UJ; estos VBlores pueden pertenecer a CU) pero no per1.enea:r a {:U). 

ll.1.3 CURVAS CARACTl&RISTICAS 

Considérese el siguiente amjunto: 

r, = 11rui . .u» e~ tal que r,-1.u» s .Ul s t;•erum 

DEnNJCIONr, recibirá el nombre de curva característica. 

06•trnn.i:a:DícLa curva no es la gráfica de una función ya que en todos los 

volares •Ul donde r,-l•Ull no es igual a f;'!rU)) encontramos en la cuna un oegmento 

'\'irrtiaJ que un<" NDbos \-nlorc1.de aquí que para esto. valore!! de flujo r(j),tt'DrmO!!I ~ 

todos lo. puntos de la forma irUJ,n) ron r,-C•Ull S • S t¡+!rU)) pertenecen a la curl'a 

caracteri1tic:a. 

En r, pudeJD"" leer el >alor de r,-crU)) y de t;•<rull si reeordamos que 
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11.2 PROBLEMA DE DISTIUBUCJON 

En esta 5"Cción introduciremos el problema de distribución óptima ronsiderando 
func:ioDa de costo DO lineales.Dicho problema .. una~ del problema de Distribución 
para el """° el=outal,el cu.J ya hemos tratado con anterioridad. 

Con este objetivo en mente scri tleteS&rÍo inoarpm-a.r algunos elementos teóricos 
indispensables en rl p\anieallU.,,to del problema que DOS ocupa. 

Pera cada arco j, h=os defuúdo la función /;(r(J)) que rcpr=ta el costo de 
man.U.. •Ul unidad.. de !lujo por el arco;. 

11.2.1 PLA.NTUMIENTO DE PROBLEMA DE DISTRIBUCION 

DEl'lNICION 

r... función global de eoeto de un !lujo • en una red se define como: 

ó<rl = E /;(rü)) 
jEA 

Paoemoo ahora a ernmciar d problema de Distribución óptima 

.... 
r(JlECU)V iEA 

><;J=l(;JV ;eN 

donde r = diirz 

donde 1(•1 es una etiqueta asociada a cada nodo que rcpresenta la telacian de 
ofcrtu 'I demanda& de !lujo la relación Oferta- Demanda ca cada uno de 
loo nodoo. 

Hattm<>s ohora dos supuestos importantes que lllADl<:ndremos en el d"""'1"dlo 
de eat.a ICCción 

•1 L;</\11(;) = l(N) = O 

ii) la rt:d G u toni:za 

Tienmios dos rcsult.odm importantes de lOJ cuales ee derh'b.11 una ecrie de re
llult.ados mtis. el prim('f() f!Stablece que pan roalquier flujo factible X el ,'Jtlor de la 
función de COF-to nrresarituncnl.t: et; finito, lo cu!J. es básico para entender d t.eottma 
de bCOtn.miento para finja!> que veremos en rJ finaJ de cst.e capitulo; el segundo es e . 

knciel pN'a nbrr cuando se ha. enronlrado una 80lución facb"ble para f"l prohlema:fl.~ 



distribución y cuando et1 nt"CCSario seguir bwrnndo dicha solución 1 sólo así podernos 
abordar y entender km 1Jgoritmos rcsolutiYOS del capítulo tercero. 

PROPOSICION 

ó(z) «X> = z(j) E C(j) Vj 

E.to se debe claramente al hecho df" que sólo si rU) no pertenece a Cü) tenemos que 

/,(z(j))=oo 

TEOREMA DE DJSTRJDUCION FACTIBLE. 

Sea un flujo X parad problema de Distribución tal que dfor = li.Una conrución 
necesaria y riuficientc p11ra que dicho flujo 9ell factible es que h{S) S c+(Q) para toda.a 
1"8 cortadunu; Q = fS,N/SJ donde N .. cl conjunto total de nodos. 

En este teorema tenemos un nuevo elemento teórico 

«10>= E r«u»- E 1,-u» 
1eQ• ,eo-

Ln iutt~rprrtnción que podemos dar a e1te resultado ae despn:nde de lo siguiente: 
li(S) C5 Jn );IJUJll t.otal rl1· )n.11 rrlnciorJr.s ofcrlll·demanda <lf' todOB los nodos dt' S. Cuando 
dicha rdución t•N igunl n dir:r p!Lra cada nodo de S entonces h(S) coincidf' C'.On A = 
E,eQ• z(j)- E,fQ- rLJ); t'.'I da.ro que sj r f"S un flujo futible, entonces A:: b(S) S c+(Q). 
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Dcmostrnrión: 

- ) Supongamos primoro que z(j) e C(j) Vj i.e. 

~-(j} $ z(i) $ r-+'(j) Vj 

Nuestro objetivo rs demostrar lo siguiente: 

hf.'J $ c"'(Q) P""' toda cortadura Q = fS.N/SJ 

CouRidr.remos "}mm la cortadura generadn por un nodo u•¡, 

Q= [S.N/S) dondr S: w, y N/S= N- lw;) 



¡,¡ .. ,i= E •(jJ- E .¡;is E ,•(j)- E ·-u> 
iEQ• ,EQ- )EQ-+' ;EQ-

P..- Jo tanto 6(5) 5 c+(Q) 

Consideremos una colecdOn ubitraria dt nodos S 

Entonces oí S = Uw; y Q= (S,N/Sj tenemos que 6(5)= E..,u6(W¡) S L:,eq«U)
L:;eq-•Ü) :> L:,.Q• ,+u)- L:,eQ- ,-u¡= •'(Ql 

y de aquí 
h{S) 5 ,•¡Q) 

CoDlo la colección era hfbitn.ria la necesidad queda demostrada. 
.. ¡ 
La. suficiencia &e prueba de forma cow;tructiva, usando el Algoritmo de Djstribución 

Factible (ver Api:ndía: A) O 

Put-de .9t!2" que C{j) no ~ ccrTado, lo cual nos llevui& a repJantcJs.r el teorem11. 
en los aigujcnt.cs términos: 

TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE MODIFICADO 
El flujo •(j) E C(j) - 6(S) E C(Q) para todas las cort!lduns 

Q= (S,N/Sj ,donde 

C(Q) = { L •Ü) - E •Ü) tal qu< r(j) E C(j)} 
iEQ+ 1EQ-

Dcmo~"'''ª~ La demostración es anii.Joga a la del trorema llllterior: 

~ ) Se toma un nodo arbitrario u·, tal que 6{u,,)::::: div(v,,);ademtii; St' 

c.cmsidera una torthdura Q:: (S, N/~1 tal que S:: uz¡,es daro que 

6(5)=6(w.J= E r(j)- E r(j) 
JtQ4 ,-eQ-

donde •Ul E C(j}~ j E Q,por lo tanto l(SJ E C(Q) 

Considénsc cualquier otra cortadura Q = ¡s,N/Sj. S puede expresar.<e como 

S=U···· 

b(S) = L h{u•,) = L •U)- E ,¡¡¡E C(Q) 
..,,es ;eo• 1tQ-

donde •ül E C(j) ,por lo tanto 
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l>{S)EC(Q) 

~ ) Es una demORtración análoga a la que se hace para el teorema original 
usando el algoritmo de Distribución Factible a 

Podemos referirnos a un caso análogo que garantiza la existencia de 1mluciones 
regulnrmente factibles. 

DEFINJCION Una solución se llama regularmente factible cuando z(j} E C(j) 

pnrn toda j E A,y dillz = 6 

Se puede modificar el teorema ya mencionndo para la exjstencia de soluciones 
factibles y adaptarlo para soluciones regularmente factibles. 

TEOREMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE (SEGUNDA MODIFICACION) 
Un flujo z que cumpl~ con que diu = 6 es regularmente factible Rj y solo sí 

l(S)EC(Q) 

donde C(Q) = u:,.Q• z(j) - i:::,,Q- z(j) to! que z(j) E C(j)} 

Demostración Análoga a la del resultado anterior. 

ll.2.2 CASOS PARI'ICULARES 

Un caso especial del problema de distribución óptima es el problemn de circu· 
)ación en el que ~i) = O V i e N 

Un moddo más general es el problema de flujo óptimo,cn este caso, también se 
tiene un& función de coet.o nsociada a cada nodo i, y la función objetivo a minimizar 
ea: 

i:::,., /,(z(j)) + i::: .... /,(Jl{•l) 

Sobre todos lof; flujos qul" satisfacen: 

z(j)EC(j) V jEA 

y 

Jl(i) EC(i) V iE N 

Supongnmos que nuestro problema es mandar una. cierta wercunéa por una 
red. La función de costo n.sociada a cada nodo reprcsentnrin el precio global del total 
que se tenga de mercancía en cada uno de los nodos. 
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.11.3.PllDBLEMA DIFERENCIAL 

En t"Str pmblt•nrn tl"'m)rt'mos ft."<K'irtdo a rada nodo un ,'!Jor u{i) fnntM"ido romo 
pot~nrikl y a eM.!e. a.rc·t1 f!. í'1. d \-alar dt· la tcusión 1·l.j)::: u{i')- uU) 

Para rada valor dr la trnsiim drfiniwimt5 la función dt' C'OS1o J.T¡(t"{jll 

Dklut fu11r-ión tn1dni l~ r6!'1u·t,.rí"1ir11-'< mendonndni. flRTfl /1 : rom·rxa. no d~ 
ctt"dt!nl~ y c:-ontinua "'11 d intrtior d" D(j¡ 

teut-tru::1!< }m "'iguicnlet. intrr\'lllos pftra t•J rL"-0 d<" la tensión: 

D(j): {'(J}f Rl>,i"(jll< ~J Y 

Íl(jl = 'r'{j) E n ! <.-xi~t(' n E R ron ¡~-(t•{i)) $ n S _,;•<•V))} 
Obsen'l:&rióu. Et dat(l qut' bti> E l)(jl porquf" si 1•U) €bu> cntonC't'!- f'XÍ!ih· n E: R 

tal qut· v~-(u{j)) S n ~ g~"" (f•{j)) por lo tanto 5r' cumple qur 91(1 1(i)) < .x: 

Considcrlif't'1TICJ!' 111 futJCi<in ohj<-th·o , í u} ddinid.8 C'omo 

\'(ul = - E.(.\' u(ilb{i) - Í:.J!A 9,(t{iH 

Jl.3.l J>LllNTtAMIENTO OtL PROBLEMA DIFERENCIAL 

Pn..o,cmtif; ahor11 11 pln.nt('at el problema DífercncitJ. 

Mb.Ximir.l'l!t•iu) 

s.r. t•(j) € V(j) "/ j €A 

PLFJNJCJON rn potenciti.l ti Uil quf' tt{j) € DIJ) ti JE .-\ "f' llamb polrncitJ 
fttrtihlr. 

OEFINJC'JON f;j 1tdf'nuS.." minimirn t·l11) es un J.Httt•ncihl óptimo 

L11 ~iguirn1,. drfininún t2" húsira para entrnder C"l plan1t·amientC1 rlrl T~rt11R 
Dift"ft-fJC'iaJ fhrtilik qut· rnmt1 ro d Prohlrmn d(' DitotrihuciOn l'."- bbsiru p11rn sahrr 
C'Ulimfo \C".'u~mv~ unb ~uluric'in fartiblt> o cuando n~resitamru. !-"~ir hu?>rw1dC1 dicha 
M>lUC"iún fot ,iLk. 

i!+(P) 

DETJNlC'!OI'\.' d ... I PI:: r:,o ... at'¡j) - r:JEP- d-u¡ 

TEORD!A DlFLRE:\C'IAL F.~CTIBLE' 
r{jlE id-l;I crt'\ú; ~j e:::::> V~d.,.¡P) Y 

drru.ito f'l••m1•ntal ? 

DEMOSTRACIO!'i 

=) 
Si d-(i¡ ~ "líl ~ .-+u1• i,. 

E,e1·• v!11 - t,o·- •·Ul ~ 
:¡:,.,.. d(j}- LJ</'- d(j): .-+(P} 
piira todo C"amiuo P 

Si V= .6(' p1trn algún potencial zr. entonC'e6 u(t}-u(iJ:::: i:;ie~ t•ti~-L,Er- 1-(j) S 

Jlh.r&. tttdo <"amino P. 
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Donde i' es d uod,, final de P,e i es el nodo inicial de P. Si DOS referimos a un 
circuito cnt.ouccs ambos nodos roinciden por lo que 

O=•(•') - u(ó) !S .i+(P) O 

e:::) Se pruebe.conslructivamenle usando el algoritmo Diferencial Factible (Apéndice 
B) 

Sa1"mos que D(j) puede oer un intervalo no cerrado ya que d-¡;¡ y /o .i+(j) 
pueden no pertmerrr a U(j), eu est<' ca.~ OUC!lro teorema debe ser sustituido por el 
siguiente 

porque 

TEOREMA DIFERENCIAL FACTIBLE MODIFICADO: 
Un potenciiJ .. u¡ en¡;¡ = o e D(P) v los circuitos elementales P donde 

D(P) = !E,.P• t'(j)- E;eP- •U) tal que v(j) e D(j)) 

DEMOSTRACION 
) Sean i e i' vérti~ inicial y final de un camino P 

•(•') - •(i) = L v(j) - L •U) e D(P) 
1EP't iEP-

t'( j) E IJ(j} para todo arco j del camino P 

<= ) Análogo • la del Teorema original utilizando el Algoritmo Diferencial 
Factible. 

DEFINICJON Sr dice que un potrncial es rrgulannente factible cuando ii(j) e 
DU) Vj EA 

En biu,r a <'Sta definición lcucmos el siguiente 

TEOREMA DIFERENCIAL FACTIBLE (SEGUNDA MODIFICACION): 
Un Potencial es Regularmente Factible si y solo si O e D(P) donde 

D(P) = !E,eP• v(j) - E;eP- •U) 1 •U) e bu)) 
(La demostracion rs nnáloga a la de los casos anteriores.) 

11.3.2 CASOS PARTICULARES 

36. 
En estt" caso lfunhién lenrm05 hu dos variantes dd problema anterior 



l. Si comideramt>s que 6{•) =O len=<>s que 

t'M = - E,.- i,M]H 
Esto aignifica <J1le eliminamos de nuestra funci6c objetivo el rosto por concepto 

de la mereancill en cad .. uno de los nodos, consewé.ndose soltsmenle el 11.ument.o global 
del rosto en los ucoo de JA red. 

2. Si aaociamCl!I ~ cada nodo i una funcidn de: cttilo 11.~ u( í}) y un intervalo D{ í) 
lenemos entonces el problema potencial óptimo. 

En ctt.e caso lo que bahn'a que maxim.iza.r es: 

- Et.<u@- E•1<•ün 
iEN jf.A 

1.c. u{1)ED(1") Y iEN 

•(j)eD(j) 'I JEA 

ll.4. CONDICIONES D!': LAS FUNCIONES DE COSTO 

Hem"5 visto hasta ahora el Problema de Di•tribucion óptima y el Problema 
Difettncial. Bajo ciertas rondlciODOS impuestM a las funciones de costo dichos prob].,. 
in:u pueden convertirse 1J.DO rn el Dual del otro; son precisamente esas condiciones 111..s 
que estudiatt:mos ahon.. 

DU'JNICION 

Di=noo que IM funciODes /¡(z{j)) v l¡(o(j)) son CONJUGADAS la una de la 
ot.rasi: 

J¡(,.(j)) = '"l><iJ)ERfz(j¡.{j) - /¡(zü))} 

= -in/,¡¡1<cu1fl;(zül- •üMJ1l 

Veremos ahora tres resultados básicos, partlend() de que las funciones son con· 
jugadll.s, ya que nos permitirán dt."OlQstra.r qut.- cqando {zU), 1·(j)) E r ¡ y din.::: l hcmeis 
cnront.rado lw. soluciont>s Optima.e;. <le ambos problemas y MlemM dichM soluciOllf'S 
coinciden. 

A.· 1,(v(.i)) = -(/¡z(j)- z(jMj)) => f,-(z(j)) $ 1•ül $ f,'(z(j)) Vz(j) E R 
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DuaoltNrióa: 

1,(•Ull = -in/•ulEC!Jllf,(z(j))- z(J)v(j)} por definición 

Con•id..rf'IIJO!I la función h(z(Jl) = /,(z(j)) - z(j)v(j). Par• encontrar el valor de 
•U) tal que r,(v(j)) = -/,(z(j)) + •Ul•U) es necesario encontrar el ínfimo de la función 
h debido a la defuúción de f· De aquí en r(Jl se alcanza el ínlimo de la de la función 
11 ~ -h = 1 y por otro lado 

En r(j) se rJcanu el ínfimo de la función h = h'-(•(Jl) SOS A'•(zü)) (ver cap. 
3) do donde -h =, = A'-C•Ull sos A'•c.un = r,-c•ül) s •ül s Jj+!zlJll o 

B.- /;(•üll = -(1,(v(j))-•ül•U) = 1;-(v(j))S •UlS 1j+(v(j)) Vv(j) E R 

D•m••bwri6•' /,(•U)) = -in/..¡;¡w¡;¡{J,(v(j)) - •U)•Ull Considerar la función h(•üll = 
1;(•Ull- z(J"¡,(j),"" cloro que para encontrar el ,,.¡or de •(J) tal que /,(zü)) = -r;(v(j))+ 
:r(JlvU) el ínfimo de 11' función h es necesaria. En ll(J1 se alcanu. el ínfimo de la función 

h = -h =/y por otro l•do En v(j) oe alcanza el ínfimo de lafunción h <=> A'-(v(j)) s 
os h"(•üll De IU)UÍ -h = / - h'-(•(Jl) sos h .. (•üll - .;-1·un s •(j) s rj•(v(j)) o 

TEOREMA 

(•ü).vü)) E r, - r,-c•Ull s v(j) s t,+c•Ull - •i!•U)) s •Ul s .;•c•üll 

,;-c--uH S •Ul S r;•(v(j)) = /,(•{j)) = •Ul•Ul- r;(•(j)) = 
•;(•UJ = •(il•U)-/,l•Ull - 1;-.u¡ s v(Jl sf;+.(J) =l•lil.•Ull E r, o 

De aq1ú se vr que r;' = ((v(j),r(j)) l 1jv(j) s •(Jl S r;•v(j)). Si consideramos a 
b(J1 como ln. proyt'C'CÍÓn rn f'l eje \'crlical de la CUl'\'a característica, entonces llegamos 

a la si~e.ntt" definicic'111: 

DEFINICION 

D(J") = {•(j) e R 1 cxi•le r(j) E 11eon1;-(••Ull S •Ul s r;•c•Cj))] que es la Proyección 
~§.r, en el eje vertkal. 



II.5 CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE COSTO 

La.s propiedades que se despreoden de tener funciones de costo conjugadas son 

muy importantes para la elaboración de la Toaría de la Dualidad Generalizada. Gracias 

a ellas podemos construir laa funciones de costo 1;(irU)) en base a las funciones de costo 

/,{zü) asociadas a Jos Bajos. Basta con obtener primero la CUI"\'B. característica r; en 

baae a /;{zLJ)), después determinar r;1 y finalmente integrar r;1 para de este modo 

obtener 1,(•Ull 

La constante de integración se determina en base a las condiciones iniciales 

p,_tablecid.._ Teniendo la cun'1l caraderistica s< det.crmina un punto (il/). V(j)) E r; 

y 1;C>U)) = iUJ>U) - f,(iU)) 

De aquí se desprende que: 

1;(•Ull = i(J1V(j)- /;(il/))+ r./Ji1 ~;(t)d(I) V••Ul E R 

Donde ft;(t) es la función que se genera utilizando r;1 sin ~onsiderar lbS seg· 

mentas verticales de dicha curva. Otra forma de encontrar 1;(11U)) es obtener la cun-a 

cuacterisUca r; en base a /,(z-U)) 1 luego determinar buJ como la proyecdón de r; en 

el eje vertical. 

P0&teriormente, para cada •U> E D(j) eneontrar un valor •CJ1, tal que (z(j), •Ull E 

r; y luego obtener 1;(11(j)) = z{j}1'(j} - /;(z(jj). Por otra parte para cada v(j) que no 

pertenece a b{j) definir 1;(•U)) ="' 
La posibilidad de construir las funcion,. de costo del problema dual en base 

a las funciones de costo del primal es ftmdamcntal dentro de la teoría de la dualidad 

ya que nos garantiza que las funciones obtenidas 1 y f son conjugadas por lo que si 

(z(j),••U)) E r,, z(j) E CU) y •Ul E D(j).S<'gún los lcoremas que hemos \isto . Esta 

propiedad es básica y necesaria para ll.S("gllrat que ambos problemas son dua1es rl uno 

del otro como veremos a continuación. 

11.6 EJEMPLOS DE FUNCIONES CONJUGADAS 

Ejemplo. l. Consideremos el primer caso de funciones lini:-ales de costo 
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r(j) 

r(j) 

(; 
J 

40. 

De la grai.ñra de r, se ,.e que : 

•Ü) ~ d{j),,. (>(j¡,,+(j)) E r¡1 

•(i) $ d(j),,. (>ij¡,,-{j)) E r¡' 

Í·~ 1 

l'{JJ-~~--~--... 
t .• ~· '·" ~. ' 

p ..... dU) $ •'Ü) .. tiene que 1,(,{j)) = .. {j)«ü)-d(j)c•(j)-r(j) = ,+ü)[.{j)-d(j)]-

Pora •Ü) $ d(j) .. tiene que 1,(,(j)) = "(j)c-(j)-d(j)<-(j)-p(j) = ,-(j)].{j)-d(j)]-

Pcr Jo tanto la función 1,(v(j)) es )a siguiente 

. - { ,+(j)(.{j) - d(j)] - r(j) .; v(j) ~ d(j) 
1,C<ü)) - ,-(j)(.U)- d{j)]-r(j) .; v(j) $ d(j) 

_J 

'JI•·•· 
J ' 



2.Veamos el caso de UDll. función localmente lineal. 

~3·••j,.~jl 

\".d~(J\Ajhr,~l 
~ 

t.:.:.is "í' 

~~· 

1 

r 
si ,-u¡ s •U) s •1Ul 
si •1!JlS<2Ul 
si '"2()1 s '3()1 

Vemos en la griflca de r¡ que si 

•u>s d1Ul S•·lilS d2tJ1 "'«•U),..¡j)) e r, 
d¡(j) S "Ü)S d,(j) => ('2(,1,..(j)) E r; 

d,(j) S ..Ul => (c,(j), ••U)) E r; 

Esto nos lleva a lo siguiente: 

De aquí: 
1 = ,-Ul•U)-d1U)•-Ul-P1(i) 

'= ,-Ull•ül - d1Ull-1'1Ul 

.,. 

1 

Utilizando wi razonamiento análogo, podemos saber cuanto vale la función 1 

en C".a.da uno de los intervalos dados para t(j). 
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•Ü) S ol{j) "> r = <-ü){l>(J1-daU)J- PIÜ) 

daü) S vü) S d,(J1 => r¡(•Ü)) = <1Ü)[•(J1-d:a(j)J- 1'1Ü) 

d,ü) s vü) s d,(J1 => r¡(vl/)) = e,(J)[•ú1 - d,(j))- PlÜ) 

d3Ü) s v(j) s d,(J) => f¡(•ú1) = e,(J1[•Ü)- d,(;))- P<Ü) 

De esta. forma. hemos obtenido la función I· 

IJ.f VER.D'ICACION DE LA DUALIDAD. 

Hemos llegado a una fue muy importante dentro de nuestro desarrollo de la 
Teoría de laa funciones Conjugadu: veremoe cómo cada uno de los problemas que 
estamos tratando se conyjerte en el dual del otro al asumir qut- las funciones de costo son 
coujugadu y al considerar los vectoma de flujo X y tenai.fu y t.ales que (tÜ), •U)) e r; Vj. 

Utiliuremoo para ello la teoría tradicional de la Dualidad de la Programación 
Lineal junto c:ou los Teoremu que de ella ae desprenden. 

42. 

A continuación enunciaremos los dos problemas: 

Problema de Distribución 

Problema Diferencial 

MIN ~·l=L;/;(rü)l 
jEA 

r(;)ECü) 

dio;fz) = >1•1 = l(ij Vi e N 

r(J)ED(j) 

•{i) sin reatria:ión 



Veamos ahora porqué son duales el uno del otm 

Pllrtamos por hipótesis de que las funciones son oonjugadu, además usaremoo 
loa pllffll (•Cíl..Ull tales que (•(j),•(J)) e r; VJ La igualdad di.,(z) = 1(•1 puedeexpTClllnC 
como I:z = li ¡>JU"A t.c>da i EN donde E es Ja. matriz de Inddenda. 

Entoooes podemos volver a expresar d problema primal de la mguiente forma: 

MIN;(z) = 'L,f,(z(j)) 
jEA 

•.~. 

z(j) e C(jJ 

C-omo estamos trabajando ron funcione1 de costo c:ongujad.as, leDf".lDos que &i 
(s(.i),P{j)) e r; ent.onr"" •ü) e fe;(J/, <!üll y de aquí •111 e C(J/ y o<JJ e fd;(i),dfü)J por 
lo que >111 e Dül 

Por efectos de la verilicación, considerartm00 que laa variables dd problema 
dual forman el vector v' = -• Por otra parte como Es = l las ,..,jabJ .. del probloma 
dual no tienca rettricóón de signo. 

De hecho, Ju ooudiciones del Problema Dual ooa •U) e D(j) y •{i) sin restricción. 

Lo que re.la pues "" determinaz la estructura de la Función Objetivo dd 
Problema Dual. Debido a que 1,...bajamos con funcionea congujadu tenemos que: 

,,¡.¡,¡¡ = •(J/>UJ-1,<züll 

y de oqui: 

•¡(•<i/~~{'(•(.i)] = •ü) 

Df" aquí romo ~z = 6 se tiene que EI''1..Y1!t;f't1m);EA = • ~ 
Efl /<{j) + 1 /.U)); e A = 1 De aquí 

EI.{;¡l;eA = 1- E!.{,1J;eA 

Notar qur ;;/;¡ e. una fut>cióo del flujo z(j). De acuerdo a la teoría de Dualidad 
tendriamoa qur los coeficientes de la fut>cióo objetivo del problema dual son: 

1_ ..,r¡Mill¡ 
~. -<;) 
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Y l• funcjt\n objetivo del pwhlema Du.:J qued..na eomo 

>'>{..') = •' • I• - e¡'1~lln 

wn u' ::: ( __,'(i)} Considertwdo que tl = -u con u l'ecU>! de pott:nc:iales. 

<>M = (-h),<N + l-•Jlf.- 1Jltll''(•(Ü}·¡¡) porque (-•JIC-1) .. el veetor de potenciolea u . 
.. J 

F.oto último lle debe a que '= -•!-~ 
Final.mffite de aquí obtenemoe la función objetivo del problemA Duo! que estábamos 

buaeando. 

~·i" - 2:1ti>•t•i- E•i<-ui1 
•EN JEA 

Pe ei.ta fonn• b•m<>e Uegt.do ol pwbl.m1> Dual, primero eueontrando 1 ... = -
tricóoon y po~terionneJ1tc la. e11tructura de la función <>hjetivo: 

··~· 
1'{j) E D!.i) 

~(i) 11in rcatric:ción 

11.7.l COINCIDENCIA DE LAS SOLIJctONES OPTIMAS. 

A ~thumción t>nundam.oa eJ t.eorenu1 fundammtal de la DualídAd para el 
probfoma Díf•rencial y l"'"' el Problemo de Diotribudón. 

n;oru:MA 

Un !lujo y un potenciol aon soluciones óptlmaio pant. el problcm" Difen•u:iol y 
pera el Problema Uc Distribucl.6n1 y adem.ú coinciden <:::::> Mtitda.ecu 1fü11(z) :: 61 y 
fr(j),•(i)) E f¡ '( iE A 

Df!mV#Nlnthi: 

44, 

21innpn• dl:l.f(•UH»I i>or ht.--eho que 161' funciones de ~to l!iotl ('-OngujMI& 

e) 
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y 

se tiene que /J(z{j)) ~ r(J1vUl - J;{i-ü)) V j E A como diu = 6 tenemos que 

z(J)v(J) = -u(i)6(•1 

por lo que 

/;(•(j)) ~ -•(;¡6(i) - 1;(v(j)) 

E1;!•üll ~ - E•!,.)l(i)- E•;l•üH· 
jEA iEN JEA 

lo cual implica que 

Como por hipótem (z(.J1,v(j)) e f; Y je A tenemos que: 

/;(zü)) = -o{•16\•1- f;(v(J)) Y je A 

por lo que t.enemos que 

ó(•)= ~(•) 

Si consideramos cualquier otro flujo z• y cualquier otn. tensión r•, tenemos que 
ó(•") ~ ó(z) =;.(u)~ ;.(u") 

Lo anterior implica que dicha igualdad sólo puede danr eo el caso de que 
tcnpmoo que 

infló(•) I •e R',di•• = 1) = ól•') = .. ,.~ = oup{.¡.{u) I •E R") 

) in/{~z) f z E RA,diu = 6} = 
ó(•) = .. ,., = IUp{.¡.{•) I •E/!") 

De aquí se desprende que : 

/;(<(J)) = -•(•16\•1- f;(•Ull Y i E A 

Como las soluciones ami 6ptimas diu = • 

lo que significa que 

/,(z(j)) = •Ul•ül- f;(•úl V j E A 

por lo que 
{<(i).•UllE r; V ;eA 
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ll.8 MEJORAMIENTO DE FLUJOS 

Vamoi; e.horn a ooutinWll' nuei;:lro dr.sRITollo teórico con objeto de establecer 
bues suficimles para rnt.endt-T posteriormente los algoritmm de resolución para ambos 
prublt-mas. Dclinimos In fondón /(t) = fi(z + t:) donde x es una solución factible y z es 
un flujo arbitrario. Dicha función es convexa en t e R. Especialmeate importante en 
el desll.l"Tollo de al,;uritmos, t'I el c&.so donde = es el vector incidente r,. para un camino 
elemental P. 

En ct>h- roulnto M" tirne que: 

/(1) = l'(H I<,) = L /,(z(j) +t) + L /;(z(j) -1)+ L; /;(•(j)) 
JEI* JEP- 1f P 

Se \'f' clar<unentc que los \'al ores para los cuales /(1) < o:. son aquellos para los 
que z(j) + 1 e r(j) para toda je p+ y z(j) - 1 e C(j) para toda je p-

Son !undamcr1tn.lcs l'D nuf'Slro desarrollo teórico.los siguientes conceptos: 

n)La dt-rivada de /(t) por la daecha, a continuación veremos como se obtiene: 

/(•)-/(1) _ ~.,,. f,(z(j)+ •)+ E¡er-/,(z(j)- •)- L:¡o>< /;(z(j)+ 1)- E,.,,.. f;(•(j)-1) 
•-1 - •-t 

= ¿: (/1(z(j) + •; = {'(z(j) + 1)) + L (f,(z(j)- •; = ;1(z(j) -1)) 

JEA jEA 

~11·:=:(1) = ¿: t;•(z(j)+t)- L r,-(z(j)-1) 
1EP+ JEP-

r•111= E 1;•1r(j)+I)- L r,-(z(j)-1) 
JEI'~ JEP-

~ la uii,.ma nmnrrn toe ohtirnr qur : 

b)Lu tlt·rfrada rir /(1) por In izquierda 

1•-11> = E 1;-1.ui +i>- ¿: r;•1·u>-1> 
Jf.I'+ jEP-

Un ca.su muy importllnte es cuando r+to} <o. Como la función f'+ es crecient.e 
porque cada J, ("5 convrxa,t'Xistr nna r' >o tal que r•tt) ~o y en la que J'-{f) ~o. 

Como l'crcinu; después. f"It dicho punto t' la función alcanza su mínimo.por lo 
mal 

/(l'J < /(01yo(•+1'<,) < ó(zJ, 

!{b~al significn qttr podernos m<"joru el \' de nuestra función de rosto. 



Pcr otra part.e,cnc:ontremos ahora el '\"8.lor de it;(P): 

<ft!P)= E <ftü>- E á,Ü) 
JEI" jEP-

= E tJc•u»- E 1;1•w1=1•1o1 
1E~ jEP-

ya que 

.. ¡ J'+(O) eo ;gua1a4!P) 

Se puede ver !acilmente que: 

D,"!.; i 
'"1""' 1 

-¡1 
_¡- _¡--

J•lj)'·o0 
Estas expresiones wn equh-alentes a. las siguientes: 

1~/,-(r(j)+ f) = 
1
!!._z:,Í,+{r(j}+f) = o*U) 

y del mismo modo 

,~f;-!•ü)-•l= .~~.fj•!•!il-•l= •Ul 

De todas estas identidades podemos determinar una identidad importante para 
d'(P) 

d'lPl= E .i+ui- E .r¡;¡ 
JEf"+ JEP-

: .~ limf,•(r(j)+I)- .~ lim.fj-(•Ü)-1) 
, .. ,.. , .. ..-
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= lim f+(t) 
·-~ 

y del miamo modo 
cr(P) = lim ¡'-(t) = lim J'•(t) ---co •-cio 

Resulta nec.esario rn este momento definir dos elementos fundamentales que 
aerviriu de ha.se teórica para demostrar una serie de teoremas que veremos posterior
mente. 

DEFINICION Se dice que un rirr-uito Pes no Balanceado cuando b{P) e (-oo,O) 

D!:FlNICION Se dice que una cortadura Q "" no balanceada cuando C(Q) -
6(S)C(-oo,O) 

El siguiente Teorema es básico porque CODL-c:Ui. las soluciones de amboe proble-
maa: 

TEOREMA 

Pnra qur en el problema de Distribución la solución factible encontrada sea 
óptima, es necesario y riuficieut.e que en el problema Diferencial la solución encontrada 
aea rcgulannentc factible. 

La DcmOfftración la abordaremos más tarde en el Teorema de cxist.eDcia de 
aolucionca óptimas. (sección Il.13) 

Analittmos ahora Jos tres ca50!I siguientes 

a) •abemos que si tf+(P) ~O, no existe un potencial U tal que 1{;) E fd;U),4f(j)] 
y si D{j) es cerrado decimos que no hay un potencial factible. 

b )Supongf\lnos ahora que D(j) na es un conjunto cerrado p.a. j, mtonces lo que 
afirman'amos es qur ,.¡ D{P) e (-oo,O) entonces no hemos encontrado aún un valor de 
t.emión ll(j) que M.tii;faga l'{j) e D(j) 

c)Por último si rf+(P) < O pod~nos asegurar que no existe una solución f{"gtt. 

Jarmentt" Wtiblr pa.ru. el prob~a Difcrt.11cial. ya qur r.sta.ríam<>!t frente a un circuit.o 
P tal que Ü( f') C (-oo. O). 

bt.ol' tres rrsuJtacfos son muy importa.otea¡ en base a ellos podemos saber si aún 
no tenemos una solución factjble o regul~ factible , además &e conectan con los 
siguientes teoremas Jos cuales relacionan la factibilidad con la derh'Mia por la derecha 
de la función <le rosto. 

TEOREMA 
l)P es un cirr11ito nn balanceado ~ r+(r} <o V t 

(De M¡lÚ, si f'+¡I) <O V lt rntoDC'CS S(' cumple e) 

Dnao.traci6a: 

48. 
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D(P) = n::,.p; v(j) - r:,,,._ vü) l •'Ü) E Du)] 
Ahora, 

1·•c•1= 2: r,•t•ül+•l- 2: r,-1.ui-•1 
1EPi jEP-

= 2: .i;.,üJ - 2: U.+,Ul 
,er• ,eF-

Es claro que 

.r,.,(j) E D(j) Y Ü.+oül E Dü) po.ra j E p+ y j E P-

rcspect.ivnmenk (ver definióón d~ b{;) 

Por lo tanto: 

/+(f)E b(P). 

Por esto 

¡'+(t)< O VI 

<=) 

¡'+(t) <O V 1 => d+¡p¡ <O (por definición de <f+(P)) => b{P) C (-oo,O) 

TEOREMA 

o 

De aquí si r+(i) S O Vl entonces no se tiene un potencial fa.ctjbJe (1•(j) E 

ww.d•um 
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TEOREMA 

fi+(P) < O <=> p.a. •>O oe tiene /'(1) '° -• V 1 

~•o.tn.d'L' <==> ) 

ct+(P) <O ~ lima-aor+(t) <O <==> limt-CI:) f+(t) = -r con 1 >o 

<=> /+(1)5-< Yl. o 

E.los resultados son importantes porque en !Ja.., a elloo ae establece la form• 
de mejcn-or una función de c:oeto /,(•(i)) establecida para cada arco ;. 

TWUMA DEL DESCENSO PARA FLUJOS. 

Sea P cualqui..,. circuito elemental '/ ..,. /(1) = ~· + ••,) donde • es cualqwer 
solución !a<tible al problema de Distribución. 

Entonces se tienen las condiciones 1igujentes ~ 

/ et no en-ciente <==> cf+(P) SO. 

iL I .. decreciente = p .. DO balancudoJ.e. i.>(P) e (-oo,O) 

iil. / es fuertemente decreciente = fi+(P) < o. ( Una función ae dice ,..,,_ • .., 
d«rróeate si para alguna< >O ae tiene que /(t2) :5 /(11)- 1(t2 - t -1) cada vez que 
ti S t2 y /(f1) :S oo) 

Drmosfraru>•: 

L <=>) 

/ l"S no crec:irnte <==> /(12) S /(f1j cuando t 1 :5 t:r, 

e9lo implic.a que 11'¡::t•al SO ._,,1,f21 esto pasa 

<=> f+(t)SO VI<=> fi+(P)<O 

11. => 

50. 

/es dea-.ciente <=> /(1,) < /(11) CUMdo 11 < 1, y /(11) < oo, 

esto implica que "'f}:{f'il < O 'f't1, t 2 E R 

por lo tanto r+{I) < 0 VI esto último pasa <==> pes Wl circuito DO balanC"eadc. 

=> 
Una. función se dice fuetiemenlr drcteckutt-ai para alguna 1 >O se tiene que /(t2) :5 
/(11)- r(t2 - •1) cada \'CZ que t1 :5 f2 y /(11) :5 oo 



Es claro por la definición qut' "a!:fS11 S -<{r2 - t 1) S -e V ft de aquí f+{t) S 
-< V 1, esto pasa = .t+(P) < D. D 

COROLARIO 

Si /(f) = f(% + h:,.) es una función no creciente, decrt..-ciente o fuertemf'Jlte decre
cirnt.e para. la elección de un flujo determinado x, "°t.cmce.s guarda la misma propiedbd 
pas.r. cualquier otro flujo x. 

Demodracié•: Vamos a usar d prime:- caso, es decir 1 el de una función no CTPcirnte, 
para la demostración. 

fes no creciente ~ d1°(P) SO i.e, lím1-ac; f'+(f) '5 O 

Consideremos .ahora otro flujo z' es claro que 1im1-CIDJ'+(t) continúa siendo menor 
o igual que cero por lo que /(l) = f'{% +te,.) amtinúa siendo no creciente. a 

U.9 MEJORAMIENTO DE POTENCIALES 

Consideremos ahora la función ~ dd problema diferencial. Sabemos que , .. 
COD"exa para toda je A, y .. que Í,-(vU)) y ¡,+¡,-u))"°" funciones crecientes, de o.qui 
se desptt:nde que Et;(v(j)) es COD''CX& , por lo cual ~(•) = - Eb!i)v(i) - E r;(•(jll es 
cóncaVI.. 

Como f es <ontínua <'D d inten-.lo WUI.4+(j)} V j esto implic .. que .. es 
~ontinua m el ronjunto 

¡ 

El conjunto 

es cemodo ya que {l.'·(u) ~ a]v{v{J1 e D(J1] 50ll conjunlolo cerrados. 

El objeth·o es utilizar lodos los rcsult&dos de funciones convexas a los cuales 
htmos llegado para poknciales Rrbitrarios u y .,. tal que u C!O fa.ctt .. lr. 

C.OU!§iderMnos 1ft función 
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que es una función con\'t"Xfl cerrada . 

Conaidérese el C"JUitJ en que se tieue wta cortadura Q = (S,N/S] y u1 Cti el vector 
de potencial tN¡s parad que: 

tN/s(í) = {O i;! ~ES, 
l !U 1 E St° 

El diferencial dt· u1 Cfl entonces ~rN¡s = tQ· A¿"=l.ás b{S) = -b{N/S) ya que 
6(5)+6(N/5) =O 

1ll)=-V>(•+l•N¡sl=L;•l'11l;¡-16(5)+ L; 1,Mi)+I)+ L; l;Mi)-1)+ L; 1,(v(j)) 
JEQ• jEQ- JEA/Q 

115Í t~nnos qul' 

1'•11¡ =!'.T. 11•;: :<1
> = -6(5) + L; 1,t+!•UJ + 1¡- L; 1;•-Mil - 1)) 

JEQ+ JEQ-

y de la misma forma M' dt·sprende que: 

Un caao importante ea el que se da cuando t+(o) <o. 

Es muy importante ya que implica que existe una t' > O tal que g'+(t) 2:, O y 
g'-(r) $o y en la cun.l la función g alcanza. su mínimo (esto por un resultado que se 
demostrará eu t'] cupítulo Tres). 

Lo anterior ucgura que .e(f) $ g(O} 

.Por otrn pll.fle g'+(D} <O puede eprcsnrr.c como r!(Q}- li(S) <O con respecto a 
loo iotervo.loa !•;(iJ,•Wll = ¡,¡-¡,(j)),1;•¡v(j))J 

52. 

Vainoa a verificar preciaameote que g1+(0) puede expresarse como c!°(Q)-6(5) <O: 

,·•10J= -6(5J+ ¿:,;•«·Un- ¿,;-1 .. uH <o 

dt a9ui E1/+(vU))- 2:111-(1i(j)) <O 

dt api r!(Q) < 6(5) 

Veamos ahora los Biguient.es rt."Sultados: 

Es claro que 



c+U) = .J~~-c!ül = ..J~~cmg¡(v(j}}= 1!!_~1i(1•{j)+ t) 

y ta:nbibl que 

c-(i) = v{j~-no t;{j) = ..u:~-oe> 1;(v(j)): ,!!_1!1j(t1{j}-t) 

De a.qui se desprende fácilmente qur 

1~g'+(f)= 1~~{ E 1;+(1,(j)+O- E R~-{vü)-t)}-fl(S)) 
JEQ4 JEQ-

= ~: «ui- E ,-ui-l>!SJ=,•<Q)-l>{S) 
JE(/~ JEQ-

Del mismo modo 

1~!!1e>e/+(t): ,~!!1DC { E 1;+(v(1l + 1)- L 1;-(t'(j)- t}} - fl(S) 
JEQ4 JEQ• 

=E ,-(j)- E ,+¡j)-l>{S)=-<-(Q)-b(S) 
jEQ4 JEQ-

a )Supongamos que C(j) es un conjunto cerrado.Debido al Teorema de Distribución 

Fa.ctible sabemos que la existencia de una cortadura con t+(Q) ~ 6{S) implica que no 

existe Z'(j} que Ralisfaga : 

c-(Jl S rü) S t+{j) y que además cumpla c.on que ditiz =lo. 

b) Supong1\mm; Mora que C(j) no es un ronjunto cerrndo,cntoncrs lo qur afu. 
mariam.Dfl <'9 que si C(Q) e (-cc..fi(S)} t"DtoDC"CS no brmm encontrado nt"w un flujo r(j) 

que satisfaga r(j) e C{j) y quf" 11derufu. C"Umpla con Jiu = fl.{Teor('ma Dif("fCilC'ial ffutib lf. 
Modificado) 

e) Un tercer cft..qc,1 supongamO!I ahora que existe un11. cortadura Q = (5. S/SJ tal 
que t'(Q) e (-oo,b(S)), entonces el flujo a.'K>ciado a dicha cortadura no es r<"gularmente 

f"'1.ibl<.(Tron·m• Di!. Factible, Segunda Modifir.acion) 

Estos tri'$ rcsultnd~ .c;on muy importantes ya que en bacoe a. ellos podemos 

saber f'i hnnru. <"nrontrado una ~ohtC'ión foctihle • rf'gulnnnC"nt(' fllCti1'1C" o si tcncmo!' 

que ~guirl"'-"' hn!OC8liclo¡ ndrm1is sr cot1<"<'t11.n con los siguimtC'!'; trorcmas qur rclnriomw 

la factibilidad dt• la tC'llsión V ron la fondón de costo 9J(11U}) pnra cl\de lU'C'O j, hecho 

c¡uc utiliznrcmns en d dri-J\ITollo dt" nlgunre; Rlgoritmos qlll' !'><' ven <"n el capitulo t~. 



TEOREMA 

De aqui se desprmdf' que 1'•(t) <o implica C'} 

DtmHfral'Uia: 

CIQl e (-x,6(5)) => é(Ql- 6(5) e 1-x.O) 

.. ,(C(Q)-6{S)} = r•(Q)-6{5) 5 O 

Seo presentan ientonrts dos ca505 

1i t+(Q) - 6(5) <O::::> lim1-ac.1'+(1) < 0 por lo tMt.o 1'+(t) < 0 V t 

si c+(Q)- ~S) = 0, supongamos QUt' rxi~tr UD \-aJor dr f para e) ruaJ ~ time que 

j+(1} =O, entonces: 

0=1'•(t)=-b{S)+ L .;•t1'(j)+I)- ¿: ,;-(t·(j)-tl 
1EQ• JEQ-

= -6(S)+ L <:Ul- L r;{j) E CIQl - ,.,,-¡ 
JEQ• 1EQ-

por Jo UU\10 

«)Si 1•111 <o VI=> fü••-xl'lfl <o=> ,•1Ql -11s1 <o=> C(Q) e (-x.l(S))"' 

f(QJ- l>ISI e 1-x.Ol => Q es una \'"Ortadura no balanrl"ada 

TEOREMA 

(De aquí. si ,'•(I¡ 5 o=> .. cumple Ji o 2),; Cü>'"" <err•do) 

DtmHtrartóa: 

=> 

54. 
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TIOOIU:MA 

Dcm11.dracióa: 

,+(Q)<6(S) <=> t•(t)S-• p.a.. <l:O 

é(Q)<6{Sl <=> é(Q)-6(5)<0 = 
,~'!l*{t)<O <=:::> 1~r!/+(t)5-t 

<::;:;> 1'+(t) :s -< Vt y para alguna 1 ~o 

o 

Veamos ahora las tres formas distintaa que existen de mejorar el valor de nuestra 
función l{t), cxprrsada.-. en el siguiente Teorema de Descenso para Potenciales. 

TEOREMA DE DESCENSO PARA POTENCIALES,Sea Q =IS. N/S) cualquier 
cortadura y i;ca f(f) ;;: -9'(u + tcN¡s) donde 1.1 es alguna solución factible al Problema 

Dift'fr.llcinl Óptimo, emtonccs 

l. 1 f"fl no crttiente <=:::> r+(Q) :S "(S) 

2. 1 es d<"Crecit•ulf' e:::> Q es no btianceado o sea que C'(Q) e (-oo.~S)) 
3. 1 t"5 fuerlem'11.lc decreciente <=:::> c•(Q) < 6{.S) 

La demoslraciOn r.fl nnáloga a la que se hizo en el caso del problema de clia
tribuirión. 

D.JO PkOPIEDAD DE ACOTAMIENTO PARA FLUJOS 

Esta propiedad y la siguiente "" ulilizan oobrc lodo <D el capilulo ter<ero, aquí 
sólo &e menrfou.an para npoyar In Demostración del Teorema de Existencia de soluciones 
óptima.-.. 

Se dirá qm· nn flujo guarda la propiedad de acotamiento cuando para cada valor 
o e R d ronjuuto crrrado y ronvexo A = {z 1 i;(z)::; o} es un conjunto acotado. 

TEOREMA 

Dicha propiedad es equivalente al acotamiento de cadn suresióo de Bujos factible$ 
y finitos {:}t:i tal que 4'(:r1:) limdr- al ínfimo del problema.. 

SS. 



Demo.tnicióa: Este tema se trat11.ni df' :nuevo en el capítulo Lcrt".cro y ahl se abordará la 
Demostración.( ver capítulo tercero, sección m.1.3) 

ll.11 PROPIEDAD DE ACOTAMIENTO PARA POTENCIALES 

El problema Diferencial Optimo tiene la propj<-dad de acotamiento si para cada 
fJ E R el conjunto cerrb.do amvexo: 

{vERAI 3 u can 4ii:vyV•(u)~.8} 

es acotado. 

TWREMA Dicha propiedad es equh-alente al acotamiento de cada sucesión de 
diferenciblea, Mito e&, de cada sucesión de soluciones factibles {v""Jh-a:t en }B. qne V•(u'") 
tiende al máximo de la funcllin objetivo y en la que \!>{ vK) $ oo. 

Dcmod,..cióa: La demostración es análoga a la del teorema anterior 

ll.12 TEOREMA DE ACOTAMIENTO PARA FLUJOS Y POTENCIALES 

Los dos teoremas que mCDcionamos a continuación f'ef1Íl1 de gr&n utilidad para 
demostrar los Teoremu de cxiste:ocia. 

TEOREMA DE ACOTAMIENTO PARA FLUJOS 

Supon.gamos que ha.y al menO!I una oolución factiblf' al problema. de Distribución 
óptima., entonce& las siguieu~ a.fleVeraciones son equh-alenlcs: 

1.-El problema de Distribución óptima guarda la Propicdnd de Acotamiento 

2.-ct+ (P} >O parb Lodo circuito elemental P 

3.-El co:ojunto de arcos F = {j 1 Gl}) = et+l})} no contiene niugúu circuito 
clrmcntal y hay una solución factible al problema di!errncial óptimo, tlll que d-U) < 
v(Jl < o*(i) Vj e F 

Dcmodraoó11: 

1) - 2) supongtuno.o; qur ir+ (P) SO para algún circuito elemental P, entoncM la 
!unción ~{z + tr,.) e~ no <".l"t'rif"tllf" Vj f P (por el Teorema df' Dt"-'>C.t'11SO para flujos). por lo 
cunl si existe un flujo z {artibh· tal qut> ~{z) S a para alguna alfo drternúnada euto11crs 
para todo flujo z -f Ir,., tt.-udriruuos que ~:r + tr,) So con I cualquier número real, esto 
mfica clrmunenlt" que <·l ronjuutu .4 = {z f dit:z = 6 y dlfz) $o l uo podría !'f'r M'.otado. 



2) - l) SupongnmrK qur <"l problema no cumple con )a Prop1eda<l de Acotamiento .. 
cntotl;cet c:rlstr un \-alar den para el cual el c.onjunto A== (r 1 divz = 6 y 9(z) !:: a} no 
es acotado, 6to es cqui"alente a] htcho de que existe alguna sucesión de flujos {z!:r> 
fMtihlt~ 'l'"' 1 i1·ndcn ,J infimr> dt"l prob1emn. que no C'StlÍ. M"otada . Sin périlida de gene' -
ralidad podemos considerar que dicha suc<'Sióo es de la forma (z+tt·,>::t ,donde Pes 

un circuito ubitrruio de la red, consideremos un ,;Jor dr flujo z para r1 cual 6(z) S a, 

entonces f.(r + lt,) 5f>{r+1•1,) ~ ft(.t') S oV 1 >O. Esto se debe a que la suttsión no está 
a.cotada y a que la función /(t):::: ~z + te,) rs convexft.. Todo lo anterior implica que la 
función /(1) = ~r + lt,} es no creciente y esto implica que por el Teorema de Descenso 
para flujos d'(Pl 5 o., . ..,. n.10 o 

E!i.t11 MO la ünica drmostracióo que haremos porque de hecho es la úruea que 
nttesitamos pu11. la dtmostración dd Ttorcma de Existencia de SoluC'iones óptimas. 

Dt- la misma forma tmemos el Teorema de Acotamiento para potenciales que 
n01 dice lo siguiente 

TEOREMA DE ACOTAMIENTO PARA POTENCIALES 

Suponga.ro~ que hfl)' ft.1 menOI." una solución fa.ctibte al problema Diferencial 
óptimo. Entonc('f> )as siguirntes propicdbdes son equh'almt.es: 

l.· El probJm111. Diferencial óptimo tiene la propiedad de ac:otamimto. 

2.- 1(5) < .+ [Q) para todu las corladuras. 

3.·EI conjunto de arcos F' == {j te-U)= e•(j)) no contiene ninguna cortadura no 
vacía y hay una soh1dón factiblt> al problema de Distribución óptima tal que c-(j) < 
•Ul < c•(jfij t F' 

Dtmollrni6•: 1) ~ 21 Nuevamente, ésta es la Única demostraci.6n que resulta de 
utilidad, pero no la \'l\luos a realiz:ar porque eg equivalcntr a la dr.1 CJ\50 nn«"tia-. 

n.u TEOREMAS DE EXISTENCIA PARA FLUJOS y POTENCIALES 

A continuACión f'JlunC'iamos cl Teorrm11 de existenMa para flujos y su dcmostrftción. 

TEOREMA DE EXISTENCIA PARA FLUJOS.Supongamos que existe una 
solución ÍMlible para <'! problema de distribución, ent.onC'cs los siguimte-; rrsultadre 
son equhiüentes. 

i. EJ problema tic Distribución tiene una solución óptima. 

ll. El problt'ma Diferencial óptimo tiene una solución Rcgulnrmrulc Factible. 

w. Ningún cirn1ito rlrmental P es no Bri.1Mceado 
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1... Para cada solución factible x al problema de distribución Optima y CAda circuito 
elemental P, la. función /(t) = •(:r +te,) alcanza su mínimo en algún te Jl 

ii) ~ iit1 Tenemoa un diíerent:iU tal que 1•U} E bU) V i E A 

Dicha M>lución 0& R<-gularmcnle Factible por Definición, por el Teorema Diferencial 
Faclible cxi•le una 11<>lución R.egularmenle Factible para el problema DiferenciiJ = 
O E. Ó(PJ <==> P no ea un circuito no balancea.do, sin importar cual es la P que estoy 
t"SCOgiendo. 

fü) ~ i11) No existe ningún circuito P bl qu~ i.J(P) e (-:t=l.O) ,por lo tanto 
o e Ó{,P} '{ cirevilt1P, por el Teottma. de Descenso para Flujos, esto pasa ~ J es no 
decreciente, por lo cual f al=•• su mínimo en algün t e P 

t) - i11) Sí e1 problema de DistribuciOn tiene unn.. solución óptimli-, entonces para 
cada eoluci6n factible x al problctna d~ Distribución óptima y ca.da circuito elemental 
P,Ia función f.{r + tep) aleanu su mínimo en algün t E ll porque si no lo hidetP. no 
exiatirl• una &0lución 6ptima.. 

De aquí e.orno iv) es equivalen le & ii) tenemos qur i) - ií} 

Se ha de probar que de ii, iü o iv se deriva i) Veamos que de üi) se dcrí"a i). 

iii) => •1 Ningún circuito clemCDt.al Pes no b&.lanceado, esto sigrú5r-a que-: 

r(P) $O$ r(P) 

AntWumos ~ta expresión eoOOde:rando tres casos. 

1) o < r(P) Por el T"'rema de Acotamiento par~ fiujos,esto implica que el 
problema de Distribución óptima cumpJe con la Propiedad de Arot-amiento para flujos¡ 
entonces. cualquier sucesiOn de flujos factibles A = {zK lK'=:.s que tienda al ínfimo del 
problema, 0&1.i acotada. 

C.Omo cualquier sucesión .4 = (z,)::._1 es cla.l'iunente un conjunto cerrado y aro
tado entouces es un conjunto rompa.et.o, y por otra parte, romo la fundón \il(:r) es 
COI1tínua, podemos aB.nnar que el ínfimo de dicha funciOn es alean.za.do para un flujo z 
que pertcDece al conj\Wto cowp0<to A, esto significa que d Problema de Distribución 
tiene una. solución óptima 

4'(P) 

gip'te. 

2) Consideremos d caso en que algún circuito es del tipo 2, es d<'cir d-(P} =o= 

como 

Jl+(P} = lim1-oor+(t) =o 

ct-(f'):;::: li1n1--r::r<>/'-{f) =O 

Entonces tn1~os que f'+(t) = o 't'I por ser /'+{1} una función monOtona ere-



De bQUÍ .e tiene que el valor de f(z + h·,) es un valor constante, por lo que 
si modificamos el flujo óptimo, de tal forma que para un arco particular ; de dicho 
circuito, tengamos un flujo zü) = o, eeguiremoe manteniendo una eoludón óptima. 

Sin Mlllinrgo, si zU) = O para este arco particular, podemos también redefinir 
,-ui =O y <'Ul =O, para esle arco j, lo cuol implia que oU) = -oo y <f+U) = oo, hecho 
que e1tá en contnulicción c.on que cf+{P) y ci(P) sean igua.le1 a cero. Podemos efectuar 
Cita misma tcdcfinición con c:&da uno de los arcos ; que pertenecen a P Deo esta forma 
este caao puedr ignoran.e y reducir&e al caso anterior. 

VeAJ.Jlos ahora que sucedr en el tercer caso. 

3) Supongomos que d-(P) <o= d+(P) E b(P) 

o o(P) =O< d+(P) 

Consideremos la primera expresión, de ella ~ desprende lo sigujent.e: como 

<f+(P) =E;,,,. d•1J1- E,.r- •U) E b(P) 

.. tiene que <f+U) E Dul Vj e p+ 

y 

•Ul e b¡;¡ v; e 1•

Lo ruol implitA que: 

1;•tz(il) = 1;-1z(j)) = 1;m,u1-~1;•(zU)) =<!+{;)para •U) &ulicientemente grande& 
cuando; e p+ 

y 

r,•trU)) = 1;-(z(j)) = 1;m,u1--~f,-l•Ull = o(J) paraz(i) suficientemente pequello 
cuando je P-. 

De M¡uÍ se tir.ne que para toda je p+ y para valores de flujo rU) lo suficiente-
mente gni.ndcs, t1r. ticnr ¡,ar el Teorema del Valor Medio: 

hl•;\IJl:(~jull - d+U) = t,•¡,•¡;n con •ül S ,·¡;¡ $ •'Ul 

¡•por lo '""to !,l•'lill = d+U)r'U) + •; para •'ül > •Ul si; e p+ 

donde o,= /,l•üll- <!+(j)•(J) 
De manera análoga, para ; e p- se obtiene que 

/¡(.'(;)) = d-U)<'lil + •¡ para <'Ul <•U) si i e p-

Aqui definiremos una nueva función que seni la sigui ente: 

{

d+(J)r(j)+•, si;ep+ 
i,trlill = d-Ulrli) + •; •i i e P-

/,lrtill •Í i' P 

Y sea - la función obteuidf\ de f cuando cacfo función /1 es remplazada por i, 
para todos los arm•. Es claro que /1(r(j)) 2: /,(r(i)) para todo ,.,.¡or de flujo z(J), es~!f 



debe a la com·cxidad de la curva. De hecho, para. i lo suficientemente grande, se tiene 
que •(z + tt,.) = ~(z + frr) 

Considerando esta nuC'\-a función~' observamos que no se alteran las condiciones 
rt!QueridM en ii),iii)Jv). Por otra parte, este nuevo flujo nos lleva a un problema del 
tipo (2), porque d""(P): <i+(P): O, ya que limo--~/(I): lim1-~/(I): O, considerando 
todos )OI circuito.<> posibles de la red de este tipo, podemos reducir un problema del 
tipo tres 8 un problt'lJla del tipo 2. a 

TEOREMA DE EXISTENCIA PARA POTENCIALES 

Su.,.pongamos que existe una solución factible para d problema Diferencial, 
eDtonr.es los siguientes resultados son equ.iva.lcntes. 

(1). Existe una to0)ución óptima para el problema Diferencial. 

(2).-El problema de Distribución tiene una solución regularmente factible 

(3).·Ningun• cortadura Q es no balancred .. 
(4).·Para cada aoluci6n factible al problema Diferencial y cada cortadura Q: 

¡s, N/S] existe In función /(1): -»(• + t•.,¡s) y akllllU su mínimo en algún e e R 

La dn.uostra.ción de t"St.e teorema es análoga a la del caso anterior. 
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CAPITULO TERCERO 

ffi ALGORlTMOS PARA COSTOS CONVEXOS 

Hc:tn(tS ''Íst.o ya los algoritmos para rc.o1ver los dos problemru. elementales para 
los CM09 en que tenemos funciones de costo lineales. (Ver d capítulo uno). En este 
capítulo generalizarembl. dichos algoritmos pbr11. adapta:r}O$ al ca."K> en que teDgrunos 
funcioneti de costo no lineales, se estudiaran los siguientes en.sos: 

~ Algoñtmo de Distribución óptim& para e!l problema General 

Resulta de la Generalización dd Al~orltmo de Distribuc:i6n para el caso ele
mental Pb.ft.e de una solución factible pare d problefIJ.tl de Distribución hasta llegDl 
a una BC>luci6n regularmente factible para el problema. Diferencial, siguiendo una se-
cueuci.a análoga al algoritmo lineal, pero con .blguntlB modificaciones que veremos más 
odelanle. 

-Algoritmo Diferencial c\ptimo para el problema General. 

Part.t! de una soludón futible para c1 problema Difcre:ndal hasta llegar a uua 
aoluci6n regularmente Íb.Ctible pan el proL1ema d" Distribución. nuevamente la secuen
cia es semejante a la. de) algoritmo correspondiente para el caso de fundones lineales, 
sin embargo, deben hlKX:nie alguna.a modificaciones. 

-Algoritmo Thriíty 

Se parte de UD fiujo y un potencial tal que (zLJ), •(i)) E r; y fie busca UD fiujo z 
tal que div(z} = ¡.i1 plU'n. esto se utiliza romo subrutina el Algoritmo del Camino mínimo 
el cual fue presentado en el capitulo uno en la sección (Il. 7) 

·Algoritmo de Desviaciones 

Se parle dt" un flujo z tal que divz = 'y se busca que pa.rt1. toda ¡ se t.eng11. que 
(z(J),•LJ)) E r, 

-Algoritmos Fortificadoo de Distribución 

Se basan cu el Algoritmo General de Instribudóo óptima. sólo que se modifican 
algunos criteri0& para ganintizar la terminación del Algoritmo en un número finito de 
pasos. 

·Algoritmos Diferenciales Fortificodos 

5f' hMan en eJ Algoritmo de Distribución óptima modificando algunos criterios 
para garantfan.r también la terminación del algoritmo en un número ñníto de pasos. 
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111.l ALGORJTMO DE D!STIUDUCION OPTIMA GENERAL 

Como ya hemos mencionfl.do, e$la es una gcneraliud6n del Algoritmo de Distribución 
óptima pa.ra el ca.'"<> lineal. .'"~ partt- dC" una solución fa.etiblt para eJ prob)em.A de 
l);.tribucic\n, luego, usando tI Algoritmo Diferencial Factíblr (Apendi<e B), se llega 
a una solución factible pua ..:-1 problema Diferencial o a un Circuito Elemental tal 
que 'tlP) < o. Si sucedt' lo prin.i:nl SC" termims el algoritmo, hemos encontrado una 
soluci6n óptima para e) Problema de Distribución, en el segundo caso, lo que pro.::ed:e 
es modlñu.r el flujo fa..c:tiblc que ron.sideramos al principio hasta lograr unh solución 
óptima. 

Velltnos ahor& C") Algoritmo 

( 1 }.· Dada cualquier solución factible hl problema d'° Dísttibución óptima, de· 
ierminar en basr al problema Dif<"rencial los siguientes int~n-alos. 

fd;ül.dtU>I = i.r,-1.cm.1;•c•lilll = • I l•ú'l.ol e r, 
(2).~ t:tilizar un algorihno que construya un potencial u con d;U> s 1•{j) :S dt<i) 

o en ~u ddet'Lo que pwduua un circuito ~lem~tal con rftCP) < O. En f'Ste en.so un 
algoritmo útj) es el Algoritmo Diferencial Factib)t-. 

(3).~ Si 1>t obtient' un potential u tal que .d;Li) s; t•(j) S di'U). mtonces termi-
namO!i. 

(4).~Si s<" obtirnti un circuito con la característica df' que dj{PJ <O entonces la 
función f(f) = 6(.r + rr,) C'Utnple con que f'+(o) = lf11P) <O ya que-

/'+(O)~ l:,,p• t,•!r(j))- J:,,p· !'; (z(j)) 

= E,(I"' di'Ul- L)c,... tl;th <o 
{5).~Sea o= miri(t >O IJ'-+11¡;::, O}.Cll >O 

Si o== o::.,/'+¡i) <O Vt e R lo cuisl significa quf' Pes un circuito no Balanceado 
y esto implica is su \•ez qu~ f'l problrma Díft'Tencial no tiene solución regulatt"mentf' 
fa<tíbl• (Teo. de Exi>te11cia de solucione!' factibles P"'ª el problcm• Diferencial). por 
Jo que f"l problema de Distribución no tien<' solución óptima (Tro. d<' Existencia dt' 
SolucionNo óptimas pura e1 problema dt Distribución) terminar si o < oo entonces ir a 
6) 

(6).-Aumentemos ahoro la cantídlld de flujo mandllda por aula UDo de los arcos 

z' == z + o• t,. De aqw' se ve quf' r' es otra. solución ttgularmentc factib)e y 
adrmás 

<l(r') ![•(•) 

ir a (1) 

Obsen"Mión: 

La estructura del algoritmo es análoga a Ja dcJ prob)ema lint>al. Ja única di!e • 
rcnéa significath-a es la redefinición de o en base a la derivada de la función de costos, 
¡¡r.n por la cual preoe¡¡tamos la siguiente seeción:. 



ll!.l.l CALCULO DE ALFA 

Obtmer minft > o 1 f+(t) ~ o¡ puede oer cliñcil en el """' de problemfts que 
involucren funciooes de costo no linulee1 de ht'dlo no hay una forma de reaolver este 
problema de maoerJt. general. Sin embargo, en el et.so de problemas cuya función de 
coslo sea localmente linebl no existen obttAculos mayome;. Veremos una forma bastante 
eficiente pua calcullu- o t:n el caso menciona.do en el pá.rnúo anterior. Pans. ello, \11.mOS 

A utilizar lO!l puntos l > O donde la función /(1):::: ~z + fep) no sca difercndable. 

SupongamQS que t 1 < t 2 < t.s < 1, ..••......•. <t .. son )os puntos positivos donde la 
función / no es difcrenciable. Sean 1o ; O y t,..+1 :::::: oo. Supongbmos que se tiene un 
valor ooruotant<> de I• aegund• derivada de J J>"f• ead& inlervB!o ¡1,_1.1,), a dich<> v..Jor 
le llama.remos D,1 y aeni neccsariammte mayor que cero por el hecho de que la función 
/es convexa. Ent.once& tenemos la siguiente identidad pbra funciones de costo lineal.et>, 
localmente lineales, o localmente cllbdráticaa. 

J'<(•l= .t:'(P¡.+ Eo.,,.,1r11,¡-¡•-11.iJ+(•• -•wl•• +a,(t) con •·-1s1 <t, 

Veri6caci6n. Ve.moa• realizar ahora 1& vt:rifice.ción de mancrll gnifica, utilizando 

~· ...._ ... _ ......, ... ''("-'" ,, 

J;(P) ¡:,,, ~lt-} ·. ["{L) 
l.r11 rtl•l 'rm 

Es claro grAficame:n1e- quC" J'+(t) pnra cualquirr \'11.lor de tes rn:ultado de sumar 
/'<(O)= "ilP) con rada uno d• los in!en-.Jos que hemos dibujado y que sr dividrn en 
dos tipos. 
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2. si J'+(I,¡:) = r-(lt,) ~el ínten'Blo C5 igual a 01+1((.,+1-t11) donde 4,k+J es el 'l'&lot 

romtMt.e de 1- &f'~nda drrh11.da en (t¡.,ft.tt) 

En el Ca.80 1) ªt+I := 0 

En el caso 2) ¡'+(r,¡- j'-(r,) =o 

De ln anterior "'" d ... prende la ídrntidad planteada. 

f>(r) = J!t(Pi + ¿:.<><• [!*(t,)- j'-(1,J]+ (••- .,.,¡r,)+ o,(I) con 1,_1 < 1<1, 

Con Cl'tri. f(1nnul1\ rcsuha scnciUo enc.ontrar l:r = mlri{t >O¡ p+(t) 2: O} 

Vamos ptulmudo cuÁnlo '\>al~ f'-+ (t,.) Vhriando r = l, 'Z:, •••••••••• , m y se determina cl 
[odie.e mú bajo Y para el que f'+(1.) > o 

Si orr =O::;:)- u= Ir porque cl ,-a.Jor de J'+(t) es constei1t.e para t,._ 1 S t ~ t, 

si o.., > (l ~ a '~ t·l wJor f que resuelve la ecuación lineal 

o= Jttll'l + ~,<,lf"'r1.i-1'-r•.iH (•• + .,.,)J, + º" 
EJ cálculo M" t>impiifif.a en eJ uso de funcionr.s de rosto lineales o localmente 

lineales ya que a1 :: a2 :::: 113 ::: A4·.-·······~·· = a, =o 

!11.1.2 JUSTJFICACION DEL ALGOnITMO 

Vum~ primt·ro algun~ resultMios que nos ~tázJ posteriormente para la 
jmtifi<".ación 

TEOREMA Sea la función/ com·cx1""" E 11. Entom:es f-(1) :SO:¡; f+(t) <=> 
la fnncióu / Kk1t.uza fiU minjmo en /(f) 

Drm1utnmti11· Utili?.ruulod hrd10<kque111 función q.(t)::: !C¡!¡!,m es no rlrcrccient.e (''et 
t°llJ)Íh1Jo 2, págiun ruatm} tenemos lo siguiente: 

lim,,_o l.1.!.;!:t=Jl!l ::; O :S Jim11-o ~ V 

~~~0$~Vh 
- /{1- h)-/[1) :SO :S /(1+ h)-/(1) Vh 

- /(t- h) !E; /[1) :S /(1 + h) Vh 

De todo ~lo 5t' iufirn- qur la función nlamza su mínimo~ J(t) o 
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'TEOREMA 

Si un flujo r '"*' r<·~larn1M1tf.o factible, z + ic, es un flujo regularmente factiblt' 

Drmo•trw.r16a: Partimos de que z es un flujo regularmente factible, :r + ttp es también un 

flujo rrgularmrnt1· fartihlt" e=- z + t1, e CU) 

~ 1;-(z{j) + tr,.) <oc:• y -co < 1;t(z(j) +ir,) 'r/j E A. 

<=> EJE~ r,-(z(.i) + tr,) < oo ~ J'-(t) < oo 

y-«>< }:,,.¡;+(z(j) +Ir,)= f+(1) 

Por otra pri.rte sab<-mos que di1{z+tr,) = dit~z) = fr (porqur- P ~un circuito) por 
]o l1LDlo ht·m~ 1eu11ido la.i;; dos condiciones nttesarias par& asegurar la factibilidad del 
DUC'\'O flujo . 0 

JUSTIFJCACIOJ\ DEL ALGORITMO 

üta dcmm.trM"icin M" bft....,a cu ]oi;; teoremas que ncnbamos de demostrar y también 

en Tf'Ofrma.. .. que yn IW' ,·icron M1 d CApÍtulo srgundo. (!teC'CÍones JJ.4 y 11.7) Si se obtiCle 
u11 potencial " fat"tiblr, rntonr~ para todos los arcos j se tiene que r,-(z(j)) S t{j) !S 
¡;+(z(j)) cst-0 implir:n que lzU),1•U)) e r,, (Ver S<'C'-ción 11.-1), adrmrí.s dfrr;; b porque z 

f'!!l una solución ÍM"tihlr. 

Debido a las C'ondirionNi dt" equilibrio,{\'cr /J.7.1) esto implica que z y "son 
flolucioncs OptimM. 

Si obtcncm~ uu C'ircuito demcntal tal qul' J;{P) <O esto impliCB que 

f'+ <01 = L:,u ... 1;• .r(Jl - L,0 -- 1;- zCi> 
= E,u·• dt fJ 1 - ¿_,0 ·- d; (j) = d: {J') <o 
Purs:to qnr f t~ u11fl función C'om·exa f'+ es no drcrecie¡¡te.De aquí si I < O,f'+(J) < 

Si f+(J) <O \'J >O enlonres Pes un circuito no balanceado, Jo que impliC'.a que 
no M" tie:nf' unn so1ución regulanncDt.c factible para el problema Diferencial (Teorema 
Diferencial H1.dib)f') ni tampoco una solución óptima para~ problema de Distribución. 

(Teo. de Exi~tendn dc- Soluciones óptimas) 

Supon~hlDO' ahoni. quf" f" (l) >O p ·"- I > O. 

BtiM¡un-1• t·monr-cs d núnimo dt> los vrJon~ J > O tal quf' O < !'.¡. (t). En dicho 
,"l\lor 1.tt. función f alrru1r.a su miuimo porqut" M" tiMlf' qut' 

r-cn ~os r+cn 1~C'C'dón 111.1.2) 
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Entooc.es /{o-} $ j(O} por lo que 4'(z + t~,) S 6-{z) por otra parte Se:" tiene que 
p-(tr) so< 00 y -.::io !: o$ r•(cr) Jo cual significa que z+t.tt, es una solución regularmente 
r..ctihlc. (sección m.1.2¡ 

De est11 forma hemos visto c-ómo mejoramos el i.'hlor de nuestra funci6n de tosto 
con este nu~·o flujo. Pua ~ sí llega.mos a una solución óptima en un número finito 
de iter&ciooes pa..~os a la sigWcn~ sección. 

lll.1.3 CONSIDERACIONES SOBRE LA TERMINACION DEL ALGORITMO 

No podernos gara.oti.in..r la terminación del algoritmo en un número finito tle 
iteraciones, a.ún cuando gar&ntkemos hi. existencia del ínfimo de la función t>(r-+ trp). 

Esto ~ debe a que el ,-aJor de o rn cada itiM"ación podría ser tan peque.fu como 
se quisiera (p05itivo) ,lo implica.ría que podríamos aumenter indefinidamente nuestro 
flujo sin llegar 11.l ínfimo de la función objeth·o 

En algunos casos particulares si se puede garantiur Ja terminación del algo-
ritmo en un nUmero finito de iteraciones, y queda danunente expresado en d siguiente 
teorem~ 

TEOREMA 

Supongarn06 que: 

l) Todas la...c; !unciones de costo J, en el problema de distribución son localmente 
lineales, 

2) Los puntos t >o donde la función /(t) no"" diferenciable y los flujos iniciales 
rú1 v; 80n múltiplos con respl'Cto a cinta 1 > O, 

3) El infimo en el probJe:ma de distribución óptima es finito. 

entonces cl algoritmo tcnninarli C"n wi númM"O finito de iteraciones. 

A= {t, >O lf"(t);? O) n (t¡ ¡¡'-(<;) # /''(<,)) 

Es claro que A está iníeriormente acotado y sus elementos son múltiplos de 
cierta /. por hipóksi!i, por lo nial tiene un e1t'mento mínimo. Sc-a a' el punto míuhno, 
dich1'. a' conC'uf'Tda con o • porque ¡;j suponemos que:- ('Xi~tf" un \1Úor s tal que J'+(,.) ~o 
y donde J alrJUU:a su mfuimo, sl'\hemos qu<" existen 1, y 1,,. 1 e A uJ~ quC' t¡ S • $ 11+1. 

como la función de costo ~ es localmente lineal, entonC'es r+(•) .:::: f+(tt) como f¡ > º· 
~~nccs t, .:::: tJ'::::: o 



porque 

Es claro que o está acotado por cierta h > o. 
Pues bjen, 

-oo < f'(o¡ l\:ircuit.o P 

J'+(o¡ = E,,,.. I', C•U)) - E,,p- f:C•Ull 
y /j+f<(j)).f,-(•Ull son ,..Jores finitos para cada fiujo •ül e (<-(í),,•un 
y a.dcmá.s p+(o) puede tomar sólo un número finito de v&lores, ya que existe 

sólo un número finito de circuitos elemt.'tltalcs en la red. 

De aquí J'+(O) está acotado por cierta cantidad -t, con<> o 

El decremento del "'1ilor de Jll funó6n objetivo que se obtiene en cada iteración 
viene de.do por lo siguiente: 

~(•) - ~(•')?: r+(O)(I)?: -r • 1 

Lo rual implica. que como el ínfimo es finito, será alcanzado e-n un número finito 
de iteraciones, y21 que en cada un&. de ellas tenemos un df$('.enso del \1Üor rle la función 
de costo que es equivalente a un múltiplo de~ 

Este algoritmo tícne un inconveniente importante, el heehC> de que pueda garan· 
tizarse su finitud sólo en eJ e.aso de funciones de costo JocAlmente lineales es una dCS\·en· 
taje. importante ya que se Te1itringen sus posiblidadcs de aplicación. Debido a esta 
desventaja se hicieron une. se:ir de modificaciones a este &lgoritrno para presentar otro 
más general que es el Algoritmo Fortificado de Distribución. 

ll!.2 ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO 

En este algoritmo partimos de una. solución factiblf'" para el problema di!crencia! 
y bUBca.mos obtener una soluciór. fa.ctiblc para el Problema de Dist ribuciOn. Parn dio 
nos apoyamos cu el Algoritmo de Distribución Factible, el cual nos p<".rm.it.e encontrar 
un fiujo factible o una cortadura Q = ¡s, N/Sj tal que ci(Q) < 4(S), en este ültimo caso lo 
que debemos hacer es m<"jorar {minimiznr} lh función g{I} = -1.~(u+lt,ylS), modificando 
nuestro potenciB.l hasta lograr una solución f&.etible par&. f'l problema de Dístribuci6n. 

Algoritmo Difereoci&I Optimo 

(1).~Part.Mnos de un potencial u fac-tihle en el sentido siguiente: 

•Ü) € ¡d-(j),d'(i)) Vj E A 

(2).~ Construyamos Mora en hase a la iunc;-ión de costo para el potencial y lrt. 
tensiOn, los siguientes int.en·alos de- factibilidttd 

ic;(j),c;(j)J = (,;-1•(j),,;•r(j)) = {qi(q.>I/)) E r;J 
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(3).- V ahon'L, n tra\·"5 dcJ algoritmo de distribución factible, CDCOntremo.111; un 
llujo •Ü) 1 •(j) E J.;UJ.<tüll Vj E A o en su defecto una cortadura Q = lS,Nll con 
<t(Q)d(S) 

(4).-Si r;{j) :S zü) :S ctü)Vj E .1, entonces hemos terminado ya que nua;tro Bujo 
es factible y por lu condiciones de <'quilibrio tant.o" l'omo z son soluciones óptimas,por 
lo tanto aquí tcnniruun~ . 

(5).-Si tenrmos qu~ para alguna cortadura Q = (S,N/SJ,c•(Qj < b{S) entonces 
r"(Q) - b{S} <O, o;to implka que considerando el potencial factible 11 que hemos fijado, 
no hemos encontrado uu fiujo r !adibJe por lo e~ es necesario ir a 6) 

(6).-Tómcse a= rnir1{t >O f 11+(t)? O} 

donde 9(1)::: -V'(11 + ltN¡s) 

Si o= oo hemos termina.do, la cortadura considere.da ha resultado ser no ba
l8.I1C'el\Cfa, por lo que el ínfimo de 11(0 es -oo porque ;+(tj < O Vt y por el Teorema 
de Distribución factible no exist<" solución regularmente factible para el problema de 
Distribución, lo C"ual implica que no existe solución óptima para el problema Diferencial. 

Si a < oo ir 1t 7) 

{?).-Considérese el nuevo potencial 11 + arN¡s 

g(u} =-\''(u+ acN¡s) :S -~·{11) 

por lo que 

-9(0) =~'(u+ or ... ·¡s)? V•(u) 

por lo tanto 

-g(n} = 'fi."+ ot¡.;¡s) ~~·(u) y de aquí 

~(u')~;iu) 

(Este nuevo polencial u sigw.• siendo factible) 

(8).· Rrpetirnos el procedimjento con este nueYo potencial. 

IlI.2.1 CALCULO DE o 

Nue\1llncntc para d cálculo de o se incorpora una fórmula en la que están 
direchunt•nte in\'olucr<uios los puntos en donde Ja función 11 no es difercndablc. 

Sean 10 < t 1 < t 2 < ............. < 1111 los puntos donde la función g no es diferenciabJc. 
St>a b1 d ,·aJor de Ja M""gtmda deril'ada en ,.J int<>n·lllo {1¡_1, I¡) 

Coruiidfrcsc cntoucC'S la siguienlt• 

IDENTIDAD 
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Para t .. _ 1 < t <t. y r = 1,2,3.-.. --

VERIFJCACION DE LA IDENTIDAD 

Al igual que en el caao anterior la mejor forma de •eriñ= la igualdad es de 
maoera gráfica. 

Supongamos la represcotaci6n gráfica de l''(t) en un caso arbitrario 

i 
1 
1 

! ~"!~-~' 
! "' ---~-

( 
_¡b,lts-t.,) 

Tenemos que para obtener r(t) basta ron swnarle a l''(O) los intervalos que 
hemos considerado que son de dos tipos: 

a)De la forma •'•(11) -1'-(t.l si .r•(to) ¡1.r-(t1) y 1, =O 

b)De la fonn• i,.(t1 - '•-d si l''(t.l = .r-¡1.¡ 

Par oln parte g'+(O) = t>!(Q) - b{S), de todo esto se desprende pues que 

l"!tJ=r!(QJ-l(SJ+ E 1''(1,)-g'-(t.J+(l,-l,.,)1,+6.t. 
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para lr-1 < t < t, y r = 1,2,3._ ...... 

De esta forma para encontror o utilizamO!I d conjunto de todos los puntos donde 
G no es difercnciable y ademáa donde t+(t) es mayor que cero. Como este conjunto es 
numerable y acotado, tienf' un primer elemento. 

Para obtenerlo partimos de la colección de todos los puntos mayores que cero 
donde la función g(t) no es cliferes1ciablc, sea {1¡}~1 dicha colección. Vamos sustituyendo 
todos los Vlllores de t¡ en la identidad encontrada hasta determinar el primer elemento 
que cumple con que g'+(t,) 2: O 

Por otra partf' según las Cb.I'actt.'ristica.s de las funciones de costo existen tres 
Ge.&o8 fundamentales a considerar 

l.- Si 61 =O~ o coincide con eJ punto t, que~ el Ultimo que hemos con.sidrra.do. 

2.· Si 6,. > O~ se soluciona la siguiente ecuación lineal 

1•«>=<!CQ)-b{S)+ ¿; 1·•c1,¡-1-c1.i+c6.-6,.,¡1,+6,1 
O<l<r 

para encontrar 1 considerando que todos los demás valores son CODBtantes y ya est8.n 
determinados. ' 

3.·Si j+(t1 ) < O Vl- E {l, ..... m} enlonces nos encontramos con una cortadura no 
balanceada por lo que nCJ existe una solución óptima finita.. 

IIl.2.2 JUSTIFICACION DEL ALGOIITMO 

La justificación es análoga a la dd algoritmo anterior. Nuevamente necesita
mos dos resuJlados básicos como en cl teorema anterior, que nos permiten abordar la 
demostración. 

TEOREMA 

Si una función J es COU\'exa y para t perteneciente al dominio de la función ,, 
tenemos que g'-(t) SO$ g'+(t) cutonres J alcanza su ,-aJor uúnimo en t. 

D~modnitió11: 

iO, 
lima-o~ $0$ limi.-o~ 



Como la fwtciÓt'. ll{z:) = •1•J:f1'' es creciente por ser 1 convexa, tenemos que 

~S0$~Vh 
y de aquí 

l'(I - h) :5 l'(I) :51(1 + h) Vh 

Pcr lo tanto 1 alcama su valor mínimo en t. 

TEOREMA 

D 

Si ves un potencial regularmente factible (u e fJ{j)) entonces u+feN/S E bU) v; ~ 
;-¡1) < 00 y ;•(t) > -oo 

Demo1troei6a: 

11 + leN/S E Ó(j) ~ 1j-(v(.i)) < oo y 1j+(1'(j)) > -oo Vj <e:::> 1'-(1) < ~ y 
l'+(t)>-oo D 

JUSTIFICACJON DEL ALGORITMO 

La justificación es análoga a la del problema anterior, el problema de Distribución: 

Partimos de una solución Factible para el problema Diferencial y a través del 
algoritmo de Distribución Fáctible, llegam°' a dos posiblidades para el Dujo que hemos 
hallado. 

Si <;ü) :5 •Ü) :5 <tül Vj E A,,. •ú) e C.ü) Vj e A lo que significa que el Dujo es 
factible y por el Teorema de Existencia de Soluciones 6ptirna.s, esto implica que z y 11 

son soluciones óptimas. 

Ve.amos a.hora el otro caso. 

Si t;lQl < "l•l,,. <t!Ql-"l•l < º"' E;.o• c!ül- E;.o- <;ül-"l•l < º"° 
;+¡o¡= E1j•!•Ull - E•í-!•Ull- l!•l <o 
Como .;•(•Ull es una función no decreciente VI .,. ;+¡1¡ también lo es, lo cual 

significa que si f <O=> g'•(t) <o 

Buscamos ent.onces 

a= min{f >O l f'+(t) 2' O}, esto equivale a t.omar del conjunt.o de las f aquella que 
cumpla con que g'-(f) $O$ j+(t). Dicha 1 valuada en 1 corresponde al mínimo de la 
función (ver !Il.2.2). De aquí se desprende que 1(1) S 1(0). 

Si existe t tal que ;-(1) :5 OS ;•¡1), entonres 1'-(1) < oo y -oo < ;•(r), lo rual 
implica que u+ ltN¡s sigue siendo una solución regularmente factible. 

De esta forma pod<'mos ver como hemos encontrado UD nuevo \-alor para la 
tensión que mejora iodudablrm~nte a) valor original y además sigue siendo regulanne~\~ 



í.M:tíble. VcrMDDfl ahor11 m podem()!; ur-gura.r que llegarcmrn: a la solución Óptima en 
un número finito d" ilfThdonr.s. 

fil.2.3 CONSIDER.ACIONES ACEltCA DE LA FINITUD D&L ALGORITMO 

Al igual qlU' rn cl problema de Dis.tribudún, no se puede asegurar que el algo-
ritme> t.ermine eu una f;t'ellencia finita d~ itcradancs, las razones son las mismu que cu 
d ca.ao anterior. 

De la misma fnrma. tenemos el siguiente Teorcme. que nos garant~ la termi~ 
nación del algoritmo en un uúmero finito de pasos eua.ndo tengo une. función de costo 
localruen~ lineal 

TEOR!:MA 

Supongamos que: 

l) Todu Ja.111 func-iones de c:osto 11 en eJ problema de distribución &on localmente 
linealca, 

2) Lo. puntos 1 >O donde la f1mción J(C) no es diíercnciohle, VQ y las tensiones 
iniciales t•{j) '1j &on múltiplos de cierta i >O 

3) El iufüua en .t Problema Diferencial óptimo es finito, 

cntonW!I r.l algoritmo terminará en un número finito de it.endones. 

DttJL01fnc1ó111· 

C'.onsi<1'~r('Sf' rl ronjuiito :sigui~te: 

A = {I f •·n 1 In fundóu , no es di!er•nciobl• } n {r >O] (+¡r) >O} 

ER daro qm· A es un conjuuto tmmt"Tnbk- :r a.col•do, además todos los elementos 
de A aon múJtiploi de cierta 1 por bjpóteai.s, consideremos en.t.onut1 t-J primt:r elemento 
de A,Uaniém~le a' a este primer rlrmmto, e1 daro que o' es múltiplo de/, y que ademú 
coincidt' ron Ja a que nosotros eitamoe buscando porque g(t) es una. función localmente 
lineal 'por lo cual ... claro que o .. un múltiplo de la' conmderada. (ver lll.1.3) 

Por otrn parte, parn toda cort.Miura Q = (S,N/S'i ~tiene que -oo <,,.{O)< oo 
porque r•to) = E,.Q• .;•.w- r,.Q- 1;-1-U)- l(S) = 

L:,EQ• c:ti)- L:,tQ- r;(i)- t>{S) y 
-oo < g;+ 1'(j) < ~. 

-oo<~-t{j)<oc 

72. 
Para funciones dt· costo localmente lineales y tomando en cuenta que v(j) E D(j) 



Además ~ (OJ purde tomar solamente un número finito de valores porque existe 
UD númoro liuito dr <ortodur .. Q = (S,N/S). 

De todo lo antcricr &e deflprende que existe una c.otll inferior -e para los val()I'CS 
d~ f'+(t), por lo qu~ eJ drcrement.o de g(O) a 1(0') donde u': 11 + o'tN¡s está acota.do por 
_, • ¡, ya que por la COI:1vaidb.d de g se tiene: 

f'Í en cada íter&.cióo nos acettamos al potencial óptjmo en una cantida.d X~ -t•6. 

~ aquí M' desprrnde que alcanzaremos eslc potencial óptimo en un número 
finito dr iteraciones. 

!Il.3 ALGORITMO THRJFTY 

Todos los algoritm0& que hemos visto huta ahora oomienzAn con una solución 
Factiblr para el problema Difctencial o el de Distríhucuión y tr .. bajan pu• cucontr>.r 
UD& soluC"iOo N:gularment.e Í&etíbl" para el otro problema.. 

En rl "'"'del Algoritmo Thrifty no sucede ...t. Se tr&b&,ja con o.mbos problemas 
simultaneaunente. Pmimos de un fiujo que cumpla con que z{,fJ e C11(j) y un potencial 
que <UJnpla con qur •üJ E D,(J1. La única cot1dici6n Falt>.nle y oob1-e le. que gravita el 
algoritmo f'S que di11z debe- aer igul\l a I> para tener un& &Oluci&n factjble para el problem11 
de Ojstribución. drbido a las condiciones de equilibrio (11CCción U.7.1.) 

Considtt<ro05 ~l conjunto N =ji 1 di"> 6(i)} y N' = {i (di.:< 6(•1) 

Utiliu.ndo l") blsoritmo del camino uúnimo (sección 1.7), logramos enrontra.t 
el camino P qu(' ''ª dt' un ,·ér1ic-~ inicial en N+ a un vérth:e final en N- para el que 
di(PJ es znenor, esto nos permite sabtt cubl es la rut& más bnrtita para mandar un flujo 
..Wcional de N+ a N-, al c.Jcular el volar de este fiujo adicional se alteran loa vtJoro 
de flujo de tod05 los arcos del camine P. Se alter& también el •-nlor del divergente en el 
nodo íiücinl y final del cbm.ino, esto provoca. que eve:otuahncn~ se eliminf!I.I todos los 
nodoo de N• y N- . 

Veamos ahora el algoritmo: 

{ 1 ).· Empezamo,; con un flujo r(JJ que cumpl& con que r(j) E C(j)Vj E .1 y una 
tensión vLJ) tal que (r(j),v(j)) E r; .Primero detcmúnawos el intemüo (d;(j),<it(i)]Vj E A 

(2).·Consi<lonunos dos conjuntos N+ = {i 1 6{<1 > r.{1)) y N- = {i 1 6(i) < >(•1) Si 
,\.·+ ::: /'t'- = 1 hemC>s tvnuínado porque esto implica que divz :::: & para todo j E .4. 

(3).·Si N+ ,; N- se aplica el algoritmo de la rut• mínima <le N+ • N-. Con 
dicho algoritmo encontramos un camino P tal que su "értice inicial pertenece a N+ y 
11t1 v<lrtice final a N- )' ademM en el que 
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<f+(P) = !:;,,,.. d,U) - t:;,,... 4,U) al=• su ""1or mínimo, considerando todoo 
lOC!I caminoa que vnD de N+ a N-. o en su dd'ect.o, tmeiontramos una cortadura Q de 
ilimita.da ca.pacide.d y 1e sigue que en este caso el problema de Distribución factible no 
tiene ao1udón. 

( 4 ).•Debido a nu<1tra opención ,d potencial oe ve incromentado por d alg<>
ritmo de la. ruta mínima de tio a u0 + 1,11, :=: • {w(i) ea un Yalor !lSOclisdo a cadn. nodo que 
ae det.erminll en el Algoritmo de la ruta. Mínima. como se \•io en el primer ee.p(tulo. 

(5).•Utili>ando este nuevo potencial • det<nninar [<;U>.'4:U)J y con este nuevo 
int.erv1:Jo dt-termina.r 

(6).·Haoer z' = • + º'' Vj e P 
(7).• Volver a 1). 

Si la diferencia enttt >'(i) y l>(i) ha deaaparocido, enton<es ellinin""'°" l<>t1 nodos 
inicial y final del camino P, h .. ta lograr que N+ y N- oean conjuntos ''!>dos. 

lli.3.1 JUSTIFICACION DEL ALGORITMO 

Si al apUtllr d Algoritmo de Ja ruta mínima obtenemos una cortadura Q de 
ilimitada capacidad nn:ede lo ,,;gu;ente: 

como <f+(j) = "'para toda i e Q• <:ntonces e& claro que >(11 ~ <f+(J1 para OJalcr.Uer 
""1or de ,,¡,¡. U•and<> un roronnrnieuto o.nilogo llegam<>s a que .r-u¡ e "(j). 

Pue3 bien vce.mos la ptim&Jl. desigualdad: 

ti(j) s .rt-(j), utilizando 111 monotonía. de las dt:riva.das deo la función de costo 
1;(•U)) desprendemos de aquí lo siguiente: 

•UJ ! ru> .. equivalente • •Ul s ¡J> (•Ull .. equi,iJente • 

1j+i•U)) S ,;-.1?C<U)) <=> <!U) S •Ul Vi E Q-

UtiJizando un razonamiento anilogo eonsidcni.ndo la uionototúa de l8.$ derivadas 
d• la función de costo 1;(,,¡j)) 11.g''""'° a que 

•Ul ~ c;(i) VJ E q-
Es daro con estos resulttl.dos que no M:' puede tener un flujo fnrtihlf:>~ 

VCA.tDos ÑtoTa que pl\..c;;a en d ca.so rontrario 

Demostra..rcmos c6mo f:} potencial u despms de e.Ada iteración $igue siendo 
W.lible 



Se tiene que 

d;(jJ- .. U)!iAwUJSdlU)-'DUl VjEA 

dond• A•ü> = o>(i') - o>(i) con (i. r) = j 
Por otra parte 

[d...pliegue de Aw relativo a PJ = L:,,,.. Aw(j) - E;<P- AU>(jj 

= w(i"J,iN- - w(t:EN+ : /l 

ditfP>= r:,,,,.¡.t;ui- .. c;n-E,.r-<.t;üll->oüJ> = Ew·• iJt(jJ-r:,.,,_.t;üJ-
r:,.,.. "O(í)- ¿ 1,,... "O(i) = </t(P)- [de8J>licgue de >o relativo a P ]= p 

=> ¿:,<P' A<P(j)- Li<P- Au>(j) = LJ<I" </t(í)- >oUJ- L;<P- d;(J/- >oÜ) 

Y esto implir.b. qu~ 

Aw(j) = dtUI- ... ui v;e p• 

AU>(j) = d;(j) - <o(í) VjE P-

En t.étmioos del nuevo potencial se tiene que 

u(i) = Uo(i) + w{i) 

•(í)=>o(í)+.o.,,,¡;¡ 

v(j) - ... ui + .O.w{j) 

de MJUÍ 

.t;UlS•WSáiUl VjEA 

y 

.u) -{,¡;c;¡ v ;er 
- .t;(í) V iEP-

Pa.ra i e P ae ticm· que z + at,(j) .sigue aiendo solución f.a.cUhlc 

i.e. t;íj) ~ z + or,(j) ~et U). Esto se debe a la forma en que ddini.mos 

a la cuel también nao garantiza que la diferencia entre 6<•1 y Jl(i) va disminuyendo 
para cada uno de loe i.rCC10 y nodoo que pertenei= a n• y a n-. O 

Il!.3.2 CONCLUSIONES Y DISCUSION SOBRE LA TERMINACION 

Veremos ahora cubl es la ru.on que jut1tifiCA la utilización del Algoritmo de la 
Ruta Mínima en el Algoritmo Thriíty. 

75. 



Al obtener el camino P para el cual se minimiza rfi(P) de hecho estamos con
siguiendo la {oima más barata. de enviar un flujo 11.dicional de N+ a N- ,esto es impor
tante desde un punt.o de vista interpretativo porque lo que &e busca en el problema de 
Distribución es minimizar el costo del flujo que pasa por la red. 

Analicemos ahora lo referente a la t.erminadón del .Jioritmo "Thrifty", si 
misamos el algoritmo de Distribución Factible (Apéndice A). obsen-a.ttmos que es 
e:xtraordinarimnente pb.l"eCÍdo al algoritmo "Thrifty .. , la única diferencia es que en 
el Algoritmo de Distribución Factible fíe usa como subrutina el Algoritmo de la red 
Pintad&, y en d "Thrifty"' se usa el algoritmo dd C11.mino Mínimo. 

Recordemos también que en el algoritmo Diferencial Optimo M' usa como sub
rutina el algoritmo Diferencial Factible¡ cada vez que aplicando dicho algoritmo obtetit
moe una cortadura tal que 6{5) > t'•(Q) podríamos sustituir dicho algoritmo por el 

"Thrifty" y tampoco obtendri&mos un flujo factible. Del mismo modo cuando obten· 
emos un flujo factible podemos asegurar que aplicando el algoritmo "Thrifty" ob
tendrlanos también dicho flujo. 

De esta forma se desprende deramentc que las condiciones enunciadas en 111 .2.3 
aon también son la.a que se necesitan para garanti:iar la terminación en un número finito 
de iteraciones para el algoritmo "Thrifty" 

Il!.4 ALGORITMO DE LAS DESVIACIONES 

El algoritmo que veremos a continuación trabaja sobre ambos problemas al 
mismo tiempo¡ en el caso dd algoritmo "Thrifty" partimos de un par (Z"U), 1·U)) tal que 
(r(j), v(j)) E r, y lo que bWicamos es que dit•¡{r) aca igual a b{i) para cada nodo i En el 
CB50 del algoritmo de Desvia.ciooes se pru-te de un par {zU), t(j)) en el que ni el flujo ni 
la tensión ¡;on factiblt:!i, pero en el que se tiene romo hipótesis que di1•:::: ft. En base a las 
c.aractttística.& del fiujo y el ¡x>t.f'ncial en cada uno de los arcos, se d'ectúa un pintado de 
la red. S. localizan los arros; tales que r(j) t C(j) o •·(j) t D(j) , s. determina un circuito 
o una cortadura que involucre a cada uno de estos arcos en cada jterP.ción, y u!>ando 
un proceso que veremos a continuación, ac logra que cumplan con las restricciones de 
factibilidad para el fiujo y la lcn.liiión, de ~Le modo obtenemos 2 solucionr-s factibles, 
y por tanto dos soluciones óptimas, una para el problcm11. Diferencial y otra para el 
Problema de Distribución. 

lll.4.1 ALGORITMO DE DESVIACIONES (PRELIMINARES) 

Veremos ahora una serie de resullados necesarios para el desarrollo teórico del 
'tlf.oritmo de d~\ia.ciones. 



DEFlNICION 

Se di<:<! que un arco ; está fuera de orden si (z(J), vU)) ~ r; lo cual significa que 
•UJ f. CUI o que •lil t D(J) o ambos. 

DEFlNICION 

Se dice que un arco está en orden si se cumple que c;U) $ zU) S c.tU} y tf;U) 5 
•U>s;dtU) 

Para el desarrollo dd algoritrno se utíli.z.a. d siguiente pintado de la red, tomando 
en cuenta los crit.t..-riOfl que se dan a continU&Ción. 

Verde si c;UJ < z{i) < cj"U) 

Blanco si r(j) < r!(j) y ti(j) > t!;(j) 

Negro si •Ul > ';Ul y •U>< dtlil 
Rojo si d;(jl < t{j) < rft(j) 

El objt'th•o de dich11. cln..o;ificf\Ción es d'ectuar una partidón de los arc05 de la red 
de tal JlllUlera que ¡)()damos separar en dos grupos los arcos de UD circuito o de una 
cortbdura.. 

Con C8ta clasifinwión M! abarca a todos loa arcos de la red (considerando flujos 
y potencial Ni ñni tos). 

Esto es porque plll'"a los arcos en ord<"tl se tiene que según el pintado antes 
mencionado 

Un arco es 

Verde si r;(í) < r{j) < c!ül - t~j) = d;ü) = dtU), 

Blanco si r;{j)"" rLJ) < t!ül :::> v(j) > tl;(j), 

Nrgro •i ,;¡;¡;•U)> <;Ul ~•U>< dtül, 

nujo si d;lJ) < •iil < dj Ul =- rlil = cül:::: l';lil = r;tU> 

Los a.rc·os .. fut•ra de orden" son blancos o negros: 

Blimco si z(j} < c;(j} o v(j) > dtUl 

Negro si z(j) > '! (j) o v(j) < d; U) 

Veamos abura los siguientes dos problemns, los cuales son muy importantes ya 
que se utili7.a.u en el Algoritmc, de les Desviacfoncs el cual a.bordaremos tnás tarde. 

a)Problemn rlrl Camino Pintado 

Considerc11tll!' uun rt~ G pintada como ya 11emos establecido, en la que sou 
dados do!! conjuntos dt• nodos N+ y r-:- uJ. qu<" sn inlr:rsccdón es '\1lCÍa. El problema 
es i.let.cnninf\J' tm rn.miuu J>: N+ - N- c:on nodo inicial en ft,'+ y nodo terminal en N-, 
tal que cada arco r11 p+ es ,·crde o hlMc,0 y cada arco en p- ('S verde o negro. 

L )Problem• de la C-0rtndura Pintada 
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En Ja red G, dos conjuntos no \.UÍos ,..+ y p- son da.dos y se tiene un pintado 
de G ígwJ al del ca><> >nteriar. El problem• es enoontrar un• cortadura Q = fS.N/S] on 
la. que N+ e S y trJ que j sea rojo o negro si j e Q"'" y tal que } se&. rojo o hin.neo si 
;eQ-

Al encontrar un e.amino o una cortadUJ"a. que cumplll con las ca.racteri'stieu 
mencionadas puedo b.plic:.ar cl algoritmo de las des,;aciones el cual veremos más adel8.llte 
y asegurar que los a.reos fuC'ra de orden tarde o temprano dejarán de serlo. Para resoh-cr 
a) utHiuremos un conjunto S qu" rontiene a N+ y trataremos de cncontmr un camino 
que \'a.ya de N+ a S/N"' que cumpla ron las rondicionrs que requiere el problema. 

Para ello definim~ J" función 9: SJN+ - A con 9{i)::: je A Se pueden construir 
de este modo, caminos que empiezen en cualquier nodo de S/N+ y desemboquen final~ 
mente rn N+. Consirl«Mdo este e.amino recorrido al re\•és, partiríamos de eualquier 
i e N+ y llega.riamos a un nodo t e S/N+. 

A contimll\.CiOn a.hordamos el algoritmo que permite resolver el problemR de d 
camino pintado, . 

Algoritmo de la red Pi11tada. 

Este algoritmo nos permitiri resoJvtt el prohlesJJ.b. a) 

{l)Cousidf:'re S :: N"'" y un conjunto N- arbitrario uJ que la intersección de 
aJnbos conjuntos es ,·a.cía.. (N- puede~ unitario). 

(2)Considere .hora una cortadura Q= fS.N/SJ 

(3)Vmficar si para alguna j E q+ , J es verde o blanco o para alguna j E q-, J 
es verde o negro. 

(4)Si no sucede ninguna de estM dos cosas, entonces no existe un e.amino que 
nya de NT a 11- y que sea compatible con el pintado de la red. 

{S)Si existe algún je Q que cumpla con (3)1 entonces considerllmos al nodo i 
uJ que i rs el r.odo inicirJ o terminal de i y no pertenece a s. Enton<'es S':: SUi r 
D(•)=i 

(6) voh·einos a real.izar ,.J proceso con esta nue\"a S'.Si i e N- tenuinarnos. 

C6mo resoh·emos el segundo problema? Pues este mismo algoritmo nos pcr· 
mite l"ntontrar unll C'ortn.dura rompatible ron el pintado de la red. Para comprobar 
esto revisemos nuC\"amenle el paso número tres del algoritmo. 

i no existe' ningún aunino compatiLJe que \"a)"& de N+ a lt'- 1 entonces tcnrmos 
que j es rojo o negro Vj E a+- y que j es rojo o hlMco Vj E o-. Todo esto implica quc 
Q::: fS,N/S] con !Ji ES es una c-ortadura compatible qul" rt:sueh-e el problema de la 
C.Ortadura Pjntl\da. 

Como el algoritmo es ronstructivo, S(" justifica por sí mismo. 

Es importante haber cxpur~10 este algoritmo por Jo siguiente: hemos certificado 
,&_est.udiMlo que para cun.lt's.quiera dos ronju.ntos N'*" y .v-, o existe una corta.durl\ o 



un ee.mioo compatible con el pintado de la red. De este modo resulta totalmente elato 
d oiguieni,,, 

TEOREMA DE LA RED PINTADA. 
Sea una red G. 

Sean N+ y N- dos conjuntos de nodos te.! que su intersección es vacía y ca.da 
uno de loe conjuntos es distinto <lel V'Ado. 

Sea. el pintado ya establrcido de Ja red, entonces se tiene alguno de los resultados 
siguientes: 

i}-Existe un camino P, Mlución el Prob lem.1i del Camino Pintado. 

íi)-Existc una cortadura Q1 solución al Problema de }a Cortad.uta Pintada. 

b claro que d Algoritmo de la Red pinttuia lleva sólo a alguna de esas dos 
posiblidadcs, por lo que la demostración sale aobrando. 

De et1te Teorema.~ del'prende eJ siguiente lema el cual es esendAI porque gracias 
a él podemos empezar a trabajar con el Algoritmo de lu Desviaciones. 

LEMA DE MINTY 

~a una red G = (X,A,d)1 considerando el pintll.do de la red G ya establecido, 
entonces si &e tiene un arco l E A que es ble.oro o negro, se presenta alguna de las 
posiblildades oiguient.,,.. 

-Que el nrco 3 este ('11 un circuito P compatible ron el pintado. 

-Qt1f' d arco] esté- t"n una cortadura Q compatible con el pinta.do. 

DemoJfnm6a: La dr-mOBtrarión ~ h&..o;n en el algoritmo que resuelve el problema del 
('amino pintftdo. 

5<-M 'y •'los nodo..<J t.e:rminW df' J , tómese N+ = {•} ·y N- = {•'}, 
Si J es urp;ro, tómn;r- J = (•, .'} 
Si J es l>Janco, tómese J = (.',•} 

Por d Teorema d• I• Rro Pintada teoemos dos posiblidades: 

1 )Que para la red G tengamos Wl camino P que vaya de N+ a N- o sea de S • 

S'. Sin péxdida de generalid•d podemos suponer que dicho camino es dementa!. Dicho 
camino no contiene a] porque el úniro camino elemental que rontil'Jle a 1 es {•,], "J ,el 
cual sin embargo indira quf' ; = ( '· 1) es negro, sin embargo, como j e ~ 1 ; es blanro, 
eontraclicción evidr11te. 

Pe.- esto llhlllémoslr P a dicho can1ino El circuito que buscamos es P' = PU]U• 

2)Que aisla una cortadura compatible con el pintado de la red Q= fS,N/SJ y 
que incluya a ;',Cfito pasa si no se dn. (1). 
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IIL•.2 ALGORITMO D& LAS D&SVJACION&S (D&SARROLLO) 

Vamoa a plo.ni...r ahora los !'""°" del algoritmo •out-of-lcilter". 

(l )El proceso se inicia eon Algún fiujo "x" que n.tisface din= 6 y un potencial 
11 no necesariamente factibles. 

{2)Si no hay arcos fuerA de orden, termina d algoritmo, r y u son soluciones 
óptimas. 

(3)Si exis~ un arco J "fuera de ordeo" entonces hay que enrontrar un circuito o 
una cortadura que lo c.onknga y que sea compatible OOD el pintado establecido. (Esto, 
gracias al Lema de Mínty y usando el Algoritmo del camino Pintado) 

a)Considerem,.. el primer ca.ao, i.e. e:xiat.e un circuito con J E P tal que dicho 
circuito es compa.tible con el pintado de la red. Entonces sea 

- _ { •Ül- <!41 1 e P-Q negro) 
0 

- c;GJ - rú) íE p+¡; blaiico) 

donde J está fuera de orden. 

Si a:: ao,P es un circuito no balanceado, por Jo que no hay soluci<ii.. !..•.r.tjbJr 
para el problema diferencial. 

(.C..a) Si o< oo conddérese ahora cJ nue'Vo flujo r' = r+or,. 

(5.a)Conaidettmoa los sigujent.es índieadom;. 

Di(•üJ,.U))= .... ¡o,.¡;)-<!ül.c;ú1-•úll 
D,(z(j),•Ull = mu{O,•(j)-Jt(j).d;úl- •{JI} 

Sí dichos indicadores son "iguales a cero"', j es un Arca "'en tJrden". 
Si alguno de ell01 es mayor que cero, j es aún un N"CO "fuetb de ordffi". 

(6.a)Si al probar ron el fiujo z' rxist.e algún arco; e P tal que 

D¡(z'(j), <\j)) > o o D,(•'(j). ,.¡j)) >o 

Entonces vo!Vtl a (3) con el mismo potencial, si no es o.<Í voh-er a (1) y esroger 
otro arco j·' "fuei-a de orden" 

En f'l caso de una rortadura, tenemos 

(3.b) 

80. 
Donde 



coa J "fun-11. de ordrn .. 

Si o = '"" Q .. una cariadura no balanceada por lo que el problema de Distribuciói\ 
no tiene 11e>luá6n factiblr.y e) Diferencial o DO tiene solución o {in,n = -oo 

(4.b)Si o <-ex. Searl nuevo potencial •'=•+orN¡s 

(5.b)Si O,(rU).rU)) =O y D¡(•U).r(JJ = o v; e Q, volw:r a uno y buscar otro 
arco J fuera de orden 

(6.b)Si 0,(•U).rU)l > o,,. •. j e Q entonces volver a 3.b).Lo mismo hacemoo llÍ 

D¡(<(j),.'(11) >O ron.ider&Ddo el mismo flujo z(j) 

lli.4.3 JU!TIFICACJON DEL ALGORJTMO DE DESVIACIONES 

Dividirem06 esla demostración en deo cuoo, debido a que existen deo pooibli
dades usando el algoritmo de la rrd pintada. 

IIl.4.3.l CASO DEL CIRCUITO 

Ee rlrun quf" o > O porque 

•(J1 S <!UI v; E p+ (•U) S t;U) para loo arcoo fuera de orden) 

c;Ul S rU)Vj E p- (<tül S •Ul para los &rroi fuera de orden) 

1 

d;(j) S •U)Vi E q+ !dtUl S •U) para loo arroo fuera de orden) 

.¡j) S dtülVi E q- Mil S d;ül para loo arroo fuera de orden) 

Debido a la forma rn que 1e comtru,.e o tenemo1 

J) rü) < r'U> :s c:u> v; e p+ 

2) t;(j) S r'(j) < z(j) Vi E P-

Por la monotonía dC' la.o; deri\'Nl&s dr /y drbido a que c!U> = gj+(v(j)) tenemos 
que de ( 1) .. despteode: 
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De (2), y por Ja IDD?lOlonÍa de las derivadas de f y debido a que c;(j) = 1;-<•ü)) 
1e deriva que 

r,+<1;-<•ü» s r,+c<'cm s 1;-crú1l => .ui s r,.u1 s a.ü> 
De Clil.o tte iufi~ que 

lltülS ~ülS •Ul v; e p+ 

•Ul s r,,ui s .i;u¡ v; e r 
Eato implica que 

Di(rül.•U)) ~ Di(r'UJ,o{j)) ~o 

.O,(rü). •(J)) ~ .O,(é(J), o{j)) ~O 

Lo cual signi5ca que estemos di•minuycndo la medida de desvja.ción de DUf"Slro 

circuito, ya que dichol indicadores. lo que nos se a1an es qué tan lej0& está cada. uno 
de los arc:o11 de Ja factibilidad. Esto permite que gradualmente un uco que estaba 
fuera de orden oe trans!onne en un arco en orden, lo cual gorantiu I• funcionalidad 
del algoritmo. 

En el momento en que Di (r(J), •U))= .O,(r(J), vü)) =O v; e P todos loo arco. de 
nuestro circWto están en orden 

Es claro que ningún arco que está en ordc:u dejará de estarlo en alguna iteración 
póoterior. 

• Lo que resta por demostrar es que si o:::: oo =- P ea un circuito no balancead.o 

Veamoo el siguiente resultado: 

PROPOSICION 

Si o = oc, lo cual significa que c!"U) = oo Vj E p+ y c;ü} = -oo Vj E P-, 
ademáa O= oo por lo que c;ü) == oo p.a j E p+ y e!Ul = -oo p.a. je p- • entonces 
•(J) ~ it+(J) Vj E p+ y •Ü) $ rü) Vj E P- eon al menoo una de las desigualdades 
cstrict.aa. 

Dr:Mt1b11cih: Tenemos QUt' como c!ül = oo Vj E p+ ~ z-ü) < c!ü) Vj E p+ y pn.ra 
cualquier valor de l!ujo finito 

=> f;'<•Ull S f;-(l¡"(oü)) porque /,i+ y/;'- oon funciones mor..ótoDas crecientes. 
dicha desigualdad puede expresan< eomo 

a't<ilS•·Ul 
Como es para cualquier flujo z ent.onoes se tiene que cf+(j) ~ 1{j) 

En el 8Cgundo C:MO tenrmos qur-

c; (J1 = -oo Vj €. 1•- :;;> c;ü) < r{j) Vj E p- y para cualquier ,-nJ.or de fiujo 
=> t;•CJ;-.1;¡¡ s 1;-(r(j)),, "Ü) $ d;ül (para algún areo fuera de orden, las desigualdades 
Wf eslricta."I por hipótef;is) 



P<>r el resultodooblcnido l=>O< que "'f P) = E.i<I'+ d(jJ-E,,,,_ d(J) < E,.,.. .{j)
I:,.:r- v(.i) = 11 •"~=O (porque P rs un circuito y v un difercnda.J) 

Por lo tanto /> es un cimúto no b&lanceado y de aquí se desprende que el 
probletrui. difcrmciN no ti~c solución fJM:tíble y que cl problema de Distribución o no 
tkne solución 6ptima o {iin/} ::: -oo O 

lll.4.3.2 CASO Dl!: LA CORTADURA 

En este CJ!-<;() 11UM'1\nlctJU o > O 

4til > o(j) v;e Q"' 

••(j) > d;!J) Vj E q-

d;(j) > •W Vj e Q"' (p>.ra los ucoo; fuera de orden) 

ti(j) > ll¡ü) Yj E Q· {para los a.rcM j fuua de orden) 

Debido a la. fotma M'I que &e define o- ¡:w>dcmO!i is..o;egurar que: 

l}r(j) ~ r1U) S lft {j} 

2)v(j) ~ o'(j) ~ 4; (j) 

De 1iquí. por h~ monul<:mia de l"'5 funciones at"eientes _,~+, it y gradu "' que 
¡'-(rü))= <{¡(j) y r'(>(j)) = ¿¡¡¡¡ pod'tnos inforu 

de J) 

g;+tv(i)J $ 1;•(t·'Ull ~ ,; .. u;•(.,:(j)) 

c:U> S t!,{Jl !: zU) 

yde2) 

.-;(j) 2: t';,(j) ~ z(j), 

esta implica ntJniunmte qu~ 

D1(>(J),•!Jll ~ Ddr'U).>W) 2: O 

0,{r{j),vfj))?: D;z{;t1(j}.t>(j}},? O 

Lo rohl t-.igni&A que estamos Wsmínuyendo la medida de desviación de nuestra 
cortadurA.., cst<> lo hb('em0$ en cada iteración hasta que todos Jos a.tros de nuestrA 
corta.dura "'t.án C'O orden. 

es claro quC> ninguna tortadurn que está en orden dejará de estarlo en alguna 
itcradón posterior. 

~Ffl.!ta })cr<IL.a.r qur td o::::; oc::> P es un circuito no balanceado. 

Vram<~ r1 signicntf" 

RESULTADO: 

Si o:::::. 00 (lo cual ~ignífiu que (t(j):; 00 't/j E Q· y d; Ü) = -oo Vj e Q-' Mlc:más 
de qu~ O = oo por lo tuti1 c;(j) :: :xi ,..a.j E q• y c!ól :: -oo p.a.j E q-), ent.on.§! 



z(j)?? ,+(J1 Vj E Q+ y r(j) s ,-u¡ v; E Q- .(Con las últimas doo; desigualdades estrictas 
para algün arco j fuera de orden). 

Demulnnóa; como t.+ (j) = oo 'fj E Q+ 

=> v(j) S lf+(j) Vj E Q+ V v(j) 

=-1;+Cv(j}} S 1;-(/j+(z{j)) 

~c:(j}Sz(j) VjEQ+ 

como esta desigurJdad se cumple para todo potencial u tenemos que 

c!(J1 S z(i) v; e Q+ 

por otr• pnrt< d-¡;¡ = -oo Vj E Q- "'d-u¡ s o{j) v; E Q- y Vo(j) 

entonces- 1¡+u;-(r(j)) S r~-(v(j)) entonces r(j} S r;U) Vj E Q+ y Vv(j) por lo 
tanto r(j) $ ,-¡;) 

En d ca&0 d" loe arcos fuera dr- ordeD la.a de:.igua.lda.dcs son estrictas por 
hipótesis O 

TWREMA Si o = ex.. entonces Q es una cortadura no balf\Dccsda 

Dcmo1fr11c:i6n: 

Utilizando el resultado anterior que acabamos de demostrar teoemos que c~(Q) = 
E<!ül-L:<;ül ~ E,.Q• r(j)-L,eQ- rU) ='""=O. Si planteamos el problema origimil 
como un problema de circulación en d que b, = O, lo cual se puede ha.cer con una red 
aumentada, sin perder generalidad. 

De lo anterior ae deduce que c!(Q) - b(S) = O por lo cual Q es una cortadura 
no bala.oc.ea.da, esto implica por el teorema de Distribución Factible que no existe una 
solución regularmente factible para dicho problema, y esto a su \'ez nos lle\'8 a la 
cooclusión de que no existe solución ópti.ma para el problema diferencial o es igual a 

111.4.4 DEMOSTR.ACION DE LA FINITUD DEL ALGORITMO 

Para efectuar dicha demostración tendremos que definir dos conceptos impor
tantes; 

DEFINlCJON Una iteración fuerte es aquella que prodtice un decremento en 
D1(r(j).•·(j)) o D2(i(j) • .. (j)) par• al menos una; E A 

DEFINJCION llna iterl\C'ión débil es aquella que de-ja est..c,Q \'&lores igualrs para. 

ta~• i E A. 



Una itcrnción debil de~ cumplir con que D1 (rl.i), v(j)) = oo 'r/j E P fuera dr 
orden, lo cual signiñcR qe v(j} ~ Ji°(j) Vj E p+ y v{j) 5 CLJ) Vj e p- en el caso de un 
circuito. 

En el caso de una corta.dura D,r(r(j),1\j)) =ce Vj E Q qur sea fuera de orclru, lo 
cual implica que r(j) ~ c+(j) Vj e q+ (fuera de orden), y z(j) 5 c-(j)y Vj E Q-. 

Tenemos ahora las condicion<-s dr finitud para d algoritmo, enmarC'ada. .. en un 

TEOREMA 

~ El algoritmo .. fuera de orden" debe terminar en un número finito <le itl"rllC'ioncs 
si las siguientes 2 condidones se curnplt>n. 

1) Los puntos d<' discontinuidad de lM deriva.des de las funcione:' d1• roslo y los 
,.a.lores que toman las derivadas de las funciones de c,m;t.o son múltiplos de cif'rta li ru 
igual que los '-a.lores de flujo y tensión iniciales r(j) y 1•{j). 

2) Es imposible para el Rlgoritmo enC'ontrnr una secueJtcia infinita de itrraciuuc:
que sean todas débiJo. 

DcmbslranD•: Por {2) sabemos que es imposible que nuestros valor<"S de D1(r(j),1'(j)) se 
mantengan sin C'iunbio, lo mismo que Jos de DJ(r(j),1•(j)) 

Por otra part.C', supo11g1uuos 8poyáudonos en 1) y ~iu példida Jt• geiwrnlid;:ul, 
que todas las variables y constantes menciona.das !OCall enterA.S, entonC'cs o también !'ef'Ía 
entero por lo que D1(r(j).1>(j}) iría disminuyendo w1 número f'ntero en cada itrradón, 
lo mismo que D1(r(J),t•(j)) 

Como runbos indiC'adores están a.C'otados inferiormente por C'CTO, <"\'Mltufllmf'nlc 
lograremos alcanzar este valor. lo cual implicará tf'ner un arco más en· orden. 

Como d número de arros fuera de orden es finito, rrpitiendo d algoritn10 C'On 
cada uno d<- ellos terminaremos la aplicación drl algoritmo t•n un mimf'ro fiuitu dr 
itcracíonrs. 

o 

Tenemos hunbiM1 uu resultado mny importRDle que se d~-sprcode drl Tl'otl'mh 
anterior, y que también nos garantiza la finitud dd algoritmo bajo dcrtas condicion~. 

COROLARIO 
Si ~ cumpk- 1) y además ambos problemas tienen soluciou~ factihl<'S <mtonC'«"S 

~ nunplr 2) y el algoritmo termina l'Il 1m númrro finito de it<'raciones 

S5. 



C-0n!'lídrrmx~ las siguientes can1idadM. 

di.t[rl¡).r(j)] = mazto.r-uJ - r(j).r{j)- r•un 
dut¡..(j).d(J)) = marfo,d-(j) - ..¡j),..¡j)- a*(J)} 

Sf.a j un arro fuera dt" orden. Una l't"Z que- S(' tenga (di,.tfrü).r{j}) =O, después dt" 
dmuar una S<.Tir- dt itrrlt('iones, cntonrf>S j ya no será a!f'<'tado en una iteración débil 
qur inl'o)urrr una cortad un porqut- rlj) ~ r-(j) y z(i) S c•UJ para todo arco j E A, y 
dt"bido a ("fi.to ¡ no pur<lr f"!<tl\T en q+ ni en Q-

Dt- igual mod(1. um1 ,.ez qut" 5" tenga diat/1r{;),d(j)] ::: o es imposiblf' que- i St"a 
a!tttada por un;, i1t-raciém df.Lil quP jm·oiune un cirruito porqut' 

d-fJ) S 1·(J) :S ¡{'t(j) y ~to impidr que j pertenezca a p+ o a p-

Supc10g1Uml'l' a1mr11 c¡uf' un arro j fuera a!rrtado por un númf'fll infinito dC' 
Ítt'.racionM- dr.LilNi f><>rO r<-rmanttitTH dt"S,;ado 

Tf"ndriamos entonr~ 4 posiblidades 

-Considrnunos que j E p+, tendríamos que e\'rntualmente di.stJz(jJ,cUJ] = O. 
Desde t"M' mumentn rn adf'lault- j sólc1 !lt'ria af("{"tado por cirruit-0$ . Además 1•(j} > 
d~UI_= 1;-1z{)11 = /'/lríjJl y; sólo seria afrr1ado por it<"racionrs qut' im·oluerara.n 
<ºUC'UJI<~ 

-El M>gutJckt fa..<,0 wria Si Je p- t•\·entualruf'Ult' dut[z{j),r(jl} = O. De~dC' estf' 
momf"nto t'D adr-lflfllt' j M"Tia llftttado ~lo por cirC"uitos En estf' ra~ tendria.mC$ qur 
tül < c-i; 1 =1:·1r(1)) = r:-~rf))) 

fC'o:11iu1h1 t•n li1 ~i~11.1m1t· ho;nJ 

SG. 



Supongamos Mora que fijamos un flujo r. Siguiendo un n..zonamicuto análogo, 
8Í ; es un 11.rco "fuera de ordc;a" y fS sometido a un númrro infinito de iteraciones 
•U) < d""U) lcndríam0< lo siguiente: Si i e q• eventualmente d;.t(•U),d(j)J = o.De.de 
a:te momento este- ILfC'.O M"fÍn nfcetado fl()lo por c.ort.nduras al aplkar el algoritmo. 
Tendríamos adc:más que r(j) >«U!= •:«••(i)) = ,;-(>{i)) 

Si ; e cr, eventualmente di.tJ.{;). dül] = o .Este ... tado t11I11bién &ería afectado 
e6lo por oortadur .. al aplicar el olgoritn10. AdemÁs tendríamos que z(j) < ,-U) = 
,~-(v(j)) = 1;+c1•UH. 

bu. últimos dos t-:stados &crian afectndM sólo por roril'Jduras 

Así ,llamucmO!I a cada uno de losest.ados A.pw,Ap8 .Aqs.Aow respectivamenk, 
con AK el conjunto de arcos en orden, y Av d conjunto de arcos no B!ed.a.dos por la 
lleCUetJ.cia de ilernciones. 

(•(j)-'•Ull e r, Vi e A, 

(z(j),d•(;n e r, Vi E Apl\' 

(<(;),d-¡;)) e r, v; e Ar• 
(e-(j).v(j)) E r, Vj E Aqw 

(e+(j), >{j)) e r, Vj E Aq• 

De aquí J,C•ú)) + ,,1 .. un = •ül-<.il Vi e A, 

/¡(rU)) + .,wun = rU)<i+(j) v; e Apw 

/;(r(J)) • f,(d""(j)) = r(i)d""(j) Vj E Aps 

/,¡,-¡;))+,,Mili= ,-(j)v(j) Vj E Aqw 

/¡(e+(j)) + ,,(v(i)) = «U)••U) Vi E Aqs 

ConsidérC'!>l" Mora ln. cantidad fini la 

A= 'E,EA" f,(r(j)l+ E,eAr". J,(z(J1H-L,E..t,.. f,{rU))+E,e..t. 1,(1•(j))+ E,E.Aqw g,(t1{j))+ 

E,uQ• 1;l1·UH+ "•" 
donde por supur~<rto ti•" = -z • 1• 

l .. _.A = I;,,., •(i),.(j)+ I;,,.,. r(i)d'(i)-1,(d+(j))+ r;,,.,_ziiW(i)- p,(d-(j))+ 

L,EAr;o"· r-c;MJ}- /,(c-U)) + l:,e..1.Q 11 t'+{j)v(j)- J,(c+un- L,e..tz •,, 

A = r;,.,'" •ü>WU> - •W) - g1(4+U)l + E,,.,. •Ul!d""ül - •lill - ,,(rLJ)) + 
r;,,.0 • >{j)[e-{i) - •U)}- /,(e-u)) - r:,,.,, •U)•U)+ r:, •• 0 • .¡;)fe+u1- •U>I- /;l«ül) 

En cada it.rración <-slé. invoJucra.do al menos un uro '"desviado'" el cual está en 
alguno de }"9 estados PW.PH,Qll".QR 

Si se analiza u.da uno de la!\ términos <le esta expresión ,se vcra que A disminuye 
en una ca.ntidrad posith"B y entera en cada iteración , y si supon("mos una ~enciP. 
infinita de iteraciones, es de.ro que A tiende a -ce 

86~ Pa otra pa.rtc, para soluciones que sca.n factibles (X y O}, s.c tiene que 



qur 
-i • t• = -• • ü, y por d h«.Lo de que J1 y 1, son funciones conjugada.. o; tenemos 

J,(rU)J ~ •U)vLJ) - 1,!iü)) y 

,,(•(j)) i! i(j)oo(il - /,(i(j)I 

Se ::igut' dt> la definición de A que 

A~ E1E{A,.ÜA1·w LJAr1tl r(j)i•(i)- t,(ii{j))- E1E{AJ.·UAQ""UA01tl i(j)i'{j)-J,(i(j))-

i•ti = -b•-Ü- E;E{A. LJAr"'· LJArlJ} r{i)f>Ü)-1:,e{A,. UArw U Ar•} 1,(ii(j}}-E;e{A,1 U AQ"'' UAQH J i{j)t•(j)
L,ef A,.-UAo"'' ÜAQ,.) J1(i-(j)) Ef:te \'ltlor es constll.Il.te porque rlj) es consthllte para A.,,Arw.Apg 

y '-'(j) es com;t.at1te pa.r11 A•,AQw.A-Qs; pero esto c:ontrn.dkc el ht"C:bo QUC' habüimu!-> 
seSal~o ton 11J1lt:riorid1l-<l dr que A tiende a 1nenos infinlto, por It> tanto no se puedr 
tener una sucesión in.finita de iterbcioncs débiles, si la condición uno M-' cump)r y ambos 
problcmM tienen 80}ucion<-S factibles. O 

m.s ALGORlTMO FORTIFICADO DE DISTRIBUCION (INTRODUCCION) 

Los algoritmos gr-.neraletó parn rCMIVC'f e) problema de Distribución y el Probleun1, 
Difcrcncial tieoet1 el grM'e inron\'enictite de que la tenninacióu en un número finito dr 
iteraciones no está l!U'gutll<Ül.. 

Para Jograr qur d algoritmo termiue en un númcro ñuito de iteraciones se 
implcmenlan algunM lransformaciones ro los algoritm~ generales, sin embargo aún 
asi no ~ obtiene una !IO)ucióu óptima sino una. 90}ución e.a.si óptima m el ftelltido que 
veremoi> a continuoción. 

DEFINICIDN 

um~ oo}ucióu ( óptima. &.1 problema dl" Difitribución es UD8 solución factibk r 

tW que 4'{z) difierr del ínfimo dd prob}rma. a. lo más un \'?llor t 

La. ($11"\lcturb dd 11.tt:;oritmo Fortifialdo dt· Distribuci6n <'S a11ñloga h ln dd 
Algoritmo Generhl de Distribuc.ión. 

Se parte de una solución factible pbra el problema dr Di~lribucián )' se busca 
una !'Olucic'in Íh<"tihle ph.ra el problema Diferencial considerando los siguit·nte." interval0$ 
¡a;u¡,atu>J p11u •\il 

[d;{j). 4j(i)j = 1!;~1,c;11.J;~trU))] 
dondr 

J;~h) =in/,>,[~} 
~ 1;+{t) 

1;~tt) = •up,<,f~J 5 J;-(t) 
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Como utilizamos el Algoritmo Diforencial Foctible cxi.<tm 2 P"";blidades 

1 )H&llamos un circuito tal que 4i ( P) < o o bi"" 

2)Un potencial faetible 

En el primer caso t..enniuamos,cu cJ scguudo routiuuaruos mcjuramlo nuestro 
fiujo hasta 11~ a un flujo óptimo 

Pasemos ahora al algoritmo Fon.ifin.do ck Di!i>aibuci61~ 

(l)Se.a t >O y sea 6:: 1/A Dada cualquier solución factible z 

Dcfíoanse Jos in~-alos 

(d;U), d1U)J = lr,~(rU)).~(r(j))J 
(2).· Utilizar el algoritmo Difettncial Factible pat'a hall..,. un potmcial u factible 

o un circuito elemental ean df ( P) < o 
(3).·Si succd" lo primero 1 r y u son ' soluc::ioocs óptimas al problcmR de 

Distribuci6n y su dwJ.. De hecho se tiene que '1-(z) - l'\u) < 1 

(4).-Si se encuentra un circuito rlcmental con rft<PJ < O, enton~ la función 
/(1) = ~Hl<,) cumple con la propiedad siguiente ;nff < /(0)-1. E."'°gn cualquier o tal 
que /(o) 5 /(0) -1 y liea é:: z + oe,. Ent.onces é es otra solución factible al Problema 
de Distñbuci6n óptima y 6(z') 5 f.(z)- /t. ILerlLr con esta nuf"\"a z'. 

Ill.5.1 lUSTIFICACION DEL ALGORITMO FORTIFICADO DE DISTRIDUCION 

Si se oncuentra un potencial u lal que .¡j) e [<l;(j),i;U)] 

tenemos que /;(rU))+ l¡(•UJl-rU),/,j) s~ Vj E A 

ya que 

ft«U)) S .. u¡ S 1;~(<(j)) = /,(zUlJ + 1;(•U» - rUMil S ~ 
Sumando sobre todos los ll.fcos y wando el httho de que -z • r = dit'{z) •u=•• u 

X obtienc-

E;e•/,(r(j)) + E,ut;(•U)) + Ei<N t.{;)•!ól S ;i'J; • 
lo que significa que 

~:r)-\'(u) $f. De aquí -~{u) .S 1-~z} S oo porlo qu'" u también es tml'\soluc)lln 
faclible. 

¿,{:r) ~ finí rn el probJmJa de distribución] ~ {sup. Ml el prub)cmf\ Difrr('urial 
óplimo] ~ti•) 

como ~r)- ~·ju) .S' =- C{.r)- [inf. en rl probk111H dt" DistrilmriónJ :Se y {sup. rn 
d probk-ma dif. i»µLimoJ -\i(u) .S, . Por lo qur z y u son< óptimos 
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O> flt(P) = Ll,'! - ~{rü)) = L1EP tn/tJ>D[/,(r(jJ+l,r,(/]1-/,{r!Jll+!J 

Considenmos t, un ,,Jor fijo para cada j dondt se alranza f'I ínfimo d!' Ja 
función. 

Sf-11.' = r.,,:011,J ~o 
Pwa cad& je P.~ tirnt' qur- t1 >,y por lo tanto dtbido a la con,·exidad dt> /1 

[/,(r(J))+1,r,~)]-/,!rll!!+'J ~ ¡.¡, + I:JEA /1 !r!1Jl+n~W-/,!r(JJl = /(.~)-!(OJ+f 

De aquí 

O>in/r>O~ 
y por Jo tant.o t'xist" a tal quf' 

/(o) S /(Ol-' como S<" babia ~upuf"StO 

E. claro quf" d algoritmo tf'rmin1:1 eu un aúmtto finito dr itrracionf"$ en ('} <"-"'-"<> 

dt- U-ntr una !talurión óptima finit& ya qur drscif'Jlde cl \11lor de la funrión objetivo en 
un ,-a]or por lo mrnos igual a ¡. 

111.6. ALGORJTMO DIFERENCIAL OPTIMO FORTIFICADO 

El Algoritmo G1-nrral Diff"rmrial Optimo no garantius qut' sr akanct• la solución 
Óptima f"D un nümt"To finito dr httbciones, se rr-quiert-n alguna.e modifindones impar· 
tanlt"S.qur nos gerwrhlt d Al,;c1ritmu Dif"rr-ndal c)ptinu1 fortifiC"11do. Sin f'mbargo. dicha. .. 
modifiracionM- ~·,)11 puf'drn g&r;mti1.ar um1 M>ludc'in 1 cip1im11i <lt'!'pu(-"$ de un númn-o 
finito Jr if('fbC"i11tw~. 1·u1n1dt-r1·mru. t'f:tf' término ('OIDC> siguf' 

DEFINJCJONl" na \oO)uricºin t úpt ituh pl\rll d problf'UlB. dr DifrreuC"ial r~ aquelht 
qu" rnmplt· ron quf' 1,. iultlifirrr drl ínfinKp-n un \"hlor 11 lo mi\."' igual h , 

El Al~oritmo D1fru·nr1a! C.prnnu Fnr1ifir1trh1 Tt>:-ultn di· la iarurpornriún d(' nin .. 
d'ifir11rionn amilo,r;a."' 11 J&... .. dd hl~oritnu1 dr Di~tribudOn. 

•-nlos 
P11.11imo .. d,. u11 pnt~C"irJ faC'l:blr rn 1Ja. .. r .a.l rnal dcfütinw .. Ju .. :oie;11i1·u1~ inlrr-

Jc;(JJ.c:lJIJ = fl;1_1tlJH.1;'+1•·(1llJ 

dondr 

.;~c•tiH = 1n/,..1Ji>•ü•'' 1~1~1¿¡::~1JVll+f ~ 1;•t•·U1I 

r,'_(l>(j)) = • 111'e<11Jl'' 11"v,'¿¡!~J:ll•i 51;-(1-(jll 

Utilizamos t>l algoritmodf' Di~triburi6n Futiblr para rnroutr11r un flujo flt.rtilJlr· 
z' o unn coru1dura Q =!S .. \'/ .. ~ tal qur r~(Q) < 6{8) 

Si suc.ede lo primcru hemos tl'rmin&.do, si surt'dr lo M"gundo mejcmuna; d \-alor 
de la función deo C"osto asoriada al potenrial. hasta enrontrar t-l pe>tt'ncial óptimo. 
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Veamos Mora rl algoritmo. 

Algoritmo Difrrcncial Optimo Fortificado 

(l).-Empnar partiendo de un potencial faetible • En base a un algoritmo 
específico que pucdr i;er (>l algoritmo- d1· dirotribución factible delttminar un flujo íactihle 
que cumpla con 

c;(j) ~ rU} .S ~: (j) y 1li~r =¡.o en &U ddecto una oortadura Q = JS. N/S] tal que 

<t{Q)< J,(S) 

(2).• Si rncede lo primero, tenemos que#(•)-~M $" lo cual implica que tan!<> 
z como • son aoluciones óptima.a. 

(3).· Si se obtiene una cortadura ron las caracteri1tie» en 1), Q = [S,N/SJ 
entonees Is función 1{1) = -"!•+l•N¡s) cumple ron la propiedad de que el ón/1 $1(0)-1 

(•).•Escoger eualquiec" tal que l{o) $ 1(0)-# Y oca w' =•+"'NIS 
( 5 ).·Entnnrn v' es otruolución factible al problema Difem>tial óptimo)' ó( .t) 2' 

1'M·H 

(6).• Iterar con <Sla nueva w' 

!Il.6.l JUST!FICACION DEL ALGORITMO 

VrJUnos qué pasa en el ca.so de qur se tncucnt~ un ftujo tal que 

t;(j)~.r(J1St!U)y clin=:J 

debido a que <;(j) $•U) S •tUJ = /;(<U))+ 11!•U))-r(j)r(j) S 6 

et claro qui:' 

'(z) - ~·(v} = E,u /1(r(j)) +E,., t1 (•U)) - l::ZUJ•U) $ M S < y UMDdo el mismo 
argurnf'ulo qu~ en el c-a.4;0 anterior {P(r}- infl < 1 y Jnip-i'(11)J < t 

Ahora ronsid~ qué suecde en el BegUndo uso, es decir cuando se encuentra 
una rortadura lol qu< '!(Q) S J,(S) en dicho cuo •t(Q)-J,(S) SO y 

o~ ~>:Ui - Ec;(i)- ¡,¡s¡ 

o 2' E,,Qinfl.r,<•ü> +1,•qJ - 1;<-ül+IJ/t,J- i!Sl 
Considerar ¡.,, valore; t; > O donde se alcanza el ínfimo para cada arco; de loo 

términos menciouadt'J!I: 

• = l/l:,,,.(1/1,) >o 
Vj E P v tit"Ut' que t1 > • y consecuentemente 

-l>(S) + p,('1J!+l,t-rJ¡•·l'1J)l+' ~ {r,{<{1t•-0;1n-1.!oiJ!I +h/• -6(S) 
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-ll('S) + ¿: p,(t{J)+l,e~;-•,("1,)))+• > L t1ll'ÜJ+Hq!jl)-1,fl'(JI) + 6/• _ f.(SJ 

O>~?in/1>0~ 
De aqW se desprende que existe un \-alor d,. o paz-a el rual !'e cumpJC' QUf' 

I(•) ~ 1(0) -1 

1 de aquí 

.. , .. ) <: ;.(>)+! 

Terminación 

En cada iteración el valor de la función obktivo ucicndf' al mnJOs uua a.ntidad 
igual a I , por Jo que eJ supremo de la función i.crá alcanzado larde o kmprano, sj existr 
una solución óplima finita. 

lll.7. ALGORITMOS DE DESCENSO DISCR!:TOS 

En el <a<> de problemas generaJ..., puede ..,. diflcil delenninar las expresiones 
modifieadu de 1u derhoa.daa que bemoe enrontrado rn d C'&so anterior, debido a esto 
ae plantea una DUe\'a modificación. 

Veame>1 ahora de qué manera ac estabJeoen las cote.a de factibilidad para Ja 
knlión, eu rl eaao que ahora nos ocupa. 

p.,,. < E CU) 1 E > O definir las CX>tU para este problana 

4UJ=4~/;C•l = ~ 
'6U) = 4~/,(<) = LJ±fl!=!l 
F.o daroqu• 

~~/.;(t)- /;+(r) cwmdo ~ - O 

4~/1 (<) - r;-¡,¡ n1a11do 1- o 

y romo~ =F{I) 

Ahora definimos d siguiente indicadcr que será muy impon.ante en todo rol 
desarrollo subsiguiente. 

( l)-1mu{ 4~/,(<)-r,+C<> ui, '• - /;_(r) -4~/¡(f} 

también con.sidt·rattmos d indk11.dor 

U>(z,6) = E"'1{zLJ),6) el c-ual ~ 1>Írmpn.• menor o igual qur infinito,\"t'lllll03 ahora 
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l!L7.l ALGORITMO DE DISTRIBUCION OPTIMA DISCRETO 

Este algoritmo es equhiüente al algoritmo de distribución Optima General, la 
única diferencia 80ll los inten-alos de !adibilidad para la tensión que se definen en 
base a un vector de flujo fac::tible, dichos inten'Rlos se ronstruycn uti1izrmdo un valor J 
detcrm.inado, esto significa que son funciones del ,-aJor J y obviamente del flujo z-U) . 

Veamos pues el 

Algoritmo de distribución óptime. Discreto 

5eaj>0 

(l)Encontrar una soluóón factible~ al problema de Distribución óptima. 

(2) Dada dicha soluciOn, utilizar el algoritmo de Distribución Factible, el cual 

noo ""'" a dos posiblidades: 
•)Encontrar un potencial v tal que •Ú) e [d;{i).Jt(j)J Vj e A 

i.e. v(j) e IA~/,(r(j)),A~/,(z(j))J 
b) Encontrar un circuito elemental P tal que di(P) < 01 y entonces 9(r+~(',.) < C{~) 

~Sí sueede lo primero (a), z es u.naso1ución' óptimtt al problema de Distribución 
y u es una solución t óptima al problema dual. De hecho, se tiene que que t;S(r)- ~1·{u} !f r 
Además ~ es un fl11jo 6 óptimo ya que ¡J.{z + frp) !!: ~{.r) par11 todo circuito elemental P y 
toda. t 2' 6, hemos terminbdo. 

·Por otro lado, si se ds la. otra posiblidad, esto es, si un circuito dcmeotal P 
con Jt(PJ <O es obtenido, entonces '°(.r + 6e,,) < <i(z) 

De nuC\•o aquí se nos presentan dos posibl.idades 

Si no se encuentra un entero n >O ta1 que ~{.r+{n+ l)~tp} ~ ~{z+nfep) (A) hemos 
terminado porque P es un circuito no balanc.eado y el problema de Distribución no 
tjene solución. 

En otro raso, determinar el entero n más peque10 tal que sucede (A). es claro 
que f(n6):; /(6), ir • 3) 

(3).·Sea z'::: z + n~r,. r' una solución factible ton 6(.t-'} < 6{l') 

(4).-Rr-gr.,.ar a (1) <on .. ,. nueva• 

11!. 7.1.l.· JUSTIFICACION DEL ALGOR1TMO 

Primt"ro \'eremos eJ siguiente: 

LEMA: 

Si,.¡;¡ e [d;(í),df(j)J entonces~•)- >M < < = u{z,6) 
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PROPOSJCION 

d;UJS ,,u¡$ 4Ul"' /,(•(jJ+.;!..c;))-<(j)"Ul s~;«UJ.h) 

nrrno•lnm6n: Si ¡;-(~UH~ vül $ /;+(.rU)} entonces 

/ 1 (•Ull+•,{•(j)) - •o(;)r(j) =O de ¡,quí"" "' 'l\IC la desigualdnd de la derecha e< 
i.rivialmcntr ,·JilidtL 

Supongamos a.hora. que 

1;+(zU}} < l'ÜJ < ~tJ,t,.UH 

Debido a qut· las funriones sCJtJ conJ txj8(la.s se tiene que f1 {r(j))+g,{vU))-z(j)o{j) = 
-in/.:r'Ulr{z'(jJ) 

Dond(' trnrm°" le. siguiente función r(z'{j}) "{;r'(j)} = /;(z'(j)) - fj(:rU)) + (zü) -
•'UJ••(i)) = l,lr'(j)) - f1 \r(i)I + •(j)<o{j) - •'(i),.(j) -•(<'Ül) = /;f•(j)) - r(j) .. (j) - /,(%'(j)) + 
z'(i)t•{j) 

L&. función r(z') ea convexPJ. y r{.r(j))::: O 

r(z(j) + 6) = /;(•(j) + 1)- /,(z(j))- 6o{j) 

= !fA~/,(r(j)) - •{;))~O 

= r+(r(j)) = /j'{r(j))- "(j) < D 

Todo ~to implica que in/ruyfz'(J"j} se alcruua en algún punto en e} intcriCJr de 
(z(j).•(j)+I) 

Debido a que ltt función es ron,•exe f'e tieoe que : 

.f•'lj)) ~ {r'(j¡- r(j))fr•(z{j)j 

.(r'(j) ~ {r'(j)- r(j)lf/;' (r{j) - •Uil Vr'(j) > z(j) y de ¡,qui 

in/rlr'(i)}rU)ER == tnjr{z{j)),,..(JJtll'{J).r{¡J+l) 2: in/.i-'(JIE(.l"(IJ,.r(J)H)(z' -.;rLJ))[J;+<.rU))
•(i>J ~ 111;•!•Ull - ,,¡;¡¡ :2' •v;•«ull -A~/,!>UHI 

lo cuRl implícA QUl' J,(.c(j))+g1(11{j))-rCj)11U) .$ li[A!J;(t'(j))-/;+(:r(j))] .s ui,(z(j),6) 5 
o 

Un ugwncnto puai.Jo prueba qu< /,(r(j)) - g,{•(j)) - r(j),.(i) S blf,+Mj)) -

AU;Cr(j))JS< 

Pues hien, hemo!\ visto que sj d;U} _$ 1•(j} .$ t/i"(i) :=- /,(r(j)} + g¡(v{j})- vU)zU) S 

w¡(•(i),b) 

de esto sf" <letiprt"lldc que ei t'(j) e ld;(i).ct;"U)J entonces 

f,(r(j)) + •;("(j))- r(j)"Ü) S w;(r(j).b) entuum 

i:J1(r(j)) + i:g,(v(j))- l:v(i)•fi); ~(r) - ;•(u)$ u,r,b) = • 
que era el RESULTADO que queríamos probar os.0 



Si lo a.ntmar sucede es claro que z. y u son soluciones r óptimas porque V(u) $ 
(1up. probltma dt Di•t.j ${in/. dd proUtma di.Jt.J $ 6(z} •••.•.• (i} 

Ahora analicemos que sucede en t"l CMO que el algoritmo Diferencial fa.ctible 
encuentra un cireuito con Ja propiedad de qne rft(P) <:O 

Tendríamos que demostrar eJ siguiente: 

RESULTADO 
Si dt(P) <O, cntonrt$ do(z + f.rr) < t.(.r) 

41P) =E, ... .r>(jl-E,.r- •U)= 
E;<,.. A~J,(rÜl)- E,eP- A~J,(rLJ)) 

E;,,..~-E,.,·-~ 
L;EA /,(zHr,i-J,(zú)) ::: ~<o entonces como 6 >o 

•Cz + 6e,) < Q(.t) y de a.qui si para n(6) se a.kanu el mínimo de la función 
/(O::::: tJ(z. + ft, tenemos que tti(.: + nbt,) $ 4>(.t + ~) < f>(z) 

IIJ.7.1.2.- DEMOSTRACION DE LA FINITUD DEL ALGORITMO 

Antt$ de abordar este probkm1t. veremos la propiedad de acotamiento pua 
fiujos, ya. la enunriamos ~ el capítulo anterior pero ahora demostraremos un teorcmn 
que 1:;e desprmdc de dicha propiedad. 

Se tiene la Propiedad de a.cota.miento para flujos si para toda n E R el ronjunto 
convexo 

{z E R"' 1 diu = h y do(z) $ n} está acotado 

TEOREMA lln flujo guuda Ja propiN!a.d de M:Otamiento ai y ~lo si cada 
sucesión de flujos factiblf"S ztb_ l que tiende al ínfimo del problema está acotada.. 

Dtm111lnación· ~)Sea una sucr..sión A= fz 11 )~ 1 de flujos factibles que tiende al ínfimo 
del problema. 

Sea un ·valor <' > o, es da.ro que 'fr' > O existe I::' e N tal que si 1:: > I! ~ 
{(~(r'¡ - ónf)) < <' 
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De IU'JUÍ 

f•(z•)- in/)) 5 t' 

De a.qui [di{z 11 )}- {i11/} S [J.hi(z•J - inn Sr' 

y 

l~zl:}} S fin)]+ !11 'fl:: > I:' sur~ión de flujos factibles 

Con.sidére9C A1 = {zl:}f°=t'' es daro que si (in!] ... <'::::: o entonces f6fzl:)] S [o) VI::> t' 



Como A' C A• ::: {r 1 4'{z) S o 1 diu ::: 6), por hipótesis está acotado, e!!- el~ 

que A' está acotbdo. 

Tómette ahora A"" = {z1}"1 es clll,f() que eat.e conjunto está. b.COta.do, porque 
está. fonms.do de un nUmero finito de i.-alores de fiujo9 para cAd.a uno de los cuales exist.e 
una o E 1l tal que- 4-{z .. ) So; 

si se toma el valor de o más grhllde (n') pues es claro que d>(.rk) !::: o' para todos 
los \'alore& de flujo que intcgritn ..4 ... , de squí A ... está acotado por hipótesis. 

Atd A= A'LJA"" esti uote.do. 

e) SupongJUnos que no r.e- cumple: la propiedad de Acotamienio, esto significa 
que exist~ algún valor de o parti. el cual el conjunto A ::: { r € nA ¡ divz = 6 y 6( r) .$ o 1 no 
está a.cotado, lo cuaJ jmplica qut- existe algún vector z' dr flujo que no está acotado, 
para el quie 6(~'> $ o . 

Tomemos unJi t>uc.csión A= {.t"Jb 1 de flujos factibles que tenga romo elemento 
z' y que con\·erja al ínfimo del problem21 .Dicha sucesión es claro que no está acotada. O 

RESULTADO El Algoritmo de Descenso Díscrf•to termina ("n un mímero finito 
de iteradoues 

Dcmo.trr:rióri.: E~ claro que al final de la késima iternción el flujo factible obtenido tiene 
la fonna r 1 ::: .r0 + n.16e,. + t11hc, + '1J~t,. + .. 

Donde .to es d fiujo inid&l. Este flujo .rt difiere en ca.da arco sóJo un múJtipJo 
de 6. Como el conjunto de soludones factibles X que satisfac<>n 4'{.r) $ ~(.tD) es a.cota.do1 

(porque en otro caso no h)ty r.oludón óptima), entonces toda sucesión de flujos factibles 
que tienda al íttfimo del problema , M!rii una sucesiOn acotada. Es claro que Jos flujos 
{d} están dentro de una stJCl!$ÍÓn con c:sta.<1 caractt'risticas.Por otra parte , hay sólo 
un nUmero finito de flujos de la forma mencionada,. f:"u cualquier sucesión !k"'Olada 1 

ta.les que fi(r"') < .... < 6{.r-1) < ti{,.0 ) 1 debo tcnuina.r entonCM. en un número finito de 
itcrarion~. 

Jil.7.2 ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO DISCRETO 

Vcrcrnos algunos clemffi.tos biisicos de este problemii a.nt<>S tle pasar al desanoUo 
del blgoritmo. Consi<lércse lns siguientes expresiones que constituirán las cota~ de 
fa.ctiLilídad para }a tenRión 

A~1,(i•{j))::;; 1••frlil+~t•1ttim} 

t.~i;Mill = ¡r,Mf!-•j-•.i<!jl!¡ 
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y la aprcsiones siguientea que nos permitirán determinar el "-'Blor de < que 
repraenta el grado de exactitud de nuestra solución 

. . _ m {A~g;(•(j))-i,+c•ü)) 
(:,(o(j),IJ-I ª' •Í-(•(j))-A~(g;v(j)) 

y '(•,I) =E, •• ';(•(j),I) 

Algoritmo Diferencial Optimo Discreto 

(l)Sea 1 > o; partamos de un potencial factible •, utilicemoo el algoritmo de 
Distribución Factible que proporciona dos posibilidades: 

a)Un flujo z(j) tal qu• z(j) E [<;(j),ct{j)J = [A~g;(o(J)),A~g;(•(j))) 
Si dicho Oujo es obtenido y además diu = h Vj E A entonces habremos terminado. 

Para el \-alor < = z(M,&), ues una solución e óptima y además fl(:r)-'4'(u)5 c. Aún podemos 
decir más, Í'(M + ttN¡s} S ~{\I) VS EN Y t ~ & 

b)Si una cortadura Q = (5, N/S] es obtenida, para la cual c;(Q) < b(S) entonces 
~·(• + l•¡.¡¡sl 2: •~•). Aquí"' nos presentan dos posiblidades. 

(2)Si no hay un entero n >O tal que !Ji(M+{n+l}hN¡s) > \~(M) entonces terminamos. 
En eac u.so Q es una cortadura no balanceada y el problema Diferencial no tiene 
soluciones óptimas 

(3)En otro caso, detrrminar el entero n más chico tal que se cumple lo men
cionado en dos. Ses M' = tJ+nftN¡s· Entonces tJ' es una solución factible con \!•(tJ'} > \!{M), 
con esta DUe'\'11 u', ir a {1 ). 

lll.7.2.l JUSTIFICACION DEL ALGORITMO DIFERENCIAL OPTIMO DISCRETO 

Recordemos que al aplicar el algoritmo de Distribución Thclible nos enfrentamos 
con dos posiblidades. 

a)Veamos primero qué pasa. si obtenemos una cortadura Q tal que c!(Q) < b{S), 

en ese ca.so tenemos que t!'{Q) - 6{5} <o, utilizando este hecho tenemos lo siguiente 

l(S) 
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O> r;(Q)-l(S) = E;EQ• c•(j)-E;EQ- c-(j)-l{S) = E,EQ• A~g;(•(j))-E;EQ- A~g,(v(j))-

= E;EQ1' l1h•W+~-11{1iiU E;EQ- 1.(w(jU-,,(!(jl-Q 6{S) 

= E;.q•;!<ü)+l•ql-L;EQf,(•(j))-ll(S) 

= -ll(S) + E,.q•;Mil + l•ql-E;<q•,l•!ill 

De aquí ae desproide que ~¡.) S '1 v') 



-Eo fácil v..- cuándo existe un óptimo finito que maximixa el volor do la función 
»(•). Bast>. con =síderar si existe algún volot • to! que 

0-(•+(n+ l)6<N15) !i »(• + (•J.'<N/S) 

Cousidtre el ,,.¡or máa peqqel\o do • para el cuol ""cumpla la expresión anlerior, 
entonces f>(u+ -n8t.N¡s) :2: ~ic +n'6~Nfs) para. todo "-alor den\ debjdo a qut- 1" función fr 
es eón.cava y 9Ó)o tiene un tnáximo. 

Esto significa que 14' = u+ Mr N/S niaximiu. el \l'alor de \!i{v) • Empeu.m.O!i de 
nuevo d proceso ron este potencial que sigue siendo íaetible. 

CUAD.dCf no enc.ontnunos tma n tal que 

»(• + (•+ l)!•N¡s) :S </•(• + n&.,.¡s) 

entonces \l•{u + {1> + l)lir:N¡s) > \(r{v + {n}locN¡s) t::nt.onces _ _.,(v + (n + l)li~N/5) < 
-'1(u + nht.N¡s) 

O> tffn"'-l):)-t(J) ~ J°'-+(146) 

ERto último es vil.ido para cualquier "'lllor entero de n y de !. lo cual implica 
qu~ Q ts unn. c:Qrlndw-t1. no bali,.ncea.d&. 

b)Vcamos .bhora qué sucedl!' cuando se obtiene un flujo~ faetible. 

Lo primero que veremos es un resultbdo esenciAl para todo el desa.rrolfo poste-
riot: 

RESULTADO 

,-e;¡ s •U> :S ,+(i) = f1 (•U)) + 9¡(,.(j))-<(JJ•Ul $ '(•U),6) 

Dt.modN1tió1i: 

Vezunos el primer caso; 

1¡ (v(j)) S •(i) :S 9j('1J)) => /,(z(j)) + J¡(v(j)) - •U)o(j) = O :S >(v(j),6), la 
proposición se twnple trivjalmente. 

Veb.mos flh<>ra que sucede en el caso en que : 

f~+ '.S rlj) '.S A!.g;(v(i)) 

Supóngase que 1)'('-'{j)) > -oo Como /¡(•U)) y 9,(«(j)) son funciones ton j~M 
enton""5 e!i claro que: J,(z(j)) + 1,(o(j)) - •Ü)•(j) = -;n/,.¡,1'1.'U)} donde lenemO!> que: 

O'(.'(j)) = g¡(.l(j))- 9;(1'(j)) + MJ1- t<'(J))z(j) )' se lien• quo .-(•(j)) =O 

Utilizando lo anterior teneiuos quf': 

.-(•U)+ 6) = •l.!.t1,(r(j)) - z(j)J ~O y por otra parte 

r'+Mi)) = g; .. ül- zU) <o 
Todo esto h su vez implka que cl i~/""'lilr{v'U)) es elca.ntat.fo eo Al.pin Juga: en 

el interior de (v'{j),v'U)+ 6)' 

Conao i.(•:~m:~pm ~ g~+tvUH vv'ti> > 11{.i) 
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Tenemos que .-(v'(j)) ;? (v'(j) - v(i))l9j'(v(j)) - r(j)J Vv'(j) > v(j) y consecuente
mente: 

ón/v•(j)ER•1'·'{j) = i•/v(j)Elo(j),o(j)+l}P(v'(j));? in/(v'(j)-v(j))¡,;•.¡;)-r(j)];? 619;+v<il-• 
r(i)];? 6[9;•+v(i) - t.tg,(u(j))J 

De todo lo blllerior se desprende que: -infv•lj)eRr(v'(j)) = /;(:(;) + f;(ll{j)) -
•Ü)•LJ) 5 6[L>tf;(<(j))-Jj+{r(i)) S z(u(j),6) 

Un argumento paralelo demuestra que : 

l>~g;(v(j)) S u(j) S .;-(v(j)),,. /¡(r(j)) + f¡(v(j)) - •(j)u(j) 5 1¡,;-v(j) - l>~g;(v(J))] S 
z(v(i),6) O 

Bien, en el ca..9'0 de que se encuentre un potencial factible, hemos probado que 
se preoenta que /;(•(i)) + ,,(•(;))- •Ü)"(j) S z,(r(j). 6), de aquí se desprende dim:tamente 
que L:/;Cr(ill + I:•;<•Ull - E•U>•U> s *·6l y esto implie4 que o(z)- \/>(u) s, lo cuiJ 
significa que ambb!I solucio~ SQn « óptimas a 

II!.7.2.2 DISCUSJON SOBRE LA TERMINACION DEL ALGORITMO 

Pera ,.erificer que el algoritmo finaliza en un número finito de iteraciones 
ba....émonos en que el Diferencial cumple con la propiedad. de Acotrunieuto, porque si no 
fuera así no habría solución 6ptima. El potencie.l al final df' la itcrbción késima es el sigu· 
iente: ii•:::: '4o+n16rN¡s+nl6r,...15 +n36tN¡s+ ..... +n.6eN/S donde u0 es elpotenciel inicial. El 
flujo en cada uco difiere de uo un múltiplo de 6 y \&(uo) ~ V•lu1) S V{u2) $ 1/•(u3) ~ W(u ... ) .. 
Como se tient· la propiedad de acotamiento pn.ra pott!nciales, el conjunto de poten
ciales que se obtienen de la forma mencionada forma parte de una sucesión acotada 
que tiende n1 ~upreruo del problemJt y debido a las cara.et.erísticas de este conjunto 
de potencia.les podemos asegurar que es un conjunto finito.Esto asegura que en algún 
momento a.lctunaremos la solución casi óptima que buscamos. 

Ill.7.2.3 CALCULO DE SOLUCIONES<· óptima> 

Allí como en los algoritmos fortificados exit<le una manera de obtener wia 
solución ' -óptima, con una 1 mayor que Cf'.ro do.da de antemano, en los algoritmos 
discretos también dcberia lograrse esto. Consideraremos el problema de distribución / 
en el caso dd problema di!erenciiJ las c:ousideraciooes wn análogas. Par• lograrlo 

!jr,-tircmos de dos postula.dos cf;Cllcinles: 



a)Para cada e.reo j t.enemos que existe la segunda derh-ada para e.así todo VBlor 
de flujo z(j) tal que zU} e {e-(j), e• (j)J, excepto en un número finíto de puntos que son 
e.quellos en donde cambi11 l11. derivada. 

b )Los puutos en donde cambia la derfrzula y los Yalorcs iniciales de flujo 60n 

todos múltiplos de ttna cierta asntidad 6o > o. 

que 

Lo que bll5C8.remos entonces CB det.e:rminar el vzi.lor de 6 para que se cumpla: 

w(z,6) ~ oP :S' doode "::: E,EA t1¡ 2: O 

mpooemos que 6 ::: flo/m entonces lo que busca.riamos sería un '\-alar de m tal 

•[!o/m]' S' 

o11Um'Js< 
di/( :S rn'1 por lo que {et/f)1 /Jóu $ m. 

También Deceflitamos que w(z,6) :S "62 pero esto se desprende directamente del 
&iguiente ruonlWlienlo, USlUldo el Teorema del Valor Medio. Para (z, z + 6) e C(j) y 
z(j) < c•u1 se tiene que 

l>'.tJ,(r(j)) - ¡;+<zU)) = t,+!r'üll- /;+1,Ull 
$ 6lf;(z•(j)) < 6t1¡ considerando que r(j) :S z' :S z•U) :S z(j) + /t 

Por otra parte de manera ánaloga se Ye que si (z - 6,z-) E C(j)) y "Ü) 2: e-U) 
entonces 

r,-(r(j)) - <l.~/,(<) 5 u,6 

De las dos exprei.iones anteriores se ve que: 

111,(z(j),6)5 cr(6)2 :S' 
Veamos ahora el 

ALGORJTMO ITERADO 

Existe otra fonna dt" oblent"r una solución ( - ofrtimo dadri una f > o. 
Esta! i.on ~ paw <lt:l Algoritmo Itere.do que logra esto. 

(1).~Aplka.r el Algoñtmo de Distribución óptima discreto con una solución z 0 

arbitraria inicial y factible, y con un incremento inicial bo > o. 

(2).· Obtener z1 y 11 1 que satisfagan ~(z 1 ) -t.1(111) :S w(z1, 6o} con ~(z 1 ) $ •<z2) 

(3).· Si sucede que u{z1 • 6o):;;' entonces z1 y 11 1 '30n soluciones< - oPlima• y el 
objetivo que buscábamos fiC ha logrado.Terminamos. 

Si no es así tómese E1 = f>o/p y hpliqucse de nuevo el algoritmo con la solución 
inicial factible z1 y con /.1 (pes un entero arbitrario ) 

(4).-Cun cl nucvoftujo z y el potencial u que se obtienen después de esta iteración 
ir a 3). 
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(En el c:uo del Problema Diforencial,el algoritmo es análogo sólo que se utiliza 
el Algoritmo Diú:rencial óptimo Di>creto en 1) 

IILB. LINEARIZACION POR PEDAWS 

Tr.idc.s los algoritmDI que hemos visto h.&..r;:i& e.hora trabaj11n especialmente bien 
pb.ta. el caao de problemas en que lu funciones de costo BOD localmente lineales, veamos 
qué pa&a. cuando no sucede aRi. Abordemos ahon1 d problema de Distribución, }Z1.S 

comideraciooes rtOD análogAS para el problema Diferencial. Esto nos lle\"a a considerar 
que en el c.uo general de una función /,(z{j)) podríamos aproximarnos a dicha función 
con una función localmente lin~al y r~lver el corn·spondiM'.lt.c problema aproximado. 

Despuéfi podríamos considerar aproxima.ciones rob.." y más finas, usando como 
flujo iniáal en c:Ma it.eracic"m, d flujo obtenido en la iteración anterior. Para efectuar 
dicha aprax:imM:ión, clividimos el dominio de la función que l"S [c-(j),c+U}] efectuando 
una partici6n del mit1mo (zo = r-{j),zu + 6,1:.z1+26 ......... ,c•(j)] si consider11.tnos un flujo 

irúcinl zo tcndrirmms como pw1toti de lb. pflrtición de nuestro inteni:Jo los siguienlNi 
r¡ = zu-t- n6,. Co11stituiriamos Pl.S¡ una aproximación lin"".tJ formnda en base a Sf'gtncntos 
lineales delimitados por puntos contigu05 de la pnrticii'.in. 

LlrunemOH /f(r(j)) a nuestra e.prarimnción 

Ent.ontt$ /:(r{j)) = /1 (r(j)) en 1011 puntos de la pnrtición. 

t;~<rU)) =t.!• t,(rU)) 

y 

!J~!zU)) =t.~ /,(•Ull 
De a.qui tenemos qu"": 

ft'(I) = r;,,r• t;~!•U> + 11.i - E,,,... t;!!•ül - 1;,¡ = E,,,,. t.!' f;trU> + 1;.¡ -
LJ<P- t.~ /,(rUJ -11,) = t.!.-'J(I) 

La idea cscucirJ romo ya lo hemos mencionado es trabajar c.on aproximacionrs 
cada vez mú finu, que pueden reiJ.itft.Mll'!' considerando la siguiente norma \'8.riable de 
Ja partición: 1, =6o!P' con •=0,1,2, ...... . 

Tf:OllEMA 

Considérese la Forma hern.da del Algoritmo d"" Distribución óptima discreto. 
Utiliz.ando romo indicndor /.¡, , considere que se cumple la propiedad de Acotamiento 
tn.nto para el Problern11 Dift't'CDcial como para el Problema dr Distribución, considere 
tru11Lién que pMh ulgún entero rn > O los \'RlOrt$ eoü). r-(j), e-+ {j} para cada ru-ro difieren 
.álo r:n múltip1ci!i de flor'" (p entero arbitrario)1 y se genera.o sucesiones infinitas {:4J y 
1\'Jt/. de soluriont",s Óplima.11.. 



Entone.ea tendríamos que, hay una /J ~O tal que O :S: w(r1: 1 6,1;_ 1) :S: /J6o/P"-1 para 
toda i suficientemente grande. 

Este teorema tiene implicaciones importantes, nos garantiza que si i tiende a 
CX1, entonces u{r,1;,6,1;_¡) - O, de aquí es claro que {r¡) es una sucesión decreóente que 
convcrje a la solución óptima para el problema de Distribuóón y {u.1;) es una sue.esión 
creciente que converje a la solución óptima. del problema Diferencial. 

Demodniri6•: 

Consideremos los puntos de la partición z .1; = ro + n6.1;, es da.ro que para estos 
puntos tóf•.J = o'C•il 

la. primera parte de la prueba consiste en "·crifiea.r que mim>* - min,,. si 1: - CX1 

La definición de/} implica que !JC•U)) ~ 1,'"C•U)) ~ I,'"t<U)) ....•. ~/;(•U)) V<lJ) 

La igualdad se da. si nos referimos a un punto de la partición o también si 
•U)< e-u¡ o •U)> c•(j~ Verifiquemos ahora que l}C•U)) - /;(z(j)} si k - oo y si c"(j) < 
r(j) < c•LJ). Para \.'Zllores z 0 y z1 que satisfacen e-(j) < zo < z < z1 < e+ü), los \-al.ores 
/j+{zo) y Jj-(z1) son necesariamente firútos para 1- lo suficientemente grande. Par otra 
parte habrá un punto i de la partición para el cual se cumpla que: z0 < .i < z < i+6.1; :S: r 1 

Como i es un punto de la partición tenemos que /;(i) = /AiJ 

If<z>- J,<iJ = 1;1J;~r1> -.r;•<1JJdl 
:!O J;l/j"{z¡) -f;+(zo)]dJ :!O o[lj-{z¡) - I;'<zoll 
De aquí Be deri\."a que: 

IJ<zUlJ - /;(•UH si ! - oo y si ,-ui < z(j) < c•u¡ 
Falta probar que de aquí se desprende que: 

min?'" - min~ cuando ¡. tiende a oo 

Consideremos una p >O y alguna solución óptima i al Problema de Distribución 
óptima.. (Existe al menos una solución óptima debido a que el flujo cumple con Ia 
propiedad de a.coto.miento ). Sea la función /(t) = ?(i + t(zo - .i), es claro que 

/(t) ... /(O) cuando 1- o 

Existe un ,-aJ.or te (O, 1) tal que /(t) </(O)+ µ,esto significa que el flujo 

z• = i + t(zo- i) = (1- t)i + tzo 

cumple con que: 

ó{zº} = ó(i) + p =(minó]+ p 

y se tiene que para ca.da arco j 

o z•(j) = iü) = zo{j) o es un flujo que forma parte de la partición o es un flujo 

que no forma parte de la partición. 
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Para a.reos de Je. primera categoría uno tiene que z•LJ) es un punto de la partición 
de (e-ü).c+üJI por lo que /;(•"ü)J = 1;(r"ü)). Paz11 arcos de la segunda categoría uno 
tiene que Jltz•(j)) - /;(z·un cuando i tiende a O'-> • Por todo est.o es claro que 
6'•(z·)- t(z•J cuando i tiende a infinito. 

Se sigue de las aseveraciones anteriores que: min{'} +u 2 ~·(z•)? min;•? míni6 

Bien, ya hemos comprobado que rnini:i"" - minQ- cuando i tiende a infinito. 
Veamos ahora la parte final de la demostración. 

Consideremos valores finitos de flujo. E!I claro que existen ve.lores finitos de 
Bujo tales que ,-(j) S •oü) S •'ül S •1Ü) S e+U) Vk lo suficientemente grande. 

zo y z1 pueden ser escogidos como puntOB de la partición cuando i es lo &U· 

ficientemente grande. Se puede encontrar una pe.rtidón tal que para los arcos ; que 
cumplan con z0(j) >e-U) se tenga que: 

z¡.(j) - 6•-t 2. z0(j) Vi: suficientemente grande. 

mientras que para los a.reos que cumplan con 

z1(j) < é(j} se tiene que 

••U)+ 1,_, S •1(j) Vl suf. grande. 

En base a esta cl&ificación podemos inferir los cuatro casos siguientes: 

l.· ro(j) S ••(i)- 1,_, Y ,.(j) + ¡,_, S •11/) 

2.· ,-¡;¡ = •oU) = r'(i) y ••Ü) +!,_, s •1ü) 

3.- •o(i) S ••(i) -1,_, Y ,.(j) = <1Ul = e+(j) 

4.· C-(j) = ro(j) = •1(i) = r,(i) = e+(j) 

Considerando que.: 

como A~-· J,lzt(ill S r,-¡.,(j)) Y 

Jj+tzo(i)) S A~-• l;l••Ul) 
Tenemos los cuatro resultados siguientes: 

. {J!-C•1UJl-l;•«•Ul> 
w,(••(J),I,_,) S ;,_,mar ,/j(r,(j))- /j+(ro(i)) 

En el caso l) tenemos que: 



,.,( .. (.fl,l,_1) S 1¡,_,,...1J;-(•1ü))-/f(••Ü)),O) 

s ,,_, .... (Jj(•1üll-/fl••IJ1),0) 

s 1,_.u¡(s1üll- /f!soú1ll 

En el CU<> 3) 

Ene! cuo4) 

•¡(••ü),1,_,¡ = .... (0,0) =o 

s.. ligue que pan. Ao= ¡;¡.-u¡ i!••cm 1 P= I:; .... v;-<••ü»-/f<..Ulll 
..¡ • ., ,._,, s ,8Jo/,.._, 
Donde Jo/,.....=,.... o 

Con .. te roaulu.do damoo término a la parte eoencial de este trabe,jo. En las 
ooncluslOD<S del miamo podrá el leclor encontrar un aná!W. que pretende establecer 
laa rocines entre los diatinlos algoritmos, rus ""1laju y desv<:ntajas. 
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CAPITVU> CU.utl'O 

IV. Ilf?ERPllttACION ECONOMICA 

Ea .. ie capílulo menciooamnoe elgunu aplioadooeo prácticas en lu que oe 
puoden ulilitar loo modeloe del problrma Di!erencW 1 del problema de Dislribución, 
no entraremos en detalle, e61o los me:ndonanmos. 

Ejemplo l 

Un produclor d.,... mandar UD cargamenlo de naranju a lu dislinilu ciudl.d .. 
del pala de la! f'orma que oe mininüco ro coolo de lrampona<i6n e incluao que pueda 
oblener una ganancia el lranspD<tar dicha mercanda por Ju r..i.. de carret.eru debido 
el aumenlo dd precio dd kilo de naranjM de uoa dudl.d a otra. 

Comiden:mos el problema de DislribucióÓ que ra hemoe vislo 

Min ~·> = E/;l•Ull 
1.c . 

.V1ECU) 
4in=• 

En dicho problema interprelam<e cada uoo de loe el<menloe como sigue 

·•Ul represeala el Bujo mudado por el arco ; de cierto producto, en eale cuo 
vamoe a interprelarla como el número de ki1oo de naranja que circulan por la canelera· 
;. 

-Para cada arco , / 1(•1.J1l repmoenla el coolo de mandar <1.J1 kilos de naranjas 
por la carretera j . 

-~•) repr...nla el coelo lolel consid.rando lodoo loo arcos de la m!.(lodaa t.. 
carre\erM de la red) 

·CU) represcnln el conjunlo de valo"9 pennilidoo de Hujo.Eolo significa que en 
cada canelera deben estar circulando por lo menoo una canlidad detenninada de kiloo 
de naranja, 7 dicha canlidad no debe exceder larnpoeo de UD valor 7a prdijado en cada 
una de laa caneleras. 

"'"'• represeala la cantidad de produdo en cada UDO ele loe nodoe,..1o lignifica 
en nuestro ejemplo particular el número de naranju que oe lienen en cada dudad. 

-1 repreoenla la canlidad de produclo uquerida o disponible en cada uno de 
loo nodos.Eslo irigni6ca cuant.oe kilos de naranja requiere una detaminada dudad para 
salisfncer sus necesidades o de cuantos kilos de naranja dispone para miñac.:r t.. 
ne«sid...i.. de ol""' ciudades. 

Por olro lado se incorporan deo element.oe adicionales el problema que deber4n 
!tft~ .., C<llllider&ción 



a(•1 represe:nta el c:ast.o del kilo de naranjas en cada una de las ciudades. 
11U) representa el aumento del precio del kilo de narlUljM al ir de una ciudad a 

otra 

Eetoa dos elementos deberán ser t.omadO!I en cuenta para encontrar nuestro flujo 
óp\imo por lo que veremoo a continuación. 

Hemos visto ya que ai ee encuentra un flujo factible para el problerol. de 
Distribución y oe encuentra a través del Algoritmo Diferencial Fa<:tible un potencial • 
tal que t>{j) e (d;UJ.dtCiJI ontonces tanto • oomo a son soluciones óptimu,la primera 
para el problema de Distribuci6n y la segunda para el problema Difettncial. 

[d;U),diUll es un intervalo que depende como ya se vio en el capítulo an\crior 
de la derivada de la función de coeto /;(rU)) para cada arco j , de hecho "'""1ta que 
d;U) es la derivada por la izquierda de dicha función de costo y d!°Ul es la derivada por 
la derecha de dicha función de costo. 

En el caso de que la funci6n de co.to oea lineal su forma es la siguiente: 

:!:dUJ•Ul donde 

d(J1 repreocnta el costo de traiuportar un kilo de naranju a tra\-éa del arco ;. 

F.o claro que en el caso lineal el intervalo de factibilidad para la ten.áón fd;U1.díUil 
depende directamenle de d(J1 , esta dependencia también oe da en el caso de funciones 
localmente lineales, cuadráticaa o localmente euadnltieaa. 

Analicemos ahora el caso en que la !undón de costo es lineal: 

La relación entre t>{j) y d(J1 es clara y noo permite determinar loo iotervaloe de 
factibilidad para la tensión. 

{ 

(dLJ), oo) ai ,-u¡< •(i) =,+u¡ 

(d;UJ.diUll= i;;u;:~e1i :=m~ :m ~ ~:m 
(-00,00) ,-u¡= •(J) = c+ui 

Coloquémon08 del lado del productor para interpretar el sigruticado de este 
intervalo, 

En )a primera posiblidad tenemos que el productor está mandando la cantidad 
máa grande posible de flujo. En ese caso es lógico pensar que esto se debe a que es 
mayor el aumento del precio del kilo de na.canjes n1 ir de una ciud&d a otra que lo que 
cuesta transportar ese kilo de naranjas, por lo que el productor obtiene una ganancia 
al mandar cada kilo de no.ro.aj..,. 

En la segunda posiblidad tenemos que el productor está mandando la menor 
cantidad posible de flujo. En este caso es también lógico pensar que esto se debe a que 
el aumento del costo del kilo de naranjas al ir de una ciudad a otra es menor que lo 
que cuesta transportarlo, por lo que el productor tiene una pérdida evidente por cada 
kilo de narMjaa que manda. 
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En la tercera posibilidad la canlidad de flujo mandada es un valor intermedio 
entre laa cotaa in!erior y superior. Esto lignilic:A que el aumento del a>sto del kilo de 
naranjaa as igual a lo que cuesta tnmsportar dicho kilo por la cam.tera que une ambas 
ciudades. 

Ejemplo2 

Comideretno1 ahora el problema Diferencial colocándonos del lado del COllBUIIiÍ 
dar y comiderando como ...nable a v{J) (aumento del prttio del producto en cada 

areo) . 

Dicho problema oe enuncia como sigue 

Nin-0>\o) = I:6!•1•(1J + I:1;(v(J)) = ,..,;{•) = -I:6!1JM('1- I:1;MJ1l 
a.e. 

•Ú) E O(J) 

. Eo este problema t.enemoo el 1iguiente elemento nuevo: 

D(J): el COJ>junlo de valoru pcrmilidoa del aumento del precio del producto· en 
cada uno de loo nodo& • 

.. PIDUll = .r+u¡ 
in/!D(ill = <l""Ul 
Aquí lo que oe huaca ea minimizar -~(•J. maximizar ~•), 

lnterpretemoa a conlinuación la función objetivo que b=OB mencionado 

6(•)•(1) repreaenla el COiia total eomideraodo todas laa naranju que se eneuen· 
tnm en cada ciudad "i" .. 

1;(•U)) representa el Cóslo to!al por concepto del aumento del prttio del pro
ducto en el arco ;. 

En el ca.so en que la función de coelo sea lineal tiene la siguiente estructura: 
I:<VMJl 

Donde t.Vl es el numero de kiloa de naronja esperado por el consumidor en el 
uro;. 

En el """° de que la funci6n de costo no sea lineal de todas manera depende de 
este valor t.V). 

Hemos ";sto ya que si se encuentra un potencial factible para el problema 
Diferencial y Be encuentra a tuvés del algoritmo de Distribución Factible un flujo z' 
!al que 

zU) E [c;:U).c!ü)} ent.onC"es u es un di!ere:ncial óptimo. 

Est..e intcn-alo está directamente relacionado con la derh'ada por la izquierda. y 
\'86.la derecha de la función de costo 1;(v(j)) que a ou vez depende de c(j) 



La relación entre z(J1 y t{J1 sobre todo es muy dara en el caso en que la función 
de rostes es lineal 

{

(<{j),oo) a(J) «{;) = of+(J1 
1 -u¡ •uiJ - (-oo,c(J)) d-u¡ = .Ul < of+UJ 
'- ·'- - (-00,00) •ú1 = .¡¡¡ = of+U) 

(<(j),c(Jl) •UJ < o{J) < of+(j) 

Analicemos este intervalo¡ en el primer ca.so el productor manda por cada arco 
un flujo mayor del esperado por el consumidor, esto se debe a que el aumento del precio 
del kilo de naranjas al ir de una ciudad a otra es igual al máximo valor permitido, por 
lo que al productor le conviene mandar más naranjas que las que el consumidor espera.. 

En d segundo CABO d productor 1I1&1da por cada arco un flujo menor del espe-
1ado, esto se debe a que el consw:nidor le permite el menor aumento posible en el precio 
del kilo de naranj .. , lo que le resulta claramente d..!avorable. 

En d t480 de una función de costeo localmente lineal d intervalo de factibilidad 
es idéntico sólo que el ..-nlor de t{J1 no es fijo, ckpe:cde del valor de fiujo que consideremos. 

MI con este par de ejemplos sencillos bemoe·querido mostrar la aplie&ción de 
la ~a de loo problem.. de Distribución y Diferencial a problemas práctieoo. 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo se han a.bordado dos problemas básicos de la teoría de Redes que 
resultan de la incorporación do! olement.o llamado potencio!: o! problema Diferencio! y 
el prol..lema de Distribución. 

Pera ca.da uno de ellOB se han estudiei.do distintos casos considerando las ca.nc
terísticas de la función de costo: esta puede ser linenl, localmente lineal, cwi.dritica o 
loeolmente cuadrática. 

Se ha '\-isto a fondo cuales son las condiciones que neCesitan cumplir las funciones 
de c:oeto de ambos problemas para que podamos e.firmar que uno es el Dual del otro, 
hemos visto también que si tenemos estas condiciones y encontramos la solución óptima 
para uno de los problemas , entonces habremos encontrado la solución óptima. para el 
otro. 

También &e han estudiado varios algoritmos que resuelven estos problemas y 
hemos mencionado lM limitaciones que ofrece ada uno de ellos. 

Sin embargo quiaiéramoa recapitular haciendo aqui' un pequef'io estudio com
paralivo entre loe distintos algoritmos que se tienen. 

Debido a la estructura. que presentan los algoritmos podemos decir que estos se 
dividen en cuatro grupos. 

a)El algoritmo de Distribución Optima., junto con todas las derivaciones que 
del mismo se desprenden, que son el Algoritmo de Distribución Optima fortificado y el 
Algoritmo de Distribución Optima Dis=to. 

b )El iilgoritmo Diferencio! Optimo, junto eon t.odas las derivaciones que de él 
ae desprenden, que oon el Algoritmo Diferencio! Optimo Fortificado y el Algoritmo 
Diferencio! Optimo Dis=t.o. 

c)El .Jgoritmo Thrifty. 

d)El olgoritmo de las Desviaciones. 

Los doe primeros olgoritmos trabajan eon olguno de los problemas fijando el 
flujo o la tensión según el caso, los dos últimos trabajan con la tensión y el flujo al 
mismo tiempo, por esto los d05 primeros son Primal y Dunl respectivamente y los dos 
últimos son Primales-Duales. 

En ninguún caso podemos garantizar la terminación en un número finito de 
iteraciones sin condicioilCS hdicionalcs, que son las mismas parn a), b) y c). 

Debido a esto en el caso del Algoritmo de Distribución óptima y del Algoritmo 
Diferencial óptimo se hacen una serie de modificaciones que nos permiten garantizar que 
t.cnninamos el proceso en un número finito de iteraciones sin que se requiera ninguna 
c.ondición adicional, obteniendo según los cambios realiza.dos los algoritmos Fortificados 
o los algoritmos Discretos. 

Sin embargo tanto en el caso de los algoritmo Discretos como en el de los 
ffiw.ritmos Fortificados de ILlnbos problemas no llegamos a una solución óptima. sino a 



una solución que ae acerca a la soluóón óptima de tal modo que la diferencia entre lu 
doe no es mayor que una ca.ntidad <. 

Por otra parle el número de cálcula1 que ae tienen que hacer en los algorittnOJ 
Fbrlilicados es n:.ucho mayor que el de los algoritma1 Di.crelos debido a la estructura de 
loo int..-valoa de factibilidad que ae utilizan. Sin embargo, en el cuo de los ~lmoo 
Fbrtillcadoo ae fija de antemano el valor de la<, mientras que en el cuo de loo algorilmtlO 
DiJaetao no puedo determinar de antemano este valor. 

En el CaK> del algoritmo de las Desviaciones hemos visto también que no se 
puede a.segurar •u terminación en un número &nito de it.eradonca para el eaao general 
oin embargo es posible bajo algunas condiciones que ae mencionan en (IIl.4.4). 

Es da.ro por último que cada uno de los algoritmos reúne importantes ve:otaju 
'f desventajas, por lo cual depend.rá de Ju necesidades de aquel que loo aplique, la 
eleedón de a.J&uno dt' ellos¡ es obvio que si se tienen funciones de costo localmente 
lineales con un número finito de punlOI en loo que lu funciones no aon diferenciables 
"'9ullaria absurdo utilizar los algoritma1 Discttloe o los algoritmos Fbrtillcadoo. 

.. Finalmente, oe ha dejado el lema de Ju aplicaciones prácticu, abierto para 
una iovestig&cióu post.erior mencione.ndo 1uperfidelmente algunas de lu aplicui0De$ 
pródicaa que se d""Prenden de este desandlo teórico, esperamos que esta posiblidad 
sea explotada por futuros csturuos y que este trabajo pueda servir como IU!tent.o talriro 
de los mismos. 

.. 
109. 



APENDICE A 
l. Algoritmo de [1istribur.ión F><tible 
El algoritmo d• Oiatrihucito Factible busca reoolver el Problema de Distribución 

Factible que con1ilte en encontrar un Dujo " factible dados determinados interv.1'08 
de factibilidad y dadOf tamhi~ valorea de b(i) para cada nodo i 
A continuación preaentan101 loo pa801 de dicho algoritmo. 
{l)S. UU!Jle que/.( N) = O. S. da un Dujo que eta factible con respecto a las capad· 

dades de !DI arcoo. 
(2)S. definen lot 1igi1ientee coojunt°" de nodot 
N- = {1 i b(il > y(il) 

y 
N- = {i 1 b(i) < y(i)} 

Si N+ = conjunto vadu = N- entonces < es una solución al problema de Di1tribuci60 
Factibl-, y el algoritmo termina. 
(3) Conoidm.r el •igui<nle pint.do de la red 
verde 1i ,-¡i) < •lil < c+(j) 
blanco •i ,-¡¡¡ = Tfil < e+ (i) 
negru si ,-¡j¡ < z(J) = c+(j) 

rojo si ,-li) = <lil = e' (il 
{4)Aplicar d Algoritmo de la red piut.da (capf1ulo 2), el cual nos da "6lo do• posibli· 

dad ea 
(~.a) Si !< c.btien• "ºª c->r\adura Q solución al probl.ma de la Cortadura Piolada, 

•olooce1 bfS) "> e+¡q¡ y oe aigue que el problema de Distribucion Factible no liene 
soluci6n, ya que aquí .. tennina d algoritmo. 
(F.oto prueba la BUficiencia del Teorema de Di11ribuci6n Factible del rapftnlo .egnndo) 
(5.h) Si,. ol>lieo. un c:uuino P eoluci6o al problema del camino vintadv (ver capitulo 

2) entonces!• c.>ntidad 

J 
c'(il - <(j) 

a - mi" z(i) - ,-(J¡ - l bit) - p(i) 
y(i]-b(i] 

~ pu;iti\-a y finita. 

(6)F6rn1ese •I flujo •' = r + "'1• 
ir a 2) 

para 1 e p+ 
paraj € p-
parl el nudo inicial de P en N+ 
para el nodo lerminal de P en N-

El proceso t~nuina basta q11e N+ = N- = conjunto vacia. 
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JUSTIFICACION 

Si al •plk>r d algoritnK• dt la red piolada.., obtieDe una cortadura Q = jS, N/Sj que 
el oolución .J problem:> de 1'L mrbáun piolada, enloDtd 

,+¡q¡ = E;eq+ ~11- f.;eq- •!íl = f.;eq+ , .. ¡;¡- f.;eq- ,-¡;) 

•(1) = , .. ,il "ti;; q+ 

de aquí 

c+rq) = '[;¡eq+ •!i) - [.¡eQ- :(;) = ldinrgencia de x con ,,,.pecto• SI 

y(S) = b(S)- !NS) - y(S)! = 6(S) - lb(N+¡ - J{N+JI < b(S) 

p·,r.¡ue b!•I > y(il pa.n i e N+ 

Aqal ha sido u.ado •I b.--.ho de que b{i)-y(i) =o para i E S/N+ ~ 

b(il - y(1) >O para i E N+o Aqul .. detiene el aJc<>ritmo de Dittribuci6n 

f>.:libl>, por !~ t>.Ulo> no .. enC1H'nta una &0lnci6n a dicho probl•m._ 

Por olra parle, 1i .. <Dcuenlra un camino P: N+ - N- que rsuelva el problema del 
camino pintouio, 1e obtiene o que t!I positiva"! finib .. 

Ee claro qu• el ftujo :' = : + O<p lodn!a nlilface lao intervalot de capacidad. 

Al cambiar de dujo de : a :', .. hace mú ptqueiio el nlor b(i) - y(i) para el nodo 
inicial y el valor y(1) - b(1) para el nodo terminal b .. la que dkboa nodos pueden ser 
exir.údos de N+ y de .v-. De esta forma Uegamoo a que eventua!menl• N .. y N- 1ean 
igu~eé al coujunt~ va.e.fo. lo cual aserura que he:::os encontnsdo la ao
luci6n 6]1tima. 
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APENDICEB 
l.Algorilmo Dil•r•n<i>l Fac1ible. 
F.ole algorilmn busca resolver el problema Diferencial F:M:tible que coneisle en encon· 

.lur un vector potencial U lal que loo valoreo de le111i6n v(j) para ca<la arco j est.!n en 
un inlemlo de factihilidad D(il dado de antemano. 
A cnntinuaci6n prosenla.moo loe P""°' de dicho algoritmo. 

( 1).· Empnar con un potencial arbitrario U 
oea 
d¡f(i) = ~(j) - v(j) 

J,JU)-d-(1)- v(j) 

(2).· Checar oi ó(i) ~ O i E N donde 

·¡ ·¡ . { JtiJ para j E 11, N/t ¡+ 
ó 1 = m1n 

0
-dii(i) paraje 1, Nll -

e.o.e 

(3).·Si ea ... 11emiinamoo, u re1uelve el problema Diferencial f'aclible, de otro modo 
ltmeoe cn•lquier nodo i tal que ó{i} < O y apllqu,.. el algoritmo del camino mlnimo 
como sigue. 
(4).-Tómeoe u como el p<0lencial inicial vn 
(S).· Considérue N+ = (i) y N- = ¡;¡ , ealo 1ignlftca que¡ oeri uu elemento de S y 

de N 
(G).-Excepto en el'"'° de loa arco• que salen de; considére lodoo loo valores de d,t(i) 

y -ció (j) como si fueran cero. 

(7).·Si; eo alcant•do por el algoritmo con P <O terminar. El camino P: ¡-+¡es u_o 
circuito con <f+(P) <O y el problema Diferencial F'aclible no tiene Soluci6n, porque ó(i) 
continúa si•ndo n<galivn, {e•lo prueba la •uficiencia del algorihno Diferencial Factible). 

·De otra fonua 1 dt\eoer el algoritmo hn pronto como un valor f3 ~ O baya !lido 
alcansado, aunque ¡ u.; h•y> •ido alcauudo pvr el algorilmo. 

Sea w(iJ =O oi S.El potencial u'(i) = u[i) + w(iJ mejora el polencial que,. tiene 
parque los nuevos valores de b nu~nca son ruáa bajos que los que babia para u.1 empe1ar 
de nuevo con esla u'. Ademis 6(i) =O 

Volver o 1) 

JUSTlFICACION 

.0. 1~ d<finici6u úe 81\., cl>ro !!lle ~¡,"" igual a "•ro si y oólo •i u[j) S d+[jJ Vj E 
{i, N/¡¡+ y u(¡i ¿_ d-(¡) 1j E !i,N/ít.Eoto oucede si y sólo si d-(j¡ S v(j) S d+[.1) 
Vj E A 
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Supongamoa >hora que¡ .. un uúdo cop 6(i)_< O, c:uuaiderar la red auxiliar G• . Esta 
~ conl'lruye :igrega.udo a G uua copia t• de i, aaf collY-' un~ c~r>ia ri~ tod.O! _109 a.reos 
inddente1 :¡'que llanw-emos ;• 1 ~e como tamb~ un arco especbl J ;: (i', i} con un 
inlervalo de <>p>tid>d p>u la \ensi6n de la fornia (-oo,Oj. 

- - - - -
A cada a.reo de G 1t le a.igiu el siguiente interv;i.Jo modificado: ¡J·u¡.J•(jJ] 

.,,,. - - ~ --- -- -
,, 
' ' 

,j• (j) = mc:{d+ (j}, •(i)) 

hil = min(r(i), •ú)J 

---- .,, / 
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u'(i) = f a(l) - para i = l• 
· \ 1'(1) + 6(i) pan cualquier oha i 

Coosideta11do la red aumenlada G', el diferencial u' coincide con v en lot arca1 de 
G, y .. factible con respeclo a leo intel'\':\IQI modifttadoo en dichoa arcos. T.ambWu eo 
fac:tible con mpecln a l.,. inle,..,,.la1 modifiC3doe ¡>31"3 loo nu~ arcoo de Gº debido a 
la dtfiuidóu de rrl> 
El procedimiento general en el algoritmo Diferencial F¡¡c:lible eqoivaje a ruolver el 

problema de i> difuoióu 1ná.xima de U en e: para N+ = { i'} y N- = {i}, coa uo c:omo 
el potencia.! inicial. 
Debido al arco J y a su intuvalo de factibilidad para la lenlión uno tiene que la 

[difu;i6u máxima :ó. o¡ •• <'11• problema. 
Si [di!UJióu muim• de llj < O, el algorilmo del caruino miuimo ha euconlrado un 

camino c:on un valor de difutión nogalin lo cual puede lnlerprelane en G como un 
circuito P tal que d+(P) <O. 
Si [la difu1i60 m:lxima de Uj eo igual a cero eulouceo la "'!ludóa gue •obtenida pan 

el probleni> de la máxima teoai6n en G Htiaface que u'(1) - u'(i') = O y de _aqul 11 
dt1preude que v'(il = v'(j') = O pa.ra cada uno de los arcos ; iuddenlea > i en G. 
Otbido a que v'(i') et fa.:tible tOll re1pecto a loe ln\emloe modi~ooen G'," ligue 
que v'liJ (donde j t1 un a.reo incidente d~ t) ,. factible con respecto a los inlemloo 
lll<>'lificadoe y para IOd mo1 que talen de i l!nemoo que v'(j) ~ d+(j) y_ por aira parle 
v'(;) 2: d" (i) para los a.rcoo que llegan a i. De aqul ea claro que 6(1) = O que era 
preci83.menle lo que ae querf• demostrar. 
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