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PROLOGO

El objetivo de la presente tesis es el desarrollar un sistema
interactivo para el problema de programacién entera puro utilizando
la enumeracion implicita, es decir, que trataremos con el Problema
de Programacién Entera Lineal (P.P.L.E.) con Variables 0-1.

El trabajo escrito consta de tres capitulos. El primero de
ellos tiene 1la finalidad de nostrar 1la importancia de 1la
programacién lineal entera. En el segundo capitulo se desarrollan
el concepto de enumeracién implicita, el esquema de enumeracion y
once pruebas sondeadoras. El tercer capitulo da una descripcion del
programna.

El sistema provee al usuario de un esquema de enumeracidn el
cual asegura que todas las corbinaciones binarias al P.P.L.E. sean
enumeradas (explicita o implicitamente) asi como de once pruebas
sondeadoras disefadas para hacer que la enumeracién sea
razonablemente implicita.

Se ha disenado el sistera de manera gue éste sea amigable al
usuario, de tal forma que la introduccion del problema asi como la
edicidén de eéste se efectie de manera sencilla. El sistema valida
cada dato y en caso de que el usuario introduzca datos
incompatibles, mnuestra la(s) posible(s) causa(s) del error y
permite volver a introducir el dato requerido.

El sistema brinda la opcion de resolver el P.P.L.E. de manera
automdtica, ie, sin necesidad de que el usuario intervenga en la
busqueda de la(s) solucidn(es) déptima(s) al P.P.L.E., asi como dos
opciones de ayuda en las cuales el usuario podra consultar
informacion acerca de coéme se realiza cada prueba y consultar
sugerencias y estrategias para la resolucién del P.P.L.E.

Ademas, al efectuar cada prueba sondeadora el sistema
proporcionara informacion con la cual el usuario podra hacer una
mejor seleccion de la siquiente prueba a aplicar e informacidn con
la cual se podrd construir facilmente el arbol que describe el
esquema de enumeracidn.

Es de esperar que esta tesis sea un buen apoyo didactico para
el alumno que estudie la programacion lineal entera con un enfoque
de enumeracién implicita. Para las personas que conocen el tema, el
sistema podria brindar un apoyo en el desarrollo de estrategias en
la resolucién del P.P.L.E. dado que brinda gran flexibilidad en la
secuencia de aplicacion de las pruebas sondeadoras.



1 OPTINIZACION
ENTERA

1.1 INTRODUCCIONM

Cualquier problema de toma de decisiones, con un objetivo que
deba ser maximizado ¢ minimizado, en el cual las variables de
decisioén (las cuales deben ser cuantificables) deban tomar valores
discretos (no fraccionales) puede ser clasificado como un problema
de optimizacién entera.

Un problema de optimizacidn entera es clasificado como lineal
si, al relajar las condiciones de integridad de las variables, el
problema resultante es estrictamente lineal.

La importancia de la optimizacidén entera en cuanto a la
resolucién de problemas prdcticos surge como consecuencia de los
grandes avances en el campo de la investigacién de operaciocnes, en
particular de la programacion lineal. Fue entonces cuando se
reconoci¢ la necesidad de resolver problemas de programacién en los
cuales algunas o todas la variables de decisién debieran tomar
valores enteros. En la prdctica se dan problemas en los cuales
tanto las actividades como los recursos son indivisibles, este es
el caso de méquinas, barcos, caniones, etc. Ademds, muchos
problemas requieren la determinacién de decisiones de "si o ne",
las cuales pueden ser consideradas como los valores 0-~1 de una
variable entera.

Fue en 1958 que Gomory desarrollé la primera técnica de
programacién entera finita para resolver problemas enteros lineales
y desde entonces se han desarrollado una gran cantidad de
algoritmos para la programacién entera.



1.2 DEFPINICION MATEMATICA
DEL PROBLEMA DE
PROGRAMACION ENTERA.

El problema general de programacion entera puede se definido
como?

Maximizar {6 Minimizar)

Z = GolXye e ivaXp)
s.c

gilxy,eee,x) sby, i€M=-{1,2,...,m
x;20, jeN-({1,2,...,n)
xy entera , JE€IcN
Si I = N, es decir, todas las variables X; deben tomar valores
enteros, el problema es llamado problema de proqrumacion entera
puro. De otra forma, es decir, si I es subconjunto propio de N,
entonces se estd tratando con un problema de programacidn entera
mixto.
Los desarrolios mds importantes en el campo de la programaciocn
entera se han realizado en los casos en donde las funciocnes g;, con

i en (0) UM, son lineales. Podemos escribir el problema general de
programacién lineal entera de la siguiente forma:

Maximizar (6 Minimizar)
z-3 cyx
JeN
s.c

Y ayx;sb, ieM
JEN

X320, JEN
Xy entera , JEIcN
Tanto la clase de problemas puros como la clase de problemas
mixtos se dividen a su vez en dos subclases:
a) Los P.P.E. en los cuales todas las variables enteras de

decisién estdn restringidas a tomar valores 0 6 1 (estos problemas
se conocen como problemas 0-1}.



b) ﬁos P.P.E. en los cuales las variables enteras de decisién
estan restringidas a tomar valores noc-negativos.

En la presente tesis trabajaremos con el Problema de
Programacién Entera Lineal Puro con Variables 0-1.

Para ilustrar la versatilidad de los problemas de
programacién entera se presentan a continuacién algunos ejemplos:

1.3 EJENPLOB
1) Variables con Valores Discretos.

consideremos un modelo de programacién 1lineal con el
requerimiento adicional de que algunas de las variables puedan
tomar s6lo ciertos valores discretos.

En general, si x; es una variable de decisién del modelo que
esta restrlnglda a tonar valores en el conjunto (ay,.-.,3,) la
restriccion de gque x; pertenezca al conjunto {as,e..,a,) es
equivalente a:

Xg=(ay,+...+ay,) -0
Vit vy, =1

yy=0 6 1 para cada j

Se pueden aumentar tales restricciones a las ya existentes
para cada variable restringida a tomar valores discretos. Esto
transforma el problema en un problema entero.

2) Problemas de Surtido Minimo.

En adicién a las restricclones usuales en un modelo de
programacién lineal, supongamos que existen restricciones de 1la
forma: la variable X; debe tomar valores 0 6 si toma un valor
positivo éste debe ser mayor o igual gue alguna cota especifica 1..
Restricciones de este tipo surgen cuando el modelo incluye
variables que representan los montos de algunas materias primas
utilizadas, y los distribuidores de estas materias primas proveeran
unicamente cantidades mayores o igquales a esas cotas minimas
especificadas.

Sea M; un numero positivo muy grande o alguna cota superior
para el valor de X; en la solucidn optima del problema. La
restriccién de que X; es 0 6 mayor o igqual a 11 es equivalente a:



xy=l;y 20
-Miy; 50
yy=061

Restricciones como ésta pueden ser introducidas en el modelo
para cada variable con estas caracteristicas. Esto transforma el
modelo en un modelo de programacién entera.

3) Problemas de Carge Fijo.

En los modelos de programacién lineal 1las variables de
decision normalmente representan los niveles a los cuales varias
actividades son llevadas a cabo. Se supone que la funcién objetivo
a ser minimizada (6 maximizada) es una funcidén lineal de las
variables.

En muchos problemas practicos, el costo de ejecutar una
actividad como una funcién del nivel a la cual ésta es ejecutada
puede tener la forma: el costo de ejectutar la actividad, al nivel
% es 0 six; =0y £ +cx si %; > 0. f; es un cargo fijo en el
cual se incurre sdélo cuando la j-ésima actividad es ejecutada a un
nivel positivo. Suponemos que f£; es no-negativa para toda j. Sean
las restricciones de las varlabies de decisién

Ax = b

xz2z0

El problema de encontrar una solucion que minimice el costo
total (el costo variable mds los cargos fijos de las variables con
valor positxvo en la solucién) es conocido como el problema de
programacién lineal de cargo fije. Las f son conocidas como cargos
fijos. Las ¢, son los coeficientes de costo de las variables. La
funcion objetivo es:

k]
Z(x) = Y cuxye Y, 4
Fex

Jestx}

en donde para la solucién entera x, J (x) = {j : x, > 0}.
Claramente 2z (x) no es continua en el origen. Debido a 1la
complejidad (no linealidad) de la funcién objetivo, estos problemas
no pueden ser resueltos por el método simplex.

Los problemas de cargo fijo pueden ser formulados como
problemas enteros. Sea M un numero positivo muy grande o una cota
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superior para los valores de las variables en la solucién éptima
del problema. Consideremos el sistema de restricciones:

My, s D

Xy20,y;,-061

Claramente, cuando y; es igual a 0, x; debe ser igual a 0 bajo
estas restricciones. Alternativamente y. es forzada a tomar valor
1 cuando x; > 0. Esta observacion y el hecho de que los f son todos
no-negativos implica gque el problema de cargo fijo es equlvalente
al siguiente problema de programacion lineal entera mixto:

Minimizar ¥ e;x;+ Y £,y
s.c
Ax - b
~My, <0 para toda j
Xy 20 para toda j

¥y =061 para toda j

4) Problemas de Localizacidn de Plantas.

Los problemas de localizacién de plantas forman una clase
importante de problemas prdcticos que pueden ser formulados como
problemas enteros. El problema mas simple de esta clase tiene la
siguiente estructura: existen n sitios en una region que requieren
un producto. La demanda para el producto en el sitio i es d;
unidades, i = 1,...,n. La demanda tiene gque ser satxsfecha
manufacturando el producto dentro de la regién. Para satisfacer la
demanda se necesita establecer m 6 menos plantas para manufacturar
el producto, donde m estd especificado. El costo por construir una
planta manufacturera en el sitio i es f; pesos. Si una planta es
construida en el sitio i, k; unidades es su capacidad de
produccion. El cargo fijo por establecer una ruta para transportar
el producto del sitio 1 al sitio j es f,; pesos. Si una ruta es
establecida para transportar el producto del sitio i al j, Ky;
unidades es la capacidad de la ruta, Y C;; pesos es el costo por
transportar una unidad del producto de i hacia j. En la practica m
serd mucho menor que n, y el producto sera mandado de los sitios
donde éste es manufacturado hacia todos los otros sitios en 1la
regioén, El problema es determinar un subconjunto optimoc de sitios
para localizar las plantas y el plan de transporte de manera que se
minimice el costo total de construir las plantas, establecer las
rutas y transportar el producto.



El problema puede ser formulado como un problema entero
utilizando variables de decisioén con las siguientes
interpretaciones:

¥; =1 si una planta es localizada en e] sitio i
- 0 en otro caso
¥i3 =1 sise establece una ruta de transporte.’
del sitio I al sitio j

=-.0° en otro caso

X3y = cantidad de producto transportado

del sitio i al sitio j
Entonces, la formulacion del problema es:

Minimizar ¥ 3 cyxu+ Y £ivi+ Y Y £y
Fl] ] R
s.c
E x;3-kyy; s 0 para toda i
K]

X4y~ Kky3yiy s 0 para toda i, j

3 x, 2 d; para toda j
Fi

Yy sm
1

X;y 2 0 'para toda 1, j; y; ¥y =061
5) Problemas de Adquisicién.
Esta clase de problemas tiene la siguiente estructura: existen
m tipos de equipos disponibles. Hay almacenados a; unidades gel
tipo i, i = 1,2,...,m. Un presupuesto de R pesos estd disponible

para comprar cantidades de equipo extra. Una unidad del tipo i

6



cuesta p, pesos. El equipo puede ser comprado y distribuido en
cantidades enteras. Existen n estaciones que utilizan estos
eguipos. Lla j-ésima estacién puede usar un miaximo de b; unidades
de todos los tipos de equipos (considerados conjuntamente). La
ganancia resultante de asignar una unidad de tipe i a 1a j~ésima
estacién es c,; pesos. El problema es determinar cudntas unidades
de cada tipo de equipo deben ser compradas y cémo distribuir estos
equipos entre las estaciones.

Definamos las variables de la siguiente forma:

y; - niimero de unidades de eguipo tipo i

a ser compradas

X,y = nimero de unidades de equipo tipo i

distribuidas en la estacién j
Entonces del problema es:

Maximizar Y ¥ e x
T

s.c
Y xy-yisan i-l,.0m
Ej
Y xy; b J-1,.00n
1
Y oy sR
1

x3320, y;20; todas las variables enteras

6) Restricciones de "Una o la otrav,

En el ejemplo 2), se vidé una restrxccion en la cual una de las
condiciones: x;, = 0 & X; >= tenia que cumplirse. Tales
condiciones son conocidas como resériccxones de una o la otra.

Una generalizacién de estas restricciones requiere que k
restricciones dentro de un conjunto dado de r restricciones tengan
que cumpl:.rse, donde X es un numero conocido. Supongamos gque las
restricciones son g, (x) >= 0,...,9, (x) »= 0, donde gy,...,g_ son
funciones dadas de 1as variables de decisioén x. Sea L; un numero

7



positivo muy grande tal que -L; es una cota inferior para g; (x)
sobre el conjunto de soluciches factibles. El reguerimiento de que
k de estas restricciones tengan gue ser satisfechas es eguivalente
a:

gy ({x)+L;y, 20
G ix) +L; ¥, 20
Y+ Yy mr-k
¥y =061 para cada j

Asi, las restricciones de este tipo pueden ser formuladas
utilizando variables 0-1.

7) Problemas de Seleccidén de Proyectos.

Este modelo trata con situaciones en las cuales hay varios
proyectos esperando aprobacién y el problema es determinar de ellos
un subconjunto éptimo para ser realmente aprobado. El horizonte de
planeacién es n periodos. Si el i-ésimo proyecto es aprobado éste
requiere un presupuesto de c; pesos en el t-ésino periodo, t =
1,...,n. El total de fondos disponible en el t-ésimo periodo son c,
pesos. La ganancia total en el caso de que el i-ésimo proyecto sea
aprobado es p; pesos.

Definamos las variables enteras con las siguientes
interpretaciones:

Xx; =1 siel proyecto I es aprobado

= 0 en otro caso

Entonces el problema es:



Maximizar. ¥ p;x;
s.¢
;c“x,sc,; t=1,...,n

x, =061 para toda I

Restricciones adicionales sobre el uso de otros recursos
durante cada periodo pueden ser anadidas al modelo.

8) Problemas de Eleccidén Multiple.

Consideremos el modelo usual de programacién lineal en el cual
hay varias actividades posibles. Sea x; el nivel al cual la j~-
ésima actividad es realizada., Las vanabies X; tienen que ser no-
negativas y satisfacer algunas restncciones lineales. Ademas
supongamos que las actividades estan agrupadas y que exactamente
una actividad de cada grupo debe realizarse.

Sea M un numero positivo muy grande o una cota superior

para el nivel de cada actividad. Supongamos que J = (1,...,k}) forma
un conjunto de actividades. Definamos:

¥y =1 sila j-ésima actividad

e3 realizada
= 0 cn otro caso

Entonces, la restriccién de que exactamente una actividad del
grupo J deba ser ejecutada es equivalente a:

Xy-My, s 0 para toda jend
pIEZRE!
JET
X;20, y;~061; paratoda jeng
Restricciones similares se deben incluir para cada grupo de

actividades de los cuales sélo una actividad tenga que ejecutarse.
El modelo final es un problema de programacién entera mixta.



9) Problemas de Becuenciaciodn.

Estos problemas surgen al querer determinar una secuencia
6ptima para trabajos procesados en una maquina. Existen n trabajos.
Sea p, el tiempo de proceso requerido por el i-ésimo trabajo en la
maquina. Supongamos que la mdquina puede procesar sélo un trabajo
a la vez. Ademds cuando un -trabajo es iniciado en la maquina su
proceso debe ser terminado antes de que la maquina pueda iniciar
otro trabajo. Sea t; la hora en la cual el i-ésimo trabajo es
iniciado en la maquina, i = 1,...,n. El problema es determinar las
restricciones sobre las variables de tiempo t,'s de tal manera que
representen una secuencia implementable sobre la maquina.

81 el trabajo i es iniciado en la mdquima antes que el
trabajo j, debemos tener t, >= t, + p;. Por otra parte, si el
trabajo j es iniciado en la m&gquina antes que el trabajo i, debemos
tener t, >= t, + Py, Entonces, para cada uno de los n(n-1)/2 pares
posibles i,j, i1 <> j, exactamente una desigualdad del par de
restricciones

Eg2t5+py

6 ty;2L;+p,
debe cumplirse. Sea M un numero positivo muy grande. Definamos:

Y33 = 1 s8i el trabajo i es iniciado en la

mdquina antes que el trabajo j
= 0 enotro caso
Consideremos el sistema de restricciones:

My +t;-t; 2 py
M(1-yy) + -ty 2 Dy
¥4y = 06 1 para toda 1, J
8i (t,y) es factible para este sistema, el vector tiempo puede
ser implementadoc en la mdquina, inversamente, para cada vector t de

tiempo factible, existe una y tal gque el (t,y) es factible para
el anterior sistema.
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10) Problema de la Mochila.

Este modelo se refiere a la siguiente clase de problemas:
articulos de n diferentes tipos estan disponibles. Cada articulo de
tipo i tiene un peso de w; kd. Y un valor de v; pesos. Una nochila
que puede soportar a 1lo mas un peso de W kg. C1ene que ser cargada
con estos articulos de manera gue se maximice el valor total de los
articulos incluidos, sujeto a la capacidad de peso de la mochila.
Los articulos no pueden ser divididos; unicamente un numero entero
no-negativo de articulos de cada tipo puede ser cargado.

Sea X, el niumerc de articulos de tipo j incluidos en la
mochila. él problema es:

1

Maximizar Y vyxg
i-1
s.c
n
Wi X; S W

x4.2 0 y entera para toda j

Los problemas de la mochila son problemas enteros puros de una
sola restriccioén.

1.4 EQUIVALENCIA DEL PROBLEMA ENTERO
CON EL PROBLEMA 0-1,

Los ejemplos mostrados anteriormente muestran la gran variedad
de problemas gque pueden ser formulados como problemas de
programacién entera, mostraremos ahora que todo problema puro de
programacién entera puede ser formulado como un problema 0-1 puro.

Podemos suponer que la variable x, posee una cota superior u,,
ya que en la realidad no es posible gue una variable tome un valor
por arriba de toda cota debido a que la disponibilidad de los

recursos es finita lo cual trae consigo gue los niveles de las
actividades lo sean también. Entonces

x
v = Y 2PY V=06 1.
p-0

donde X es tal que 2%! >= u, + 1. Al sustituir x, en términos de Yip

11



tenemos el resultado deseado.

La desventaja obvia de la anterior tranformacion es que el
nimero de variables binarias puede resultar demasiado grande para
permitir la resolucidén del problema en una cantidad de tiempo
aceptable.

12



2 ENUMERACION
IMPLICITA.

2.1 COMCEPTO DE ENUNERACION
IMPLICITA.

En general, se puede suponer gue el espacio de soluciones de
un P.P.L.E. posee un numero finito de puntos factibles. Un método
directo para resolver problemas enteros es enumerar exhaustivamente
(o explicitamente) todos los puntos del espacio de soluciones. En
este caso, la solucién optima estd determinada por el (los)
punto({s) que produce(n) el mejor (maximo & minimo) valor de 1la
funcién objetivo.

La desventaja obvia de la técnica anterior es que el mimero de
puntos solucion puede ser demasiado grande para fines practicos,
con el resultado de que la solucion no puede ser determinada en una
cantidad razonable de tiempo. La idea de la enumeracidn implicita
{o parcial) es la de considerar solamente una porcién {posiblemente
pegquefia) de todos los posibles puntos solucién y descartar los
restantes como no-prometedores. Para ilustrar este punto,
consideremos el problema de determinar todas las soluciones
factibles para la siquiente desigualdad:

3% -8x,+5% s -6, xy;-(0,1), j~-1,2,3

Por simple inspeccion vemos que para cualquier solucién
factible x, debe ser fijada a nivel 1. Esto significa que cualquier
combinacién binaria (x,,%,,%;) teniendo x, = 0 no puede producir una
solucioén factible. Por lo tanto las cuatro combinaciones (0,0,0),
(1,0,0}, (0,0,1}) ¥ (1,0,1) son descartadas automdticamente como no-
prometedoras y se dice que estan implicitamente enumeradas.

Dado que X, = 1 es un requerimiento necesario para tener
factibilidad, la holgura de la desigualdad estd dada por -6-(-8) =
2 unidades. Por lo tanto, X%, o %, (6 ambas) pueden tomar valor 1
s6lo si sus contribuciones al lago izquierdo de la desigualdad no
excede 2. Ya que el coeficiente de x, es igual a 3, x, debe ser
fijada a nivel 0, lo cual significa que (1,1,0) y {1,1,1) son
implicitamente enumeradas como no-prometedoras. Bhora, dado que %y
=0 ¥y %, = 1, la combinacidn (0,1,1) es descartada ya gue el
coeficiente de X; es igual a 5. La combinacidn restante (0,1,0) es
la unica solucién factible a la desigualdad.

13



Para apreciar el impacto de utilizar la enumeracidn implicita,
la figura 2.1 da una representacién grifica de las ideas utilizadas
en el ejemplo anterior. La primera conclusién es que %, debe ser
fijada a nivel 1. Entonces todas las ramas gue surgen de la rama %,
= 0 (mostradas con linea punteada) son descartadas. En este caso,
se dice que x, = 0 estd sondeado. Para %, = 1, la desigualdad
muestra que X, = 1 no puede producir una solucién factible y por lo
tanto (%, = 1,%, = 1) estd sondeado., Ahora, dado X, =1 ¥y X, =0,
la rama x; = 1 conduce a una solucién infactible, pero la rama X,
= 0 conduce a una solucisén factible. Ya que todas las combinaciones
(2%) han sido consideradas, el proceso termina.

x § =OI’I’

’
¢

~
X3=£?’ \%;—l

£ig. 2.1

De la discusién anterior podemos obtener dos puntos
importantes para la exitosa implementacién de la enumeracién
implicita:

(1) Existe la necesidad de un esquema de enumeracidén gque
asegure que todos los puntos solucidén son enumerados
{implicita o explicitamente) de una forma no~
redundante.

(2) Un numerc de pruebas "sondeadoras" deben ser
disefiadas para excluir  tantas soluciones no~
prometedoras como sea posible.

En el ejemplo anterior es fdcil no perder de vista las
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soluciones enumeradas porgue hay tan sélo ocho de ellas. En el caso
general, un método de enumeracién eficiente y flexible es reguerido
para no perder de vista todas las soluciones que han sido
consideradas (ya sea implicita o explicitamente) y para generar las
restantes de una forma no-redundante. En donde se entiende por
eficiente que el método de enumeracion no sobrecargue la memoria de
computadora y por flexible gue guarde la informacién y que tenga
acceso a ella facilmente.

Las pruebas sondeadoras provistas para el ejemplo anterior
estdn especialmente disefiadas para tomar ventaja de su estructura,
Para el caso general, estas pruebas deben ser disehadas para cubrir
una clase mas amplia de problemas. Debe observarse que las pruebas
sondeadoras pueden conducir a un algoritmo potente o débil
dependiendo principalmente de cuan inteligentemente estas pruebas
sean disefadas para detectar las soluciones no-prometedoras.

En el presente trabajo se proveeran once de estas pruebas las
cuales se podrdn utilizar en el orden que se deseé, lo cual permite
el estudio de diferentes secuencias en el orden de aplicacién
pudiéndose con ello desarrollar algoritmos y estudiar la eficiencia
de éstos.
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2.2 EBQUEMA DE ENUMERACION.

La enumeracién implicita no considera combinaciones binarias
“completas™. En cambio, ésta empieza con una (o mas) variables
fijadas a un valor bipario (combinacion binaria parcial) y
entonces, gradualmente se construye la "solucion' al aumentar (a la
combinacion binaria parcial} variables a un valor fijo. Como
ilustracidn, el ejemplo de enumeracion de la seccidén 2.1 empieza
por fijar ®, a nivel uno, entonces x, es aunentada (a la combinacion
binaria parcial) a nivel cero, y asi sucesivamente. En el curso de
cada una de estas argumentaciones es evidente gque puntos solucidn
(asignaciones conpletas) pueden ser descartados sin ser
considerados explicitamente. Esta idea es la base para el esquena
de enumeracidn que utilizaremos, el cual fue disefiade por Glover.

Se dan las siguientes definiciones para facilitar la
presentacidn del esqguema. Por conveniencia, la notacién +j (-j) se
usa para indicar que x; = 1 (%, = 0). Por ejemplo, la informacion
Xg = 0, X, = 1y ¥ =1 puede ser resumida como {-5, +2, +3}.

(i) Bolucidén Parcial (G) Es un conjuntoc ordenade, el
cual asigna especificaciones binarias a un
subconjunto G de N. En el ejemplo de 1la seccidn
3.1,el conjunto G = (+2,-1) es una solucion parcial
en la cual %, = 1 y % = 0.

(ii) variables Libres (F = N - G) Una variable gue no
estd asignada a un valor binario por 1la solucidn
parcial G es libre de tomar valor cero o uno.

(iii) variables con Valor 0 (X) Son las variables a las
cuales se les ha asignado ( de manera temporal [
definitiva} el valor cero.

(iv) vVariables con Valor 1 (L =N = (F + X)) Son las
variables a las cuales se les ha asignade (de manera
temporal o definitiva) el valor uno.

(v) Completacidén de G Se asigna un valor binario a todas
las variables en N, estos valores estan determinados
por la asignacidén en G junto con una especificacidn
binaria para cada variable 1libre. En el ejemplo
anterior, G = {+2,-1) tiene dos completaciones:
(+2,-1,-3} y {+2,-1,+3}.
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(vi) variable Cancelada Es una variable a la cual se le

ha asignado un valor binario (cero o uno) definitiva-
mente en la solucién parcial y se  conmemorard
mostrando en letras negritas subrayadas el elemento
correspondiente en la asignacidén parcial.
Por ejemplo, en la asignacién parcial (+2,=1} 1la
variable x, ha tomado definitivamente el valor cero,
es decir que no le asignaremos el valor unc (esto es
practico para indicar que todas las completaciones
de 1la asignacidén parcial {+2,+1) ya han sido
sondeadas de manera gue no se volverian a generar
estas completaciones).

(iv) Bolucidén parcial sondeada Se dice que una solucidén
parcial G estd sondeada si todas sus completaciones
pueden ser descartadas como no-prometedoras. En el
ejemplo de la seccion 3.1, G = (-2) y G = (+2,+1)
son soluciones parciales sondeadas. (Ver fig. 2.1).

El diagrama de flujo para el esquema de enumeracidén de Glover
se muestra en la figura 2.2. La mecdnica del esguema se muestra
primero utilizando el ejemplo dade en la seccién 2.1. La figura 2.3
ilustra los pasos graficamente de manera que se puede apreciar el
efecto del esquema comparado con el d&rbol gque muestra la
enumeracién completa en la figura 2.2. Para propdsito del ejemplo,
una solucién parcial se dice sondeada sélo si no tiene
completaciones factibles.
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Sotucién parcial
infcisl 6

myimiento hacla adelante.

Forma un nuevo G aumentando
(por la derecha) al G actual
una varfable Libre fijada &
1 |atgon nivel teero o unoy.

B TRV =ty

v

=
Reerplaza el etmento que es- Ho. (Esté comenorado el elemento | 1
té mis & al derecha de G por mis & la derechs de G? :mvhnlemo hacia strés

SU_COMP|ementa conmemorado.

Reemplaza el elemento no con-
memorado més 8 la derecha por
su complemento conmemorado ¥
elimina todos los elementos |
a su derecha. ]

| SR guympsynpapEa P ————— ———n e o

|
|
]
¢Estén todos los elementos ]
de G _cormemorados?

Figura 2.2 Diagrama de flujo del Esquema de Enumeracidn de Glover

fig. 2.3

Supongamos que la solucién parcial inicial es vacia, ésto es,
= {}. Entonces, las variables x;, %, ¥ ¥X; son libres. Ya que x,
=1 es un paso prometedor para alcanzar factibilidad, el movimiento
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hacia adelante (ver el diagrama de flujo) es ejecutado para
producir G, = (+2}. Sin embargo, ya que el coeficiente de es
menor gque el lado derecho por s6lo 8 ~ 6 = 2, la factibilidad puede
ser alcanzada al fijar los valores de las dos variables x, Yy X, a
nivel cero. Por lo tanto el movimiento hacia adelante produce C =
{+2,-1, -3) y G, es etiquetado como una solucién factible. Ya que G,
es una aslgnacxon binaria completa, ésta es obviamente sondeada. De
acuerdo con la figura 3.2, el movimiento hacia atrds produce Gy =
{+2,-1,+3). El nimero en negritas subrayado conmemora que G, (en el

cual x; = 0) ha sido sondeado. G; (el cual es infactible) es una
as1gnacion completa y por lo tanto estd sondeada. Entonces, el
movimiento hacia atras produce G, = (+2,#1}. Ya que el coeficiente

de la variable x, es positivo, G, no tiene una completacién factible
Yy por lo tanto esta sondeado. Esto produce Gy = (= 2) el cual esta
sondeado ya que X, = 1 es una condicion necesaria para tener
factibilidad. c0mo todos los elementos de G, (el cual ya estd
sondeado) estan conmemorados, la enumeracion estad completa.

S5i supiésemos desde el principio gue x, debe ser igual a uno
en cualquier solucién factible de la desigualdad, la secuencia de
soluciones factibles seria la siguiente:

Como G, estd sondeado, Y Ya que todos sus elementos estan
conmemorados, la enumeracion esta completa Y el proceso termina. La

idea es que el conmemorado en G, {+2)} es equivalente a decir que
la solucidn parcial (-2} ha sxdo sondeada, es decir, que las
completaciones en las cuales ¥, = 0 no pueden conducir a una

solucién factible.

El esguema de enumeracidén de Glover explora las soluciones
parciales en base a la regla LIFO (last-in,first-out). Esto surge
de la manera en que son generadas las soluciones parciales. Por
ejemplo, en la figura 2.3, cuando G, es considerado para ser
sondeado, el esquema (1mp11c1tamente) guarda G para posterior
exploracién. Ademds cuando G, es considerado para ser sondeado, G,
Y Gy son guardados para posterxor exploracion. En este punto de la
enumeracxon, la lista incluye Gs, G, ¥ Gy. Aungque, de acuerdo al
esquemna, es el ultimo en ser quarda o es el primero en ser
sacado de fa lista para ser explorado.
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Las B (=2%}) combinaciones del ejemplo numérico anterior han
sido enumeradas (implicita o explicitamente). De acuerdo a 1la
figura 2.3, las soluciones parciales sondeadas son G,, Gy, G, Y G
Observemos gue en un problema de n variables el numero de
completaciones de una solucion parcial de s elementos es 27*%,ya que
tenemos (n - s) variables libres y cada una de ellas puede tomar
dos valores. El numerp de completaciones enumeradas en el ejemplo
anterior es 2%% & 233 4237 4 3 = g,

De todo lo anterior se puede observar que:
(i) Todas las futuras completacicnes no duplicardn a
ninguna de las precedentes.

{(ii) El esquema de enumeracioén finaliza sélo hasta que
todas las posibles soluciones (2" han sido
enumeradas (implicita o explicitamente}.
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2.3 PRUEBAS BOMDEADORAS

Antes de discutir las pruebas sondeadoras (criterios de
enumeracion implicita y de ramificacién) es necesaria alguna
notacién. Consideremos el problema general de programacidn lineal
entera puro

Minimizar cx -z
sujeto a Ax < b
osx<e

con X, =001 para j=1,:...0:

sea el subproblema en el nodo x!

Minimizar ex! - z
sujeto a Ax' < b
0sxlce

con Xy~ 001 para j =1,...,8;

en donde A es una matriz de m por n, ¢ es el renglén de costos, b
es un vector de constantes y e es una columna de unos. El punto x!
contiene 1 variables asignadas (con valor 0 o 1) v £ =n = 1
variables libres. Al hacer las operaciones indicadas y simplificar
tenemos el siguiente problema equivalente:

Minimizar cfxf - z - z?
sujeto a Afxf g b?
0 s xfsef

con x; =001 para JEF;

en donde xf = (x;) es el vector correspondiente a las variables
libres, F es el conjunto correspondiente a los indices en xf, ef y
Al = (‘J) son los costos y las columnas de A asociadas a los indices
en x', ‘a;; es la i-ésima componente de la columna a;, b = (by) es
la columna b actualizada y z' es la suma de los costos de 1las
variables asignadas a 1. Denotaremos a este subproblema por P'. El
valor de cualquier solucién a P' incluira el costo z' de las
variables fijas (asignadas a alguin valor). El problema de
programacion lineal (sin el requerimiento de que las variables sean
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enteras) serd denotado por PL! y su solucxon éptima es denotada por
z, la cual incluye a la constante z'. La solucion entera actual
minima (la cual inicialmente sera la cota superior dada por la suma
de los costos mds uno ya que estamos trabajando con un P,P.L.E con
c >= 0) es denotada por z .

La teoria se desarrollara (sin pérdida de generalidad)
suponiendo que se tiene un P.P.L.E de minimizacién con vector ¢ de
costos no-negativo. En el caso en que el P.P.L.E. tenga al nmenocs
un coeficiente de costo negativo, se puede transformar el problema
en uno equivalente con vector de costos no-negativo mediante el
siguiente cambio de variables (recuérdese que son variables 0-1).

xj-l-:nrJ sicy,<o0
x5 = Xy sic;20
Si el problema es de maximizacién, se transforma éste en uno

equivalente de minimizacién a través de la ecuacién max
2 = -min -z.

Una observacién importante es la siguiente: si el P.P.L.E. original
es uno de maximizacién y ¢ tiene al menos un elemento negativo, se
debe dar preferencia al cambio por una funcién objetivo a minimizar
y luego realizar el cambio de variables senalado (si es necesario).
Por ejemplo:
Sea Max Z - 3x,+2Xx,-3x,-8X,
s.C.
X+ X;+3X%- X, $3 Problema
=X, +2X,+4x,+ X, s7 Original

Xy = (0,1)

el problema con funcién a minimizar séria:
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Min z-—3x, 2x,+3x,+ax.

s.c.

el problema con funcién a num.m:. or de costos no negative
seria: e

Min Z = 3xfx2x

s5.C, :
wxl~ X3, x,§1. Problema

~2x+4 )’r;* : ;\:.r < 6. . Modificado

X, - (0,1) i€ F

x; - (0,1) i€T,Z

Antes de aplicar cada prueba se verifica si el problema en el
nodo x' (m&s brevemente el nodo x', el nodo actual) puede producir
una mejor solucién y en caso afirmativo se probard si 1la
completacidn trivial (asignar todas las restantes variables libres
a cero) produce una mejor solucién entera que la actual; ésto se
hace con el siguiente razonamiento:

si z' > z° entonces el nodo %' no puede producir una mejor
solucidén que la actual va que ¢ »>= 0 y se efectuard un movimiento
hacia atras (por medio de la regla LIFO).

si z' = z" y tenemos que B! >= 0 (i.e., tenemos factibilidad
con la completacidn trivial) entonces se ha encontrado una solucidn
éptima alternativa.

Por otra parte, si
z4 ¢ ze.

Y tenemos que B! >= 0 (i.e., tenemos factibilidad con 1la
completacion trivial) entonces se ha llegado a upa mejor solucién
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entera.

Supongamos ahora que despues de alcanzar el nodo x' en un
movimiento hacia adelante, una mejor solucién entera es encontrada.
Entonces, z° es reducida a 2! y los nodos adicionales definidos a
partir de x' no podran producir nunca una solucién entera por
debajo de este valor (ya que los coeficientes de costo son no-
negatxvos) H de esta manera, obtener factibilidad en un nodo (i.e.,
b! >= 0) con 2! < z* siempre traeri consigo un inmediato movimiento
hacia atras.

En caso de que se obtenga una solucidén éptima alternativa un
movimiento hacia atrds esta justificado.
2.3.1 PRUEBA CEILING.

En el caso en que B! tenga al menos un elemento negativo

(i.e., la completacidén trivial no es factible) y exista una
variable X; libre cuyo coeficiente es tal que:

1
cy+zl> z»
entonces x; debe ser cancelada a nivel cero.

2.3.2 PRUEBA INFACTIBILIDAD.

Las restricciones del subproblema actual, con variables de
holgura s' = (s;) ., pueden ser escritas como:

febl-afxf 20

Ya gue Xy no debe exceder de 1, el valor més grande posible
para cada variable de holgura s; es:

Py -by- Y ay
Jer
con F- =~ {jeFiagy <0}

Por lo tanto, para que una solucidén cero-uno sea posible,
debemos de tener que:

P20 para I-21,...,m. (1)
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Observemos que P, >= b, y que por lo tanto, para by >= 0 la
dltima desigualdad es auntomdticamente satisfecha. Concluimos
entonces que, calcularemos P, sélo para cada restrieeién cen b <
0. Si uno o m&s de esos valores es hegativo, un paso hacia atras
estd justificado.

2.3.3 PRUEBA CERO,

Supongamos gue una variable libre tiene un coeficiente
pasitivo (grande) en alguin renglén. Entonces, el asignar a esta
variable el valor 1 reduce b, pudiendo resultar que P; < O.
Entonces, si para cualquier j en F

P, -méximo a;; < 0 para alguna i (Lgdism), (2}

2532 @

cancelamos X; a nivel 0.

Notemos que si la desigualdad anterior indica una cancelacion,
una columna &; serd omitida de A' y en consecuencia los valores de
P, pueden alterarse. Asi, después de cada cancelacidén, P; debe ser
recalculado y volverse a probar (1) y (2). El siguiente ejemple
ilustra la continua recalculacién e interaccidn entre las pruebas
Infactibilidad y Cero.

Ejemplo: Consideremos que las restricciones i y j aparecen en
un subproblema

13 ~4X%,+50%,+Xx 5 -3

J

20%, - 20X, -X, S S

En nuestra notacién, F = {3,6,7), Py = -3 ~ (~4) =1, YP, =5 ~ (-
20 -1) = 26; asi, es posible (a primera vista) satis%acer las
restricciones’ i y j. Pero P = 1y

1-miximo a;; - 1~50 -0 <0,

a3 0

y por lo tanto cancelamos ¥%,, (claramente, el asignar X; 2 1 hace
imposible el satisfacer la desigualdad i teniendo x%; con valor a lo
mds uno). Realizando la cancelacidn, tenemos gque P, = 1 ¥ que P, se
reduce a 6 = 5 ~ (-1). El probar (2) con el renglén actualizadc 3
¢ 20%3-X, <= 5 nos permite cancelar x,, perc entonces P = -3 < 0y
un paso hacia atras estd justificadoc. Después de cancelar X; y X
con valor 0, la restricciéon i : x, <= -3 es obviamente
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inconsistente con %, = 0 6 1,

2.3.4 PRUEBA UNO

El nimero P; es la suma de b;; y el negativo de la suma de los
coeficientes negativos {en el renglcn i) de las variables libres.
Supongamos gque uno de esos coeficientes fue onitide cuando
calculamos P, (ie, una variable libre fue temporalmente asignada a
0}. Si esto resulta en P, < 0 entonces, para que sea posible
producir una solucién cero-uno la variable omitida debe tomar valor
1. Por lo tanto, si para alguna j en F

P, +minimo a;; < 0 para alguna i (Lsigm), . (3}

a0

entonces x; debe tomar valor 1 en cualquier solucidén cero-unc
producida a partir del nodo x'. Si b;, >= 0, observemos que P; + a
>= by, >= 0 para cualquier a;; < 0, es decir, que (3) nunca indxcara
gue una variable debe tomar valor 1, en otras palabras, la prueba
se realizard para aquellos renglones con b < 0.

Ejemplo: Supongamos gue el renglén i es:
115X, ~2x,-4X,-Xx; 5 -5

entonces Py = =5 ~ (-2 - 4 - 1) =2 >0y 2 + (-4) <0 : por lo
tanto x, debe tomar valor 1 en cualquier solucién cero-uno
encontrada a partir de x'; es decir, cancelamos %, con valor 1 en
el nodo 1.

2.3.5 PRUEBA PROGLIN

El subproblema es denotado por P! Y su problema de
programacion lineal asociado por PL'. Ya que el conjunto de puntos
cero-uno que satisfacen las restricciones de P! estd contenido en
la re?ién de solucinnes factibles definidas por las restricciones
de PL', las siguientes observaciones son evidentes:

i) Si la solucién optima a PL' es entera (en 1las variables
libres), entonces esta solucidén es 6ptima para P!,

ii) Si PL! no tiene soluciones factibles, entonces no existe
ninguna solucién cero-uno para Ppl.
iii) El valor 6ptimo z” de la funcién objetivo para el problema

continuo es una cota inferior sobre el valor 3z para
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cualquier solucién cero-uno al subproblema; ésto es,
zZ <=z,

Supongamos gue PI! es resuelto por el algoritmo dual-simplex
para variables acotadas {la base inicial estd constituida por las
variables de holgura ya que ¢ >= 0 y por lo tanto z; - ¢, < 0, ya
que estamos minimizando se cumple el criterio de optimalidad primal
por lo que la base es dual-factible). Entonces el valor de la
funcién objetivo es no-decreciente, y podriamos utilizar (iii) para
derivar una prueba de cota la cual nos puede indicar un paso hacia
atrdas antes de terminar los cdlculos del algoritmo dual-simplex
para variables acotadas. Esto es:

iv) Si en cualquier iteracién del algoritmo dual-simplex para
variables acotadas el valor z de la funcién objetivo del
problena lineal excede el valor de la mejor solucién entera
actual 2', entonces un paso hacia atras esta justificado.

2.3.6 PRUEBA PENALIDADES

Después de resolver el problema continuo PL! (por medio del
algoritmo dual-simplex para variables acotadas), podemos considerar
el efecto en el valor minimo 2 de la funcién objetivo provocado
por forzar a cada variable entera a tomar valor 0 o 1 (una por una
individualmente). Evidentemente tal requerimiento impone una
restriccién adicional al problema, y después de reoptimizar, un
nuevo valor de la func1on objetivo z, >= 2" es obtenido. La
diferencia D = Zpin = 2" es la penalidad por forzar a la variable a
tomar valor 0 ° 1. Desde el punto de vista computacional, puede
resultar muy costoso determinar la penalidad D de manera exacta
para cada variable por lo gue se estimard una cota inferior d para
el valor D lo cual reducira substancialmente el requerimiento de
memoria de la computadora. Aungue 2" .t d no es tan fuerte como 2"
+ D, es evidente que si z° + d > 2’ entonces, la variable bajo
consideracién debe ser cancelada a 0 o 1 dependiendo si ésta fue
forzada a tomar valor 1 o 0 respectivamente. En el caso en que una
variable con valor fraccional (ie, bdsica) tenga penalidades d, v
d, por forzarla a tomar valor 0y 1 respectlvamente con 1la
caracteristlca que z + d; > 2y 2z o+ d, > 2" entonces, un paso
hacia atrds estd Jjustificado. Podemos resumir 1o dicho
anteriormente en la tabla 2.1
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Tabla 2.1

Valor Actual de Restriccion Adicional Resultado cuando
la variable x; x; =0 X =1 z +d> 2

[} - a x; es cancelada a 0

1 . - X; es cancelada a 1

fraccional - . X; es cancelada a 0

fraccional s bl X; es cancelada a 1

fraccional . . paso hacia atras

4 Significa que se 1mpuso la restriccion y z + d > 2z

- Célculo de las Penalidades:

En la tabla éptima, alguna de las variables binarias x; son
bisicas tomando valor fraccional o entero. Las restantes
variables x; son no-basicas tomando valor 0 (en su cota
inferior) o’ valor 1 (en su cota superior). Esto es debido a
que la restriccién 0 <= x; <= 1 es implicita. Por lo tanto,
al estimar la penalidad d, debemos tomar en cuenta dos
tipos de restricciones enteras:

i) Una variable no-basica x; con valor cero (uno) es
forzada a tomar valor uno (cero).

ii) Una variable fraccional %, = X;*, 0 <= x* <=1, es
forzada a tomar un valor binario. Un caso especial del
tipo ii) ocurre cuando una variable bdasica x, toma
valor entero pero es forzada a tomar el otro valor
entero.

Supongamos que la ecuacién para la funcidn objetivo en 1la
tabla oéptima del problema continuo estd escrita de la siguiente
manera:

z+ Y lzp-c)xy - 2"
k€3

en donde NB es el conjunto formado por las variables no-basicas y
2z, - ¢, son los coeficientes de costo reducido para las variables
no-bdsicas.
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De la teoria de la programacién lineal, sabemos que la funcién
objetivo es una funcién convexa 1lineal por segmentos. Una
ilustracidn tipica es mostrada en la figura 2.4

4

Y

.
\ camiB10S
BASE ™
E[

A=B
Zmin CRTIMA ]
CON|TINUA
et fme
C X+ 1 X

A: INCREMENTO VERDADERO
B-COTA INFERIOR DE A

figura 2.4

Debido a la convexidad de la funcidén alrededor de x;, el
incremento verdadero en el valor optimo de z como resultado de
asignar un valor binario a x, es al menos igual al incremento
calculado cuando 2z, - c,, k en kB, permanece sin cambiar, ésto es,
cuando no se da un campio de base. Esta es la idea para calcular
las penalidades como serdn ahora detalladas.

i) Penalidades para Variables No-Basicas: De la fdérmula
z=2 -3 (z;-c;0%
Jexa

tenemos que la penalidad por incrementar {decrementar) 1a
variable binaria x; a nivel uno (cero) es directamente
igual a ~{2; - ¢;} ya gue estanmos suponiendo gue no se da
un cambio de base.
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1i) Penalidades para variables Basicas: Expresemos la restric-
cién asociada con 1la variable bdsica x; en 1la tabla
¢ptima en la forma:

Xy = X5- Y YuXe 0<y; <1
kenn

el que x, sea decrementada a nivel cero es equivalente a
imponer "la restriccién x; <= 0 en 1la solucién dptima
continua. De la anterior restriccion, X <=0 es
equivalente a:

. =Y Vuke s -xj
: Kexm

Similarmente, el forzar a x; a nivel uno es equivalente a
imponer la restriccidn x; >= 1, ie

Y YaXe S X5-1
kEND

Al aumentar las restricciones anteriores (una a la vez) a
la tabla 6ptima continua y aplicando el algoritmo dual-
simplex, el valor de la funcién objetivo debe incrementarse
por lo menos en:

Z,- ¢ s
d, = dy, - -x_,'max{-——'——‘lyﬂ >0p, six, =0
Yix

en donde el maximo es sobre las k en NB.

. : Zy - C,
dy = dy = - (xj~Vmin{2—Lly, <o}, six; -1
Vi
en donde el minimo es sobre las k en NB.

La prueba va calculando la(s) penalidad(es) para cada variable
en N, finalizando cuando encuentra la primera variable que deba ser
cancelada de acuerdo a la tabla 2.1.
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2.3.7 PRUEBA RAN VAR MAX PEN.

Cuando el problema de programacion lineal PL' es resuelto, se
pueden calcular las penalidades descritas en la prueba 2.3.6 y
elegir para ramificar (ie, asignar una de las variables libres a un
valor binario) 1la variable (bdsica o no-basica) con mayor
penalidad. Esta elecciodn puede conducir a una répida cancelacién de
la variable seleccionada (lo cual puede causar otras cancelacidnes)
y regresar rapidamente al nodo anterior. Notemos que si esta prueba
selecciona una variable basica {la cual tiene dos penalidades)
entonces se asignard a esta variable el valor Dbinario
correspondiente a la mayor de sus dos penalidades, asi mismo,
recordemos que como se estd utilizando el algoritmo dual-simplex
para variables acotadas para resolver PL' la prueba podria indicar
una asignacion a cero de una variable no-basica ya que éstas pueden
estar en su cota inferior o superior en la tabla ¢ptima del
problema continuo.

2.3.8 PRUEBA RAM VAR MEN PEN,

Cuando el problema de programacién lineal PL! es resuelto, se
pueden calcular las penalidades descritas en la prueba 2.3.6 y
elegir para ramificar (ie, asignar una de las variables libres a un
valor binario) 1la variable (bdsica o no-basica) c¢on menor
penalidad. Es de esperar gque esta eleccién conduzca a la
enumeracién a una “buena" u optima solucién. Notemos gue si esta
prueba selecciona una variable basica (la cual tiene dos
penalidades) entonces se asignara a esta variable el valor binario
correspondiente a la menor de sus dos penalidades, asi mismo,
recordemos que como se estd utilizando el algoritmo dual-simplex
para variables acotadas para resolver PL' la prueba podria indicar
una asignacién a cero de una variable no-basica ya que éstas pueden
estar en su cota inferior o superior en la tabla optima del
problema continuo.

Observacidn para las Pruebas MaxPenRam y MinPenRam,

Ya que la prueba 2.3.8 busca una solucién éptima y la prueba
2.3.7 busca producir cancelaciones y pasos hacia atras, una
estrategia para resolver el P.P.L.E seria la siguiente:

Utilizar la prueba 2.3.8 hasta gque se sienta que una solucioén

éptima o cercana a la dptima ha sido encontrada y entonces
cambiar hacia la prueba 2.3.7.
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2,3.9 PRUEBA PREFERSET.

Supongamos gue la i-ésima restriccién actual estéd escrita en
la forma: .

Y agyx; s by (3
JEF

Y que tiene a by < 0.

Esta desigualdad puede ser escrita como:

Y ayx;+ Y agx, S by SR )]
Jep* Jer
endonde F*= { jenF | a;>0) y F =(3JenF |a;<0o}.

Multiplicando esta ultima expresion:-por -1 y rearreglando
términos, tenemos:

Y (cagdxy 2 =by+ Y agx, 2 -by, (5}
Jjer JeF*
Una vez obtenida esta expresidn, aplicamos el proceso de

reduccién completa a esta desigualdad, el cual sera mucho mejor
entendido a través del siguiente ejemplo:

Supongamos gue el renglén i es:
5X,- 2% - 4%, ~X £ -5 3y
ésto implica que:
2X,+4X +Xg 2 545X, 2 5 (s)’
Ya gue X, no puede exceder de 1, tenemos gque:
22X, +4X  25-X, 24

ademds, ¥; <= 1, lo cual nos conduce a:
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4X, 2 4-2x, 22
lo'cual significa que:

1
X 25 >0

lo-que significa que x, debe tomar valor 1.

; El proceso de reduccidn completa substrae de (5) el término ag;
(a;; < 0) por orden decreciente de los ay; hasta el momento en que
la siguiente substraccién volveria a b;, no positiva. La desigualdad
resultante tiene la forma:

Y x;2r conP<F eF, >0 (6)
JEP

a P se le conoce como el conjunto preferido y a una X; en P se le
conoce como variable preferida.

Es claro gque sdélo es necesario considerar a las variables
preferidas como candidatas a ramificar. La idea es encontrar el
conjunto preferido con la menor cardinalidad y elegir una de las
variables en este conjunto para ser asignada (no cancelada) a valor
1. La manera de encontrar el conjunto preferido con la menor
cardinalidad es efectuar el procesc de reduccién completa a cada
restriccién con by < 0 y seleccionar el conjunto preferido con el
menor numero de elementos. Notemos que si el conjunto encontrado es
de cardinalidad uno, entonces se deberd cancelar a esta variable
con valor 1.

2.3.10 PRUEBA BALAS.

Si a una variable libre X; se le asigna el valor 1, entonces
el término constante by en cada restriccion i se transforma en by -
aj;. Cuando b, ~ a;; >= 0, la restriccion i es satisfecha, y por lo
tanto una medida de la "infactibilidad de la restriccién" (con X;
= 1) estd dada por:

vi= Y (by-ay, My = {dilky~a) <0, i=1,...,m
dedy
definimos vy = 0 siempre que M; = (}.
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Lo que esta prueba hace es calcular el conjunto preferide con
la menor cardinalidad {(en la forma descrita en 2.3.9) y para cada
variable preferida calcula la penalidad v Y elige para ramificar
a la variable con la mayor penalidad. observemos que v, <=0, y
gue cuando v; = 0 se ha encontrado una solucién fijando'a x; con
valor 1 y las restantes variables con valor 0.

Ejemplo: Consideremos las restricciones:

~3X0- X,-5%, 5 -1,
8X,-3X,+ X,5s 5,

=3Xg- 4K, X4 S -4,

F = {10,12,14). El aplicar el proceso de reduccidn completa al
primer renglon produce el conjunto preferido (10,12,14}, vy
aplicéndolo al tercer renglén obtenemos el conjunto preferido
{10,12}. Calculando v; para las variables en el conjunto preferido
con la menor cardinalldad obtenemos:

Vig = -3-1=-4

Vi, = 05

de manera que Xx,, es cancelada con valor 1 lo cual produce que las
restricciones se satisfagan con % = %, = 0.

2.3.11. PRUEBA SURROGATE.

Notemos que en las pruebas 2.3.3. y 2.3.4 las restricciones
son utilizadas una por una por una. Glover observé que se puede
obtener mejor informacién acerca de la factibilidad y optimalidad
del problema relativo a sus variables libres, si las restricciones
son "“combinadas" en una desigualdad, la cual se supone delimita
mejor el espacio de solucicnes factibles. La desigualdad, a la cual
nos referiremos como la restriccidén substituta, estd formada por
una combinacién lineal no-negativa de las restricciones originales
del problema. En otras palabras, dado un problema 0-1 en forma
matricial como:

min {cx1AX < b, x; - (0,1), JEN)
una restriccién substituta es definida como:
u{AX-b) 50
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donde .u es un vector no-negativo. En general, la restriccion
substituta esta definida con respecto a la solucion parcial actual
G. Esto significa que antes de gque la restriccién substituta sea
construida, las variables designadas por la solucidn parcial son
substituidas en las restricciones originales con sus valores
binarios especificados y por lo tanto, la restriccion substituta
queda tnicamente definida en términos de las variables libres.

Para ilustrar la utilidad de la restricciones substitutas,
consideremos las dos desigualdades, -X, + 2%, <= -1 ¥y 2X%, = X, <= ~
1. Por separado, cada restriccion tiene una solucién factlble. Sin
embargo,cuando son consideradas simultaneamente, el sistema es
infactible. Este resultado puede ser obtenide al sumar las dos
restricciones, ésto es, u = (1,1), lo gue produce la restriccidn
substituta x, + x, = -2; esta restriccién claramente nuestra la
1nfactib111dad del sistema.

Glover demuestra dos propiedades importantes de la anterior
restriccion substituta:

(i) Si X es una solucién factible al problema original,
entonces X es factible para la restriccion substituta.

(ii) Si la restriccidén substituta no tiene solucién factible,
entonces el prohlema original tampoco tiene solucién
factible.

La prueba de estas dos propiedades se sigue directamente del
hecho que AX <= b si y sdlo si, uAX <= ub.

Estas propledades son utiles ya que a través de ellas la
restriccién substituta puede brindar informacién acerca de la
infactibilidad, la cancelacién con valor 0 o con valor 1 de alguna
variable, ie, que se aplicaran las pruebas Cero y Uno a la
restriccion substituta (la infactibilidad se aplicara
implicitamente al obtener el vector u = (u,,...,u)}.

Claramente, teniendo u; restr1n91do a valores no-negativos, un
nimero infinite de restricciones substitutas pueden ser
desarrolladas para el mismo problema. Ademas, claramente algunas de
estas restricciones pueden ser superiores a las otras en el sentido
de que aquéllas pueden brindar mejor informacién acerca de 1la
optimalidad y la factibilidad del problema relativo a sus variables
libres actuales.

- La observacion anterior condujo a Glover a pensar una
definicidn de la fortaleza de una restrccion substituta. Dada tal
definicion, se puede desarrollar la restriccién substituta méas
fuerte para el problema. La definicién de Glover es la siguiente:
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Restricecidén Bubstituta de Glover.- Supdngase que ‘el problema
estd dado en forma matricial por - min {CX ‘} Ax <= b, X =
(0,1}, j en N }. La restriccién substituta (AX - b) <=0
es mds fuerte que la restriccion substituta uz (A - b) <=0
relativa a la actual solucién parcial G, (¢ a las variables
libres N - G,) si:

min (CXiul{AX-Db) g0} 2 min {CX¥iu*(AX~-b) 5 0}
x x

donde la minimizacién es sobre los valores binarios de las
variables libres con las restantes variables especificadas por
la solucidén parcial.

Una justificacién intuitiva de la definicién de Glover de la
fortaleza de una restricciéon substituta es la siguiente: Una
propiedad deseable en la restriccién substituta es que ésta
delimite mejor los valores de las variables. En cierto sentido,
ésto es equivalente a proveer un espacio de scoluciones mas
restrictivo (aungque no necesariamente en el sentido de que un
espacio mas restrictivo es un subconjuntoc propio de uno menos
restrictivo). Claramente, este resultado es efectuado si el minimo
de una funcién objetivo dada sujeta a la restriccion substituta mas
fuerte es mayor que el valor éptimo sujeto a la restriccién
substituta mas débil.

Excepto para el caso donde hay solamente dos restricciones
originales, el esfuerzo computacional asociado con el problema
general puede ser tedioso. Esto limita el uso prdctico de la
definicion de Glover.

Un desarrollo posterior debido a Geoffrion (1969) muestra como
puede ser modificada la definicion dada por Glover de manera que la
obtencién de la restriccion substituta puede efectuarse de manera
relativamente sencilla y por lo tanto hacer mas préactica 1la
aplicacién de una restriccién substituta.

Restriceién Substituta de Geoffrion.~ Geoffrion propone gque
ademas de combinar las restricciones AX <= Db en la forma uAX <=
ub como sugirid Glover, la restriccion CX <= z° o z' - CX debe
ser aumentada con peso unitario, es decir, que se forma la matriz
A constituida por A y por la restriccién cx <= z' (ie, se agrega
una columna y un rengldén a A) y se procede a formar la restriccién
substituta con esta nueva matriz A en donde u = (u|,uz, see U, 1)
justificacién para agregar esta restriccion adicional es que la
resultante restriccion substituta puede producu‘ un valor objetivo
CX que es mejor que el valor oéptimo actual z°.
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Geoffrion define “1a . fortaleza de su restriccién de 1la
siguiente manera: Ti

Dados u' >= 0 y ‘u? iccién substituta:

Z1oCX) 2 0

es mas fuerte que:’

L ut{b-AK)+(z-CX) 2 0
relativa a la solucién parcial G si:

max {ut{b-AX)+z°'-CcxiG) s max {u*(b-AX)+2z"-CXiG,)
x={0,1} x={0,1}
(La justificacién intuitiva de la fortaleza es la misma que la dada
para la de Glover). Por lo tanto, la restriccidén substituta mds

fuerte de acuerdo a la definicién de Geoffrion estd dada por el
siquiente problema minimax:

min max {u(b-AX) +z*'-CX!G,) 20

ux0 x={0,1}
el resultado interesante acerca de la definicidn de Geoffrion (el
problema minimax) es que la determinaciodn de u es equivalente a la

solucién de un problema de programacién lineal ordinario, La
equivalencia es establecida de la siguiente manera:

37



La parte de maxxmizacmn asociada con 1a restricc:.én puede ser
escrita como sigue: :

L) g N
max (Y uby~ Y ayxf- Y, apgx;l+ 2= Y euxf~ ¥ eyx;|luy 20,
i1 Jjeg, LT - J€G,

J€G,

para toda ieM, x,- (0,;1),fj'eG,, yooX; - X5, JEG)

- ﬁ:b“u,#z"
+max (¥ 1)[;

160G,

Ye x,Ix,- (0.2), Jec)

s
= pbltul‘z.
1 -

wmax(z (- 1)

x5 <1 7 e6)
JeG, N g

. Sy
“| X beusezr-zt
i=1

mn
smin (Y yly;20, v, 2 -[E auui+cj], jeG,}
€6, i~1

En. la derivacién anterior, en la segunda igualdad se ha
reemplazado la restriceion x; = (0,1), j no en G, por O <= x; <=
1, j no en G, ya gue claramente la solucidn optxma as
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X;5'1, 7 €6}

y valor 0 en otro caso.

La tercera'igualdad se sigue de la teoria de dualidad. Como
resultado de ésto la expresién no-lineal en u; y x; se ha convertido
en una expresién lineal en u; vy y;.

El problema minimax es ahora escrito como:

»
min wt~ Y b u+ Yy vy (20-2°)
-1 Jjes,
s.c. a

n
=Y auicys e
1=1
ug, yy;20, 1eM, je€G,

Sea w,,’ el valor optimo de la funcién objetivo del problema.
Se sigue que:

(i) si w, ' < 0, entonces el valor miximo que puede tomar
la restriccién substituta es negativo, ie que no tiene
solucidén factible binaria (pues la restriccion substituta
tiene signo >= 0) lo cual implica que nuestro problema en
el nodo actual no puede producir una completacién mejor
gue la ¢ptima actual y por lo tanto el nodo esta sondeado.
En general, no sera necesario calcular w,' ya que el

problema para determinar el vector u = (uy,...,u;) se estd
resolviendo por medio del algoritmo primal-simplex y por
lo tanto, tan pronto se tenga un valor objetivo w' < 0
tendremos este resultado.

(ii) Si w, ' >= 0, entonces G, no ha sido sondeado, y los
valores oéptimos de u; son utilizados para producir la
restriccidén substituta a la cual se le aplicaran las
pruebas Cero y Uno.
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La prueba puede ser aplicada en' cualquier momento ya que
inicialmente z,, = 2" = g 4 ... 40, + 1L

Veamos ahora un ejemplo que involucra las pruebas BALAS y
SURROGATE. Y : B

Sea:
z - (3,2,5,2,3) (X, ;50,7
sujeto a S Lt
=70 0.3°-4. =31 ¢ }-2
117=6°0°23 =3} -1

x4 061, para toda j

Apliquemos primero la prueba BALAS, calculamos primero

vy -12 (bye-agy): My - liltb-ag) <o, i-1,...,m
€My

en este caso, by, = b; pues G; = {}.

M- {3} = w--1-11:--12

M= (2} =~ vye-2-0--2

My = (2} = vye 2300

M o= {1} = vie 1-2 -1

M= ()} = v;~-0
como v, = 0, asignando el valor 1 a la varaible x, obtenemos una
mejor solucxén entera que la 6ptima actual (mxc:.almente tenemos z"

(3+2+5+2+43) + 1) por lo tanto, G, = {5}, 2" = ziop = 3. Ademas,

t'.:1 ya estd sondeado por lo que aplicamos la regla LIFO, lo cual
produce G, = {-5) con z' = 0.
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Apliguemos a este nodo la prueba SURROGATE, el problema para
deteminar u estd dado por:

min w? =y ~2U, ~ U+ YV + Y+ Yy * Y, + (3-0)

s.c. a
u,~7u,-11u,-y; - - <3
u; + 6u,
-uy-3u,

“2u;+4u,+ 3u,

la solucidn éptima a este problema

‘y, -0’
31
Y " %5
2
U %5

ya que w, 25 0, G, no ha sido sondeado y procedemos a construir la

restriccion substltuta. Tenemos que %X, = 0 y que la restriccién
substituta estd dada por:

1 1-11 2 % %
T X X,
(o-g_;-:—s) 2|7 o3| F 23325 | )]
-1 i1 -6 0 -3 3 3
Xy

efectuando las operaciones indicadas tenemos que la restriccién
substituta es:
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118x,+418x, < 131

lo cual implica que ¥, debe tomar valor 0, dando G; = { -5, -3}.

Hemos presentado pruebas sondeadoras con las siguientes
caracteristicas:

1.- Pruebas sondeadoras que conducen a una "buena" solucidén al
inicio de la enumeracién como son B - Balas y M - Ram Var Men Pen.

2.~ Pruebas sondeadoras que producen cancelaciones como los son C -
Ceiling, I ~ Infactibilidad, 2 =~ Cero, U - Uno, P - Penalidades y
§ - Surrogate.

3.- Pruebas sondeadoras que hacen una seleccién "inteligente"

de las variables a las que se les asignara algun valor binario como
son B -Balas, M - Ram Var Men Pen, A - Ram Var Max Pen y E -
Preferset.

4.~ Pruebas sondeadoras que permitan conocer si el espacio de
soluciones del P.P.L.E. (o uno semejante a el, por ejemplo el

espacio de soluciones del problema lineal asociado al P.P.L.E.) es
factible como lo es la prueba D - Proglin.

Consideramos que las pruebas sondeadoras presentadas son
suficientes debido a que creemos que en su conjunto cubren las
distintas situaciones que se pueden presentar en la resolucién de
un P.P.L.E.

2.4. EJENPLO COMPLETO DE ENUMERACION IMPLICITA.

Resolvamos el siguiente Problema de Programacién Entera:
Min z = 22, +4x,+4Xx,+8x, +8x;
s5.C.
=BX, +4X+ X3~ X, -5X; < -5
-6x,~3x24‘2x, - X £ -2
2X%, -9%,-3X, +2x,-3X, < -4

X;=(0,1) JeTS
Recordemos que antes de aplicar cada prueba se verificara si



el nodo actual puede produc1r una mejor solucidén (z! < 2) 6 una
solucién alternativa (z' = 2z2") y en caso afirmativo (en caso
negativo el nodo esta sondeado y se aplicard la regla LIFO) se
verificara si la completacidn trivial (asignar a todas las
variables libres del nodo actual el valor 0) es factible en cuyo
caso se habra llegado a una mcjor solucion entera 6 a una solucién
alternativa (el nodo estard sondeado y se aplicara la regla LIFO),
en caso de que la completacion trivial no sea factible se procedera
a realizar la prueba seleccionada.

1.~ El nodo en el cual iniciames la enumeracidn es aquél que tiene
a todas las variables como variables libres, ie gue el nodo actual
tiene a F = (1,2,3,4,5}, L = (}, X = (), G = {). Hagamos,
inicialmente, 2" = 2 + 4 + 4 + 8 + 8 + 1.

2.- Apliquemos la prueba B - Balas. Procedemos a encontrar el
conjunto preferido con la menor cardinalidad.
i) De la primera desigualdad tenemos que:
8x, + X, + 5xg >= 5 + 4x, + X3 >= 5
lo cual implica gue:
8x, + 5%, >= 5 - ¥, >= 4

por lo que el conjunto preferido para la primera restriccisn
es {1,5)

ii) De la segunda desigualdad tenenos que:
6%) + X5 >= 2 + 3x, + 2%y >= 2
lo cual implica que:
6%y >= 2 = x; >= 1
ie, que X, >= 1/6, por lo que concluimos la prueba con el
:ffg%tado de gue la variable x, debe tomar valoer 1. Obteniendo con
G, = {#1}, F = (2,3,4,5}), L = {1}, X = {)

el arbol correspondiente es:
X=1
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Notemos que hemos enumerado implicitamente la mitad de todas
las combinaciones posibles.

3.~ Apliquemos la prueba M - Ram Var Men Pen. Resolvamos el
problema 1lineal (por medio del algoritmo dual-simplex para
variables acotadas) correspondiente al node actual el cual es el
siguiente:
Min z = 4x,+4x,+8x.+8x,+2
s.c.

axy+ Xy= X =583

3k 42Xy L XS
8K, m3X 42X, 3K S <6
T N T

‘1a tabla 6ptima es”la siguiente:

Xy %, Xy X, hy, h, h;
h, o -1/3 -1/9 -19/3 1 0 4/9 1/3
h, [} 1 2/3 -2 o 1 /3 2
X, 1 173 -2/9 1/3 0 © -1/9 2/3
z o -8/3 -80/9 -20/3 0 0 -4/9 14/3

Calculemos las penalidades:

%3 (variable no-basica con valor 0): d = 8/3 por forzarla a tomar
valor 1.

x, {variable no-bdsica con valor 0): d = 80/9 por forzarla a tomar
valor 1.

%Xs (variable no-bdsica con valor 0): d = 20/3 por forzarla a tomar
valor 1.

%, {variable badsica con valor 2/3):
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X3+ 1/3%, - 2/9%, + 1/3xs -1 9h3 =2/3
20)) = 16/

i) si forzamos x, = 0: dn = -2/3(max( 8

ii) si forzamos x, = 1: d; = -(2/3 = 1)(min(40 4)) = 4/3

por lo gque asignamos a la vanable xz el valor 1 con lo que
obtenemos :

G, = (#1,+2}, F = (3:4,5). L= {1,2},"X = {}

el arbol correspondiente es:

X,=

4.- Apliquemos la prueba E - Preferset. El subpreblema en el nodo
actual es:

Min z = 4x +48x"+8x5*6
s.c.
: zg-'xj45xgs -1
S2X, - X5 < 1‘
-3x,+2x‘—$x, <3

x;=(0,1)  F €35

Analizaremos uUnicamente la primera desigualdad ya que ésta es la
unica cuyo lado izguierdo es negativo.

X, + 5% >= 1 + %3 >= 1

por lo que el conjunto minimo preferido es {4,5).

Elijamos para ramificar a la variable x;, con ello obtenemos:

Gy = (#1,+2,+5}, F = (3,4), L = (1,2,5}, X = ()
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el 4rbol correspondiente es:

5.- Observemos que la completacién trivial x, = x, = 0 es factible
por lo que hemos llegado a nuestra primera soiucién factible con 2"
= 14 y L = {1,2,5). Este nodo estd por lo tanto sondeado y
aplicando la regla LIFO obtenemos:

G, = {#1,+2,25), F = {3,4), L = (1,2}, X = {5)

el arbol correspondiente es:
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6.~ Apliguemos la prueba D - Proglin. EL prdblema lineal
correspondiente al nodo actual es: S BRI

Min z - 4x,+8x,.+6. 7

s.C.

Xy- XS =1

2x, . g1l
=3+ 2x, 203
0sxs1  j€3,4

aplicando el algoritmo dual-simplex para variables acotadas
llegamos a la siguiente tabla optima:

Xy % hy h; by

x| -1 1 -1 0o of 1
h, 2 0o 0o 1 o] 1
hy} -1 o 2 o 1] 1
2| -12_ 0o -8 0 o] 14

La solucién es entera con X, = 1, x; = 0. Con el valor éptimo
de la funcién objetivo del problema lineal asociado igual a 14 =
z°; por lo tanto hemos obtenidc una solucién éptima entera
alternativa con L = {1,2,4). El nodo estd sondeado y aplicando la
regla LIFO tenemos:

Gy = (#1,=2), F = (3,4,5), L = {1}, X = (2}
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7.- Apliquemos la prueba E - Preferset. El subproblema en el nodo
actual es:

Min z-4x,+8x‘f8x;+2
s.c.

Xy= X =5X%5'573

2%, LS AT N

“3x, 42X, 3% 6 -6

x4 =1(0,1} J €33
Calculemos P, (el mdximo valor que puede tomar la variable de
holgura asociada a la i~ésima restriccion del subproblema actual)
para aguellas restricciones cuyo lado derecho es menor o igual a 0.
Py==6+3+3=0

El minimo de los coeficientes negativos de las variables en el
tercer renglén es 3, correspondiente a las variables Xy y X;. Como

0 - 3 < 0, debemos cancelar a una de estas variables con el valor
1; cancelando a la variable x, tenemos:

Gy = (#1,22,23), F = (4,5), L = (1,3}, X = (2)

el arbol correspondiente es:
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8.- Apliquemos la prueba U - Uno. El subproblema en el nodo actual
es: .
Min z - 8x,+8Xx;+6
s.c.
~Xy—5x5 £ 2
-Xs $ 2
2x,-3%5 § =3
x;-(0,1) j€q7,5
Calculemos P; (el maximo valor que puede tomar la variable de
holgura asociada a la i-ésima restriccién del subproblema actual)
para aquellas restricciones cuyo lado derecho es menor o igual a 0.
Py=-3+3=0
El minimo de los coeficientes negativos de las variables en el
tercer renglén es 3, correspondiente a la variable ;. Como 0 = 3
< 0, debemos cancelar a esta variable con valor 1 con lo que
llegamos a:
G, = {#1,=2,%3,45), F = {4}, L = (1,3,5}, X = {2}

el arbol correspondiente es:




9.~ Observemos que la completacidén trivial x, = 0 es factible con
z! = 14, por lo que hemos 1llegado a ‘i:ra soluciéon optima
alternativa con L = {1,3,5). Este nodo estd por lo tanto sondeado
y aplicando la regla LIFO llegamos a que la enumeracién esta
completa ya que todos los elementos de G, estdn conmemorados.

Las seoluciones éptimas son las siguientes:
Xy = X, = % =1, X3 =X =0

Xy =%, =X, =1, X3=Xs=0

[}
o

Xy =% =% =1, X,=¥%

con z° = 14.

2.5. SUGERENCIAS PARA LA APLICACION DE LAS PRUEBAS

Las siguientes observaciones y recomendaciones tienen el fin
de orientar al lector en lo que se refiere a la eleccidon de la
prueba que se aplicard al node actual. .

1.- Se recomienda gue la prueba D - Proglin sea la primera prueba
que se aplique al P.P.L.E. ya que si el problema lineal asociado es
infactible, entonces también lo es nuestro P.P.L.E.

La prueba C - Ceiling nunca producira informacién acerca de las
variables antes de que se obtenga la primer soluc:.on entera de
nuestro P.P.L.E. debido a que el valor inicial de 2" es la suma de
los coeficientes de costo mas uno. La prueba calcula z' y soélo en
el caso que exista un ccefxcxente de costo c; asociado a una
variable libre tal que c; + z' > 2° la prueba brindara informacién
acerca de las vanables, es claro que en todo momento de la
enumeracion c; + 2! <= C+ ... +c + 1.

- La prueba P - Peralidades nunca producu‘é informacién acerca de
1as variables antes de que se obtenga la primera solucién .entera de
nuestro P.P.L.E. debido a que en el peor de los casos z” + d = c,
+...+ ¢y al inicio de la enumeracién z' es la suma de, los
coefic1entes de costo mds uno por lo que nunca sucederd que 2"+ d
> 2" antes de que obtengamos la primera solucién entera de nuestro
P.P.L.E.

4.- Se recomienda utilizar las pruebas B - Balas y M - Ram Var Men
Pen al inicio de la enumeracién hasta encontrar la primera solucidén
para nuestro P.P.L.E. debido a que estudios empiricos han
demostrado que la aplicacién de estas pruebas al inicio de la
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enumeracion conducen a una "buena" solucién del P.P.L.E. lo cual es
de esperar que haga la enumeracién bastante implicita.

5.~ Se recomienda utilizar las pruebas D - Proglin y C - Ceiling (y
las demds pruebas que producen cancelaciones) inmediatamente
después de que se ha obtenido una mejcr solucién entera. Si la
prueba D - Proglin trae como resultado que el nodo es infactible se
aplicara la regla LIFO con lo cual es de esperar que se habrdn
enumerado implicitamente "muchas" asignaciones:; en caso contrario
(el nodo si puede producir una mejor solucion entera que la actual)
la aplicacioén exitosa de la prueba C - Ceiling brindara informaciodn
necesaria (cancelacién) para la obtencién de una mejor solucién a
nuestro P.P.L.E.

6.~ Las pruebas que siempre producen cancelaciones (en el caso de
que proporcionen informacién) son : € - Ceiling, I -
Infactibilidad, 2 - Cero, U - Uno, P - Penalidades y 5 - Surrogate.
Las pruebas gue producen cancelaciones tienen la ventaja de que
hacen la enumeracién mas implicita (en caso de gue brinden
informacidén) que las pruebas que producen asignaciones.

7.- Es de esperar que si la prueba § - Surrogate no brinda
informacién para el nodo actual, entonces las pruebas I -
Infactibilidad, 2 - Cero y U - Uino tarmpoco brinden informacién para
el nodo actual ya gque la prueba S - Surrogate produce una
desigualdad la cual es una combinacion lineal de las restricciones
del nodo actual a la cual se le aplican las pruebas I =~
Infactibilidad, 2 - Cero y U - Uno.

8.- En caso de que las pruebas sondeadoras que producen
cancelaciones no brinden informacién, se recomienda seleccionar la
prueba E - Preferset y elegir la variable preferida con mayor
coeficiente de costo asociadeo o seleccionar la prueba A - Ram Var
Max Pen. Hacer ésto problablenente nos conducira a cancelac1ones b4
pasos hacia atras.

9.- La estrategia recomendada para iniciar la enumeracién es seguir
las observaciones y recomendaciones en el siguiente orden: 1, 4, 5
y 8.

2.6. RELACIONES FNTRE EI, PP RLEMA MODIFICADO Y EL
PROBLEMA ORIGINAL.

Las variables de los prohlemas original y modificado (estamos
en el caso en que el probleme original es unc de maximizacién y/o
tiene al menos un coeficiente de costo negative) estan relacionadas
por:
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xg-l—x, si¢; <0
x§-xj sic;20

queremos saber de qué forma afecta este cambio de variables a los
elementos F,L,X,G y z' en los problemas Original y Modificado.

Dotemos a los anteriores elementos de subindice o (m) para
denotar que la inforracién contenida en ese elemento hace
referencia al problema original (modificado), es suficiente
analizar 1o gue sucede para las variables x; con c; < 0 ya que para
aguellas x; con ¢; >= 0 no se realiza ningun cambio.

- Sea c; < 0 en el problena onglnal con x‘ en L, : Ya dgue
x," estda en L, si y sdlo si X; =1 entonces % =0 ie, Xj
esta en X,.

- s'ea c. < 0 en el problena onginal con x%,” en X, t Ya que
X;” estd en X, si y so6lo si x;” = 0 entonces x; = 1 ie, ¥
estd en L.

- Sea ¢; < 0 en el problera original con ¥;" en F, ¢ Ya que X;
esta en’ F, (es claroc gue F = F,) entonces para fines de
calcular el valor de la funcion objetivo en el problema
nodificado damos a %; el valor cero (podriamos decir que es
una “variable libre con valor cero") entonces (por el cambio
de variables) damcs a x; el valor uno para fines de cdlculo
de la funcion objetivo en el problema original ("variable
libre con valor uno").

Por ejemplo:

Sea Max Z - 3x +2x,-3x,-8x,

S.C.

Kyt Xy 43Xy =

SX{+ 2K UKy

el problema equxvalente con funcx

minimizar y vector’dé costos i
no-negativo es: i Sgem L
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Min 2 = 3x{¥2xi+3x%, v 8x=5

= (=1, +4, +2)

si G, = (#2,+3) (F = (1,4) pero X4 entonces G, = (=2, +3,
Y

+1) con z,=2+3 =-5=0

si G_ = (+3,+4) (F = {1,2) pero x, = 1 - Y X, = 1 - x,7) entonces
(+3+4+1+2) con 2,=3+8 -5 6yz=-3—e+3+
2 = -6, ie que siempre tendremos gque z, = - z, para el caso en que
el problema original sea de maxxmzacmn. Para el caso en el que el
problema original es de minimizacién pero éste tiene al menos un
elemento ¢; < 0 los valores de las funciones objetivo coinciden.
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3 DEBCRIPCION DEL
PROGRAMA

El programa estd disefado para que el usuario interactue con

él por medio de menus, en los cuales se pide al usuario que
seleccione una opcidn.

3.1, RELACIONES ENTRE LA NOTACION DEL PROGRAMA Y
LA NOTACIONM DE LA TEORIA.

Debido a que la resolucién del monitor de la computadora no
permite subindices, negritas ni subrayado, se ha tenido que
modificar la notacion utilizada en la exposicién de la teoria, una
pantalla tipica (fig. 3.1) que mostrase la informacién general del
nodo actual tendria el siguiente aspecto:

Fr{24) L=g1)
X=s¢35) Ltiop = ¢5)
100 = 3.000

5 <34
GLOVER =
2 21

Oprime cuslquier tecla para continuar.

{fig 3.1)
En donde GLOVER es la asignacion parcial G del nodo actual;
en donde los elementos inferiores (1 6 2) indican si 1la
variable estd cancelada (2) o si sélo estd asignada (1).

ZIOP representa el valor éptimo entero actual, ie 2IOP = z°.
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- LIOP representa el conjunto L correspondiente a ZIOP (sdlo
las variables gue toman valor 1).

- L es el conjunto de variables que toman valor 1.
- X es el conjunto de variables gque toman valor 0.
- F es el conjunto de variables libres.

Finalmente, como ultima aclaracién, los numeros en la parte
superior de GLOVER indican el numero de la variable (la primera, la
sequnda, etc.) del problera; cabe esta aclaracidén ya que si el
usuario introdujo el probliema por medio de restricciones tiene la
libertad de definir los nombres de sus variables (5 letras y/¢
numeros, siendo el primero de ellos una letra), por ejemplo si el
usuario definié su primera variable como XST el programa se
referird a ésta con el numerc 1 en parte superior de la asignacién
parcial.



3.2. LIMITACIONES DEL PROGRAMA.
Las limitaciones del programa son las siguientes:
~ n,m <= 10.

- los elementos de A y b son nuneros enteros de a lo mds
5 digitos.

- los elementos de C son numercs reales con parte entera
de a lo mds 5 digitos y parte decimal de a lo mds 3
digitos.

Debemos hacer notar gue todas estas limitaciones se imponen
dnicamente por fines de presentacion, ya gque internamente el
programa podria manejar A ,b y C con elementos reales cada uno de
ellos teniendo un maximo de 11 digitos significativos.Estande las
dimensiones (n y m) limitadas s6lo por la memoria de la computadora
que se utilice; se ha llegado a introducir un problema con matriz
A de dimensiones 12 x 20.

Si el wusuario introduce datos incompatibles con los
requerimientos impuestos o datos sin sentido, el programa mostrard
las causas probables del errcr y pedird al usuario que intente de
nuevo.

Se tomard como nodo inicial de la enumeracidn aquel gque tiene
a todas las variables del P.P.L.E como libres.
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3.3 INTRODUCCION DEL P.P.L.E.

El P.P.L.E. que se desea resolver puede ser introducido de dos
formas distintas (fig. 3.2).

a) TForma matricial

b) Forma no-matricial (introduciendo las restricciones)

N - INTROOUCIR EL PROBLEMA EN FORMA MATRICIAL.
R - INTRODUCIR EL PROBLEMA INTROOUCIEKDO LAS RESTRICCIOWES.

K - SALIR.
0ué opcidn eliges?
€n forme Mptriciat : Introduciendo las restricciones :
Tu PPLE debe tener formeto : Tu PPLE debe tener formato :
Win{Max) Z = Cx MintMax} 2 = civarl +,,. ¢cnvarn
L s.C,
Ax b a11varl +.., +ainVarn <= bl
x o= (0,1) aZivarl +... +s2nVern <= b2
* Se introducen tnlcanente los |  amivari +... samVarn < bn
elementos de A, Cy b. Varl,...,varn = (D, 1)

* x » (xi,...,xn) donde n es cl |* Donde no es necessrio escribir las

nimero de cotumas de |s ms - variables cuvo coeficiente es nulo,
triz AL
* No es necesario escribir (a con-
dicién de variables binar

(£ig 3.2)

3.3.1. FORMA MATRICIAL.

Un P.P.L.E. expresado en forma matricial tiene 1la
siguiente forma:

Min (o max) 2 - Cx
s.c 7
Ax s b
x - {0,1)
en donde la matriz de coeficientes A es una matriz de m renglones
por n columnas, el vector de requerimientos b es un vector columna

de orden m; el vector de costos C es un vector renglén de orden n
Y el vector de variables x es un vector columna de orden n con
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conponentes X,, Xy, ..., %,.
La secuencia para introducir el P.P.L.E. es la siguiente: i
- Se indica la manera de introducir el problema en forma

matricial y pide al usuario que introduzca el numerc de
renglones de A (fig. 3.3) y permite modificar este dato.

Introduce el rdmero de renglones (1.6 2 digitos)
de A (méximo 10) y pulca (enter).

Tu PPLE debe tener formato: ® Todes los datos se introducen
en forma horizontal,
Min(Max) I = Cx
s.c. ® Después de introducir cada nd
Ax e b mero oprime [a tecla fenter).
x = (0,

* Tanto los elementos de A como
* S{ deseas modificar los datos, (os de b deben ser enteros de
ternina de introducir todes los a los mas 5 digites.
datos y cspera la opcion 1edie
flcar. * Los elementos de C pueden ser
romeros reales con parte entera
de & lo mis 5 digitos y parte
decimal de a lo més 3 digites.

(fig 3.3) ;

- Se pide al usuario introduzca el numerc de columnas de A
Y permite modificar este dato.

~ Se pide al usuario que introduzca el vector C.

- Se pide al usuario introduzca los renglones (uno a la B
vez) de A.

- Se pide al usuario que introduzca el vector b.
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ESTA TESIS HO DEBE
SALR DE LA BRLIOTECA

3.3.2. FORMA NO-MATRICIAL.

La secuencia para introducir el P.P.L.E. es la siguiente:

~ Se pide al usuario que introduzca el nimero de
restricciones del problema y permite modificar este
dato.

- Se pide se introduzca el numero de variables del
problema y permite modificar este dato.

- Se indica la manera de introducir el problema en forma
no-matricial y pide al usuvario que introduzca las
restricciones (uma a la vez) del problema (fig. 3.4) vy
permite modificar 1la restriccién que se esta
introduciendo.

Introduce L8 1¢ restriccion

* Conslders como una unidad » {s variable junto con su coeficiente y
tigno, por ejenmplo: ¢31vyt o -RST (sin ningin espacio intermedio).
Una unidad debe estar corarada de otra por medio de un espacio.

Un espacio debe preceder vy continuar al signo "ez®,

Los coeficientes de las veriables en Las restricciones deben ser
enteros de 3 lo més 5 digitos,

Las variables pucden comsistir de a lo mas § caracteres (letras
y/6 nimeros), el primerc de ellos debe ser una letra,

® Los coeficientes de las variables en la fuircion objetivo pueden ser
rimeros reales con parte entera de a lo mis 5 digitos y parte deci-
wmal de a {o mis 3 digitos.

Oprime (enter) para finalizar cada restriccidn vy ta funcién objetivo|
Ejemplo de restriccion valicda:r  3x1 +4x2 -x3 -12345x832% <= 2,

$i el coeficiente de ta princra variatle es positivo se omite wew,

(fig 3.4)

- Se pide al usuarin que introduzca la funcién objetivo y
permite modificar ésta.
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3.4 EDICION DEL PROBLEMA,

El programa esta provisto de opciones que permiten modificar
el problema debido a que al introducir lecs datos del problema es
facil cometer errores.

Es necesario hacer la siguiente aclaracién: El usuario podra
introducir el problema por medio de cualesgquiera de las dos formas
indicadas anteriormente (matricial y no-matricial), sin embargo,
las modificaciones se efectuardn de forma matricial.

Se mostraran en la pantalla C, b y A y se dara la oportunidad
de modificar: C, b, A, €l nuimero de renqglones de A y el numeroc de
columnas de A 6 continuar con la introduccién del problema (fig.
3.5).

€ - Modificar C B - wodifiear ® A - Hodificar A 0 - Continuar
M - Modificar el mmero de renglones de
N - Modificar el rimera de columas de A
** Después de cadn fatn Asher eprimif [enter]. 4 Oué opcidn eliges 7
Cx (2,000 4,000 6.0M P.N0A 12,0003
b= ( 1 -2 -1
-1 -1 1 2 -1
A -7 0 3 3 -3
n -6 1 -3 -3
(£ig '3.5)

=81 se elige la.opaifn € = Modificar €, se muestra el
vector C y se pide al usuario que lo vuelva a introducir
(deberd introducirse todo el vector), una vez hecho esto
se regresard al ren’ de modificacién (fig. 3.5).
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- $i se elige la opcion B ~ Modificar b, se mnuestra el
vector b y se pide al usuario que lo vuelva a introducir
(debera introducir todo el vector), una vez hechc esto
se regresa al renu de modificacion (fig. 3.5).

- Si se elige la opctidén A - lNodificar A, se muestra la
matriz A y se dan las opciones de introducir un renglén
© una columna.

- Si se elige R - Introducir un renglén, se pide al
usuario el nuraro del renglén gque desea introducir vy
a continuacién se pide se introduzca el renglén
seleccionads, una vez hecho esto se regresa al nenu
de modificacién (fig. 3.3).

- 51 se elige € - Introducir una columna, se pide al
usuario el nu~sro de la columna gue desea introducir
Yy a continuacion se pide se introduzea 1la columna
seleccionada, una vez hecho asto se regresa al nmenu
de modificacidn (fig. 3.5).

- 51 se elige la opcién M - lodificar el nuimero de
renglones de A, se rmuestra A y se pide al usuario que
introduzca el nurero de renqglones que desea que tenga A
Y permite editar este numero.

- $i la dimensicn de la ratriz A aumenta se pide se
intreduzcan Joo rangloncs nuevos de A (uno a la vez),
una vez hechn ~cto se ruestra el vector b y se pide
se introduczca <s=tz (ya nue al’ aunentar el numero de
renglones de / la ¢iimencién de b aumenta), una vez
hecho esto so reqgrasa al renu de modificacion (fig.
3.5).

- Si la dimensicdn de la matriz A no aumenta, sea r el
numero de renglenes que el usuario desea, entonces
los primeros r renglones seran seleccionados para
formar la nueva rmatriz de coeficientes, los prinmeros
r elementos de b formarzn el nuevo vector b y se
regresara a1 mami de modificacion (fig. 3.5).

- S5i se elige 1la npecién ¥ -~ Hodificar el numerc de
columnas de A, s= muestra A y se pide al usuaric
introducir el nuraro de colurnas que desea que tenga A
Yy permite editar cste mimero.
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- Si la dimensién de la matriz A aumenta se pide se
intreduzcan las columnas nuevas de A (una a la vez)
(para el caso no-matricial se pediran también las
nuevas variables), una vez hecho esto se muestra el
vector C y se pide se introduzca éste (ya que al
aumentar el numero de colurnas de A la dimension de
C aumenta), una vez hecho esto se regresa al menu de
modificacioén (fig. 3.5).

- Si la dimensidén de la matriz A no aumenta, sea ¢ el
nimero de columnas que el usuario desea, entonces,
las primeras c¢ columnas serdn seleccionadas para
formar la nueva natriz de coeficientes, los primeros
c elementos de C formaran el nuevo vector C y se
regresard al menu de modificacién (fig. 3.5).

- 5i se elige la opcién D - Continuar, se muestran C, b y
A y se pregunta al usuario si el P.P.L.E. gque desea
resolver es uno de minimizacidén, en caso negativo se
supone gue el problema es uno de maximizacidén.

-~ En el caso en que el P.P.L.E. sea uno de
maximizacion y/o exista al menos un coeficiente de
costo negativo, se informara al usuario gue el
programa trabaja sélo con P.P.L.E. en forma de
minimizacién con C >= 0 y muestra en la pantalla C',
b' y A' que conforman un nuevo P.P.L.E. (problema
modificado) equivalente al original ( problema
original} con C' >= 0 Yy funcion objetivo a
minimizar, muestra también el cambio de variables
realizado para transformar el problema original en
el modificado.

Para comedidad del usuario el programa escribird X;
en vez de X;' para aguellas variables con c; >= 0.

Una vez que se oprime cualquier tecla para seguir,
se muestra la nueva funcién objetive a minimizar
(junto con el cambio de variables) y una vez que se
decide seguir se muestran las distintas pruebas que
se pueden aplicar al problema, ademds de mostrar dos
opciones de ayuda (T -Estrategias), (H - Help) y una
opcién para salir del programa (K - salir)
(£ig. 3.6).
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C ~ CEILING 5 D« PROGLIN § - SAL2§
oo INFACTIBILIDAD . " P'- PENRLIDADES ~ M - Rim VAR MEN PEN . -
2 - CERO S .S = SUFIDCATE A = RAM VAR MAX FEN
PR E - PREFERSET F = AUTOMATICO

Vi T = ESTATEGIAS . ¥ ~ MELP .

¢ Oué opcidn eliges i3

- (fig 3.6)

~ E) elegir la opcién F - Automdtico permite visualizar la
solucidn optima (si esta existe) del problema, sin gque
el usuario intervenga en la busqueda de ésta; la prueba
se puede seleccionar en cualquier nomento de la
enumeracion.

- Si se elige la opcién T - Estrategias aparecerd en la
pantalla informacidon de coémo realizar la busqueda de 1la
solucion o¢ptima; aclaremos que estas observaciones
tienen una justificacién empirica ya gque el encontrar la
solucion optima de manera "rapida" depende
principalmente de 1los elerentos de 1la matriz de
coeficientes A y del vector b.

- Si se elige la opcion H - Help (ayuda) aparecerd en 1la
pantalla informacicén general acerca del programa, asi
como una descripcion de cada prueba.

- Si se elige la opcién K - Salir, se permite al wusuario
modificar el problerma actual o introducir un nuevo
problen o salir definitivamente el programa.

- Si se elige la opcion M - Modificar el Problema

Actual, el prograra mostrard el menu de modificacién
(fig. 3.5).
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-~ S8i se elige la opcién N - Introducir un Nuevo
Problema, se mostrarda la pantalla gque permite 1la
eleccion de introducir el problema en forma matricial
¢ introduciendo las restricciones (fig. 3.2).

- La eleccién de K - Salir, permite salir del programa
definitivamente, aparecerd el indicador del DOS.

- Si se elige aplicar una prueba al problema, (opciones €,
1, 2, v, Db, P, 5, E, B, M, A) se aplicard la prueba
elegida y se mostrara su resultado.

- Si el problema es uno de minimizacién con C >= 0 se
dardn las opciones de continuar con la aplicacién de las
pruebas y la de visualizar informacidn de caracter
general para el problema (F, L, X, LIOP, ZIOP, GLOVER).

-'Si el problema es unoc de maximizacién y/6 con al menos
un coeficiente de costo negativo se dardn las opclones
de continuar con la aplicacién de 1las pruebas, la de
visualizar informacion de caracter general (F, L, X,
LIOP, ZIOP, GLOVER) para el problema original y 1la
opcion de visualizar informacion de caracter general
(F, L, X, LIOP, 2ZIOP, GLOVER) para el problema
modificado.

Una vez resuelto el problema, se muestran en la pantalla las
variables que toman valor 1 (las demas toman valor 0), asi comoc el
valor Sptimo.

En el caso en que se tengan problemas Original y Modificado,
la solucidén mostrada correspondera al problema modificado y una vez
que se desee sequir se preguntard al usuario si desea ver la
solucién oéptima para el problema original, en caso afirmativo se
mostrardn las variables que toman valor 1 ademds del valor éptimo.
Después de visualizar la solucidn dptima (si ésta existe) se
permitira modificar el problema actual, introducir unoc nuevo o
salir definitivamente del programa.
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CONCLUBIONES.

Podemos concluir que la eficiencia de la enumeracidn implicita
depende directamente de lo siguijente:

1.~ De que tan bien sean disefadas las pruebas sondeadoras, las
cuales tienen la finalidad do identificar tantas soluciones no-
prometedoras como sea posible para descartarlas automaticamente,
asi como de elegir "inteligentemente” a las variables a las que se
les asignara algun valor bhinario.

2.~ De la estrategia que se siga en la enumeracién. Consideramos
que una buena estrategia es aquella que logra cobtener una "buena"
solucién (dptima 6 cercana a la 6ptima) al inicio de la enumeracién
Yy que una vez que se obtiene ésta aplica a los nodos restantes por
enumerar pruebas que produzcan cancelaciones.

3.- De la experiencia que se tenga en la resolucién de P.P.L.E. con
el enfoque de la enumeracion implicita.

La principal ventaja del cnfoque de la enumeracién implicita
es que al aplicar ésta no se "acarrean" los errores de redondeo, lo
cual hace que éstos sean practicamente inexistentes (en los
algoritmos de cortaduras ésto representa una severa dificultad).

Consideramos que un sistema de enumeracién implicita debe
proveer al- usuaric de pruebas sondeadoras con las siguientes
caracteristicas:

1.~ Pruebas sondcadoras que conduzcan a una "buena" solucién al
inicio de la enumeracion como son B - Balas y M - Ram Var Men Pen.

2.- Pruebas sondeadoras que produzcan cancelaciones como los son C
- Ceiling, I - Infactibilidad, Z - Cero, U - Une, P - Penalidades
Y S - Surrogate.

3.~ Pruebas sondeadoras que hagan una seleccién "inteligente®

de las variables a las que se les asiqnara algan valor binario como
son' B -Balas, M - Ram Var Men Pen, A - Ram Var Max Pen y E -
Preferset.

4.~ Pruebas sondeadoras que permitan conccer si el espacio de
soluciones del P.P.L.E. (0 uno semejante a el, por ejemplo el
espacio de soluciones del problema lineal asociado al P.P.L.E.) es
factible como lo es la prueba D - Proglin.
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