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PROLOGO 

El objetivo de la presente tesis es el desarrollar un sistema 
interactivo para el problema de programación entera puro utilizando 
la enumeración implicita, es decir, que trataremos con el Problema 
de Programación Entera Lineal (P.P.L.E.) con Variables 0-1. 

El trabajo escrito consta de tres capitulas. El primero de 
ellos tiene la finalidad de mostrar la importancia de la 
programación lineal entera. En el segundo capitulo se desarrollan 
el concepto de enumeración i~olícita, el esquema de enumeración y 
once pruebas sondeadoras. El t0rcer capitulo da una descripción del 
programa. 

El sistema provee al usuario de un esquema de enumeración el 
cual asegura que todas las corbinaciones binarias al P.P.L.E. sean 
enumeradas (explicita o i:-'.pl icitarnente) asi como de once pruebas 
sondeadoras diseñadas par-a hacer que la enumeración sea 
razonablemente implicita. 

Se ha diseñado el siste~~ de manera que éste sea amigable al 
usuario, de tal forma que la introducción del problema así como la 
edición de este se efectúe de manera sencilla. El sistema valida 
cada dato y en caso de qqe el usuario introduzca datos 
incompatibles, muestra la(s) posible(s) causa(s) del error y 
permite volver a introducir el dato requerido. 

El sistema brinda la opción de resolver el P.P.L.E. de manera 
automática, ie, sin necesidad de que el usuario intervenga en la 
búsqueda de la(s) soluoión(eo) óptipa(s) al P.P.L.E., as1 como dos 
opciones de ayuda en las cuales el usu:irio podrci consultar 
información acerca de cómo f'.Q realiza cada prueba y consultar 
sugerencias y estrategias para la resolución del P.P.L.E. 

Ad~rnás, al efectuar c~da prueba sondeadora el sistema 
proporcionara información con la cual el usuario podrá hacer una 
mejor selección de la siguiente prueba a aplicar e información con 
la cual se podrá construir fácilracnte el árbol que describe el 
esquema de enumeración. 

Es de esperar que esta tP.sis sea un buen apoyo didáctico para 
el alumno que estudie la programación lineal entera con un enfoque 
de enumeración implicita. Par~ las personas que conocen el tema, el 
sistema podría brindar un apoyo en el desarrollo de estrategias en 
la resolución del P.P.L.E. da1~ que brinda gran flexibilidad en la 
secuencia de aplicación de las pruebas sondeadoras. 



1 OP'l'IXIZACIOR 
DITERA 

1.1 I:JITllODOCCIOK 

cualquier problema de toma de decisiones, con un objetivo que 
deba ser maximizado ó minimizado, en el cual las variables de 
decisión (las cuales deben ser cuantificables) deban tomar valores 
discretos (no fraccionales) puede ser clasificado como un problema 
de optimización entera. 

Un problema de optimización entera es clasificado como lineal 
si, al relajar las condiciones de integridad de las variables, el 
problema resultante es estrictamente lineal. 

La importancia de la optimización entera en cuanto a la 
resolución de problemas prácticos surge como consecuencia de los 
grandes avances en el campo de la investigación de operaciones, en 
particular de la prograr.iacíón lineal. Fue entonces cuando se 
reconoció la necesidad de resolver problemas de programación en los 
cuales algunas o todas la variables de decisión debieran tomar 
valores enteros. En la práctica se dan problemas en los cuales 
tanto las actividades como los recursos son indivisibles, este es 
el caso de máquinas, barcos, ca~iones, etc. Además, muchos 
problemas requieren la deterninación de decisiones de 11 si o no 11 , 

las cuales pueden ser consideradas corno los valores 0-1 de una 
variable entera. 

Fue en 1958 que Gomory desarrolló la primera técnica de 
programación entera finita para resolver problemas enteros lineales 
y desde entonces se han desarrollado una gran cantidad de 
algoritmos para la programación entera. 
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1.2 DBP:tlll:CIOll JIATBKATICA 
DBL PROBLEMA DI! 
PllOGRAllACIOll l!llTBRA. 

como: 
El problema general de programación entera puede se definido 

Maximizar(6 Minimizar) 

Z - g0 (x1,.;. ,xn> 
a.e 

g 1 (x1 , ••• ,xn) sb1 , ieM-{1,2, •.. ,m} 

x1 ~o, jEN• {1,2,. . .,n) 

x1 entera , ji:Ii::N 

Si I = N, es decir, todas las variables xi deben tomar valores 
enteros, el problema es llamado problema de programación entera 
puro. De otra forma, es decir, si I es subconjunto propio de H, 
entonces se está tratando con un problema de proqramación entera 
mixto. 

Los desarrollos más importantes en el campo de la programación 
entera se han realizado en los casos en donde las funciones 91 , con 
i en (O} u M, son lineales. Podemos escribir el problema general de 
programación lineal entera de la siguiente forma: 

Maximizar(6 Minimizar) 

x1 ~0,jEN 

x 1 entera , jeir::.N 

Tanto la clase de problemas puros como la clase de problemas 
mixtos se dividen a su vez en dos subclases: 

a) Los P.P.E. en los cuales todas las variables enteras de 
decisión están restringidas a tomar valores O 6 1 (estos problemas 
se conocen como problemas 0-1). 
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b) Los P.P.E. en los cuales las variables enteras de decisión 
están restringidas a tomar valores no-negativos. 

En la presente tesis trabajaremos con el Problema de 
Programación Entera Lineal Puro con Variables 0-1. 

Para ilustrar la versatilidad de los problemas de 
programación entera se presentan a continuación algunos ejemplos: 

1.3 BJllllPLOB 

1) variables con Valores Discretos. 

Consideremos un modelo de programación lineal con el 
requerimiento adicional de que algunas de las variables puedan 
tomar sólo ciertos valores discretos. 

En general, si x 1 es una variable de decisión 
está restringida a tomar valores en el conjunto 
restricción de que x1 pertenezca al conjunto 
equivalente a: 

X1 - (a1Y1 + ••• + a,.y¡) ... 

Y1 + • • • + Y.t "' 1 

Yj - O 6 l para cada j 

del modelo que 
(a1 , ••• ,at.} la 

{a1 , ••• ,at.) es 

Se pueden aumentar tales restricciones a las ya existentes 
para cada variable restringida a tomar valores discretos. Esto 
transforma el problema en un problema entero. 

2) Problemas de surtido Mínimo. 

En adición a las restricciones usuales en un modelo de 
programación lineal, suponga1:1os que existen restricciones de la 
forma: la variable xj debe tornar valores O ó si torna un valor 
positivo éste debe ser mayor o igual que alguna cota especifica l .• 
Restricciones de este tipo surgen cuando el modelo inclu~e 
variables que representan los montos de algunas materias primas 
utilizadas, y los distribuidores de estas materias primas proveeran 
únicamente cantidades mayores o iguales a esas cotas minimas 
especificadas. 

Sea Mj un número positivo muy grande o alguna cota superior 
para el valor de x 1 en la solución óptima del problema. La 
restricción de que xj es O ó mayor o igual a 11 es equivalente a: 



xj - ljYj ~ O 

X1-M;Y1<0 

y 1 - o 6 1 

Restricciones como ésta pueden ser introducidas en el modelo 
para cada variable con estas caracteristicas. Esto transforma el 
modelo en un modelo de programación entera. 

3) Problemas de carqo rijo, 

En los modelos de programación lineal las variables de 
decisión normalmente representan los niveles a los cuales varias 
actividades son llevadas a cabo. Se supone que la función objetivo 
a ser minimizada (ó maximizada) es una función lineal de las 
variables. 

En muchos problemas prácticos, el costo de ejecutar una 
actividad como una función del nivel a la cual ésta es ejecutada 
puede tener la forma: el costo de ejectutar la actividad, al nivel 
x1 es o si x1 = o y t 1 + c 1xJ si xj > o. t 1 es un cargo fijo en el 
cual se incurre sólo cuando la j-esima aceividad es ejecutada a un 

~!~e;e;~~~~~r~~e;u~~n~=~svi~fa:ie~s d~o~~~l~i~~a para toda j. sean 

Ax - b 

X> 

El problema de encontrar una solución que minimice el costo 
total (el costo variable más los cargos fijos de las variables con 
valor positivo en la solución) es conocido como el problema de 
programación lineal de cargo fijo. Las f i son conocidas como cargos 
fijos. Las cJ son los coeficientes de costo de las variables. La 
función objetivo es: 

en donde para la solución entera x, J (x) = {j : x > O}. 
Claramente Z (x) no es continua en el origen. Debido a la 
complejidad (no linealidad) de la función objetivo, estos problemas 
no pueden ser resueltos por el método simplex. 

Los problemas de cargo fijo pueden ser formulados como 
problemas enteros. Sea M un nümero positivo muy grande o una cota 



superior para los valores de las variables en la solución óptima 
del problema. consideremos el sistema de restricciones: 

x 1 -M1Y1 SO 

X1 ~ O,y1 - O 6 l. 

Claramente, cuando y. es igual a o, x 1 debe ser igual a O bajo 
estas restricciones. Alte

1
rnativamente y. es forzada a tomar valor 

1 cuando .xJ > O. Esta observación y el hehho de que los fj son todos 
no-negativos implica que el problema de cargo fijo es equivalente 
al siguiente problema de programación lineal entera mixto: 

s.c 

Ax - b 

x1 - My1 s o para toda j 

x1 ~ o para toda j 

y 1 - O 6 l. par a toda j 

4) Problemas de Localización de Plantas. 

Los problemas de localización de plantas forman una clase 
importante de problemas prácticos que pueden ser formulados como 
problemas enteros. El problema más simple de esta clase tiene la 
siguiente estructura: existen n sitios en una región que requieren 
un producto. La demanda para el producto en el sitio i es d 1 
unidades, i = l, ••. ,n. La demanda tiene que ser satisfecha 
manufacturando el producto dentro de la región. Para satisfacer la 
demanda se necesita establecer m ó menos plantas para manufacturar 
el producto, donde m está especificado. El costo por construir una 
planta manufacturera en el sitio i es f 1 pesos. Si una planta es 
construida en el sitio i, k1 unidades es su capacidad de 
producción. El cargo fijo por establecer una ruta para transportar 
el producto del sitio i al sitio j es f 1i pesos. Si una ruta es 
establecida para transportar el producto del sitio i al j, k 1. 
unidades es la capacidad de la ruta, y cq pesos es el costo poi 
transportar una unidad del producto de i hacia j. En la práctica m 
será mucho menor que n, y el producto sera mandado de los sitios 
donde éste es manufacturado hacia todos los otros sitios en la 
región. El problema es determinar un subconjunto óptimo de sitios 
para localizar las plantas y el plan de transporte de manera que se 
minimice el costo total de construir las plantas, establecer las 
rutas y transportar el producto. 
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El problema puede ser formulado como un problema entero 
utilizando variables de decisión con las siguientes 
interpretaciones: 

y 1 - l. si una planta es localizada en el sitio i 

- o en otro caso 

y,1 - 1 si se establece una ruta de transporte 

del sitio i al si tic j 

- o en otro caso 

x 11 - cantidad de producto transportado 

del sitio i al sitio j 

Entonces, la formulación del problema es: 

s.c 

:[ x 11 - k 1 y 1 s o para toda i 
j 

x11 - k11 y,1 s O para toda i, j 

~ xiJ ~ d1 para toda j 

L Y 1 < m 

' 
xlJ ~O para toda i, j; y 1 , y 11 - o 6 1 

5) Problemas de Adquisición. 

Esta clase de problemas tiene la siguiente estructura: existen 
m tipos de equipos disponibles. Hay almacenados a 1 unidades del 
tipo i, i = 1,2, .•• ,m. Un presupuesto de R pesos está disponible 
para comprar cantidades de equipo extra. Una unidad del tipo i 
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cuesta p 1 pesos. El equipo puede ser comprado y distribuido en 
cantidades enteras. Existen n estaciones que utilizan estos 
equipos. La j-ésima estación puede usar un máximo de b1 unidades 
de todos los tipos de equipos (considerados conjuntamente). La 
ganancia resultante de asignar una unidad de tipo i a la j-ésima 
estación es cJJ pesos. El problema es determinar cuántas unidades 
de cada tipo ae equipo deben ser compradas y cómo distribuir estos 
equipos entre las estaciones. 

Definamos las variables de la siguiente forma: 

y 1 - número de unidades de equipo tipo i 

a ser compradas 

xií - número de unidades de equipo tipo i 

distribuidas en la estación j 

Entonces del problema es: 

s.c 

.Exu-y1 sa1 ; i-1, ... ,m 
j 

E x 1J s bí; j - l, .•. , n 
' 

xJj 2: o, y 1 2: O; todas las variables enteras 

6) Restricciones de "Una o la Otra". 

En el ejemplo 2), se vió una restricción en la cual una de las 
condiciones: x1 = o ó xj >= 1 1 tenia que cumplirse. Tales 
condiciones son conocidas como restricciones de una o la otra. 

Una generalización de estas restricciones requiere que k 
restricciones dentro de un conjunto dado de r restricciones tengan 
que cumplirse, donde k es un número conocido. Supongamos que las 
restricciones son g1 (x) >= O, ••• ,gr {X) >= o, donde g 11 ••• ,g son 
funciones dadas de las variables de decisión x. Sea L1 un nJmero 
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positivo muy grande tal que -L1 es una cota inferior para gj (x) 
sobre el conjunto de soluciones factibles. El requerimiento de que 
k de estas restricciones tengan que ser satisfechas es equivalente 
a: 

g, (X) +L,y, >O 

Y1 + • • • Yr - r -k 

y 1 - o 6 l para cada j 

Asi, las restricciones de este tipo pueden ser formulad~s 
utilizando variables 0-1. 

7) Problemas de Selección de Proyectos. 

Este modelo trata con situaciones en las cuales hay varios 
proyectos esperando aprobación y el problema es determinar de ellos 
un subconjunto óptimo para ser realmente aprobado. El horizonte de 
planeación es n periodos. Si el i-ésimo proyecto es aprobado éste 
requiere un presupuesto de cit pesos en el t-ésirno periodo, t = 
l, .•• ,n. El total de fondos disponible en el t-ésimo periodo son et 
pesos. La ganancia total en el caso de que el i-ésimo proyecto sea 
aprobado es p1 pesos. 

Definamos las variables enteras con las siguientes 
interpretaciones: 

x1 - l si el proyecto i es aprobado 

- o en otro caso 

Entonces el problema es: 



Maximizar E p 1 x, 

s.c 

x, - o 6 1 para toda i 

Restricciones adicionales sobre el uso de otros recursos 
durante cada periodo pueden ser añadidas al modelo. 

1) Probl•m•• d• El•cción Multiple. 

Consideremos el modelo usual de programación lineal en el cual 
hay varias actividades posibles. Sea x el nivel al cual la j
ésima actividad es realizada. Las variabies x1 tienen que ser no
negativas y satisfacer algunas restricciones lineales. Ademas 
supongamos que las actividades están agrupadas y que exactamente 
una actividad de cada grupo debe realizarse. 

Sea M un numero positivo muy grande o una cota superior 
para el nivel de cada actividad. Supongamos que J = (1, ••• ,k) forma 
un conjunto de actividades. Definamos: 

Yj - 1 si la j-ésima actividad 

e3 realizada 

- o en otro caso 

Entonces, la restricción de que exactamente una actividad del 
grupo J deba ser ejecutada es equivalente a: 

x1 O? O, YJ - O 6 1; para toda j en .J 

Restricciones similares se deben incluir para cada grupo de 
actividades de los cuales sólo una actividad tenga que ejecutarse. 
El modelo final es un problema de programación entera mixta. 
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9) Probl••aa de secuenciación. 

Estos problemas surgen al querer determinar una secuencia 
óptima para trabajos procesados en una máquina. Existen n trabajos. 
Sea p 1 el tiempo de proceso requerido por el i-ésimo trabajo en la 
máquina. Supongamos que la máquina puede procesar sólo un trabajo 
a la vez. Además cuando un-trabajo es iniciado en la máquina su 
proceso debe ser terminado antes de que la máquina pueda iniciar 
otro trabajo. Sea t 1 la hora en la cual el i-ésimo trabajo es 
iniciado en la máquina, i Q l, ..• ,n. El problema es determinar las 
restricciones sobre las variables de tiempo t 1

1s de tal manera que 
representen una secuencia implementable sobre la máquina. 

Si el trabajo i es iniciado en la máquima antes que el 
trabajo j, debemos tener t 1 >= t 1 + p1• Por otra parte, si el 
trabajo j es iniciado en la máquina antes que el trabajo i, debemos 
tener t 1 >• t 1 + p1• Entonces, para cada uno de los n(n-1)/2 pares 
posibles i, j, i <> j, exactamente una desigualdad del par de 
restricciones 

C.1.~tJ•Pi 

6 c,~r:1 •p1 

debe cumplirse. Sea M un nümero positivo muy grande. Definamos: 

y 11 - l si el trabajo i es iniciado en la 

máquina antes qu<: el trabajo j 

- o en otro caso 

Consideremos el sistema de restricciones: 

My,1 + t,- tJ > P1 

M(l-y11) + t1 -t, > P, 

y 11 - o 6 1 para toda i, j 

Si (t,y) es factible para este sistema, el vector tiempo puede 
ser implementado en la máquina, inversamente, para cada vector t de 
tiempo factible, existe una y tal que el (t,y) es factible para 
el anterior sistema. 

10 



10) Problema de la Mochila. 

Este modelo se refiere a la siguiente clase de problemas: 
articulas de n diferentes tipos están disponibles. Cada articulo de 
tipo i tiene un peso de w1 kg. y un valor de v 1 pesos. Una mochila 
que puede soportar a lo mas un peso de w kg. tiene que ser cargada 
con estos articulas de manera que se maxi~ice el valor total de los 
articules incluidos, sujeto a la capacidad de peso de la mochila. 
Los articulas no pueden ser divididos; tlnicamente un número entero 
no-negativo de articulas de cada tipo puede ser cargado. 

Sea x1 el número de artículos de tipo j 
mochila. El problema es: 

incluidos en la 

n 

Maximizar E v1 x1 ,_, 
s.c 

xJ 2 o y entera para toda j 

Los problemas de la mochila son problemas enteros puros de una 
sola restricción. 

1.4 BQUIVALBllCXA DBL PROBLEMA l!lfTBRO 
COK BL PROBLBJIA 0-1. 

Los ejemplos mostrados anteriormente muestran la gran variedad 
de problemas que pueden ser formulados como problemas de 
programación entera, mostraremos ahora que todo problema puro de 
programación entera puede ser formulado como un problema 0-1 puro. 

Podemos suponer que la variable xk posee una cota superior uk, 
ya que en la realidad no es posible que una variable tome un valor 
por arriba de toda cota debido a que la disponibilidad de los 
recursos es finita lo cual trae consigo que los niveles de las 
actividades lo sean también. Entonces 

Y;p - O 6 l. 

donde K es tal que 2<-1 >= u, + l. Al sustituir "• en términos de y,P 
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tenemos el resultado deseado. 

La desventaja obvia de la anterior tranformación es que el 
número de variables binarias puede resultar demasiado grande para 
permitir la resolución del problema en una cantidad de tiempo 
aceptable. 

12 



2 l!lfUJIBRAC:IOll 
DIPL:IC:IT1'. 

2 • l. COllCllPTO DB BJroKBilC:IOll 
DIPL:IC:IT1'. 

En general, se puede suponer que el espacio de soluciones de 
un P.P.L.E. posee un numero finito de puntos factibles. Un método 
directo para resolver problemas enteros es enumerar exhaustivamente 
(o explicitamente) todos los puntos del espacio de soluciones. En 
este caso, la solución óptima está determinada por el {los) 
punto(s) que produce(n) el mejor (máximo 6 minimo) valor de la 
función objetivo. 

La desventaja obvia de la técnica anterior es que el número de 
puntos solución puede ser demasiado grande para fines prácticos, 
con el resultado de que la solución no puede ser determinada en una 
cantidad razonable de tiempo. La idea de la enumeración implicita 
(o parcial) es la de considerar solamente una porción {posiblemente 
pequeña) de todos los posibles puntos solución y descartar los 
restantes como no-prometedores. Para ilustrar este punto, 
consideremos el problema de determinar todas las soluciones 
factibles para la siguiente desigualdad: 

X; - (0,1), j - 1,2,3 

Por simple inspección vemos que para cualquier solución 
factible Xz debe ser fijada a nivel l. Esto significa que cualquier 
combinación binaria (X1 1 Xi, X3) teniendo Xz = O no puede producir una 
solución factible. Por lo tanto las cuatro combinaciones (O,O,O), 
{1,0,0), (0,0,1) y (l,O,l) son descartadas automáticamente como no
prometedoras y se dice que están implícitamente enumeradas. 

Dado que x2 = l es un requerir.liento necesario para tener 
factibilidad, la holgura de la desigualdad está dada por -6-(-8) = 
2 unidades. Por lo tanto, x1 o x (ó ambas) pueden tomar valor 1 
sólo si sus contribuciones al lado izquierdo de la desiqualdad no 
excede 2. Ya que el coeficiente de x1 es igual a 3, x1 debe ser 
fijada a nivel o, lo cual significa que (1, l, O) y (l, l, l) son 
implicitamente enumeradas como no-prometedoras. Ahora, dado que x1 
= O y x2 = 1, la combinación (O, 1, 1) es descartada ya que el 
coeficiente de x3 es igual a 5. La combinación restante (0,1,0) es 
la única solución factible a la desigualdad. 
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Para apreciar el impacto de utilizar la enumeración impl1cita, 
la figura 2.1 da una representación gráfica de las ideas utilizadas 
en el ejemplo anterior. La primera conclusión es que x2 debe ser 
fijada a nivel l. Entonces todas las ramas gue surgen de la rama Xz 
= O (mostradas con linea punteada} son descartadas. En este caso, 
se dice que Xz = O esta sondeado. Para x2 = 1, la desigualdad 
muestra que x1 = 1 no puede producir una solución factible y por lo 
tanto (x2 = l,x1 = 1) está sondeado. Ahora, dado x2 = 1 y x1 =·O, 
la rama x3 ~ l conduce a una solución infactible, pero la rama x3 
= o conduce a una solución factible. Ya que todas las combinaciones 
(21) han sido consideradas, el proceso termina. 

, 
X =O/ 1 , , 

' • X~fJ' ''{.-3=1 

De la 
importantes 
implícita: 

(l) 

fig. 2.1 

discusión anterior podemos obtener dos puntos 
para la exitosa implementación de la enumeración 

Existe la necesidad de un esquema de enumeración que 
asegure que todos los puntos solución son enumerados 
(implicita o explicitamente) de una forma no
redundante. 

(2) Un número de pruebas "sondeadoras" deben ser 
diseñadas para excluir tantas soluciones no
prometedoras como sea posible. 

En el ejemplo anterior es fácil no perder de vista las 



soluciones enumeradas porque hay tan sólo ocho de ellas. En el caso 
general, un método de enumeración eficiente y flexible es requerido 
para no perder de vista todas las soluciones que han sido 
consideradas (ya sea implícita o explícitamente) y para generar las 
restantes de una forma no-redundante. En donde se entiende por 
eficiente que el método de enumeración no sobrecargue la memoria de 
computadora y por flexible que guarde la información y que tenga 
acceso a ella fácilmente. 

Las pruebas sondeadoras provistas para el ejemplo anterior 
están especialmente diseñadas para tomar ventaja de su estructura. 
Para el caso general, estas pruebas deben ser diseñadas para cubrir 
una clase más amplia de problemas. Debe observarse que las pruebas 
sondeadoras pueden conducir a un algoritmo potente o débil 
dependiendo principalmente de cuán inteligentemente estas pruebas 
sean diseñadas para detectar las soluciones no-prometedoras. 

En el presente trabajo se proveerán once de estas pruebas las 
cuales se podrán utilizar en el orden que se deseé, lo cual permite 
el estudio de diferentes secuencias en el orden de aplicación 
pudiéndose con ello desarrollar algoritmos y estudiar la eficiencia 
de éstos. 
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2.2 ESQUEMA DE EHUXERACXON. 

La enumeración implicita no considera combinaciones binarias 
"completas". En cambio, ésta empieza con una (o más) variables 
fijadas a un valor binario (combinación binaria parcial) y 
entonces, gradualmente se construye la 11 solución 11 al aumentar (a la 
combinación binaria parcial} variables a un valor fijo. Como 
ilustración, el ejemplo de enumeración de la sección 2.1 empieza 
por fijar x2 a nivel uno, entonces x 1 es aur.i.entada (a la combinación 
binaria parcial) a nivel cero, y asi sucesivamente. En el curso de 
cada una de estas argumentaciones es evidente que puntos solución 
(asignaciones completas) pueden ser descartados sin ser 
considerados explícitamente. Esta idea es la base para el esquema 
de enumeración que utilizaremos, el cual fue diseñado por Glover. 

Se dan las siguientes definiciones para facilitar la 
presentación del esquema. Por conveniencia, la notación +j (-j) se 
usa para indicar que X;= l (x. =O). Por ejemplo, la información 
x5 = O, x2 = 1 y Y.3 = 1 puede sér resumida cor.i.o { -5, +2, +3}. 

(i) Solución Parcial (G) Es un conjunto ordenado, el 
cual asigna espccif icaciones binarias a un 
subconjunto G de N. En el ejemplo de la sección 
3.1,el conjunto G = (+2,-1} es una solución parcial 
en la cual Xz = 1 y x1 O. 

(ii) variables Libres (F = N - G) Una variable que no 
está asignada a un valor binario por la solución 
parcial G es libre de tomar valor cero o uno. 

(iii) Variables con Valor o (X) Son las variables a 
cuales se les ha asignado ( de manera temporal 
definitiva) el valor cero. 

las 
o 

(iv) variables con Valor 1 (L = N - (F +X)) Son las 
variables a las cuales se les ha asignado (de manera 
temporal o definitiva) el valor uno. 

(v) Complatación de G Se asigna un valor binario a todas 
las variables en N, estos valores están determinados 
por la asignación en G junto con una especificación 
binaria para cada variable libre. En el ejemplo 
anterior, G = (+2,-1) tiene dos completaciones: 
(+2,-1,-J) y {+2,-1,+J). 
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(vi) 

(iv) 

variable Cancelada Es una variable a la cual se le 
ha asignado un valor binario (cero o uno) definitiva
mente en la solución parcial y se conmemorará 
mostrando en letras negritas subrayadas el elemento 
correspondiente en la asignación parcial. 
Por ejemplo, en la asignación parcial {+2,-1} la 
variable x 1 ha tomado definitivamente el valor cero, 
es decir que no le asignaremos el valor uno (esto es 
práctico para indicar que todas las completaciones 
de la asignación parcial {+2,+l) ya han sido 
sondeadas de manera que no se volverán a generar 
estas completaciones). 

solución parcial sondeada Se dice que una solución 
parcial G está sondeada si todas sus completaciones 
pueden ser descartadas como no-prometedoras. En el 
ejemplo de la sección 3.1, G = (-2) y G = (+2,+l) 
son soluciones parciales sondeadas. (Ver fig. 2.1). 

El diagrama de flujo para el esquema de enumeración de Glover 
se muestra en la figura 2.2. La mecánica del esquema se muestra 
primero utilizando el ejemplo dado en la sección 2.1. La figura 2.3 
ilustra los pasos gráficamente de manara que se puede apreciar el 
efecto del esquema comparado con el árbol que muestra la 
enumeración completa en la figura 2.2. Para propósito del ejemplo, 
una solución parcial se dice sondeada sólo si no tiene 
completaciones factibles. 
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1 
1 

Re~lau el elmento q.1e H· 
U Ns e el derecha de Ci por 
su corrpleinento connemoraóO. 

: '"'"'"" ol olomonto no "'"" 1 rnell'Orado !Ms e la derecha por 
1 su coq:ilcaiento corr.iell(lrado y 
1 el !mina todos tos el~tos 

tEstá corrneroorado el elemento 
m.is a la der~ha de C.? 1 moylmlento hacia atrés 

'-"'"-''-"'-=-T--'--''-----' 1 
,; l 

1 
1 

~;s¿~-=r~s;tl'!l'etltos ¡-..¡l'---""-~Al:;"to::"J 

1 a su derecha. 1 

~-----------------------------------J 

Figura 2.2 Diagrama de flujo del Esquema de Enumeración de Glover 

fig. 2. 3 

Supongamos que la solución parcial inicial es vacia, ésto es, 
GQ = (). Entonces, las variables x1, x2 y x, son libres. Ya que x2 
= 1 es un paso prometedor para alcanzar factibilidad, el movimiento 
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hacia adelante (ver el diagrama de flujo) es ejecutado para 
producir G1 = (+2). Sin embargo, ya que el coeficiente de "2 es 
menor que el lado derecho por sólo 8 - 6 = 2, la factibilidad puede 
ser alcanzada al fijar los valores de las dos variables x 1 y x2 a 
nivel cero. Por lo tanto el raoviraiento hacia adelante produce e = 
{+2,-1,-3} y G~ es etiquetado como una solución factible. Ya que G2 
es una asignación binaria completa, ésta es obviamente sondeada. De 
acuerdo con la figura J.2, el movimiento hacia atrás produce G3 = 
{+2,-1,±.1). El numero en negritas subrayado conmemora que G2 (en el 
cual x3 = O) ha sido sondeado. G3 {el cual es infactible} es una 
asignación completa y por lo tanto está sondeada. Entonces, el 
movimiento hacia atrás produce G4 = (+2,±.,!). Ya que el coeficiente 
de la variable x3 es positivo, G, no tiene una completación factible 
y por lo tanto esta sondeado. Esto produce G5 = {-2) el cual está 
sondeado ya que x 2 = 1 es una condición necesaria para tener 
factibilidad. Como todos los elerr.entos de G5 (el cual ya está 
sondeado) están conmemorados, la enumeración está completa. 

Si supiésemos desde el principio que x2 debe ser igual a uno 
en cualquier solución factible de la desigualdad, la secuencia de 
soluciones factibles seria la siguiente: 

GI = (+2) 

Gz = {+2,-l,-J) 

G, (il,-1,il) 

G, (+2 .±!l 

Como G, está sondeado, y ya que todos sus elementos están 
conmemorados, la enumeración está completa y el proceso termina. La 
idea es que el conmemorado en G1 = {~} es equivalente a decir que 
la solución parcial { -2) ha sido sondeada, es decir, que las 
completaciones en las cuales x 2 = o no pueden conducir a una 
solución factible. 

El esquema de cnuneración de Glover explora las soluciones 
parciales en base a la regla LIFO (last-in,first-out). Esto surge 
de la manera en que son generadas las soluciones parciales. Por 
ejemplo, en la figura 2.3, cuando G1 es considerado para ser 
sondeado, el esquema (implicitamente} guarda G5 para posterior 
exploración. Además cuando G2 es considerado para ser sondeado, G4 
y G3 son guardados para posterior exploración. En este punto de la 
enumeración, la lista incluye G5, G, y G3• Aunque, de acuerdo al 
esquema, GJ es el tiltirno en ser guardado es el primero en ser 
sacado de la lista para ser explorado. 
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Las B (=23) combinaciones del ejemplo numer1co antarior han 
sido enumeradas (implícita o explicitarnente). De acuerdo a la 
figura 2.J, las soluciones parciales sondeadas son G2, G3, G4 y G5• 
Observemos que en un problema de n variables el numero de 
completaciones de una solución parcial des elementos es zn·s,ya que 
teriemos (n - s} variables libres y cada una de ellas puede tornar 
dos valores. El nú~ero de completaciones enumeradas en el ejemplo 
anterior es 2 3• 3 + 23•3 +2l-z + 23·1 =- a. 

De todo lo anterior se puede observar que: 

(i) Todas las futuras cornpletaciones no duplicarán a 
ninguna de las precedentes. 

(ií) El esquema de enu~eracion finaliza sólo hasta que 
todas las posibles soluciones (2") han sido 
enumeradas (implícita o explícitamente). 
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2.3 PRUEBAS SOllDEADORAS 

Antes de discutir las pruebas sondeadoras (criterios de 
enumeración implicita y de ramificación) es necesaria alguna 
notación. consideremos el problema general de programación lineal 
!'!ntera puro 

Minimizar C1C • Z 

sujeto a Ar< b 

o ~ z 'Se 

con Xj - 0 O 1 para j - 1-, ••• ,n; 

sea el subproblema en el nodo x' 
Minimizar ex' - z 

sujeto a Ar' < b 

o < x' < e 

con xJ • o o 1 para j - 1, ... ,n; 

en donde A es una matriz de m por n, e es el renglón de costos, b 
es un vector de constantes y e es una columna de unos. El punto xl 
contiene 1 variables asignadas (con valor o o 1) y f = n - l 
variables libres. Al hacer las operaciones indicadas y simplificar 
tenemos el siguiente problema equivalente: 

Minimizar 

sujeto a 

con xJ - o o 1 para j E F; 

en donde xf = (x1) es el vector correspondiente a las variables 
libres, Fes el conjunto correspondiente a los indices en xf, cf y 
Af = (a1) son los costos y las columnas de A asociadas a los indices 
en x 1 , a 1l es la i-ésima componente de la columna a 1, bl = (b11 ) es 
la columna b actualizada y z 1 es la suma de los costos de las 
variables asignadas a l. Denotaremos a este subproblema por pl. El 
valor de cualquier solución a pl incluirá el costo zl de las 
variables fijas (asignadas a algun valor). El problema de 
programación lineal (sin el requerimiento de que las variables sean 
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enteras) sera denotado por PL1 y su solución óptima es denotada por 
z·, la cual incluye a la constante z 1 • La solución entera actual 
m1nima (la cual inicialmente sera la cota superior dada por la suma 
de los costos más uno ya ~ue estamos trabajando con un P.P.L.E con 
e >= o) es denotada por z . 

La teoria se desarrollara (sin pérdida de generalidad) 
suponiendo que se tiene un P.P.L.E de minimización con vector e de 
costos no-negativo. En el caso en que el P.P.L.E. tenga al menos 
un coeficiente de costo negativo, se puede transformar el problema 
en uno equivalente con vector de costos no-negativo mediante el 
siguiente cambio de variables (recuérde~e que son variables 0-1). 

Si el problema es de maximización, se transforma éste en uno 
equivalente de minimización a través de la ecuación max 
z = -min -z. 

Una observación importante es la siguiente: si el P.P.L.E. original 
es uno de maximización y e tiene al menos un elemento negativo, se 
debe dar preferencia al cambio por una función objetivo a minimizar 
y luego realizar el cambio de variables señalado (si es necesario). 
Por ejemplo: 

sea Max z - 3x1 + 2.x, - 3x, - ax, 

s.c. 
Problema 

original 

x 1 - (O,l) 

el problema con función a minimizar seria: 
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s.c. 

el problema con función 
seria: 

x1 ·+ X~'+. 3?C3 -:-- '>x, ~ ·3 

-X1 + 2X2 + 4, ?!~:.::.· _X, ~ 7 

de costos no negativo 

' : .. ' :f5:-· -:-_:- - ·~ 
Min Z • 3 X1 +,2 Xz ": 3 .'.'> + 8.X< '- 5 

s.c. 

-xi.- ~+3x3 "x,s1 Problema 

Modificado 

x 1 - (O, l) i €J.4 

X~ - {O, 1) i el,2 

Antes de aplicar cada prueba se verifica si el problema en el 
nodo x1 (más brevemente el nodo x1, el nodo actual) puede producir 
una mejor solución y en caso afirmativo se probará si la 
completación trivial (asignar todas las restantes variables libres 
a cero) produce una mejor solución entera que la actual; ésto se 
hace con el siguiente razonamiento: 

Si zl > z• entonces el nodo xl no puede producir una mejor 
solución que la actual ya que e >~ o y se efectuará un movimiento 
hacia atrás (por medio de la regla LIFO). 

Si z 1 ~ z' y tenemos que b1 >~ o (i.e., tenemos factibilidad 
con la completación trivial) entonces se ha encontrado una solución 
óptima alternativa. 

Por otra parte, si 

z 1 < z-. 

y tenemos que b 1 >= o ( i. e. , tenemos factibilidad con la 
completación trivial) entonces se ha llegado a una mejor solución 
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entera. 

Supongamos ahora que después de alcanzar el nodo xl en un 
movimiento hacia adelante, una mejor solución entera es encontrada. 
Entonces, z• es reducida a z 1 y los nodos adicionales definidos a 
partir de x 1 no podrán producir nunca una solución entera por 
debajo de este valor {ya que los coeficientes de costo son no
negativos); de esta manera, obtener factibilidad en un nodo (i.e., 
b 1 >= O) con z1 < z• siempre traerá consigo un inmediato movimiento 
hacia atrás. 

En caso de que se obtenga una solución óptima alternativa un 
movimiento hacia atrás está justificado. 

2.3.l PRUEBA CEILING. 

En el caso en que b 1 tenga al menos un elemento negativo 
( i •e., la completación tri Vial no es factible) y exista una 
variable x1 libre cuyo coeficiente es tal que: 

cJ + z 1 > z• 

entonces x 1 debe ser cancelada a nivel cero. 

2.3.2 PRUEBA INFACTIBILIDAD. 

Las restricciones del subproblema actual, con variables de 
holgura s 1 = {s1), pueden ser escritas como: 

Ya que x1 no debe exceder de 1, el valor más grande posible 
para cada variable de holgura S¡ es: 

P1 - b11 - L ª11• 
Jr:r 

con F" - (jEFl a11 < OJ 

Por lo tanto, para que una solución cero-uno sea posible, 
debemos de tener que: 

P1 >O para i .. 1, ..• ,m. (1) 
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Observemos que Pr >:= bu y que por lo tanto, para bu >• O la 
última desigualdad es automaticamente satisfecha. concluimos 
entonces que, calcularemos P1 sólo para cada restricción con bu < 
o. Si uno o más de esos valores es negativo, un paso hacia atrás 
está justificado. 

PRUEBl\ CERO. 

Supongamos que una variable libre tiene un coeficiente 
positivo (grande) en algún renglón. Entonces, el asignar a esta 
variable el valor 1 reduce bn pudiendo resultar que P1 < O. 
Entonces, si para cualquier j en F 

P1 -máximo a1j <O para alguna i 
4JJ) Q 

cancelamos ><¡ a nivel O. 

(l si sm), (2) 

Notemos que si la desigualdad anterior indica una cancelación, 
una columna a1 será omitida de A1 y en consecuencia los valores de 
P 1 pueden alterarse. Asi, después de cada cancelación, P1 debe ser 
recalculado y volverse a probar (l) y (2). El siguiente ejemplo 
ilustra la continua recalculación e interacción entre las pruebas 
Infactibilidad y Cero. 

Ejemplo: Consideremos que las restricciones i y j aparecen en 
un subproblema 

j 20x, -2ox, -x, s 5 

En nuestra notación, F = (3,6,7), P1 = -J - (-4) ls'atyiPsla=cesr-la(-s 
20 -1) = 26: asi, es posible (a primera vista) f 
restricciones, i y j. Pero P1 = 1 y 

1-rnáxirno a11 - l-50 ·o< o, 
.,, ) o 

Y por lo tanto cancelamos x6, (clarame~te, el asi9nar x6 a 1 hace 
imposible el satisfacer la desigualdad i teniendo x3 con valor a lo 
más uno). Realizando la cancelación, tenemos que P1 = l y que p1 se 
reduce a 6 = 5 - (-1). El probar (2) con el renglón actualizada j 
: 20x3-x1 <= 5 nos permite cancelar x3, pero entonces P( = -3 < O y 
un paso hacia atrás está justificada. Después de cancelar x3 y x6 con valor o, la restricción i x7 <= -3 es obviamente 
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inconsistente con x7 o ó l. 

2.3.4 PRUEBA UNO 

El nümero P1 es la suma de bu y el negativo de la suma de los 
coeficientes negativos (en el renglón i) de las variables libres. 
supongamos que uno de esos coeficientes fue omitido cuando 
calculamos P1 {ie, una variable libre fue temporalmente asignada a 
O}. Si ésto resulta en P 1 < o entonces, para que sea posible 
producir una solución cero-uno la variable omitida debe tomar valor 
l. Por lo tanto, si para alguna j en F 

P1 +mínimo a1í < O para alguna i 

•JJ <o 

(l<i<m), (3) 

entonces x1 debe tomar valor 1 en cualquier solución cero-uno 
producida a partir del nodo x 1 • Si b 11 >= o, observemos que P1 + a 1• 

>= bu >= O para cualquier a 1i < o, es decir, que (3) nunca indicar~ 
que una variable debe tornar valor 1, en otras palabras, la prueba 
se realizará para aquellos renglones con brt < o. 

Ejemplo: Supongamos que el renglón i es: 

entonces P1 = -5 - (-2 - 4 - 1) = 2 > o y 2 + (-4) < O : por lo 
tanto x, debe tomar valor 1 en cualquier solución cero-uno 
encontrada a partir de x 1 ; es decir, cancelamos x4 con valor 1 en 
el nodo l. 

2.3.5 PRUEBA PROGLIN 

El subproblema es denotado por pl y ~u problema de 
programación lineal asociado por PL1• Ya que el conjunto de puntos 
cero-uno que satisfacen las restricciones de pl está contenido en 
la re?ión de soluciones factibles definidas por las restricciones 
de PL, las siguientes observaciones son evidentes: 

i) 

ii) 

Si la solución óptima a PLL es entera (en las variables 
libres), entonces esta solución es óptima para pl. 

Si PLt no tiene soluciones factibles, entonces no existe 
ninguna solución cero-uno para P1• 

iii) El valor óptimo z· de la función objetivo para el problema 
continuo es una cota inferior sobre el valor z para 
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cualquier solución cero-uno al subproblema¡ ésto es, 
z'" <= z. 

Supongamos que PLt -es resuelto por el algoritmo dual-simplex 
para variables acotadas (la base inicial está constituida por las 
variables de holgura ya que e >= o y por lo tanto z 1 - c 1 < o, ya 
que estamos minimizando se cumple el criterio de optimalidad primal 
por lo que la base es dual-factible). Entonces el valor de la 
función objetivo es no-decreciente, y podríamos utilizar (iii) para 
derivar una prueba de cota la cual nos puede indicar un paso hacia 
atrás antes de terminar los cálculos del algoritmo dual-simplex 
para variables acotadas. Esto es: 

iv) si en cualquier iteración del algoritmo dual-simplex para 
variables acotadas el valor z de la función objetivo del 
problema lineal excede el valor de la mejor solución entera 
actual z•, entonces un paso hacia atrás está justificado. 

2.3.6 PRUEBA PENALIDADES 

Después de resolver el problema continuo PL1 (por medio del 
algoritmo dual-simplex para variables acotadas), podemos considerar 
el efecto en el valor minimo ZA de la función objetivo provocado 
por forzar a cada variable entera a tornar valor o o 1 (una por una 
individualmente). Evidentemente tal requerimiento impone una 
restricción adicional al problema, y después de reoptimizar, un 
nuevo valor de la función objetivo z In >= z'" es obtenido. La 
diferencia D = zmin - ZA es la penalidad P.or forzar a la variable a 
tomar valor O o l. Desde el punto de vista computacional, puede 
resultar muy costoso determinar la penalidad D de manera exacta 
para cada variable por lo que se estimará una cota inferior d para 
el valor o lo cual reducirá substancialmente el requerimiento de 
memoria de la computadora. Aunque z~ + d no es tan fuerte como z'" 
+ o, es evidente que si zA + d > z• entonces, la variable bajo 
consideración debe ser cancelada a O o 1 dependiendo si ésta fue 
forzada a tomar valor 1 o o respectivamente. En el caso en que una 
variable con valor fracciona! (ie, básica) tenga penalidades d0 y 
d 1 por for~arla a !=-ornar valpr o ~ 1 respt:;ctivamente con la 
caracterist1ca que z + d0 > z y z + d 1 > z entonces, un paso 
hacia atrás está justificado. Podemos resumir lo dicho 
a~~eriormente en la tabla 2.1 

27 



Tabla 2.1 

Valor Actual de 
la Variable ><¡ 

o 
l 

fraccional 
fraccional 
fraccional 

Restr1cc1on Adicional 
xi = o xj = 1 

Resultado cuando 
z"' + d > z• 

xJ es cancelada a o 
x 1 es cancelada a 1 
x 1 es cancelada a o 
x1 es cancelada a 1 

paso hacia atrás 

• Significa que se impuso la restr1cc1ón y z + d > z 

- ca1culo de las Penali~ades: 

~~si~a!ª~~:a~~~i~!ía~1Í~~~cf~n;:s ~ar;~:;:~. bi~;ia:e~an~~~ 
variables x1 son no-básicas tornando valor o (en su cota 
inferior) o valor 1 (en su cota superior). Esto es debido a 
que la restricción o <= x1 <= 1 es implicita. Por lo tanto, 
al estimar la penalidad d, debemos tomar en cuenta dos 
tipos de restricciones enteras: 

i) ~~~z~:~ia=let~~;~ás~~~0~¡ u~~n (e:~~)~ cero (uno) es 

ii) Una variable fraccional x = x-*, O <= x.• <= 1, es 
forzada a tomar un valor biharid. Un caso Jspecial del 
tipo ii) ocurre cuando una variable básica x

1 
toma 

valor entero pero es forzada a tomar el otro valor 
entero. 

Supongamos que la ecuación para la función objetivo en la 
tabla óptima del problema continuo esta escrita de la siguiente 
manera: 

z+ E Czt- et) xJ - zª 
kf</..1J 

en donde NB es el conjunto formado por las variables no-básicas y 
zk - ck son los coeficientes de costo reducido para las variables 
no-básicas. 

28 



De la teoría de la programación lineal, sabemos que la función 
objetivo es una función convexa lineal por segmentos. Una 
ilustración típica es mostrada en la figura 2.4 

z 

O X.r X..t 

~ INCREMENTO VERDADERO 
B' COTA INFERIOR DE A 

figura 2. 4 

Debido a la convexidad de la función alrededor de x/, el 
incremento verdadero en el valor óptimo de z como resultado de 
asignar un valor binario a x es al menos iqual al incremento 
calculado cuando zk - e), k en ka, permanece sin cambiar, ésto es, 
cuando no se da un cambio de base. Esta es la idea para calcular 
las penalidades como serán ahora detalladas. 

i) Penalidades para Variables No-Básicas: De la fórmula 

tenemos que la penalidad por incrementar (decrementar) la 
variable binaria x1 a nivel uno (cero) es directamente 
~~~;~i~(~k ~a~~. ya que estarnos suponiendo que no se da 
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ii) Penalidades para Variables Básicas: Expresemos la restric
ción asociada con la variable básica x1 en la tabla 
óptima en la forma: 

o < yj < 1 

el que x1 sea decrementada a nivel cero es equivalente a 
imponer la restricción xj <= o en la solución óptima 
continua. De la anterior restricción, x1 <= O es 
equivalente a: 

Similarmente, el forzar a x1 a nivel uno es equivalente a 
imponer la restricción x1 >= l, ie 

Al aumentar las restricciones anteriores (una a la vezj a 
la tabla óptima continua y aplicando el algoritmo dual
simplex, el valor de la función objetivo debe incrementarse 
por lo menos en: 

en donde el máximo es sobre las k en NB. 

d1 - d 1, - - (xj-ll min{z,- ª• 1 y 1, <o}, si x 1 - 1 
Y1t 

en donde el mínimo es sobre las k en NB. 

La prueba va calculando la(s) penalidad(es) para cada variable 
en N, finalizando cuando encuentra la primera variable que deba ser 
cancelada de acuerdo a la tabla 2.1. 
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2.3.7 PROEBA RAM VAR !!AX PEN. 

cuando el problema de programación lineal PLl es resuelto, se 
pueden calcular las penalidades descritas en la prueba 2.3.6 y 
elegir para ramificar (ie, asignar una de las variables libres a un 
valor binario) la variable (básica o no-básica) con mayor 
penalidad. Esta elección puede conducir a una rápida cancelación de 
la variable seleccionada (lo cual puede causar otras cancelaciónes) 
y regresar rápidamente al nodo anterior. Notemos que si esta prueba 
selecciona una variable básica (la cual tiene dos penalidades) 
entonces se asignará a esta variable el valor binario 
correspondiente a la mayor de sus dos penalidades, asi mismo, 
recordemos que como se está utilizando el algoritmo dual-simplex 
para variables acotadas para resolver PL1 la prueba podria indicar 
una asignación a cero de una variable no-básica ya que éstas pueden 
estar en su cota inferior o superior en la tabla óptima del 
problema continuo. 

2.J.8 PRUEBA RAM VAR MEN PEN. 

cuando el problema de progranación lineal PL1 es resuelto, se 
pueden calcular las penalidades descritas en la prueba 2.3.6 y 
elegir para ramificar (ie, asignar una de las variables libres a un 
valor binario) la variable (básica o no-básica) con menor 
penalidad. Es de esperar que esta elección conduzca a la 
enumeración a una "buena" u óptima solución. Notemos que si esta 
prueba selecciona una variable básica (la cual tiene dos 
penalidades) entonces se asignará a esta variable el valor binario 
correspondiente a la menor de sus dos penalidades, así mismo, 
recordemos que corno se está utilizando el algoritmo dual-simplex 
para variables acotadas para resolver PLl la prueba podria indicar 
una asignación a cero de una variable no-básica ya que éstas pueden 
estar en su cota inferior o superior en la tabla óptima del 
problema continuo. 

Observación para las Pruebas HaxPenRam y MinPenRam. 

Ya que la prueba 2.3.B busca una solución óptima y la prueba 
2.3.7 busca producir cancelaciones y pasos hacia atrás, una 
estrategia para resolver el P.P.L.E seria la siguiente: 

Utilizar la prueba 2.3.8 hasta que se sienta que una solución 
óptima o cercana a la ópti~a ha sido encontrada y entonces 
cambiar hacia la prueba 2.3.7. 
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2,3,9 PRUEBA PREFERSET. 

Supongamos que la i-ésima restricción actual está escrita en 
la forma: 

(3) 

y que tiene a bu < o. 

Esta desigualdad puede ser escrita como: 

(4) 

en donde F' = ( j en F y p· = { j en F. 1 a 1 ¡ < O } . 

Multiplicando esta última expresión por -1 y rearreglando 
términos, tenemos: 

E l-a11 l x1 > -b" • E a11 x1 > -b11 (5) 
;JEr ;JEF" 

Una vez obtenida esta expresión, aplicamos el proceso de 
reducción completa a esta desiqualdad, el cual será mucho mejor 
entendido a través del siguiente ejemplo: 

supongamos que el renglón i es: 

sx, - 2x, -4x, -x. ~ -5 (3}' 

ésto implica que: 

(5) 1 

ya que x6 no puede exceder de 1, tenemos que: 

además, x3 <= 1, lo cual nos conduce a: 
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4x,~4-2x3 ~2 

lo cual significa que: 

lo que significa que x4 debe tomar valor l. 

El proceso de reducción completa substrae de (5) el término a 11 
(a1• < O) por orden decreciente de los a 1• hasta el momento en que 
la ~iquiente substracción volveria a bn nd positiva. La desigualdad 
resultante tiene la forma: 

con P e F- e F, r > o (6) 

a P se le conoce corno el conjunto preferido y a una x1 en P se le 
conoce como variable preferida. 

Es claro que sólo es necesario considerar a las variables 
preferidas como candidatas a ramificar. La idea es encontrar el 
conjunto preferido con la menor cardinalidad y elegir una de las 
variables en este conjunto para ser asignada (no cancelada) a valor 
1. I.a manera de encontrar el conjunto preferido con la menor 
cardinalidad es efectuar el proceso de reducción completa a cada 
restricción con bu < O y seleccionar el conjunto preferido con el 
menor nt1mero de elementos. Uoternos que si el conjunto encontrado es 
de cardinalidad uno, entonces se deberá cancelar a esta variable 
con valor l. 

2.3.10 PRUEBA BALAS, 

Si a una variable libre x 1 se le asigna el valor 1, entonces 
el término constante b 11 en cada restricción i se transforma en bll -

a 0 • cuando bu - a¡ 1 >= o, la restricción i es satisfecha, y por lo 
tanto una medida de la "infactibilidad de la restricción" (con x

1 = 1) está dada por: 

definimos v 1 o siempre que M¡ (). 
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Lo que esta prueba hace es calcular el conjunto preferido con 
la menor cardinalidad (en la forma descrita en 2.3.9) y para cada 
variable preferida calcula la penalidad v. y elige para ramificar 
a la variable con la mayor pt::!'lalidad. ObsJrvemos que v1 <= o, y 
que cuando v1 = O se ha encontrado una solución fijando a xj con 
valor 1 y las restantes variables con valor o. 

Ejemplo: Consideremos las restricciones: 

F g {10,12,14). El aplicar el proceso de reducción completa al 
primer renglon produce el conjunto preferido (10,12,14), y 
apliccindolo al tercer renglón obtenemos el conjunto preferido 

~~~·i!)~e;~;c~~~~~~a~lJ':cfªo;::n::~~~bles en el conjunto preferido 

V10 - -3 - 1 - -4 

de manera que x12 es cancelada con valor 1 lo cual produ.ce que las 
restricciones se satisfagan con x10 = x14 = o. 

2,3,11, PRUEBA SURROGATE. 

llotemos que en las pruebas 2.3.3. y 2.3.4 las restricciones 
son utilizadas una por una por una. Glover observó que se puede 
obtener mejor información acerca de la factibilidad y optimalidad 
del problema relativo a sus variables libres, si las restricciones 
son 11combinadas 11 en una desigualdad, la cual se supone delimita 
mejor el espacio de soluciones factibles. La desigualdad, a la cual 
nos referiremos como la restricción substituta, está formada por 
una combinación lineal no-negativa de las restricciones originales 
del problema. En otras palabras, dado un problema 0-1 en forma 
matricial como: 

min{CXIAX<b,xj- (0,1),jEN} 

una restricción substituta es definida como: 

u(AX-b) <o 
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donde u es un vector no-negativo. En general, la restricción 
substituta está definida con respecto a la solución parcial actual 
G. Esto significa que antes de que la restricción substituta sea 
construida, las variables designadas por la solución parcial son 
substituidas en las restricciones originales con sus valores 
binarios especificados y por lo tanto, la restricción substituta 
queda únicanente definida en té~inos de las variables libres. 

Para ilustrar la utilidad de la restricciones substitutas, 
consideremos las dos desigualdades, -x1 + 2x2 <= -1 Y 2X1 - x2 <= -
l. Por separado, cada restricción tiene una solución factible. Sin 
embargo,cuando san consideradas sinultánearnente, el sistema es 
infactible. Este resulta do puede ser obtenido al sumar las dos 
restricciones, ésto es, u= (1,1), lo que produce la restricción 
~~~=~~r~I~i~Jd +a:t :i;t~~a~sta restricción claramente muestra la 

Glover demuestra dos propiedades importantes de la anterior 
restricción substituta: 

(i) si K es una solución factible al problema original, 
entonces ~ es factible para la restricción substituta. 

(ii) Si la restricción substituta no tiene solución factible, 
entonces el problena original tampoco tiene solución 
factible. 

La prueba de estas dos propiedades se sigue directamente del 
hecho que AK <= b si y sólo si, uA~ <= ub. 

Estas propiedades son útiles ya que a través de ellas la 
restricción substituta puede brindar información acerca de la 
infactibilidad, la cancelación con valor o o con valor 1 de alguna 
variable, ie, que se aplicaran las pruebas Cero y Uno a la 
restricción substituta (la infactibilidad se aplicará 
implicitamente al obtener el vector u= (u 1 , ••• ,un>· 

Claramente, teniendo u 1 restringido a valores no-negativos, un 
número infinito de restricciones substitutas pueden ser 
desarrolladas para el mismo problema. Ademas, claramente algunas de 
estas restricciones pueden ser superiores a las otras en el sentido 
de que aquéllas pueden brindar mejor infamación acerca de la 
optimalidad y la factibilidad del problema relativo a sus variables 
libres actuales. 

La observación anterior condujo a Glover a pensar una 
definición de la fortaleza ñe una rcstrcción substituta. Dada tal 
definición, se puede desarrollar la restricción substituta más 
fuerte para el problema. La definición de Glover es la siguiente: 
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Restricción substituta de Glover.- Supóngase que el problema 
está dado en forma matricial por rnin (CX J Ax <= b, X¡ = 
(O, l). j en ll } • La restricción substituta u (AX - b) <= O 
es más fuerte que la restricción substituta u2 (AX - b) <= o 
relativa a la actual solución parcial Gt (o a las variables 
libres N - G,} si: 

min (c.>::u 1 (AX-bl <o)> min (cx:u'(AX-b) <O) 

X X 

donde la minimización es sobre los valores binarios de las 
variables libres con las restantes variables especificadas por 
la solución parcial. 

Una justificación intuitiva de la definición de Glover de la 
fortaleza de una restricción substituta es la siguiente: Una 
propiedad deseable en la restricción substituta es que ésta 
delimite mejor los valores de las variables. En cierto sentido, 
ésto es equivalente a proveer un espacio de soluciones más 
restrictivo (aunque no necesariamente en el sentido de que un 
espacio más restrictivo es un subconjunto propio de uno menos 
restrictivo). Claramente, este resultado es efectuado si el minimo 
de una función objetivo dada sujeta a la restricción substituta más 
fuerte es mayor que el valor óptimo sujeto a la restricción 
substituta mas débil. 

Excepto para el caso donde hay sólamente dos restricciones 
originales, el esfuerzo computacional asociado con el problema 
general puede ser tedioso. Esto limita el uso práctico de la 
definición de Glovcr. 

Un desarrollo posterior debido a Geoffrion (1969) muestra corno 
puede ser modificada la definición dada por Glover de manera que la 
obtención de la restricción substit11ta puede efectuarse de manera 
relativamente sencilla y por lo tanto hacer mas práctica la 
aplicación de una restricción substituta. 

Restricción Substituta de Geoffrion.- Geoffrion propone que 
además de combinar las restricciones AX <= b en la forma uAX <= 
ub como sugirió Glover, la restricción ex<= z• o z• - ex debe 
ser aumentada con peso unitario, es decir, que se forma la matriz 
~ constituida por A y por la restricción ex <= z• (ie, se agrega 
una columna y un renglón a A) y se procede a formar la restricción 
substituta con esta nueva matriz~ en donde u= (u1,u2 , ••• ,u",l). La 
justificación para agregar esta re~tricción adicional es que la 
resultante restricción substituta puede producir un valor objetivo 
ex que es mejor que el valor óptimo actual z*. 
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Geoffrion define 
siguiente manera: 

la fortaleza . de su .restricción 

',.,_ ",. - - ' 

Dados u1 >= O y uz >:= o, ia:·._·r'eStricció~ substituta: 
-· ,,_ .. _ 

u'.(i~A;) ~· (z• - CX) ~o 

es más fuerte que: 

u 2 (b-AX) + (z• -CX) ~O 

relativa a la solución parcial Gt si: 

de 

max {u1 (b-AX) +z•-cx:c,) s max Cu'Cb-AX) +z•-cx:a,J 
X• {0,1) x· (O, 1} 

la 

(La justificación intuitiva de la fortaleza es la misma que la dada 
para la de Glover}. Por lo tanto, la restricción substituta más 
fuerte de acuerdo a la definición de Geoffrion está dada por el 
siguiente problema minimax: 

min max (u(b-AX) •z·-cx:c,) ~o 
u~o x• (O,l) 

el resultado interesante acerca de la definición de Geoffrion (el 
problema minimax} es que la determinación de u es equivalente a la 
solución de un problema de programación lineal ordinario. La 
equivalencia es establecida de la siguiente manera: 
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La parte de maximización asociada con la restricción puede ser 
escrita como sigue: 

para toda iEM, x1 -(0,l),_ffG"y x1 -x/,jeG,J 

. 
- ~bJcuJ+z·-~:t 

•maxl1~, c-1~(_t.~~11 u,•cnx1 1x1 - co.1>. Jfa,l 

-(t. b"u' + z·-~~) •: .2C 

+ max (;~, (-1>(.t. a1j,';c});11o si1 ~ í, j rn,l 

En la derivación anterior, en la segunda igualdad se ha 
reemplazado la restricción x. = (0,1), j no en Gt por O <= xj <= 
1, j no en G, ya que clarameAte la solución óptima a: 
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asigna a la variab~-~ _ X1 . el Valor l .. si: 

;-(t ª11U1 + cj) (O 

1-1 

y valor O en otro caso. 

La tercera.igualdad se sigue de la teoria de dualidad. Como 
resultado de ésto la expresión no-lineal en u 1 y x1 se ha convertido 
en una expresión lineal en u1 y Y¡. 

El problema minimax es ahora escrito como: 

m 

min wt - Lb.i.tu1+ L Yj+ cz•-zt) 
J•l jf.G1 

s.c. a 

a 

-E ª1juJ.-Y1 s: cj 
1-1 

Sea wtafnt el valor óptimo de la función objetivo del problema. 
se sigue que: 

(i) Si w~ 1 t < O, entonces el valor máximo que puede tomar 
la res~ricción substituta es negativo, ie que no tiene 
solución factible binaria (pues la restricción substituta 
tiene signo >~ O) lo cual implica que nuestro problema en 
el nodo actual no puede producir una completación mejor 
que la óptima actual y por lo tanto el nodo está sondeado. 
En general, no será necesario calcular w,.fnt ya que el 

problema para determinar el vector u= (u 1 , ••• ,u.n) se está 
resolviendo por medio del algoritmo prirnal-simplex y por 
lo tanto, tan pronto se tenga un valor objetivo wt < O 
tendremos este resultado. 

(ii) Si wmlnt >= o, entonces Gt 
valores óptimos de u 1 son 
restricción substituta a 
pruebas Cero y Uno. 

no ha sido 
utilizados 

la cual se 
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La prueba puede ser aplicada en cualquier momento ya que 
inicialmente zfop = z• = e, + .•. +en + l. 

Veamos ahora un ejemplo que involucra las pruebas BAlAS y 
SURROGATE. 

Sea: 

z - (3,2,5,2,3) (x1,x2 , •• •• x.> r 
sujeto a 

para toda j 

Apliquemos primero la prueba BALAS, calculamos primero 

en este caso, btt = b 1 pues G0 = {). 

M, - (3) v, - -1-11 - -12 

M, - (2) v, - -2 - o - -2 

M, • (2) v, - -2 -3 - -5 

M, • ( 1 J v, - 1-2 - -1 

Ms - () v, - o 

como v~ = o, asignando el valor 1 a la varaible x 5 obtenemos una 
mejor solución entera que la óptima actual (inicialmente tenemos z• 
= (3+2+5+2+3) + 1) por lo tanto, G1 = (5}, z = ziop = 3. Además, 
G1 ya está sondeado por lo que aplicamos la regla LIFO, lo cual 
produce G2 = (-~) con z' = O. 
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Apliquemos a este nodo la prueba SURROGATE, el problema para 
determinar u está dado por: 

min wl - U1 - 2 U2 - u, + Y1 • Y2 + Y3 + y, + e 3 - o) 

s.c. a 

s 3 

u, • 6U3 s 2 

- U1 - 3 U2 - Y1 $ 5 

-2 u1 + 4 u2 • 3 u1 - Ye. s 2 

UJ,''YJ, ~ Q, 

la solución óptima a este problema es:_º 

w~ - - ~~ + 3 -
131 
65 

u, - o 

u, - 31 
65 

u, - 2 
65 

ya que w~1 2 > O, Gz. no ha sido sondeado y procedemos a construir la 
restricci~n substituta. Tenemos que Xs = O y que la restr.icción 
substituta está dada por: 

x, 

"m (-~ l-U~ 
-1 1 .! ) x, (o 31 

6
2
5) 

o 3 ~ -3 + (3 2 5 65 x, 
-1 J.l -6 o -3 

x, 

efectuando las operaciones indicadas tenemos que la restricción 
substituta es: 



ll8x2 + uax, < 131 

lo cual implica que x3 debe tomar valor o, dando G3 { -~. -.! } . 

Hemos presentado pruebas sondeadoras con las siguientes 
caracteristicas: 

1.- Pruebas sondeadoras que conducen a una "buena" solución al 
inicio de la enumeración como son B - Balas y M - Ram Var Men Pen. 

2.- Pruebas sondeadoras que producen cancelaciones como los son e -
Ceiling, I - Infactibilidad, Z - Cero, U - Uno, P - Penalidades y 

S - Surroga te. 

3.- Pruebas sondeadoras que hacen una selección "inteligente" 
de las variables a las que se les asignara algún valor binario como 
son B -Balas, M - Ram Var Men Pen, A - Ram Var Max Pen y E -
Preferset. 

4.- Pruebas sondeadoras que permitan conocer si el espacio de 
soluciones del P. P. L. E. (o uno semejante a el, por ejemplo el 
espacio de soluciones del problema lineal asociado al P.P.L.E.} es 
factible como lo e~ la prueba D - Proglin. 

Consideramos que las pruebas sondeadoras presentadas son 
suficientes debido a que creemos que en su conjunto cubren las 
distintas situaciones que se pueden presentar en la resolución de 
un P.P.L.E. 

2.4. llJBllPLO COllPLl!TO DB BWm!ERACIOlf IKPLICITA. 

Resolvamos el siguiente Problema de Programación Entera: 

s.c. 

x 1 - (O,l) 

Recordemos que antes de aplicar cada prueba se verificará si 



el nodo actual puede producir una rnejor solución (z 1 < z*) ó una 
solución alternativa (zl = z•) y en caso afirmativo (en caso 
negativo el nodo esta sondeado y se aplicará la regla LIFO) se 
verificará si la completación trivial (asignar a todas las 
variables libres del nodo actual el valor O) es factible en cuyo 
caso se habrá llegado a una mejor solución entera ó a una solución 
alternativa (el nodo estará sondeado y se aplicará la regla LIFO), 
en caso de que la completación trivial no sea factible se procederá 
a realizar la prueba seleccionada. 

1.- El nodo en el cual iniciarnos la enumeración es aquél que tiene 
a todas las variables corno variables libres, ie que el nodo actual 
tiene a F = { 1, 2, 3, 4, 5), L = ( } , X = (}, G = {}. Hagamos, 
inicialmente, z• = 2 + 4 + 4 + 8 + a + l. 

2.- Apliquemos la prueba B - Balas. Procedemos a encontrar el 
conjunto preferido con la menor cardinalidad. 

i) De la primera desigualdad tenemos que: 

sx1 + x 4 + sx5 >== 5 + 4x2 + x3 >= s 

lo cual implica que: 

ax1 + sx5 >= s - x, >= 4 

por lo que el conjunto preferido para la primera restricción 
es (l,SJ 

ii) De la segunda desigualdad tenemos que: 

6X1 + x5 >= 2 + 3Xz + 2x3 >= 

lo cual implica que: 

6x 1 >= 2 - x 5 >= 1 

ie, que x1 >= 1/6, por lo que concluimos la prueba con el 
resultado de que la variable x1 debe tomar valor 1. Obteniendo con 
ello: 

G1 = (il), F = (2,J,4,5), L = (1), X=() 

el árbol correspondiente es: 
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Notemos que hemos enumerado implícitamente la mitad de todas 
las combinaciones posibles. 

3.- Apliquemos la prueba 11 - Ram Var Hen Pen. Resolvamos el 
problema lineal (por medio del algoritmo dual-simplex para 
variables acotadas) correspondiente al nodo actual el cual es el 
siguiente: 

Min z•4X¡+4x3 ... sx,•Bx5•2 

s.c. 

-9x2 -3x3 +2x,-3x,i s -6 

j E2;'5 

la tabla óptima es la siguiente: 

x, x, 

o -1/3 -1/9 -19/3 l o 4/9 1/3 

o 1 2/3 -2 o 1 1/3 2 

1 1/3 -2/9 l/3 o o -1/9 2/3 

z o -8/J -80/9 -20/J o o -4/9 14/3 

Calculemos las penalidades: 

x3 (variable no-básica con valor O): d = S/J por forzarla a tomar 
valor l. 

x4 (variable no-básica con valor O): d 
valor l. 

x5 (variable no-básica con valor O): d 
valor l. 

x2 (variable básica con valor 2/3): 

80/9 por forzarla a tomar 

20/J por forzarla a tomar 



x2 + l/3x1 - 2/9x, + l/Jx5 - l/9h1 =~ 2/3 

i) si forzamos Xz = O: d, = -2¡3 (maxc-s ;-20)¡ = 16/3 

ii) si forzamos "2 l: d, = -(2/3 -1¡ (min14o,4)) = 4/3 

por lo que asignamos a la variable x2 él ·valor 1 con lo que 
obtenemos 

G2 = (±!,+2), F = (3,4,5), L = (1,2), X=() 

el árbol correspondiente es: 

x,;7 
4.- Apliquemos la prueba E - Preferset. El subproblema en el nodo 
actual es: 

s.c. 

X3 - x, - 5X5 ~ -1 

2Xl - X5 S 1 

-Jx3 +2x,-Jx5 s 3 

Analizaremos únicamente la primera desigualdad ya que ésta es la 
única cuyo lado izquierdo es negativo. 

por lo que el conjunto mimimo preferido es (4,5). 

Elijamos para ramificar a la variable x5, con ello obtenemos: 

G3 = (±!,+2,+5), F = (3,4), L = (l,2,5), X= () 
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el árbol correspondiente es: 

5.- Observemos que la completación trivial x1 = x4 = O es factible 
por lo que hemos llegado a nuestra primera solución factible con z• 
= 14 y L = ( l, 2, 5}. Este nodo está por lo tanto sondeado y 
aplicando la regla LIFO obtenemos: 

G4 = {±l,+2,::,2), F = (J,4), L = {1,2), X= {5) 

el árbol correspondiente es: 

46 



6.- Apliquemos la prueba O - Proglin. El problema lineal 
correspondiente al nodo actual es: 

s.c. 

2x3 ~l. 

aplicando el algoritmo dual-simplex para variables acotadas 
llegamos a la siguiente tabla óptima: 

-1 l -1 o o 1 

2 o o l o l. 

-1 o 2 o l 1 

-12 o -a o o 14 

La solución es entera con x4 = 1, x3 = o. Con el valor óptimo 
d~ la función objetivo del problema lineal asociado igual a 14 = 
z ; por lo tanto hemos obtenido una solución óptima entera 
alternativa con L = (l,2,4). El nodo está sondeado y aplicando la 
regla LIFO tenemos: 

G5 = (il, -2), F = ( J, 4, 5 ¡, L = ( l), X = ( 2) 

el árbol correspondiente es el siguiente: 
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7.- Apliquemos la prueba E - Preferset. El subproblema en el nodo 
actual es: 

Min z-4X3+Bx,+8X5+2 

s.c. 

x 3 - x, - Sx5 s 3 

2X3 - x5 S: 4 

-3X3 + 2X4 -3X5 S -6 

Calculemos P1 (el máximo valor que puede tomar la variable de 
holgura asociada a la i-ésima restricción del subproblema actual) 
para aquellas restricciones cuyo lado derecho es menor o igual a O. 

P3 = -6 + 3 + 3 = O 

El minimo de los coeficientes negativos de las variables en el 
tercer renglón es 3, correspondiente a las variables x1 y Xs• Como 
o - 3 < o, debemos cancelar a una de estas variables con el valor 
l; cancelando a la variable x3 tenemos: 

G6 = (±!,.=1,±J.}, F = (4,5), L = (1,3), X (2) 

el árbol correspondiente e~: 
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a.- Apliquemos la prueba U - Uno. El subproblema en el nodo actual 
es: 

Min z - ex, + s x5 + 6 

s.c. 

xJ -(O,l) 

Calculemos P1 (el máximo valor que puede tomar la variable de 
holgura asociada a la i-ési~a restricción del subproblema actual) 
para aquellas restricciones cuyo lado derecho es menor o igual a o. 

P3 = -3 + 3 = O 

El minimo de los coeficientes negativos de las variables en el 
tercer renglón es J, correspondiente a la variable x5• Como o - J 
< O, debemos cancelar a esta variable con valor 1 con lo que 
llegamos a: 

G7 = (±!,.=l.d:l,±§.J, F = (4), L = (l,3,5), X (2) 

el árbol correspondiente es: 

X1=1 



9.- Observemos que la completación trivial x4 = O es factible con 
z 1 = 14, por lo que hemo5 llegado a otra solución óptima 
alternativa con L = (l,J,5}. Este nodo está por lo tanto sondeado 
y aplicando la regla LIFO llegamos a que la enumeración está 
completa ya que todos los elementos de G7 están conmemorados. 

Las soluciones óptimaz son las siguientes: 

"• "z "s l, ><3 "• o 

"• "z "• l, "l "s o 

"• = "l "s l, "z "• o 

con z• = 14. 

2. 5. SDGBREllCDJI PARA L)I. APr.rcAcroN DE u.s PRUEBAS 

Las siguientes observaciones y recomendaciones tienen el fin 
de orientar al lector en lo que se refiere a la elección de la 
prueba que se aplicará al nodo actual. 

l.- Se recomienda que la prueba O - Proglin sea la primera prueba 
que se aplique al P.P.L.E. ya que si el problema lineal asociado es 
infactible, entonces también lo es nuestro P.P.L.E. 

2.- La prueba e - Ceiling nunca producirá información acerca de las 
variables antes de que se obtenga la primer solución entera de 
nuestro P.P.L.E. debido a que el valor inicial de z• es la suma de 
los coeficientes de costo mds uno. La prueba calcula z 1 y sólo en 
el caso que exista un coeficiente de costo c 1 asociado a una 
variable libre tal que c. + z1 > z• la prueba brindará información 
acerca de las variable~, es claro que en todo momento de la 
enumeración c1 + z 1 <= c 1 + ••• + en + l. 

3.- La prueba P - Pc~alidades nunca producirá información acerca de 
las variables antes de que se obtenga la primera solución entera de 
nuestro P.P.L.E. debido a que en el peor de los casos z" + d = c 1 + ••• + c y al inicio de la enumeración z• es la suma de los 
coeficiJ'ntes de costo más uno por lo que nunca sucederá que z" + d 
> z• antes de que obtengamos la primera solución entera de nuestro 
P.P.L.E. 

4.- Se recomienda utilizar las pruebas B - Balas y M - Ram Var Men 
Pen al inicio de la enumeraciñn hasta encontrar la primera solución 
para nuestro P.P.L.E. debido a que estudios empiricos han 
demostrado que la apl icacj ón de estas pruebas al inicio de la 
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enumeración conducen a una ºbuenaº solución del P.P.L.E. lo cual es 
de esperar que haga la enumeración bastante implicita. 

s.- se recomienda utilizar las pruebas o - Proglin y e - Ceiling (Y 
las demás pruebas que producen cancelaciones) inmediatamente 
después de que se ha obtenido una mejer solución entera. Si la 
prueba o - Proglin trae como resultado que el nodo es infactible se 
aplicará la regla LIFO con lo cual es de esperar que se habrán 
enumerado implícitamente "nuchas 11 asignaciones: en caso contrario 
(el nodo si puede producir una mejor solución entera que la actual) 
la aplicación exitosa de la prueba e - Ceiling brindará información 
necesaria (cancelación) para la obtención de una mejor solución a 
nuestro P.P.L.E. 

6.- Las pruebas que siempre producen cancelaciones (en el caso de 
que proporcionen información) son e Ceiling, I 
Infactibilidad, z - Cero, U - Uno, P - Penalidades y S - Surrogate. 
Las pruebas que producen cancelaciones tienen la ventaja de que 
hacen la enumeración mas implícita (en caso de que brinden 
información) que las prueb~s que producen asignaciones. 

7. - Es de esperar que si ) « prueba S - surrogate no brinda 
información para el nodo ectual, entonces las pruebas I 
Infactibilidad, z - cero y u - tlno tar..poco brinden información para 
el nodo actual ya que la prueba s - Surrogate produce una 
desigualdad la cual es una co~hinación lineal de las restricciones 
del nodo actual a la cual se le aplican las pruebas I 
Infactibilidad, z - Cero y U - Uno. 

s.- En caso de que las pruebas sondeadoras que producen 
cancelaciones no brinden infornación, se recomienda seleccionar la 
prueba E - Preferset y ele')ir la variable preferida con cayor 
coeficiente de costo asociarln o seleccionar la prueba A - Ram Var 
Max Pen. Hacer ésto problable~~nte nos conducirá a cancelaciones y 
pasos hacia atras. 

9.- La estrategia recomendarla para iniciar la enumeración es seguir 
las observaciones y recomendaciones en el siguiente orden: 1, 4, 5 
y s. 

2. 6. RBLllCJ:Ol!l!S P.11TR1l P,f, P!>"Tif,'!Ml\ l'Onl:FJ:Cl\'10 Y EL 
PROBLEMA O'RI<;I~J,. 

Las variables de los problemas original y modificado (estamos 
en el caso en que el problcm? origin~l es uno de maximización y/ó 
tiene al menos un coeficiente de costo negativo) están relacionadas 
por: 
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xj - 1- xJ si cJ < o 

xj - xJ si cJ > o 

queremos saber de qué forma afecta este cambio de variables a los 
elementos F,L,X,G y z 1 en los problemas Original y Modificado. 

Dotemos a los anteriore~ elementos de subindice o (m) para 
denotar que la inforr..ación contenida en ese elemento hace 
referencia al problema original (modificado), es suficiente 
analizar lo que EUcede para las variables xj con c 1 < O ya que para 
aquellas xJ con c 1 >= O no se realiza ningUn cambio. 

- ~ea ºJ. < o en el probler.ia or .. iginal con x1" en L,, Ya que 
x1 esta en L,, si y sólo ~i xj = 1 entonces X¡ = o ie, X¡ 

esta en x •. 
- Sea c. < o en el problell'la original can X¡ 

. en x. Ya que 
x 1" est~ en x. si y sólo ~i x, = o entonces X¡ l ie, X¡ 

está en L,. 

- sea cj < o en el probl12r~ original con x1" en Fm : Ya que x1 está en F~ (es claro que f
0 

= Fm) entonces para fines de 
calcular el valor de la función objetivo en el problema 
modificado damos a x¡" el valor cero (podríamos decir que es 
una 11 variable libre con valor cero") entonces (por el cambio 
de variables) damos a x1 el valor uno para fines de cálculo 
de la función objetivo en el problema original ("variable 
libre con valor uno"). 

Por ejemplo: 

Sea Max z - 3X1 + 2x2 -3x3 -ex. 
s.c. 

X1 +. X2 + 3 X3-: Xt ~ 3 

-x1 + 2x2 +·~x3 .+· x, ;!: 7 

el problema equivalente con fu-nci~.~~~·~-; min_l!i1-~Za_r---y~y-ErCtOr--ae--ccistos 
no-negativo es: 
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si G
0 

= (ti,+4,-2) (F = (3) pero x3 = x3") entonces G
0 

= (=J., +4, +2) 
con z. = 3 + B - s = 6 y z

0 
= - a + 2 - 3 = -6. 

si G• = (tl,+3) (F = (l,4} pero x1 = l - x1") entonces G
0 

= (-2, +J, 
+l) con z. = 2 + J - 5 = o y z, = - J + 3 = o. 

si G
0 

= (+J,+4) (F = (l,2} pero x1 = l - x1" y x2 = l - x2") entonces 
G

0 
= (+J,+4,+1,+2) con z

111 
= 3 + a - 5 = 6 y z

0 
= - 3 - 8 + 3 + 

2 = -6, ie que siempre tendremos que z
0 

= - zm para el caso en que 
el problema original sea de maximización. Para el caso en el que el 
problema original es de minimización pero éste tiene al menos un 
elemento c 1 < o los valores de las funciones objetivo coinciden. 
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3 DBSCRIPCro• DBL 
PROGIUUIJI 

El programa está diseñado para que el usuario interactúe con 
él por medio de menús, en los cuales se pide al usuario que 
seleccione una opción. 

J,l. RELACIONBB ll!JITRJI LA llOT!ICIOll DBL PROGRlUlll Y 
LA llOTACIOB DB LA TBORIA. 

Debido a que la resolución del monitor de la computadora no 
permite subindices, negritas ni subrayado, se ha tenido que 
modificar la notación utilizada en la exposición de la teoria, una 
pantalla tipica (fig. J.l) que mostrase la información general del 
nodo actual tendria el siguiente aspecto: 

f • < 2 4 l L • ( 1 ) 

x • e 3 s > LJOP • es > 
ZIOP • 3.000 

GlOVE• • [ ·S ·l •l] 
2 2 1 

Oprime cual~let tecla para continuar. 

(fig J.l) 

En donde GLOVER es la asignación parcial G del nodo actual; 
en donde los elementos inferiores (1 ó 2) indican si la 
variable está cancelada (2) o si sólo está asignada (l). 

ZIOP representa el valar óptimo entero actual, ie ZIOP = z•. 
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LIOP representa el conjunto L correspondiente a ZIOP (sólo 
las variables que toman valor 1). 

L es el conjunto de variables que tocan valor l. 

X es el conjunto de variables que toman valor o. 

F es el conjunto de variables libres. 

Finalmente, corno última aclaración, los números en la parte 
superior de GLOVER indican El número de la variable (la primera, la 
segunda, etc.) del problet"'a; cabe esta aclaración ya que si el 
usuario introdujo el problema por medio de restricciones tiene la 
libertad de definir los nonbres de sus variables (5 letras y/6 
números, siendo el primero de ellos una letra), por ejemplo si el 
usuario definió su primera variable corno XST el programa se 
referirá a ésta con el nürnero 1 en parte superior de la asignación 
parcial. 
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3.2. LXXITACIOHBS DEL PROr.R~~A. 

Las limitaciones del programa son las siguientes: 

- n,m <= 10. 

los elementos de A y b son núraeros enteros de a lo mas 
5 digitos. 

los elementos de e son nürneros reales con parte entera 
de a lo más 5 digitos y parte decimal de a lo más J 
digitos. 

Debemos hacer notar qlle todas estas limitaciones se imponen 
tlnicamente por fines de presentación, ya que internamente el 
programa podria manejar A ,by e con elementos reales cada uno de 
ellos teniendo un máximo de 11 digitos significativos.Estando las 
dimensiones (n y m) limitada~ ~ólo por la memoria de la computadora 
que se utilice; se ha llc7~do a introducir un problema con matriz 
A de dimensiones 12 x 20. 

Si el usuario introd1Jce datos incompatibles con los 
requerimientos impuestos o datos sin sentido, el programa mostrará 
las causas probables del errcr y p~dirá al usuario que intente de 
nuevo. 

Se tomará como nodo inicial de la enumeración aquel que tiene 
a todas las variables del P.P.L.E co~o libres. 
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3.3 IllTRODOCCIOK DEL P.P.L.B. 

El P.P.L.E. que se desea resolver puede ser introducido de dos 
formas distintas (fig. J.2). 

a) Forma matricial 

b) Forma no-matricial (introduciendo las restricciones) 

M • INTltOOUCIR EL PROBlEKA EN FOR14A l'.AtRlCIAL. 
R • IN1RCllUCIR EL PROBLEMA INTROOUCIENOO LAS RUTRICCIOtlES. 

¿O~ opción eliges? 

En fol'"INI Metrlci•l : 

TU PPLE dri>e ttMr fonnato : 

Mln(Ma11.) Z • Ca 
s.c. 

,.,. u b 
11. • (0,1) 

• Se lntreducl'tl LnlcWM:flt• los 
eleaientos de A, e y b. 

• a • (,.1, ••• ,xn) donde n es el 
llÚlll!'ro de cotumas de ta N • 

trh A. 

t::: • SALIR. 

lntrodueierdo ln restricciones : 

Tu PPLE dtbe tener foMllltO : 

MlnOl1u.) Z • cWar1 •, •• •cnVarn 
1.c. 

a11Var1 • •• , •a1nVam o b1 
aZlvar 1 • ••• •aZnV11rn u b2 .................. 
.. 1var1 • •• , •annVarn c .. bn 

Varl, ••• ,varn • (0,1) 

• Oonde no es ncceurlo escribir les 
varlablH cuvo coeficiente es n.Jlo, 

• No es necesario escribir la con· 
dlclón de variable• blnariH. 

(fig 3.2) 

J.3.1. FORHA Kl\TRICIAL. 

Un P.P.L.E. expresado en forma matricial tiene la 
siguiente forma: 

Hin (o max) z - ex 
s.c 

Ax< b 

X• (0, l) 

en donde la matriz de coeficientes A es una matriz de m renglones 
por n columnas, el vector de requerimientos b es un vector columna 
de orden m; el vector de costos e es un vector renglón de orden n 
y el vector de variables x es un vector columna de orden n con 
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componentes x1 , x2, ••. , xn. 

La secuencia para introducir el P.P.L.E. es la siguiente: 

- Se indica la manera de introducir el problema en forma 
matricial y pide al usuario que introduzca el numero de 
renglones de A (fig. 3.3) y permite modificar este dato. 

lntrodJce el rüittro de rerogle>rH C1 6 2 dfgltos> 
de A (llláaflllO 10) y pul u (enter). 

Tu PPLE debe! t~r fonaato: 

MlnCflta.111) Z "ca 
s.c. 

"ª (S b 
11: "(0,1) 

• Sf deseas ftldltlcar los do\tt1s, 
teralna de lntrcQxir t~t los 
datos y c:sPl!r• lo opcitn 1·r.d1• 
flc11r. 

• Todcs tos datos se introcLcM 
en foMr.1 horlrontal. 

• Después de fl'trcd.Jc:fr cada rU· 
11'1!."ro opd111e la tecla !Mter}. 

• Tanto los eler.oentos de A cc:mc 
los de b dt-!>1-n ser enteros de 
a lo ,...;s S dfgftos. 

• los cl"""'"tos de e ~ ser 
rUnertos ruin con parte ~ten 
de"' lo Als S dlgitos y parte 
deci....,.I de • lo Ns 3 df11hos. 

(fig 3.3) 

Se pide al usuario introduzca el número de columnas de A 
y permite modific~r este dato. 

- Se pide al usuario que introduzca el vector c. 

Se pide al usuario introduzca los renglones (uno a la 
vez) de A. 

Se pide al usuario que introduzca el vector b. 
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3.3.2. FORMA NO-Ml\TRICI~L. 

ESTA 
SAlfR 

TESIS 
DE LA 

NO DEBE 
8flllOTEGA 

La secuencia para introducir el P.P.L.E. es la siguiente: 

- Se pide al usnnrio que introduzca el número de 
restricciones del problema y permite modificar este 
dato. 

Se pide se introduzca el número de variables del 
problema y permite modificar este dato. 

- Se indica la manera de introducir el problema en forma 
no-matricial y pide al usuario que introduzca las 
restricciones (uM " la vez) d"l problema (fig. J.4) y 
permite modificar la restricción que se está 
introduciendo. 

JntrcxiJce le 11 rntrlcción 

• Coruldera ce.no \Tia \6'11~,od"' la variable jurito con su coeflcfente y 
signo. p:ir ejC"91o: •3hf1 f' ·llST Cs\li nil'l'.]Uo e"p<icio Intermedio). 

• Una Cllldad dd>e tttnr ~~r.~~••':l.J ~ otra prr lllC'dlo ~ U"I espacio. 
• t.n espacio debe prect""'l!'r V contlrouiir 111 si;no "º"'• 
• Los coeflclentu de IAS vl'r!11bles M las rt'striccl~s deben ser 

enteros de a to ~s 5 df~ito:is. 
• Las variables p.,edt'., CC""Sl:Stlr de a lo más 5 c.\ractcrt:-s (letra1 

y/6 t'Úllt'ros), ti prill'l'rc. t1"! el los dcbto ~cr una letra, 
•los coeficientes dt' ¡,.,. vl"riablt's en la fU"ICiórl obJetlw p..Jt'den su 

nüncros reales coo partt' tntrn de a lo fllás 5 dlgltos y parte dec:t· 
-1 deo a lo ""'s 3 dlgitcs. 

• Oprf!!!e (enter} p¡1ra fi,,,.lit1r cada r~tricci6n y la fl.nc:l6n objetivo 
• Ej~lo de restricción válir'.l: 3.oi.1 •i.r.2 ·U ·123'5.oi.4321 u 2. 
• SI el coeficiente Ce ta pr•""l{'ra varia!::le es positivo se cmlu •+•, 

(fig J.~) 

- Se pide al usuñrin fJlle introduzca la función objetivo y 
permite modific~r ésta. 
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3.4 BDICIOR DEL PP.O~LEw•, 

El programa esta provisto de opciones que permiten modificar 
el problema debido a que al introducir los datos del problema es 
fácil cometer errores. 

Es necesario hacer la siguiente aclaración: El usuario podrá 
introducir el problema por ~cñio de cualesquiera de las dos formas 
indicadas anteriormente (matricial y no-matricial), sin embargo, 
las modificaciones se efectuñrán de forma riatricial. 

Se mostrarán en la pantalla e, by A y se dará la oportunidad 
de modificar: e, b, A, el nfrr".~ro de rcn1lones de A y el nümero de 
columnas de A ó continu~r cn11 la introducción del problema (fig. 
3. 5). 

C • ~xllflt•t C B • ~'Y1lfi.-:11r b A· H.:>eiifitllr A D •Continuar 
M • jolodlfltar ti r,,..•1rro rlc re.,glones de " 
N • Modificar tl rw.Nro de c:o\lJl'Nls Ol' A 

•• Dtf.~S dt! c:tld11 r'11t11 -4.~""'r "rrinilr (l""'tl'r). LO~ opcibn eliges? 

e• e 2.000 4.ono t:..0"1 r.nC'n 12.0MJ 
b. ( 1 ·2 ·1) 

··[ 
_, 
-7 

" 

_, 
o 

·• ' _, 
·l 

-·¡ _, _, 

(fig J.5) 

Si se eliqe la nrc-:' r!"I e _- norHficar e, se muestra el 
vector C y se pirte ~1 usuario que lo vuelva a introducir 
(deberá introducirse:! todo el vector) , una vez hecho esto 
se regresará al tren1·1 rte modificación (fig. 3.5). 
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- Si se elige la opción B - Uodificar b, se muestra el 
vector b y se pide al usuario que lo vuelva a introducir 
(deberá introducir todo el vector), una vez hecho esto 
se regresa al r.enú de codificación (fig. 3.5). 

- Si se elige la op·:iCn A - J~odificar A, se rnuestra la 
matriz A y se d~n 1?.:. opcionc$ de introducir un renglón 
o una colurma. 

- Si se elige R - Introducir un renglón, se pide al 
usuario el mi:-r:ro del renglón que desea introducir y 
a continuación se pide se introduzca el renglón 
seleccionado, un;:i vez hecho esto se regresa al IJenú 
de ~edificación (fig. J.5). 

- Si se elige e - Ir.~roducir una coluona, se pide al 
usuario el mt··,,·-:ro de lu colu:.ma que desea introducir 
y a continuacion se pide se introduzca la columna 
selcccionad•i, nn.=i •1ez h~i::ho ~sto se regresa al cenú 
de nodificaci~" (fig. 3.5). 

si se elige la opción M - Hodif icar el nllr.lero de 
renglones de A, se nuestra A y se pide al usuario que 
introduzca el nú011ro de ren1Jlones que desea que tenga A 
y permite editnr e~te núhero. 

- Si la dirnen~i~~ de la rñtriz A aumenta se pide se 
introduzcan J~~ r~nglon~3 nuevos de A (uno a la vez), 
una vez hcch0 .;~t.'::' se i-n~!";tr;l el vector b y se pide 
se introdu;:r:-;, .-;..t" .• :_ (ya r¡nc al' aunentar el número de 
renglones de~ i la dir.1ensirm de b aunenta), una vez 
hecho cGto s~ re')r--;sa al ri1:?nú de modificación (fig. 
3. 5). 

- Si la dirncn~iCn de la matriz A no aurnenta, sea r el 
J".lúmero de rcng lenes que e 1 usuario desea, entonces 
los primeros r r~nglonP.s serán seleccionados para 
formar la nue"a r:iatriz de coeficientes, los primeros 
r elementos df': b forrnarc:n el nuevo vector b y se 
regresara eil f>'~riü de morlificacion (fig. 3.5). 

Si se cli']e };i nrción ~' - ?1odificar el núrnero de 
columnas de A, sr: rr111cstrii A y se pide al usuario 
introducir el nfn"''":!ro de coJ urnas que desea que tenga A 
y permite editar este nú~cro. 
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- Si la dimensión de la matriz A aumenta se pide se 
introduzcan las columnas nuevas de A (una a la vez) 
(para el caso no-matricial se pedirán también las 
nuevas variables), una vez hecho esto se muestra el 
vector e y se pide se introduzca éste {ya que al 
aumentar el número de columnas de A la dimensión de 
e aumenta), una vez hecho esto se regresa al menú de 
modificación (fig. 3.5). 

- Si la dimensión de la rnatriz A no aumenta, sea e el 
número de columnas que el usuario desea, entonces, 
las primeras c columnas serán seleccionadas para 
formar la nueva natriz de coeficientes, los primeros 
c elementos de e formaran el nuevo vector e y se 
regresará al menú de modificación (fig. 3.5). 

- Si se elige la opción D - continuar, se muestran e, b y 
A y se pregunta al usuario si el P.P.L.E. que desea 
resolver es uno de minimización, en caso negativo se 
supone que el problema es uno de maximización. 

- En el caso en que el P.P.L.E. sea uno de 
rnaximización y/ó exista al menos un coeficiente de 
costo negativo, se informará al usuario que el 
progralila trabaja sólo con P.P.L.E. en forma de 
minimización con e>= o y muestra en la pantalla C', 
b' y A' que conforman un nuevo P.P.L.E. (problema 
modificado) equivalente al original ( problema 
original) con e• >= O y función objetivo a 
minimizar, muestra también el cambio de variables 
realizado para transformar el problema original en 
el modificado. 

Para comodidad ct~l usuario el programa escribirá xj 
en vez de xj' para aquellas variables con ci >= o. 

Una vez que se oprime cualquier tecla para ,s7g~ir, 
se muestra la nueva función objetivo a m1n1m1zar 
(junto con el cambio de variables) y una vez que se 
decide seguir ~e nuestran las distintas pruebas que 
se pueden aplicar al problema, además de mostrar dos 
opciones de ayuda (T -Estrategias), (H - Help) y una 
opción para salir del programa (K - Salir) 
(fig. 3.6). 
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C ~ CEILltiG 
J • !lrlFAtrlBllJDAO 
z ·aro. 
u.""° 

D • ""°"tlt¡1 
P • P!tiAllO'-DES 
S • stJ;~OC.t.TE 
E • Fi:~~E,SET 
T • ESJUYEGIAS 

B • S.lilAS 
M • R.l~ VAll: Pl'!:tl FElf 
A• RIJoe VU: ~.o; FEll 
F • AUTOUtJCO 
H • MHP 

(fiq J.6) 

- El elegir la opción F - Automático perr.iite visualizar la 
solución ópti~a {si esta existe) del problema, sin que 
el usuario intervenga en la búsqueda de esta; la prueba 
se puede seleccionar en cualquier momento de la 
enumeración. 

Si se elige la opción T - Estrategius aparecerá en la 
pantalla infor~ación de cóno realizar la búsqueda de la 
solución óptina; aclaremos que estas observaciones 
tienen una justificación c;::pirica ya que el encontrar la 
solución óptima de manera "rápida" depende 
principalmente de los eler:o.entos d-e la I:latriz de 
coeficientes A y del vector b. 

Si se elige la opción H - Help (.Jyuda) aparecerá en la 
pantalla inforr.iación general ac~rca del programa, así 
como una descripción de cada prueba. 

Si se elige la opción K - Salir, se pernite al usuario 
modificar el proble;;-.a actual o introducir un nuevo 
proble~a o calir definitivar.:entc el programa. 

Si se elige la opción M - Modificar el Problema 
Actudl, el prograr,.a mostrar:~. el menú de modificación 
( fig. J .5). 
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Si se elige la opción N - Introducir un Nuevo 
Problema, se mostrará la pantalla que permite la 
elección de introducir el problema en forma matricial 
ó introduciendo las restricciones (fig. 3.2). 

- La elección de K - Salir, perr.iite salir del programa 
definitivamente, aparecera el indicador del DOS. 

- Si se elige aplicar una prueba al problema, (opciones e, 
I, z, o, o, P, s, E, B, K, ~) se aplicará la prueba 
elegida y se mostrara su resultado. 

- Si el problema es uno de minimización con e >= O se 
darán las opciones de continuar con la aplicación de las 
pruebas y la de visualizar información de caracter 
general para el problema (F, L, X, LIOP, ZIOP, GLOVER). 

- Si el problema es uno de maximización y/ó con al menos 
un coeficiente de costo negativo se darán las opciones 
de continuar con la aplicación de las pruebas, la de 
visualizar información de caracter general (F, L, X, 
LIOP, ZIOP, GLOVER) para el problema original y la 
opción de visualizar información de caracter general 
(F, L, X, LIOP, ZIOP, GLOVER) para el problema 
modificado. 

Una vez resuelto el problema, se muestran en la pantalla las 
variables que toman valor l (las demás toman valor O), asi como el 
valor óptimo. 

En el caso en que se tengan problemas Original y Modificado, 
la solución mostrada corresponderá al problema modificado y una vez 
que se desee seguir se preguntará al usuario si desea ver la 
solución óptima para el problc~a original, en caso afirmativo se 
mostrarán las variables que to~an valor 1 además del valor óptimo. 
Después de vi:=malizar la solución óptima (si ésta existe) se 
permitirá modificar el probli:'!ma actual, introducir uno nuevo o 
salir definitivamente del programa. 
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CO•CLUBIOJfEB. 

Podemos concluir que la eficiencia de la enumeración implicita 
depende directamente de lo siguiente: 

1.- De que tan bien sean dineñadas las pruebas sondeadoras, las 
cuales tienen la finalidad d-; identificar tantas soluciones no
promctedoras cnmo sea posible para de;.cartarlas automáticamente, 
asi como de elegir 11 inteliqentAmente" a las variables a las que se 
les asignará algún valor binaLio. 

2.- De la estrategia que se Giga en la enumeración. Consideramos 
que una buena estrategia es aquella que logra obtener una ºbuenau 
solución (óptima ó cercana a la óptima) al inicio de la enumeración 
y que una vez que se obtiene C~ta aplica a los nodos restantes por 
enumerar pruebas que produzcan cancelaciones. 

J.- De la experiencia que se tenga en la resolución de P.P.L.E. con 
el enfoque de la enumeración implicita. 

La princip<"ll ventcija del enfoque de la enumeración implicita 
es que al aplicar ésta no se "acarrean" los errores de redondeo, lo 
cual hace que éstos sean prácticamente inexistentes (en los 
algoritmos de cortaduras ésto representa una severa dificultad). 

Consideramos que un sist.crna de cnurncración implicita debe 
proveer al usuario de prueb~s sondeadora~ con las siguientes 
caracteristica0: 

1. - Pruebas sondcadoras que conduzcan a una ºbuena 11 solución al 
inicio de la cn11meración como son B - Balas y M - Ram Var Men Pen. 

2.- Pruebas sondeadoras que produzcan cancelaciones como los son e 
- Ceiling, I - Infactibilidad, z - Cero, U - Uno, P - Penalidades 
y s - Surrogate. 

3. - Pruebas sondead oras que hi=tgan una selección 11 inteligente11 

de las variables a las que se les asiqnará algún valor binario como 
son B -Balas, M - Ram Var tlen Pen, A - R:-im Var Max Pen y E -
Prcfcrset. 

4. - Pruebas sondeadoras que permitan conocer si el espacio de 
soluciones del P. P.L.E. (o 1mo semejante a el, por ejemplo el 
espacio de soluciones del prohlema lineal asociado al P.P.L.E.) es 
factible como lo es la prueba o - Proglin. 
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