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CONTRASTE BAYESIANO DE

HIPOTESIS PARAMETRICAS




PREFACIO

Una de las Areas mas importantes de la Inferencia Estadistica
se refiere al problema de contraste de hipétesis. Dicho problema
ha sido ampliamente estudiado desde una perspectiva frecuentista,
a rafiz del importante trabajo desarrollado por Neyman y Pearson en
los afios 20. Por otro lado, aunque desde el punto de vista
Bayesiano se cuenta con una solucidén general al problema, obtenida
al plantear el problema de contraste de hipétesis como un Problema
de Decisién, las propiedades de los procedimientos generados de
esta manera dependen fundamentalmente de la asignacién de una
funcién de utilidad y de una distribucién inicial. En los
procedimientos Bayesianos reportados en la literatura, esas
asignaciones se realizan en funcién del tipo de hipbtesis que se
desea contrastar.

En este trabajo se presenta un procedimiento Bayesiano gque
permite dar un tratamiento unificado al problema de contraste de
hip6tesis paramétricas dentro del contexto de 1la Teoria de
Decisiones, Dicho procedimiento de basa en la consideracién de una
familia particular de funciones de utilidad, definida en términos
de una medida de discrepancia entre modelos.



ii

En el Capitulo 1 se plantea el problema general de contraste
de hipétesis paramétricas y se presenta una breve revisién de los
procedimientos cl&sicos. Asimismo, se exponen algunos de los
conceptos bdsicos de la Teoria Bayesiana de Toma de Decisiones.
Por otro lado, en el Capitulo 2 se revisan de manera breve los
procedimientos Bayesianos m&s comunes para contrastar hipétesis
paramétricas, tanto a nivel inferencial como en un contexto de
Teoria de Decisiones. En el Capitulo 3 se propone un procedimiento
Bayesiano alternativo, el cual, por un lado, elimina algunas'de
las desventajas de los procedimientos Bayesianos discutidos en el
capitulo 2 vy, por otro lado, permite reproducir la forma de las
soluciones clésicas en algunos casos. Adicionalmente, se trata con
cierto detalle el caso de las familias exponenciales regulares,
ampliamente utilizadas en las teoria estadistica. El1 Capitulo 4
contiene, a manera de ilustracién, la solucién bayesiana al
problema de contraste de la hipdtesis lineal general en el modelo
de regresidn 1lineal maltiple. Finalmente, en el Capitulo 5 se
presentan algunas conclusiones y comentarios finales.

Deseo agradecer profundamente al M. en C. Ra(l Rueda por su
paciencia y dedicacién en la direccién de esta tesis. Asimismo,
agradezco al Dr. Manuel Mendoza por sus valiosos comentarios.
Ambos son, en gran medida, responsables por los aciertos que pueda
tener este trabajo.
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1. ANTECEDENTES

1.1 EL PrROBLEMA GENERAL DE CONTRASTE DE HIPOTESIS PARAMETRICAS

En casi cualquier &rea de la investigacidén cientifica es
comGn que, al estudiar un fendémeno determinado, surjan ciertas
suposiciones o hipdtesis que deben ser verificadas. Desde el punto
de vista estadistico, esta situacién se plantea suponiendo gue
existe una variable aleatoria observable que describe
adecuadamente el comportamiento de la caracteristica de interés
del fendémeno bajo estudio. De esta manera, puede decirse que una
hipétesis estadistica es una conjetura acerca del comportamiento
de una variable aleatoria. E1 problema consiste entonces en
verificar la wvalidez de la hipdtesis con base en la informacidn
disponible.

Sea X una variable aleatoria (posiblemente m-variada) con
funcién de densidad p Yy suponga que existe una familia
paramétrica de densidades de probabilidad

5‘={p(x|9):968} 8 s RY,

que contiene a p. En otras palabras, la forma de la distribucién
de X se supone conocida, excepto por un nGrnero finito de
parimetros. Claramente, cualquier conjetura acerca de la
distribucién de X es una hipdtesis estadistica, pero en el
presente contexto dicha conjetura se convierte en una proposicién
sobre el valor de algdn pardmetro y se denomina hipétesis
paramétrica.



Si bien es cierto que los procedimientos de contraste no
dependen de 1la forma especifica de p(xi8), algunas familias
paramétricas permiten un analisis m&s detallado y la obtenciédn de
resultados més generales. En particular, una clase importante de
familias paramétricas estd4 constituida por las llamadas familias
exponenciales (e.g. Barndorff~Nielsen, 1978), las cuales seran
revisadas en el Capitule 3. La importancia de estas familias se
debe a que las distribuciones que pertenecen a ellas son, en
general, matemdticamente tratables y permiten modelar una gran
variedad de fendmenos, por lo que han sido ampliamente utilizadas
en la teoria estadistica.

Sean 8, < 8 Yy 81 c 8, tales que 90 n 81 = @, Y sea
Z={XsX,.-.,X} un conjunto de observaciones de la variable
aleatoria X. El1 problema general de contraste de hipétesis
paramétricas consiste entonces en decidir cual de las hipétesis
Ho:e € 80 Y Hl:a € 91 puede considerarse como cierta, con base
en la informacién contenida en 2 y en la informacién inicial
disponible sobre el valor de 8. Observe que las hipétesis H y H
son matemdticamente equivalentes a las hip6tesis H(’):p € ."r'o Y
H{:p € 5’1, respectivamente, donde

5 = { p(xl6) : 8 ¢ 8 } (i=0,1}.

1.2 TeorlA CLASICA DE CONTRASTE DE HIPOTESIS PARAMETRICAS

En esta seccién se presentard el planteamiento clésico del
problema de contraste de hipétesis paramétricas, que se basa en
una interpretacién frecuentista de la probabilidad. Una revisién
extensa de 1los procedimientos clé&sicos puede encontrarse en
Lehmann (1986), asi como en Cox & Hinkley (1974).

Sea z=(xl,x2,...,xn} una muestra de una variable aleatoria X
con funcién de densidad p(x[8) e ¥ y suponga que {00,81} es una



particién del espacio parametral 6. Denote por do Y dl las
decisiones de aceptar y rechazar a Ho:e € 90, respectivamente. La
hipé6tesis Ho es simple si la familia 50 contiene una sola
distribucién; en caso contrario B es compuesta.

Cualquier procedimiento de decisién es llamado una prueba de
la hipétesis en cuestién. Dicho procedimiento asigna a cada valor
z de Z una de las decisiones {do,dl} y, por lo tanto, divide el
espacio muestral Z en dos regiones complementarias 4 y C. La
hipétesis H, es rechazada sélo si Z cae dentro de C, por lo que
esta regidén es llamada regién de rechazo o regidén critica.

Al llevar a cabo una prueba puede cometerse cualquiera de dos
posibles errores: rechazar H cuando es cierta (error tipo I) o
bien aceptar Ho cuando es falsa (error tipo II). En general, las
consecuencias de cada uno de estos errores son diferentes. Resulta
natural intentar la construccidén de una prueba de tal forma que la
probabilidad de cada uno de los errores sea minima. Sin embargo,
si el tamafo de muestra es fijo no es posible controlar ambas
probabilidades de error simultdneamente. Una solucidén consiste en
asignar una cota a la probabilidad de rechazar incorrectamente H
e intentar entonces minimizar la probabilidad de cometer el error
tipo II, dada esta condicién. En este caso, debe seleccionarse un
nGmero « € (0,1), llamado el nivel de significancia, e imponer la
siguiente condicién

P(z € Cl8) s a« para todo 6 € Go. (2.1)
Dada esta condicién, se desea minimizar
P[z € Ale]‘ para todo 8 € 81
o, equivalentemente, maximizar

P[(z € C|8]) para todo 8 € 81. (2.2)



El valor sup {P[z € Cl8] : 8 € 6.} es conocido como el
tamafio de la prueba. La condicién (2.1), por lo tanto, implica que
s6lo deben considerarse aquellas pruebas cuyo tamafio no exceda el
nivel de significancia dado.

Para cada 6 € 81, la probabilidad de rechazar H, dada en
(2.2) es llamada la potencia de la prueba contra la alternativa 6.
Si se considera como funcién de €8 (para todo € € 8), dicha
probabilidad se conoce como la funcidén potencia de la prueba y se
denota generalmente por n(9).

Finalmente, se dice que una prueba es insesgada si

sup {n(8) : 6 € 80} s inf {m(@) : B8 € 81}.

1.2.1 HiPOTESIS SIMPLES

si tanto H como H son hipétesis simples, el problema de
contraste de hipétesis gqueda totalmente especificado por (2.1) y
(2.2). En este caso, la solucidén estd dada por el siguiente
resultado:

LEMA DE NEYMAN-PEARSON: Sea 2z = {X,X,...,X} una nuestra de
observaciones de wuna variable aleatoria X con funcién de
densidad p(xl|8), y suponga que 8 = {90,91}. Sean €' < 2 Y k" = o0
tales que

(1) PlzecClg] =« con a € (0,1},
p(zle,) . .
(11) —573”5:7_ s k si y sélo si z € C,

donde p(zl6) denota a la funcién de verosimilitud.

Entonces la prueba con regién critica ¢' es la prueba de tamafic «
mis potente para probar H;:6 = 6, vs. H:0 = 8. >



El Lema de Neyman-Pearson proporciona la prueba maAs potente
cuando se tienen hip6tesis simples. Sin embargo, en ciertas
situaciones también permite hallar pruebas ©&ptimas cuando la
hip6tesis alternativa es compuesta.

1.2.2 HipoTESIS COMPUESTAS

Tipicamente, la prueba que maximiza la potencia (2.2) contra
una alternativa particular en 81 depende de esta alternativa, por
lo que es necesario introducir un criterio adicional cuando 1la
hipétesis alternativa es compuesta (por ejemplo, restringiendo 1la
clase de las pruebas posibles). Sin embargo, existen situaciones
en las que la misma prueba maximiza la potencia contra todas las
alternativas simples en 81. Las pruebas que tienen esta propiedad
son llamadas pruebas uniformemente mé&s potentes (PUMP). En algunos
casos, argumentos del tipo Neyman-Pearson son Gtiles para
encontrar este tipo de pruebas.

En el caso mas sencillo, suponga que & es un pardmetro real y
que las hip6tesis que se desea probar son de la forma Ho:e s 8,
vs. H;:8 > 60. Se dice que una familia de densidades

{ p(xl8) : 8 € 8 } 8 S R

tiene un cociente de verosimilitudes monétono si existe una

p(zle™)
estadistica T=t(2) tal gue, para todo 8/<8", el cociente Blzle") "

es una funcidén no-decreciente o una funcidn no-creciente de T
(e.g. Lehmann, 1986).

TEOREMA: Sea Z = {Xl,Xz,...,xn} un conjunto de observaciones de
una variable aleatoria X con funcién de densidad p(xl|8). Suponga

que la familia { p(xie) : 68 e @ } tiene un coclente de

verosimilitudes mon6tono en la estadistica T=t(zZ) y que 6 es un
intervalo,



(a) Si el cociente de verosimilitudes monétono es no-decreciente
en t(z) y kK es tal que P{t(2) = kleo] = a, entonces la prueba cuya
regidn critica es

c = { zeZ  t(z) =k }

es una prueba uniformemente mds potente de tamaflo a para probar
H:6 s 68 vs. H:8 >6.
o o 1 0

(b) Si el cociente de verosimilitudes mondtono es no-creciente en
t(z) y k es tal que P{t(2) = kleo] = o, entonces la prueba cuya
regién critica es

C = { zeZ:t(z) sk }

es una prueba uniformemente m&s potente de tamafio « para probar
H:8 s86 vs., H:8 >28. >
o o 1 [

Si se desea probar las hipétesis H:8 = 8  vs, H:e < 8, el
teorema sigue siendo vilido siempre que las desigualdades que
definen a la regién critica se inviertan. Cabe mencionar que, bajo
ciertas condiciones, las distribuciones que pertenecen a familias
exponenciales uniparametrales satisfacen las hipétesis del teorema
anterior. Si' esto ocurre, entonces también es posible hallar una
PUMP para hip6tesis de 1la forma Hi:6 s 6 o 6 =86, vs,
Hl:el < 8 < 92 (61<62) (Lehmann, 1986).

Por otro lado, para una gran clase de problemas no existe una
prueba uniformemente m&s potente. En este caso es comlin restringir
de alguna forma la clase de pruebas posibles y buscar una prueba
uniformemente mids potente dentro de la clase restringida. Una
manera usual de hacerlo es considerar la clase de las pruebas
insesgadas. En muchos problemas para los cuales no existe una
PUMP, si1 es posible encontrar una prueba insesgada uniformemente



mis potente, como es el caso de-

las hipétesis

Hoze =8, .vs.. ..Hi’:?i: eo,

Hozels 6 = 62 vSs. Hl:e < e1 o. 8 > 62.

Las condiciones que se requieren para construir dichas pruebas se
satisfacen, en particular, si p(x|8) pertenece a una famlia
exponencial (Lehmann, 1986; Cap. 4).

Un enfoque adicional, cuando no existe una prueba
uniformemente méds potente, consiste en considerar sélo aquellas
alternativas cercanas a los valores del parametro definidos por Ho
y maximizar la potencia localmente, obteniéndose las llamadas
pruebas localmente mas potentes. Para ilustrar 1lo anterior,
=8 vs

[+]

suponga que se desea contrastar las hipdtesis H :8
eo + €, con

o]
H:6 > 6. Si se toma una alternativa parxticular 8 =
€ > 0 pequeiia, se tiene entonces que

p(zlel) p(z]e°+e) 8 log p(zleo)
log EICICAR 90) = log p(zleo) =€ 3 eo + o(c),

bajo ciertas condiciones de regularidad. De esta manera, para
valores suficientemente pequefios de €, la regidn critica dada por
el Lema de Neyman-Pearson toma la forma

C={zeZ:U(z;eo)zk},

a log p(zleo)
a3 90
prueba tenga tamafio a. Esta prueba resulta conveniente por dos

donde U(z;eo) = Y Kk se elige de manera que la

motivos. En primer lugar, en muchos casos la distribucién de
U(z;eo) puede aproximarse adecuadamente a través de una
distribucién Normal N(0,I(6,)), donde I(8) denota a la cantidad de
informacién de Fisher. En segundo lugar, sl existe una prueba
uniformemente mis potente, en particular dicha prueba debe tener



potencia local wmaxima siempre que la familia de alternativas
incluya valores locales del par&metro y, por lo tanto, debe ser
idéntica a la prueba basada en U(z;eo).

Por otro lado, en el caso de hipétesis de la forma H:e = 8,
vs Hl:e * 60, el argumento puede extenderse para obtener pruebas
insesgadas localmente m&s potentes. Sin embargo, estas pruebas
presentan algunas dificultades cuando las regiones criticas que se
obtienen son utilizadas para construir pruebas de significancia

(Cox & Hinkley, 1974).

Finalmente, un método relativamente simple que ha llevado a
pruebas razonables en una gran variedad de problemas es el método
generalizado de cociente de verosimilitudes, que en cierto sentido
extiende el criterio de Neyman y Pearson. Considere el problema
general de contraste de hipdtesis paramétricas descrito al
principio de esta seccién. La prueba generada por el procedimiento
generalizado de cociente de verosimilitudes wutiliza la regidn
critica C dada por

sup {p(zl8) : 8 ¢ 80}
C = z € Z : Sup {B(216) T 6 € 6,7 s k P

donde k es una constante elegida de manera gque la prueba tenga
tamafio «.

Aunque el principio generalizado de cociente de
verosimilitudes no se basa en consideraciones de optimalidad
claramente definidas, siI ha tenido cilerto éxito al producir
procedimientos satisfactorios en muchos problemas especificos. En
particular, si H es simple y Hl es compuesta entonces el método
generalizado de cociente de verosimilitudes produce 1la prueba
uniformemente m&s potente, siempre gque ésta exista. En muchos
casos, las pruebas basadas en el método generalizado de cociente
de verosimilitudes tienen propiedades asintéticas 6ptimas (e.g.
Cox & Hinkley\ 1974),



1.3 Concertos Basicos DE LA TEORIA BAYESIANA DE ToMA DE DECISIONES

La teoria bayesiana de toma de decisiones es una teoria
formal basada en una serie de axiomas o principios de coherencia.
El propdsito de esta seccidn es presentar sélo los conceptos
bdsicos que permitan ubicar al problema de contraste de hipétesis
paramétricas comec un problema de decisién en ambiente de
incertidumbre. Una presentacién formal puede encontrarse, por
ejemplo, en el trabajo de Bernardo, Ferrandiz & Smith (1985).

Todo problema de decisién en ambiente de incertidumbre
involucra la eleccién de un curso de accidén cuyas consecuencias
son desconocidas, pues dependen de la ocurrencia de algin suceso
incierto. De esta manera, resulta de interés considerar la
eleccidn entre distintos cursos de accién cuando:

a) las consecuencias de cualquiera de ellos dependen del estado
de la naturaleza;

b) el verdadero estado de la naturaleza es atin desconocido;

c) es posible, a un cierto costo, obtener informacién acerca de
dicho estado.

Se supone que el decisor ha eliminado ya aquellos posibles
cursos de accidn que no merecen mayor consideracién y, por lo
tanto, ha reducido su problema a la eleccién de una accién entre
un conjunto de alternativas relevantes bien definidas. Se supone,
ademds, que el decisor desea escoger entre estas alternativas de
tal manera que la eleccién sea consistente con sus preferencilas
personales respecto a las consecuencias, asf como con su Jjuicio
personal acerca del verdadero, pero desconocido, estado de 1la
naturaleza.



La informacién basica que el decisor debe ser capaz de
especificar, y que define su  problema de decisién, es la
siguiente:

D. El espacio de acciones: el decisor desea seleccionar una
accidén d perteneciente a un conjunto D de acciones
potenciales bien definidas.

a. El espacio de estados de 1la naturaleza: el decisor
considera que las consecuencias de adoptar alguna accién
particular dependen del estado de la naturaleza, que no
puede predecir con certeza. Los eventos relevantes
estan contenidos en una o-&lgebra # definida sobre 8.

c. El conjunto de consecuencias: este conjunto debe contener
a todas las posibles consecuencias que resulten de elegir
una accién d cuando el verdadero estado de la naturaleza
es 6. En general, puede considerarse que € = D x 8, por
lo que una consecuencia c¢ e C puede identificarse con un
par ordenado (d4,8).

<. La relacién de preferencia: el decisor debe poder expresar
sus preferencias personales entre distintas opciones. Una
opcidn, denotada por (cll EJ, se define como un mapeo de
(El:i € I} en €, donde (Ex:i € I} denota a una particién
de 8 y ¢ €C (1 € I}). En particular, una consecuencia
c € C corresponde a la opcidén ({ci®)}, por lo que la

relacidén de preferencia s establece un orden en C.

El problema de decisién queda entonces determinado por 1la
cuarteta (D,®,C,s). Por otra parte, el decisor tiene que
cuantificar las posibles consecuencias de su eleccién, asi como el
conocimiento inicial que tenga sobre el estado de la naturaleza.
Loa axiomas o principios de coherencia mencionados al principio de
esta secclén garantizan la existencia de una dnica medida de
probabilidad P y de una Gnica funcién de utilidad U compatibles
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con la relacién de preferencia s. De esta manera, se supone que el
decisor estd en condiciones de especificar las siguientes
funciones:

P:4 — [0,1]. Medida de probabilidad: dado que el estado de la
naturaleza es incierto, el decisor tiene que
describir su conocimiento inicial sobre 6 a través
de una medida de probabilidad, cuya funcién de
densidad se denotard por  p(8).

U:C — R. Funcién de utilidad: el decisor debe cuantificar
las consecuencias de acuerdo a sus preferencias
personales, asignando una utilidad U(d,8) a 1la
eleccién de una accién d, suponiendo que el
verdadero estado de la naturaleza es 8.

Una vez que el decisor ha planteado su problema de decisién,
todavia es necesario cuantificar adecuadamente las posibles
consecuencias de adoptar algGn curso de accidn determinado, pues
dichas consecuencias dependen del verdadero estado de 1la
naturaleza, alGn desconocido. Con este fin se define la utilidad
esperada de una accién d en D como

U (d) = f u(d,8) p(e) de.

El resultado fundamental de la teoria bayesiana de toma de
decisiones implica que la decisién 6ptima es aquella que maximiza
la utilidad esperada. En otras palabras, siempre que el decisor
esté& de acuerdo con los axiomas en los que se fundamenta la
teoria, la tGnica forma racional de actuar consiste en elegir d" en
D tal que

U (d") = sup J' u(d,e) p(e) ds.
(1]

11



Suponga ahora gque se tiene informacién adicional contenida en
un conjunto Z={X1,X2,...,Xn} de observaciones de una variable
aleatoria X cuya distribucién depende de 6. La informacién
contenida en 2 debe usarse entonces para actualizar el
conocimiento que se tenga sobre 6, a través del Teorema de Bayes

p(eiz) « p(8) p(zle),
donde p(zl8) denota a la funcién de verosimilitud y p(8lz) denota
a la funcién de probabilidad de la distribucién final de 6, que
describe el conocimiento que tiene el decisor después de haber

observado 2. La utilidad esperada final de una accién d esta dada
entonces por

U (dlz) = j U(d,8) p(elz) de

y la mejor decisién, por lo tanto, consistird en elegir d" en b
tal que

U (d"12) = sup J‘ u(d,e) p(slz) de.
D

12



2. PROCEDIMIENTOS BAYESIANOS

2.1 INFERENCIA Y DECISION

Como se menciond en la Seccidén 1.1, en muchas ocasiones
existe el problema de contrastar hipétesis relativas al valor
desconocido de algin pardmetro. Habiendo establecido de manera
precisa las hipdtesis a comparar, la forma en que se hace esta
comparacidn dependeri del propdsito del andlisis, del estado de la
informacién inicial y de si se ha formulado explicitamente alguna
funcién de utilidad. .

De acuerdo al propésito del anéiisis,' un conjunto de datos
puede ser analizado, por ejemplo, sélo para proporcionar una
revisién de las probabilidades iniciales asociadas con las
hip6tesis. M&s aGn, puede ocurrir que el investigador no tenga
idea de cémo seran utilizados los resultados de su investigacién,
por lo que no podrd (o no le interesa) formular un problema de
decisién con una funcién de utilidad explicita. El1 proceso de
revisién de las probabilidades iniciales asociadas a las hipdétesis
no necesariamente involucra alguna decisién con respecto a é&stas.

Por otra parte, en muchas ocasiones el objetivo del an&lisis
es alcanzar una decisién con respecto a las hipétesis, digamos
aceptar o rechazar. Si es posible especificar alguna funcién de
utilidad, el procedimiento utilizado para alcanzar una decisién
consiste en maximizar la utilidad esperada (Seccién 1.3). 8in
embargo, si no se tiene una funcién de utilidad explicita, puede
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haber cierto grado de arbitrariedad en el an&lisis. Dicho de otra
forma, cuando no se establece de manera precisa cudles son las
consecuencias correspondientes a las acciones, ir mas alla del
reporte de las probabilidades finales asociadas a las hipétesis
puede involucrar algn elemento de arbitrariedad adicional.

Finalmente, un punto importante a considerar es el papel de
la informacién inicial al contrastar hipétesis. La cantidad y el
tipo de informacién inicial a utilizarse en un andlisis
particular, dependerd de lo que se conoce y de lo que se juzgue
apropiado incorporar al andlisis. Si se reconoce que existen
situaciones en las que inicialmente se conoce muy poco, es
necesario entonces contar con procedimientos que permitan
contrastar hipé6tesis incluso si se carece de informacién inicial.
Sin embargo, existen otras situaciones en las si se cuenta con
este tipo de informacién (por ejemplo, proveniente de an&lisis
previos) y se desea incorporarla en la comparacién de las
hipétesis. En este caso, 1la Estadistica Bayesiana permite
incorporar la informacién inicial de una manera formal, a través
de una distribucién de probabilidad que describa el conocimiento
inicial gue se tenga sobre el valor del par&metro.

En este capitulo se presenta una breve revisién de los
procedimientos bayesianos propuestos en la 1literatura para
contrastar hipétesis paramétricas. Las fuentes consultadas
incluyen los trabajos de DeGroot (1970), Zellner (1971), Lindley
(1972), Winkler (1972), Berger (1980) y Press (1989), entre otros.
Al igual gue en los procedimientos clésicos revisados en el
capitulo anterior, en los procedimientos bayesianos revisados en
este capitulo se supone que 86 = 90 v 81, de manera gque {GO,GJ
forma una particién del espacio parametral.
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2.2 COMPARACION DE HiPoTESIS

A lo largo de esta seccién se presentardn algunos de los
procedimientos bayesianos m&s comunes para atacar el problema de
contraste de hipétesis paramétricas. Los procedimientos
presentados en esta seccién se basan esencialmente en 1la
comparacién de las probabilidades asociadas a cada una de las
hipétesis y, por lo tanto, no requieren de la especificacién de
una funcién de utilidad explicita.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad p(x[8) y
suponga que se desea contrastar las hipdtesis

Ho:e € 80 vs. Hl:e € 81

con base en un conjunto 2 = {xl,xa,...,xn} de observaciones de X.
Asimismo, sea p(8) la funcién de densidad de la distribucién
inicial de @ y denote por p(8iz) a la densidad de 1la
correspondiente distribucién final. Una manera de contrastar estas
hip6tesis ‘consiste en comparar las probabilidades finales
correspondientes a cada una de ellas. Dicho de otra forma, si

P[H |z] := P[0 < @ |z] = Ip(elz) de
80

P(H 1z] := P[0 € 8 12] = I p(elz) de
8

1

entonces Hx es mas verosimil (o m&s creible) que Ho siempre que
P[Holz] < P[Hllz] o, equivalentemente, siempre que

P[Holz]
—FEH—II-Z—]—- < 1. (2-1)
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Observe gque, al suponer que (ewel} es una particién del
espacio parametral O, entonces P[H“z] =1 - P[Hdz]. En este
caso, al cociente en (2.1) se le conoce como los momios finales en
favor de H, y se denota por LA

Cabe mencionar que si se desea comparar mas de dos hipétesis,
este procedimiento puede extenderse de manera natural: simplemente
se tendria mayor evidencia a favor de aquella hipétesis cuya
probabilidad final fuese la mds alta.

Si no se desea incorporar al andlisis el conocimiento inicial
"sobre el valor de 8, debe utilizarse una distribucién inicial de
referencia o distribucién inicial no informativa. Dichas
distribuciones pueden obtenerse a través de diversos
procedimientos, como la Regla de Jeffreys (Jeffreys, 1961), el
método de Familias Conjugadas (DeGroot, 1970), o recurriendo a

nociones de la Teoria de la Informacién (Bernardo, 1979a).

Resulta de interés distinguir tres casos, de acuerdo a la
forma de las hipdtesis que se desee contrastar, ya que
frecuentemente se requieren tipos especiales de distribuciones
iniciales si las dimensiones de 8,y 91 son distintas.

CASO 1. Hb:e = eo vSs. H‘:s = el.

En este caso 8 = {90'91}' por lo que p(8) toma la forma

P si 8 = 8,
PO) =115 si e=o (0<p<1) o (2.2)

Yy, por lo tanto,
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P p(zle;)
o1 © "I-p " p(zl8))

En otras palabras, los momios finales en favor de H, son el
producto de los mimios iniciales en favor de H, por el cociente
de verosimilitudes. De acuerdo con (2.1), H es mds verosimil que
H, si

p(zl8)) 1-p
< .
p(zl8,) p

Compare esta regla con la regla de rechazo dada por el Lema de

Neyman-Pearson (Seccién 1.2).

Por otro lado, 1la distribucién de referencia comdnmente

aceptada en este caso estd dada por

{ 1/2 si @ o
n(ey = : _

non
o O

1/2 si 6

por lo que, si no se cuenta con informacién inicial, entonces se

tiene mayor evidencia a favor de H, cuando

p(zle,)
pIcive < 1.

CASO 2, Hoze = 60 vs. Hl:e * eo.

Este caso presenta una pequefia dificultad: si se supone que
la distribucidén inicial de 8 es continua, entonces P[8 = 8,] =0
(y, por lo tanto, P[68 = Bolz] = 0 para todo z), por lo que
nunca se tendria suficiente evidencia a favor de H . Esta
dificultad se resuelve comlnmente definiendo a p(8) de 1la

siguiente manera:
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si 8 = 90

P
p(8)={(1_p) £(0) si ese, (0P, (2.3)

donde f(8) denota a una funcién de densidad definida sobre
81 =8 - {eo}. De esta manera, se asigna una probabilidad positiva
P al valor 8, de 8 y la probabilidad restante (1-p) se

distribuye sobre 81.

En estas condiciones, los momios finales en favor de Ho estéan
dados por

p p(zl8 )
1-p J'f(e) p(zl6) de
8

01
1

de manera que H1 es mis verosimil que H, si

p(zleo) < i-p
_[f(e) p(zle) de p
8

1

Este caso resulta problemitico también en lo que respecta a
la asignacién de una distribucién de referencia. Una posible
solucién (Bernardo, 1980) consiste en maximizar la cantidad de
informacidén faltante (missing information), la cual estd dada en
este caso por

F{p(e)] = H(P) + (1-p) I'[£(8)1],
donde

H(p) = - p log p - (1-p) log (1-p)
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p(elz)

— e d .
B(8) 6 dz

r"tee)] = [ pez) | p(ela) log

De esta forma, para f(8) fija, se tiene que la probabilidad
inicial 7 que maximiza la cantidad de informacidén faltante es tal
que

L. = exp {I"(p(9)1},

(Bernardo, 1980) por lo que, en ausencia de informacidén inicial,
se tiene mayor evidencia a favor de H si

p(z18)
[ £¢e) p(zle) ao
2]

1

< exp {I"[p(8)1}.

‘

Esta solucién, sin embargo, no es del todo adecuada ya que la
probabilidad inicial de referencia, n, depende del tamafio de 1la
muestra. E1 problema consiste en que una distribucién inicial no
puede depender de la muestra, ya que debe describir el
conocimiento inicial que se tiene sobre el valor de 8 antes de que
se observe la muestra.

CASO 3, H:0 € 8 vs. H :86 € 8.
(i s 1 t

Si tanto 8, como 81 contienen un continuo de puntos y son de
la misma dimensién, entonces es posible definir una densidad
inicial p(8) sobre el espacio parametral 8. En este caso los
momios finales en favor de H estdn dados por
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f p(elz) de
]

[+]

fp(e) p(zle) de
8

[+]

® [eelz) ae
2]

1

por lo que se tiene mayor evidencia

J"p(e) p(z|e) de
8

1

a favor de H siempre que

[pee) pzio)
8

2]

[ pee) pzie)
(2]

1

es m&s verosimil gque Hb si el
ponderadas 1.

rechazo obtenida por el método

Dicho de otra forma,
de
Compare esta regla con la regla de
generalizado de cociente de verosimilitudes (Seccién 1.2).

Hl

cociente las verosimilitudes es menor que

Finalmente, si no se desea incorporar la informacidn inicial

sobre el valor de 6,
Dicha distribucién puede obtenerse,

puede usarse una distribucidén inicial de
referencia w(8). por ejemplo,

a través del procedimiento propuesto por Bernardo (1979a).

En este caso existe mayor evidencia a favor de H1 siempre que

J‘n(e) p(zle) de
80

[ re) p(zie) e

8
1
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2.3 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CONTRASTE DE HipoTESIS
PARAMETRICAS coMO UN PRoBLEMA DE DEcISION

El problema general de contraste de hipdtesis paramétricas
descrito en la Seccién 1.1 puede plantearse como un problema de
toma de decisiones en ambiente de incertidumbre, cuya solucién
general fue presentada en la Seccidn 1.3. Dependiendo de la
funcién de utilildad particular que se asigne, pueden generarse
distintos procedimientos para contrastar las hipétesis que sean de
interés.

Sea X una variable aleatoria con funcidén de densidad p(x|8) y
suponga que se desea contrastar las hipétesis

H:8 € 8 Vs, H :8 € 8
¢} o] 1 1
con base en un conjunto 2 = {xl,xz,...,xn} de observaciones de X.

Los elementos del problema de decisidn correspondiente son
los siguientes:

D = {do,dl}, el espacio de decisiones, donde dl denota la
decisién - de elegir a la hipétesis H, como cierta (i=0,1}.

E = 8, el espacio de estados de la naturaleza. Dado que en
este caso la incertidumbre corresponde al valor del
pardmetro, debe considerarse al espacio parametral como el
conjunto de los estados de la naturaleza.

U(d,8), la funcién de utilidad, que permite cuantificar las
consecuencias de tomar la decisién d cuando el verdadero
valor del parametro es 8, siempre de acuerdo a
las preferencias del decisor.

p(8), la distribucién inicial de 6, que describe el

conocimiento previo que el decisor tiene sobre el valor del
parametro.
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Debe recordarse gque la informacién contenida en 2 permite
actualizar el conocimiento qgue se tiene sobre el valor de &, a
través del Teorema de Bayes, obteniéndose una distribucién final
p(6lz) para 8. De acuerdo a 1lo expuesto en la Seccién 1.3, 1la
solucién general de este problema de decisidén consiste en elegir
H si y sélo si

Ua(dolz) < UE(dllz), (3.1)

donde U_(d !z) denota a la utilidad esperada final de la decisidn

dl (i=0,1).

Recuerde que {80,81} es una particién del espacio parametral.
Una posible asignacién de la funcién de utilidad, frecuente en la
literatura, es la siguiente:

a (8) si 6¢e@
u(d, ,e) = .
o] si 6 e 91
(3.2)
a (e) si 6¢<8
u(d,,e) = )
o] si © e 80

donde ‘a, y a, son funciones no negativas de 8.

En este caso, la utilidad esperada final de cada una de las
decisiones est4 dada por

U (d lz) = I a (6) p(olz) de

80

U (4,lz) = I a (6) p(elz) de,

8
1

por lo cual debe rechazarse H si y sélo sl
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I a,(8) p(elz) ae

90

f a (6) p(elz) ae

e
1

< 1. - (3.3)

Aqui, como en la seccién anterior, pueden distinguirse tres
casos de acuerdo a la forma de las hipdtesis que se desea
contrastar, ya que se requiere considerar casos particulares de
(3.2) dependiendo de las dimensiones de 8, vy ©.

CASO 1. HO:G = 60 vs. H1:9 = 61.

En este caso, la funcidén de utilidad (3.2) toma la forma

a si 8 =86
u(d,,8) = ’ °

0 si 8 = 61

a si 8 = 8,
U(dx's) =

o] si 6 =26

donde a, y a  son dos constantes no negativas. Si se hace uso de
la distribucién inicial p(8) dada por (2.2), entonces se elige

dl (se rechaza Ho) siempre que

p(z18,) a, (1-p)
< .
p(zle)) a, p
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CASO 2, Ho:e = 60 vs. Hl:e # 60.

La funcidn de utilidad (3.2) estd dada en este caso por

a si 8 =286
u(d,,8) = { ° °
0 si 6 = @
. o]
a, (e) si 6 = 8§
u(d,,8) = )
0 sl 8 =28

o

de manera que, cuando p(8) es la distribucién inicial definida por
(2.3), entonces se elige dl (se rechaza H)) si y sélo si

p(zlao) 1-p
< .
Jal(e) £(8) p(zle) de a, P

e
1

donde, por supuesto, 8 = e - {6,}-

CASO 3, Hoze € 80 vs. lee € 81.

En este <caso la funcién de utilidad estd definida
directamente por (3.2). Si, como en la seccidn anterior, p(8)
denota a una densidad definida sobre ©, entonces la regla de
decisibén consiste en rechazar la hipétesis Ho si y sélo si se
cumple la condicién dada por (3.3).

Cabe mencionar que, en cualquiera de estos tres casos, pueden
reproducirse 1las reglas de rechazo obtenidas en la seccién
anterior si se utiliza el siguiente caso particular de la funcién
de utilidad (3.2):
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) 1 si 8 € 8,
U(dors) = B
' o8 sl 8 e 81
1 si 8 e« el
u(d,,e) =
0 si 8 ¢ 80

Finalmente, si no se tiene informacién inicial sobre el valor
de 8, entonces pueden utilizarse distribuciones de referencia en
cada uno de los casos.

2.4 PARAMETROS DE RuiDo

Una situacidn que surge frecuentemente en la practica se
obtiene cuando el pardmetro es de la forma (9,w), donde & es el
pardmetro de interés y w es un parametro de ruido (que no es de
interés). De esta manera, el espacio parametral puede denotarse
como 8 x Q.

Sea Z2 = {Xi,Xa,...,Xn} un conjunto de observaciones de una
variable aleatoria X con funcidn de densidad p(xl|8,w) y suponga
que, independientemente del valor de w, se desea contrastar las
hipétesis

ljlo:e € 80 Vs, Hl:e € 81,
donde eoce, 81:8 y 80“81 = a,
Sea p(6,w) la distribucién inicial de (8,w). Por el Teorema

de Bayes, la distribucién final correspondiente esta dada por

p(6,wlz) « p(8,w) p(zlo,w), (4.1)

25



donde p(zl6,w) denota ahora a 1la funcién de verosimilitud. La
distribucién marginal final de © puede obtenerse a través de la
relacién

p(elz) = [ p(o,wlz) du. (4.2)
Q

Por otro lado, la utilidad esperada final de una decisién d

puede escribirse en este caso como

U (dlz) = I f U(d;o,w) p(e,wlz) do dw, (4.3)
donde U(d;8,w) denota a la utilidad de la decisién d cuando 8 es
el valor del parédmetro de interés y w es el valor del pardmetro de

ruido.

Observe que si la funcién de utilidad no depende de w,
entonces (4.3) puede escribirse como

U (dlz) = j J‘ U(d;8) p(8,wlz) do dw

J.U(d;e) Ip(e,mz) dw de

J'U(d;e) p(elz) de,

de manera que el problema se reduce al caso en el que no existen
parémetros de ruido.

Por lo tanto, los procedimientos presentados en 1la Seccién
2.2 pueden utilizarse tomando en cuenta la expresién (4.2) para el
cdlculo de las probabilidades de cada una de las hip6tesis en
(4.1). Asimismo, la expresién (4.3) permite extender directamente
los procedimientos presentados en la Seccién 2.3 al caso en el que

existen para&metros de ruido.
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3. UNA SOLUCION ALTERNATIVA

En este capitulo se propone un procedimiento bayesiane que
permite dar un tratamiento unificado al problema de contraste de
hipdtesis paramétricas, dentro del contexto de 1la Teoria de
Decisiones discutido en la Seccién 2.3. Dicho procedimiento se
basa en la cgnsideracidén de una familia particular de funciones de
utilidad, definida en términos de una medida de la discrepancia
entre modelos, de acuerdo con una propuesta de Bernardo (1984)
para el caso de hipétesis de la forma H:6 = 6 vs. H:8 =6,

3.1 MoTivACION

Suponga que se desea contrastar las hipétesis Hzig = 6,
vs. Hl:e * 90 con base en un conjunto Z = {XI,XZ,...,XH} de
observaciones de una variable aleatoria X con funcién de densidad
p(x[8). De acuerdo a lo expuesto en la Seccién 1.3, la accién dl

(rechazar H) serd preferible a la accién do (aceptar H)) si y
sélo si UE(dllz) > UE(dolz), es decir, si y sélo si

[ va,,0) prerz) go > [ u(e,.0) p(olz) de

o, equivalentemente, siempre y cuando

f {u(d,,6) - U(d,8)} p(slz) a8 > o. (1.1)
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En este caso, por lo tanto, basta especificar la diferencia
de las utilidades. Bernardo (1984) suglere que 1la ventaja de
elegir d, debe depender solamente de la discrepancia entre p(x|8)
Yy p(xlso), ya que, por el principio de verosimilitud, si ambos
modelos son iguales entonces las inferencias que se hagan con base
en p(zleo) ser&n las mismas que se harian al basarse en p(zl8).
Dicha ventaja deberd aumentar conforme crezca la discrepancia
entre los modelos involucrados. En vista de esto, si se denota por
6(9:90) a una medida de la discrepancia entre p(xl8) y p(xleo),
puede considerarse a la diferencia {U(dl,e) - U(do,e)} como una
funcidn no decreciente de 6(6:90). En particular, Bernardo propone
considerar

u(d,,8) - U(d,8) = A 5(8:8)) + B AeR, BeR.

La expresién (1.1), por lo tanto, implica que la decisién
éptima es d si y sélo si ST

E(5(6:8,)12] > &',

donde & = -B/A y

E(5(6:6,) 2] = J' 5(6:6,) p(6lz) de.

Las propiedades de este procedimiento, para elecciones
particulares de 8(6:80) y 6', han sido estudiadas por Bernardo
(1984). Por otra parte, Gutiérrez (1989) analiza el
comportamiento de esta solucién particular en algunas de las
familias paramétricas univariadas m&s comunes.

Suponga ahora que se desea contrastar las hipétesis Hoze = 90
vs. H:e = 6. Utilizando nuevamente la nocién de discrepancia
entre modelos, suponga que 5(e:ao) > 6(6:61). Resulta natural
suponer entonces que p(xlel) proporciona una mejor ' aproximacién
que p(xlao) al modelo indexado por el verdadero valor del
par&metro, es decir, p(x[6). Claramente, a medida gque 1la
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discrepancia entre p(xlel) y p(xl8) disminuya, la utilidad de 1la
accién correspondiente, dl, debe incrementarse. Estas
consideraciones permiten definir una familia de funciones de
utilidad en términos de la discrepancia entre los modelos, de la
siguiente manera:

u(d,,8)

B, - A 5(0:8))

U(dl,e) B1 - A 5(9:91)
donde AeR"y B eR (i=0,1).
En estas condiciones, la mejor decisidn es d1 si y sélo si
E(§(6:6,)I2] - E{§(6:8,)12) > s,
donde ahora & = (Bo_Bx)/A (Rueda & Gutiérrez, 1990).

Observe que este procedimiento extiende en cierta forma el
procedimiento propuesto por Bernardo, ya que esencialmente se
elige 1la accién correspondiente al modelo cuya discrepancia
esperada con respecto a p(x(8) es menor.

Las ldeas expuestas hasta el momento pueden extenderse para

atacar el problema general de contraste de hipétesis descrito en
la Seccién 1.1, como se ver4 en la siguiente seccién.

3.2 PLANTEAMIENTO

Sea X una variable aleatoria m-variada con funcién de
densidad p(x]|9), perteneciente a una familia paramétrica

3={p(x|6):659} e s R

y sea 2z = {Xl,xa,...,xn) un conjunto de observaciones de X.
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Suponga que se desea contrastar las hipétesis
Hoze € 80 vs, lee_e 81

donde 80 <8 vy 81 ¢ 8 son tales gue 80 n 81 = @. Recuerde que,
al plantear este problema como un problema de decisién, a cada una
de las hipétesis le corresponde un curso de accidn determinado,
denotado por d, o d respectivamente.

Como se menciond en la Seccidén 1.1, estas hipétesis son
matemdticamente equivalentes a las hipétesis

Hé:p(xle) € 90 vs. H{:p(xle) [ 91,

donde

¥ = { P(x18) : 6 € 8 } (i=0,1).

De esta manera, por ejemplo, al elegir la accién dx se esté
considerando que p(x|8) puede aproximarse mds adecuadamente a
través de un elemento de ?1 que a través de un elemento de ?0. Es
por esto que se propone, como parte de la asignacién de la funcién
de utilidad, que la utilidad de cada una de las acclones esté en
funcién de la discrepancia entre los modelos involucrados.

Extendiendo 1la propuesta para contrastar las hipétesis
HO:B = 90 vs. HI:Q = 6l (discutida en la seccidén anterior), para
el caso general H 16 e 80 vs. H:8 e @, se propone una funcién
de utilidad de la forma
.

U(d,,8) =B - A 5(8:6)) AeR', B €R, (2.1)

donde 8: € 8l es un valor representativo de 81 (i=0,1).
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La eleccibén de e: € el (i=0,1) debe considerarse a su vez
como un problema de decisiSén en ambiente de incertidumbre. De
acuerdo con la discusién de la Seccidén 3.4, bajo ciertas
condiciones el valor e: € 8: puede elegirse de manera gque

E[8(6:6,)|2] = inf { E(8(6:8,)1z] : © < @ } (i=0,1). (2.2)

En estas condiciones, la accién d, serad preferible a 1la
accién d, si y sélo si

UE(dllz) > Ua(dolz)
o, equivalentemente, si y sé6lo si
E[§(6:6)12] - E(§(8:6,)l2] > &, ‘ (2.3)

donde " = (B,~B,)/A. Observe que, de acuerdo con (2.2), la
expresién (2.3) puede reescribirse como

inf{E[a(e:eo)lz] : 8, € 80} - 1nf{E[6(e:91)|z] : 91 € 81} > 8.

En resumen, el procedimiento propuesto en esta seccién
consiste esencialmente en elegir primero un valor representativo
e: € Ol (i=0,1) y entonces elegir la decisién correspondiente al
valor cuya discrepancia esperada con respecto a 8 sea minima.

3.3 DivERGENCIA LOGARITMICA DE  KULLBACK-LEIBLER COMO  MEDIDA  DE
DiSCREPANCIA

Las propledades del procedimiento descrito en la seccién
anterior dependen de la eleccién de la medida de discrepancia,
6(9:60). Una medida que ha resultado adecuada en este contexto es
la llamada divergencia logaritmica de Kullback-Leibler, dada por
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p(xl8)
5(6:90) = p(xle) log W dx, (3.1)
o]

la cual puede interpretarse como la informacién media para
discriminar en contra de p(xle ) (y, por lo tanto, en favor
de p(x|8)) cuando p(xl8) es la verdadera distribucién de X
(Kullback, '1959). La divergencia logaritimica mide la discrepancia

entre dos distribuciones: entre mds grande sea 5(8:60) méds grande
serd discrepancia entre p(x|8) y p(xlao).

Esta medida surge al plantear el problema de aproximacién de
distribuciones como un problema de toma de decisiones. Bajo
ciertas condiciones se tiene que, al aproximar una distribucién de
probabilidad p a través de algin elemento de una familia de
distribuciones determinada, debe elegirse aquel elemento de 1la
familia cuya divergencia logaritmica con respecto a p sea minima
(Bernardo, 1979b). Cabe mencionar, por otra parte, dgque la
divergencia logaritmica de Kullback-Leibler ha sido propuesta por
Bernardo (1984) como una medida de discrepancia en el
procedimiento de <contraste para las hipdtesis HO:G = 9O vs.
Hl:e * 6, revisado en la Seccién 3.1.

Si se sustituye (3.1) en la regla de decisién dada por 1la
expresién (2.2), se sigue que la decisién &ptima es d1 si y sélo
si

p(x16))
E[ J p(x18) log —————— dx l

4 > 6.,
p(xI6)) ]

donde el valor esperado se toma con respecto a la distribucién
final de @ y e: es el valor de 6l que minimiza E[S(S:snlz]
en Gl (i=0,1).
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3.4 EL PrOBLEMA DE ESTIMACION

La eleccién del valor e: € 8‘ (i=0,1), introducido en 1la
expresién (2.1), puede considerarse como un problema de estimacién
con restricciones y debe plantearse como un problema de decisién
en ambiente de incertidumbre. En general, el problema de
estimacidén puede plantearse como un problema de decisién donde el
espacio D de las posibles decisiones coincide con el espacio
parametral 8, siempre que este espacio no se restrinja. El espacio
de estados de la naturaleza corresponde también al espacio
parametral, pues la incertidumbre reside atn en el valor del

paréametro.

En'esencia, la eleccidn de 6: [ 8l es equivalente a la
eleccidn de un modelo representativo de cada una de las familias
?‘ (i=0,1), por lo gque de nueva cuenta resulta natural el uso de
una funcién de utilidad definida en términos de una medida de

discrepancia. En particular, suponga que

U’ (8,8) = - 5(8:6) 8ecB, 0B (4.1)
donde 8(9:5) denota a la medida de discrepancia utilizada en (2.1)
para el problema de contraste de hipétesis. Se tiene entonces que
el valor 8 de @ que maximiza la utilidad esperada final es tal
que

a(8°y = inf { A(B) : 6 €8 } , (4.2)

donde

A(6) = E[5(0:8)12] = I 5(6:8) p(elz) ds.

La expresién (4.2) permite justificar la eleccién del valor
9: € 8l (1=0,1), definido en (2.1), necesario en la asignacién de
la funcién de utilidad para el problema de contraste de hip6tesis.
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Una propiedad importante del estimador obtenido a través de
este procedimiento es que resulta invariante ante transformaciones
uno a uno. En efecto, suponga que no se estd interesado en estimar
el valor de 8, sino de una transformacidén de 8. Mas aGn, suponga
que ¢ = g(8) es una transformacién uno a uno y diferenciable,
tal que g'1 es también diferenciable. 5i p(elz) denota 1la
distribucién final de @, entonces la distribucién final de ¢ esta
dada por

p,(plz) = p(g ' (p)2) T(p),

3 gt (p) : _
donde J(p) = 5 denota al Jacobiano de 1la
transformacién. Sea al(wza) la discrepancia entre p(xlp) y p(xlp),
obtenida al parametrizar la distribucidn de X en términos de ¢. Se

tiene entonces que

8,(p ) = E(8,(p:p)12] = [ & (:0) P, (pl2) dp

[ s (0):a7  (#)) pg™" (p)12) T(p) Qo

[ se:97" (#2) p(812) a8

Mg (e)),
de donde

A(8) = A (g(8)). (4.3)

De acuerdo con la expresién (4.2) se tiene que

A(é') = A(é) para todo é,
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de manera gue

AJQ(E.)) = Ajg(é)) para todo 8,

lo cual implica que
~e - -
A(g(e ) s 8 (p) para todo ¢p.

L] ~e 3 k)
Por lo tanto, el estimador dado por @ es invariante ante
~
transformaciones uno a uno, ya gque Al(p) se minimiza en

o =g(e).

Suponga ahora que §(8:6,) es la divergencia logaritmica de
Kullback-Leibler, introducida en la seccién anterior. En este
caso, de la expresién (4.1) se sigue que

. p(x16)
u’(8,8) = - J p(x16) log ——— dx
p(x18)
= [ p(xle) 109 p(x18) ax - [ p(xI6) log p(xle) ax,
de donde

Ué(é) = E[Ip(xle) log p(xlé) dxlz] - E[Ip(xle) log p(xl6) dxlz]

Por lo tanto, maximizar 1la utilidad esperada final con

respecto a 6 es equivalente a maximizar

E[I p(xi8) log p(xi8) dx | z ] .
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Suponga ahora que se desea minimizar  1la divergencia
logaritmica entre p(x(6) y p(xlz), donde p(xlz) denota a 1la
distribucién predictiva final de X. En otras palabras, se desea

minimizar
~ p(xiz)
6{p(xl2)=p(xle)} = J p(xlz) log ————s— dx
p(xl8)

= Ip(xlz) log p(xlz) dx - Ip(xlz) log p(xlé) dx.

De esta manera, minimizar 5{p(x|z):p(x|§)} con respecto a 8

es equivalente a maximizar

I p(xlz) log p(x|8) dax.

Pero

E[fp(xle) log p(xI8) dx lz] = J p(8lz) {fp(xle) log p(x!8) dx} de

1

J log p(xlé) {-[ p(x|8) log p(8lz) de} dx

f p(xlz) log p(x|6) dx.

Por 1lo tanto, p(xla') puede considerarse como la mejor
aproximacién, entre todos 1los modelos en la familia ¥, a 1la
distribucién predictiva final p(xlz) (ver Seccié6n 3.3).

En esta secclén se propone definir a la funcién de utilidad
para el problema de estimacién en términos de una medida de
discrepancia entre modelos. Dada la naturaleza secuencial del
procedimiento de contraste de hipétesis descrito en la Secci6n
3.2, es posible utilizar distintas funciones de utilidad en cada
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uno de los problemas de decisién involucrados: la eleccién de
e: € 8l (estimacidén) y la eleccién de una hipétesis que pueda
considerarse como cierta (contraste de hipdtesis).

3.5 FAMILIAS EXPONENCIALES

Como una aplicacién importante, en esta seccidén se tratara
con detalle el caso en el que la familia paramétrica ¥ es una
familia exponencial regular. Asimismo, se hara uso de
distribuciones iniciales conjugadas. Una referencia importante en
esta seccién es el trabajo de Diaconis & Ylvisaker (1979).

3.5.1 DIVERGENCIA LOGARITMICA ESPERADA PARA FAMILIAS EXPONENCIALES

Una familia de distribuciones cuya funcién de densidad puede
expresarse de la forma

p(xIa) = a, (1) b(x) exp {c(A)’t(x)} x e R*, A e R* (5.1)

con C(A)7=(C,(A), 0, (), e v vy (M) E(X)=(E (%)t (%) s eun b (X))
d

y c(A)’t(x) = Z«;ﬁh)tj(x), es llamada una familia exponencial.
=1

El vector 8 = c¢c(A) es llamado par&metro natural o par&metro
canénico.

En ocasiones resulta conveniente trabajar con una
parametrizacién m&s natural, en términos del parémetro canénico.
Sea

p(xl8) = a(8) b(x) exp (8't(x)} x ¢ R" (5.2)
con e’ = (91,62,. ..,Bd), t(x) = (tl(x),tz(x),. ..,td(x))' Y
d
e’'t(x) = Z ejtj(x). La funcién p(xl|8) es una densidad con
y=1
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respecto a alguna medida o-finita p definida sobre los Borelianos
de R™ (tipicamente u es la medida de Lebesgue o una medida de
conteo) .

Cabe mencionar que las familias exponenciales son
esencialmente los Gnicos modelos que permiten una reduccién
suficiente de los datos, es decir, bajo condiciones de regularidad
siempre existe una estadistica suficiente de dimensién finita
independientemente del tamafio de la muestra (Barndorff-Nielsen &
Pedersen, 1968).

Sea @ = { 8 € R® : M(6) < s»» }, donde

M(8) = log J b(x) exp {8't(x)} du(x) = -log a(®). (5.3)

Una familia ¥ de distribuciones con funcién de densidad de la
forma (5.2) y 6 € 8 es llamada una familia exponencial regular
si 8 es un conjunto abierto (no vacio) en re.

Denote por € .a la familia de distribuciones propias,
definidas sobre los Borelianos de 8, cuya densidad con respecto a
la medida de Lebesgue es de la forma

n

p(8) = p(8;n,,t)) = H(n,t) a’(8) exp {87t} (5.4)

donde n e R*, t, € R* y

-1
H(n,t)) = { I a’(e) exp {ert} de } ,

siempre que la integral exista. La familia & es llamada entonces
una familia conjugada de la familia exponencial ¥. Claramente, ©
es también una familia exponencilal y es cerrada bajo muestreo.
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Sea

M() = [—‘%’ﬂe%?—- ,...,-9-‘%(-?— ]' = [Ml(e),‘...,ud(e)]'.

Entonces, diferenciando la identidad I p(xi8) dx = 1 con
respecto a @, e intercambiando la integral y la diferencial, se
tiene que

E[t(X)I8] = WM(8). (5.5)

En estas condiciones, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1. (Diaconis & Ylvisaker, 1979). Suponga que 8 es un
conjunto abierto en R®. Si @ tiene una distribucién p(e;no,to) en
t y n, > 0, entonces

t
E[VM(8)] = n° . » (5.6)
0

Ahora, sea W(n,t) = -log H(n,t). Definase

vW(n,t) = [%El ,...,-%12—;"-1 ]' = [wl(n,t),...,wd(n,t)]’

El siguilente resultado muestra gque el valor esperado de la
divergencia logaritmica de Kullback~Leibler, definida en 1la
Seccién 3.3, toma una forma simple en estas condiciones.
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TEOREMA 2., (Gutiérrez, 1991). Bajo las condiciones del Teorema 1,

E[5(6:6,)] = W (n,,t,) + M(8) + -%- { a+ [VW(no,to) - eo]'to }
0

(5.7)

DEMOSTRACION. Si p(xl9) es una distribucién en ¥, entonces 1la
divergencia logaritmica esta dada por

p(xl8)

prxie, X

6(9:90) = j p(xlg) log

M(8)) - M(8) + (8 - 8, )'E[t(x)]6]

M(g,) - M(8) + (8 - 8,)'VM(6)
por (5.5). En vista de esto,

E[5(0:8.)] = M(8)) = E[M(8)] + E[6/UM(8)] - 6/E[VM(6)]. (5.8)

Recuerde gque, de acuerdo al Teorema 1,

tO
E[VM(B)] = n .
[+}

Por otra parte, al diferenciar la identidad

log I a™(8) exp {8't} d6 = W(n,t)

en n, se tiene

f log a(6) H(n,t) a"(6) exp {8t} 46 = W (n,t),

por lo que
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E[(M(8)] = - Wo(no,to). ) (5.9)

Ahora, de la ecuacién (5.6),

log I M, (6) a™(e) exp {6't} d6 = log t - log H(n,t) - log n

para i=1,2,...,d. Si esta identidad es diferenciada en t, Y se
intercambian la diferencial y la integral, se sigue que

J‘ 8, M (8) H(n,t) a"(6) exp {87t} do = —- [ 1+ W (nt) t ]
(i=1,2,...,d). Por lo tanto
E(6/VM(6)] = - { d + VH(n ,t)) "ty } y S (5.10)
o IR

y el resultado se obtiene al sustituir (5.7); (5}9):9 (5.10) en la
expresidén (5.8). >
3.5.2 EsTiMACION

Como se menciondé en la Seccién 3.4, el problema de estimacién
puede ser visto como un problema de decisién en el que el espacio
de decisiones y el espacio paramétrico coinciden, siempre que el
espacio paramétrico no se restrinja. Las funciones de utilidad méas

comunes incluyen, cuando se estima un parédmetro real 6, a 1la
utilidad cuadrética

U,(6,8) = - (6 - 6)*

y a la utilidad del error absoluto

u,(6,8) = - je - 8] .
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El uso de la utilidad cuadritica produce como estimacién
6ptima a la media de la distribucién de 6, si dicho valor esti en
el soporte de p(8). Por otra parte, una mediana de la distribucién
de 8 resulta ser la mejor estimacién cuando se utiliza la utilidad
del error absoluto (e.g. DeGroot, 1970).

Sea Z = {X,X,

variable aleatoria X. Si la distribucidén inicial de 6 pertenece a

reeerX 1 un conjunto de observaciones de 1la

la familia conjugada &, entonces la distribucién final estara dada
por

n

P(6lz) = p(&;n,t) = H(n,t)) a'(6) exp {8t }, (5.11)

n )
donde n =n, +n Y t1‘= tb +izlt(x’).

De acuerdo con lo expuesto en la Seccién 3.4, considere la
funcién de utilidad

U’ (8,8) = —-5(8:6),

donde 6(6:5) denota ahora a 1la divergencia logaritmica de
Kullback-Leibler. Entonces, por el Teorema 2,

A(8) = E[5(8:8)1z]

A 1 A 1
Wo(n,t, ) + M(8) + - { a+ [Vw(nl,tl) - a] t, }

Puede demostrarse que A(é) es una funcidn convexa de 8. Por otro
lado, puede comprobarse fAclilmente que el valor " de 6 que
minimiza A(€) se encuentra resolviendo la ecuacién

~ €
w™m(e) = —— . (5.12)
1
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Compare éste con el estimador de médxima verosimilitud para
este caso, QHL, que se obtiene al resolver la ecuacién

midy = 4

up~-1 o

t(x
i=1 !)

(Cox & Hinkley, 1974; capitulo 9).
Por otro lado,

8 log p(8lz)

5 =t - nuM(o),

de donde se sigue que la moda de la distribucién final de 8
también puede encontrarse al resolver la ecuacidén (5.12). En otras

palabras, e Y la moda de la distribucién final de & coinciden. E1

estimador &  es 1lamado también el estimador de méxima

verosimilitud generalizado (DeGroot, 1970; Seccién 11.4).
Finalmente, observe que si n, = t0 = 0, entonces I &' son
iguales.

3.5.3 CONTRASTE DE HIPOTESIS

Si la distribucién de X pertenece a una familia exponencial,
el procedimiento general de contraste de hipétesis paramétricas
propuesto en la Seccién 3.2 produce una regla de decisién cuya
forma es sencilla. Como se verd en esta seccidn, a nivel operativo
dicha regla es andloga a la regla producida por el método
generalizado de cociente de verosimilitudes.

Sea X wuna variable aleatoria m-variada con funcién de
densidad p(x|8), perteneciente a una familia exponencial reqular ¥
y sea 2 = ({X,X,...,X} un conjunto de observaciones de X.
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Suponga gue se desea contrastar las hipétesis
Hoze € 80 vs. lee € 81

donde 80 <8 vy 8l < 8 son tales que 80 n 81 = a.

De acuerdo a lo expuesto en la Sececién 3.2, la accién q,
(aceptar H)) serd preferible a la accién d, (aceptar H) si y sbélo
si

E[E(G:G;)lz] - E[G(e:e:)lz] > 35,

donde & = (80-81)/A' e: € 9: es tal que

E[8(6:6))|2] = inf { E[5(8:6,)12] : 6 < 8 } (i=0,1)

Y & denota en este caso a la divergencia logaritmica de
Kullback-Leibler.

Por el Teorema 2, se tiene entonces que debe elegirse q, siy
s6lo si

M(6]) - M(8]) + — [ o - o ]'t1 > 5. (5.13)
1

Por otra parte, suponga ahora que se elige dl si y sélo si

sup {p(8lz) : 68 € eb}
sup {p(8iz) : 6 ¢ 81}

< exp{-nla'}. (5.14)

Como se menciond en la seccién anterior, en el caso de las
familias exponenciales regulares minimizar 1la divergencia
logaritmica esperada con respecto a 8 equivale a maximizar p(elz).
Este argumento permite demostrar fdcilmente gque la regla de
decisién dada por la desigualdad anterior equivale a elegir d1 si
y s6élo sl
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log p(a:lz) - log p(sglz) > nls'
o, eQuivalentemente, siempre y cuando
. L [ ] I't L ]
nl(M(eo) - M(eﬂ) + (e1 - eo) , > nla.

Por lo tanto, como puede observarse, la regla de decisién
dada por (5.14) coincide con la regla (5.13), producida por el
procedimiento propuesto en la Seccidn 3.2.

-
Compare esta regla de decisién con la regla generada a través
del método generalizado de cociente de verosimilitudes (Seccién
1.2), cuya regidén critica para este caso es de la forma

N a PN PN 7 .
C={zEZ:M(9°)—M(81)+Tl [ex'eo]t1>k },
donde éo y 8, son los estimadores de mixima verosimilitud
restringidos a 8 Yy e, respectivamente, y k" es una

1
constante.

Claramente, si n, = to = 0 entonces la regla de decisién dada
por (5.13) es equivalente a la regla que proporcicna el método
generalizado de cociente de verosimilitudes, siempre que 5" =kx".

3.6 PARAMETROS DE RuiDO

Como se menciond en la Seccidén 2.4, una situacién comGn en la
practica surge cuando el parédmetro es de la forma (6,w), donde @
denota al parédmetro de interés y w es un pardmetro de ruildo. El
procedimiento de contraste desarrollado en la Seccién 3.2, sin
embargo, supone que todos los pardmetros en el modelo son de
interés, de manera qué no consiaera la existencia de pardmetros de
ruido. Por lo tanto, en esta seccién se describird la forma de
instrumentar dicho procedimiento cuando existen parametros de
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ruido, extendiéndose algunos de los resultados obtenidos en 1la
seccién anterior. A lo largo de esta seccidén el espacio parametral
es de la forma 6 x 2, donde ©® y Q son conjuntos abiertos de

R* y R", respectivamente.

Sea X una variable aleatoria m-variada con funcién de
densidad p(xI8,w), perteneciente a una familia paramétrica

F = { p(xl6,w) : 8 B, we n} 8sR, Q<R
y sea 2z = {x‘,xz,...,x;} un conjunto de observaciones de X.
Suponga que, independientemente del valor de w, se desea

contrastar las hipdtesis
Hoze € 8o vs., H1:6 € 81,
donde 80 c 8, 81 c8 vy 80 n 81 = 0a.

Estas hipdtesis son matemdticamente equivalentes a las
hipétesis

Hé:p(xls,w) € 90 vs. H;:p(xle,w) € ?1,

donde ahora

Y.Il =—{ p(xl8,w) : 8 € 81, we N } (i=0,1).

Denote por p(6,w) a la distribucién inicial de (8,w). Por el
Teorema de Bayes, la distribucién final correspondiente estd dada
entonces por

p(e,wlz) « p(6,w) p(z2l8,w),

donde ahora p(z/8,w) denota a la funcién de verosimilitud.
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Como antes, sea dl la decisién correspondiente a 1la

aceptacién de la hipétesis H‘ (i=0,1) y denote por U(d‘;e,w) a la
utilidad de la decisién dl cuando (8,w) es el valor del parametro.
En este caso, por lo tanto, la utilidad esperada final de d‘ es

u(a,lz) = I J' u(d,;6,0) p(6,vlz) do dw (i=0,1). (6.1)

Ahora, para un valor fijo 8" de 6, denote por G(B,w:e',w) a
una medida de la discrepancia entre p(xi{8,w) y p(xle',w). Entonces

E[5(8,w:8" ,0)lz] = J’ I s(6,w:8",w) p(6,wlz) do dw.

De acuerdo a las ideas expuestas en la Seccién 3.2, se

propone para este caso una funcién de utilidad de la forma
U(d ;6,w) = B - A a(e,w:ez,u) A <R, B <R, (6.2)
donde e: € 91 es tal que
E[5(8,0:6],w) (2] = inf { E[5(6,0:8,,0)]2] : 6, & 8, } (6.3)

(i=0,1). De esta manera, se tiene gque la mejor decisién es d1 si
Y s6lo si

E[a(e,w:e;,w)lz] - E[a(e,w:a:,w)lz] > 35", (6.4)

donde &" = (B, - B,) /A.

Recuerde que, al plantear el problema de estimacidén de 6 como
un problema de decisién, resulta conveniente utilizar la funcién
de utilidad

U’ (8;0,0) = -~ §(8,w:d,w),
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de manera que el wvalor 8" de 8 gque maximiza la utilidad esperada

final Ué(glz) es tal que
P . a -
E[{d(8,w:8 ,w)lz] = inf { E[§(0,w:8,w)|2] : 8 € O } .

Esta dGltima afirmacién, tal como en la Seccién 3.4, permite
justificar la eleccidén del valor 6: € 8l (i=0,1) definido en la

expresidn (6.3). Cabe mencionar que, aunque en este caso se tienen

e .
parametros de ruido, el estimador 6 obtenido de esta forma
también es invariante ante transformaciones uno a uno de 8.

Finalmente, y para ilustrar lo que se ha expuesto a lo largo
de esta seccidn, se revisard el caso en el que la distribucidn

p(x(e,w) de X pertenece a una familia exponencial regular y
§(6,w:8 ,w) es la divergencia logaritmica de Kullback~Leibler.

Sea X es una variable aleatoria m-variada con funcién de
densidad de la forma
p(xl8,w) = a(6,w) b(x) exp {8°t(x) + w's(x)}. (6.5)

Y suponga que el espacio parametral
n = { (8,0) e R™" : M(8,0) < }

es un conjunto abierto (no vacio) en R*", donde
M(6,w) = - log a(g,w). (6.6)

Por lo tanto, la familia ¥ de las distribuciones cuya funcilén
de densidad es de la forma (6.5), con (8,w) € 8 x 1, es una
familia exponencial regular. Como se mencioné al principio de esta
seccidén, se supondrd que N puede expresarse como mT=86xAqQ,
donde © y 1 son conjuntos abiertos de R y " respectivamente.
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Ahora, sean

Entonces, por la expresién (5.5), se tiene que
E(t(X)I8,0] = VM (8,0)
E[s(X)|6,w] = WM, (6,0) .
Si p(xl6,w) pertenece a la familia ¥, entonces 1la
divergencia logaritmica entre p(xl8,w) y p(xleo,w) estd dada por

p(xlelw)
5(8,w:8,,0) = | pP(xI6,w) log —prmmg—my— dx
o

M(8,,0) - M(8,0) + (8 - eo)'E[{:(X)le,wJ

(6.7)

M(eo,w) - M(8,w) + (8 - eo)’VM1 (6,w).

Por otro lado, denote por € a 1la familia de 1las
distribuciones propias definidas sobre los Borelianos de 8 x Q2
cuya densidad con respecto a la medida de Lebesgue es de la forma

n
p(6,w) = p(e,w;no,to,so) = H(no,tO,so) ao(e,w) exp {e’to + U’So}

donde n, € R, t, € R, s, € Ry

n -1
H(n ,t,,s) = { [ J a®(8,w) exp {8't + w’'s)} do dw } ,
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si la integral existe. Como antes, la familia & es una familia
conjugada de la familia exponencial F y es también una familia
exponencial.

Ahora, por el Teorema 1 de la seccién anterior, si (e,w)
tiene una distribucién p(e,w;no,to,so) en € y n, > 0, entonces

tO
E(TM, (8,0)] = —
0
(6.8)
S
E[WM, (8,0)] = — .
]

Al igual que en la Seccidén 3.5, este resultado permite
encontrar la forma del valor esperado de la divergencia
logaritmica de Kullback-Leibler para este caso.

Sea W(n,t,s) = - log H(n,t,s) y defina
_ 8 W(n,t
W, (n,t,s) = 2 HNES)
_ 8 W(n,t,s)
vwz(n,t,s) = ——__5_§_L—_—
Y
4 W(n,t,s
wo(n,t,s) = ~———é—#—i—l—

TEOREMA 2’. Suponga que 8 x {1 es un conjunto abierto en ®*T. si

(6,w) tiene una distribucién p(6,win ,t ,s)) en e vy n, >0,

entonces
E[s(e,w:eo,w)] = wo(no,to,so) + R(eo;no,to,so)

(6.9)
1

’
+ _Fo- { d + [le(no,to,so) - 90] to } '
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donde

R(8,in ,t ,s,) = E[M(6,,)]

H(no,to,so) ,
M(eo,w) —_ETE;TE;TGT_ exp {w so} dw

con

n -1
G(n,,t ,w) = { [ a%(9,w) exp {e’t,} de } .

DEMOSTRACION. De acuerdo con (6.7),

E(8(P,w:6,,w)] = E[M(8,,w)] - E[M(8,w)]

(6.10)
+ E(6'VM (8,0)] - B/E[VM (8,0)]
De la expresién (5.9) se tiene que
E(M(B,w)] = - Wa(no,to,so), (6.11)
mientras que, de la expresién (5.10),
) 7 :
E(6'WM (8,w)] = T { a+ W, (n,t ,s.)"t, } . (6.12) -
Finalmente
E[M(6,,0) ] = R(8,iny t,,8,) = [ M(8,,0) p() do, (6.13)

donde p(w) denota a la densidad marginal de w. Observe que

p(w) = [ p(ow) aw
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[

J H(n,t ,s,) a’(6,w) exp {6't + w'sg} e

]

n i i
H(no,to,so) exp {w'so} I a Q(G,w) exp {e’to} de

H(n .t ,s,)

= e—————ee—ee e I
G(noltolw) exp {w so} .

Por lo tanto

H(no,to,so) ,
R(Go,no,to,so) = M(Go,w) ——E—(B:,t—OI-“T exp {w So} dw.,

de manera que la expresién (6.9) se obtiene al sustituir las
expresiones (6.8), (6.11), (6.12) y (6.13) en la expresién
(6.10) . 3

Observe que, dada una muestra 2 = {Xl,xz,...,X;} de p(xi9,w),
la distribucién final de (6,w) esta dada por

p(e,wlz) = p(erw;nlrtllsl)

n
= H(nl,tl,sl) a'(e,w) exp {e’tl + w’sl}
n

n
donde n =n +n, t =t +|Z:t(x‘) Y s, =s, +lzls(xJ .

En estas condiciones, el estimador 8" de é, obtenido al minimizar
la divergencia logaritmica esperada final se encuetra resolviendo
la ecuacién

R(e;nlltllsl) =n_
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mientras que el estimador de mixima verosimilitud para este caso
se encuentra al resolver el sistema de ecuaciones

A A
M, (8,w)

]
5|
i~

t
__)(

Aal g
M, (6,w) = lle(xl)

|

obteniéndose, ademds, un estimador del pardmetro de ruido w.

Finalmente, si se desea contrastar las hipbétesis
Ho:e € 80 vs. lee € 81,

la expresidn (6.4) indica que debe elegirse d1 (aceptar Hi) si y
solo si

E[s(e,u:e;,w)lz] - E[é(e,wze:,w)lz] >s,
donde 6: 4] 8; es tal que
- .

E[G(B,w:el,w)lz] = inf { E[a(e,w:el,w)lz] : el € 8l }
(i=0,1). En otras palabras, en este caso debe elegirse d1 siempre
y cuando

. ] PN . [ -

R(6,in ,t ,8) - R(6 jn ,t ,s ) + —= [ef1 - 90] £, > 8.
Observe que, a diferencia del caso en el que no se tienen
pardmetros de ruido, la forma de la solucién bayesiana no coincide
con la forma de la solucidn cldsica correspondiente, tanto en el

problema de estimacién como en el de contraste de hipdtesis. Esto
se debe a que el tratamiento que se le da a los parametros de
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ruide en cada uno de estos enfoques es distinto.

En efecto,
mientras en el

enfoque frecuentista 1la  solucién consiste en
estimar el valor del parémetro de ruido w (generalmente utilizando
el método de maxima verosimilitud), en el enfoque bayesiano basta
integrar con respecto a la distribucidn ﬁarginal de w.
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4, APLICACION

Como una aplicacién importante, en este capitulo se analizari
el problema de inferencia en el modelo de regresidn 1lineal
mGltiple, utilizando el procedimiento propuesto en el capituloe
anterior en la estimacién de los coeficientes, asi como en el
contraste de la hipdtesis lineal general. Una exposicién completa
del andlisis clésico de este problema puede encontrarse, por
ejemplo, en el libro de Seber (1977).

4.1 PLANTEAMIENTO

Sea Y un vector aleatorio en RrR" con media N Yy

matriz de precisién . Suponga que Y sigue una distribucién Normal
Multivariada con

u = X8 Yy z = hIn P
donde X es una matriz (nxk) de rango k (formada por constantes
conocidas), I denota a la matriz identidad, B es vector de
dimensién k (formado por constantes desconocidas) Yy h>0 es una

constante desconocida. Se tlene entonces gque la funcién de
densidad de Y est& dada por

n/a
pviem = [ S ] e - B o - vy - e}

que puede reescribirse de manera mis conveniente como
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n/2 - - A
pviem = [ B ] exe {- 3 [R5+ 6 - Brrxeee - o}
donde

B =y
(1.1)
h = (n-k) {z - Py - ¥,

Py

Y Yy =X8.

Dado que el pardmetro de interés en este caso es B, es
necesario calcular la divergencia logaritmica entre p(yl8,h) vy
p(yIBO,h), considerando a h como un pardmetro de ruido.

RESULTADO.
S(8.h:iB .h) = pP(ri8,h)
(8,h:B,,h) = | p(yIB,h) log “D(FIE, H) dy
=B (8-8)xX@8 - 8,) (1.2)
2 <} o
DEMOSTRACION.
log p(yIg.h) = - log B - B [“}Ilk + (6 - Byxxe - B
Por lo tanto,
] p(ylg,n) 4 51k x A 5y xx(@ - By
°9 By T 2 8, - Byrxrx, - B) - (& - B) ]

-2 [ sxxe, - erxoxs + 28 - B X'y |
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de;dbnde

s(8.nigm) = - [ BgxX8, - B/X'XE + 2(8 - @) X/E(yI8,h] |

= 5 [ apxxe, - arxixe + 28 - 8% %8 |

= h 14 - I 4 7 ’
= 5 [ erxne - 2mgxixe + mpxxe, |

- h ryrs -
= -3 (8- B)XK'XB - B). P

Ahora, para poder calcular el valor esperado de 6(B,h:BD,h),
es necesario asignar una distribucidn inicial para (B,h).
La distribucién conjugada natural para este caso es

P(8,h) = N (8lu,hE) Gathl—2~ , 4~ ), (1.3)

donde NJBlu,hZ) denota a una densidad Normal k~variada con media

4 y matriz de precisién hX y Ga(hl °f ,—%— ) denota a una

a+2 2 a+2

y varianza - (—77—). Por lo

densidad Gama con media

tanto, la distribucién final para (8,h) esta dada por

P(B,hly) = N (8lu ,h%)) Gathl-=22 ,—— ), (1.4)

donde

Bo= (XX + E(X'y + Tu)

Z1 =X'X + X .

(1.5)
al =n + a
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b, =b+ uIu+yy- (Xy+ Iu (XX + ) (Xy + Iu)

(Broemeling, 1985; Capitulo 8). Cabe mencionar gque b1 puede
reescribirse de manera m&s conveniente como

b

It

L= b+ YT - XXX+ XYy ¢ uE + XX + I iEm - 20Ty,

(1.6)

b+ y[I - X(X'X + £)'X’ly + R(¥,u4,5).

Para facilitar el c&lculo del valor esperado de B(B,h:Bo,h),
observe que

5(B/hif,B) = 3 [(8 - u, +u, = BYXX® - u, +u, - 6]
= 3 [ - ) - u) o, - XXM, - 8

+2(8 - 1 )X'X(, - Bo)]
Por lo tanto

E[ 8(8,h:B,h) | y ] =3 E[ h (8 - u)'X'X(8 = 1) | ¥ )

1 'y -
+——E[Lh |y ] ( - B8)XXu -8)

(1.7)

k al+2
S i, - BX'X(M, - B).
1
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4.2 ESTIMACION DE Los COEFICIENTES DE REGRESION

Sea
A(B) = E[ &(8,h:B,h) |y ]
k a1+2 . -
= fap s (g BYIXUXG, - A
Recuerde que al utilizar U'(E;B,h) = - 5(8,h:8,h) como

funcién de utilidad en el problema de estimacidén, 1la decisién
éptima es el valor 5' de B que minimiza a A(8).

Observe que

5 A(B a +2 .
(Bl - - 2 xxu, - B,
a B 1
por lo que ——E—Aéél— se anula en'
a g

B = u. (2.1)

Por lo tanto

An) = inf { A(B) : B < " ).

4.3 CONTRASTE DE LA HIPOTESIS LINEAL GENERAL

Sea C una matriz (rxk) de rango r (lsrsk) y sea 7 € R',
formados por constantes conocidas. Suponga que se desea contrastar
las hipétesis

H:C8 = 7 vs. H1:CB * 7.

59



De acuerde con lo expuesto en el capitule

debe rechazarse H si y sdlo si
-~ % P
A(B,) - A(B)) > &,
‘donde

A(R;) = inf { A(B)) : CB, =7}

8(B]) = inf { A(B)) : CR, =7},

-
con & una constante.

anterior,

Para hallar E; se utilizarédn multiplicadores de Lagrange. Sea

r

A eR y defina

L(B,x) = A(B) + A(CR - 7).

Se tiene entonces gque

- a +2
8 L(B,A) _ _ ‘b X'X(u, - B) + C’A
2 B 1 !

B L(BA) gy

a

>t

2l igualar a cero estas expresiones, se tiene
~ 0 .
X'XﬁO + C'A = X'Xul

~e

Cﬂ0 L
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Puede verse facilmente que la solucién a este sistema de
ecuaciones estd dada por

B, = n, - xrx)teriexexyter ) en, - 7]
At = crfeerxylery e, - vl .

Por lo tanto

a_+2

A(E.) =k + —t -8 X1 X( - E')
[+} 2 2b1 (“1 Bo) By o
(3.2)
a, +2
=X qow, - aliee e Mo, - ol .
1
Por otro lado, para determinar E: observe que
inf { A(B,) : CB, = v} = inf { B(F) : B eR" },
de manera que, por (2.1),
ad -~
B, =B =u .
Finalmente
AR = %~ . (3.3)

Se tiene entonces que

~ ~e a +2 -1 0,41
A - AB]) = —p— low, - alleerxy e en, - 9]
1 .
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ntasa feu, = 71 lc(x’x)"'e ) ew, - 7]

b +y/[I = X(X'X +Z)'X'ly +R(Y,K,E)

por (1.6). Por lo tanto, la hipétesis H debe rechazarse si y sélo
si

ten, - 7)7Ic(x'x)'eryten, - 7] .
n+§+2 1 - 1 N (3.4)
b + y’[In - XX'X +Z) "'X’'ly +R(y.u,%)

4.4 ANALISIS DE REFERENCIA
Si se utiliza la distribucién inicial de referencia
- -1
n(B,h) « h,

entonces la distribucidén final de referencia para (B,h) estd dada
por

m(8,hly) = N (8I8,hX'X) Ga(h|-5- =X h™)

(Box & Tiao, 1973; Seccién 1.3).

Observe que si en la expresiones (1.5) y (1.6) se asignan los
valores

™M
"

o, a-= =(k+2) b'4 b =0,
entonces
po= (XX7'X'y = B

21 = X'¥

a = n-k-2
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b, = y/lI, - X(X’X + £'x’]y = (n-k) b7, .
por lo que, en estas condiciones, la distribucién p(8,hly) dada
por (1.4) es precisamente m(8,hly). De la expresidn (1.7) se tiene
entonces que

-

* -2 (B - B)'X'X(B - B)-

le

E( 5(8,h:B,h) |y ] =

Por otro lado, de (2.1) se sigue que el estimador de B que se
obtiene al minimizar la divergencia logaritmica esperada final
coincide con el estimador de minimos cuadrados, es decir,

Finalmente, al contrastar la hipdtesis lineal general
HO:CB =7 vs. lecﬁ L

la regla de decisién dada por la expresién (3.4) equivale a

rechazar la hipétesis H, si y sdélo si

p ’ rxy 1ot 8 -
ek (8 - a1t el NCR - a1

2 YIII - X(xX) X7y

o, equivalentemente, siempre y cuando

= F(y) >3,
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donde

(CB - 7]7[Ccx'X)" e T [CR - 7]

YT, = X(XX)7'X! 1y

Observe que F(y) es la estadistica utilizada en el
procedimiento clasico, cuya regidén de rechazo tiene la forma

C = { y € R" : F(y) > c }

con Y una constante (e.g. Seber, 1977).
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5.. COMENTARIOS FINALES

Los procedimientos <cl&sicos de contraste de hipdtesis
paramétricas se basan fundamentalmente en el concepto de potencia.
Como se expuso en la Seccién 1.2, cuando no es posible hallar una
prueba uniformemente m&s potente se requieren criterios
adicionales para discriminar entre 1las diversas pruebas que
generalmente est&n disponibles para contrastar una misma
hipdétesis. De cualquier manera, el procedimiento que se utiliza
mds cominmente es el método generalizado de cociente de
verosimilitudes. Este procedimientoc ha producido resultados
razonables en muchos casos, aunque no se basa en criterios de
optimalidad bien definidos.

Por otro lado, en los procedimientos Bayesianos el dunico
criterio de optimalidad que se requiere consiste en 1la
maximizacién de la utilidad esperada. Sin embargo, la eleccidén de
distintas funciones de utilidad da lugar a una variedad de
criterios concretos de contraste.

Como se mostrd en el Capitulo 3, cuando la distribucién de X
pertenece a una familia exponencial regular y no se tienen
paradmetros de ruido, el procedimiento frecuentista via el método
generalizado de cociente de verosimilitudes resulta un caso
particular de la solucién bayesiana propuesta, con la divergencia
logaritmica como medida de discrepancia, si se hace uso de una
distribucién inicial no informativa y si el valor de 5 se asigna
de manera adecuada.
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El caso, mads comln en las aplicaciones, en el que existen
pardmetros de ruido, merece mayor atencién. La equivalencia de
las soluciones clasica y Bayesiana no es evidente en este caso,
aln si se consideran solamente distribuciones que pertenezcan a
una familia exponencial. Sin embargo, como puede apreciarse en el
Capituloc 4, el procedimiento Bayesiano propuesto para contrastar
la hipdtesis 1lineal general en el modelo de regresidn 1lineal
miltiple genera una regla de decisidén esencialmente equivalente a
la regla producida por el procedimiento cl&sico usual. Asimismo,
en una gran variedad de ejemplos se ha observado una coincidencia
andloga. Esto resulta interesante, ya que el tratamiento que se le
da al pardmetro de ruido en cada uno de estos enfoques es
conceptualmente distinto.

Por otro lado, debe observarse gque tanto los procedimientos
clasicos como los procedimientos Bayesianos mds comunes restringen
el espacio parametral al conjunto 8, v 81, lo que supone que se
cuenta con cierta informacién inicial que, en todo caso, podria
describirse de wuna manera mds adecuada a través de una
distribucién inicial definida sobre 1la totalidad del espacio
parametral 8. En particular, esto implica que la asignacién de la
distribucién inicial depende de la forma de las hipétesis que se
desea contrastar, como puede verse en el Capitulo 2.

En contraste, en el procedimiento propuesto en el Capitulo 3
se postula que el espaclo parametral relevante es 8,
independientemente de las hipétesis a contrastar. Por lo tanto,
sin importar la forma de la hipétesis gque se desea contrastar,
este procedimiento s8lo requiere de la asignacién de una dnica
distribucién inicial sobre 8, lo que, ademls, reduce el problema
de la asignacién de distribuciones iniciales no informativas.
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A diferencia de los procedimientos Bayesianos revisados en el
Capitulo 2, el procedimiento general propuesto en este trabajo
contiene como caso particular , bajo ciertas condiciones descritas
en el Capitulo 3, a la solucién frecuentista comfinmente utilizada.
Cabe mencionar que, aungque la solucién presentada se basa en una
propuesta de Bernardo para contrastar las hipétesis H:6 = 6, vs.
Hl:e * 8, los procedimientos no son equivalentes en este caso.
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