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1. INTRODUCCION 

El . tipo de flujo unidireccional permanente donde el gasto es función de la 

distancia, se conoce como flujo espacialmente variado. La variación del gasto 

en el sentido del escurrimiento pue<le ser negativa (gasto decreciente) o 

positiva (gasto creciente). 

El flujo espacialmente variado a gasto creciente se presenta, por ejemplo, en 

los vertedores con canal lateral que se usan como obra de excedencias en las 

presas, en plantas de tratamiento de agua en las estructuras colectoras a la 

salida de tanques de sedimentación, y en cunetas de drenaje en carreteras. 

La forma más conocida de la ecuación diferencial que describe el flujo 

espacialmente variado (Chow, 1959), se basa en los principios de cantidad de 

movimiento y continuidad. Aunque para derivar la ecuación diferencial de 

flujo gradualmente variado se parte del principio de energl.a, entre esta 

ecuación y la de flujo espacialmente variado, la única diferencia estructural 

consiste en que en la de flujo espacialmente variado aparece un tercer término 

en el numerador, el cual toma en cuenta la variación del gasto en la dirección 

del flujo. 

Tal vez el primer desarrollo de una ecuación diferencial para flujo 

espacialmente variado se debe a Hinds ( 1926). Por otra parte, Favre ( 1933) 

desarrolló una ecuación. más completa considerando la fricción y la componente 

de la velocidad con se que se incorpora el gasto lateral al flujo principal. 

L1 (1955) clasificó los perfiles de flujo en función de la pendiente del 



fondo del canal para el caso de sección prismática. 

Chow (1959) desarrolló dos ecuaciones para flujo espacialmente variado, una 

para gasto creciente y otra para gasto decreciente, y sugiere que pueden 

obtenerse con base en los principios de energia o de cantidad de movimiento. 

Yen y llenze 1 ( 1970) 

flujo espacialmente 

desarrollaron dos ecuaciones dinámicas generales para 

variado, válidas tanto para gasto creciente como 

decreciente; una se basa en el principio de cantidad de movimiento y la otra 

en el de energia. Partiendo de ellas e introduciendo las hipótesis comúnmente 

hechas (flujo unidireccional, canal de sección prismática, coeficientes de 

distribución de cantidad de movimiento, energia cinética y presión), se llega 

a ecuaciones estructuralmente distintas. 

En este trabajo se presentan formas 
desarrolladas por Yen y \lenzel ( 1970), 

particulares 
obtenidas al 

de las ecuaciones 

introducir hipótesis 

apropiadas, en las cuales sólo aparecen parámetros conocidos a priori en 

aplicaciones prácticas. 

De la ecuación general desarrollada con base en el principio de cantidad de 

movimiento, se deriva una ecuación que considera el efecto de la cantidad de 

movimiento con que se incorpora el gasto lateral al flujo principal, para el 

caso de vertedores con canal lateral. A partir de esta expresión, al 

despreciar el efecto de la cantidad de movimiento debido al gasto lateral, se 

obtiene una ecuación idéntica a la que presenta Chow (1959) para el caso de 

gasto creciente. De manera similar, con base en la ecuación general 

desarrollada a partir del principio de energia, se deriva una ecuación que 

considera el incremento de energia cinética causado por la velocidad con que 

ingresa el gasto lateral. 

Uno de los procedimientos que se han empleado para calcular los perfiles en 

este tipo de flujo, consiste en resolver la ecuación de cantidad de 

movimiento empleando un método de incrementos finitos (Chow, 1959). 

Li (1955) integró numéricamente una ecuación de flujo espacialmente variado a 

gasto creciente, desarrollada con base en el principio de cantidad de 

movimiento, para el caso de sección prismática, sin fricción y pendiente no 

nula. Para canal rectangular y flujo subcritlco, calculó el tirante que se 

presenta en el extremo de aguas arriba del canal y lo presenta en diagramas 

adimensionales. También sef\a.la Ll que si la pendiente del canal es pequeña o 

nula, es necesario considerar el efecto de la fricción. 
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Guarga (1983) parte de la ecuación clásica (Chow 1959), para desarrollar una 

ecuación adimenslonal aplicable al caso de gasto creciente, considerando 

sección trapecial y despreciándo el efecto de fricción. Con base en ella 

obtuvo una solución analítica para el caso de pendiente nula, en tanto que 

para pendiente no nula generó diagramas adimens ionales mediante integración 

numérica. 

Hager ( 1985) considera que la pendiente de fricción en un canal con gasto 

creciente puede representarse por el promedio de sus valores en los extremos. 

Al hacer tal hipótesis supone que la pendiente de fricción restada de la del 

fondo del canal es independiente de la distancia. Con esta suposición parte 

de una ecuación similar a la que usó Guarga ( 1983) para desarrollar una 

ecuación adimensional. De hecho, las soluciones que obtiene son también 

similares. Analiza dos casos: canal casi horizontal (diferencia de pendientes 

casi cero) y canal con pendiente apreciable (diferencia de pendientes 

positiva). Para el primer caso propone soluciones analíticas y para el 

segundo presenta gráficas adimensionales obtenidas mediante integración 

numérica parecidas a las propuestas por Guarga ( 1983). 

Cuando se calcula el perfil por incrementos finitos, la sección de control se 

puede determinar con algún método gr~ico (Hinds,1926; Smith, 1967). 

Para integrar numéricamente una ecuación diferencial ordinaria de primer 

orden, es necesario disponer de condiciones iniciales de la variable 

desconocida. El cálculo de perfiles hidráulicos generalmente inicia en una 

sección de control. En flujo espacialmente variado, dicha sección puede ser 

un punto singular o un punto critico, aunque en algunos casos el flujo puede 

depender del flujo que se da luego del flujo espacialmente variado. En un 

punto singular, simultáneamente numerador y denominador de la ecuación 

diferencial se hacen idénticos a cero, de modo que sus coordenadas se obtienen 

resol viendo el sistema de ecuaciones no lineales que esta condición genera. 

Por otra parte, la pendiente de la superficie libre en el punto singular es 

igual al valor límite de la forma indeterminada ·de la ecuación diferencial. 

Mediante la regla de L' Hoppi tal puede obtenerse una expresión que permite 

calcular dicho valor limite. 

Para encontrar las coordenadas del punto singular asociado a sus ecuaciones, 

tanto Guarga (1983) como Hager (1985) presentan diagramas adimensionales. Para 

el cálculo de la pendiente de la superficie libre en el punto singular, Guarga 

(1983) propone una expresión aproximada, que obtiene al incrementar las 

variables de su ecuación diferencial en valores muy pequeños. En su 

desarrollo supone que la derivada de la superficie libre en el punto singular 
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es lgual al cociente de los incrementos y desprecia términos cuadráticos, lo 

que conduce a un polinomio cuadrático en la derivada, cuyos coeficientes son 

función de parámetros adlme~ionales. Hager (1985), por su parte, apllca la 

regla de L'Hoppital a la ecuación adimenslonal que propone y obtiene también 

un polinomio de segundo grado en la derivada. 

En este trabajo, para las ecuaciones simplificadas antes mencionadas (ecuación 

dinámica que considera el efecto del cantidad de movlmlento con que ingresa el 

gasto lateral al flujo principal para el caso de canales con vertedor lateral, 
ecuación dinámica clásica y ecuación dinámica que considera la energia 
cinética con que ingresa el gasto lateral), se presentan dos tipos de 

expresiones, unas permiten determinar las coordenadas del punto singular y con 

las otras es posible calcular el valor limite de la pendiente de la superficie 

libre en el punto singular. Para el caso de punto critico, se presentan dos 

maneras de aproximar el valor de la pendiente de la superficie libre, 

necesario como condición inicial para la integración numérica. 

En el trabajo se propone un algoritmo para el cálculo de perfiles en flujo 

espacialmente variado a gasto creciente. Sus principales ventajas son: se 

puede identificar el tipo de control; se introducen expresiones para calcular 

el valor limite de la pendiente de ~~ superficie libre para cuando el control 

es un punto singular, y para aproximarla cuando el control es un punto 

critico; asimismo, se identifica cuándo el control depende de las condiciones 

de flujo aguas abajo. Su aplicación permite cálculos rápidos y directos, 

prescindiendo de diagramas, lo que, consecuentemente, simplifica el diseño. 

Este algoritmo, adaptado a cada una de las ecuaciones dinámicas para flujo 

espacialmente variado que se presentan, se apllca a algunos datos 

experimentales reportados por Guarga ( 1983), Bremen y Hager ( 1989) y el 

Laboratorio de Hidráulica de la Comisión Federal de Electrlcldad (1990). Los 

perfiles calculados con cada ecuación dlnámlca se comparan entre si y se 

contrastan contra las observaciones experimentales. 

El trabajo comprende 6 capitulos: en el capitulo 2 se desarrollan las 

ecuaciones dinámicas. En el 3 se discuten las secciones de control. El 

algorl tmo propuesto aparece en e 1 capitulo 4. El capitulo 5 contiene las 

aplicaciones. Las conclusiones y recomendaciones se presentan en el capitulo 

6. Se incluyen dos apéndices, en uno se detallan los desarrollos de las 

expresiones del capitulo 3, y el otro contiene el listado del programa de 

cómputo basado en el algoritmo propuesto, adaptado a la ecuación dinámica que 

se basa en el principio de cantidad de movimiento y considera el efecto del 

cantidad de movimiento debido al gasto lateral. 
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2. ECUACIONES DINAMICAS PARA FLUJO ESPACIALMENTE VARIADO 

Si bien es más conveniente partir del principio de cantidad de movimiento para 

desarrollar una ecuación dinámica para flujo permanente espacialmente variado. 

también es posible derivar una ecuac1ón con base en el principio de energía, 

siempre que se introduzcan algunas hipótesis. 

Aunque la ecuación de la energía en su forma original es válida en la linea de 

corriente, en el caso de flujo unidireccional su aplicación puede extenderse a 

toda la región de flujo mediante coeficientes apropiados de distribución de 

energia cinética y de presión (Reuse, 1970). Conforme al principio de 

conservación, para el caso de flujo espacialmente variado, el flujo neto de 

energla debe considerar la energla que el gasto lateral incorpora al flujo 

principal. 

Ciertamente, la representatividad que de un fenómeno físico se obtiene con 

ayuda de un modelo matemático, depende de las ·hipótesis que sustentan al 

modelo; también es cierto que al derivar una ecuación dinámica para flujo 

permanente espacialmente variado partiendo del principio de energla, se hacen 

hipótesis. más vulnerables que las que se hacen si se parte del principio de 

cantidad de movimiento. No obstante, el objeto de este capítulo es presentar 

los desarrollos partiendo de ambas principios, y analizar sus diferencias y 

aplicabilidad. En seguida se presentan estos desarrollos considerando algunas 

de las ideas de Yen y Wenzel (1970). 
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2.1 Desarrollo a partir del principio de cantidad de llOVillliento 

En un canal recto, casi hor:-izontal y de sección transversal uniforme, el 

tirante del flujo y(x) se mide normal al fondo, siendo x la dirección del 

fondo del canal y y normal a él, flg. 2.1. El canal forma un angulo e con el 

plano horizontal, por lo que la pendiente del canal es So "' sln e. En un 
punto del flujo, el vector velocidad llene como componentes a vx y vy, El 

gasto lateral es qcx>, positivo para gasto entrando al canal y negativo si 

éste sale de él. En el punto que el gasto lateral entra o deja el flujo 

principal, q llene velocidad U, cuya dirección forma un angulo ~ con el eje x. 

z ____ J. 
PI o no horizontal do rofo;:;;;-c¡;- - - -. 

flQ 2.1 E1quomo do dotlnlclÓft 

Al considerar el principio de conservación de masa, para una sección del flujo 

como Q V A 

V dA 
dx 

dQ 
dx = q 

+ A dV 
dx = q 

(2. 1) 

(2.2} 

donde A es el área de la sección transversal y V es la velocidad promedio 

definida como 

V=-
1-Jv dA A X 

(2.3) 

Para un elemento de fluido considerado entre las secciones 1 y 2, como se 

muestra en la fig. 2. 1, el cambio de cantidad de movimiento en la dirección x 
es 

(2.4) 
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en donde 

H - H = J p V 
2

dA 1
2 

2 1 A X l 
(2.5) 

es la diferencia de cantidad de movimiento entre las secciones 1 y 2, y HL, 

dado como 

.HL = p q Ax U cos ~ (2.6) 

es la cantidad de movimiento debido al gasto lateral. 

Las fuerzas externas actuantes en el volumen de control son: la componente del 

peso en la dirección x, la resistencia al flujo en las paredes del canal y las 
fuerzas de presión actuantes en las secciones 1 y 2. 

es 

La componente del peso 

en donde ; es el peso específico del fluido. 

La resistencia al flujo es 

JAx 
F = r o i: P dx 

donde i: es el esfuerzo cortante medio en las paredes del canal en la dirección 
x y P es el perímetro mojado. 

La diferencia de las fuerzas de presión en las secciones 1 y 2 es 

en la cual p es la presión a una distancia z abajo de la superficie. 

Al igualar el C8lllbio total de cantidad de movimiento con la suma de fuerzas 

externas, dividir por ~ y evaluar el limite cuando Ax -+ O, se obtiene la 

siguiente expresión 

~ J p v: dA - p q u cos ~ o 5
0 

A - i: P - ~ J p dA (2.7) 

Introduciendo el factor 13 de corrección de cantidad de movimiento se tiene que 

P 13 A y2 (2.8) 
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También puede considerarse un factor de corrección de presión, tal que 

JA p dA=K7Ay cos e (2.9) 

al sust Huir las ecs 2.8 y 2.9 en la 2. 7 y tomar en cuenta que R 
¿__ 

p 

~X ( p 13 A V
2
+ 7 K A cos e ) '1 S

0 
A - T ~ + p q U cos ~ (2. 10) 

Debe se!'lalarse que tanto e como q pueden ser funciones de x, y que se ha 

despreciado la componente de la fuerza debida a la presión sobre el fondo del 

canal en la dirección de x, por la variación de e. 

Tomando en cuenta el tirante hidráulico, D = --$- , donde T es el ancho de la 
superficie libre, se tiene que 

dA 
dx 

dA ~ 
dx dx 

(2. 11) 

Al desarrollar la ec 2.10, considerando las ecs 2.2 y 2.11 y despejando la 

pendiente de la superficie libre respecto a x, se obtiene 

dy 
dx 

q 
T S

0 
- 7"n + g-1\ (U cos~ - 213Vl - V2 dl3 d 

g dx - y dx (K cose) 

13v2 
K cose (1 + ~) + -go-

donde g es la aceleración de la gravedad. 

(2. 12) 

SI e es constante, se considera presión hldrostática, U cos ~ = O, 13 1, 

cos e - 1; se designa a como Sr y ya que el número de Froude es 

F 

La expresión anterior se puede escribir como: 

La ec 2. 13 

espacialmente 

movimiento. 

dy 
dx 

es una 

variado, 

s 
o 

- F 2 
(2.13) 

aproximación de la ecuación dinámica para flujo 

derivada con base en el principio de cantidad de 
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2.2 Desarrollo a partir del principio de energia 

Dado que en muchos problemas de Hidráulica se puede aceptar la aproximación 

unidireccional, se partirá de ella antes de hacer algunas consideraciones 

bidimensionales. Con referencia nueva.mente a la fig. 2.1, la tasa de 

disipación de energla mecánica E
0 

dentro del elemento, es igual a la 
diferencia entre la energia en la sección 2, E2, y la energla en la sección 1, 

E
1

, más la energla debida al gasto lateral EL, esto es 

La energia debido al gasto lateral es 

u2 
EL "I q Ax ( yL cos 0 + zL + -2i 

(2. 14) 

(2. 15) 

en donde yL cos 0 + zL es la carga piezornétrica del gasto lateral en el 
instante de abandonar o incorporarse al flujo principal; Ux es la componente 

de la velocidad con que Ingresa el gasto lateral en la dirección del flujo 

principal. La energia en las secciones l y 2 está dada respectiva.mente por 

( yl 

y2 

) Et = "I Qt cos 0 + z1 + ª1 
1 (2. 16) 2g 

= "I Q2 [ Y2 

y2 

) E2 cos 0 .¡. 2 2 + °'2 
2 (2. 17) 

2g 

en las que y cos 0 + z es la carga piezométrica del !'lujo y a es el 

coef'iciente de Corlolis de distribución de energia cinética. 

Por continuidad 

(2. 18) 

Al sustituir las ecs 2. 15 a 2. 18 en 2. 14, dividir por Ax y tomar el limite 

cuando Ax ~ O, se obtiene que 

d d v2 
ax e y cos a J + ax e a 2& 

en la que S
0 

!k 
dx sin a 

s - s + 
o e 

. (2.19) 

y Se es el gradiente de energia disipada, 
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deflnido como 

s • 
1 dE 

lAVax 

Si se deCine HPL = yL cos e + zL - z , se tiene que 

(2.20) 

~ 
s

0
- 5

8 
+ ~[ ~ - ~

2

+ HPL- y cose) - ~ ~ - y~ (cose) 

dx 
ces 

Ct y2 
e - go 

para el caso especial en que HPL =y, cos 8 = l, Ux=ViX' V, et 

la deCinición del número de Fraude f, se tiene 

qQ 
s 

o 
- s 

e gA2 

(2.21) 

1 y recordando 

(2.22) 

Un inconveniente de la aproximación unidimensional de la energia es que no 

permite visualizar el trabajo eCectuado por todas las Cuerzas involucradas; 

tampoco la transCormación de energia en la Crontera, ni en el interior del 

volumen de control. Por esta raz~n. est~ aproximación diCiere de la 
aproximación que se obtiene a partir del principio de cantidad de movimiento. 

Con el Cin de corregir esta desventaja, Yen y ~enzel (1970) examinan con mayor 

detalle la diCerencia de energía entre las secciones 1 y 2 del volumen de 

control en cuestión. La aproximan como la suma algebráica de la energia 

cinética, la potencial respecto al rondo del canal, el trabajo eCectuado por 

la Cuerza debida a la presión externa en la dirección x y el trabajo realizado 

por la Cuerza debida al peso. Al sustituir esta aproximación en la ec 2.14, 

considerar la transCerencia de energla debida al gasto lateral y tomando el 

limite cuando Ax ~O, se llega a la expresión siguiente 

- ~ = ~ J( ef + p + 7 y cose )vxdA +J 7 S0 vxdA + .7 q( HPL+ ~) (2.23) 

Esta ecuación alln involucra aproximaciones. Para señalar sus limitaciones, 

puede demostrarse, a partir de la ecuación general trabajo-energla presentada 

por Rouse (_1959), que el gradiente de energia disipada debe expresarse como 

~= J[µ(~+avJ)-pv1 vJ·J:v 1 
di/ (2.24) 

axJ ax 1 xJ 

en donde v1'y vJ'son las Cluctuaciones turbulentas respecto de las componentes 

de la velocidad media temporal v
1 

y vJ; 1 y J son direcciones ortogonales, 
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una de ellas la de x, y µ es la viscosidad dinámica del fluido. El término en 

que aparece µ representa la disipación de energia debido al trabajo efectuado 

por los esfuerzos viscosos· impuestos por la continua deformación media 

temporal del fluido, descrita por los gradientes de velocidad. El término 

p~ representa 
turbulentos, Le. el 

la disipación de energ!a debido a los esfuerzos 

trabajo efectuado por los esfuerzos de Reynolds dentro 

del volumen de control. Puede considerarse que tal transformación de energ!a 

primero es transferida del movimiento medio a turbulencia y luego disipada 

como calor. La magnitud del gradiente de energ!a disipada, calculado con la 
ec 2.24, difiere de la que se obtiene con la ec 2.23, pues en esta última se 

desprecian tanto los esfuerzos viscosos como los esfuerzos de Reynolds sobre 

la sección transversal y la superficie libre. Ello también implica que la 

componente x de una normal hacia afuera de la superficie libre es 

despreciable, que la magnitud de vx es mucho mayor que la de vy además que 

~ J 2v µ avx dA = O (2. 25) 
dX X ax 

Estas limitaciones implican esencialmente que tanto el tirante como la 

velocidad cambian gradualmente en la dirección de x. 

La ec 2.23 puede transformarse a una. forma similar a la de la ec 2.21; para 

ello se supone que v vx y se introducen dos factores, uno de distribución de 

energia cinética, a, y otro ~ tal que 

J Cp + r y cos aJ vx dA = ~ r v A y cos a (2.26) 

Al considerar la.S ecs 2.2, 2.20 2.25 y la definición de a, la ec 2.23 puede 
expresarse como 

Finalmente, al desarrollar la ec 2.27 y tomando en cuenta las ecs 2.2 y 2.11, 

se tiene que 

+ ~[HPL + 

uz 3a:V2 

~ycosa] y2 da: d s - s X cose) 

~= 
o e 28 - 28 + 28 dx Y dx(~ 

av2 
(2.28) 

cose - &O' 

Se nota claramente que la ec 2.21 es el caso particular de la ec 2.28, en que 

la distribución de presiones es hidrostática, i.e. ~ = l. 
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2. 3 Comparación entre las aproximaciones de cantidad de movimiento y energ!a 

A pesar de que los principios de can•idad de movimiento y de energia derivan 

de la segunda ley de Newton, aunque el de energía también puede derivarse a 
partir de la primera ley de la termodinámica, (Daily, 1981; Levi, 1982), las 

aproximaciones para flujo espacialmente variado derivadas de ellos son 

distintas. La obtenida a parttr de cantidad de movimiento es una relación 

vectorial en la que se tornan en cuenta todas las fuerzas externas actuando 

sobre el vol\llllen de control en consideración, incluyendo las fuerzas actuantes 

sobre su superficie, aunque no realicen ningún trabajo. La que se obtiene a 

partir de energia es una relación escalar que incluye tanto la energía 

transferida a través de la superficie de control como la disipación de energía 

generada por los esfuerzos internos. La diferencia puede notarse al comparar 

las ecs 2. 12 y 2.28 así corno sus deducciones, enseguida se destacan algunas de 

esas diferencias. 

1) En la aproximación desarrollada a partir de cantidad de movimiento 

aparece un factor K de corrección de presión, diferente del factor ~ que 

aparece en la expresión desarrollada a partir de energia. El primero 

torna en cuenta la distribución de presión en la sección transversal, 

mientras que el segundo esta reÍacionado con el trabajo efectuado por 

las fuerzas de presión y es función tanto de la distribución de presión 

como de la distribución de velocidad. 

2) El factor ~ de corrección de cantidad de movimiento aparece sólo en la 

primera aproximación y el factor a de corrección de energía cinética, 

únicamente en la aproximación a partir de energia. En general a ~ ~. 

lo que refleja los diferentes efectos que la distribución de velocidad 

ejerce sobre la energía y la cantidad de movimiento. 

3) En la aproximación mediante cantidad de movimiento sólarnente se 

consideran las componentes apropiadas de la velocidad de los flujos 

principal y lateral, en tanto que en la derivada de la energia se toma 

en cuenta la magnitud de los vectores velocidad de interés. 

4) La energía potencial del gasto lateral no tiene efecto directo sobre la 

relación de cantidad de movimiento. 

· 5) Excepto por la pendiente de fondo del canal 5
0

, y la pendiente de la 

superficie 11bre, dy/dx ningún otro gradiente es común a ambas 

aproximaciones. En realidad, para flujo establecido espacialmente 

variado hay seis gradientes involucrados: 
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donde 

a) La pendiente del fondo del canal, S
0

• 

b) La pendiente de la superficie libre, dy1dx 

el La pendiente de fricción, Sr. 
d) El gradiente de la energia disipada, S

0
• 

el El gradiente de la carga piezométrica con 

respecto al fondo del canal, dHPtdx. 
f) El gradiente de la carga total, 

dHT 
SH = - dX 

H = H + z + aV2 
T P b 2g 

(2.29) 

(2.30) 

La primera pendiente es conocida; la segunda puede obtenerse mediante medición 

directa. El gradiente de carga piezométrica respecto al fondo del canal 

puede evaluarse si se conoce la distribución de presiones en el flujo, si ésta 

es hidrostática se hace igual a ~x (y cos 8). La pendiente del gradiente 

dHP 
hidráulico es igual a la diferencia de -- y S 

dx 0 

Con las suposiciones hechas y a partir de las ecs 2. 12, 2. 28, 2. 29 y 2. 30, 

pueden obtenerse las relaciones sigu~entes 

d d dHP d ( y2) SH Sr + Kcose (1+-t-) ~ + y ax (Kcose) - ax+ ax (~-a) ~ + 

q 
gA ( U cos ~ - ~V ) (2.31) 

(2.32) 

s (2.33) 
• 

Al comparar las ecs. 2.31, 2.32 y 2.33, se notará que sólamente para el caso 

de flujo uniforme, lo que implica que q = O, los gradientes involucrados son 

idénticos. 

Para la solución de alguna de las ecuaciones dinámicas es necesario calcular 

Sr o s •• según la aproximación correspondiente. Ninguna de las dos se puede 

13 



estimar directamente (aunque Sr puede evaluarse si se mide T 

la distribución de velocidad en el interior de la capa limite). 
o si se conoce 

Comúnmente S 
r 

se aproxima mediante alguná de 

uniforme (Manning o Chezy). 

las 
Sin 

expresiones 

embargo, el 
desarrolladas para flujo 

gasto lateral afecta la 

distribución de velocidad y en consecuencia el esfuerzo cortante desarrollado 

en la frontera difiere del que se presenta en condiciones de flujo uniforme. 

Algo similar ocurre con la aproximación de S
0

, aunque teóricamente puede 

evaluarse a partir de la expresión 2.24 y aproximadamente con la 2.23, ello 

también requiere de mediciones detalladas del flujo. Como puede apreciarse de 

las expresiones 2. 31, 2. 32 y 2. 33, aun para flujo gradualmente variado sin 

gasto lateral, la suposición de que dos o más de los gradientes S
0

, Sr, SH, ~ 
dHP 

y ax son iguales es sólamente una aproximación, a menudo suficiente para 

fines prácticos. No es posible saber cual pendiente, S
0 

o Sr, se aproxima 

mejor con las expresiones de flujo uniforme, aunque para el caso de gasto 

lateral ingresando a manera de lluvia, se ha estimado que se aproxima mejor a 

Sr. Por otra parte, quizá mediante la comparación de cálculos numéricos con 

resultados experimentales, sea posible estimar, para el caso de canales con 

vertedor lateral, a cual de las pendientes en cuestión, Sr o S
0

, se aproxima 

mejor con la aplicación de las expresiones de flujo uniforme. 

2.4 Discusión de las hipótesis comúnmente establecidas para el desarrollo de 

la ecuación dinámica 

Chow (19S9) presenta el desarrollo de dos ecuaciones dinámicas para flujo 

espacialmente variado. Las hipótesis planteadas para sus deducciones lo 

conducen, por un lado, a una ecuación que basada en el principio de cantidad 

de movimiento, para la que no considera la cantidad de movimiento debida al 

gasto lateral, resulta si mi lar a la ec 2. 22, en la que inconsistentemente 

se introduce el coeficiente de distribución de energ1a cinética en vez del de 

distribución de cantidad de movimiento, y restringe su aplicación al caso de 

gasto creciente sin plena justificación. Por el otro lado, desarrolla a 

partir del principio de energ1a un segunda ecuación, que considera aplicable 

al caso de gasto decreciente, con la hipótesis de que S
0 

= Sr, indicando que 

su naturaleza es similar a la que desarrolla para gasto creciente; estas 

ecuaciones difieren sólamente en el coeficiente del tercer término del 

numerador. 

Chow sefia.la también que las ecuaciones anteriores pueden 

primera, a partir del principio de energ1a y, la segunda, 

derivarse, la 

a partir del 

principio de cantidad de movimiento, siempre que se tomen en cuenta algunas 
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variantes de las hipótesis, a saber: que para gasto decreciente no se agrega 

cantidad de movimiento al flujo, lo que implica que, en su desarrollo, el 

término que contiene el diferencial de gasto puede omitirse y conducir a una 

ecuación idéntica a su ecuación (Chow 1959, ec 12. 8), de igual manera, al 

aplicar el principio de energia para el caso de gasto creciente, debe 
agregarse a la energia total la energia cinética debida al gasto lateral 

ex V dq 
----¡¡-x- , lo que permite llegar a una expresión idéntica a otra de sus 

ecuaciones (Chow 1959, ec 12.5). 

Henderson ( 1969) asegura que no existe una forma de la ecuación de energia 

aplicable al caso de gasto creciente y que la ecuación de cantidad de 

movimiento si puede aplicarse puesto que el gasto lateral no agrega cantidad 

de movimiento en la dirección del flujo. Asimismo, supone que las pérdidas 

por descarga a gasto decreciente son pequeñas, que la energia es una propiedad 

del fluido que no se altera por división de flujo y que la componente de 

cantidad de movimiento saliente como efecto del gasto lateral no se puede 

evaluar de manera sencilla. Sobre estas bases desarrolla dos ecuaciones, una 

para gasto creciente a partir de cantidad de movimiento y otra para gasto 

decreciente a partir de la ecuación de energia 

French (1985) se refiere a la exprestón desarrollada por Yen y Wenzel (1970) 

para el caso de gasto creciente, aunque no hace hincapié en su aplicación para 

gasto decreciente, como lo señalan los autores. Para el caso de gasto 

decreciente presenta un desarrollo similar al descrito por Chow y Henderson. 

Si se analiza con cuidado, se podrá observar que las hipótesis planteadas por 

Chow, Henderson y French no son congruentes con el principio general de 

conservación, pues este implica que deben considerarse las variaciones netas 

de energia o cantidad de movimiento, sin importar si el flujo es a gasto 

creciente o decreciente. 

general de conservación, 

ecuaciones dináaicas, una 

Bastará entonces con tomar en cuenta el principio 

para apreciar que se pueden desarrollar dos 

aproximada mediante e.l principio de cantidad de 

movimiento, y la otra por medio del principio de energia; ambas son aplicables 

tanto al caso de gasto creciente como al de gasto decreciente. Las ecs. 2. 12 y 

2.28 satisfacen el principio general de conservación. 

2.S Ecuaolones dinámicas simplificadas para el caso de gasto creciente 

Las ecuaciones dinámicas que aproximan el flujo espacialmente variado, 

desarrolladas a partir del principio de cantidad de movimiento (ec 2.12) y de 

energia (ec 2.28), contienen parámetros que dificilmente se conocen en la 

práctica; no obstante, la introducción de hipótesis adicionales, según el 
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caso, conduce a ecuaciones aplicables a problemas prácticos. 

creciente las hipótesis son: 
Para gasto 

a) Dlstrlbuclón hldrostátlca de presiones. 

b) Pendiente de la plantilla del canal, constante y pequeña (cos e ~ 1). 

c) Coeficiente de dlstrlbuclón de cantidad de movimiento igual a uno. 

d) La pendiente de frlcclón se puede estimar con alguna expresión para flujo 

uniforme (e.g. Ma.nnlng). 

Con el las y suponiendo que el gasto lateral entra perpendicular al 

principal, a partir de la ec 2. 12 se derivó la 2.13. 
flujo 

De manera slmllar, sl se acepta que el gasto lateral entre verticalmente al 

canal, conforme a la flg 2.2 se tlene que el ángulo ~ que forma la vertical 
con la plant l l la del canal, es el complementarlo del ángulo e que forma la 

plantilla del canal con la horizontal, de modo que cos ~ = slne ~ tan e = S
0

• 

Uooe e 

• 

--" 
flg. 2.2 Oo•to lateral entrando vertfcolmente 

Puesto que la velocidad U con que el gasto lateral alcanza al flujo principal 

depende de la diferencia de elevaciones entre el nl vel de agua sobre el 

vertedor lateral y la superficie libre en el canal, entonces 

U=.¡'2g (zo + H + S
0
x - y) (Bremen y Hager, 1987), donde zo es la elevación de 

la cresta vertedora respecto de la plant 11 la del canal en x = O, flg 2. 2. 

Introduciendo estas hipótesis y las de los lnclsos a,b c y d, a la ec 2. 12, se 

llega a la siguiente expresión para gasto creciente 

2qQ qS 
s s, - -- + 

o 
.¡'2g (z + H + s X - y) 

o gA2 gA o o 
dy -ax - - F2 

(2.34) 

16 



Sl se considera que el coeflclente de dlstrlbucl6n de energla clnétlca es 

unitario, las hipótesis antes menclonads respecto de ~ y U, aceptando además 

que s. s s,, y las de los hlp6tesis de los incisos a, b y d, a partlr de la ec 

2.28, se llega a la siguiente expresión para flujo espacialmente variado a 

gasto creciente 

2qQ [ gA2S: (z + H + S X - v) + 2_4 ] 
So - Sr - gA2 2 ' 2Q o o 

~ = ----------=--------
1 - f 2 

(2.35) 
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3. SECCIONES DE CONTROL 

En los problemas de valores inicales estudiados en ecuaciones diferenciales 

ordinarias de primer orden. debe conocerse un valor de la función integral y 

que para tal valor la función deriváda esté definida. En el caso de ecuaciones 

diferenciales ordinarias que describen perfiles de flujo unidireccional, la 

condición inicial es un punto de control. Para integrar las ecuaciones 
diferenciales ordinarias de primer orden 2.13, 2.34 ó 2.35, se requiere de un 

valor conocido del tirante y que para éste la derivada tome un valor finito. 

En flujo permanente espacialmente variado a gasto creciente, cuando no le 

preceda otro tipo de flujo, el valor inicial del tirante puede estar asociado 

a un punto sigular, un punto critlco o depender de las condiciones de flujo 

que se presentan aguas abajo del tramo con flujo espacialmente variado. Un 

punto singular es aquel en el que el valor de la derivada está indeterminado 
fl.Y. o para la forma original de la ecuación diferencia~ (1. e. dx = ~). Para que 

el control se de en un punto singular, es necesario que la abscisa de este 

punto quede dentro del tramo con flujo espacialmente variado; si esto sucede, 

la ordenada del punto singular es el valor inicial que debe emplearse para la 

integracíón numérica, y su derivada puede calcularse como el valor limite de 

la forma indeterminada de la ecuación diferencial. Para que el control 

consista en un punto critico, no debe existir un punto singular dentro del 

tramo de canal con flujo espacialmente variado, y, simultáneamente, la 

pendiente del fondo del canal debe ser supercritica para el gasto total (gasto 

en el extremo aguas abajo del tramo de canal con flujo espacialmente variado) 
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o empieza a serlo justo donde termina el flujo espacialmente variado (este 

caso incluye la presencia de una calda). Si no existe la posibilidad de que 

el control se de en un punto singular o en uno critico, el tirante inicial 

depende de las condiciones de flujo que se tienen a.guas abajo del flujo 

espacialmente variado. 

Desde luego que en un punto crttico las lineas de corriente dejan de ser 
paralelas, y consecuentemenete la distribución de presiones ya no es 

hidrostática. Estrictamente, las ecs 2. 13, 2. 34 6 2. 35, se basan en la 
hipótesis de que la distribución de presiones es hidrostática, por lo que no 

son aplicables en los puntos críticos, en donde predicen que ~ ~ = 

La condición ~ = = implica que la superficie libre del agua sea vertical. 

En un punto critico, esta condición resulta fisicamente imposible, ya que ahí 

la pendiente de la superficie libre tomará valor finito, aun cuando en ese 

punto exista una caída. 

Enseguida se analizan los puntos singular y critico; se presentan expresiones 

que permiten calcular las coordenadas del punto singular y su derivada, para 

las ecuaciones arriba mencionadas, y expresiones que permiten aproximar la 

derivada para el caso de punto singular. 

3.1 Análisis del punto singular 

Considérese en general una ecuación diferencial ordinaria de primer orden de 

la forma siguiente 
dy f(x,y) 

(3. 1) 
dx g(x,y) 

si en un punto (x
0
,y

0
) los valores del numerador y del denominador son 

idénticos a cero, se dice que éste es un punto singular de la ecuación. Sus 

coordenadas .se pueden calcular resolviendo simultáneamente las ecuaciones que 

definen el numerador y el denominador. Evidentemente, la derivada en este 

punto no puede evaluarse mediante la ec 3. 1. No obstante, puede calcularse 

como el valor limite de la forma indeterminada de la ecuación diferencial. 

Para cualquier ecuación que tenga la forma de la ec 3.1, la aplicación de la 

regla de L'Hoppital permite obtener una expresión para valuar la derivada en 

el punto singular. 

Para el caso de las ecuaciones simplificadas de flujo espacialmente variado a 

gasto creciente, la expresión general que se obtiene para calcular el valor 

limite de la forma indeterminada de la ecuación diferencial en el punto 
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singular, es una ecuación de segundo grado en la derivada (y') de la forma 

siguiente 

(3.2) 

en ella, los coeficientes dependen de la ecuación particular y de las 

coordenadas del punto singular. 

Para el caso de las ecs 2.13, 2.34 y 2.35, la solución simultánea del 
numerador y denominador, conduce a funciones impl lci tas de la ordenada del 

punto singular. 

En lo que sigue se presentan expresiones asociadas a las ecs. 2. 13, 2. 34 y 

2.35; unas para determinar las coordenadas del punto singular y otras permiten 

evaluar los coeficientes de la ecuación cuadrática en la derivada, con la cual 

se calcula el valor ltmite de la derivada en el punto singular. Para su 

desarrollo se consideró sección prismática trapecial, gasto lateral constante 

y la pendiente de fricción se aproximó con la ecuación de Manning para flujo 

uniforme. En el apéndice A se presentan los desarrollos correspondientes. 

a) Expresiones para la ecuación 2. 13 

La expresión para determinar el tirante y, en el punto singular es la 

siguiente 

g 
f(y) = so - TA1/3 o (3.3) 

Los coeficientes de la ecuación de segundo grado que permite el cálculo del 

valor limite de la derivada en el punto singular son 

G = - ~2[k -
gA3 

1. :T2) (3. 4) 

: rcQr 

lt+k2 
pl/3 -

10 [n Q) 2 p4/3 T - 6qQT 
M = AI0/3 

(3.5) 
3 C A 13/3 gA3 

2n2Qqpl/3 2q2 
N = C2AI0/3 +--

gA2 
(3.6) 

b) Expresiones para la ecuación 2.34 

El valor del tirante en el punto singular se puede calcular con la ecuación 
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siguiente 

f(y) o 

(3. 7) 

Los siguientes son los valores de los coeficientes de la ecuación cuadrática 
que permite calcular el valor limite de la pendiente de la superficie libre en 
el punto singular 

H = 

N 

~3 [ncQ]2 / 1+k2 Pl/3 -
A t0/3 

10 [~) 2 

p4/
3 

T _ 6qQT + 
3 C At3/3 gA3 

q s 
o 

+ 

q50T 

)g[zº+[*r/: 

S A 

y] o 
+ 

. gA2 
-q.(8AlT-

2n2QqP~/3 2q2 q 52 
+ o 

gA2 -C2At0/3 

A)g[z0 +[*]2/: 

s A 
- y] o 

-q¡&A/'T 

el E:xpresiones para la ec 2.35 

El tirante en el punto singular se calcula con la expresión siguiente 

f(y) 
S + S 3_ g [n p2/3)2 + q 

o o TAl/3 -C-- A/g¡;7T 
o 
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Los coeficientes de la ecuación cuadrática que permite_ calcular_ eL valor __ 

límite de ~en el punto singular son 

G 

H 

N 

8 

3 [

n º) 2 · ...{.;:k'2 
~- -~~- pl/3 

C At0/3 

2n2QqP4/3 

C2Ato/3 

3 q2 

10 [~)2 p4/3 T - 5qQT 

3 C A13/3 g A3 

q 52 
Q o 

(3.12) 

(3. 13) 

(3.14) 

En cualquier caso, una vez conocido el tirante en el punto singular, puesto 

que en la sección de control f = 1, el gasto en esta sección, Q
0

, se puede 

calcular como 

(3.15) 

La abscisa en el punto singular se calcula simplemente como: 

(3. 16) 

Las raíces de la ecuación de segundo grado en y', que permite calcular el 

valor límite de la pendiente de la superficie libre en el punto singular, 

satisfacen a dos funciones integrales distintas, de las cuales sólo una se 

ajusta a las condiciones aguas arriba y aguas abajo de la sección de control y 

es la que corresponde a la pendiente de la superficie libre del flujo. 

El comportamiento de las soluciones de la ecuación sigue al descrito en el 

análisis de puntos singulares de Henrl Polncaré (1881) y retomado por 

Escoffier (1956) para el caso de perfiles hidráulicos en flujo gradualmente 

variado con pendiente variable. 

La aplicación de las ecuaciones presentadas ha permitido observar que la 

solución correspondiente al signo negativo del radical (en la fórmula general 

que resuelve las ecuaciones de segundo grado), es la asociada a cambio de 

régimen subcritico a supercrítico. 

·En flujo espacialmente variado los tipos de punto singular que puede 

presentarse, para que dicho punto sea control, son punto silla o punto nodo, 

aunque generalmente se presenta punto silla, ver fig. 3. l. 
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3.2 Análisis del plDlto critico 

Un punto critico se presenta al final del tramo de canal con flujo 

espacialmente variado, ya sea porque, para el gasto total, la pendiente del 

canal es supercritica o cambia de subcritlca a supercritlca (este caso Incluye 
la presencia de una calda). 

Si bien la pendiente de la superficie libre no puede calcularse con ninguna de 

las ecuaciones dinámicas para flujo espac,ialmente variado cuando el control es 

un punto critico, para proceder con la integración numérica se requiere 

aproximar o estimar dicha pendiente. Aunque sin fundamento teórico, en lo que 

sigue se presentan dos métodos para aproximar el valor de la derivada en el 

punto critico. 

El primer método consiste en considerar al punto critico como un punto 

singular. Si se toma en cuenta que q se hace cero en x = L, en esta sección 

las ecs 2.13, 2.34 ó 2.35 para flujo espacialmente variado, se reducen a la 

ecuación dinállica para flujo gradualmente variado 

dy 

dx 

s 
o (3. 17) 

Para esta ecuación es posible aplicar un análisis similar al de punto 

singular. De esta manera, se dispondrá de una aproximación del valor de la 

derivada en el punto critico, necesario para la integración numérica. 
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El tirante en el punto critico se calcula como se hace para flujo gradualmente 

variado, es decir se calcula mediante la expresión siguiente (Chow, 1959) 

Q 
f(y) = ----- - 1 = o 

A j&T7r 
(3. 18) 

La ecuación que aproxima el valor de la pendiente de la superficie libre en el 

punto critico es 

dy 

dx 

- 4 - Jl+k2-5T -2 [n QJ
2 [ [ p) 113 2 ( p')113) 

3 C Ato A13 

[ 3: -2~ ] 
(3. 19) 

Es importante mencionar que con esta aproximación, la expresión de la derivada 

válida en el punto crítico es única, a diferencia de las expresiones 

desarrolladas para el punto singular en flujo espacialmente variado y para el 

caso de flujo gradualmente variado con pendiente variable. 

la ec 3.19 también se presenta en el apéndice A. 
El desarrollo de 

Otra forma de estimar el valor de la pendiente de la superficie libre en el 

punto critico, consiste en evaluar el numerador de la ecuación diferencial 

para el tiránte critico, y asignarle:;:al número de Froude un valor ligeramente 

menor que la unidad. Se sugiere que en esta aproximación se haga uso de la 

ecuación dinámica de flujo espacialmente variado que se pretende aplicar. En 

general, si se designa a la función del numerador de la ecuación dinámica como 

n(x,y), se tendrá 

Q)L = 
dx 

n(x,y) 

1 - F2 

si se sustituye F2 por un valor diferente a la unidad, la derivada tomará un 

valor finito. Puesto que aguas arriba de la sección critica, el flujo es 

necesariamente subcritico, conviene que se 

uno. En las aplicaciones que se presentan 

al susituir F2 por 0.95, se obtuvieron 

suposlclón anterior conduce a 

Q)LI ~ 20 n(x,y) dx 
x=x 

e 

en donde x
0 

se refiere al punto crítico. 
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en el cap 5, se pudo observar que 
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4. METOOO DE SOLUC:ION 

La integración numérica 
espacialmente variado, 
problema de integración 

de las ecuaciones diferenciales que aproximan el flujo 
descritas en el cap 3, como ya se mencionó, es un 

de ecuaciones dtferenciales ordinarias de primer orden 
con valores o condiciones iniciales; es decir, se requiere del conocimiento de 

un valor del tirante y que para este tirante, la pendiente de la superficie 

libre tenga un valor finito. 

A diferencia del flujo gradualmente variado (FGV), en el flujo espacialmente 

variado (FEV) no es posible identificar de manera tan sencilla las secciones 

de control. En FEV la sección de control puede consistir en un punto singular 

o un punto critico, que se localicen dentro del tramo de canal con este tipo 

de flujo, o depender de un control que se encuentre fuera de él. 

Aunque se dispone de las expresiones para calcular las coordenadas del punto 

singular (ecs 3.3, 3.7, 3.11, 3.15 y 3.16), antes conviene averiguar si para 

las condiciones de interés (geometrla, gasto, rugosidad), existe punto 

singular en el tramo de canal con FEV, punto critico en su extremo de aguas 

abajo, o si .el control se presenta fuera de este tramo. 

Las gráficas de las ecs 3.3, 3.7 y 3.11, muestran que son funciones 

monótonas crecientes en el rango de interés, ver fig 4. 1 . 
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fig 4. 1 Forma tipica de las funciones 3.3, 3.7y3.11 

Sea L la longitud del tramo de canal con FEV, x la abscisa de la sección de 

control, S
0 

la pendiente del canal en el tramo con FEV, S
0

P la pendiente del 
canal posterior al tramo con FEV, Ye el tirante critico asociado al gasto 
total, f(Yel el valor que toma la función válida en el punto singular para Ye' 
y Sr(Yel la pendiente de fricción asociada a Ye. Son cuatro los casos que 
pueden presentarse (fig 4.2), a saber: 

I J Punto singular en x = L . 

Se presenta para el caso particular en que f(Y l = O, 
e 

es decir, cuando el 
tirante critico asociado al gasto total es raiz de la función vállda en el 
punto singular. 
II) Punto singular en x < L 
Puesto que la función válida en el punto singular es monótona creciente, 

existirá punto singular en x < L si f(Ye) > O, es decir, siempre que el 
valor de la función válida en el punto singular sea positivo para el tirante 

critico asociado al gasto total. 
III) Punto critico en x = L . 
Si f(Y

0
) < O, no existe punto singular en x < L. Se tendrá punto critico en 

x = L, si adlclonal11ente se presenta alguna de las condiciones siguientes: 

t. Existe una calda en esta sección. 
2. La pendiente del canal es supercritica para el gasto total, S

0 
> Sr(Ye). 

3. La pendiente del canal cambia en esta sección de sub a supercritica para 

el gasto total, S
0

P > Sr(Ye). 
IV) Sección de control en x > L . 
Se tendrá la sección de control en x > L, si no existe calda en x = L, si la 

pendiente no es supercritica para el gasto total, S
0 

< Sr(Ye), o si para dicho 
gasto no existe cambio de pendiente subcritica a supercritica en x = L, esto 

es," que S
0

P < Sr(Ye), 
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En caso de que el control consista en un punto singular, su ordenada es la 

raiz de la ecuación válida en el punto singular; la abscisa se calcula con las 

ecs 3.15y3.16, y la derivada de la superficie libre es el valor limite de la 

ecuación dinámica considerada. Si la sección de control es un punto critico 

en x = L, su ordenada es el tirante critico para el gasto total, su abscisa es 

igual a L y la derivada de la superficie libre puede aproximarse con las ecs 
3. 19 ó 3. 20. 

Para el caso de que la sección de control esté en x > L , con la información 

disponible no es posible calcular las coordenadas del punto de control; sin 

embargo, se sabe entonces que en x :s L el flujo es subcritico y el tirante 

inicial puede conocerse mediante cálculos de flujo gradualmente variado. 

Este procedimiento permite disponer de los valores iniciales para la 

integración numérica. Desde luego, al igual que en FGV, el cálculo del perfil 

para FEV inicia desde la sección de control procediendo hacia aguas abajo para 

régimen supercritlco y hacia aguas arriba para régimen subcritico. Adelante 

se presenta el diagrama de bloques que ilustra el algoritmo descrito. 

En cualquier caso, es necesario identificar si el vertedor lateral está 

descargando libremente. 

aguas abajo de éste, 
Se dice que la descarga sobre un cimacio es libre si 

la superflcí,;- libre del agua está cuando mucho dos 
tercios de la carga sobre el cimacio, arriba de la elevación de su cresta. Si 

la carga H sobre la cresta del vertedor lateral se aproxima mediante la ec 

A.22, para que exista descarga libre debe cumplirse la condición siguiente: 

donde el punto (x,y) es un punto cualquiera del perfil, z
0 

es 

la cresta vertedora respecto a la plant 11 la del canal en x 

pendiente del canal, q el gasto lateral unitario y Cd el 

descarga del vertedor lateral. 

la elevación de 

O, S es la 
o 

coeficiente de 

Para cualquiera de las ecuaciones diferenciales que aproximan el FEV, siempre 

que se satisfaga la condición anterior, se puede suponer que el gasto .lateral 

está in&resando uniformemente. Para las ecs 2. 34 y 2. 35, esta condición 

garantiza además que la velocidad con que ingresa el gasto lateral sea 

fislcamente posible. Es conveniente que al calcular el perfl 1, se verifique 

que se cumpla dicha condición. 
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ALGORITMO PARA CALCULO DE . PERFILES CON FEV A GASTO CRECIENTE 
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5. APLICACIONES 

En este capitulo se presenta la aplicación de las ecuaciones diferenciales 

simplificadas (cap 2) que aproximan el flujo espacialmente variado, 

desarrolladas a partir de cantidad ·ae movimiento sin considerar cantidad de 

movimiento por efecto de la velocidad con que ingresa el gasto lateral (ec 

2.13), consideréndolo (ec 2.34), y energia (ec 2.35). 

Con la finalidad de analizar las aproximaciones que se obtienen a partir de 

cada ecuación, se emplearon datos experimentales reportados por Guarga 

( 1983), Bremen y Hager ( 1989) y por el Laboratorio de Hidráulica de la 

Comisión Federal de Electricidad (1990). 

Se ha preferido tomar solamente algunos perfiles de cada fuente antes que 

hacerlo de manera exhaustiva, por considerar que esto es suficiente para la 

aplicación de las ecuaciones presentadas en la tesis. 

De los perfiles reportados por Guarga se tomaron cuatro, dos obtenidos para 

sección rectangular y dos para sección trapecial. De las mediciones de Bremen 

y Hager se escogieron también cuatro perfiles, todos ellos medidos en un canal 

con sección rectangular. De la tercera fuente se escogieron tres perfiles 

únicamente; en este caso la sección del canal también es rectangular. Para el 

cálculo de los perfiles se aplicó el algoritmo descrito en el cap 4 y para la 

integración numérica se utilizó el método de Runge-Kutta de cuarto orden 

(Burden et al, 1978). 
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5.1 Información experimental 

5.1.1 Experimentos de Guarga 

Los resultados reportados por Guarga (1983), se obtuvieron en un canal al que 
se podla cambiar la pendiente y la secclón transversal. En todos los casos el 

gasto lateral ingresó en forma de lluvia. 
que Guarga designa como Nl, 53, Tl y T4. 

Los perfiles seleccionados son los 

En la tabla S. 1 se describen las 

caracterlsticas hidráulicas y geometrlas correspondientes para cada caso. 

Tabla 5.1 Datos de los perfiles reportados 
por Guarga (1983). 

PERFIL TALUD PENDIENTE GASTO 
l/s 

Nl o.o o.o 20.Sti 
::>J u.u U.Ul ts.tsb 
T1 0.5 0.01 11.34 
T4 o.s o.os 17.34 

La longitud del canal fue de 1.885 m, y el ancho de la plantilla de 0.25 m, en 

todos los casos. Los perfiles experimentales se midieron por el eje del canal. 

5. 1. 2 Experimentos de Bremen y Hager = 

El dispositivo experimental empleado por Bremen y Hager consiste en un canal 

de PVC con 5. 38 m de longitud, O. 331 m de ancho, pendiente de O. 0524 y 

elevación de la cresta del vertedor lateral sobre la plantilla al lnicio del 

canal de O. 39 m. Para el gasto de diseño ( 125 l/s), reportan que la carga 

sobre el vertedor fue de 4. 2 cm, con lo que se estimó en 2. 7 el valor del 

coeficiente de descarga. 

Los perfiles tomados pertenecen al grupo que los autores designan como 1. 1 en 

su referencia, y corresponden a los gastos de 20, 40, 60 y 100 l/s. Para cada 

perfil consignan los tirantes medidos por el eje del canal y en la pared de la 

margen opuesta a la de ingreso del gasto lateral. 

5.1.3 Experimentos del Laboratorio de Hidráulica de CFE 

Los perfiles que reporta el Laboratorio de Hidráulica, forman parte del 

estudio experimental del vertedor con canal lateral que constituye la 

estructura de salida del tanque sedimentador del PH Agua Prieta. Este estudio 

se ha conducido en un modelo escala 1:20 construido de mamposterla con 

aplanado fino de cemento. 
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El canal es de sección transversal rectangular; tiene 4.5 m de longitud, o. 18 

m de ancho, pendiente de plantilla de 0.004 y elevación de la cresta vertedora 

(respecto de la plantilla) al !nielo del canal de 0.22 m. 

Las mediciones corresponden a gastos en modelo de 6.9, 11.31 y 22. 1 l/s. Para 

cada conjunto de datos experimentales se reportan las cargas con que se 

descarga el gasto lateral sobre la cresta vertedora; a partir de estos datos 

se est !maron coef!centes de descarga por el vertedor de 2. 9 para el primer 

gasto y de 2.6 para los dos restantes. Los perfiles experimentales se 

obtuvieron en tre~ ejes longitudinales, uno por el eje del canal y los otros 
dos a 1.5 cm de sus paredes. 

5.2 Solución numérica 

Con base en el algoritmo descrito en el cap 4, se elaboró un programa en 

Qu!ckbas!c; en el apéndice B se anexa el listado del programa para el caso de 

la ec. 2.34 

En los todos los casos que se presentan, la sección de control consiste en un 

punto singular o bien en un punto cri t!co. Con objeto de comparar los 

perfiles calculados sobre la misma base, se procuró que el intervalo de 

longitud usado en el cálculo numérico pe~manec!era constante, al menos en cada 

grupo de datos. Asimismo, se trató que dichos intervalos fueran los 

sUf!c!entemente pequef'ios, de manera que el error de aproximación por este 

concepto fuera despreciable. 

En las figuras y tablas a que se hará referencia se presentan sólamente los 

puntos de los perfiles para los que se conoce el valor experimental, 

independientemente del intervalo de cálculo empleado durante la integración 

numérica. 

5.2.1 Cálculos con loe datos de Guarga 

En las ecs 2.34 y 2.35 se hace una estimación de la velocidad con que ingresa 

el gasto lateral, para el caso de canales con vertedor lateral a gasto 

creciente. Para su aplicación deben conocerse el coeficiente de descarga del 

vertedor y el desnivel entre la cresta vertedora y la plantilla del canal. 

Como en este grupo de experimentos el gasto lateral ingresó en forma de 

lluvia, la velocidad con que ingresa el gasto lateral debe valuarse de manera 

diferente. Al no disponer de una expresión para calcular esta velocidad, no se 

aplicaron las ecs 2.34 y 3.25; la 2. 13 si se aplicó, ya que no la considera. 

Para la integración numérica se empleó un intervalo de longl tud de O. 005 m. 
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Corno el coeficiente de Hanning del canal experimental no viene reportado en la 
referencia, se consideró que al material con que está conformado el canal se 
le puede asignar una n de O. 010. Estos cálculos revisten interés porque se 

considera el efecto de fricción y porque solo este grupo de datos contiene 

mediciones en sección trapecial. 

s:2.2 Cálculos con loa datos de Bremen y Hager 

Como en este grupo de experimentos el gasto entró al canal a través de un 
vertedor lateral, es posible la aplicación de las tres ecuaciones 
diferenciales para calcular los perf1 les. En los cálculos se empleó el 
coeficiente de Manning-Strickler igual a 95, corno lo sugieren Bremen y Hager. 
El intervalo de longitud para integración fue de 0.01 m para los perfiles con 
control en un punto critlco, y menor para el caso de punto singular. 

Los cálculos permitlrán observar, por un lado, la importancia del efecto de la 
cantidad de movimiento con que ingresa el gasto lateral, y por el otro (como 
se sugirió en el subcap 2.3) cual pendlente, So o Sr, se estima mejor a partir 
de la expresión de flujo uniforme de Mannlng. 

S.2.3 Cálculos con los datos del Laboratorio de Hidráulica de CFE 

Este grupo de datos, al igual que l,Ós tomados de las experiencias de Bremen y 

Hager, permite, dadas las condiciones experimentales, la aplicación de las ecs 
2.13, 2.34 y 2.35. La Integración numérica se hizo considerando un intervalo 
de O. 01 m. Puesto que se conoce el acabado de la superficie en modelo, el 

coeficiente de Ma.nning se supuso de 0.009. 

Aunque la pendiente del canal es pequei'la, y por ello también el efecto de la 
cantidad de movimiento con que ingresa el gasto lateral, es posible observar 

las diferencias entre los perfl les obtenidos con las ec 2. 13 y 2. 34, y la 
aproxlmación que se obtiene con la ec 2.35. 

S.3 Análiala y discusión de resultados 

S.3.1 Perf'llea de Guarga 

Debido a la razones señaladas en 5.2.1, sólo se aplicó la ec 2.13 para el 
cálculo de este grupo de perfiles. En todos ellos se identificó punto critico 
como sección de control. La pendiente de la superficie llbre en el control se 

aproximó con la ec 3. 20: en la tabla 5. 2 se presentan las coordenadas del 
punto critico asi como la aproximación de la pendiente de la superficie libre. 
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Tabla 5.2 Coordenadas del punto critico y aproximación 
de la pendiente de la superficie libre en los 
perf1 les de Guarga. 

PERFIL X (m) y (cm) ~ (ec 3.20) 

Las fig 5. 1 a 5. 4 y las tablas 5. 3 a 5. 6 permiten comparar los perf1 les 

calculados con los experimentales. Puede notarse que en el extremo de canal 

próximo a la sección de control, los tirantes calculados sean mayores que los 

experimentales. Se considera que estas diferencias reflejan la propagación 

del error con que se estima la pendiente de la superficie libre en el punto 

crítico. Los perfiles Tl y T4 sugieren que, si se mantienen fijas la sección 

transversal y el gasto, la estimación del tirante al inicio del canal mediante 

la ec 2.13, depende de la pendiente de la plantilla del canal; as!, mientras 

que para Tl, con So=0.01, se tlene·.:un error relativo máximo de 3X, para T4, 

con So=0.05, fue de -lOX. 

La importancia de los errores mencionados podría ponderarse mejor si se 

conociera la magnitud del error experimental. 

fig 5.1 Perfiles calculados y medidos 
{D<llo• ••11. d• (;.,or90. 11.rf.l N1) 

20-,--~~~~~-'-~~~~-'-~~~~~~~~~~, 

áf/d• ,,. tll punto crll•co n oprooimd con 10 1c J.::o 
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T11ont1 ulti<.o Ye •e 11 

o.• 
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Tabla 5.3 Perfiles calcula­
dos y medido•, dato• de 
Guar9a; Perfll Nl. 

X y ce 2 13 y •edlda 
Cml (cm) (cm) 

o.oo lS.4 ----
o.oe lS.4 15.2 
o. 16 1S.4 15.2 
0.35 15.3 15. 1 
0.73 H. 9 14.B 
0.92 H. B H.2 
1.11 H.2 13.B 
1. 30 13.7 13.2 
1. ae a.a a.a 



fig 5.2 Perfiles calculados y medidos 
(Ocllot up. d• Cu0t90, ~rfil SJ) 
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fig 5.3 Perfiles cale u lados y medidos 
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fig 5.4 Perfiles calculados y medidas 
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Tabla S.• Per(\le• calcula­
do• Y •ed l do•, dato• de 
Ciuarqa; Perfl l 53. 

X y oc 2.13 y •edlda 
( •> (cm) (ca) 

o.oo 7. 1 ----
0.06 7.2 7.2 
0.16 7.3 7. 4 
0.35 7.4 7.5 
0.71 7.5 7.2 
0.90 7.5 6.9 
1.09 7.4 6.9 
!. 42 7.1 6.7 
\. 99 5.0 5.a 

Tabla 5.5 Perflle• calula­
dos y medldo•, datos de 
Ouarqa; Perfil Tl. 

X y oc 2.13 y aedld 
(al (cm) (e m) 

o.oc 10.7 ----
0.06 10.7 1 o. 4 
o. 16 10,6 10.6 
0.35 10.9 10.6 
0.73 11. o 10.5 
0.92 10.9 10.4 
1.11 10.8 10.2 
\. 30 10.6 9.9 
1.89 7.5 7.5 

Tabla 5.6 Pcrfllea calcula­
dos y medidos, dalo• de 
Cuarqa; Perfl l T4.. 

X y oc 2. 13 y •edlda 
<•> (e•) (ca) 

o.oo 4. 7 ----
0.07 5.0 5.5 
o. 18 5. 4 5.9 
0.35 6. 1 6.2 
0.73 7. 1 7.1 
0.92 7.5 7.4 
1 .11 7.6 7.5 
1. 30 6.1 7.B 
1.69 7.5 7.5 



5.3.2 Perfile• de Bre11en y Hager 

Las tres ecuaciones con que se aproxima el flujo espacialmente variado (2.13, 

2.34 y 2.35), indican que la sección de control para gastos de 20 y 40 l/s, 

consiste en un punto singular, y para 100 l/s, en un punto critico. Para el 

gasto de 60 l/s, conforme a la ec 2. 35, la sección de control es un punto 
singular, en tanto que, conforme a las ecs 2.13 y 2.34, se trata de un punto 

crítico. En la tabla 5.7 se indica, para cado gasto y ecuación aplicada, el 
tipo de sección de control. 

Tabla 5.7 Tipos de punto en la sección de control 
en los perfiles de Bremen y Hager. 

PERFIL GASTO ec 2. 13 ec 2.34 ec 2.35 (l/s) 

1 20 SINGULAR SINGULAR SINGULAR 

2 40 SINGULAR SINGULAR SINGULAR 

3 60 CRITICO CRITICO SINGULAR 

4 100 CRITICO CRITICO CRITICO 

En la tabla 5.8 se consignan las coordenadas de los puntos singulares, para 

los casos en que se presentan. En los casos que existe punto critico, esto 

sucede al final del canal, y el tirante es el crítico correspondiente al gasto 

total; en la tabla 5. 9 se indican las coordenadas del punto crí t leo y las 

aproximaciones de la pendiente de la superficie libre conforme a las ecs 3.19 

y 3.20. 

Tabla 5.8 Puntos singulares y pendiente de la superficie libre. 

ec 2.13 ec 2.34 ec 2.35 

PERF X (a) y(cml m! X (m) y(cm) m! X (m) y(cm) Q:l 
dx dx dx 

1 0.94 2.25 0.01087 0.50 l. 48 0.01478 0.34 l. 14 0.01559 

2 3.·70 8.90 0.01104 2.73 7.26 0.01259 1.47 4.82 0.01424 

3 3.47 11.16 0.01413 
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Tabla 5.9 Coordenadas del punto critico y aproximación 
de la pendiente de la superficie libre en los 
perfiles de Bremen y Hager. 

Q.:l (ec 3.20) 
X (m) y(cml ~ (ec 3. 19) dx 

dx (ec 2. 13) (ec 2.34) (ec 2.35) 

5.38 14.96 - 0.0043 - 0.1611 - 0.0822 

5.38 21. 03 - 0.0047 - 0.6249 - 0.5357 - 0.2288 

En todos los casos, para una misma sección, el tirante calculado con la ec 
2.13 es mayor que el obtenido con la ec 2.34, y éste que el encontrado con la 

ec 2. 35. 

Enseguida se discute cada perfil. 
Perfil 1. Como puede observarse en la fig 5.5 y en la tabla 5.10, los perfiles 

calculados con las ec 2. 13 y 2.34 se mantienen entre los perfiles medidos por 

el eje y por la pared. El perf! 1 obtenido con la ec 2. 35 se observa 

ligeramente por abajo de los tirantes experimentales, en una sección de canal 

comprendida entre x=3 y x=5 m. En éste caso se nota que es peque5o el efecto 

de la cantidad de movlmlento con que ingresa el gasto lateral (diferencia 

relativa de aproximadamente 5 X). 

fig 5.5 Perfiles calculados y medidos 

X X X 

(Ooto• d• Br•"'•n y Hoq•r. 0•20 1/t) 

tirci"'l- "'-dido• por 1ci PO••d d•I conol )( 

puntot tir'IQula••• • 
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Tabla S.10 Perfllea calculado• y •odldoa, oxperl•entoa 
de Bre•on y Hager; Q = 20 l/a. 

~ Y ec 2.35 Y ec 2.13 Y ec 2.3, Y eje Y pared 

~ ~~(~c~m~'~~+-~l-c_m~J~~t---'-(c~•~l~--1--1-'-c~•~l~-t-~'~c~•-=-l---! 
o.3o i.1 t.4 i.2 o.a 3,0 
O, 80 1 , 5 1 . B 1 , 8 1 , 2 3. 1 
0,90 1.8 2.2 2.0 1.8 3.2 
1. 20 2. 1 2. 5 2. 3 2. 1 2. 8 
1.50 2.3 2.8 2.B 2.4 3.8 
1.so 2.s 3,1 2.s 2.s 4,s 
2.10 2.8 3,3 3.1 2.B 3.9 
2.40 3.0 3.5 3.3 3.0 s.o 
2.70 3.2 3.7 3.5 3.2 4,5 
3,00 3.3 3.9 3.7 3.4 4,5 
3,30 3.5 4.1 3.8 2.8 5.3 
3. BO 3. 7 4 . 3 4. 1 3. B 5. 5 
3.00 3.B 4,5 4.3 4.B 4,9 
4,20 4.o 4.7 4.4 4.1 s.a 
4,50 4.2 4.B 4.B 4.4 B.2 
4 . ao 4. 3 s. o 4 . a s. 1 s. 7 
5.10 4.4 5.1 4.9 4.5 B.3 
5,40 4.B 5.3 5.1 3.4 S.B 

Perfil 2. De acuerdo con la flg 5.6 y la:tabla 5. 11, el perfil estimado con la 

ec 2.35 cae por abajo del perfil medido por el eje, en tanto que el encontrado 

con la ec 2. 13 permanece entre los dos perfiles experimentales. Los tirantes 

calculados con la ec 2. 34 se local Izan l lgerarnente abajo de los observados 

por el eje, entre x=3.6 y x=5.1 m (error relativo máximo de 6X). 

fig 5.6 Perfiles calculados y medidos 
(OotO• d• Sr•rn•n y ~oo;er. Qoo4() 1/1) 

13 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

10 
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Perfil 3. La aproxlmac16n que se consigue c0n lh "e :.!. :1s "'' drll'\C\tlnt.", mi111L1 

puede desprenderse de las f1gs S. 7 y 5. íl, y labl1t.i !i. 12 y ti. 1:·1, l:'.l t1l'l'<W 

relativo enti-e cé.lculos y mediciones por t1l .,.,., tHi -lli X "º x • 2. '1 111. Al 

obtener los perfl les con las ecs 2. 13 y 2. 34 "" >;pi \cnl'on ltts m·s :1. 1\1 y :1. 2n 

para aproximar el valor de la derivada d" la supcwt'lcl<> l lh1·., ttll "l puuto 

critico. E:s importante sel\alar que loa pdrflleti encontnulm; '""' lu .,e; ~1. 1:1 y 
aplicando las eco 3.19 y 3.20, son l"'é.cllcl\111<>11l" \gual•Hi •Hl lt«i 1ü1111,\;;t1s 

menores a 3 a¡ y que los obtenidos con ll\ "º 2.34. lo •rnn p11r11 lfla "''"""""'l " 
4.2 m, Por otra parte, en lau proxlmld"d"" del punlo critico, la a¡wo~\u¡¡u;\(ln 

del perf11 conseguida al apl !car ll\ tlC 3. 10 "" 111<!.)cw qu" lu b.lcturtudit <:<ll\ la 
ec 3. 20. 
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Tabla s.11 Perflles calculado• y aedldoa, experlaentoa 
de Breiacn y Hagcr¡ O = .\O l/•. 

X y oc 2.35 y oc 2. 13 y oc 2.34 y ojo y pared 
(•) (ca) (ca) (ca) (ca) (cal 

0.30 2.6 3.5 2.9 3.0 5. 1 
o.ea 3.3 4.3 3.8 3.4 5.7 
0.90 3.9 5.0 4.4 3.B 8.4 
1.20 4.4 5.5 5.0 LB 8.7 
l. 50 4.9 B.O 5.5 5.3 7.3 
l. 60 5.3 6.5 e.o 5.9 7.7 
2.10 5.B 6.9 8.4 6.1 7.3 
2.40 B.O 7.3 e.e 8.4 8.3 
2.70 8.3 7.7 7.2 B.3 e.o 
3.00 8.7 B. 1 7.B 7. 4 8.4 
3.30 7.0 8.5 B.O 7.B 8.8 
3.60 7.3 a.a a.3 B.4 10.9 
3.80 7.B 9. 1 a.a a.9 11. 1 
4.20 7.8 8.4 8.9 9.2 11. 3 
t.50 B. 1 8.7 8.2 a.4 11. 7 

'"ªº 9.4 10.1 9.5 a.e 12.0 
5.10 a.e 10.3 9.B 1 o. 4 12.2 
5.40 8.8 10.B 10. 1 8.5 12.0 

-: .. -

Perfil 3. La aproximación que se consigue con la ec 2.35 es deficiente, como 

puede desprenderse de las flgs 5. 1 y 5. 8, y tablas 5. 12 y 5. 13. El error 

relativo entre cálculos y mediciones por el eje es -16 X en x = 2. 4 m. Al 

obtener los perfiles con las ecs 2. 13 y 2.34 se aplicaron las ecs 3.19 y 3.20 

para aproximar el valor de la derivada de la superficie libre en el punto 

critico. Es importante sef\a.lar que los perfiles encontrados con la ec 2. 13 y 

aplicando las ecs 3.19 y 3.20, son prácticamente iguales en las abscisas 

menores a 3 m; y que los obtenidos con la ec 2.34 lo son para las menores a 

4.2 m. Por otra parte, en las proximidades del punto critico, la aproximación 

del perfil conseguida al aplicar la ec 3.19 es mejor que la alcanzada con la 

ec 3.20. 
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fig 5.7 Perfiles calculados y medidos 
{Coto• d• Bre"'•" y Hoq•r, 0•60 I/•) 

20 ,. 
10 d)'/d" en •I gu,.to _c;rrtic.o •• ooro•i..-.ó c:on 10 ec: J 19 

10 
15 

14 

13 

12 
11 

10 

• 

;>unlo c:rltieo O 

0;~10,.cio 

Tabla 5.12 Porrllea calculado• y aedldo•, experl•ento• 
de Breaen y HaQer¡ Q = 60 1/s, La derivada en el punto 
crlllco se aproximo con la~·= 3.18. 

X y ec 2. 3S y oc 2. 13 y ec 2.34 y eje y pared 
(a) (cm) (cm) (e 11) (cm) {cm) 

0.30 4.9 6.7 5,7 4.7 9.0 
0.60 S.6 7.7 6.9 s.e 9.3 
0.90 6.6 8.6 7.7 6.9 10.3 
1. 20 7.3 9.l a.s e.o 10. 4 
1. 50 7.9 10. 1 8.2 9,9 12.0 
1. 80 e.s 10.e 8,9 9,3 12.4 
2.10 9.0 11. 4 10.s 10.9 12.7 
2.40 9.6 12.0 11. 1 11. o 13.4 
2.70 10.0 12.6 11. 7 11.' H.9 
3.00 10.s 13. 1 12.2 11. 7 H.9 
3.30 10.9 13.7 12.7 12. 2 1 s. 1 
3.60 11.' 14. 2 13.2 12.S 15.7 
3.90 11. 8 14.9 13.7 13. 1 16.8 
l.20 12.2 15.4 14.2 13.2 16.4 
l.SO 12.6 16.0 !l. 7 13.5 17.3 
l.90 12.9 16.8 15.3 14. 7 19.0 
s.10 13.3 17.3 15.9 14 .1 17. 1 
6.40 13.6 is.o IS.O 12.3 16.6 
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fig 5.8 Perfiles calculados y medidas 
20 

(Ooto• de Bremen y l-loQ•r. o-60 l/•) .. 
1• ol'/d• .,. el pu,,to crftico •• opro•il'T"Ó con lo ec .J.20 

16 .. 
" 13 

12 

" 10 

punto ,;,.i;ulor • 

ovn\o crltko O 

Tabla S.13 Perfiles calculados y medidos, exporl•onlo• 
do Broaon y Ka9cr¡ Q = 60 l/s. La derivada en el punlo 
cr(tlco ae aproxlad con la oc 3.20. 

X y oc 2.35 y oc 2. 13 y--ec 2.31 y eje y pared 
(•) (ca) {cm) (ca) (e•) (cm) 

o.30 L9 6.7 5.7 L7 a.o 
o.so S.6 7.7 6.6 5.6 a.3 
o.ao 6.6 8.6 7.7 e.a 10.3 
1. 20 7.3 9.3 a.5 e.o 10.1 
1.50 1.a 10.0 a.2 6.6 12.0 

1. ªº 8.5 10.7 8.9 9.3 12.1 
2.10 9.0 11. 3 10.5 10.9 12.7 
2. 10 9.5 11.0 11.1 11.0 13.I 
2.70 10.0 12.1 11. a 11. 1 1L8 
3.00 10.5 13.0 12.2 11. 7 1L9 
3.30 10.8 13.5 12.7 12.2 15. 1 
3.80 11. 1 13.9 13.2 12.5 15.7 
3.90 11. o u. 1 13.6 13. 1 18.8 
1.20 12.2 u. e U.1 13.2 18.1 
l.BO 12.a 15.2 U.5 13.5 17.3 

'·ªº 12.e 15.5 u.a U.7 ta.o 
8.10 13.3 15.7 15.2 u.1 17. 1 
B. •o 13.8 15.0 15.0 12.3 18.8 

Perfil· 4. En este caso, para una misma x, 

diferencias entre los tirantes calculados 

se hacen más pronunciadas las 

con cada ecuación (diferencia 
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relativa máxima de 9.5 Y. entre los perfiles obtenidos con las ecs 2.13 y 2.34; 

y de 27 r. entre los perfiles calculados con las 2.34 y 2.35). 

Los perfiles encontrados con la ec 2.35 se acercan más al perfil medido por el 
eje que en el caso anterior (f1g 5. 9 y 5. 10, y tablas 5. 14 y 5. 15). Su 

aproximación es aún mejor cuando la pendiente de la superficie libre en el 

punto critico se estima mediante la ec 3.19 (fig 5.10 y tabla 5.15). 

El perfil que se obtiene con base en la ec 2.13, aproximando la pendiente de 
la superficie libre en el punto critico con la ec 3. 19 (fig 5.9 y tabla 5.14) 

en casi todo el canal se mantiene por arriba del perfil medido en la pared; 

esto no sucede cuando se emplea la ec 3. 20 (fig 5. 10 y tabla 5. 15), aunque 
estos perfiles se aproximan más a los perfiles medidos cerca de la pared que a 

los del eje. 

En la fig 5.10 puede observarse que cuando el perfil se calcula con la ec 2.34 

y la pendiente de la superficie en el punto critico se estima con la ec 3.20, 

se obtiene un perfil que se ajusta mejor a las mediciones. Asimismo, puede 

notarse que el perfil obtenido se mantiene aproximadamente en medio de los 

perfiles experimentales, en el tramo comprendido entre las sección de control 

y x = 2.4, y se acerca más al perfil medido por la pared para x < 2.4. 

Es importante destacar que las combinaciones de ecuaciones con que se calcula 

el perfil, que mejor se ajustan a los perfiles medidos por el eje son, la ec 

2.35 con la 3.20 y las ecs 2. 13 6 2.34 con la 3. 19. 

"" 29 

20 
27 

2• 
20 
24 

23 
22 
21 

i 
20 .. 

" .. 
17 

•• .. ,. 
13 

12 ,, 
'º 

fig 5.9 Perfiles colculodos y medidos 
(Doto• de Bremel"I y Hoqer, Q .. 100 I/•) 

dy/do: u• el punto crrtico •• opro•itnO con lo .e J.19 

tiro,,!•• m.-dodo• cerea de Lo pot<iod d•I canal X. 

puroto crft:Co O 

Di9toncio 
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Tabla B.t• Perfile• calculado• y aedldoa, experlaentoa 
de Breaen y Haoer¡ O = 100 l/•. La derivada en el punto 
critico se aproxiad con la ec 3.19. 

X 
(•) 

0.30 
o.so 
0.90 
l. 20 
l. 50 
l. BO 
2.10 
2.40 
2.70 
3,00 
3.30 
3.60 
3.90 
4.20 
4.50 
4.80 
5.10 
9,40 

20 .. 
2• 

2J 

22 

21 

20 

,. 
17 

10 ,. 
IJ 

12 

11 

'º 

y ec 2.35 y ec 2.13 y ec 2.34 y e Je y pared 
(ca) (cm) (cal (ca) (cal 
1!.7 15.7 14. 2 11. o 15.5 
13.0 17.0 15.5 12.5 15.5 
14, 1 !B. 1 1B.7 13.5 17.7 
15. 1 19.2 17.B 14. 7 IB.2 
!B.O 20.1 18.B 15.9 19.B 
IB.B 21.0 19.B lB.8 20,7 
17.B 21. B 20.6 17.4 21. 2 
16.3 22.6 21. 4 16.7 22.3 
19.0 23.4 22.2 19,3 22.8 
18.7 24. 1 22.9 20.0 23.7 
20.3 24. 7 23.6 20.9 23.8 
20.9 25.3 24.2 21. o 24.7 
21. 5 25.9 24. B 21. 5 25.4 
22.0 28.5 25.4 21.9 24. 0 
22.5 27.0 25.9 22.8 25.4 
22.9 27.4 26.4 22.7 25.3 
23.3 27.B 26,8 20.0 24. 1 
21.0 21. o 21. o 18.8 22.7 

fig 5.10 Perfiles calculados y medidos 
(Dolo• d• Br•m•n y l-loq••· Q .. 100 l/•} 

dy/d• •" •I punto crrt.c:o ,. opro.i'"6 con le .e: .l.20 
X 

Sli.oBOLOCIA 

tironl•• m.clidO• por •I •j• d•I c:ono1 A 
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T•bl• S.16 Perflle• c'lculado• y •edldo•, experlaento• 
de Br•••n y H•9er; O = 100 l/•. L• derivada en el punto 
crltlco •• aproxl•d con la ec 3.20. 

X y ec 2.35 y ec 2. 13 y ec 2.34 y •J• y pared 
(al {cm) (cm) (ca} (ca) (ca) 

0.30 11. 7 14. 9 13.B 11. o 15.5 
o.so 12.9 10.2 14. 9 12.5 15.5 
0.90 14. o 17.3 1 B. 1 13.5 17.7 
1. 20 14.9 18.3 17.2 14. 7 18.2 
1.50 15.B 19.2 10. 1 15.9 19.B 
1.00 18.7 20.0 19.0 18.B 20.7 
2.10 17.4 20.7 19.B 17.4 21.2 
2.40 10.2 21. 4 20.s 18.7 22.3 
2.70 10.a 22.0 21.2 19.3 22.B 
3.00 19.5 22.B 21. B 20.0 23.7 
3.30 20. 1 23.1 22.3 20.9 23.9 
3.80 20.a 23.5 22.a 21. o 24.7 
3.90 21. 1 23.B 23.2 21. 5 25.4 
4.20 21. B 24. 1 23.5 21. 9 24.B 
4.50 21. 9 24.2 23.7 22.B 25.4 
4.80 22.2 24.1 23.7 22.7 25.3 
5.10 22.2 23.B 23.3 20.a 24.1 
5.40 21.0 21. o 21.0 18.B 22.7 

5.3.3 Perfiles del Laboratorio de Hidráulica de CFE 

En todos los perflles de este grupo, el control es un punto critico. En la 

tabla 5.16 se presentan las coordenadas del control y la aproximación de la 

pendiente de la superficie libre en este punto, calculada con las ecs 3. 19 y 

3.20. 

Tabla 5.16 Coordenadas del punto critico y aproximación de la 
pendiente de la superficie libre en los perfiles del 
Laboratorio de Hidráulica de CFE. 

g:i: (ec 3.20) 
X (a) y(ca) !!:! (ec 3. 19) dx 

?ERF dx (ec 2. 13) (ec 2.34) (ec 2.35) 

l 4.50 5.31 - 0.0037 - o. 4705 - 0.4680 - 0.3525 

lI 4.50 7.38 - 0.0038 - 0.6605 - 0.6576 - 0.4964 

lll 4.50 11.54 - 0.0042 - 1. 0438 - l. 0407 - 0.7874 
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En las figs 5.11 a 5.16 y tablas 5. 17 a 5.22, puede observarse que 

prácticBJ11ente no hay diferencia entre los perfiles obtenidos con la ec 2. 13 y 

los calculados con la 2. 34 Esto se debe a que la pendiente del canal es 
pequefia (So=0.004) y como consecuencia la cantidad de movimento con que 

ingresa el gasto lateral tiene poco efecto sobre el perfil. 

Cuando la pendiente de la superficie libre en el punto critico se estima con 

la ec 3. 19, los perfiles calculados con la ec 2.35 (flgs 5. 11, 5. 13 y 5, 15, y 

tablas 5.'17, 5.19 y 5.21) se aproximan mejor al perfll medio experimental. 

Cuando se usa la ec 3.20 en vez de la 3. 19, los tirantes calculados con 2. 13 y 

2.34 se aproximan mejor a los tirantes medios experimentales, figs 5.12, 5. 14 

y 5.16, y tablas 5. 18, 5.20 y 5.22; en estos casos el error relativo máximo, 

entre tirantes calculados y medidos, para los perf1 les l, ll y l ll 

(correspondientes a 6.9, 11.31 y 22.1 lis) fue de 6.9, 1.25 y -2.9 X, 

respectiva.mente. 

fig 5.11 Perfiles calculados y medidos 
{Ooto1 d1I lob. ¡.t;d. Crt. p1r1• 1) 

Oi•lorotio m 
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Tabla 5.17 Perrllo• calcu­
lado• y •cdldos; exporlmen­
toa del Lab. Hld. de C. F. E. 
porfll 1; la derivada en el 
punto cr{tlco se aproxlmd 
con la oc 3.19. 

X 
y (cm) 

ecuaclon ( •> 2.35 2.13 2.3t EXP. 

0.07 7.a a.e a.e 7.3 
0.57 a.o a.a a.e 7.7 
1.07 a. 1 a.e a.a 7.e 
1. S7 e.2 e.o e.o e.o 
2.07 e.2 e.o e.o 7.e 
2.57 e.2 e.o e.o 7.e 
3,07 e.2 a.e a.e 7,a 
3.57 a.o e.a e.a 7.e 
t.07 7.a a.5 e.5 7.2 
t.50 5.3 5.3 5.3 5.7 



fig 5.12 Perfiles calculados y medidos 
(Do101 d•t L~. t-4id. crr. ~rlil n 

... 

.. 

.. SIM90lOCIA 

fig 5. 13 Perfiles colculados y medidos 
(Dalo• d• Lob. M;d. crt. º"';' 11) 

" 

'º 

Oi1ta11c:io m 
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Tabla S. le Perfile• e al cu-
lado• y •edldo•¡ experl•en-
tos del La.b. Hld. de C. F". E. 
perr 11 I; la derivada en el 
punto crtttco •• aproxlmd 
con 14 oc 3.20. 

X 
y (e•) 

(a) 
ecuaclon 

EXP. 
2.35 2.13 2.34 

0.07 7.2 7.e 7.e 7.3 
0.57 7.4 e.o 7.9 7.7 
l. 07 7.S e. 1 e.o 7.9 
l. 57 7.6 B. 1 B. 1 B.O 
2.07 7.6 s. 1 B .1 7. 9 
2.57 7.5 a.o B.O 7.9 
3.07 7. 4 7.8 7.9 7.9 
3.57 7.2 7.5 7.5 7.6 
4.07 6.7 7.0 7.0 7.2 
.. so s.3 S.3 5.3 S.7 

Tabla 5.19 Perfile• calcu-
lado• y medldoa; experl•en­
toe del Lab. Htd. de C.F. E. 
perfil II¡ la derivada en el 
punto crítico se aproxlm¿ 
con la ec 3.19. 

X 
y Cea) 

( •> ecuaclon 
EXP. 

2.35 2. 13 2.34 
0.07 11. 8 12.a 12.e 11. o 
0.57 11. e 13.0 12.9 11. 4 
1.07 11. a 13. 1 13.0 11. s 
l. 57 11. a 13. 1 13. 1 11. 4 
2.07 11. a 13. 1 13. 1 11. 4 
2.57 11. a 13.0 13.0 11. 1 
3.07 11. 7 12.a 12.e 10.9 
3.57 11. s 12.e 12.B 10.s 
.. 07 11.1 12.2 12.2 9.7 
4.50 7.4 7. 4 7.4 7.7 



fig 5. 14 Perfiles calculados y medidos 
(Oatot del Lob. Mjd, ere. ~rf'il u) 
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fig 5. 1 5 Perfiles cole u lados y medidos 
(Ooto1 d•t Lob. Hid. ere.º'"~ 1n) 
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Tabla 5.20 Perflle• calcu-
lado• y •edldoa; experl•en­
toa del Lab. Hld. de C.F.E. 
perfll 11¡ la derivada en el 
punto crCtlco ae aproximó 
con la ec 3.20. 

X 
y (cm) 

( •) 
ecuaclon 

2.35 2. 13 2.34 
EXP. 

0.07 10.6 11. 4 11.4 11. o 
0.57 10.6 11. 6 11. 5 11. 4 
t. 07 10.9 11.6 1 t. 6 11. 5 
t. 57 10.9 11. 6 11. 6 11. 4 
2.07 10.6 11. 5 1 t. 5 11. 4 
2.57 10.7 11. 4 11. 3 11. 1 
3.07 10.5 11. l 11. o 10.9 
3,57 10. 1 10.e 10.6 10.5 
4. 07 9.4 9.7 9.7 9,7 
4.50 7.4 7.4 7.4 7.7 

Tabla 5.21 Perfiles calcu-
ladoa y medidos; experl•en-
tos del Lab. Hld. de C.F.E. 
perfil III¡ la derivada en 
el punto cr(tlco se aproxl•Ó 
con la ec 3.19, 

X 
y C cm) 

(•) 
ecua.clan 

EXP. 
2.35 2. 13 2.34 

0.07 19.3 21.2 21. 2 18.3 
0.57 19.4 21. 4 21. 4 16,B 
1. 07 19,5 21. 5 21. 4 19,0 
t. 57 19.5 21. 4 21.4 18,9 
2.07 19.4 21. 3 21. 3 19.0 
2.57 19.2 21. 1 21. 1 !B.O 
3.07 16.9 20.B 20.7 17,7 
3.57 18.5 20.3 20.3 IB.B 
4.07 17.6 19.6 19.B 15,4 
4.50 11.5 11. 5 11. 5 12. l 



fig 5.16 Perfiles calculados y medidos 
u~~~~~~~'~~~"~·~"~'~"~"-"~"-·'~'~º~"-"-'~">'--~~~~~~~ 

d~/d• .,, •I Punto crll:.C:o u opro•;,,...o con lo .e J.ZO 
1• 

'º 

SIW90l0Clit. 

1J + tironl" calculodo1 con lo K 2.1J 

Olstoncio 

··--
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Tabla S.22 Perfile• calcu-
ladoa y •edldo•; experlaen-
t.o• del Lab. Hld. de C.F.E. 
períll 111; la derivada en 
el punto crÍtlco se aproxlaó 
con la ec 3.20. 

X 
y (cm) 

ecuaclon 
(•) 

2.35 2. 13 2.34 
EXP. 

0.07 17. 4 18.8 18.6 16.3 
0.57 17.6 16.6 18.7 16.8 
1. 07 17.6 16.6 18.6 19.0 
1. 57 17. 5 18.7 18.7 18.9 
2.07 17. 4 18.5 18.5 19.0 
2.57 17. 1 1 8. 1 18. 1 16.0 
3.07 16.6 17. 5 17.5 17.7 
3.57 15.9 16.7 16.7 16.6 
4. 07 14. 8 15.3 15.3 15.4 
4. 50 11. 5 11. 5 11. 5 12. 1 



S. CONCLUSIONES Y RECOMENACIONES 

Se ha presentado el desarrollo de ecuaciones diferenciales que aproximan el 
flujo espacialmente variado, partiendo de los principios de cantidad de 

movimiento y energia, asi como alguoas aplicaciones. Enseguida se destacan 

las conclusiones y se dan algunas recomendaciones. 

al Con base en el principio de cantidad de movimiento se ha desarrollado la ec 

2.12. Su solución requiere de parámetros que comúnmente no están 

disponibles para apllciones prácticas. Introduciendo algunas hipótesis es 

posible llegar a la ec 2. 13 (el ángulo que forma el canal con la horizontal 

es constante y pequefio, asi que su coseno es prácticamente igual a uno; la 

distribución presiones es hidrostática y el coeficiente de distribución de 

cantidad de movimiento es igual a uno). 

generalmente se aplica en la práctica. 

Esta aproximación es la que 

b) Cuando se hacen la mismas hipótesis que conducen a la ec 2. 13, excepto que 

la velocidad con que el gasto lateral se incorpora tenga proyección nula 

sobre la dirección del flujo principal, y se considera el caso de canal con 

vertedor lateral, se obtiene la ec 2.34. 

c) A partir del principio de energ1a se desarrolló la ec 2. 28. Haciendo 

hipótesis si mi lares a las hechas para llegar a las ecs 2. 13 y 2. 34, se 

obtuvo la 2. 35. Bajo ninguna de tales hipótesis se llegó a una ec:iación 

derivada del principio de energia que resultara idéntica a la ec 2. 13. 
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d) Se han analizado los tipos de control que pueden presentarse en flujo 

espacialmente variado a gasto creciente, con variación de gasto constante 

en la dirección del flujo y para sección trapecial. Para cada una de las 

ecuaciones diferenciales' consideradas, ec 2. 13, 2.34 y 2.35, se 

desarrollaron expresiones que perml ten calcular las coordenadas del punto 

de control asl como la pendiente de la superficie libre, para el caso de 

punto singular. Asimismo, se han presentado dos maneras de estimar la 

pendiente de la superficie libre cuando el control consiste en un punto 

critico. 

e) Se ha propuesto un algorl tmo que facl lita el anál lsls y la simulación 

numérica del flujo espacialmente variado a gasto creciente en vertedores de 

canal lateral con sección prismática trapecial y pendiente constante. La 

aplicación de este algoritmo elimina el uso de diagramas y métodos 

gráficos, asi como de aproximaciones de la i>endiente de la superficie libre 

en el caso de control en punto singular. Mediante su aplicación es posible 

ldentlflcar si existe control en el tramo de canal con flujo espacialmente 

variado y de que tipo es, o sl se presenta fuera de él. De cualquier 

forma, el cálculo del perfil es entonces posible, siempre que para el caso 

en que el control esté fuera del tramo con flujo espacialmente variado se 

disponga del tirante en el extremo fJnal del canal como condición inicial. 
Desde luego, este tirante depend~- de las condiciones de flujo que se 

presentan enseguida del tramo de canal con flujo espacialmente variado. 

f) Las aplicaciones presentadas tuvieron como objetivo discutir las 

aproximaciones que pueden conseguirse a partir de cada una de las tres 

ecuaciones diferenciales slmpllflcadas que se han presentado en el trabajo. 

En general, los tirantes que se obtienen al integrar la ec 2. 13 sobrestiman 

los perfiles experimentales medios o medidos por el eje, lo que en 

aplicaciones prácticas se considera mala aproximación. Esto es más 

pronunciado cuando existe punto critico como control, se aplica la ec 3.19 

para estimar la pendiente de la superficie libre en el punto critico y la 

pendiente del canal es del orden del 5 Y. • En algunas aplicaciones puede 

observarse que el perfil calculado se aproxima más a los tirantes medidos 

por la pared opuesta a la margen por que ingresa el gasto lateral, que a 

los que se observaron por el eje. 

Los perfiles obtenidos al integrar la ec 2.35, generalmente subestiman los 

valores observados. Por otra parte, durante la Integración numérica, en 

abscisas próximas a cero, se calculan tirantes que sobrestiman a los 
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medidos. Esta inexactitud puede justificarse si se observa que el tercer 

término del numerador de la ecuación mencionada tiende a valores positivos 

grandes conforme el gasto tiende a cero. En las aplicaciones presentadas 

se observó que cuando la ec 2. 35 se integraba hasta abscisas 

aproximadamente iguales al tirante en la sección de control, el perfil 

calculado se mantiene razonablemente próximo a las observaciones 

exper !mentales. 

En términos generales, los perfiles obtenidos al integrar la ec 2.34, son 

los que mejor aproximan, y prácticamente no subestiman las observaciones 
experimentales, siempre que la pendiente de la superficie libre en el punto 

de control se calcule con la ec 3.20 cuando el control es un punto critico, 
y con la A.27 cuando es un punto singular. 

g) En las aplicaciones presentadas, y tomando en cuenta las aproximaciones 

conseguidas con las ec 2. 13, 2.34 y 2.35, puede considerarse que la 

expresión para flujo uniforme de Mannlng permite aproximar mejor a la 

pendiente de fricción (Sr) que a la pendiente de energla (Se). 

h) Se recomienda que al integrar numéricamente cualquiera de las ecs (2. 13, 

2.34 ó 2.35), el valor de la pendiente de la superficie libre, en el caso 

de punto singular, se maneje con truena aproximación, ya que los valores que 
a partir de este se obtienen son muy sensibles a ella (en algunos casos 

puede conducir a al ecuación integral que cambia de régimen supercrltlco a 

subcrltlco). Al calcular este valor en el mismo programa que calcula el 

perfil, se obtuvo buena aproximación. 

1) Finalmente, con base en el análisis de las aplicaciones presentadas, se 

recomienda que se aplicaque la ec 2.34 en vez de la 2. 13, pues aunque ambas 

parten del mismo principio, la segunda es un caso particular de la primera 

(para el caso de gasto creciente en vertedores con canal lateral), y en la 

práctica se pueden estimar a prlorl los parámetros que en ella se 

consideran. 
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NOTACIÓN 

A 
b 
cd 
e 

D 
E 
F 
G 

área de la sección transversal al flujo; 
ancho de plantilla en un canal; 
coeficiente de descarga del vertedor lateral; 

coeficiente de la ecuación de Hanning (1 para el sistema 
internacional y 1.49 para el Sistema Inglés); 
tirante hidráulico; 
energia; 
número de Fraude; 
coeficiente en la ecuación cuadrática de la pendiente de la 
superficie libre válida en el punto singular; 
aceleración de la gravedad; 
carga sobre la cresta del vertedor lateral; 
carga plezornétrica promedio de la sección transversal del 
flujo principal respecto del fondo del canal; 
carga pizométrica del gasto lateral medida respecto del 
fondo del canal; 
carga total; 

1,J direcciones de coordenadas ortogonales; 
K factor de corrección de presión; 
k designación del talud de la sección transversal; 
L longitud de la cresta vertedora; 
M coeficiente en la ecuación cuadrática de la pendiente de la 

superficie libre válida en el punto singular; 
N coeficiente de la ecuación cuadrática de la pendiente de la 

superficie libre válida en el punto singular; 
n coeficiente de rugosidad de Hann1ng; 
P perlmetro mojado; · -
p presión; 
Q gasto total; 

q gasto lateral por unidad de longl tud ( ~~ ) ; 

R radio hidráulico; 
Se gradiente de energia disipada; 

Sr pendiente de fricción; 

SH gradiente de la carga total; 

S
0 

pendiente del canal; 

S pendiente del canal en x > L; 
op 

T ancho de superficie libre; 
U velocidad del gasto lateral; 
V velocidad media del flujo en la dirección de x; 
'f volumen; 
v velocidad local media temporal del flujo principal; 

v' fluctuación turbulenta de la velocidad con respecto a v; 
W peso; 
x coordenanda longitudinal: 
Ye tirante critico; 

tirante medido en la dirección de las ordenadas; 
elevación medida respecto a un plano horizontal de referencia; 
elevación del fondo del canal respecto al plano de referencia; 

elevación de la cresta vertedora respecto a la plantilla del 
canal en x " O; 
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a coeflclente de corrección de energ1a clnétlca (Corlolls); 
~ coeflclente de distribución de cantidad de movimiento (Boussinesq); 
7 peso especifico del fluido; 
~ factor de corrección de energ1a potencial; 
a ángulo que forma la plantilla del canal con el plano horizontal; 
µ viscosidad dinámica del fluido; 
p densidad del fluldo; 
T esfuerzo cortante medio en la pared del canal en la dlrecclón x; 
~ ángulo que forma U con el eje x; 
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APENDICE A 

En este apéndice se presentan los desarrollos de expresiones del cap 3. En la 

siguiente tabla se relacionan los números con que se designan las ecuaciones 
en ese capitulo con los números 4tJe se les asignan en este apéndice y se 

indica la aplicación de cada una de ellas. 

ECUo\CIOK ECUo\CIOK o\PL!Co\C IOK IHCISO Vo\LORES IHI-
DEL DEL Po\Ro\ EL EK QUE SE CIALES Po\RA 

CAPITULO 3 APEKDICE A CALCULO DE DESARROLLA INTEGRAR LA 

3.3 A.4 ~~gt~ª~fn~~lar a ec 2. 13 

3.4, 3.5 y coeflc:lent.e• fendlent 11 dy a ec 2.13 
de la ec .... 19 fb•~p:r eY e 

3.6 pun[o eYnqular 

3.7 A.23 ~~gf~ª~fng~lar b ec 2.34 

3.8, 3.9 y coeflclente• fendlent? dy b 2.34 
de la ec A.27 f auper ly e ec 

3.10 pu~[g :rn;ular 

3.11 A.28 ;~gt~·~fng~lar c ec 2.35 

3. 12, 3.13 coeflclentea f"ndlent? 1 df c ec 2.35 
la ec A. 33 fbª:/P:r el • 

y 3.14 de 
pun[o aYnqular 

3.19 A.37 r•ndlent? dy d ecs 2. 13, 
fbª~P:h lr e 2.34 6 2.35 

punlo crlt co 
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a) Desarrollo de laa ecucacione• que perlliten calcular laa condiciones 

inicial••~ la integración de la ec 2.13 cuando el control es un punto 

sinaular 

al) Coordenadas del punto singular 

En el punto singular el denominador del segundo miembro de la ec 2. 13 debe 

valer cero, es decir se presenta flujo critico, por tal razón, el número de 

Froude es igual a 1, por lo que se requiere satisfacer la expresión siguiente 

Q= A/gA/T' (A. 1) 

El numerador de la ecuación diferencial también necesita ser igual a cero, de 

donde se tiene la siguiente expresión 

2qQ 
s - s o r - ~2 o (A.2) 

La pendiente de fricción se estima mediente la expresión de Manning para flujo 

uniforme como 

s = r [ 

Q n p2/3 )2 
C ._-AS/3 

Sustituyendo las ecs A.1 y A.3 en la ec A.2 y simplificando se tiene 

g 
f(y) s 

o T At/3 
o 

(A.3) 

(A.4) 

La expresión A.4, identificada como 3.3 en el cap 3, es una función implicita 

del tirante cuya solución permite conocer la ordenada del punto singular. Es 

únicamente válida para el punto singular. En la ec A.4, los valores de las 

caracteristicas hidráulicas T, A, y P, corresponden a la sección en que se 

presenta el punto singular. 

El gasto en dicho punto se evalúa mediante la ec A. 1, y el cálculo de la 

abscisa correspondiente se obtiene a partir de 

X= (A.5) 

a2) Derivada de la superficie libre en el punto singular 

Para calcular el valor de la derivada en el punto singular se aplica la regla 

de L'Hoppital a la ec. 2.13. 
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Derivando primeramente el numerador de esta ecuación se tiene 

~(s -s -2
qQ ]· 

2qQ _ dS, _ 2q
2 

+ 4qQT dy 

dx gA2 --;A3 dx dx o r g A2 g 

La derivada de la pendiente de fricción es 

dSr 

dx 

10n2Q2P4/3 dA 

3C2A1313 dx 

Ya que el perimetro mojado para la sección trapecial es 

p = b + 2y IÍ+k2 

su derivada con respecto a x resulta ser 

dP = 
2 

/l+k2 dy 

dx dx 

El é.rea hidráulica para sección tra~cial se define como 

A = by + ky2 

Su derivada con respecto a x queda expresada como 

dA dy 
-= T­
dx dx 

Sustituyendo las _ecs A.8 y A.9 en la A.7, se tiene que 

2n2Q q p4/3 

C2 A10/3 
+ 

(A.6) 

(A. 7) 

(A.8) 

(A.9) 

(A.10) 

Sustituyendo la ec A.10 en la A.6 y agrupand~ términos, la derivada del 

numerador de la ec 2.13 se expresa como 

2n2QqP4¡3 2q2 

C2A1013 - gA2 
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Al derivar el denominador de la ec. 2.13 se tiene que 

d 2 dF 
~ (1 - f) = - 2 F (A.12) 
dx dx 

Puesto que el número de Froude es 

Q 
F 

entonces 

d 

[ ~)= dx A312 

-2 F d 

dx 

(A. 13) 

El ancho de la superficie libre para sección trapecial se define como 

T b+2k:..y (A. 14) 

y su derivada respecto a x es 

dT dy 
2 k - (A.15) 

dx dx 

Las ecs A.9 y A.15, la ecuación del ancho de la superficie libre y la del 

número de Froude, sustituidas en la A.13 conducen a 

d 

dx 

-2 F 
(1- F2

) • 

al simplificar y reacomodar términos se llega a 

d 

dx 

.-2 Q 

-;:;.3 
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--- T q 
dx g A3 

(A.16) 

(A.17) 



Al sustituir las ecs A. 11 y A.17 en la 2. 13 se tiene que 

[-an: 
li+k2 Q2p1/3 10n2Q2P4/ 3T 

+ 4qQ:) dy -
2n2QqP4/3 2q2 

---+ 
dy c2 A10/3 3C2A13/3 gA dx C2A10/3 gA2 

dx -2 Q 
[ k 

Q T2 

] 
dy 2 Q 

-;-;:3 
Q + --Tq 

A dx g A3 (A. 18) 

Al reagrupar términos en la ec A. 18, ésta se transforma en 

[:]' [- ::¡k -L~'J] • 
+ dy [~ [~) 2 

/i:k2 p1/3 
dx 3 C A10/3 

10 [n Q)
2 

P4/
3 

T _ 6qQT] + 
3 C A13/3 gA3 

.-_- (A.19) 

La ec A. 19 es la ecuación diferencial ordinaria de primer orden y segundo 

grado válida en el punto singular de la ec 2. 13. Sus coeficientes corresponden 

con las ecs 3.4, 3.5 y 3.6 del cap 3. 

b) De11arrollo de las ecuacione11 que permiten calcular las condiciones 

iniciale• para la integración de la ec 2.34 cuando el control ea un punto 

singular 

bl) Coordenadas del punto 11ingular 

Las ecs 2.13 y 2.34 difieren en el cuarto término, el cual sólo aparece en el 

numerador de la segunda de ellas. Por esta razón, para el desarrollo de la 

función que peraite calcular el tirante en el punto singular sólo hace falta 

incluir dicho término. De manera que la expresión correspondlente es 

g [nP2/3]2 2 q qS 
f(y) = S - -- --- - -- + -º/2g(z + 

o TA1/3 C ~ gA o 
H + S

0
x - y) o 

(A.20) 
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Con base en las ecs A.1 y A.5, x se puede expresar como 

X= 
A .¡gA?r 

q 
(A.21) 

La expresión que permite calcular el gasto descargado por un cimacio es 

Q = Cd L lf/2 

Siendo L la longitud total de cresta, y Cd el coeficiente de descarga por el 

cimacio, a partir de la ecuación anterior, y recordando que q = ~· se tiene 
que 

[ 

q ]2/3 
H = t=;"" (A.22) 

Al sustituir las ecs A.21 y A.22 en la A.20, se llega a 

f(y) 

+ qS•/ 
gA 

o 
(A.23) 

La ec A.23 permite calcular el tirante en en el punto singular. Los valores 

del gasto y de la abscisa correspondientes se calculan con las ecs A.1 y A.5 

respectivamente. 

b2) Derivada de la superficie libre en el ptmto singular 

Para el desarrollo de la ecuación diferencial válida en el punto singular, 

basta derivar el término que aparece en el numerador de la ec 2.34, retomar 

las derivadas de los términos que son comunes a las ecs 2. 13 y 2. 34 antes 

desarrollados, y efectuar las simplificaciones pertinentes. 

Enseguida se presenta el cálculo de la derivada del término mencionado. 

H + 5 X 
o 

A 

-y]= -2¡--z-
0

_+_H_+_A_s_
0

x---Y-(s.- ::1- /z.+ 
A2 
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dy 
H + s

0
x ~ y T dx 



Simplificando y reagrupando términos se tiene que 

~[ qSº )g(z + H + S x - y i] = --:::===q=S======:--
dx gA o o A )gcz. + H + s.x - y ) 

- dy [ qSOT hg(z + H + S x - y ) + 
dx. gA2 .¡- o o h 

Ay'_g(z
0

+ H + S
0
x -

q s 
o 

y ) l 
(A.25) 

Al sustituir las ecs A.21 y A.22 en la A.25, se llega a 

:x ( :· )gcz. + H + s.x - yl) = -;.-;.g=(z=.=+=[-r=:=,¡::::i=+==s=~A=¡=g=A/==T=-:=:::;Y) 

S A 
-{-¡g>JT-

(A.26) 
Sustituyendo en la ec 2.34 la A.11, que es la derivada de los tres primeros 
términos de su numerador, la ec A.26, que expresa la derivada del cuarto 

término del mismo y la derivada de su denominador expresada por la A. 17, luego 

de reagrupar términos, se llega a 

10 [~]
2 

P
4

/
3
T _ 6qQT + 

3 C A13/3 gA3 

61 



La ec A.27 per•ite calcular el valor de la derivada en el punto singular para 

la ec 2.34. Sus coeficientes corresponden con las ecs 3.8, 3.9 y 3.10 

presentadas en el cap 3. 

c) De11arrollo de l.. ecuacione• que peralten calcular laa condiciones 

iniciale• para la integración de la ec 2.35 cuando el control ea un punto 

singular 

el) Coordenadaa del punto •ingular 

Las ecs 2. 13 y 2. 35, difieren en que el tercer término del numerador de la 
segunda tiene un factor adicional. En el punto singular se tiene que el 
numerador es: 

S - S + --- ----º (z + 
2 Q q [ gA

2
S

2 

o r g A2 2 02 o 
o 

que puede expresarse también como 

q 

[ 
S

2
(z + !{- - y) - ~ ] = o 

o o - 4 Q 

Al combinar esta ecuación con la del denominador, ec A. 1, y considerando las 
ecs A.2 y A.22, se llega a 

f(y) = S - 53 __ s [n p2/3]2+ q [ [zº+[-;-d]5 y]+ ~41 
o o T Al/3 C A~ 

o 

(A.28) 

También en este caso loa valores del gasto y de la abscisa en el punto 
singular se calculan con las ecs A. 1 y A.5, respectiv;imente. 

c2) Derivada de l• •uperf'icie libre en el punto singular 

Para desarrollar la ecuación válida en el punto singular, asociada a la ec 

2.35, se procederá como se hizo para la desarrollo de la ecuación asociada a 
la ec 2.34. En este caso resta derivar el tercer término del numerador y 

efectuar las sustituciones y simplificaciones convenientes. 
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La derivada del término a que se hace referencia es 

~[- 2Qq[- gA2s! Cz + H +s.x-yl ; =4]]= Cz + H +S x 
dx gA2 2Q2 0 o o 

+ - --- (z + H + S x 
[ 

g A
2s: 

2 Q2 o o 
- y) + -=-] d [-~] 

4 dx g A2 

La derivada del segundo factor, luego de simplificar es 

'.:_[- gA2s: 
dx 

202 
(z

0
+ H + S

0
x - y) + -

3

4

] dy 2 [ gAT 
= - S - - (z + H + 

dx o 02 o 
s.x - y) + 

g A2 3 

---5 
2 Q2 o 

gqA2s: 
+---

Q3 
(z

0
+ H + S

0
x - y) 

La derivada del primer factor puede ser escrita como 

...'.:.. [-~ l = ~ [- ~qQ: l + ~ 
dx g A dx ·- gA g A2 

(A.29) 

(A.30) 

(A.31) 

Luego de sustituir A.30 y A.31 en A.29, y agrupar términos se llega a la 
ecuación siguiente 

(z
0
+ H + S

0
x - y) + -=-4 ]] 

"' _ ~ f qS! _ 3qQT] 

dx l Q gA3 

q252
0 

q 52 3 q2 
(Z + H + S X - y) + 0 -7 o o Q- 2gA2 

(A.32) 

Sustituyendo las ecs A.21 y A.22 en la A.32, se llega a 

+ + ]] 
(A.32) 
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La derivada del primer término del numerador de la ec 2.35 es cero, la 

derivada del segundo término está expresada por la ec A. 10, y la ec A.32 es la 

derivada del tercer término. La derivada de su denominador está expresado por 

la ec A. 17. Considerando lo anterior, y luego de factorizar términos se tiene 

que 

¡::r[- :: ¡k -• ~'J] · 
+ dy [ ~ (~)2 

/i+k
2 

pl/3 _ ~ [n Q] 2 
p4/

3
T - 5qQT + qS=] + 

clx 3 c AI0/3 3 c Al3/3 gA3 Q 

+ 
2n2 QqPv 3 

C2AI0/3 

3 q2 
+ ---+ 

2 gA
2 

(A.33) 

La ec A.33 permite evaluar la derivada en el punto singular cuando se aplica 

la ec 2.35. Sus coeficientes corresponden con las expresiones 3.12, 3.13 y 

3. 14, que se presentan en el cap 3. 

d) Desarrollo de la ecucación que.j>ermlte aproximar el valor de la derivada 

en un punto critico 

La diferencia que existe entre las ecs 2. 13 y 3. 17, se debe sólamente al 

tercer término del numerador de la ec 2. 13. Visto asi, resulta sene! l lo 

desarrollar la ecuación válida en el punto critico. 

La derivada del numerador, al ser q = O en el extremo aguas abajo del tramo de 

canal con flujo espacialmente variado, es, a partir de la ec A. 10 

(A.34) 

Con la misma consideración respecto de q, a partir de la ec A. 17, se tiene que 

d 2 Q 3QT2 dy 
- (1 - F

2
) = - -- [ k Q - -- ] 

dx g A3 2A dx 

luego de reacomodar y considerar la definición de f 

d 

dx 

F2 [ 3T _ 2k ) dy 

A T dx 
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pero como F• 1 en el punto critico, se tiene que al aplicar la regla de 

L'Hoppital, con base en las ecs A.34 y A.35 

dy 

dx 

[ 
3T _ ~) dy 

A T dx 

Al simplificar y reacomodar se llega a 

dy 

dx 

-4-~-5T-2 [n º)2 [ ( p )113 2 [ p~]113) 
3 C A10 A13 

(A.36) 

(A.37) 

La ec A.37 permite aproximar el valor de la pendiente de la superficie llbre 
en el punto critico, y corresponde con la ec 3.19 del cap 3. 
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APENDICE B 

PROGRAMA PARA CALCULAR EL PERFIL DE FLUJO ESPACIALMENTE VARIAOO A 
GASTO CRECIENTE EN SECCION TRAPECIAL. LA ECUACION DINAMICA CONSI-

• DERADA DERIVA DEL PRINCIPIO DE CANTIDAD DE 1-0VIMIENTO, E INCLUYE 
' EL EFECTO DE LA VELOCIDAD CON QUE INGRESA EL GASTO LATERAL. 

gy 
dx 

2Qq qS 
s. - Sr - g¡i.:2 + gi- / 2g(Z +H+S x-y) 

o o 

1 - 11'2 

' EL METODO DE INTEGRACION NUMERICA APLICAOO ES EL DE RUNGE-KlTI"TA 
DE CUARTO ORDEN. 

LISTA DE VARIABLES: 

Plantl 
' Talud 

Zo 

' Cd 
• So 

Sop 
n 

' Lcalc 
Q 

' Lcanal 
' Ye 
' Delx 

G 
' Cman 

' Numimp 

DEFDBL A-Z 

Ancho de plantilla 
Talud 
Elevación de la cresta vertedora respecto al fondo del canal 
en x = O 
Coeficiente de descarga del vertedor 
Pendiente del fondo del canal en el tramo con FEV 
Penidente del fondo del canal en el tramo con FGV (x > Lcanal) 
Coeficiente de rugosidad de Manning 
Longitud de calculo del perfil 
Gasto total i.e. Q(x=Lcanal) 
Longitud total del canal 
Tirante en la sección de control 
Intervalo de cálculo : 
Aceleración de la gravedad 
Coeficiente de la ec de Manning (1 para S I y 1.49 para 
sistema inglés) 
Número que define a cada cuantos intervalos de cálculo 
se desea impresión 

DIM Profile(1000, 2) 
DECLARE SUB Ycritra (Ycrit) 
DECLARE SUB Carhid (Y) 
DECLARE SUB Fypsin (Y, Fyps) 
DECLARE SUB Fpsin (Yini, Xini, Qini) 
DECLARE SUB Fdydxfev (Yini, Qini, dydx) 
DECLARE SUB Perfi (Lcalc, Xini, Yini, Qini, dydx, Profile(J) 
DECLARE SUB CoefRK (Y, Ql, KK) 
CLS 
LOCATE 10, 1 
INPUT " Nombre del archivo de salida "; FsalS: PRINT 
OPEN "O", lU, FsalS 
PRINT " Sistema de Unidades 
PRINT " 1 para sistema internacional 
INPUT " 2 para sistema inglés "; Sisuni: PRI!IT 
PRINT : PRINT : PRINT 
IF Sisunl = 1 THEN 
G = 9.Bl 
Cman = 11 
ELSE 
G = 32. 185 
Cman = 1.49 
END IF 
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CLS 
LOCATE 5, 1 
PRINT "INGRESE LOS SIGUIENTES DATOS": PRINT PRINT 
INPIJI" " Ancho de plantl.lla 
INPIJI" " Talud 
INPIJI" " Casto total 

Plantl.:PRINT 
Talud: PRINT 
Q: PRINT 

PRINT " Elevacl.ón de la cresta del vertedor lateral sobre " 
INPIJI" " la plantilla del canal en x •O "; Zo: PRINT 
INPIJI" " Coefl.clente de descarga del vertedor lateral "; Cd: PRINT 
INPIJI" " Longl.tud de canal con flujo espacl.almente varl.ado ";Lcanal: PRINT 
INPIJI" " Pendl.ente del canal "; So: PRINT 
INPIJI" " Existe una cal.da en x = L ( s/n) "; Calda.$: PRINT 
IF Cal.daS = "n" OR Cal.da.$ = "N" THEN 
INPIJI" " Existe cambio de pendiente en x = L (sin) ";Cambl.o$:PRINT 
IF Cambios = "s" OR Cambios = "S" THEN 
INPIJI" " Pendiente del canal en x > L "; Sop: PRINT 
El.SE 
Sop - So 
END IF 
END IF 
INPIJI" " n de Mannl.ng "; n: PRINT 
PRINTll1," DATOS PRINT #1, : PRINT 111, 
PRINT 111, "Ancho de plant l.l la 
PRINT 111, "Talud 

"; PRINT 111, USINC " ###.11#11"; Plantl. 
##.ll#"; Talud 

#. ###1111"; So 
#11.1111"; Zo 

PRINT 111, "Pendiente 
PRINT 111, "Elevación de la cresta 
PRINT 111, "vertedora sobre la 
PRINT 111, "plantl lla del canal en 
PRINT #1, " x = O 
PRINT #1, "n de Mannlng 
PRINT 111, "Coef de slst. de unid. 
PRINT #1, "Coef de dese. del vert. 
PRINT #1, "Acel. de la gravedad 
PRINT 111, "Longitud del canal 
PRINT #1, "Casto total 
PRINT 111, : PRINT #1, 
qa • Q I Lcanal 
CALL Ycrltra(Ycrl.t) 

"; PRINT #1, USINC " 
"; PRINT #1, USINC " 
"; PRINT #1, USINC " 

1 ·.:. 

u;·-: 

"; 

PRINT #1, 
PRINT #1, 
PRINT #1, 
PRINT #1, 
PRINT #1, 
PRINT #1, 

USINC " #. #####"; n 
USINC " #. ##"; Cman 
USINC" ##.##"; Cd 
USINC " ##. ##"; C 
USINC" ###.##"; Lcanal 
USINC "#####. ####11"; Q 

PRINT 111, " RES U L T A DO S "; : PRINT #1, PRINT #1, 
PRINT 11, "El tirante critico en x = L es 11; 
PRINT 11, USINC "##1111.###11"; Ycrl.t 
CALL Fypsl.n(Ycrl.t, Fyps) 
PRINT 111, "El valor de la función válida en el punto singular es 
PRINTll, USINC"#llH.11111111"; Fyps 

"; 

IF Fyps < O THEN 
PRINT 11, "No existe punto singular en x < L 
CALL Carhl.d(Ycrl.t) 
Sf - (n. a. (Per110j) A (21 / 31) I Cman / (Ahld) A (51 / 3)) A 21 
PRINT 11, "La pendiente de fricción en x = L es "; 
PRINT 11, USINC " 11.11111"; Sf 
IF Caida.S • "s" OR CaldaS = "S" OR Sop > Sf THEN 
PRINT 11, "La sección de control consiste en un punto critico 
PRINT 11, "localizado en x = L " 
Ylnl 2 Ycrlt 
XI.ni. = Lcanal 
Qlnl. = a 
Lcalc = XI.ni.· 
Flagg = 1 
CALL CoefRK(Ycrl.t, Ql.nl., dydx) 
dydx • 20 • dydx 
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Flagg .. o 
PRINT 11, "La aproximación de dy/dx en el punto critico es "; 
PRINT 11, USING "1111.1111"; dydx 
Flagl • 1 
El.SE 
PRINT 11, "La sección de control se encuentra en x mayor que L; 
PRINT 11, "no es posible calcular el perfil con esta información. 
INPUT "Conoce el tirante en x = L (s/n) "; T!rin$ 
IF T!rinS = "n" OR "N" THEN STOP 
INPUT "Tirante en x = L "; Yini 
Xini = Lcanal 
Qini = Q 
Bande = 1 
END IF 
El.SE 
PRINT #1, "La sección de control consiste en un punto singular 
PRINT #1, "cuyas coordenadas son:" 
CALL Fpsin(Yini, X1n1, Qini) 
PRINT #1, IJSING "####.#### ,"; Xini; Yini 
CALL Fdydxfev(Yini, Qini, dydx) 
PRINT 11, "dy/dx es: "; 
PRINT #1, USING "####.#####"; dydx 
END IF 
'CALCULO DEL PERFIL CON REGIMEN SUBCRITICO 
INPUT " c5x para cálculo del perfil con régimen subcr1t leo "; Delx: PRINT 
INPUT " Número de intervalos para impresión "; Numimp 
Lcalc = Xini 
Signo = -11 
fluJoS = "SUBCRITICO" 
Dex = Delx 
CALL Perfi(Lcalc, Xini, Yini, Qini, dyd,e.; Profile()) 
PRINT 11, "c5x para cálculo del perfil con régimen subcr1tico "; 
PRINT #1, USING " ###.###"; Delx: PRINT #1, 
PRINT #l, "Número de intervalos para impresión "; 
PRINT #1, IJSING "####"; Numimp: PRINT #1, 
IF Flagl = 1 GOTO Final 
'CALCULO DEL PERFIL CON REGIMEN SUPERCRITICO 
Lcalc = Lcanal - Xini 
Signo = 1! 
flujo$ = "SUPERCRITICO" 
Delx = Dex 
CALL Perfi(Lcalc, Xini, Y1n1, Q1n1, dydx, Profile()) 
PRINT #1, "cSx para cálculo del perfil con rgimen supercr1t1co "; 
PRINT 11, USING " tltl#.#11#"; Delx: PRINT #1, : PRINT #1, 
Final: 
PRINT 11, " X Y ": PRINT #1, 
IF S1sun1 "' 1 THEN 
PRINT 111, " (a) (m) "; : PRINT 111, 
El.SE 
PRINT 11, " (ft) (ft) "; : PRINT 111, 
END IF 
FOR I = 1 TO Facsub + Facsup + 
IF I = Facsub + 1 THEN 
PRINT #1, " Secc de control" 
IF Flagl = 1 THEN 
PRINT 111, USING "###11. 111#11 ###ti#. 11##11 "; X1n1; Y1n1 
GOTO Control 
END IF 
END IF 
IF Profile(I, 2) O GOTO Control 
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ESTA HSlS 
SAi.rn OE lfi 

PRINT 11, USING "ttttt.t#tt 1##11.l##t "; Profile(I, 1); Profile(I, 2) 
Control: 
NEXT l 
CLS:END 
SUB Carhid (Y) 
SHARED Planti, Talud, Ahid, Permoj, Rhid, Asul, Thld 

'SUBPRCX;RAMA QUE CALCULA LAS CARACTERISTICAS HIDRAULICAS 
'PARA SECCION TRAPECIAL 
Ahid = (Planti + Talud • Y) • Y 
Permoj = Planti + 2! • Y• SQR(l! +Talud• Talud) 
Rhid • Ahid / Permoj 
Asul = Plantl + 2! • Talud • Y 
Thid = Ahid / Asul 

END SUB 

SUB CoefRK (Y, Q, KK) 

NO DEBE 
B!BL!OTEGA 

SHARED G, So, n, Cman, qa, Zo, Cd, Signo, Delx, Ahld, Permoj, Thld, Asul,Flagg 
'SUBRUTINA EN QUE SE CALCULAN LOS VALORES DE LOS COEFICENTES PARA 
'EL METOOO DE INTEGRACION DE RUNGE-KlJITA 
CALL Carhld(Y) 
Fraude• Q / (Ahld • SQRCG • Thld)) 
Sf = n • Q • (Permoj) • (2! I 3!) / Cman / Ahld • (S! / 3!) 
Sf = Sf • Sf 
Tfev = 21 • Q • qa / (G • Ahld • Ahld) 
Raiz = Zo + (qa / Cd) • (2! I 3!) 
Raiz = Raiz + So • Q I qa - Y 
Raiz = SQR(2 • G • Ralz) 
Tmol = qa • So • Raiz I G I Ahld ,_­
KK = So - Sf - Tfev + Tmol 
IF Flagg = 1 THEN EXIT SUB 
KK = KK / (1 - Fraude • Fraude) 
KK = Signo • Delx • KK 

END SUB 

SUB Fdydxfev (Y, Qlnl, dydx) 

SHARED Plantl, Talud, n, Cman, G, So, Lcanal, Zo, Cd, qa, Ahid, Permoj, Asul 
' SUBRUTINA QUE CALCULA LA APROXIMACION DE LA PENDIENTE DE LA 
' SUPERFICIE LIBRE DEL AGUA EN EL PUNTO SINGULAR 
CALL Carhid(Yl 
E= -2! • Qlnl • Q1n1 • (Talud - 1.5 • Asul • Asul / Ahld) 
E • E / G / Ahld • 3! 
Hl • (n • Qinl / Cman) • 2! / 31 
H2 • 81 • Hl • SQR(l +Talud • Talud) 
112 • H2 • (Per11aj / Ahid • 101) • (1! / 31 l 
H3 • 101 • Hl • (Permoj • 4! / Ahid • 13!) • (1! / 3! l • Asul 
H4 • H2 - H3 - 61 • qa • Qlni • Asul / G / Ahid • 3! 
Raiz • Zo + (qa / Cd) • (2! / 3!) 
Raiz = Ralz + So • SQR(G • Ahld • 3! / Asul) / qa - Y 
Ralz = SQR(2 • G • Ralz) 
M = H4 + qa • So / Ahid • (l! / Raiz + Asul • Ralz / G / Ahidl 
Nl = 21 • Qini • qa • (n / Cman) • 2! 
Nl • Nl • (Permoj • 4! / Ahld • 10! l • (1! I 3!) 
N2 • Nl + 2! • (qa / Ahld) • 2! / G - qa • So • So / Ralz / Ahld 
dydx = -H - SQR(H • H - 4! • E • N2l 
dydx • dydx / 21 / E 

END SUB 
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SUB Fpsin (Ordps, Absps, Qps) 
SHARED Plant1, Talud, Ahid, PermoJ, Rhid, Asul, Thid, qa, G, n, Cman, Za, Cd 

' SUBRIJl'UINA QUE CALCULA LAS COORDENADAS DEL PUNTO SINGULAR 

Alef: 

' EN CASO DE QUE SE PRESENTE FLWO MIXTO, l.e. CUANDO EXISTE 
' PUNTO SINGULAR EN x < Lcanal 
Toler s .000000001#: Imax = 250 
Vi = .001 

CALL Fyps1n(V1, Fy) 
Fdyl = qa • (21 • Talud • Ahid + Asul • Asul) 
Fdyl = Fdyl / SQR(G • (Ahid • Asul) • 31) 
Fdy2 • G • n • n / (3! • Cman • Cman • Rhid • (11 / 31 )) 
Fdy3 = 81 • SQR(l +Talud• Talud) / Asul 
Fdy3 z Fdy3 - 11 / Rhid - 61 • Talud • PermoJ / Asul / Asul 
Raiz = Za + (qa / Cd) • (2! / 31 l 
Ralz • Ralz + So • SQR(G • Ahid • 31 / Asul) / qa - Y1 
Ralz = SQR(2 • G • Ralz) 
Fdy4 = 31 • SQR(G • Ahld • Asul) / 2! 
Fdy4 = Fdy4 - Talud • SQR(G • (Ahld / Asul) • 3!) 
Fdy4 = (Fdy4 • G • So / qa - G) / Ralz 
Fdy4 = qa • So • (Fdy4 - Asul • Raiz / Ahid) / G / Ahid 
Fdy = Fdyl - Fdy2 • Fdy3 + Fdy4 
Vil = Vi - Fy / Fdy 
IF ABS(Yi - Vil) <= Toler GOTO Bet 
IF Cont = Imax GOTO Gimmel 
Yi = Vil 
GOTO Alef 

Gimmel: 

Bet: 

PRINT #1, "La mejor aproximación del tirante en el punto singular es:";Y 
PRINT #1, "Luego de "; Itmax; " Heraciones." 
PRINT #1, "El error absoluto es •r; ABS(Yil - Vil 
INPIJI' " Sigo (s/n)", sigoS 
IF sigoS = "N" OR sigoS = "n" THEN STOP 

Ordps = Vil 
CALL Carhid(Yill 
Qps = Ahid • SQR(G • Thid) 
Absps = Qps / qa 

END SUB 

SUB Fypsin (Y, Fyps) 
SHARED Plantl,Talud,Q,n,Cman, G, So, Lcanal, Ahld, Permoj, Asul, qa, Zo,Cd 

'SUBRIJl'INA QUE PERMITE CALCULAR EL VALOR DE LA FUNCION VALIDA 
'EN EL PUNTO SINGULAR 
CALL Carhld(Y) 
Ralz • Za + (qa / Cd) • (2! / 3! l 
Raiz • Ralz + So • SQR(G • Ahld • 3! / Asul) / qa - V 
Ralz • SQR(2 • G • Raiz) 
Fyps = n • PermoJ • (2! / 3!) / Cman 
Fyps = Fyps • Fyps 
Fyps = G / (Asul • Ahld • (l! / 3!)) • Fyps 
Fyps = So - Fyps - 2 • qa / SQR(G • Ahld • Asul) 
Fyps = Fyps + qa • So • Ralz / G / Ahld 

END SUB 
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SUB Perf1 (Lcalc, X1n1, Y1n1, Q1ni, dydx, Profile()) 

SHARED S1gno,fluJoS,Delx,NW111mp,qa,G,n,Cman, S1suni,Facsub,Facsup,Zo,Band 
'SUBRUTINA QUE CALCULA EL PERFIL 

uno: 

X• X1n1 
Y = Yini 
Ql "' Qini 
Factimp = CINT(Lcalc I (Numimp • Delxll 
IF Factimp = O THEN Factimp = 1 
Delx • Lcalc I (Num1mp • Factimp) 
flag .. o 
IF· Bande • 1 THEN flag = 1 
FOR 1 • 1 TO Fact1mp 
FOR J .. 1 TO Numimp 
IF 1 • 1 ANO flag O THEN 
K1 • Delx • Signo • dydx 
flag .. 1 
El.SE 
CALL CoefRK(Y, Ql, K1) 
END IF 
CALL CoefRK(Y + K1 I 21, Q1 +Signo• qa • Delx I 2!, K2) 
CALL CoefRK(Y + K2 I 2!, Q1 +Signo• qa • Delx I 2!, K3) 
CALL CoefRK(Y + K3, Ql + Signo • qa • Delx, K4) 
Y "' Y + (K1 + 21 • (K2 + K3) + K4l I 61 
X = X + S1gno • Delx 
Q1 = Q1 + S1gno • qa • Delx 
Lahog = Zo + .66 • (qa I Cd) ' (2! I 3!) +So.• X 
IF Y > Lahog THEN 
PRINT #1, "La descarga de gasto lateral deja de ser libre": PRINT #1, 
PRINT 111, "En x = "; 
PRINT 111, USING "###. ##"; X; 
PRINT #1, " pues y= "; : PRINT 111, USING "###.##"; Y 
PRINT #1, "Excede el limite de ahogamiento"; 
PRINT 111, USING "###.##"; Lahog :COTO uno 
END IF 
NEXT J 

IF flujo$ = "SUBCRITICO" THEN 
Facsub • Fact1mp 
Prof1le(Facsub + 1 - 1, 1) X 
Prof1le(Facsub + 1 - 1, 2) = Y 
El.SE 
Facsup "' Fact1mp 
IF 1 = 1 THEN 
Prof1le(Facsub + 1, 1) = Xin1 
Proflle(Facsub + 1, 2) = Yini 
END IF 
Proflle(Facsub + 1 + 1, 1) = X 
Proflle(Facsub + 1 + I, 2) = Y 
END IF 
IF Y > Lahog THEN EXIT SUB 
NEXT 1 
END SUB 
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SUB Ycritra (Y11) 

SHARED Plantl, Talud, G, Q, Ahid, Asul, Thid 

Alfa: 

Gama: 

Beta: 

' SUBPROGRAMA PARA CALCULAR EL TIRANTE CRITICO EN SECCION PRISHATICA 
' TRAPECIAL, MEDIANTE EL METODO DE NEWTON RAPHSON 
Toler • .000001: Itmax = 250 
IF Planti =O THEN Plant1 = .00001 
Yi • (Q • Q / (G • Planti • Planti)) • (11 / 31) 
IF Talud<> O THEN Yi = (-Planti + SQR(Planti • (Planti + 4 •Talud• Yl) 
IF Planti = .00001 THEN Planti =O 

Cont • Cont + 1 
CALL Carhid(Yi) 
Froude • Q / (Ahid • SQR(G • Thid)) 
Fyi • Froude - 11 
Dyi • Froude • (Talud/ Asul - 3! • Asul / (2! • Ahld)) 
Yll • Yi - Fyi / Dyi 
IF ABS(Yil - Yi) <= Toler GOTO Beta 
IF Cont = Itmax GOTO Gama 
Yi = Yil 
GOTO Alfa 

PRINT "La mejor aproximación del tirante critico es "; Yil 
PRINT "Luego de "; Itmax; " iteraciones" 
PRINT "El error absoluto es "; ABS(Yil - Yl) 
INPt.Tr "Sigo (s/n)", slgoS 
IF sigoS = "N" OR slgoS = "n" THEN STOP 

END SUB 
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