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CAPITULO | Introduccién

El estudio del estado de equilibrio, asi como las vibraciones
de un fluido confinado es un problema recurrente en la fisica.
Gotas, estrellas, nucleos etc. son ejemplos de sistemas que caen
dentro de esta categoria. Existe una gran cantidad de estudios
teéricos- sobre el tema, sin embargo, la informacién experimental
en cada caso es mas bien limitada.

El presente es un trabajo experimental en el que se estudian
las oscilaciones de pgotas de mercurio, la evolucién en el tiempo
de sus modos propios y la manera en que se amortigua su
movimiento. Con el fin de obtener gotas deformadas y poder
estudiarlas, se realizé un experimento en el que se hicieron
chocar dos gotas de la misma masa y con una velocidad de la misma
magnitud pero en direcciones opuestas. Eligiendo, de todas las
colisiones producidas, aquellas en las que se fusionaban las gotas
incidentes.

Esta tesis tuvo su origen en el interés por construir un
instrumento para ilustar algunas de las propiedades macroscopicas
comunmente asociadas a los estados vibracionales de los nitcleos
atomicos.

La tesis estd dividida en 6 capitulos. Luego de esta breve
introduccién, en el capitulo II se hace un resumen de los
conceptos relacionados con el modelo nuclear de la gota liquida,
en el capitulo lil se presentan los conceptos generales de la
mecanica de fluidos aplicables en la derivacién de la frecuencia
de Rayleigh, el capftulo IV describe el trabajo experimental que
se hizo, asi como el dispositivo que se construyé para medir esa
frecuencia de oscilacién en gotas de mercurio, en el capitulo V se
presentan los resultados experimentales y por udltimo (capitulo VI)

se dan unas breves conclusiones.



CAPITULO i  Gotas y nicleos

En este capitulo se presentan algunos de los
conceptos tedricos que existen en la fisica del
ndcleo en relacién a las vibraclones de un "fluido

nuclear”, modelo para el que es de mucho interés

un estudio macroscdpico de un sistema andlogo.

N

{I.A El modelo de la gota liquida para el nicleo atémico.

Las oscilaciones de una gota de fluido han sido un problema
clasico que fue estudiado desde hace tiempo por investigadores tan
notables como Kelvin y Rayleigh. Incluso en este siglo se han
desarrollado trabajos importantes a este respecto por personajes
no menos notables como S. Chandrasekhar en 1959' que estudié el
problema de wuna masa incompresible con su propio campo
gravitacional (autogravitaciéon) y con efectos viscosos; y mas
recientemente por S. Cohen, F. Plasil, W.L _Swiatecl.(i2 que
estudiaron las formas de equilibrio de masas liquidas cargadas o
con autogravedad.

En f{isica nuclear son importantes esos estudios porque se ha
demostrado que el nuicleo muestra un comportamiento similar al de
las gotas, lo que ha dado origen al llamado MODELO DE LA GOTA
L[QUID:\J. La aplicacién inmediata del modelo esta en la derivacién
de la formula semiempirica de la masa o férmula de Weizsacher'. En
dicha aplicacion del modelo, las interacciones coulombianas, los
efectos del principio de exclusidén de Pauli y otras interacciones
caracteristicas de un sistema nuclear se agregan a la férmula como
correcciones que no se hacen evidentes al considerar al nicleo
como una gota de fluido. De manera breve el modelo de la gota
liquida para un nucleo es el siguiente. Se considera que un nicleo
es un conjunto de particulas obligadas a mantenerse unidas por
fuerzas atractivas que actuan entre ellas. Un nucleén (protén o
neutrén) energético que se acerca a este ndcleo se ve acelerado
cuando se introduce en él debido a las fuerzas atractivas del

resto de los constituyentes nucleares. Eventualmente el nuclebn



incidente chocaréd con alguno de ellos, La direccién de movimiento
de cada nucledn en el nucleo se ve afectada en cada nueva
colisién. Cuando un nucledn se encuentra cerca de la orilla del
nicleo experimenta una interaccién hacia el interior de este
debida a la atraccién producida por el resto de los nucleones,
cambiando su direccidon drasticamente. De tal forma que las
velocidades de los nucleones dentro de un nucleo estan
distribuidas isotropicamente como resultado de los multiples
cambios' de direccién. Esta situacion pone a la “superficie del
nicleo” en un estado de esfuerzos similar a la tensién superficial

de una gota liquida macroscopica.

En esta tesis estudiaremos los modos vibracionales de una gota
liquida y su analogfa con el caso nuclear. Para esto es importante

analizar la dinamica de la deformacion de una gota.

Como se muestra en el apéndice (A-1) la velocidad v de

propagacién de una onda estd dada por

v =VB/p , (IL1)

donde B se conoce como el mddulo volumétrico (bulk modulus) y
tiene dimensiones de fuerza por unidad de &rea. El valor de B es
caracteristico de cada sustancia y, para un medio isotrépico, se
puede relacionar con el médulo de Young Y y con el coeficiente de

. [
Peoisson.

La deformacién de una gota, como funcién del dngulo 8 (&ngulo
azimutal de las coordenadas esféricas} y del &ngulo ecuatorial ¢,

puede ser descrita en base a sus modos propios, A,pn, de acuerdo a:

P, (cos @) H®, (1L.2)

re,¢) =a, + I ay Py

Ap

donde a, representa el radio equivalente, pu la proyeccion de A y
PA“ son los polinomios asociados de Legendre. Por ejemplo, una
gota cuya deformacién se parezca a la representada por la linea

continua de la figura II.1



(figura 11.1)

Las desvlaclones a partir de la forma esférica de las ondas
estacionarias sobre la superficie de una gota liquida son
proporclonales a los polinomlos asaciados de Legendre PAM.
Aquf 3¢ muestra una onda para la que H=0 y A=3. La figura
tiene sbimetr{a de rotactén al rededor del eje horlzontal que

pasa por su centro. La Ifnea segmentada representa !a forma

esférica de reposo,

estd descrita por la componente P:m. En este caso, la linea
discontinua representa la magnitud de la constante a.-

Por definicion de modo propio, el nimero de longitudes de onda
necesarios para abarcar todo el perimetro de la gota es igual a I,
donde ! es el grado de multipolaridad (el momento angular en el
caso de un sistema cudntico), asi que

2nta
0
A=, (11.3)
La frecuencia ul estda dada por la relacién usual entre frecuencia,

velocidad, y Iongitud de onda para una onda en un medio elastico

p o=, (1L 4)

donde v esta dada por (EL1).

Por otra parte se sabe que los nucleos poseen una densidad
interna que es aproximadamente uniforme y una superficie bien
definida. Debido a esa propiedad, a partir de las dos ultimas

ecuaciones se tiene el siguiente resultado aproximado



l
v = constantes— ., (11.5)
a

0

En un sistema lo suficientemente pequefio como para que los
efectos cudnticos scan apreciables, tales comoc una molécula o un
nucleo, las vibraciones estan cuantizadas, es decir, se dan en
unidades de energia de tamaho hvl. conocidas como fonones. Un
estado vibracional debe contener un nUmero entero de fonones para
cada l.v Algunos de los estados vibracionales de menor energia
tienen entonces energfa huz, Zhvz. 3hv2. hvg, hv:, + hvz, th. etc.
Si se hace un cdlculo preciso de v| se encuentra que, en el caso
nuclear, las energias relativas de esos estados son -’

aproximadamente como se muestra en el diagrama de la figura IL2.
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(figura I1.2)
Si el nucleo pudiéra conslderarse como una gota liquida,
T

este diagrama representa las energias de los estados vibra-

clonales que se esperarfan. Las agrupaciones que se mues-—-
tran son de acuerdo al nimero A con estados en los que va au-
mentando el numero de fonones en la misma columna vertical,
Los estados que se imuestran muy Jjuntos estan a la misma ener-

gla.

Se puede probar también que cada fonén de vibracién lleva un

momento angular L.

Desde luego que un nicleo no tiene todas las propiedades de



una gota liquida, el ntmero de nucleones en un nicleo es mucho
menor que el que se toma como hipétesis bdsica en el modelo del
medio continuo, y los orbitales de los nucleones estin sujetos a
muchas restricciones cuanticas como: energias y momentos angulares
cuantizados y el principio de exclusién de Pauli; por mencionar
s6lo algunos. Sin embargo existe la suficiente semejanza como para
esperar estados en el nicleo que correspondan al menos burdamente
a la descripcién clasica de la oscilacién de una gota.

A l'os estados de este tipo se les llama colectivos ya que
tienen su origen en el movimiento de muchos nucleones actuando
colectivamente para producir efectos que no serian producidos por
un sélo nucledn. Se sabe que el primer estado excitado de todos
los nucleos de capa esférica no cerrada par-par es estado
vibracional de 1 = 2.

En los trabajos teéricos de la fisica nuclear para una gran
variedad de sistemas de muchos cuerpos se han dado descripciones
del espectro de excitacién en términos de modos elementales de
vibracion, representando con ello las diferentes fluctuaciones
respecto al equilibrio. La manera en que se representan esas
fluctuaciones depende del sistema y pueden estar asociadas a
excitacion de particulas individuales o, como ya se menciond, a
vibraciones colectivas de: la densidad, la forma, o de algin otro
pardmetro que caracterice al sistema en equilibric. Ya se ha
indicado que también en el caso de sistemas moleculares el modelo
coelectivo se aplica, como por ejemplo, en el caso de los dtomos de
las moléculas de wuna estructura aproximadamente rigida; las
excitaciones internas de baja energia corresponden a los modos
normales de vibracion de esa estructura; esas vibraciones respecto
a la red de equilibrio, en el caso de un cuerpo macroscépico

solido, corresponden a las ondas eldsticas.

II.B El modelo de la gota liquida en las vibraciones del
nicleo

Aqui se explicard lo que se conoce como “nucleo de Bohr -
Wheeler”., El hecho de que se de la fisibn como un proceso
espontaneo o como una reaccién inducida por proyectiles de baja

energia es un indicativo de f{a poca estabilidad de los nicleos



pesados, inducida por la repulsién coulombiana de largo alcance
entre los protones. En un trabajo de N. Bohr y de J. A. Wheeler®
se¢ estudia esc comportamiento y se describen estados metaestables
en la forma del nucleo (saddle-point shapes). ... a esas formas
de equilibrio hacen referencia Cohen, Plasil y Swiatecki’.

En el trabajo de Bohr-Wheeler se consideran vibraciones de la
superficie respecto al equilibrio con simetria esférica. Cabe
mencionar que fueron N. Bohr y Kalckar en 1937° los que
introduj-eron el modelo de la gota liquida en el estudio de la
dinamica nuclear con el fin de poder entender el fuerte
acoplamiento en el movimiento de los nucleones individuales. Este
primer estudio hizo posible que los mismos Bohr y Wheeler en 1939°
pudieran dar una interpretacién de las caracteristicas basicas del
proceso de fisién. Otra aplicaciéon mas del modelo de la gota
liquida es el estudio de los grados de libertad asociados con el
movimiento de¢ neutrones con respecto a los protones que se
observan en el foto-efecto nuclear. En los puntos mdas generales el
modelo de la gota lfquida aplicado en las oscilaciones nucleares
es el siguiemev. Las vibraciones de la superficie de una gota
liquida se pueden describir con un conjuntc completo (base
ortonormal) de ndmeros aM, resultado de una expansion de dicha
superficie en armoénicos esféricos,

R(9,4) = Ro(l + )A: & Y;p(a,m} {11.6)
n

donde R0 es el radio de equilibrio y R(9,¢) es la distancia del
origen a la superficie. Se muestra en dicho estudio que el
hamiltoniano es
} 1
H-I ( AL N T ] (11.7)
"
en donde los C)\ son coeficientes relacionados con la fuerza
restauradora, los DA son coeficientes relacionados con la masa y
ambos parametros dependen del liquido que se considere y donde los

coeficientes n son los momentos conjugados de las coordenadas

Ap
generalizadas akll dados por la relacién canénica
a
LY (T-uU). aL8)
da.
Ap

Con ese hamiltoniano se da lugar a las siguientes ecuaciones de



movimiento

4.1. +wla, =0 w, = [—CA)I/Z (11.9)

Ap ATAp ! A DA '
de modo que con esa aproximacion se encuentra que las coordenadas
a}\“ realizan oscilaciones arménicas de frecuencia wy-

En todo lo que considera el mencionado estudio hasta este
punto se supone que las amplitudes de oscilaciéon son pequefias, es
decir, IF‘ApI « 1. En el estudio de mayores deformaciones de Ia
superficie, es necesario incluir en el hamiltoniano términos de

potencias mayores de o , y ellas dan como resultado vibraciones

A
anarménicas y acoplam{::nto entre modos de diferentes dérdenes
multipolares.

En el mismo trabajo de Bohr y Wheeler® se estudia la energia
potencial para grandes deformaciones en funcion del proceso de
fision. Eso tiene como justificacién que una gota eléctricamente
cargada que bien podria ser estable frente a oscilaciones de
pequefia amplitud deje de serlo para deformaciones suficientemente
grandes. De hecho, como resultado de la repulsién coulombiana,
eventualmente la energia debe disminuir como funcion de la
deformacién conforme el sistema se va acercando a la division en
dos gotas. La manera en que se estudia la energia potencial
U(ahp), en situaciones de deformacién, es expresdndola en términos
de wuna funcion adimensional que depende del cociente entre las
energias coulombiana y de superficie, esa razon es proporcional a
la cantidad Zz/z\, (Z numero de protones y A numero de nucleones),

que se conoce como el parametro de fisionabilidad (fissility

parameter)

Z°, 2% z .
x =~—[~———] ~ 0.0205— , (11.10)
A A Zerit A

en donde (Zz/f\)cru es el valor de Z/A para el cual la forma
esférica se torna inestable con respecto a las deformaciones
cuadrupolares. Para valores de x cercanos a la unidad, la forma de
silla de montar (saddle-piont shape) y la barrera de fisién se
pueden obtener por expansién de la energia potencial hasta el

tercer orden en las variables de deformacién., Se ha estudiado



ampliamente la funcion de energfa potencial por distintos métodos,
entre ellos, como se dijo, el de la referencia de Cohen, Plasil y
Swiateckiz. Para valores arbitrarios de x con grandes calculos
numéricos por computadora, en la figura II.3 se muestran las
barreras de [fision y las formas de silla de montar obtenidas en
dichos cdlculos, en dicha figura la cantidad €(x) es }a barrera de
fision en unidades de la energia de superficie para la forma

esférica,

0.10 |
DoB | 2 A\
@ [ E,-erR,.V{I(x):GSO(—Z—:’—B—) Eix)Mev
x: 00205 Z/p
606 |
004
002 i

04 [X3 X 1.0

(figura 11.3-a)
Formas de sllla de montar y energfas de fislén
para una gota liquida cargada.
En la parte (a) de la figura se muestra un slstema sin momento
angular, la forma que adopta el sistema y la energia de deforma-
macidn E_en la configuracién de "sllla de montar” para la fi-

6
sl6n a distintos valores del parimetro de fisionabllidad x.
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(figura 11.3-b)

En la parte (b) de la flgura se da la barrera de fislén

para distintos valores del pardmetro "y”, para gotas LI-

quidas en rotaclén; los nimeros de las distintas curvas dan
el valor del pardmetro "'y", el cual es una medida del mo --

mento angular. Las curvas terminan en el lugar de inestabili--
dad de la forma de silla de montar con respecto A  las de-
formactones de paridad impar (modo de asimetria en la masa), La

curva punteada representa ¢t limite de lnestabilidad res -
pecto a la formna de equilibrio oblato de glmetria axial; des-

pues de esa curva, el equllibrio tlene forma trlaxlal .

10



CAPITULO Il VYibraciones de un medio continuo

En este capitulo se presentan los conceplos
tedricos que existen sobre las vibraciones de un
fluido en base a las leyes clédsicas del movimiento
y a las leyes del comportamiento de los fluidos

que de ellas se derivan.

IIILA La ecuacién de continuidad,
En el estudio del comportamiento de un fluido se hacen en
general las siguientes consideraciones bdsicas:

i) Los fendmenos que se estudian en un fluido son
macroscopicos por lo que un fluido se considera como
un medio continuo.

ii) Al hablar de un elemento diferencial de volumen en
un fluido se considera que es lo suficientemente
grande como para contener un ndmero muy grande de
moléculas, aunque muy pequefio comparado con el
volumen del cuerpo que se estudie . Es decir,
.el tamafio del elemento diferencial de volumen,
relativo a la distancia entre las moléculas es
grande,

Para un estudio cuantitativo de la vibracion de wuna gota
es necesario entender la dindmica del fluido. Siguiendo a Landau y
Lifshitzs. la descripcidon matemdtica del estado de un fluido en
movimiento se hace por medio de funciones que dan la distribucion
de velocidad del fluido U = 3(x,y,z.t) y de cualesquiera dos
cantidades termodinamicas del mismo; por ejemplo la presion
plx,y,2,t) y la densidad p(x,y,z,t). Como bien se sabe, todas las
cantidades termodindmicas estdn determinadas por los valores de
cualesquiera dos de ellas, junto con la ecuacién de estado; asi
que si se proporcionan cinco cantidades, por ejemplo las tres
componentes de la velocidad V). la presiéon p y la densidad p, el
estado termodinamico del fluido en movimiento esta determinado

completamente.

1



La vorticidad de un fluido se define como & = ¥ x 4. Si hay un
flujo estacionario para el cual la vorticidad & = O en TODO el
espacio que comprende al fluide se le llama a dicho flujo, FLUIJO
POTENCIAL o FLUJO IRROTACIONAL. Fisicamente eso implica una

velocidad de circulacién igual a O ya que por el teorema de Stokes

0=¢9x10d3d = | Q:dl (1L

. 3
y como todo campo vectorial cuyo rotacional es cero en todo el

espacio, la velocidad en el caso de flujo potencial puede
expresarse como el gradiente de alguna funcion escalar, A esa

funcibn escalar se le llama el potencial de velocidad y se le

representa por ¢,
1= 0. (111.2)

En la gran mayoria de los casos de flujo de los liquidos se
puede suponer invariable su densidad, es decir, constante a lo
largo del volumen del fluido y durante su movimiente. En otras
palabras, no existe compresiéon o expansiéon apreciabie del fluido.
Se habla entonces de un flujo incomgresibles.

Una vez establecidas las hipotesis basicas de caracter general
se procede a deducir las ecuaciones que gobiernan el
comportamiente clasico de un fluido.

Lo primero es obtener la llamada Ecuacion de continuidad, que

es una ecuacion de caracter conservativo. Para lo cual se supone
que se tiene un fluido de densidad p y velocidad 3, en donde p y 3
son funciones de la posicién ? y del tiempo t. Si se sigue a un
pequefio elemento de fluido de volumen 8V y de masa &m = pSV en su
movimiento, ¢l principio de conservacién de la masa plantea que

dém dp dav .
—= = ¥V +p— =0 (I11.3)
dt dt dt

donde drdt representa diferenciacion siguiendo al elemento de

volumen. Nuevamente, debido a la conservacién de la masa, la razén

de cambio de 8V debe igualarse al flujo de 2 hacia afuera de la
superficie 85 que encierra a &8V. Por definicién de divergencia y

por el teorema de la divergencia

dav R _
— = | 3.0ds = v.-38V (111.4)



en donde § es un vector unitario normal que apunta hacia afuera
asociado al elemento de superficie 8S. Al sustituir la relacién de
la ecvacién (111.4) en la ecuacién (1II.3) se obtiene otra forma
del principio de conservacién de la masa

dp
— 4 pved = 0 (111,5)
dt

que se conoce como ECUACION DE CONTINUIDAD. Para el caso

particular de que dp/dt = O se tiene que Vi =0alo que se le
llama un fluido incompresible.

Las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de un fluido
son particularmente sencillas para un flujo potencial de un fluido
incompresible, si para este se consideran las relaciones Ve =0 y
3 =ve sustituyendo la primera en la segunda resulta

7-9¢ = ¥%¢ = 0, (111.6)

Un resultado del calculo diferencial de muchas variables es
que para una funcién cualquiera ('(T?.t) el cambio a primer orden en
f debido a un cambio de tiempo dt y a un cambio de posicién a7 =

Jdt es

af ’
df = f(+ddt,tedt) - £(2,t) = o-9fdt + rat a7
ésto permite escribir al operador d/dt como
d a >
— = == 4 y+V (111.8)
dt at

si se usa la forma anterior de d/dt se puede escribir la ecuacién

de continuidad con derivacion parcial en t (8/8t):

ap 5
— + 7 « (pu} =0 (111.9)
at

III.LB La ecuacién de Navier-Stokes.

Considérese un fluido, y en este un volumen interior V
encerrado por una superficie S. Dicho velumen puede acelerarse por
alguna fuerza neta externa y por fuerzas de superficie ejercidas
sobre S debidas al fluido externo que rodea a V. Con [ se

representara la fuerza externa por unidad de masa que actua sobre



5
A . e

un elemento de volumen dV y con T{n) el esfuerzo de superficie que
- A

actua sobre el elemento de superficie dS con n siendo como antes.

Por la segunda ley de Newton, la ecuacién de movimiento del fluido

es

d >
— |paav = | pfav + | TRas . (111,10
dt

Con’ el fin de hacer mas facil el manejo de la ecuacidon de
movimiento se escribe en forma tensorial como

d
— lpudv = |prdv + |T(R) ds (L1
dt 3 1 1

donde los {ndices 1,) puden valer 1,2,3; para representar las
componentes de los vectores y tensores de 2° rango a lo largo de
los ejes x,y,z respectivamente. Como se indicé en el capftulo Il
axiste una magnitud geométrica que se explota exaustivamente en el
estudio de un volumen de fluldo que estd expuesto a una
deformacion arbitraria, el radio equivalente. Sea & una dimensién
caracteristica del volumen V, esto es, una longitud que es
proporcional al radio equivalente, entonces V Ej y S « liz.
Por tanto si se hace £ —» O mientras que se conserva la forma del
volumen, es decir se realiza una homotecia sobre el volumen V, la

ecuacion {lil.11) se reduce a la condicién de eguilibrio local
1
tim =, TN ds| = o. (L1.12)
t—o | 2 !

Si la ecuacion (lI1.12) se aplica a un pequefio tetraedro cuya cara
inclinada tiene una normal unitaria n y con sus otras caras
paralelas a los planos coordenados, se encuentra facilmente que
'1"(11\)l = TlJnJ , ver apéndice (A-2) ecuacién (A2.6), donde TIJ es
el esfuerzo en la direccién X, que actua sobre un elemento de
superficie cuya normal estd en la direccién xJ. en la ecuacién
anterior se ha empleado la convencién usual de suma sobre indices

repetidos. Como T('r‘i)l y nJ son vectores, Jas cantidades TU son
—
las componentes de un tensor de segundo rango T al que se llama

tensor de esfuerzos y describe completamente los esfuerzos en un
fluido.
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Es posible demostrar que T es shmétrico, es decir, le = TU.

Esto es una consecuencia inmediata de la aplicacién de la
condicién de que debe haber un torque neto CERO sobre un pequefio
cubo de fluido cuyas caras son paralelas a los planos coordenados,
ver el apéndice A-2 ecuacidén (A2.10).

El efecto de la presion p(?,t) en el fluido es el de
contribuir a un esfuerzo normal hacia adentro (esfuerzo de
compresion} sobre cualquier elemento de superficie. De lo que se

deduce que T” puede escribirse como

Tl.l = -p‘SLl + T;J (111.13)

donde GU es igual a 1 si 1=) e igual a O en caso contrario, y
donde l;; incluye las contribuciones al esfuerzo debidas a la
viscosidad del fluido. Para fluidos ordinarios (fluidos
Newtonianos), de los cuales el aire y el agua son ejemplos, el
esfuerzo viscoso es proporcional a la cantidad de movimiento
relativo que tiene lugar cerca del punto de interés. Entonces, al
menos para pequefios gradientes de velocidad, T;; debe ser una

funcion lineal de las derivadas 6v‘/6xj. Si se le impone a T;l la

condicién de que sea simétrico y que '1;:| = 0 para rotaciones puras

se llega a que

Eiul du
T = n[ — - ] (111.14)
) axJ axi

para un fluido incompresible. El factor 3 se llama la viscosidad
dindmica y es funcién de la presion y la temperatura, En general,
py T y por lo tanto » no son constantes a lo largo de todo el
fluido. Sin embargo, en la mayoria de los casos los coeficientes
de viscosidad no cambian apreciablemente en el fluido y pueden ser
considerados CONSTANTES.

Sustituyende (A2.5) en (IlL.11) y usando el teorema de la
divergencia para transformar la integral de superficie a una

integral de volumen, resulta

d aT,
—|pudv = P, + —Y |gv (11.15)
dt a x‘|

De hecho, si se utiliza el principio de conservaciéon de la masa en
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la forma dém/dt = 0 se puede escribir

d duI
—_ ul(pdV) = — (pdV) (1il.16)
dt dt

Al sustituir el resultado anterior en la ecuacion (IiL.15) y

tomando en cuenta la arbitrariedad del volumen V se obtiene

duI 3 TI
p— = pf + — (1117
dt a x'l
que escrita en forma vectorial es
_)
8 4. Vp Y
+ VY = - — Vo (111.18)
at p

y se le llama la ECUACION DE NAVIER-STOKES. En ella v = #/p es la
viscosidad cinemdtica y se ha supuesto que el fluido es

incompresible.

lII.C Oscilaciones de una gota.

De acuerdo a Landau y Lifshitzﬂ, un caso de flujo potencial
ocurre para pequefias oscilaciones de un cuerpo inmerso dentro de
un fluide. Es féacil probar que, si la amplitud a de las
oscilaciones es pequefta comparada con la dimension lineal ¢ del
cuerpo (a « &), el flujo que pasa junto al cuerpo serda flujo
potencial. Para brobar ésto se estimard el orden de magnitud de

los distintos términos de la ecuacion de Euler
adsat + (W3 = -Ypsp. (111.19)

La velocidad U cambia notablemente (en una cantidad del mismo
orden que la velocidad V del cuerpo oscilante) sobre una distancia
del orden de la dimensiéon & del cuerpo. Asi{ que las derivadas de 2
con respecto a las coordenadas son del orden de v/¢. El orden de
magnitud de 3 misma (a distancias muy pequeiias del cuerpo) se
determina por la magnitud de V. De modo que @l ¥ La
derivada @ 3/6 t es del orden de wv = (p/p)v, donde w es la
frecuencia de las oscilaciones. Ya que w = v/a, se tiene que aﬁ’/at

= v’/a. Ahora se sigue de la desigualdad a « ¢ que el término
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@ -« 0 es pequeiio comparado con 4 8 t y puede despreciarse,

as{ que la ecuacién de movimiento del fluido resulta au/dt= -V,

Tomando el rotacional de ambos lados, se obtiene 6Vxﬁ) /8t =0, de
modo que Uxu = constante. En el movimiento oscilatorio, sin
embargo, el promedio en el tiempo de la velocidad es cero,
entonces Vxﬁ) = constante implica que an = 0. Por lo tanto el
movimiento de un fluido que ejecuta pequefias oscilaciones es FLUJO

POTENCIAL a primera aproximacién,

Antes de pasar a considerar las oscilaciones de una gota en
mas detalle se demostrard que el drea de una superficie r = r(0,¢)

dada en coordenadas esféricas es:
21 W

s ar 2 i ar yzq1v/2
s - H[ (E) == Z)]7 et aoun
ae sen®(@) ag

0’ o
(111.20)

Como se demuestra en el apéndice (A-3) si para un punto de

coordenadas cartesianas (x,y,z), con vector de posicién
B A A A
r{u,v) = x(u,v)1 + ylu,v)j + z(u,v)x - (11.21)

en una superficie £, existen tres funciones uniformes y con
derivadas continuas:

x= x{(u,v}, y= yluv), z= zluv); (111,22}
de manera que la correspondencia entre (x,y,z) y (u,v) sea
biunivoca, entonces dS= [F)“ x ?v|dudv es aproximadamente igual al
area de una pequefia regién de cuatro lados curvos cuyas fronteras

son las curvas u = u, u = uo + duy, v = vo. v = v0 + dv sobre £

o
por lo que el area de la superficie £ esta dada por
> -
S = |ru x rvldudv (111.23)
donde i
5 aw 8% A ay A az A
r = — = — | + — ] + — g, (111.24)
" 8 u au du du
Y
ar ax A 3y A 8z A
y r = - = b | + | + - k; ““25)
N av av av av
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LD
es decir, Ty es un vector tangente a una curva de v constanie y

. -
andlogamente r . Ahora se pueden calcular los vectores tangentes
v

- I : .
r, Yy r, para el caso de coordenadas esféricas. En tal caso las

funciones de %, de y, y de z son

x = r sen(B)cos(¢), y = r sen(8)sen(¢), z = r cos{¢) (111.26)

_)
y el vector de posicién es r = r(e.qb)'ér entonces
> A
5 ar ar de ar A A
Fg= — = % +r — = — & +r e (111.27)
80 a ae 80 *
y
? A
> ar - ar de ar A A
r¢= — = —€ +r— = —8 +r sen(91e¢ {111.28)
ag ap © a¢ ap
y por lo tanto
- - ar, or, 2 A
|*, x ¢ | = |-r sen(8)—€_ - r—e, + r'sen(6)e |. (111.29)
2] ¢ 2] ¢ r
30 ag
Entonces,
- 5 2 ar (2 1 ar y2q1/2
|r6xr¢| =rsen(0)[r + ('—] +-——“2—-—'["“]]
a8 sen"(8)\ 8¢

(111.30)

con lo que queda demostrado lo que se afirmo
2n

ar y2 i ar y2y1/2
S - H[m[—} e 2] r st aous
Js a8 sen?(a) ! ag

(N1.31)
Ahora es posible estudiar las oscilaciones de una gota ESFERICA
LIGERAMENTE deformada suponiendo que r = a0+§ con € « a  en
donde a, representa el radio equivalente de la gota. Con esa

hipotesis se puede hacer uso de la aproximacién a primer orden de

vV x+th 2 v x + h/2V x , tomando a x como r? y a h como



{ (arrge) + (ar/anp)z/senzlo) ) ¥ S queda como

2
1

ST [ H(ao+g)2 * i[[ Zz ]2 * —;n—z(_l;( ':‘Z )2]]sen(e) dedg.

0 0

(111.32)

Entonces la variacion de S debida a una variacion 8& es
2m

9€ 3(358) 1 3E 8(8€)
5§ = | ||2ta sg108 + — o —_— sen(8) dedy
de a8 sen’(0) 89 a¢

0° 0

2n n

18 a€ 1 8%
= J J. 2(a0+€) - ‘—'[sen(e)—) ~ ~————— — | 3£ sen(0) dod¢
ol o sen(e) do a6 senz(e) a¢>2

{I11.33)
que se obtuvo integrando el segundo y tercer término de la
pendltima  integral por partes con respecto a €6 y ¢
respectivamente., Una forma independiente de expresar la variacion

385 es a partir de las ecuaciones (10-78 y 10-79 de Pruppacherq)

J J(pe— P, l‘ 1 1
&S = |8dS = -|— 8§ dS = [""" + ""‘]66 ds, (111.34)
o R] R2

esta integral se calcula sobre la superficie cerrada. Ln
coordenadas esféricas, dS = r sen(8)dod¢ = ao(ao+2t'-;)sen(0)ded<p a
primer orden en £ por lo tanto al comparar las dos expresiones
independientes de 8S se llega a la ecuacion
112251[1325153 ag
—tm e e e Y, —[ }}

= 2 2 2 2 sen(@)—
Rl Rz a, a, agsen (o) 3¢ sen{0) d0 ae

(1H.35)
En el caso de que se tenga un flujo potencial de pequefia amplitud
la ecuacién de Navier-Stokes se reduce a du/dt = - Vp/p, y por

definicién de flujo potencial 3= V%, de modo que
p

a a8 vp a - Vp >
= —V ¢ = - —, entonces 9~ ¢ |edl = -}=—edl

at at Ie] at P

P
e

(111.36)
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y dado que los integrandos son campos gradientes, las integrales

no dependen de las trayectorias, sélo de los puntos extremos por

lo tanto en términos del potencial de vslocidades se reduce a

a¢
p——+p=p , (111.37)
at ¢
en donde p, es ta presion externa constante (y los efectos de la

gravedad fueron ignorados). Por las ecuaciones (Pruppacfler9 10-80

A.10-33 y A.10-34) la condicién de frontera en r = a, para ¢ es

b 2 26 1 1 % 1 a 3€
p— + o|~ - - f— =y — —[sen(e)—] = 0,

%o al nz sen®(0) 6¢2 sen(0) 88 80

0
(111.38)

en la que se puede eliminar la presencia de € si se deriva con

respecto al tiempo notando que 4£/9t = u = 8¢/8r y evaluando en

r=a
% o (o0 @ 1 8% 1 @ as
i 2=+ — 3 —, t —-[sen[el—] = 0.
at " dr  drisen”(8) 3¢ sen(8) a8 ae

(111.239)
Si se desea una solucién en la forma de una onda estacionaria
entonces ¢ = elwlw. en la que ¢ debe cumplir la restriccién Vzt/l =
0, pues por definicion de flujo potencial y de [fluido
incompresible V%% = O de manera que en coordenadas esféricas el
potencial de velocidad es de la forma

b= Ae‘“"r'P’;‘(cos(e))e“"‘b, (111.40)

en el que P"(cos(0)) son las funciones asociadas de Legendre. O

twt |

bien, ¢ = Ae r‘Ym“ Calculando directamente todas las derivadas

parciales que aparecen en 111.39 sobre ®, se llega a los

siguientes resultados

_— = —wzd?

— = (111.41)
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ae it la Ylm
— = Ag P
ap® ag?
a a0 a ay
—[sen(e)—] = Ae“"‘r’——[sen(e)——‘"‘] (111.41)
e 90 a0 ae

sustituyendo todas Jas relaciones de la ecuacién IIL.41 en la

ecuacion 111,39 se obtine la siguiente ecuacién

, o1 e ofae'r!a’y  ae''r'a aY
pWe - 2T 4 T ™4 ———-—'—'[sen(ﬂ)— m] =0,
sl T dr{sen”(8) 8¢ sen(8) a8 80
(111.42)
en la que se deben calcular las derivadas parciales respecto a r,
al hacerlo resulta
. o (210 aae'ty! 1 8%y 18 oy,
-pw'd - It e e —zlm + —[sen(a)— '"] =0
aglr r sen~(0) a¢ sen(8) 80 a0
(111.43)
Ahora debe recordarse que Ylm = P"l'(cos(e)')elmﬂb son las
elgen-soluciones del problema
2
1 a 3YI i a Yl
-—[sen(o)-— ’“] e, ™oy H+DY = 0, (I1L.44)
sen(0) a0 ae sen”(8) ag m

de lo que se deduce que

2 —_
pw P 2

a
0

que al cancelar ¢ queda como

o (218 lAelmr‘
— - (1(i+1)Y )] =0, (111.45)
Im
r r

o 1
-po’ - = = (2 -6+ ) = 0. (111.46)
a_ T
0
Para la cual, al ser evaluada en r = a, v tomando en cuenta que
~(-0D0+2) = 2 - 1{1+l) se llega al resultado de que existe un
conjunto discreto de frecuencias angulares permitidas dadas por la

relacion
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1{i=-1)(1+2)0

W= T (111.47)

pa
De acuerdo a Lanc(l,au y Lifshitz® esta férmula da las
eigen-frecuencias de las oscilaciones capilares de un GOTA
ESFERICA. Puede verse que solo dependen de ¢ y no de m. Sin
embargo, a una ¢ dada, le corresponden 2¢+1 funciones diferentes
(¢), {m.= O, #i, %2,...,x8). Asi que a cada una de las frecuencias
w, le corresponden 28+l oscilaciones diferentes. A las
oscilaciones independientes que tienen la misma frecuencia se les
dice que son degeneradas; en este caso se tiene una mualtiple
degeneracion de 28+l veces., Asf, los modos asimétricos tienen las
mismas {recuencias que los modos de simetria axial para la misma
m.

La expresion I[I11.47 para w, se conoce coo la frecuencia de
Rayleigh, y es una de la predicciones que se intentara probrar en
el capitulo V.

Por el tipo de la solucién para el potencial de velocidad ¢,
se puede ver que la forma de la gota para oscilaciones de simetria
axial se puede describir por una expresion de la forma

r=a + ¥ alcos(wlt)Pl(cos(O)). (111.48)
1
Respecto de las oscilaciones de una gota, los términos en 1=0

y 1=l quedan eliminados por los siguientes argumentos. Si se toma
1 = 0 corresponde a oscilaciones radiales, las cuales estan
prohibidas por la condicion de jncompresibilidad (en el caso du
gotas que oscilen libremente en tres dimensiones), si se toma 1 =
1 corresponde a movimiento de traslacion de la gota como un todo;
por lo tanto el modo fundamental de oscilacién de la gota se da
conl =2,

Ante la evidencia experimental que se logré (capitulo V), se
desarrollé un sencillo modelo geométrico de la deformaciéon de una
gota en las circunstancias del ~experimento realizado intentando
con ello dar una explicacion, al menos cualitativa, de las
diferencias encontradas con la teoria. El modelo geométrico
consiste en tomar en cuenta que la gota en equilibrio, no posee
una forma esférica por encontrarse posada sobre una superficie y

bajo la influencia de la gravedad. En estas circunstancias, su
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forma es mas parecida a un elipsoide de revolucion tal que su eje
de rotacién es perpendicular a la superficie en que se apoya; su
seccidén vertical es la de una elipse con semi eje mayor horizontal
y semi eje menor a lo largo del eje z y con seccién horizontal

circular. El radig de dicha seccién circular maxima se toma como

el radio equivalente a Con ese modelo de la gota en reposo las
coordenadas mds adecuadas son las CILINDRICAS. En esta nueva
geometria se pueden hacer los cdlculos correspondientes a los que
se hicieran en coordenadas esféricas para deducir la frecuencia de
Rayleigh W dada por la ec. Il1.47. Esa nueva frecuencia, que se

deduce en el apéndice (A-4), tiene la forma:

2 ne 2 2.2
s o=r— (e m® - K, (111.49)
a P

Una cosa importante de destacar al comparar 1I1.47 con 111.49
es que en la primera w, solo es fupcion del orden del polinomio I,
mientras que la frecuencia que se obtiene del caso cilindrico
depende de las constantes de separacion m y k que se definen en el
Apéndice 4. Como se verda en el capitulo V, esta ecuacion se
aproxima mas al resultado experimental.

Volviendo al caso de gotas "casi” esféricas la teoria predice
algo mds; y se trata de la manera en que se amortigua la gota. Las
oscilaciones de una pota decaen en el tiempo obedeciendo a los
efectos de la viscosidad, y para una viscosidad cinematica pequena
(v) las frecuencias (w’) no se ven afectadas, pero las amplitudes
decaen exponencialmente con una constante de tiempo caracteristico
para cada 1 dada porlo

2

a
0

'l‘l =, (111.50)
(1=-1)(21+1)v
Sin embargo tal tiempo caracteristico, como lo demuestra A.

Prosperettim se cumple rigurosamente solo para pequefios tiempos;
para grandes tiempos, la vorticidad generada en la superficie de
la gota se difunde a su interior dando como efecto un incremento
en el amortiguamiento. lLamentablemente no existe una prediccion

tedrica para este ultimo caso.
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CAPITULO |V El experimento

En este capitulo se describe el dispositivo
experimental, su funcionamiento y el procedimiento
que se llevé a cabo para oblener la serie de

resultados que se mostrardn mds adelante.

IV.A El dispositivo experimental.

El experimento consistid en producir gotas altamente
deformadus a partir de colisiones entre gotas de incrcurio que se
deslizan sobre una superficie de vidrio.

El  punto nds importante a destacar del dispositivo
experimental es la superficle rugosa sobre la que se moviéron las
gotas de mercurio. Como es demostrado en el articulo "The mebility
of mercury draps on rough glass surfaces,” de Arturo Menchaca
Rocha'! existe una superficie de vidrio con la rugosidad optima
que permite el mayor alcance de las gotas que se dejan desplazar
sobre ella para una energia inicial dada. De modo que eligiendo
dicha superficie de vidrio se logra una situacién muy adectuada
para estudiar su evolucion en el tiempo. Aunado a esto existe la
comprobacion experimental de que la interacciéon vidrio-gota s
despreciable frente a la interaccion gota—gotalz.

El siguiente punto es la estructura sobre la que se sustenta
la superficie de vidrio (figura IV.1). Se trata de una base de
acerc angular con los soportes necesarios para cargar la tabla de
madera que soporta al vidrio, Esta base posee un orificio central
para jluminar la escena desde |a parte inferior.

Sobre dicho espacio central se monta un pequefio marco, también
de madera, el cual cuenta con unas calzas de lamina para soportar
los tornillos de nivel; es decir, en el perimetro del marco de
madera hay tres perforaciones por las que pasan tres tornillos y
que descansan en las menclonadas calzas. Esos tres tornillos
permiten nivelar la superficie rugosa, evitando con esto posibles
aceleraciones debidas al campo gravitacional terrestre y haciendo

mas "aislada” la interaccién gota-gota de su entorno. Ademas de
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soportes, a dlstintas alturas,

para la tabla con orificlo.

cotas en centimetros

soporte de Ja cidmara

segundo soporte de la cémara que

permlte acercar su lente a 3 cms.

del vidrio rugoso

(figura IV.1 ~ a)

Estructura de acero
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cotas en centimetros

tabla de madera con oriflclo en el centro

perforaclén para sujotar jas rampas

torntllos de nivel

tornillo de nivel /

marce superlor (de los tres que componen ei arreglo) para usarse

de base del vidrle rugeso

(figura IV.l - b}
En la primera flgura de esta pagina se muestra la tabla de
madera que se apoya en la parte Inferior de la estructura de
acero. En la segunda flgura se muestra la tabla y el marco que

apoyan a la supeflcle de vidrie rugoso.
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calzas de lémina para nlvelar los tornillos del marco superior

marco  Intermecdio  que  sirve para descanso  del  marco superior, en

este marco se encuentran las calzas.

-

marce Inferlor, que envuelve a todo el arreglo

(figura IV.1 - ¢)
En la prlmera flgura de esta pagina se muestra el marco que
contlene las calzas para nlvelar el vidrlo que se apoya en la
tabla representada en la flgura anterior (figura 1V.l - b). Y
en la segunda flgura de esta pdglna se representa al marco que

encierra a las 2 plezas de madera anterlores.

27



los soportes para la tabla de madera, en la estructura de acero,
existe una columna de angulos de acero soldada a la base en
donde estaria cargada la tabla, sobre dicha columna se monté una
cadmara de video comercial con frecuencia de obturador de 1/30 de
segundo y con exposicion de 174000 de segundo. En los lados
restantes del marco de madera, donde no habrian tornillos, se
montaron dos rampas de lucita; en dicho montaje se les dié el
espacio necesario para variar la direccibn en que cada gota
llegaria al clhioque. Sobre el material de cada rampa se tallé una
canal sobre la que correria la gota al ser liberada. Las rampas
contaban con sendas laminas que detendrian a las gotas que se

depositaran en ellas hasta que se deseara soltarlas (figura IV.2).

(figura 1v.2)

La rampa cuenta con una escala que permitfa graduar la altura
A de la que la gota serfa soltada. La pendiente se varlaba con-
contlnuamente, cerca de la reglén de contacto con el vidrlo,

hasta llegar tangente a la superficle horizontal del vidrlo.
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La altura a la que se colocan Jlas laminas es variable,
logrando asf darle diferentes energias iniclales a la gota que se
le pusiera, La inclinacibn en la pendiente de las canales se
variaba continuamente, en la regién de contacto con la superficie
horizontal, de modo que al llegar a la superficie de vidrio el
contacto fuera suave. Haciendo que el paso de la gota, de un
materjal al otro, no la perturbara mucho. Ambas rampas se
ajustardn para poder ser soltadas simultéaneamente.

Como ya se menciond, las gotas eran vistas desde la camara a
contra luz. Esto fué necesario para simplificar el manejo de las
imagenes al estar contrastadas, practicamente, a dos tonos: blanco

y negro (luz y opacidad de la gota).

IV.B El desarrollo experimental.

Ahora se explicara la forma en que se trabajé con el equipo
antes descrito. En la lamina que sujeta a la gota con la rampa hay
una perforacién por la que se depositaba la gota. Una vez elegida
la masa de las gotas, el angulo de incidencia para el choque, y la
altura a la que serian soltadas, se interrumpfa la iluminacién del
laborarotio para luego iluminar por debajo del vidrio rugoso. Una
vez que todo eso estuviera preparado se procedia a grabar,
liberando simultaneamente las gotas, que se habian colocado
previamente, en las rampas. Lo que finalmente se captaba en la
cdmara es la sombra de las gotas, o mds preciso, la luz que no fué

obstruida por su cuerpo, obteniendc wuna proyeccién de dos

dimensiones de un movimiento gque se desarrolld en tres. El manejo

de las colisiones grabadas en la cinta se hizo mediante el
contador de tiempo que forma parte de la camara. De tal manera que
sélo era necesario llevar un registro del nimero de la colisién y
del tiempo que se podia leer en el contador, y si se deseba
estudiar alguna imagen en particular lo tUnico que se necesitaba
era el numero de la colisibn y el tiempo que le correspondia
moviendo la cinta hasta esa imagen.

Para los fines de este trabajo se eligiéron choques
simétricos, esto es, choques en los que las gotas tenfan la misma

masa y con la misma magnitud de velocidad inicial y en sentidos
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opuestos. Con esta eleccién se lograba que el sistema del ceutro

de masa estuviéra en reposo respecto al marco del laboratorio y

por lo tanto en el centro del campo visual de la camara. Al mismo
tiempo esta eleccién de las condiciones iniciales implicaba que el
momento total del sistema (las dos gotas en el marco del
laboratorio) fuera cero. La razén de esta eleccion fué la de
lograr la mayor simplicidad posible y ademas la de evitar que el
sistema formado por las dos gotas unidas se saliera del campo
visual dt.a la camara.

En este trabajo no se estudié el comportamiento de las gotas
como funcién de la masa, pues como lo predice Rayleigh, el
cuadrado de la frecuencia de oscilacion del modo I es inversamente
proporcional a la masa y directamente proporcional a fa tension
superficial. De tal modo que al ser depositadas sobre una
superficie, aquellas gotas cuya forma sea muy cercana a la
esférica tendran frecuencias signilicativamente grandes, ya que
Sus INasas deberéﬁ ser pequefias, lo que entra en conflicto con la
velocidad de la cdmara utililzada. En contraste, para aqucllas
gotas de mayor masa sus frecuencias deberdn ser menores. De ahi
que se eligiera una masa relativamente grande para las gotas.
Previo a la grabacion se pesdé un conjunto de gotas de una masa de
1.5 gramos, para ese trabajo se conté con una balanza con
precision de 1710000 de gramo. Cuando se contaba con un numero

suficiente de esas gotas se procedia a la grabacion.

IV.C La digitalizacion de las imagenes.

Una vez que se tenia la grabacion de una serie de colisiones
se pasaba a una nueva etapa, el experimento propiamente habia
concluido. Dicha etapa consiste, como se mencioné arriba, en hacer
archivos en disco para computadora.

El contenido de dichos archivos eran las imagenes
digitalizadas de las gotas durante sus  colisiones. La
digitalizacion de una imagen es la tarea que se debe desarrollar

para poder contar con un archivo en disco que contenga una imagen.
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Para dicha tarea existe una gran variedad de programas de
computadora que permiten la comunicacién entre esta y una pantalla
de television en la que se ha detenido la imagen de Interés de
alguna cinta.

Dependiendo de la sofisticacion del equipo de cémputo con que
se cuente se podran lograr imagenes con mayor o menor calidad
dentro del archivo en disco. En particular, el equipo con que se
trabaj6 para este experimento tiene la posibilidad de trabajar
imagenes a color o en blanco y negro. Es la segunda posibilidad la
que se utilizé, Trabajando de esta manera el aparato que maneja
las imagenes de la cinta, (digitalizador), se cuenta con 28 tonos
distintos entre negro y blanco. Haciendo corresponder una escala
desde el 128 hasta el 255 con los tonos en un orden que va de los
mas obscuros hasta los méas claros. Al MAS obscuro (NEGRO) le
corresponde el valor 128 y al MAS claro (BLANCO) el valor 255.

Dentro de las opciones del programa de comunicacidn esta la
opcién de elegir un drea de interés. Por medio de un raton (mouse)
se marca en la pantalla de televisién la regidon de interés del
cuadro que se haya elegido de la cinta, se le dan al programa las
coordenadas de dicha regi6n de intrés y el nombre del archivo en
que sera guardada la imagen y el programa se encarga de crear el
archivo con la imagen elegida y con el nombre que se le dio.
Obviamente que con eso so6lo se ha logrado que la imagen que ahora
existe en archivo digitalizado sea casi binaria, es decir, su
contenido son numeros enteros que pertenecen a dos conjutos ajenos
y que estan entre 128 y 255. La etapa de digitalizacién ha
terminado

Con el archivo "casi binario” se c¢red, por medio de un
programa hecho en lenguaje fortran para la microvax 3900, un
segundo archivo que es definitivamente binario, el cual tiene
forma de matriz con las dimensiones de la regién de interés que se
le proporcioné al digitalizador en la etapa anterior. Ese archivo
con forma de matriz tiene EL NUMERO UNO en las entradas que
corresponden a regiones donde hay material de la gota y EL NUMERO
CERO en el entorno de ella (figura IV.3). Este procedimiento se
realizo con todas las imagenes de la oscilacion de una gota hasta

que se detuvo.
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(figura 1V.3)
Un archivo tipico que representa la lmagen digltallzada de una

gota.
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1IV.D Modos Propios

Cuando se¢ habfa terminado de procesar la serie de imagenes que
daban la oscilaciéon y se tenian las matrices binarias, se usaba un
segundo programa en fortran que tomaba a los archivos de matrices
binarias como datos de entrada. Dicho programa calcularfa el
CENTRO de MASA de la distribucién de UNOS, determinaria las
coordenadas del borde de dicha distribucién y devolveria como
datos dé salida dos conjuntos de valores; el primero serfa el de
la DISTANCIA del borde de la distribucién al CENTRO de MASA como
FUNCION del ANGULO (las coordenadas polares del borde respecto del
centro de masa); y el segundo conjunto de valores serfa de parejas
formadas por coordenadas polares obtenidas de un ajuste
estadistico de todos los puntos del borde en el que se minimiza la
distribucién 12 de los puntos del borde y una funcién del TIPO
serie de Fourier en la que se toman SOLO ALGUNOS TERMINOS. Se
remarcd que es del tipo serie de Fourier por que como se
recordara, en la discusién de la frecuencia w los términos 1= 0,1
estdn prohibidos, de tal forma que se hace el ajuste con una
combinacion lineal de cosenos pero desde 1 = 2.

r@) = ¢ Alcos(l‘e - ¢l) (1v.1)
1=2
El segundo programa devolvia, ademas, otro archivo de datos de

salida que estaba formado por los coeficientes de la "serie de
Fourier”, es decir, contenfa los ndmeros que decfan con que
proporcién contribuia cada término al ajuste de la frontera de la
gota. En esta etapa del manejo de los datos se contaba con dos
tipos de archivos: el primero de ccordenadas polares y el segundo
de coeficientes. Ya que se tenia completa la serie de imagenes que
componian una oscilacién, se usaba otro programa que tomaba como
datos de entrada los archivos de coeficientes que habia devuelto
el segundo programa. El tercer programa volvia a hacer un ajuste
minimizando 12 de los datos leidos con una funcién de la forma
Ae'm|cos(wt - ¢}] (1v.2)

en el que se determinaban los valores o6ptimos para el ajuste de
los parametros: "A”, "B", "w" y "¢"; eso se hacia para cada 1 del
ajuste "tipo Fourier”. Es decir, existfa una curva ajustada de la

forma Ale"zlt|cos(wlt - ¢l)| para cada término 1 de los que
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intervinieron en el ajuste previo del perfil de la gota. Fueron
esas frecuencias obtenidas las que se compararen con las
frecuencias de Rayleigh (ecuacién 111.47 del capitule III). Los
resultados se muestran en un capitulo mas adelante. Otra
comparacion mas que se hizo es la del coeficiente de
amortiguamiento 8 contra el inverso de la constante temporal de

Prosperettim {ver capftulo 111},
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CAPITULO VYV Andlisis y Resultados

En este capitulo se presentan los datos
experimentales que se obtuvieron y se describe el
andlisis correspondiente. Finalmente se comparan
los resultados con las predicciones del modelo que

se usé para describir la deformacion.

V.A Obtencion de los perfiles.

El andlisis de la deformacién de las gotas se efectua a
partir de la imagen de su silueta o "perfil”. Debido al gran
acercamiento de la lente de la cdmara a las gotas en la grabacién
de las oscilaciones, (entre uno y tres centimetros de distancia)l,
se lograron imdgenes muy bien definidas. Es a partir de dichas
imdgenes (formas bidimensionales) que se obtienen los datos
experimentales que constituyen el punto de partida del estudio de

las oscilaciones de las gotas.

En el presente trabajo se estudiaron dos conjuntos de perfiles
que corresponden a las oscilaciones de dos gotas, figuras V.1
(a-c). Al primer conjunto se le llamé "modo 2" pues de ver las
imagenes se nota que después de los primeros 4 cuadros de la cinta
la deformacién estd dominada, basicamente, por A=2. Al segundo se
le llamb "modo 4" pues en esa gota se aprecian frecuencias mayores

a A=2, incluso en tlS
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(figura V.1-a "modo 2")
Estas formas son el resultado de aplicar un programa a
las Imdgenes grabadas una vez que se alinacenan en un

archivo en disco.
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El punto que aparece en el centro de cada flgura (a), {b) y

(c) representa el Centro de Masa de la gota.
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En las tres partes (a, b, ¢} de la flgura V.l se cumple la

sigulente relaclén: Ot o=t -t = 1/30 seg.
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V.B Resolucién,

Para cada imagen se tenfan, tipicamente, unos 365 elementos en
la muestra, es decir, que se tenfa bien cubierto el intervalo de
0° a 360°%; aunque no necesariamente de manera uniforme. La razoén
de que no fuera un barrido uniforme estd en la manera en que el
equipo manejaba la informacion. Las cadmaras de video equipadas con
unidad sensible CCD (Charge Coupling Device) NO tienen resolucion
CONTINUA, pues todas hacen una particién de su campo visual en
pequefios cuadros, denominados pixels. En la pantalla del
digitalizador habia SO00X500 de ellos. De tal forma que cuando se
hace un recorrido angular de cada imagen a partir del centro de
masa (ver figura V.2), hay é&ngulos para los cuales se intersecta
muchas veces un mismo cuadro de la particién, mientras que en
otras regiones se intersecta menos a algin cuadro.
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Al hablar de "buena resolucion” se quiere dar a entender que
el area que ocupa una imagen en el campo visual de algin aparato
contiene una gran cantidad de elementos de su particién. En el
caso presente, la imagen de una gota era tipicamente de 100X250
pixels del digitalizador, es decir, un 107 del campo visual.

E]l problema de la resolucion da lugar a un error en el
conocimiento del perfil que es intrinseco al procedimiento
experiménml que se desarrollé. Para ilustrar esto véase la figura
V.3

radlo proinedlo

ar

) 1 1 L | 1 1

45 90 135 180 225 270 315
6 (GRADOS)

(figura V.3)
Simulactén de una gota en reposo, la escala se exagerd para
flustrar lo que ocurre con los pixels. En la grdfica de la
derecha se muestra la distancla del centro de masa al borde

de la gota.

En la figura se muestra con linea punteada lo que en un
aparato ideal con "resolucion continua” seria el perfil de una
gota en reposo, es decir, se apreciaria un cfrculo perfecto, pero
en linea continua se da un ejemplo de lo que en realidad se
observa. Se trata de una imagen cuyo contorno es un poligono para
ul cual el numero de sus lados aumenta y su longitud disminuye en

funcién de la resolucion. En otras palabras, aunque uno sepa de
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SR (mm)

antemano que el contorno de una gota en reposo e€s una
circunferencia perfecta, sblo es posible conocer hasta cierto
limite el radio de dicha circunferencia. En la segunda parte de la
figura V.3 se muestran las desviaciones del radio promedio (ér)
que se medirian, como funcién del &ngulo, en el caso ideal y en el
real. Para dar un ejemplo experimental de esto, se colocé una gota
en reposo en el campo visual de la camara y se grabé. El resultado

se muestra en la figura V.4.

gota en reposo
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(figura V.4)
En la primera parte se muestra la distancla a] CM. en mm.
y en la segunda la diferencla de la distancia del C.M. al
radio promedio normalizada al radio promedio.

(<r> ~ r)/<e>

De modo que se tiene una limitante intrinseca de ~ 7.7% en el

conocimiento del perfil, y eso es ajeno a otras dificultades, como
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'l‘a capacidad de representar analiticamente una deformacion.
V.C Convergencia.

Para cada immagen se obtuvo una muestra de buen tamaio que hizo
posible un ajuste estadistico de los datos de la frontera por

medio de la ya mencionada "serie de Fourier”, ver la figura (V.5).
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(figura V.5)
Estas graflcas representan los perflies de una gota oscl- E
lando en los prlmeros tres y ultimo cuadros de su grabacién h
que courresponden a los Instantes tl = 0, t2 = 1730 scg, t3 = B
2/30 seg. y t4 = 24730 seg. Or es la distancia del Centro de E

Masa a la orilla en milimetros y 0 el 4ngulo en grados.
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El analisis requiere establecer un criterio para truncar la
serie utilizada para ajustar los datos (ec. IV.1). Esto se logré a
. 2
través de requerir que, al agregar un nuevo término, la x° no
disminuyera mas que un 0.1 7.

Esta convergencia se puede apreciar en la figura {V.6), donde
se muestra que para la gota denominada “modo 2" era suficiente con
los cinco primeros términos de Ja serie. Para la gota mas
perturbada ("modo 4"} se requirieron 10 términos, como lo muestra

la secuencia de la figura V.6d.
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(figura V.6 - a "tl")
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En l1a serle de griflcas que se muestran en esta figura, "ll"
“
se reflere al anallsls de Fourier para el lnstante tl de la

gota "modo 2",
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En la serle de praficas que se muestran en esta flgura, "tl"
se reflere al andlisis de Fourler para el Instante t] de la

gota ""modo 2",
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En la serle de gr&ficas que se muestran en esta flgura, e
se reflere al anallsls de Fourler para el instante tl de la

gota "modo 4",

46



AJUSTE x° con 4 términos

AJUSTE #? con 5 términos

10 —r—r—r— T T T T T T T 10 LIS S Bt S B S ALt SaRLELENL AL ML AL
L ] [ ]
1
o = Bl -
- ] [ A ]
'é [ :- T -] E 81— . h
E f 1 E T ]
5 4 £ 4 g4 Tl
] [ 3
a2 -~ H -
h ] ' 1
°. S N T ' ot 3t ' [ T S 1 | 11 1 I ] oh VR S B | ' 142 4 ' PRI S B 1 l FEN S I | ]
[} 100 200 . 300 100 200 300
8 (GRADOS) © (GRADOS)
2 o, .
AJUSTE x" con 6 términos AJUSTE x2 con 7 términos
10 T T T l T T T T ‘ L} T T T I T L T T lo T T L} T I T L} ¥ T I LR T L} T , ¥ L] L]
E g
-] ol ? 8 r
E -, : E ”,,
E 8 aad ';n 1 - 5 - -1
Et - 1 £ b :
S {1 =
4= 3 -~ 0 4 -
[ 1 L
[ ] [
2} - 2
[ ] [ 1
o L L J 1. 1 l L L 1 1 | 1 e 1 L l 1 L 1 A ] o L 1 1 1 1 I 1 i 1 1 I L 1 1 1 I L L 1 .{
© 100 200 300 (] 100 200 300
8 (GRADOS) 6 (GRADOS)

(figura V.6 - e "tl")

En la serle de gréficas que se muestran en esta flgura,

t
1

se reflere al anéllsis de Fuurlcr'pnrn el Instante !.1 de la

gota "modo 4”.
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AJUSTE x"‘ con 8 términos

AJUSTE xz con 9 ts‘zrminos
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En la serle de gréflcas que se muestran en esta flgura, "t "
se refiere al andllsis de Fourier para el !nstante t de la
gota "modo 4",
V.D Resultados
De los andlisis de Fourier de cada conjunto se dedujo la

frecuencia angular de cada modo A que contribuyé a la serie y la

amplitud en funcidon del

modo, respecto a

una

tiempo, asi{ como una fase para el mismo

direccién arbitraria. Los resultados

obtenidos para cada conjunto se muestran en la figura V.7.
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Amortiguamiento Vs. Tiempo A = 2
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Los rombos representan los puntos experimentales y la 1~

nea continua es el ajuste con la funcién de la ecuaclén

(IV.2). El eje vertical es la amplitud aA y el horizontal es

el tiempo en trelntavos de segundo. (cuadros de la cinta)
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Amortiguamiento Vs. Tiempo A = 6
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Amortiguamiento Vs. Tiempo A = 10
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Amplitudes de “modo 4"
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Amplitudes de "modo 4

En esta parte del estudio se hicieron aparentes las limitacio-
nes que representa utilizar una camara cuya velocidad de cuadros
de cinta es de tan s6lo 1/30 seg. De la figura anterior (V.7) se
aprecia que cada ciclo de oscilacién tiene una duracién tipica de
3/30 de segundo lo que implica que, en promedio, sdlo se

obtuvieran 3 imdgenes POR CICLO.

V.E Las frecuencias de oscilacién.

En la figura V.8 se muestran las frecuencias obtenidas como
funcién del modo propio (A). También se incluyen en esta figura
las predicciones del modelo de Rayleigh para gotas esféricas (R} y
la modificacién desarrollada en esta tesis para gotas elipticas

(C). Como puede apreciarse, existe una discrepancia ,considerable

S3



entre los resultados experimentales y las predicciones. Este
resultado, aunque inesperado para nosolros, realmente NO es
sorprendente, pues las predicciones tedricas soélo son validas en
ausencia de viscosidad y para deformaciones muy pequehas. De
observar la scrie de figuras V.l (‘pégs. 36-38), se aprecia que
esta dltima condicién sélo se cumple al final de la oscilacion.
"Sin embargo, debe enfatizarse, que no existen en la literatura
predicciones tedéricas mas cercanas a las observaciones de esta

tesis.

w Vs, A (w de Rayleigh w medida) w Vs, A {w de Rayleigh w medida)

20—

2G"l]ﬁT||'||u|]rrvli

T
| L Bt B B St St 1

130

w (l/seg.)
I3
L=

©o

N PP PN

modo 2

modo 4

(figura V.8) frecuencia angular Vs. modo propic A

V.F Las fases de oscilacion,

Aunque la velocidad de la camara (de cuadros por segundo)
resulto pequeiia, con respecto a la rapidéz de la oscilacion, fué
posible deducir de esos datos ciertos resultados interesantes en

los parametros que se estudiaron, figura V.9.
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Si se observan las diferentes graficas de la figura V.9 se
vera que para algunos valores de A la fase toma valores extremos
que se repiten sistematicamente, como en las graficas etigquetadas
"figura V.9-a modo 2" para A = 2,3,4. 0 bien, las graficas
etiquetadas "figura V.9-d modo 4” para A = 2,3,6,10. Mientras que
en otras de las grdlicas se muestran distribuciones que barren un
rango completo de angulos, entre o’ y 180° para unas, y para otras
entre 18.0o vy 360°. Este comportamiento indica que existe rotacion

para algunos valores de A mientras que para otros no la hay.

V.G Coeficientes de atenuacién

El altimo resultado experimental de este trabajo se refilere a
la menera en que se amortigua la oscilaciéon en comparacién a la
constante temporal de Prosperetti.

Al comparar las constantes de amortiguamiento que se derivaron
de los ajustes () con aquellas que predice Prosperetti (ecuacién
111.50) T;l= l(l-U(21+l)vl/az, esta comparaciéon se lleva a cabo
en la figura V.10, se aprecia que, salvo por un punto en la gota
“modo 4", el comportamiento observado es razonablementc
reproducido pur la teoria.

La desviacion mencionada podria deberse a la oscilacién fuera
del plano observado, que para esta gota es bastante importante.
Esto se aprecia de comparar las areas aparentes de los perfiles de
esta gota en la figura V.1b (pag. 37).

Ademas, es necesario recordar que la prediccion de Prosperetti
cs valida solo para pequefios tiempos, y que las gotas estudiadas
son "grandes” por Jo que les corresponden menores frecuencias de

Rayleigh, es decir, mayores tiempos caracteristicos.

~
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Comparaclén con la predlcclén de Prosperettl.
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CAPITULO VI Conclusiones

El proposito de esta tesis fue estudiar las oscllaclones du

gotas de mercurio sobre una superficic de  vidrio. Las  potas
deformes se obtuvieron a partic de fa collsion de dos potig de
menor tamaiio, Las bmagenes de las oscilaclones, proyectadiots on el
plano horizontal, como funcion del ticmpo, fueron geavadat con tia

céamara de video, La digltalizacion de

itas  hindpenes  permi o
obtener los perfiles de las gotas. Los pardmctros obtenidos de i
d2scomposicien  en  modos proplos  de  estos perfiles  Queron
comparados con predicciones teoricas para bir dependenchky  de i
frecuencia wy de oascilacion y del cocliciente de amortipsiomiento
temporal {3‘\(!) con el modo propic A, En particular, la predicciin
de Rayleigh para las frecuenciuss v, de  potan el fErjons fae
modificada para tomar en cuents, de maners aprozimada, Ts Torms oo
esférica de las gotas estudiadas. Al coumparar ot gesultiade,

experimentales con las predicciones se enconti i gue:
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de las gotas de mercurio en oscilacién. La primera es conocer Ssu
comportamiento como funcién de- la masa que en el trabajo
experimental que se desarrollé no se estudid. La segunda y quiza,
experimentalmente, la mas importante es la de trabajar con un
equipo de filmacién mucho mas veloz que el que se uso, eso daria
una mejor estadistica de los datos en funcién de! tiempo. Estas
mejoras son pensando en usar el mismo arreglo de la figura IV.l.
Desde iuego que el trabajo c¢xperimental se puede hacer tan
sofisticadkc como se quiera, al menos en principio. Las
sofisticaciones obvias son: a) hacer que las gotas oscilen en tres
dimensiones, b)procurar que su movimiento sea influenciado lo
menos posible por la atraccion gravitacional, y c¢) hacer un

estudio del sistema en el vacio.
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APENDICE (A-1): Velocidad de una onda en un medio elastico®

Con las letras &, m y ¢ se representaran desplazamientos en
las direcciones x,y,z respectivamente y ademas se supondra que son
funciones de la posicion 4 y del tiempo t. Para iniciar la
demostracion se hard la siguiente definicion, se define la

deformacion de volumen o dilatacidn 8 como
Aw
0 = —, (AL}
[Y
donde v es el volumen inical y A es el cambio en el volumen.

Un conocimiento experimental es que tanto para liquidos como
para solidos 0 tiene valores pequefios en magnitud, excepto bajo
presiones extremadamente altas. Aun en el caso de gases, 8 es
pequefia para ondas sonoras de intensidad normal, no asi en el caso
de ondas de choque. '

Los esfuerzos de tension provocan cambios en el volumen del
medio, de modo que debe existir alguna relacion entre la
dilatacion, tal como se ha definido, y las extensiones € eyy y
ezz. ﬁAqui debe mencionarse que una extensién es un caso particular
de la deformacion, es una deformaciéon en una dimension y se define

como el incremento {raccional en la longitud ! de la dimension X,

dada por
L
€ = — , (AL,2)
Lo
de hecho en el caso del eje x se tiene
A aE
€ = T -y, (AL3)
*obx ax

normalinente €, es muy pequefa, mucho menos que la unidad. Tal como
los esfuerzos en una dimensién se generalizan al tensor de
esfuerzos TlJ las extensiones unidireccionales se generalizan al
tensor de extensiones o de deforimaciones
a
%,
ax

3
Para encontrar la relacién que se desea considérese lo que e

EU (Al.4)
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ocurre a un elemento cibico de volumen AxAyAz en el medio NO
perturbado cuando la longitud Ax pasa a Ax + {8£/8x)Ax  con los

correspondientes cambios en Ay y Az. Se tiene que la dilatacion es

8§ an a¢
[Ax + &Ax) (Ay + :,EAy] [Az + a—zAz] - AxAyAz

AxAyhz
86 odn 8¢
—+—4+~— =€ +€ +€ , (Al1.5)
dx 8y 0Oz xx 4 =
donde las tres extensiones se han considerado como pequefias

cantidades. En términos del vector de desplazamiento

5
p =€ +nd+ ek (AL.6)
la dilataciéon se puede escribir como
Y
8= Vep . (AL.7)
Es  decir, la dilatacibn es la  divergencia del  vector

desplazamiento. Cuando se somete un fluido o un medio elastico
.homogéneo a un incremento de la presién hidrostdtica p sufre una
disminucién de volumen dada por la deformacién -8. En este caso la
ley de Hook se puede escribir como

p = -B8, (AL6.8)
donde B es el moédulo de volumen (bulk modulus). En el caso del

mercurio el valor de B es de 29 N/m>

La presion p es una funcién de la posicién y del tiempo y es
un escalar p = p(-r),t) mientras que, como ya se dijo, 3 es un
vector que también depende de la posicién y del tiempo. Tomando la
expresion para la deformacién y sustituyéndola en la ley de Hook

se obtiene
S
p = -B8 = -BV+g , (AL.9)

en ella se supone, para las ondas por considerar, que 6 <« 1.
Volviendo a considerar los esfuerzos sobre un elemento de volumen
cibico AxA8yAz, se calcularda la fuerza neta que sobre dicho
elemento surge de las variaciones ondulatorias en la presién sobre

sus seis caras, ver la figura Al.l.
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(r+ 3205) By 81

(figura Al.1)

Fuerzas actuando sobre un etemento de fluldo.

La fuerza en la direccién x sobre la cara ABCD es pAyAz, mientras
que la fuerza en la direccion x sobre la cara EFGH es
[p+(8p/ax)axidybz. Asi que la fuerza neta en la direccion x

positiva es

~ dap
AF = -—AxAyhz. (AL.10}
X
ax
De manera similar las fuerzas netas en las direcciones positivas
¥, Z son
ap
AF = -—AxAyAz (AL 1)
y ay
ap
AF = -—AxAyAz. (AL.12)
z
dz

El vector fuerza neta sobre el elemento cubico es
Y
A" = - UpAxAydz . (A1.13}

Como el vector aceleracion del fluido en el elemento es
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ESYA TESIS MO DCBE
SAUR DE LA BRLOTEGA

&2{5/612 y su masa es pAxAyAz, donde p es la densidad del fluido,
aplicando la segunda ley de Newton

22
- a ¢
AF = - UpAxAyAz = prAyAz-—z'. (AL.14)
at
8%%
o bien, -Vp = L (AL.15)
. at
que por la ley de Hook resulta
62(V°$) P 62p
~VeUp = p T T T T (Al.16)
a8t B 6t
llegando asi a la ecvacién de onda
2 1 sz
V'p = P (AL17)
£ 8t
B 12
en la que = [ - ] (A1.18)

p
es la velocidad de onda en el fluldo. Para el mercurio B = 29 N/m’
y p = 13600 Kg/m3 de modo que c, = .0462 m/s
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. APENDICE (A-2); Simetria del tensor de esfuerzos.

Para determinar la dependencia de T(/r})I con la direccién de la
normal al elemento de superficie a través del cual actua, se deben
considerar todas las fuerzas que actuan instantdneamente sobre el
fluido dentro de un elemento de velumen 3V en forma de TETRAEDRO

como se ve en la figura.

(figura A2.1)

Tetraedro de tres caras ortogonales

Las tres caras ortpgonales tienen dreas GAJ'GAZ.GA:}, y normales
unitarias (hacia afuera) -_a).-'b).-?. y la cuarta cara inclinada
tiene area S8A y normal unitaria A Las fuerzas de superficie
actuaran sobre el fluido dentro del tetraedro a través de cada una

de las cuatro caras, y su suma es.
2 A 2o 2o 2
T(n)oA + T(-a)SAl + 'I'(-h)aA2 + T(—c)&:\a (A2.1)

En vista de la ortogonalidad de tres de las caras, hay tres

relaciones como:
2 A
6/\] = a*n

y la componente i-ésima de la suma de fuerzas de superficie se

SA, (A2.2)

puede escribir como:

(TR - @ TR, + bTE), + c TR lsA.  (42.3)

Ahora la fuerza de cuerpo del fluido dentro del tetraedro es
proporcional al volumen 8V, que es de menor orden que 8A en la

dirnension  lineal del tetraedro. La masa del fluido dentro del
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tetraedro también es del orden de &V, y también lo es el producto
de la masa y la aceleracién del fluido en el tetraedro, puesto que
tanto la densidad local como la aceleracléon son finitas. Asi que
si las dimensiones lincales del tetraedro se hacen tender a cero,
sin cambiar su forma, los primeros dos términos de la ecuacion:
masa X aceleracién = resultante de las fuerzas de cuerpo +

resultante de las fuerzas de superficle, (A2.4)
tiende a cero como &V, mientras que el tercer término tiende a
cero, abaremementc, s6lo como J8A. En esas circunstancias la
ecuacién se puede satisfacer so6lo si el coeficiente de SA en
(A2.3) se anula idénticamente, dando

TM = {aT(@) +bTE + cT@n. (A2.5)

| ] i ) 1 ] )

Asf, la componente del esfuerzo en una direccién dada,
representada por el indice i, a través de un elemento de superfice
plano con una orientacion arbitraria especificada por la normal
unitaria h estd relaclonada a la misma componente de esfuerzo a
través de cualesquiera tres elementos de superficie planos
ortogonales en la misma posicion dentro del fluido del mismo modo

que si fuera un vector con componentes ortogonales T(?)i,T(z)l,

T(?)l. Los vectores ﬁ y T no dependen de ninguna manera de Ia
eleccion de los ejes de referencia, y la expresion dentro de
llaves en (A2.5) debe representar la componente (i,j)-ésima de una
cantidad que es similarmente independiente de los ejes. En otras
palabras la expresion dentro de llaves es una componente de un
tensor de segundo rango, TlJ y
T(R) = T n  (A2.6)
i )

Ya se explicé en el capitulo III que Tl.l (i,j = 1,2,3) es la
comjponente i de la fuerza por unidad de area ejercida a través de
un elemento de superficie planc normal a la direccién j, en la
posicién ? dentro del fluido y al tiempo t, y que el tensor del
cual es la componente general se llama el tensor de esfuerzos.

Se demostrara que las nueve componentes del tensor de esfuerzos no
son todas independientes. Para ello se deben considerar los
momentos de las fuerzas (o bien torques) que actuan sobre el
fluido dentro de un volumen V de forma arbitraria. La componente
i-ésima del momento total, respecto a un punto O dentro de este

volumen, ejercido por las fuerzas de superficie en la frontera del
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volumen es

e”erTklnldA, (A2.7)

c’l‘onde ? es el vector de posicion del elemento de superficie foa
respecto a O. Esta integral sobre una superficie cerrada se puede
transformar por el teorema de la divergencia a una integral de
volumen.

alr T ) aT
JeljkroklnltlA = JeUk—-J—"' dv = JEUR[TH + = kl]dv (A2.8)

a r, a r

(ya que arjlarl = 6“)

Si ahora el volumen V se reduce a cero de modo que la
configuracién hecha de la frontera del veolumen y el punto fijo O
conserven la misma forma, el primer término de la tercera
intergral de (A2.7) se hace tan pequeiio como V mientras que el
segundo término tiende a cero més rapidamente que V. El momento
total respecto a O ejercido sobre el elemento de fluido por las
fuerzas de cuerpo es claramente del orden de V‘V3 cuando V es
pequefio y asi es también la razén de cambioc del momento angular

del fluido instantaneamente en V. Asi,

) ‘ eUkaJdV (A2.9)
es aparentemente de orden mayor cn V que todos los otros términos
de la ecuacidn de momento, y como consecuencia debe ser
idénticamente cero. Esto es posible para todas las elecciones de
la posicion de O y la forma de V, cuando TU es continuo en —r).
sélo si

EleTkJ =0, [(A2.10)
en todos los puntos del fiuido; ya que si EleTkJ no fuera cero en
alguna region del fluido, se podria elegir un pequeiio volumen V
para ¢l que la integral sea distinta de cero, resultando una
contradiccion.

La relacion (A2.10) muestra que el tensor de esfuerzos es
SIMETRICO, esto es, TlJ = TJl y que solo tiene seis componentes
independientes, :

Las tres componetes diagonales de T|J son los esfuerzos
normales, en el sentido que cada uno de ellos da la componente

normal de la fuerza de superficie que actua a través de un
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elemento de superficie plano paralelo a alguno de los planos
coordenados. Las seils componentes no diagonales de T” son los
esfuerzos tangenciales, llamados también los esfuerzos de
deformacién, ya que provocan un movimiento o desplazamiento en
laminas paralelas de material haciendo que se deslicen unas

respecto a otras.
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APENDICE (A-3):

Area de una superficie en coordenadas curvilineas ortogonales.

Considérese una superficie en coordenadas curvilineas dada
por las wvariables u,v y que su expresién en coordenadas

cartesiahas se da por tres funciones

x = x{u,v),
y = yluv), (A3.1)
z = z(u,v)

ONIFORMES y con DERIVADAS CONTINUAS de manera que la
correspondencia entre (x,y,z) y (u,v) sea biunivoca.
El vector de posicion de algun punto sobre la superlicie serd
de la forma
2= xunf + ywni + z2uwf, (A3.2)

mientras que

S a¥ 8 R ay, 4z
Re—=—4% + —% &+ —@ (A3.3)
Y 3u du du au

es un vector TANGENTE a una curva de v CONSTANTE en P (figura

A-3.1). De modo similar

a? EN ay, 8z
r == T o+ — 7 + f (A3.4)
v av a v d v 8 v

es un vector tangente a una curva de u constante en P. Por lo
tanto en todo punto P el vecter F)u X ?v es normal a la
superficie S en P. Como If)u x ?vl es la magnitud de ese vector,
3 E
A ru X rV
n=-—-————- (A3.5)
3 >
Ir x r |
" u v
es un vector unitario normal a S en P,
El ELEMENTO DIFERENCIAL de AREA de una SUPERFICIE es, por

definiciéon de producto vectorial (figura A-3.2)

3 -
- ar ar 5 5
dS = — du x dv = ¢ x r dudv, (A3.6)
au 3 v v
¥y su magnitud
2 Y 3
d$ = |d$| = |F x T_|dudv (A3.7)
u v



es aproximadamente igual al drea de la superficie AS limitada por

cuatro curvas situadas sobre S. Como

- 2
r X r :
n=-" Ve (A3.5)
=3
Ir x 1|
u v

5
D 9 AR L2 A2 L
entonces © x F =n|r x F |y de aqul que dS = n|F x F_|dudv

u v u v u v

= dS. Con ello queda demostrado que el area S de una superficie

en ccordenadas curvilineas ortogonales es

A -3
S = ds = ne«ds (A3.8)

/ (figura A-3.1)

(figura A-3.2)
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APENDICE (A-4):
Frecuencia de oscilacion (wkm) de un medio

en coordenadas cilindricas.

En el presente apéndice se hace uso de los resultados que se
derivaron en el precedente y se aplican en forma andloga a como se
hizo en.el capitulo Il pero esta vez para el caso de coordenadas

cilindricas,

A-4 1 Derivacién de Yn

Lo primero es hacer notar que en la siguiente derivacion de
Yem S€ hace la sgposicién que el perfil de la gota en reposo es el
de una elipse con su semieje mayor paralelo a la horizontal, de
tal modo que en EQUILIBRIO la cuperficie de la gota queda

determinada por la funcion

. r=rlzg) =aV i - (2260, (Ad.1)

con 0 =5 ¢ <2n y -b=2zsb y siendo a,r como antes, el radio
equivalente "aparente” y r(z,¢) como se define en coordenadas
cilindricas, la distancia al eje z.

Lo siguiente es considerar que en coordenadas cilindricas el

vector de posicién de un punto cualquiera en el espacio es

2 A A
ro=re 4+ ze. Y como las variables independientes que se han
r

tomado son z y ¢ los vectores tangentes (?u y ?v) a la superficie

de la gota son

Lo 98 oz 8 ar
P TTC 4T 4 7€ +27 ="—¢ +@€ , (A4.2)
dz dz dz dz dz
, o, a'ér oz, o€ er,
F, =€ +p— +—e +2— = —e +re,, (A4.3)
S as T s ap* s op” ¢
con lo que resulta que 17 x 2 | = |y x 2.1 (A4.4)
u v z ¢
5 5 2 2 1, dry2 ary z
ir x ¢, 1" =r [1 + —[-—-] + (——] ], (A4.5)
- * ¢ rel ag az

asi que el area S de la superficie de la gota es
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S = JJI?U b ?v[ dudv = le?z Y ?¢| dzdg =
1, dry2 8ry2qis2
}'“1 + -;[——] + ——] ] rdzdg. (A4.6)
r a¢ 8z

Si ahora se hace la misma aproximacion de que vx+h & v x +
h/2y x conx=1yh=1[1+ (:3:‘/6(15)2/1*2 + (8r/8z)] se llega a
. rp 1, 8ry2 , Orye2 lp 1, 8rye2 ary2
Sl 1 o o S | o o o B
2lr?l gy 8z 2L v\ g az
(A4.7)

calculando wuna variacién &S (a primer orden) debida a una

variacion ér se tiene
1 1, 6ry2 ar, 2
o5 = [[for + ) o) e
2 r‘ a¢ 8z
1, 8r asr ar asr
=”[ar (D) ). cas
r\ 8¢/ 8¢ dz/ \ 8z

Si se integran, por partes, los dos ltimos términos del

integrando se llega a
1 1 62r Bzr
&S = [ T, ——2] rérdzdg. - (A4.9)
r r°- 8¢ gz
Si en la deformacion, la gota pasa de r = a jar=a + & con € «
. 35 queda como
1 1 8% a%
éS = [ - i —2] ré€dzdg, (A4.10)
a°+g (a0+§) 8¢ 8z
y recordando el resultado del capitulo II de que &S se puede

expresar en funcién de los radios de curvatura como (ver seccién

A-4 11 de este mismo apéndice)

1 1
88 = ”‘[E—l— + q]raﬁdzddh (Ad.11)
se llega a la conclusién de que
1 1 1 1 &% 8%
4+ = - —_— - =, (A4.12)
Br Reasg (ap6)%a®  a2”

Ahora se usara la serie
1

Sl-x+ X - #xt e e a7 g s (A4.13)
1+ x

s



i
para aproximar - (A4.14)

0
1 1 €
con x = £/a, =— -, (A4.15)
[ 2
a +§ a a
0 ] 0
1 1
y por tanto ey (Ad.16)
(a _+§) a
0 0
2
2¢ £
si se desprecian los términos - S Y 5. por la hipbtesis
a a
0 [

inicial de que & « a Entonces la ecuacion de los radios de

curvatura queda como

1 1 1 g 1 8% &%
e 22 (A4.17)
R, R, a a®  a’ap? az?

0 o o

Como en el «capitulo 1, se hard wuso de la ecuacién de
Navier-Stokes para pequefias amplitudes del FLUJO POTENCIAL de un
fluido de densidad p

J¢ 1 1
p— = —(pI - pe) = —o-(“'— + E——] , (A4.18)
dt 1 2
3¢ 1 € 1 8% 2%
resultando p~— + o[—_ T —2] = 0. (A4.19)
at a a a~ d¢ dz
] ] 0
Recordando que el gradiente en coordenadas cilindricas es
a &, o 3
V=8 — (A4.20)

ar rag¢ ‘oz
resulta que al derivar & con respecto a t se obtiene la velocidad

radial
g€ a¢
—=u =, (A4.21)
- at " oar
a(a® a®(a
y como para toda funcion continua — e i . (A4.22)
at aql éiql at
la ecuacion en términos del flujo potencial ¢ puede escribirse
8% a[ ¢ 1 8%  a%»
p—-2.+0———2_—2———2-——-2']=0, (A4.23)
at dr a, a, a¢ dz

kz 1wt
m lm¢e o

Proponiendo una solucion de la forma ¢ = Ar e y haciendo

el algebra necesaria se llega al resultado que se descaba probar
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i 2 ,2.2
w = "'3“(1 + m°~ k ao). (A4.24)
acp

A-4 1l La formula de Laplace

Considérese la superficie de interface entre dos medios, si
esta tiene alguna curvatura (es decir que si no es plana) entonces
las presiones de los medios en la vecindad de la interface es
diferente, a esa diferencia se le llama presién de superficie. Con
el fin de determinar esa diferencia debe aplicarse la condicion de
equilibrio termodindmico entre ellos, tomande en cuenta las
propiedades de la superficie. Supéngase que hay un desplazamiento
infinitesimal de esa superficie, y considérese en cada punto de la
superficie original un segmento perpendicular a ella que
intersecta a ambas superficies, sea S£ su longitud; entonces un
elemento de volumen entre las dos superficies esta dado por la
expresion 6€ds, donde ds es un elemento de superficie. Sean Py
P, las presiones en los medios 1 y 2 respectivamente, ademds se
tomara la convencion de que 8€ es positivo si el desplazamiento de
la superficie es del medio I al medio 2 (por decir algo). Entonces

el trabajo necesario para hacer tal cambio en el volumen es
(-pl + pz)agds. (A4.25)

Sin embargo el trabajo dw total hecho en el desplazamiento de la
superficie se obtiene sumando al anterior el trabajo asociado al
cambio en el area de la superficie, esa parte del trabajo es
proporcional al cambio en el drea ds de la superficie y es eods,
donde ¢ se conoce como el coeficiente de tensién superficial,

entonces el trabajo total es
sw = _J(pl - pz)éﬁds + ods, (A4.26)

siendo 8w = O la condicién del equilibrio termodindmico. Supdngase
que R1 y R2 son los radios de curvatura principales en un punto
dado de la superficie; también se tomara la convencién de que esos
radios son positivos si se toman respecto al medio 1, entonces los

elementos de longitud dll y d12 sobre la superficie en sus
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secciones principales tienen incrementos (cSE/Rl)dll y (5E/R2)d12
respectivamente cuando la superficie tiene un desplazamiento
infinitesimal; d?nde se ha considerado que dl] y d.l2 son elementos
de circunferencia de circulos con radios Rl y Rz' por lo tanto el
elemento de superficie ds = dlldl2 cambia por el desplazamiento de
superficie a
dl](l+65/Rl)dlé(l+5§/R2) = dlld12(1+ cﬁE/Rl + SE/RZ). (A4.27)

es decir, el elemento de superficie cambia en Géjds(l/R] + l/RZ).
De manera que el cambio total en el drea de la superficie de
separacion es

1 1
85 = JSE -=+ — |ds, (A4.28)

R R
1 2

Sustituyendo en la ecuacién para el trabajo e igualando a cero se

llega a la siguiente expresion para el equilibrio

1 1
JGE (p] - pz) - ol + —— ]lds = 0. (A4.29)

Rl RZ

Esa condicion se debe cumplir para todo desplazamiento
infinitesimal de la superficie, es decir, para todo 8€. As{ que la

expresién entre corchetes debe ser idénticamente cero
1 1
(pl - pz) = o=+ = |[. (A4.30)
R R
1 2
La igualdad anterior es la fdérmula de Laplace, la cual da la
presién de superficie, debe tenerse presente que en la derivacion

de la farmula se considera que la superficie de separacién ticne

cualquier forma y no necesariamente esférica.

Sj Rl y Rz son positivos , pl—pz>0, es decir que la presion es
mayor en el medio cuya superficie es convexa, si Rl = R2 = o , de
modo que la superficie de separacion sea plana, la presion es la
misma en cualquiera de los medios. Ahora se usara la férmula de
Laplace en un bello ejemplo que justifica la forma esférica de
equilibrio de un fluido y su entorno (dos medios). Supéngase que
no hay fuerzas externas actuando sobre los medios 1 y 2, es decir,
que no haya fuerzas netas ni en la superficie de separacion ni en
los medios en si mismos. Por lo tanto la presién es constante en
cada cuerpo, entonces al aplicar la lérmula de Laplace para dar la

condicion de equilibrio resulta
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1 1
-—+ == = conslante. (A4.31)
R R

De modo quel la sfjma de las curvaturas debe ser una constante sobre
cualquijer superficie libre de separacién. Si toda la superficie es
libre, entonces la condicién de equilibrio anterior significa que
dicha superficie debe ser esférica, por ejemplo la superficie de
una pequeia gota para la cual el efecto de la gravedad puede ser
despreciable; sin embargo si la superficie se apoya a lo largo de
una curva (por ejemplo una pelicula de liquido sobre un alambre}
su forma es menos simple. Para generalizar la condicién de
equilibrio se deben considerar las condiciones de frontera que se
deben satisfacer en la frontera entre dos fluidos en movimiento,
tomando en cuenta las fuerzas de tension superficial. En un
principio supongase que se pueden despreciar las fuerzas de
tensién superficial, en tal caso se tiene en la frontera entre los
dos fluidos que nk(Tz.lk - Tl‘“‘) = 0. En donde Tl.lk y Tz.lk son
los tensores de esfuerzos de los medios 1 y 2 respectivamente,
nétese que Jlos 1indices son las literales 1,k mientras que los
indices 1 y 2 son parte de la notacién para .diferenciar las
cantidades de cada medio. La ecuacién anterior establece la
igualdad de las fuerzas de friccién viscosa sobre la superficie de
cada fluido. Cuando se incluyen las fuerzas de tension superficial
se debe agregar a la derecha de la ecuacién anterior una fuerza
cuya magnitud estd dada por la férmula de Laplace y dirigida a lo
largo de la normal
1 1

nsz.lk - nka,m L IR EL N (A4.32)

i 2

y recordando que el tensor de esfuerzos es de la forma

T =-p& + T (A4.33)

se puede escribir como
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1 1

(pl - pz)nl = (Tl’lk - Tz.lk)nk + 0 —; + —R n. (A4.34)
1 2

A-4 11l Condiclones generales para el equilibrio.

Considérese un sistema termodinamico homogéneo abierto de una
sbéla fase, el cual puede intercambiar calor, trabajo de presion, y
masa con sus alrededores, Para pequefios cambios reversibles la
segunda ley de la termodinamica plantea que el calor agregado se
puede expresar como TdS, donde T y S son la temperatura y la
entropia del sistema respectivamente; el incremento en el trabajo
de presion hecho sobre el sistema es -pdV, donde P y V son la
presion y volumen del sistema; y el incremento en masa se mide por
dnk. k = 12,...,c, donde n_es el numero de moles de la
componente quimica k de las c componentes que constituyen al
sistema. De acuerdo a la primera y segunda leyes de la
termodindmica, el incremento en la energia interna U = U(S,V,nl.

LUNTRRY } del sistema para procesos reversibles es
c

c
dU = TdS - pdv + T dn, (A4.35)
k=1
au
donde = [ - (A4.36)
~ d n’S,Vn
k 2K

se llama el potencial quimico de la componente k. Notese que U y
las variables de estado independientes S, V, y n_ son extensivas
(proporcionales a nk), en contraste a las variables intensivas T,p

YK Se representard a las variables extensivas por X,y pory =

aU/ax‘ a las intensivas. Entonces para una constante A se tiene

U(Axl,)\xz,...) = AU(x ,xz,...), asi que
da ! 8 Ux,Ax,,...)

Ul ,...) = —Ux Ax,,...} = [ ——————"——=F yx,
dA 1 G(Ax‘) 1

c
o U(S,V,nl.nz,...,nc) =TS - pV +kz_:lpknk, (A4.37)
a la que se llama la ecuacién de Euler. Si se resta (A4.35) de la

diferencial de (A4.37) se obtiene la relacién de Gibbs-Duhem
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<
ndp = -SdT + vd o % du = -sdT + vdp, (A4.38)
kK P O

k=1

c i
donde X =n/Zn =n/n (A4.39)
X o K

es la fraccion molar de la componente k, y s y v son las
cantidades molares medias.

ia segunda ley de la termodindmica proporciona, como un
corolario, un criterio cuantitativo para el equilibrio
termodindmico. Considérese un sistema aislado que no esté en
equilibrio. En tal sistema los procesos irreversibles ocurren
espontaneamente. De acuerdo a la segunda ley, la entropfa de tal
sistema aumentara hasta que eventualmente alcance un estado en el
cual su entropfa sea un médximo. En tal estado todos los procesos
irreversibles se habran detenido y soélo continuardn, si es que
existen, aquellos procesos que sean completamente reversibles. El

sistema estara entonces en un estado de equilibrio. Entonces, para

un sistema homogéneo abierto que se deja a UV, y nl,nz,...,nc,
constantes, el criterio de equilibrio es
= .40
(BS)u.v.n o, (A4.40)

k
donde &S representa una variacidén virtual de la entropia con

respecto a los estados vecinos. Una expresién alterna para un

sistema con S,V, y nl.nz,....n constantes es
<

(6U)5'V'nk z 0. (A4.41)

Ademds el equilibrio es estable si (82S)UVn < 0, inestable si
L) k
(cSZS)UVn > 0, y es condicionalmente estable o metaestable si
wan,

(525) = 0. Aqui 5°S es la segunda varjacién virtual en la
U.V.nk

entropia con respecto a los estados vecinos.

A-4 1V Tensién superficial.
Entre los sistemas termodindmicos las fases en contacto estan
separadas por una fina regién de transicién, generalmente de sélo

algunas moléculas de grueso; en consecuencia es una abstraccion
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Gtil considerar tales interfaces como superficies geométricas.
Esto permite una descripcién relativamente simple y normalmente
adecuada de los efectos de superficie por medio directo de la
termodinamica  macroscopica. La extensién de los sistemas
termedinamicos para incluir efectos de superficie es
conceptualmente simple; por analogia directa a las contribuciones
del trabajo por presiéon -pdV en la energia interna, ahora se
introduce una contribucién o¢dQ, donde Q representa el area de la
superf’lc.ie de  separacion, y o es la tension superficial. La
cantidad o es una variable termodinamica intensiva y tiene las
«dimensiones de energia por unidad de area, o de fuerza por unidad
de longitud. Como en el caso nuclear (ver capitulo II) la base
fisica de esta formulacion se puede ver en el ejemplo de la gota
lfquida: en promedio, las moléculas en el interior de la gota se
encuentran en un campo de fuerza simétrica atractiva, mientras que
las moléculas en la capa superficlal no lo estan y de hecho
experimentan upa fuerza neta atractiva hacia el interior. Como
consecuencia de esta interaccion hacia dentro de la gota, la
superficie esta en estado de tensién, y se requiere de algin
trabajo para estirarla. A nivel molecular, este trabajo parece ser
necesario para llevar a las moléculas del interior a la
superficie, en contra de las fuerzas atractivas.

Las propiedades termodindamicas de la superficie son tan
caracteristicas que resulta conceptualmente util consideraria cotmo
una fase aparte, (o), con su propia entropia, S(m, ntmero  de
moles del potencial quimico k, n(f(”, etc. Y de acuerdo con la
anterior discusion, el cambio en la energia interna U(U)(S(m,ﬂ.

n(:)) de la fase superficial para los procesos irreversibles es
" c
' = 175 4 oda s pu Tan @, (ad.a2)

k=1

L . P .
donde ”k( ! son los potenciales quimicos de la superficie.

Ahora se generalizara la discusién anterior respecto del
equilibrio entre dos fases ('} y (''), tomando en cuenta también a
la fase de superficie {(¢) que las separa. Supoéngase que cada flase
esta originalinente aislada y en cquilibrio interno, Después de
quitar la restriccion que las aisla se consideran las

restricciones sobre las variables intensivas que son necesarias y
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suficientes para asegurar el equilibrio en todo el sistema, que
aln se mantiene aislado como un todo. Las variables extensivas
. independientes para el sistema completo son V = V' + V', S = §' +

S o+ Sw), n =n + n' + nw)

N " N Y f2. Andlogamente la energia

interna total es U = U’ + U" + Um. y la condicién de equilibrio

generalizada es

(8U) 0. (A4.43)

R AR =
k
Entonces la forma general desarrollada de la condicion de
equilibrio es
[
8U = T'8s" + T785" + T8 - pavi- prav: + o80 + T e
< w0, (o) -
+ Tursn' + Tu P zo, (A4.44)
el B o1 ¥ k
donde, de la restriccién de aislamiento del sistema como un todo,
se tienen las condiciones adicionales
85 = 55" + 85" + 887 = 0y &n = o + a0’ + &Y = 0
8V = &V' + 8V’ = 0. (A4.45)
Ninguna de esas condiciones se viola si se supone un conjunto de
variaciones infinitesimales para las que &5° = 0 y 6n; = 0, si
ademds se supone que la fase ('') es una esfera .de radio a, de

modo que dQ = 2dV''/a, las condiciones generales se reducen a

20
(m" - 788" + [p' - oV + wrn e = 0.
a
1
(A4.46)
Puesto que &S, aV" ¥y Bnk" representan  variaciones
independientes y arbitrarias, cada coeficiente se debe anular. Un
resultado similar se obtendria si se eligiéran &S’ = Bnl’(' = 0.
Entonces la condicién de equilibrio termodindmico resulta
finalmente:
2
v T = T Mo ! o e TS U =
T T T, p p . o= ok
L2,...,c (A4.47)

A la condicién de las presiones se le llama férmula de Laplace. La
extensiéon de éstos resultados a un sistemna mas general constituido
por ¢ fases y x interfases esféricamente curvadas es directo: para
que exista equilibric termodinidmico, deben tenerse temperaturas

uniformes (equilibrio térmieco) y potenciales quimicos uniformes
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"3 g ﬁ‘ b

(equillbrio quimice) a lo largo de todo e&sistema. Ademds debe
cumplirse una relacién de la forma de la; de Laplace (equilib'rio
mecanico) para cualquier par de fases, dandose la mayor presion
sobre el lado céncavo de la interfase cuyo radio de curvatura

sustituye a "a" en la férmula de Laplace.
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